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Introduction

0.1 Présentation du cours

Ces notes reprennent sous une forme sensiblement plus détaillée des notes d’un cours
d’école doctorale donné en mars 2010 sous le nom “Estimation quantitative et uniforme en
temps de la propagation du chaos” et s’appuient également sur des notes d’un cours de M2
recherche EDPMAD dispensé durant les années scolaires 2008-2009, 2009-2010, 2010-2011
intitulé “du microscopique au macroscopique”. L’objectif de ces notes est double :

- Présenter des résultats récents obtenus en collaboration avec M. Hauray, C. Mouhot
et B. Wennberg.

- Faire une introduction générale aux problemes de “limites de champ moyen” en
présentant en détail quelques résultats incontournables et en présentant quelques idées et
stratégies générales.

0.2 Les problemes historiques

Il existe deux problemes fondamentaux et difficiles en physique statistique hors équilibre :

- Dériver I'équation de Boltzmann & partir de la loi fondamentale de la dynamique :
c’est la limite de Grad (et ce n’est pas une limite de champ moyen). Ce probleme a été
résolu partiellement (pour des temps courts) par Lanford en 1978.

- Dériver 1’équation de Vlasov-Poisson pour un gaz en intéraction Coulombienne (N
particules qui créent un champ de force et le subissent) a partir de la loi fondamentale de
la dynamique : ¢’est une limite de champ moyen. Ce probleme est résolu pour un potentiel
d’interaction non singulier par Braun et Hepp en 1977 et pour un potentiel d’interaction
“peu singulier” par Hauray et Jabin en 2007, mais il n’est pas résolu dans le cas du potentiel
Coulombien.

Pour contourner ces difficultés, Kac propose en 1956 de regarder un probleme beaucoup
plus simple :

- Déduire I'équation de Boltzmann homogene en espace a partir d’'un processus de
sauts “collisionnels”. C’est & nouveau un probleme de champ moyen. La question est
initialement posée et résolue par Kac pour un modele simplifié (appelé le modele de Kac).
Cette approche se généralise a I’équation de Boltzmann, a 1’équation de Vlasov (pour
un potentiel d’interactions régulier) ainsi qu’a bien d’autres équations (notamment le
tres populaire modele de McKean-Vlasov). Le “programme de Kac” repose sur deux
concepts clés que nous introduirons dans le prochain paragraphe et traiterons plus en
détail dans la suite du cours : la notion de limite de champ moyen et la notion de
chaos (et de propagation du chaos).
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0.3 Vers une formalisation du probleme

On considére un espace d’états ou de configurations admissibles E. On prendra E C R,
On considére un systéme de particules (ou individus/cellules/agrégats, ...) dont chaque
particule est totalement décrite par sa variable d’état y € E (typiquement ici y est la
position de la particule, et on note y = x € E, ou sa vitesse, et on note y = v € F, mais on
peut imaginer bien d’autres situations, en particulier un couple y = (z,v) position-vitesse,
une masse y = m > 0, ... ). Un systéme de N particules est donc décrit par une variable
d’état

Y =y, ..,yn) € BV,

que I'on notera parfois Y = YV = (ij )1<j<n lorsque 'on voudra insister sur la dépendance

en N. On suppose également le plus souvent que les particules sont indistinguables (échangeables
dans la terminologie probabiliste) ce qui signifie qu’on ne fait pas de différence entre
Pétat Y et I'état Y, = (Yy(1); - Yo(rv)) POUr toute permutation o € &y = {bijections

de {1,2,..., N}} donnée. Dans ce cas le systeme est en fait décrit par la classe de Y obtenue

par permutation des indices, espace des états du systeme est donc EV /Gn.

Le probleme a N particules. La configuration du systéeme a N particules est obtenue
comme solution d’'un probleme d’optimisation (minimisation d’une entropie ou probleme
de minmax, c¢’est un probléme stationnaire ou a I’équilibre) ou d’une équation d’évolution
(probléme hors équilibre) mettant en jeu la variable Y (ou une fonction de densité de la
variable Y'). Plus précisément, soit le systéme est déterministe et est décrit par un point
dans l'espace des phases

Y = solution optimale d’un probléme stationnaire € EY (ou EVY /S y),

Y(t solution d’un probléme d’évolution € EY (ou EY /G y).

~—

Soit le systeme est stochastique et les variables ci-dessus sont aléatoires. Dans ce cas,
on peut préferer une description par densité de probabilité qui correspond a la loi de la
variables aléatoire précédente, le systeme est alors décrit par

FN = solution optimale d’un probléme stationnaire € P(E™) (ou Py, (EY)),
FN(t) = solution d’un probleme d’évolution € P(E™) (ou Pyym(EY)),

ou Psym(EN ) est I'espace des probabilités symétriques de EV, c’est & dire invariantes par
permutations des indices des variables. Le fait de considérer Py, (E”Y) et non pas P(EY)
provient de ce que I’on suppose que les particules sont indistinguables. Il est important de
signaler que dans le cas d’un probleme d’évolution, la source d’aléas peut provenir :

- de la dynamique d’évolution elle-méme ;

- de la donnée initiale non connue avec certitude, la dynamique d’évolution étant elle
déterministe.

Question 1 : y a-t-il une limite lorsque N — oo ?

Une premiere question est de savoir si on peut identifier une limite lorsque N — oo.
Pour que cette question ait un sens il faut d’une part que le probleme soit observé “a
la bonne échelle” afin que le systéme (ou plutot certaines quantités fabriquées a partir

de la description complete du systéme) “reste d’ordre 17 dans la limite N — oo. Il faut
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d’autre part que l'on identifie “une limite” (c’est & dire un objet limite, éventuellement
défini comme solution d’une équation/d’un probléme limite).

Il est possible d’imaginer plusieurs types de limite, et essentiellement trois suivant la
précision de I'observation souhaitée.

- échelle microscopique. On peut souhaiter rester au niveau des particules/individus/
cellules et ’espace de configuration limite est alors E°°, c’est-a-dire, soit I’espace des suites
EN (ce qui peut étre le cas pour des modeles de coalsecence ou de fragmentation d'un
systéme de particules decrit par la suite de masses (m;);>1, mi > mg > ... > m; > ... > 0)
soit un espace structuré spatialement du type EZ (ce serait le cas pour un systéme de
particules en interaction et contraint & rester sur un réseau).

- échelle mesoscopique/statistique. Souvent lorsqu’on s’intéresse a un systéme composé
d’un nombre tres grand de particules ce n’est pas tant I’état de chaque particule prise
individuellement qui nous importe mais bien I’état du systéme globalement (car chaque
particule prise individuellement n’a qu’une action tres petite sur le systéme et son action
propre ne peut tout simplement pas étre observée). L’échelle mésoscopique correspond a
I’échelle ou on s’interesse au comportement statistique ou typique des particules, et on
répond a la question : quelle chance ai-je de trouver une particule dans un état donné
y € E ou plutét dans une portion de l'espace des états A C E'7

- échelle macroscopique. Allons plus loin. Ce qui nous importe vraiment ¢’est comment
agir sur un systeme de particules ou quelle est I'action qu’exerce celui-ci sur son environne-
ment. Dans les deux cas les quantités pertinentes sont les mémes et ce sont les “observables
du systémes” (les quantités que 'on peut observer grace a des appareils de mesure) qui
sont obtenues comme moyennes sur la densité de particules : la densité moyenne, la vitesse
moyenne, la température, ... .

Cette distinction entre ces trois échelles est particulierement pertinente pour les gaz
d’atomes pour lesquels on peut avoir une description microscopique (la dynamique est
donnée par les équations de Newton de la mécanique classique), une description mesosco-
pique (la dynamique est donnée par les équations cinétiques de Boltzmann ou Vlasov, ...),
une description macroscopique (la dynamique est donnée par les équations de la mécanique
des fluides de Euler, Navier-Stokes, ...).

Limite de champ moyen. Nous nous interessons ici uniquement a la deuxiéme situation
ci-dessus. En résumé, on souhaite établir une description statistique du systeme a partir
d’une description individuelle des particules et dans la limite ou le nombre de particules
tend vers l'infini. En termes probabilistes, cela correspond a une limite de type loi des
grands nombres (LGN). Deux objets permettent de décrire un tel systeéme limite. Le plus
simple est une densité de probabilité f € P(FE) qui représente la répartition statistique
des particules dans le systeme. De maniere un peu plus élaboré, on peut s’intéresser a
un processus stochastique décrivant une particule typique, et dont la loi correspond a
la probabilité f ci-dessus. Pour étre plus précis dans la terminologie, nous allons nous
intéresser a des “limites de champ moyen” qui correspondent au cas ou ’action de chaque
particule du systeme de IV particules devient de plus en plus petite lorsque N — oo, mais
que 'action moyenne des particules est d’ordre 1.

Comment effectuer une limite N — oo ?
Un probleme majeur réside dans le fait que I'espace EN ou P(EN ) dans lequel vit
la solution du probleme de N particules change avec N, et est donc a priori différent de
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I'espace dans lequel va vivre sa limite.

Rappelons que lorsque le systeme est déterministe, il est décrit par
— sa variable d’état Y = (y1,...,yn) € EV,

ou de maniere équivalente lorsque les particules sont indiscernables par
— la mesure empirique associée ,ug € P(E),

avec par définition

(0.3.1) L. (dy) € P(E).

||Mz

Dans le cas stochastique le systeme est décrit pas la variable aléatoire Y € EV ou la
mesure empirique aléatoire assoicée ,ug € P(FE). En termes de lois, le systéeme est donc
décrit par

~laloi FYN € P(EY) delava Y, en fait FV € Py, (EY),

~oulaloi FN € P(P(E)) de la va Y.
Le systéme limite est quant & lui décrit par une densité typique f € P(FE) ou par un état
(éventuellement aléatoire) typique Y € E. Afin d’établir la convergence du systéme de N
particules, qui est décrit soit par une suite d’états YV = (yl - .,y]]\\; ) soit par une suite
de densités FV € Py (EY) ou donc FN ¢ P(P(E)), vers un comportement typique, on
peut procéder de différentes manieres.

— (1) On travaille dans P(E), et on prouve que

,uyN — f faiblement dans P(E).

— (2) On travaille toujours dans P(E), et on prouve qu’il existe 71 € P(E) tel que
FN ::/ FNdy, ...dyy — 7 faiblement dans P(E).
EN-1

Dans (1) et (2) les quantités 1Yy et FJV représentent la densité de probabilité dune
particule du systeme de N particules de se trouver dans un état donné. Il s’avere que
la convergence (1) n’est envisageable que pour un systéme déterministe et que nous ne
sommes pas toujours capable d’identifier la limite avec la seule information (2). On peut
alors, comme le fait Kac dans [22], s'intéresser & une densité de probabilité des couples de
particules du systeme de N.

— (2') On travaille dans P(E?), et on prouve qu'il existe T2 € Pyym(E?) tel que

FN ::/ FNdys ...dyy — 7o faiblement dans P(E?).
EN-2

La encore I'information est souvent trop partielle pour identifier la limite, et nous sommes
alors amené a mettre en ceuvre I'une des stratégies suivantes.
~ (2") On travaille dans P(E¥), pour tout & € N* fixé, et on prouve qu'il existe
T € Psym(Ek) tel que

Fév ::/ FNdka...dyN — 7, faiblement dans P(Ek)
EN—k
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— (3) On travaille dans EN. Dans le cas déterministe, on prouve que
1N
N Ny ._ N =N
(03.2) (YN YY) = ; w =50,

avec y; = y € E fixé. Dans le cas stochastique, on prouve encore (0.3.2) au sens p.s.
ou en espérance, avec YN = (1, ..., yn) un vecteur dont les coordonnées sont des
va indépendantes et de loi identique f fixée. En particulier, on prouve

Wi (FN, foN) < B(d (YN, YY) — 0,

ol Wy désigne la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein associée a la distance
di. On peut également démontrer la variante

E(M(u%w%)) = E( inf %i\yiv —’Ljiv(i)\) — 0,
=1

oeBn

qui peut sembler plus faible, mais ne ’est en fait pas pour des particules indistin-
guables, i.e. lorsque FN € Psym(EN).
— (4) On travaille dans P(P(E)), et on prouve qu'il existe 7 € P(P(E)) telle que

FN % faiblement dans P(P(E)),

ou de maniere un peu plus précis on travaille dans le cadre des va a valeurs dans
P(E), le systéme est décrit par la suite de va u)]\,f ~ €t on montre qu’il existe une va
Y a valeurs dans P(E) telle que ,ug ~y — Y presque surement.

On ne discutera pas maintenant précisément le sens de ces convergences et des relations
entre elles. Faisons toutefois quelques commentaires. A part dans le cas (3), ’espace dans
lequel on travaille est fixe, on peut donc faire dans ces cas des arguments de compacité
et ne pas connaitre a priori la limite cherchée f, 7; ou 7. Les convergences (2) (avec
7o = f©2), (2") (avec T = f<K), (3) et (4) (avec & = d7) sont équivalentes et impliquent les
convergences (1) et (2), ces deux dernieres convergences étant équivalentes. La convergence
(1) (et (2) avec k = 1) répond bien & la question 1 : la distribution “moyenne” des N
particules converge vers une distribution “typique”.

Question 2 : a-t-on le chaos ou la propagation du chaos ?

On dit qu’une suite Y = YN € EN de va est chaotique, ou plus précisément f-chaotique
avec f € P(E), si saloi FV satisfait

(0.3.3) Vk e N* EN — f®  faiblement dans P(E").

Cela est exactement la convergence (2”) avec 7, = f®F pour tout k& > 1 et c'est une
formulation précise de I'idée vague selon laquelle YV est “asymptotiquement proche d’une
va de coordonnées indépendantes lorsque N — o0” ou dit autrement est “presque une va
de coordonnées indépendantes dans I'asymptotique N — oo”. De la méme facon, on dit
que FN € Py, (EN) est f-chaotique si (0.3.3) a lieu.

Une deuxiéme question est alors de savoir si dans le cas d’un probleme stationnaire F'V
(ou Y) est f-chaotique (chaos), ou si dans le cas d’un probleme d’évolution FVV(0) (ou
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YN (0)) est f(0)-chaotique entraine que FN(¢) (ou YN(¢)) est f(t)-chaotique pour tout
t > 0 (propagation du chaos).
Plusieurs remarques s’imposent :

- La question de la chaoticité est plus exigeante et subtile que celle d’une simple limite
de champ moyen puisque (0.3.3) implique en particulier (1) et (2).

- Il est important de retenir que des que le systeme a N particules est en interaction, la
dynamique d’une particule donnée est toujours corrélée / n’est jamais indépendante
a celle des autres particules, ce phénomene d’indépendance (qu'est le chaos) n’est donc
valable qu’a la limite.

- Soulignons également que pour certains problemes (par exemple dans le cas du
probleme de Boltzmann) on doit répondre a la deuxiéme question (limite chaotique) pour
répondre & la premiére question (équation sur la loi d’une particule typique) : on ne sait
démontrer (2) avec k = 1 qu’en passant par la preuve préalable de (0.3.3).

0.4 Références bibliographiques

Ci-dessous nous présentons une liste de références, classées grosso-modo par ordre
chronologique, et qui nous paraissent particulierement importantes. Cette liste ne prétend
pas étre exhaustive et d’autres références seront présentées a la fin de chaque chapitre.

- Dans un article fameux de 1955, Hewitt et Savage [20] résolvent dans une trés grande
généralité une question centrale en probabilité et qui remonte au moins a Bruno de Finetti
(1931), a savoir la représentation des suites de mesures symétriques et compatibles (cor-
respondant a des suites de variables aléatoires échangeables) comme moyennes de mesures
produits. Nous consacrons le début du chapitre 3 a ce probleme en présentant la preuve
historique de Hewitt et Savage (qui repose sur le théoréme de Krein-Milman) ainsi qu’une
preuve récente due & P.-L. Lions [24] (qui repose sur le théoreme de Stone-Weierstrass
et un lemme combinatoire qui apparait (pour la premiére fois?) dans article de F. A.
Griinbaum [18] de 1971).

- L’article de Kac [22] de 1956 est incontournable car c’est 'article dans lequel est for-
malisée la notion de propagation du chaos et est ’article pionnier concernant la limite vers
une équation de la dynamique “typique”. Par son style précis et direct et par les questions
fondamentales qu’il pose, cet article reste d’'une grande actualité. Nous en recommandons
donc vivement la lecture. En quelques mots. Kac introduit la notion de propagation du
chaos que nous traitons en détails dans le chapitre 3 et introduit une méthode ingénieuse
que nous décrivons succinctement dans le chapitre 8. Son résultat principal de propagation
du chaos pour ’équation de Boltzmann (il traite un modele simplifié connu sous le nom
de “caricature de Kac”) sera démontré dans le chapitre 8 par une premiere méthode dite
de la hiérarchie BBGKY et dans le chapitre 9 par une autre méthode obtenue dans [33]
en développant une idée introduite dans [18]. Enfin, il pose la question du retour expo-
nentiel vers ’équilibre pour le systeme de N particules avec un taux uniforme en N et
la possibilité d’en déduire un retour exponentiel vers 1’équilibre pour I’équation limite de
Boltzmann. Cette question sera brievement discutée dans le chapitre ?7.

- Dans un article de D.W. Robinson et D. Ruelle [39] datant de 1967 (puis dans le
livre de D. Ruelle [40]) la notion d’entropie “moyenne” pour un systéme composé d’une
infinité de particules est correctement définie et est étudiée. C’est un outil fondamental
en physique statistique, en particulier dans I’étude de problémes stationnaires et dans
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I'identification de la limite des mesures de Gibbs associées & un systeme de N particules
a l’équilibre. La lecture de [39] est un peu ardue et son cadre est un peu différent de
celui développé ici. C’est pourquoi nous présentons dans le chapitre 4 la notion d’entropie
moyenne, quelques résultats de convergence reliés a cette notion et une application simple
a un probleme de limite des mesures de Gibbs (cf. ci-dessous).

- L’article de F.A. Griinbaum [18] de 1971 nous semble étre absolument fondamental.
F.A. Griinbaum annonce un résultat de propagation du chaos pour le modele de Boltzmann
avec section efficace des spheres dures mais il ne présente qu’'une preuve partielle comme
il le confesse lui-méme. La preuve repose sur une “hypothése de régularité”, en fait de
dépendance réguliere par rapport & la donnée initiale, non prouvée a 1’époque, et en fait
fausse en I'état (il existe des contre-exemples & l'unicité dus & Lu et Wennberg [25] qui
empeche la dépendance réguliere supposée dans [18]). Toutefois I'hypothese de régularité
peut étre assouplie et démontrée, et le résultat annoncé dans [18] peut méme étre précisé
et généralisé. C’est I'objet de nos articles [33] et [1] en collaboration avec C. Mouhot et B.
Wennberg. La preuve (présentée dans un cadre simplifié) fait 'objet du chapitre 9.

- Les travaux de H. Spohn & partir de la fin des années 1970 sont nombreux et font
références. H. Spohn aborde dans [41] la question générale des limites N — oo pour un
systeme de particules, dont la limite dite de “champ moyen” étudiée dans ces notes n’est
qu’une des limites possibles. Concernant ce vaste programme de la physique statistique
nous renvoyons donc a [41] ainsi qu’au livre [43]. Citons également larticle [42] sur la
hierarchie BBGKY pour I’équation de Vlasov. Ce type d’approche sera présentée dans le
chapitre 8. Citons enfin l'article de Messer et Spohn [32] concernant la limite de mesures
de Gibbs qui sera présentée (sous une forme légerement différente permettant d’inclure
des modeles singuliers comme ceux étudiés par Caglioti, Lions, Marchioro et Pulvirenti
[7, 8]) dans le chapitre 4.

- Il existe de nombreux articles de A.S. Sznitman au cours des années 1980 concernant la
propagation du chaos. Certainement le résultat le plus important est celui de propagation
du chaos pour I'équation de Boltzmann avec section efficace des spheres dures qu’il obtient
en utilisant une technique de martingale non linéaire [44]. Son cours a 1’Ecole d’été de Saint-
Flour est également une référence obligée [45]. Les notes de Méléard [31] sur le méme sujet
sont particulierement claires.

- Un article qui nous semble grandement mériter d’étre cité est l'article de L. Ar-
keryd, S. Caprino et N. Ianiro [3] de 1991 qui traite de 'unicité de la solution de la
hierarchie BBGKY associée a 1’équation de Boltzmann pour la section efficace des spheéres
dures. L’article est particulierement agréable a lire et le résultat obtenu permet d’obte-
nir immédiatement (bien que cela ne soit étrangement pas mentionné) la propagation du
chaos pour I’équation de Boltzmann pour les spheres dures. C’est donc la premiere preuve
alternative (beaucoup plus simple et n’utilisant pas d’argument probabiliste) du résultat
de Sznitmann. Ce résultat sera présenté dans le chapitre 8.

- Le livre [38] de Rachev et Riischendorf (1998) porte sur les problemes de transfert
de masse et sur les métriques dans ’espace des probabilités. Une preuve quantitative de
chaoticité au sens de la distance Wy est démontrée. Nous abordons cette question dans
le chapitre 3 et nous apportons une preuve alternative tirée de [1]. Une série de résultats
concernant 1’équivalence des distances construites sur espace des probabilités P(R?) est
présentée dans [38]. Cette question est également abordée dans les tres agréables notes
[11] de Carrillo, Toscani (2007). Nous présenterons quelques résultats dans ce sens dans le
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chapitre 1.

- Nous renvoyons aux notes de cours de DEA [48] de Villani de I'année scolaire 2001-
2002 qui propose un exposé tres pédagogique et clair sur ce méme sujet des limites de
champ moyen. Le livre [50] de Villani contient une tres agréable introduction a la théorie
du transport optimal ainsi que quelques exemples d’applications. En particulier, tous les
théoréemes concernant les distances de transport de Monge-Kantorovich-Wasserstein que
nous utilisons dans ce cours y sont démontrés. Pour ceux qui veulent en savoir encore plus,
consulter [51]. Deux articles peuvent étre mentionnés concernant la question du retour vers
I’équilibre dans un systeme de N particules uniformément en N. En premier lieu, I'article
de C. Villani [49] qui quantifie ce retour (pour la premiere fois ?) en termes d’entropie (qui
se trouve étre la bonne notion pour espérer un passage N — o0) et qui est également un
des résultats les plus élégant de 'auteur et des plus importants concernant la question du
retour vers I’équilibre pour I’équation de Boltzmann. Pour une discussion plus approfondie
sur cette question de Kac (et quelques autres) nous renvoyons a larticle récent [9] et aux
références cités dans cet article.

- En 2007, Hauray et Jabin ont obtenu dans [19] une preuve de la limite de champ
moyen vers I’équation de Vlasov pour un potentiel singulier (sans traiter toutefois le cas
du potentiel Coulombien!). Nous n’aborderons pas ce résultat dans ces notes, mais nous
en recommandons la lecture puisqu’il s’agit du résultat le plus abouti & ce jour sur ce
probleme majeur.

- Les cours [24] de P.-L. Lions au college de France des automne-hivers 2008 et 2009
ont été consacrés aux problemes de limites de “jeux a champ moyen”. La video de ces
cours est accessibles en ligne sur internet. Le présent texte est fortement inspiré de [24].
En particulier la limite de “jeux a champ moyen” présentée dans le chapitre 1 et la preuve
du théoreme de Hewitt & Savage présentée dans le chapitre 3 sont tirées de [24]. No-
tons également que ce cours aborde le probléeme (encore peu étudié) de définir un calcul
différentiel a l'ordre 1, 2, et plus.

- Le livre de L. Ambrosio, N. Gigli et G. Savaré [?] développe (entre autres choses et
a la suite de travaux de F. Otto, W. Gangbo, C. Villani, ...) un calcul différentiel dans les
espaces de probabilité. Nous aborderons ce probléeme sous un angle un peu différent dans
le chapitre 9, et nous montrerons comment les fonctions différentiables sur les espaces de
probabilité interviennent dans le problemes de limite de champ moyen.

- Enfin, de nombreuses questions relatives aux limites de champ moyen ne sont pas
abordées dans ces notes. Pour en citer quelques unes : la question de la propagation du
chaos et de la limite & grand nombre de particules en physique quantique stationnaire (cf.
les travaux de Lieb et les références citées), en physique quantique hors équilibre (cf. les
travaux récents de Schlein et les références citées), pour les modeles de coagulation (cf.
les travaux récents de Rezakhanlou et les références citées), pour les problemes de vortex
(cf. les travaux de Pulvirenti et les références citées), pour des modele de dynamique
adaptative (cf. les travaux récents de Méléard et les références citées), ... .

0.5 Cadre fonctionnel

Espaces des états E et EN.
Dans tout ce cours E désignera 'espace “des états”. On suppose que E = (E,dg) est
un espace métrique et on note % la tribu borélienne associée a cette structure métrique.



TABLE DES MATIERES ix

Plus précisément, on se placera toujours dans 'une des trois situations suivantes : un
espace métrique, typiquement £ C R? muni de la distance euclidienne dg(z,y) := |z — y|

- E est un espace métrique compact, en fait £ C R? est un compact ; (en particulier,
le cas E un compact de R? muni de la distance euclidienne, notée |.|),

- E =R, en fait on pourrait considérer de la méme maniere le cas d’un espace polonais
localement compact. est un espace métrique localement compact et séparable, ;

Comme toujours,

Plus généralement ce que 'on va exposer reste vrai dans le cas ou E est un espace
métrique séparable, localement compact (tout point admet une base de voisinages com-
pacts) mais pas compact.

- E est un espace polonais (espace métrique complet et séparable), en fait £ = P(R?).

FE espace des états d’une particule
w, d, dg, dist distance sur F, d,

Espaces des fonctions sur F.

Ca Cb7 UCu C£7 007 Cc

Espaces des probabilités sur FE.
P(FE) I'ensemble des mesures de probabilités sur £
Py : I'ensemble des mesures empiriques (sommes de N masses de Dirac) -7
D, W, distance sur P(E)

Objets sur I’espace P(E).
P(P(FE)) 'ensemble des mesures de probabilités sur P(F)
D, W, distances sur P(P(E)).
UC(Pg), C*(Pg)



TABLE DES MATIERES



Premiere partie

Problemes stationnaires






Chapitre 1

L’espace des configurations
symétriques, I’espace P(F) et
limite de “euzr a champ moyen”

Dans ce chapitre, étant donné un espace métrique (E, dg), nous introduisons les notions
et résultats utiles dans les prochains chapitres (et seulement ceux-1a) concernant les espaces
P(F) en traitant successivement le cas E compact, le cas E espace polonais et le cas
E = R?. Nous donnons également un premier exemple de limite de champ moyen dans le
cadre d’un probleme de jeux a N joueurs.

1.1 Espace des configurations symétriques sur EV.

Soit un espace métrique E. Pour N € N* et p € [0, 00] on définit dans EV la distance
d, de la maniere suivante. Pour tout X = (z1,...,zn),Y = (y1,...,Un) € EN . on pose

do(X,Y) = inf{e > 0; #{i, dg(zi,y;) > e} < Ne},
N 1/pt
dy(X,Y) = e ZdE(x yi )P si 0<p<oo, pfi=max(1,p)
D ) N P 1y Y1 ) ) 9
doo(X,Y) = max dg(wi, ).

Lemme 1.1.1 Les fonctions d,, : EN x EN — R, sont effectivement des distances et pour
tout N> 1 ettout 0 <g<1<p<oo, ona

d3<dy <d,<dy et d,<dl.
De plus, lorsque p € (1,00) et diam(E) < oo, on a

dy < diam(E)'/" di/p et d, < (d5+ diam(E)? do)l/p .



Preuve du Lemme 1.1.1. Etape 1. Le cas 1 < p < co. D’une part, par I'inégalité de Holder
associée a la mesure discréte et uniforme sur {1,..., N}, on a

1/p N 1/p

N N
1 1 1
_ s P il -
dl(Xv Y) — N ;dE(xzayz) < Z;dE($zayz) N ; N - dp(X7Y)'
D’autre part, on a

N

dp(X7Y)p = Z xlvyl) <dlam ZdE xuyz
i=1

Etape 2. Le cas 0 < ¢ < 1. De la méme maniere, en notant r :== 1/¢, on a

N 1 1/r N 1 1/r’
de(X,)Y) = Nz:: BT, yi)? <Zd}3 (zi, i) N) <§ N) =di(X,Y)".

Etape 3. La distance do. Commencons par démontrer que pour tout X,Y € EV
(1.1.1) £{4, |xi —yi| > do(X,Y)} < Ndo(X,Y).
Par définition de do, pour tout n > 0, on a
i, lzi —yil > do(X,Y) +n} < N (do(X,Y) + 1),
puisque Ve, e’ >0, &’ > ¢,
#{i, |zi —yi| >e} <Ne = #{i, |zi—wy| >} <Ne.

Comme le terme de gauche dans 'inégalité ol intervient 7 est constant pour tout n € [0,7x,v,c), avec
Nx,v,e > 0, on obtient (1.1.1) en passant a la limite n — 0. De (1.1.1) on tire en particulier que do(X,Y) =0
implique X =Y.

Inversement, montrons que pour tout € > 0, on a
(1.1.2) 8{i, |zi —yi| > e} < Ne implique do(X,Y)<e
A nouveau, il existe nx,y, > 0 tel que pour tout € (0,7x,v,c)

8{i, [zs —yil > e+n} =t{i, |[zi —ys| >e} <Ne < N(e+n).

Par définition, on en déduit do(X,Y) < e+ 7, et on conclut en passant & la limite  — 0. En combinant
(1.1.1) et (1.1.2) on obtient

do(X,Y) =inf{e > 0; #{7, |xs —yi| >} < Ne}.

Soit maintenant X,Y,Z € EV. Si
|z — zi| > do(X,Y) +do(Y,Z) =: ¢,

alors |z, — yi| + |ys — zi| > do(X,Y) + do(Y, Z), et donc soit |x; — yi| > do(X,Y) soit |ys — 25| > do(Y, Z).
Ainsi

8{i5 wi — vl > do(X, Y )} + #{5; [ys — 2:] > do(Y, 2)}

N (do(X,Y) + do(Y, Z)) = Ne,

#is |zs — 2] > e} <
<

ce qui implique do(X, Z) < e. On vient de démontrer I'inégalité triangulaire et cela termine la preuve du
fait que dp est bien une distance.



Considérons X, Y € EY et posons k := §A4, A := {i; |z; —y;| > do(X,Y)}. Par définition de do(X,Y"),
pour tout € € (0,ex,y), on a k = §{i; |x; — yi| > do(X,Y) —e} > N (do(X,Y) — €) et en passant a la
limite € — 0 il vient k¥ > N do(X,Y’). On en déduit

N
1 1 k
a(XY) =+ >z =yl > sz — il > = do(X,Y) > (do(X,Y))*.
=1

i€A N
Enfin,
1 1
GXY) = > |z =il + > |z — vil”
i i —yi | <do(X,Y) i5 |2y —y[>do(X,Y)
< d(X YV 4 i o - il > do(X, V) diam(E)”,
et on conclut grace a I'inégalité (1.1.1). In

Exercice 1.1.1 Compléter la preuve du Lemme. Compléter le lemme afin de traiter tous
les exposants 0 < q < p < oo dans les deux inégalités. Etablir la deuxiéme inégalité en
remplacant la condition diam(E) < oo par une condition de moment sur les configurations.

On introduit Gy le groupe des permutations d’un ensemble & N éléments (i.e. I'en-
semble des bijections de {1, ..., N} dans lui-méme) et £V/& y I’ensemble des configurations
de EV indistinguables par permutation. On note X,y € EN /G N les classes d’équivalences
de EVN par la relation d’équivalence d’égalité par permutation. Pour X = (x;) € EV,
XeXetY=(y)€EN,Y €Y onadonc

X=Y ssi X ~Y ssi dJo€6n X=Y,, ol (Yo)i :=You) Vi=1,...;N.
Etant donnée une distance d dans EV symétrique par permutation, i.e. telle que
dX,Y)=d(X,,Y,) VX YeEN Voe6y,
on définit

VX, Y€ BV d(X,Y)= min d(X',Y')= min d(X,Y,),
X'~ X, Y'Y o€GN

ainsi que
VX,V e EN/Sy d(X,Y)=d(X,Y) pourun couple (X,Y)e€ X x,
la quantité de droite ne dépendant pas (par construction) du choix de ce couple.

Lemme 1.1.2 La fonction d ne définit pas une distance sur EN (si N > 2!) mais vérifie
linégalité triangulaire. La fonction d définit bien une distance sur EN/Sy. De plus, si
d1 § Cdg alors d1 § Cdg

Preuve du Lemme 1.1.3. Soient X,Y,Z € EN et 0; € Gy tels que d(X,Y,,) = dN(X,Y),
d(Y, Zy,) = d(Y, Z), de sorte que

A(X,2) < d(X, Zpyos,) < AX,Ys,) + d(Ye,, Zagyoo,) = d(X,Y) +d(Y, Z).

Cette inégalité triangulaire dans EN implique la méme inégalité triangulaire dans EV/Gy.
De plus, si d(X,)) =0 pour X, Y € EN . cela implique bien qu'il existe X € X, Y € Y et
o€ Gy tels que 0 =d(X,Y) =d(X,Y,), soit donc X =Y,, X ~Y et X = ). O



Définition 1.1.3 Awec les notations des Lemmes 1.1.1 et 1.1.3, on note
wp =dp, 0 <p< oo, wrp = do,

soit plus explicitement pour X,Y € EN

LN 1/pt
wy(X,Y) = inf <NZ[dE(:vi,ya(i))]”) )

c€GN .
i=1
wLP(Xv Y) = inf{s > 0; do € 6]\//11{27 |':UZ - yo(i)| > 6} < N€}7

et on appelle “distance” de Monge-Kantorovich-Wasserstein (MKW) la fonction w, ainsi
définie sur EV et EN/Gy, et “distance” de Levy-Prokorov la fonction wrp ainsi définie
sur EN et EN/Gy. On note également wy = wrp.

1.2 Mesures empiriques et distances dans P(F) lorsque E
est un compact.

Dans cette section nous supposerons toujours (sauf mention explicite du contraire)
que £ C R? est un compact. Commencons par définir Papplication canonique “mesure
empirique” qui est 'objet fondamental permettant de passer de la suite d’espaces EN &
lespace fixe P(E) D Py (E).

Définition 1.2.4 Soit E un espace polonais (ou juste mesurable). Etant donnée la va-
riable/Uétat X = (21, ...,xn) € EN, on définit la mesure empirique py € P(E) associée
par

N
1
pN (dx) = N iz_gdxi(dw) e P(E).
On définit ainsi une application 11X : EN — P(E). Mieuz, en notant Py (E) ’ensemble
des mesures empiriques de la forme ci-dessus (N masses de Dirac de poids 1/N), on
définit une application bijective

ny: EN/6y —Pyn(E), X p¥.

On munit P(E) d’une distance D métrisant sa topologie/convergence faible. On va
voir dans cette section que II¥ est alors un homéomorphisme de (EY /&y, w),) dans
(Pn(E), D). C’est méme une isométrie lorsque Py (F) est muni d’une distance de trans-
port convenable, ce que nous verrons dans la section 1.4.

Nous allons donc maintenant rappeler la définition de I’espace P(FE), exhiber deux
distances sur P(FE) et établir quelques propriétés de P(E).
L’espace P(E). On définit 'espace M'(FE) des mesures de Radon sur £ comme étant
'espace dual de I'espace C'(F) des fonctions continues muni de la norme de la convergence
uniforme, on note M (E) = (C(E))’. Comme C(E) est un espace de Banach, M!(E)
est également un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme duale “de la variation
totale”

VA€ Ml(E) ATy = sup (A, p)].
peC(B), [lpll<1



De plus, pour tout A € M!'(E) il existe une unique décomposition
A=A —A, AL 20, [[Allpy = [Atflrv + [A-[lzv,

ou la positivité Ax > 0 signifie que ¢ € C(E), ¢ > 0, implique (A, ¢) > 0. On note M}F(E)
le cone des “mesures de Radon positives”.

D’autre part, on définit I’ensemble ///i (E) des “mesures de Borel positives finies” sur
FE comme 'ensemble des fonctions d’ensemble o-additives sur la tribu AE a valeurs dans
R. Soit donc pu € AL(E) si p: Bp — Ry, pu(0) = 0 et pour toute famille (4;);e; finie
ou dénombrable de g deux a deux disjointes A; # A sii,j € I et i# j, on a

M(U Ai) = Z p(A;).
iel iel

A une telle mesure p € ///}r(E), on peut associer une intégrale de Lebesgue définie pour
les fonctions mesurables et positives, pour toutes les fonctions intégrables et donc, en
particulier, pour toutes les fonctions continues (et bornées). On définit ainsi

L:C(EB) =R ¢ 1(e) = Tuphi= [ pdu= [ ola)utde).

L’application I, est linéaire, positive et bornée, c’est donc un élément de M}F(E), et

/Ecpdﬂ‘ =/Edu=u(E)-

Théoréme 1.2.5 (Riesz-Markov) Lorsque E est compact, on a la réciproque : pour
tout A € M1 (E) il existe un unique p € M| (E) tel que

VeeCE),  (Ag)=1I(p)

Ainsi, Uapplication M} (E) — ML(E), p — 1,, est bijective et on peut identifier M1 (E)
et ML(E). On note désormais I, = p.

[TV = sup
peC(E), [lpll<1

De la méme maniere on caractérise I’ensemble des mesures de probabilités grace aux deux
définitions équivalentes suivantes

P(E) = {A € Mi(E), (A1) =1} = {p € A(E), p(B) =1},
En définissant .#'(F) 'ensemble des mesures de Borel signées par
MNE) = (s — e, pe € ANE)},

on généralise la notion d’intégrale en posant
00 = [ f@yutdn) = [ f@patan) ~ [ ra) i)

pour toute fonction f € LY (FE,%g,|u|) o |u| = py + p_ est une mesure de Borel po-
sitive. Grace a la décomposition des mesures de Radon en différence de mesures de Ra-
don positives et grace au théoreme de Riesz-Markov on a également que l'application



MY E) — MY(E), p — I, est bijective et on peut identifier M'(E) et .#'(E). On note
Voe MY (E)  [pl(E) = lpllrv = sup

toujours I, = p. Ainsi, on a
/ cpdp‘
eC(E), llpll<t IV E

= inf{p(B) + p—(E); px >0, py — p— = p}

ou donc ici |p| = p4+p— avec p1 est la décomposition de Hahn de p obtenue en choisissant
p+ > 0 étrangeres (3 A tel que pi(A) = 0 et p_(E\A) = 0) dans la classe des mesures
n+ > 0 vérifiant p = ny —n_.

Convergence faible dans P(F). Lorsque F est compact, on dit qu’une suite (u,) de
P(E) converge faiblement vers p € P(E), on note p, — p, si

Ve e C(E) /wdun —>/<,0du-
E E

Il s’agit bien siir ici de la (trace sur P(E) de la) convergence faible * o(M'(E), C(E)).

Théoréme 1.2.6 (Banach-Alaoglu pour P(E)). On suppose E compact. L’ensemble
P(E) est séquentiellement compact au sens de la convergence faible.

Preuve du théoréme de Banach-Alaoglu pour P(E). Soit (u,) une suite de P(F). D’une
part C(FE) est séparable et on note (¢x) une famille dénombrable et dense dans C(E).
Alors, par compacité de [—|¢kll; l¢kl]] pour tout & € N* et par le procédé de Cantor
d’extraction d’une sous-suite diagonale, il existe une sous-suite (j,,/) et une suite A\ € R
telles que (p,/, pr) — A lorsque n’ — oco. Maintenant pour tout ¢ € C(E), on obtient
également qu’il existe A, € R tel que (u,7, ) — A, lorsque n’ — oo en approchant ¢ par
une suite (/). On constante que I'application A : C'(E) — R, A(p) = A, est linéaire et
positive (donc continue) et A(1) = 1. Par le théoréme de Riesz-Markov c¢’est une mesure
de probabilité. O

Théoréme 1.2.7 (Krein-Milman pour les mesures). On suppose E compact. Les
combinaisons convexes de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible.
En d’autres termes et plus précisément, (Pn(E))n>1 est dense dans P(E).

Preuve 1 du théoréme 1.2.7. Les masses de Dirac sont les points extrémaux! de P(E).
En effet, si 0, = tp+ (1 —t)v, avec a € E, t € (0,1), p, v € P(FE) alors nécessairement
supp p = suppv = {a}, et donc p = v = §,. Inversement, si u € P(E) et pu n’est pas une
masse de Dirac, alors il existe ¢ € C(E), 0 < ¢ <1 telle que pu(p) > 0 et pu(1—¢) >0, de
sorte que I'on peut écrire p sous la forme d’une combinaison convexe

=) ()] o) + (1= p(e) ([l — )] 7 (1= @) ),

et donc p n’est pas un point extrémal. Il suffit alors d’appliquer le Théoreme A.3.5 de
Krein-Milman.

Preuve 2 du théoreme 1.2.7. Comme FE est compact, pour tout k, il existe N € N
et (2¥)1<i<n, une suite de E tels que E C UB(x¥, 1/k), puis il existe une suite (¢F)

Lyoir la Définition A.3.3 pour la définition d’un point extrémal



de partitions de I'unité dans C(E) associée au recouvrement par les B(z¥,1/k). Plus
précisément, il existe ¥ € C(E), 1 <1i < Ny, telles que supp ¢¥ C B(zF,1/k), 0 < ¢F <1
et vaz’cl ©F = 1. Pour construire de telles fonctions dans le cas F C RY (dans le cas
général consulter un cours de topologie) on choisit Ny et (mf)lgig N, tels que de plus ' C
UB(z¥,1/(2k)), on considére un noyau de convolution 0 < v € C(R%), suppy C B(0, 1),
[~ =1, on note y:(z) = e~ 4v(x/e) et on définit

k
Yi =N 9= Bk ek * ek
221 4 !

On pose maintenant

Ny,
= > u(F) O
=1

Pour tout ¢ € C(E) on a alors

Ny, Ny
(e, ) = > () (k) = (") avee ¢k =" y(ak) of.
i=1 i=1
Or, pour tout € E, on a
Ny,
b@) =t @)| = | D) - o) ¢ @)
i=1

Ny
Z sup ¢ — w(x§)|’L°°(B(xf,l/k)) i (z) <w(1/k) =0
—1<i<n,

IN

lorsque k& — 00, ol w désigne un module de continuité de v, i.e. w € C(R4), w(s) > 0 si
s # 0. On en déduit bien que (ug,v) — (u,1). Pour établir la densité de (Pn(E))n>1
dans P(F) il suffit enfin d’approcher p, par un élément ju;, n de Py (E) en remplacant les
coefficients u(p¥) par [N u(¢F)]/N pour tout 2 < i < N et en remplagant le coefficient
(o) par ce qu'il faut de sorte que ik, N soit de masse 1. O

Distances sur P(F). L’objectif est maintenant de définir deux métriques sur P(F)
telles que la notion de convergence associée soit la convergence faible définie plus haut. On
note Lip(F) 'espace des fonctions Lipschitziennes sur E et Lip; (E) 'espace des fonctions
Lipschitziennes sur F de constante de Lipschitz inférieure a 1 :

¢ € Lip;(F) si, et seulement si, |o(y) — ¢(z)| < dg(z,y) Vz,y € E.

On note M} (E) le sous-espace (fermé) des mesures de Radon de masse nulle :
p € MJ(E) si, et seulement si, u € M'(E) et / dp = 0.
E

Lemme 1.2.8 (i) Pour tout p € M3(E) on définit

[l kR = SUP{/Ecpdu; x= Lz‘pl(E)}.
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L’application p — ||pllkr est une norme sur Ma(E), appelée norme de Kantorovich-
Rubinstein, et donc Uapplication P(E) X P(E) — Ry, (u,v) — Dgr(p,v) = ||p —v|kr
définit une distance sur P(E).

(ii) Soit R > 0 tel que E C B(0, R). Pour tout u € M} (E) on a

lullkr < Rllpllry.
(iii) Pour tout X,Y € EN on a
(1.2.3) Iy — ¥ llkr < wi(X,Y).

Preuve du lemme 1.2.8 . La vérification de (i) ne pose pas de difficulté des que l'on sait
que Lip(E) est dense dans C(E). Lorsque E C R? on peut procéder par régularisation
par convolution. Dans le cas général, on utilise le théoreme A.2.2 de Stone-Weierstrass.

(i) On écrit pour tout ¢ € Lip;(E)

/ pdp = / () — 9(0)) (1 (dz) — p_(dz))
E E

< / ] (pis (der) + p—(da)) < R |p|(E),
E

et on prend le suprémum en ¢.
(iii) Pour tout ¢ € Lip,(E) et 0 € Gy on a

N
1 1
(N — 1y, )| = ‘N > (1) = 0(Uaw))| < 171 = o0
i=1
d’ott on déduit (1.2.3) en prenant le minimum en o et le suprémum en . ]

Lemme 1.2.9 (i) Etant donnée une suite () dense dans C(E) et une suite (ay) de réels
strictement positifs telle que la série ((a ||¢k||)) converge, Uapplication

D(p,v) =Y apl(— v, on)|
k=1

définit une distance sur P(E).
(ii) De méme, si de plus (k) est une suite de Lip(E) et si la série ((ax ||Ver||)) converge
et est de somme A, alors Uapplication D définie ci-dessus est encore une distance, et de

plus
Vu, v eP(E)  Diuv) < Allp— vk

Preuve du Lemme 1.2.9. Traitons seulement (ii), le point (i) se traitant de la méme
maniere. D’une part, puisque p — v € M& (E) et en fixant 29 € E, on a

D(p.v) = Y axlVerl [{n v, ’fHT’jf”O)M <> ar [Verll lln = vixr.
k=1 k=1

D’autre part, pour montrer que D est une distance, le seul point qui mérite d’étre détaillé
est 'implication D(u,v) = 0 entraine p = v. Or sous cette hypothese, on a (u—rv, i) =0
pour tout k, et si ¢ € C(FE) est une fonction quelconque, il existe une sous-suite (gpkj) qui
converge uniformément vers ¢ et donc également (1 — v, ) = lim(u — v, ;) = 0. O
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Théoréme 1.2.10 Pour toute suite (u,) de P(E) et tout p € P(E), il y a équivalence
entre

(1) D(pin, i) — 0 lorsque n — oo (pour une distance définie comme au lemme 1.2.9) ;
(i) tn — pllicr — O lorsque n — oo

(#i) 1y, — W au sens de la convergence faible lorsque n — oo.

Preuve du théoréeme 1.2.10. On procéde en plusieurs étapes.

Etape 1. (i) < (iii) (tres classique). Si D(pn,p) — 0 alors (pg, pn, — p) — 0 V. Pour
¢ € C(FE) quelconque, pour tout € > 0 et en prenant k tel que ||[¢ — ¢l < e, on a

limsup [(p, pn — )| < sup ||pn = pllrv Nl = rll + lim (o, pn — ] < 2,
n

n—oo

puisque ||pn — pllrv < lnllrv + [lpllrv = pn(E) + p(E) = 2. Ainsi g, — p faiblement.
Réciproquement, supposons que pu, — p faiblement. Pour € > 0 fixons K tel que

o0
> a2kl <,
K+1

puis N de sorte que ag [{pg, un — u)| < e/K pour n > N et k = 1,..., K, alors pour tout
n>N

o
D(pin, i) < sup  apl(pn =t )l + Y al{p — pins pi)| < 2
=L...K k=K +1

Etape 2. (ii) = (iii). Supposons (ii). Pour tout ¢ € Lip(F) on a

' /Esod(un - u)‘ < llellzip l4n — pllkr — 0 lorsque k& — 0.
Par densité Lip(E) C C(E) on en déduit (iii).

Etape 3. (iii) = (ii). Supposons (iii) et que, par absurde, on n’ait pas (ii) : 3¢ > 0 et
une sous-suite de (uy,), toujours notée (u,), telle que

Vk Fe, € Lip(E), |lenllLip <1 /Eson d(pn — ) > €.

Par le théoreme d’Ascoli, il existe une sous-suite de (@), toujours notée (¢y,), et poo €
C(E) telles que ¢, — Yoo uniformément. On a alors

lim inf/ Poo d(pn — 1) =
E
=lim [ (oo — @n) d(pn — 1) +liminf/ On d(pty, — ) >0+ >0,
E E

ce qui contredit la convergence p, — . O
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1.3 Jeux a N joueurs

Soit F un sous ensemble compact convexe de R? On considere N joueurs. Le ieme
joueur est représenté par la variable y; (qui correspond & son ”état”), les N joueurs sont
décrits par le vecteur Y = (y1,...,yn) € EN.

Chaque joueur souhaite optimiser un “cotit” ou sa “satisfaction” ou son “utilité” (...),
sachant que les “ressources” sont données pour le systeme et donc que sa “satisfaction”
dépend de celles des autres joueurs. Mathématiquement, on associe au ieme joueur une
fonction de cotit F; = F;(Y) : EN — R.

Probléme de Nash. Il s’agit de trouver un équilibre de Nash (ou équilibre non coopératif)
X = (z1,...,xN) € EN tel que pour tout i = 1, ..., N le point z; soit un point de minimum
de la fonction
Y= Fi(X1, oy e 1, Yy Tk 1y ooy TN)-
On note également cela
x; € argmin F(., X;),

oit pour Y = (y1,...,yn) € EN on note Y; 1= (y1,..sYio1,Yir1,-yn) € EV 7! et
FZ(:’J?Y;) = Fi(ylv "'ayi—hy)yi—l-l)"'ayN)'

Théoréme 1.3.11 (de Nash). Supposons que F;(.,Y;) est une fonction convexe continue
sur E pour touti € {1,..., N} et tout vecteur Y; € EN~1. Alors le probléme de Nash posséde
au moins un équilibre de Nash X.

Preuve du Théoréme 1.3.11. Etape 1. Supposons dans un premier temps que les fonctions
y — F;(y,Y;) sont strictement convexes pour tout i et tout Y;. Alors, pour tout Y € EV
il existe un unique Z = (z1, ..., z2n) € EV tel que

Fi(z,Y;) = migFi(z,Yi) ou encore z; = argmin F;(.,Y;).
ze

On définit ainsi une application ® : EV — EN Y — Z. A cause de l'unicité de la
solution des problemes de minimisation (rappelons qu’ici les fonctions cotit sont strictement
convexes), on voit que ® est continue. En effet, si Y — Y, on a Z° = ®(Y®) € EN
appartient a un compact, et on peut en extraire une sous-suite ze qui converge vers une
limite Z dans EVV. Par continuité des fonctions Fj, on a

Fy(z,Y;) =lim Fi (25, YF) < lim Fy(2, Y7 ) = Fi(2,Y;) Vze€E.

Donc z; = argmin F;(.,Y;) = (®(Y));. Par le lemme “d’unicité de la limite” c’est toute
la suite Z¢ = ®(Y?) qui converge vers Z = ®(Y). Le théoreme de Brouwer affirme que
® : EN — EN possede au moins un point fixe X € EV, ®(X) = X. Et c’est précisément
ce qu’il fallait démontrer.

Etape 2. Dans le cas ou F; n’est que convexe, on introduit la famille de fonctions strictement
convexes FF(Y) = F;(Y) + ¢ |Y|2. La premiére étape implique qu’il existe un équilibre de
Nash X¢, dont on peut extraire une sous-suite encore notée (X¢) qui converge vers une
limite X € EN. Ainsi

Fi(zi, X;) = lim Fy(5, X7) = lim F7 (25, X7)
lim F7 (y, X7) = Fi(y, Xi) Vy€E,

IN
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et cela prouve que X est un point de Nash pour la famille des Fj. ]

La limite lorsque N — oo
On fait maintenant les hypotheses :
1) - les joueurs sont indistinguables ;

2) - étant donné un joueur, la dépendance de I’action de chacun des autres joueurs sur
celui-ci est faible.

Cela se traduit mathématiquement par le fait que si on considere N joueurs dont la
ieme fonction d’utilitée est notée FZ-N on a

(1.3.4) VY e BN EN(Y) = FN(y,Y;) = FN (yi,ug—l) .

(2

Pour simplifier, on supposera désormais qu’il existe une fonction fixe F' = F(y,m) €
C(E x P(E)) telle que
FN(Y) = F(yi, 3, )

Il convient de noter que comme E et donc P(F) sont compacts, il existe un module de
continuité w tel que

[F(y, [) = F(z,9)l Sw(lz—yl+If —gllkr)  Vy,z€E, V[ geP(E).
Exemple 1.3.12 Typiguement on a en téte une fonction de la forme

F(y,m) = Fo(y) + Fi(y,m), Fi(y,m)= f((a*m)(y))

avec f(t) = ct®, a >0, et ¢ >0 (aversion pour la position dominante), c <0 (préférence
pour la position dominante). Attention, pour que le théoréme 1.3.11 s’applique on doit
imposer quelques restrictions aux fonctions Fy, a et f. On peut, par exemple, supposer
que Fy, a et f sont convexes et que f est croissante (ce qui correspond a une situation
d’aversion pour la position dominante).

Définition 1.3.13 Soit ' € C(ExP(FE)). On dit que m € P(E) est solution du probléme
de jeuzr a champs moyens associé a F (ou que m est un équilibre de Nash pour F') si

(1.3.5) suppm C argmin F'(-,m).

Théoréme 1.3.14 Soit XV = (a:{v, ,x%) une suite de points de Nash associés a une
suite de fonctions multi-cotts FZ-N de la forme précédente, et donc associées a une fonction
fize F € C(E x P(E)). Alors, a extraction d’une sous-suite prés, on a

N
1 N
N .
HXN = 5 E 1 o,n = m  faiblement dans P(E),
1=
avec m solution de (1.5.5).

Preuve du théoréme 1.3.14. Par définition, pour tout 1 <7 < N, le point :Efv est un point
de minimum de la fonction y — F\(y, ,u%;,l) . Cela signifie que ¢~ réalise

FY(@Gw) = inf FN(p), FN :/F,N—1 dy),
i (6,v) Lonf i (p)s Fi(p) : (Y, myn) pldy)
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et donc en notant
FY(p) = [ Pl sla)

on a pour tout Y € BV

F(xivhuﬁl\’)

2l
1=

@
Il
—_

fN(/&N) =

IN
=2~
-

@
Il
—

(Pl iz + F@l uis) = Y, i3 |

1 N

FY) + 5 2 {F(yi,uﬁﬁl) — F(yi, piyn) + F(ai, pyn) — Flap, 3t
i=1
(136) < FNd)+2 s (s — i lcn)
YA v

IA

ol w désigne le module de continuité de F' introduit ci-dessus.

Or d’une part, pour tout XV = (x1,...,zN) € EN et tout 1 <i < N, on a

1 1
N-1 N _
I S DILERS
JFi
de sorte que pour tout N > 1
(1.3.7) i = vk < Cr |luis" — pinllrv < 2Cr/N.

D’autre part, on peut extraire une sous-suite de (,u% ~ ), toujours notée de la méme maniere,
qui converge dans P(FE) vers une limite notée m € P(FE) : ,u)Ag ~ — m faiblement. On définit

Fp) = /EF(ZM) p(dy),

gV (2) = F(z,un) et g(2) := F(z,m). Puisque [|g" — gl (p) < w(|u¥n —mlxr) — 0,
on obtient

(1.3.8) FN(uin) = /E gV (2) p¥w (dz) — /E g9(z) m(dz) = F(m).

Enfin, pour tout p € P(E), il existe grace au théoreme 1.2.7 une suite (YV) de EV telle
que ,uy ~ — p dans P(F), et on prouve de la méme maniere

(1.3.9) Jim FN i) = F(p)
En combinant (1.3.6), (1.3.7), (1.3.8) et (1.3.9), on démontre

(1.3.10) F(m)= inf F(p).

)}
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Or (1.3.5) est équivalent & (1.3.10). En effet, si m satisfait (1.3.5) cela signifie que pour
tout « € suppm on a F(x,m) = I|m] := infycg F(y, m) de sorte que

[ Pamymids) = [ 1imlm(da) = m
= [ 1) < [ Pom)plan)

E

pour tout p € P(E), et donc m satisfait (1.3.10). Inversement, si m ne satisfait pas (1.3.5)
cela signifie qu’il existe A C argmin F'(.,m) = (), et donc en choisissant z € argmin F'(.,m)
(un tel point existe puisque F'(.,m) est continue sur E) on a

/EF(x,m)m(dx) = /AF(ac,m)m(dw)—i—/CF(ac,m)m(dw)
< [ dmlmido) + [ Tm)m(de)F e m)

= I[m]=F(z,m) = /EF(ac,m) J.(dx)

alors m n’est pas solution de (1.3.10). O

1.4 La distance Monge-Kantorovish-Wasserstein dans le cas
compact.

Les objectifs de cette section sont d’introduire la notion de transport de masse, de
définir la distance W), de Monge-Kantorovish-Wasserstein et de donner quelques propriétés
fondamentales de cette distance. Ces propriétés sont ensuite démontrées dans le cas d’'un
espace F compact C R%.

1.4.1 Définition du transport de masses.

Dans ce paragraphe, et seulement dans ce paragraphe, £ désigne un espace polo-
nais. On note toujours P(F) l'espace des mesures de probabilité de ' muni de sa tribu
borélienne A, et nous renvoyons aux prochaines sections pour des rappels concernant cet
espace dans le cadre d’un espace polonais.

Pour p,v € P(E) on définit I'ensemble

(1.4.11) II,, =1I(p,v) :={m € P(E x E); /
E

dn(z,y) = du(z), / dn(z,y) = du(y)}.

E

II(p, v) est donc 'ensemble des mesures sur F' x E dont les marginales sont p et v. On dit
que 7 € II(p, v) est un plan de transfert de masses (ou un couplage) de p a v. Une fagon
plus précise d’écrire (1.4.11) est

VAe Br, VB e B m(Ax E) =p(4), 7n(ExB)=v(B),
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ou également

| e@ +vldrten = [

E

() du(z) + /E () duly)

pour tout (o, 1) € L' (du) x L' (dp) ou L>®(dp) x L= (du), Cy(E) x Cy(E) 2 (ou Co(E) x
Co(E)? si E C RY). Faisons deux remarques :

(i) On a toujours u @ v € (u,v), donc (u,v) # 0.

(ii) Si 7w € II(p,v) alors suppm C supp p X suppv. En effet, on a par exemple 7(E X
(suppv)€) = v((suppv)®) = 0.

Etant données une fonction coit ¢ : E x E — Ry et deux mesures u,v € P(E), on
définit le cotit de transfert du plan m € II(u, v) par

(1.4.12) I.[r] :/EXEc(a:,y) dr(x,y).

On définit le cott optimal (de transfert entre p et v)

(1.4.13) T.(p,v) = inf I.[«].

mell(p,v)
S'il existe © € II(p,v) tel que I.[7] = Z.(u,v), on lappelle plan de transfert optimal. Si
c(x,y) est une distance sur F, 7. définit une distance sur P(F). Plus généralement et
précisément, pour 0 < p < oo on définit le sous-espace de probabilité P,(E) par

(1.4.14) P,(E):= {p € P(E), /EdE(x,azo)p p(dz) < oo} ,

ou xy € E est fixé arbitrairement (cette définition ne dépend pas du choix de zg), et on
définit pour p,v € P,(E) la distance de Monge-Kantorovish-Wasserstein W), (1, v) par

1/p?
(1AW, () = mgw,m]”f’”:inf{( / dE<:n,y>pw<dx,dy>) ,wenm,u)}

xE

avec pf := max(1,p).

Nous donnons maintenant trois résultats fondamentaux concernant la distance W, que
nous démontrons dans les trois sous-sections qui suivent. Ces résultats sont énoncés et
démontrés dans un cadre simple. On renvoie a la section 1.5 pour leur généralisation.

Théoréme 1.4.15 On suppose E compact. Pour tout 0 < p < oo, lapplication (u,v) —
Wy (p,v) définie par (1.4.15) est une distance sur P(E)

Théoréme 1.4.16 Soient un espace polonais (E,dg) et un exposant 0 < p < oco. Pour
tout X = (z1,...,2n), Y = (y1,...,yn) € EV, on a

1/p*
.1
WP(M%) :u)]\/[) = ’lUp(X, Y) = < min N Z[dE(xza ya(i))]p) :

ceBGyN i—1

2yoir la section 1.5 pour la définition de Cy(E)
3voir la section 1.6 pour la définition de Co(E)
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En d’autre termes, EN/GN muni de la distance w, est isomorphe a

N

1
Py (E) := { p¥(dy) = N g bz, (dy), X = (21,...,xn5) € BN
i=1

muni de la distance W,.

Théoréme 1.4.17 On suppose E compact C R?. La distance W, métrise la convergence
faible de P(E) : pour une suite (u,) de P(E) et u € P(E), il y a donc équivalence entre
(1) Wp(pen, 1) — 0 lorsque n — oo ;
(ii) pn, — p faiblement dans P(E) lorsque n — oo.

1.4.2 Preuve du théoreme 1.4.15 : IV, est une distance.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p > 1. En fait, le cas p € (0,1) s’y raméne en
remarquant que si dg(z,y) est une distance alors (dg(z,y))? également. On procede en plusieurs étapes.

Etape 1. Grace au théoreme A.2.2 de Stone-Weierstrass on sait que C(E) ® C(E) est dense dans C'(E?).
On définit 7 := p@v sur C(E)@ C(E) par (m, Q1) = (u, ¢) (v,7) pour p @y € C(E)® C(E), définition
que l'on étend & C(E) ® C(E) par linéarité, puis & C(E?) par continuité-densité. Tl est alors clair que
n®v e ll,,, quiest donc non vide. La convexité de II,, , est immédiate. Enfin, si m, — 7 faiblement dans
P(E?) et 7, € ,,,, alors clairement © € T, : I, est fermé. Comme P(E) est compact, il en est de
méme de II(u,v).

Etape 2. On considére une suite minimisante (7,,) de II, . telle que I[m,] \, inf I[7]. Par compacité de
(1, v), il existe © € TI(p, v) et une sous-suite (m,, ) telles que m,, — 7 faiblement dans P(E?). Comme
dg(.,.) € C(E?), Papplication

m € (p,v) — I[r]:= Id% [7] :/ de(z,y)? dr(z,y),

EXE
est continue, ce qui implique I[ry,, ] — I[7], et donc

W(p,v)? = inf I[r]= min I[x] € [0,00).

TE(p,v) mEM(p,v)

Etape 3. Lorsque v = p on introduit le plan de transport m que 'on définit sur les boréliens produits
par m(A X B) = u(ANB) YA,B € #r et que l'on étend & Brxr par un théoreme d’extension. On a
(A X E) = p(A) et 7(E x B) = u(B) de sorte que m € II(u, pt). Il est clair que suppm C A := {(z,y) €
E; y =z} puisque (A x B)N A = 0 si, et seulement si, AN B = et donc dans ce cas 7(A x B) = 0. On
en déduit que I[r] = 0 puisque dg = 0 sur A, et donc Wp(u, n) < I[x] = 0.

Etape 4. Inversement, si Wy(u,v) = 0, alors en notant 7 un plan de transport optimal on a [[7] =
W¥(u,v) = 0. Comme dg > 0 sur (E x E)\A on en déduit que supp7® C A et donc [, . (e(y) —
p(z)) dr(z,y) = 0 pour tout p € C(E). Il vient

[e@an@ = [ e@anen = [ ewarea = [ )

B
pour tout ¢ € C(FE) et donc p = v.

Etape 5. Montrons enfin I'inégalité triangulaire. Soient p; € P(E), i = 1, 2, 3, et soient m; € I, 1)
pour (i,5) = (1,2), (2,3). On définit sur G := {p € C(E?); o(z) = pi2(z1,72) + p23(2,23) Vo =
(x1,m2,23) € B, i € C(E?)} sous-espace vectoriel de C(E?) ’application

<L7 @) = / p12 dmi2 +/ (P23 dmos.
E2 E2
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Montrons que L ne dépend pas du choix des représentants ¢;; de la fonction ¢ et que L est une forme linéaire
continue (pour la norme de C(ES)). En effet, si w12 + @23 = 12 + 123 alors w12 — 12 = 123 — w23 € C(E)
(ne dépend pas des variables x1 et x3) de sorte que

/ (p12 —12)dmi2 = / (12 — 12) du2
E? E

/(17/;23 — a3) dps = / (123 — pa3) dmaz,
E E?2

et donc L(p12 + ¢23) = L(th12 + 123). Pour ¢ = p12 + w23 € G, on introduit
Y12 = P12 + P12 — Pa3, Y23 = P23 — Q12 T Pa3,

de sorte que ¢ = Y12 + P23, Y12 = 0 ou Y23 = 0 la ou les signes de 12 et w23 sont différents, d’ou on
déduit 15 > 0sip >0, |¢| = |h12|+ 13| et enfin ||| = [|12]||+ ||123]]. On prouve ainsi Ly > 0si ¢ > 0,

|Lel

IN

|Lipra| + | Lapas|
/ ] dmrs + / s dmas < [[ra ] + [6as]) = [l
E2 E2

IN

et comme L1 = L(1 4 0) = m2(1) = 1, |[L]]er = 1. Par le théoréeme de Hahn-Banach, on peut étendre
L en une forme linéaire continue 7 sur C(E*) telle que n|¢ = L, ||[7|lvr = ||L|ler = 1 et © > 0 puisque
|7 ll7v > 7t (1) > n(1) = 1 de sorte que 7~ = 0. On a donc m € P(E®). Par le théoréme de représentation
de Markov-Riesz il existe une mesure (de probabilité) = € P(E?) telle que

/ (12 + p23) dm = / P12 dmia +/ P23 dmas.
E3 E2 E2

En particulier, les marginales de 7 selon les deux premiéres et les deux derniéres variables sont w12 et ma3.
On définit m3 € P(FE?) sur les boréliens produits par m13(A x B) = n(A x E x BYVA,B € Br : mi3
est la marginale de 7 suivant la permiere et la derniere variable. Il est clair que w13 € II(u1, u3), puisque,
par exemple, T13(p® 1) =7(e®@1®1) = mT12(p ® 1) = p(p) Yo € C(E). Enfin, pour tout mi2, 723 et en
construisant 7 puis m3 comme indiqué ci-dessus (on adopte une écriture sous forme intégrale, pour plus
de clarté), on a

W(pa,pa) < (I[mas])/? = (/E2 dE(zhl’B)dels)l/p = </E3 dE($171’3)pd7T)1/p

IN

</E3 [de(z1, 22) + dp (22, 23)]" d7r) /p

1/p 1/p
</ de(z1,z2)" dﬂ') + (/ dg(z2,x3)" dﬂ') = Ip[mi2] + Ip[mas],
E3 E3

ol on a utilisé successivement la propriété de marginale, 'inégalité triangulaire dans FE et 'inégalité
triangulaire dans LP(7) (inégalité de Minkowski). Maintenant, en prenant l'infimum & droite sur tous les
mi2 € H(p1, p2) et mos € Tl(p2, p3), on obtient Wy (u1, pa) < Wy (p, p2) + W (p2, p3). i

IN

1.4.3 Preuve du théoréeme 1.4.16 : I'identité W, = w,.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p > 1.

Définition 1.4.18 On définit By ’ensemble des matrices bistochastique comme étant l’ensemble des ma-
trices M € Mn,n(R) vérifiant 0 < M;; <1 et

(1.4.16) > Miy=1 Vi, Y My;=1 Vj
j i

pour tout 1 < 14,7 < N.
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Lemme 1.4.19 Soient X,Y € EN. On an € W(u¥, ud) si, et seulement si, il existe une matrice M € By
telle que

N
(1.4.17) 7w =y (du, dv) = Z % 2,y (du, dv).

i,j=1

Preuve du lemme 1.4.19. On procede en plusieurs étapes.

(i) Si v = da, mesure de Dirac en a € E, alors II(,0.) = {pt ® da}. En effet, soit m € II(, dq). Pour
tout A € Bp, Be Brsia¢g Bonan(Ax B) <w(ExB)=20,(B)=0=(u®da)(A x B). Pour tout
Ae P, Be Besiac Bonan(AXB)=nm(AXxE)—m(AxB°) =u(A) = (1p®d.)(A x B). Comme la
tribu BexE est engendrée par l'algebre des pavés Br X BE, on en déduit que ™ = p ® dq.

(ii) On a vu que si w € II(p, ) alors suppm C supp u X supp v. En particulier, si u et v sont discretes,
les mesures de II(u,v) sont des mesures discretes, portées par supp p X suppv. En particulier si p est
portée par {ai,...,ap} et v est portée par {b1,...,bq} alors m est portée par {(ai,bj)}1<i<p 1<j<q. Plus

précisémment, si
M:Z/“(Saw V:Z 4 6bj7 W:Zﬂ-id 5(111’,1)]-)7
i J 4,3
on p q coefficients 7;; qui déterminent 7 et p 4 ¢ relations de compatibilité

(1.4.18) Zm,j =n({ai} x E) = p({a:}) = pi Vi, Zm,j =v; Vj,

pour que 7 € II(u,v).
(iii) Lorsque p = p¥, v = p¥ € Pn(E) tout plan de transfert = € I(u%, u¥) peut étre représentée
par une matrice bistochastique en posant (1.4.17). Cela est bien str une conséquence immédiate de (1.4.18)
si x; # x; et y; # y; pour tout i # j, et cela est également vrai (bien qu’il y aurait bien d’autres fagons de
représenter 7) dans le cas “sous-déterminé” ou cette condition n’est pas satisfaite. (m
Grace au lemme 1.4.19, lorsqu’on se restraint a Py (E), (1.4.12) devient
C\Zi, Y5
vMeBy I =Y W)y g ) = 1)
ij
Le probléeme de minimisation (1.4.15) dans ce cas particulier s’écrit
(1.4.19) WEX, ) = inf T[M],  I[M]:= do(e, y))" \f
P ’ MeBy ' — N e
i
ce qui est un probléme de minimisation linéaire sur un ensemble convexe et compact By sous-ensemble d’un
espace vectoriel de dimension finie My xn(R) . Ce probleme se résout grace a la théorie de Krein-Milman
qui est relativement élémentaire dans ce cas particulier et que nous exposons ci-dessous.

Définition 1.4.20 On note MPn l’ensembles des matrices de permutation, c’est-a-dire l’ensembles des
matrices P € Myxn(R) telles qu’il existe 0 € &N pour lequel Pij = 8,55y =1 sii = 0(j), =0 sii # o(j).
Le résultat suivant permet d’identifier les points extrémaux de By .

Théoréme 1.4.21 (de Birkhoff). L’ensembles des points extrémauz® de By est MPxy.

Preuve du théoréme 1.4.21. On procede en plusieurs étapes.
(a) Si M € By alors 0 < M;; < 1. De plus, si les coefficients de M appartiennent a {0, 1}, alors M est
un point extrémal puisque pour P, Q € By

1 . . . .
M = §(P+ Q) implique M;; = =(P;; + Qqj;) implique Pij = Qi = M;;.

N =

Enfin, pour appartenir & By il faut que pour tout i € {1,..., N} il existe un unique entier o (i) € {1,..., N}
tel que M;,(;) = 1, pour tous les autres j on a M;; = 0 (c’est la premiere identité dans la définition
(1.4.16)) et que I'application o soit injective, (sinon, en notant j = o (i) = o(k), i # kona >, My > 2 ce
qui contredit la seconde identité dans la définition (1.4.16)). Cela prouve que o € Gy et Mi; = 0;,-1(;-

4yoir la Définition A.3.3 pour la définition d’un point extrémal
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Remarque 1.4.22 On a donc la caractérisation suivante. Pour M € By il y a équivalence entre
(i) M € MPx ;
(4)Vi3J Mg =1 (etVj#J Mi; =0);
(ZZZ) V] 37 ij =1 (etVi ;é 1 Mij 20);
(iv) Vi,j Mi; € {0,1}.
En particulier, on a MPxn C E(Bn).

(b) On veut montrer 'inclusion inverse. Soit M = (M;;) € Bn. S’il existe (io, jo) tel que My, j, €]0,1]
alors (1.4.16) implique qu’il existe ji, 41, jo, ... tels que M;, ;5 €]0,1[, M, ;, €]0,1], ... . On s’arréte au
premier i, ou ji tel que iy = iy ou jr = j¢, kK > €. On a donc construit une suite d’indices

(iev.jl)7 (ilvjl+1)7 (i€+17je+1), () (ikflvjk)v (“ﬁ]k)v

dans le premier cas,

(ifvje)v (ie,je+1), (il+1;f+1)7 () (ikflvjkfl)v (ikflv.jk)v

dans le second cas, tels que les indices sont tous distincts, sauf aux deux extrémes. Traitons le premier cas
(le second est simlilaire : il consiste & tourner dans Pautre sens, d’abord en incrémentant Uordonnée j puis
en incrémentant l'abscisse ). Pour se ramener & un nombre pair d’indices on commence par supprimer
(¢, je) de la liste, puis en renotant la suite d’indices, on a ainsi construit un k-cycle

S = A, 51), (i2,51), (i2,52)5 oy (ibs k1), Gk, k), (i1, 5), (i1,51)}
avec tous les i, distincts et tous les j, distincts et tels que My 5 €]0, 1] pour tout (o, 3) € S. On définit
e :=min(Ma,g,1 — Mag; (o, 3) € S) >0,
puis
Pog = Mg si (i,§) €S, Pap= Mag + (—I)ZHI e si (a,B) = (i, jor) € S,
Qup = Map si (i,5) ¢ S, Qup = Mag+ (1) e si (a,8) = (ir.jv) € 5.

On a donc P = (Pi;) € By, Q = (Qij) € BN, M = (P+Q)/2 et P # M, Q # N. Cela prouve que les
matrices de permutations sont exactement les points extrémaux de By. m

Présentons le théoreme de Krein-Milman dans le cas de By, dont la démonstration découle d’un
argument d’approximation.

Théoréme 1.4.23 (de Krein-Milman pour By). On a
conv (MPn) = Bn :

pour tout M € By il existe une suite (My) telle que

Ip
IM = Mo =0 et My=" 6 Pay,

j=1

avec Pnj € MPN, 0<0n; <1et}  0n;=1

Preuve 1 du théoréme 1.4.23. 11 suffit d’appliquer le Théoréeme A.3.5 de Krein-Milman.

Preuve 2 du théoréme 1.4.23. On note B(N,p) les matrices bistochastiques qui posseédent au moins p
coefficients nuls. Les points extrémaux correspondent & B(N, N? — N). On part de M; = M. Dans la
construction de la preuve du théoreme précédent, si par exemple on a € := 1 — My 5 avec (&, B) = (ig, j&r)
alors Py 5 = 1 et sie:= My 5 avec (@, 3) = (i, jg) alors en modifiant la définition de P on aura P; 5 = 0.
Dans tous les cas, on est capable de montrer que M = (M2,1 + Ma2)/2 avec My, € By et M2 € B(N, 1)
ou M2 € B(N,1). On recommence, et on obtient My = (Ms,1+ Mz 2+ Ms 3+ Ms,4)/2? avec au moins une
matrice dans B(NV, 2), deux dans B(N, 1) et au pire une seule sans zéro. On note Ny ; le nombre minimum
de matrices dans B(N, j) & ’étape n, et la convention B(N,j) = MPy si j > N> — N.On a Ny =1, et
la convention Ni,; = 0 pour j > 1. On obtient alors par récurrence N, o =1, Npj = Np—1,j-1 + Nn—1,5-
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On a par exemple ainsi Np,1 =n — 1, Np2 =n(n —1)/2 et surtout N, < Ck n* pour tout n, k. On en
déduit

N2-N-1
2
card(Ay) < E N,; <Cn pV N
i=1

ou A, :={j; Mn; € MPn}. 1l vient alors
nV?
YRS SERIVNES SESTIRTD DERPYARE pERIPYcA uy:
JEAR JEAS, JEAS, JEAG
lorsque n — oo (ol par exemple I € MPy est la matrice identité), ce qui permet d’exhiber une suite (M,,)
vérifiant ’énoncé du théoreme en posant Py ;j := My j si j € An, Pnj:=1sij ¢ An, 9;; =71,:=2". 1
En combinant (1.4.19), le théoréme 1.4.21 et le théoreme 1.4.23 on obtient le théoréme 1.4.16

Preuve du théoréme 1.4.16. On a d’une part

inf Z[M] < inf Z[P]= min Z[P],
MeBy PEMPy PEMPy

puisque MPn C By et que MPn est un ensemble fini. On a d’autre part, pour tout M € By et en notant
M, la suite de conv (MPx) construite au théoréme 1.4.23

In
IIM] = lim Z[M,] = lim > 0, Z[Py]

i=1

In
S D O iy, TP = oy, TP

Y

En notant P, la matrice de permutation associée a o € S, on obtient d’aprés la définition (1.4.19) de 7

inf Z[M]= min Z[P]= min Z[P,] = wp(X,Y)".
MeBy PEMPy cCG N

On conclut grace a (1.4.19). In

1.4.4 Preuve du théoreme 1.4.17 : IV, métrise la convergence faible.

Commencons par démontrer deux résultats que nous allons utiliser dans la preuve du Théoreme 1.4.17
et qui nous servirons plus tard (dans la preuve du Théoreme 3.4.27).
Lemme 1.4.24 (density coupling lemma). Pour toutes fonctions f,g € L'(RY) N P(R?), on a

Wa(f dz,gdz) < /3[(f = g) x|z

Preuve du Lemme 1.4.24. On note p = fdz, v = gdx. Soit m € II(p,v) le couplage de p et v défini par la
relation : pour toute fonction ¢ € LI (R?)

[ear = =5 [[ e @ - (A 9@)aw - (¢ 7 9)w) dody
+ [ rg@ds, A= [T A9 .

Il 0’y a pas de difficulté & vérifier que les marginales de 7 sont x et v. On a alors
[le=uPatindy = [Llr@det [Wlowdy -2 [ ynids.dy
[l 8@ = (¢ ng)@ldz+ [ WPlatw) - (7 A )y
2 [ v @ - A D@ o) - (f A 9)w) dudy
[1e17@) - g(@ da

—2 [ U@ -G rg@) s [view) - (Ao
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Par ailleurs, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

</|ar:|2 (f(z) - (f/\g)(x))d:c)l/Q (/(f B f/\g))1/2

1/2
([ 1 1s@) - stallaz) - a2,
Grace a cette inégalité il vient

/ & — yl? w(de, dy) < 3 / 2?1 (z) — g()|

et le résultat s’en déduit. 1m

\/ —(f A g)(@))de

IN

IN

Lemme 1.4.25 Soit . une suite régularisante tendant vers Uidentité, Vo € R* v.(x) = e~ ~(x/e) avec
v € C°(RY) NPR?Y). Pour toute mesure u € P(R?), on a

Wa(p, px:) < Ce,

pour la constante C' = |||:c|2fy||1/2.

Preuve du Lemme 1.4.25. Pour p, v € P(R?) on définit 7 € P(R??) par la relation : pour toute fonction

continue et bornée ¢ € Cj(R??)
/sodfr = // oz, +y) pdr)v(dy).

[ [ etw nt@omtay = [ o))
[ [ eta+ v utanviay) = [ o) (uxvia

on conclut que 7 € IT(u, p * ). On en déduit, en particulier, que

En remarquant que

et

W2(upxv) < / & — y|*7(dz, dy)

[ [ 1ty viay) = [ 1o viay).

On conclut en remarquant que |||z|* v=|| 1 = |||z]* Y| 11 % lay

IN

Preuve du Théoréme 1.4.17. Etape 1. On montre que
(1.4.20) pn — p faiblement implique W (pn, ) — 0.

C’est une conséquence des deux lemmes précédents et de la remarque (ii) de la section 1.4.1. En effet, on
commence par se ramener & R? en remarquant que on peut voir tout a € P(E) comme un élément de
P(R?) puisque E C R? (il suffit de définir 'extension a@ € P(R?) en posant a(A) = a(A N E) pour tout
A € Bra) et alors avec ces notations

WE (i, ) = inf /E EdE(x,y)pW(dx,dy)
X

TEP (tn, 1)

=it e adndy) = W),
R xRD

FEP (fin,fi)

L’égalité des deux infimum provient du fait que si @ € P(fin, i1) alors supp 7 C (supp fin) X (supp i) C EXE.
On considere 7. une suite régularisante comme introduit au Lemme 1.4.25 avec v € D(]Rd) et Ws est la
distance de MKW associée & la distance euclidienne (restreinte & E). Par inégalité triangulaire, on a

Wa(pin, ) = Wa(fin, 1) < Wa(fin, fin * e) + Wa(fin * Ve, Bx ve) + Wa(fi x ve, ).
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Pour étre tout a fait rigoureux il convient de remarquer que toutes ces mesures de probabilité vivent dans
un compact fixe (par exemple dans une boule de diametre diam E + 1 si suppy C Bga(0, 1)) de sorte que
I’on sait grace au théoreme 1.4.15 que W définie sur ce compact est une distance. Utilisant le lemme 1.4.25
pour estimer le premier et le dernier terme et le lemme 1.4.24 pour estimer le terme du milieu, on en déduit

Ve>0  Walpn,p) <20+ /3[[(fin +7e — fr o) [22]]1,

tend vers 0 lorsque n — oo, ce qui démontre (1.4.20) dans ce cas particulier. Pour traiter le cas général, il
suffit de remarquer que toute distance dg sur F est équivalente a la distance euclidienne restreinte a E et
que 'on a

(1.4.21) Vu, v eP(E)  Wi(u,v) < Wy(p,v) < diam(E)Y? Wi (p,v),

de sorte que 'on peut se ramener au cas particulier déja traité.

Etape 2. On montre que pour tout pu,v € P(E), on a

(14:22) o= vllicr < Wi, ),

ce qui, compte tenu du Théoréeme 1.2.10 et de (1.4.21), démontrera en particulier
Wy(pn,p) — 0 implique pn — p.

On fixe donc p,v € P(E). On considére deux suites (un) et (vyn) telles que pn,vn € Pn(E) et pn — w,
vy, — v faiblement dont I'existence est assurée par le Théoreme 1.2.7. D’une part, en combinant 1'inégalité
(1.2.3) et l'identité du Théoreme 1.4.16, on a

(1.4.23) lten — vnllkr < Wi(pin, vn).
Or d’autre part, une conséquence immédiate de ’étape 1 est que
Wip,v) = lim Wi(un, vn),
et on a également d’apres le Théoreme 1.2.10 que
= vikr = lim |[pn —valxr.

Regroupant les trois informations précédentes, on obtient (1.4.22). (m

1.5 L’espace P(FE) pour E un espace polonais.

Nous présentons dans cette section quelques résultats concernant le cas le plus
général ou F est un espace polonais. On rappelle qu'un espace polonais est un
espace métrique séparable et complet. Les exemples typiques sont les espaces compacts,
les espaces localement compacts et o-finies, mais également P(RY) et P(P(R?)). Dans
toute cette section F = (F,dg) désignera donc un espace polonais.

Ici la définition de I'espace de probabilité P(E) est
P(E) = {p € MLE), p(E) = 1},

ou ./ (F) désigne I'ensemble des mesures (ensemblistes) de Borel positives (et finies), et
il est absolument fondamental de retenir que le théoreme de Markov-Riesz ne s’applique
pas : on ne peut pas identifier P(F) a une partie d’un espace dual d’un espace de fonctions
continues. Toutefois, les éléments de P(E) (et plus généralement de .} (E)) jouissent d’un
certain nombre de bonnes propriétés : ils sont réguliers et o-compacts. Cela signifie que si
W E ///i(E) alors d’une part pour tout A € g et tout ¢ > 0 il existe K. compact, O,
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ouvert tels que K. C A C O et pu(O:) — e < pu(A) < p(Ke) + ¢, et d’autre part il existe
une suite (K,,) de compacts telle que p(E) = lim pu(Ky,).

Notant Cp(E) l'espace des fonctions continues et bornées (¢ € Cy(E) si ¢ € C(FE) et
I M tel que |p(z)] < M Vz € E) que 'on muni de la norme uniforme, on peut encore
munir P(£) d’une notion de convergence faible associée a la dualité avec les fonctions de
Cy(E). Pour (pn),p € P(E), on dit que (p,) converge faiblement vers p, on note p, — p,
si (pn,p) — (p,¢) pour tout ¢ € Cy(E). Cela implique notamment que si u,v € P(E)
et (1, p) = (v, @) pour tout p € Cy(FE) alors u = v. En revanche, on ne prétend pas que
si pour tout ¢ € Cy(E) il existe £, tel que (py,p) — £, alors il existe p € P(E) tel que
Prn = P

Rappelons la caractérisation suivante de la convergence faible.

Théoréme 1.5.26 ([15, Theorem 11.1.1] Soit E un espace polonais. Soit (p,) une
suite de P(E) et p € P(E). 1l y a équivalence entre

(i) pn — p faiblement dans P(FE) ;

(ii) Pour tout ouvert U C E, liminf p,(U) > p(U) ;

(iii) Pour tout fermé F C E, limsup p,(F) < p(F) ;

(iv) Pour tout ensemble A € B tel que p(A\int A) = 0, lim p,(A) = p(A).

Théoréme 1.5.27 (de Prokhorov) Soit E un espace polonais. Un ensemble % C P(E)
est relativement séquentiellement compact au sens de la convergence faible si, et seulement
st, A satisfait au critere de tension suivant : pour tout € > 0 il existe un compact K¢ C E
tel que pour tout p € & on a p(E\K®) < e.

Autrement dit pour une suite (p™) de P(E), il y a équivalence entre
— (p") est relativement compacte pour la topologie de la convergence faible avec limite
dans P(E) :
¥n'In" Jp e P(E) Yo € Co(E) (0™, ¢) = (p,¢);
— (p") est tendue
Ve >0, 3K compact CE VYn p"(E\K) <e.

Corollaire 1.5.28 (Krein-Milman). Soit E un espace polonais. Les combinaisons convexes
de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible. En dautres termes et plus
pécisément, (Py(E))n>1 est dense dans P(E).

Preuve du Corollaire 1.5.28. Pour tout p € P(E) on définit a I’aide du Théoréme 1.5.27
une suite (K,,) de compacts tels que p(K¢.) < 1/n et on pose

pn = plic, p(K,) ™"
Pour tout ¢ € Cy(E), on a alors

/ @dp
K,

(&
n

[odon-n| < 1/n<pdp<p<Kn>—1—1>1+

p(K7)
1—p(Ky)

IN

l¢lloo + p(K}) — 0,
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et il suffit d’approcher p,, € P(K,,) par une combinaison convexe de masses de Dirac grace
au théoreme 1.2.7 de Krein-Milman établi dans le cadre d’un espace compact. O

On peut définir sur P(E) différentes métriques telles que la notion de suite convergente
associée coincide avec celle de suite convergente au sens de la convergence faible. En
d’autres termes, la convergence faible est métrisable (de différentes manieres). Nous allons
donner ci-dessous trois exemples parmi les plus populaires.

Exemple 1.5.29 (Distance de Lévy-Prokhorov) Soit E un espace polonais. Le théoréme
de Strassen affirme que pour tout f,g € P(E), ¢ >0, on a
0=(f,9) :=nf{e >0, p(A) <n(A”) +e VAebp} = gl(fc )W[dE(ﬂf,y) > €,
TE g

ou dans la premiere définition € est l'ensemble des parties fermées de E et ot pour
tout A C E, pour tout ¢ > 0, on définit A* := {x € E, dg(x,A) < e} et ou dans la
seconde définition 11(f, g) est définie en (1.4.11).0n définit la distance de Lévy-Prokhorov
sur P(E) par

VfgeP(E)  Wrp(f,g):=inf{e >0; 6.(f,9) <e}.

Il est important de noter que comme plA%] = p[(A)°] pour tout p € P(E), A € Bg et
e>0,o0na
0:(f,g) =inf{e >0, p(A) <n(A%) +e VA€ Br}.
Théoréeme 1.5.30 Soit E un espace polonais.
(i) L’espace (P(E), Dpp) est un espace polonais, en particulier Dyp est une distance.

(i) La convergence au sens de la distance de Lévy-Prokhorov est équivalente a la
convergence au sens de la convergence faible, et plus précisément, étant données une suite
(pn) de P(E) et une mesure de probabilité p € P(E), on a :

Drp(pn,p) — 0 ssi /sodpn—>/sodp Vi € Cy(E).
E E

Exemple 1.5.31 (Distance de Monge-Kantorovish-Wasserstein) On rappelle que
l’on a défini dans la section 1.4.1 la distance de transport de Monge-Kantorovish- Wasserstein
W, pour 0 < p < oo et p,v € P,(E) par

1/pf
(1.5.24) Wy(p,v) = inf </ dE(x,y)pﬂ(d:E,dy)> ,
mell(pv) \JExE
ot Py(E) est définie en (1.4.14), Tl(u,v) en (1.4.11) et p* := max(1,p).
Voici quelques uns des principaux résultats concernant 'application W),

Théoréme 1.5.32 ([50, Theorem 7.3, Proposition 7.10]). Soit E un espace polo-
nais. Pour tout 0 < p < oo, Uapplication (p,v) — Wy(u,v) définie par (1.5.24) est une
distance sur Pp(E),

Vv e Py(E) Wy v) <2|lde(zo,.)? (1 —v)|1v.

et pour tout 1 < r < p < oo on a W, < W, sur P,(E). Si de plus E C B(xg,R) on a
l'inégalité inverse toujours lorsque 1 < r < p < 00

Var €PE)  Wylnv) < @RV Wi, v)] /P,
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Théoréme 1.5.33 (Kantorovich-Rubinstein, [50, Theorem 1.14]). Soit E un es-
pace polonais. Pour p =1 la distance de Monge-Kantorovich- Wasserstein est la norme de
Kantorovich-Rubinstein :

Wi(p,v) = |lpp — vl xR := sup {/E e(z) (b —v)(dx), ¢ € Lip(E), [l¢llLip < 1} :

Théoréme 1.5.34 (Kantorovich, [50, Theorem 1.1]). Soit E un espace polonais.
Pour 1 < p < oo la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein vérifie :

Wl = sup [ e@ntd) + [ vw)vian)
En particulier, Uapplication (p,v) — Wy(p,v)P est sci au sens de la topologie faible.
Théoréme 1.5.35 ([50, Theorem 7.12]). Soit E un espace polonais. Soient 0 < p <
00, (pn) une suite de Pp(E) et p € P(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :

— Wy(pen, ) — 0 lorsque n — oo ;
— lp — p faiblement lorsque n — oo et satisfait a la condition suivante de tension

lim sup / dg(zo, )P pp(de) = 0.
di(z,20)>R

R—00 peN*

— lp — p faiblement lorsque n — oo et son moment d’ordre p converge

/ dp(zo, z)P dpt, — / dp(zo, 2)? dy.
E E

n—oo

— pour toute fonction continue ¢ sur E satisfaisant la condition de croissance |p(z)| <
C[1+dg(x,z0)P] alors

odu, — | pdp.
E E

n—oo

Théoréme 1.5.36 ([52, Theorem 6.16]). Soit E un espace polonais. Pour 0 < p < oo,
Vespace (P,(E),W),) est un espace polonais.

Exemple 1.5.37 (Distance de Zolotarev ou norme duale de Hélder) Soit E un
espace polonais et s € (0,1]. On note C%*(E) lespace des fonctions s-Hélderienne muni

de la semi-norme o) (@)
ply) —plx

pls == sup ——————"
[ ] zyel dE($>y)8

Sur Uespace Py(FE) (introduit en (1.4.14)) on définit la distance suivante

(1.5.25) Vo,n €Py(E)  Zs(mp)=[n—plt = sup n—p.p)
pccos(B)  [¢ls

De méme, lorsque E =R% et s € (1,2], on note
[90]5 = |’v90”L°°(E) + [VSD]S—1

et on définit la distance de Zolotarev a l'aide de (1.5.25).
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On laisse a titre d’exercice le fait de montrer que Zg est bien une distance. (Ind.
Reprendre la preuve du Lemme 1.2.8 et utiliser le fait que pour tout p € P(E) et € > 0 il
existe K. C E compact tel que p(E\K) < ¢, grace au théoréme 1.5.27).

Théoréme 1.5.38 ([15, Theorem 11.3.3, problem 5 of paragraph 11.3 and co-
rollary 11.6.5] ) Soit E un espace polonais. On note ||¢||pr = ||¢lloo + ¢l Lip €t

80n.0) = suw{| [ palu= )]s lellow <1},

On note également

a(p,v) = Sup{‘/Est(u - V)(; ol = i‘;ﬁ% < 1}.

Alors pour tout p,v € P(E)

Blu,v) = ap,v),  Blp,v) < [p— v,
B(p,v) <2Dpp(p,v),  Drp(p,v) < 28(u,v)"2.

Théoréme 1.5.39 Soit E un espace polonais. Les distances Wy, Zs et Dpp définies a
partir de dp A1 sont équivalentes et induisent la convergence faible sur P(FE).

Esquisse de la preuve du Théoreme 1.5.39 . Compte tenu des théoremes 1.5.30 et 1.5.35 la
seule chose & démontrer est que pour une suite (p,) de P(E) et p € P(FE), il y a équivalence
entre

(i) Zs(pn,p) — 0 lorsque n — oo ;

(i) pp, — p faiblement lorsque n — oo}

(iii) {pn, ) — {(p,¢) lorsque n — oo pour tout ¢ € CO(E).
Pour I'implication (i) = (i), il suffit de combiner le théoreme 1.5.35, le théoreme 1.5.33
et le fait que Z; < C5 Z; pour tout s € (0,1).
Pour l'implication (i) = (ii), il suffit de reprendre et adapter la preuve de I'implication
(iii) = (i) dans le théoreme 1.2.10 en pensant a utiliser le théoreme 1.5.27 pour pouvoir
encore utiliser le théoréeme d’Ascoli. O

On termine cette section en donnant une caractérisation (habituelle) de la tribu borélienne
sur P(F). En remarquant que dg et dg A 1 définissent la méme topologie sur E, on voit
que espace de probabilité P(E) est le méme (en termes ensemblistes) s’il est défini a
partir de dg ou de dg A 1. On peut donc toujours supposer que la métrique dg est bornée.

Lemme 1.5.40 Soit E un espace polonais. Sur P(E) les tribus suivantes sont identiques
(i) la tribu borélienne %p(g) associée a une distance métrisant la convergence faible
de P(F) ;

(ii) la tribu engendrée par les ensembles
Cap={p e P(E); p(A) <A} ou C),:={peP(E); p(4) <A},

lorsque A parcours soit € 'ensemble des parties fermées de E, soit O 'ensemble des
parties ouvertes de E, soit Br 'ensemble des parties boréliennes de E, et lorsque \ par-
cours [0, 1].
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Eléments de preuve du Lemme 1.5.40 . On procede en plusieurs étapes. On suppose (ou
on s’y rameéne) que dg < 1.

Etape 1. Mise en place. Procédons a un certain nombre de définitions.

On définit cing topologies : les topologies O p et Oy, dont une base de voisinages est
respectivement 1’ensemble des boules Brp(p,r) := {n € P(E); Drp(p,n) <r}, p € P(E),
r > 0, et ensemble des boules By, (p,7) := {n € P(E); Dw,(p,n) <}, et les topologie
Oz, Og et Op traces sur P(E) des topologies sur M'(E) associées aux familles de semi-
normes p4(p) := |p(A)| lorsque A parcours respectivement Zr, €5 et O, c’est-a-dire, les
topologies obtenues en prenant les réunions quelconques des intersections finies de Cy x
respectivement pour A € Br, A >0, pour A € €, A > 0 et pour A € O, A > 0.

On définit huit tribus : les tribus Jp et Jy, engendrées par Orp et Oy, , les tribus
Ty Ty T, engendrées par les familles d’ensembles € | avec respectivement A boréliens
de E, A ouverts de E, A fermés de FE, et enfin les tribus Tn, T, T engendrées par les
familles d’ensembles C4 ) avec respectivement A boréliens de F, A ouverts de I, A fermés
de E. Noter que Jz, J% et T, sont également les tribus engendrées par Oz, Oy et Op.

Le théoreme sera démontré si on montre que ces huit tribus sont identiques.

Etape 2. Montrons que J, = Ty = T}, = Ty = T, = Ty et que Trp = Ty, .

En remarquant que pour A un borélien et A € Ry, on a

Chy= ﬂ Carsim Can= U Chr1/ns

n>1 n>1

on obtient .7, = T, T, = Tp, Ty = . Pour tout O ouvert de E et tout A\, € Ry
on a l'identité

{n € P(E), 1(0) <A} = Cp x4 N Coo,u N (Coou)",

ce qui implique que . C J. Pour tout A € Bg, A € Ry et p € Cy y le caractere régulier
de p implique qu'il existe O O A tel que p(O) < A, et donc p € Cp x C Cy ». Cela prouve
que Oz C Og et donc Ju C Jp. La premiere série d’égalité s’en déduit puisque bien
évidement T C Jy.

Le fait que les métriques Dzp et Wi induisent les mémes suites convergentes (ce sont
les suites faiblement convergentes d’apres le théoreme 1.5.39) implique que les topologies
Orp et Ow, sont identiques, et donc J.p = Fy, .

Etape 3. Montrons Oy C Opp, ce qui impliquera J C J;p. Considérons V € Oy et
p € V, et exhibons € > 0 tel que Brp(p,e) C V. Par définitions de Oy il existe des fermés
Ay,...,A; € CE et des réels A\i,...,Ay > 0 tels que p € Cq, 0, N ... NCx,n, C V. On
choisit alors € > 0 de sorte que

Vi€ {l,nJ} p(AS) +e< N,

ce qui est possible puisque p(Aj) +¢e¢ — p(4;) < Aj lorsque ¢ — 0 par convergence
monotone. Pour tout n € Brp(p,¢), on a d’apres la définition de Dy p

Vie{l,...,J} n(4)) < p(A5) +e <\,

et donc n € V, ce qui est la conclusion souhaitée.
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Etape 4. Montrons Oy, C Oy, ce qui impliquera Gy, C J5. Donnons nous une boule
ouverte By, (p,d) pour p € P(E) et 6 > 0 fixé. On va montrer qu’il existe un ouvert V' de
Oz tel que p € V C By, (p, ). Pour cela on fixe r € (0,d/10), et en utilisant la régularité
de p on commence par choisir un compact K C F tel que p(K€¢) < r, puis on recouvre K
par un nombre fini N de boules toutes de rayon r. On en déduit alors un recouvrement
de F par un nombre fini de boréliens Cy, ..., Cy disjoints deux a deux et tels que donc

N
E = U Cn, p(Co) <r, diam(C,)<r, 1<n<N.
n=0

Pour € > 0, que 'on choisira & la fin de la preuve, on définit ’ensemble
peV:={veP(E), v(C,) <p(Cp) +eVn=0,..,N} € O.

On remarque que pour ¥ € V, on a
v(Co) =1= v(Cw) 21— (p(Cm) +¢) 2 p(Cy) — N,

ce qui implique [v(Cy) — p(Cy)| < e N pour tout v € V et 0 < n < N. Maintenant, a
toute mesure u € P(E) on associe u" € P(E) la mesure discrete

N
pr=>  1(Cn) s,y w0 € Ch.

n=0

Grace au choix (judicieux) du couplage ci-dessous, on voit que

N
Wils )< [ dp(e.g) Y b (do) e, nldy) < p(Co) + v
ExE n=0

Finalement, pour tout n € V, en utilisant I'inégalité triangulaire et le théoréeme 1.5.32, on
calcule

Wilp,m) < Wilp,p") +2|p" = 0" [lrv + Wa(n",n)

N
< r+3p(Co)+2 ) [n(Cn) — p(Cn)| + 7+ 37(Co)

n=1
N
< 4r+2) (eEN)+r+3(r+e)=8r+e(2N”+3) <4,
n=1
en choisissant 0 < & < §/(5(2N? + 3)). Cela prouve que 1 € By, (p, ). O

1.6 L’espace P(RY).

Nous terminons ce chapitre en nous intéressant a I’espace P(]Rd) tres important dans les
applications. Dans ce cadre nous allons pouvoir généraliser le théoreme de représentation
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de Markov-Riesz, préciser le théoreme de Prokhorov et obtenir de nouvelles distances. On
considére donc le cas E = R? que ’on munit d’une norme (par exemple la
norme euclidienne).

Théoréme de représentation. Ici, comme dans le cas compact, il est possible de définir
les mesures de deux fagons différentes : comme mesures de Radon et comme différences de
mesures de Borel. Soyons plus précis. Sauf indication explicite du contraire, on utilise les
notations de la section 1.2. On note Cy(E) 'espace des fonctions continues qui tendent vers
0 a linfini (p € Cy(E) si p € C(E) et p(x) — 0lorsque |x| — 0) que 'on munit de la norme
uniforme. On note cette fois M'(E) := (Cy(E))’ et toujours A4 (E) := M} (E)— L (E).

Théoréme 1.6.41 (Riesz-Markov dans R?, [21, Theorem ?], [26, Theorem ?]) Soit
E =R% Alors MY(E) ~ .#"(E), au sens ou Uapplication

peHE) — I, € M'(E)
est une isométrie entre evn. Plus précisément, c’est une bijection et

Iy = |l
o

VAe MYE)  |Allpv = sup  [(A, )]
eCo(E), pll<1

et
Ve AN E)  |pl:=inf{u (B) +p(BE), ps € My (E), p=py—p}.

On caractérise encore ’ensemble des mesures de probabilités grace aux deux définitions
équivalentes suivantes

P(E) = {A € ML(E), (A1) =1} = {ue ALE), p(E) =1}.

Convergences. On définit dans M'(E) les notions de convergence suivantes.

On dit qu'une suite (11, ) de M (E) converge faiblement * (ou au sens faible * o(M*(E), Co(E)))
vers ;1 € M (E), on note fi,,—p, si

Vo e Co(E) /wwﬁ/ww
E E

On dit qu'une une suite (u,) de M'(E) converge faiblement (ou étroitement) vers u €
M*'(E), on note i, — p, si

Vo € Gy(E) /wn—>/w-
E E

On introduit également Cy(E) l'espace des fonctions continues qui admettent une limite a
Pinfini :
Cu(B) == {p € C(E): 3=, lim |l — L 1=(m5,) — 0.

et C.(FE) lespace des fonctions continues & support compact :

C.(E):={p € C(FE); 3K C E compact, suppy C K}
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ainsi que les convergences faibles associées définies par dualité comme ci-dessus. Des inclu-
sions C.(F) C Co(F) C Cy(E) C Cp(F) on déduit que la convergence faible (dualité avec
Cy(E)) implique la convergence faible au sens de la dualité de Cy(F) qui implique & son
tour la convergence faible x (dualité avec Cy(F)) qui elle-méme implique enfin la conver-
gence au sens de la dualité de C.(E) (également dénommée parfois convergence vague).
Dans P(F) on peut préciser les choses a l'aide du résultat suivant (immédiat et que I'on
ne démontre donc pas).

Lemme 1.6.42 Soit (1,,) une suite de P(E) et p € MY(E). Il y a équivalence entre
(1) pn — p au sens faible (de la dualité de Cy(E)), et donc u(E) =1;
(il) pp — p au sens de la dualité de Cy(E), et donc u(E) =1;
(iii) pw(E) =1 et pp — p au sens de la dualité de Cy(E) ;
(iv) w(E) =1 et pp, — p au sens vague (de la dualité de C.(E)).
En particulier, lorsque u € P(E), ces quatre sens de convergence sont équivalents.

Compacité et compactifié d’Alexandroff. Attention, le théoreme 1.2.6 de Banach-
Alaoglu n’est plus valable ici.

Soyons plus précis : il est important de retenir les faits suivants.

Fait 1. P(FE) n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence faible x*
puisque, par exemple, i, (dx) := J, forme une suite de P(R) qui converge faiblement x
vers 0 ¢ P(R).

Fait 2. L’ensemble K := {p € ML(E); p(E) < 1} est (séquentiellement) compact au
sens de la convergence faible *. C’est encore le théoreme de Banach-Alaoglu appliqué au
sous-ensemble convexe, fermé, borné de M (E) = (Co(E))'.

Fait 3. P(F) est (séquentiellement) fermé au sens de la convergence faible (c’est le
lemme 1.6.42-(i)), mais n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence
faible (reprendre l'exemple de la suite uy,(dz) := d,).

Une premiere facon de contourner le probléme de la non compacité de P(FE) consiste
A introduire le compactifié d’Alexandroff E := E U {0015 de E. L’ensemble E est alors
compact, de sorte que P(E) aussi (au sens de la convergence faible) : c’est le théoreme 1.2.6
de Banach-Alaoglu. Comme on peut voir P(E) comme une partie de P(E), P(E) := {r €
P(E), suppm C E}, on peut se demander ce qu'implique ce théoréme de Banach-Alaoglu
sur 'ensemble P(E).

Pour cela, on utilise Pespace Cy(E), et les identifications Cyp(E) ~ Co(E) & R ~ C(E)
qui proviennent de l'identification ¢ (o) := lim ¢ pour ¢ € Cy(E) et inversement lim ¢ :=
¢(00) pour p € C(E). On en déduit (Cy(E)) ~ M (E)®R ~ M!(FE), puis I'identification

P(E) ~ {(p,\) € ME(E) x [0,1); p(E)+ A = 1}.

En effet, B, = {AUw, A€ #Bp, w=o00ouw =0} et pour 7 € P(E) on définit le couple
(p,\) € MY (E) x [0,1] par p(A) := p(AN E) pour tout A € B, la masse restreinte & E
et A = m({oco}) la masse du point & I'infini, de sorte que

VAe %, m(A) =p(ANE)+ Alooca.

5 . .
“voir section A.4
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L’application m — (p,\) est évidemment un isomorphisme. En introduisant la suite de

~

boules B,, := Bg(0,m), 'inclusion P(E) C P(FE) s’écrit

P(E) = {re P(]_:’*?),w(oo) = limn(BS) = 0}

= {mneP(E),n(F)=lmn(B,) =1}

Quelle legon en tirer en termes de séquentielle compacité des suites (p,) de P(E)?
D’une part, pour une telle suite il existe une sous-suite, encore notée (p,,), et une probabilté
7= (p,\) € P(E) telle que p,, —  faiblement au sens de la convergence faible dans P(E).
Cette convergence étant équivalente a la convergence au sens de la dualité avec Cy(E) et

introduisant la décomposition (p, ) € M1 (E) x [0,1] de 7, cela signifie

(1.6.26) Vo e CuE)  (pn,p) — (p:p) + Ap(c0).

Cela constitue une premiere réponse au manque de compacité de P(E). Attention ici, on
ne peut pas prendre ¢ € Cy(E) quelconque et il se peut que 'on perde de la masse a
Pinfini.

Compacité et critere de tension. Présentons une deuxieme fagon de contourner le
probléeme de non compacité de P(E). Dire que (p,) est séquentiellement compacte dans
P(E) signifie donc que dans (1.6.26) on a p € P(E) ou de maniére équivalente que A =
m({oo}) = 0. Une condition nécessaire et suffisante lisible sur la suite (p,,) pour que cette
propriété soit réalisée est la condition de “tension” ci-dessous.

Théoréme 1.6.43 Soit E = R%. Soit (p,) une suite de P(E). Il y a équivalence entre
— (pn) est relativement compacte au sens de la convergence vague avec limite dans
P(E) :
Vo' 3n" Ip € P(E) YV € Co(E)  (pur,p) — (p,0);

— (pn) est relativement compacte au sens de la convergence faible (étroite) :
V' 3An" Yo € Cy(E) {(par,p) est une suite convergente;

— (pn) est tendue
Ve>0, dm pn(E\Bp) < ¢;

— 1l existe une fonction n(x) = n(|x|) telle que 0 < n(s) — oo lorsque s — oo et

Vn  (pn,n) < C.

Structure topologique de P(R%). On commence par une variante du théoreme 1.2.7
et du corollaire 1.5.28.

Théoréme 1.6.44 (Krein-Milman dans P(R%)). Soienta >0 et 0 <p <k < oo. Il
existe e(N) = €p 1. o(IN) — 0 lorsque N — oo telle que

(1.6.27) sup Wy(p, Pn(E) NBPy,) < e(N),
peBPk,a

BP.u(E) = {p € P(E): [ fal*pldo) < a}.
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Preuve du Théoréme 1.6.44. On reprend la preuve du corollaire 1.5.28. On commence par
définir
Pn =P 1B(0,n) p(B(O, n))_l

de sorte que p, € BPj, et p, — p faiblement dans P(E). On approche p, par une
suite p, ,, combinaison de masses de Dirac grace au Théoreme 1.2.7 de Krein-Miman
et on peut toujours supposer que p,., € BPj, quitte a remplacer p,,, par la suite
Om prm + (1 — 6p,) 0p si O, := aMk(pmm)_l < 1. 11 est alors facile d’exhiber une suite
(Pn,m,) telle que py, m, — p faiblement dans P(E). Combiné avec le Théoreme 1.6.43 et
le Théoreme 1.5.35, cela prouve que

(1.6.28) VpeBPy, Wy(p,Pn(E)NBPj,) — 0 lorsque N — oo.

L’application p — Wy,(p, Pn(E) N BPy,) étant continue sur BPy, , et cet ensemble étant
compact pour la distance W), il s’ensuit que la convergence (1.6.28) est uniforme en p €
BPy, o, ce qui est exactement (1.6.27). O

Remarque 1.6.45 Un argument similaire permet de montrer que pour tout p € Pp(E),
on a Wy(p,Pn(E)) — 0 lorsque N — oo (sans tauz).

Théoréme 1.6.46 L’espace Pk(Rd), k >0, muni d’une distance D métrisant la conver-
gence faible de P(R?), est polonais, mais n’est pas localement compact.

Eléments de preuve du Théoréme 1.6.46. Plutot que de donner une preuve du théoréme 1.6.46
dans le cas général nous allons donner un élément de la preuve dans le cas E = RY,
k=pe(0,00), D=W,.

Séparabilité. Concernant le caractere séparable, cela provient du fait que 'on peut ap-
procher tout élément par une mesure de probabilité de la forme

M:Zaada, Zaazl, o > 0

acQd aeQd

avec coefficients a, € Q, et que cette ensemble est dénombrable.

Complétude. Pour montrer le caractére complet on considere une suite de Cauchy (u,).
D’une part, on a

/E 2?1 = /E Iz =yl ) © Go(dy) = Wy Go) < Wylpinpn) + Wos o)
X

est bornée. Grace au théoreme 1.6.43, on peut extraire une sous-suite (u,/) et il existe
une mesure 4 € Pp(E) telle que p,, — p faiblement, donc par exemple en distance
W, /2. Or comme toute la suite (i) est de Cauchy au sens de W), 9, c’est toute la suite
qui converge au sens de W), 5, donc au sens faible. Maintenant, grace au caractere sci
au sens de la convergence faible de la fonction W), rappelé au Théoréme 1.5.34, on a
Wy (ptn, pv) < Hminf,, oo Wy (pn, ftm) — 0 lorsque n — oo, puisque (j1,,) est une suite de

Cauchy.

Non locale compacité. On serait tenté de dire que P (]Rd) est un espace séparé localement
compact a cause du fait que 'on peut écrire

Py(E) = | J BPy.

aeN*



34

Il n’en est rien. Prenons deux exemples dans le cas d = 1.

Exemple 1. On munit P»(R) de la distance Wj. Alors P>(R) est une union de compacts
d’intérieur vide.

(i) BP2q est bien Wi-compact puisque toute suite de BPg, est tendue au sens de la
convergence Wy (il suffit de combiner le Théoreme 1.6.43 et le Théoreme 1.5.32).

(ii) mais BPg, est d’intérieur vide au sens de Wi. En effet, pour tout f € BPgy, N L!
on définit g := f1{_y e + vy pour u,v,w > 0. On choisit v = ffuf >0,v — 0, et
w = v3/* de sorte que g € Py(R),

Wi(f,9) < I1(f 10w +v0:) (1 +|z)lrv < 2v+v(1+2) <3v+0* -0,

et pourtant

/ 2| g(dz) > / 0O |22 = vw? = v 12 - oo
R R

Exemple 2. On munit P»(R) de la distance Ws. Alors P»(R) est une union d’ouverts non
relativement compacts.

(i) BPy, n’est pas Wa-compact. Il suffit de considérer f, := (a n)~26, qui satisfait
fn € BPy, mais |z|? f, — 0o au sens de la convergence faible dans P(R U {oo}).

(ii) cependant O, C BPs, avec O, := {p € Po(R?), [|z|? p(dx) < a} ouvert puisque
O¢ est fermé au sens de la convergence dans Wy. En effet, le Théoreme 1.5.32 affirme que
Wa(fn, f) — 0 implique [ lz|? fr — i |lz|2 f. O
Distance dans P(]Rd). Terminons cette section en présentant encore quelques distances.
Ces distances vont étre définies sur P(R?) tout entier, sur la partie P (R%) de P(R?) ou
sur Pg := P(Rd) N G, avec G espace vectoriel de la forme

G :={T € M'(RY); (T}, (v)") < o0, (T.k) = 0}

pour un certain k > 0 et une certaine fonction k : R? — R telle que |k(v)] < C (v)¥
pour tout v € R? 1l est important de garder & l'esprit que toutes ces distances sont
essentiellement topologiquement équivalentes a la topologie de la convergence faible et
qu’elles sont essentiellement “uniformément topologiquement équivalentes” entres elles. Le
“essentiellement” signifie qu’il faut éventuellement se restreindre a des ensembles (assez)
bornés. C’est-a-dire plus précisément, pour deux quelconques de ces distances, disons Dy
et D chacune définie sur Pg, et Pg,, il existe a;, k > 0 tels que pour tout a > 0 il existe
C telle que

\v/fag S BPk,a N Pgo N Pgl Dz(fyg) <C [Dl—i(f7 g)]ai Vi= 07 1.

A titre d’exemple nous donnerons une série de résultats de comparaison entre distances.
Certaines nous serons utile dans la suite de ce cours.

Commencons par généraliser la distance construite dans le lemme 1.2.9.

Exemple 1.6.47 (distance liée & une famille dense) Soit E = R?.

(i) Etant donnée une suite (py) dense dans Co(E) et une suite (ay) de réels strictement
positifs telle que la série ((ay ||pk||)) converge, lapplication

D(p,v) = Z%!(M — V, k)|
k=1
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définit une distance sur P(FE).

(ii) Si (pr) est une suite de Lip(E) et si la série ((ay ||Ver||)) converge et est de
somme A, alors Uapplication d définie ci-dessus est encore une distance, et de plus

Vi, v €PI(E)  D(uv) < Allp—vllicn

Exemple 1.6.48 (distance de type Fourier) Soit E = R? et s € (0,1]. On définit
Gi = {p € MY(E), (|p|,|v]) < o0, (p,1) =0}

et la norme associée

(1.6.29) VpeG, |pls:=sup |’5(£)|,
£cRd |£|S

ainsi que dans P1(E) la distance D(f,g) = |f —g|s. De méme, lorsque s € (1,2], on définit
l’espace

Go == {p € M'(E), {|p|,[v[*) < 00,(p,1) = {p,v;) =0Vj =1,....d}

et la norme associée | - |5 gace a (1.6.29), ainsi que dans Pg,(E) la distance D(f,g) =

’f _g’s-

Exemple 1.6.49 (norme de Sobolev négative) Soient E = R? et s € (d/2,d/2 +
1/2). Dans Gy introduit dans l'ezemple 1.6.48, on définit la norme

(&)
&l

De méme, lorsque s € [d/2 + 1/2,d/2 + 1), dans Go introduit dans l’exemple 1.6.48 on
définit la morme
A(€)

&l®

Yo lolo, = lolla-vn = | 12|
L

VoeGo lollgs = ol f—ege) == K
L

Lemme 1.6.50 Soient f,g € P(R?). Pour k € (0,00) on définit
M, ;= max {/ (1 + |z|*) f(dx) / (1+ ]a:\k)g(dx)} .
Rd Rd
On a les inégalités suivantes :
il (1—a N
(1630) Vg€ (1,00), k€ (q—1,00) Wilf,9) < Wy(f,g) <20 M TWi(f,9)/7,

avec o= (k+1—¢q)/k €[0,1);

(1.6.31) Vse (0,1, |f—gls <Ws(f,9) <Wi(f, 9)%

(1.632)  Vse(d/2,d/2+1), |f—gly.<Clf—gli™? C=cC(ds)>0;
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(1.6.33) Vs>0, k>0 [f—gli <CM, [f-gl)', C=C(ds,k)>0,
avec

a P— d Pp—— k: .

VT A kdrs) T drkdts)

(1.6.34) Vs>1,k>0, [f—gi <CMZ |f-gl }’-{2737 C=C(d,s,k)>0,

avec
d/2 k

Yo i= ———— € (0,1/s).

@2 Cd/2+ks

T d2+ ks

Preuve du Lemme 1.6.50. On procede en plusieurs étapes.

Etape 1. Preuve de (1.6.30). Pour f,g € P, et m € I, on écrit d'une part

1/q 1/¢
Wil < [ E\x—y\w(dx,dws(/E Erx—yrwdx,dy)) (/E Ew(da:,dw) ,

et on conclut a Wi(f,g) < W,(f,g) en prenant 'infimum en 7. D’autre part, on a par
inégalité de Holder

1/q
W,(f.g) < (/ o=yl |:c—y|%<dx,dy>)
ExE

1/(qr) ) 1/(qr")
(/ |z —y|"" 7 (dx, dy)> (/ |z —y|?" m(dx, dy)> ,
ExE ExE

1/(qr) , , 1/(qr")
2 ( [ —y\q%(dx,dy)) ( R >w<dw,dy>) |
ExE ExXFE

avec ¢ =q1+q2, 1r =let gor' =k+1,desortequer =k/(k+1—q), 1 = (k+1—¢q)/k
et go =q— (k+1—¢q)/k. On obtient

IN

IN

(k+1-q)/ (ah)
) T M)/

q—1
W) < 2% ( / & — y| 7(da, dy)
ExE

ou on remarque que (¢ — 1)/(kq) < 1/q et on conclut comme précédemment.
Etape 2. Preuve de (1.6.31). Soit w € II(f, g). On écrit

I£(&) =9 =

/ (7t — 718 1(dv, dw)

RIxR4

< / le=108 — 71| 1 (du, dw)
RIxR4

e / v — wf* |E]* 7 (dv, dw),
Rd xRd

ce qui implique (1.6.31) en prenant le supremum en ¢ € R et linfimum en 7 € TI(f, g).
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Etape 3. Preuve de (1.6.32). Soit la boule B = {x € R?; |z| < R}, R > 0. On écrit

I-aly. = [ VEIO g [ IO HOF

c €1%

i T 91\ 4 le12s
< |f 9|1/BR |£|2(s—1) + /Bf—{ €]

< CA) RV |f — gt + 4R,

L’inégalité (1.6.32) s’en déduit en choisissant R := |f — g|{*.
Etape 4. Preuve de (1.6.33). Introduisons la fonction de troncation xg(z) = x(z/R), R >
0, avec y € C®°(R?), [x]1 < 1,0 < x <1, x = 1 sur B(0,1), supp x C B(0,2), et la suite
régularisante w.(z) = e %w(x/e), € > 0 avec par exemple w(x) = (21)~%? exp(—|z|?/2)
(et donc &. (&) = W(e€) = exp(—e?|€]2/2)). Fixons ¢ € WH™(R?) tel que [p]; < 1,
©(0) = 0, definissons @r = Y XR, PR, = PR * we et écrivons

(1635) [ p(dr—dg) = [ ne(@r-do)+ [ (on = one) W-do)+ [ (o on) (df~do).
Pour le dernier terme, on a

(1.6.36) \ [ion-o (df—dg)‘ < [a-xnlel @ +dg

[P My
< < .
< [ b e @ g < T

c
R

Afin de traiter le deuxieme terme, on observe que

2]

Vor| < x(z/R) + ¢l [V(xr)| < x(z/R) + 5 Vxl(z/R),

de sorte que pour tout g € [1,00] on a |Veg|lre < C RY4, pour une constante C' qui ne
dépend que de Y, d. Utilisant ensuite que

lor — PRelloo < [[VeRlloo /Rd we(x) x| dx < Ce,
il vient
(1.6.37) \ [ on =) @ - dg)‘ <ce

Pour traiter le premier terme, on utilise I'identité de Parseval et on a

[oncti=a| = 5| [ eroF-aas

1 A_/\
< L Verlu | L0 / €15 exp(—<? [€2/2) de
o & | .
22
< CR ( Ja+uhxw dy) 1f — gls =) ( JE dz)
(1.6.38) < CRIcTWHs=U gl
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Réunissant les inégalités (1.6.36), (1.6.37) et (1.6.38), on obtient

M, (dts
[f =gl <0< Rl 1)|f—g|s>-

On conclut a (1.6.33) en optimisant les parametres € et R.

Etape 5. Preuve de (1.6.34). On commence par écrire la méme décomposition que précédemment

/ o (df — dg) = / ore (df — dg) + / (pr — pns) (df —dg) + / (¢ — or) (df — dg).

Le premier terme est controlé par

'/m daf — dg) ‘/mms A‘g,f)

< llerellgs If =gl -

avec
1/2
lorelly = ( [ i e e |w€|2d£>
< IV xm)llzz IIEl @n(e)l o
(1.6.39) < IVl e o2 o < C RY2 =),

Le second terme et le dernier terme sont contrélés comme a I'étape 4 par C'e et My R™*
respectivement. En sommant, on obtient

M1 | paj2 _—(s—1)
F-ali<C (4 4 RV gy
On conclut a (1.6.34) en optimisant encore les parametres € et R. ]

Nous terminons ce chapitre par une variante du Lemme 1.6.50 dans le cas d’espaces
“non homogenes”.

Lemme 1.6.51 Avec les mémes notations que précédemment, on a les inégalités sui-
vantes :

(1.6.40) Wi(f,9) < Wi(f,g) < 6 (Wi(f,g) + My Wi(f,9)"/2),
avec
Wit = nt [ (o—yln)a(dndy

- s /Em—g)(dx): sup /wa—gxm),

el <1 el 1,00 <1

ot on note Hgon la plus petite constante L telle que |p(y) — p(x)| < L(|lx —y|A1) et on
utilise les Théorémes 1.5.33 et 1.5.38; de méme pour o > d/2+1 ets>1, k>0

(1.6.41) —Hf 9la-—e <Wi(f,9) < If = glla—s +C 2Mp)* || f — g|ys+d/<2k>

A48 1

avec o = s (1 — W)'
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Preuve du Lemme 1.6.51. Etape 1. Preuve de (1.6.40). La premiere inégalité étant triviale,
nous démontrons seulement la seconde. Pour 7 € TI(f, g) et R > 1, on écrit

Wi(f.g) < / & — y| w(dr, dy) + / & — y|w(de, dy)
BrXBpr (BRXBR)C

< / Rz — y| A1) w(da, dy) + / (Iz| + lyl) w(da, dy)
BRXBR BRXBR

< oR [ (e-ylA)(andy +2/ () +1o1) 2 ()
ExXFE B x B

< 2R | (jx —y| A1) n(de,dy)
ExXE

J% {/E|$|27T1(d$) . </E |$|27Tl(daj)>l/2 </E P m(dy)>1/2}.

En minimisant par rapport a = € II(f, g) la quantité de droite, on obtient

- 4

Si Wi(f,g9) < My on choisit R := (Wi(f,9)/(2R))"/? et si Wi(f,g) > M on choisit
R :=1, ce qui finit d’établir (1.6.40).

Etape 3. Preuve de (1.6.41). La premiére inégalité est triviale puisque Wi(f,g) = ||f —
gH(Wl,oo)/ et H® C W, Nous démontrons la seconde inégalité en reprenant la preuve
(et les notations) de (1.6.34). Fixons ¢ € WH®(R?) tel que |[o|p1.00 < 1, ©(0) = 0, et
écrivons encore une fois

/ o (df — dg) = / e (df — dg) + / (or — pne) (df — dg) + / (¢ — or) (df — dg).

Pour le dernier terme, on a
Rl M,
(1.6.42) VR >0 (pr — @) (df —dg)| < . lelloo 5 (df +dg) < Tk
R
Le deuxiéme terme se traite comme dans la preuve de (1.6.34), de sorte que

(1.6.43) VR,e>0 ‘/ (¢r —@Rre) (df — dg)‘ < Ce.

Enfin, le premier terme est controlé par

‘/eoR,e (df—dg)‘ - '/m © L

avec pour tout R > 1 et ¢ € (0,1]

1/2
( [ e % joeP df)

(1.6.44) < lexalm 1€ @e(é)ll= < C RV 77,

Q>

<llerellmslf =gl

lpr.ellm:
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En sommant, on obtient

5 M
Wl(fag) < C <E+R—:+Rd/2€_(8—l) Hf_gHH5> VEE(O,l], Rzl
C (oM )
= [V ( Rkk + R 1)ICHf—gHHs) VR >1,
k

ot on a choisit e = 1/R*. Si ||f — g||g- > 2 M; on choisit R =1 et si ||f — g||g-s <2 M}
on optimise R > 1 ce qui conduit & (1.6.41). O

Exercice 1.6.1 Peut-on établir une inégalité du type

(1.6.45) If = 9gllg- < If = gllg-s <CUSf = gllf—s +IIf = gllF-)?

1.7 Complements

e On définit la distance W dans P(E) par

Woo(f7 g) = we%ln(fj; 9 H:C - yHL“’(E2,d7r)7

de sorte que encore une fois
VXY € BN We(ui, 1y) = we (X, Y).

Il faut faire attention avec la distance W puisque
1 1
Weo ((1 — —)50—|— —5a,50) =a
n n

1 1 . . .
et pourtant (1 — =) dp + — da — do. Les résultats suivants sont énoncés dans [24]
n n

Py =K >0, pn = p = Wos(ptn, 1) =0,
pxps>0VE6>0, un —=p = Woeo(tin,u) =0,
e ps >0 sur supp p Vo > 0, dist(supp pn,suppp) — 0, pn = p = Woo(pin, ) — 0.

e On peut également définir la distance de Zolotarev par

Zr(p,v) == sup /tpd(u—V),
PEAr JR
pour r > 1 ot A, est lespace des fonctions holdériennes d’exposant r telles que [¢]e < 1 ou £ est le plus
grand entier strictement inférieur & r (( = [r] sir ¢ Net £ =r — 1 si r € N). La propriété remarquable de
cette distance est
(W) <CrZ,.

e Soit (€2, o7, P) un espace de probabilité assez grand de sorte qu’il existe des va X et Y (indépendantes) et
de loi p et v pour tout p, v € P(E). Il est usuel de définir les distances W), et Wi p par leur ”interprétation
probabiliste”
Wy (p, v) = inf{(E[|Y — X|*])*/?, loi de X = p, loi deY = v}
et
Wrp(p,v) =inf{e > 0; 3(X,Y); loi de X = pu, loideY =vet P(|]Y — X| >¢) <e},

ou dans la premiere définition E désigne ’espérance relative a la mesure de probabilité. On remarque alors
que les problémes d’optimisation suivants sont équivalents

inf{E[]lY — X’])} = nf{E(X?)+E(Y?) -2E(XY)}
< supE(XY) < maximiser la corélation de X, Y.
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Ainsi pour réaliser la distance Wa(u,v) par une paire de va (X,Y’) le pire des choix est de les prendre
indépendantes, ce qui correspond au plan de transport m = pu ® v.

e Pour p € D(Rd) on peut définir la mesure empirique réguliere
N
VX e R : z z—x;),

pour laquelle on a
(1.7.46) loX = p¥ Iz < [ Vpllz2 wa (X, Y).

On n’a pas en revenche I'inégalité inverse puisque par exemple si z; = x1 et y; = y1 pour tout i > 2 et si
ly1 — z1| > 0, supp p C B(0, ), alors

1 1
IpX = p¥ llzv = [lpX — p¥ 22 =2 << sler —ul = sw(X,Y).

Voici la preuve de (1.7.46). On fixe ici 0 € G n

N
1
N N2 _ = _ _ _
I =¥ = [ | Sonte e - ootz - wo)
1 al ’
= 37 L[S0 — w0 = pte =) | 2

1 N
= = | (p(z=m:) = p(z = Yor) (p(z — 5) — p(2 = Yo(s))) dz
N = Rd

3 2 [ 306 o0 ot o)+ 50 ) ol )

IN

(z—xi) — p(z — yo(i)))2 dz

Lot
i/Rd (/0 —Yoi)) - Vp(z +t (@ —ya(i)))dt)zdz

|VP| dz ~ Z( Ti — Yo(i)) s

i=1

Il
T ZlH

et il suffit de prendre 'infimum de ces quantités en 0 € & pour conclure.

Retour & EV /Gy et Py(E). Fixons N. Dans le cas ott E est un espace compact,
I’application

N
Y : BN /6 — Pn(E), Xk = iz Oz,
N
est une bijection entre espaces compacts et elle est continue pour les distances wy et ||- ||k r
d’apres le Lemme 1.2.8 (iii) et pour les distances wy et D d’apres le Lemme 1.2.9 (ii) Cette
application est donc un homéomorphisme. Plus généralement, Iapplication H est un
homéomorphisme de (E /&y, w,) dans (Py(E 7), D), des que D métrise la topologle faible
de P(E). Cela provient d'une part de ce que D est alors topologiquement uniformément
équivalente & D au sens ofl il existe un module de continuité w tel que D (1, v) < w(D(p, )
et D(p,v) < w(D(u,v)) pour tout u,v € P(E). En effet, il suffit de poser

w(r) = sup D(p,v)
p,vEP(E), D(p,v)<r
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et de vérifier que w(r) — 0 lorsque r — 0.

En fait le Théoreme 1.4.16 affirme beaucoup mieux. Il dit que 'application Hg est une
isométrie entre (EVV/Gy,w,) et (Py(E), W,), et ceci est vrai pour 0 < p < oo (est-ce aussi
vrai lorsque p = 00 ?) et pour E un espace polonais localement compact. En particulier,
on a:

Lemme 1.7.52 Soient E un compact, D une distance métrisant la topologie faible de
P(E) etp € (0,00). Pour tout N, Uapplication 1% est un homéomorphisme de (E™ /&y, w,)
dans (Pny(E), D) uniformément en N, au sens ot il existe un module de continuité wr =
w(D,wp) tel que

VXY € BN D(M%?M?) < wn(wp(va)) et wP(X7Y) < WH(D(Mﬁvuij\/[))’

Remarquons enfin que pour toute distance D sur P(F), on définit dp sur EV ou
EN /&N en posant dp(X,Y) = D(u, ud)).

1.8 Notes bibliographiques

Pour 'essentiel, ce chapitre développe la théorie des espaces de probabilité du point de
vue topologique et métrique. D’une maniere générale les ouvrages qui font référence sont
les livres classiques “de probabilité” [17, 4, 15] et les livres récents (mais déja classiques)
“d’analyse” [2, 50, 52]. On peut également citer les cours d’introduction & l’analyse fonc-
tionnelle [21, 26] ainsi que le livre [38] dans lequel un trés grand nombre de distances sont
définies sur 'espace P(F).

De maniere plus détaillée, les sections 1.1 et 1.3 reprennent une partie du cours de
P.-L. Lions [24]. Le matériel de la section 1.2 est extrémement classique et basique, et se
trouve déja dans [21, 26]. La section 1.4 est extraite du livre de C. Villani [50] ; ce sont es-
sentiellement des résultats de I'introduction et des chapitres 1 et 7 (dont la démonstration
est parfois laissée en exercice). Les lemmes 1.4.24 et 1.4.25 sont tirés de [38]. Les résultats
présentés dans la section 1.5 sont tirés du livre de S.N. Ethier et T.G. Kurtz [17] et
des livres de Villani [50, 52]; d’autres références classiques sont [15], [4, Chapitre 5]. Le
théoréme 1.5.27 de Prokhorov est démontré dans [17, chapitre 3, Théoreme 2.2], voir
également [15] ou [4, Chapitre 5]. La distance de Lévy-Prokorov est étudiée dans de
nombreux ouvrages de probabilité; le théoréme 1.5.30 est démontré dans [17, chapitre
3, Théoreémes 1.7 et 3.1], voir également [4, Theorem 6.8]. Les théoréemes concernant les
distances MKW sont tirés de [50, 52] comme précisé dans la section. La section 1.6 com-
mence par quelques observations tres classiques et assez triviales. L’ébauche de la preuve du
théoreme 1.6.46 est inspirée de la preuve de [5] qui a été reprise dans [52]. Les résultats de
comparaison de distance dans P(R?) exposés dans cette section sont siirement également
bien connues. On pourra consulter le livre [38] de S.T. Rachev et L. Riischendorf dans
lequel une série de résultats concernant I’équivalence des distances construites sur I'espace
des probabilités P(R?) est présentée. Cette méme question est également abordée dans les
tres agréables notes [11] de J.A. Carrillo et G. Toscani. La preuve du Lemme 1.6.50 est
tirée de [1].



Chapitre 2

Fonctions continues sur E et
P(E)

Dans tout ce chapitre E désignera un espace polonais, un espace polonais localement
compact ou un espace compact.

2.1 Fonctions continues et fonctions polynomiales sur P(F)

Définition 2.1.1 Soit E un espace polonais. On dit qu’une fonction U : P(E) — R
est continue si p, — p faiblement implique U(pn) — U(p). On note U € C(P(E)). On
note Cy(P(E)) lespace des fonctions continues et bornées. On note UC(P(FE)), l’espace
des fonctions uniformément continues et bornées sur P(E) : étant fizée une distance D
métrisant la topologie faible, il existe un module de continuité w (c’est-a-dire une fonction
w: Ry — Ry continue et telle que w(0) = 0) tel que

Vp,neP(E)  |Un) —Up)| <w(D(p,n)).

Lorsque E est compact alors P(E) est compact et UC(P(E)) = Cp(P(E)) = C(P(E)).

e Le prototype de la fonction continue est le monéme de degré 1 : étant donnée une
fonction ¢ € Cy(E) on pose

VpeP(E) Rgo(p):/EQde-

On définit bien ainsi R, € Cy(P(E)). A noter également que si ¢ € Lip(E) alors R, €
Lip(P(E)) Cc UC(P(E)), ou Lip(P(FE)) correspond ai cas o le module de continuité peut
étre pris de la forme w(s) = L's, L > 0, dans la définition 2.1.1.

e Plus généralement, pour k € N* et o € Cy(E*) donnés, on définit R, : P(E) — R par

R,(m) := /Ek (1, ..., xp) m(dxy) ... m(dzy) = (m®F, o).

On dit que R, est un polynoéme de degré (au plus) k, et ¢ correspond aux coefficients. On
définit la multiplication par un scalaire de maniere évidente. On définit ’addition de deux
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polynémes R; et Ry, respectivement associés aux fonctions @1 € C(E*) et @9 € C(E*?),
avec disons k1 < ko, comme le polynome de degré au plus ko associé a la fonction

(X1 ey Thy) = @1(T1y ooy Thy ) + P2(T 1,5 ooy Ty ).

On a bien ainsi R,(m) = Ri(m) + Ra(m) pour tout m € P(E). On définit le produit de
Ry et Ry comme le polyndéme de degré au plus k1 + ko associé a la fonction

1)[)(:1717 s Ly y Ty 415 +0s xkl-i-kz) — (101(:1:17 seey :L‘k‘l) (102(5131614-17 seey :L‘k‘l-i-k‘z)'

On a bien ainsi Ry, (m) = Ri(m) Ra(m) pour tout m € P(£). On note P(P(£)) I'ensemble
des polynomes qui a donc une structure d’algebre unitaire.

Lemme 2.1.2 Soit E un espace polonais localement compact. Alors P(P(E)) C Cy(P(E))

Preuve du Lemme 2.1.2. On fixe ¢ € Cy,(E¥). D’une part clairement R, est bornée. D’autre
part, étant donnée une suite (p,) de P(E) et p € P(E) telles que p, — p faiblement dans
P(E), on a en particulier p2* — p®* pour la dualité de C.(E)®*, donc pour la dualité
de C.(E*) (ici on utilise le théoréme A.2.2 de Stone-Weierstrass) et donc enfin pour la
dualité de Cy(E*¥) (ici on utilise le lemme 1.6.42 d’équivalence des convergences). On en
déduit Ry (pn) — Ry(p). O

Théoréme 2.1.3 Lorsque E est compact, l'algébre des polynomes P(P(E)) est dense dans
C(P(E)). Cela signifie que pour toute fonction U € C(P(E)) il existe une suite de po-
lynomes R; = Ry, avec ¢ € C(E7), (et j — oo si U n'est pas un polynéme!) telle que
R; — U dans C(P(E)) :

sup |U(m) — Rj(m)| — 0 lorsque j — oo.
meP(E)

Preuve du théoréeme 2.1.3. Comme FE est compact, ’espace P(FE) est compact.

Il est clair que P(P(FE)) sépare les points de P(E) : pour p; # ps € P(E) il suffit
de prendre une fonction ¢ € C(F) telle que (p2,p) # (p1,¢). On applique le théoréme
de Stone-Weierstrass (mais cette fois sur le compact P(E)) et on obtient que 'algebre
unitaire P(P(E)) est dense dans C'(P(FE)). O

e On note M(P(E)) 'ensemble des mondmes : ce sont les polynomes associés aux fonctions
tensoriées p = Y1 ®...Qpyk, p; € C(E). Lorsque E est compact, on montre comme ci-dessus
que l'algebre engandrée par les monomes est dense dans C'(P(FE)). Cela explique pourquoi
on peut se restreindre a considérer des fonctions testes tensorisées lorsque 1’on souhaite
montrer des théoremes de convergence. On reviendra sur ce point dans le chapitre suivant.
e Considérons ¢ : R? — R de classe C!, ¢(-,0) = 0 et S; : P(R) — P(R) le semi-groupe
de la chaleur sur R. Comme S; : P(R) — (L' N L*®)(R), p ~ p; := 4 * p, pour tout ¢ > 0,
on peut définir

B(p) = [ ol pnly) dody

et &, € Cp(P(R)). Il est & noter que si ¢p(x,s) = P(x), Y € C.(R) alors ®; est le polyndéme
associée a 1) * ;. Dans le cas général, ®; n’est pas un polynome.

e Considéons S; : P(RY) — P(RY), p — p; un semi-groupe non linéaire (par exemple
celui obtenu en résolvant I’équation de la Boltzmann ou une équation de la chaleur non
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linéaire). Pour tout ¢ € C.(R?), la fonction ®;(p) := Ry(p:) appartient a Cp,(P(E)) mais
n’est pas un polynome.

e La construction des polynoémes ci-dessus nous a permis de définir une application
(2.1.1) Cy(E*) — Cy(P(E)), ¢+ Ry,.

e L’application 72. Inversement, étant donnée une fonction U € Cy(P(E)), on définit
pout tout N une fonction symétrique sur EN en posant

(2.1.2) vX e BN uN(X) =U@@R).
Par exemple, pour un polynéome R = R, de degré 1, avec donc ¢ € C(F), on calcule

1
Nz'

WE

X = (@1, ) = Ro(ud) = = 3 o(as).

1

e Pour tout k, N € N* en combinant (2.1.1) et on définit une application
(2.1.3) Co(E*) = Coym (EY), o= @™ (X) = Ry ().

Plus précisémment, pour tout ¢ € Cy(E*) et tout X € EV, on a

1 1
@M»w&>=éymmm<NZ%me-ﬁZ%kmw

i1=1 P
1 N
- Nk Z Sp(xil,...,xik):@(N)(X).
il,...,ikzl

D’autre part, pour une fonction ¢ € C(E™) notons ¢ la ”fonction symétrisée de 17,
c’est-a-dire celle obtenue en posant

TZJ(X) = ﬁ(gN) UEEQ;N Tzz)(:EJ(l)’ “":EO'(N))'

Le résultat suivant établit que pour ¢ = ¢ @ 1V"* ¢ € Cy(E*), on a )~ @ asymptoti-
quement lorsque N — oo.

Lemme 2.1.4 Soit E un espace métrique quelconque et soit p € Cy(E®). Alors

X 2 k?
(2.1.5) sup [ @ 18R (X) — Ry ()| < = llelloo
X€EN /&y
et donc
(2.1.6) limsup || @ 18N=R)|[ o pry < sup  [Ry(p)].
N—oo pEP(E)
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Preuve du lemme 2.1.4. D’une part, par définition

1
> o(@a)s o To(h))-
16N 5,
D’autre part, on définit pour tout k& < N : Ay = {(i1,...,9);% # ip VL # ('}, son
complémentaire By, := {(i1,...,1); 3¢ # ¢’ t.q. iy = ip} et pour tout (i1,...,ix) € ANk
I'ensemble Cy (i1, ...,1;) == {0 € &n;0(1) = i1,...,0(k) = i }. Estimons le cardinal de
B et des Cy . Pour tout (i1, ...,i;) € Any on a §Cn g(i1, ..., 1) = (N — k)! puisqu’il

o ® 18Nk (X) =

convient de choisir o(k + 1) parmi N — k termes, ... , 0(IN — 2) parmi 2 termes restants.
Pour la méme raison Ay, = N ... (N —k+1). En particulier fAx ; §Cn i = N! = Gy et
§BN & 1 k—1
L P R D

k—1 /
< 1—exp <—2 —>
(=0 N

< 2 - 2k —1) K
- N 7 N — N’
car In(1 —z) > -2z Vxe€[0,1/2] et € > 1+ 2z Vo € R. On a alors
1 1
R@(M%) - NE Z P(Tiyy oes Ty ) + NF Z P(Tiys oo Tiy,)
(11, 0k)EAN & (11,ik)EBN &

1 1
N BAN K Z Z O(Tiy s ey Tiy,)

Cn ke
(11, ,0k) EAN K iCn, 0€CN & (11,.-,ik)

1 1 1
T <W_ ﬁANk> Z 90(“l’17"'=xik)+m Z O(Tiy s ooy Ty )
’ (ilr"’ik)eAN,k (ilrnyik)eBN,k
1
= Iy D o(@a1)s o To(h))

ceGn
40 (|5 — 7 | #Ana + 1tBre ) ol
NG ﬁAN,k N,k NF N,k | [|Plloos
ce qui prouve bien (2.1.5). On en déduit

2 k2
lp © 19W=R)|| e oy < sup Ry (i) + 19l (em)
XeEN

et (2.1.6) a la limite N — oc. O

2.2 Fonctions continues symétriques sur £V lorsque N — oo

Supposons dans un premier temps E compact. Etant donnée une fonction U €
C(P(E)) on définit pout tout N une fonction symétrique sur EV en posant

(2.2.7) VX e EYN  uy(X):=UWy).



47

On définit ainsi une application 72 : C(P(E)) — C(EY). Cette application est dune
certaine maniere I’application “duale” de I'application wg introduite a la définition 1.2.4.

Le résultat suivant concerne le probléme inverse.

Proposition 2.2.5 Pour toute fonction uy € C(EN) symétrique il existe une fonction
Un € C(Py(E)) telle que (2.2.7). De plus, il existe une fonction Uy € C(P(E)) telle
que U‘pN(E) = Uy et donc telle que (2.2.7). Plus précisément, fizons une distance D sur
P(E) et notons dp la distance sur EN /Sy définie par dp(X,Y) = D(u¥, p¥) pour tout
X,Y € EN. Si uy satisfait

VXY € E lun(Y) —un(X)| <w(dp(X,Y)),
pour un module de continuité w, alors Uy et Uy satisfont uniformément en N

VfgeP(E)  |Un(g) — Un(f) <w(D(f,9)

Preuve du Lemme 2.2.5. D'une part, il suffit de définir Uy (v) := un(X) pour tout v €
Pn(E) en choisissant X € EV quelconque tel que ,u% = v. D’autre part, on définit Uy
grace au Lemme A.1.1 de Tietze-Urysohn en prenant K = P(E), A = Pn(E). O

Plus intéressant pour les applications, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2.6 Soit (uy) une suite de fonctions telle que uy : EN — R symétrique.
On suppose qu’il existe C' et un module de continuité (sous-linéaire) w tels que

VN, VX, Y € BN |un(X)| <C, |un(Y)—un(X)| < w(dp(X,Y)).
Alors il existe une sous-suite, notée (un+), et une fonction U € C(P(E)) telle que

(2.2.8) sup |un'(X) = U(uY)| — 0.
XeEN N0

On notera parfois un: — U fort dans Cy(Pn/(E))wn:-

Preuve 1 du Théoréme 2.2.6. On définit une suite (Uy) de C'(Pn(F)) en posant
Un(py) = un(X)  VuX € Pn(E).

Comme D(pdY, u¥) = dp(Y, X), Uy est continue avec module de continuité w sur espace
(Pn(E), D). On prolonge Uy a (P(E), Ws) en une fonction Uy gréace a la proposition 2.2.5.
Celle-ci a pour module de continuité w et est bornée par C + w(diam(P(F))). Grace au
théoreme d’Ascoli il existe U € C(P(FE)) et une sous-suite qui converge vers U au sens de
la norme sup :
sup |U(m) —Un(m)| — 0 lorsque N — oo.
meP(E)

On conclut en se restreignant a m = u% .

Preuve 2 du Théoréme 2.2.6. On considere d’abord des entiers du type N = 2", n € N*,
et on remarque qu’on a ainsi une injection (isométrique) Pox (E) C Pon(E) si k < n. Avec
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les notations de la Proposition 2.2.5, on définit Uy, : Pox(E) — R par Uy, 1= UN|p2k (E)
ou encore

VX e B Upn(p®) =Usn(42) = usn (X, ..., X) =1 ugn (X™).
k(X ) = Uan () = uan ( ) =: ugn (X™)
2n—F fois
Par hypothese, on a pour tout ,u%?, ,u%,k € Py (E)

U 2k U 2k < X" V™)) = (W (2 2"

Uk (X ) = Uk (1 )| < w(wp(X™Y")) = w(Wp (3, #50))
k k

= wWpluk . 13 )).

En appliquant le théoreme d’Ascoli a la suite de fonctions (Uy,)n>1 on déduit qu'il
existe une sous-suite (Uk7n5)521 avec {nf™ ¢ > 1} < {nf, ¢ > 1} et une fonction
Uk € C(Py(E)) telles que

V% € Py(E) Uk,ng(ugg) — Up(pX) lorsque £ — oo,
et pour tout ,u?;, ,u%f e Py (E)

(2.2.9) (k%) = Un(13)] < w(Wp(uX , 13)).-

De Pyi(F) C Port1(E) on tire que Uk+1(,u§?) = Uk(,u?;) pour tout ,u%? € Pyr(F). On
définit alors U € C(P(E)) en posant U(p) = Uk(p) si p € Py (E) et en I'étendant par
continuité a P(F) grace a (2.2.9). La fonction U ainsi construite admet comme module de
continuité w pour la distance W,,. Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut
construire une seule sous-suite Uy,, Ny = 2™, telle que

Vpe Usz(E) |Un,(p) —U(p)] — 0 lorsque ¢ — oo,
k>1

ce qui est bien (2.2.8) lorsque l'on traduit cela en terme de (uy). O

Remarque 2.2.7 1. Pour u € CY(EY), on a

N
u(Y) = u(X)| <D [ Viul o [ys — il
i=1

d’ou on tire

N

. c
@ IVl <5 = [u) —u(X)] < max |[Vaule Y |y - @il < Cwr(¥, X),
=1
o N /2 , N 1/2
() Y IValie <5 = |u¥)-u(X) < (Z Hviuu%m> (Z i —m?)
% i=1 i=1
é Cw2(Y>X)7
N
(@) Y IViulr= <€ = Ju(¥) ~u(X)| <Y [ Viullze max |y - i
% 1=1 -

< Cwoo(YyX)a
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et bien sir (i) = (i1) = (iii).
2. On a pour tout X € EN/G N

uF(X) = max r; — U(mx), avec U(m) := sup(suppm).

3. 8i (uN) est une suite de fonctions continues symétriques justes bornées (3C > 0V N |u¥| < C),
alors les limites sup et les limites inf suivantes existent

U(m)=limsup " (X), U.(m)= liminf «"(X).

Nﬂoo,mgg\m N*?OO,’UL%“M

Est-il clair que st U* = U, =: U alors U € C(P(E)) et a posteriori (un) admet un module de continuité
(au moins sur la sous-suite qui converge) ?

Exercice 2.2.1 Que devient le Théoréme 1.3.1} lorsqu’on suppose que la fonction FN
définie en (1.3.4) n’est pas constante, mais vérifie seulement

Vo,ye B, VX, Y e N7V [FN(z,u ¥ = FN(y, 1y )| Sw |z — y| + wi (X, Y))?

On généralise au cas non compact la variante du résultat d’Ascoli déja établie dans le
cas d’un espace compact.

Théoréme 2.2.8 (variante d’Ascoli). Soit E = R? (ou E un espace polonais locale-
ment compact). Soit (uy) une suite de Cy(EN) telle que

VX, Y e BN un(X)| <O, lun (X) —un (V)| < w(Wp (X, 1)),

pour une constante C', un module de continuité w et un indice p € (0,00). Alors il existe
une sous-suite (N'), une fonction U € Cy(P,(E) — W),) telles que pour tout k > p, a >0

sup lun(X) — U@ — 0 lorsque N’ — oo.
XeEN My(uY')<a

Preuve du Théoréme 2.2.8. On reprend la deuxieme preuve du Théoreme 2.2.6. On
considere des entiers du type N = 2" n € N* et on remarque qu’on a ainsi une injection
(isométrique) Py, (£) C Pon(E) si j < n. On définit Uj,, : Pos (E) — R, par
V¥ € Py (E Ui n(u2 = ugn (X, ..., X) =1 ugn (X",
px € Pai(E) (1) = ugn ( ) =t ugn (X")
277 fois
et on note simplement Uy = U, € Cy(Pn(E)). Par hypothese, pour tout ,u%?, ,u%j €
Poi(E), on a
Ujn(1%) = Ujn(i3)| < w(wp(X™Y™) = w(Wy(p%a, i)
Pour tout j fixé, I'ensemble Py; (E) N BP}, 4 étant compact (par exemple pour la distance

Wp), on peut appliquer le théoreme d’Ascoli & la suite de fonctions (Ujn)n>1 de C(Po; (E)N
BPj ), et on déduit qu’il existe une sous-suite (Uj )e>1 avec {nfl, (>1} Cc{n), £>1}

J
777/[

et une fonction U; € C(Py; (E) N BPy,) telles que

(2.2.10) V,u%g € Poi(E)NBPy, U, nd (u%é) — Uj(ugg) lorsque ¢ — oo,
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et pour tout u%?, /L%;j € Py (E) N BPy,

2211) GRS C U0 ~ Ui)] < w0 i)

De Pyi(E) C Py+1(E) on tire que Uj1(p¥) = U;(u%) pour tout p% € Pyi(E). On
définit alors U € Cy(P,(E)_yw,) en posant U(p) = U;(p) si p € Py (E) et en Iétendant
par continuité & Py (E), ou méme P, (F), grace a (2.2.11) et au Théoreme 1.6.44 de densité.
La fonction U ainsi construite admet comme module de continuité w pour la distance W),
Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut construire une seule sous-suite, notée
Unr, N’ =27 telle que

Vpe K, = U Py (E) N BPy 4 |Un:(p) —U(p)] — 0 lorsque N’ — oo.
Jj=1

Cette derniere convergence est en fait uniforme sur Kgl avec Ki = Pai N BPy, 4. En effet,
on écrit

sup [Un(p) =U(p)| < sup inf {[Un/(p) — Un'()| + [Un'(n) =U(n)| + |U(p) — Un)[}
peK N’ neKN' n€K;

sup [UN' () —Um)| +2 sup w(Wy(p, K2)),
nekJ pEBP, 4

IN

et le premier terme tend vers 0 lorsque N tend vers Uinfini pour tout j fixé (c’est une des
conséquences du théoreme d’Ascoli appliqué dans C'(Po; (E) N BPy ,)) alors que le second
terme tend vers 0 lorsque j tend vers l'infini (c’est la conclusion du Théoreme 1.6.44) . O

2.3 Notes bibliographiques.

Ce chapitre reprend une partie du cours [24] de P.-L. Lions dans lequel n’est traité
toutefois que le cas E compact. Le lemme 2.1.4 apparait déja dans l'artcile [18] de F.
Griinbaum.



Chapitre 3

Théoreme de Hewitt et Savage et
notion de chaos

Dans tout ce chapitre F désignera un espace polonais localement compact (donc encore
un fois, soit £ est un compact, soit £ = ]Rd) sauf mention explicite du contraire.
3.1 Le théoreme de Hewitt-Savage

Commencons par quelques définitions.

Définition 3.1.1 (Mesures symétriques et compatibles de P(EV), N < c0). Soit
E un espace polonais.
(i) On dit que m € P(EN), N € N*, est symétrique, on note m € Py, (EY), si

VA€ BN, Yo e By m(A,) =m(A),

ou Ay = Aa(l) X ..o X AO’(N) st A=A X ... X AN, A; € Br.

(ii) Etant donnée une probabilité m € P(EN), N € N*, on définit sa marginale my,
d’ordre k, 1 < k < N, en posant

mk() = Hkm = HMkm = / m('; dyk—i—l; 7dyN)

EN—k
ou de maniére encore plus explicite, pour tout A € By,

(T xm)(A) = mp(A) = m(A x EN7F).

(iii) On dit qu'une suite finie ou dénombrable (m™) de mesures de probabilité de
P(EN), N € N*, est compatible si

VN, k, k<N HN,kmN :m]kv = mF.

Définition 3.1.2 (L’espace Pj,,,(E*) des mesures symétriques de P(E>)). Soit
E un espace polonais.

o1
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(i) Etant donnée m € P(E>)', on définit sa marginale my, d’ordre k € N*, en posant
mi(A) =m(Cy) A€ By,

0uCy =AXEX..XEX..€Bpo st Aec Bpr. La suite (my)n>1 est alors compatible
au sens de la Définition 3.1.1 (iii) : VN, k, k < N on a Il ymy = my.

it) On dit que m € est symétrique, on note m € Py , 81 ses marginales
i) On dit P(E>) est Stri t Py (E>), si inal
my, sont symétriques, i.e. Vk > 1 my € Psym(Ek).

Définition 3.1.3 (L’espace P(E*) des mesures produits de P(E™)). Soit E un
espace polonais. On dit que m € P(E™) est une “mesure produit” s’il existe une mesure
de probabilité p € P(E) telle que

k
VA=A x .. x Aye B m(Ca) =[] n4).
j=1

On note alors m = m, € f’(EOO), et on remarque que my € Pgym(E>), de sorte que

P(E™®) C Py (E™).

Théoréme 3.1.4 (de Hewitt et Savage). Soit E un espace polonais localement com-
pact. Soit (my,)k>1 une suite de P(E). Il y a équivalence entre

(1) - (m)k>1 est symétrique et compatible ;
(1) - il existe ™ € Py, (E) telle que mp, = I Vk > 1;
(iii) - il existe 7 € P(P(E)) telle que

T = I (7) ;:/ p®F #(dp) Yk >1;
P(E)

(iv) - il existe T € P(P(E™)) telle que

= T (7) = /f’(Eoo)(Hka) #(da) VE> 1.

Dés qu’il n’y aura pas ambiguité, on notera avec la méme lettre w les trois mesures de

probabilité w, 7, 7, on identifiera les trois espaces Pgym (E>), P(P(E)), P(P(E™)) que
l'on aura tendance a noter P(P(E)), et on notera simplement m, la suite de marginales
définie ci-dessus a partir de w, 7 et 7.

Remarque 3.1.5 1. On écrit également ’égalité du point (iii) sous la forme

k
Vik>1 ﬂk(dajl,...,dazk):/ 11 p(dz:) 7 (dp).
P(E) ;4

2. Pour m € P(P(E)) etk > 1 le sens a donner a l’intégrale

T ::/ p®F 7 (dp) € P(EF)
P(E)

Lyoir la section A.5 de Pannexe pour des rappels sur les espaces produits



93

est le suivant : pour tout ¢ € Cy(E¥)

(3.1.1) /Ek p(z) 7y (dr) = </P(E) p®’“fr(dp),cp> = /P(E) <p®’“,w> #(dp)

(3.1.2) <p®k,cp> = /Ek o(z1, ..y zr) p(der) ... p(dzy) = Ry (p).

Or, p— Ry(p) € Cyp(P(F)) comme nous 'avons vu a la section 2.1 et sur l’espace polonais
P(E) on a défini une tribu grice au Lemme 1.5.40. Ainsi donc, la derniére intégrale dans
(8.1.1) est bien définie au sens de Lebesgue.

3. Insistons sur le point fondamental précédent. La relation liant 7« et my, est :

(3.1.3) VP E G (mag)= [ Rolp)wld)

4. Poura =94, et 8= %%1 + % dus 0N trouve respectivement

k
ag(dzy, ..., dzy) = Hﬂ(dl"i)-
=1
14 14
Pr(dwy, ... dey) = 3 [T #a(das) + 3 11 pa(dzs).
i1 i=1

5. Concernant la_derniére intégrale dans (iv), on sait que P(E™) est un espace polonais et
on montrera que P(E) est un sous espace fermé de P(E®), de sorte que ’on peut munir

P(E) de la tribu trace de $Bp g~ et définir ainsi au sens de Lebesgue cette intégrale.

3.2 Preuve du théoreme de Hewitt-Savage.

Nous allons essentiellement donner deux preuves de ce théoreme. L’une reprend 'argu-
ment de E. Hewitt et L.J. Savage et repose sur le théoreme de Krein-Milman. L’autre est
due a P.L. -Lions et repose sur le théoreme de Stone-Weierstrass. Le fait que (i) soit im-
pliqué par (ii), (iii) ou (iv) est trivial. L’implication (i) = (i7) et I’équivalence (iii) < (iv)
reposent sur des arguments de la théorie de la mesure assez standards. Les deux implica-
tions délicates sont donc (i) = (iii) et (it) = (iv).

3.2.1 Preuve de (iii) = (i) et (i) & (ii).
(iii) = (i). Pour 7= € P(P(E)) donnée, il est clair que 7 définie par (3.1.1)-(3.1.2) est
symétrique et que la famille des (7) est compatible.

(i) « (ii). Les (m) étant compatibles, le théoreme de Kolmogorov A.5.10 affirme qu’il
existe 7 € P(E) unique caractérisée par mi(A) = 7(C4) pour tout A € Bpr. 1l est alors
immédiat que 7 € Pgy,, (E°).
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3.2.2 Preuve de (i) = (iii) dans le cas £ compact.

On suppose de plus que E est compact. On commence par définir 7 : P(P(E)) — R comme

forme linéaire en posant
m(Ry) = mi(@) = /E o(x1, ..., xj) m(dxy, ..., dx;)
J

pour tout polynéome R, de degré j, avec donc ¢ € C(EY). La compatibilité des (;)
implique la linéarité de 7. Grace a la compatibilité et la symétrie de my, pour ¢ € C'(E7),
on a

(3.2.4) 75() = (e @ 19W=1)) = 1 (p © 19(N=1)),

Grace au lemme 2.1.4, on en déduit que 7 est continue pour la norme de C'(P(E)) puisque
pour tout R, € P(P(FE)) et tout N € N* on a

m(Ro)| = |mn(p @ 190V=0)))

< le® 1B Dllgeny < sup |Ry o]+ 252 L2
XeEN N

et donc en passant a la limite N — oo

[m(Ry)| < sup |Ryp(m)| = | Ryllc@E))-
meP(E)

Comme les polynomes sont denses dans C(P(F)), il suffit de définir 7 en général en posant

Vi e C(P(FE)) (m) = lim (r, R;) pour une suite de polynémes R; — 1.

J—00

On a 7(1) = 1. Enfin, si R, > 0 avec ¢ € C(EY), cela signifie, par définition, R,(m) > 0
Vm € P(E), en particulier R, o ,u% > 0. On conclut que

w(B,) = lim my(p@ 190V9) > hmintlay(Ry o u) — ]2 0,

On a donc défini 7 comme forme linéaire continue positive de masse 1 sur C'(P(E)), donc
comme un élément de P(P(E)). Enfin, on a bien (3.1.3).
3.2.3 Preuve de (i) = (iii) dans le cas £ général.

On suppose maintenant seulement F polonais et localement compact. Soit E = EU{oc}
le compactifié d’Alexandroff de E qui est muni d’une structure d’espace métrique compact
(voir la section A.4 de I'annexe). Appliquant 'implication (i) = (iii) a la suite symétrique
et compatible (7;) de P(E7) C P(E7), il vient

(3.2.5) Jr e P(P(E)) telle que ) :/ _p®ir(dp) Vj>1.
P(E)

Il s’agit maintenant de montrer que suppm C P(E), ce qui permettra de considérer
7lp(p) = 7 comme un élément de P(P(E)), et terminera la preuve.
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A cette fin, on définit p € P(E) la masse de dirac en oo, p({oc}) = 1, et A =
P(E)\ (P(E)U{p}). De cette fagon on a P(F) = P(E) U AU {p} disjoints deux a deux,
et tel que

peP(E)= pF) =1, peA=0<p(E) <1, p(E) =0.
Comme par hypothese m; € P(E), on a grace a (3.2.5)

1= m(E) = /P 1 AE)
_ / o(E) w(dp) + / p(E)w(dp) + p(E) 7({p})
P(E) A SN—~—~

(3.2.6)
-1 -0
=n(P(E)) + /A@ 7(dp).
<1

Supposons par contradiction 7(A) > 0. On déduit alors de (3.2.6) que

L<n(P(E)) + /Aﬂ(dﬂ) <7(P(E)) +7(A) +7({p}) =
ce qui est absurde, et donc m(A) = 0. Combiné a (3.2.6), cela implique 7(P(E)) =1. O
3.2.4 Preuve de (iii) & (iv).
Commengons par un lemme.
= Ap) = myu = p®>®

) m
est un homéomorphisme entre espaces topologiques dont Uinverse est A=' : P(E®) — P(E)
A @) =1 = p.

Lemme 3.2.6 Soit E un espace polonais. L’application A : P(E) — (

YQ
|
3
1

Preuve du Lemme 3.2.6. Etape 1. Par définition I'application A est bijective. Par définition également
on munit P(E>) de la topologie trace de P(E>) que I'on rappelle étre définie pour une suite (o¥) de
P(E>) et a € P(E>) par o — a si, et seulement si, [Tya” — Tl o dans P(E*) pour tout k£ > 12, On
en déduit en particulier que my» — m, dans IS(EOO) implique p™ = ymyn» — Ilym, = p, et donc A~*
est continue.

Etape 2. A est continue dans le cas compact. Soit p, — p faiblement dans P(E). Comme m,, € P(E*)
un compact, il existe n’ une sous-suite, il existe m € P(E) telle que m,, , — m faiblement dans P(E).
Alors pour tout f = f1 ® ... ® fr on a

Myiyy (F) = pnr (f1) oo i (fi) = p(f1) o p(fie) = mu(f).-
Cela permet d’identifier m = m,, et montre (par unicité de la limite) que A est continue.

Etape 3. A est continue dans le cas général. Le seul point & modifier est que maintenant la séquentielle
compacité de la suite (m,,, ) n’est pas automatique : il faut vérifier un critére de tension. Puisque pn — p,
cette suites est tendue dans P(E) : Ve > 0 il existe K. C E compact tel que pn(E\K:) < e. Pour
tout k& > 1 on définit le cylindre Cp = C(K, 5-k,..., K. 5—%) (avec k répliques de K,_,- 1) et l'ensemble
K=Cn..NnCexN... On vérifie, en utilisant un procédé d’extraction diagonale de Cantor?®, que IC est
un compact de E°°. De plus, on a

Vn>1 My, (ET\K) < Zm,m E=\Cy) <
k=1

2
3

voir le lemme A.5.11 de Pappendice
voir la preuve du lemme 3.3.13 ci-dessous
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Cela implique que la suite (my,, ) est tendue, et on conclut de la méme maniére que précédemment. (m

(iif) = (iv). Supposons (iii) et définissons 7 := A##, soit donc pour toute fonction mesurable ® sur P(E*)
[ e = [ e @) = [ ea@)ado) = [ o) i),
P(E>) P(E>) P(E) P(E)
Choisissant @ : P(E®) — P(E*), a — ®(a) := IT;(a), et remarquant que IT(m,) = p®*, on obtient

o) 7(da) = m,) T = ®k ~ = k.
/Mm)nm (da) /p(E)H“ ) (dp) / p®* #(dp) =

P(E)

(iv) < (iii) Inversement, supposons maintenant (iv) et définissons # := A~'#7, soit donc pour toute fonction
mesurable ® sur P(E)

®(p) 7(dp) = ®(p) (A7) (dp) = (A Ha)) 7(da) = & (T ) #(da).
/P(E) (p) #(dp) /P(E) (p) (A7) (dp) / (A~ () #( )/ (Tl a) #(da)

P(E>) P(E>)

Choisissant ® : P(E) — P(E*), p — ®(p) = p®*, et remarquant que (II1)®* = [y pour o € P(E™),

on obtient
[ e = [ s = [ (o) #de) = e
P(E) P(E>) P(E>)

3.2.5 Preuve (directe) de (ii) = (iv) dans le cas d’un espace compact

Lemme 3.2.7 Supposons E compact. Soit m € P(E*). Il y a équivalence entre
(i) m € Poym(E™) ;
(ii) m(As) = m(A) pour tout A € Bre et pour tout 0 € Soo, avec S := {0 : N* — N* bijective ;
JICN finio(i)=iVi¢ I}, Ae :={Xo, X € A};
(#ii) m satisfait
V=

® f; € C(B)**, Voe&r m(fs)=m(f),
J

1

I Q=

avec fo(X) = f(Xo).
En particulier, ’espace Psym (E™) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E®), donc c’est un
espace convexe et compact.

Preuve du Lemme 3.2.7. L’équivalence (i) <> (iii) est claire, il suffit d’utiliser un argument d’approximation
dans les deux cas : f = lim f,, avec f, fonctions étagées si f € C(E) et 14 = lim ¢, avec pnt1 > ¢n € C(E)
si A est un ouvert, et de passer a la limite dans les définitions. L’implication (ii) = (i) ést immédiate,
et 'implication inverse est une conséquence du lemme de classe monotone (puisque les pavés engendrent
la tribu #re). Pour montrer que m € Psy,, (E>) il suffit maintenant d’utiliser le critere (iii) : si (m,)
est une suite de Pgym (E™) telle que m™ — m faiblement dans P(E>) cela implique que (est équivalent
a ce que) my — my, faiblement dans P(Ek) pour tout k > 1, de sorte que en passant a la limite dans
les relations (iii) pour m™ on en déduit que m satisfait ces mémes identités et que donc m € Psym (E>).
Comme P(E) est compact, cela prouve que Psy.m (E) est compact. m

Lemme 3.2.8 Soit m € P(E®). Il y a équivalence entre
(i) m € P(E™)
(#) m satisfait

IuePE) Vf=
J

e

k
fi €GB, m(f) = T] nihi).

1

En particulier, l’espace 13(E°°) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E).

Preuve du Lemme 3.2.8. Elle est semblable a la preuve du Lemme 3.2.7. m

Dans la suite, pour des ensembles Fi, ..., Fi, € g on note C(F1,..., Fy) le cylindre

C(Fl,...,Fk) ::{X:(xn)n21€Eoo; xnanVn:L...,k}:Fl><~~~><Fk><E><~--€93Eoo.
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Lemme 3.2.9 Soient A= C(E1,...,Eyn), B=C(E1,...,En,E1,...,Ey) et m € Py (E®). Alors
(3.2.7) m(A)* < m(B)

Preuve du Lemme 3.2.9. Soit x; la fonction caractéristique du cylindre {ala;y(j—1), € Ei, 1 < i < n}.
Pour tout ¢ € N*, on a

L
(3.2.8) /E ) (Z Xj(a)> dm(a) = tm(A)

car m est symétrique. De facon similaire, on calcule

¢ 2 ¢ v
/. (me) dm(@) = 323" [ Golaula)) dm(a)

=1

(3.2.9) .

¢ 2 P 2
(3.2.10) <[EN <ng-(a)> dm(a)) < /EN <ij(a)> dm/(a)

Ainsi, on a démontré

m(A)* < m(4) + (1 - 7)m(B)
1
<m(B) + +(m(4) —m(B))
<m(B)+ 7,
et comme cela est vrai ¥/ € N* on en déduit (3.2.7). m

Proposition 3.2.1 Soit m € Pyyn, (E™) vérifiant I'égalité dans (3.2.7) pour tout cylindre A. Alors m est

un point extrémal de Psym (E™). En particulier, P(E™) C Ext(Psym (E™)).

Preuve de la Proposition 3.2.1. On suppose que m n’est pas un point extrémal de Psym, (E). Alors
Ima, ma € Psym (E°) distincts et 0 < t < 1 tel que
m=tmi+ (1 —t)m2

Comme m1, mo sont distincts on peut choisir un cylindre A = C(E1, ..., Ey) tel que mi(A) # ma(A). On
pose B=C(E1,...,En, E1,..., Ey). D’une part, en utilisant (3.2.7), on a

(3.2.11) m(B) =tmi(B) + (1 — t)ma(B) > tmi(A)* + (1 — t)ma(A)*.

D’autre part, on a

m(A) =tmi(A) + (1 — t)ma(A),
et puisque m1(A) # ma(A), 0 < t < 1, par convexité stricte de I'application o — a2, on déduit
(3.2.12) m(A)? < tmi(A)? 4 (1 —t)ma(A)°.

En combinant (3.2.11) et (3.2.12) on obtient I'inégalité stricte m(A)?> < m(B). Par conséquent, si m €
Psym (E°°) vérifie I'égalité dans (3.2.7) pour tout cylindre A alors m est un point extrémal de Psypm, (E>).
Or, si m = m,, € P(E™) il est clair que m vérifie 'égalité dans (3.2.7). En effet pour A = C(Ex, ..., En)
et B=C(E1,...,En, E1,...,Ey) ona

m(A) = p(Er) - p(En), m(B) = p(Er)--- w(En) p(Er) - - - p(En)
et donc m(A)? = m(B). Cela démontre bien inclusion P(E™®) C Ext(Psym(E>)). Im
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Proposition 3.2.2 Aucune probabilité m € Py (E®) \ P(E®) n'est un point extrémal. En particulier,

P(E) D Ext(Paym(E™®)).

Preuve de la Proposition 3.2.2. Comme m € Psym (E™)\ 13(E°°) il existe Fy, Fi,...,F, € $BE tel que
(3.2.13) m(C(Fo, Fu, ..., Fy)) #m(C(Fo)) m(C(F,. .., F,)),

puisque dans le cas contraire, en posant u(Fp) := m(C(Fp)), on aurait m = my,.

On commence par remarquer que nécessairement 0 < m(C(Fp)) < 1. En effet, d’'une part m(C(Fp)) =0
implique m(C(Fo, F1,...,F,)) =0 et on aurait égalité dans (3.2.13). D’autre part, si m(C(Fp)) =1, on a
m(C(E\Fo, F1,...,F,)) <m(C(E\Fy)) =0, et de la relation

1 =m(C(Fo, Fi,...,Fy)) + m(C(E\Fo, F1, ..., Fy)) + m(C(E, E"\(F1 x --- x F},)),
on tire
m(C(Fo, F1,...,F,)) =1—m(C(E"\(F1 X --- x F,)) = m(C(F1,..., F,)),

ce qui implique une égalité dans (3.2.13).
Pour A = C(Ax,...,A,) € Bpe,onpose A =C(E, A1,...,A,). En utilisant le fait que m(A) = m(A)
par symétrie de m, on peut écrire
m(A) = m(A|C(Fo))m(C(Fp)) + m(A|C(F5))m(C(F))
m(C(Fp)) m(A|C(Fb)) + (1 — m(C(Fb))) m(A|C(Fy))
———
t my (A) 1—t ma(A)

=tmi(A) + (1 — t)ma(A),

(3.2.14)

avec mi,ma € Psym (E™) distincts, 0 < ¢ < 1, et c’est précisément ce qu’il fallait démontrer : m ¢
Ext(Psym(E™)). m

Preuve de (ii) = (iv). En résumé, on a démontré que Py, (E°) est un convexe compact et que

Ext(Psym (E™)) = P(E*) est fermé. Alors d’apres le théoreme A.3.8 de Choquet, pour tout m € Psym (E°)

il existe une mesure de probabilité P(P(E)) telle que

= / am(da),
P(E>)

ce qui est bien (iv) en appliquant la projection Il de part et autre de cette égalité. (m

3.3 Convergences dans Py,,(E"), N — oo, et Chaos

Définition & Lemme 3.3.10 Soit E un espace polonais locqlement compact. Etant donnée
F € Py (EN), il existe une (unique) mesure de probabilité ' € P(P(E)) telle que

(3.3.15) V& e Cy(P(E))  (F,®) = /EN () F(dX).

Preuve du lemme 3.3.10 : construction de F. Lorsque E est compact et donc P(F) aussi, il
suffit de prendre (3.3.15) comme définition. Lorsque E est seulement localement compact
et donc P(E) est seulement un espace polonais, on procéde de la maniére suivante. On
commence par définir la mesure de Radon « sur Py (E) en posant

VO ECPN(E) (@)= [ ) Flax)

L’espace Py (F) muni de la distance W associée a une métrique bornée est isomorphe a
EN /&y muni de la distance naturelle. On en déduit aisément que Py (E) est un espace
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polonais localement compact. La mesure de Radon « définit donc une mesure borélienne
sur Py (E), que nous notons 3 € P(Py(FE)). Or comme la tribu borélienne de Py (E) est
la trace de la tribu borélienne de P(F), la mesure /3 induit une mesure borélienne ~ sur
P(E) : elle est obtenue en posant v(A) = B(ANPy(E)) YA € Pp(pg). Finalement, en

notant £ =+, on a bien (3.3.15). O

Remarque 3.3.11 Soit FV € Py, (EVN) et FN ¢ P(P(E)) la mesure associée grice i
la Définition 3.3.10. Pour tout 1 < k < N notons F,iv la kiéme marginale de FN définie
au point (ii) de la Définition 3.1.1 et la restriction F,ﬁv = (FN)y, de FN donnée par le
Théoréme 3.1.4 de Hewitt et Savage. Alors

FN =FN,
soit de maniere plus explicite

VoeCy(E)  (FY,0) = (FN,Ry) = (FI¥. ¢).

En effet, pour tout p € C(E), on a en utilisant juste la symétrie de FN
N
N . [PN _ Z N N
<F1 7(10> E <F 7RS0> - N P /E(vp(xl)F (dX)

- /E o) FY(dX) = (FY ).

Définition 3.3.12 (i) On dit qu’une suite (FY) de mesures de probabilité sur E™V converge
vers m une mesure de probabilité sur E*, on note FN — 1 faiblement dans P(Ek)Vk, st
toutes les marginales convergent, i.e. si

Viz1, Vo e C(B) (F,¢) — (m9),

ot FJN désigne la jieme marginale de FN définie au point (ii) de la Définition 3.1.1 et uy
désigne la jiéme marginale de w définie au point (i) de la Définition 3.1.2.

(ii) On dit quune suite (i) de P(P(E)) converge faiblement vers yu € P(P(E)), on
note p — p dans P(P(E)), si

Vo e Cy(P(E) (N, ®) — (u,®).

— 00

Le résultat suivant est fondamental : il permettra le passage entre les différents points
de vue intervenant dans le Théoreme de Hewitt et Savage.

Lemme 3.3.13 Soit E un espace polonais localement compact. Soit FN une suite de
Py (EN) a laquelle on associe la suite de mesures de probabilité FN € P(P(E)) et la
suite de marginales a une variable FlN € P(E). Il y a équivalence entre

(i) (FN) est relativement compacte dans P(P(E)) ; en particulier, il existe w € P(P(E))
et une sous-suite (FN/) tels que

Vo eCPE) (FN,®) — (r,®);
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(i’) (FN) est tendue dans P(P(E)) :

Ve >0 3K compact C P(E) YN FNP(E)\K)<s;

(i) FN est relativement compacte dans P(E) ; en particulier, il eviste i € P(E) et
une sous-suite (FN') tels que

VoeG(E)  (F,0) — ()
(ii’) FN est tendue dans P(E) :
Ve>0 3K compact C E VN FN(E\K) <e.

Preuve du Lemme 3.3.13. Puisque E et P(E) sont des espaces polonais les équivalences
(i) & (') et (ii) < (ii’) sont classiques (voir le théoréme 1.5.27 de Prokhorov et les notes
bibliographiques de la section 1.8). Il suffit donc de montrer, par exemple, que (i) implique
(ii) et (i) implique (1').

(i) implique (ii). De (i), et en notant u = 71, on déduit

VQO S Cb(E) <IU'7Q0> = <7T7R30> = hm <FNI7R<,D> = hm <F1N/7(p>
N’'—o0 N'—o0

(ii’) implique (i’). Le point clef est de se rappeler que ﬁ’lN = FlN d’apres la remarque 3.3.11.
Il s’agit donc de montrer qu’étant donnée une famille F := {7} C P(P(E)), la tension de
la famille G := {m} C P(F) (des mesures d’intensité) implique la tension de F. Or en

effet, par hypothese, pour tout € > 0 il existe K. C E un compact tel que 71 (K¢) < ¢
Vx € G. Alors pour tout 1, > 0 et tout 7 € F on a

m{p € P(E); p(KS,) 2 np = /P(E) Lip(e,)>n} ™(dp)

K¢ K¢
PE) T n

On définit le sous-ensemble de P(E)

Ko = (p € P(B); p(KSynyr) < 1/k},
E>1

qui est bien un compact puisque de toute suite p,, de K. on peut extraire une sous-suite (&

laide d’'un procédé diagonal appliqué & py,| ng—kk—l) qui converge. On calcule alors pour
tout m € F
rPENC) = 7| {p e PE) p(KSyuy) > 1/k})
E>1
= Zﬂ{p €P(E); p(K(CEQ—k)/k) > 1/k} < ZEQ_k =&,
E>1 E>1

ce qui prouve que F est tendue. O



61

Théoréme 3.3.14 (Convergences équivalentes). Soit (FV) une suite de mesures de
probabilité de Py, (EYN). Pour m € P(E™) donnée, et # € P(P(E)) la mesure associée
grace au théoréeme 3.1.4 de Hewitt et Savage, il y a équivalence entre les convergences

(i) FN — 7 dans P(E")yy ;

(ii) EN — # dans P(P(E)) ;

(iii) (FN,R) — (7, R) pour tout R € P(P(E)) ou R € M(P(E)).
Preuve du théoréme 3.3.14.
Etape 1. L’implication (ii) = (iii) est évidente grace & inclusion P(P(E)) C Cy(P(E)).
Etape 2. Soit R, € P(P(E)) avec ¢ € Cy(E?). On calcule pour N > 2

(FN R,y = (FN R,ou")

FN o @ 19W=3)) + O(1/N) (lemme 2.1.4)
FN o 12W=9)) 4 O(1/N) (symétrie de FV)

FY, ) + O(1/N),

{
{
{
{

de sorte que
AN N 2 [|¢lloo
(B Ry) = (F57, )| < 257 =5
Il y a donc évidemment équivalence entre :

(3.3.16) (FN, @) — (mj,0) et (FN R,) — (7, Ry),

pour tout ¢ € Cy(E7), et donc pour tout ¢ € Cp(E)®, puisque (mj, p) = (&, R,) d’apres
le théoreme 3.1.4 de Hewitt et Savage. Cela démontre I’équivalence (i) < (iii) pour R €
P(P(E)) et pour R € M(P(FE)) est démontrée de la maniére suivante.

Finalement, on montre que (iii) pour R € P(P(E)) et (iii) pour R € M(P(E)) sont
équivalents en utilisant que la convergence Fév — 7, au sens de la dualité Cy(E)®F et
au sens de la dualité Cy(E*) sont équivalentes (en faisant un détour par 1’équivalence de
la convergence au sens de la dualité C.(E)®* et au sens de la dualité C.(E*) grace au
théoreme de Stone-Weierstrass).

Etape 3. (1) = (ii). Supposons (i), ce qui implique en particulier que F}¥ est tendue.
D’aprés le Lemme 3.3.13 cela implique qu’il existe une sous-suite FN' et o € P(P(E))
telles que FN' — o dans P(P(E)). Or comme (ii) implique (i), il vient F}Y" — ay dans
P(Ek) pour tout £ > 1. Donc en particulier, a, = 7 pour tout k& > 1, ce qui signifie
a = 7w d’apres le théoreme de Hewitt et Savage, et par unicité de la limite, c’est toute la
suite BNV qui converge vers . O

Remarque 3.3.15 Soit FN € Py, (EY) et FN € P(P(E)) la mesure associée grice d
la Définition 3.3.10. Pour tout 1 < k < N notons Fév la kieme marginale de FN définie
au point (it) de la Définition 3.1.1 et la restriction Fév = (EN), de N donnée par le
Théoreme 3.1.4 de Hewitt et Savage. Alors

Vk>2 EN=FN4+ 0Ok /N).
En effet, pour ¢ € C’b(Ek) et k > 2, nous venons de voir dans la preuve précédente que

(7Y, 0) = (FY, Ry) = (FY, ) + O(K?/N).
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Théoréme 3.3.16 (Compacité). Soit E un compact. Soit (FN) une suite de mesures
de probabilité de Psyn,(EYN). Alors il existe une sous-suite N' et il existe # € P(P(E))
telles que

(3.3.17) mN' — & dans P(P(E))

Preuve du théoréme 3.3.16. Pour tout k > 1, définissons la suite (F}¥)n>i de Pgym (EF)
par

F,iv ::/ FNd:U/H_l...da:N.
EN—-k

Par extraction diagonale et compacité de PSym(Ek)7 il existe une sous-suite N’ et pour
tout k > 1 il existe m, € Psym(Ek) telle que

EN —~ 1, P(E¥)—w lorsque N — oo.

Par construction () est compatible et symétrique. On conclut grace au Théoreme 3.1.4
(existence de 7) et au Théoreme 3.3.14 (convergence (3.3.17)). O

Afin de traiter le cas E = R? nous allons introduire quelques notations et définitions.

e Pour £ > 0, on définit I'application
My PE) =R o [ Jalf fldo)
E

qui est une application positive, sci et convexe, donc mesurable. Pour 7 € P(P(F)) on a
alors (c’est la définition!)

(. My) = / (s Jol") w(dp) = Mi(my).
P(E)

e On note Py (P(FE)) 'espace
Pk(P(E)) = {71' S P(P(E)); Mk(ﬂ'l) < OO}
On a bien stur P (P(E)) C P(Py(E)).

Définition 3.3.17 (i) On dit que (V) est bornée dans Py(P(E)), k € (0,00), s’il existe
une constante C telle que VN > 1 My(7lV) < C.
N

(ii) On dit que (V) converge faiblement vers m dans P,(P(E)), p € (0,00), si 7 — 7
faiblement dans P(P(E)) et My(7) — M,(m1).

Théoréme 3.3.18 (Compacité). Soit E = R%. Pour une suite l*:'N € Py (E) (resp.
7V e P(P(E))) un critére de tension dans P(P(E)) pour la suite (V) (resp. ©V) est

Jk,C € (0,00) My (FN)Y<C  (resp. My(m) < O).

Pour une telle suite (FN) (resp. (V) ) il existe une sous-suite (N') et 1 € P(P(E)) telles
que
. FjN' — 7 (resp. 7T§Vl — ;) faiblement dans P(E?) pour tout j > 1;

o FN' ~ 1 (resp. 7' — 1) faiblement dans P,(P(E)) pour tout p € (0, k).



63

Comme conséquence immédiate du Théoreme 2.2.8 et du Théoréme 3.3.16 on a le
résultat suivant.

Théoréme 3.3.19 (Double limite). Soit E compact ou E = R%. Soit (uy) une suite
de Cy(EN) telle que

lun| <C Jun(X) —un (V)] < w(Wp(uX, 13))

pour une constante C, un module de continuité w et un indice p € (0,00). Soit (FN) une
suite de P(EN) telle que

/mhﬂw@sc
E

pour une constante C et un exposant k € (p,00). Alors il existe une sous-suite (N'), une
fonction U € Cy(Py(E)_w,) et une probabilité 1 € P(P(E)) telles que

/ un FV' (dX) — U(p) w(dp).
EN’ P,(E)

Preuve du Théoréme 3.3.19. Le Théoreme 2.2.8 implique qu’il existe une premiere sous-
suite (N') et une fonction U € Cy(Pp(E)_w,) telles que pour tout a > 0

sup lun (X) —U(uY)| =: ea(N') — 0 lorsque N’ — oo.
XeBEN M(uY)<a

Le Théoreme 3.3.16 implique qu’il existe éventuellement une seconde sous-suite toujours
notée (N') et une probabilité m € Py(P(E)) telles que

FN — 7 faiblement dans P,(P(FE)).

On obtient ainsi
N _ _ N ) N
wame-Amwa>anmwmﬁ<M>
N’ N’
+AwmmxwvanMM%MF (dx)

+ [ UG PV @)
EN’
C? -
= O +0(2 )+ [ U FY @)
a Py (E)
et ce dernier terme tend bien vers la limite annoncée. O

Théoréme 3.3.20 (Etat pur). Soit 7 € P(P(E)) et u € P(E). Il y a équivalence entre
(i) m =0, dans P(P(E)) ;
(ii) m = u®> dans P(E>);
(iii) m|p2 = p® p;
(iv) pour p € [1,00) donné, pour tout p € C(E) on a

/P(E) /Esod(p—u)

Lorsque m satisfait 'une de (donc toutes) ces conditions, on dit que T est un état pur.

’ dm(p) = 0.
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Preuve du Théoréme 3.3.20. (i) < (ii) est vraie d’apres le théoreme 3.1.4, et (ii) = (iii)
est évident. De (iii) on tire, grace au théoreme 3.1.4,

/P(E) [/Esﬁd(P—u)]2 dr(p) = /P(E) |:/Ezﬁ,0®<pd(p®p)] dr(p)
e oo o]

= /EQsD@wd(u@u)— [/E@dﬂrzo’

et donc (iv) dans le cas p = 2. Montrons (i) = (iv) pour tout p € [1,00). Pour ¢ € C(E)
donnée, ’application

o, : P(E) — R, pH/Esod(p—u)

est continue. Il s’ensuit que

/P(E) /Ewd(p—u)

Montrons enfin que (iv) pour p € [1,00) donné = (i). Soit (¢, ) une suite de Lip; (E) dense
dans C(E) (ou plus exactement telle que I’ev engendré par les ¢, est dense dans C(E))
1
5P(p7 ,U,) = Z 2_n

et définissons
/ on d(p — 1)
n=1 E

Clairement, d,(-, ) € C(P(E)), 6p(p,p) = 0 et §,(p, ) > 0 pour tout p € P(E), p # p.
On en déduit que

dr(p) = |0,(w)[” = 0.

o0 p

/ Sp(p, 1) dm(p) =0
P(E)

implique supp 7 C d,, et donc m = ¢, (puisque 7 est de masse 1). O

Remarque 3.3.21 Donnons une deuxiéme preuve de (iii) implique (i) que ’on reformule
de la maniére suivante :

soit 7 € P(P(E)) qui vérifie mg = m @ w1 alors T = On, .
Deuxiéme preuve de (iii) implique (i). Par hypothese, pour toutes fonctions p; € C(FE)

/ (0 p,p1 ® ) #(dp) = / (0, 1) 7(dp) / (pr 02) #(dp).
P(E) P(E) P(E)

En choisissant ¢ = ¢3 = ¢ € C(E) on a

2
/ <p,so>2fr<dp>=</ <p,<,o>fr<dp>>.
P(E) P(E)

C’est un cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz qui implique
(0,p) =C, €R YV p € supp .

Pour py,p2 € supp@ on a donc (p2 — p1,9) = 0 Ve € C(F) ce qui implique p; = p2 et
donc supp 7 est un singleton {m}. Par définition de 7 on a m = . O
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Définition 3.3.22 On dit qu'une suite (GY) de Psym(EYN) est f-chaotique, avec f €
P(E), si pour tout k et toutes fonctions 1, ..., 0k € Cp(E) on a

/EN o1(21) .. o () dGN (@1, ..., T, o TN) e <[E<,01 df> </E<pkdf>,

On déduit immédiatement des Théorémes 3.3.14 et 3.3.20 et de la définition 3.3.22 :

Corollaire 3.3.23 (Chaos asymptotique). Soit (FY) une suite de Py, (EN) et f €
P(E). Il y a équivalence entre

(0) (FN) est f-chaotique;

(i) FN — &; dans P(P(E)) ;

(i1) FN — @2 dans P(E*)yy ;

(iii) Y — f® f dans P(E?);

(iv) pour p € [1,00) donné, pour tout ¢ € Cy(E), on a

Jo

Corollaire 3.3.24 Soit f € P(E) et ® € Cy(P(FE)). Alors

p
FNdX) — 0.

N—oo

/ pd(uy — f)
E

(fEN, @ o pY) — @(f).

Autrement dit, pour FN = fN_ on o FN — d¢ dans P(P(E)).

3.4 Versions quantifiés du chaos

Nous avons vu que pour f € P(E), la suite FV := f®N est f-chaotique. Une question
naturelle est de savoir si on peut quantifier cette convergence.

3.4.1 Premier taux de convergence vers le chaos

Théoréme 3.4.25 Soit E compact ou E = R%. Il existe une distance 9 sur P(P(E))
(que nous allons construire dans la preuve) telle que

VfeP(E), FN =N 95, FN) <1/NV2

Preuve du théoréme 3.4.25. Etape 1. Pour ¢ € Cy,(E) fixée, on définit la fonction continue

pp : P(E) =R, p = pylp) = ‘/Esod(f—p)‘-
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On calcule alors

(VN (py)?) = / o (u)]? PN (dX)
EN

=1
:/EN {Ziiw(w(x])z (%;w(w)) /Esodf + (/ godf>2}df(:n1) df (zn)
= ]\172 /EN {#i ‘P(%)‘P(CU])+§;¢(xi)2}df(x1) df (zn) — </E<pdf>2

N? - N ! 2

- (e) wx o= (o)
2 2
Z%{/Eﬁdf—(/];sodf) }s—”ﬂw.

Etape 2. De la méme maniere, pour ® = R, € M(P(E)), ¢ = 01 ® ... @ @g, ¢j € Cp(E),
on introduit pa(p) := |Ry(p) — Ry(f)], et en notant M = max||¢;|| on a

o) = [ |o0d) -] PV ax)

= /EN‘;: /cpl /&(dyl)---/w (u%—f)(dyj)'-'/sﬁkf(dyk)‘FN(dX)

IN

jﬁ:le_l/EN(/% (u%—f)(dy)(FN(dX)

. 1/2 MF
k—1( ;N 2
M <<F (D)) >> < kw-

MPT‘|

j=1
Etape 3. Enfin, on considére une suite (®y ) ¢>1 de M(P(E)), telle que @y = Ry, , est
un monome de degré k et telle que pour tout &, la famille (¢ ¢)¢>1 est dense dans C'O(Ek).
En notant r ¢ = ©re1 @ ... @ Orpky Phoej € Cp(E), My = max;(|[¢p.e;]|), on définit
1
Va,ﬁEP(P(E)) 9(04,5) = Z ’<5—04,(I)k7£>‘-

k ok+t
k,j>1 kM, 2

Il est clair d’une part que Z est une distance sur P(P(FE)). Notons en particulier que si
P(a, 3) = 0 alors
V]{?,KZ 1 <ﬁk_ak7§0kl> :07

ce qui implique Vk > 1 ai = G, et donc a = 3. D’autre part

N 1 s
Q(FN,éf) = E W‘<FN7(I)k,Z> _(I)k,é(f)’
k,j>1 )

1 . 1 1
< D mmar E e ) < Y -
— k ok+t ’ kel — k+¢ N1/2 1/2°
Sy R ME 2R Sz, N2 T N
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ce qui termine la preuve. O

3.4.2 Meétriques de Monge-Kantorovich dans P(P(F)) et quantification
du chaos

Pour une fonction D : P(E) x P(E) — Ry sci au sens de la convergence faible et telle

que D(f,g) = 0 si, et seulement si f = g (D sera une distance de P(FE) ou une fonction
d’une telle distance) et pour tout f € P(E), on définit

WE() = [ D(disn) 1Y),
D’une part, pour FY = f&N et 7N fON .= FN ona
Wi (F) = Wi (Y5 f) = Wi (np £V f)
avec

VGEP(WEY)  WHG = [ D) 6av)
Vr e P(P(E) WE(mf) = /P Do)

D’autre part, une fois fixée une distance D sur P(E), on peut définir dans P(P(F))
des distances par le procédé de Monge-Kantorovich. Plus précisément, pour p € (0, 00),
p! := max(1,p), et pour a; € P(P(E)), on pose

1/pf
Wpplai,az) == inf (/ D(p1,p2)? W(dm,dpz))
P(E)xP(E)

WEH(al,ag)
ou II(aq, ag) est 'ensemble des mesures de probabilité 7 € P(P(E) x P(E)) de premiere

marginale a; et de deuxieme marginale aa. Si o est ”déterministe”, a1 (p) = d¢, et as = «
alors (a1, a) = {(0f, @)} de sorte que

:
Wh (05, a) =/ D(p1,p2)? 65(dp1) a(dp2) Z/ D(p, p)* edp).
P(E)xP(E) P(E)
Lorsque o« = FN avec FN Pyym(EY), on a

WE 6.8 = [ Dl sy BN = [ DUdP Y ax),
P(E) EN

et enfin lorsque FYN = f®N on a
f
WE o) = [ DU 5N ) = W),

Dans ce dernier cas, comme FV = f®V est f-chaotique et donc FN 6 ¢ faiblement dans
P(P(E)) d’apres le Corollaire 3.3.24, et donc Wp 1 (FN,5;) — 0 d’apres le Théoreme 1.5.32
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pour la distance D = W associée i une distance dg bornée sur E, on conclut A W5 (f) — 0
pour une large classe de fonctions D (le caractére borné de dp peut étre enlevé dans de
nombreuses situations). A nouveau, la question est de savoir si on peut établir un taux de
convergence vers 0 de la fonction Wg (f) lorsque N — oo.

On commence par un résultat élementaire destiné a nous permettre de changer de
distances D.

Lemme 3.4.26 Si D; < C D pour des constantes C > 0 et r < 1, alors il existe une
constante C' = C'(C,r) telle que pour tout f € P(E)

(3.4.18) WH (f) <C" Wh,(f)"-
Preuve du Lemme 3.4.26. C’est une conséquence immédiate de l'inégalité de Jensen. O

Théoréme 3.4.27 Nous avons les taux swivantes sur les fonctions WY :
— Pour tout f € Po(R?), s € (d/2,d/2+1) et N> 1, on a

(3.4.19) Wiz () = /RM i = £|%. FEN(@v) < Cst(d, Mz) N~

La méme estimation a lieu pour la norme || - ||g-s lorsque s > d/2.
— Pour tout n > 0 il existe k > 1 tel que pour tout f € Pi(RY) et N > 1, on a

(3.4.20) W (f) < Cst(n, k, M) N~V@H0 @' = max(d, 2).

— Pour tout n > 0 il existe k > 2 tel que pour tout f € Pi(RY) et N > 1, on a
(3.4.21) Wiva(f) < Cst(n, k, My,) N~V g — max(d, 2).

— Pour tout f € Pgys5(RY) et N> 1, on a

(3.4.22) Wiva(f) < Cst(d, Mays) N™#,

Preuve du Théoréme 3.4.27. On procede en plusieurs étapes.
Preuve de (3.4.19). Fixons f € Po(R?). D’une part, on écrit

(W - © =5 S (et = F©),
j=1

de sorte que

2

N ‘ﬂg —/ &N
W”.”fﬁrs(f) = /RNd /]Rd def fERdV)

v fey) (omivn€ — e
- % f: /R(N+1)d <e f(g)‘)§’2<se f(é)) d£f®N(dV)‘

J1,j2=1
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D’autre part, utilisant

Ad<e‘i”j'f—f<s>>f<dvj> =0, j=1,...d,
et
. o 2 . - . ~ ~
[leve=i@) san = [ [i-e v i - e i) + 1)) o)
R4 Rd
= 1-lfP,
on déduit

N ‘e—’i’l}j{_f

1 )
WNz = — d QN dv
e, () sz; /R wiva TR ¢ foNav)

1 jemive —f(é’)‘2

:

= — d€ f(d
N e I
RG]

= — — = dE.

N Jra  [§?* ¢

Finalement, observant que f(€) =144 (f,v) - £ + O(My |£]?), et donc

N

F(©F

(L+i(f0) - €+ O [E) (1= i(f,0) €+ ODLIEP))
= 1+ 0 (M |¢]?),

on obtient

N _ 1 1 |f(©)P L)
Wi, (D = N</|§|§1 e [ e d5>

1 My 1
- = 2y —de |,
N </|£|s1 €[> (=) ng/|§|21 i 5)

de quoi on déduit (3.4.19).
Preuve de (3.4.20). En combinant (3.4.19), (1.6.34) du Lemme 1.6.50 et le lemme 3.4.26,

nous obtenons aisément

W = [ = reYay)

IN

2/
CooaMiry) [ (I = f13.) ™" 7oV av)

RNd

< Crsa(Myyq) N72/2,

On en déduit (3.4.20) puisqu’a la limite £k = oo on a 72/2 = 1/(2s) et que 'on peut choisir
s aussi proche que ’on souhaite de d/2 lorsque d > 2 et que I'on peut choisir s = 1 lorsque
d=1.
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Preuve de (3.4.21). La borne (3.4.21) se déduit de la borne (3.4.20) en utilisant le
Lemme 1.6.50 et (1.6.30).

Preuve de (3.4.22). Pour une suite (g.) régularisante de gaussiennes et pour tout X € E™,
on note

N
1
be=Frge OY W) = (X *9)(W) = & ;gs(y — ;).
Par inégalité triangulaire et le lemme 1.4.25 on a

WEEN f) < 3[WEWK, oX°) + WY, 6=) + Wi (e, )]
< 3[2de + WE(oY", 62)],

de sorte que

(3.4.23) W3(FN,5p) = / W3 (pX, f) FY(dX) <2 [2da+ / W3 (o3, ¢-) FN (dX)].
EN EN

D’autre part, grace au lemme 1.4.24, on a

W2(oYe 6) < 3 / 216 — el dy

< ¢ \//(1 + [y]45) [¢x " — de [ dy.

ol on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour établir la derniere inégalité. Appliquant
a nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

ExW2(pX,¢°) < C ¢ / (1 + [y|?+3) En|oy® — ¢-|? dy,

ot 'on utilise la notation sous forme d’une espérance Ey lintégrale sur EV par rapport
A la mesure de probabilité FV. En reprennant le calcul de I’étape 1 du Théoreme 3.4.25,
on a

2
EN(¢)A(77E - ¢€)2 = Ey </ TzJe d(/‘% - f))
R4

- 5 {/}Rd(mfle)Qdf ~(/, ngedf>2}
v

(g)* % g — (g- % f)*} .
On en déduit

ExWi(oY°,¢°) < CN_l/Q\//(l + [y|45) (g=)% * f dy

< ON- 1/2\// 14 [2]d+9) \// 1+ [y]+5) f(dy)

(3.4.24) < CON7V2ZgmdA,

On conclut en combinant (3.4.23) et (3.4.24) et en choisissant ¢ = N ~2/(d+4), O
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3.5 Comparaisons entre différentes mesures du chaos.

Dans cette section, nous allons comparer différentes mesures du chaos, et donc préciser
le Corollaire 3.3.23. Nous rappelons que pour G, F' € Py, (E7)NP1(E7), j > 1, on définit
la distance W dans P(E’) comme étant la distance W1 de MKW associée a la distance
de E’ définie par

_ 1<
VXY € B dpi(X,Y)=d, g (X,Y) = 3ZdE(gci,yi).

i=1

Nous allons commencer par une série de lemmes de comparaison et nous terminerons par
un résultat qui affirme que pour GV € P(EY), f € P(E) les mesures de f-chaoticité de
GN grace aux quantités

Wl(GN7f®N)7 Wl(Gé'Vaf(gj)a Wl(GN75f)

sont essentiellement équivalentes.

On a montré dans la remarque 3.3.15 que F JN ~ FjN lorsque N — oo et pour j fixé.
On peut étre un plus précis, comme le montre le résultat suivant.

Lemme 3.5.28 (Quantification de I’équivalence FjN ~ F]N) Pour tout FN € Py (EN)N
P (EN) (i.e. tel que FN € P1(E)) et tout 1 <j< N, on a

Wi(FN, FN) <2 My(FM).

7
N

En particulier, pour tout f € P1(E) et en notant FN := fN on a

My (f).

. A '2
Wi (%1, EN) < 2%

Preuve du Lemme 3.5.28. Pour ¢ € Lip(E7), ¢(0) = 0, ||¢|lLip < 1, ce qui signifie bien
siir ici
i=1

et en reprenant la preuve du Lemme 2.1.4 et les mémes notations, on a

NI fAn;

R () — o 19N -9(xX)| < '1 !

1
> 7 (zal 4o lzy)

(i1,-,i5)€EAN,;

1 1
e DI H ERE N )

(41,-.,45)EBN .5
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Pour un tel ¢, on en déduit

Lo =r) = [ (Rlud)—o@150-000) P (ax)

1 1 N
<
< |3 ﬁANJ Z / (i | + o + |2, [) FN (dX)

1
+37 Z / (lwi, | + o+ |, ) FN (dX)

(21, ,ZJ GBNJ
fAN;| | BNy
<'1— L4 Nj” E\xlyF{V(dxl).

NJ
On conclut en utilisant le Théoreme 1.5.33 et les estimations de Ay ; et §By,; dans la
preuve du Lemme 2.1.4. O

IN

Remarque 3.5.29 On peut retrouver tout ou partie des résultats démontrés dans le
Théoréme 3.4.25 grace au Lemme 3.5.28. Par evemple, on a pour o € WH(E)

N, [Ro = Ry(£)])

go®<p> -2 <FN= R<p> Rso(f) + [Rsp(f)]2
F2 790®()0>_2<F1N7()0>R (f)+[R80(f)]2

P o) +0(5) ~ 2EN¢) Ro(F) + [Ro (1)

= (@ leoe) +0(5) ~2(9) Rolf) + R/
1

- o(5)

Lemme 3.5.30 a) - Pour tout FN,GY € Py (EN) et 1< j < N, on a

N 2 —
<F 7p<p> -

(F
(Y
{
{

WY < (5 [5]) 7 mirh.6) < 2m (e, eY)

b) - Pour tout f,g € P(E), on a
Wi(fEN, g*N) = Wi(f, 9).

Preuve du lemme 3.5.30. Preuve de a). Pour tout 7 € II(FV,G"V), on a en introduisant
la division euclidienne N =nj+r, 0 <r <j—1,

Wl(G, F) = dl,EN(X7Y) W(dX, dY)

E2N
1

= — . . Xz)Xz r (X ’Y X’ Y
N Jgen <;3d17E1( ) +7dier(Xo 0)) 7(dX,dY)

RN )
- N iZ:;/EQj dl’Ej (X“}/Z) ﬂ-l(dXZaXm)a
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avec 7; € II(F;, Gy) ou F, G; € P(E?) désignent les marginales de F, G sur le ieme bloc de
variables. Par Phypothése de symétrie, on a évidemment F; = F} = Fj et G, =G = Gj,
donc

dl JEI (XMY;) (XmadXZ) > WI(FJNaGéV%
E2i

et la premiere inégalité s’en déduit. Or n := [N/j] > 1 et donc

ST RPN R
njy+r ny+7 2

N

J

J [N] nj nj

ce qui implique la seconde inégalité.

Preuve de b). Considérons a € II(f,g) un plan de transport optimal, et définissons la
mesure de probabilité 7 := a®V € TI(f®N, g®V), c’est-a-dire,

VA;,,B;eE ﬁ'(Al X .. X Ay X By X ... X BN) = a(Al X Bl) X ...a(AN X BN).

On a alors

W( > NZ/EQN 517@)3/@ dX dY) Wl(fag)y

qui n’est autre que I'inégalité inverse de celle démontrée dans a) dans le cas j = 1. O

Lemme 3.5.31 Pour tout G € Psym(EN), fePE), E=RY N > 1, et pour tout
s>d/2+1/2, 0ona

A ~ 1
(3.5.25) Wi (G.67) < Cou (Wl(Gg, G1®G1) + G — fl14. + N)‘

Preuve du lemme 3.5.31. En reprenant la preuve du Théoreme 3.4.27 on montre que

+N/ 1_G1f_G1f+’f’} <§>25

=ua§/@—mﬂ$

_ 2
O R B B 3

olt on a introduit les notations A(§) := [, €'V h(dv) et ﬁ(f) = [42 € T H(dv, dw)
pour h € P(E) et H € P(E?). Concernant le premier terme, on écrit

/[G2_’G1’} <d>§8 = /E2‘I>(Ul—’02) (G2 — G1 @ G (dvy, dva),

avec

P(z) == /Ee 5@ et donc || @[l < 2/E<§>2ﬁ < 00
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Il s’ensuit que (v1,v2) — ®(v1 —v2) appartient & W1°(E?) (de méme norme) et on déduit

~ R d ~
[ [62= 1G] 765 < 1lhwan Wi (GG 0 G
E

&% =
On conclut en remarquant que le second terme est exactement |[|G; — f H2 _s et que
Iintégrale intervenant dans le troisieme terme est bornée. O

Corollaire 3.5.32 On suppose E = R%. Pour tout G € Py, (EN)NPL(EY), f € Pr(E),
N>1,k>0,o0ona

Wi(GN,67) < O (WG, f & )+ Wi(GY . F & 1) + =5).

pour une constante C' qui dépend de d, k, s > d/2+ 1 et des moments d’ordre k de f et
G1, 2 := (s +d/(2k))™L, et ou ici

Wi(F,G) = inf / Wi(p,n) 7(dp, dn)
rell(F,G) JP(E)xP(E)

de sorte que

W(E.57) = [ Wi, ) &),
EN

Preuve du lemme 3.5.32. D’une part, pour s > d/2+ 1, on a

Wi(G2, G ® Gh) + |G1 — [l <
<Wi(Ga, f ® ) + Wi(f ® f,G1 ® G1) + CWi(f,G1)?
< Wi(Ga, f ® )+ Wi(f,G1) + CWi(f, Gh)?
<2Wi(Ga, f & f) + CWi(Ga, f ® f)?,

ol on a successivement utilisé I'inégalité triangulaire, estimation (1.6.41), I'identité prouvée
au Lemme 3.5.30 puis l'inégalité prouvée au Lemme 3.5.30 avec N = 2 et j = 1. D’autre
part, on a

WL(F, Q)

IN

2
c N = fI )2 GN(dx
S [ = gl 6 ax)

2 ¥i/2
< o ([ ¥ 1 6¥ax)
=1

2 /2
_ 1 vi/
< CY <W1(G2,G1 ®Gh) + |Gy = flIF-« + N)

i=1

2 _ _ 1 ¥i/2
< CZ<W1(G27f®f)+W1(G27f®f)2+N> ;
i=1

ou on a successivement utilisé la deuxieme inégalité de (1.6.41) (et donc 1 = 1, 2 défini
dans I’énoncé), le lemme 3.4.26, le lemme 3.5.31 puis enfin 'inégalité que nous avons établi
en début de preuve. On conclut en gardant les termes dominant dans cette expression. O
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Lemme 3.5.33 Pour tout f € P1(E), GV € Py (EN)NP1(EN), N> 1, et1<j <N,
on a

(3.5.26) Wi((GY);, f¥) < Wi(GN, 6p)
et
. A ‘2
(3.5.27) WAGY, £2) WGV, 6p) + 2= My (GY).

Preuve du Lemme 3.5.33. Preuve de (3.5.27). Nous donnerons deux démonstrations de
(3.5.26). La premiere passera par la formulation en norme de Kantorovich-Rubinstein alors
que la seconde passera par la formulation en terme de transport de masses. Ensuite pour
démontrer (3.5.27) il suffit d’utiliser (3.5.26) aprés avoir écrit

WG, ) < WG (GN);) + Wi((GY);, £9)
-2
= QJNMl(G:]lV)JFWl((GN)j’f@j)

ou on a utilisé I'inégalité triangulaire et la premiere inégalité du lemme 3.5.28.

Premiére preuve de (3.5.26). On remarque que pour ¢ € Lip(E7?) tel que ||¢|Lip < 1, au
sens ot '

, 1<

VXY e B |p(X) —o(Y)| <dp(X,Y) = 32 |z — wil,
i=1

I'application = — ¢;(x, X;) = ¢(x1, ..., Ti—1, T, Tit1, ..., £j) est Lipschitzienne dans E pour
tout X; = (21, ..., Ti—1, Tig1, ..., Tj) € E7~1 fixé, de constante de Lipschit 1/5. On en déduit
que R, € Lip(P(E)) de constante de Lipschitz 1 puisque V p,n € P(E)

Rop) ~ ol =| [ 00 (07 (ax) = 900)|

J

<y

/Ej e(X) (p®0 "V (dy, ...y dior) (p(da) — n(da)) n®Y =) (dzis, ..., day))

i=1
j

< Z/ sup [l (- Xl Lipeey 2% Wi lp, m) 2= < Wi (p,m).
— Jei- xepi1

Pour o, 3 € P(P(E)), j > 1 et une telle fonction ¢ € Lip(E’), on a donc
[ etai=8)|=| [ Rota=5)| < IRolsiecey Wil 6) < Wil ).
Ej P(E)

On en déduit immédiatement le résultat en prenant o := GV et §:=4 7

Deuxiéme preuve de (3.5.26). On écrit
WG, ) = Wl(/ p™ GN(dp), )
P(E)
< [ Wl 6N )
P(E)

N / Wi(p, ) G (dp) = Wi(GN, 6y),
P(E)
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ou on a utilisé la propriété de convexité de Wy, l'identité démontrée dans le lemme 3.5.28
et le fait que II(GN,6;) = GN ® &;. O

Proposition 3.5.34 Pour tout f € P1(E) et GV € Py, (EN) NP1(EN), on a
(3.5.28) Wi(GN,65) — Qp(N) < Wi(GN, f2N) < Wi (GN,65) + Qp(N)

ol on a posé

0N) = [ Wil ) £ @),
dont on a donné un taur de convergence vers O dans le Théoréme 3.4.27.

Preuve de la Proposition 3.5.34. Etape 1. Etant données FV, GV € Py, (EN) NP1 (EYN)
et 7V € I(FN,GN), on définit 7V € TI(FV, GN) par la relation

Ve GR(E) xP(E)  V0) = [ e, ) nV(dx.ay).
ENxEN
On définit

WIEN,GY) = inf / Wi(p,n) &N (dp, d
1 ( ) everii o) Joum e 1(p,n) 7 (dp, dn)

= inf Wi (X, ) 7N (dX, dY
WNEHI(I;—'N,GN) /ENXEN 1(,U,X7,U,y)7T ( ) )
= WiFN,GN).

Or, on a le résultat suivant dont la preuve sera présentée apres la fin de la démonstration
en cours.

Lemme 3.5.35 Pour tout FN,GY € Py (EN) NPL(EN) on a lidentité
(3.5.29) Wi (FN,GNY = wy(FN,GN).
Du Lemme 3.5.35 et de I'inégalité triviale
Wi(FN,GN) < W](FN,GN),
on déduit la premiere relation
(3.5.30) Wi (EN,GNY < Wy (FN,GM).

Etape 2. Pour FY = f®N avec f € P(E) fixée, et GV € Py (EY), on a par inégalité
triangulaire

(3.5.31) IWL(GN,ENY = Wi(GN,65)| < Wh(85, EN) =: Q4 (N).

En combinant (3.5.30) et (3.5.31), on obtient la premiere inégalité dans (3.5.28).
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Etape 3. On pose encore FN := f®N. Puisque TI(GN,5;) = {GN @ 6;} et FN @ GN ¢
H(EN,GN), on a

Wi(GN, 8) Wip. 1) G ap) = [ Wi, 1) G ay)

P(E)

- /E o W 1) FY (AX) 6N ()
> / W (1Y) — Wa (Y, )] FY (dX) GN (a)
ENxEN

> inf WNNNdXdY—/WN FNdx
> wNeHl(%MGN)/ENxEN 1(py s px) ™ (dX, dY) v 1(kx, f) (dX)

= WIEN,GN) - Wiy, FN).
Combiné avec I'identité (3.5.29) cela démontre la deuxieme inégalité O

Preuve du Lemme 3.5.34. Etape 1 : mise en place. On souhaite établir I'identité

rell(FN o) Jpan v (X, Y) dm(X, Y) WGH(II?N,GN)/2N 1(kx, py ) dm(X,Y)

Comme on a

N
1
dEN X Y :NZ: $z,yz >ZU1(X Y :glentN_ZdE xl,y(” Wl(,u%,,ug),
il suffit de montrer que le terme de droite est également plus grand que le terme de gauche.
Comme la fonction (X,Y) — Wy (u, udY) est invariante par permutation des coordonnées
de X et Y, quitte a remplacer m par

5 To,Ts

o, TESN

avec (T 7, pRY) = (T, p; @1, ), on peut supposer que 7 € Py, (E2YV) (au sens ot 75, = 7
pour tout o, 7 € Sy). Le probleme se résume maintenant au suivant. Etant donnée
FN, GV € Py (EN) et 7 € I(FYN,GN) N Py (E?Y), comment définir 7* € TI(FN, GY)
telle que

[ menraxay) = [ wid ) nax.ay)
ENxEN ENxEN

Etape 2 : on suppose que E est fini. Cette hypothese F fini, nous permet de considérer
FN GV et m comme des fonctions de EV, EV et E*V respectivement & valeurs dans [0, 1].
Dans EV on définit la relation d’équivalence ~ par

Z~Z st JoeGy, Zy=2,

pour Z,Z' € EN. On désigne par X ¢ EVN (resp. Y C EN) les classes d’équivalence
(pour cette relation d’équivalence ~ sur EV) et par 2 (resp. %) I'ensemble de ces classes



78

d’équivalence (ou EN est considéré comme étant respectivement l’espace de la premiére
marginale et de la deuxiéme marginale). Attention, si X est une classe et X € X" alors

X ={X,, 0 €6y} = {Xl,...,Xk}, k=X,

mais en général on a seulement k& < N!. C’est-a-dire qu’on peut avoir X, = X, pour
o # o € Gy et donc les N! éléments du premier ensemble peuvent ne pas tous étre
distincts, alors que dans le deuxieme ensemble ils sont tous présents mais il ne sont comptés
qu'une fois chacun. On a k = N! lorsque les coordonnées de X sont toutes distinctes et
k < N! dans le cas contraire.

A cause des hypotheses de symétrie, les fonctions F¥ et G sont constantes sur chaque
classe et la fonction 7 est constante sur chaque paire de classes. Plus préciément, pour
tout X € 2, Y € % et pour tout X e X, Y €Y

FN(Y) (X x )
, m(X)Y)=myyi=————"=,
0 TV =Ty =Ty
ot dans les termes de droite de ces trois égalités FV, GV et 7 sont considérés comme des

fonctions d’ensemble (c’est-a-dire des mesures de probabilités!). Il est important de noter
pour la suite que les relations de compatibilité suivantes ont lieu : pour toute classe X et

IV G
FN(X)=FY = T

GNY)=GY =

tout X e X
FNX) = D #(Xy)=> > may
Y'eEN YVewy'e)y
B , W(Xxy’)_ﬂ(XxEN)
(3532) == Z 7'('/\/’);/ ﬁy = Z ﬁX = ﬁX s
Ve Ve

et de la méme maniere, pour toute classe ) et tout Y € Y

(3'5'33) GN(Y) _ Z Tary ﬁX/ _ Z W(X;; y) _ W(E]j:yx y)
X'ex x'ex

Pour une paire de classes (X,)), on définit le réel positif
Sxy = Wi(uX,py) pour un couple (X,Y) € (X)),

le terme de droite ne dépendant évidemment pas du choix de (X,Y) € (X,)). Ensuite,
pour une paire de classes (X,)), pour X € X et Y € ), on définit les ensembles de couples
optimaux

CXJ; = {(X/,Y/) eEX xXY; wl(X/,Y/) = 5)(3}},

CX,y = {Y/ e, (X, Y/) S C)(,y},

CX,Y = {X’ S X; (X/,Y) S CXJ;}.
On remarque que pour toute paire de classes (X,)), on a

(3.5.34) VX, X' ex ﬁCX,y = ﬁCX/y, VY, Y' € Yy ﬂCXy = ﬁc/\/,y/.

En effet, il existe o € G telle que X’ = X, de sorte que Y € Cx implique Y, € Cx/ (cela
provient de ce que wi(X,,Y,) = w1(X,Y) = dxy). De plus, si Y1, Y? € Cx, Y! # Y2
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alors Y} # Y2 (puisque Y} = Y2 impliquerait Y! = Y] , =Y2 | =Y?). On vient

de démontrer ainsi que §Cx y < iCx’ y, et les trois autres inégalités se démontrent de la
méme maniere.

On affirme maintenant que pour toute paire de classes (X,)) et tout X € X, Y € Y,
on a

(3.5.35) fICxy X =1Cxy = iCx y 1.

Montrons par exemple la premiere identité. On calcule

fCxy = #H(X,Y)eXx xY, (X,Y')elry}
= ﬁ{X,EX, Y’ECXI,;);}
= ) #xy= > tCxy=1tXtCxy.

X'ex X'ex
On est maintenant en mesure de définir la probabilité 7* € P(EY x EV). On pose

XYy = T vy ecny,
C)(,y ’
0 si (X,Y) Qé U C)(Q}.
Xex, Ve

m™(X,Y)

Avec cette définition, il est clair que si X € EN et X est la classe de X, on a grace a
(3.5.35) et (3.5.32)

X)) = Y rEy) =Y Y rxy)=Y Y T (X x V)

Y/eEN Ve Y'EY! V'ED Y'eCx o Ca
m(X xY) (X x)) N
= E 1Cx yr g ———— =F"(X),
yew HOxyriX = X

et de la méme maniere VY € EVN 73(Y) = GN(Y). Cela prouve bien que 7* € TI(FN, GV).
De plus, par construction, on a

Y wmXY)r(X)Y) = > > w(X,Y)mH(X,Y)

XeEN YEEN XeZ Ve XeX,Yey

= Z Z w1 (X,Y) 7" (X,Y)

XeZ,Ve? (X)Y)eCx,y

- ¥ S by MY

C
XeZ, VeV (X,Y)eCx.y XY

= Z (5)(73; 7T(X X y)

XeX , Ye¥

= Y > WX, ) m(X,Y)

XeZ , Ve XeX,Yey

- Y WAL ) R Y).
XeEN YeEN
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Etape 2 : on considére le cas général o E est un espace polonais localement compact.
Soit (fn) et (gn) deux suites de P(EYN) telles que

1 & 1 &
- EZ%‘»n — FN, g":= EZfSBm ~gN
=1 j=1

faiblement dans P(EY) avec 47" Bi™ ¢ EN. Comme pour tout o € Sy, on a
ot f* — ofFN = FN otg" — otGN =GV

on peut supposer que f" et g"” sont symétriques*. Plus précisément, on modifie la définition
de f, et g, de la maniére suivante

e e Y Yt = LS Y,

o6y j=1 €GN j=1

et on a encore f* — FN f* —~ FN faiblement dans P(E"Y). On définit maintenant

{Aa(z BZ—’(Z)’ I<j<n, 1§Z§N}7
de sorte que fp, g, € P(E) ) D’apres la premiere étape, on sait que
3536) Wihg) = it [ Wi ) a(x.ay)

w€ll(fn,gn) JEN x EN

- / wi(X,Y) 7(dX,dY) = Wi(fu, gn).
7€ll(fn, gn) J EN x EN

oi1 on utilise ici que I’ensemble des plans de transport de P(EY x EN) de marginales f,, et
gn coincide avec II(f,,, g,) 'ensemble des plans de transport de P(EY x EV) de marginales
fn et gn D’une part, on sait que Wi(fn, gn) — Wi(FY, GV) puisqu’on peut construire
(fn) et (gn) telles qu’elles sont tendues dans Py (E”), et qu’alors convergence faible et
convergence au sens de W) sont équivalentes. D’autre part, puisque ¢ : BV x EN — R,
(X,Y) = e(X,Y) = Wi (p¥, p¥) est continue le probleme de minimisation

a, B8 € Poym(EN) — W(a, 8) = e%{x%f K /EN " o(X,Y)7(dX,dY)
™ «, %

rentre dans le cadre classique des problemes de minimisation de Monge-Kantorovich. De
plus, comme ¢ vérifie I'inégalité triangulaire ¢(X,Y) < ¢(X,Z) + ¢(Z,Y), la quantité WlT
vérifie également l'inégalité triangulaire®. Utilisant deux fois cette inégalité triangulaire
ainsi que l'inégalité ¢ < wi, on obtient

WIEN,GY) =W (faogn)] < WIEY, fa) + W (f, GN) = W (£, 90)]
< W{EY, fu) + Wi (gn, GV)
S Wl(FN7fn)+Wl(gn7GN)7
et ce dernier terme tend vers 0. En conclusion, on peut passer a la limite n — oo dans

I'identité (3.5.36) et en déduire (3.5.29). O

4ici 4 correspond & la mesure image par Papplication o, voir la définition 6.2.1, et non pas & un cardinal !

Spour voir ce dernier point, il suffit d’adapter la preuve de cette méme inégalité triangulaire dans la
démonstration du Théoreme 1.4.15. Une alternative possible est de reprendre la preuve de cette inégalité
triangulaire dans la démonstration du [50, Théoréme 7.3] qui repose sur le [50, Gluing lemma 7.6].
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Théoréme 3.5.36 Pour f € P(E) et (GV) un suite de Pyy,(EN) NP1(EYN), on note
Di(GN: f) = W(GF f¥), 1<j <N, Dyua(GNif) = Wi(GY . 6y).

Alors pour tout 2 < k, 0 < N+ 1, k # £, il existe v et oy ¢ de sorte que

Du(GY: f) < € (DG )™ + 55 )-

3.6 Compléments et questions ouvertes.

3.6.1 Exemples de suites chaotiques et symétriques

Exemple 3.6.37 L’exemple le plus simple de suite chaotique est ’exemple trivial de la suite tensoriée
FY € Py (EYN) définie par

FN(X) = f(z1) ... f(zn), X e EY,
avec f € P(E)N LY(E). On a alors FN — §; dans P(EN).

Exemple 3.6.38 Le premier exemple “non trivial” de suite chaotique, et c’est un des exemples les plus
fameuz, est la suite de mesures uniformes sur la sphére FN = on € P(RdN) définie par

1

ON = —~—— OcdN—1
ST

ot S}{,Nfl est la sphére de R de rayon VN, i.e.
SN = (X e R™; |X* = |z1]* + ... + |z~ ][> = N}

Lemme 3.6.39 (de Poincaré) La suite on est y-chaotique, ot v désigne la gaussienne centrée réduite
de R?

—d
(@) i= (2m) "2 exp(—|z[*/2).
Dans le méme esprit que dans 'exemple précédent, on a les deux exemples suivants.

Exemple 3.6.40 Etant donné f € P(R) assez réguiére (par exemple f € C(R) N P4(R)), on définit
FN € P(RY) la mesure produit f®N conditionnée ¢ SN ' par

FN = ZX;l f®N 651%71\7717 ZN = <(5S%N717f®N>.
On montre alors que FY est f-chaotique.

Exemple 3.6.41 FEtant donné f € P(R?) assez réguicre, on définit F¥ € P(R™), la mesure produit f&V
conditionnée a l'ensemble ¥y := {(z1 + ... + zn)/N = a}, par
FN =73 ¥ 65y

On montre alors que F™ est g-chaotique, avec g(z) := Z~*e*® f(z), A€ R, Z > 0.

Exemple 3.6.42 On définit FY € P(EN) une mesure de Gibbs par
FYN = Z31 19N exp(N® @ (i),
avec Zn une constante de normalisation, f € P(E), a € R, ® € Cy(P(E)), typiquement
®(p) == K(z,y) p(dz) p(dy), K € Co(E x E).
ExXE
On verra dans le prochain chapitre des conditions sous lesquelles F™ est chaotique.

Exemple 3.6.43 Plus généralement encore, on peut naturellement construire des suites FY € Pyy, (E™)

de la forme

1

FN(X) = on(IXPP), FY == (fRY + .. + 2%,

=

ou en considérant les produits de telles quantités.
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3.6.2 Interprétation probabiliste et limite ”détereministe”

e On appelle en général mesure (de probabilité) ponctuelle toute mesure p de la forme

N
p= Z a; Oz,
i=1

(telle que a; > 0 et de somme 1). Ici on s’intéresse a des mesures ponctuelles qui sont des mesures
empiriques : a; = 1/N pour tout 1 < ¢ < N. Si on se fixe a priori Uentier N, la donnée d’une mesure
empirique est la donnée d’un vecteur X € EV /6~ comme nous 'avons vu dans le premier chapitre.

e Maintenant, on appelle variable aléatoire & valeurs mesures ponctuelles (ou plutdt empiriques) toute

application
N (w)

1
M:Q—UNPN(E), Mw)= W Z 0, (w)
i—1

avec X;(w) € E. Si on se fixe a priori 'entier N, la donnée d’une mesure empirique alatoire M est la
donnée d’un vecteur aléatoire X : ) — EN/GN lié par la relation

N
1
3.6.37 M=py ==Y 6x,
( ) Hx N ; Xi»
c’est-a-dire
1 N
M (w,dy) = pX (o) (dy) = ~ D Sy—xi(w)-
i=1

On a ainsi une correspondance entre va & valeurs EV/Gy et va a valeurs Py(E). Pour M = p¥ une va

empirique et en notant F la loi de M dans P(E) (dont le support est porté par Py (FE))) on a pour toute
fonction ® € C(P(E))

[ aman = B@O)=B@GA) = [ 8) P (o da)
P(E) EN/& N

. / S ) FN (dar, .., de )
EN

ott Y est une mesure sur P(EY/Gy) (c’est la loi de X) ou de maniere équivalente F™ est une mesure
de Py (EN). On retrouve ainsi la correspondance entre la donnée de la loi FN € P(P(E)) d’une va &
valeurs mesures empiriques et la donnée d’une mesure de FY € Poym(EY) ~ P(ENS). Autrement dit,
l'application continue z — pY de EVY dans P(E) permet d’associée & toute va aléatoire X une mesure
empirique ”aléatoire” M par (3.6.37), et si X = (X1,..., X») a pour loi F¥ dans Psym(E"Y) alors pu¥ a
pour loi FV dans P(P(E)).

La condition m = §y € P(P(E)) avec f € P(E) correspond donc & une va M & valeur P(E) telle que

E@On) = [ o) midn) = ().

En remarquant que si D est une distance sur P(E) alors la fonction ® : P(E) — R, ®(g9) = D(g, f) est
continue, on obtient que E(D(M, f)) = D(f, f) = 0, donc D(M, f) = 0 p.s. ou encore M = f p.s. Ainsi la
loi de M est une masse de Dirac dy si, et seulement si, la va M est constante (déterministe) : M(w) = f
pour presque tout w € Q.

3.6.3 Quelques remarques naives sur la dualité P,,,,(EV)-Cy,(EY) et sur
I’entropie

Exemple 3.6.44 La suite u” € Csym(E™) la plus simple est le mondme

WV (X) = () + o+ ()

avec p € Cy(E). On a alors u™ — U dans Cy(EYN) avec

Ulp) == /E edp.
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Pour les exemples 3.6.37 et 3.6.44, on a 'identité

/ TR D'
E

Il
1
©

w(z:) f(w:) dz

e

.
Il

f:U(f):<5f7U>'

Exemple 3.6.45 En particulier, si on choisit FN = f&N et u™ = L log f*N = L (log f(z1) + ... +
log f(xn)) on a

1

(3.6.38) H(FN) = N

N log P = (P ) = [ (og ) 1 = H(7) = (65,0,
avec U(p) := [, (log f) dp.

On se pose une premiere question : peut-on déduire (3.6.38) des théorémes généraux de compacité et
convergence ?

Rappelons qu’en combinant le théoreme 2.2.6, la remarque 2.2.7, et le théoreme 3.3.19, on a établi les
critéres de convergence suivants

Lemme 3.6.46 Pour deux suites F € Pyyp(EYN) et u™ € C(EYN), on a :
- Si ||luN| + N ||VUNHL00(EN) < C alors il existe U € C(P(E)) tel que u™ — U fort;

- 8i FN — 7 faiblement et u™ — U fortement alors (FN ,u™) — (m,U).

Dans 'exemple 3.6.45,

-si f ¢ L* alors u” := % log f&N ¢ L>°(E™) et alors ce résultat n’est donc pas une conséquence du
Lemma 3.6.46 ;

- au contraire, si f € P(E) et log f € W *°(E) on a bien u™ (X) — U (définie ci-dessus), FY — §;
et le Lemma 3.6.46 implique

/ P / (p.log ) 6;(dp) = (f.log f) = H().
EN P(E)

On se pose une deuxiéme question : peut-on déduire la convergence de H (FN ) vers sa limite dans un
cas un peu plus général que précédemment et ceci toujours comme conséquence des théorémes généraux
de compacité et convergence 7

- Supposons maintenant f, g € P(E), log f, logg € W (E), ce qui implique en particulier 0 < 1/K <
f,9 < K < oo, et définissons F'V := L (f&N 4+ g®V) et v’V := L log FV. Ona FN — 1 (6 + ,) et

N 1 1 on | oN 1 N
= — — < — =
[u™ | N log <2f +g < NlogK K,
ainsi que
v = LIV AV 1V 1 |9t
i - N fON  g®N =N fen N~ g®nN

1 1
< w5 IVieg f(@i)l + 55 [V9eg g(i)| < C/N.
Comme on a également |uy| < C, on en déduit qu'il existe U € C(P(E)) tel que u"¥ — U et donc

1 N N /
— FlogF =
1‘ Vv EN Og EN

N FN = (2 (5 +8,),U) = 5U) + 3U9),

On montrera au prochain chapitre que

1 1 1
5 [ PN oerN — L)+ 3HG), H) = [ ologe
EN E
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Probléme ouvert 3.6.1 L’identification de U n’est toutefois pas claire (excepté dans le cas trivial f = g).
(a) Donner des conditions sur f, g # h pour que la suite

/ 7N L pog (2T
EN N 2

converge vers une limite que l’on puisse identifier.
(b) Peut-on identifier la limite de ulV = % log GY lorsque GN — 7 de “maniére réguliére”, ou méme
(GN) est “fortement” g-chaotique ?

Probléme ouvert 3.6.2 Les estimations présentées au Théoréme 3.4.27 sont-elles optimales ¢ On trou-
vera dans [13, 37] et dans la discussion de [1, Remarque 2.28] quelques éléments de réponses.

Exercice 3.6.1 Obtenir une estimation du type de celle obtenue dans le lemme 3.5.31 mais pour la dis-
tance WW22 de MKW a gauche de l’inégalité 3.5.25, et en utilisant la méthode utilisée dans la preuve de
(3.4.22). Obtenons-nous ainsi un meilleur taux ¢

3.7 Notes bibliographiques.

Les sections 3.1 & 3.3 reprennent une partie du cours [24] de P.-L. Lions dans lequel
n’est traité toutefois que le cas E compact. La preuve de (i) = (iii) dans le Théoreme 3.1.4
est diie a P.-L. Lions [24]. Dans ce méme théoréme, la preuve de (ii) = (iv) < (iii) est la
preuve “historique” de Hewitt et Savage [20]. Elle a été rédigée par K. Carrapatoso pour
son mémoire de Master 2. La section 3.3 reprend et développe également la problématique
du “Chapitre 5 - Propagation du chaos” des notes de cours de C. Villani [48]. Dans cette
section, le Lemme 3.3.13 est tiré du cours de A.S. Sznitman [45]. Le matériel présenté dans
la section 3.4 provient de Particle de S. Mischler et C. Mouhot [1] & ’exeption pres de la
preuve de (3.4.22) qui est tirée du livre de S. Rachev et L. Riischendorf [38]. Les résultats
présentés dans la section 3.5 sont, je crois, originaux : ils permettent de “quantifier”
les équivalences présentées dans la section 3.3 grace aux techniques de la section 3.4,
et surtout de montrer I’équivalence avec la mesure du chaos qui apparait naturellement
dans les techniques de couplage que nous présenterons au chapitre 6. Je tiens a remercier
M. Hauray qui m’a signalé une faute dans la preuve initiale du Lemme 3.5.35, qui m’a
proposé un schéma de preuve pour ce résultat, schéma que j’ai en grande partie suivi
dans la preuve présentée ici. On trouvera une preuve du lemme 3.6.39 de Poincaré dans
[45, Proposition 3.1] ou [9, Exemple 2] (qui fait remonter ce résultat & Mehler [30] en
1866). On trouvera la preuve de la chaoticité de la suite définie dans I’exemple 3.6.40 dans
[22] et [9, Théoreme 9]. On trouvera la preuve de la chaoticité de la suite définie dans
lexemple 3.6.41 dans [45, Proposition 3.2].



Chapitre 4

Entropies et mesures de Gibbs

4.1 Entropie “de niveau 3”.

Dans cette section E = R?%. Pour f € P(E) “fonction réguliére” on définit ’entropie
(de Boltzmann) par

(4.1.1) H(f):= /Ef log f.

Afin de définir cette quantité pour des densités f les plus générales possibles, on commence
par remarquer que

(41.2) H(f) = /E h(f /) Gy + /E flogG (= HO(f)

ot G (v) := Cy, exp(—|v|¥) € P(E), k,Cy, > 0, et h(s) := s logs—s+1. Le terme de droite
est alors bien défini comme élément de R U {+o0} dés que f € P(E) N LL(E) (c'est la
somme d’un terme positif et d’un terme fini). Enfin, on étend cette définition a p € Py (E)
en posant

(4.1.3) H(p) :== sup / (Gr &+ log Gy) dp — / W )Gy (= H®)(p))
¢eC.(E) JE E
olt h*(t) := e! — 1 est la transformée de Legendre de h.

Théoréme 4.1.1 (Caractérisation de I’entropie de niveau 3) Soit m > 0. Pour tout
T e Pn(P(E)), on a

1 . 1
Hir) = [ H(p)w(dp) = sup < Hy(m;) = lim ~H (),
P(E) jEN*J J—oo ]

ou m; dénote la suite de probabilités marginales définies dans le théoréme de Hewitt et
Savage et Hj est l'entropie de Boltzmann définie sur P,.(E’) et donc H = H.

Les quatre paragraphes suivants sont consacrés a la preuve du Théoréeme 4.1.1. Pour
ce faire, on introduit les définitions des fonctionnelles d’entropie de Boltzmann de “niveau
37 par

Hi(r) = supHy(my),  Ha(m)i= [ H(p)n(dp),
j>1J P(E)
pour tout m € P, (P(E)), et on montre que ces deux fonctionnelles sont identiques.
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4.1.1 Considérations élémentaires sur I’entropie de Boltzmann.

On commence par deux résultats élémentaires, mais fondamentaux, sur l’entropie
usuelle ( “de niveau 1”) de Boltzmann.

Lemme 4.1.2 Soit m > 0. La fonctionnelle P, (E) — RU {+oc}, p — H(p) est bien
définie par la formule (4.1.3) pour tout k € (0,m), est convexe et sci pour la notion de
suites convergentes p, — p si p, — p au sens faible des mesures et (pn,|v|™) est bornée.
De plus, la quantité H(p) ne dépend pas de lexpression de Gy utilisée dans la formule
(4.1.3) et H(p) < oo si, et seulement si, p(dv) = f(v)dv ou f est une fonction mesurable
telle que f log f € LY(E), et alors H(p) = H(f) définie par (4.1.1).

Preuve du lemme 4.1.2. On écrit H(p) = S1(p)+5S2(p) avec Sa(p) := (p,log G), k € (0,m),
de sorte que Ss est continue au sens de la convergence utilisée et Sy est sci convexe comme
transformée de Legendre/fonction conjuguée d’une fonctionnelle convexe. Montrons que
si p n’est pas une fonction mesurable, c’est-a-dire si elle n’est pas absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue A sur E, alors H®)(p) = +o00. Comme p est une
mesure réguliere (c’est une mesure borélienne finie) il existe une boule B = B(x,1) et
un compact K C B tel que A(K) = 0 et p(K) > 0. Pour € € (0,1), on considére une
fonction ¢, € C.(F) telle que 0 < ¢, < 1, p. = 1 sur K et ¢ = 0 sur K¢, K. := {z €
E; dist(z, K) <2} C 2B. On a ainsi K. \, K lorsque € — 0 et donc A(K:) — A\(K) =0,
et également

/Gkgpadpzinka/dp::/£>0.
E B K

En revenant & la définition de H®)(p) on obtient pour tout A > 0

H®)(p)

v

lim inf (GkAgoa—HogGk)dp—/h*(A(pE)Gk
e—0 E E

> Am+(p,logGk>—;in%)/ (e? —1)Gr = Ak + (p,log Gy).
— K.

La conclusion est donc bien H®)(p) = +oc0. Par ailleurs, pour f € P(E)NL}(E), il est clair
que H®)(f) < HA(f) puisque h(s) > ts — h*(t). Mieux, de h(s) = (logs)s — h*(log s)
pour tout s > 0, on tire en approchant ¢ := log(f/G}) par des fonctions régulieres

#O) = [ Guw -1+ [ fogc) = a0,
ce qui termine de montrer que les définitions (4.1.1), (4.1.2) et (4.1.3) coincident. O

Lemme 4.1.3 (i) Pour toutes fonctions f,g € L. (E) NP(E), m >0, on a

(4.1.4) H(f) :Z/Eflong/Eflogg,

ou de maniéere équivalente

H(flg) = /E f log(f/g) = /E a1t /g 1o(f/g) — flg+1]>0.
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(ii) Plus généralement, pour toutes fonctions f,g € L (E)N L., (E), m >0, on a

F
/flogizFlog—, avec F::/f, G::/g
E ) G E E

(iii) L entropie est suradditive : pour toute fonction F € L. (B )N Pyyn, (E77), 0,7 € N*,
m > 0, on a linégalité

(4.1.5) hi-i-j > hi + hj, avec hk = Hk(Fk) = /Ek Fk IOng,
ou Fy désigne la marginale d’ordre k de F'.
(iv) Soient E = R? et a > 0. Il existe une constante Cy := C(a,d) € R telle que pour tout
feP(E) on ait
(4.1.6) H(f) > C, —/ £ [v] dv.
E

(iv) Lorsque E =R%, f € LY(E)NP(E), g€ LY(E)NP(E), on a

d 1

[ F1oxg = ~H(slg) - 5 os2m) 5 [ Flof .
E E

Preuve du Lemme 4.1.3. (i) Le deuxiéme (et donc premier) point provient de ce que la
fonction s — slogs — s+ 1 est positive.

(ii) On écrit
/flog——F/f/Flg /fl

le premier terme est positif (c’est la deuxiéme inégalité énoncée) et le dernier terme est
celui annoncé.

(iii) Si hijt; = 4oo il n’y a rien a démontrer. Supposons désormais h;y; < oo. Dans
R U {—o0}, on calcule

hiyj —hi —h; = / Fiyjlog Fiyj
Eiti
—/ Fiijlog Fi(vt, .., v;) — / Fiyjlog Fj(vita, ., vitj)
Eiti Eiti
= / Fiyjlog Fiyj —/_ Figjlog F; ® Iy > 0,
Eiti Eiti
grace au point (i).
(iv) Grace & un argument de densité, il suffit de se restreindre au cas f € LY(E) NPy (E),
ce qui nous permet d’utiliser I’expression (4.1.1) ou (4.1.2). L’inégalité (4.1.4) avec g :=
Gr(v) = Ay exp(—|v|F) € P(E), Ay > 0, implique que
=z [ fogGe=togac— [ sl dv
E E

(v) D’une part, l'inégalité (4.1.4) avec g := (27)~ %2 exp(—|v|?/2) implique que

H(f)z/EflogG:—glog(27r)—%/Ef\v\2dv.
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Lorsque H(f|g) < oo, on écrit d’autre part

/E flogg = —~H(flg) + H(f).

On conclut en combinant ces deux informations. ]

4.1.2 La fonctionnelle H;.

Lemme 4.1.4 La fonctionnelle Hy : P, (P(E)) — RU{4o0} est bien définie, séquentiellement
sci, linéaire et pour tout m € P, (P(E))

Preuve du Lemme 4.1.4. Etape 1. D’une part, Hy(7) > Hy(m) et Hi(m) € RU{400} de
sorte que Hy(m) € RU {+o0}. Si 7V — 7 faiblement dans P,,(P(E)) on a, en particulier,
N

m; — m; faiblement dans P(E) et donc Hj(r;) < liminf HJ(TF;V) Cela implique bien que

‘H1 est séquentiellement sci.

Etape 2. On pose hy := Hy(my). Pour 4,5 € N* on a I'inégalité (4.1.5). Si hjy; < 0o on
en déduit h; < 0o et h; < oo. En d’autres termes h; < oo entraine h; < oo pour tout
J > i. Ainsi hj = oo implique également h; = oo pour tout ¢ > j et donc toujours dans
ce cas lim h; /i = 4+00. Supposons déssormais que hj < co pour tout j > 1. On note alors
s =suphj/j € RU{+oo}. Pour € > 0 et en choisissant k& € N* tel que hy/k > s — € si
s € R (resp. hi/k > 1/e si s = +00) on peut écrire j = mk +n, 0 <n < k de sorte que

hj = R lotn > mhy + hy > mk(s—€)+11<ninkhn >j(s—e)—C:
<n<

<resp. > mk(1/e)+ min h, > j/(2¢) — C’e).
1<n<k
Dans le cas s < 0o, on en déduit

h; h;
s > limsup — > liminf —£ > liminf[s — e — C./j) = s — ¢,
j—00 ] J—oo ] Jj—00

ce qui démontre
h; . hy
Hi(m) =sup— = lim —.
i J J—=o0 ]

Et on arrive a la méme conclusion dans le cas s = oo.
Etape 3. Etant données F,G € P,,(P(FE)) telles que H;(F;) < oo, H;(Gj) < oo pour
tout j > 1 et 6§ € (0,1) et utilisant la croissance de la fonction s — log s et la convexité de
la fonction s — s log s, on a

H;(0 F; + (1 -0)Gj)

/_<0Fj +(1-60)Gy) log(0 F; + (1— 0)G)
Ei

V

> /E OF; log(0 ) +(1-0) ;) log((1 — 0) )

HHj(Fj) + (1 — 9) Hj(Gj) + 0 log 6 + (1 — 9) log(l — 9)
> HOF;+(1—-6)Gj)+0logf+ (1 —0)log(l—0).
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Grace au résultat de I'étape 1, on en déduit immédiatement
HIOF+(1-60)G)>0H(F)+(1—-0)H1(G) > H1(0F +(1—-6)G),

ce qui est bien la relation de linéarité. Lorsque H;(F}) = +oo ou H;(Gj) = 400, on a
H;(0F;+ (1 —0)G;) = +o0, ce qui implique la linéarité (de part et autre de I’égalité les
termes sont égaux a +00). O

4.1.3 La fonctionnelle H,.
D’apres la définition de Hs il est clair que Hy : Pi(P(E)) — R U {400} puisque la
condition o € Py (P(F)) signifiant

my 1= / {p, |v]F) a(dp) < oo
P(E)

on a bien grace a (4.1.6)

Ho(a) > / <C’k —/ plv|* dv) a(dp) = Cp — my, > —o0.
P(E) E

La linéarité de Ho provient de la linéarité de l'intégrale. Le caractere sci de Ho est une
conséquence du lemme suivant.

Lemme 4.1.5 Soit (7V) une suite bornée de P(P(E)), k € (0,00), telle que ™ — 7
faiblement dans P(P(E)), soit donc (z{,|v|F) < C et (xV,®) — (m,®) lorsque N — oo
pour tout € Cy(P(E)). Alors, on a

Ho(m) < liminf Ho (7).
Preuve du Lemme 4.1.5. On introduit p; la solution de I’équation de la chaleur
Opr — Apy =0, po=p

pour tout p € P(F) donné. On calcule facilement

o[ ) = [ paw* <i [ o,

de sorte que p; € Pr(P(E)) pour tout ¢ > 0. Cette borne permet de définir I'entropie
H(p;:) et on calcule alors

[V pi|?
E Pt

Ot () = [ (1 Tog) A1 = <o,
de sorte que H(p;) < H(p) pour tout t > 0. De plus, p; — p faiblement P(R?) lorsque
t — 0, de sorte que par sci de H on a H(p;) — H(p) lorsque ¢ — 0. Enfin, en écrivant
pt = ¢ * p on voit clairement que p, — p faible P(R?) implique pp; — p; fort pour tout
t > 0. Ce dernier point implique en particulier que l’application p — H(p;) est continue
de P(R?) dans R pour tout ¢ > 0. On introduit maintenant la fonctionnelle régularisée

- / H(py) n(dp).
P(E)
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Pour tout ¢t > 0, on a donc
Hy () < Ho(n™) et H5(x™) — Hi(m),
ce qui implique

(4.1.7) Vit >0 Hi(r) < liminf Hy(x).

n—oo

Enfin, de H(p;) /" H(p) lorsque t — 0, on déduit par le théoréme de convergence monotone
que

(4.1.8) Ha(r) = lim H (7).

On conclut en combinant (4.1.7) et (4.1.8). O

4.1.4 Conclusion de la preuve du Théoréme 4.1.1.

Etape 1. Pour w;, 1 <1i < N, une partition de P,,(F), on introduit

1
=y + .. +any, ’YZ::Elwiﬂa ai3:/77(dp)7
w;

(2

ainsi que
N . .
V= Zai d¢,, fir=91= / p'(dp).
i=1 P(E)
Pour tout 1 <7< N on a

Hi(y') = S_ulej(W;") = H(fi) = H(f:),
j>1J

et par inégalité de Jensen

w(d (d
) = [ ™ s n ([ ) s,
En utilisant la linéarité de H;, j = 1,2, on en déduit
Hij(m) = arH;(v") + ... +anH;(Y")

> ay H(f1) + ... + ay H(fn)
= H(p) 7" (dp) = Ha(x")
P(E)
= a1H1(5f1)—|—...—|—OéNH1(5fN):HI(WN)'

Etape 2. Pour € > 0 fixé, on recouvre la grande boule BP,, 1/, par un nombre fini de
petites boules B; := {f € BP, 1/.; D(f, fi) <€}, 1 <i < N—1, 01 D désigne la distance
de MKW1 (ou encore de Kantorovich-Rubinstein) associée a la distance bornée dg(z,y) :=
|z —y| A1 comme définie au Théoreme 1.5.38. En effet, comme D métrise la convergence
faible de P(E), 'espace (BP,, /., D) est compact d’apres le théoréme 1.6.43. On suppose
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qu’aucune de ces boules n’est incluse dans une union d’autres boules et on définit wy := By,
wwi = BE\(BiU...UBj_1) pour 1 <k < N—-1letwy:=P,(E)\(B1U...UBy_1). On
a ainsi défini une partition de P,,(E). On considére maintenant une suite ¢ — 0 et (77)
une suite ainsi définie a l'aide de la partition correspondant au parametre €. Pour cette
suite, on a d’une part
Vi=1,2 Hj(m) > HT = limsule(ﬂN) = limsupHg(ﬂN).

N—oo N—oo
Par ailleurs, on remarque que 71 = 71, et en particulier
(m1’ s [o™) = (1, [0] ™) = M (1) < o0,

puisque 7 € P, (P(E)). Pour tout k € N* et ¢ = 1 ® -+ @ ¢y, ; € CL(E), de sorte que
loj(x) —¢;(y)| < Lj(Jx —y| A1) pour une constante L;, on a également

N
[ — )| = <Z/ ( %fﬁ—p®k)ﬂ(dp),cp>‘

N-1 k
= |2 / (fnvis <Pj’>> (fni—p, 90j>< I ¢ goju>) m(dp)
i=1 j=1"Y¥Ni ji<j s,

+/ (fRE = p™*, ) m(dp)
WN,N

Zk: (HH%’Hw) (H IIWII) (fn.i, p) 7(dp)

=l gy 3">j

T / 103 llee 7(dp)
WN.N

(]

Il
5
s

< cley [ aaprct e (p, [0} m(dp)
? 2_: w ? o lumyz1/e)
< (Cp+ C2 Mp(m))e — 0.

N

D’apres le Théoreme 3.3.14 cela implique bien que 7 — 7 au sens de la convergence

faible dans P(P(E)). Or le caractere sci des fonctions H; implique que
Vi=1,2 Hiln)<H = lij\gﬂanl(ﬂN) = 1}\1fniang(7rN).

On en déduit
Hy(r) = lim Hy (V) = lim Ho (1Y) = Ho(n).

Ce qui termine la preuve. O

4.2 Limite de mesures de Gibbs.

Cette section est consacrée au passage a la limite dans une suite de mesures de Gibbs en
méchanique statistique. Cette limite a été obtenue par Messer, Spohn [32] et par Caglioti,



92

Lions, Machioro, Pulvirenti [7, 8]. La preuve que nous présentons différe légérement de
celles que l'on peut trouver dans ces articles : elle est plus “économique” (nécessite moins
de bornes a priori) mais est également moins précise.

Avant de décrire (trés succintement) le probléme physique, nous commengons par
établir le résultat mathématique clé qui permettra le passage a la limite mentionné.

Théoréme 4.2.6 Soit E C Re. Soit (FN) une suite de Pgy,(EN) et 7 € P(P(E)) telles
que FN — 1 faiblement au sens ot FJN — 7; faiblement dans P(E’) et il existe C,a > 0
tels que (F{N,|v|%) < C. Alors

(4.2.9) H(r) < liminf %HN(FN ).

Preuve du Théoeme 4.2.6. Pour j € N* fixé, on introduit la décomposition Euclidienne
N =nj+ravecn € N* 0 <r <j—1. Enitérant I'inégalité de suradditivité (4.1.5), on a

Hy(FN) > n Hy(F)Y) + H (FN).

D’apres la borne inférieure (4.1.6), ’hypothese de bornitude des moments de FV et
I’équivalence des normes dans E", 0 < r < j — 1, on a aisément

Hr(Fvgv) > Oard_/ FN|U|adU
> ard C/ ’U’advzca,rd_CrCZK>_ooy

pour tout 0 < r < j — 1. On en déduit

1 Ny s o opny K
NHN(F) ~ H(F)) + &

et donc
hmmfNHN(FN) > - H ()

pour tout j € N* puisque N/n — j lorsque N — oo, Hj(m;) < 1imianj(FJN) et K/N —
0. On conclut grace au Théoreme 4.1.1. O
Dans la suite de cette section on suppose que F est une partie compact de R (ou

seulement de mesure de Lebesgue finie). Pour des potentiels a1 : B — Retay: EXE — R,
on définit I’'Hamiltonien

1 & g
= NZal(x —N Z o(z, z5)
i=1 =1

et la mesure de Gibbs associée

e—a(N)(X)

f(N)(X):W,

Z(N) = / e~ 1™ X gx.
EN

Pour tout g € Py, (EY) on définit son énergie

VM (g) := /EN a™ g(dX)
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et son énergie libre
FMN)(g) := VN (g) + HM(g),

ott HN) désigne (changement de notations) I’entropie sur E”V. La mesure de Gibbs f (N)
est 'équilibre associé & la fonctionnelle d’énergie libre F(V) (4 ’'Hamiltonien a(M)).

Lemme 4.2.7 Pour tout N on a

FM(FMy = inf PO ().
(f) et (9)

Preuve du Lemme 4.2.7. Un premier argument est le suivant. Si g est un point de mini-
mum pour F®) sous la contrainte d’étre d’intégrale 1, alors il existe un multiplicateur de
Lagrange A € R tel que

log g+ 1+4a™) = A,

d’ott on obtient fN). Un deuxiéme argument, plus explicite, est le suivant. On écrit pour
tout g € P(EY)

F(g) = HO (™) + [ (log ) +a™) g(ax)
EN

= HO(lr )+ [ (log ™+ ) 10 @)
EN

Y

HOFO0) 1 [ (log £ 4a) 19 ax) = PO (50,
EN

ce qui est bien 'inégalité annoncée. O

On fait les hypotheses suivantes sur les potentiel a;, i = 1,2 :

(4.2.10) a; est mesurable, i = 1,2, a9 est symétrique,
(4.2.11) lai || < M_ < 00, i=1,2,
(4.2.12) a1+ € L°(E), agy € L*(E?).

On définit I’énergie d’une densité de particules typiques g € P(E) par

V(g) = %//EXEaz(:v,y) g(dz) g(dy) € RU {+o0},

et son énergie libre par
F(g) := H(g) +V(g9) € RU{+00},

ou H = H; est I'entropie sur F. Il est classique de montrer qu’il existe au moins une
solution f € P(F) au probléeme de minimisation

(4.2.13) F(f) = i F(g),

et en écrivant 1’équation d’Euler correspondante, que f vérifie

(4.2.14) f(x) =2 exp </E az(z,y) f(y) dy> , Z€eR;.



94

On note . C P(E) I'ensemble des solutions f de (4.2.13). Soulignons qu’en général il n’y
a pas unicité de la solution de (4.2.13), et donc . n’est pas un singleton.

Pour 7 € P(P(E)) on définit son énergie libre (de niveau 2) par
F(m) :=V(m) + H(n),

ou H est I'entropie de niveau 2 définie dans la section précédente et V est I'énergie de
niveau 2 définie par

V(r) = /P L V@)

Théoréme 4.2.8 Il existe une sous-suite encore noté f&) et une probabilité de mélange
7 € P(P(E)) vérifiant supp® C .7 telles que f\N) — T faiblement. Plus précisément pour
la premiere égalité et de maniére équivalente pour la seconde égalité, on a

1
4.2.15 lim — FM (N = £(7) = inf F(x).
(4.2.15) am — FEU(f) = F(7) = inf F(r)
Enfin, si le probléeme (4.2.13) admet un unique minmum noté f € P(E) alors © = o et
toute la suite fO) est f-chaotique.

On commence par un résultat reliant énergie de niveau 1 et de niveau 2 dans I’esprit

du Théoreme 4.1.1.
Lemme 4.2.9 Pour tout m € P(P(E)) on a

1 1
(4.2.16) V(r) = lim - E(J)(Wj) = —/ as(z,y) mo(dx, dy),

j—00 J 2 JExE

ol T € P(E7) désigne “la marginale de degré j” associée a 7 et définie dans le théoréme
de Hewitt et Savage.

Preuve du Lemme 4.2.9. Puisque V est un “polynoéme” (au sens ou cela a été introduit
dans le chapitre 3) on a d’une part et par définition

v = [ GRS

= /P(E) {%[EQ az(z,y) p(dx) p(dy)} m(dp)

1

= 5/ a2($7y) 7T2(dx7dy)’
E2

On a d’autre part,

VO(r;) = /_a(j’(X)m(dX)
EI

1 1

= / - al(xi)—kf Z ag(xi,xj) Wj(dxl,...,dfl'j)
22 st J =1
1 1 1

= = / ai(xy) mj(dey, ..., dzj) + = Z / —ag(x1, x2) mj(dey, ..., dxj)
J = e J 52y JE 2

- /Eal(x)m(dx)—l—(j—l) /Ez%az(w,y)wz(dx,dy),
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ce qui implique bien que la deuxiéme égalité dans (4.2.16). (]

Preuve du Théoréme 4.2.8. Etape 1 - Bornes a priori. Soit ¢ € P(FE) N L*®(FE). Par
définition de fV) et I'hypothese (4.2.12), on a

1
(4.2.17) FFOEW) < ST FM @) < Fp) + flar 4]l < oo,

1
N
puisque
HM (BN = NH(p) et V(@) = (N~ 1) V(p) + / ardp.
FE

En reprenant la preuve du Théoréme 4.2.6, on a

1 ; 1
(4.2.18) ﬁH(J)(f;N)) < NH(N)(f(N)) +K_.

En définissant V_(N) a partir de as _, la preuve du lemme 4.2.9 implique

(4.2.19) % V_(N)(f(N)) = <1 — i) /E2 %GQ _(:El,:Eg) fz(N) (d:L'l, dl‘Q)

N/ ay,— a;l (da:l) < — M_

Combinant (4.2.17), (4.2.18) et (4.2.19), on obtient

1 : 1 1
(12200 g HOGY) < G FOG) 4 SVIVGO) 4 K
3

< F((p)+§M_+K_<OO.

Etape 2 - Passage a la limite. D’apres le Théoreme 3.3.16 de compacité, on sait qu’il existe
une sous-suite toujours notée V) telle que f&) — 7 faiblement. Plus précisément, grace
a la borne (4.2.20), on a pour tout j € N*

(4.2.21) f}N) — 7; faiblement dans L*(FEY).

On introduit as . := min(as, 1/¢) pour tout € > 0, de sorte que as < as et ag, € L™, et
la fonctionnelle d’énergie Va(N) associée. On écrit

(4.2.22) NH“V (F™) 4 = v (f ) < L pOD (),

1
N N

Toujours a cause du méme calcul effectué dans la preuve du lemme 4.2.9, on a

1 1\ 1 1
— MWy (1 ) = (N) (N)
N‘/E (f ) <1 N> 2 /;2 a2,€f2 dxdy—i_N/;alfl

de sorte que grace a (4.2.21) on déduit

(4.2.23) lim — V.M (FV)) = % / ag.e 7o dady.
E2
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Combinant (4.2.22), (4.2.23) et le résultat du théoreme 4.2.6, on obtient

1
H(T) + = / ag,e T dedy < liminf — FOV)(FV),
B2 N
pour tout € > 0, et donc par convergence monotone

(4.2.24) F(7) < liminf % FMN)(fN)y,

Etape 3 - Identification de la limite. Soit ¢ € .. Comme alors plog ¢ € L' et as p®¢ € L,

on vérifie sans difficulté que

lim - FY () = F(g) = 7(5,).

Or par ailleurs, pour tout IV,

1

1
A oy rny <

— ) (&N
N (=),
de sorte que

1 1
(4.2.25) lim sup NF(N)( FN)Y <lim ¥ FMN (2N = F().

On a également pour tout m € P(P(E)), l'inégalité

(4.2.26) A= . IRACLTE [ F)nde) = Fio).

P(E)

En combinant (4.2.24), (4.2.25) et (4.2.26), on en déduit

o

—  inf F
(¢) L . (m)

ainsi que

F(m) = lim L FO(79) = F(g)

ce qui prouve (4.2.15). La condition de support provient du fait que si supp m n’est pas

inclus dans . alors F(7) > F(p).

a
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4.3 Information de Fisher, entropie et chaos.

On introduit les information de Fisher

2
@)= [ FEE e zm = [ PRICECE

pour G € P(E’) et 7 € P(P(E)).
Lemme 4.3.10 Soit G € Psym(Ej). Alors pour tout 1 < £ < j la probabilité marginale

Gy satisfait
I(Gy) < I;(G).

Preuve du Lemme 4.3.10. On calcule

1 [VGR_ [ [ViGE _ :
L;(G) = ;/EJ G —/Ej e —/Ej\VllogG]G

= [V1log(G/Gy) + Vilog G|* G
o,

= /_{|Vllog(G/G4)|2+2V110g(G/Gg)-VllogGg—HVllogGAz} G
EJ

= Ty +Ty+Ts.
Or on a
T, = 2 . Vi(G/Ge) - V1Gy
_ 2/Ee v, (/ENZ(G/GZ)CZWH...(ZUN) ViGy =0,
T3 = /Ef (V1log Go|> Gy = Ii(Gy),
et on conclut en utilisant que 77 > 0. O

Lemme 4.3.11 Soit (f,,) une suite de P(E), E = R%, telle que
fn = f faible, (fn) bornée Pr(E), k>0, et I(f,) <C.
Alors on a
(4.3.27) I(f) <liminf I(f,) et H(f,) — H(f).
En particulier, si de plus, k > 2, [ fo(1,v,v]*)dv = (1,0,d) et I(f,) — I(M) alors
Preuve du Lemme 4.3.11. Etape 1. Par I'inégalité de Sobolev, on a

1fallzzere = IV Fall3zr < CallVV/ allze = CaI(f2)"? < C.
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Par Rellich, on peut extraire une sous-suite telle que \/f—nk converge p.p. et fortement dans
L?7 vers une limite notée V9, et donc f,, converge vers g en norme dans L7 N L,lf, pour
tout g € [1,2*/2), k' € [0,k), ce qui implique f = g. On a ainsi v/f,, — /f dans D', donc
VVfn — V+/f dans D', et enfin

I(f) = IVV/flI72 < liminf |[V\/f,7> = liminf I(f,).

Pour montrer la convergence de I’entropie on a recours a un procédé classique de découpage.
On écrit pour R, M > 1

H(g) = /B glogg—l—/c g (log g)+ 192M+/ g (log g)+ Lar>g>1
R

By By
/.

Pour le premier terme, on écrit que g (logg)y < C.g't® < C.g't?¢/M® sur {g > M}
avec € = (2*/2 — 1)/2. Pour le second terme, on écrit que g(logg)y < glogM <
g (log M) |v|F/RF sur {g > M, |v| > R}. Pour le troisitme terme, on écrit que logg >
—[v]¥/2 sur {g > exp(—|v[f/?)} et donc g(logg)- < glv/"? < glo|*/RF? sur {1 >
g > exp(—[v[*/?), |v| > R}. Pour le dernier terme, on écrit que g(logg)_ < 4./g sur
{0 < g <1} et donc g (logg)_ < 4 exp(—|v|*/2/2) sur {exp(—|v|*/?) > g >0, |v| > R}.
On a donc ainsi

CE IOgM 1 k _ll Ik/2
— < - v
‘H(g) /BRglogg‘ < M51(9)+< o +Rk/2>/g|”| +4/B e 3 .

c
R

g(log g)— llngef\u\k/Z - /BC g(log g) - le*‘”‘k/zzgzo'

c
R R

Comme || Br fnlog fn— | Br flog f par une variante classique du théoreme de convergence
dominée, on a bien démontré la deuxiéme convergence de (4.3.27).

Etape 2. On définit
D = {fGLl(Rd)’ fZO, /le, /f'U:O, /f|'U|2:d},

et M(v) := (21)~%? exp(—|v|?/2). On définit I'information relative de Fisher par

2
f<f>=/'vf' 1 [IVVIR 11 = 1) - 100 = 1)~ d

On va démontrer
(4.3.28) VfeD I(f|M) >0,

avec égalité si, et seulement si, f = M.
Pour f € D, I(f) < o0, on a

0<J(f) = /‘2V\/?+x\/ﬂ2fda:

= [ (U9VER 20V o ) de = 1(7) + Ma() - 24
= () —d = 1(f) — T(M) = (M),
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De plus, si I(f|M) = 0 alors J(f) = 0 et donc 2V+/f + z+/f = 0 p.p.. Par bootstrap
(injection de Sobolev, de Morrey, puis calcul différentiel classique) on en déduit que v/f €
C*. Soit alors zg € R? tel que f(xg) > 0 (existe car f € D) et O I'ouvert composante
connexe de {f > 0} contenant xy. On déduit de I'identité précédente que V(log+/f +
|z|2/4) = 0 dans O et donc f(z) = e“~17*/2 sur O avec C € R. Par continuité de u, on en
déduit que O = R?, et donc C' = —log(27)%? (condition de normalisation).

Etape 3. Par hypothese, et avec les notations de I'étape 2, on a f,, — f avec f € D.
Grace aux deux premieres étapes, on en déduit I(M) < I(f) < liminf I(f,) = I(M),
donc f = M. Or par (4.3.27) on a H(f,) — H(M), et on conclut en écrivant

(M) = H(5) - [ falog — H(f)~ [ flogdr =0,

O

On a vu que lorsque la dimension de I’espace est fixée un controle de I'information de

Fisher d’une suite plus sa convergence au sens faible implique sa convergence au sens de

'entropie relative (et également forte dans L'). Nous allons étendre ce genre de résultat
au cas de la dimension infinie et au cas de la dimension N — oo.

Lemme 4.3.12 Soit (7m,) une suite de Pp(P(E)), k > 0, telle que
T, — 7 faible et I(m,) < C.

Alors on a
Z(r) < liminfZ(m,) et H(m,) — H(r).

Preuve du Lemme 4.3.12. On reprend des arguments développés dans la preuve du
Lemme 4.1.5. La preuve de la limite inférieure étant en tout point similaire a celle de
la fonctionnelle Hs, on ne prouve que la deuxiéme convergence. On introduit p; la solution
de I’équation de Fokker-Planck

Ope =V -(Vpe+vp),  po=p

pour tout p € P(E) donné. On rappelle que pour J = H et J =1 on a J(p;) < J(p) pour
tout t > 0, que J(p;) — J(p) lorsque t — 0 et que p,, — p faible P(R?) implique que
pmt — pt fort, par exemple dans L? et avec une borne L? uniforme (qui ne dépend que de
t), pour tout ¢t > 0. Ce dernier point implique en particulier que ’application p — H(p;) est
continue de P(RY) dans R pour tout ¢ > 0. Pour voir cela, il suffit de reprendre la preuve
de la premiere étape dans le Lemme 4.3.11 et d’y remplacer la borne sur I'information de
Fisher par une borne sur une borne L? de (p,,;) On introduit maintenant la fonctionnelle
régularisée
Hi(r) = H{(pt) w(dp).
P(E)

Utilisant que I(p;) < I(p) pour tout ¢ > 0, on a

[H(pt) — H(p)| =

/0 T(ps) — I(M)] ds| < t [I(p) + T(M)].

On écrit alors

H(mp) — H(w) = (H(mn) — Hi(mn)) + (He(mn) — He(m)) + (He(m) — H(m))
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avec

Hu(m) = [ Hip)n(dp).
P(E)
On a évidemment, pour tout ¢ > 0
Hi(mn) — He(mw) lorsque n — oo

et on a également pour tout a € P(P(E))

[Hi(a) = H(a)| < /P(E) |H (pt) — H(p)| a(dp) < t[Z(a)+ I(M)].

On conclut en combinant ces deux informations. O
Lemme 4.3.13 Soit (FN) une suite de P(EN) et g, f € P(E), E =R, On suppose
D?(—logg) > K € R, I(f) < oo, My(FN)<C, FNest f-chatotique,

ainst que
I(FN|g®N) <€ ou I(FY)<C, |Viogg(v)| < C (v)*?,

avec K € R, C € (0,00), k € (2,00). Alors F'N est “entropie chaotique” au sens ot
H(FN|g®N) — H(flg).

En particulier, si de plus D*(—log f) > K et I(FN|f®N) < C, alors FN est “entropie
relative chaotique” au sens ou

H(FN| oY) — 0.
Preuve du Lemme 4.3.13. On définit GV := ¢®N de sorte que si g = e~ ¥ avec D%p > K
au sens des matrices symétriques de E, on a GN = e YN, Uy = S ah(v;), avec D*W > K

au sens des matrices symétriques de EV. D’apres une égalité de type HWI (que I'on peut
trouver dans [36, preuve du Théoréme 3|)

(1329) H(FNIGN) < H(FENIGN) 4 \[TEN|GN) Wo(FN, £2N) 4 5 Wo(FY, 72N,

ou on rappelle que

1
H(glo) = [ 105",
10l) =57 [ A1V 5P,

1
0% 2— —  inf X —Y]?r(dX,dY).
»(8, ) Nweﬁl%a,g)/EzN‘ |“m(dX,dY")
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D’une part, on a

N
1 . 1 ) |2 |* + |yi|*
~ __inf X -YPrdX,dY) < — f leal® +1wil® o5 gy
Nneﬁ]%am/];m' Fm(dX,dY) = & el ﬂ)/EQN T m(dX.dY)

1

N inf i i21m~—~ dX,dY

+N i 7'('611_[1%0{5) /EQN ’f]}' y‘ |z —y: | <M 7T( )
1
< = (Mi(a) + Mi(5))

N
M inf iy A M) ) w(dX,dY),
+Minf /EQN ( 2:: lzi —y ) 7( )

de sorte que

WQ(FN,f®N) <

5 (Mi(FN) + My(f)) + MW (EY, f9N)

avec WM la distance de MKW définie & partir de la distance bornée ci-dessus et donc
WlM (FN, foN) — 0 lorsque N — oo puisque FV est f-chaotique. On en déduit que
Wo(EFN, fN) — 0 lorsque N — oco. D’autre part, en développant le carré et en utilisant
une intégration par parties, on a

1
N EN

_ N i N N |2 N
= I(@ )+N/ENF [VIog GV [* + 2867

vEN  vaN|?

N
FN GN F

I(FNiGNy =

Utilisant

N
V log g®N‘2 +2Alog g®N = Z Vi log g(vi)|* + 2 A; log g(vi)
i=1

et la propriété de symétrie de GV, on obtient
I(FN|g®N) = I(FN) + / FY [|Vioggl® +2Alogg] .
E
Puisque |Vlogg|? < C (v)*/2 et Alogg < —K on en déduit que I(FN[g®N) est une suite
bornée (puisque majorée). On conclut grace a (4.3.30) que
(4.3.30) lim sup H(FN|g®Y) < limsup H(f®N|¢®N) = H(flg).
Corollaire 4.3.14 Soit (FN) une suite de P(EY), E = R On suppose
I(FNYy<C, M(FN)<C, k>2.

Alors
|H(FN) — H(FMY)| < CWo(FN, (FV)®N)

En particulier, si FN est f-chatotique, alors FN est “entropie chaotique” au sens ot

H(FN) - H(f).
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Remarque 4.3.15 Le corollaire 4.3.14 est une version “forte” du chaos dans lesquelles
on demande plus que la simple convergence faible des marginales.

Probleme ouvert 4.3.1 Sous quelle condition sur FN une suite f-chaotique et GN une
suite g-chaotique, a-t-on
Hy(FY|GY) — H(flg)?

Remarque 4.3.16 On alogdet D?p < Ap —d si ¢ : R — R. La preuve est la suivante.
Comme D?p est symétrique, elle est diagonalisable, et appelons A1, ..., A\q ses valeurs
propres et A la matrice diagonale associée, de sorte que

log det D%p = log det A =log(J [ As) = D log As.

En utilisant 'inégalité log A\; < \; — 1, on obtient

log det D% < Z()‘Z — ) =trA—d=trD*p—d=Ap—d.

Théoréme 4.3.17 Soit (FV) une suite de Psy,(EN) telle que My (F{) est bornée avec
k>2et FN — f faiblement dans P(E).
Dans cette série d’assertions, chacune implique la suivante.

(i) (FN) est f-Fisher chaotique, au sens o I(FN) — I(f), I(f) < oo

(ii) I(FN) est bornée et (FN) est f-Kac chaotique ;

(i4i) (FN) est f-entropie chaotique, au sens ou H(FN) — H(f), H(f) < oo ;

(iv) (FN) est f-Kac chaotique.

Preuve du Théoréme 4.3.17. Montrons (iii) = (iv). On extrait de (F) une sous suite,
encore notée (FV), telle que Fi¥ — my faiblement dans Psy, (E?), et donc m = f. On a

H(m) < H(mo) < liminf H(FY) < liminf H(FN) = H(f).
On en déduit H(my) = H(f) et donc mo = f©2, ce qui signifie bien (iv).
Montrons (i) = (ii). La preuve est identique. Comme précédemment on montrer que
I(my) < I(mo) < liminf I(FY) < liminf I(FYN) = I(f).

On en déduit I(me) = I(f) et donc my = f2] ce qui signifie bien (ii). O

4.4 Notes diverses.

4.4.1 Mesures de Gibbs et information de Fisher

On considére 'Hamiltonien a™) défini dans la section 4.2 avec a2/ la fonction de Green associée a
I’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet dans un ouvert borné E C R?, soit donc

wlwy) = —4 logle—yl+H5(ry),

B . .
> - Y — oo .
2 \ogdiam(E) - B3]

avec 7 : E X E — R est une fonction symétrique et harmonique dans les deux variables et 5 > 0. Avec les
notations de la section 4.2 on rappelle une borne sur f*) obtenue dans [7].
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Théoréme 4.4.18 [7, Théoréme 3.1] Il existe deuz constantes C = C(B,E), K = K(B, E) telles que
M) <re PR <K yX e B, 1<j<N.
Corollaire 4.4.19 Il existe une constante C' = C(S, E) telle que
1
—In(fMy<cC.
SIv(Y) <
Preuve du Corollaire. On écrit

1 Ny _ [Vaf NP2
NI = /W

/EN |V1a(N)|2f(N)

2

1
= /EN Nz2vla(x1,x]‘) f(N)

Jj=2

N-1)?g
%22/ Via(z1,22) - Vi, ax) £
k=2 YE?

IA

Kz/ |Via(z,y)|? dedy < C/ (1+ #) dzdy,
E2 Bpa (0,M) |z — y]

et ce dernier terme est fini. (m

4.4.2 Entropies pour des combinaisons finies d’états purs
Exercice 4.4.1 a) - Soit m € P(P(E)). A laide de l'inégalité de Jensen (dans P(E)) montrer que

1
Hy(my) = 5 [ logmy < (m) o= [ E@)io),

Soient maintenant fi, ..., fn € P(E) telles que H(fr) < co. On considére m := (dy, + ... + 055 )/N €
P(P(E)). } _
b) - Montrer que w; = (f27 4+ ... + f27)/N satisfait

. ®jJ ®J
milogm; = L(H(H)+..+H o[ /N )
[ mos L)+t H D + [ <Nﬁj Nm_)

avec ® : RY — R définie par

1 1
®(X) :=z1 log (N—:m) + ...+ zn log (N—:EN> .

c) - Montrer que VX € RY, Yuwi=1,—1logN < ®(X) <0, et en déduire

1/ milogm; = H(mw) — O <10g. ) — H(m).
,] B j Jj—o0

d) Retrouver le résultat du Théoréme 4.1.1 dans le cas particulier m := (§f, +...+ 055 )/N € P(P(E)).

4.4.3 Retour sur 'information de Fisher
Exercice 4.4.2 Montrer que I;(g%7) = I1(g) pour tout g € P(E).

Probleme ouvert 4.4.1 a) - A-t-on Iy est sci au sens suivant : si (GV) est une suite de Psym (E™) qui

est g-chaotique alors
Z(6,) < liminf In(GN)?

b) - Plus simplement, a-t-on Z(mw) = lim I;(7;) ?
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On va faire un calcul dans le cas le plus simple. On prend G = 1 (8, +0x) avec g = 7, h(z) = y(z — a).

On a alors G; = 3 (g®N + h®N). On commence le calcul
I;(Gy) = /_|V1 log(G;/Gi-1)> G + I;-1(Gj-1)
EJ
J
= > T+ IL-1(Gm),
k=1
avec
Jk = /k |V1 log(Gk/Gk,1)|2 Gk
E
/ ViGr  ViGi— 2G
P en Gea | "
Or on a

0g=—-vg, Oh=—(v—a)h, O0.Gr= —% (v1 ¢%F + (v1 — a) K®F)

ce qui implique

et donc avec la notation g = g(vk), hx = h(vg)

011G  ViGra ’2 2 ’ h&k pet—D 2
Gr Gr 1 g®k 1 ok~ g8G—1) 4 pek-1)

| B gD gy g
‘ (g®F + h®k) (g8k—1) 1 po(k-1) ‘

On écrit maintenant

pEk=1) (@ (k1)

g
(g®k + h®k) (g®(k—1) + h®(k—1)

o=atoua). eula)= [ 5[ G (e = g0

Puisque 0, (h—g)* = 29ah (h—g), aga(h—g)‘?azo =2 (8ﬂh)\2a:0 =292 g%, il est facile de voir que ¢ (0) = 0,
(92)®(k*1)

¢, (0) =0, et
" _
“@"Lumwawwv

1 _
= —/ g®“c 1)1)13%:
8 Jgk

Il n’est pas clair que I’on puisse en déduire quelque chose de pertinent !

2
9" 20 gi

00— —

4.4.4 Retour sur I’entropie relative

Lemme 4.4.20 Soit E =R%. Si f, = f L'(E)NP(E) et gn — g p.p., alors
(4.4.31) H(f|g) < liminf H(fn|gn).

Mieuz, si fn — f et gn — g faiblement dans L' (E) N P(E), alors

(4.4.32) H(flg) < liminf H(fn|gn)-

Probléme ouvert 4.4.2 Sous quelles conditions (supplémentaires) sur fn — f et gn — g faiblement
dans L*(E) NP(E) a-t-on

(4.4.33) H(flg) = lim H(fn|gn)?
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Idée de la preuve du Lemme 4.4.20. Etape 1. On montre (4.4.31). On montre que f = 0 sur Ao := {g = 0}
de sorte que par définition H|a,(f|lg) = H(0[0) = 0. On a g, — 0 uniformément sur A. C Ao avec
|Ao\A:| < e. On raisonne par l'absurde et on peut donc supposer également que f > e sur A., que
A: C B(0,R) et que H(fn|gn) < C. On a alors

¢ = H(falgn)

> [ ghihan)
Ac

> / fnlogfn“!‘/ fn(_logg7l)+/ gn_/ fn
Ac Ac Ae Ae

> [ e toget + (Slog gl an) [ a1
A A

€

et cela est absurde puisque le terme du milieu tend vers

(—log 0]l (4.)) /A f = tool

Maintenant, sur A={M >g>¢c}ona

[ ror= [ froma— [ £+ [ as
§liminf/Afnlogfn—Afnloggn—Afn+Agn

<liminf H(fn|gn),
ce qui termine la preuve de (4.4.31).

Etape 2. On montre (4.4.32). Il suffit d’écrire

H(falgn) = /E h(falgn) do

avec h(zly) := z log(z/y). Or on calcule son gradient et sa Hessienne

Vh(x|y):< Hiof/(;/y) ) D2h(x|y):< _11/2/ ;/153 ) >0,

ce qui prouve que h est convexe par rapport a ses deux arguments. Il suffit alors d’écrire

H(falg) = sup [ {o) £u(d0) + 6 (0)gn(d) = 1" (ol0), ()} do
P Y€eC(E)JE

olt h* désigne la fonction conjuguée de h dans R2. Et il n’y a pas de difficulté pour passer & la limite

inférieur dans cette derniére expression. (m

4.4.5 Injection d’espace de configurations sur £V dans un espace régulier

Nous avons vu (et nous reverrons) que linjection EY — P(E), V + uf) est utile pour passer d’un
espace de N particules & un espace fixe de configurations N — oo, et donc pour établir des limites de
champ moyen. Pour pouvoir opérer dans un tel cadre il est nécessaire que les modeles avec lesquels on
travaille soient “assez réguliers”. Une question naturelle est donc de savoir si on peut travailler dans un
cadre plus régulier que celui des mesures qui aurait comme avantage de pouvoir considérer des modeles
moins régulier. L’objet de cette section est d’esquisser une piste possible. Voici deux résultats élémentaires
et une question. On fixe p € S(E) NP(E), E = R?, et on définit pour tout N € N*, ¢ > 0,

N
1 1 zZ—v;
py = i > pi, pi(z) =p"(z—w) = = p(—)
=1

gd €

Lemme 4.4.21 Si f € L*(E) NP(E), alors

2
N2 ®N 2 llpllz2
/EN luv iz f77 @V) < | fllize + N
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Preuve du lemme 4.4.21. On calcule

/E ey £V (@V) =

_ _ RN _ QN
;/N (0= v0) (0 — ) FE (dV) + 5 z/EW (0 — 02N (V)
= Tt [ o) o) (e + ) ey + v)dadydo + / S

E3

UV — U;

)f(vl) dvidv

et on utilise 'inégalité de Young f(ex + v)f(ey +v) < f(ex +v)? + f(ey + v)? afin de borner le premier
terme. Lm
On souhaite maintenant se passer de I’hypothése de tensorisation.

Lemme 4.4.22 Soit FY € P(EY) et E =R avec d = 1, alors

2
N2 N 12, llpllze
/EN lpv 22z £ (dV) < Cp Ia(F; D EEEE N

Preuve du lemme 4.4.22. On reprend le calcul précédent

[ ey P @v) =

=2/

5 (v —v;) p° (v —v)) FN(dV) + — Z/ p°(v—v)?FN(dV)
i) pvan”

N+l
= % p(z) p(y) F (ex + v, ey + v)dadydv + Nl = / Eidpz(

E3

UV — Uy

) FlN (v1) dvidv.

On ne peut plus utiliser I'inégalité de Young pour borner le premier terme, mais le second terme se majore

—d/2 6712/2

de la méme maniére. On suppose maintenant que p(z) := (2m) . Le premier terme devient

T1 (N —1)/N, avec

c
/]RQd (Ad 52d ( { ’U - ’02)2} ) dv) FZN(UMU?) d’Uld’U2
c V1 +112 |va —1)1|2 N
/de (/ﬂ;d €2d ( { — ‘ + 3 dv | Fy' (v1,v2) dvidve

/ £ exp (—%) FQN(vl,vg)dvldvg

Ty

Maintenant, on suppose que d = 1, de sorte que

UL o |v2 —z|® z|? 0 N
T1 = Az/ < 452 ) d:Ca—vng (1)171}2) dvldvg
N2 1/2
S C |81F2N| d’Uld’Uz S O </ M dvldvg) s
R2 R2 F2
par intégartion par parties. m

Probléme ouvert 4.4.3 Peut-on trouver des fonctionnelles, par exemple du type de “information de

Fisher généralisée”
v 2k Dk 2
n= [ He o s = [ L
e f g [

qui jouissent de bonnes propriétés concernant la dimension croissante de l’espace (du type de celle que I’on
a démontrée pour linformation de Fisher usuelle dans le lemme 4.3.10) et pour lesquelles un résultat du
type obtenu dans le lemme 4.4.22 soit vrai en dimension d > 2 ¢
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4.5 Notes bibliographiques.

L’énoncé (sous une forme légerement différente) du théoreme 4.1.1 apparait dans 'ar-
ticle de L. Arkeryd, S. Caprino et N. Ianiro [3] de 1991. Ils citent P’article de D.W. Robinson
et D. Ruelle [39] datant de 1967 comme référence pour la démonstration. Toutefois le cadre
de larticle [39] est un peu différent de celui développé dans ce chapitre et la preuve repose
sur un résultat (de représentation ?) de G. Choquet et P.A. Meyer [12] que je ne comprends
pas. La preuve du théoreme 4.1.1 présentée ici repose d’une part sur des arguments clas-
siques de sous additivité de I’entropie comme ils preuvent apparaitre dans [39] ou [16] dont
le lemme 4.1.4 est tiré. Cette preuve est peut-étre originale, elle permet en tout cas de se
passer de 'argument de G. Choquet et P.A. Meyer.

La section 4.2 reprend I’étude d’un probleme introduit dans un article de Messer,
Spohn [32] puis de Caglioti, Lions, Machioro, Pulvirenti [7, 8]. Les preuves présentées en
sont largement inspirées.

Les résultats (essentiellement les deux derniers) de la section 4.3 donnent des réponses
a des questions posées dans [9]. On renvoie a [9] pour d’autres résultats de cette nature,
liant chaos au sens de Kac et chaos “au sens entropique”.
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Chapitre 5

Calcul différentiel sur P(FE)
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Deuxieme partie

Problemes d’évolution
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Cette partie est consacrée a 1’étude de problemes d’évolution. Partant d’une dynamique
de N particules, on souhaite identifier la dynamique typique d’une particule dans la limite
de champ moyen, c’est-a-dire, lorsque N — oo et l'action (subie/exercée) par chaque
particule est de l'ordre de 1/N. Nous allons concidérer uniquement trois modeles :

(a) - Le modele de Vlasov pour lequel la dynamique du systéeme de N particules est
donnée par un systeme d’EDO et la dynamique de la particule typique est donnée par
I’équation de Vlasov.

(b) - Le modele de McKean-Vlasov pour lequel la dynamique du systéme de N parti-
cules est donnée par un systeme d’EDS Brownien et la dynamique de la particule typique
est donnée par ’équation de McKean-Vlasov.

(c) - Le modele de Boltzmann-Kac pour lequel la dynamique du systéeme de N parti-
cules est décrit par un processus de collisions (processus de Markov & sauts) et la dyna-
mique de la particule typique est donnée par I’équation de Boltzmann (homogene).

Nous allons identifier les dynamiques typiques pour ces modeles en utilisant quatre
stratégies ou méthodes différentes.

(1) - La méthode de la mesure empirique. Cette méthode n’est efficiente que pour le
modele de Vlasov (déterministe!). L’idée est de montrer que la mesure empirique associée
a la dynamique des N particules est solution de ’équation (non linéaire) de Vlasov et
d’utiliser un résultat de stabilité sur cette derniere équation. On utilise ici 'injection
EN ~ Py(E) C P(E), puis on travaille dans P(E).

(2) - La méthode dite de couplage. Cette méthode a été developpée pour traiter le
modele de Vlasov-McKean et sera présentée d’abord sur le modele de Vlasov. L’idée est
d’introduire une dynamique a N particules auxiliaire (plus simple car découplée) et de
montrer que les trajectoires (dans EN ) du modele de départ sont proches des trajectoires
du modele auxiliaire.

(3) - La méthode de la hiérachie BBGKY. Cette méthode s’applique aux trois modeles
mais ne permet pas d’avoir de taux de convergence. L’idée est de décrire la dynamique du
systemes de N particules par la dynamique de sa loi FV(t,-) et, dans une premiere étape,
d’identifier ’équation limite satisfaite par la limite 7; de la loi marginale F]-N (t,-) lorsque
N — oo et cela pour tout j > 1. On obtient ainsi une famille (hiérachie) d’équations
satisfaite par la famille 7 = (7;) et pour laquelle on démontre 'unicité de la solution.
On travaille ici dans Psym(Ej ) pour tout j > 1 fixé, puis dans l'espace des familles 7 =
(m;) des mesures de probabilité compatibles dans (Psy,(E7));j>1. Enfin on utilise que
(Psym(E7))j>1 ~ P(P(E)) par Hewitt et Savage, et qu’a une solution f(t) € P(E) de
’équation de champ moyen, on peut associe une (la!) solution statistique (f(¢)%7);>1 ~
d(1), ce qui permet d’identifier la limite et de conclure.

(4) - La méthode de dualité dans C'(P(E)). Cette méthode s’applique également aux trois
modeles et elle permet d’obtenir un taux de convergence. On peut I'interpréter comme une
méthode “de la hiérachie BBGKY quantifiée”. L’idée centrale est de se ramener a comparer
la dynamique dans C(P(E)) engendrée par FV(¢) (en utilisant la dualité P(EY) —C(EN)
puis la projection C(E™) ¢ C(P(E))) et celle engendrée par f(t) (par “pullback”).

Il est important de noter que, sauf dans le cas de la méthode de la mesure empirique, la

convergence vers la dynamique typique est démontrée en méme temps que le résultat
(beaucoup plus fort) de propagation du chaos (éventuellement quantifié).
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Chapitre 6

Introduction au modele de Vlasov,
a la méthode de la mesure
empirique et a la méthode de
couplage

6.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la dérivation d’une équation de type Vlasov avec coefficients
réguliers comme limite de champ moyen d’une dynamique déterministe sur un systéeme de
N particules. Le grand intérét de ce modele est qu’il est le plus simple possible (des modeles
que nous traitons ici) et que les quatre stratégies présentés précédemment fonctionnent
pour obtenir la limite de champ moyen et démontrer la propagation du chaos. La méthode
de la mesure empirique et la méthode de couplage seront présentées dans ce chapitre. Nous
renvoyons aux chapitres ultérieurs pour l'illustration sur ce modele de la méthode de la
hierachie BBGKY (chapitre 8) et de la méthode de dualité dans C(P(E)) (chapitre 9).

On consiére un systeme de particules identiques en interaction déterministe décrit par
sa variable d’état Y (t) = (yi(t),...,yn(t)) € EN, E = RP ou E = le tore, et dont la
dynamique est gouvernée par un systeme d’EDO dont la forme la plus simple est

(6.1.1) 1<i<N, gi=A@W,n), vi(0)donné,

avec A: Ex P(E) — E, (y,g9) — A(y,g) une application réguliere.

On souhaite montrer que dans la limite de champ moyen, c’est-a-dire ici simplement
N — o0, la dynamique typique est gouvernée par I’équation de Vlasov (équation non
linéaire de transport)

(6.1.2) ohf+V(Aly,f)f)=0 dans D'((0,T) x E), f(0)= fodonnée.

La section 6.2 est consacrée a une rapide introduction a I’étude des équations de trans-
port linéaires et la section 6.3 a celle des équations de transport non linéaires du type
(6.1.2). Dans la section 6.4 on obtient (6.1.2) comme limite de champ moyen de (6.1.1).
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On y montre que si Y (t) est solution de (6.1.1) alors ,ug(t) est solution de (6.1.2), puis que

B — fo implique pf,y — f(2),

ou f désigne la solution de (6.1.2) de donnée initiale fy. Plus précisément si Y (0) est une
variable aléatoire de loi FON et si E désigne I'espérance associée, on démontre

(6.1.3) E(W1(ug 4y, £(£)) < " EWi (1), fo)),

ce qui implique en particulier que si Y (0) est fo-chaotique alors Y(¢) est f(t)-chaotique.
Enfin, la méthode de couplage est introduite dans la section 6.5. Cela nous permettra de
retrouver et méme d’améliorer le taux de convergence qui découle de (6.1.3).

6.2 Equation de transport linéaire et la méthode des ca-
ractéristiques

Soit B = B(t,y) : (0,T) x RP? — R un champ de vecteur de classe C'' N Lip et on
note L une constante de Lipschitz de B en la deuxiéme variable :

vte[0,T], Yo,y eR”  |B(t,z) - B(t,y)| < L|z - yl.

On appelle équation de transport une équation de la forme

0
(6.2.4) a—{ +V(Bf)=0 dans D'((0,T) x RP),
ousoit f = f(t,z) > 0 est une fonction mesurable, t > 0,y € RP soit f = f(t,dz) = df;(z)
est une application de (0,7) dans P(RP). On dit que (6.2.4) est linéaire si B est une
fonction donnée, on dit que (6.2.4) est non linéaire si B est une fonction qui dépend elle-
méme de 'inconnue f. Nous commencgons par nous intéresser dans cette section au cas

linéaire ou B = B(t,y) ne dépend pas de 'inconnue.

Définition 6.2.1 (Mesure Image). Soient (E,&, 1) un espace mesué, F' un ensemble
et ® : E — F une application. On peut définir une tribu F sur F en posant F := {A C
F; @7 1(A) € &}, cest la plus petite tribu de F rendant mesurable Uapplication ®, et
on peut définir une mesure v sur F en posant YA € F v[A] := p[® 1 (A)]. On notera
v=>®4u et on dira que c’est la mesure image de p par ®. On a donc pour toute fonction
mesurable f: (F,F) — Ry la relation

/Ffd(@ﬁu):[Efo@du-

Définition 6.2.2 Soit B : (0,7) x RP? — RP un champ de vecteurs, on appelle ”ca-
ractéristiques” associées a B et issue de xq la solution (mazximale) de I’équation

(6.2.5) §(t) = Blt,y(),  y(0) = yo € R”.

On note y(t) = ®ryo = ®E(yo), de sorte que L&4(y) = B(t, 4(y)) pour tout t € [0,T],
y € RP.
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Théoréme 6.2.3 (Caractéristiques). Soit B un champ de vecteurs de [0,T] x RP
dans RP de classe C' N Lip, de sorte que les caractéristiques sont bien définies et que
Vapplication flot ®; : RP — RP est un difféomorphisme de classe C' pour tout t € [0,T).
Etant donnée fo € M (RP), l'unique solution f € C([0,T]; M'(RP) — w) de I’équation
(6.2.4) et associée a la condition initiale fo est donnée par

(6.2.6) Flt,)=d4fo VteR.

Etant données deuz conditions initiales fo, go € P1(RP) et soient f,g € C([0, 00); P(RP)—
w) les solutions de ’équation de transport (6.2.4) correspondantes, alors

(6.2.7) vVt e [0,7] Wi(fi, 9t) < e“"Wi(fo, 90)-

Remarque 6.2.4 Pour le systeme déterministe ci-dessus associé au champ de vecteur B,
on dit que (6.2.5) est une description Lagrangienne (ou trajectorielle) de sa dynamique
alors que (6.2.4) en est une description Eulerienne. La relation (6.2.6) montre I’équivalence
de ces deuz points de vue.

Preuve du théoreme 6.2.5. 1. Montrons que f(t) := ®, 4 fo est solution de (6.2.4) . Fixons
¢ € D(RP). On a alors

(%) Z%/RD”“) _ %/RD £(@4(y0)) foldyo)

— / (Vgp)(<1>t(yo))'%(@t(yo))fo(dyo)
RD

— /}RD(Vgo)(@t(yo)) - B(t, ®:(yo)) fo(dyo)
_ /R (Vo)) Bltoy) £(t,dy)

= —(V(Bf)e),
au sens de la dualité D’((0,7)). Cela signifie que (6.2.4) a lieu au sens de la dualité
(D(0,T) ® D(RP)), et donc par densité, au sens de la dualité D’((0,T) x RP).
2. Montrons I'unicité. Par linéarité il suffit de montrer que si fo = 0 alors f7 = 0. Pour

ce faire, on met en oeuvre une technique de dualité. On définit le flot rétrograde ¥; en
posant Wy(z) = z(t), ou z(t) est la solution de I’équation

(1) = B(t,2(1)), +(T) ==
Etant donnée op € CHRP), on définit o(t,y) = or(¥; (y)) € CH([0,T] x RP). De
I’équation implicite (¢, 2(t)) = ¢r(z) on tire

0 = % [o(t, 2(8))] = (Bsp) (1, 2(8)) + (V) (¢, 2(8)) 2/ (t)

= [Owp+ B -Vl (t,2(1)).

Cette équation étant vraie pour tout ¢ € [0, 7], pour tout z € RP, et application ¥, étant
un isomorphisme de R”, on a bien (au sens du calcul différentiel classique)

dp+B-Vo=0 [0,T] xRP.
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Pour finir, on calcule

%<ft790t> = /RD[at‘P(x)] fe(dz) + (O fi, 1)

- / B V() fildr) + / ~B-Vu(a)] filda) = 0.
RD

RD
Cela implique

/ or(x) fr(dr) = / eol) foldz) = 0,
RD D

R
et cette identité étant vraie pour tout pr € C’g(RD ), on conclut que fr = 0.

3. Commencons par rappeler que le flot ®; satisfait
(6.2.8) V€ [0,T] ||[Vy®lloo < e'F.

En effet, étant donnés xg, yo € R, les solutions x; = ®;(x), y: = P4(yo) vérifient

d ) .
a‘xt — | <& — 9| < |B(t,a) — Bt ye)| < Lilwe — yil,

et on conclut grace au lemme de Gronwall.

Maintenant grace au Théoreme 6.2.5 et par définition de W et §, on calcule

Wilfe,gt) = Wi(®idfo, Peigo)
= sup /]RD e d(®iffo — Pitigo)

IVel<1
= sup / p o @y d(fo— g0)
IVell<1/RP
< sup [[Vpod sup ¥ d(fo— 90)
[Vell<t [Vyl<1 /R4
< Ve Wi(fo, 90)
d’ou la conclusion grace a (6.2.8). O

Remarque 6.2.5 1. Lorsque la solution admet une densité par rapport o la mesure de
Lebesgue fi(dy) = gi(y)dy avec g¢ € CHRP), le théoréme de changement de variables
dans la définition de la mesure image implique

90(y) = ge(Pe(y)) det(DP(y)).

En particulier, ¢o(y) n’est pas égale a g:(P¢(y)) en général.

2. Cependant, un calcul un peu fastidieux permet de montrer que le jacobien du flot
J(t,y) := det(D®(y)) satisfait I’équation de Liouville
d .
57 (6y) = [(divB)(t, &:(y)] J(t,y),  J(0,y) = det(Id) =1.
On en déduit dans le cas d’un champ a divergence nulle div B = 0 la relation d’incompres-
sibilité J(t,y) = 1 du flot. En particulier dans ce cas g1(P(y)) = go(y).
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3. Lorsque divB = 0 une fagon peut-étre plus simple de voir que g¢(P:(y)) = go(y)
(et donc d’en déduire la relation d’incompressibilité du flot!) est de reprendre l’argument
d'unicité dans la prewve du Théoréme 6.2.5. On définit h(t,z) = go(®; ' (2)) pour gy €
CLRP), et on calcule

0= L (ht. ()] = [04h + B VH] (1, 9(1)).

On en déduit
0=0h+ B-Vh=0h+V(Bh), h(0,.)=go.

Par unicité de la solution (faible) de 1’équation ci-dessus, on a h = g, et donc
9(t, @e(y)) = h(t, ®e(y)) = go(y) = g(t, Pe(y)) J (¢, ).

En choisissant gy — 1, on en déduit J = 1.

4. Lorsque fo = 0y, on a
Dy #8640 = 0, (yo)-

En effet, pour toute fonction ¢ € Cy(RP) on écrit

/ () (@ 20,0) (d) = / o(®4(2)) 8y (d)
RD RD

= @) = [ @) (o).

6.3 Equation de transport non linéaire

Dans cette section on s’intéresse au cas ou B dépend de I'inconnue, et plus précisément
on suppose que B(t,y) = A(y, f(t,.)) avec

(6.3.9) VfePRP) A(,f) e C'RP),
(6.3.10) Vy,zeRP, Vf,gePR") |A(y, f) - A(z.g)| < L(ly — 2| + Wi(f, 9)).

Un exemple typique est

D

Ay, f) = /R k(y,z) f(dz) k:R?*P — RP régulier,
ao(

y) + (a1 * f)(y), a,b:RP — RP réguliers.

Exemple 6.3.6 L’exemple le plus classique d’équation de Viasov est le suivant. On prend
D=2, y=(z,0)€R¥, Ay f)=(0,(b%p)x) €R™, pa)= [ f(z,0)dv,
R4

qui se met bien sous la forme précédente en définissant ap(y) = (v,0) et a1(y) = (b(z),0).
Si on suppose que
be Cl(Rdde)v HVbHL‘X’ <L,

il est alors clair que A vérifie bien (6.3.9) et (6.3.10) pour la constante max(L,1).
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On s’intéresse donc a 1’équation de transport non linéaire (ou équation de Vlasov)

(6.3.11) % +V(A(y, f) f) =0 dans D'((0,T) x RP).

Théoréme 6.3.7 On suppose (6.3.9) et (6.3.10). Pour toute donnée initiale fy € P(RP)
il existe une unique solution f € C([0,00); P(RP) —w) a l"équation de Viasov (6.3.11).
De plus, pour deux solutions f; et g; de cette équation de Viasov, on a

(6.3.12) Vt>0  Wi(f,g) < e“' Wil fo, 90)-

Preuve du Théoréme 6.3.7. Pour f € C(]0,00); P(R”) — w) donné, on note <I>{ le flot
associé a I’équation différentielle

et donc a I’équation de transport linéaire

O + div(A(z, f(t)) h) = 0.

Etape 1. On commence par démontrer (6.3.12). On fait la remarque suivante. Une solution
f de (6.3.11) satisfait

fo = ®/t fo.

Cette écriture peut paraitre sans grand intérét car <I>{ est un opérateur compliqué, a
I'instant ¢, il dépend de toute la trajectoire passée (fs)o<s<¢- Cependant, cette écriture va
nous permettre d’utiliser le résultat du Théoreme 6.2.5 en remarquant que le champ de
vecteur B(t,z) := A(x, f(t)) satisfait

Puisque W7 est une distance on a

Wi(fisgi) = Wi(®tfo, ®7tg0)
< Wi(®]tfo, ®ftg0) + Wi(D] g0, ®Vtg0).

Le premier terme est borné par

W (9]t fo, D] tg0) < ¢ F Wi fo, 0)

grace a (6.3.12). Concernant le second terme, par définition de la mesure image, on a

Wi(/tg0, Dltg) —  sup / (po®f — pod)dg
[Vepl<1JRP

IN

[, 1of =0l da = 2o,
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et 'on va estimer A\(¢) par un lemme de Gronwall. On calcule

d d d
—At) < —of - — 99
dt ) = /RD et odt !

< [ |a@le.5) - A@ts. g0 day
R

dgo

/RD A(@{x,ft) — A(@tgaz,ft)‘ dgo + /RD |A(®]x, f1) — A(Pz, gt)| dgo

IN

L/RD (@{x - @fa;( dgo(z) +L/RD Wi (fe. g¢) dgo
< LX)+ LWi(f, 9t)

Comme A(0) = 0, on obtient par Gronwall la borne sur le second terme

t
W1(®] 490, DJg0) < A(t) < L/ LU= Wy (£s, 95) ds.
0

En regroupant les deux estimations, il vient

t
Wi forge) < €2 Wi (forgo) + L / L) W, (£, gs) ds,
0

a quoi on peut encore appliquer le lemme de Gronwall et conclure & (6.3.12). En particulier,
cette étape montre I'unicité de la solution de I’équation de Vlasov (6.3.11).

Etape 2. On montre succinctement comment modifier I’étape 1 afin de montrer le résultat
d’existence. On fixe fo € P(R”). On définit 'opérateur A : C([0,T);P(RP) — w) —
C([0,T;;P(RP) — w) qui a f € C([0,T);P(RP) — w) associe F = A(f) la solution de
I’équation de transport linéaire

agF + le(A(l‘, f(t)) F) = 0, F(O) = fo.

On a donc F; = <I>{ #fo. Une solution de I’équation de Vlasov (6.3.11) est simplement un
point fixe de I’application A, et donc il suffit d’établir que A est une application contrac-
tante pour montrer l’existence de solutions & 1’équation (6.3.11). Pour g € C([0, T]; P(RP)—
w) on note G = A(g). En reprenant le calcule du second terme, il vient

Wi(F, i) = Wi(®f2fo 0tf) < [ [0~ 8l dfo = A
R
puis

%,\(t) < LA(t) + LWi(ft, 9e)-

Comme A(0) = 0, on obtient par Gronwall

t
Wi(E;, Gy) < A\(t) < L/ LW (fo,95)ds < ('L —1) sup Wi(fs, gs),
0 5€[0,7]

et il suffit de choisir T' > 0 assez petit. O
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6.4 Premiere stratégie : la méthode de la mesure empirique

On considere un systeme de particules identiques en interaction déterministe

Y(t) = (y1(t),...,yn(t)) € BN, E=RP ou E = le tore,
(6.4.13)
1<i<N, 9;=A4(Y), w(0)donné.

De I'hypothese que les particules sont identiques (indistinguables), on déduit que

A1(y1;92,...,yn) = fonction symétrique des ya, ..., yn
1
- Al Y1, N _1 Zéyj
JF#i

et, en échangeant les particules 1 « 2, que

A1(y1592, Y35 - YN) = A2(Y2; Y1, Y35 - YN ).

On peut donc écrire

(6.4.14) 1<i<N  g=An(y:Y:) = Ay (ng—l) 1<i<N,

ou l'indice NV dans Ay est maintenant 1& pour rappeler la dépendance en N dans la limite
N —00,Y; =Y\{vi} = (W1, -, Yiz1,Yit1, -, UN), €t An(y,.) est une fonction symétriques

des N —1 dernieres variables, donc s’écrit comme fonction d’une mesure empirique a N —1
termes.

Exemple 6.4.8 L’exemple le plus classique est le suivant. On considére un systéme de
particules qui évolue suivant la loi fondamentale de la dynamique de Newton dans laquelle
la force exercée sur une particule dérive d’un potentiel d’interaction créé par ’ensemble
des particules, le potentiel globale étant lui-méme la somme de potentiels d’interaction a
deux corps. Plus précisément, la dynamique est

E=R* y=(z,v)

et

1
(6.4.15) V1 S ) S N :i?i = Yy, 1.12' = N Z(—VV)(JJZ — l‘j).

JFi

On peut noter que cette dynamique est Hamiltonienne : en définissant [’hamiltonien

N
HY) o= g Yol o+ SV =), V(-2) = V().
i=1

1<j

on a bien
VI<i<N & =0,HY), 0 =—0,HY)

de sorte que
VteR H(Y (1) = H(Yp).
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En notant ap(y) = v et a1(y) = b(z) :== —VV(x), on peut bien écrire (6.4.15) sous la
forme (6.4.14) avec
N-1
An(y, f) = ao(y) + —5— (a1 = £)(y).

De plus, si b€ C(R?), alors

Axtys 3™ = (aol) — ) 4 (01 0 ) = Ax ).

Enfin, si V € C?(RY), |D?V|| < L, alors Ay vérifie bien les hypothéses de régularité
(6.3.9)-(6.3.10).

Remarque 6.4.9 1) - Dans l’ezemple précédent, les hypothéses “d’interaction de type
champ moyen” proviennent d’une part de la structure lisible par exemple sur (6.4.14)
(une particule donnée interagit avec toutes les autres particules selon une régle identique)
et d’autre part de la borne (6.3.10) qui provient du scaling (mise a l’échelle) en 1/N
(chaque particule ne subit pas trop laction d’une autre particule quelconque, mais subit
une action de “l’ordre de 17 de ’ensemble du systéme).

2) - Le jeu de passage de ugi_l a ,uy est précisément ce qui coince dans le cas d’un
potentiel non réqulier! Il n’est donc pas si anodin que cela.

L’idée de cette premiere méthode est de travailler sur (I’équation satisfaite par) la
mesure empirique associée a la dynamique générée par (6.4.14).

Proposition 6.4.10 (Limite de champ moyen) 1) Soit Ay € (C' N Lip)(EN; E) un
champ de vecteurs tel que pour touty € EV on a Ayx(y,.) € C;ym(EN_l). Alors pour toute
donnée initiale Yy € EN le systéeme d’équations différentielles (6.4.14)admet une unique
solution globale Y € C*(R; EV), on notera ®) (Yy) := Y;.

2) On suppose de plus que pour une fonction Ay € C(E x P(E)) on a
(6.4.16) Vye E, VY e EN71 An(y,Y) = An(y, 1Y), Y =(y,Y)e EN.

Alors la mesure empirique associée

Ity dy) = pgin gy (dy)
est solution faible de l’équation de transport non linéaire

(6.4.17) % + V(An(y,9)g) = 0.

3) On suppose enfin que Ay = A satisfait (6.3.10). Considérons une donnée initiale
fo € P1(E) et notons f(t) € C(R;P(E) — w) la solution de l’équation (6.3.11). Alors
pour toute suite (YON) de données initiales dans EV telles que u% — fo faiblement dans

0

Py (E) la suite des solutions YN = ®N (YY) des sytstémes d’équations différentielles pour
N particules admet une limite de champ moyen au sens ou

VteR = ,u)]\,[N — f(t) faiblement dans P(E).
t
Plus précisément, on a l’estimation d’erreur

(6.4.18) Wi(y'n gy, £(1)) < € Wil ), £(0):
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Preuve de la proposition 6.4.10. Etape 1. C’est le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Etape 2. Avec la définition précédente de fy et pour toute fonction test ¢ € D(RP) on a

N
G Loty - %(%Zso(yi(t)))

N
— NZ Vo)(yi(t) An(yi, Y (t))

N
[ (Vo)) A ( Zal )(%;ayim) (dy)

_ /R Ve {An(y. i) ),

Il
S

ce qui est exactement dire que fy est solution faible (dans D'((0,7)) ® D'(RP)) de
I’équation de transport non linéaire (6.4.17).

Etape 3. On calcule pour k£ > max(p, 1)

d d1l &
aMk(Y( ) = aN Z::
P
= sz: ‘yl‘k 2 y“lu)]\/[ 1) A(Ovéo) +A(0750))
N
< kA(0,60) My—1(Y'(t)) + % > wilyl L {|yi| + Wy, 50)}
=1
< C {1+ My(Y (1)} +k L My_1(Y (1) My(Y (£)"/7
< C {1+ Mp(Y(t)}

pour une constante C' qui dépend de k, L, A(0,0p) et ou on a utilisé pour arriver &
la derniére inégalité le fait que My_1(Y) < M (Y)' "% et que M, (V)P < My (V).
Le méme calcul montre que f(t) € P1(E) pour tout ¢ > 0. On peut alors invoquer le
Théoreéme 6.3.7 : l'estimation d’erreur (6.4.18) est une application directe de I'estimation
(6.3.12). O

Remarque 6.4.11 Sous la seule hypothése 1) avec Vx,y € E, VX, Y e EN-T,
(6.4.19) AN (2, 137 = An(y, nd D < L(J2 =y + Wy (el ™)

on peut encore établir la limite de champ moyen dés que ,ugN — fo faiblement dans P(FE).
0

Il convient alors d’une part de montrer qu’il existe A satisfaisant (6.3.10) et une sous-suite
N’ telle que

sup swp A a1 = Al - 0.

z€B(0,a) XEENfl,ugfl €BP;, ,

1l convient d’autre part d’écrire I’équation satisfaite par fn et de passer a la limite dans
celle-ci.
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On se pose maintenant la question de la propagation du chaos, c’est-a-dire, celle de
savoir si partant d’un état initial ou les particules sont indépendantes (non corrélées)
elles le restent au cours du temps asymptotiquement lorsque le nombre de particules tend
vers l'infini (rappelons que pour un systéme comportant un nombre fini de particules
en interaction celles-ci sont toujours corrélées (c’est la définition de l'interaction!)). Intro-
duisons la fonction de densité F¥ € P(EY) des particules & I'instant initial. En reprenant
la notation @{V : EN — EN pour lapplication flot le long de la dynamique (6.4.13), la
densité est alors transportée par ce flot selon la formule

VieR  FYV(t):= oMtF) ¢ P(EY),

ou de maniere plus explicite

(6.4.20) Ve Cy(EN) /E LelY) FN(t,dY) = /E N o(®N (V) FN(dY).

Proposition 6.4.12 (Propagation du chaos) On suppose les hypothéses 3) de la Pro-
position 6.4.10 vérifiées. Si FY¥ est fo-chaotique alors F™ (t) est f(t)-chaotique. De maniére
plus précise, on a

(6.4.21) Wl(FN(t),(Sf(t)) < eLT Wl(FéV,éfO),

ou W est la distance de transport MKW dans P(P(E)) définie a partir de Wy la distance
de transport MKW habituelle dans P(E).

Remarque 6.4.13 Une donnée initiale déterministe 5YON est rarement chaotique. En ef-
fet, il faut déja qu’elle soit symétrique, ce qui implique YON = (y1,...,yn) avec les y; tous
égaux a un méme § : cela ne donne pas une dynamique trés intéressante !

Cependant, a partir d’une condition initiale déterministe et de sa dynamique (toujours
déterministe, c’est 5<I>£\T(YON) ) on peut construire la densité symmétrique (les particules sont

indistinguables)
1

1(6n)

avec o HON (YY) = (o1)(®), s o) (@) st @Y (Y5Y) = (1(t), ..., yn(t)). On woit alors
que sous la condition Fév est fo-chaotique, ce qui est équivalent a

1
N (N -1)

FN(dZ) = D Gpngr vy (d2)

ceGn

FN(0,dz1,dz) = Z 0z;(d21) 0z, (d22) — fo(dz1) fo(dz2),

1<i#j<N
alors FN est f;-chaotique.

Preuve de la Proposition 6.4.12. On calcule
WAENO.570) = [ Wi 1) PV (k)
= [ Wil £O) R @)

< o [ Wi o) YY)

= TWI(EY, 6p),
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ol on a successivement utilisé des manipulations (élémentaires) présentées dans la sec-
tion 3.4.2, la définition (6.4.20), 'estimation d’erreur (6.4.18), puis & nouveau les mémes
manipulations de la section 3.4.2. O

Corollaire 6.4.14 (Propagation du chaos) Sous les hypothéses de la Proposition 6.4.12

et si de plus F(fv = fON fo € Pp(E), k > 0, on obtient le taux de convergence vers le
chaos
(6.4.22) vt e [0,T] sup Wi(FEN(t), f()%9), Wi(EN,6;,) < _Chr

SR 9 1<j<N i ) ’ t 290ft) = Nl/(d/+€)7

avec d' = max(d,2) et e = e(k) — oo lorsque k — 0.

Preuve du Corollaire 6.4.14. 11 suffit de combiner (6.4.21) avec les bornes (3.4.20), (3.5.28)
et la premiere inégalité du Lemme 3.5.30. O

6.5 Deuxieéme stratégie : la méthode de couplage

L’idée de cette deuxieme méthode est d’introduire un probleme auxiliaire dans lequel
les particules n’interagissent pas entre elles mais sont seulement transportées par le champ
de vecteur obtenu par limite de champ moyen. Plus précisément, on commence par changer
de notations et on note X (t) = (z;(t))1<i<n la solution du systéme de N particules (6.4.13)
issue de la condition initiale X (0) = (2;(0))1<i<n. On définit alors Y = (y;)1<i<n, ¥i € E,
la famille des solutions des équations non homogene en temps

(6.5.23) Ui = An(yi, fi),  vi(0) = 24(0),
ou f est la densité de ’équation de transport non linéaire sur la densité typique

(6.5.24) g—{ +V(An(y, f) f) =0.

On fait I’hypothése de structure suivante :

(6.5.25) An(oi ™) = A ) et Afw, f) = /R bz, 2) fldz).

Proposition 6.5.15 (Chaos par couplage) On suppose b € WH(R?4). On considére
fo € P(E) et f la solution de (6.5.24) de condition initiale fy, ainsi que FYY € Psym(E) et
FN = ®N4FY la densité transportée par le flot ®Y associé a I'équation de Viasov (6.4.14)
pour laquelle on fait I’hypothése de structure (6.5.25). Alors, on a

1
WA(EN, f)8N) < Cp(—= + Wi(EY, fEY)).
sup Wi(FY, 1(07) < Cr( 5 + WaFY 17)

Preuve de la proposition 6.5.15 . Etape 1. Pour tout couple (X, Yp) € EN on note (Xy)
la solution de (6.4.14)-(6.5.25) associée & une donnée initiale Xg et (Y;) = (Y,},..., ;) le
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vecteur dont chaque coordonnée Y}’ est solution de 1’équation (6.5.23) associée i la donnée
initiale Yoi. Par définition, on a

M=

baxi,z¥z>—-j£ bV ) fuldy)

1

J

bOX, X7) = b(YY, X7)]

I
2| =

1

J

4
2|H

N
Z }/thj _b(Y;thj)]
J
N
tzvy

ZIH

o b0 - [ ) ftay)

d’ou la majoration

d . . . .
SIXI =Y 2 bl X - Yy

N
1 . :
TN Z bl Lip | X7 — Y7
j=1

N
%Ejnuﬂ /umwmww

En sommant ces N inégalités il vient

N
1
dtNZ’Xt Y/| < 2HbHLz’pNZ’th—

wmww—/mmwmww
R4

1 L1
N2y

On peut réécerire cette inégalité différentielle sous la forme

=1

d
(6.5.26) E|Xt = Yi| < 2{[bl[ip [Xe = Yi[ + a(t)

avec, en notant b .(.) := b(Y/,.),

1 N
:N;ai(t), ai(t) ==

et ot on note | X — Y| := N~13 " |z; — y;| pour tout X,Y € BV,
Etape 2. Une premiere estimation d’erreur. On remarque que b;; € WHe(RY) avec
16i ¢l Lip < [[V2b|loo, de sorte que pour tout 1 <i < N

a;(t) < |bitllLip Wi(pdh, fr) < [[Vablleo Cr Wi (1), fo),

/]Rd bii(y) [M% — fildy)]| ,
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ou Cr est la constante dans le terme de droite de (6.3.12) et correspondant au fait que f
et ,u% sont solutions de la méme équation de transport linéaire

og+ V(A(z, f)g) = 0.

Combinant cette borne et (6.5.26), on obtient

d
=X =Yl <X - Vil + fr Wi (13, fo),

ce qui intégrée en temps (lemme de Gronwall) donne une premiere estimation d’erreur

[Sup]\Xt—Yt\ < Or (W1(ps, fo) + | X0 — Yol), Cr = %FGO‘T-
0,7

On suppose que Xg = Yj suit la loi fgsz , et maintenant seulement on intégre par rapport
au choix de la donnée initiale ce qui donne

[SUI? En|X: — Yi| < Cr ENWi (1), fo),
0,7

ou Ey est une notation condensée pour désigner I'intégrale sur EYV par rapport a la loi de
probabilité fg@N .

Etape 2. Une parenthése. En utilisant les inégalités W, (,u%t,,u{\,i ) < |X¢ — Y1, puis
Wl(,u%,ft) < Wl(,u%,,u%) + Wl(,u{\,i,ft), on obtient

[Sup] ExWi(ux,, f1) < CrExWi(us), fo) + [SUP} ExWi(uy,, fi)
0,7 0,7

< 207 ExWi(ug,, fo).
On conclut alors a

sup Wi(EY,67,) <20 Wi(Ey',8,),
0,7

avec Fév = (?N et FN = XtﬁFON la densité probabilité transportée par le flot de I’équation
(6.4.14)-(6.5.25). On retrouve ainsi exactement le résultat de la proposition 6.4.12.
Etape 2. Fin de la parenthése. On peut faire un mieux en commencant par observer que E
est également l'intégrale sur EN x EN par rapport & la loi de probabilité (dXo,dYp) =
Sy=xo (dY0) N (dXo) € TI(fEN, fEV) et est méme le transport optimal (par exemple
pour le cotit dp;). En définissant 7 := (X; @ Y)Y @ f&V) le mesure de probabilité
transportée par les flots des équations, soit plus explicitement

O(X,Y) m(dX,dY) = O(Xy, Y:) mo(dXo,dYy) VO € Cy(E™N),

E2N E2N

on constate aisément que 7m; € TI(EYN, f(#)®N) puisque FN = X 4f2N, f(#)ON = Vg f&V,
et donc

Wi(EN, f)®N) < / X = Y|m(dX,dY) = Ex|X; — Yi| < CrExWi (1), fo).

E2N
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Etape 3. Une deuxiéme (cette fois-ci c’est la bonne!) estimation d’erreur. L’idée est
de reprendre et adapter la preuve du Théoreme 3.4.25, et également de commencer par
intégrer par rapport au choix de la donnée initiale puis d’utiliser le lemme de Gronwall
(et non pas l'inverse comme dans I'étape 2). Avec les notations de ’étape 2, on introduit
la semi-norme

pi(9) == ' /E bii(y) (9 — f)(dy)|,
ainsi que I'application ¥¥ : EN — EN | Yy UN(Yy) = V;, o (V;) est le vecteur formé
des solutions des équations différentielles (6.5.23)-(6.5.25) associées aux données initiales
Yo,15 ---» Yo,N - On introduit les notations FY = 0®N et BN .= UNHFN = foN, la derniere

égalité étant une conséquence du Théoreme 6.2.5. On commence par remarquer que par
définition de la mesure image F}¥ := WN$FN on a

[ Ja®F B @) = [t PR @0
= [ I Y @)

:/EN

Le calcul de la premiere étape de la preuve du Théoreme 3.4.25 donne

/EN[ai(t)]?FéV(dYo) = %{/Eb%tdft— (/Ebi,tdft>2} < %

On considére maintenant un plan de transport 7Y € II(F3", gQN ) optimal et on définit
= (X; ® Y)irl'. En revenant & I'inégalité différentielle (6.5.23) on trouve

2
2N (dy).

/ biu(y) [ — £)(dy)
E

d

E/ |X—Y|7T£V(dX,dY):di/ X, — V| Y (dXo, dY0)
E2N t E2N

< a/zN |X; — Y| 7Y (dXo,dYy) + )710 (dXo,dYp)
E

a(t,
E2N
1 N
:a/EzN\X V]aN(dX,dY) N/ Z (t, uf) Fy¥ (dYo)
N 1/2
a (12 FN
S (e )

Combinant ces deux dernieres inégalités, le lemme de Gronwall implique

< a/ |X —Y|7N(dX,dY) +
E2N

2|~

1
X —Y|aNdX,dY) < X —Y|aNdX,dY) + —).
L =vimtaxan) < o[ x v axan « =)

Comme 7Y € TI(FY, f(t)®V) on en déduit

1
Wi SO < ([ = Yim ax.ar) ),
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et on conclut en minimisant le terme de droite par rapport a 7T(])V € H(Fév , g@N ). O

On peut déduire de la Proposition 6.5.15 plusieurs autres estimations de type “propa-
gation du chaos”.

Corollaire 6.5.16 (Propagation du chaos) On fait les mémes hypothéses que dans la
Proposition 6.5.15, et on suppose de plus que F(fv = (?N avec fo € P1(E). Alors la
densité de probabilité FN = @{Vﬁfg@]v des trajectoires du systeme de N particules associé
a la donnée initiale Fév est fi-chaotique, et plus précisément, on a

VI<k<N  Wi(FN®), 2% <opr N2,

Wi(EN,6p,) < Cp N~YE@T @/ — max(d, 2),

Vo € Lipy(B) (FY,|Ry() — Ry(fo)]) < Or N7'/2,

Vo € Lipy(E) (BN, |Ry() = Ro(fi)]) < Cp min(N~Y4, N1,

Preuve du Théoréme 6.5.16. L’estimation (6.5.27) est une conséquence de la Proposi-
tion 6.5.15 et de la premiere inégalité énoncée dans le Lemme ?7?. L’estimation (6.5.28)
est une conséquence de la Proposition 6.5.15 et du Lemme 3.5.30. Pour établir (6.5.29),
il suffit de reprendre la preuve des Théoreme 3.4.25 et Lemme 3.5.31, de remarquer que
I'application (z,y) — ¢(x) ¢(y) est Lipschitzienne dans E2, afin d’obtenir une estimation
du type

BV, [Ro) = Ry(F)) < CWA(ED, £52) + 1/N).

L’estimation (6.5.29) se déduit alors de (6.5.27). Concernant (6.5.30), on obtient une
premiére borne grace a 'inégalité de Cauchy-Schwartz et (6.5.29). La deuxiéme borne
s’obtient en remarquant que I'application p — |R,(p) — R,(f:)| est une fonction Lipschit-
zienne sur P(FE) de sorte

(FN R () = Ro(f)) < (FN,Wa(, f)) = Wi(EN, 65),
et on conclut grace a (6.5.28). O

Remarque 6.5.17 1) Avec les hypothéses du Corollaire 6.5.16 et les notations de la
preuve de la proposition 6.5.15, on a également

sup Exy (W1 (pX,, 13)) < sup Ex(|X; — Vi) <
(0,7 [0,T]

EE

Remarque 6.5.18 1) Avec les notations de l'introduction on a
E(Wi (i ), F(1))) = Wi(FN (), 05 0).

2) La méthode de couplage permet d’obtenir un meilleur tauz (tauz en 1/v/N sur les
distances Wi (FY, f€%)) que la méthode de la mesure empirique (tauz en 1/N@)"),

3) Cependant, la méthode de couplage nécessite une donnée initiale chaotique (ce qui
n’est pas nécessaire pour ’obtention d’une simple limite de champ moyen par la méthode
de la mesure empirique) et des hypotheses de structure et de régularité plus fortes sur la
dynamique (au moins dans la version simple présentée dans ce chapitre).
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6.6 Notes bibliographiques

Ce chapitre est tres fortement inspiré des notes de cours [48] de C. Villani dans les-
quelles sont présentées quelques arguments classiques concernant la limite de champ moyen
des modeles de Vlasov et McKean-Vlasov, et donc également du cours [45] de A.S. Sznit-
man.

Les sections 6.2 et 6.3 sont extrémement classiques, et suivent pour I’essentiel les notes
[48]. La méthode de la mesure empirique que nous présentons dans la section 6.4 est due &
Dobrusin [14]. Soulignons que Braun et Hepp dans [6] ont établi la méme limite de champ
moyen, par une méthode similaire (utilisant les mesures empiriques), mais sans taux de
convergence. La premiere preuve de la limite de champ moyen pour ce modele de Vlasov
serait due & Neuzert et Wick dans [35] (Particle est rédigé en allemand). La méthode
de couplage présentée dans la section 6.5 reprend la preuve classique pour le modele de
McKean-Vlasov telle qu’elle apparait dans [45].
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Chapitre 7

Le modeéele de McKean-Vlasov
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Chapitre 8

Introduction a la méthode de la
hiérachie BBGKY et au modele de
Boltzmann-Kac
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Chapitre 9

Méthode quantitative de dualité
abstraite et illustrée
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Annexe A

A.1 Un théoreme de type Tietze-Urysohn

Lemme A.1.1 (variante de Tietze-Urysohn). Soit (K,dk) un espace compact, A C
K fermé, uw : A — R une fonction continue de module de continuité w (que l’on peut
supposer sous-linéaire car K est compact). Alors il existe i : K — R continue, de module
de continuité w et telle que u|g = u. Ici on ne prétend pas ||t = ||u||co mais seulement
[lloo < flulloo + w(diam(K)).

Preuve du Lemme A.1.1. On définit

a(r) = ;gg[u(a) + w(di (x,a))].

Alors pour tout z,y € K et si 'infimum est atteint en a € A dans la définition de u(x),
on a

u(y) < ula) +w(dk (y,a)) < ufa) +wldk (2, a)) +wldk (z,y)) < alr) +w(d(,y))-

En inversant les roles de x et y, on trouve |a(y) — u(x)| < w(dk(y,z)). Enfin, lorsque
x € A, on au(x) <ula)+ w(dg(z,a)) pour tout a € A, et donc u(x) = u(z). O

A.2 Le théoréeme de Stone-Weierstrass

Théoréme A.2.2 (Le théoréme de Stone-Weierstrass) Soit E un espace métrique
compact et A C C(E;R). On suppose que

(i) A est une algébre (stable par addition, multiplication et multiplication par un sca-
laire) ;

(i) A contient les constantes ;

(iii) A sépare les points de E (pour tout x,y € E, © # y, il existe p € A telle que
p(z) # o(y))-

Alors A est dense (au sens de la convergence uniforme) dans C(E,R).

A.3 La théorie de Krein-Milman et de Choquet

Définition A.3.3 Soit X un espace vectoriel et K C X un convexe compact.
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(i) On dit que x € K est un point extrémal de K si pour tout y,z € K, t € (0,1) on a
(1—=ty+tz=x implique y = z = x. On note E(K) l'ensemble des points extrémauz
de K.

(ii) Plus généralement, on dit que M C K est un ensemble extrémal de K si M est conveze
et compact, et pour tout y,z € K, t € (0,1) ona (1 —t)y+tz € M implique y,z € M.
(iii) Ainsi un singleton M = {x} est un ensemble extrémal si, et seulement si, x est un
point extrémal.

Lemme A.3.4 (de Krein-Milman). Soit X un evn et K C X un convexe compact.
a) - Pour tout f € X', les ensembles

K= = K, = = mi .
7 =A{z, f(z) I;le%f(y)}, ; =1z, f(z) gg;{lf(y)}
sont des ensembles extrémauz.
b) - Tout ensemble extrémal M C K contient un point extrémal.

Idée fondamentale. L’idée fondamentale est de couper un ensemble convexe compact
non vide K par des hyperplans H, := [f = «] pour tout o € R, et tout f € X'\{0}
fixé. Alors les deux hyperplans extréemes pour lesquels l'intersection n’est pas vide sont
des sous-ensembles extrémaux Kfi Xn itérant, on trouve ainsi des singletons qui sont des
points extrémaux.

Preuve du Lemme de Krein-Milman. 1 assertion a) est immédiate et il suffit de montrer
'assertion b) pour 'ensemble extrémal K. On note M la collection des ensembles com-
pacts extrémaux de K. On a K € M. Sous (M;) une famille totalement ordonée (pour
Iinclusion) d’éléments de M. Alors M := NM; est un compact, convexe, non vide. C’est
également un ensemble extrémal qui est un minorant de la famille (M;). M est donc un
ensemble inductif, et par le lemme de Zorn, M admet au moins un élement minimal,
notons le M. Montrons que M7 = {x1}. Xn effet, §'il existe 9 € My, o # x4, il existe
f € X' qui sépare {x1} et {z2} et donc on peut supposer (f,z1) < (f,z2). On définit

My :={x € My; (f,z) =m1:= inf (f,y)}.
yeM
On a My C My, My # My (puisque xo ¢ My), My est non vide, convexe, compact, et M
est un ensemble extrémal. Xn effet, si x,y € K, t € (0,1) et (1 —t)x+ty € My C M
alors x,y € M; (puisque M; est extrémal) et alors, par définition de My, on doit avoir
(f,x) = (f,y) = mq, ce qui implique z,y € M. Cela contredit la "minimalité” de M;. Xn
conclusion Mj est un singleton. O

Théoréme A.3.5 (de Krein-Milman cadre abstrait). Soit K un convere compact
(non vide) d’un evn X. Alors K est l’adhérance de ’enveloppe conveze de l’ensemble (non
vide!) de ses points extrémaux. : K = conv(E(K)).

Preuve du théoréme de Krein-Milman. L’inclusion conv(A) C K est claire. Supposons par
Pabsurde qu'’il existe b € K\conv(A). Alors, par la forme géométrique du théoréme de
Hahn-Banach, il existe f € X', £ € R telle que

Va € conv(A) (f,a) << (f,b).
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On définit L := {z € K; f(x) = m := supyex f(y)}. De m > (f,b) > £ on déduit que
LN A = (. De plus, il est clair que L est un sous-ensemble compact convexe (non vide)
de K, et est un ensemble extrémal de K. Par le lemme de Krein-Milman il existe ¢ € L
élément extrémal de L, donc également élément extrémal de K. Cela implique c € AN L,
ce qui est absurde. ]

Corollaire A.3.6 (Krein-Milman pour les mesures). Soit E un espace métrique
compact. Les masses de Dirac sont les éléments extrémauz de P(E) et donc toute mesure
de probabilité est limite faible d’une suite de combinaisons convexes de masses de Dirac.

Preuve du Corollaire A.3.6.
O

Corollaire A.3.7 (Krein-Milman pour MBy). Les matrices de permutations MPy
forme ’ensemble des points extrémauz de l’ensemble des matrices bistochastiques By, et
donc toute matrice bistochastique est limite faible d’une suite de combinaisons convexes
de matrices de permutations.

On peut préciser le théoreme de Krein-Milman grace au résultat suivant.

Théoréme A.3.8 (de Choquet). Soit K un convere compact d’un evn X tel que l’en-
semble des points extrémauz E(K) est fermé (donc compact). Pour tout v € K il existe
une mesure 7, € P(E(K)) telle que

x:/ y 7 (dy).
E(K)

Preuve du théoréme de Choquet. On consideére une suite (z,) telle que z,, € conv(E(K))
et x,, — x. La condition z,, € conv(E(K)) s’écrit également

dm, € P(Ext(K)) Ty = /g(K) ymn(dy)

Comme P(E(K)) est compact, on peut extraire une sous-suite (m,/) telle que 7, —
faiblement dans P(€(K)) pour un certain 7 € P(E(K)). On conclut en passant a la limite
dans la formule de représentation ci-dessus, et on obtient donc 7, := . O

Le théoreme de Hewitt et Savage est alors un ”avatar” du théoréeme de Choquet. En
effet, pour tout 7 € Py, (EY) il existe d’apres le théoréme de Choquet une mesure de
probabilité 7 € P (€ (Psym(EY))) sur les points extrémaux de Py, (EY) telle que

7T=/ eff(de)=/ p?> t(dp),
E(Puym (BY) P(E)

la premiére égalité provenant du & (Pgy, (EY)) est un fermé de Py, (EY)) et la deuxiéme
égalité reposant sur le fait que P(E) ~ &(Psy, (EY)) via Papplication p — p®N.
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A.4 Le compactifié d’Alexandroff

La procédé de compactification d’Alexandroff permet partant d’un espace non compact
E de le rendre compact en adjoignant un “point a I'infini” oo a I'espace E.

Théoréme A.4.9 (Compactifié d’Alexandroff) Soit (E,d) un espace métrique loca-
lement compact, non compact, séparable. Soit oo un point (a lmﬁm) n appartenant pas a
E. Alors, on peut munir [’ensemble E=FEU {o0} d’une distance d telle que (E d) est un
espace métrique compact et d|E définie la méme topologie que d sur E.

Preuve du théoreme d’Alexandroff. Etape 1. On définit la topologie 7 de E par
7 ={0, O C E ouvert} U{E\ K, K C E compact}.

On a clairement que T |E est la topologie .7 de E, et que (E, T ) est un espace (séparé
et) compact et séparable.

1. E est séparé : Soit x1,zo deux points distincts de E. Si r1,T9 € E alors 301,09
deux ouverts disjoints tels que x1 € Op et x5 € Oy car E est séparé. Si 1 € E et
T9 = 00 il eXisAte un ouvert @7 C E tel que Oy est compact. Ainsi Oy = E \ O est
un ouvert de E qui contient x9 et O N Oy = (.

2. E est compact : Soit {On}ne N un recouvrement de E par des ouverts. Au moins
un des ces ensenbles, disons Oy, N € N, contient co. Par définition de T ,on a
Oy =F \ K pour un ensemble compact K C E. Comme K est compact, il existe
un ensemble fini J C N tel que {O;};jecs recouvre K. Ainsi On U {O;}jes est un
recouvrement fini de E.

Etape 2. Soit (z,) une suite dénombrable et dense de E et soit (O;) une base dénombrable
d’ouverts relativement compacts de E de la forme

{0;, j e N} ={B(%,,277), pe N*, g e N*},
plus précisément, on ne considéra que les couples (p, ) tels que de plus B(zp,2'7%) est un

compact de E. Pour tout j € N, O; = B(z,,,27%), choisissons une fonction ¢; € C.(E)
telle que

0 S ¢j S 1, ¢j =1 sur Oj, suppqﬁj C B(ij721—Qj)

et posons ¢;(00) := 0. On définit la distance
=0

On vérifie alors sans trop de difficulté que la topologie associée a dest 7 et que la topologie
associée a dpx g est celle de F. O
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A.5 Espace produit

On se donne un espace polonais E muni de sa distance d = dg, de sa topologie induite
O = OF et de sa tribu borélienne % = $E.
Espace produit. On définit E* = EN D'espace produit (des suites de E) : X € EVN si
X = (zp)nen avec x, € E.
Distance produit. On définit la fonction D : EN x EN — R, par

o0

DY) =Y cominfd(en,92). 1), X = (raduers Y = (nets

n=0
Alors D est une distance.

Toplogie produit. On définit la topologie produit &) sur E*° comme la famille des en-
sembles de la forme Cp lorsque O € Ogi et k > 1. On définit la topologie produit &3 sur
E*° comme la topologie induite par la distance D. On montre alors &7 = 05, topologie
que 'on note Og. Si E est compact alors E°° est compact et si E est polonais alors £
est polonais.

Tribu produit. On définit la tribu produit 77 sur £°° comme étant la tribu engendrée par
les ensembles A = Ay X A1 X ... C E*® avec A, € A et il existe J sous-ensemble fini de N
tel que A,, = E Vn ¢ J. On définit la tribu produit % sur E*° comme la tribu engendrée
par la distance produit D / la topologie produit Zge. On montre alors .7 = %, tribu
que l'on note Bpoe.

Probabilités sur I'espace produit. On note I, : EN — E* k < N < oo Papplication qui
A X = (2n)nen € EY associe I X = (7,)n<x € E*. On dit qu'une suite (7y) € P(EY),
N € N*, est compatible si Il 715 = 7 si N > k ou par définition

I,y € P(Ek) (Hk FN)(Al X ..o X Ak) = 7TN(A1 X .. X A X E X )

Il est clair que pour toute mesure de probabilité 7 € P(E*) on définit une famille de
mesures de probabilité compatibles en posant m, := II, 7. Inversement, le théoreme de
Kolmogorov affirme qu’étant donnée une famille (7,) de mesures de probabilité compa-
tibles il existe une (unique) mesure de probabilité 7 € P(E>) telle que 7, := I, 7 pour
tout n > 1.

Théoréme A.5.10 (de Kolmogorov)

Convergence faible sur I'espace des probabilités sur I’espace produit.

Lemme A.5.11 Pour une suite (o?) de P(E®) et a € P(E®) il y a équivalence entre

(1) &/ — a au sens de la convergence faible de P(E>) ;
(2) (o?) — Hi(a) au sens de la convergence faible de P(EF).

Preuve du Lemme A.5.11. Comme il n’est pas forcément pratique de définir (1) a aide
de la définition usuelle

(o, ®) — (o, P) V& € Cy(E™),

nous utilisons le critere (ii) du Théoreme 1.5.26. On a évidemment (c’est la définition de
la topologie ) I’équivalence suivante
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(1) liminf o/ (Cp) > a(Co) pour tout Co € Op ;
(2') liminf o (O) > ay(O) pour tout O € Oy et tout k > 1.
Et on conclut en utilisant 1’équivalence (i) < (ii) dans le Théoreme 1.5.26. O

(i) Etant donné un espace polonais E, on définit E>° = EN DIespace produit (des
suites de E) qui est un espace polonais lorsqu’il est muni de la distance canonique. On
définit sa tribu borélienne Bge qui est également la tribu engendrée par les cyindres, i.e.
les ensembles de la forme

Cp=AxEx..xEx..,

avec A € Bgr ou méme A =A; X ... x A € ,@gk.

C’est exactement le théoreme de Kolmogorov qui affirme qu’une mesure sur un espace
produit infini est bien défini, et de maniére unique, par ’ensemble de ses marginales ou
formulé d’une autre maniere, par une famille de mesures de EV compatibles : il existe

7 € P(EY) telle que
k

(T A) == ] A4
j=1

i=1

pour tout [[7Z, A; € B(E)®N tel que A; = E pour tout j # ji, i = 1,....,k et A;, = A;
pour tout ¢ =1, ..., k.



Index

Co(FE), l'espace des fonctions continues qui
tendent vers 0 & l'infini, 30

Cp = AXEX..XEX... € Bp~si A€ By,
52

Cy(E), lespace des fonctions continues qui
admettent une limite a Iinfini, 30

Cy(E), lespace des fonctions continues et
bornées, 24

C.(F), 'espace des fonctions continues & sup-
port compact, 30

UC(P(FE)), 'espace des fonctions uniformément
continues et bornées sur P(E), 43

BPy. o(E), boule fermée de P (FE), 32

P, la tribu borélienne de FE, viii

%r, ensemble des parties fermées de E, 25

MPy, I'ensembles des matrices de permu-
tation, 19

My« n, 'ensembles des matrices, 19

O'r, 'ensemble des parties ouvertes de F, 27

P(F), l'espace des mesures de probabilité
sur F, ix, 23

Gy, 'ensemble des permutations, ii
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