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Généralités

1.1 Concepts généraux

La résistance des matériaux, appelée également mécanique des corps déformables,
fait appel aux notions d’équilibre de la mécanique statique, aux notions de déplace-
ments étudiées en cinématique et aux propriétés des matériaux, auxquelles on a re-
cours pour évaluer les dimensions de piéces structurales ou d’éléments de machines.
L'objet de cet enseignement est I’étude statique des milieux continus déformables.
La résistance des matériaux est une partie de la mécanique qui a pour objectif le
développement de modeles permettant de dimensionner les structures. Ces modeles
sont élaborés dans le cadre d’hypotheses simplificatrices. Ils constituent le premier
niveau des méthodes de calcul des structures. Ils se rapportent en général a des corps
géométriquement simples qui constituent les éléments de base de la construction
mécanique et du génie civil :
— les corps élancés pour lesquels une dimension est beaucoup plus grande que
les deux autres et qui sont appelés poutres;
— les corps minces, plaques et coques, pour lesquels une dimension, I’épaisseur,
est beaucoup plus petite que les deux autres.
L’étude de la résistance des matériaux a pour but d’assurer qu’on utilise dans une
piece donnée, une quantité minimale de matériau, tout en satisfaisant aux exigences

suivantes :

Résistance — la piece doit pouvoir supporter et transmettre les charges externes
qui lui sont imposées ;

Rigidité — la piece ne doit pas subir de déformation excessive lorsqu’elle est solli-
citée;

Stabilité — la piece doit conserver son intégrité géométrique afin que soient évitées

des conditions d’instabilité (flambement, déversement);

Endurance — la piéce, si elle est soumise a un chargement cyclique (répété), doit

pouvoir, sans rupture, supporter un certain nombre de cycles (fatigue).

Dans les problémes traités, nous supposerons que les matériaux satisfont a un cer-

tain nombre d’exigences. Cela nous permettra a la fois de réduire la complexité des
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développements mathématiques et de conserver cependant une certaine généralité.
Les hypotheses de base que nous posons sont les suivantes :

1. A I’échelle microscopique, la matiére a une structure granulaire avec des liai-
sons résultant d’actions a distance. On s’intéressera a un matériau idéal continu,
sans fissure ni cavité. Cette hypothese de continuité du matériau permet d’iso-
ler une partie infinitésimale de celui-ci et d’exprimer son comportement selon

un systeme de coordonnées, a I’aide de fonctions mathématiques continues;

2. Pour des éléments de machines ou de constructions, il est commode de tra-
vailler a I’échelle macroscopique. On peut alors, dans nombre de cas, repré-
senter la matiere par un modele idéalisé homogene, isotrope, continu. Un ma-
tériau continu présente des propriétés physiques et mécaniques qui peuvent
étre variables mais suivent des lois continues et a dérivées continues en fonc-
tion des coordonnées des points. Un matériau homogene a les mémes proprié-
tés en tout point. La plupart des matériaux d’ingénierie satisfont a ce critere,
du moins a I’échelle macroscopique. Méme des matériaux qui sont peu homo-
genes (béton, bois, matériaux composites...) peuvent étre considérés comme
homogenes pour des calculs simplifiés.

Un matériau isotrope a, en un point donné, les mémes propriétés dans
toutes les directions. Les matériaux qui ont des orientations préférentielles
(bois, matériaux laminés...) ne sont pas isotropes et ils font 1'objet de mé-

thodes de calcul spécialisées;

3. Les transformations correspondent a des petits déplacements et a des petites
déformations, en statique, et sans échange de chaleur;

4. Les hypotheses liées a la géométrie des poutres, des plaques ou des coques
permettent de ramener les équations de la mécanique des milieux continus a
des équations différentielles ordinaires auxquelles on peut associer une forme
générale de solution correspondant aux sollicitations type. La linéarité des mo-
deles développés permet la superposition des solutions élémentaires en vue du

traitement d’un probleme pratique ;

5. Les liaisons internes a la matiere sont représentées par des forces de surface
que l'on appelle contraintes. L’équilibre d’un élément courant a l'intérieur de
la matiere est assuré sous l'action des contraintes et des forces extérieures di-
rectement appliquées dont celles des liaisons mécaniques du systéme a son

environnement.

1.2 Représentation et repére

Sous l'action de forces externes ou de changements de température, un corps défor-
mable réagit de telle sorte que chacun de ses points se déplace dans l’espace. On

cherchera a préciser la position des particules (ou points matériels) qui constituent
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le corps déformable a chaque instant. Pour étudier I’évolution d’un systeme il est

(Do)

FIGURE 1.1 — Repére et configurations initiale et déformée du systeme étudié

nécessaire de procéder a sa description et a son repérage. Le solide est étudié dans
un référentiel absolu ou galiléen de repere orthonormé, centré en O : R(O, ey, e;,e3).

L’ensemble des particules constituant le corps déformable occupe a chaque ins-
tant ¢, un ensemble de positions dans ’espace euclidien : c’est la configuration ac-
tuelle (D) du systeme a l'instant t. Le repérage de la configuration peut se faire au
moyen du vecteur position OM. On pourra définir ce vecteur par ses coordonnées
(X1,X,,X3) dans (R). On introduit aussi la notion de configuration de référence (ou
configuration initiale) : c’est la configuration particuliere (Dj) du systéeme a lins-
tant initial ¢y. Les coordonnées des vecteurs positions OM,, dans le repere (R) seront
notées (x1,x,,x3). Ainsi, on note OM; = x de coordonnées (x1,x,,x3) et OM = X de

coordonnées (X, X5, X3).

Description lagrangienne

Pour définir le mouvement d’un corps déformable dans le référentiel (R) on peut,
ayant choisi une configuration de référence (D), se donner a chaque instant 1’ex-
pression du vecteur position OM de la particule située en M dans (D) :

OM = ©(OM,, t) (1.1)
ou encore :
X =D(x,t) (1.2)

ou P est une fonction vectorielle qui vérifie :
x=®(x,0), YMgye(Dy), Vt (1.3)

On dit que I'on se donne une description lagrangienne du mouvement du corps dé-
formable puisque l'on suit le mouvement d’une particule que l’on identifie sur la
configuration initiale. Pour que cette description représente effectivement un mou-
vement de milieu continu, on impose a la fonction @ de satisfaire les conditions

mathématiques suivantes :
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— @ doit étre une bijection de (Dy) sur (D) pour tout t. On désigne par W sa

fonction réciproque telle que Vt, VM € (Dy) et YM € (D) :

OMO = ‘P(OM, t) OM = (D(OM(], t)

x=W¥(X,1t) < X = D(x,1) (1.4)

— @ et W sont continues par rapport a I’ensemble des variables d’espace et de

temps.

— @ et W sont en régle générale supposées de classe C!, voire C.

Des hypotheses ci-dessus, introduites pour formaliser les concepts de milieu continu,

résultent les conséquences suivantes :

1.

Deux points matériels qui occupent dans (D) des positions infiniment voi-

sines, restent infiniment voisins dans toute configuration;

. Des points matériels qui occupent dans (Dj) un domaine connexe, occupent

dans (D) un domaine connexe de méme ordre (volume, surface, courbe). Ce

domaine, transporté par le mouvement, est appelé domaine matériel ;

. Les points matériels qui se trouvent dans (D), a I'intérieur d’une surface fer-

mée, restent a tout instant t a l'intérieur de la surface transportée (surface

matérielle);

Les points matériels situés sur la frontiére (dDg) dans (D), demeurent sur
cette frontiere a tout instant. Autrement dit, la frontiére du systéme est une

surface matérielle;

On désigne par J(x,t) le jacobien de @ a l'instant t en (xq,x,,x3), c’est-a-dire le
déterminant de la matrice jacobienne des dérivées premieres des X; par rap-

port aux x; :

D(X1,X5,X3)
D(x1,x5,x3)

](X,t): (15)

® et W étant continiment dérivables, on en déduit que J(x, t) est continu par
rapport a x et t. De plus il ne peut étre ni nul ni infini, les matrices jacobiennes
de @ et W devant étre inversibles. Il conserve donc un signe constant sur (D)
et au cours du mouvement. En conséquence puisque J(x,0) = 1, VM, € (D),
J(x,t) est positif et :

0<]J(x,t)<+oo, YMge(Dy), Vt (1.6)

Le jacobien s’interprete comme la dilatation volumique dans le mouvement

entre les configurations (D) et (D).
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Petites déformations d’'un milieu

continu

Nous travaillerons, comme il a été mentionné au chapitre 1, sur le probleme quasi
statique, sans échange de chaleur avec l'extérieur, du comportement d’un milieu
continu soumis a des charges extérieures appelées sollicitations.

Les petites déformations d’un milieu continu (Dy) limité par une surface (dDy)
munie en tout point d’'une normale extérieure sont connues quand, étant donné un
point courant M, appartenant a (Dy), on sait calculer les déplacements de M, les
variations de longueur et d’angle de deux segments de droite quelconques issus de

Mj et la variation de volume d’un élément courant en M,.

Déplacement et transformation

Vecteur déplacement

Dans un repére fixe, on note My(x) ou My(x1,x;,x3) un point dans la configuration
initiale et M(X) ou M(Xy, X;,X3), le point correspondant dans la configuration dé-
formée. Le vecteur déplacement de M est MgM, il est noté U(M,) :

U(My) = u;(xq1,x,x3)€1 + up(x1,%2,x3)€p + uz(x1, X2, X3)€3 (2.1)

Nous supposerons que les déplacements u; sont petits devant les dimensions du do-
maine (D) étudié. Les X; seront représentés par des fonctions uniformes et continues
des Xj, en conséquence :
— sont exclus les problemes de chocs, de fissuration et de glissement qui corres-
pondent a des discontinuités de la transformation;
— aun point initial M correspond un seul point matériel M aprés déformation :
il s’agit d’'une transformation bijective ;
— seuls les cas ou les u; et les du;/dx; peuvent étre représentés par des fonctions

continues qui restent des grandeurs du premier ordre sont considérés.
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2.1.2 Transformation géométrique

Dans la configuration initiale, considérons deux points voisins M(xy, x5, x3) et Py(x1+
dx;, x, + dxy, x5 + dx3). Le vecteur MyP, se transforme en MP comme décrit sur la fi-

gure 2.1.
Ficure 2.1 — Champ de déplacement
Xl =Xq +M1(X1,X2,X3) Xl +dX1 =Xq +dx1 +u1(x1,x2,x3)+du1
M X2:x2+u2(x1,x2,x3) P X2+dX2:X2+dX2+M2(X1,X2,X3)+dM2 (2.2)
X3 =X3+ M3(X1,X2,X3) X3 + dX3 =X3+ dX3 + M3(X1,X2,X3) + du3
Ona:
MP = dX = dx + dU (2.3)

et apres différentiation, on obtient :

oui
8x1

dey + 24 vy 4 2 g, (2.4)

dXi - dxi * 8X2 8X3

autrement dit, sous forme matricielle :

Xm dxl 811/!1 82111 83111 Xm 8
dX2 = dX2 + 811/[2 821/[2 831/[2 dx2 avec ajui:& (25)

ax]'
dX3 dX3 81 Us 821/[3 831/[3 dX3
soit, en écriture contractée :
dX=dx+Hdx=(I+H)dx (2.6)

ou encore sous forme tensorielle :

dX=T+H) dx (2.7)

avec H tenseur gradient des déplacements et H, sa matrice dans la base (e;e,e3). La

transformation est linéaire et bijective.
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Décomposition du tenseur des gradient des déplacements

En tout point M de (D), nous allons décomposer H en une somme de deux matrices,

I'une symétrique, l'autre antisymétrique. Posons :

H(M,)" H(M,)-H(M,)'
e(Mo) = H(Mo)‘; (Mp) . QM) = (Mp) . (M) (2.8)
les deux matrices dont les composantes sont :
1(Ju; duj\ 1 (du; Iy
Eif:f(a_xj-l-a_xi)' wij—i(a—xj—a—xi (29)
L’équation (2.6) devient alors :
dX=(I+Q+¢)dx (2.10)

Nous montrerons que &(M) est la matrice des déformations pures et Q(My), la ma-

trice de rotation.

Interprétation géométrique de la transformation

La relation (2.10) permettant de passer d’un vecteur élémentaire quelconque MyP,
a son transformé MP peut étre composée en une somme d’applications linéaires :

— une translation (on retrouve MyPy) ;

— une rotation de vecteur w = 1/2rot U représentée par la matrice Q ;

— une déformation pure définie par la matrice e.
Le rotationnel s’interprete comme une rotation d’ensemble d’axe rot U autour du
point My a condition que le déplacement résultant dU soit infiniment petit devant
dX. Il n’introduit pas de déformation au voisinage de M si :

8141-

8—x]-<<1 (2.11)

Cette hypothese est tres forte, elle limite I’étude des déformations des milieux conti-
nus étudiés ici a celles des déformations infinitésimales. Si elle n’est pas respectée, il

faut faire appel a la théorie des grandes déformations.

M,

FiGure 2.2 — Transformation par composition d'une translation, d’'une rotation et
d’une déformation
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Déformation autour d’un point

Variation de longueur d’un segment et dilatation linéique

Le vecteur MP est de longueur dX, de méme, le vecteur MyP, est de longueur dx et

son vecteur unitaire est 15 de cosinus directeurs (aq,a;, a3) et on peut écrire :

MyP, = dx = dxl, (2.12)
on a donc :
dX? = dX*'- dX = &x'(I+ HY)(1 + H)dx = dxt(I +(H'+H) + HtH)dx (2.13)

Avec I’hypothese des petites transformations, c’est-a-dire lorsque les termes de H
sont petits devant 'unité, on peut négliger le terme quadratique H'H devant H et il

vient :
dX? ~ dx'(I + 2¢)dx (2.14)
avec :
_H+H' ( )
€= > 2.15
et en développant :
dX? ~ dx®15 (I + 2€)ly = dx? (1 + 215el) (2.16)

La matrice € est, dans la base (e;e;e3), la matrice du tenseur des petites déformations
€ (partie symétrique du tenseur gradient des déplacements) et donc les composantes

de cette matrice symétrique & sont :

£ = l % + % ( )
"o 2 ax] axi 217
La dilatation linéique dans la direction 1, notée ¢;, est définie par :
g = M (2 18)
En exprimant :
dX?—dx?  (dX - dx)(dx +dX)
= - (2.19)
dx dx
et compte tenu de I’hypothese des petites déformations, on peut écrire :
2 gy2 _ —
dX< —dx N (dX —dx)(dx + dx) _ 2(dX dx) _ 2 (2.20)

dx? dx? dx
et a partir de (2.15), en calculant (2.20), on déduit qu’avec I’hypothése des petites
perturbations, la dilatation linéique dans la direction 1 est donnée par :

g = 16810 = a%ell + a%szz + (x§€33 + 20100810 + 20503893 + 20301 €31 (2.21)
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Elle s’exprime donc en fonction des six composantes de la matrice des déformations
et des cosinus directeurs de la direction 1. Les ¢;; sont les dilatations linéiques dans
chacune des directions des axes du référentiel. Pour vérifier cette proposition, consi-
dérons successivement e; = (1,0,0)!, e, = (0,1,0)" et e3 = (0,0,1). Il vient par identi-

fication :
€11 =€,  €2=&, €33 =&, (2.22)

La dilatation linéique dans la direction 1 peut étre obtenue par une autre démarche.
Compte tenu de I'expression du tenseur des déformations ¢ et de I’hypothése sur
l'ordre de grandeur des termes de H, on en déduit que les termes de la matrice des

déformations € sont petits devant l'unité, 1, étant 'unitaire, il s’ensuit que :

dX
ol 1+ 215810 ~1 +15£lo (2.23)

et donc que :
dX —dx
dx

Il apparait ainsi que 1jely, caractérise la variation relative de longueur ¢ (dilatation

16810 = (2.24)

linéique) dans la direction 1, au point considéré.

Vecteur déformation

Un vecteur courant MyP, = dxl, se déforme en MyP d’unitaire 1. Le vecteur PyP noté
SMP est le vecteur déformation tel que PyP = D(M,,1,)dx avec D(My,1y) = &-1y. On
aD(My,1p) = (D-1p)-1y+1g A (D Alp), soit D(M,1y) = Ije-1oly + gty ou g = tyely. En

to 1

p

00
My dx Ph N I

FIGURE 2.3 — Décomposition du vecteur déformation

projetant OMgP sur 1j et sur t(, vecteur directement perpendiculaire a 1, la défor-
mation se traduit dans le plan MyPyP pour MyP, par deux composantes, celle sur 1
correspondant a l’allongement, celle sur t; correspondant a la déviation angulaire
00 de la direction 1 :

PoP = dMyP = PoN + NP = MgPye(My, 1)1 + MgPpg (Mo, 1g)to (2.25)
soit :
D(My,1p) = (Mg, 1g)lg + g(Mg, 1), to (2.26)

o1 BN est I'allongement de MyPy donc £(My,1y) = ¢; est I’allongement relatif suivant
1y et NP = tan(60) ~ 50 est la déviation angulaire de 1, notée g(My,1o).
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Variation d’angle entre deux axes de référence

Nous allons montrer que la diminution de chaque angle droit du référentiel s’ex-

prime en fonction des quantités 2g; appelées glissements et notés :

Yi2 =283 = —001; Y13 = 282 = —0013 Y23 = 281 = —003 (2.27)

Considérons deux unitaires e, e, de la base locale. Compte tenu de la décomposition
du vecteur déformation pure (e(Mg,€y),g(Mo,¢y)) de I’équation (2.26), nous allons
étudier la variation de I’angle droit (e}, e;) avec I’hypothese des petites perturbations.
Ona:

g(Mg,e;)=e; A(D(ej)Ae;)  g(Mg,ez) =€ A(D(ey) Aey) (2.28)
Dans le plan (e, e;), on a pour la diminution de ’angle (e, e;) :

—0015 = g(Mo,e1)ex + g(Mo,ez)e; = (e1,D(er) Aep,er)+(ex, D(ey) Aey,e)
=—(D(e1) Aep)-e3+(D(ey) Aey)-e3 =(e;,D(er) e3)+(D(ez) ey, e3) (2.20)

=D(e;)-e;+D(es) e

=287 =283=Y12

On trouve des résultats similaires pour les autres angles entre les axes du référentiel.
Les coefficients ¢;; de la matrice € sont appelés les demi glissements g;. Ils caracté-

risent la variation des angles droits entre les axes du référentiel.

Variation angulaire de deux directions quelconques

Dans la configuration initiale, en un point My, on consideére deux directions quel-
conques MgPy = dx = dxl et MyQq = dx’ = dx’l’, qui font entre elles un angle a. Ces
directions sont transformées en MP = dX et MQ = dX’ qui font entre elles un angle
a+ da. Nous allons calculer la variation angulaire o + da. On a d’une part :

dX - dX’ = ||dX]| - ||dX/[| cos(a + dax) = dX dX’ cos(a + dax) (2.30)

soit encore d’apres (2.6) :

dX - dX’ dX - dX’
cos(a+da) = o = ST re) a1+ ep) (231)
d’autre part, en tenant compte de (2.10) :
dX-dX’' = dx'(I+H")(I + H)dx’ = dx"(I+ 2¢)dx” = dx1'(I + 2¢)1"dx’ (2.32)
et donc :
cos(a+da) = [+ 2e)1 (2.33)

(1 +€l)(1 +€lr)
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Avec I'hypotheése des petites déformations, da est petit et :
cos(a+da) = cosa —sin ada (2.34)

et dans le cas particulier ou les deux directions initiales I et I” sont perpendiculaires,

la variation angulaire (diminution algébrique) est notée a+da = 5 - y(L,1') et :

11+ 2¢)l

YL = A+e)(1+ep)

(2.35)

Or, dans I’hypotheése des petites déformations, y(1,1’) est petit et en tenant compte
del-1" =0, une approximation de la relation précédente est donnée par :

y(L,1') = 21l (2.36)

Lorsque les directions 1 et 1’ coincident avec les directions (e, e,, ou e3) du repere,
les relations (2.27) sont restituées.

Dilatation cubique

Un parallélépipede élémentaire découpé dans le solide avant déformation a pour

volume dvg = dx; dx, dx; et devient apres déformation :
dv = dX (x1,xp,x3) dX5(x1, X2, x3) dX5(x1, X2, X3) (2.37)

La dilatation cubique relative est :

dv —dvg
dVO

0(M,) = (2.38)

Les X; étant des fonctions continues des x;, on a bien sGr comme pour tout change-
ment de variables :
D(X;)

dv =

dvg =Jdvg (2.39)

Le déterminant ] est le jacobien de la transformation définie au chapitre 1. La géné-
ralisation de (2.4)a i = 1,2,3 entraine :

81X1 82X1 83X1 1 +811/l1 azul 831/11

= 81X2 82X2 83X2 = 81u2 1+82M2 831/[2 (2.40)
81X3 82X3 83X3 81 Us 821/[3 1+ 831/{3

D(X;)
D(x;)

En développant le jacobien et en négligeant les termes d’ordre supérieur a un, il

vient :
d’l/:d'l/()(l+81M1+82M2+83M3):d7/0(1+e) (2.41)
soit, a partir de U(Mg) = (11(My), u2(My), uz3(Mg))* :

0 = divU(M,) (2.42)
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Eléments propres de la matrice des déformations

La matrice € est une matrice hermitienne qui admet trois valeurs propres réelles et
trois vecteurs propres perpendiculaires associés. Dans la base propre locale (ejefery),

la matrice est diagonale :

&
e=| e (2.43)

Sl

Les directions ey, ey et ey sont les directions principales des déformations et g, €
et g sont les dilatations linéiques principales. Pour les directions principales, les

glissements sont nuls.

Invariants du tenseur des déformations

Les trois invariants du tenseur des déformations sont définis a partir de 1’équation

caractéristique :
det(e—AI) =N+ A2 —LA+]; (2.44)

et on obtient :

Ii(e) =divU
=tracee (2 )
:€I+€H+EHI:€1+82+€3 '45
=0 (M)

1

Ir(e) = E((trace €)? —trace(e)z)
= €€y + EQEN + EMMIEy (2.46)
=€1& +&8&3 +&E38 —g32 —g22 —glz

I3(€) = greqren = dete (2.47)

Conditions d’intégrabilité

Ce sont les conditions que doivent vérifier les composantes de la matrice symé-
trique & pour que cette matrice soit celle des déformations infinitésimales. Il faut,

d’aprés (2.17):
e= %(HHH) (2.48)

ou H s’exprime en fonction de U champ de vecteur déplacement infinitésimal. Il faut

donc qu’il existe un champ de vecteur U, dont les neuf dérivées partielles premieres
au,'
x;
conditions cherchées sont dites conditions d’intégrabilité du vecteur U ou encore

satisfassent aux six équations scalaires (2.17) ou la matrice € est donnée. Les
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conditions de compatibilité des composantes ¢;; de la matrice &. Pour les obtenir, on
part de la définition (2.17). En dérivant deux fois les six équations qui donnent les
¢ij, il vient :

Pej 1 Pu P u;

j ..
= = s oK L= 172r *
dxpdx; 2| dxpdxdx; * dx; 0x;0x; bkl 3 (2.49)

Une combinaison linéaire de ces relations conduit aux conditions de compatibilité

des déformations :

Peij ey a9
ij  0%&jk i 7&Kk i,j,k1=1,2,3 (2.50)

Oxp0x;  Oxxdx;  Oxi0x; Jx;0x;

On démontre que ces conditions nécessaires sont également suffisantes.

Représentation de MOHR

Directions perpendiculaires a une direction principale

En un point M, supposons que 'on connaisse la direction principale ey des défor-
mations''), le plan (e, e;) perpendiculaire a la direction ey est alors plan principal
des déformations. Dans ce plan, on cherche les deux autres directions principales
et les déformations linéiques principales associées ainsi que les directions de glis-
sement maximum. Cette recherche peut se faire d’'une maniere algébrique en cher-

chant les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice € :

€11 €2 O
e=lenp &y 0 (2.51)
0 0 (S0

Nous allons ici entreprendre cette recherche d’une maniére géométrique en utilisant
la représentation plane de MonRr des déformations en travaillant dans le plan princi-
pal (eq,e;) et en considérant uniquement la matrice 2 x 2 représentative de 1’état de
déformation dans ce plan comme décrit sur la figure (2.4). Si les directions (ey, eyy) et

€21 e/z
€22
€2
€]
€12
My €1 €1

FIGURE 2.4 — Plan principal des déformations (e, e;)

[1] C’estle cas lorsqu’on considére un point Mg de la surface libre d’une piéce de normale eyy.
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déformations principales (¢f, g1) sont connues, alors la dilatation linéique dans une

direction 1y = (cos a, sin ) est donnée par (2.21) :
_ 2 .2
€ = €COS” o + gy Sin” o (2.52)

La distorsion angulaire entre les directions I et ty, perpendiculaires'”), s’écrit :

1 1 )
EY(IO:to) =sV=8= (€7 —&gp) sinaccos a (2.53)

soit encore, en exprimant ces relations en fonction de 1’angle double :

_egteEn g
2 2
_ag—&

cos2a

€]

(2.54)
sin2o

Lorsque dans le plan (e, e), ou bien (eq,e;), on fait varier I'angle de la direction
1y, dans le plan (g), le point M; représentatif de 1’état de déformation dans cette
direction décrit le cercle C(C,R) de centre C = (0, @) et de rayon R = L;H Cest le
cercle de Monr des déformations du plan principal (e, er;). Lorsque I'angle « varie

g g
D(M: eZ)
) &1 -
\
e |
€ &1, €2 3
DN
\
N
r-C] SR N &
D(Mx el)
(a) Cercle de MoHR dans le plan (eg, eg) (b) Tricercle de Mour

Ficure 2.5 — Différentes configurations du cercle de MoHR

de 1t dans le plan (e, eyp), le point M; décrit completement le cercle C(O, R).

En considérant successivement les trois plans principaux de déformations, on
peut construire trois cercles de MoHR et on obtient ainsi le tricercle de Morr des
déformations. D’autre part, on peut montrer que pour une direction n quelconque,
le point représentatif de 1’état de déformation dans le plan (g, g) avec ¢ = n'en et
¢ = |en — en| se situe dans la partie délimitée par les trois cercles de MoHR corres-
pondant aux plans principaux. Sur le tricercle de MoHgr, le point ou le glissement
g est maximum (égal au rayon du grand cercle de MoHnR) est a /2 des points re-
présentatifs des directions principales donc, dans le plan (e, eyy), les directions 1
et t de distorsion angulaire maximum sont les directions bissectrices des directions

principales.

[2] On rappelle que les directions 1y et tg sont telles que la base (tg, 1o, errr) est directe.
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Extensométrie

La déformation en un point peut étre évaluée expérimentalement a I’aide de rosettes.

Description de la rosette

Une jauge de déformation peut étre assimilée a une résistance
métallique constituée d’un fil rectiligne tres fin, que 'on colle
sur la surface de la structure étudiée. On transmet ainsi au fil

de la résistance les déformations de la structure, d’ou une varia-

tion de sa longueur, qui produit une variation de sa résistance,
qu’on mesure grace a un pont de Wheastone. On peut alors en FIGURE 2.6 — Jauge
déduire la déformation du fil, ce qui correspond 4 une mesure d€ déformation

de la dilatation linéique dans sa direction. On peut ainsi obtenir avec précision l’al-
longement linéique x selon la direction x de la jauge.

Pour mesurer la dilatation linéique dans une direction donnée, il suffit de coller
une jauge dans cette direction. Cependant dans le cas général de déformation dans
un plan (e, e;), il faut trois mesures de déformations pour connaitre exactement
I’état de déformation en un point: &1, €5, et €, ou bien ’état de déformation princi-
pal comprenant les déformations linéiques ¢y, g1 et directions (ey, ef). Ces mesures se
font a ’aide de rosettes qui donnent les déformations dans les directions a, b, c. Dans

la pratique, on trouve des rosettes a 45°t a 60°(voir figure 2.7).

dc b C b

45° 60°

45° 60°
- a - a

FiIGURE 2.7 — Rosettes

Dépouillement
A partir de g,, ¢, et ¢, les dilatations linéiques dans trois directions a, b et ¢, on peut
déterminer les valeurs principales des déformations. En notant ’état de déformation

principal en un point M, d’une surface par :

&
8(31,311) = SII (2'55)

la déformation linéique dans une direction faisant un angle 4, a(cosa,sina), par rap-
port a la direction ey, est donnée par la relation (2.54) :
g t+enp  g—¢
P G |G ks
2 2

cos 2a (2.56)
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de méme dans les directions b et ¢, on obtient si « est I'angle de la rosette, soit
a=(a,b)=(b,c):

_gteEn g

&= + > cos2(a+ o) (2.57)
e +enq g —¢
g = 2 5 L 3 I cos2(a+2a) (2.58)

Le systeme de trois équations (2.56), (2.57) et (2.58) permet de déterminer les deux
déformations linéiques principales ¢, ¢ et I’'angle noté a entre la direction princi-
pale e et la direction a.

Rosette a 45°

L'angle des directions (a,b) et (b, c) est 45°, donc les relations (2.56) et (2.58) s’écrivent :

eteq gg-¢
_atén G-

& = > 7 cos2a
& = a J;EH + a _;H cos(2a+ ;) (2.59)
g = a J;en + a _;H cos(2a+ )

soit :
&, = a ;EH + 4 _ZEH cos 2a
gp = L;H - % sin2a (2.60)
g = % - % cos2a

et on déduit par exemple en posant :

" _
goatean o _a-dn (2.61)
2 2

que:

g=d+r et gr=d-r (2.62)
avec :

g, +¢€ 1 & —d
d:—a2 C; 7’:E\/(Ec_sa)z'i'(ga'i'gc_ng)z; tan2a = Ei_d (263)

Rosette a 60°
L’angle des directions (a,b) et (b, c) est 60°, donc les relations (2.56), (2.57) et (2.58)
s’écrivent maintenant :

eteq gg-¢
_atén  a-dn

&= > 7 cos2a
g+e g—¢ 21

& = 12 1y 12 Hcos(2a+?) (2.64)
g+e g —¢€ 47

& = 12 I 12 Hcos(2a+?)
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soit :
+ p—
.= G + i cos 2a
2 2
grten g—gfl V3 .
= (§2a+7s1n2a (2.65)
g +e g—¢ 1 3
€ = I 5 o, > il (—Ecos2a+§sin2a)
et on déduit :
d:g+q+q
3
1
r— g\/(Zea—eb—sc)2+3(£C—Eb)2 (2.66)

\/§€C—€b
3 ¢g,—d

tan2a =






Contraintes dans un milieu

continu

3.1 I::quilibre d’un domaine solide

3.1.1 Bilan de forces

Au sein d’un solide homogene, isolons par la pensée un domaine de volume V et de
frontiere S. Ce domaine (D) peut étre sollicité par deux types de forces :

— les forces de volume qui s’exercent sur toutes les particules de (D). Ce sont des

actions a distance. Si dV est un domaine élémentaire de (D) centré au point M,

la force élémentaire volumique peut s’écrire :
dF, (M) = f,(M)p(M)dV (3.1)

ou f, est un vecteur densité de force et p(M), la masse volumique locale. La
norme de dFy (M) tend vers zéro comme dV; si on considére une dimension
caractéristique du volume élémentaire comme un infiniment petit du premier
ordre, dFy (M) est donc un infiniment petit d’ordre trois.

— les forces de surface qui s’exercent uniquement sur les particules de la surface
S frontiére de VI'\. Elles représentent les actions de contact produites par le
milieu environnant contigu a S. Si dS est une surface élémentaire de S centrée

en M la force élémentaire surfacique peut s’écrire :
dFs(M) = £,(M)dS (3-2)

ou f;(M) a la dimension d’une pression. La norme de dF;(M) tend vers zéro
comme dS(M); dF;(M) est donc un infiniment petit d’ordre deux.

®Si, parmi les forces surfaciques, il existe des forces ponctuelles ou des
couples, de module fini, on ne peut évidemment pas définir de vecteur

f;(M) pour ces efforts dits concentrés.

[1] II peut s’agir, par exemple, de la pression sur un corps immergé dans un fluide.
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3.1.2 Equations d’équilibre

Conditions d’équilibre d’un solide
Pour qu’une position (Sy) d’un solide (S), dans un espace galiléen, soit une position
d’équilibre, il faut et il suffit que, au repos, le torseur des efforts extérieurs sur (S)

placé dans la position (Sy) soit le torseur nul.

®Les conditions d’équilibre d’un solide (S) fournissent six équations
scalaires (trois dans le cas d’un systeme plan). Supposons que le tor-
seur des efforts extérieurs soit la somme d’un torseur d’efforts donnés
74(S) et d’un torseur d’efforts inconnus (de liaison) 7;(S), les conditions

d’équilibre du solide S s’écrivent alors :
73(5)+7,(S) = (0,0)

autrement dit, six équations scalaires. Si le nombre d’inconnues de
liaison est égal a six, ces six équations permettent de les calculer. Le
solide est dit isostatique. Si le nombre d’inconnues est supérieur a six,

le solide est dit hyperstatique.

Le solide considéré étant supposé fixe par rapport a un repere galiléen de réfé-
rence, ’équilibre statique du volume matériel V se traduit par les deux équations

vectorielles :

ﬂsfs(M)ds + lHVfV(M)p(M) dV+ ) Fi(P)=0

ﬂSOM Afg(M)dS +JH OM A fy(M)p(M)dV +ZOP1- AF;(P) +Zc]- =0

\Y%

ou ﬂs fs(M)dS représente les efforts répartis sur la surface, H[VfV(M)p(M) dv, les
forces de volume, }_; F;(P;) représente I'ensemble des efforts concentrés appliqués en
certains points de la surface et }_; C;, 'ensemble des moments concentres appliques

en certains points de la surface.

3.2 Notion de contraintes

3.2.1 Hypothéses

Les déplacements du milieu sont faibles devant ses dimensions et les déformations
sont des termes infiniment petits du premier ordre — voir chapitre 2. Il en résulte
que:
— leffet des forces n’est pas modifié par les déplacements qu’elles provoquent;
— le calcul des contraintes est effectué dans la configuration initiale du milieu et

non dans ’état déformé.
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Vecteur contrainte

Si un solide est en équilibre sous l'action d’efforts extérieurs, il existe en un point
courant M du solide des forces intérieures qui assurent la cohésion interne de ce
solide. Ces efforts intérieurs sont appelés contraintes. On peut mettre en évidence
ces forces en divisant le solide en deux parties (I) et (II) par une surface plane S,

quelconque passant par M comme indiqué sur la figure 3.1. L'équilibre du solide

FIGURE 3.1 — Division par la pensée d'un solide en deux parties

étant assuré, toute partie de ce solide est elle-méme en équilibre. On admet que
les actions de (II) sur (I) (ce sont des actions de contact) sont réparties de maniere
continue sur S.. Ecrivons ’équilibre de la partie (I). La section S, de (I) est munie
d’une normale unitaire n, extérieure a (I).

La partie (I) est en équilibre sous l’action :

— des forces extérieures volumiques qui s’exercent sur toutes les particules de (I)
ainsi que des forces extérieures réparties ou concentrées qui s’exercent sur la
surface S; du solide;

— des forces surfaciques sur S, représentant l’action de (II) sur (I).

Sur toute surface élémentaire dS. centrée en M appartenant a S, I’action de (II) sur
(I) peut étre définie par le vecteur force élémentaire dF(M). Cette force élémentaire
est une force extérieure dans les équations d’équilibre de la partie (I) mais devient
une force intérieure dans les équations d’équilibre de la totalité du solide considéré.

On appelle vecteur contrainte en M, relativement a la direction n, le vecteur :

T(M,n) = déimo dFd(SM)
d c

(3-4)

Le vecteur contrainte est donc défini en un point du solide et sa détermination dé-
pend de l'orientation de la surface élémentaire (ou facette) sur laquelle il s’exerce.
Il a la dimension d’une pression et s’exprime dans l'unité légale le Pascal (1Pa =

1N/m?) ou I'un de ses multiples le mégapascal (MPa).

Décomposition du vecteur contrainte

Le vecteur contrainte en M sur une facette dS. centrée en M peut étre projeté sur la

normale n a la facette et dans son plan.
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On appelle contrainte normale sur dS, :

n T(M,n)
oc=T(M,n)-n (3-5)
o
et contrainte tangentielle ou de cisaillement :
t=T(M,n)—on=nA(T(M,n) A n) (3.6)
Il y a quelques cas particuliers intéressants :
dSc ) N
- siT-n =0 =0, la facette dS, est soumise a un
Ficure 3.2 — Décomposition cisaillement pur;
du vecteur contraintes — sit=0,lafacette est soumise a une traction ou

a une compression pures.

Etat de contrainte en un point

L’état de contrainte en un point M du solide sera parfaitement connu si, en ce point,
et quelle que soit l'orientation de la facette centrée en M, on peut déterminer le
vecteur contrainte T(M,n).

Montrons que la connaissance du vecteur € «
contrainte sur trois facettes orthogonales deux < nip
a deux, de sommet commun M, suffit pour dé- Y
terminer le vecteur contrainte sur une facette €
d’orientation quelconque (centrée en M). B

Considérons un volume élémentaire tel que €1~
le tétraedre de la figure 3.3 ou les sommets A,
B et C sont suffisamment proches de M pour  ['GURE 3.3 — Volume élémentaire
pouvoir supposer que le vecteur contrainte est constant sur chacune de ses quatre
faces. Les trois facettes (MBC), (MAC) et (MAB) sont respectivement de normale
extérieure —e;, —e, et —e3. Décomposons le vecteur contrainte sur ces trois facettes
en sa composante normale et sa composante tangentielle, elle-méme projetée sur la

base (e, e;,e3), on obtient :

T(M,-e;) =-T(M,e;) = —(011€1 + 0z1€3 + 031 €3)
T(M,-ez) = -T(M, e3) = —(012€1 + 022€3 + 032€3) (3.7)
T(M,—e;3) = -T(M, e3) = —(013€; + 023€2 + 033€3)
La facette (ABC) est de normale extérieure n dont les cosinus directeurs sont «, p
et y. Soit S son aire. Celle des trois autres facettes s’exprime en fonction de S et des

cosinus directeurs de n; on a Sygc = S, Spac = PS et Syap = ¥S. La premiere des
équations d’équilibre du tétraedre s’écrit :

T(M, —€1 )OLS + T(M, —ez)(:’)S + T(M, —83)’)/8 + T(M,n)S + fV(M)PVMABC =0 (38)
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La force volumique étant un infiniment petit d’ordre supérieur a celui des termes

surfaciques, il vient, lorsque S tend vers zéro :
T(M,—eq)aS+T(M,—e;)pS+T(M,—e3)yS+T(M,n)S=0 (3.9)
d’ou la propriété annoncée :
T(M,n) = aT(M,e;) + pT(M,e;) + YT (M, e3) (3.10)

Appelons X, Y et Z les composantes du vecteur contrainte sur la facette de normale

extérieure n, on obtient, par projection de I’équation d’équilibre (3.10):

X = aoqq +po1p + Y013
Y = a0y + Bo2n + Y023 (3.11)

Z = ao31 + P03 + Y033
ou sous forme matricielle :
011 012 O13
T(M,n)=oc(M)n avec o(M)=]|0y; 077 093 (3.12)
031 032 033

Pour un point M fixé, n est un vecteur arbitraire et T(M,n) un vecteur indépendant

de la base choisie, donc la matrice 0(M) est la matrice d’'un endomorphisme.

e Exemple Traction pure — On considére le barreau de la figure 3.4 soumis a un effort
normal N. Le barreau est coupé en deux parties (I) et (II) séparées par une section droite S,.
En supposant la contrainte uniforme sur cette section de normale n = e;, la matrice des

011

FIGURE 3.4 — Essai de traction pure

contraintes en M est :
0 0
sM=|l0 0 0 (3.13)
0 0

Le vecteur contrainte en M sur une facette de normale n, d’angle o avec ey, est :

T(M,n) = 0110 = 077 COs xeq (3.14)
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Propriétés de la matrice des contraintes
Réécrivons les équations d’équilibre d’'un domaine de volume V et de surface fron-
tiere S :

— pour la résultante :

-HST(M,n)dS+ﬂTVfV(M)p(M)dV: 0 (3.15)
— pour le moment :
ﬂOMAT(M,n)dS+M OM A fy(M)p(M)dV =0 (3.16)
S \%

Equations d’équilibre
Dans l’équation (3.15), I'intégrale de surface peut étre transformée en une intégrale
de volume a l'aide de la formule d’OsTrROGrADSKI et devient :
[ T(M,n)dS = ﬂc(M)ndS:IH dive(M)dV (3.17)
S S \Y
La premiere équation d’équilibre s’écrit alors :

A

Tv(divcr(M)+fv(M)p(M))dV: 0 (3.18)

AL
Cette équation devant étre vérifiée quel que soit le volume choisi, I’'intégrand doit

étre nul, d’ou :
divo(M) + fy(M)p(M)=0 VYMeD (3.19)
sachant que divo(M) = ;5 ;(M)e; pour i =1, 2,3, I’équation vectorielle peut s’écrire :
oijjtefy,=0 Vie[l,23] (3.20)

ce qui conduit aux trois équations d’équilibre au point M dans la base (eq,e;,e3):

8011 8012 8013 _

0x; * 0x, " dxs3 ofv, =0

8021 8022 8(523 _

T + 7, + s +pfy,=0 (3.21)
8031 8032 (9(533 _

0x; * 0x, " dxs3 ofv, =0

®Les équations d’équilibre (3.21) peuvent aussi s’écrire en coordonnées

cylindriques :
do,, 1(do,g d0,, 3
or *?( g0 O o00 |+ 5" +ofvr=0
(90,,9 1 8099 9092 _
or ‘( g0 "ot 5; Fefve =0

e 7 (20 i vt =0
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avec :

o(M) =|og, 0gp 0o

3.4.2 Réciprocité des cisaillements

Effectuons maintenant la méme opération sur I’équation (3.16) de fagon a nous ra-
mener a une seule intégrale de volume. En posant T(M,n) = o;jn;e;, ou pour une

composante k quelconque, Ty = oy;n;, l'intégrale de surface devient :

‘H OMAT(M,n)dS = ﬂ Ei]-kx]-Tkei dS=e; ﬂ € jkXjOkIN] ds
s s S (3.22)
=e; ﬂr &ijk(xjoxr), dV = e; _[H &ijk(Xj, 10k + Xjog, ) dV
v v

mais X; 0k; = 010k = Okj, d’ou :

_[LOM/\T(an)dS:eiﬂLEijk(ij"'ijkl,l)dV (3.23)
D’autre part :

_HLOM/\fv(M)P(M) dv = eiﬂLEijkijka dv (3-24)
En regroupant les deux intégrales de volume, I’équation (3.16) devient :

ez’lﬂvez’jk(xj,lgkl +x;(0k1,1 + pfyk))dV =0 (3-25)
qui, compte tenu de I’équation (3.20), se simplifie pour donner :

eilﬂ\/eijkxj'lckl dv=0 (3.26)
mais X; 0y = 010k = Okj, donc :

eiﬂLEz’jkﬁkj dv=0 (3-27)

Cette relation ne peut étre vraie pour toute forme de volume V, que si, en chaque
point ¢;jx0; = 0 soit en développant, et en ne gardant que les termes non nuls :

€123032 +€132023 =0 032 = 023
€231013 +€213031 =0 ¢ = 013 =031 (3.28)
€312021 t€321012 =0 021 =012

Ces trois relations constituent une propriété des contraintes en un point M appe-
lée réciprocité des cisaillements. Par exemple, sur deux facettes orthogonales cen-

trées en M, de normales extérieures e; et e, et en supposant oy3 nulle, les deux



32 3. CONTRAINTES DANS UN MILIEU CONTINU

T(M, ez)
() € T(M,el)
021
M e N €]
012
FiGure 3.5 — Illustration de l'égalité o1, = 09

vecteurs contraintes T(M, e;) et T(M, e,) sont tels que 61, = 0,1, égalité illustrée sur
la figure 3.5. Plus généralement, si t et n sont deux vecteurs unitaires orthogonaux

quelconques, alors :

n-T(M,t) =t-T(M,n) (3-29)

La matrice des contraintes en un point quelconque M du milieu étudié est donc

symétrique et prend la forme suivante dans une base quelconque (e, e;, e3) :

011 012 013
[0(M)] =012 022 023 (3.30)

013 023 033

La figure 3.6 rappelle la signification des termes de la matrice o(M). Le terme oj;
représente la composante dans la direction e; du vecteur contrainte sur la facette de

normale e;. La connaissance de |’état de contrainte en un point M du milieu nécessite

€3

FIGURE 3.6 — Termes 0jj avec 01 = 0y1, 013 = 031 €t 035 = 023

donc la détermination des six grandeurs 011, 63, 033, 012, 023 et 037.
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Contraintes principales

La matrice des contraintes o(M) étant symétrique, elle est diagonalisable. Il existe

donc au moins un repére (M;ererjerp) dans lequel la matrice s’écrit :

o1 0
o(M) = o11 (3.31)
0 on

Les valeurs propres de la matrice o(M) sont les contraintes normales principales I, II
et IIl en M, s’exercant sur trois facettes orthogonales deux a deux, dont les directions
des normales (appelées directions principales des contraintes) sont définies par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres.

Chaque facette dont la normale est colinéaire a une direction principale ne subit
donc aucun cisaillement et travaille uniquement en traction ou compression suivant

le signe de la contrainte normale principale associée.

Conditions aux limites

En un point M de (S), frontiere du domaine de normale extérieure n, le vecteur

contrainte T(M, n) est égal a la répartition surfacique f;(M) :

T(M,n) = on = f,(M) (3-32)

Cas particuliers

Il existe quelques cas particuliers de répartition des contraintes :
— état non contraint : les trois contraintes principales sont nulles, le vecteur con-
trainte T(M, n) est nul quelle que soit 'orientation de la facette centrée en M;
— état anti-plan : deux des trois contraintes principales sont nulles;
— état plan : une des trois contraintes principales est nulle;
— état isotrope : les trois contraintes principales sont égales ;
— état axisymétrique : deux des trois contraintes principales sont égales.

Invariants scalaires

L’équation caractéristique issue de det(o(M) — AI) = 0 s’écrit, apres développement :
3 2 2 _ 2 2
A7 =(011+022+033) A" =(011022+022033+033011—07,— 033031 )A—deto(M) = 0 (3.33)

or les contraintes normales principales ne dépendent que de I’état de contrainte au
point M, ce qui signifie que les racines de I’équation caractéristique ne dépendent
pas de la base dans laquelle est exprimée o(M) ou encore que les coefficients de

I’équation caractéristique sont invariants. On peut donc définir (de la méme fagon
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que pour les déformations) trois invariants scalaires :

Sy =011 +022+033 =01+ 071 +Oppy
_ 2 2 2 _
Sy = 01102 + 022033 + 033011 — 07, — 033 — 03 = 0707y + O71 0711 + O[[10] (3-34)

S3 = det(c(M)) = o001y

3.4.7 Décomposition en parties sphérique et déviatoire
Posons :

o(M) = L1+ op(M) (335)

Le terme op(M) est appelé partie déviatoire de o(M), elle est de trace nulle et a
mémes directions propres que o(M); les valeurs propres valent :

S S S
S i - .36
01 3 11 3 o111 3 (3-36)
Le terme og(M) = 311 est appelé partie sphérique de 6(M), elle a méme trace que

o(M), trois valeurs propres égales a S1/3 et admet donc toute direction comme di-
rection propre.

Il s’ensuit que la partie du vecteur contrainte T(M,n) due a o5(M) est normale
a la facette et que son module ne dépend pas de n (valeurs propres confondues), et
d’autre part que la partie déviatoire op(M) est seule responsable du cisaillement et
de la différence de avec S;/3.

3.5 Représentation géométrique des contraintes

On représente le vecteur contrainte T(M,n) en un
point M, dans un plan contenant M et défini par
les axes n et t, supports respectivement de la com-
posante normale et de la composante tangentielle
du vecteur contrainte T(M,n) = on + tt. Le vecteur

t est tel que:

— Si n n‘appartient pas a un plan principal,
alors T = tt et T= VT2 —02;
FIGURE 3.7 — Vecteur T(M, n) — Sin appartient au plan principal orthogonal
a ey alors le triplet (t,n,e;) est une base di-
recte et t=T(M,n)-t.
Dans la base principale des contraintes (M;ejeyeyy), le vecteur contraintes T(M,n) a

pour expression :

T(M,n) = njore + nyyoyrey + nroy e (3-37)
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ou ny, nyy et nyyy sont les cosinus directeur de n dans la base principale. On en déduit

immédiatement que :

2 _ 2,2 _.22..2 2. .2 2
T“(M,n) = 0"+ t° = nyof + ny 0y + Ny iy (3-38)
et enfin :
o =T(M,n)-n = njoy + nyyoyy + 1oy (3-39)

avec ”12 + nIZI + nIZH = 1. De ces trois équations aux trois inconnues nlz, on tire :

02+ — (o1 + o111)0 + o110y
(o1 — orr)(o1 — omy)

02 + T — (0 + or)0 + O70qyy
(o11 — o1)(o11 — o111)

2 02+T2—(GI+GH)G+GIGH

n =
H (o111 — o) (o111 — o)

2
ny

N

(3-40)

=

I

En supposant oy > oy > oyyp, pour réaliser ny > 0, il faut donc vérifier :

2
J
2., .2

o +1T — (GH + GIH)G+ O1107111 =0

2, .2

0°+ 1" — (o1 +oyyp)o +orop < 0 (3-41)
2., .2

0°+1t° —(or+op)o+orop =0 T

L'extrémité du vecteur contrainte dans le T
plan (t,0) ne peut donc appartenir qu’a la !

zone grisée limitée par les trois cercles de ' o
o1 01

Mosnr de diametres oy —oyy, oy — oy et op—oyyy. ot
La représentation dans le plan de Mour

de 'extrémité du vecteur contrainte sur une

facette d’orientation quelconque par rapport

— Vecteur contrainte
ment simple. Nous nous limiterons dans la  sur une facette d'orientation quel-

a la base principale nest pas particuliére- r e 58

suite au tracé dans le plan de MonRr de I’état  conque dans le plan de MoHR

de contrainte sur une facette dont la normale

est orthogonale a une des directions principales. Supposons, par exemple, que la fa-
cette a sa normale orthogonale a e;. Dans ce cas nj est nul et la premiére inéquation
devient une équation. L'extrémité du vecteur contrainte appartient donc au cercle de
diameétre oy — oy, et de centre C(@, 0). En général, le probleme se pose ainsi : tra-

cer les cercles de MoHRr relatifs a I’état de contrainte en M représenté par la matrice :

o1 0 0
oM)=10 oy o3 (3-42)
0 o023 033

connue dans une base (e, e,,e3) dont une des directions de la base est principale.
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Convention de MoHr Pour chaque facette dont la normale est orthogonale a une
direction principale, on définit une base directe (t,n,e;). Dans le plan de MoHgr,
T(M, n) sera représenté par :

o=n-T(M,n) et t=t-T(M,n) (3-43)

(a) 0 =022, T=-032 (b) 0 =033, T=023

FiGURrE 3.9 — Vecteur contrainte dans une base locale

Sur une facette de normale n quelconque faisant un angle avec e,, le vecteur

contrainte T(M,n) de composantes ¢ et T est donné par :

o 0 0]f 0 0
TM,n)=|0 o0y, o0p3||cosa|=]0pcosa+0y3sina (3.44)
0 o053 o033|\sina 073COS 0L+ 033 Sina

d’ou :

o =n-T(M,n) = 0y, cos® a + 20,3 sin € cos a + 033 sin’

. . 2 2 . (3-45)
T=t-T(M,n) = 0y, sincos & + 673 Sin“ & — 073 COS“ ¢ — 033 SIN AL COS O
avec t =n A e = sinae, —cos aes, soit, en passant a ’arc double :
07y + 0O 07p — 0O .
o= 3 4 3 cos2a+ 0p3sin2a
2 2 (3.46)
022 — 033 . '
T= — sin 20— 03 €0s 2a

On obtient I’équation du cercle de Monr dans le plan principal (e,,e3). La connais-
sance des deux vecteurs, T(M, e,) et T(M, e3) indiqués sur la figure 3.10 suffit pour
tracer le cercle représentant I’état de contrainte sur toute facette centrée en M et de
normale orthogonale a e;. Les extrémités des deux vecteurs sont des points diamé-
tralement opposés du cercle. Ce cercle est centré sur I’axe des abscisse (07, + 033)/2

et son rayon vaut :

_ 2
R= (22522 o3 (3-47)
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032

023

Ficure 3.1 0 — Différentes configurations du cercle de MoHR

e Exemple On consideére I’état de contrainte en M, dont la matrice dans la base (ejeje3)

s’écrit :
1 0 2
oM)=]0 -2 0 (les composantes sont en hbar) (3.48)
2 0 5

Il a pour représentation dans le plan de Mosr de la figure 3.12. On trouve oy = 3+ 2V2 =
5,8 hbar, o; = 3 —2V2 ~ 0,171 hbar, oy = —2 hbar et T, = 2,5+ V2 = 3,9 hbar. On rappelle
que 1 hbar = 10 MPa. °
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Q_____

(02
o111 o1 01
(b)
T
260,
T . — .
o111 \O on 01

o111

e

' O~

(e) (f)

FIGURE 3.11 — Représentation dans le plan de MoHR de l'extrémité du vecteur

contrainte sur une facette d'orientation quelconque
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FIGURE 3.12 — Extrémité du vecteur contrainte sur une facette d’orientation quel-

conque dans le plan de MoHR






4

Relation de comportement en

élastostatique

Basée sur ’hypothese des petites perturbations, la théorie des déformations du cha-
pitre 2 a été développée a partir d’'une formulation linéarisée en fonction des com-
posantes du gradient des déplacements. Cette premiere linéarité dite géométrique
a permis de scinder la transformation du milieu sous l'action du champ de dépla-
cement U en une déformation et une rotation représentées respectivement par les
opérateurs ¢;; et ();; en tout point du milieu.

En faisant I’hypothese d’un état de contrainte indépendant de la rotation, ce der-
nier ne dépend plus que de l’état de déformation ¢;;. Lorsque les déformations n’ex-
cedent pas une valeur de 'ordre de 1%, on met en évidence un deuxieme type de li-
néarité concernant les relations entre contraintes et déformations. Dans un domaine
restreint, la relation entre contraintes et déformations est linéaire : c’est la linéarité
de comportement. Ces deux linéarités vérifiées simultanément sont a 'origine du

chapitre 6 détaillant ’élasticité linéaire.

Coefficients élastiques

Les solides sont caractérisés par le fait que des déformations ne peuvent exister que
si des contraintes sont, ou ont été, appliquées. Si on se restreint aux matériaux mé-
talliques, dans un domaine limité en contraintes, les déformations sont réversibles,
c’est le domaine d’élasticité. Pour des contraintes plus élevées, des déformations irré-
versibles (plastiques) apparaissent. Enfin, il existe un troisieme phénomene extréme-
ment important engendré par les sollicitations, c’est 'endommagement qui conduit
a la rupture. Les relations liant contraintes et déformations sont fondées sur 1’expé-
rimentation et principalement sur les essais mécaniques de traction/compression et
de torsion.

Nous nous limitons ici aux essais mécaniques appliqués a des matériaux iso-
tropes. Signalons également que les relations contraintes-déformations sont formu-
lées dans un cadre thermodynamique cohérent et en accord avec différents principes
de la physique.
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4.1.1 Essais mécaniques et caractéristiques mécaniques

L'objet des essais mécaniques est d’obtenir une relation entre contraintes et déforma-
tions. Le réve du praticien de l'identification serait un appareil réalisé autour d’'un
petit cube représentant I’élément de volume et permettant d’appliquer indépendam-
ment les six composantes du tenseur des contraintes ou les six composantes du ten-
seur des déformations. Dans la réalité, ce sont des machines de traction-compression
ou des machines de traction-torsion ou plus rarement des machines d’essais bidi-
mensionnelles et tridimensionnelles. Ajoutons la possibilité de faire des essais en
température et l'on aura la panoplie complete de ’expérimentateur en lois de com-

portement.

4.1.2 Eprouvettes d'essais

D’une facon générale, on appelle éprouvette la piece qui
permet d’isoler un élément de volume représentatif ser-
vant a identifier le comportement du matériau considéré.
Sa géomeétrie est l'aboutissement d’une réflexion, issue
d’un certain nombre de critéres. La norme européenne EN
10002 reprend la norme internationale ISO 783 1968 et fixe

les modalités d’essai de traction pour les matériaux métal-

liques comme celle indiquée sur la figure 4.1. La principale )

N . J . FIGURE 4.1 — Eprou-

regle est le respect de la taille du volume élémentaire re- i
, . . . ol vettes de traction

présentatif (V.E.R.). La dimension de 1’élément de volume

représentatif (V.E.R.) devra étre égale a 15 a 20 fois la di-

mension de I’hétérogénéité élémentaire du matériau considéré.

4.1.3 Essai de traction simple

La figure 4.2 représente une machine de traction et son dispositif d’acquisition. Cette

machine permet de caractériser le matériau considéré en traction ou compression

FIGURE 4.2 — Machine de traction M.T.S. avec son systéme d’acquisition

jusqu’a la phase ultime de la rupture. Durant I’essai mécanique de traction, I’éprou-
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vette est sollicitée par une force créée par un vérin hydraulique. Durant l’essai, on
étudie comment varie la contrainte normale dans ’axe de I’éprouvette o;; en fonc-
tion de la déformation normale axiale €;;. Dans le cas d’une éprouvette constituée
d’un matériau homogene isotrope, on peut déterminer le module d’Young E et le
coefficient de Poisson v du matériau considéré. Ces deux coefficients caractérisent le

matériau dans son domaine d’élasticité.

Mesure de la déformation

On utilise un extensomeétre mécanique ou optique qui mesure le déplacement relatif
de deux reperes distants d’une longueur L tracés sur I’éprouvette. Au départ, la
longueur entre les deux reperes est Ly, apres sollicitation de I’éprouvette la longueur
entre les deux reperes devient L. La déformation ¢;; dans ’axe de I’éprouvette est la
quantité scalaire suivante :

L-L,
€1 = L (4.1)

Un autre moyen pour la mesure de déformation est la jauge de déformation a fil
résistant collée sur I’éprouvette d’essai. La jauge se déforme de maniere proportion-

nelle a I'éprouvette. La jauge ne peut pas étre décollée pour une autre utilisation.

Mesure de la contrainte

La contrainte est inaccessible a la mesure directe. Un systéme dynamométrique per-
met d’obtenir la force F créée par la machine d’essai. La contrainte axiale uniformé-

ment répartie dans la section S de I’éprouvette est définie par :

F
011=§

(4.2)

Courbe d’écrouissage

La courbe d’écrouissage représente la contrainte axiale 61 en fonction de la défor-
mation axiale €. Elle est le résultat de 1’essai de traction ou de compression simple.

La figure 4.3 représente la courbe d’écrouissage pour différents matériaux.

011 4 011 0114

o, I
GU
Ge

GU
GE

€11 €11 €11

Ficure 4.3 — Courbes d’écrouissage obtenues avec une machine de traction
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Domaine d’élasticité
Tant que la contrainte reste inférieure a une certaine valeur o,, le phénomene de
déformation ne met en jeu que des mouvements relatifs d’atomes réversibles et li-
néaires par rapport a la contrainte. On définit :

— E, le module d’Young (1807) qui exprime la raideur de I’éprouvette ;

— v, le coefficient de Poisson. Une jauge placée normalement a I’axe de traction,
mesure la déformation de contraction transversale. Son rapport avec la défor-
mation longitudinale est constant et permet de définir le coefficient de Pois-
son :

_
e

(4-3)

Dans le domaine d’élasticité |oq;| < o,, la loi d’élasticité unidimensionnelle est défi-
nie, dans la base (e, e;,e3), par :

011 0 0 €11 0 0
_ 011, _ . _
e1=—J5 o=[0 0 0); e={0 -ve 0 (4.4)
0 0 0 0 —VE&1

On peut montrer que dans le cas des matériaux isotropes, seuls deux coefficients
sont nécessaires pour caractériser le comportement du matériau dans le domaine

élastique. Certaines valeurs sont listées dans le tableau 4.1.

matériaux E (MPa) v T (°C)

acier XC 10 216 000 0,29 20

acier inoxydable A316 196000 170000 131000 0,29 0,29 0,3 20 200 700

T300/914 fibre car-

) 150 000 0,34 20
bone et résine époxy
duralumin AU4G 72 000 0,32 20
béton 30000 0,2 20
bois (sens fibre) 17 000 0,45 20
résine époxy 914 10 800 0,3 20
polymeére araldite 3 000 0,4 20
caoutchouc 2 0,5 20

TAaBLEAU 4.1 — Caractéristiques de quelques matériaux

4.1.6 Limite d’élasticité
Les mécanismes responsables des non linéarités de la courbe d’écrouissage sont dé-
pendants des matériaux. Les propos suivants sont relatifs aux matériaux métalliques.
A partir de o,, il apparait des déformations permanentes ou plastiques dues a des
déplacements de couches d’atomes par glissements. Les déformations élastiques &°

continuent d’exister a 1’échelle des atomes, les déformations plastiques prennent
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naissance a l’échelle plus grande des assemblages d’atomes ou plutot des défauts
d’empilement des atomes. Au lieu d’étre bien organisés en maille géométrique, les
métaux contiennent des lignes de défauts d’empilement dues aux champs électroma-
gnétiques locaux irréguliers, les dislocations. Lors de sollicitations élasto-plastiques
du matériau, la déformation totale est € = €° + €P. Si ces dislocations n’existaient pas,
les métaux seraient environ cent fois plus résistants mais on ne pourrait pas les
mettre en formes, ils seraient élastiques — mouvement relatif d’atome — et fragiles
— décohésion des atomes. Ces dislocations permettent le glissement des couches
d’atomes dans des plans. Les déformations plastiques s’accompagnent d’une consoli-
dation du matériau, c’est le phénomene d’écrouissage. Hors du domaine d’élasticiteé,
la courbe est non linéaire et la contrainte monotone croissante. Cette courbe est la

caractéristique de plasticité du matériau.

Endommagement et rupture

L'essai de traction se poursuivant, des micro-cavités ou micro-fissures s’amorcent
par décohésion d’atomes au voisinage de défauts ou impuretés la ou les sollicita-
tions extérieures créent des concentrations de contraintes. C’est le phénomene d’en-
dommagement. Il se situe a une échelle plus grande que la plasticité, 1’échelle des
cristaux (1/1000 a 1/10 mm). Des micro-fissures se rejoignent pour former une ma-
cro fissure qui se propage jusqu’a rupture de I’éprouvette en deux parties pour la
contrainte ultime o, ou la déformation a rupture ¢,. La dégradation d du matériau
peut étre mise en évidence par le changement du module d’Young lors du charge-
ment :
E/

d:l—f (4.5)

On distingue classiquement 'endommagement fragile qui conduit a la rupture sans
déformation plastique appréciable (béton), I'endommagement ductile qui s’accom-
pagne de grandes déformations plastiques (aciers faiblement alliés), I'endommage-
ment de fatigue qui est provoqué par la répétition de sollicitations durant un grand

nombre de cycles.

Essai de torsion

Dans le cas des matériaux isotropes, cet essai est utilisé pour déterminer le module
de cisaillement du matériau considéré. L'éprouvette est rigidement maintenue a une
extrémité et sollicitée sur l'autre extrémité par un couple appliqué perpendiculai-
rement a I’axe du barreau. La figure 4.4 représente un essai de torsion. Le rapport
de la contrainte de cisaillement a la déformation de cisaillement représente le mo-
dule d’élasticité de cisaillement. Si on développe en plan une surface cylindrique de

rayon r de ’éprouvette en découpant cette surface suivant une génératrice déformée,
y P p
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analogue a celle étudiée pour introduire le cisaillement. La distorsion angulaire y est

relié a la contrainte tangentielle t par la loi de Hooke :

T E
- — - .6
G y avec G 21+) (4.6)
On constate que :
ra a
y=T avec = 0 (4.7)

avec 0, angle unitaire de torsion. L'expression de la contrainte est T = GOr.

ro es

[
b

2Tr
(a) (b) (c)

FIGURE 4.4 — Essai de Torsion

4.2.1 Loi d’élasticité linéaire tridimensionnelle

Tant que la contrainte reste inférieure a la limite d’élasticité caractérisée par , les
déformations sont réversibles et le plus souvent linéaires. La loi de Hookke (1676)
traduit ces propriétés dans le cas de sollicitations unidimensionnelles étendues plus
tard aux cas tridimensionnels. La loi de Hooke s’applique a tous les solides dans
leur domaine d’élasticité pour rendre compte de leur déformation élastique qui ne
dépassent jamais 0,2%, 0,5% ou au plus 1% (sauf le caoutchouc). Un matériau est
isotrope s’il possede les mémes propriétés mécaniques élastiques dans toutes les di-
rections en un point quelconque du corps. Un matériau isotrope est caractérisé par
deux constantes élastiques indépendantes. Lorsque le matériau ne présente pas une
forme quelconque de symétrie élastique, il est dit anisotrope. Un matériau aniso-
trope est caractérisé par 21 constantes élastiques indépendantes. Lorsqu’un maté-
riau possede trois plans perpendiculaires de symétrie élastique, il est dit orthotrope
(neuf constantes élastiques indépendantes). Un matériau est dit élastique linéaire
s’il existe une relation linéaire bi-univoque entre le tenseur des contraintes et le ten-

seur des déformations :

0;j =Cjjrickr et &;j =S50k (4.8)
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ou les tenseurs des modules C;jy; et des complaisances S;jy; d’€lasticité sont inverses

I'un de l'autre. Le respect des symétries matérielles impose :

Cijri =Cjix car o est symeétrique (20)
Sijki =Sijik ~ car € est symétrique

Le tenseur des modules est donc défini par 36 composantes indépendantes. La convexité

de I’énergie libre impose la relation suivante :
Cijki = Cruij (4.10)

Le tenseur des modules C;ji; est donc composé de 21 constantes élastiques indépen-

dantes pour un matériau anisotrope.

Matériaux isotropes et loi de HookE
Un matériau pour lequel les composantes du tenseur C;ji sont identiques dans
toutes les directions en un point quelconque est fonction de deux parametres et

est dit isotrope. Le tenseur des modules se décompose sous la forme suivante :
Cijki = w(ik0j1 + 8i19jk) + Ad; Ok (4.11)

Les coefficients p et A représentent les coefficients de Lamé. Le tenseur des complai-
sances S, d’élasticité s’écrit aussi en fonction du module d’Youna et du coefficient
de Porsson. En fonction des coefficients de Lamé p et A ou des constantes d’élasticité

E et v, les relations contraintes déformations s’écrivent :

. . 1+v v
0jj = 2}481']‘ + )\Skkéij et par inversion 81‘]' = Tﬁi]’ - Eckkéij (4.12)
soit :
o11 = (A+2p)eqy + Aexn +€33)
022 = (A+2p)enn + Aleqy +€33) (4.13)
033 = (A + 2p)esz + A€ +€2)
ou:
1 o12 T3
€11 :E(Gll_v(022+033)) Y12=E=E
1 07 T
€2 = E(Gzz —v(033 +011)) et Y3=5 735 (4.14)
1 _01_ T
€33 = (033 = V(011 +022)) B1="73G

Les relations entre les coefficients et et le module d’Young et le coefficient de Poisson

sont :

E vE

Aoy T )
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Cas particuliers

Etat de déformations planes
Un état de déformations planes, est caractérisé par un champ des déplacements bi-
dimensionnel (composantes non nulles suivant e et e,) et tel que €33 = Y13 = y,3 =0.

Dans ces conditions :

1
€11 = E(Gll V(022 +033))
1
€0 = E(Gzz—v(ﬁ33+011)) (4.16)
_%12 _ T
Y12 = G G

et 033 = V(011 + 027). Les coefficients de Lamé sont définis par la relation (4.15).

Etat de Contraintes planes
Un état de contraintes planes, est caractérisé par un champ des déplacements bi-
dimensionnel (composantes non nulles suivant e; et e;) et tel que 033 = 613 = 63 = 0.

Dans ces conditions :

e = (011 -Von) 2= w02 Vo) YVia= 25 €33 = on +022) (417)
11 =glon 22); £22= (022 11); le—G; 33 = 5 (0117022 4.17
Dans ce cas, les coefficients de Lamé deviennent :
vE vE
’_ ; V= - .18
TR 1+ v)(1-2v) (4.18)

Critéres limites de dimensionnement

Les criteres limites de dimensionnement, ou criteres de rupture, sont utilisés lorsque
I’on cherche a concevoir une piéce, pour s’assurer que celle-ci est capable de résister
aux sollicitations qu’on lui fait subir. Ils reposent sur I’hypothése d’'un comporte-
ment élastique fragile. Ils sont en général déduits des critéres de limite d’élasticité
utilisés notamment pour l’analyse du comportement en plasticité des matériaux mé-
talliques. Dans le cas unidimensionnel (traction) cette vérification se réduit a assurer
que |oy1| < 0, avec o,, la limite élastique en traction. Dans le cas tridimensionnel, il

faut vérifier un critére de limite d’élasticité qui s’écrit :
flo)< o, (4.19)

ou f (o) est une fonction réelle, la fonction seuil élastique. Il existe un grand nombre
de criteres, certains sont valables pour des matériaux isotropes fragiles (fontes, bé-
ton), d’autres pour des matériaux ductiles (alliages cuivreux, alliages d’aluminium,

aciers doux). Il n’existe pas de critéres universels valables pour tous les matériaux.

Critére de CouLomMB

Ce critere est défini par une relation linéaire entre la contrainte normale et le ci-

saillement. Il est applicable aux sols mais pas aux métaux.
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¢ plastique t plastique
elastique - élastique
\
(a) sable (b) argile

FIGURE 4.5 — Critere de CouLomB

4.3.2 Critére de TREsSCA

Ce critere s’applique plutot aux matériaux ductiles. Des essais sur des matériaux duc-
tiles confirment que le début de la plastification en traction a lieu suivant des plans
inclinés a 45° par rapport a la direction de chargement. Cette direction correspond
a un état de contrainte de cisaillement maximum et 7, est la contrainte tangentielle

de cisaillement :
1

> suploj—op| <t ou suplo;— oyl < o, (4.20)
T
T b——
o
o1 o1

FIGURE 4.6 — Critére de TRESCA

4.3.3 Critére de MoHr-CAcQuoOT
Sion considére une éprouvette et son état de contrainte en un point quelconque o(M)
associé a un chargement donné, si I’on trace pour chaque chargement le plus grand
cercle de MoHR correspondant au passage dans le domaine plastique, on constate
qu’ils admettent une enveloppe supposée unique ne dépendant que du matériau :
la courbe intrinséque. C’est une courbe souvent ouverte obtenue a partir d’essais
simples : traction, compression cisaillement. On peut approcher la courbe intrin-
seque par deux droites tangentes aux cercles de Monr de traction pure et de com-

pression pure.
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T

T plastique

point de décohésion

élastique

7y
N/

/

(a) sable (b) argile

FIGURE 4.7 — Critére de MoHR-CAcQuoOT

®Si la limite élastique en traction o, est égale a la limite élastique en

compression o, on retrouve le critére de TRESCA.

On peut également approcher la courbe intrinséque par une parabole. Dans le
plan (o, 1), ’équation générale est :

o=-At>+B (4.21)

les constantes A et B dépendent du matériau. Si on choisit la parabole tangente aux
cercles de MoHnR de traction et compression, on a :
212 0, — O,

o=- - 22
o,+0, 8(o,+0,) (4.22)

et le critere de plasticité s’écrit :

2
(01 — omr)” — (0, + o) (01 + o111) < —0,0, (4.23)

Critére de VoN Mises
Ce critere s’applique également aux matériaux ductiles et met en ceuvre 1’énergie
de distorsion. Notant qu'un état de contrainte hydrostatique change seulement le

volume et non la forme du matériau, le critére s’écrit :

3 1
ETI‘(GDGD) <0, avec Opij = 0jj — gTr(o)éij (4.24)
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Energie de déformation d’un

milieu continu élastique

5.1 Energie de déformation

5.1.1 Expression générale et relation avec le travail des forces

Isolons un corps (D) élastique auquel nous ferons subir une transformation quasi
statique et sans échange de chaleur le faisant passer d’un état initial (i) a un état
final (f) sous l'action de forces extérieures directement appliquées. Si on note :

- dQ, la quantité de chaleur fournie (nulle ici);

— dT,, le travail des forces extérieures;

— dT;, le travail des forces intérieures;

- dE,, la variation d’énergie cinétique (nulle ici);

— dU, la variation d’énergie interne,

alors, I’équation de conservation qui s’écrit :

dQ +dT, = dE, + dU (5.1)
et le théoreme de I’énergie cinétique :

dE = dT, +dT; (5-2)

vont nous permettre d’exprimer le travail des forces intérieures en négligeant la

quantité de chaleur fournie et la variation d’énergie cinétique :
dT, + dU - dT; (5.3)

Le travail des forces extérieures appliquées a un milieu continu se déformant tres
lentement en restant a une température voisine de I’ambiante est égal a sa variation
d’énergie interne (potentiel élastique). Il est égal et opposé au travail des forces in-
térieures (forces résistantes). Il ne dépend que de I’état final et de 1’état initial étant

donné la réversibilité de la transformation.
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5.1.2 Potentiel élastique en fonction des contraintes et déformations

[
[

1

2

]
|

Compte tenu de la loi de comportement linéaire, I’énergie de déformation :

- ne dépend que de I'état initial et de I’état final;

— peut s’exprimer a partir des parameétres de la déformation. Ceux de la transla-

tion et de la rotation n’interviennent pas;
— est un scalaire, nous pourrons travailler avec n'importe quels axes, en particu-
lier avec des axes locaux et principaux.

On peut par un raisonnement simple, calculer I’énergie de déformation en fonction
des contraintes et des déformations et ramener le résultat a une expression en fonc-
tion des seules contraintes ou des seules déformations en utilisant la loi de com-
portement. L'énergie de déformation s’exprime en fonction des sollicitations et des
déplacements. En un point courant d’un solide, considérons un parallélépipede élé-
mentaire principal, de cotés dXy, dXy;, dXy;. Les faces sont soumises respectivement
a des contraintes principales qui prennent pour valeur oy, oy, oy en fin de trans-
formation. Par hypothese de comportement élastique, au cours de la transformation
les forces extérieures et les contraintes qui en résultent évoluent progressivement.
Supposons qu’a tout instant, lors de leur application, les forces extérieures soient
proportionnelles a un parametre A évoluant lentement, et tel que partant d’une va-
leur nulle avant application, il atteigne I'unité en fin de déformation. A un instant
courant les contraintes principales valent Aoy, Aoy et Aopp. Les déformations qui en
résultent sont Agp, Aepp et Aeppr. On peut reconstituer le processus de déformation en
imaginant qu’au voisinage d’une valeur courante A si l’'on donne une variation dA,
les contraintes ont pour valeurs (A + dA)oy, (A + dA)oy, (A + d)\)opyr. Les forces corres-
pondantes appliquées sur chaque face, vont travailler dans des déplacements élé-
mentaires, soit d ey dXy, dhey dXyp, dhepdXyyp. Le travail a fournir pour obtenir la
déformation est la somme des travaux effectués par les contraintes réparties respec-

tivement sur les facettes perpendiculaires a Xy, Xy, Xy; lorsque A passe de 0 a 1)

T
oy dXp; dXyp erdXy

dw® = oy dX; dXyp e dXyp [dA (5-4)
oprp dXy dXy; er dXyp

Pour un volume élémentaire dv = dX; dXj; dXy on al?/:
1 1 1
dW(3) = J )\CD\(GISI + o1& + GIH‘C'IH) dXI dXH dXHI avec f Ad\ = E (55)
0 0

donc par unité de volume :

dw 1

T E(GIEI +omén + GIHEHI) (5.6)

Dans ’équation (5.4), l'exposant (4) indique que dW est une différentielle du quatrieme ordre
5

5.
Dans ’équation (5.5), 'exposant (3) indique que dW est une différentielle du troisiéme ordre
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L'énergie est l'invariant linéaire du tenseur associé a oe, c’est-a-dire dans des axes

quelconques :

dw 1 1
o Etrace(ca) = 5(011811 + 092800 + 033€33) + €12012 + €13013 T €23023  (5.7)

En utilisant la loi de Hooke pour éliminer les déformations ou les contraintes, on
remarque que :

— I’énergie de déformation s’exprime en fonction des contraintes seules :

%V = %(I%(o)—Z(l +v)I(0)) (5-8)

avec (cf chapitre 3) :

I;(0) = op +op +oyp = 011 + 022 + 033
s o (5.9)
I,(0) = 01107 + 022033 + 033011 — 07, — 073 — O3

— I’énergie de déformation s’exprime en fonction des déformations seules :

d
O = 2O+ 20830~ 41, o) (5.10)
avec (chapitre 2) :

I1(e) = €11 +exp + €33
2 2 2 (5.11)
Ir(e) = €11€12 + €pp€33 + €33€11 — €], — €51 — €53

et les coefficients de Lamé (chapitre 4) :

B Ev ) _E (5.12)
“awi-2v P2 >
L'énergie totale de déformation d’un solide est égale a :
1
w=3 (011811 + 022827 + 033833 + 2(012€12 + 023823 + 013813))d7/ (5.13)
D
autrement dit :
1 t
W= | o'edv (5.14)
2Jp
avec :
o ={0711,0727,033,0712,023,031} Vvecteur contrainte
(5.15)

e ={€11,€22,€33, Y12, V23, ¥31}  vecteur déformation

5.2 Potentiel élastique

5.2.1 Travail des sollicitations extérieures

Soit un systeme matériel élastique initialement en équilibre. Appliquons lui progres-

sivement un systéme de sollicitations (forces et couples) I'amenant jusqu’a un nouvel
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état d’équilibre. Les forces extérieures (charges et forces de liaison) qui constituent
a tout instant un systeme en équilibre, effectuent un travail non nul indépendant du
repeére choisi.

Ce travail se retrouve bien str intégralement en travail des forces élastiques
puisque nous avons supposé que pour toutes ces transformations, il n'y avait pas
d’énergie cinétique, d’énergie dissipée sous forme de chaleur et que nous suppose-

rons toujours que les réactions des liaisons intérieures ne travaillent pas.

5.2.2 Energie interne en fonction des forces extérieures

FIGURE 5.1 — Application des efforts extérieurs

Soient M; et M; deux points courants du solide ou sont appliquées les forces
F;,F; de supports définis respectivement par les vecteurs unitaires n;,n;, comme
indiquée sur la figure 5.1. Nous noterons v; la composante sur n;, du déplacement
de M;. On l'appelle fléche.

La linéarité des déformations en fonction des efforts nous permet d’obtenir les

déplacements en un point M; sous la forme générale :
v; = ZA”F] (516)

Les coefficients A;; représentent la fleche créée en M; par une force unité appliquée
en M;. On les appelle coefficients d’influence. Considérons un parametre A d’applica-
tion progressive des efforts. Au voisinage de A pour une évolution d\ :

— F passe de AF; a (1+d)AE;

— v; passede Av; a (1 +d)A\v;,
d’ou un accroissement du déplacement suivant n; de d\v;. Le travail élémentaire
correspondant est dT = Fv;Ad\ et pour toute la transformation et pour toutes les

forces :
1 1
T= E Z«Fivi = E ZZAZ]EFJ (517)
1 j 1

donc:

1
T= fedV = - A;;FF; 18
Jyrteav =5 ) Ak (518



5.2 Potentiel élastique

55

®Les efforts extérieurs peuvent étre des forces ou des couples ; avec ces
derniers, les déplacements sont définis, par analogie aux fléches, de la
maniére suivante : en un point courant M;, le vecteur rotation local da
a toutes les forces et a tous les couples appliqués donne la rotation 6;,
analogue de v;, par projection sur ’'axe du moment du couple appliqué
en M; :

eiZZBij}ij T:%Zeil"i:%ZZBﬁWW
7 i ij






Elasticité linéaire

Ce chapitre s’intéresse a 1’évolution d’un systéme mécanique qui, a partir d’un état
initial non chargé (les contraintes sont nulles en tout point), va atteindre un nouvel
état d’équilibre sous l’action de sollicitations extérieures. On propose de déterminer
ce nouvel état, la connaissance des contraintes dans le systéme permettant I’analyse
de sa tenue aux sollicitations, a ’aide des criteres vus précédemment.

L’étude est limitée a un systeme constitué d’un matériau homogene et isotrope,
a comportement élastique linéaire!'), subissant des déformations isothermes, sous
’action de sollicitations extérieures appliquées tres progressivement.

La présentation comprend le systeme d’équations a résoudre ainsi que des mé-
thodes utiles a la la recherche d’une solution analytique, coeur de la théorie de 1’élas-
ticité linéaire.

Il convient de préciser qu'une solution analytique n’est accessible que dans des si-
tuations relativement simples, et que pour traiter un probléme pratique, I'ingénieur
doit en général avoir recours a des méthodes numériques. Cependant, il est sou-
vent possible d’approcher un probléeme complexe par un probléeme simplifié, dont
on connait la solution analytique, ce qui permet une analyse critique des résultats
obtenus par des méthodes numériques. D’autre part, la théorie de 1’élasticité peut ré-
soudre une grande variété de problemes et est a la base de théories simplifiées telle
que la théorie des poutres utilisée en Résistance des Matériaux.

Position du probléme

Equations de champs

On a vu, au chapitre 3, que les contraintes sont caractérisées par six composantes, et

régies par trois équations d’équilibre :
divo+pf=0 (6.1)
ce qui donne en coordonnées cartésiennes :

Gij,j+pﬁ =0 (62)

[1] Ce comportement suppose I’hypothése des petits déplacements et des petites déformations.
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Il est évident que ces équations sont insuffisantes pour déterminer completement
les contraintes. Comme le suggére I'expérience”, le matériau constitutif joue un
role dans la réponse du systeme, il faut donc faire intervenir sa loi de comportement.

Celle-ci s’écrit dans le cas d’un matériau isotrope (chapitre 4) :
0jj = )\Skkéz’j + 2}481']‘ (63)

ou A et p sont les coefficients de Lamé. Si on ajoute la relation déformations-dépla-

cements, qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :

gjj = %(“i,j + 1) (6.4)
on dispose de 3+ 6 + 6 = 15 équations de champs aux dérivées partielles pour 15
inconnues correspondant aux composantes des contraintes, des déformations et du
déplacement. Ces équations posées sur le systeme ((2) sont complétées par des condi-
tions aux limites portant sur la frontiere JQ. Dans la pratique, ces conditions aux
limites permettent de fixer les constantes d’intégration qui apparaissent lors de 1’in-

tégration des équations aux dérivées partielles.

Conditions aux limites

Les conditions aux limites font partie intégrante des données du probleme et pré-
cisent 'action du milieu extérieur sur le contour dQ du systéeme. Les conditions
aux limites portent sur les déplacements ou les contraintes et en tout point de JQ),
on connait, dans trois directions orthogonales, la composante du déplacement ou
du vecteur contrainte. Généralement, on partitionne dQQ en JQ = dQ),, U dQ); avec
dQ, NI, = @ et en imposant U = U, sur dQ,, et T(M,n) = T; sur Q).

On dit que sur dQ),, les conditions aux limites portent sur les déplacements,
alors que sur dQ), elles portent sur les contraintes. On donne ci-dessous quelques

exemples de conditions aux limites :

1. essai de traction sur une éprouvette cylindrique dont la base a pour surface S,
illustré sur la figure 6.1 : la frontiére J() est I'union des bases du cylindre en
x =0 et x = et de la surface latérale du cylindre S;. En tout point de JQ), le
vecteur contrainte est connu (dQ),, = @) :
— sur S; : T(M,n) = 0 (condition de bord libre);
—enx=0:T(M,n) = —gx avecn=-—e;;
—enx=1[:T(M,n)= gx avecn =ej.

2. solide fixé sur une partie de son contour dQ, : U=0;

3. solide en contact sans frottement avec un solide indéformable : sur la surface
de contact,on a:

— absence de frottement :

e -T(M,n)=e,-T(M,n)=0avecn = —ej3

[2] II s’agit, principalement, des essais de traction sur une éprouvette en acier ou en aluminium.
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x={
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FiGure 6.1 — Essai de traction sur une éprouvette cylindrique

— contact persistant avec le solide indéformable :

e3-U:0

Sur ce dernier exemple, il apparait qu’en un
point de dQ), les conditions aux limites peuvent
porter a la fois sur les déplacements et les
contraintes, mais que dans chaque direction, on
connait soit la composante du vecteur contrainte,
soit la composante du déplacement. Cette pro-
priété est essentielle pour la démonstration de
I'unicité de la solution d’un probleme d’élasticité,
on parle de probleme régulier ou bien posé.

Récapitulatif

€3

€

[OHOHNONONONONO)

Ficure 6.2 — Contact sans frotte-

ment

L'ensemble des équations précédentes constitue la formulation du probleme d’élas-

ticité. Les données de ce probléme sont :
- la géométrie du systeme;

— la loi de comportement du matériau, soit les valeurs de A et p (ou E et v);

— les forces de masse;

— les conditions aux limites.

Le probleme a résoudre s’écrit alors : trouver les champs U, [g] et [o] solutions de

(en cartésiennes) :

— équations de champs :

0ijj+0fi =0
Gi]' = }‘Ekkéij + 2}481‘]’

1
eij = S (uij+ )

— conditions aux limites ou dQ = dQ, U JdQ, avec dQ), NI, =0

U=U; sur JQ,
T(M,n)=T; sur JQ,
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Résolution

Avant d’aborder la résolution des problémes d’élasticité, il importe de s’intéresser
aux problemes d’existence et d’unicité de la solution. La question de l’existence de
la solution dépasse le cadre de ce cours. On retiendra seulement que les données du
probléme doivent étre compatibles avec I’équilibre global du systeme. Cela signifie
que les données portant sur les forces de masse et les conditions aux limites doivent
permettre la nullité du torseur des efforts extérieurs. Dans la pratique, des lors que
dQ), n'est pas vide et tel que I'on ne peut avoir de mouvement d’ensemble du solide,
cette condition est automatiquement vérifiée. Dans le cas contraire, on doit vérifier
que le torseur des efforts extérieurs constitués des forces de masse et des efforts
associés aux conditions aux limites portant sur les contraintes est null3.

L'unicité de la solution joue un role fondamental dans la résolution d’un pro-
bleme d’élasticité. En effet, il n'existe pas de méthode générale pour résoudre un
probléme. Ainsi, I'approche consiste a proposer une solution puis a vérifier que
toutes les équations du probleme sont satisfaites. Le résultat d’unicité permet alors
de conclure qu’on a obtenu la solution du probleme.

La linéarité du probléme entraine 'unicité de la solution. Cette linéarité exprime
que pour un systéme de géométrie et de matériaux donnés, sil*':

— (Uy,&1,01) est solution du probleme de données (f;,CL,);

— (U, &;,07,) est solution du probleme de données (f,,CL,);
alors le probleme de données (A f;+A,f,,A; CL;+A,CL,) admet pour solution (A; U; +
MUy, Agg+A8), Ao +X,0,). Ce résultat est encore appelé principe de superposition.
On peut alors montrer I'unicité de la solution d’un probléme régulier, en s’appuyant
sur le fait que I’énergie de déformation élastique est une forme définie positive. Nous
admettrons ce résultat ici. La notion d’unicité de la solution mérite d’étre précisée.
En effet, la solution en contraintes et en déformations est effectivement unique, alors
qu’en déplacement, elle est définie éventuellement a un déplacement de solide ri-
gide pres (solution de e(u) = 0), sauf si les conditions aux limites portant sur les
déplacements permettent de déterminer complétement ce déplacement (dans le cas
de l’essai de traction, la solution en déplacement n’est pas unique). On distingue
deux approches pour la résolution du probleme, selon que la recherche de la solu-
tion est conduite en choisissant le champ de déplacement ou le champ de contraintes

comme inconnue principale.

Approche en déplacement

Cette méthode consiste a choisir le champ de déplacement comme inconnue princi-
pale. Dans la pratique, on se donne une certaine forme pour ce champ, et on cherche

a vérifier toutes les équations du probleme. Ce champ doit satisfaire les conditions

I est possible de vérifier cette condition sur l’essai de traction dans lequel les forces de masse sont

négligées.

[4] Par la suite, les conditions aux limites seront désignées par CL.



6.2 Résolution 61

aux limites en déplacement. D’autre part, a partir de ce champ, on calcule sans diffi-
culté les déformations, puis les contraintes en utilisant la loi de comportement. On
peut alors étudier si les équations d’équilibre et les conditions aux limites portant
sur les contraintes sont vérifiées. Pour un matériau homogene, il est plus commode
d’exprimer directement les équations d’équilibre en termes de déplacement. On ob-
tient ainsi, en combinant les équations (6.5b) et (6.5¢) du probleme d’élasticité :

Gij,j = }‘Ekk,jéij + 2}/181‘]',]'
= Negg,i + w1y jj + uj,45) (6.6)

= Mg, + M(Mz',jj + (uj,j),z')

Or, on a g = ug = u; ;, d'ou les équations d’équilibre en termes de déplacement,

équations dites de Lamé-Navier :

(A+ ) (upk) ; + putier + 0fi = 0 (6.7)

On pourra aussi utiliser ces équations sous la forme :

(A+p)grad (div U) + pAu + pf = 0 (6.8)
ou encore :
(A+2p) grad (div U) — prot (rot U) + pf = 0 (6.9)

Si le champ de déplacement est irrotationnel, les équations se réduisent a :
(A+2p) grad (divU) + of = 0 (6.10)

ce qui implique que rot pf = 0 et que pf est de la forme pf = grad d®. Il s’ensuit qu'on
obtient apres intégration :

(A+2p)divU + P = cste (6.11)

Le processus de résolution avec la méthode en déplacement est :

postuler un champ de déplacement;

vérifier les conditions aux limites sur les déplacements;

vérifier les équations de LAME-NAVIER ;

vérifier les conditions aux limites sur les contraintes.

On conclut par unicité.

Approche en contraintes

La seconde méthode de résolution consiste a rechercher directement les contraintes.
Le champ de contrainte doit vérifier les conditions aux limites en contraintes et les

équations d’équilibre.
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Si tel est le cas, on pourra toujours lui associer une matrice € en utilisant la loi de
comportement sous sa forme inverse :
Ei]' = 1%01']' - %Gkkéij (6.12)
En revanche, on n’est pas assuré que cette matrice corresponde a une matrice de
déformations, c’est-a-dire que ’on puisse trouver un champ U tel que :
1
Eij = E(ui,j+uj,i) (613)
Ce probleme a été abordé dans le chapitre sur les déformations, ou on a exprimé les
conditions nécessaires et suffisantes, dites de compatibilité des déformations, pour

que le champ U existe. Ces six équations peuvent étre mises sous la forme :

Asij+€kk,ij_(€jk,ik+€ik,jk) =0 (6-14)

En utilisant la loi de comportement, on peut exprimer ces relations en termes de

contraintes de la fagon suivante, sachant que Ax = x ,,;,,, :

(1+v0 v06 ) +1—2v0 1+v( N )
———0ij — =010 ——011,ij — —— (Ojk,ik + Oik,jk
E BN ) T E B (6.15)
tg (Gll,ikéjk + Gll,jkéik) =0
Oou encore :
(1 +Y) Oij,mm = VOuL,mmij + o1,ij — (L +v) (ij,ik + Gz'k,jk) =0 (6.16)

Dans la pratique, on n’utilise pas ces équations sous cette forme, on recombine avec
les équations d’équilibre. D’autre part, d’apres la loi de comportement, on a :

E
Oll,mm = Egll,mm (6-17)

et a partir des équations de LAME-NAVIER, on établit que :
(A+ P‘)(“k,k),ii +P‘(“i,kk),i+9fi,z’ =0 (6.18)

d’ou l'on tire que :

—0fii

€ll,mm = A+ 2p (619)
et par suite :
Oll,mm = _%pﬁ,i (6.20)
On obtient alors les équations dites de BELTRAMI-MICHELL :
v 1
Oij,mm + m(’fl,lf’zj T pfiitefij=0 (6.21)

Si le champ de contraintes proposé vérifie ces équations, on pourra alors intégrer
le champ de déformations et obtenir le déplacement U défini a un déplacement de
solide rigide preés. Il restera alors a satisfaire les conditions aux limites sur les dépla-
cements.

Le processus de résolution est donc :
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— postuler un champ de contraintes;

— vérifier les conditions aux limites sur les contraintes;

— vérifier les équations d’équilibre ;

— vérifier les équations de BELTRAMI-MICHELL ;

— intégrer le champ de déplacement;

— vérifier les conditions aux limites sur les déplacements.

On conclut par unicité.

® Lorsque les forces de masse sont constantes, tout champ de contraintes
constant ou affine par rapport aux variables d’espace satisfait les équa-
tions de BELTRAMI-MICHELL.

Si les forces de masse sont nulles, tout champ de contraintes
constant vérifie a la fois les équations d’équilibre et les équations de
BELTRAMI-MICHELL.

Si on étudie un probleme sans condition aux limites portant sur
les déplacements, quand le champ de contraintes proposé satisfait les
conditions aux limites sur les contraintes, les équations d’équilibre et
les équations de BELTRAMI-MICHELL, on peut affirmer qu’on a obtenu
la solution en contraintes du probléme. Pour I'exemple de la traction
simple, on en déduit que oy, = g, Oyy = Oz = Oyy = 0y, = 0z = O est la
solution du probleme.

6.2.3 Choix d’'une méthode de résolution

Pour un probléeme d’élasticité linéaire admettant une solution analytique, le choix
d’une méthode de résolution doit étre guidé par 'intuition qui incite a faire des hy-
potheses sur la forme des déplacements ou des contraintes. Cependant, comme toute
solution doit satisfaire les conditions aux limites du probleme, on privilégiera en gé-
néral I'inconnue sur laquelle les conditions aux limites sont les plus nombreuses.
La proposition d’un candidat a la solution d’un probléme est alors une étape
délicate, et on ne manquera pas d’exploiter toutes les informations disponibles. En
particulier, on utilisera les propriétés géométriques des données du probleme (géo-
métrie du systéme et conditions aux limites) qui peuvent conduire a chercher une
solution indépendante d’une ou plusieurs variables d’espace. Enfin, signalons que
lorsque les deux méthodes de résolution sont utilisables, on préférera la méthode des
déplacements, moins lourde au niveau des calculs que la méthode des contraintes

(I'intégration des déformations est assez fastidieuse).

Principe de SAINT-VENANT

Dans la pratique, la formulation des conditions aux limites est difficile, car on ne dis-

pose le plus souvent que d’informations globales sur JQ). Ainsi, sur d(), on connait
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le torseur résultant des efforts appliqués, mais pas leur répartition exacte, d’ou I’'im-
possibilité de définir un probleme régulier. Autrement dit, avec de telles données,
le probleme d’élasticité admet une infinité de solutions, et le probléme est alors de
savoir laquelle choisir.

La réponse a cette question est donnée par le principe de SAINT-VENANT.

Principe de SaINT-VEnANT Si la distribution surfacique T; sur une partie dQgy
de JQ, est remplacée par une distribution qui lui est statiquement équivalente —
c’est-a-dire que les torseurs de ces deux distributions sont identiques, les champs
de contraintes et de déplacement de la solution du probleme d’équilibre élastique
sont pratiquement inchangés dans toute partie du solide suffisamment éloignée de
dQgy.

Ainsi, si on est capable de trouver une solution d’un probleme dont les condi-
tions aux limites sur dQgy sont exprimées en termes de torseur résultant, on peut
considérer cette solution valable dans , sauf au voisinage de dQ)gy. Ce principe auto-
rise une certaine souplesse dans la formulation des conditions aux limites, et permet
également d’étendre le champ d’applications de solutions de problemes réguliers.
Par exemple, la solution de I’essai de traction simple vue auparavant est valable loin
des bases d’un cylindre sur lesquelles on applique deux efforts F opposés.

Ce principe empirique est bien vérifié par I’expérience et par les résultats donnés

par les méthodes numériques.

6.4 Applications

Formulation en déplacement en élastostatique Trouver U(M) solution des
équations d’équilibre tel que les conditions de compatibilité et la loi de comporte-
ment soient vérifiées, c’est-a-dire que si on choisit une formulation en déplacement,

U(M) soit solution des équations de Navier-Lamé.

6.4.1 Problémes axisymétriques
Les problemes axisymétriques, c’est-a-dire tels que la géométrie et le chargement
soient de révolution, font partie d’'une classe de problemes importante en méca-
nique. Nous allons étudier ici les cylindres sous pression et les disques en rotation

uniforme.

Champ des déplacements
En un point quelconque le champ des déplacements, en coordonnées cylindriques

est de la forme :

UM) =u(r,0,z)e, +v(r,0,z)e, + w(r,0,z)eq (6.22)
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et dans le cas d’un chargement de révolution, la composante w est nulle.

Champ des déformations
Les termes de la matrice des déformations €, sont donnés par :
U,g—w

Err = Uy Yro = T W,y

u+w,g ,0
€gg = — et yo,=w,,+ ; (6.23)
€, =V,, Vrz = U,z 0,

Dans le cas d’un chargement de révolution, u et v ne dépendent que de r et de z et
les composantes non nulles de la matrice des déformations, sont :

u U,, +0,,

Er = Uy €2 = V) €00 = P €z = > (6.24)

Loi de comportement

Dans le cas de problemes axisymétriques, la relation générale contraintes-déformations,

s’écrit :
Oyr 1 v v Err
0go E v 1 v [SfaTe)
= 5 (6.25)
o | (I=v3)|v v 1 €42
Orz 1%\/ Yrz
Equations d’équilibre
En coordonnées cylindriques, les équations d’équilibre s’écrivent :
do,, n l do,g  do,, 0y —Ogo +0f, =0
dr r d0 dz r
aGer 1 8099 8092 206;’
Z + + =0 6.26
dr r d0 dz ofo ( )

aGzr 1 aoz@ aGzz Ozr _
ar Vi e o Ty teL=0

Dans le cas d’'un chargement de révolution d’axe e3, la contrainte tangentielle ogq

ne varie pas dans la direction eg, et les composantes de cisaillement o,g et o, sont
nulles du faite de la réciprocité des cisaillements. Dans ces conditions, les équations
d’équilibre se réduisent a :

do do Oy —0

rr+ rz+ rr 66+pfr:0
ar 0z T
aGzr acyzz Ozr
+ +—+pf, =0

or 0z oz

r

Cylindres soumis a des pressions uniformes

Etude des cylindres sans effet de fond
Dans cette configuration de la figure 6.4, le chargement selon ej3 est nul et, compte

tenu des résultats précédents concernant les problemes axisymétriques, les équa-
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FIGURE 6.3 — Volume élémentaire en coordonnées cylindriques

tions de LaME-CLAPEYRON se réduisent a ’équation scalaire :

82u+18u u
or2 radr r?

La solution générale de cette équation différentielle est :

=0 (6.28)

u(r)=Cyr+ % (6.29)

avec C; et C, des constantes d’intégration. Les composantes du champ des défor-
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Ficure 6.4 — Cylindres épais et chargement de révolution

mations sont alors égales a :

et l'expression des contraintes est :

(1-v) S
r2 00712

1
Oy = Ci(1+v)-C, C1(1+v)—C2( " (6.31)

1-v?
soit également en introduisant des constantes simplificatrices A et B:

B B
o,y =A—- r_2 Ogg = A+ r_2 (632)
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Les conditions aux limites naturelles o - n = T; déterminent ces constantes, ce qui,

dans le cas particulier considéré, entraine :

Grr(Rl) =—Dint=-pP1 et Grr(R2) = —Pext = ~P2 (633)

On obtient alors :

B B
— = A-— —; = =A-— 6.
P1 R? P2 r2 (6.34)
ce qui conduita :
A piR] - RS B - RIR3(p1 - p2) 6
TTReR U ReR (6:35)
2™ 27
et les constantes d’intégration C; et C, sont égales a :
1-vpiR{—psR3 1+vRIR3(p; - p2)
Cl = 1 2. = 1 2 (6.36)

E-RI-R} T 7 FE RI-E]

®La somme des contraintes o,, + 0gg = 2A est constante et donc indé-
pendante de r. De méme, la dilatation linéique ¢,, est constante.

Cylindre soumis seulement a une pression intérieure Danscecasp, =0et:

2 202
A=p & et B=p; RiRs = AR} (6.37)
R} - R} RS- R}

d’ou on déduit :

R} R RIRS (- RS
Grr:leg_R%(l_r_z) et GeeZPlR%_R%(”r—z) (6.38)
et:
RY R3
u:plE(R%_R%)r((l—vH(l+v)r—2) (6.39)

Cylindre soumis seulement a une pression extérieure Dans ce cas p; =0et:

A R B RIRS AR? (6.40)
= — = — = .40
PR-R PR-R )
d’ou on déduit :
2 2 22 2
o :—Pzi(l—&) et 0Opg =P MRS (1 &) (6.41)
TRERE Boxg\
et:
L %
u=- 1-v)+(1+v)— 6.42
e (BN (6.42)
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Effet longitudinal ou effet de fond Jusqu’ici, nous avons considéré un état plan
de contrainte, c’est-a-dire que nous avons supposé qu’il n’y avait pas de contrainte

agissant dans la direction e3. La déformation longitudinale est alors non nulle :

__2vRipi ~Rip

= 6.
€22 E R%—R% (6.43)

Dans le cas ou le cylindre subit une contrainte longitudinale, due par exemple a I’ef-
fet de fond (cylindre de longueur finie muni de fonds), cette contrainte n’affecte pas
la répartition des contraintes radiale et tangentielle. Toutefois, elle influe sur le dé-
placement radial et sur les déformations. C’est pourquoi nous devons tenir compte
de cet effet et le superposer a celui que nous avons étudié ci-dessus.

L’état plan de déformation, cas particulier ou aucune déformation axiale ne peut

se produire, mérite d’étre étudié. La dilatation linéique ¢,, nulle entraine :

027 = V(04 + Opg) (6.44)
soit :

JRip1—Rip)

6.
RZ_R? (6.45)

Oyy =2

Cylindres composés et frettage Des pressions intérieure p; ou extérieure p, peuvent
induire des contraintes ogg tres élevées. Une augmentation de 1’épaisseur du tube,
ne suffit pas toujours pour maintenir un niveau de contrainte acceptable. On a alors

recours au frettage.

cylindre intérieur

cylindre extérieur

FIGURE 6.5 — Frettage

Pression de serrage Soit u;(r) le déplacement radial dans le cylindre intérieur
(1) de caractéristiques mécaniques E1, et u,(r) le déplacement dans le cylindre ex-
térieur (2) de caractéristiques mécaniques E2. Avant montage, le rayon extérieur R,
du cylindre intérieur est supérieur a R} rayon intérieur du cylindre extérieur. Le

serrage (jeu négatif) est noté e et est égal a : e = R, —R}. La pression de serrage est
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déterminée en écrivant que le rayon commun final R, est égal a :

R, =Rj+ui(R)) =RY +uy(RY) (6.46)
soit :

e = 15(RY) 11 (R}) (6.47)

Les expressions précédentes entrainent, avec R, =RJ =R, :
2 2

R R}
ul(Rz):_piEl(Rg—Rf) ((1—V1)+(1+V1)R—§) (6.48)
et:
R) R3
uz(Rz)ZP—EZ(Rg_Rg) ((1—V2)+(1+V2)R—§) (6.49)

et la pression de serrage p est donnée par :

R, (R2+R2 R, (R2+R2 -
—e|—= ) 2+v2 + 5 2—V1
R3_R2 RZ_RI

E,

(6.50)

E;
et dans le cas ou les deux cylindres sont faits du méme matériau, I’équation (6.50) se
simplifie :

Ee(R3 ~R3)(R3 ~Ry)

p= (6.51)
2R}(R5-R})

Disque d’épaisseur uniforme en rotation

Lorsqu’un disque tourne a vitesse constante autour de son axe, les effets dynamiques
peuvent étre considérés dans un repere mobile 1ié au disque, comme des forces cen-
trifuges s’exercant partout dans la masse de ce disque. Ces forces de volume sont
axisymétriques et sont d’intensité pf, = pw?r (en N/m3) avec p masse volumique du
matériau.

Compte tenu de la symétrie du corps, les contraintes ne varient pas selon la direc-
tion longitudinale, elles sont axisymétriques et ne dépendent que de la coordonnée
r. Les équations d’équilibre se réduisent a I’équation suivante :

80rr 4 Orr — 000
ar r

Comme précédemment, en combinant, le déplacement radial u(r) est solution de

+pw2r: 0 (6.52)

I’équation différentielle :

Pu 1du w _ 1-v2 5 (6.53)
ar2 ror 1?2 E ¢ 53

A la solution générale (6.8) de I’équation sans second membre, on ajoute la solution
particuliere :

pw?r3
8E

up = —(1-v%) (6.54)
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et la solution complete est :

G 2, pw’r’
=Cir+—-(1- 6.
u(r)=Cor+—=-(1-v9) =z (6.55)
et les contraintes sont données par :
E 1- 2r?
o= lCi1v) - (340
1-v2 r2 8E
E (I-v) pw?r? (6:56)
— - 2
099—1_—\)2[C1(1+V)+C2 2 —(1+3V)(1—V ) SE ]

Disque annulaire en rotation

Pour ce type de disque de rayons a et b, les conditions aux limites sont les suivantes :

Orrlp=g =0 Orrlp=p =0 (6.57)

et en appliquant ces conditions a I’ équation précédente donnant o,,, on obtient :

e RN

=0 S5 L2 ) (2]
R SR = T = )

La répartition des contraintes et du déplacement radial est illustrée graphiquement

sur la figure suivante : Les valeurs limites des différentes grandeurs sont égales a :

1,0+

8 uE fod
0,0 pwzhs ’ pwzhz
0,6 +

7T \
U
0,2 1 0,2
Oy
r/b Or| r/b

° % ° % %
0,50 0,75 1,00 0,25 0,50 0,75 1,00

(a) a=b/2 (b) a=0b/4

FiIGURE 6.6 — Répartition des contraintes et déplacement radial d'un cylindre en

rotation
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— pourr=a:
0 =0
1-v ) (ﬂ)2 3+v
= be|l =
700 = TP [b Ty (6.59)
3+v 212 1—\/([1)2
= 1 e
=g et
— pourr=>b:
0y =0
_1—V 2,2 3+v{a 2
%00 = — Pl ”m»(@)] (6.60)
_3+V 212 1-v (E)2
=g st
et la contrainte radiale maximum est obtenue pour r = Vab et est égale a :
3+v a\?
(O = 5 pwzbz(l—g) (6.61)

Disque plein en rotation
Pour ce type de disque de rayon b (a = 0) les conditions aux limites sont u|,_q = 0

et 0,,],—p = 0 et en appliquant ces conditions aux équations donnant o,, et u(r), on

obtient :
B pw?b? r\2
o, =(3+V) 3 [1—(5)
21,2 2
oee:(3+v)p‘”8b [”_13133(%)] (6.62)
2b3 3
u=(1-vP (3+v)(£)—(1+v)(%)]

Les contraintes sont maximum pour r =0 et :

3+v
(Gﬂ’)max = (Gee)max = przbz (6.63)
le déplacement radial maximum obtenu pour r = b vaut :
U= pw-b (6.64)

4F






7.1

Introduction a la théorie des

poutres

Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre a des poutres, c’est-a-dire a des solides élan-
cés dont une dimension est grande devant les deux autres. Cette particularité géo-
métrique incite a rechercher des hypotheses simplificatrices pour décrire leur com-
portement, a ’aide d’'une modélisation mono-dimensionnelle, afin d’éviter la com-
plexité de l'approche tridimensionnelle. Pour justifier ces hypotheses, il convient
cependant de pouvoir disposer d’une solution rigoureuse de référence. C’est 'objec-
tif de I’étude du probléme dit de SAINT-VENANT, qui sera traitée dans le cadre de
’élasticité tridimensionnelle.

Afin de ne pas alourdir la présentation, seuls les résultats essentiels seront four-
nis, sans rentrer dans le détail de la résolution des problemes d’élasticité. Le lecteur
désireux d’approfondir ces questions pourra se reporter aux quelques références bi-

bliographiques données a la fin de ce document.

Probléme de SAINT-VENANT

Position du probléme

On étudie la réponse élastique d’un solide cylindrique de section constante S, d’axe
e, et de longueur ¢ : le domaine final est donc QQ = [0;¢] x S comme indiqué sur la
figure 7.1. Ce solide est uniquement sollicité sur ses sections extrémes : les efforts
volumiques sont donc nuls et la surface latérale S, = [0;¢]x dS est libre. D’autre part,
les sollicitations sur les sections extrémes Sy et S; ne sont connues que par leurs
torseurs résultants, aux centres de surface Gy et G; de ces sections. Ainsi, les torseurs
(Ro,Mg, ) et (R{,Mg, ) sont donnés et le probléme a résoudre s’écrit en cartésiennes :

0ij,j =0
1+v v
€j = —g Oij — T OkkOij (7.1)

1
‘C'z'j = E (ui,j + Ll]"l‘)
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S

FiGurE 7.1 — Notations d’une poutre

avec les conditions aux limites :

T(M,n)=0sur S,
Rly,=0 =Ro;  Mgly, =0 = Mg,
Rl ¢ =Ry; Mgly,=¢ = Mg,

et les notations :
R:J;T(M,el)dS; MgzLGM/\T(M,el)dS

Il en résulte que I'on ne peut mettre les conditions aux limites sous la forme :
YMedQ, Ve;, e;-U ou e;-T(M,n) donnés (7.2)

et donc que le probléme précédent n’est pas régulier et admet une infinité de solu-
tions. Cependant, d’apres le principe de SAINT-VENANT, loin de Sj et Sy, I’écart entre
les solutions est négligeable, ce qui signifie que toute solution du probleme peut étre
considérée comme valable dans cette zone, et ce, quelle que soit la facon dont sont
appliquées les sollicitations sur les sections extrémes (a torseur égal). Il apparait
ainsi que la solution obtenue sera exploitable a condition que la longueur du cy-
lindre soit grande devant les dimensions de la section. Enfin, le probleme précédent
ne possédant pas de conditions aux limites de type déplacement imposé, il admettra

des solutions a condition que I’équilibre global soit respecté, ce qui impose :

Ry +R; =0; MGO +MG1 +le1 AR =0 (’73)

7.2.2 Recherche d’une solution

Grace a la linéarité du probléme, on peut utiliser le principe de superposition et
décomposer le probleme précédent en six problemes élémentaires, correspondant a
des sollicitations de nature différente. Nous écrirons donc la résultante en force :

R;;) (0) (o) (0 0 0
Ry=| 0 [+]o|+|Oo|+|O|+[Rp|+] O (7-4)
0 o) (o) lo 0 Ri3
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et la résultante en moment :

0 0 0 My, 0 0
=[0|+|Mipp|+] O [+] O [+|O]+]O (7.5)
0 0 M3 0 0 0

Mg

1

ou Ry et M, se déduisent de R; et Mg, en utilisant I’équilibre global. Nous pouvons
envisager successivement les six cas dont quatre sont schématisés sur la figure 7.2.

Les deux autres cas sont les flexions pure et simple dans le plan e;e,. Etant donné

(c) flexion pure (d) flexion simple

Ficure 7.2 — Chargements d’une poutre. Les axes sont ceux de la figure 7.1

que toutes les conditions aux limites portent sur les contraintes, on est amené a
utiliser 'approche en contraintes pour résoudre ce probléeme. On cherchera donc le
champ de contraintes vérifiant les équations d’équilibre et de BELTRAMI-MICHELL, et

les conditions aux limites, soit :
%3, = 0

Oijmm + T Oll,jj = 0

avec les conditions aux limites :
T(M,n)=0sur S,
Rl =0 =Ro;  Mgly,=0 = Mg,
R|;,—¢=Ry;  Mgly,—r = Mg,
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Traction-compression

Ce probleme a déja été abordé au cours du chapitre précédent et on vérifie sans
difficulté que :

o O© O

0
0 (7-7)
0

est solution du probleme pour le cas de charge 7.2(a) et ou A représente l'aire de la
section droite. On en déduit en utilisant la loi de comportement que :

R 1 0 0

11

= — — .8

€ EAO v 0 (7.8)
0O 0 =-v

et apres intégration, a un déplacement de solide rigide pres :

O
— 1
—VX3

On obtient donc un déplacement axial selon e; linéaire en x;, et des déplacements
transversaux (selon e, et e3) indépendants de x;. Pour une section rectangulaire de
dimension a x b, la déformée selon 1’axe de la poutre et la section est indiquée sur la

figure 7.3. Pour une poutre élancée (ou longue), c’est a dire si la longueur ¢ est tres

(1 - VRH/EA)b

(l - VR1 1/EA)LI

Ficure 7.3 — Contraction d’'une section sous chargement axial : effet de PoissonN

supérieure aux dimensions de la section, on note que le changement de forme de la

section est négligeable devant le déplacement axial.

Flexion pure

On s’intéresse maintenant aux cas de charge 7.2(c), le chargement étant dG unique-
ment a des moments aux extrémités, portés par l’axe e, (ou e3). On peut montrer que

pour le cas du moment autour de I’axe e3, si les directions e, et e3 sont principales
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d’inertie! '), alors :

M 1 00
o= —I—sz 0 0 0] avec I33= f x%dS (7.10)
33 00 0 S

ou I35 est moment quadratique principal.
Ainsi, la matiere travaille en traction ou en compression selon le signe de x;, et
pour M3 > 0, les contraintes normales o;; se répartissent comme indiqué sur la

figure 7.4. La loi de comportement donne :

FiGure 7.4 — Répartition des contraintes normales en flexion pure. Les axes sont
ceux de la figure 7.1

M 1 O 0
e=—2x, 0 —v 0 (7.11)
I33
0O 0 -v

Et aprés intégration on trouve, a un déplacement de solide rigide pres :

M —X1X)
U:fzz %(x%+v(x§—x§)) (7.12)
VXyX3

Ainsi, le centre de surface (x, = x3 = 0) subit un déplacement selon e, de valeur :

1 My3 ,

U—mel (713)

et décrit donc une parabole. Si on calcule alors la courbure K de la courbe v(x;),
celle-ci est obtenue grace a la formule :

V11
K=—t (7.14)

(1+(u,))

[1] Il semble opportun de rappeler que les directions e; et ej sont principales d’inertie si leur produit

croisé est nul, soit :

jxindSZO
S
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Or, v est un terme de H et donc, dans I’hypothese des petites transformations, est
tres petit devant 1, si bien que K=~ v ;. En outre, dans le cas présent, K est constant
et vaut K = %41—2, la déformée de la ligne des centres de surface est donc un cercle de

rayon 1/K.

Par la suite, on appellera ligne moyenne (ou fibre moyenne), la ligne des centres

de surface.

Si on s’intéresse a la déformée d’une section droite (x; = cste), on obtient pour
une section rectangulaire la déformée ci-dessous, avec un changement de forme
(gonflement ou contraction) directement lié au signe de x, compte tenu de I'expres-

sion de 071, ce qui traduit l’effet Poisson. Pour une poutre longue, on peut considérer

(a) déformée (b) section

FIGURE 7.5 — Flexion simple

que le déplacement selon e, est quasiment constant sur la section, et que les dépla-
cements correspondants au changement de forme de la section sont négligeables
par rapport a ce dernier. Si on calcule le vecteur rotation @ = 10tU, on obtient
w= E/II—;? (vxzej + x;e3). Ainsi, dans une section a x; = cste, la rotation est constante
autour de e;. La déformée de cette section est donc plane, avec dans le plan le chan-
gement de forme représenté auparavant. D’autre part, w; = I];AI—;le, est égal a la pente
v 1 du déplacement de la ligne moyenne, ce qui signifie que la déformée de la section
droite est perpendiculaire a la déformée de la ligne moyenne. On peut aussi justifier
ce résultat en remarquant que y;, = 0, d'ou le fait que les transformés de e; et e;
restent perpendiculaires. Cette propriété est schématisée sur la figure 7.5.

Le cas de la flexion autour de l'axe e, (cas de charge 7.2(c)) se traite de facon
analogue et il suffit de transposer les résultats précédents pour obtenir :

_ My, _ 1My,
011 = EX:J, et W——mel (715)

avec I, = Is x%dS moment quadratique principal et w déplacement selon ez de la

ligne moyenne.
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Torsion
On considere le cas de charge 7.2(b) avec un moment axial aux extrémités. La réso-

lution du probléme montre que 6 est de la forme dans la base {e;} :

0 o012 013
o= 012 0 0 (716)
013 0 0

avec 01y = %@53, 013 = —%@)}2 et] = ZISdeS ou fp(xz,x3) est solution d’un pro-
bléeme de Laplacien posé sur la section :

Ap+2=0 dansS

. (7.17)
V=0 sur dS
On en déduit :
0 d3 -b,
g:—Mll 11)3 0 0 (7.18)
2G|
-1, 0 0
et apres intégration, a un champ de solide rigide pres, que :
¢ (x2,x3)
u=M (7.19)
GJ
X1X2
avec @, = 1]),3 +x3 et @3 = —11)}2 + x,. Ainsi, les contraintes et déformations sont

indépendantes de x;. Le champ de déplacement se décompose en un déplacement
axial indépendant de x;, et en déplacements transversaux dus a la rotation MTlllxlel
qui s’applique sur toute la section, autour de ’axe Ge;. On a donc la relation MG—IIl =
wy,1. Dans le cas de la section circulaire et du tube a section circulaire, on montre

que @ = 0. On a alors la déformée indiquée sur la figure 7.6. Cependant, dans le cas

€7

génératrice déformée

Ficure 7.6 — Torsion d’une poutre a section circulaire

général, @ = 0 et la section ne reste pas plane, on dit qu’elle gauchit.
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Flexion simple
On considére maintenant le probléme 7.2(d). Le champ de contrainte o est trouvé,

dans la base {e;} de la forme :

011 012 O13

o= 012 0 0 (7'20)
013 0 0
avec :
—Rip(€=x1)x) Ripp(, v
011 = T; 01y = T (X2 - m?@,)"‘ X35 013=—X.2 (7'21)

ou x étant solution d’un probléme de Laplacien posé sur la section :

Ax=0 dansS
Ry
2133

(7.22)

v
X 3Ny — X N3 = (x% - —x%)nz sur dS

1+v

On ne reportera pas ici les expressions des déformations et des déplacements, mais
si on calcule la courbure, on obtient :

~Ry2(€—x)

ElL (7.23)

V11 (x1) =

soit une formule analogue au cas de la flexion pure en remarquant que le moment!”!
s’exercant sur la section située a 1’abscisse x; vaut Ry, (¢ —x1)es. Si on veut pousser
plus loin I’analyse, il est nécessaire de résoudre le probleme en x. Or, ce probleme
n‘admet pas en général de solution analytique, sauf dans le cas de sections de forme
trés simple, comme une section circulaire par exemple. Ainsi, si on considere une
section circulaire de rayon 4, on peut montrer que le glissement y;, da au cisaille-
ment o7, est négligeable par rapport a la rotation de la ligne moyenne v ;, des lors
que la poutre est suffisamment élancée, soit £ > a. On peut dans ce cas conclure que,
comme en flexion pure, les sections déformées restent planes et orthogonales a la
déformée de la ligne moyenne. L'effet dii au cisaillement est donc négligeable dans
ce cas. Une autre facon de mettre en évidence ce résultat consiste a comparer les
énergies de déformation dues aux contraintes de flexion 617 a celles des contraintes
de cisaillement o7, et 013. On constate alors que leur rapport devient trés grand si
¢ > a. 1l apparait ainsi que pour une poutre élancée, I’action de la résultante des ef-
forts selon e; et e3 est négligeable par rapport aux effets de la flexion. Ceci se traduit
sur la déformée par un gauchissement négligeable par rapport aux déplacements de
flexion, et sur I’énergie par la prépondérance de I’énergie de flexion.

Le cas de charge correspondant a la flexion simple dans le plan (e, e3) se traite
de la méme facon et on obtient :

o =———— (7.24)

[2] Il s’agit en fait du moment de flexion défini dans le chapitre suivant.
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Une théorie approchée des poutres

Le probleme précédent, bien que simple par sa géométrie et ses conditions aux li-
mites (notamment en raison de la latitude donnée par la formulation des conditions
aux limites sur les sections extrémes), donne lieu a des calculs fastidieux avec une
approche tridimensionnelle.

Il serait donc tres utile de proposer une modélisation simplifiée des poutres (clas-
siquement appelée Résistance des Matériaux) pour obtenir rapidement les informa-
tions jugées essentielles (déformée, répartition des contraintes) sous I’action d’efforts
extérieurs connus globalement. Il s’agit donc de réaliser le passage d’'une modélisa-
tion tridimensionnelle a une schématisation mono-dimensionnelle.

Pour ce faire, on va largement exploiter les résultats obtenus sur le probléeme de
SAINT-VENANT, et faire I’hypothese qu’ils restent valables dans des situations impli-

quant d’autres types de chargement et de conditions aux limites.

Contraintes intégrées et efforts internes

Lorsque l'on superpose les différents cas de charge considérés précédemment, il ap-
parait que ’état de contrainte est anti-plan, c’est-a-dire de la forme :

011 012 O13
oc=lo; 0 0 (7-25)
013 0 0

D’autre part, on a obtenu :

Rip  Myz+Ryp(l=x1))x;  (Myp=Ryz(l—x;1))x3

oy = 1 _ ; (7.26)
7oA I33 I 7

expression dans laquelle interviennent les efforts et couples appliqués aux extrémi-
tés de la poutre.

Cependant, si on coupe la poutre étudiée au niveau d’une section d’abscisse x;,
on fait apparaitre les efforts internes, dont le torseur résultant en G sur la section de
normale extérieure e; a pour éléments de réduction R;,; et My, définis par :

— une résultante :

011 N
dans e;
Rint=JT(Mlel)d5 = Rint:j 031 [dS =V, (7.27)
S S
031 V3

ou N est leffort normal et (V,,V3), les composantes de I’effort tranchant ;

— un momenten G:

4 0 011 T
ans e;
Mint:JGMAT(M,el)dS = My :f Xy [A| oy [dS =M, | (7.28)
S S
X3 031 M;

avec T, moment de torsion et (M, M3), composantes du moment de flexion.
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On a ainsi une schématisation mono-dimensionnelle des efforts internes, illustrée
sur la figure 7.7, et les différentes quantités introduites plus haut sont encore ap-
pelées contraintes intégrées (ou généralisées). Le torseur des efforts intérieurs joue
pour la section de la poutre le role du vecteur contrainte en un point d’un milieu
continu.

() €2

—M
Vv, 2

\'A €1

Ficure 7.7 — Efforts internes

Ce torseur sera obtenu a partir de ’équilibre global d’un troncon de poutre tron-
qué a la section étudiée (voir la flexion simple), et va donc s’exprimer a partir des
efforts et couples appliqués aux extrémités de la poutre. On peut aussi obtenir des
équations d’équilibre locales sur les composantes du torseur des efforts internes en
isolant un trongon élémentaire de longueur dx;, cette démarche étant I'analogue en
monodimensionnel de I’écriture de 1’équilibre d’un cube élémentaire en tridimen-
sionnel. Ce torseur étant connu, on peut exprimer les composantes des contraintes

en fonction de celui-ci. On obtient pour la contrainte normale oy :

R g _ M3X2 + M2X3
HTA T I L,

(7.29)

Ce résultat a été trouvé pour le probleme de SAINT-VENANT, pour lequel N est constant,
alors que M, et M3 sont linéaires en x;. On supposera qu’il reste valable quelle que
soit I’évolution de N, M, et M3 avec x;. En ce qui concerne les contraintes de ci-
saillement, des formules ont été établies pour le probléeme de SAINT-VENANT ol le
moment de torsion T et 'effort tranchant V sont constants. Ces formules font appel
a la résolution d’un probleme posé sur la section. On fera la aussi I’hypothese que
ces formules sont applicables dans le cas général, en remplacant dans le probleme de
SAINT-VENANT Ry, Ry3 et M par la valeur des contraintes intégrées dans la section
étudiée, soit V,(x;), V3(x;) et T(x;) respectivement. A ce stade, on distingue donc :
— une description globale a l'aide des efforts intérieurs sur une section de la
poutre (torseur résultant sur une section);
— une description locale des contraintes, ’accés a la contrainte normale 77 étant
immeédiat, le calcul des contraintes de cisaillement étant plus difficile.
Il est important de mentionner qu’en général c’est la contrainte normale qui joue

un role prédominant dans le dimensionnement de poutres longues travaillant en
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flexion, on pourra donc dans ce cas négliger les contraintes de cisaillement, ou se

contenter d’une approximation.

Hypothéses cinématiques

Dans le paragraphe précédent, on a proposé une modélisation mono-dimensionnelle
des efforts intérieurs, il convient maintenant de définir le déplacement de la poutre
dans le cadre de cette modélisation, et on pressent qu’il va falloir faire des hypo-
theses sur la déformation des sections afin de « gagner » deux dimensions.

On va pour cela s’appuyer a nouveau sur les résultats obtenus pour le probléeme
de SaINT-VENANT. En particulier, on avait remarqué qu’excepté pour le cas de la tor-
sion, on avait une bonne approximation de la déformation de la section de la poutre
en considérant que celle-ci subissait un mouvement d’ensemble, qui apreés déforma-

tion la maintient perpendiculaire a la ligne moyenne. Ceci conduit a :

Hypothése de Navier-BERNoOuULLI Pour une poutre longue sollicitée en traction et
flexion, les sections droites ne se déforment pas et restent orthogonales a la ligne

moyenne.

La cinématique de la section est donc régie par six degrés de liberté et on choisit
naturellement pour les degrés de liberté de translation les composantes du déplace-
ment du centre de surface de la section. Ainsi, le déplacement de solide rigide de la
section se traduit, pour un point M quelconque appartenant a la section de centre
de surface G par :

UM)=U(G)+MG A6 (7-30)
soit, écrit dans la base d’étude :

u(x1) = x203(x1) +x365(x1)
UM) = v(x1) —x301(x1) (7.31)
w(xy) +x201(x1)

en notant O la rotation de la section (on n’utilise pas w car O est attachée a un dé-
placement de solide rigide) et u, v et w les composantes de U(G). La conservation de
I’angle droit entre la section et la ligne moyenne conduita 0; =v; et 0, = —w ;(x;),

si bien que finalement on a:

u(xy) —xv 1(x1) = x3w,1(x7)
UM) = v(x1) —x301(x1) (7-32)
w(xy) +x20; (x1)

La rotation 0, quant a elle, ne peut étre reliée au déplacement de la ligne moyenne.
En comparant le champ de déplacement précédent a la solution du probleme

de torsion de SAINT-VENANT, on constate que la rotation de la section 0; est bien
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restituée. En revanche, et c’est une conséquence directe de I’hypotheése de Navier-
BerNouLLl, le gauchissement n'apparait pas. Ceci résulte du fait qu'une modélisa-
tion mono-dimensionnelle ne saurait représenter des phénomenes variables sur la
section, tels que le gauchissement. On conclura que pour la torsion, le champ de
déplacement adopté permet d’obtenir la rotation de torsion. Quant au gauchisse-
ment, on pourra si nécessaire le calculer en procédant comme pour le probleme de
SAINT-VENANT. On retrouve ici les deux échelles (globale et locale) de description de
la poutre évoquées au paragraphe précédent.

Loi de comportement généralisée

Laloi de comportement généralisée a pour objectif de relier les contraintes intégrées
a des déformations associées au champ de déplacement défini au 7.3.2.

On utilise a nouveau les résultats obtenus sur le probléme de Saint-Venant, qui

permettent d’écrire :
N =EAu;; Mj3=El33v;1;; My=-Elpw;;; T=GJ0O;, (7-33)

ceci sous I’hypothese que le moment de flexion soit décomposé selon les axes princi-
paux d’inertie. On fait donc apparaitre quatre déformations appelées déformations

généralisées qui permettent de décrire la déformation de la ligne moyenne :

— lextension u; ;
— les courbures v ;; et —w ;1 ;

— la déformation de torsion : 0 ;.

On remarque que l'on n’a pas de relation impliquant les efforts tranchants. Cela est
lié au fait que ceux-ci sont obtenus apres intégration sur la section des contraintes
de cisaillement pour lesquelles on a o7, = Gy, et 0135 = Gy;3. Or, I'hypothese de
Navier-BERNOULLI néglige ces glissements, les efforts tranchants ne pourront donc

étre obtenus a partir de la loi de comportement.

®Une autre facon d’établir les relations (7.33) consiste a calculer les
déformations associées a U(M), puis en utilisant la loi de Hooke, les
contraintes sur la section et apres intégration, les contraintes intégrées.
On retrouverait alors les trois premieres relations de (7.33) et les deux
efforts tranchants nuls. On aurait en revanche un résultat différent
pour la torsion, ce qui résulte de la non prise en compte du gauchis-
sement dans I’hypothése de Navier-BErNouLLL. D’autre part, cette ap-
proche mettrait en évidence les incompatibilités entre les hypotheses
faites sur la forme des contraintes et des déplacements, ce qui est dt a
I'impossibilité de restituer I'effet Poisson avec I’hypothése de Navier-

BerNOULLI
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Bilan

On a mentionné en 7.3.1, sans les expliciter, I’existence d’équations d’équilibre lo-
cales portant sur les contraintes intégrées. Ces équations sont au nombre de six, car
exprimant I’équilibre d’un troncon élémentaire (trois équations de résultante et trois
équations de moment), et mettent en jeu les six composantes du torseur des efforts
internes.

Ces équations ont été complétées par quatre relations de comportement en 7.3.3,
qui font intervenir quatre déformations généralisées.

D’autre part, ces déformations généralisées sont reliées aux quatre variables ciné-
matiques u, v, w et 0; introduites en 7.3.2 pour décrire le déplacement de la poutre.

On a donc quatorze équations pour quatorze inconnues, et un systéme a résoudre
qui a la méme structure que celui obtenu en tridimensionnel, a ceci prés qu’on est
passé d’équations aux dérivées partielles a des équations différentielles ordinaires en
x1. Il reste a compléter ces équations par des conditions aux limites, qui porteront
sur les sections extrémes de la poutre et qui s’écrivent de la facon suivante : dans la
direction e;, on connait :

— soit la composante de la résultante du torseur des efforts extérieurs appliqués,

soit la composante du déplacement de la ligne moyenne;
— soit la composante du moment du torseur des efforts extérieurs appliqués, soit
la composante de la rotation de la section.

On dispose donc sur une section de six conditions aux limites en tridimensionnel.

Enfin, on n'oubliera pas de tenir compte de celles qui provoquent des disconti-
nuités sur le torseur des efforts dues a I’application de forces ou couples concentrés,
ou encore de celles dues a des conditions sur les déplacements dans une section

courante de la poutre.






Treillis

8.1 Définition

Un treillis, du type de celui illustré sur la figure 8.1, est un assemblage de poutres
reliées entre elles par des articulations parfaites : les nceuds du treillis. On supposera
que le chargement, sous forme de forces ponctuelles, est appliqué aux nceuds du
treillis. Dans ces conditions, chaque poutre n’est soumise qu’a l’effort normal et on
les appelle alors des barres. Il y a transmission des efforts dans le sens des barres
uniquement.

L’étude d’un treillis revient :

— ala détermination des efforts normaux dans chacune des barres;

— au calcul des déplacements des nceuds.
J/F

& &

FiGure 8.1 — Exemple de treillis

3.2 Effort normal

8.2.1 Equilibre d’une barre

Isolons un nceud de liaison de plusieurs barres, ainsi que les barres correspondantes
illustrées sur la figure 8.2. Soit Fyj, 'effort de liaison a I'extrémité I de la barre IJ,
c’est-a-dire I'action du nceud I sur la barre IJ, et Fjj, l'effort a I'extrémité J de la barre
Jii, L’équilibre de la barre IJ, donne :

FU -‘rF]I =0 et IJ /\F]I =0 (81)

[1] On rappelle qu'au niveau de la liaison rotoide, aucun moment n’est transmis.
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Ficure 8.2 — Efforts aux nceud de liaison

et par conséquent, Fyj et IJ sont colinéaires. D’autre part en pratiquant une coupure

dans la barre IJ, il vient :
FU = NUuH = _F]I = NHHU (82)

avec uyj, vecteur unitaire de la direction IJ, et donc Nyj = Njj représente l’effort nor-
mal constant dans la barre IJ :

* siNp >0, la barre est en traction;

* si Njj <0, la barre est en compression.
Ainsi, on a démontré que le torseur des efforts intérieurs dans la barre se réduit au

seul effort normal, celui-ci étant constant dans la barre.

8.2.2 Equilibre d’un noeud

Soit Fyj, 'effort au nceud I exercé par la barre IJ. Il faut d’autre part vérifier le prin-

cipe d’action-réaction, soit :
FU +F{] =0 (83)

d’autre part I’équilibre du nceud I traduit que les forces sont concourantes :
ZFﬁ+FI =0 (8.4)
k

ou k représente I'indice des barres qui sont articulées au nceud I et Fy, la force exté-

rieure ponctuelle appliquée au nceud I.

8.3 Contraintes et déformations

On considere une barre IJ de longueur £ et de section Sj;. La contrainte normale

dans une section droite, supposée uniformément répartie dans la section s’écrit :

NU

S—II (8.5)

1
oy =T(M,n)-n = 5, =

et compte-tenu de la forme du torseur des efforts internes, la matrice des contraintes
dans une base orthogonale contenant uj; a pour seul terme non nul oy;. La loi de
Hooke permet d’exprimer la déformation dans la barre :

_%

SU = E_U (86)
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et puisqu’on a supposé qu’il n'y avait pas d’effort appliqué entre les nceuds de la
barre, les contrainte et déformation sont constantes le long de la barre. On en déduit :

fg==—=—5— = (8.7)

Equations cinématiques

On cherche le lien entre la déformation linéique ¢j; dans la barre IJ et les déplace-
ments des deux extrémités de la barre. La définition de la dilatation linéique dans la
barre IJ conduit a :

eg=——= 8.8
0= = (8.8)

ou 7 et 1; sont respectivement les déplacements des extrémités I et ] de la barre
dans la direction de la barre c’est-a-dire, les composantes des déplacements des ex-

trémités suivant le vecteur unitaire uy;.

I::nergie de déformation

On a vu la forme générale de I’énergie de déformation dans ’expression (5.13). Dans

le cas particulier d’un barreau soumis a un effort normal N(x), I’énergie est égale a :

1 1 (¢
WZ—J 011811dvz—j jﬁllelldex (8.9)
2 Jp 2 Jo Js
soit :
1 PN@N@) ., 1 (PN (x)
‘EL ES S de‘EL Es & (8.10)

et dans le cas d’une barre IJ d’un treillis soumise a l’action d’un effort normal Ny
qui est constant, il vient :
2
1 NU

Résolution

Un probleme de treillis est complétement déterminé dés lors que les efforts normaux
dans les barres et les déplacements sont connus.

La détermination des efforts normaux s’obtient en écrivant que chacun des nceuds

est en équilibre, voir I’équation (8.4). Il y a lieu de considérer différentes situations :

— siles équations d’équilibre de la statique suffisent a déterminer completement

les efforts de liaison ainsi que les efforts normaux dans les barres, le systeme

est dit isostatique et dans ce cas si b est le nombre de barres du systéme et n le

nombre de noeuds, la relation qui lie b et n est :
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— b+ 6 (inconnues) = 3n (équations) dans le cas d’un treillis tridimensionnel ;
— b+ 3 =2ndans le cas d’un treillis plan.

— sile nombre d’inconnues est supérieur au nombre d’équations, le systeme est
hyperstatique et il faut avoir recours a des méthodes spécifiques pour résoudre
le probleme et en particulier aux théorémes de I’énergie qui seront étudiés au
chapitre suivant;

— si le nombre d’inconnues est inférieur au nombre d’équations le systéme est

hypostatique ou mobile, c’est un mécanisme.



Théoréemes énergétiques

Nous avons vu, au chapitre 5, I'expression de I’énergie de déformation en fonction
des contraintes et des déformations, ainsi que la relation entre I’énergie de déforma-
tion et le travail des forces extérieures.

Dans ce chapitre nous allons déduire de I’énergie de déformation les théoréemes
énergétiques dont l'utilisation est trés importante en résistance des matériaux et en

calcul des structures d’une maniere plus générale.

Théoréme de réciprocité de MAXwWELL-BETTI

Théoréme de réciprocité de MAXweLL-BETTI Dans un systéme élastique soumis
successivement a deux systémes d’efforts (forces et couples) F; et ¢; assurant cha-
cun l’équilibre, le travail du systéme F pour les déplacements élastiques w pro-
voqués par l'application du systeme ¢ est égal au travail du systeme ¢ pour les
déplacements v provoqués par ’application de F, soit :

0w F=vl} (9.1)

Preuve (1) Supposons le potentiel interne nul dans I’état initial. Appliquons F, il vient :

1
Tp = 3 ZFiVi (9.2)
1

puis ¢, alors :
1
TFJrq) :TF+ZFZ'Q)Z'+EZ¢)]'Q)]' < TF+({> :TF+ZFiwi+T® (93)
i j i

Recommencons en appliquant ¢ en premier puis F, on a bien sur Tg,¢ = T4, donc:

1 1 1 1

5 ZFivi + ZFiu)i + E Zq)]w] = 5 Z¢]w] + Z¢]v] + E ZFZ'”Ui (94)

1 1 ] ] ] 1

et finalement :

) Fwi=) b (9-5)
i j
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Preuve (2) On avait :
1 1
v = ZAiij: wj = ZA]'#PI‘, Tr=5 ZE’V:‘ et Top=- Z}ijj (9-6)
j i I j

Supposons F; réduit a une seule force tout comme ¢;. Le théoreme de MaXxweLL-BETTI §’€crit :

Fwi=¢jv; < FEAjjd;j=0jA;E < Aji=Aj; (9:7)

La matrice A des coefficients d’influence A;; est symétrique et T est une forme quadratique :
Lot
T = SF'AF (9-8)

Ligne d’influence Une force unité en C donne en K une fleche vg qui est aussi la
fleche que donnerait en C une force unité appliquée en K.

La déformée de la ligne moyenne de la poutre AB sous l’action d’une force unité
en C donne donc en chaque point courant K la fleche qu’on obtiendrait en C sous
I’action d’une force unité appliquée en ce point courant K : on appelle cette déformée
la ligne d’influence de la fleche en C due a une force unité.

9.2 Théoréme de CASTIGLIANO

Théoreme de CastmicLiano Le déplacement du point d’application d’une force
dans sa direction ou la rotation du bras de levier d’'un couple dans la direction
de ce couple, est égal a la dérivée partielle de I’énergie de déformation par rapport

a la force ou au couple.

Preuve Nous avons vu que T s’écrivait sous forme matricielle d’aprés 1’équation (9.8) :

1
T = EF"‘AF (9:9)

d’ou, par dérivation :
JT 1 1
9_E = EZAZ]F]-FEZF]A”:ZA”F] (9.10)
] ] ]

c’est-a-dire, d’aprés ’équation (5.16) :

Jar_ (9.11)
aFi—vZ 9.11

9.2.1 Applications

Le théoreme de CastigLiano permet de calculer simplement les déplacements de
points d’une structure qui seraient obtenus autrement par composition de déplace-

ments élémentaires et cela souvent au prix de calculs lourds.
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FiGure 9.1 — Exemple de treillis

e Exemple Treillis — Soit le carré et sa diagonale BD de la figure 9.1. Ce treillis est
constitué par quatre barres de méme section, la barre diagonale differe des précédentes uni-
quement par la longueur. Les liaisons sont toutes des articulations. On veut calculer le dé-
placement v, du point A sous 'action de F appliquée en A dans la direction CA.

La solution est la suivante. On peut déterminer facilement les tensions dans les barres :

— effort de traction dans les quatre cotés : F%

— effort de compression dans la diagonale : F

L'énergie interne d’une barre en traction ou compression est :

1 ¢ 1 (FF 1 F2¢
W—ELL Glltlldde—ELgE—sSdX—EE—S (9.12)

d’ou I’énergie totale est égale a :

Wi = Wy + Wap + Wep + Weg + Wep (9-13)
soit :
24V2 €,
= —F .
‘" 2 SE (9-14)
et le déplacement de A dans la direction de F :
oW, (F
=——=(2 2)— .
o= (24 v3) (9.15
[ J

Méthode de la sollicitation évanouissante
Lorsque l'on cherche le déplacement d’un point dans une direction ou il n’y a pas
de force appliquée au point considéré, on utilise la méthode dite de la sollicitation
évanouissante qui consiste a :
1. introduire une sollicitation virtuelle (force ou moment) associée au déplace-
ment que l'on cherche.
2. calculer le potentiel élastique correspondant aux sollicitations réelles et vir-
tuelle. La sollicitation virtuelle entraine des modifications des forces de liaison.
Le systeme doit étre en équilibre sous l’action des forces réellement appliquées

et de la sollicitation virtuelle.
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3. dériver le potentiel élastique, par rapport a la sollicitation virtuelle F, et en
faisant F nul dans le résultat on obtient le déplacement cherché.

Lalinéarité des déplacements en fonction des efforts et ’expression du second degré
de I’énergie en fonction des efforts justifient cette facon de faire.

e Exemple Potence — Soit une potence ABC chargée en B par une force verticale comme
celle indiquée sur la figure 9.2. Calculer le déplacement horizontal v, de B? La méthode est

A e B F
45° F

45°

FiIGURE 9.2 — Potence

la suivante :

— Introduire F” horizontale appliquée en B

Déterminer les efforts dans les barres du systeme sous l’action de F et ¥’

Calculer I'énergie de déformation W de la structure.

Dériver W par rapport a F’

Imposer F' =0

w

2%[(F+F')2+2F2\/§] et vx(B):(aW) :(i(mp’)) _ K (9.16)
F’=0

IF ES oo ES

v,(B) > 0 donc le déplacement a lieu dans le sens de F’. Le déplacement horizontal de A
correspond a l’allongement de la barre AB. °

Systémes hyperstatiques

Degré d’hyperstaticité
Le degré d’hyperstaticité h d’une structure est la somme de ses degrés d’hyperstati-

cité interne et externe :
h=h;+h, (9-17)

Afin de pouvoir calculer tous les efforts, efforts de liaison et efforts de cohésion, on
ajoute aux équations de la statique h équations de compatibilité des déplacements.

Degré d’hyperstaticité externe Lorsqu’a l’aide des équations de la statique on ne
peut pas calculer tous les efforts de liaison de la structure étudiée on dit que cette
structure est hyperstatique extérieurement. Son degré d’hyperstaticité externe h, est
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B BO

A C A C

AN\ NA\N AN\ NA\N

(a) Portique bi-encastré : h, = 6 et (b) Portique articulé : encastre-

hi=6 mentsen A et C; pivoten B; h, =5
eth; =6

Ficure 9.3 — Différentes configurations d’un portique

le nombre d’efforts de liaison non calculables a 1’aide des équations de la statique,
efforts dits hyperstatiques.
— Les efforts de liaison indépendants des efforts hyperstatiques sont appelés iso-
statiques. Ils peuvent permettre un prédimensionnement des liaisons;
— Les efforts de liaison dépendants des efforts hyperstatiques sont appelés épi-
statiques. Ils sont connus littéralement. On ne peut obtenir leurs valeurs nu-

mériques sans connaitre celles des efforts hyperstatiques.

Degré d’hyperstaticité interne Lorsqu’a l'aide des équations de la statique, on ne
peut pas calculer tous les efforts de cohésion (efforts intérieurs) d’une section droite
d’une poutre de la structure étudiée, on dit que cette structure est hyperstatique inté-
rieurement. Son degré d’hyperstaticité interne h; est le nombre d’efforts de cohésion
non calculables a ’aide des équations de la statique.

Nous allons voir comment déterminer si un systeme est hyperstatique intérieure-
ment. Considérons une structure constituée de solides fabriqués a I’aide de poutres.
Nous voulons connaitre les efforts de cohésion en chacune de ses sections droites.
Supposons que, pour cela, nous sciions une poutre de cette structure en une section
droite P :

— si cette coupure ajoute un solide a la structure alors les efforts de cohésion
en P sont calculables grace aux équations de la statique qu’apporte ce solide
supplémentaire;

— si cette coupure n’ajoute pas de solide a la structure alors les six efforts de
cohésion en P sont hyperstatiques car non calculables a 'aide, uniquement,
des équations de la statique.

Exemples Voyons le cas de la potence en relation avec la figure 9.4 :
systeme — la condition d’encastrement implique 'existence de six inconnues;

potence — le solide potence permet d’écrire six équation de la statique et on en
déduit le degré d’hyperstaticité extérieur h, = 0.
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1™ coupe — il y a toujours un seul solide. Les six efforts de cohésion hyperstatique.

2¢ coupe — il y a maintenance deux solides. Les six nouveaux efforts de cohésion

sont calculables grace a six nouvelles équations de la statique.

Ces deux coupes permettent de trouver h; = 0. En reprenant la condition h, = 0, on

trouve finalement :

h=h,+h;=0+6=6 (9-18)
a) systéme b) potence (c) 17 coupe (d) 2¢ coupe

FIGURE 9.4 — Calcul du degré d’hyperstaticité d'un potence

Voyons le cas de la potence en relation avec la figure 9.5. Le systéme comprend
un encastrement et deux pivots, ce qui induit seize efforts de liaison. Les deux sous-
solides permettent d’écrire douze équations ce qui mene a un degré d’hyperstaticité
h, = 4. Quel que soit I’endroit ou 'on coupe cela fait apparaitre un solide supplé-
mentaire donc h; = 0. Finalement, le degré d’hyperstaticité :

h=h,+h;j=4+0=4 (9.19)

(a) potence (b) 17 coupe

FicurE 9.5 — Calcul du degré d’hyperstaticité d'un potence avec rotules

Méthodologie

Nous avons un systeme composé d’une structure hyperstatique et d’'un chargement.
Nous cherchons un systeme équivalent constitué d’une structure obtenue par mo-
dification de la structure initiale (changement de liaisons et création de coupures)
et d’un chargement lui aussi modifié (chargement supplémentaire di aux hypersta-
tismes). Pour que ce systéme soit effectivement équivalent au systeme initial, il faut
que les points de sa structure subissent les mémes déplacements que ceux de la

structure initiale.
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Structure On remplace la structure hyperstatique initiale S par une structure iso-
statique équivalente S; :

— h,=0,S; possede les mémes liaisons que Sy, ;

— h,#0, S; ne posséde pas les mémes liaisons que Sj,.
Une liaison initiale L ayant des efforts hyperstatiques est remplacée par une liaison
L” obtenue en supprimant des blocages. Le nombre total de blocages supprimés est
égal au degré d’hyperstaticité du systeme :

— h; =0, S; est constituée des mémes solides que Sy, ;

— h; #0, S; n’est pas constituée des mémes solides que Sj,.
Un solide Q de S;, possédant des efforts de cohésion hyperstatiques est remplacé
dans S; par un solide Q’ obtenu en coupant Q. Cette coupure transforme Q en un

solide ouvert et non en deux solides distincts.

Chargement La structure équivalente supporte le chargement de la structure ini-
tiale et un chargement supplémentaire. Ce dernier est constitué des forces et des
couples remplacant ceux supprimés en modifiant les liaisons et des forces et des

couples remplacant les contraintes disparues en faisant des coupures.

Equations Nous avons les équations provenant du principe fondamental de la sta-
tique appliqué a notre systeme équivalent et, en plus, les h équations de compati-
bilité des déplacements linéaires et angulaires obtenues en écrivant que les efforts
du chargement supplémentaire, efforts remplacant les efforts hyperstatiques du sys-
téme initial, sont tels que les déplacements (translations et rotations) que subissent
les points de la structure isostatique sont les mémes que ceux des points de la struc-
ture initiale.

Les efforts hyperstatiques du systeme initial sont alors égaux aux efforts corres-
pondants du systéme isostatique équivalent.

Calcul des systémes hyperstatiques extérieurs

Soit un systeme hyperstatique (S) de degré d’hyperstaticité h, = n. Il admet un sys-
teme isostatique équivalent (S’) obtenu en supprimant n réactions surabondantes et
en les remplacant par des forces (ou moments) R; inconnus et considérés comme des
charges extérieures.

(S) et (S’) ayant des états d’équilibre identiques, les R; doivent étre telles que
les conditions mécaniques imposées par les liaisons soient vérifiées par le systeme
isostatique soumis aux réactions surabondantes R;. Avec I’hypothese d’invariabilité
des appuis et d’'impossibilité de rotation avec les encastrements on a, d’apres le théo-

réeme de CASTIGLIANO :

IW _JW _ _IW (9.20)
JR, OR, R, ?
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e Exemple Considérons la poutre droite ABC sur trois appuis et chargée par F; et F,.
Déterminer Ry, Rp, Re.

A B s P ¢
S L &
‘Fl B ‘Fz C

A
&= Ry =

FiGurE 9.6 — différentes configurations du cercle de Mohr

Le systeme est hyperstatique de degré 1. Le systeme isostatique équivalent est tel que Rp

conduise a vg = 3TWB = 0. Cette valeur correspond a un minimum de 1’énergie de déformation

car:
W =W(Rg, Fi, F) (9-21)
Soit Rpp la valeur correcte de Ry, pour Rg > Rgg la fléche varie dans le méme sens que Rg,
donc :
81/]3 82W
== >0 et — >0 .
IRp e ( R ) (9.22)
Rpo minimise I"énergie de déformation. °

Calcul des systémes hyperstatiques intérieurement

Supposons que l'on ait une réaction hyperstatique intérieure — effort dans une
barre surabondante, par exemple. Nous pratiquerons une coupe sur cette barre en
un point quelconque, afin d’obtenir par application d’une force convenable R un
systeme isostatique équivalent au systeme hyperstatique étudié et imaginons cette

coupe sans épaisseur. Les deux forces R apparaissant sur la coupure sont opposées

A B A B
F F

D C ) A C
\:: \::

FIGURE 9.7 — Systéme hyperstatique intérieurement

et subissent le méme déplacement de leur point d’application, la coupure étant sans
épaisseur. Chaque force travaille dans la déformation mais leurs travaux sont oppo-
sés, donc %—‘ﬁ’ =0.

Sinous nous étions placés en D nous aurions été ramenés au probleme hypersta-
tique extérieur précédent pour lequel 99_\/1;/ = 0 puisque le point D € DB est fixe. Il ne

s’agit la évidemment que d’un cas particulier.
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Théoréeme de MEnaeréa Dans un systeme de corps élastiques, les valeurs que
prennent les réactions hyperstatiques correspondant aux liaisons surabondantes

minimisent I’énergie de déformation du systeme.

Exemple Les équations de la statique ne suffisent pas a déterminer les efforts dans
toutes les barres du systéme. Etant donné la symétrie de la figure, I'effort dans I'une
des diagonales sera I'inconnue hyperstatique. On coupera donc soit DB, soit CA.

Effectuons la coupe sur CA :

A B A B
F - F »

D C D C
N\ N\

Ficure 9.8 — Systéme hyperstatique intérieurement

— la statique permet de déterminer tous les efforts quand F et R sont connus;
— I’énergie de déformation du systéme est égale a la somme des énergies de dé-
formation a I’effort normal de chacune des six barres. Elle vaut :

2+ V2)(F-R)%¢

>SE (9-23)
— l'application du théoréme de MENaBREA donne :
IW V2
W =0 & R= TF (924)
L'énergie de déformation vaut :
1¢ ,
W= oeF [1+«E] (9.25)
et le déplacement vertical de C est :
OW F¢
Ve = ﬁ = E—S[1+\/§] (926)

L'étude des assemblages de poutres hyperstatiques pour lesquelles les noeuds de

jonction sont rigides, est abordée au chapitre 11.
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Flexion des poutres droites

On a vu, au chapitre 7, qu'une modélisation simplifiée des poutres pouvait étre
obtenue a partir de I’hypothése de BernourLr (hypothése cinématique) et de 1’hy-
pothese de I'état anti-plan des contraintes. Sur la figure 10.1, le point courant est

M(x1, %5, x3).

FiGure 10.1 — Poutre droite et notations générales

10.1 Poutre droite et notations générales

Hypothése de BernouLLl Toute section droite d’une poutre, perpendiculaire a la
ligne moyenne, subit un déplacement de solide rigide qui la maintient perpendi-
culaire a la ligne moyenne déformée, c’est-a-dire qu’en particulier, elle reste plane

et droite.

Puisque les sections restent planes et du fait des notations précédentes, le déplace-
ment d’un point quelconque d’une section droite s’exprime en fonction du déplace-

ment du centre de flexion correspondant et de la rotation de la section soit :

u +X362 —X263
UM)=U(G)+0AGM = v —x30; (10.1)
w+x261
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La matrice € des déformations associée est donnée par :

U1 +x30p,1 —X203,1  $(v,1-x301,1-03)  L(w,1 +x201,1 +6,)
€= 0 0 (10.2)
sym 0

De méme, les sections droites restent droites, c’est-a-dire 6, = —w,; et 03 = v, et le
champ des déplacements et la matrice des déformations deviennent :

1 1
U= X3W,1 —X3V,1 U1 =X3W,11 —X2V,11 —5%301,1 3%201,1
UM) = v—x30; ; €= 0 0 (10.3)
w+ Xx,0, sym 0

Hypothése de l'état de contrainte anti-plan On choisit une loi de comportement
approchée en supposant que seules les composantes 011, 01, et 613 sont non nulles.
On obtient :

o11 = B(u,1 —x3w,11 —%27,11) 012 = =Gx360 4 013 = =Gx,0 4 (10.4)

et les contraintes généralisées correspondantes fournissent les lois de comportement
généralisées :

N:EAM,I V2:0 V3:0

T=GJO;,1 M;=-Elpw,; Mj=Elzv,q,

(10.5)

L’hypothese de BErnouULLI ne permet pas d’obtenir directement les efforts tranchants
V2 et V3.

I::quations locales

Les équations locales qui caractérisent le comportement des poutres sont obtenues

en isolant un trongon élémentaire de longueur dx; similaire a celui de la figure 10.2

R’(x)
Y

Mg (x) +%

FIGURE 10.2 — Equilibre d’un troncon infinitésimal de poutre

puis en écrivant qu’il est en équilibre :
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— au point G de la section droite a l’abscisse x; de normale ey, le torseur des
éléments de réduction est (R, M), sur la section droite en vis a vis, ¢’est-a-dire
en G de la section droite d’abscisse x; et de normale —ey, il est (R’, ME;), et le
principe d’action réaction donne (R, M) = —(R,Mg);

— au point G’ de la section droite d’abscisse x; + dx; et de normale +ey, il est
(R(xq +dxp), Mg (7 + dxq)).

Les forces de volume, appliquées sur le trongon, sont pour ce probleme monodi-
mensionnel des répartitions linéiques. On supposera que ces répartitions linéiques

d’efforts sont :

=neq + e» + e
P 1t 4q2€etq3e3 (10.6)

Y =7Y1€1 +V2€2 + Y3€3

10.2.1 Equilibre d’un trongon de poutre
En utilisant la relation (R(x; +dx;), Mg (x; +dx;)) = (R+dR,Mg+dM), les théorémes

généraux induisent :

Théoréme de la résultante La somme des forces extérieures appliquées au tron-

¢on est nulle :

—R+R+dR+pdx; =0 & R,;+p=0 (10.7)

Théoréeme du moment Le moment des forces extérieures, exprimé par exemple

en G/, est nul :
dx,
—M+M+dM+ydx1+f ((A—dxi)e; ApdA)+(—dxi)e; A(-R) =0 (10.8)
0

soit, en négligeant les termes d’ordre 2 :

M, +y+e; AR=0 (10.9)

Il en résulte que le probleme des poutres est caractérisé par deux équations vec-

torielles, qui constituent les équations locales :

er +p = 0
(10.10)
M,1+e1 /\R+]/: 0
c’est-a-dire six équations scalaires par projection :
N,;+n=0 V,,; +4q7 =0 V3,1 +43 =0
(10.11)

Ti+y1=0 My, —V3+y,=0 M;3,1+V,+y3=0
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auxquelles, on associe les lois de comportement généralisées (10.5).

Ces équations sont complétées par des conditions aux limites géométriques sur
une partie de la frontiére du domaine JQ,, : conditions de déplacements (transla-
tions ou rotations) donnés aux extrémités, et par des conditions naturelles sur la
partie de frontiere du domaine dQ); complémentaire de JQ), : conditions sur les

efforts ou couples extérieurs donnés aux extrémités.

® Lorsque sur une poutre, un chargement concentré, force ou couple, est
appliqué en travée, c’est-a-dire entre les extrémités, la discontinuité
correspondante est traitée en considérant que la poutre est constituée
de deux ou plusieurs tron¢ons indépendants envisagés chacun comme
une poutre avec des charges appliquées aux extrémités. On écrit alors

des conditions de continuité pour raccorder les trongons.

Flexion plane

Les problemes de flexion plane dans le plan principal d’inertie (e, e;) se rencontrent
lorsque les charges extérieures appliquées a la poutre sont telles que le torseur des
forces intérieures dans une section quelconque se réduit a un effort tranchant V, et
a un moment de flexion M3, c’est-a-dire que les charges appliquées sont ou bien des
forces suivant e, ou des couples d’axe e3.

Mise en équations

On s’intéresse maintenant au déplacement de flexion de la poutre dans le plan prin-
cipal d’inertie (e, e,). Le champ des déplacements général (10.3) se rameéne a :

—X2Vs1
UM)=| v et O=v,e3 (10.12)

Equations locales Les équations locales, en supposant qu’il n’y a pas de réparti-

tion linéique de couple 73, se réduisent a deux équations :
Vyi=—q2 et V,=-M3,; = M3, 1=9 (10.13)

et la loi de comportement permet d’obtenir I’équation locale exprimée en fonction

du déplacement v :

El33v,1111-92=0 avec Mj=El33v,11 et V; =-Elz3v,111 (10.14)

Conditions aux limites Dans les sections d’abscisse x; = 0 et x; = I (elles défi-
nissent les parties de frontiere dQ, ou dQ),), le torseur des forces intérieures s’ex-
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prime en fonction du torseur des forces extérieures eton a :

V2(0) = -Yo ot Va(l) =Y, (10.15)
M;3(0) = -Tj M;(l) =1}

les efforts extérieurs sont ou bien des efforts directement appliqués, connus, ou bien

des réactions d’appuis, a priori inconnues.

Flexion plane des poutres en déplacement Trouver le déplacement v(x;) solu-

tion du probleme :
El33v,1111-92=0, x; €[0;¢] (10.16)

avec les conditions aux limites suivantes :

v(0) =v4(0) V2(0) = -Yo
05(0) = v,1(0) = 654(0) M3(0) = -To
ou (10.17)
v(€) = v4(f) Va(l) =Y,
03(€) =v,1(€) = 634(¢) M;(6) =TIy

e Exemple On considére une poutre chargée a gauche (section x; = 0) par une force exté-
rieure verticale ascendante F et encastrée a droite (section x; = £). Dans ces conditions, la
partie de frontiére dQ, est la section droite x; = ¢ ou les conditions d’encastrement sont

v(€) = 03(€) = v,1 (€) = 0 et la partie de frontiere JQ; est la section droite x; = 0 ou les

conditions de chargement sont V,(0) = —F et M3(0) = 0. U

10.3.2 Diagrammes de l'effort tranchant et du moment de flexion

Nous allons étudier les variations de ces deux grandeurs en fonction de ’abscisse x;

d’une section droite courante.

Eléments de réduction sur une facette a gauche
Sur cette facette, les efforts intérieurs peuvent étre calculés de deux manieéres :

— trongon gauche : l'effort tranchant est opposé a la résultante des efforts ex-
térieurs appliqués sur la partie de poutre [0;x;]. Le moment de flexion est
opposé au moment résultant en G des efforts appliqués sur la partie [0;xq].

— trongon droit : l'effort tranchant est égal a la résultante des efforts extérieurs
appliqués sur la partie [x;;£]. Le moment de flexion est égal au moment résul-
tant en G des efforts appliqués sur la partie de poutre [x;;{].

En effet, ’équilibre du trongon gauche de poutre donne :

ZFZ-+R:0 et Zl‘i+ZGPie1/\Fie2+M:0 (10.18)

i,gauche i,gauche i,gauche
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F; L R g Fj
M’ \
N Y RN
M o .
trongon gauche R trongon droit

FIGURE 10.3 — Efforts appliqués sur la poutre

et I’équilibre de la poutre donne :

ZFZ-+ZF1-:O

i,gauche 1i,droite

Zl"i+ZGPie1 AFie2+ZFi+ZGPZ-e1 AF;ep =0 (10‘19)

i,gauche i,gauche i,droite i,droite

soit :

R=-) Fi=) F

i,gauche i,droite

(10.20)
M = —( Zri + Z(;R-e1 A Fiez) — Zri + Z(;R-e1 AFe,

i,gauche i,gauche i,droite i,droite

Pour tracer les variations de ces deux éléments, il faut déterminer completement les

efforts extérieurs appliqués sur la poutre, notamment les réactions d’appuis.

®On peut de méme exprimer les efforts intérieurs sur une section a
droite en utilisant le triedre lié a la section.

On trace de facon indépendante les variations de l’effort tranchant
et du moment de flexion puis on vérifie que V, = -M3,;.

e Exemple On considere la poutre illustrée sur la figure 10.4. On a Ry = —P et My = -P¢,
dou V, = -Rp = P et M3z = —M, + Ryx; = P(€ — x1). Les variations de l’effort tranchant
et du moment de flexion sont indiquées sur la figure 10.5. Le diagramme ainsi tracé, les

g ;

N RA

FIGURE 10.4 — Poutre encastrée

discontinuités correspondent aux forces extérieures appliquées a la poutre en sens et module.
®
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A
A
P” P P
Vs

(a) effort tranchant (b) moment de flexion

FIGURE 1 0.5 — efforts intérieurs

Calcul des contraintes

Les hypotheses de BErnouLLI et d’état de contrainte anti-plan impliquent que pour

la flexion plane, 1’état de contrainte est caractérisé par la seule composante o1 :
P 11

M
011 = ——3X2 (10.21)
L33
La loi de comportement approchée fournit la déformation linéique &, = —%xz et
I’énergie de déformation de flexion dans le plan (e, e;) est :
M2
euolldexl = xzdexl —— (10.22)
o Els3

L’hypothese de BernouLL1 fait que 1’énergie de déformation associée au cisaillement

n’est pas prise en compte dans cette expression.

Calcul des déplacements - fléeches et rotations

Méthode des déplacements : résolution du probléme aux limites
On cherche a résoudre le probléme caractérisé par I’équation locale en déplacement
et les conditions aux limites associées.

Pour illustrer la démarche, on considére la poutre de la figure 10.6 encastrée
a gauche, soumise a une force répartie en travée g et a une charge verticale P a

I’'extrémité droite.

€]

X1:€

FIGURE 1 0.6 — Poutre encastrée sous chargement réparti

Le probléme est celui de la résolution de I’équation locale :

El33v,1111—9=0 x; €[0;{] (10.23)
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accompagnée des conditions aux limites suivantes :

v(0)=0 03(0)=v,;(0)=0
(10.24)
Vo(€) =P =-El33v,111 () M3(6) = 0=El33v,11(€)
On a donc en intégrant quatre fois ’équation différentielle El33v,1111=¢q:
4 3 2
_ 9 Cix; Coxg
EI33'I/ = 24 + 3 + 5 + C3X1 + C4 (10.25)

les quatre constantes d’intégration sont déterminées en prenant en compte les quatre

conditions aux limites, soit :

v(0)=0=Cy=0

93(0) =7, (0) =0= C3 =0
Vy(€) =P =-El33v,11, ({) > gl +C; +P =0 (10.26)
qt?
M3(€) =0= EI33V,11 (6) = T + C1€+C2 =0
autrement dit, par inversion :
qt?
Cy=0; C3=0; Ci=—ql-P; C, = =N +P¢ (10.27)
Les fleche et rotation sont données en tout point par :
_ 1 (49 4 x) (gl X7
v(x1) = ElL, [24x1 (qg¢+P) o + 7 +PC >
L lg 2 (g (10.28)
=— [L3- P)L+[L—+p
03(x1) ElL [6x1 (gt +P) 5 +( 5 + €)x1]
et en particulier en x; =¢:
AR A 3 Ppe?
1 ; 03(¢) = 1 (10.29)

= —+ 5 e +
8EI;;  3Els; 6EI;;  2Els5

Méthode des forces a partir du moment de flexion
On cherche a résoudre le probléme en partant des équations d’équilibre global du
trongon de poutre :

Vle +q7 = 0
(10.30)

M3,1 +V2 +Y3 = 0
dans lesquelles on tient compte de la loi de comportement M3 = El33v,;1. On com-
mence donc par déterminer le moment de flexion en tout point de la poutre. Pour
ce faire, il est en général nécessaire de calculer les réactions associées aux conditions
aux limites en déplacement imposé, ce qui s’obtient en écrivant 1’équilibre global de
la poutre. Ensuite deux intégrations permettent d’obtenir la rotation et la fléche.
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e Exemple On considére la poutre 10.6. Les efforts extérieurs sont d’une part les efforts
directement appliqués g et P et les réactions a I’encastrement : Ry et M. Elles sont données

par:
2
Rya+gf+P=0 et MA+q7P€:O (10.31)
et 'effort tranchant et le moment de flexion sont donnés par :
Vo =—Ra —qx1 = (90 +P)—gx;
2 22 2 (10.32)

x x
M3 = My + Rpxg +q?1 :qj—qfxl +q71+P(€—x1)

La loi de comportement fournit alors :

2 2

12 x
EI33v,11:q7—q€x1+q71+P€—Px1 (10.33)
et apres intégration, on a:
2,2 3 4 2 3
EI33v:qi—q€—1+qx—l+P€—l—Px—l+D1x1 +D, (10.34)
4 6 24 2 6

Les conditions aux limites qui permettent de déterminer les constantes d’intégration sont
v(0) = 0 et B3(0) = 0. On obtient D; = D, = 0 et la fleche et la rotation sont données en tout
point par :

S I S E. O L LS i
v(x1) EI33[24x1 (q€+P)6 + +P¢
L g, 2 g2 (10.35)
63(x1):f33 gxl—(q€+P)—+ — +Pl|x;
et en particulier en x; =¢:
4 3 3 Pe2
9 2P0 =L ¢ (10.36)

= + 5 = +
8El;;  3Els; 6El;;  2EI;;

Interprétation du diagramme du moment de flexion La loi de comportement et

I’hypothese de BernouLLI fournissent la relation :

My
03,1 (x1) =v,11 (%1) = = (10.37)
Els;
Une intégration entre deux sections droites A et B donne :
B B Mf
J 03,1 (x1)dxy ZGB—GAZJ ﬁdxl (10.38)
A A El33

Dong, la différence de rotation entre les sections droites A et B est égale a l'aire déli-
mitée par la courbe de flexion divisé par la rigidité de flexion El53 et comprise entre
A et B. De méme la fleche de la section B peut s’obtenir a partir de la connaissance
de la fleche et de la rotation de la section A et du moment de flexion. En effet, en

intégrant entre A et B la relation O3 =v,;,on a:

B B
J v, dx; :VB_VAZJ 03 dx (10.39)
A A
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et une intégration par partie de la seconde intégrale donne :

B B B B
J 63dx1 :x16| —J X1 d@szeB—erA—J X1 do (10.40)
A A Ja A

et en remplacgant d, on peut écrire :

A B M
J X1 d@:f —3x1 dx; (10.41)
B A Elss

en récapitulant, on a donc:

B

M
vB_vA:XBeB_erA_J ﬁ;xldxl
A
B B (10.42)
M3 M3
=XB GA+J —dxl)—xAGA— —dexl
( A Elss A Elss
soit :
B M
UBZVAJF@A(XB—XA)JFJ EI—f(XB—xl)Xm (10.43)
A Elss

La fleche en B est obtenue en superposant un déplacement de solide rigide et un
déplacement de flexion pure. En effet d’'une maniere généraleon a:
— déplacement de solide rigide entre A et B sous la forme d’une translation de A

et rotation autour de A :
Ug=Up+6, AAB (10.44)

— déplacement en B du a la flexion seule lors duquel une section droite M’ a
’abscisse x; + dx; tourne par rapport a la section droite M a l’abscisse x; d’un
angle dOyy, et le déplacement induit en B est :

dUB = dBM A MB (1045)

Compte tenu de la flexion plane de la poutre dans le plan principal (e, e;) considé-
rée ici, il vient :
B M

vgsz+eA<xB—xA>+f 2 (kg —x1) ey (10.46)
A Elz3

®Ces deux relations sont intéressantes a utiliser lorsque le diagramme
du moment de flexion est simple et lorsqu’on connait les fleche et ro-
tation dans une section donnée. Par exemple en reprenant la poutre
précédente, on peut déterminer la rotation en B :

l 2 2
e—e—e—f 1(5 Ox1 + gL + PE— Px; |dx
B A B OEI33q2 511‘12 1 1

g3 P2

6p = 05(0) =
8 =030 = o5 * 351,

On pourrait de méme calculer la fleche en B.
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Application du théoréme de CASTIGLIANO

Le calcul de I’énergie de déformation de flexion et l'application du théoréme de

CastiGLiaNO permet d’obtenir le déplacement du point d’application d’une force ou

de la rotation d’un couple. L'exemple de la poutre précédente, permet d’obtenir la

fleche en B, puisque la force P y est appliquée. En effet :

2
1 (¢ M3 181 (2 x2

W= | —Bde =2 | —— (g% —gex; 492 +PO—Px; | dx

2 J, ELy; 2LE133”72 e v S

et:

_OW (Y M3 M3
=9p = J, Ty, op
‘1 02 x%
:J;) f%(q?—q&cl+q7+P€—Px1)(€—x1)dx1

VB

c’est-a-dire :

3 3 q€4 pe3
v =v(0) = 5ES * 36,

On obtient le déplacement du point d’application de P dans le sens de P.

(10.48)

(10.49)

(10.50)
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Assemblages hyperstatiques de

poutres

Hyperstaticité des systémes plans

Le degré d’hyperstaticité d'un systéme est indépendant du chargement qui lui est ap-
pliqué. Ce degré ne dépend que de son agencement. Aussi faut-il prendre beaucoup
de précautions lorsqu’on parle de degré d’hyperstaticité en se limitant a la notion
de probleme plan. En effet, le nombre h pourra étre différent lorsque 1’étude sera
faite d’un point de vue plan ou d’un point de vue spatial. La simplification plane
nous amene souvent a trouver une valeur de h plus faible, appelée quand méme, par
abus de langage degré d’hyperstaticité ; ceci risque donc de cacher des difficultés qui
apparaitront a d’autres moments de la conception.

e Exemple Poutre bi-encastrée — Le torseur sthénique d’un encastrement contient
six et trois composantes en études spatiale et plane, respectivement. Les autres quantités

sont listées sur la figure 11.1.

étude spatiale plane

yl— nombre d’inconnues =12 I;=6

\ z X L nombre d’équations E;=6 E;=3
j\] [\F degré d’hyperstaticitt h=1;,-E;, h=6 h=3

FIGURE 11.1 — Hyperstaticité d'une poutre bi-encastrée

Dans cet exemple, le degré d’hyperstaticité pour ’étude spatiale est égal a 6 mais pour
I’étude plane, il est égal a 3. Le passage du point de vue spatial au point de vue plan fait
perdre, en apparence, trois hyperstatismes dont il faudra bien tenir compte a un moment

donné. °

Applications

Poutre sur trois appuis, probléme plan

Le systeme étudié est la poutre illustrée sur la figure 11.2 telle que AB=BC =/{et
CD = 2¢. Elle est supportée par un pivot en A et par des supports ponctuels en C et
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D. Ces conditions entrainent un degré d’hyperstaticité h =1 : il y a par conséquent
un effort hyperstatique Y. Ce dernier est égal a une force F qui impose la nullité de
la fleche en C. Afin de résoudre ce probleme, considérons les trois équations de la

A P ¢ p oY [P ¢ D x
S SIS &
(a) systéme initial (b) systéme équivalent
FIGURE 11.2 — Poutre sur trois appuis
statique :
Xa=0; Yo-P+F+Yp=0; 4Ypl +2F¢-P€=0 (11.1)

ainsi que 1’équation de compatibilité des déplacements :
ve =0 (11.2)

Il existe au moins deux méthodes de résolution.

Méthode par superposition Le déplacement au point C est décomposé comme

suit :
Ve = V1t Vo (11.3)

concept illustré sur la figure 11.3. L'intégration des déformées est réalisée grace aux

formules des aires et du moment des aires :

7 P(? 5 P(? E(? 11 P£3 _ 4RO

_7re _ 2P _ e -t S25 0 (114
S0 M 3D 9T D Vet Bl es3Er O

Ia

SN D

A

(a) solution vy

A V2c D
&iv ST &

(b) solution v,

FIGURE 11.3 — Méthode par superposition
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Méthode de CasTiGLIANO Dans cette formulation le déplacement lié a I'inconnu
hyperstatique s’écrit :

oW
Uczﬁ (11.5)

puisque e, et F sont orientés dans la méme direction. Autrement dit :

YAx 2 (Ypx—P(x- e))2 4 (Yp(4C - x))2
W= f L de+ L )

2EI 2EI . 2EI (11.6)

(7P2 22PF + 16F2)

24EI
Concernant les efforts, nous obtenons :
13 3
XA =0; YA_3—P 0,4P; YC_—6P 0,69P; YD:—3—P~—0 ,09P (11.7)
et la solution finale en déplacement s’écrit :
P 0P
—x° - 6 X 0<x<?
6 13
19P LP £°p 23¢°P
v(x)=4{ - = 0P+ (x—0) - (x—¢)- < 11.8
(x) g (- )+2(x ) - Se=0- = x <20 (11.8)
P 3(P 40?P
2—6(x—2€)3 73 - 20)% + (x —2¢0) 20<x< 4L

dont l'allure générale est donnée sur la figure 11.4(a).

(a) déformée

M
el
32
|
|
|
|
|
l 20 40
g V
0.7 |
32

(b) diagramme du moment de flexion

FIGURE 11.4 — Diagrammes

11.2.2 Portique symétrique, limitation plane

Considérons le systeme de la figure 11.7 tel que AB=H, A] =JE =L et comprenant

deux encastrements et six inconnues. Pour un solide, il y a trois équations d’équilibre
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y
lo
B ' p <=

: C
|
| Ma

AL o E X

NN J NN\ T T

Ya Q
(a) configuration (b) répartition des efforts

FIGURE 11.5 — structure et chargement symétriques

donc h, = 3. De plus, quel que soit ’endroit ou I’'on coupe, on obtient deux solides
donc h; =0et h=3.

Résolution classique Les efforts F, Q et C sont tels que la translation T ainsi que

.....

— équations d’équilibre

Xpa—-F=0 (11.9a)
Yoa+Q-P=0 (11.9b)
M, -C+2QL-PL=0 (11.9¢)

— équations de compatibilité

T-x=0 (11.10a)
v =0 (11.10b)
Og=0 (11.100)

Résolution avec utilisation de la symétrie D’apres la figure 11.7, le systeme
(structure, liaisons avec le bati, chargement) est symétrique par rapport a 'axe (J,y)
donc les déformées et les efforts de liaison sont symétriques par rapport a cet axe.
Les équations issues de la symétrie sont :

Yo=Q ne correspond pas a une équation d’équilibre (11.114)
Xa=F correspond a I’équation (11.9a) (11.11b)
Mp=C correspond a I’équation (11.9¢) (11.11¢0)

En plus de ces trois équations de symétrie, nous avons également I’équation d’équi-
libre (11.9b). Nous avons quatre équations obtenues simplement et, par conséquent,
il reste deux équations de compatibilité a écrire. Lesquelles ? Laquelle est-elle déja

écrite?
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Les équations (11.9b) et (11.11b) permettent d’obtenir Q :

1
YA:QZEP (11.12)

Les deux équations de compatibilité qu’il faut encore écrire sont donc celles corres-

pondant aux deux inconnues restantes F et C, soit :
up =05 =0 (11.13)

Cette utilisation de la symétrie permet de simplifier les calculs de portiques, cadres

et anneaux, symétriques bien str, dont le chargement respecte la méme symétrie.

(a) cadre rectangulaire (b) anneau

FIGURE 11.6 — configurations symétriques

11.2.3 Anneau dynamométrique

Déterminez la raideur d’un anneau dynamomeétrique en acier, de section droite rec-

tangulaire b xh, de rayon moyen R. Quelle charge maximum peut-il servir a mesurer

h

FIGURE 11.7 — Anneau dynamométrique

sachant que la contrainte maximum en utilisation normale est le dixieme de la limite
élastique du matériau ? Calculez les variations de longueur du diametre horizontal

AB et du diametre vertical CD en fonction de la charge radiale F.

11.3 Poutre sur appuis dénivelables

Un appui dénivelable de raideur k exerce sur la poutre qu’il soutient une force R

proportionnelle a son allongement A, avec :
R=-kA (11.14)

La poutre exerce sur le ressort la force P, avec P = +k A. Le bati exerce sur le ressort
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B;

k;

g " A 7

FIGURE 11.8 — Poutre sur appuis dénivelables

la force R. L’énergie de déformation du ressort est :
LoA2
W= EkA (11.15)

L'effort hyperstatique choisi peut étre soit la réaction en A soit l’effort de liaison en
B. On l'appelle F, avec F = k|A|.

A
g .
ressort au repos ressort déformé

FIGURE 11.9 — raideur

On ne peut pas appliquer directement les théorémes sur 1’énergie élastique aux
poutres dont certaines liaisons sont déformables car les déplacements d’ensemble
peuvent avoir lieu sans déformation de la poutre. Il faut alors considérer le systeme
élastique constitué par la poutre et les appuis dénivelables, calculer son énergie de
déformation et écrire que chaque réaction de ressort choisie comme inconnue hyper-

statique minimise ’énergie de déformation globale.

11.3.1 Effort hyperstatique : liaison interne

Résolution a l'aide des déformées On écrit la compatibilité du déplacement du

point B de la poutre et de I’allongement du ressort.

Résolution a l'aide de l'énergie Le systeme dont on calcule I’énergie est ’en-
semble poutre-appuis dénivelables. La réaction en B est un effort de liaison interne.

I1 lui correspond une équation fournie par le théoréeme de MénaBrga. On écrit que
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I’effort F minimise I’énergie, d’ou I’équation de compatibilité :

IW
ﬁzo (11.16)

Effort hyperstatique : liaison externe

Résolution a l'aide des déformées On écrit que le déplacement de 'extrémité A

du ressort est nul.

Résolution a l'aide de l'énergie Le systeme dont on calcule I’énergie est ’en-
semble poutre-appuis dénivelables. La réaction en A est un effort de liaison externe.
L’équation fournie le sera par le théoréme de CasrigLiano. Sachant que le déplace-

ment de A est nul on obtient I’équation de compatibilité suivante :

IW

ﬁ_o (11.17)

Méthode des trois moments

Cette méthode s’applique aux structures constituées de poutres droites, lorsque le
probléme est plan et que les déformées dues a 'effort normal et celles dues a I’effort
tranchant sont négligées.

Formule des rotations

Nous calculons les rotations aux extrémités du troncon par la superposition des

quatre cas suivants :

le trongon, sans charge, subit les déplacements A, et Ag.

le trongon, sur appuis en A et B, est soumis au couple MA en A.

le trongon, sur appuis en A et B, est soumis au couple MB en B.
— le trongon, sur appuis en A et B, supporte les charges Ch.

chargement et efforts de liaison

SN

A B
Mp
R troncon AB @

VA VB
T—» 2N T—> up

FIGURE 11.10 — trongon et moments
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La superposition donne donc pour le trongon AB:

0p = 22 + 0, (M) + 04 (Mg) + B(Ch)
Vg — VA (11.18)
Op = T +0p(My) + O0g(Mp) + O(Ch)
Si le produit EI est constant, les formules des rotations s’écrivent sous la forme sui-
vante :
- MAL MgL
0= BUA VA VBT g, (Ch)
L 3EI 6EI1 (11.19)
VB — VA MAL MBL )
= h
O =—1— * %51 *3E1 T OB

N

FIGURE 11.11 — Superposition

11.4.2 Formule des trois moments

De méme, pour le trongon BC nous avons :

Vc—vV ’
Op = —=——+ Op(Mp) + 05(Mc) + Og(Ch')

Vo (11.20)
Oc = B+ 0c(Mp) +0c(Mc) + Oc(CH)

ou Ch’ est le chargement sur le tron¢on BC. La méthode qui consiste a écrire 1’égalité
de la rotation de part et d’autre du point B s’appelle méthode des trois moments car
I’équation obtenue est fonction des trois moments de flexion MA, MB et MC. Dans
le cas de deux troncons de méme longueur d’une poutre au produit EI constant la

formule des trois moments s’écrit :

6EI

6EI
MA+4MB+MC - ?(VC—ZVB+VA) =

~—(05(Ch")~ 05(Ch)) (11.21)

Si, de plus, les points A, B et C sont a fleche nulle alors la formule des trois moments

se met sous la forme ci-dessous :
6EI
My + 4Mp + M = T(eB(Ch’)—eB(Ch)) (11.22)

e Exemple Portique chargé en un nceud — Le moment quadratique utile des poteaux
est I, celui de la traverse est I,. Le portique est en acier et le champ de déplacement est le

suivant :

Ug=|vg|; Uc =|vc (11.23)
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y
F
B C
h 14
A D X
N NN
(a) configuration initiale (b) déformée

FIGURE 1 1.1 2 — Portique chargé en un nceud. Il faut envisager cing coupures O pour

résoudre

On néglige les déformées d’effort normal, d’ou les relations ug = uc = vg = vc = 0. Le degré
d’hyperstaticité est trois et les efforts hyperstatiques respectifs sont ceux de ’encastrement
en D. En faisant le bilan des inconnues, il y a trois efforts par coupure et le déplacement

U = ug = Uc, soit 16 inconnues. Le bilan des équations entraine :

trois équations d’équilibre par trongon;

trois équations d’équilibre pour le nceud B;

deux formules des trois moments;

deux rotations nulles.

soit un total de 16 équations. L'écriture des équations d’équilibre nous donne les schémas de
la figure 11.13.

Il nous reste a écrire les quatre équations de compatibilité aux quatre inconnues sui-
vantes : le déplacement horizontal u et les trois efforts hyperstatiques P, Q et C.

Pour chaque trongon, nous n’avons pas de charge entre les extrémités. Ainsi, dans les
formules, les termes de rotation dus aux charges sont tous nuls.

— Ppoteau:
0. "1, (C+Qh-PL}h (C-PL-Fh)h
B 3EI, 6EI, (11.24)
6. _ U _(C+Qhh _ Ch 24
€™ h 3EI, 6EI,
— traverse :
6. (C+Qh-PLIL (C+Qh)L
B 3EI, 6EI,
(11.25)
0. (C+Qh-PLL (C+QhL
- 6EI, 3EI,
— encastrement :
o._ % (C+Qh-PL)h (C-PL-Fhh
AT 6EI, 3EI, N (11.26)
o= . (C+Qmh Ch _

+ =
h 6EI, 3B
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[ 1
| C-Pl+Qh | 1C-Pl+Qh 4P C+Qh |
| P S X ] N |
| j N Q pj Q |
Cawl w0 :
! N \
¢—P€+Q}:\ P } } }
\ N !
nceud B (dimensions négligeables) traverse }
?—P€+Q}:/ P | | C+Qh AP =
! \ ! - S
e BT
! ! | )l
\ \ \ \
! ! \ !
! ! \ !
\ \ \ !
\ \ ! \
! \ \ !
! \ \ !
| =5 | |
!
RS | | Q.
g | \
}C—P€—F;z\ P g | c\ P |

FIGURE 11.13 - Eclatement du portique. Les inconnues hyperstatiques sont P, Q et

C

On pose U = %u, a= ﬁ etp= %Iz' Le systeme s’écrit matriciellement :
-a 3(a+p) 20+3p -3a-2p|({U a
—a - Do-—
a —3(a+p) a-3p B C _| o B (11.27)
—o -3a e 3a Qh -2
- 3a o 0 PL 0
d’ou, en posant A = g et en divisant les équations par —a :
1 -3(1+2) —(2+3X) 3+2A]( U -1
1 1+X 2+3) -
3(1+4) +3 N = 0 Fh (11.28)
1 3 1 -3 [|Qh 2
1 -3 -1 0 PL 0

A T'aide de quelques combinaisons simples, le systéeme matriciel devient :

1 -3(1+A) —(2+3)) 3+2A]( U -1
2 0 0 3+A || C -1
' - Fh (11.29)
1 3 1 -3 |{Qn| |2
0 0 0 6+1]\PL) (-3
Nous obtenons, avec A = %I—;
=3 Fh F 3+ 3+2\ Fh3
Te+A L’ =-5 C= Fh; = _
sl 273 2(6+ 1) "7 6N 12EL (11.30)

Les diagrammes respectifs sont indiqués sur la figure 11.14. o
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compression
L

e =

— Q — F

~ d [a s (o =

= < o v

3] — 3] -

~ -+ ~ N

Z > = /
N o n N n 0. Mo
s ¢ S g -
[euwrIoU 11059 jueyduer) 11059 UOTX3J 9P juawowr

=32metL=6m

=2,h

FIGURE 11.14 — Diagrammes d’efforts avec A
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Effort tranchant

Nous avons vu, dans un chapitre précédent, que l'effort tranchant dans une section
droite représentait la projection dans cette section de la résultante du torseur de
cohésion interne (calculé au centre de gravité de la section) des efforts exercés par la
partie droite sur la partie gauche d’un solide soumis a des sollicitations extérieures.

Dans le cas général, I'effort tranchant a une direction quelconque dans la section
droite. Nous supposerons dans la suite qu’il est colinéaire a la direction principale
d’inertie, e,, de la section. Si ce n’était pas le cas on décomposerait le vecteur V
suivant les deux directions principales de la section et on traiterait parallelement
les effets de V, et de V;.

Position du probléme

Dans une section droite quelconque d’abscisse x; ou le torseur de cohésion interne
se réduit a V,, nous cherchons une répartition de contraintes telle que le principe
d’équivalence soit respecté. On doit donc vérifier :

\H;Gll(M)dSZO ‘U;GIQ(M)C]SZVZ \H;Gl3(M)dS:O (12.1)

Si on suppose que o017 est identiquement nulle en tout point de la surface, I'effort
tranchant n’induit qu’une répartition de contrainte de cisaillement. L'existence de
ces contraintes implique, par les lois de Hooke, l’existence de glissement g; il y a
alors gauchissement de la section droite. Dans le cas ou T est constant en tout point
la section reste plane mais pas droite.

On ne peut prévoir l'allure du champ de déplacement, donc les termes de la
matrice des déformations qui nous permettrait de remonter aux contraintes.

Les deux équations :

-H\GlZ(M)dSZVZ ﬂﬁlg(M)$:0 (12.2)
S S

fournissent, comme solution possible, 613 = 0 et 07, = V,/A mais ce résultat est

incompatible avec les conditions aux limites sur le contour de la section droite



12.

126 12. EFFORT TRANCHANT

qui imposent que la contrainte de cisaillement lui soit tangent. On remarque que
012 = V,/A est la valeur moyenne du cisaillement di1 a V;.

La détermination des contraintes de cisaillement dans la section nécessite donc
de traiter le probleme comme un probléme d’élastostatique (résolution de quinze
équations aux dérivées partielles liant le champ de déplacement, les contraintes et
les déformations en un point du matériau).

Pour une section pleine on peut montrer que résoudre ce probléeme revient a
traiter un probleme de DiricHLET dont la solution est connue dans le cas de la section

circulaire; on obtient pour une section de rayon R :

_ 3+2v V2 2 2 1-2v 2)
o122 %) = g 133( 27350y (12.3)
1+2v V, 123
o13(x2,X3) =

— —XhX
4(1+V)I33 273

® Dans ce cas particulier, le module de la contrainte de cisaillement dans

la section est maximum au centre de la section x, = x3 = 0 et vaut :

3+2v &Rz

2 2 _
|T|max = \/012(0'0) + 0—13(0’0) - 8(1 +V) 133

soit, pour l'acier, v = 0,25 et |t| . = 1,4Vo/A.

La détermination des contraintes de cisaillement dans une section droite d’une
poutre exigeant la résolution de problemes de DIrRICHLET, ce qui est souvent trop
compliqué pour les applications courantes, diverses théories approchées ont donc
été développées. Ces théories présentent la propriété remarquable de relier la répar-
tition des contraintes de cisaillement a celle des contraintes normales.

Revenons donc au probléeme de SAINT-VENANT en considérant une poutre cylin-
drique soumise a un chargement extérieur. Le principe de SAINT-VENANT implique
que la théorie des poutres soit appliquée loin du point d’application des forces ex-
térieures. Elle ne pourra donc pas étre appliquée aux sections droites directement
sollicitées par des forces extérieures transmises par des rivets, chapes, clavettes ou
résultant de I’action d’une cisaille par exemple.

Dans la suite nous distinguerons les poutres de sections massives et celles de

sections a paroi mince.

Contraintes de cisaillement et effort tranchant dans une
section droite

Le probleme de SAINT-VENANT présenté au chapitre 7 a montré que pour une poutre
cylindrique chargée uniquement a ses extrémités et sur laquelle on néglige I'effet

des forces volumiques, la matrice des contraintes en tout point du matériau peut
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s’écrire sous la forme suivante dans la base (¢;) :

o11(x1,X2,x3)  012(x2,Xx3) 073(x2,x3)
0 =| o12(x2,x3) 0 0 (12.4)

013(x2,X3) 0 0
et que la contrainte normale s’exprime, en fonction des composantes du torseur des
efforts internes par :

M M
N_Ms(a), M)

2 3 (12.5)
A I3 I5Y) >

011(x1,%,X3) =

En conservant les hypotheses du probleme de SAINT-VENANT considérons 1’élément
de poutre défini comme suit : (voir la figure 12.1)
— soit un élément de courbe (C) reliant deux points quelconques A et B du
contour d’une section droite de la poutre;
— isolons, loin des extrémités, un trongon de longueur dx; ;
— coupons cet élément par une surface cylindrique, de génératrices paralleles a

la direction ey, s'appuyant sur (C) et isolons un des deux volumes obtenus.

CI

X1 +Cbé1;»"_/

FIGURE 12.1 — Elément de poutre

L’équation d’équilibre de ce volume matériel, en projection suivant ey, s’écrit :

(S ( ‘HT(M, —el)dSM + ﬂT(M,eﬂdSM + ﬂT(M,n)dS) =0 (12.6)
A'B'C’ ABC ABB’A’

ou encore, compte tenu de la forme générale de la matrice des contraintes :

—ﬂ011(xlrxzrx3)$+ﬂ011(xl +dxy, x2,x3)dS
A'B'C’ ABC (12.7)
+ ﬂﬁu(xz;xa)”z +013(x2,x3)n3dS =0

ABB’A’
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En regroupant les deux premieres intégrales on obtient :

d
ﬂ\&dxldS'l'dX]j (012n2+0137l3)d§:0 (12.8)
axl (©)
ou, en utilisant I’équation (??) et les équations liant moments fléchissants et efforts
tranchants :
dM; dM,
— =-Vy; — =V
dr, (x1) 2 dx (x1)=V; ( )
12.9
V. V.
2 des+—3ﬂ x3dS+J ((512112+013713)d520
T33 Ws 22 s (©

Si, comme nous l’avons supposé dans I'introduction, I’effort tranchant est colinéaire

a la direction principale e;, la formule (12.9) devient :
vV,
— des-i- (012712+(513113)d5:0 (12.10)
I3 Us e (©)

12.3 Solution approchée et formule de BRepT

12.3.1 Lignes de glissement

Ligne de glissement Les lignes de glissement sont des courbes telles qu’en cha-
cun de leurs points, le vecteur cisaillement est tangent a cette courbe. Le contour
de la section droite est une ligne de glissement nul et la forme de ces lignes ne
dépend que de la géométrie de la section. Elles sont solutions de 1’équation :

dey _ dxs

013 012

(12.11)

En mécanique des fluides, il existe des lignes similaires dites lignes de courant.

La figure 12.2(b) donne le tracé de certaines lignes de glissement ainsi que 1’évo-
lution du vecteur cisaillement sur chacune d’elles dans le cas d’une section circulaire
pour laquelle la solution est connue. L'examen des résultats obtenus dans le cas de
la section circulaire pleine permet de tirer un certain nombre de conclusions qui
aboutissent dans ce paragraphe a l'introduction d’une théorie simplifiée facilitant
le calcul des contraintes dues a l’effort tranchant pour une section quelconque sans
passer par la résolution du probleme élastostatique :

— la composante du vecteur cisaillement, orthogonale a la direction de ’effort
tranchant, peut en général étre négligée devant la composante qui lui est coli-
néaire;

— par symeétrie, le cisaillement s’annule aux points du contour situés sur ’axe de
symétrie support de 'effort tranchant;

— le maximum du cisaillement se situe toujours sur I’axe de symétrie orthogonal
a ’effort tranchant. La distance du point a cet axe joue un role prépondérant

dans I’évolution du cisaillement.
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7.
/11!

|

o

C
\V]

(a) Section fermée (b) Cas du cercle — solution exacte

FiIGure 12.2 — Lignes de glissement et vecteurs cisaillement

Formule de BRebpT
On suppose connues, dans la section droite, les lignes de glissement. Le contour de
la section droite est une ligne de glissement.

Si V = V,e; et si la courbe (C) définie au paragraphe 12.2 est orthogonale aux
lignes de glissement, la formule (12.10) devient :

V.
—2 deSMJrJ ©M)ds =0 (12.12)
I3 Us e (©)

ou t(M) est la valeur du cisaillement en un point de la courbe (C) mesurée suivant
la direction n. Appelons t,,(C), la valeur moyenne du cisaillement le long de (C) et

Lag, la longueur de l'arc de coupe AB, nous pouvons donc écrire :

1 V
(C)=—— 2 x,dS (12.13)
Lag 133 Us,,.
e
Applications de la formule de BReDT C >

Section massive /\
A B

Une section droite de poutre est dite massive si

les parametres géométriques de la section sont du T, (%)
€2

méme ordre de grandeur.

La formule de BREDT ne présente un intérét que
sil’on connait, par un moyen quelconque, le faisceau
des lignes de glissement, ce qui est rarement le cas.

On est donc conduit a faire des approximations pour

’
obtenir une valeur, approchée, du cisaillement : C fvz
On suppose, généralement, que la composante
orthogonale a la courbe (C) reliant les points A a B FIGURE 12.3 — Section fermée
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reste peu différente de sa valeur moyenne sur tout segment A’B’, voisin de AB, ortho-
gonale a l'effort tranchant. Cette valeur moyenne ne dépend alors que de la distance
de ce segment a l'origine (G) du repere local lié a la section.

La formule de Brept devient, en appelant Az(x;) le moment statique de l'aire
ABC par rapport a ’axe principal (G, e3) et L(I,), la longueur de la coupe AB:

V, A
™ :__2ﬂ avec A3(x2): deST:Tmn (12.14)
L(xz) I3z s

ou n est la normale extérieure a la surface ABC. Dans le cas de la section circulaire

ABC

pleine la formule de BrepT donne :

4V X3
T = gf(l—R—zz)ez (12.15)

a comparer a :

(12.16)

3+2v V, 1-2v
012(x2,x3) = —( 2—x3 2)

8(1+v)I5\ 2 32y
Le résultat approché résulte de I’écriture d’équations d’équilibre globales alors que
le résultat exact prend en compte les déplacements. En changeant de nature de ma-
tériau, on pourrait s’attendre a des écarts importants entre les deux formulations
mais pour les métaux le coefficient de Poisson varie peu et les résultats de la formule

approchée sont acceptables.

e Exemple Pour la section circulaire d’une poutre en acier, en son centre, on trouve :

7V. V. 4V V.
012(0,0) = §K2 = 1’4K2‘ T,(0) = =—2 =1,33-2 (12.17)

[
Les contraintes dues a l'effort tranchant seul sont données par la matrice :
0 0y Ox

[cM)]={oyx 0 O (12.18)
oy, O 0
L'énergie de déformation par unité de volume s’écrit en fonction des invariants S; et
Sz .

dW _ ST-2(1+v)S,

10 oE (12.19)

2 2

avec Sy = Oy +0yy +0,; =0et Sy = Gxxny+ny(72z+GZZGXX—ny—GyZ—GZZX soit S, =~ —T,zn
d’ou:
dwW T2,
Lom 12.20
dQ 2G ( )

On en déduit immédiatement 1’énergie de déformation pour un tron¢on de poutre
de longueur dx par intégration sur la longueur :

2
sz(ﬂ%%)wl (12.21)
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ou encore en utilisant la formule de BreDT :

2 2
w1 V7 [ﬂ xzds] A [ﬂ xzds]
= = ETZ —SABZC S = A== ﬂ SAB; ds (12.22)

1 I35 Lis I35 Lis
Ce coefficient A adimensionnel ne dépend ni du matériau ni du chargement aussi

est-il appelé coefficient de forme de la section. Finalement :

dw _ A Vp (12.23)
d,  2G A 23

L'application de la formule de BrepT fournit donc la valeur moyenne de la com-
posante du cisaillement colinéaire a V,. La validité des deux approximations faites :

— colinéaire a V,

— uniforme sur tout segment orthogonal a V,
dépend de la géométrie de la section droite. Ces approximations sont d’autant moins
valables que I'on s’éloigne de 1’axe central orthogonal a V, mais ceci est compensé

par le fait que le vecteur cisaillement tend alors vers zéro.

Section a paroi mince
On appelle section a paroi mince, une section limitée par deux courbes voisines dont
la distance e est faible devant les deux dimensions extérieures de la section. Une telle

section est présentée sur la figure 12.4. Les conditions aux limites imposent que les

FIGURE 1 2.4 — Section a paroi mince

deux courbes frontieres de la section soient des lignes de glissement. La direction
du vecteur cisaillement est donc, en tout point de la section, considérée comme la
tangente a la courbe moyenne de la section (figure 12.4(a)). Nous postulons que la
contrainte de cisaillement est constante suivant I’épaisseur et tangente a la courbe

moyenne. Nous définissons le flux de cisaillement a travers un segment quelconque
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centré en M par :

P
“’:”:L T(€)de (12.24)

Par analogie avec ce que nous avons écrit pour établir la formule de BrepT, on
peut déterminer la différence de flux de cisaillement entre deux points A et B du
contour moyen.

L'équation d’équilibre du troncon de poutre ABB’A’ (figure 12.4(b)) de longueur
dx, en projection sur la direction e; de la fibre moyenne conduit a :

\&

([)B:q)A_I—ﬂ x2dS (12.25)
33 USap

Section ouverte Pour une section ouverte (figure 12.5), nous savons que par réci-

procité des cisaillements celui-ci ne peut étre que nul en A et en B. Le flux y est donc

nul. L'application de la formule établie ci-dessus donne alors le flux en tout point M

du contour moyen de la section ouverte par :

oM = _ ﬂ x,dS (12.26)

FIGURE 1 2.5 — Section ouverte

Section fermée Pour des sections fermées, comme sur la figure 12.6, 'application
de la formule générale nécessite la connaissance d'un des deux flux A ou B:

— Si V est dirigé selon un axe de symétrie de la section, en C et C’ la symétrie
et la continuité du cisaillement impose C = C’ = 0. On peut donc n’étudier
qu'une demi-section et la traiter comme une section ouverte;

— Si la section est quelconque la formule de Breprt ne suffit pas a déterminer le
flux de cisaillement en un point quelconque puisque dans ce cas il n’existe pas

de point ou le flux est connu.
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La relation manquante est obtenue par 1’étude des déformations. En faisant I’hypo-

S

B! B! B——2 »B,

€ :
2
dS |
AT A} A—»MA Aq
X
(a) (b)

FIGURE 1 2.6 — Section fermée

theése que l'effort tranchant n’induit pas de torsion dans la poutre (ceci implique
que l'effort tranchant dans la section droite passe par le centre de cisaillement de
la section), alors la portion de poutre ABB’A’ se déforme pour donner un parallélo-
gramme dont les cotés A A] et B B] restent paralleles a I’axe (G,e;). Ona:

B
2g:E et uB—uA:J 2gds (12.27)
G A
Si le point B fait un tour sur le contour on doit alors retrouver ug = 1, ceci implique
donc :
56 2gds=0 (12.28)
(©
d’ou la nullité de la circulation du cisaillement sur le contour :
d(s) : $(s)
——ds=0 puisque localement 1t(s)=—= (12.29)
56@ e(s) P e(s)

Section cloisonnée

Les sections cloisonnées sont constituées de domaines limités par des parois minces
dans lesquelles on peut utiliser le principe de calcul du cisaillement en paroi mince.
Les points de raccord de ces parois s’appellent des nceuds et chaque contour fermé
simplement connexe englobe une maille.

— A et B sont les nceuds de la section;

(1) et (2) définissent les mailles;

on parcourt un contour de maille dans le sens positif (sens trigonométrique);

les flux de cisaillement sont comptés positifs dans le sens de parcours choisi
pour leurs branches. Sur la figure 12.7(a), ¢, est positif pour la maille (2) et

négatif pour la maille (1);
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(a) convention de signes (b) loi des noeuds

FIGURE 12.7 — exemple de section cloisonnée

— le calcul algébrique permet de les déterminer en valeur et en signe.
Trois lois permettent de calculer le cisaillement dans les sections cloisonnées, la loi

des branches, la loi des nceuds et la loi des mailles.

Loi des branches Entre deux points courants N et M, d'une méme branche, ren-
contrés dans le sens de parcours choisi, la formule de Brept en fonction des flux,

appelée loi des branches, s’écrit :

\&
¢M—¢N:—I—ﬂ xdS (12.30)
33 Usyy
Loi des nceuds Le flux des cisaillements dans les parois au voisinage d’un nceud
assurent I’équilibre de celui-ci.
Sur la figure 12.7(b), I’équilibre du prisme élémentaire entourant le nceud A peut
s’écrire :

b1+ P2 03 =—IV3—2 ﬂ xdS (12.31)

Sajaras
Deux cas d’application de la formule sont intéressants :
— toOles minces raccordées directement : dans ce cas le moment statique de l'aire

Sa,A,a, peut étre considéré nul. La formule devient :

Pr+P2—¢3=0 (12.32)

— toles minces assemblées par raidisseur (figure 12.8). On peut, en général, né-

gliger le moment statique des toles devant celui des raidisseurs (R) :

DA+ a(As) = da(Ag) =~ [[ aas (12.33)

33 (R)
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raidisseurs (R)

¢ A \\
4 o ¢A2 .

FIGURE 12.8 — tOles associées par raidisseurs

Loi des mailles Sur le contour fermé de chaque maille, la circulation du vecteur
cisaillement est nulle. Pour une maille quelconque (i) de contour (C;), on peut donc

écrire :
ﬁc)%dfzo (12.34)

Les trois lois énoncées ci-dessus permettent de déterminer les flux de cisaillement
en tout point d’une section cloisonnée.

Soient N, le nombre de noeuds de la section, B, le nombre de branches et M le
nombre de mailles indépendantes tels que M = B— N + 1. Pour une section droite
telle que celle de la figure 12.7(a), on a donc six inconnues, les trois flux dans les
trois branches et les flux en trois points précis, par exemple en A, A, et A;. La mise
en équations du probleme fait intervenir deux inconnues par branche, soit au total
2B inconnues. Pour résoudre le probleme on dispose des équations suivantes :

— deux équations tirées de la loi des mailles, appliquée, par exemple, aux mailles

(1) et (2); autant d’équations que de mailles indépendantes (M équations);

— trois équations issues de la loi des branches appliquée a chacune d’entre elles;

autant d’équations que de branches (B équations);

— une équation tirée de la loi des nceuds appliquée, par exemple au noeud A;

une équation de moins que de nceuds (N —1 équations).
soit, au total, un ensemble de 2B équations. Toute autre équation ne peut étre qu'une

combinaison linéaire de celles précédemment écrites.

Centre de cisaillement

Le cisaillement dans la section droite de la poutre a été calculé a partir de la seule

équivalence :

ﬂfcdS:V (12.35)

donc, a priori :

ﬂGM/\TdS:tO (12.36)
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I1 existe un point C de la section droite, appelé centre de cisaillement (ou centre de
torsion), défini par :

-HCM/\'CdSZO (12.37)

ou encore, si O est un point fixe de la section, par :
OC/\V:‘U‘OM/\TdS (12.38)

La détermination algébrique de C se fait comme suit :

— on choisit judicieusement le point O de maniére a simplifier le calcul de 'inté-
grale (12.38);

— si la section droite d’'une poutre posseéde un axe de symétrie, C appartient a
cet axe. Les sections massives ayant, en général, deux axes de symétrie, C est
donc confondu avec le centre de surface G;

— ayant supposé V porté par la direction principale e;, le centre de cisaillement
C sera connu par sa coordonnée x3(C) sur I’axe principal (G, e3). C est le point
de cet axe par rapport auquel les contraintes de cisaillement, induites par V,,

ont un moment nul.

®Détermination pratique de C — Le point C est également défini
comme étant le point ou doit étre appliqué 'effort tranchant de fagon

a n’induire aucune rotation de torsion.

Nous avons montré que I’étude des poutres a l’effort tranchant nécessite de distin-
guer celles-ci par leur section droite :

— si la section est massive, la méconnaissance de la direction du cisaillement
nous a amenés a énoncer la formule de BReDT qui est approchée. Les valeurs
des contraintes de cisaillement sont généralement faibles.

— sila section est a paroi mince, on connait mieux la direction du vecteur cisaille-
ment, la théorie est donc précise. L'aire réduite de la section droite entraine des
contraintes qui peuvent atteindre un niveau élevé.

- lavaleur moyenne 1, = % donne un ordre de grandeur appréciable tres simple
a calculer;

— un calcul est a faire pour le cisaillement dt a V,, un autre pour V.
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Torsion des poutres

L'objet de ce chapitre est d’établir les notions de base permettant le calcul des poutres
en torsion. Nous avons développé en annexe la solution du probléeme de SAINT-VENANT
par la méthode des déplacements et par la méthode des contraintes. Cette solution
nous permet tout d’abord de mettre en place, de maniere exacte, les formules de
calcul des sections circulaires en torsion. Nous établissons ensuite des formules ap-
prochées pour les sections pleines admettant un centre de symétrie, puis pour les

sections a parois minces, composées d’une ou de plusieurs cellules fermées.

Centres de torsion et de cisaillement

On a mis en évidence au chapitre 12, l'existence du centre de cisaillement. On
montre ici qu’il est confondu avec le centre de torsion.

Considérons une poutre cylindrique d’axe, dont une section S est soumise uni-
quement a des contraintes de cisaillement. Le torseur des efforts internes sur S de

normale extérieure e; a pour éléments de réduction en G, centre de surface de S :
V:fT(P,el)dS M(G):JGPAT(P,el)dS (13.1)
S S

V et M(G) sont respectivement perpendiculaire et colinéaire a (O, e;).

Considérons un premier état de chargement, indicé 1, ou ce torseur est un glis-
seur. L'effort tranchant est non nul V; # 0. Il existe donc un point C de la section
droite S tel que M;(C) = M;(G) + V; A GC = 0. Ce point est appelé le centre de ci-
saillement de la section droite. Considérons un second état de chargement, indicé 2,
tel que V, = 0, le torseur des efforts internes se réduit alors a un couple (0, M,). Cal-
culons le travail du torseur des efforts internes du premier chargement dans les dé-
placements du second et réciproquement, puis appliquons le théoreme de MaxwgLL-
BeTTI.

Nous avons vu dans I'introduction a I’étude des poutres que les hypotheses ciné-
matiques reviennent a considérer que le champ des déplacements dans une section

droite est un torseur (champ de déplacements de solide rigide vide), d’éléments de
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réduction en G (6,u(G)) et :
1

Gzzrotu(P):Q (13.2)
Compte tenu de M;(C) = 0, le travail du torseur 1 dans les déplacements dus au
second est :

Wiz = (V.M (G)) - (Q2,u5(G)) = Vi - up(G) + Q5 - (V1 A CG) (13.3)

le travail du torseur 2 dans les déplacements dus au premier est :

W21 =(0,V2(G)) - (Q1,u1(G)) = Q- V5(G) (13.4)
Nous en déduisons par MAXWELL-BETTI :

V- (12(G) +Qy AGC) = Q- V5(G)

Vi (€)= -V,

Nous constatons que si la rotation Q; due a l’effort tranchant est nulle, alors le dé-

(13.5)

placement u,(C) dii a la torsion est nul et réciproquement.
Le point C est donc a la fois le point ou le moment des contraintes de cisaillement
dues a un effort tranchant est nul (centre de cisaillement) et le point autour duquel

tourne la section soumise a un moment de torsion (centre de torsion).

®N0tons que le centre de torsion se trouve toujours sur les éléments de
symétrie de la section.

Poutres de section pleine

Probléme de SAINT-VENANT

La solution du probleme de SAINT-VENANT en tor-

€ . PETETE .
3 t sion (cf. annexe A.1) se réduit a la connaissance de
(S) n la fonction de gauchissement (x,,x3), solution du
Q probléme aux valeurs limites :
€2

Ap=0 sur S
ds
£ =GP-t sur dS (13.6)

FIGURE 1 3.1 — Section quelconque

Solution pour une section circulaire

Pour une section circulaire pleine, la condition de contour montre que la fonction ¢

admet une dérivée normale nulle sur le contour. D’apres la sous-section A.1.5:

d .
J <P—(Pd5=f @grad@-nds=JdIV(<Pgrad<p)dS=J(grad<P)2dS (13.7)
o5 dn P S S

L'intégrale sur S du carré de grad ¢ étant nulle, grad ¢ est nul partout dans S, donc la
fonction est constante sur S. Nous en déduisons :
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€3

]:Iozf(x§+x§)d8:fr2ds (13.8)
S S

Notons que pour une section circulaire de rayon

R, Iy = 215, = 2135 = R4/2. Le moment de torsion

est relié a la rotation par unité de longueur par :

T=Gly—— (13.9)

FIGuRE 13.2 - Section circulaire 16 yocteyr contrainte en un point P quelconque

d’une section droite est donné par :

dQ dQ
T(P,el) = 012€p +013€3 avec 017 = —X3G—1 et 013 = XzG—l (13.10)
dx; dx
En coordonnées polaires (r,0) x, = rcos6, x, = rsin 0. Le vecteur contrainte a pour
coordonnées :
dQ, .
T(P,el):rG?(—smeefrcoseeg,):Tee (13.11)
1
Le cisaillement est donc normal a la direction radiale et d’intensité :
T
T=—7r (13.12)
Iy

13.3 Section pleine admettant un centre de symétrie

13.3.1 Hypothéses

L’état de contrainte, en un point d’une section de normale e, dans la base (e,, eg, e1)

est anti-plan, de la forme :

0 0 O1y
co=|10 0 oy (13.13)
o o019 O

L'origine des coordonnées étant au centre de surface G (aussi centre de symétrie,
donc centre de torsion) de la section nous faisons I’hypothese 519 = 7 f(0) et 5y, = 0.
I1 est a remarquer que sous ces hypotheses, la condition limite de surface latérale
libre a peu de chance d’étre vérifiée. Les formules que nous allons établir sont ap-
prochées, utilisables pour des sections de poutre admettant un centre de symétrie et

sans point anguleux.

13.3.2 Calcul de la contrainte de cisaillement

Ecrivons la condition d’équilibre du prisme GABG’A’B’ d’ouverture dO et de lon-

gueur dx; en projection suivant e;, comme indiqué sur la figure 13.3 :

el-dxlfoledr:dxljoledr:Cdxl (13.14)
GG'B'B GG'A’A
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avec :

2Cr
R2(0)

R(6)
C=L O FO)= S o o= (13.15)

Nous obtenons la valeur de la constante C en écrivant que le moment en G des

Ficure 1 3.3 — Contrainte de cisaillement

contraintes de cisaillement sur cette section est égal au moment de torsion :

2 2
Te, = f GP A (019eg +07,€,)dS = f ro1gdSe; = J %dSel (13.16)
s s s R%(0)
soit :
21t ~R(O) r2 C 27
T:2CJ J —rdrd@z—f R%(0)do (13.17)
o Jo R¥0) 2 Jo

ar conséquent, en désignant par aire de la section, nous avons :
P t d t Al del t

2m
T 2Tr
R%(0)do = 2A C=— et = 18
| ®o > =g et o= o (1318)
13.3.3 Calcul de la rotation d’'une section droite

En nous inspirant de la méthode des déplacements de 'annexe A.1, prenons pour

champ de déplacements sur la base des coordonnées cylindriques :
U(P) = ap(r,0)e; + axe; Are, = agp(r,0)e; + arx;eq (13.19)

Nous en déduisons u, = 0, ug = arx; et u; = a(r, 0). La matrice de petites déforma-

tions en P sur la base e; s’écrit :

1 Uy, 1 1
Uy r j(ue,r + %6 - u_ra) E(ur,l + ul,r) 0 0 ja(P:r
e= S e+ )| = 0 Har+ 5P (13.20)

sym up g sym 0
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Le calcul du vecteur rotation d’ensemble au point P donne Q- e; = ax; %11 =«
L'expression de la variation de ’angle droit (eg, e1), c’est-a-dire du glissement ¢, en
fonction des déplacements est :

1du; dug (1 de dQ,
2 - - .
10 = 708 +9x1 (r86+r dx,; (13.21)
La loi de comportement nous donne pour le cisaillement :
dQ, (10
019 = dell (r 8(g + ) (13.22)

G est le module de glissement du matériau. Il est égal au parametre de Lamt. Calcu-
lons, compte tenu de I’expression de la contrainte de cisaillement o7 ¢ en fonction du

moment de torsion T, la circulation de o1¢ sur la circonférence de rayon r :

21 21 2T
do = ———rd .
J;) 016 0 J;] ARz(e)r 6 (13 23)

Calculons d’autre part cette méme intégrale a partir de I'expression du cisaillement

issue du glissement :

21 21
10

JO o1pdo = GE2L J (?a_(g”) do (13.24)
et égalons les deux expressions.

2T (™™ do dQ; (1 (*"de 2m

— =G—|- do do .

ArJ; R2(6) dxl(r o 90 “L (13.25)
La premiere intégrale du second membre est nulle, la seconde vaut 2mr, nous obte-
nons :

o T (P

dv, T(GAJ;] R2(0) (13.26)

I'intégrale ne dépend que des caractéristiques de la section, et finalement, d’apres la
formule obtenue par la méthode des déplacements :

! fo R2(0)

ou ] représente l'inertie de torsion.

Energie de déformation en torsion

Son expression a été établie dans I'annexe A-1 Méthode des déplacements. Elle est

donnée par :

1 (T?
W—E\I\adxl (1328)
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Poutres de section a paroi mince fermée

Hypothéses

L'épaisseur e des parois de la poutre est petite devant les dimensions de la section
droite. Cela permet de faire les deux hypotheses suivantes :
— le cisaillement en tout point d’une section droite est tangent au contour ;

— le cisaillement en tout point d’une section droite est constant dans 1’épaisseur.

Section composée d'une cellule

Soit s ’abscisse curviligne sur le contour moyen (C) et (e, n, t) la base locale au point
courant du contour, t étant un vecteur unitaire tangent au contour dirigé suivant
les abscisses curvilignes croissantes. Si on désigne par la contrainte de cisaillement

suivant t, nous appelons ¢ = t(s)e(s), le flux de cisaillement dans 1’épaisseur. Isolons

(a) cellule (b) élément infinitésimal

FIGURE 13.4 — Section a paroi mince fermée unicellulaire

un élément de paroi compris entre deux sections d’abscisses x; et x; +dx;. L’équilibre
de I’élément suivant s’écrit (te), dx; = (te)gdx;. Le flux de cisaillement sur un contour
fermé est constant. Pour une poutre dont la section est constituée d’un seul contour

moyen fermé (C), le moment de torsion s’écrit :
T:el-SBCP/\Tetds:(pel-é(IP/\tds (13.29)
C C

L'intégrale e, -gﬁc CP Atds = 2A(c) représente deux fois l'aire enfermée par le contour

(C). Nous en déduisons la premiere formule de BRepT-LEDUC :
T=2A( (13.30)

Calculons la circulation du vecteur tt sur le contour (C) avec t(s) = @/e(s) :

ds
SB(C)Td.s:éC)(pm (13.31)
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La loi de comportement nous permet de calculer le cisaillement en fonction du glis-

sement 2¢1; = T/G et, d’autre part, 2¢;; = (% + g—zl’) donc:

du, 8ut)
TdSzGSB (—+— ds (13.32)
56(0 ©\ ds  Ix
Au second ordre preés, on peut écrire du; = (CP AdQ)eq)-t:
dS é aul dQl é
—=G —ds+G———e; - CP Atds 13.
ﬁc)(pe(s) © Os dxl 1 ©) ( 3 33)

La premiere intégrale du second membre est nulle, la seconde représente deux fois

l’aire enfermée par le contour (C), nous obtenons donc la seconde formule de BREDT-

Lepuc:

dQ), 1 ds

Frah Terv éc)(p% (13.34)
En utilisant la premiere formule de BRepT-LEDUC :

dQ, T ds

e 1GAZ, Eﬁ(c) ) (13.35)

En comparant a I’équation (13.27), nous déduisons ’expression du moment d’inertie

de torsion ] pour une section formée d’une cellule fermée a paroi mince :

2
4A(C)

J=—% (13.36)
95(0%

Section composée de plusieurs cellules fermées

Considérons une section de poutre a paroi mince composée de plusieurs cellules

fermées numérotées de 1 a n, a 'image de la figure 13.5. Désignons par C; le contour

FIGURE 1 3.5 — Section composée de plusieurs cellules fermées

fermé entourant la cellule i et par C;;, la branche commune aux contours C; et C;.
En remarquant que le flux dans une branche commune C;; est i — j, et que chaque
cellule subit la méme rotation que la section entiere, nous pouvons appliquer la

seconde formule de BRepT-LEDUC pour chaque cellule i, sous la forme :

9, 1 96 .E_J s (13.37)
o~ 2GA; Jo, Ve(s)  Je, Ves) 3-37
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qui fournit n — 1 équations, et la premiere formule sous la forme :
T =2A¢; (13.38)
T; représente la participation de la cellule i au moment de torsion de sorte que :
T=) T, (13.39)
i
L’équation n est alors :

T:2ZAi(Pi (13.40)
i

Le probléme se réduit a la résolution d’un systéme de n équations a n inconnues @;.
1

Poutres de section a paroi mince ouverte

La rigidité de telles sections est tres faible. Nous pouvons cependant en calculer
une approximation en utilisant un développement limité de la solution analytique
du probléme de SAINT-VENANT pour le rectangle, en se limitant au premier ordre
du rapport h/b des dimensions du rectangle. Nous obtenons respectivement pour la
rigidité et la contrainte maximale de cisaillement d’un contour ouvert de longueur
développée L et d’épaisseur e, assimilable a un rectangle L, :

Le3 3T
]z_; Tmax%g (13'41)
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Stabilité de 'équilibre des

poutres élastiques longues

14.1 Formulation du probléme

Jusqu’a présent, nous avons étudié les poutres longues en supposant que les dépla-
cements restaient suffisamment faibles pour que l'effet des charges appliquées ne
soit pas modifié par les déplacements des différents points de la poutre. Cette hypo-
these n’est pas toujours valable. Dans bien des cas, elle perd son sens avant que des
déformations plastiques aient lieu.

Avec la théorie mono-dimensionnelle des poutres réduites a leur ligne moyenne
et dans laquelle les efforts internes sont décomposés en effort tranchant, effort nor-
mal, moment de flexion, moment de torsion, on n’obtient pas la méme décompo-
sition quand on procede avec des axes locaux liés a la position initiale de la fibre
moyenne ou a sa position déformée.

En prenant en compte ces modifications au voisinage de la limite de validité
de I’hypothese de la résistance des matériaux, la variation du torseur des forces inté-
rieures issue des déformations ne peut pas toujours équilibrer la variation du torseur
des forces extérieures et le systéme devient instable. Il en résulte une instabilité qui

peut prendre trois formes :

1. flambement des poutres droites comprimées ou probléme d’EuLEr illustré sur

la figure 14.4.

sz
X1 B
A ,.<—F
N N
(a) résistance des matériaux classique (b) probleme réel

FIGURE 14.1 — Flambement des poutres droites comprimées

Dans ce cadre, les différences sont les suivantes :
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— résistance des matériaux classique :
N=-F, V,=0, M3=0;, T=0 (14.1)
— réalité au second ordre :
dv
N=-F, V,=F—;
27

2. déversement des poutres droites fléchies

M3 =-Fv(x); T=0 (14.2)

(a) résistance des matériaux classique (b) probleme réel

FIGURE 14.2 — Déversement des poutres fléchies

— résistance des matériaux classique : AB et v(x) sont dans le plan initial de la

poutre et du chargement, M3 # 0 porté par e3, V, # 0 porté par e; :
N=-F, V,=0;, M3=0; T=0 (14.3)

— probléme réel : la déformée est une courbe gauche : M), et M} sont portés
par e} et e} ; V, et V; sont portés par e, et e avec N’ = 0 et T”# 0. Le champ
de déplacement est tel que G(x,0,0) et G'(~ x + u(x), v(x), w(x)).

Le couplage moment de flexion/moment de torsion peut conduire a 'instabi-

lité dite de déversement.

3. instabilité en compression-torsion des pieces droites comprimées

F

€1

(a) résistance des matériaux classique (b) probléme réel

FIGURE 1 4.3 — Instabilité de compression-torsion des poutres droites comprimées

— résistance des matériaux classique : N # 0 avec une déformée de compres-

sion;
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— probléme réel : la déformée est une courbe gauche, N’ = N, M} et M} = 0
sont portés par e et e}, V, et V; = 0 sont portés par e} et e} et enfin T" = 0.
Le champ de déplacement est tel que G(x,0,0) et G'(= x + u(x), v(x), w(x)). Le
couplage effort normal/moment de torsion peut donner lieu a une instabilité

dite de compression-torsion.

Modélisation linéaire du flambement

Ce cadre est di a EuLER.

Hypothéses

La poutre droite AB, de section constante appuyée a ses extrémités, est soumise a
I'effort de compression F porté par AB et a un systeme de forces extérieures (F).
Dans une section droite courante (S) située a ’abscisse x a partir de A, le torseur des

€2 Mf >0
‘ (%) [ez 2 o \Q’T >0
F FF |, F e
F A i B e 3 M N o
& A A @
(a) résistance des matériaux classique (b) probléme réel

FIGURE 14.4 — Flambement des poutres droites comprimées

forces extérieures de gauche (réaction, forces et moments appliqués) s’écrit :
— N =-F, projection de F sur la normale extérieure a la facette ;
— T = somme des projections sur e, des forces appliquées sur le troncon AM y
compris la réaction en A.
Il apparait un moment de flexion supplémentaire d au moment de F par rapport
au centre de gravité de la section apres déplacement. En notant p(x) le moment
fléchissant en M calculé dans les hypothéses de la résistance des matériaux et da

aux charges appliquées le long de la poutre et aux réactions aux appuis, on a:

M3 (x) = p(x) - Fr(x) (14.4)

Mise en équation en négligeant l'effort tranchant

Equation d’équilibre

L’équation de la déformée élastique de la poutre s’écrit en prenant en compte le seul
effet de flexion :

2
B ~ o) - Fo(x) (14:5)
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En négligeant les variations de longueur dues a 1’effort normal et en posant k? = %,

I’équation différentielle (14.5) devient :

dv p(x)
@ + kv = ﬁ (146)

Lorsque la poutre a une section constante, soit I constant, cette équation est linéaire

a coefficients constants.

Cas d’'une poutre comprimée non chargée

La solution générale de I’équation sans second membre est :
v(x) = Acoskx + Bsinkx (14.7)

Cette solution correspond au probleme de la poutre droite non chargée aussi dit
probléme d’EULER. Les conditions aux limites imposent que la fleche s’annule aux
appuis. Si € est la longueur de la poutre, il vient A = 0 et Acosk{ + Bsink{ = 0 dont
les solutions sont B = 0, qui correspond a la solution banale et qui revient a dire que
la poutre reste droite et :

sinkl=0=>kl=nmt n=1,2 (14.8)
et les forces correspondantes sont, du fait de la définition de k :
2.2 2
n“m“EI T“EI
F:T 1121,2... == FCZT (14.9)

Si l'effort atteint les valeurs critiques (14.9), I’équation différentielle admet une so-
lution non nulle, c’est-a-dire que la poutre se déforme. La plus petite charge qui
provoque l'instabilité correspond a n = 1. On l'appelle charge critique d’EuLer que
I'on note F.. La déformée de la ligne moyenne de la poutre est une sinusoide.

D’apres la condition (14.9), il faut toujours étudier la charge critique d’EULER
pour un flambement autour de 'axe principal d’inertie minimum de la section. Trois
cas sont a distinguer dans le comportement de la poutre :

— F<F, : équilibre stable;

— F = F, : une faible augmentation de F provoque le flambement c’est un équi-
libre instable;

— F>FE.: flambement.

La charge critique d’EuLER correspond a l’effort qui provoque l'instabilité et ne doit
pas étre confondue avec la charge de compression maximale que peut supporter un
poteau :

— elle est déduite de I’équation sans second membre du probléeme réel ;

— C’est aussi la charge sous laquelle, en modele linéaire, on passe d’'une déformée
de compression rectiligne, cadre de la résistance des matériaux classique, a une
déformée courbe de compression/flexion.

Dans une telle configuration courbe de flexion/compression, une poutre réelle s’ef-
fondre par plastification de la section la plus chargée si la compression F reste appli-

quée ce qui est pratiquement toujours le cas.
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Cas d’une poutre droite comprimée et chargée transversalement
L'intégrale particuliére de 1’équation avec second membre est obtenue par la mé-

thode de variation de la constante :

dA dB . B dA . . dB _ px)
dxcoskx+asmkx_0 et aksmkx+akcoskx_ﬁ (14.10)
avec k = ‘/EL, il vient :
k* k (*
A(x) = _ﬁj u(t)sinktdt et B(x)= ?_I‘ u(t)cosktdt (14.11)
0 0

L'intégrale particuliere est donc :

_ X X
Y(x):—k(J y(t)sinktcoskxdt—f yt(t)cosktsinkxdt)
0

F
k( 0 (14.12)
=— | n(t)sink(t—x)dt
E Jo
et la déformée est donnée par :
k X
v(x):Acoskx+Bsinkx—§J‘ w(t)sink(t —x)dt (14.13)
0

I1 est nécessaire de connaitre pu(t) pour intégrer. On calcule A et B pour respecter les

conditions aux limites, soit :
l
A=0 et Bsink€—kf w(x)sink(x —€)dx =0 (14.14)
0

Deux cas se présentent :

— sink€ = 0, B est calculable et la fleche v(x) est connue;

— sink{ = 0, B n’est pas calculable et v(x) est inconnue. Il y a flambement.
Il s’ensuit 'obtention de la charge critique différente de la formule (14.9).

Flambement des piéces longues

Le modéle d’EuLer développé précédemment et réduit a 1'équation sans second
membre, concerne des poutres géométriquement parfaites non chargées transver-
salement. Dans les cas pratiques, les poutres ont des défauts géométriques et sont
soumises a des charges latérales qui provoquent de la flexion, dont les effets doivent
étre pris en compte lors du calcul de la charge critique. Nous allons étudier d’abord

l’effet d’un défaut de forme.

Influence de la courbure initiale

En construction, les poutres présentent toujours des défauts géométriques. Il est im-
portant de savoir quelle peut étre leur influence sur la stabilité de l'ouvrage. Consi-
dérons la poutre AB sur appuis simples de la figure 14.5.
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FIGURE 1 4.5 — Poutre avec courbure initiale

Nous supposerons qu’elle présente une fleche initiale y,(x). En prolongeant yy(x)
comme l'indique la figure, on obtient une fonction périodique qui coincide avec yy(x)
sur l'intervalle AB. Physiquement, la fonction qui convient remplit les conditions de
Dirichlet pour étre développée en séries de Fourrier. Elle ne contient que des sinus
si la fonction prolongée est choisie impaire :

(o]

. X
wo(x)= ) apsinn— (14.15)

n=1
Intéressons-nous au terme fondamental. Le résultat pourra facilement étre généra-
lisé puisque y((x) et I'’équation différentielle de flambement sont linéaires. Soient :
- 9o, la fleche initiale mesurée par rapport a AB théorique;
— v1, la fleche de flambement mesurée par rapport a la déformée initiale;
— ay,lafleche initiale au centre de la poutre, en considérant les autres coefficients

a, nuls.

———
-~ -

>~

Yo = B r €

FIGURE 14.6 — Influence de la courbure initiale

L’équation régissant y; (x) s’écrit :

d? F F . mx
?yzl + ﬁyl = —ﬁal Sll’l7 (1416)

On constate que la déformée initiale induit un moment de flexion :
. TX
n(x) :—Falsm? (14.17)

résultat que ’'on trouve d’ailleurs facilement en calculant le moment fléchissant in-

duit par F et en utilisant I’équation de la déformée de flexion. L’équation (14.13)

conduit a :
x Tt
y1(x) = Acoskx + Bsinkx + kf ap sin 7 sink(t —x)dt (14.18)
0
soit apres intégration :
k%a, nx  kary

y1(x) = Acoskx + Bsinkx + sinkx (14.19)

2 _ k2 4 ?—f—kz
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avec y1(0)=0ety (f) =0soit A=0et:

T
- = sink€ =0 (14.20)
% -
La premiere solution k¢ = 1t correspond a la charge d’EuLer F, = “;fl
solution conduit a la déformée :
v1(x) K a; sin ~x (14.21)
1 = —a; —_— .
R
Posons « = FEC avec F, = “;f‘l
o . MX a4, TX
v(x) =po(x)+p1(x) =(1+ )a sin — = sin — 14.22
(9= 90(x) +1(x) = 1+ 7o Jaysin 2% = P sin T (14.22)

La ﬂeche de la poutre qui était initialement égale a a; sin %%, est amplifiée par un
facteur 1— a quand on applique F. Il ne faut pas penser que 'instabilité surviendra
toujours pour la méme charge F. qui ne concerne que la poutre parfaite et qui est
seulement la charge pour laquelle il y a passage du mode de compression au mode
de compression/flexion. La charge critique d’EULER est seulement un parametre de
I’équation sans second membre. La loi d’évolution des fleches est modifiée par le
défaut de forme relative au défaut de forme sinusoidale correspondant au calcul
précédent, comme le montre la figure 14.7, dont le défaut de forme est :
X
o(x) = asin (14.23)

La fleche maximum, au milieu de la poutre, est :

F
6:1ila avec a:F—C (14.24)

Les courbes représentatives 6 = f (a) sont des hyperboles équilateres dont les asymp-
totes sont 1’axe et la paralléle a ’axe o définie par o = 1.

)

V)

F-/_//\ o
a=1

FIGURE 14.7 — Influence du défaut de forme

A la limite si @ — 0, le graphique se réduit aux asymptotes et montre la brutalité
du phénomene d’instabilité. Si du coté des petites valeurs de «, le diagramme repré-
sente bien la réalité, pres de a = 1, il n’a plus de sens et le modele mathématique

utilisé n’est qu’une forme asymptotique grossiéere de la réalité.
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En conclusion, la charge critique d’EULER, qui ne dépend que des liaisons, pourra
nous servir en vue de représenter par un modele linéaire les fleches sous charges

prises par des poutres réelles.

Influence de l'effort tranchant

Charge critique d’EULER d'une poutre de section droite pleine

Calcul a partir de la déformée

L’équation de la déformée d’une poutre droite soumise a un effort tranchant est :

&y _AY (14.25)
dc  GS

ou A est le coefficient de forme de la section, listé pour certaines sections dans le

. ON S §

10
9

tableau 14.1.

(o)
—_

coefficient A % %

68
(=]

TABLEAU 1 4.1 — principales valeurs de A pour les profilés usuels

Considérons la poutre de la figure 14.6. La fleche totale d’une section courante

d’abscisse x s’écrit :
v(x) = vp(x) +v4(x) (14.26)

Le terme vy est du au moment de flexion M3 = —Fv et le terme v; est due a I'effort
tranchant V, porté pare;,. Ona 'V, = F% et la pente de la déformée réelle est %’. Les
fleches vy et v; sont liées au moment de flexion et a I'effort tranchant par :

Fop My dy AV
dx2  EI dx GS

En dérivant par rapport a x les deux termes de 1’équation différentielle de l’effort

(14.27)

tranchant et en ’additionnant membre a membre avec celle de flexion, il vient :

d?v dzvf @__Fv )\Fdzv

& a2 a2 T ETGS ae (14:28)
soit :

d?v AF\ Fv v, , F/EI

_ 1 - - = RN = = .

dxz( GS)+EI 0 = dx2+k v=0 avec k _% (14.29)
Sa solution est analogue a celle de la section 14.2.2. Il suffit de changer :

F F/EI
2 _ 2 _
ke = T ke = Y (14.30)

-GS
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Les conditions de flambement sont réunies comme précédemment quand k.£ = nm,

/F/EI nm *El E.
@:7 n:1,2... = FC: €2 (1—}\§) (1431)

E. est inférieure a la valeur calculée sans tenir compte de l'effort tranchant, puisque

soit :

la solution de I’équation (14.31) est :

2
m“El 1
FC = €2 1 %}‘TEZ (1432)
14

e Exemple Pour une barre ronde en acier de diamétre @ = 27 mm et de longueur £ =1 m,
on trouve que E. = 0,994 fois la charge critique d’EuLer. En fait, la diminution de la charge
critique par l'effort tranchant est négligeable sauf comme nous le verrons ci-dessous dans le
cas des treillis. °

Calcul a partir de 'énergie

Supposons, avec le modele d’EULER, avoir une déformée sinusoidale :

dM
sz——3 :—FE)EcosE (14.33)

X
M; = Fv = Fosi
3 v osin o 7 7

7}

L’énergie de déformation due a l'effort tranchant est :

l 2
B 1_[ AV oo 1 }‘J F2o?72 082 ™ g = T2 \F25?
0

‘2], GS 2GS 2 ¢ 4G(S (14.34)
W 1 (¢ Mg 1 €F252 sin? T* F25%¢ '
= — [ - 1 _ —
f=2J, EI 2EI J, ¢ 4FI

Le travail des forces appliquées passe intégralement en augmentation du potentiel
élastique en flexion et effort tranchant :

F?6%¢ m2AE?6? 72 5? ¢ EDY m?
W¢+W, = Fu; ¢ + t__—F ; —+ =— (14.
fre= 4EI | 4GlS 4L C(4EI 3Ges) = 3 (1435
ou % représente le raccourcissement de la corde de la poutre, soit :
. 1°El 1 Bl 1 , W, w2\ EI (14.36)
= — T = 73 W~ puisque — =——— .
R i I+ w Wr G5
e Exemple Barre rectangulaire en acier — On considére une section telle que A =
6/5, E/G = 5/2 et VI/S = p comme rayon de giration :
W, 65 1 p)z
—t 10— = A .
w, - 520 30(€ (14:37)

On considere en général que pour ¢/p < 25, il n’y a plus de probleme de flambement. °
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14.4.2 Généralisation a une poutre quelconque

w W w, W \WY
FC:_:_f+_f:—f(1+—t) (14.38)
u u u u Wy
1+ est indépendant de F. car Wf W/ Larelation (14.38) s’écrit donc en termes
Wf ~ W/ "D
indépendants de F. et dans le cas cr1t1que
We/F2 [ W, 1 W;/F?
F. = ” F; (1+Wf) - 1+% = ” F. (14.39)

. . . 2
alors qu’en flexion simple on avait 1 = (%)FC

14.4.3 Charge critique pour les poutres treillis
On considere une poutre treillis dont les entretoises, toutes identiques, de longueur
mm’ = a et de section s, sont soumises a l’effort tranchant V,, comme décrit par la

figure 14.8.

I

I

I

I

I

Il
! |
I

Va2l ax
|

FIGURE 14.8 — Structure poutre treillis

Avec la théorie des poutres longues réduites a leur ligne moyenne, les entretoises

sont soumises a N =

= 5[5 alternativement en traction et en compression donnant la

méme énergie. L'énergie par entretoise est :

“ N2 N2a VZa
Wi==| —d¢= =2 .
T2, 2Es“ T 2Es  2Bscos’p (14-40)

Pour toute la poutre entiere :

LiV;a Ax
2Escos? B sinp

1 (¢,
Z 2i 1nﬁZ 21 NSil’lﬁJ;]Vde

i

Wt =
(14.41)

Pour exprimer Iénergie, choisissons une déformée sinusoidale v = dsin I :

. TX _ dM3 (X
Mj3 = —Fv = -Fdsin 7 V, = & 6? cos —

T2F282 (¢ 21252 (14.42)
F
Z € sinp 4 2¢sinp
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N F (31
~ %

¢

FIGURE 1 4.9 — Flambement des poutres droites comprimées

et:
12282 : )
= 14.
7 4Es £sinp cos?p 443
I’énergie de flexion est donnée par 1’équation (14.34):
W, m°1 (14.44)
W, ~ sCsinBcos’ B 444
e Exemple Soit une poutre treillis telle que p = 1/6, autrement dit :
2
T 10
=30 (14.45)

sinpcos? B ~ (\/%)2%

et Wy/Wy = 301/(s€?) au lieu de 301/(AS¢?). Le rapport W;/W; évolue donc comme 301/S¢?
pour une section pleine (S) et 30I/s¢2 pour une poutre treillis avec entretoises. On voit donc
que s < S entraine que W;/Wy n’est pas toujours négligeable. °

Les poutres treillis comprimées peuvent étre vulnérables au flambement au travers
des entretoises soumises alternativement a la compression et a la traction sous l'effet

de l'effort tranchant.

14.5 Calcul de la charge critique d’EULER

14.5.1 Troncon de poutre hyperstatique

M, Mg
AN ~
_,jEA B:H<_ _en
F F
Rp Ry

FIGURE 14.10 — Trongon de poutre hyperstatique

En s’aidant de la figure 14.10, les équations d’équilibre s’écrivent :

_ Mg -Mjy

RA—RBZO MB_MA+RA€:0 RA— 7 RB:RA (1446)
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Sur un trongon de poutre hyperstatique, le moment de flexion :
Mg — M,

— X

a la forme générale p(x) = cx +d, c et d étant deux constantes arbitraires. Il vient

px) = Ma —Rpx =My - (14.47)

pour I’équation de flambement :

d? F
é+k2v:cx+d avec k?= T (14.48)
La solution générale de I’équation avec second membre est :
F
v(x) = Acoskx + Bsinkx+ Cx+D avec ﬁ(Cx +D)=cx+d (14.49)

La solution générale comporte donc quatre coefficients A, B, C, D qui sont définis
par les conditions aux limites aux extrémités. Ces conditions peuvent porter sur les
déplacements aux extrémités v(0), %(0) et v({), %(5), ou sur les forces et moments
d’extrémité (cf. Chapitres 7 et 10).

Force critique des poutres droites et influence des conditions d’appui

Poutre sur deux appuis
On avu que:

2
T“EI
Fo= 0 (14.50)

Poutre encastrée a une extrémité et libre a l'autre
Le flambement de cette poutre est analogue a celui d’une poutre appuyée aux deux
extrémités et de longueur 2¢

- m?El 1 w?El (14.51)
T2 1 e 45
l
A BR
E_,--"" TTSS
FIGURE 14.11 — Poutre encastrée a une extrémité et libre a l'autre
Longueur de flambement
L’écriture ci-dessus de la charge critique d’EuLer d’une poutre sous la forme
7*El ( )
= 14.52
T

et par analogie avec la solution (14.9), permet de faire apparaitre suivant les liaisons
une longueur fictive (A€) dite longueur de flambement ramenant chaque probléme
pratique a un probleme d’EuLer équivalent pour une poutre fictive de longueur A€

appuyée a chaque extrémité.
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Poutre encastrée a une extrémité et articulée a l'autre

| 0,7¢

point d’inflexion

FIGURE 14.1 2 — point d’inflexion

La déformée a pour équation générale v = Acos kx+Bsinkx+Cx et les conditions

aux limites donnent :

v(0)=0—>A=0

v(€)=0— Bsink€ +C£ =0 (14.53)
%(6) =0—kBcoskl+C=0

Les deux dernieres équations linéaires et homogenes en B et C n‘admettent des solu-

tions non nulles que si le déterminant des équations est nul, soit :

sinké —klcoskl =0 (14.54)
Supposant coské = 0, on peut écrire cette équation sous la forme :

tankl —k€ =0 (14.55)

Comme suggéré graphiquement sur la figure 14.13, la plus petite valeur non nulle

de k¢ solution de I’équation (14.55) est :

F 12El 12El
k¢ =1,43031 = —£¢=1,43 E = = .56
B \ EI Tk (dgt) (@707 (14.56)
1,43

FIGURE 14.1 3 — Solution de tank€ = k€
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Poutre encastrée aux deux extrémités

Ici la forme générale est :

F
v=Acoskx +Bsinkx+Cx+D avec k= Bl (14.57)
/4 l/2 /4

\_\\v////_
points d’inflexion

FIGURE 14.14 — Poutre encastrée aux deux extrémités
Les conditions aux limites s’écrivent :
v(0)=0>A+D=0
v(€)=0— Acoskl+Bsinkl +C{+D =0
1,,(00)=0—>kB+C=0
v, (€) =0 — —kAsinkl + kBcosk{+C =0

(14.58)

Ces quatre équations constituent un systéme homogene dont le déterminant doit

s’annuler :
(1 -coskl)? +sink{(sinkl —k€) =0 (14.59)

En développant, il vient :

2(1 —coskl)—klsink{ =0 — sink—; Zsink—j—%cosk—zg =0 (14.60)

dont la plus petite racine est k = 21 qui conduit a une charge critique :

_ 4m?El
c— 5—2

La longueur de flambement d’une barre encastrée a ses deux extrémités est égale a la

(14.61)

moitié de sa longueur réelle.

Principales longueurs de flambement
Ces longueurs équivalentes sont détaillées sur la figure 14.15. La géométrie des dé-
formées et la position des points d’inflexion permettent souvent de trouver les lon-

gueurs de flambement sans calcul.

14.5.3 Méthode de l'énergie
La méthode consiste a considérer que lors du passage du mode déformée de com-

pression au mode avec flexion, la charge de compression ayant alors la valeur F,, le

travail des forces extérieures sert intégralement a fléchir la poutre.
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S

>

(a) ¢op=¢ (b) €p=2¢ (c)lp=2¢ (d) €p=10/2 (e) o=¢ (f) 0=0,7¢ (g) €o=1¢/2

FIGURE 14.15 — Principales longueurs de flambement

Le travail des forces extérieures développé au cours du passage de I'extrémité B
aBest:

BI ’
T:J FdA:FJ d\ (14.62)
B B

Ce travail passe intégralement en augmentation du potentiel élastique de flexion
de la poutre si I'on néglige le travail des forces élastiques de compression (on véri-
fiera que le terme %IEI—SZ est négligeable devant les deux autres). Pour ’ensemble de la

transformation progressive, on a :

1 (¢ M3(x)
- JO iy de (14.63)

soit E.A = W deés que la poutre prend une déformée courbe. Il faut exprimer ces
termes en vue de déterminer F.. Pour cela, une déformée est nécessaire et évidem-
ment le probléeme n’étant pas résolu, nous ne pourrons disposer que d’approxima-
tions. Nous avons vu dans les paragraphes précédents :

— que la charge critique d’EuLER ne dépend pas des charges latérales éventuelles
puisqu’elle constitue un parametre de I’équation différentielle de flambement
sans second membre;

— l'importance des liaisons. Il faudra donc satisfaire le mieux possible aux condi-
tions aux limites.

Compte tenu des remarques ci-dessus, en choisissant des déformées continues et a
dérivées premieres et secondes continues et satisfaisant aux conditions aux limites,
nous remplirons les conditions utiles a 'obtention d’une bonne approximation de la
charge critique.

En effet, nous n'aurons entre la déformée réelle et la déformée choisie qu’une

différence due a un effet de flexion pouvant provenir de l’action de charges latérales
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donc sans influence sur la charge critique cherchée puisque le moment fléchissant

correspondant modifierait seulement le second membre.

E:dxzalbl
- 02
a’b’:dxcos@“:’dx(l—T)
0 = arctanv’ = v’
a dx — — 1
y d\=ab-a'b’ = Ev’z
(14.64)
soit :
1 g
x:—J v"?dx (14.65)
2 Jo

Concernant I’énergie de flexion, deux voies sont possibles :

1. Soit I’égalité M f(x) = —Fv(x). L'énergie de déformation s’écrit alors :

1 (¢ (~Fv)?
W(F) == dx .
®-3 | G5 (14.66)
qui donne quand F = E,. avec F. = % et:
(o
b= (14.67)
0 El(x)
2. Soit ’égalité M f (x) = EIv”(x). L’énergie de déformation s’écrit alors :
1 14
W(F) = EJ EI(x)v"?(x)dx (14.68)
0
qui donne quand F = E,. avec F. = % :
4 72
Io El(x)v”“dx
=t ——— (14.69)
_[0 v’2dx

Ces deux formulations sont équivalentes si les conditions énoncées ci-dessus sont
bien vérifiées. Par contre, sur le plan pratique, I’'une d’entre elles faisant appel a la
déformée et a sa dérivée premiere est plus indiquée car plus facile a imposer sur une
déformée. Toute erreur sur la dérivée seconde, par exemple au niveau des liaisons,

se traduirait par I'application d’'un moment qui dénaturerait les liaisons.

e Exemple Poteau encastré a une extrémité, libre a 'autre — Dans un premier
temps, la déformée suivante est proposée :

Y= e(l —cosZ—;) avec p(0)=0 et p'(0)=0 (14.70)
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Considérons le premier mode de calcul avec y’(x) et y”(x). On vérifie bien ici que y”(£) = 0

puisque l'extrémité B est libre, d’ou la solution exacte suivante :

EI (¢ 214l 1 (¢ e2r? e
W=— "2 (x)dx = ———; A== 2(x)dx = ——; P =—5 .
> L v (x) e 2L v (x) Tol = i (14.71)

De méme, considérons le deuxiéme mode de calcul avec y(x) et y’(x) :

Mj(x) =P(e—y(x)) = Pecos(ﬂ)

2¢
2,2 ¢
e°T P P 3 4
W=PA= Sl = | (o de:_czg(___) ,
A= T =g | v = g5 (14.72)
2
1“EIl
PC =~ 0,27€—2
qui difféere de 8% par rapport a la solution exacte.
N
N
FIGURE 14.16 — Poutre libre a une extrémité et encastrée a l'autre
La deuxiéme déformée proposée s’écrit :
x\2
v=A€(z) (14.73)

qui ne vérifie pas toutes les conditions aux limites. Rapidement, les quantités utiles a la

poursuite des calculs prennent la forme :

1, 2,0 2.0
—L v 4dx = gA ¢ W=FC§A 4 (14.74)

<
v 2

¢

Concernant le premier mode de calcul, il vient :

W:l‘J\ZI\/J%(X)d)C:E gv”zdx:
0

3 EIn? T2El
2 EI 2 Jo n? (2

~ 0,30 (14.75)

On note 'approximation par exces. Le second mode de calcul entraine :

M; = E(AC—v(x)) = FCAZ(l - (%)2)

F2A202 (C( (x\2\* . F2A202 8¢ (14.76)
W= 1-(3) ) dx= s
2EI L ( (5 ) 2EI 15
autrement dit, apres développement de I'intégrale :
2 F2A%(% 8¢ El mn?El _ m?El
F A== — = E=25—-%025——=—1 .
°3 2EI 15 T ZNTTY. (14.77)

On retrouve pratiquement la valeur exacte. *
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Méthode des approximations successives
Cette méthode consiste a se donner une déformée arbitraire vérifiant les conditions
aux limites et définie a un parameétre pres (en général un rapport d’affinité). A par-
tir de cette déformée, on peut estimer le torseur des actions extérieures dans chaque
section et, de 1a, obtenir par la loi de déformation en flexion une nouvelle approxima-
tion de la déformée. En répétant cette opération, les solutions obtenues convergent
vers la déformée de flambement. La justification de cette méthode a fait 1'objet de
nombreux travaux par des mathématiciens. Elle est liée a la structure de I’équation
différentielle de flambement.

Considérons la poutre libre a une extrémité, encastrée a l’autre de la figure 14.16.
Supposons sa déformée y,(x) semblable a une parabole avec A, une constante sans
dimension :

2 :A€(§)2 (14.78)

La déformation de la poutre provoque un moment de flexion qui vaut en x :

M; = FA€(1 —(%)2) (14.79)

Par conséquent, I’équation différentielle de la déformée est :

d>v Mj; FA¢ x\2
R s Rl I I e .8
&2 El  EI ( (6) ) (14.80)
soit, aprés deux intégrations et puisque v=v"=0enx=0:
) FAC (x*>  x* (14.81)
=—|=-— 14.81
EI\2 1202 4

L'égalité entre la fleche en A obtenue avec les deux déformées permet d’obtenir la
charge critique de flambement.

F.AC 502 12 EI EI
A — C - ) N F [ 2’ —— .
¢ 12 dou F, 57 4€2 (14.82)
Cette valeur est déja a 3% de la valeur exacte.
La deuxieme itération mene a :
A 5 AC(x? 1 x*\\ PFPAC(502 x* Xt
My—p (A5 AL L) PACGSE 2 X (1483)
EI 12 EI\2 12¢2 EI 12 2 1202
soit avec v’(0)=0:
dv F2AC(56*x x> x° F?AC (502 , x* x©
—_ = sl—== =+t = 57X 55t 5 (14.84)
d 2\ 12 6 60¢ (E)2\ 24~ 24" 360¢
En A avec la déformée (14.81), on avait :
FAC 502
= (14.85)

T EI 12
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Avec cette deuxiéme itération, il vient :

EI
2

FZAL
v=—0,169¢*

D)7 2,47

et F.= (14.86)
On constate que la deuxieme itération se rapproche de la solution exacte puisque

/4~ 2,47.

Flambement de poutres longues comprimées encastrées sur d’autres
poutres

L'exemple typique, illustré sur la figure 14.17, est constitué par les membrures d’un
cadre facade d’immeuble. Les poteaux AB et CD reprennent une partie du poids de
la structure métallique et des planchers. Ces poteaux sont encastrés sur les poutres

de rive.
P P Appelons respectivement E{I; et E,I, les
‘ - - _ _ rigidités de flexion des poteaux et des tra-
B ;, E,, 1, h :\ C verses fléchissant dans le plan. M est le mo-
7 ‘\M M” i ment d’encastrement exercé dans la situation
! I critique par les traverses respectivement BC
|| : 52 ou AD sur les poteaux. L'équation de flambe-
: : — ment s’écrit pour une section courante d’un
,' '| ~ poteau, AB par exemple, dans le plan du por-
" ‘\ tique :
’/I M 1\;[/\\ &y
Af\\ _______ — D Elh@:_P})"’M (14.87)
P P La solution générale correspondante est

FIGURE 14.17 — Fagade d'immeuble

M
y:Acoskx+Bsinkx+F (14.88)

avec k? = % Les constantes d’intégration et M sont définis par les conditions aux

limites (poutre sur appuis soumise a un moment M a chaque extrémité) :

B dy B dy .~ Mh
p(0)=0  (&/2)=0  —(0)= 25,1, (14.89)
pour raison de symétrie. Ces conditions entrainent :
M .k k¢ Mh
A+F_O —Aksm7+Bkcos7—0 T35 =0 (14.90)

Ces équations permettent de déterminer les constantes A, B, M si le déterminant des

équations est non nul, sinon c’est le flambement ou 1’état critique, soit :

(k€) Ph (k€)
tan| — 0 = tan|— |+

3 hE 1 (k€ ) , P
> +2I<T212_ > €E212(2)_0 puisque k “EL (14.91)
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Deux cas asymptotiques sont a distinguer en fonction des rigidités comparées des

barres. En posant R; = 21 et R, = £22 1%¢quation 14.91) devient :
P 1 7 2 7 q 9

k€\ Rkt
tan(7)+R—27_0 (14.92)

d’ou la discussion suivante :

1. si Ry > R, :

tan k€ N k€ R TC PC €2 T(z P — T(zElIl (1 )
Py —09, Py Py —_— X, .
2 272 E L4 & T T 4-93
ce qui représente le probleme d’EuLer classique;
2. si R] < R2 :
k€ PC €2 2 T(ZEII]
t — , —=~mn°, P .
an( > )—>7( EI, 4 T = (£)2 (14.94)
2

qui correspond a la poutre encastrée aux deux extrémités.

14.6 Déversement des poutres en flexion simple

14.6.1 Mise en équations
Considérons une poutre droite dont la section constante travaille en flexion simple
autour de son axe principal d’inertie maximum Gejs. On supposera que la section a
un moment d’inertie par rapport a Gez beaucoup plus grand que celui calculé par

rapport a Ge,.

2

FIGURE 14.18 — Déversement

Quand on augmente les charges appliquées donc les sollicitations V, et M3, la
fibre moyenne de la poutre se déforme dans le plan (e;Oe;) puis brusquement,
lorsque le chargement atteint un état critique, des déplacements paralléles a ej et
une rotation autour de Ge; apparaissent. On dit que la poutre déverse. Ce phéno-

mene est illustré sur la figure 14.18.
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On explique ce phénomene en montrant que le torseur des forces extérieures
initialement en flexion simple, dégénére dans un repere lié a la déformée de la fibre
moyenne en un torseur correspondant a de la flexion déviée et a de la torsion.

Le centre de gravité de la section courante a pour coordonnées G(x,0,0) et apres
le déplacement Gy (xy,u,, u3) ou u, et uz sont les composantes du déplacement GG,
qui est supposé rester dans le plan de la section droite. Pour des petites déforma-
tions, on peut interpréter le passage de (Ge;e,e;) a (G1X;X,X3) de la maniere sui-
vante : G X; est le transformé d’un segment de longueur dx; porté par Ge;.

Cela permet d’écrire la matrice de passage de la base (Gejeje3) a la base (G X X,X3)
en utilisant la forme matricielle générale de la représentation des petites déforma-

tions (établie au chapitre 2) et petits déplacements :

vecteur vecteur matrice matrice symétrique
transformé original anti-symétrique déformation pure (14.95)
dXx = & + Qdx + edx

Intéressons-nous au déplacement d’ensemble :

dXx, dx;) |0 (douy —0d1up)/2 (dzuy —dyuz)/2|(dx;
dXp | =|dxy |+ 0 (d3uy — daus) |[dxa (14.96)
dX3 dX3 anti. 0 dX3

S’agissant d’'un déplacement d’ensemble, translation + rotation faisant passer de
(Gejejzes) a (G X X,X3) il n’y a pas de distorsion, les angles entre les axes sont donc
des angles droits dans chacune des bases et les coefficients g;, g», g3 sont nuls.
Nous allons mettre a profit cette propriété pour ramener chacun des coefficients
de la matrice de (14.96) a une expression en fonction de x; intéressante en vue de
traiter un probleme de poutre réduite a sa ligne moyenne. Les glissements sont

nuls, la perpendicularité des vecteurs de base étant conservée par la rotation et

—1(du  dup) _ A
g3_2(ax2+axl)_0entra1ne.

L(gm _dua)_ow __dup (14.97)
2\9x, dx;| Ixy,  Ixg 4.97
En supposant, en plus, que les déplacements ont lieu dans le plan de la section droite
on obtient :
w1
1 _ . _ 1 81/[3 auz
Q—Emtu, Q= wy |5 wl_E(a_Xz_a_x:;,) (1498)
w3
et:
[ dM2 dlxl3 ]
-— ——|dx
u
Pol=lgd 1 e |lde| e (@)= (Al (1) (14.99)
du
dX3 _Jf w1 1 dX3
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Cette relation permet de calculer les composantes des vecteurs de la nouvelle base
dans l'ancienne. Nous allons calculer comment se décomposent V, et M3 dans la

nouvelle base :

du du
1 ; 0 ﬁ 0 @f
G1X1:[A+I] 0= _dxllz G1X2:[A+I] 11=]1 G1X3:[A+I] 0= w1
0) |-du 0) |, 1 1
1
(14.100)

Cette formulation nous permet de décomposer V, et M3 dans le nouveau référentiel
(G1x1x,x3) lié a la poutre :

V,-GX; et Mj-GX; i=1,2,3 (14.101)
autrement dit :
Np) (+Vag2 0 0
Vo= +V, avec V,=(V,| et M3=]| 0 (14.102)
Vé —Vz(x)l 0 M3

Les deux composantes suivant les axes e; et e, restent faibles devant V,. De plus,
nous avons vu que 'effort tranchant a une faible influence sur la détermination du
chargement critique d’une poutre sauf dans certains cas de structures treillis en
flexion.

Leffort initial M3 conduit a une flexion déviée et a une torsion dont les compo-

santes sont :

0) (Ms§2
[A+I][ 0 |=|M3w; | ouMjw; est un moment de torsion (14.103)
M; M;
Les lois de comportement généralisées (10.5) s’écrivent :
d2M2 M3
= flexion dans le plan e; Ge

d21/l3 M3(1)1

—_— == flexion dans le plan e Ge

&2 EL X1 p 1e3 (14.104)

du
doy _ M3ﬁ torsion autour de Ge
dxy,  GJ !

Le terme GJ est le module de rigidité de torsion de la poutre :

duy _doy G | d duy  dPuy  Myw,  d (duy G (14.105)

dv;  dy My dydg  d? | EBL | dy \dg M; 4-105
Les deux dernieres équations permettent d’écrire :

d G] du)l M3 d2M2

— (=) 220,20, M3>0, —2 .

dX](M3 dx1)+E12w1 0 3>0 dx% >0 (14.106)

I1 existe un chargement correspondant a un moment fléchissant qui provoque l'in-

stabilité. On peut le calculer en fonction des conditions aux limites.
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e Exemple Considérons la poutre de la figure 14.19 de longueur ¢ uniformément chargée

avec la densité p, encastrée dans une section A et libre a I'autre extrémité.

HHH#PHHHH
W o —— -
N ‘ b
M, = &

FIGURE 14.19 — Poutre encastrée soumise a son propre poids

Le moment de flexion vaut a I’abscisse x :
1 2
M; = EP(K—X) (14.107)
L’équation différentielle de déversement devient :

Poy  2x dwy  pA(l-x)*
&2 Tl-x & ' 4GJEL

w; =0 (14.108)

qui conduit a la densité de charge critique :

_ 12,8VEL,GJ

Pc= IE (14.109)

Cette densité critique p, est analogue a la charge critique d’EuLer pour le flambement. Elle
a la méme signification dans la mesure ou il s’agit du méme parametre pour 1’équation
de flambement et celle de déversement sans second membre. De la méme fagon, elle est
caractéristique d’un probleme théorique idéalisé. La poutre devenue effectivement instable
provoquera la ruine de la structure a laquelle elle appartient quand il y aura formation d’une

rotule plastique dans sa section la plus sollicitée. U

Torsion et traction/compression

On considere une poutre droite AB articulée a ses extrémités soumise a ’effort axial
P et au couple axial C. (N = —P et T = C avec les notations habituelles). Sous l'action
de ces sollicitations, la déformée de la poutre est une courbe gauche définie par
x2(x1) et x3(x1). Apres déformation, dans les axes liés a la déformée, au moment de
torsion s’ajoutent une composante de flexion due a P (ayant une expression analogue
a celle du moment de flexion dans le flambement d’EuLERr) et une composante de
flexion due a la décomposition du couple C:

— autour de e3, le moment de flexion est —Px, + C%

— autour de e,, le moment de flexion est Px3 + C%
Il en résulte les équations différentielles de la déformée dans le cas ou l'on a une

section circulaire :

d2X2
EI—2

dx & dx
:—Px2+Ca3 EI—?:—PJC;;—CK2 (14.110)

1 1 1 1
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dont on recherche la solution générale sous la forme :

xp = Acos(ayxy +p1) + Beos(apx; +f2)

(14.111)
x3 = Asin(aqxy + 1) + Bsin(ayx; + )
Apres identification, on constate que «; et a, sont racines de :
Ela?+Ca—-P=0 (14.112)

Les conditions aux limites sont x,(0) = x3(0) = 0 et x,(¢) = x3(¢) = 0. Ce qui entraine
A=-Betf) =p, =p sin(ay€ +p)—sin(ayl +p) = 0, cos(a; € + p) —cos(ar +p) = 0
et a1 ¢ —apl = £2km avec k > 0 entier. La plus petite valeur de k satisfaisant cette

équation est k = 1 qui entraine :

C? . P 2
4(EI)2  EI ¢2

(14.113)

Tout couple (C,P) vérifiant cette équation correspond a une instabilité de torsion
compression ou torsion traction. On peut noter que si la compression diminue, le
moment de torsion correspondant a l'instabilité augmente. On retrouve la forme
d’EuLEr quand le moment de torsion est nul :

P. 1 7°El

ﬁ—g—zou PC:€—2 (14.114)

I1 existe un moment de torsion qui corresponda P =0

T2 P 27El
1(ED)? :6—2—>TC:— (14.115)

On constate bien, expérimentalement, que la ligne moyenne d’une poutre droite en
torsion prend, a partir d’une certaine valeur du moment de torsion, une déformée

hélicoidale.

Stabilité des arcs et anneaux

Soit I'anneau circulaire de la figure 14.20 soumis a une pression extérieure uniforme
p. Examinons son équilibre pour diverses valeurs de p.

La mise en charge fait apparaitre dans toutes les sections un torseur qui se réduit
a un effort normal Ny tel que :

No=-pR (14.116)

Lorsque p atteint une certaine valeur dite valeur critique, la forme circulaire devient
instable, I'anneau se déforme pour prendre une nouvelle figure d’équilibre approxi-
mativement elliptique. A cette nouvelle forme correspond un état de contraintes de
flexion, d’effort normal et d’effort tranchant.
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FIGURE 14.20 — anneau circulaire chargé uniformément

Afin d’écrire I’équilibre d’un élément courant, choisissons une convention de
signe différente de la convention habituelle, qui aura pour avantage qu’a une contrainte
de compression correspondra un effort normal et un rayon de courbure de la poutre
positifs.

— sur la normale a I’élément :

—pds+dV—(N0+N)I;£:0 (14.117)
e

— sur la tangente a I’élément, on obtient :

V dN
R—e-l—gzo (14.118)
L’équation de moment donne :
dM
g+V:0 (14.119)

R, est le rayon de courbure local de I’élément soumis a la flexion M, a ’effort normal
N et a l'effort tranchant V. En remplacant N par sa valeur et en divisant I’équa-
tion (14.117) par Rds, il vient :

(1 1) 1dv N

—_— = (14.120)

La variation de courbure locale s’écrit
1 1

R_e_ﬁzc (14.121)

R, et R sont voisins donc R,R =~ RZ et I’équation différentielle (14.120) devient :
N 1dv. N

Rds R2
Entre les trois équations d’équilibre, on élimine facilement N et V :

dC 184M 1 aMm
PETRa TR (14.123)

pC (14.122)
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Cette équation s’integre :

1d?M 1
—pC+E?+§M:—C (14'124)

On sait que pour des petites déformations, la théorie des poutres longues se généra-

lise aux poutres peu courbes sous la forme :
M; = El3v” (14.125)
pour une poutre sans courbure initiale. En faisant apparaitre la variation de cour-

bure, cette formule devient :

1 1
M; =El; [_(ﬁ_ﬁ)] =-EI;C (14.126)

Soit pour 1’équation différentielle de la déformée :

d’C R
@'FkZCZCE—IG} (14.127)

Nous retrouvons 1’équation classique de flambement avec :

1 pR

2 _
e (14.128)
Il vient par intégration :
C + Dsinks + Ecosks (14.129)

~ K?ElL

L’'anneau étant fermé, quand s varie de 2mR on doit retrouver la méme fleche :
k(s +2mR) —ks=2mn (14.130)

entraine kR = n. Puisque nous avons posé :

1 pR n? 1 pR (n? —1)El;
k2 = — 4+ — _— = — 4+ — = .
R EI, R R’ EI, P R? (14.131)
la plus petite solution physiquement admissible correspond a n=2:
3EI;
Pc= R3 (14.132)

On vérifie facilement que la déformée obtenue correspond bien a la figure 14.20.
I1 est possible d’obtenir la charge critique correspondant a d’autres constructions,
par exemple a un arc soumis a diverses liaisons. Il suffit de changer les conditions

aux limites.
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A

Probleme de Saint-Venant

Le probleme de Saint-Venant a été présenté dans le chapitre « Introduction a la théo-
rie des poutres ». Nous envisageons une poutre droite, de section cylindrique pleine
(simplement connexe), d’axe (O, e;), occupant un volume D, soumise uniquement a

deux couples égaux et opposés sur ses sections droites d’extrémité Sy et Sy.

Méthode des déplacements

champ des déplacements - Champ des déformations

Soit U(xy, x5, x3) le vecteur déplacement au point P(x;,x3) de la section d’abscisse x;.
L'origine des coordonnées dans la section est choisie au point G centre de surface
de la section, tous les centres de surface étant sur (O,e;). Désignons par ¢(x;,x3)
la fonction permettant de prendre en compte le gauchissement de la section sous
’effet des glissements. Ce dernier correspond a un déplacement suivant I’axe (O, ey)

proportionnel a la rotation par unité de longueur :
U(P) = ap(x;,,x3)e1 + ax;e; A CP (A.1)

Remarquons que le second terme a la forme d’un déplacement de solide rigide d
a la rotation de la section autour d’un point C appelé centre de torsion. Nous en
déduisons les coordonnées du vecteur déplacement et la matrice du gradient des

déplacements :

ap(xa, x3) 0 dyp d3¢
UP)=| —ax;x3 et gadU=0a|-x3 0 -x9 (A.2)

X)Xy X2 X1 0
La décomposition en partie symétrique et antisymétrique nous donne :

o 0 dap—x3 d3¢0+x, o 0 drp+x3 d30—x;
gradU = E az(p—X3 0 0 +§ —az(P—X3 0 —X1 (A3)
83(P+X2 0 0 —83(P+X2 X1 0
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Le vecteur rotation d’ensemble au point P est donc :

X1
a dQ),
Q= E 83(p—X2 et o= E (A4)
—0,9—x3

Nous remarquons que divU = 0. L’équation de Lamé-Navier se réduit a rot(rot U) = 0,
soit :

0? 0?

2. 2% (A.5)

ox;  0xj

La fonction de gauchissement @(x,,x3) est une fonction harmonique. Les déforma-

tions sont données par :
€11 :811/[1 =0 €23 :(82M3+83M2)/2:0
€20 =0ty =0 &5 =(dyuy +d1u3)/2 = a/2(dr¢ — x3) (A.6)
€33 = d3uz3 =0 €13 = (d3uydx3 + dyu3z) = a/2(d3¢ + x3)

La matrice des petites déformations dans la base e est une matrice de glissement

pur.

Contraintes
La loi de comportement élastique linéaire fournissant les relations entre contraintes
et déformations entraine :
011 = 022 =033 =023 =0
012 = Ga(dr —x3) (A.7)
013 = Ga(d3¢ +x3)

Les équations de Lamé-Navier traduisent les conditions d’équilibre local en dépla-

cements. Remarquons qu’en contraintes, elles se réduisent a :

8012 8013

7 o =0 or YPeD, T(Pe)=(00,03)" (A.8)

et par conséquent, I’équation d’équilibre est équivalente a divT(P,e;) = 0.

Torseur des contraintes intégrées

Le torseur résultant des contraintes, réduit en G, sur la section de normale extérieure

e a pour composantes sur la base e :
N = 0} M2 = 0; M3 =0 (A9)

et, compte tenu de l'origine en G :

V2:JGlzdS:GaJ(BZQ—x3)dS:Gaf82@dS (A.lO)
S S S
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De plus :

V3:JGBdS:Gaj(93¢+x2)dS:GaJ83@dS (A.ll)
S S S

et ce, pour la méme raison. Effectuons le calcul du moment de torsion T. Par défini-

tion sur la section courante S, il est donné par :

T=e¢e «JGP/\T(P,el)dS = j(X2013—X3012)dS
S S (A.12)

_ Ga(L(x%+x§>ds—fs<x3az<p—xzaacp>ds)

Le moment quadratique polaire de la section a l'origine des coordonnées G s’écrit :

J(x§+x§)d5 =Io (A.13)
S
Posons :

j = IO—L(Xaaz(P—xzas(P)dS (A1)

Lexpression du moment de torsion dans une section devient :
T=GJa (A.15)

Le coefficient ] est par définition le moment d’inertie de torsion de la section droite
en G; c’est une quantité homogeéne a une longueur a la puissance quatre. GJ est la

rigidité de torsion :

]:IO—el'JgM@A@dS (A.16)
S

Conditions aux limites

Sur la surface latérale
Soit (e, n, t), la base orthonormée directe, définie en un point Q de la surface latérale,
le vecteur étant dirigé vers 'extérieure du contour. La condition aux limites de bord

libre s’écrit T(Q,n) = 0 qui se traduit par :

0 012 O13 0 0
012 0 0 ny | = 0 (A1’7)
013 0 0 ns 0

il reste 01,1, + 01313 = 0 ou encore, compte tenu de ’expression des contraintes :
(Do —x3)np + (d3¢ +x2)n3 =0 (A.18)
qui se traduit vectoriellement par :

grad@-n =(GQAe;)-n=GQ-t (A.19)
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La résolution du probléeme de torsion se réduit donc a la connaissance de la fonction
¢@(x,,x3), solution du probleme de NEUMAN :

Ap=0 surS$S
do (A.20)
grado-n=GQ-t surdS ou ™ =GQ-t surdS
Le probleme est cohérent puisque :
de
—ds = Vo-nds= | ApdS=0 (A.21)
os dn 93 s

Sur les sections d’extrémité
Raisonnons sur la section S1 de normale extérieure e;. D’apres laremarqueen A.1.2:
div(sz(P,el)) =Xy div T(P,el) + gradx2 . T(P,el) =012 (A.22)

La condition limite de bord libre sur le contour de la section S; est en tout point Q
de ce contour T(Q,n) = 0. La réciprocité des cisaillement donne T(Q, e;)-n = 0. Nous

pouvons écrire, en utilisant le théoreme de la divergence :

J 01,dS = J div(x,T(P,eq))dS = x,T(P,ey)-nds (A.23)
S S s

La condition de bord libre entraine, respectivement dans les directions e; et e3 :

szjﬁlzdszo et V3:f013d820 (A24)
S S

Le couple extérieur agissant sur la section S; étant (0,Ce;), nous déduisons de (A.15):

T=GJa=C (A.25)

Autre expression de J

Quelques manipulations vectorielles, en notant par commodité le gradient a 1’aide
du vecteur Nabla V, conduisent a :

VA (eGP) =@V AGP+Ve AGP (A.26)

et:

e fV(p/\GPdS =e fV/\((pGP)dS = J(el,V,@GP)dS
s s S (A.a7)

:jvo(@GPAel)dS
S

Le théoréeme de la divergence permet alors d’écrire :

JV‘(@GPAel)dS: (eGP Aeq)-nds = @GP - tds (A.28)
S s s
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d’apres les conditions aux limites sur la fonction :

J @GP -tds = (pd—(pds:f (pV(p-nds:J‘div((pV(p)dS (A.29)
95 o5 dn 25 s
or:

div(eVe) =V - (V) =@V -Vo+Ve -V et V-Vo=Ap=0 (A.30)
d’ou :

[ dvioveras= [ voras et =10~ [ ateras (A31)

L'intégrale étant toujours positive ou nulle, il en résulte :

J<Io (A.32)

Energie de déformation en torsion

D’apres son expression générale pour un élément de volume dV, dans le cas de la

torsion, elle s’écrit :

G
W= J (012812 +013813)dV = J (P29 —x3)> + (93¢ +x2)* ) a” AV (A.33)
D

2Jp
Les intégrales sont étendues a tout le volume de la poutre. D’apres I'expression du

moment en fonction de J :

G

2
W= —JD((az@—x3)2 +(d3¢9+x;

) g e (A34)

2

L’ intégrale de surface sur S peut s’écrire :

L((ach—xs;)z + (930 +x,)%)dS = Io +L(grad2<p— 2(x30,9 - %203¢))dS  (A.35)

soit, compte tenu des expressions de J :

[ (@927 + @3¢ 321} d5 =10 +10-1 425 210 = (A.36)

1 (T2

Méthode des contraintes

et:

Equations d’équilibre local

Nous partons de I’hypothese d’un état de contrainte anti-plan dans la base (e), exempt
de contrainte normale. Il est donc de la forme :

0 o012 013
o 0 0 (A.38)
013 0 0
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avec 015 = 072(x1,X2,X3) et 013 = 013(X1,X,,x3). Ecrivons les équations d’équilibre
local :

02012+ 0d3013=0; d101,=0; 0J10;3=0 (A.39)

Les contraintes o7, et 673 sont donc des fonctions de x, et x5 seulement. Il existe donc
une fonction P(x,,x3) telle que 07, = d3 et 613 = —d,P. Remarquons que VP € D,
T(P,e1)e = (0 015073)". L’équation d’équilibre est donc équivalente a :

divT(P,e;)=0 (A.40)

I:unations de Beltrami

Les équations de compatibilité écrites en terme de contraintes détaillées au cha-
pitre 6 se réduisent a Aoy, =0, Aoyj3=0et d3APp=0et hbAD=0< Ap=K.

Conditions aux limites

Sur la surface latérale
La condition aux limites de bord libre s’écrit T(Q,n) = 0. Elle se traduit par o,1; +

01313 = 0 ou encore, compte tenu des contraintes g—znz - g—i@ = 0 ou vectorielle-

ment e - (grad P An) = 0 soit grad{ -t = 0 donc, en désignant par s I'abscisse cur-
viligne sur le contour (?9_5 = 0 sur le contour. La fonction est constante le long du
contour de la section. Le probleme se réduit donc a un probléeme de Dirichlet de

fonction inconnue ¢ vérifiant :

Ap=K sur S
P=1g sur IS

Sur les sections d’extrémité

Sur chaque section d’extrémité, le torseur des contraintes doit se réduire a un couple
et donc sa résultante doit étre nulle. Raisonnons sur la section S; de normale exté-

rieure ey :
R =Nej + Ve, + V3€3 (A.42)

Leffort normal N est identiquement nul. Les deux efforts tranchants sont :
Voo | ads = | aapas= ) _plxatea) vy (A43)
S

v, =J;013d5=—J;331Pd5=—9§951P(x2:x3(x2))dx2 (A.44)

La fonction est constante sur le contour, donc les deux intégrales sont nulles dans

toute section et en particulier sur les sections d’extrémité, ce qui est en accord avec
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les conditions aux limites. Le moment de torsion est donné par :

T= L(x2013 —X301)dS = —J;(X3931P+ X0,1P)dS (A.45)
T :—JGP-gradedS (A.46)
S
or:
V-$GP =V -GP + V- GP = 20 + Vi - GP (A7)
donc:
T:2J¢dS—jV'¢GPdS (A.48)
S S
En utilisant alors le théoreme de la divergence, la fonction étant constante sur le
contour :
T:2Jq)dS—q) GP -nds (A.49)
S as
j GPnds:J (x2n2+x3n3)d5:f X2dX3—X3dX2:2A (ASO)
aS aS ]

ou A est ’aire enfermée par le contour, c’est-a-dire, pour une section pleine, l’aire de

la section. Par conséquent :
T:2J¢dS—2¢OA (A.51)
S
Pour une section multiplement connexe, la formule devient :
n—1
T:2J¢dS—Z¢OA+2Z¢iAi (A.52)
5 i=1

i et A; sont respectivement la valeur constante de sur le contour n°i et l'aire enfer-
mée par le contour i. Au contour extérieur correspond l'indice 0. D’apres la formule

intégrale de Riemann :

JAIPdSZ Vi-nds = KA (A.53)
S JS
D’autre part :

VYV = V-V + V-V (A.54)
et alors, en utilisant le théoréme de la divergence :

S

S(V¢-V¢+¢V-Vq})d5:J;V-LPWPdS:LstPVLP-nds (A.55)

La fonction prenant la valeur constante 1\ sur le contour :

P(V¢)2d8+J¢A¢dS:KA¢O = J(vq))zds:KAq)O—KJq)ds (A.56)
JS S S S

D’apres I'expression du moment, nous en déduisons :

( T
Jworas=xap—k(Feap) o T=-f | (vere (A57)

Notons que, la fonction étant définie a une constante pres, il est toujours possible de

s’arranger pour choisir g = 0.



178 A. PROBLEME DE SAINT-VENANT

A.3 Comparaison des deux méthodes

La comparaison des expressions des contraintes montre que :
I3 = Ga(drp — x3) — dr b = Ga(d3¢ + x3) (A.58)

I’expression du moment de torsion (A.15) devient, compte tenu des relations entre

les fonctions :

chiﬂwmfﬂ%@ﬂ%=j;@m@%s (A59)

(Ga)?J = J (grad 1)2 dS (A.60)
(©)

1o~ | (gndores (A61)

K = -2Ga (A.62)

4
d)?dS + — ad V)% dS = A.6
Jmorass g | mawras=1o (A.63)
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