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ENSIM 4A

Mécanique :
Statique des poutres (résistance des matériaux) .

http://umtice.univ-lemans.fr /course/view.php?id=2860

Jean-Michel Génevaux
avec les complicités des étudiant-e-s qui m’ont détecté
les (trop) nombreuses autant qu’originales fautes d’orthographe et de grammaire.

Chaque fois que je me plante, je pousse.[1]
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Si vous étes I'une des 208 personnes qui téléchargent annuellement ce polycopié sur http://www.archives-
ouvertes.fr, et que vous passez par Le Mans, venez m’offrir un café (sans sucre)... et on en profitera
pour parler du contenu afin de 'améliorer.

Jean-Michel



Chapter 1

Méthode de travail

1.1 Les objectifs

Cet enseignement sera dispensé pendant les séances de CRAIES (”Coopérons & notre Rythme
d’Apprentissage Individualisé Efficace et Sympathique”).

Pour que vous puissez organiser vos apprentissages, pour chacun des enseignements, un plan
de travail personnel et pour I'année résume :

e les étapes de formation (brevets),
e les objectifs de formations (ceintures ou examen).

e le nombre de séances a priori qu’il vous faut suivre,

1.2 La pédagogie utilisée

La premiere séance est une séance d’expérimentation pour répondre a un probleme d’optimisation.
Par groupe de 4, vous tenterez de trouver expérimentalement une réponse. La derniere séance
permettra de présenter a tous votre résultat optimisé.

Les séquences d’enseignement suivantes sont divisées en cing parties :

e Lors de votre entrée dans la salle, vous prenez un plot de couleur et vous y insérez le triaide
et éventuellement le drapeau du brevet dont vous étes référent. Vous posez en évidence sur
la table votre plot.

e Lecture silencieuse du polycopié pendant 10 minutes. Vous cochez les lieux ou vous avez une
difficulté, au besoin notez votre question. Durant cette phase, vous ne cherchez pas de 'aide
aupres de vos collegues afin de respecter le silence dans la salle et permettre a chacun de se
concentrer..

e Lors d'un second temps, il est demandé a chacun s’il a une question. La question est posée a
haute voix, ’enseignant répond a tous. Ce module étant ouvert gratuitement sur le net, nous
souhaitons enregistrer en vidéo les phases de questions-réponses qui seront ensuite indexées
dans le polycopié aux lieux adéquats, ce qui permettra de les consulter en différé. Cela
permettra aux personnes suivant ce cours a distance, de consulter les FAQ (frequently asked
questions). Si vous ne souhaitez pas apparaitre & 1’écran, par respect pour votre droit a
Iimage ou pour cause de mise en plis défectueuse ce matin 1a (vous aviez tellement travaillé
hier soir !), seule votre voix peut étre enregistrée en ne vous placant pas dans le cadre de la
caméra. La prise d’'image est assurée par un étudiant-caméraman a I’aide d’une tablette.

e Un troisieme temps est consacré au débat. L’image ou I’histoire du jour est affichée. L’enseignant
vous pose une question a laquelle vous répondrez en 3 temps : 2 minutes de réflexion per-
sonnelle, 4 minutes de confrontation d’idées par groupe de 4, puis mise en commun collective
avec toute la promotion sous le format : ”Je pense que ... et mes raisons sont les suivantes



..7. L’enseignant se contente de noter et d’organiser au tableau vos raisonnements : il ne

donne pas son avis.

Une phase d’exercices (brevets) est faite dans un quatrieme temps, a votre rythme. La banque
de brevet regroupe l'ensemble des exercices (https://cel.archives-ouvertes.fr/cel-0061169).
Ils ont été écrits suite aux erreurs rencontrées les plus fréquemment dans les copies de val-
idation de compétence. Cette banque de brevets concerne ’ensemble des trois années de
formation a 'ENSIM et certaines formations de I'UFR, Sciences. Un arbre des connaissances
vous permet, en grisant les brevets dont vous étes détenteur-trice de savoir ou vous en étes
dans la formation proposée. Pour un brevet que vous avez bien compris, vous pouvez en
devenir le référent : votre role est alors d’aider les autres a 'obtenir. Un systeme de dra-
peau, que vous posez sur votre table lors des séances suivantes, permet aux étudiants de vous
identifier et de venir chercher de I'aide. Vous n’étes pas obligé de répondre instantanément
a la demande d’aide : finissez ce que vous étes en train de faire. Néanmoins, bien que le
demandeur d’aide puisse commencer un autre brevet en vous attendant, ne le laissez pas
mariner pendant 1/2 h. L’aide de I’enseignant se concentre sur les brevets pour lesquels il
n’y a pas encore de référent. Afin que chacun puisse se concentrer sur son travail, si vous
échangez avec vos voisins, merci de le faire en chuchotant.

Les trois dernieres minutes d’'une séquence sont utilisées pour noter votre progression sur le
plan de travail.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une des questions

sur cette partie. Les fichiers sont nommés 069 062.

1.3 L’évaluation des compétences

L’évaluation est faite par la validation de compétences. Le chainage des compétences est indiqué en
début de chaque section de formation et les sujets de la premiere tentative de chaque compétence
est téléchargeable sur http://perso.univ-lemans.fr/~jmgenev/comp.

Une compétence n’est pas validée si 'une des conditions suivantes est fausse

vous étes détenteur ou avez échoué 3 fois aux compétences meres au sein de ce module,
vous trouvez le(s) résultat(s),

toutes vos équations sont homogenes,

les scalaires sont égaux a des scalaires,

les vecteurs sont égaux a des vecteurs,

les torseurs sont égaux a des torseurs,

les tenseurs sont égaux a des tenseurs,

votre copie de réponse a cette compétence utilise des écritures completes, bases, points
d’expression d’un torseur.

vos résultats chiffrés sont suivis par des unités.



Vos validations/échecs aux compétences vous seront transmises via

http://perso.univ-lemans.fr/~jmgenev/comp.

En cas de réussite, vous pouvez télécharger les sujets des compétences filles. En cas d’échec
a une tentative de compétence, envoyez un message a jmgenev@Quniv-lemans.fr, avec juste comme
titre : ”année, matiere, couleur, numéro de tentative”. Je vous enverrai le sujet suivant.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une des questions
sur cette partie. Les fichiers sont nommés 602 603 604 607.

Etre détenteur d’une compétence, implique qu’en tant qu’expert de celle-ci, vous aidiez vos
camarades a l'obtenir, en les orientant sur les brevets afférents, en répondant & leur questions sur
ces brevets, en insistant sur des points qui vous ont éventuellement fait rater cette compétence
dans des tentatives précédentes, en inventant des exercices similaires, sans dévoiler le contenu du
sujet de la compétence ni les réponses.

L’interfagage avec les modalités de controle des connaissances nécessite, hélas, une note... (Re-
lire Iinvariant pédagogique 19 de Célestin Freinet [13]). Le cumul de vos points vous fourni la
note. Nous transmettrons les compétences que chacun d’entre vous a validées, aux collegues des
enseignements a venir qui ont comme prérequis des compétences de ce module.

Attention, une compétence est attribuée en "tout ou rien”. Il n’est pas possible de répondre a
des petits bouts de chaque compétence pour grapiller quelques points.

Nous vous souhaitons une bonne découverte, une intéressante confrontation des modeles que
nous développerons lors de cette formation a la réalité des essais effectués en travaux pratiques, et
bien str... une bonne coopération entre vous, sauf lors de la validation de compétences.

Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une des questions
sur cette partie. Les fichiers sont nommés 073 060 078.



Chapter 2

Note, compétences et plan de
progression dans cet enseignement

Votre note, puisqu’il en faut une, sera le cumul des points acquis aux compétences multiplié par

20/16.

2.1 Compétences
L’enchainement des compétences est visible sur http://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php?id=2619

1. jaune , 3 pts : déterminer si un systeme est isostatique, hypostatique ou hyperstatique de
degré n.

2. orange, 3 pts : déterminer les composantes d'un torseur d’efforts intérieurs.
3. verte 3 pts : déterminer un élément du torseur de déplacement d’un point.
4. bleue, 3 pts : déterminer le chargement maximal admissible d’une structure.
5. marron, 3 pts : résoudre un probleme hyperstatique extérieurement.

6. noire, 3 pts : résoudre un probleme hyperstatique intérieurement.

Votre note serait le cumul des points acquis multiplié par 20/18.

Vous étes économe de votre énergie 7 Alors, détenir les compétences jaune, orange, verte ou
bleue vous donne 9 points, donc une note finale de 10/20... par contre, vous aurez besoin des
compétences verte, bleue, marron et noire en tp et dans les cours de ’année prochaine. Nous
serons alors a votre disposition pour les faire passer, mais cela ne rapportera plus de points.

2.2 Plan de progression

Pour que vous veilliez a ne pas prendre du retard dans votre progression, veuillez compléter en fin
de séances les brevets obtenus, les pages lues, les numéros de brevets dont vous étes référent et vos
présences aux séances, ainsi que les afficher sur les feuilles de progression de la communauté.

2.2.1 J’ai été présent a la séance :

123456789101112131415



2.2.2 J’ai lu les pages :
1357911131517 19 21 23 2527 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67

2.2.3 J’ai obtenu les brevets :

Les brevets pour se préparer a leur validation sont : 78 31 12 37 38 39 90 13 14 15 16 91 92 800
801 802 25 18 1 803 6 93 40 94 41 42 95 49 50 54 89 51 52 53 96 75 77 56 74 97 57 58 97b 59 76

J’ai complété https://ethercalc.org/lemans-sdp-1718 en inscrivant mon prénom sur la ligne du
brevet que je suis en train de travailler dans la case la plus & gauche possible (afin de faire apparaitre
un histogramme)

2.2.4 Je suis référent des brevets :

J’ai complété https://ethercalc.org/lemans-sdp-1718 en inscrivant mon mél sur la ligne correspon-
dant au brevet dont je suis référent. J’ai aussi noté celui-ci au dos des fiches papier de brevet qui
sont utilisées dans la classe.



Chapter 3

Cours de théorie des poutres
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3.1 Les Outils

3.1.1 De D’élasticité a la théorie des poutres

Le synopsis de la démarche associée a la théorie des poutres est présenté figure 3.1.

Nous travaillons ici dans un repere local & un point. Nous noterons les vecteurs de ce repere
local Z, v/, Z.

La théorie des poutres est une simplification de la théorie de 1’élasticité. Elle peut étre envisagée
lorsque le corps solide déformable possede une dimension bien plus grande que les deux autres. Un
solide de ce type sera appelé poutre. Sil’on fait une section dans le plan des petites dimensions, le
barycentre de cette section sera noté H. Si vous lisez d’autres livres de théorie des poutres, ce point
est généralement appelé G. Pour éviter que vous ne le confondiez avec le centre de gravité de la
poutre complete (erreur devenue classique ces derniéres années, mais extrémement énervante pour
Penseignant), nous choisirons de appeler par la lettre H. L’ensemble des barycentres de la poutre
défini la ligne moyenne. Si la section est perpendiculaire a la ligne moyenne, elle sera appelée
section droite. La position sur cette ligne moyenne est repérée par une abscisse s. Cette ligne



1D :theorie des poutres
Chargements

Torseur des
déplacements

Torseur des
déformations

Torseur des
efforts intérieurs

3D :théocrie de I'élasticité

Reésistance
de la structure

Déformations
locales

Contraintes
locales

Figure 3.1: Les différents concepts nécessaires a la théorie des poutres.

moyenne peut étre continue, discontinue, étre continuement dérivable par rapport & la variable s
ou non.

La théorie des poutres fournie des solutions en déplacement et contraintes qui ne sont pas
nécessairement valables en tout point. Mais loin des points d’application des chargements, des
liaisons (blocages cinématiques) et des variations brusques de section, elle est tout & fait suffisante.
Ces conditions sont présentes en de nombreux points de ce type de structures.

Nous rappelons les grandeurs et relations utiles en élasticité tridimensionnelle : (voir tableau
3.1)

Le méme jeu de relations est présent dans le cas de la théorie des poutres, seules les grandeurs
utilisées sont décrites a l’aide d’objets que I’'on appelle torseur. Ce sont les mémes étres mathématiques
que ceux que vous avez utilisés en mécanique des solides indéformables pour décrire leur mouve-
ment. Ils seront ici simplement associés aux déplacement et rotation d’une section droite, aux
déformations d’une section droite et aux efforts généralisés (résultante et moment) sur cette sec-
tion.

Analyse a I’échelle locale 3D

Nous ne rappellerons que quelques définitions de ’élasticité linéaire isotrope.

e Les différentes possibilités de déformations d’un volume élémentaire (dx dy dz). On définit les
3 déformations d’allongement (ou de contraction) €y, €yy, €., ainsi que les 6 déformations
de cisaillement €, €2, €24, €ya,s €2y, €2z

e Tenseur des déformations. Ces 9 composantes peuvent étre ordonnées dans une matrice
associée au tenseur des déformations é. Ce tenseur est symétrique de part sa construction.
Il y a donc 6 composantes indépendantes.

e Tenseur des contraintes. Il est associé aux contraintes agissant sur chaque facette d’un par-
allélépipede. La facette de normale & subit les contraintes 0., 0yz, 022. Nous appellerons
E le module de Young du matériau (en Pa). Nous appellerons v le coefficient de Poisson du
matériau (sans unité). Nous appellerons G = ﬁ le module de Coulomb du matériau (en

Pa). La loi de comportement permettant de passer du tenseur des déformations au tenseur

des contraintes est,

| - .=
€= zyﬁ - %trace(&)]d, (3.1)
ou _
7 = 2u€ + Atrace(€)lq, (3.2)

10



1T

déplacements

déformations

contraintes

€

a

condition aux limites
en déplacement

passage

déplacements

déformations

+ éq. compatibilité
€ik,jl — €kjyil =

€il,jk — €1jik

pour i £ jetl#£k

E=1/2 (ngd @+7 grad a’)

+ éq. compatibilité
(Beltrami)

+v)Aoj; + W = 0si gradf =0

loi de comportement

G = 2uE + Mtrace(€)Iy

équations
d’équilibre
(statique)

éq. de Navier:
(A + p)grad(divii)
+udiv(gradi) + pi = 0

divg + pf =0
Bau + f’Ury + 6017 + £ =0
6azy + 8ayy + 6Uyz + fy -0
Bazz + Bayz + 6azz +f,=0

condition aux limites
en contraintes

T(P, n) =on = Fd sur I'y

passage
contrainte
torseur

N = jS OpadS
Ty = Jg00ydS
T, = j Op.dS

M, —fsogxrdS
Mg, = fs OpzpzdS
My, =— js OpazdS

Table 3.1: Equations de la mécanique des solides déformables dans le cas d’'une modélisation tridimensionnelle




¢l

torseur des
déplacements

torseur des
déformations

torseur des
efforts intérieurs

{U} =

L5 ),

{

{Def} =
0T 4 Qy + 02
€T + V¥ + 727 et

{

{Tint} -
NZ+T,j+T.7
M,# + My + M2 |,

condition aux limites

{Uy={U},

en déplacement au point Py
passage
déplacements formules de Bresse
déformations (fonction de €z, vy, -..)
oy = M, /GI§ My = a,GI§
oy =My, /Ely, My, = oy Elpy
loi de comportement formules de Bresse o, =M. /Eln, My, = o Ely,
(fonction de N, Ty, ...) €z = N/ES N = ¢, ES
Yy =Ty/GSy Ty = 7y GS,
Yz = TZ/GSy T, =v.GS.
pet+ 2 =0
Py + % =0
équations p.+ 4= =0
d’équilibre o + difz =0
(poutre droite) ey + d]:l[fy -T.=0
e+ 8= 47, =0
condition aux limites —{rsr t+{ms-} = {7}
en chargement au point Py
passage Oy = Ty‘]yTyz)
oo — T=9:(,%)
zx S
torseur Oyy =0
contrainte 0yz =0
0., =0
O = Mm#i(w)

Table 3.2: Equations de la mécanique des solides déformables dans le cas d’'une modélisation unidimensionnelle.




avec les deux coefficients de Lamé donnés par,

A= (1+uﬁ?—2u)' (3.4)

On rappelle que la trace d’'une matrice est la somme des termes sur la diagonale de celle-ci.

Tableau 1 : Caractéristiques de plusieurs matériaux.

matériau Mod. de Young Coefl. lim. élas. trac. | lim. élast. compr. | masse vol.
10° Pa de Poisson 10° Pa lim. élas. traction | kg/m?
acier 210 0.285 200 a 600 1 7800
aluminium AU4G 75 0.33 300 1 2800
béton 14 a 21 0.3 300 11 1900
bronze 100 0.31 24 30 8400
cuivre 100 0.33 18 13 8900
fonte 100 0.29 18 a 25 33 7100
laiton 92 0.33 20 14 7300
marbre 25 0.3 50 150 2800
plexiglas 2.9 0.4 8 12 1800
titane 100 0.34 20 a 47d 10 4510
verre 60 0.22a0.3 3a8 100 2530

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 053 058 07/.

Analyse a 1’échelle 1D

On doit définir des grandeurs ”équivalentes” a celles utilisées en 3D, au point de la section droite
appartenant a la fibre moyenne. Cette fibre moyenne est la ligne qui relie ’ensemble des barycentres
des sections droites de la poutre. Une section droite est une coupure de la poutre dans le plan qui
contient les deux plus petites dimension. Nous utiliserons des torseurs : torseur de chargement, de
mouvement possible & une liaison, de déplacement, d’inter-effort, de déformation, d’effort intérieur.
Un torseur est toujours composé d’un vecteur appelé résultante R et dun pseudo-vecteur appelé
moment M , et il est exprimé nécessairement en un point A. Pour ceux qui ne se souviennent plus
de ce qu’est un pseudo-vecteur, consultez le cours sur les tenseurs de 3A [2]. Dans le cas d'un
torseur de chargement, la figure 3.2 illustre que les forces F; et les couples C; en un point A ne
subissent pas les mémes transformations par un plan de symétrie : la force est un vecteur, le couple,
un pseudo-vecteur.

Pour changer d'un point A a un point B, la formule de changement de point d’'un torseur est a
connaitre.

Pour un torseur de chargement, d?inter-effort ou d’effort intérieurs :

o=Lan b, Lo 1,7 f
A B B

Un moyen mnémotechnique pour retenir la formule de changement de point, est de vous souvenir
de votre héro de jeunesse "BABAR” : Mp = Mu + BAAR.

Pour un torseur de déplacement :

ol

{U}:{%}A
13

—

R
Ma+RAAB

—

R
M

—

R
Mp

(3.5)

w

uB




Figure 3.2: Un vecteur et un pseudo-vecteur ne sont pas transformés de la méme fagon par un plan
de symétrie.

e Erreur classique : Il ne faut pas oublier de préciser, pour tout torseur, en quel point il est
exprimé.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 002 015 016 017 018 019 054.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 078, 031. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 002 057.

3.1.2 Notion de poutre

Nous travaillons ici,

e soit dans dans un repere global associé a I’ensemble de la poutre. Nous noterons les vecteurs
de ce repere global i, j, k,

e soit dans dans un repere local & un point H. Nous noterons les vecteurs de ce repere local
Z,1y, 7. Le vecteur ¥ sera toujours choisi parallele a la fibre moyenne. Les vecteurs ¥ et 2’
orthogonaux & &, seront dans les directions principales de la section droite (voir paragraphe
3.1.5).
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Figure 3.3: Les concepts a la description du mouvement de la fibre moyenne.

e Erreur classique : Il ne faut pas oublier de préciser, pour tout torseur, dans quel repere il
est exprimé.

Principes et lois

Nous développerons une théorie linéaire, donc nous vérifierons le principe de superposition : si un
chargement 1 implique un champ de torseurs de déplacement 1, un chargement 2 implique une
champ de torseurs de déplacement 2, alors appliquer la somme des deux chargements implique un
champ de déplacement somme des deux champs précédents.

Le principe de St Venant, exprime que la solution de la théorie des poutres fournie est admissible
loin des points de chargement, de liaison, des discontinuités de fibre moyenne et de sa dérivée et
des variations brusques de section.

Le mouvement d’un point M de la poutre sera associé au mouvement du point H de la section
droite a laquelle il appartient. Il est donc nécessaire de définir le type de lien cinématique entre le
point M et le point H. Différentes hypotheses de cinématique de section droite sont possibles :

e de Bernoulli : une section plane reste plane et normale & la fibre moyenne. Nous la nommerons
plus tard, cinématique numéro 2,

e de Timoshenko : une section plane reste plane,

e de Bernoulli généralisée : une section plane peut se voiler. Nous la nommerons plus tard,
cinématique numéro 3.

La rigidité équivalent de la section droite sera dépendante de la cinématique choisie.

Cinématique d’un point de la fibre moyenne

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.3.

e Le torseur des déplacements du barycentre d’une section peut étre écrit

w0 -{ }H (37)

avec w 'angle dont a tourné la section droite, u le déplacement du point H. Les unités S.I.
de w est le radian qui est sans dimension, celles de u est le m.

ISTRRS
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Figure 3.4: Démonstration de I'expression du torseur des déformations.

e Le torseur des déformations entre deux points H(s) et H(s + ds) éloignés 'un de lautre de
ds qui peut étre pris infiniment petit, est défini par :

lim 1

ety = 4o 7= (Wiera = Whae ) - (3:8)
Tout calculs faits (voir figure 3.4), on obtient,
do
— _ ds
{Def}y { m }H (3.9)

Pour cette démonstration, vous noterez qu’est effectué un développement de Taylor des va-
riables et que seuls les termes d’ordre 2 sont conservés. Si entre deux points H et H’,

le mouvement est celui d'un solide rigide, les deux torseurs sont reliés par la formule de
changement de point, alors le torseur des déformations est nul.

Attention ! Dans ce cours,

e & désigne un angle de rotation (en radian), et non une vitesse de rotation (dans le torseur
cinématique d’un solide, elle était notée Qg9/91).

e « désigne un déplacement (en metre)

e IIs sont donnés par rapport au repere global (O,f,j,l;)
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Figure 3.5: Les concepts utiles a la détermination du degré d’hyperstatisme et des réactions aux
liaisons.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 001.

“/k Pour vérifier votre assimilation de ce paragraphe, je vous invite a faire le brevet
012. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 056 055.

3.1.3 Liaisons - isostaticité - hyperstaticité

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.5.

Liaisons parfaites normalisée - torseur des efforts transmissibles

Dans ce cours, la résultante du torseur des efforts transmissibles sera notée é, le moment sera
noté M. La liaison étant considérée parfaite, la puissance développée dans cette liaison doit étre
nulle quels que soient les déplacements et rotations éventuels possibles. Ceci implique que le travail
d’une liaison soit nul. Il est calculé par le comoment des deux vecteurs :

—

{ ﬁO’JA }A®{ J\Z }on (3.10)
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qui se développe en
wW.Ma+11Ua.R=0. (3.11)

Ci-dessous, sont donnés les torseurs d’efforts transmissibles. On peut les retrouver a partir des
formules ci-dessus, en écrivant pour la liaison choisie le torseur cinématique associé (mouvements
de translation et de rotation autorisés par la liaison), puis choisir un torseur d’inter-effort qui a a
priori toutes les composantes en résultante et en moment, et écrire que le comoment est nul quelle
que soit 'amplitude des mouvements possibles.

Les liaisons associées a un probleme tridimensionnel sont normalisées. La symbolique est donc
la méme que celle que vous utilisez pendant la formation de Technologie-Mécanique. Utilisez les
dessins associés !

e liaison tridimensionnelle encastrement : {7}, = {

Rii + R;j + Rik }
Cii+Cjj+Cik J

e liaison tridimensionnelle pivot d’axe A7 : {t}, = { Rii + Ryj + Rk } ,
A

C,j+ Cik
e liaison tridimensionnelle glissiere d’axe Ai {t},= { o fiijc—h%lé i } ,
il 3] k A

onC,; 7 e i

, ~2G7 BT+ Rk

e liaison tridimensionnelle hélicoidale d’axe Ai de pas p : {7}, = P, o J g+ f ,
Cit+ Cj5 + Cik N

e liaison tridimensionnelle pivot glissant d’axe A7 : {r} A= { R J + Bk } ,
Cjj + Crk A

e liaison tridimensionnelle sphérique & doigt d’axe A7 et Aj : {t}, = { Rii+ gj]];_ Rik } ,
k A

e liaison tridimensionnelle sphérique en A : {7} , = { i

Ri;Jr RjjJr RkE }
A

e liaison tridimensionnelle appui plan de normale A7 {t}, = { C v.iﬂc i } ]
il k A

e liaison tridimensionnelle linéaire rectiligne de normale Aj de direction Ai: {7} 4= { gj ]I:: } ,
k) A

e liaison tridimensionnelle linéaire annulaire d’axe Ai: {t}, = { R —t Rik } ,
A

0

o liaison tridimensionnelle ponctuelle d’axe A7 : {7}, = { Rgl } .
A
Les liaisons associées a un probleme bidimensionnel ne sont pas normalisées. Faites attention
a la signification de chaque symbole en fonction de l'ouvrage. Pour notre part, la symbolique
présentée dans la figure 3.6 sera utilisée. Pour un probleme dans le plan (A,i,5) :

e liaison bidimensionnelle encastrement : {7} , = { Rii + Rjj } ,
Crk N

e liaison bidimensionnelle appui simple : {7}, = { Rii +uRjj } ,
A

0k

e liaison bidimensionnelle appui sur rouleaux de normale Aj : {7} A= { RE)]I; } ,
A

18



2NN,

R S S

Figure 3.6: La symbolique des liaisons 2d utilisée dans ce cours (non normalisée).

e liaison bidimensionnelle glissiere d’axe A7 : {t}, = { gﬂlz; } :
kBT 4

e Erreur classique : Il ne faut pas, lorsque le probleme est bidimensionnel, utiliser les liaisons
tridimensionnelles (et inversement).

“* Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 037 et 038. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

Torseurs de chargement

Dans ce cours, la résultante sera notée F, le moment sera noté C. Les différents torseurs de
chargements sont :

e force concentrée au point A de direction 4

my={

e couple concentré au point A de direction @

{2} ={ g }A, (3.13)

e densité linéique de force pf sur un segment de longueur ds au point P

{dfs}{ p;gls } : (3.14)

P

oy,

}A, (3.12)

e densité linéique de couple ¢i sur un segment de longueur ds au point P

—

{dT4}={ y }P, (3.15)

cids

e torseur équivalent exprimé au point C, d’'un chargement linéique sur un segment AB :

B pds B pds 12 pds
{75}:/ { éds } :/ { cds + pid AP_C‘} =\ [P esin Pt - (3.16)
" P 4 éds + pds o [ (@+pnPC)ds o

Attention dans la derniere égalité ci-dessus d’avoir exprimé p’ et ¢ dans une base fixe qui ne
dépend pas de I'abscisse curviligne.
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Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 039 et 090. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

isostaticité - hyperstaticité

Avant de rechercher les efforts intérieurs a une poutre, il est parfois nécessaire de calculer les
réactions qui transitent par les liaisons qui maintiennent cette poutre en contact avec les autres
solides voisins.

démarche La procédure suivante est a suivre
1. Isolement du solide. Pour ce faire :

e vous définissez le solide ou I’ensemble de solides que vous souhaitez isoler (pour nous ce
sera la poutre considérée),

e par la pensée, vous entourez ce domaine isolé par une fine peau,

e a chaque endroit ou cette fine peau intersecte une liaison, ou un chargement, un torseur
doit étre écrit

2. Bilan des actions. En chaque point ou doit étre écrit un torseur, vous écrivez : le point, le
type de liaison (éventuellement précisez de quel axe), le torseur (d’effort transmissible ou de
chargement). Vous rajoutez a cette liste les torseurs de chargement & distance (pesanteur,
forces électromagnétiques, ...)

3. Principe fondamental de la statique. Si le domaine isolé est en équilibre, la somme de ces
torseurs est nulle. En présence d’un chargement linéique ou surfacique, I’écriture de I’équilibre
doit faire apparaitre I'intégration de ce torseur sur le domaine d’intégration (intégrale simple
ou double).

4. Ecriture du systeme d’équations. Dans le cas d’un probleme tridimensionnel, I’équilibre se
traduit par Décriture de 6 équations (trois de résultante, trois de moment). Dans le cas
d’un probleme bidimensionnel, I’équilibre se traduit par 1’écriture de 3 équations (deux de
résultante, une de moment autour d’un axe perpendiculaire au plan du probleme).

5. Détermination du nombre d’inconnues hyperstatiques. Attention, le calcul (nombre d’inconnues
- nombre d’équations = degré d’hyperstatisme) est faux ! En effet, tout dépend com-
ment les inconnues sont positionnées dans les équations. La méthode est la suivante :

e Vous entourez en rouge les chargements. Ce sont les données du probleme.

e Parmi les réactions aux liaisons (les inconnues), vous entourez en bleu celles qui peuvent
étre déterminée en fonction des chargements.

e Si toutes les inconnues sont déterminées : le systeme est dit isostatique.

e Si toutes les inconnues ne peuvent pas étre déterminées (deux inconnues sur une méme
équation, et qui n’apparaissent pas ailleurs par exemple), le systéme est hyperstatique
vis-a-vis de ce degré de liberté. Vous choisissez I'une de ces inconnues que nous ap-
pellerons inconnue hyperstatique, vous l'encadrez en vert, et vous la supposez connue
(au méme titre que les chargements en rouge) pour recherchez toutes les inconnues qui
peuvent de ce fait étre maintenant déterminées (vous les entourez en bleu). Vous pouvez
étre amené a choisir plusieurs inconnues hyperstatiques.

e Le degré d’hyperstatisme est le nombre minimal d’inconnues (entourées en
vert) qui ont dues étre choisies comme hyperstatiques.

6. Vous écrivez 'expression de chaque inconnue déterminée (en bleu), en fonction du chargement
(en rouge) et des inconnues hyperstatiques (en vert). Dans la suite du probleme, chaque fois
qu’une inconnue bleu apparait, elle sera remplacée par son expression rouge et verte.
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Exemples L’exemple de détermination du degré d’hyperstatisme d’un systeme tridimensionnel
est présenté figure 3.7.

L’exemple de détermination du degré d’hyperstatisme d’un systeéme bidimensionnel est présenté
figure 3.8. On remarquera que 1’équilibre est écrit au point D, mais qu’il aurait pu étre écrit en
un autre point, les équations qui auraient alors été obtenues seraient une combinaison linéaire des
équations présentées dans I'exemple. L’inconnue hyperstatique choisie est I'inconnue Rs. Il aurait
été possible de choisir R3 ou Cy. Quelque soit ce choix, le nombre d’inconnues hyperstatique reste
de 1.

Systéme isostatique associé On appelle systeme isostatique associé, le systeme identique
géométriquement, mais dont les liaisons aux points ou des inconnues hyperstatiques ont été choisies,
doivent étre modifiées :

1. si inconnue hyperstatique est une force dans la direction Z, le degré de liberté associé, la
translation dans la direction Z, est libérée. La liaison est donc remplacée par la liaison qui
bloque les mémes degrés de liberté sauf ce degré de liberté. Par exemple, si le probleme est
tridimensionnel, une liaison encastrement, sera transformée en une liaison glissiere d’axe i
Si le probleme dans le plan (A,Z,j), une liaison appuis simple sera remplacée par une liaison
appuis sur rouleau de normale ;

2. si 'inconnue hyperstatique est un couple dans la direction i, le degré de liberté associé, la
rotation dans la direction Z, est libérée. La liaison est donc remplacée par la liaison qui
bloque les mémes degrés de liberté sauf ce degré de liberté. Par exemple, si le probleme est
tridimensionnel, une liaison encastrement, sera transformée en une liaison pivot d’axe i

Ce systeme isostatique associé est considéré comme chargé par
1. le méme chargement extérieur que le systeme initial,

2. auquel on ajoute les inconnues hyperstatiques, qui sont alors considérées comme un charge-
ment connu.

Equation associée a une inconnue hyperstatique Le probleme isostatique associé peut donc
étre résolu completement en fonction des données de chargement et des inconnues hyperstatiques.
Appelons cette solution solution 1.

Pour retrouver le probleme initial, I'inconnue hyperstatique assurait que le déplacement associé
a celle-ci était nul. Il faut donc rajouter une équation cinématique par inconnue hyperstatique :

1. si 'inconnue hyperstatique est une force Ri au point B, le déplacement dans cette direction
en ce point doit étre nul : up.i = 0.

2. si 'inconnue hyperstatique est un couple C7 au point B, la rotation dans cette direction en
ce point doit étre nulle : wp.i = 0.

Ces équations supplémentaires, fournissent des relations entre les inconnues hyperstatiques et
les chargements. Elle permettent donc de déterminer les inconnues hyperstatiques en fonction du
chargement.

La solution complete du probleme qui vérifie les conditions aux limites du probleme de départ,
exprimée en fonction uniquement du chargement du probleme de départ, est alors connue en
remplagant les inconnues hyperstatiques par leur expressions en fonction du chargement dans la
solution 1.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 003 006.
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Figure 3.7: Détermination du degré d’hyperstatisme pour un systeme 3D.
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VF Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 013, 014, 015, 016, 091, 092, 800, 801 et 802. Si vous avez des difficultés, je vous invite a con-
tacter le référent du brevet correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent._
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Figure 3.9: Les concepts utiles a la détermination du degré d’hyperstatisme et des réactions aux
liaisons.

seg+
seg- H

seg+
Seg ~Tint

Tiint

Figure 3.10: Définition du torseur des efforts intérieurs.

3.1.4 Efforts intérieurs
Calcul du torseur des efforts intérieurs

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.9.

Dans ce cours, pour le torseur des efforts intérieurs, la résultante sera notée Emt, le moment
sera noté Mint.

On oriente la poutre. Soit le point H d’abscisse s. On notera seg+ la demi poutre dont les
abscisses sont supérieures a s. On notera seg— la demi poutre dont les abscisses sont inférieures a
s.

Si le paramétrage est donné, on veillera pour la simplicité des calculs, a orienter la poutre dans
le méme sens que les parametres sont croissants (s croissants ou € croissant).

Prenons comme définition que le torseur des efforts intérieur représente les actions de la partie
seg+ sur la partie seg- (voir figure 3.10).

Si l'on isole le segment seg-, celui-ci est sollicité par des torseurs extérieurs (de chargement ou
de liaison) sur le segment seg- et par le torseur des efforts intérieurs. Ce segment étant a ’équilibre,
la somme des torseurs doit étre nulle, donc on obtient I’égalité,

{Teff.int.} = Z {Tezt—)seg—}- (317)

seg—

Nous aurions aussi pu isoler le segment seg +. Celui-ci est sollicité par des torseurs extérieurs
(de chargement ou de liaison) sur le segment seg+ et par un torseur qui est 'opposé du torseur des

25



efforts intérieurs par le principe d’action et de réaction. Nous faisons ici 'hypothese qu’au point de
coupure H il n’y a pas de force concentrée. Ce segment étant a I’équilibre, la somme des torseurs
doit étre nulle, donc on obtient ’égalité,

{Teff.int.} = Z {Tezt—>seg+}- (318)

seg+

On note donc que nous disposons a chaque fois de deux manieres de calculer le torseur des
efforts intérieurs, en utilisant soit la partie seg+ soit la partie seg-. Les deux méthodes donnent le
méme résultat, car la poutre, dans sa globalité seg+ U seg- est en équilibre. C’est a vous de choisir
le segment qui implique le moins de calcul. Par exemple, si sur I'un des segments il y a des liaisons
et des chargements, et sur 'autre que des chargements (par définition connus), c’est ce dernier
segment qu’il faut utiliser car cela vous évite d’avoir a calculer les inconnues aux liaisons, et donc
de faire ’équilibre global de la structure, déterminer son degré d’hyperstatisme, and so on....

En général, la connaissance du torseur des efforts intérieurs est nécessaire sur ’ensemble de la
poutre. Plusieurs cas doivent étre étudiés en faisant varier le point H, car lorsque s croit, a chaque
passage d’un chargement, le torseur de chargement passe du segment seg+ au segment seg-.

e Erreur classique : Si vous oubliez de définir lorientation de la poutre par une phrase ("La
poutre est orientée de A vers D”) ou par une fleche sur le dessin du systéme, alors, le correcteur
ne pourra étre str que votre démarche est correcte : cela peut entrainer un échec a la tentative de
ceinture.

Exemple Dans le premier exemple (figure 3.11, le calcul du torseur des efforts intérieurs ne
nécessite pas la détermination des inconnues aux liaisons. On remarquera dans cet exemple que
deux cas sont a étudier en fonction de la position du point H.

Composantes du torseur des efforts intérieurs La détermination du torseur des efforts
intérieurs en un point H est généralement faite dans le repere global (O,fjﬁ). Son expression
peut méme étre donnée en un point différent de H. Néanmoins, si le type de sollicitation vous est
demandé, et c’est toujours le cas, il est nécessaire

1. d’exprimer ce torseur au point H

2. de 'exprimer dans le repere local au point H qui prenne en compte I'orientation locale de la
poutre et de la forme de sa section droite.

En effet, si par exemple le torseur des efforts intérieur comporte une force F ; la réponse en
déformation de la poutre sera différente si la direction j est parallele a la fibre moyenne ou per-
pendiculaire.

Soit (H,Z,7,Z) le repere local tel que,

e H tangent a la fibre moyenne,

e Hij et HZ axes principaux de la section droite,

{ru} :{ 1\1?4 }:{ Mx];[iw};jyij;\;fz }H’ (3.19)
avec,
e N : effort normal,
o T, : effort tranchant suivant la direction ¥,
e T, : effort tranchant suivant la direction 2/,

e M, : moment de torsion,
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Figure 3.11: Exemple de détermination du torseur des efforts intérieurs pour un systeme 2D
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e M f, : moment fléchissant autour de 'axe H7y,

e M f, : moment fléchissant autour de I'axe HZ.

On écrira donc le torseur des efforts intérieurs, au point H et dans ce repére local, afin de
pouvoir identifier les types de sollicitation que la poutre subit.

Exemple Sil’on reprend le cas tridimensionnel précédemment traité, la détermination des com-
posantes

e au point H; donne un effort normal N; = —Fj, un effort tranchant dans la direction ¥
Ty1 = Fs, et un moment fléchissant autour de Paxe HZ My,1 = Fi(l2) + F2(l1/2 — s1). En
effet, repere local et global sont confondus : & = ;,g' = ; et 27=k.

e au point Hy compris entre B et D, donne un effort normal Ny = —F}, et un moment fléchissant
autour de 'axe HZ My.o = Fils. En effet, repere local et global sont confondus.

e au point Hy compris entre D et E, donne un effort tranchant dans la direction 4 Tys = F1,
et un moment fléchissant autour de 'axe HZ My, = Fi(lo — s3). En effet, repere local et

global ne sont plus confondus : & = j, Y= —iet Z=kF.

e Erreur classique : Pour déterminer les composantes d'un torseur des efforts intérieurs, il
ne faut pas oublier avant identification, d’exprimer ce torseur dans le repere local au point H.

e Erreur classique : Il ne faut pas confondre le moment M a une liaison, et un moment
fléchissant My ou de torsion M, : 'un traduit les efforts et moments transmissibles (qui peuvent
étre exprimés dans n’importe quel repere), 'autre des efforts et moments a l'intérieur de la poutre
(qui ne peuvent étre exprimés que dans le repere local au point H de cette poutre.)

e Erreur classique : Les composantes du torseur des efforts intérieurs doivent étre exprimées
en fonction des chargements et des inconnues hyperstatiques. Si vous les laissez en fonction des
inconnues aux liaisons, vous ne trouverez pas les contraintes, déplacements et rotations en fonction
du chargement.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 002, 005, 018, 001 et 803. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du
brevet correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.
Equations d’équilibre

Elles ne sont pas vues dans ce cours bien que figurant dans le second tableau du paragraphe 3.1.1.
Elles ne sont pas indispensables a la résolution de probleme. Référez-vous a la bibliographie.
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Figure 3.12: Les concepts utiles a la détermination a venir de la loi de comportement de la fibre
moyenne.

3.1.5 Description de la section droite

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.12.
La théorie des poutres n’utilisant que la fibre moyenne, il est nécessaire d’associer a cette fibre
moyenne des grandeurs décrivant la section droite.

e Erreur classique : Attention aux unités ! Les intégrales sont effectuées sur des surfaces
et non des volumes (comme dans le cas du cours de mécanique générale), et la masse volumique
n’apparait pas (comme dans le cas du cours de mécanique générale).

Moment statique d’une aire plane

Si la section droite est notée S, et § la distance entre un point M de cette section droite et une
droite A appartenant au plan de la section droite,

ma ://SédS. (3.20)

est le moment statique de cette section par rapport a la droite A. Elle est homogene a une
longueur?.

Un exemple de calcul de moment statique est fait figure 3.13.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 005.

Barycentre

Si dp est la distance entre le barycentre de la section droite et la droite A appartenant au plan de
la section droite, et S 'aire de la section droite, alors :

dy = % (3.21)
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Figure 3.14: Exemple de détermination du barycentre d’une section droite triangulaire.
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Figure 3.15: Exemples de définition de la distance § pour chaque calcul de moment quadratique
ou polaire.

Le distance est homogene & une longueur (Si! Si! N’est-ce pas formidable 7).
Un exemple de calcul du barycentre est fait figure 3.14.

e Erreur classique : Ne pas confondre le barycentre H d’une section avec le centre de gravité
G de la poutre complete. Ils ne sont pas confondus pour une poutre faite en deux matériaux de
masse volumique différentes dans 1’épaisseur (par exemple un bilame).

Moment quadratique - rayon de giration - produit quadratique d’une aire plane

La figure 3.15 présente un exemple des différents axes autours desquels peuvent étre calculés les
moments quadratiques et polaire passant par le barycentre H d’une section droite.
Le moment quadratique par rapport a une droite A appartenant au plan de la section droite

Q/Lﬁw, (3.22)
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est homogene & une longueur?. Ce terme apparaitra dans la loi de comportement en flexion :

plus le point est éloigné de la fibre moyenne, plus il sera sollicité (proportionnalité & ¢) et plus sa
sollicitation créera un moment (& nouveau proportionnalité a §): d’ot le terme en §2. A aire de
section droite S constante, plus la matiere est loin de la fibre moyenne, plus le moment quadratique
est grand.

Si la section droite est notée S, § la distance entre un point M de cette section droite et une
droite A appartenant au plan de la section droite, et ¢’ la distance entre un point M de cette
section droite et une droite A’ appartenant au plan de la section droite, le produit quadratique de
cette section par rapport aux deux axes § et &’ est donné par

4

Ian = —// 56 dsS, (3.23)
s
qui est homogene a une longueur®.

A Taide de ces grandeurs, on peut construire le tenseur quadratique de la section droite. Par
exemple, par rapport aux deux droites Hy et HZ| avec 13 et z; deux directions orthogonales entre
elles, on obtient,

(3.24)

lH lH z
— Y Y
1 1~<1

IHy1Z1 IHZ1 :| (¥1,21)®(y1,71)

Les axes principaux d’une section droite, sont les deux axes Hy et HZ tels que les termes hors
diagonale de ce tenseur sont nuls :

fH:[ny 0

0 (3.25)

] (4,2)®(,7)

Pour la diagonalisation d’une matrice, veuillez consulter vos cours de math ou [10].

Exemple Les calculs d’'un moment quadratique et d’un produit quadratique d’une section trian-
gulaire par rapport a deux droites passant par son barycentre sont détaillés figures 3.16 et 3.17. Le
calcul des directions principales et de I'expression du tenseur d’inertie dans cette base est donnée
ci-dessous.

Si 'on prend comme dimensions de la section triangulaire a = 3 mm et b = 2 mm, le programme
scilab (demo09.sce) suivant donne A la matrice associée au tenseur d’inertie dans la base (1, 21) ®
(1, 71), A2 la matrice associée au tenseur d’inertie dans la base (7, 2) ® (¥, 2) et X les vecteurs
directeurs (en colonne) des deux directions principales.

//demo09.sce avec scilab

a=3;b=2;
iyy=a*bA3/36;izz=b*aA3/36;iyz=aN2*bA2/T2;izy=iyz;
A=liyy,iyz;izy,izz];

A

[A2 X]=bdiag(A);

A2

X

Ceci fournit les résultats :

= 0.67 0.5
Iy = [ 05 15 } mm?* (3.26)
’ ’ (1,21)®(71,21)
In = { 0'613 1(;3 ] mm?, (3.27)
10 @982
7= —0.917 + 0.427, (3.28)
7= —0.42i/; — 0.917,. (3.29)
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Figure 3.17: Exemple de détermination d’un produit quadratique d’une section droite triangulaire
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Figure 3.18: Exemple de détermination d’'un moment polaire d’une section droite circulaire.

Les deux vecteurs sont bien de norme 1. On remarquera dans ce cas que les direction principales ne
sont pas paralleles a I'un des bords de la surface considérée. Les valeurs de moments quadratiques
autour des deux axes principaux d’inertie sont les deux valeurs extrémes (minimale et maximale)
lorsque la base d’expression du tenseur d’inertie tourne autour de 'axe HZ.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir la
partie du brevet 006 associée au moment quadratique et le brevet 093. Si vous avez des difficultés,
je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont le mél est disponible sur
https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

moment polaire

Si la section droite est notée S, la normale & cette section Z (tangent a la fibre moyenne), et §
la distance entre un point M de cette section droite et la droite HZ, alors le moment polaire par

rapport a 'axe HT
In= // 62 dsS. (3.30)
S

exemple Le calcul du moment polaire d’une section circulaire est détaillé figure 3.18.

a la dimension d'une longueur?.

e Erreur classique : Ne pas confondre moment quadratique et moment d’inertie. Ils ne sont
pas homogenes entre eux !

e Erreur classique : Ne pas confondre produit quadratique et produit d’inertie. Ils ne sont
pas homogenes entre eux !

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé 007.
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3.1.6 Annexe 1

“/k Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons a obtenir les
brevets 040 et 094. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ.maine_referent_brevet.

3.2 Lois de comportement de la poutre

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.20.

3.2.1 Objectif

En I'état actuel, vous savez calculer le torseur des efforts intérieurs en tout point d’une poutre
en fonction du chargement et d’éventuelles inconnues hyperstatiques. Deux types de démarche
peuvent alors vous étre demandées :

1. calculer les déplacements et rotations de sections droite en certains points de la poutre

2. calculer les contraintes maximales dans la poutre pour déterminer si les limites d’élasticité
du matériau constitutif de la poutre ne sont pas dépassées.

La premiere démarche nécessite a partir des torseurs d’efforts intérieurs, de calculer les torseurs
de déformation, puis le champs de déplacement et de rotation des points de la fibre moyenne.
Ces calculs peuvent étre fait en restant dans une description 1D si 'on connait la relation entre
les composantes du torseur des déformations et les composantes du torseur des efforts intérieurs.
Pour démontrer ces relations il faut passer (voir figure 3.20) par une description locale 3D des
déformations et contraintes engendrées en un point P de la section droite distant du point H de la
fibre moyenne par un vecteur tel que HP = gy + 2Z. Ces relations appelées loi de comportement de
la poutre dépendent des hypotheses de cinématique prises dans la section droite. C’est pourquoi,
nous étudierons 3 cas. Ces trois cas sont illustrés sur une poutre en flexion représentée figure 3.21.

3.2.2 1lere cinématique
description de la cinématique

Le plan normal suit le torseur en H’ sans se déformer dans le plan. On peut alors calculer le
déplacement du point P’ par rapport au point P (voir figure 3.22). On considere le torseur des
déformations connu. La section droite passant par H’ subit un mouvement de corps solide, donc
les torseurs de déplacement sont les mémes pour tous les points de la section droite.

déformations

On calcule le tenseur des déformations du parallélépipede entre P et P’ de cotés dy, dZ, ds (voir
figure 3.23). On évalue dans un premier temps le gradient de @, en notant que dax = ds, dy = dy
et dz = dz.

contraintes

On calcule le tenseur des contraintes nécessaire & I'obtention de ce tenseur des déformations (voir
figure 3.24). On utilise pour cela la loi de comportement de I’élasticité tridimensionnelle, qui utilise
les coefficients de Lamé p et .
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Figure 3.21: Les trois cinématiques des sections droites envisagées, illustrées dans le cas d’une
poutre de section droite rectangulaire, sollicitée en flexion et effort tranchant.
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Figure 3.23: Calcul du tenseur des déformations pour la cinématique 1.
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Figure 3.24: Calcul du tenseur des contraintes pour la cinématique 1..
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torseur des efforts intérieurs

L’ensemble des contraintes sur les facettes de normale & aux points P’ de la section droite passant
par H’, en se cumulant, réalisent les actions du segment seg+ sur le segment seg-. Elles doivent
donc étre équivalentes au torseur des efforts intérieurs. Il faut donc faire des intégrales sur la section
droite (voir figure 3.25). Comme le point H' est le barycentre de la section droite, les moments
statiques sur I’ensemble de la section sont nuls : ceci fait disparaitre quelques intégrales. D’autre
part, ds pouvant étre pris infiniment petit, d’autres intégrales sont négligeables. Pour les termes
de moment, apparaissent les moments quadratiques, le moment polaire et les produit quadratiques
de la section droite. Ces derniers sont nuls si les axes ¢ et Z sont les directions principales de la
sections droite : c’est ce qui est choisi.

écriture matricielle

Les 6 équations précédentes peuvent étre écrites sous forme matricielles en faisant apparaitre le
module de Young E et le coefficient de poisson v, grace aux relations 3.3 les liants aux coefficients
de Lamé.

N
Ty
T, _
M, | = (3.31)
My,
My,
- ES(—1+v) -
O+o)(—1+27) 0 0 0 0 0
ES
0 3140) 0 0 0 0 .
ES
Ebh(b°+h?) ai( 32)
0 0 0 =TT 0 0 N
0 0 0 0 Ehb?(=14v) 0 ay
12(1+v)(—1+2v) z
Ebh®(—1+v)
L 0 0 0 0 0 12(14v)(—142v) 4
incompatibilité

Cette cinématique implique que les contraintes o, et 0. ne sont pas nulles dans la section droite,
donc a fortiori sur les surface latérales de la poutre. Or, sur ces surfaces non chargées, les contraintes
exercées par l'air sur la poutre sont nulles. Il y a donc contradiction entre la réalité et le modele
associé a la cinématique 1. Prenons ’exemple d’un torseur des déformations ne comportant que
le terme €,. Tous les petits parallélépipedes entre les points P et P’ s’allongent de la valeur e ds.
De part 'effet Poisson, ils souhaitent se contracter dans les directions ¢ et Z. Or la cinématique
1 choisie, d’'un mouvement en bloc rigide d’une section droite les en empéche. Cette cinématique
n’est pas réaliste pour une poutres non bloquée sur toutes ses surfaces latérales.

I1 nous faut chercher une cinématique telles que sur les surfaces latérales les contraintes o, et
0., soient nulles. C’est 'objet de la seconde cinématique.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir le brevet
041. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.
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Figure 3.25: Calcul du composantes du torseur des efforts intérieurs la cinématique 1
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bpr 2 iy = Fyds — mda 5 (5.3)
Gp - = Wyds +oamdad & 0,(5,3)

Figure 3.26: Calcul du déplacement relatif du point P’ par rapport au point P pour la cinématique
2.
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Figure 3.27: Calcul du tenseur des déformations pour la cinématique 2.

3.2.3 2nd cinématique

Le plan normal peut se déformer dans le plan tel que oy, et o.. restent nuls.

description de la cinématique

Le torseur des déformations est choisi identique a celui de la cinématique 1, mais un mouvement
du point P’ dans le plan (g, 2)§ + @.(g, Z)Z, mouvement pour l'instant inconnu, est rajouté (voir
figure 3.26.

déformations

Le tenseur des déformations est aussi modifié par la présence de ces deux fonctions (voir figure
3.27).

contraintes

On peut donc en déduire par la loi de 1'élasticité, le tenseur des contraintes (voir figure 3.28). Si la
poutre n’est pas chargée sur ses faces de normale ¥ et 2, les oy, 0., et 0,, doivent étre nulles sur
ces faces. Recherchons une solution telles qu’elles soient nulles dans toute la poutre, cela impose
une relation sur les fonctions inconnues. Si 'on réécrit ces conditions en terme de déformation, le
coefficient de poisson v entre les déformations apparait (voir figure 3.29). On peut alors en déduire
les champs de déplacement complémentaires pour assurer que les contraintes soient nulles sur les
faces latérales de la poutre. On remarquera que cela implique en tout point de la section droite,
que les contraintes oy, 0., et 0y, sont toutes nulles.

torseur des efforts intérieurs

Par la méme démarche que pour la cinématique 1, il faut donc faire des intégrales sur la section
droite (voir figure 3.30) pour obtenir les composantes du torseur des efforts intérieurs. Dans les
calculs présentés la nullité des moments statiques par rapport a H est utilisée.

écriture matricielle

Les 6 équations précédentes peuvent étre écrites sous forme matricielles.
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Figure 3.28: Calcul du tenseur des contraintes pour la cinématique 2 et des conditions de surfaces
libres de contrainte.
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Figure 3.29: Relation entre les déformations pour la cinématique 2 et les champs de déplacement
complémentaires.
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Cinématique 2 et 3 Cinématique 2 Cinématique 3

Figure 3.31: Répartition des contraintes de cisaillement dues a une sollicitation de torsion, en
fonction de la forme de la section droite et de la cinématique choisie.

N ES 0 0 0 0 0 €x
T, 0 GS 0 0 0 0 Yy
T, - 0 0 GS 0 0 0 Yz
M, | 0 0 0 Gl 0 0 oy |’ (3.33)
My, 0 0 0 0 Elyy 0 oy
My, 0 0 0 0 0 Elpy, Q
avec G le module de Coulomb,
E
= ) .34
¢ 2(1+v) (3.34)

incompatibilité

Cette cinématique implique que les contraintes o, et 0., sont constantes dans I’épaisseur de la
poutre, donc sur les surfaces extérieures latérales. Du fait de la symétrie du tenseur des contraintes,
cela implique sur la surface de normale ¢ que la contrainte o, soit non nulle. Or elle doit étre égale
a la contrainte exercée par I'extérieur sur cette surface. Si cette surface est libre, cette contrainte
extérieure est nulle. Il y a donc contradiction entre la réalité et le modele.

Il nous faut chercher une cinématique telles que la répartition des contraintes oy, et 0., soient
des fontions de y et Z et nulles sur les bords de la section droite. C’est 'objet de la troisieme
cinématique qui implique un voilement de la section en présence d’un effort tranchant.

Vk Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
042. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

3.2.4 3ieme cinématique

Le plan normal se déforme dans le plan tel que oy, et o.. restent nuls, et tel que les contraintes
Oyz €t 04, solent nulles sur les bords de la section droite. Cette cinématique (Fig. 3.21) sera
étudiée plus avant dans le cours de modélisation [11]. Nous y obtiendrons des facteurs correctifs
du moment polaire et des sections équivalentes sous effort tranchant. Ces facteurs correctifs sont
détaillés dans les tableaux des figures 3.32 et 3.33. Il en est de méme pour la sollicitation de torsion
pour laquelle la proportionalité de la contrainte de cisaillement avec la distance au point H n’est
vérifiée que dans le cas d’une poutre de section droite circulaire (Fig. 3.31).
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N ES 0 0 0 0 0 €
T, 0 GS, 0 0 0 0 Ty

. | | o o0 Gs. o o0 0 o

M, |~ 0o 0o 0 GI o0 0 a, | (3.35)
My, 0O 0 0 0 Elg 0 a,
M;. 0o 0 0 0 0 Elg |]|a

On rappelle ci-dessous la loi de comportement pour la cinématique 2, qui ne differe de la loi de
comportement de la cinématique 3 que par trois termes, sur les lignes 2, 3 et 4 :

N [ES 0 0 0 0 0 €
T, 0 GS 0 0 0 0 Yy
T. | | o 0o Gs o 0 0 7
M, || 0 0 0 GIhb 0 0 ap |’ (3.36)
My, 0o 0 0 0 Elg, 0 a,
M;. 0 0 0 0 0 El a.

e Erreur classique : Ne pas confondre dans la notation ci-dessus, GG le module de Coulomb
exprimé en Pa, le centre de gravité de l’ensemble de la poutre G (c’est un point, cela n’a pas
d’unité), et le barycentre d’une section droite H (c’est un point, cela n’a pas d’'unité).

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 095 et 049. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ.maine_referent_brevet.

3.2.5 Formules de Bresse

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.34.
Utilité : L’utilisation des Formules de Bresse, permet de résoudre des problemes :

e dans 'espace tridimensionnel,

e pour des poutres dont la ligne moyenne n’est pas rectiligne.
C’est leur généralité qui leur donne toute leur force. Elles sont donc étudiées dans ce cours plutot qe
se limiter aux méthodes associées uniquement aux poutres droites qui utilisent des formules du type
2
FEly, % = My.. Ces formules ne sont pas valables dans le cas de chargement tridimensionnels.

Les formules de Bresse peuvent étre construite par approche successive. Soit une poutre reliant
un point A & un point B, orientée de A vers B, le point courant étant noté H.

e Supposons que cette poutre soit infiniment rigide. Si le point A subit un torseur de déplacement
composé d’un angle de rotation w4 et d’une translation w4, alors le torseur de déplacement
au point B est obtenu par la formule de changement de point.

Wp = w4, (3.37)
ip =iia+daNAB. (3.38)

e Supposons cette fois que le point A est immobile mais que seul se déforme un petit trongon
HH’de longueur ds a partir du point H. Le torseur de déplacement de H’ est composé de
Wi = (T + oy + a.2)ds et d’'une translation @ = (€;& + v,y + 7-2)ds. La déformation
de ce petit segment implique un torseur de déplacement au point B :

wp = (X + ayy + a,z)ds, (3.39)

U = (€& + V¥ + 7:2)ds + (0 + ayy + a.2)ds A HB. (3.40)
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TABLEAU 1I. — EFFORT TRANCHANT - CONTRAINTES DE CISAILLEMENT

TABLEAU I, 2. = SECTIONS USUELLES - CONTRAINTES DE CISAILLEMENT ET DEFORMATION
DUES A L’EFFORT TRANCHANT - FORMULES APPROCHEES

e

Les formules approchées, donnant ponr les sections usuclles les valeurs des contraintes de cisailloment et la valeur de la
section raluite %, (mtervenant dans le ealeul s déformations), ont dbd détermindes & partir des hypothéses mentionnées dans le
tableau 1L & et des hypothises supplémentaires suivantes :

a) Cas des sections pleines. b) Cas des seclions minces ([ermées ou ouvertes).
] Le long d'une ligne parallide i Vaxe inertie Gz d'ordonnée La contraintc de cisaille-
1 y, coupant le contonr dv la section aus dewx pointsact b: | lement  est  tangente on
) i " chaque peint 3 la ligne
e Y 1. les contraintes de eisaillement, f, passent tontes par -E=——TTFF muyenne du profil.
1 : le point de concours des deux lanpentes cn a et b oau
i g : cuntour alc la seetion, G %

2. 1a composante f, suivant Gy des contraintes de cisail-
lement ¢ est constante.

==
3 ‘ CONTRAINTE DE CISAILLEMENT nEEor.
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Figure 3.32: Effet du cisaillement pl
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Tahbl i, 2 Sections usuelles - Contraintes de cisaillement et déformation dues & 1'effort tranchant - Formules approchées {wuite]
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Figure 3.33: Effet du cisaillement p2
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Chargements
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Figure 3.34: Les concepts utiles au passage direct du torseur des efforts intérieurs au torseur de
déplacement.

e Supposons cette fois que le point A est mobile et que toute la poutre se déforme. 11 suffit de
faire la somme des torseurs : du premier et du second que I'on aura intégré le long de toute
la poutre AB. On obtient les formules de Bresse ci-dessous.

Soit une poutre dont I'orientation de la fibre moyenne est de Pgep & Py, si le torseur des
déformations est noté,

ootz || My/GI§E+ Mfy/Elgyy+Mf./Elg, 2
{DefH}{ €wf+'}/y?7+'7zg }{ N/ESf-FTy/GSyg—f—TZ/GSZZ Ha (341)

avec le module de Coulomb G donné par (Eq. 3.34)

E
G = 0T V)__ (3.42)

Alors le torseur de déplacement au point P ¢;,, par rapport au torseur de déplacement du point
Pgep est,

WP fin
Upfiny = 4 &
{Uprin} { UP fin }me
SPfin(

Wrdeb SPdeb

T+ oy + a,Z)ds

Updeb + WPdeb N Pdeb_Pfin + ::dfi: (€27 + vy ¥ +7:2)ds

+fSPf”’ (2@ + ayy + a2 )/\H_‘meds

Spdeb Pfin
@paes + [T (M /GI§ &+ M fy/Elpy § + M f./Elp. 2)ds
- SPfin — — 343)

Updeb + DpPdeb N Pdebem + fspd . N/ES:U + T /GSy y+ T, /GS Z)ds

+f5Pf”L M, /GIS % +Mf,/Ely, y+ Mf,/Elg, z /\Hmeds

SPdeb

Pfin

Les formules de Bresse ci-dessus sont relatifs a la cinématique 3. Nous rappelons ci-dessous, les
formules de Bresse pour la cinématique 2, qui ne different que par 3 termes :
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Upfin
Opdep + [TPT (M, /Gy &+ M fy/Elpy 4+ M f./Ely, 2)ds

SPdeb
- Spfln (344)
UPdeb+WPdeb/\Pdebezn +<f5pd . N/ES:C+T /GSy+T /GS Z)ds
+ fss:dflbn (M, /GIy & + Mfy/EIHy g+ Mf./Ely, 2) A HszndS Pfin

e Erreur classique : Une fois les formules de Bresse utilisées, votre résultat ne doit plus
faire apparaitre les coordonnées du point H. Si c’est le cas, c’est que vous n’avez pas effectué
I'intégration entre les abscisses spgey €t Spfin-

e Erreur classique : Si dans un probleme donné, le déplacement en Py, et connu et que
vous recherchez le déplacement en P 4., écrivez la formule de Bresse comme ci-dessus, puis passer
le termes complémentaires a i pyf;, de 'autre coté de 1’égalité.

e Erreur classique : Si vous utilisez les formules de Bresse entre un point spge, et spin et
que vous devez couper 'intégrale en deux en passant par un point sp;,; (comme ”intermédiaire”,
la formule de bresse en déplacement s’écrit :

Upfin = Updeb + Wpdeb N Paev Prin

+ / " (NJES & +T,)GS, i+ T./GS. 7)ds

SPdeb

SPint
Jr/ (My/GI§ 2+ Mfy/Elgy §+ Mf./Eln, 2) N HP finds

SPdeb

SPfin
+ / (N/ES#+T,/GS, j +T./GS. )ds

SPint

SPfin -
+/ (M, /GI§ % + M f,/Elyy i+ Mf./Elg, %) N HPpinds.  (3.45)

SPint

Vous noterez bien que le vecteur apres le produit vectoriel reste HP #in dans les deux intégrales.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé faq sdp 008.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé faq sdp 008.
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3.2.6 Exemple d’utilisation : sollicitation de traction

Pour une poutre sollicitée en traction-compression, seul I'effort normal N est différent de 0. La loi
de comportement de la fibre moyenne 3.35 fournie donc,

€ N/ES

Yy 0

Y= | _ 0

a | = 0 (3.46)
oy 0

Qo 0

Les composantes du tenseur des déformations € en un point P & la distance y; et z; de la fibre
moyenne, sont alors données par,

€xx — N/ESa

ny = —Vé€gy,

€2z = —Ve€gg,

S (3.47)
€y =0,

€ =0.

Les composantes du tenseur des contraintes & sont alors données par,

Oze = N/S,

Oyy =Yy

Oz =V,

S (3.48)
Oyz =V,

0. =0.

On note dans ce cas particulier que les tenseurs des contraintes et des déformations ne dépendent
pas de la position du point P par rapport au point H.

“/k Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir les
brevets 050, 054 et 089. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ.maine_referent_brevet.

3.2.7 flexion simple autour de 'axe HZ

Une poutre est sollicitée en flexion simple autour de 'axe HZ lorsque My, et T}, sont différents de
0. La loi de comportement de la fibre moyenne 3.35 fournie donc,

€ 0

Yy Ty/GSy

Y | _ 0

o | = 0 . (3.49)
Qy 0

o, My./Ely.,

Les composantes du tenseur des déformations € en un point P & la distance y; et z1 de la fibre
moyenne, sont alors données par,

ezz(yh Zl) = é\iflzz Y1,

€yy(y1,z1) = —Véga,

ezz(yh Zl) - ;Vezz; (350)
€xy(Y1,21) = g5 9(v1),

€yz =0,

€a =0.
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Figure 3.35: Les concepts utiles au passage direct du torseur des efforts intérieurs au torseur de
déplacement.

La répartition des déformations dans I’épaisseur de la poutre n’est pas constante (cinématique 3).
La fonction g(y;) peut étre calculée (voir cours de 2iéme année & venir). Cest la raison pour
laquelle il faut corriger la section en cisaillement (S,) dans la loi de comportement. Des exemples
de ces fonctions sont fournies dans les tableaux joints (figures 3.32 3.33).

Les composantes du tenseur des contraintes ¢ sont alors données par,

Uzz(yla Zl) = - ]ny: Y,

Oyy =0,

Oz - (;’y (3.51)
ory(y1,21) = g(y1),

Oy= =0,

sz =0

On note dans ce cas particulier que les tenseurs des contraintes et des déformations dépendent
de la position du point P par rapport au point H.

“/k Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
051, 052, 053, 055 et 96. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ.maine_referent_brevet.

3.3 Dimensionnement

Ce paragraphe concerne les étapes mises en gras dans le synopsis figure 3.35.

3.3.1 Cercle de Mohr des contraintes

Voir le cours de Mécanique des solides déformables [12].

3.3.2 Critéres de limite d’élasticité
Rappels

Nous ne rappelons ici que quelques définitions.
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e Contraintes principales Le tenseur des contraintes exprimé dans la une base (€, €2, €3) cor-
respondant aux directions principales a pour forme

01 0 0
=] 0 o2 0 . (3.52)
0 0 o3 (€1,€2,€3)R(€1,€2,€3)
e Les invariants de ce tenseur sont
11(5) = trace(?) =01 + 02 + 03, (353)
L(o) = (trace(?))2 — trace(?Q) = 0109 + 0903 + 03071, (3.54)
Ig(?) = det(s) = 010203. (355)

e Les parties sphérique S et déviatorique D peuvent aussi étre calculées :

e 1 —
S = gtrace(E)Id, (3.56)

D=5-35, (3.57)

avec Id le tenseur identité constitué de 1 sur la diagonale.

Critére de Von-Mises

Le critere de Von-Mises est lié a la partie déviatorique du tenseur des contraintes

s (E) < g (3.58)
soit
(Cpz — oyy)2 + (oyy — 0.2) 2+ (022 — 00z) + 6(ozy + 0y- + 0.2) < g%, (3.59)
avec ¢ la valeur de contrainte a ne pas dépasser. Dans un espace engendré par les contraintes
(01,02,03), la limite de Von Mises est un cylindre d’axe (1,1,1) et de section circulaire de rayon g.
Critere de Tresca

Le vecteur contrainte tangentielle a un module inférieur a une valeur 7. Dans un espace engendré
par les contraintes (01,02,03), la limite de Tresca est un cylindre d’axe (1,1,1) et de section hexag-
onal de coté 7.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé faq sdp 010.

3.3.3 Méthode de calcul

Lors des travaux pratiques, les charges maximales a appliquer a la structure doivent absolument
étre calculée avant de faire les essais. L’enseignant, ne vous donnera l'autorisation de charger cette
structure que lorsque vous lui aurez fourni les valeurs que vous ne dépasserez pas.

La démarche a suivre est la suivante :

e bilan des actions
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e calcul du torseur des efforts intérieurs

e détermination des évolutions de ses composantes le long de la poutre (avec I’abscisse curviligne

s)

effort normal : N(s) =
— effort tranchant dans la direction ¢ : Ty(s) =
— effort tranchant dans la direction 2': T.(s) =
— moment de torsion : M, (s) =
— moment de flexion autour de axe Hy : My, (s) =
— moment de flexion autour de Paxe HZ : My,(s) =
e recherche du point le plus sollicité : Les criteres de limite d’élasticité s’écrivant en élasticité,
il faudrait calculer le tenseur des contraintes en tout point P est lui appliquer un critere

(par exemple de Von Mises pour de I’acier). On peut simplifier le critére dans quelques cas
particuliers :

si la poutre est soumise a de la flexion My, de ’effort tranchant 7, et de ’effort

normal N, la contrainte en un point P de la section droite tel que HP = 4y + 27 est donnée
par :
. N{(s M. (s)y
Uzz(S,y): ( )7 fZ( )y
S(s) I (s)

II faut rechercher le maximum et le minimum de o.,. On considérera donc les demie-
épaisseurs de la poutre Gmazi = h(S)/2 0U Ymazi = —h(s)/2. On se limitera :

(3.60)

— pour de l'acier & —240 M Pa < 0, < 240 M Pa
— pour de I'aluminium et ses alliages & —30 M Pa < 0., < 30 M Pa
— pour du bois sollicité dans le sens des fibres (longitudinalement) & —20 M Pa < 0., <

50 M Pa .

Pour les autres matériaux, consultez les tableaux affichés en salle tp.

si la poutre est soumise a de la torsion pure M,, et que la section est circulaire
de rayon r(s), alors la contrainte est une contrainte de cisaillement. Elle est donnée en un

point P de la section droite tel que HP = 7€, par,
Io(s)

(3.61)

oz0(s,7) =

Sa valeur maximale est donnée pour # = r(s). On se limitera :

— pour de l'acier & —240/2 M Pa < 049 < 240/2 M Pa
— pour de I'aluminium et ses alliages —30/2 M Pa < 0,9 < 30/2 M Pa ,

Pour les autres matériaux, consultez les tableaux affichés en salle tp.

dans le cas ol1 en un point est présent une contrainte normale o,, et une contrainte
de cisaillement 0,4, alors on calculera une contrainte équivalente (de Tresca),

Ocquiv = \/ O—%m + 40—39- (362)

Sa valeur doit étre comprise :

e pour de l'acier entre —240 M Pa < 0cquiv < 240 M Pa ,
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e pour de I'aluminium et ses alliages entre —30 M Pa < 0cquiv < 30 M Pa

3.3.4 Exemple de calcul

Soit une poutre droite AB = i (avec I = 0.2 m), encastrée au point A et chargé par un effort F' i
en B, de section circulaire de rayon r = 0.005 m, en acier. Calculez la force F' maximale admissible
par la structure.

e bilan des actions :

S

1 .
bl
1 )4

une liaison encastrement en A {
F_.'
un torseur de chargement { ()J }
B

e calcul du torseur des efforts intérieurs : on oriente la poutre de A vers B. Le torseur des
efforts intérieurs en H(s) tel que AH = si, se calcule en fonction de la partie aval :

=05} =L e ), =L ), e

avec (H,Z, 7, Z) le repere local en H.
e détermination des évolutions de ses composantes le long de la poutre (avec l'abscisse s) :

— effort normal : N(s) =0

— effort tranchant dans la direction § : Ty(s) = F

— effort tranchant dans la direction Z': T,(s) =0

— moment de torsion : M, (s) =0

— moment de flexion autour de axe Hy : My, (s) =0

— moment de flexion autour de axe HZ : My.(s) = F(l — s)

e recherche du point le plus sollicité :
La poutre est soumise a de la flexion M¢, de 'effort tranchant 77, la contrainte en un point

P de la section droite tel que HP = Uy + 22 est donnée par :
F(l—s)y

Oza(8,9) = — E—yy (3.64)
Il faut rechercher le maximum et le minimum de o,,. On considérera donc les demie-
épaisseurs de la poutre Umazi = OU Ymazi = —7- On obtient donc :
020 (0, —1) = %;4 - % (3.65)
d’ou,
F< W. (3.66)

41
Soit pour une poutre de rayon r = 0.005 m et une longueur de [ = 0.2 m, une force maximale
admissible de F' = 118 N.
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VF Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
076. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.
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3.4 Résolutions de problemes

Si 'objectif est de calculer un déplacement (ou une rotation) d’un point de la poutre, il faut :
e choisir un point de départ ot le déplacement et/ou la rotation est connue
e orienter la poutre du point de départ au point ou s’effectue la recherche de déplacement
e écrire la ou les formules de Bresse nécessaires

e identifier les composantes du torseur des efforts intérieurs qui doivent étre calculées, et sur
quel segment,

e calculer ces composantes en fonction du chargement (et des éventuelles inconnues hypersta-
tiques (en vert)). Le choix judicieux du secteur aval ou amont peut parfois permettre d’éviter
de calculer les réactions aux liaisons.

e deux cas sont possibles :

— le systeme est hypertatique

x il faut écrire une équation supplémentaire : elle concerne le degré de liberté dual de
Pinconnue hyperstatique (en vert).

* Si c’est une force dans une direction, c’est le déplacement dans cette direction. Si
c’est un moment autour d’un axe, c’est la rotation autour de cet axe.

x Calculer (comme ci-dessus par les formules de Bresse ou une méthode énergétique)
le déplacement recherché (ou la rotation recherchée). Ceci vous donne une équation
supplémentaire qui lie 'inconnue hyperstatique (en vert) aux chargements (en rouge).

x Remplacer dans les expressions des composantes d’effort intérieur, I'inconnue hy-
perstatique (en vert) par son expression en fonction du chargement,

— si le systeme est isostatique, les composantes du torseur des efforts intérieurs sont alors
connues en fonction uniquement des chargements (en rouge).

e injecter ces expressions dans les formules de Bresse,

e faire les intégrales

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 075 et 077. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

3.4.1 Reésolution par superposition
Hypotheéses

Pour que le principe de supperposition soit valide, il faut que la loi de comportement du matériau
utilisé soit linéaire et que les déplacements soient petits devant les dimensions de la structure.
Cette deuxieme condition s’exprime plus précisément par le fait qu’il faut que le torseur des efforts
intérieurs ne varie que de facon négligeable s’il est calculé pour la poutre dans sa configuration
initiale et 8’il est calculé dans sa configuration déformée.

Enoncé

Soit une structure élastique linéaire, sous un ensemble de chargements {71} cette structure subit
un champs de déplacement {U;}, sous un ensemble de chargements {72} cette structure subit un
champs de déplacement {Us}, alors si elle est chargée simultanément par {71} + {72}, son champs
de déplacement est {U;} + {Uz}.
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Exemple

Soit une poutre droite de longueur ! = 1 m, de moment quadratique Iy, = 11078 m?* autour de
I’axe HZ reliant les points A et B, tel que AP = [i et que le point A est encastré.

e Cette poutre sous une charge en B F = 1003 N, subit un déplacement en B qui vaut up =
0.01595 m.

e Cette poutre sous un couple C' = 100k N.m en D, milieu de [AB], subit un déplacement en
B qui vaut i = 0.01795 m.

Sous les deux chargements, le déplacement du point B vaut up = 0.0338}a m.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 056, 074 et 097. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

3.4.2 Meéthodes énergétiques

Les formules de Bresse nécessitent des calculs dans des espaces vectoriels, alors que bien souvent,
c’est un déplacement dans une direction, une rotation autour d’un axe ou un état de déformation
qui est cherché. Ce sont des grandeurs scalaires (des tenseurs d’ordre 0). Il est donc intéressant de
mettre en place une méthode de résolution qui utilise une grandeur scalaire : 1’énergie.

Energie de Déformation

Par définition ’énergie de déformation dans une structure composée de poutres correspond a la
somme sur toute la poutre de I'énergie de déformation dans chacune des sections droites. Cette
énergie de déformation locale est le comoment du torseur des déformations de la section droite et
du torseur des efforts intérieurs. Le fait que la structure soit élastique, fait apparaitre le coefficient
1/2 de part la proportionalité de ces deux torseurs. En utilisant la loi de comportement de la
cinématique 3, on peut remplacer le torseur des déformations par son expression du torseur des
efforts intérieurs. On obtient ainsi la formule 3.67.

L N Ty TR M2 MY M
nt — S —— z x 2 ds. .
" ' 2 /structure (ES + GSy + GSZ * Glg + EIHy + EIHz 8 (3 67)

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
057. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

Travail des chargements extérieurs

Les chargements extérieurs sont de deux types :
e les réactions aux liaisons
e les chargements imposés

Supposons que pour une poutre, un unique chargement soit imposé en un point B et que celui-ci
soit représenté par un torseur {7} dont les deux composantes F' et C' croissent proportionellement.
Sous l'effet de ce chargement le point B subit un champs de déplacement représenté par le torseur
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{Up} composé d’une résultante & et d’'un moment @p. Le travail de ce torseur de chargement
entre 1’état repos et 1’état chargé est la moitié du comoment des torseurs de chargement et de
déplacement :

1 /- o
Weat = 5 (F.ﬁB + C.w) . (3.68)
Les réactions aux liaisons, si elles sont parfaites, ne travaillent pas. En effet, soit la composante

de déplacement ou de rotation est nulle alors qu’une réaction est présente, soit la composante de
déplacement ou de rotation n’est pas nulle, mais la composante de force ou de couple est nulle.

Travail d’un chargement constant lors d’un mouvement dii & une autre charge

Supposons qu’'un torseur de chargement {74} soit appliqué & un point A et que ce point A subisse
un torseur de déplacment {U4} di & un autre chargement. Le travail de {74} dans le mouvement
{Ua} est,

Woar = (ﬁ.ﬁA + Cw) , (3.69)

qui differe de ’équation 3.68 simplement par I’absence du coefficient %

Théoreme de réciprocité de Maxwell-Betti

Supposons maintenant qu’un systeme subisse :

e un premier chargement {71} en un point A qui implique un champs de déplacement {U; } en
tout point de la poutre. Ce premier chargement est suivi d'un second {72} en un point B,
qui implique un champs de déplacement supplémentaire {Us}. Dans la premiére phase, le

travail extérieur est Wi, = % (ﬁA.GlA + C'A.cblA . Dans la seconde phase il est Wio + Wae =
(FA-UQA + éA-@A) +3 (FB-U2B + C'B-LUQB)-

e un premier chargement {72} en un point B qui implique un champs de déplacement {Us} en
tout point de la poutre. Ce premier chargement est suivi d'un second {71} en un point A,
qui implique un champs de déplacement supplémentaire {U;}. Dans la premiére phase, le

travail extérieur est Woy = % (ﬁB.ﬁQB + CV’B.(;/JQB . Dans la seconde phase il est Wy, + W71 =
(FB-ThB + 6'3@13) +1 (FA-UM + éA-wlA)-

Le champ de déplacement total ne dépend pas de l'ordre dans lequel les chargements ont été
appliqués. Le travail des forces extérieures n’en dépend donc pas. Egaler ces travaux ammene
a légalité Wis = Woy : le travail du chargement 1 dans le déplacement 2 est €gal au travail du
chargement 2 dans le déplacement 1.

A titre d’illustration, si le chargement 1 est une force Fiaen A qui implique un déplacement
iU1p en B, le chargement 2 est une force Fyp en B qui implique un déplacement 4 en A, alors,

Fiatioa = Fop.i . (3.70)

Si les modules des forces et leurs directions sont les mémes, et que les déplacements sont mesurés
dans les directions de ces forces,
U4 = U1B- (371)

Si lon appelle ¢1o = 42| le coefficient d’influence d’une force en A sur le déplacement en B, on a
FlA ) ?

alors I'égalité des coefficients d’influence,
C12 = C21. (372)

Le coefficient d’influence n’est rien d’autre que la fonction de réponse en fréquence entre le point
A et le point B a fréquence nulle.
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Vk Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 058 et 098. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet
correspondant, dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

Théoréme de Castigliano

Sur I'exemple du ressort de raideur k, montrons que le déplacement u et relié a la force F' par
U= %. Wewt = %uF, oru=F/k, donc W,y = %F2/k:, d’on % = F/k et % = u.

Si le systeme est conservatif, le travail des chargements extérieurs est stoqué sous la forme
d’énergie interne. On a donc U'égalité Wi, = Weyy.

On peut donc énoncer de fagon plus générale, le théoreme de Castigliano comme suit.

Pour un effort F'7ii en un point A,

OWint
g .M =——mv. 3.73
i = = (3.73)
Pour un couple C7 en un point A,
v — aWzn
Wa. M= 8C’t’ (3.74)

Le théoreme de Castigliano peut aussi étre utilisé en un point non chargé. Pour cela,
e on ajoute au chargement réel un chargement fictif dual du déplacement recherché,
e on calcul le torseur des efforts intérieur di a ces chargemnts

e on utilise le théoreme de Castigliano, et on trouve le déplacement en fonction du chargement
réel et fictif,

e dans le résultat de déplacement, on annule le chargement fictif pour retrouver le probleme
réel initial.

e Optimisation classique des calculs : Il ne faut pas calculer I'intégrale de 1’énergie de
déformation, avant de faire la dérivation par rapport au parametre ¢, mais échanger les signes
intégration et dérivation pour faire la dérivation en premier. En effet, si une composante ne
dépend pas du parametre de dérivation (par exemple N), le terme 2N %—IZ = 0, cela n’aurait servi

a rien de calculer 3 [ N2 s
2 Jpoutre ES 7"

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
cette partie. Le fichier est nommé faq sdp 009.

Vk Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
059. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

60



3.4.3 Résolution de systemes hyperstatiques
Extérieurement

Dans le paragraphe 3.1.3, vous avez déterminé si le syteme étudié était isostatique ou hyperstatique
par rapport aux liaisons avec le monde extérieur. Pour chaque inconnue hyperstatique, vous
avez écrit, paragraphe 3.1.3, ’équation cinématique associée permettant d’obtenir une équation
supplémentaire. Le calcul de la valeur du degré de liberté associé peut étre faite :

e par les formules de Bresse, appliquées au systeme isostatique associé.

e par Castigliano.
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Figure 3.36: Un systeme hyperstatique intérieurement nécessite d’effectuer une coupure en un point
arbitraire C.

Intérieurement

Un systeme est hyperstatique intérieurement, lorsque la fibre moyenne est fermée (voir figure 3.36).
En effet, si 'on effectue une étude du torseur des efforts intérieurs en un point H, il est nécessaire
de définir les segments seg+ et seg -. Or, si la fibre moyenne est fermée, ces segments sont reliés
entre eux par la fibre moyenne sans passer par H. Il est alors impossible de définir le torseur des
efforts intérieurs.
Le démarche a suivre est donc la suivante :

on choisit un point de coupure C sur la fibre moyenne fermée.
on coupe par la pensée la fibre moyenne en C

on charge les deux faces de la coupure avec deux torseurs {71 } et {72} dont les 6 composantes
sont inconnues. Nous avons donc a priori 12 inconnues hyperstatiques. Dans le cas d’un
probleme plan, les deux torseurs n’auront que 3 inconnues chacun: deux de résultantes et
une de moment.

Des relations existent entre ces 12 composantes. Pour les trouver, on isole un petit trongcon
de fibre moyenne de longueur 2ds autour du point C ce qui définit les point C’ et C”, puis on
écrit 'équilibre de ce petit trongon qui est chargé par — {71}, — {72}« et éventuellement
un chargement concentré connu en C {rc}. L’équilibre fournit 6 équations reliant les com-
posantes de {m2} a celles de {m1} et {7¢}. On fera tendre ds vers 0, afin de simplifier les
relations.

La fibre moyenne de la structure n’est alors plus fermée, le torseur des efforts intérieurs en
un point H peut étre calculé classiquement en fonction des chargements extérieurs et des
composantes de {71}

Pour déterminer les valeurs des inconnues hyperstatiques, on agira classiquement en utilisant
Castigliano : la nullité traduit que le déplacement relatif de C” par rapport a C’ est nul et
que la rotation relative de C” et C’ est nulle.

@ Sur http://umotion.univ-lemans.fr, vous pouvez visualiser la réponse & une question sur
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cette partie. Le fichier est nommé faq sdp 012.

Vr Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le brevet
077. Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant,
dont le mél est disponible sur https://framacalc.org/univ_maine_referent_brevet.

3.4.4 Systémes articulé

Si la barre est droite, articulée et non chargée sur sa longueur alors,
Ni
{tu} = { o } , (3.75)
0 Jy

avec 7 direction de la barre

Treillis plan Un treillis est un assemblage de poutres droites que ’on peut considérées articulées
entre elles ou non. Dans le cas ou elles sont considérées articulées entre elles et que les chargements
sont appliqués sur les noeuds du treillis, alors, le paragraphe ci-dessus implique qu’elles ne subissent
que des efforts normaux. Dans ce cas, la résolution peut étre faite progressivement en faisant
I’équilibre de chaque noeud, a partir d’un noeud ou seuls deux efforts normaux sont inconnus. Une
méthode de résolution graphique (Crémona et funiculaire) existe, mais n’est pas vu dans ce cours.

3.5 Non linéarités géométriques (grands déplacements)

Le cours a été mené dans I'hypotheses des petites perturbations (petites déformations et pe-
tits déplacements par rapport aux dimensions de la structure). Lorsque I'hypothese des petits
déplacement est caduque, il faut réécrire le torseur des efforts intérieurs dans la configuration
déformée et non la configuration initiale. Une méthode itérative doit étre mise en place.

Ceci ne sera pas fait analytiquement dans ce cour. Vous le ferez numériquement dans le cours
de modélisation et expérimentalement lors du travail pratique sur le flambement.
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