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Si vous êtes l’une des 50 personnes qui téléchargent annuellement ce polycopié et que vous
passez au Mans, venez m’offrir un café (sans sucre)... et on en profitera pour parler du contenu afin
de l’améliorer.
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Chapitre 1

Objectifs et méthode

Tous les documents (cours, td, tp , examens, corrigés, qcm) relatifs à ce cours sont disponibles
sous http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95

Ce polycopié est divisé en plusieurs parties :
– Pour vérifier de façon individuelle que vous avez acquis les compétences nécessaires, des petits
exercices ciblés, appelés brevets, sont disponibles dans le recueil banque de brevets. Ils ont
été écrit suites aux erreurs rencontrées les plus fréquemment dans les copies d’examen. Cette
banque de brevet concerne l’ensemble des trois années de formation à l’ENSIM. Un arbre des
connaissances vous permet, en grisant les brevets dont vous êtes détenteur-trice de savoir où
vous en êtes dans la formation proposée.

– Pour vous entrâıner à manipuler les concepts et à prendre un peu de hauteur et vous ap-
proprier la démarche globale, des sujets de travaux dirigés et des sujets d’examens sont
disponibles dans un polycopié spécifique. Les corrigés des td et examens sont disponibles sur
UMTICE.

– Pour ceux qui le souhaitent, l’examen final classique de 1h15 sur une table n’aura pas lieu. Il
peut être remplacé par le passage de ceintures (de blanche à noire) qui valident chacune une
étape de la formation. Une ceinture est acquise lorsque
– vous trouvez le(s) résultat(s),
– votre copie ne présente pas d’erreur d’homogénéité,
– les écritures de l’ensemble de votre copie sont complètes (vecteurs, bases, points d’expres-
sion d’un torseur, unités pour un résultat chiffré).

Vous pouvez tenter d’obtenir une ceinture lorsque vous vous sentez prêt-e à le faire. Elles
sont passées de façon individuelle, dans l’ordre des couleurs. Vous ne pouvez passer qu’une
ceinture par séance. Vous pouvez passer une ceinture autant de fois que vous le souhaitez
(dans la réserve des places diponibles) jusqu’à obtention de celle-ci. Les passages de ceinture,
s’arrêtent une semaine avant le jury de fin d’année. Pour s’inscrire au passage d’une ceinture,
– Vous complétez le fichier inscription ceinture disponible sur UMTICE, en inscrivant votre
nom, la couleur de ceinture, le numéro de la tentative.

– Le jour choisi et à l’heure indiquée, vous vous présentez en salle td2.
– Vous écrivez sur votre copie la déclaration suivante : ”Je m’engage sur l’honneur à ne pas

évoquer avec mes camarades le contenu du sujet de passage de ceinture.”. Cela permet à
vos camarades de faire une mesure ”libre et non faussée” de leurs savoirs scientifiques et
non de leur compétence de mémorisation.

– L’enseignant vous donne le sujet.
– Vous répondez au sujet en respectant votre engagement.
– Vous allez déposer le sujet et votre copie dans le casier de JM Génevaux.
L’interfaçage avec les modalités de contrôle des connaissances qui nécessite une note sera fait
par la formule n = c

nc
∗ 20, avec n la note, c le nombre de ceintures obtenues et nc le nombre

de ceintures disponibles.
Nous vous souhaitons une bonne découverte, une intéressante confrontation des modéles que

nous développerons lors de cette formation à la réalité des essais effectués en travaux pratiques, et
bien sûr... une bonne collaboration entre vous, sauf pendant le passage des ceintures.
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Chapitre 2

dictionnaire

Il peut vous être utile de connâıtre les termes spécifiques à la mécanique en anglais. Voici donc
une sélection de termes.

acéré spiky
appuyé simplement simply supported

coalescer to coalesce
encastré clamped

être à divergence nulle to be divergence-less
isotherme isothermal
l’abaque the chart
la bobine the coil

la dispersion the scatter
la fréquence de pompage the pump frequency
la fréquence de sonde the imaging frequency
la fréquence supérieure the overtone

la fuite the leakage
la ligne nodale the nodal line

la manche, la pochette, l’alésage the sleeve
le moment quadratique d’une section droite the flexural moment of inertia

la poutre the beam
la pulsation the angular frequency
la rainure the groove
la rugosité the ruggedness

la variable muette the dummy variable
le flux entrant the inward flow
le flux sortant the outward flow

le jeu the clearance
le module d’Young the modulus of elasticity

le ventre de vibration the antinode
les conditions aux limite the boundary conditions

libre free edge
se contracter to shrink

serré tight
tendu taut
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Chapitre 3

Gestion des aléas

3.1 Les ceintures de gestion des aléas

1. blanche : être venue une fois en cours de théorie des poutres pour récupérer le polycopié et
avoir signalé à l’enseignant une faute d’orthographe ou de grammaire dans le polycopié.

2. jaune : savoir déterminer si les valeurs moyennes de deux populations ou d’un modèle et
d’une expérience sont significativement différentes.

3. orange : savoir déterminer l’incertitude sur les paramètres d’une régression linéaire liant deux
paramètres d’une population.

4. verte : savoir déterminer la limite de linéarité entre deux paramètres d’une population.

5. bleue : savoir déterminer l’incertitude sur la valeur moyenne d’un paramètre d’une population
et sur une grandeur composée.

6. marron :

7. noire :

3.2 Plan de progression dans cet enseignement

Pour que vous veilliez à ne pas prendre du retard dans votre progression, veuillez compléter au
fur et à mesure des séances les cases de la figure 3.1.

Figure 3.1 – Planning de progression.
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Figure 3.2 – Relation entre valeur vraie et mesure.

3.3 A propos de l’évaluation des incertitudes relatives à un
résultat expérimental, à un modèle, à leur comparaison.

3.3.1 Quelques rappels de grandeurs

Au paragraphe 3.3.19, est fourni un extrait de la norme qui définit exactement les termes
employés. Nous reviendrons ici sur quelques définitions et concepts.

– valeur vraie (voir figure 3.2)
– mesurande : C’est la grandeur soumise à mesurage.
– erreur : C’est l’écart entre la valeur mesurée et la valeur vraie : elle est par définition inac-
cessible.

– moyenne : nous la noterons

q̄ =

∑n
k=1 qk
n

(3.1)
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Figure 3.3 – Les seules informations auxquelles il est possible d’accéder à partir des mesures.

– variance d’une population (voir figure 3.3) :

sq = σ2
q =

∑n
k=1 (qk − q̄)2

n− 1
, (3.2)

avec n le nombre de points de mesure.
– variance sur la moyenne d’une population

σ2(q̄) =
σ2
q

n
(3.3)

– écart type : σ
– covariance : elle définit la liaison statistique entre deux grandeurs y et z. C’est une grandeur
dimensionnelle.

syz =

∑n
k=1 (yk − ȳ)(zk − z̄)

n− 1
(3.4)

Ce concept sera utile lorsque nous évaluerons l’incertitude sur une grandeur composée de
plusieurs grandeurs qui auront été mesurées. Si la covariance n’est pas nulle, on risque de
surestimer l’incertitude sur la grandeur composée.

– coefficient de corrélation : c’est la grandeur adimensionnelle comprise entre 1 et -1 qui quan-
tifie le lien entre deux grandeur,

ryz =
syz
σyσz

(3.5)

– résultat brut
– biais : la connaissance approfondie de l’appareil de mesure, et son étalonnage par rapport à
des grandeurs de références, permettent de quantifier l’écart entre la valeur de référence et la
valeur donnée par l’appareil de mesure. Ceci sera appelé biais. L’incertitude sur ce biais est
aussi à prendre en compte.

– résultat corrigé
– incertitude type : c’est l’incertitude d’un résultat de mesurage, exprimée sous la forme d’un

écart-type.
– incertitude élargie : c’est l’incertitude associée à un mesurage afin qu’elle comprenne une
fraction élevée de valeurs qui pourraient être attribuées raisonnablement au mesurande.

– facteur d’élargissement : une fois défini le taux de confiance avec lequel on souhaite afficher
le résultat, il faut prendre en compte le type de loi pour calculer ce facteur d’élargissement.

– intervalle de confiance : la norme précise que cette appellation n’est valable que si toutes les
incertitudes types sont obtenues par une méthode de type A.
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Figure 3.4 – Table de Student

– niveau de confiance
– répétabilité
– reproductibilité
– distribution uniforme
– distribution gaussienne
– distribution de Student (voir figure 3.4)
– degrés de liberté :
– pour une grandeur unique estimée par la moyenne arithmétique de n observations indépendantes,
ν = n− 1.

– pour une grandeur estimée par une droite des moindres carrés (pente et origine) utilisant
n observations indépendantes, ν = n− 2.

3.3.2 Plan de formation

– Avec de l’expérience, l’évaluation d’incertitudes de type B
– Sans information précise, l’évaluation d’incertitudes de type A
– Quelle est la distribution sous-jacente ? Simulation des lois ; des pièces mises bout à bout
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(a+b+c) ; une grandeur fonction de nombreuses autres (2*a+exp(b))/c).
– Procédure et expression de l’incertitude : voir figure 3.5 et le fichier ”FicheIncertitude”.
– Incertitude sur une moyenne
– Choix du type de régression
– Incertitude sur les coefficients d’une régression linéaire
– Incertitude sur une limite de linéarité
– Et en non-linéaire ?...
– Comparaison de populations

3.3.3 Démarche suivie à titre d’exemple

Nous nous proposons de déterminer la résistance au roulement C d’un sol sur une bille : au
point de contact P bille/sol, le sol exerce sur la bille qui roule dans la direction ~i un torseur,{

N~k + T~i

−Cj̆

}
P

. (3.6)

Pour déterminer ce paramètre C, nous lacherons sans vitesse initiale une bille sur un plan incliné,
arrivée en bas de ce plan incliné, elle poursuivra son mouvement sur une surface horizontale dont
on veut mesurer la résistance au roulement. Les données de l’expérience seront l’angle α du plan
incliné, la distance entre le point lacher et la fin du plan incliné x̃0, la masse de la bille m, son
rayon R, la pesanteur g. Le résultat de l’expérience sera la longueur parcourue à l’horizontale x2

(voir figure 3.6)
Nous suivrons la démarche suivante, qui utilisera les concepts présentés dans les paragraphes

de ce chapitre :
– modélisation (voir figures 3.7, 3.8, 3.9) pour mettre en évidence les relations entre C et les
paramètres de l’essai

– choix d’un jeu de paramètres
– 1er essai
– mesure de la réponse
– précision de la réponse : incertitude de type B (paragraphe 3.3.8)
– calcul de l’estimation C1 :
– précision sur C1 : incertitude de type A ; incertitude théorique (paragraphe 3.3.14)
– 2ième essai
– comparaison des 2 résultats expérimentaux x2,1 et x2,2 : répétabilité ; courbe comparative
– nième essai : x2,n

– calcul de la moyenne x̄2

– calcul de l’estimation C2.
– incertitude sur la moyenne de ces n essais ∆x̄2 : incertitude statistique sur une valeur moyenne
de ces n essais (paragraphe 3.3.5) ; programme incvalmoy.ods

– calcul de l’incertitude sur C2.
– changement d’un paramètre (la distance de lacher), car le coefficient C ne doit pas en dépendre
– incertitude sur la moyenne de ces m essais, calcul de C3 et de son incertitude : comparaison
– relation linéaire entre C et x̃0, utilisation de la pente de la droite x2 fonction de x̃0 : x2 = px̃0

– mesure des pentes maximale et minimale par la méthode manuelle (paragraphe 3.3.12)
– mesure des pentes maximale et minimale par la méthode statistique (paragraphe 3.3.10) ;
programme incvalli.sxc

– calcul des valeurs maximale et minimale de C4

– détermination de la fin d’une relation de linéarité ; programme incvalli.sce

3.3.4 Classifions un peu nos approches

Un client souhaite connâıtre ”la valeur” d’une grandeur X. Vous lui répondrez en quantifiant
la précision sur votre évaluation de cette grandeur X, et en lui associant un niveau de confiance.

Nous ne reviendrons pas sur les éventuelles corrections à apporter à la mesure (d’étalonnage,
d’environnement). Elles nécessitent un modèle et donc les incertitudes sur ces corrections peuvent
être traitées comme dans le paragraphe 3.3.14.

10



Figure 3.5 – Procédure d’expression de l’incertitude.
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Figure 3.6 – Un essai de lacher d’une bille pour mesurer le coefficient de résistance au roulement.

La procédure à suivre dépend de la demande du client. Si la grandeur demandée est directe-
ment accessible par l’essai (une température avec l’aide un thermomètre ...), en fonction de votre
connaissance (ou ignorance), vous choisirez :

– une évaluation de l’incertitude sur des mesures répétées, par méthode statistique (type A)
(paragraphe 3.3.5),

– et lorsque votre connaissance de l’expérience est plus empirique, vous pourrez évaluer cette
incertitude (type B) (paragraphe 3.3.8).

Si la grandeur demandée caractérise le lien entre deux grandeurs mesurables a et b, vous mènerez
un essai de b en fonction de a. Si ce lien est linéaire, la grandeur demandée peut être la pente p ou
l’ordonnée à l’origine c. Vous adopterez la méthode statistique (paragraphe 3.3.10) ou la méthode
manuelle (paragraphe 3.3.12) en fonction du type A ou B des incertitudes sur a et b.

Si la grandeur demandée, est une fonction plus ou moins complexe de votre résultat d’expérience,
mais faisant intervenir des grandeurs auxiliaires, un calcul de l’incertitude sur E est à faire par la
méthode du paragraphe 3.3.14. Par exemple, le module d’Young E d’une éprouvette de traction de
section e de largeur h de longueur l est donnée en fonction de la pente p de la courbe de traction
(écartement des mors et fonction de la force) par,

E =
1

p

l

eh
(3.7)

Nous conclurons cette présentation par quelques réflexions sur la méthode de calcul d’erreur
que vous utilisiez auparavant.

3.3.5 Incertitudes de type A

Elles sont essentiellement utilisées pour quantifier les incertitudes de répétabilité. Son évaluation
est plus chère qu’une évaluation a priori. Vous le constaterez en séance de tp.

On souhaite obtenir la mesure Y , dont le meilleur estimateur est la moyenne Ȳ des mesures Yi

que l’on réalisera. Il nous faut évaluer l’incertitude de Ȳ .
La démarche à suivre est la suivante :

1. faire les mesures Yi pour i de 1 à N .

2. calculer la moyenne des réalisations Ȳ =
∑N

i=1 Yi

N

3. calculer l’écart type estimé sur les réalisations de mesure σ(Y ) =

√∑N
i=1 (Yi−Ȳ )2

N−1
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Figure 3.7 – Modélisation d’un essai de lacher d’une bille pour mesurer le coefficient de résistance
au roulement : p1.
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Figure 3.8 – Modélisation d’un essai de lacher d’une bille pour mesurer le coefficient de résistance
au roulement : p2.
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Figure 3.9 – Modélisation d’un essai de lacher d’une bille pour mesurer le coefficient de résistance
au roulement : p3.
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Figure 3.10 – carré : les mesures yi ; losanges : les bornes de la valeur moyenne Ȳ +∆Ȳ et Ȳ −∆Ȳ
avec 5% de chances de se tromper.

4. vérifier que la distribution des mesures tend vers une répartition Gaussienne.

5. calculer la valeur de l’acart type (incertitude type) de la valeur moyenne σ(Ȳ ) = σ(Y )√
N

, (c’est

celle qui sera utilisée par la suite dans le calcul d’une incertitude sur une valeur composée).

6. choisir un niveau de confiance P%, par négociation avec le client, car le coût sera différent.
Par exemple, on acceptera un résultat avec 5% de chances de se tromper (soit P = 95%).

7. connaissant le nombre de degrés de liberté (N−1), prendre le facteur d’élargissement tp dans
la table de Student (figure 3.4),

8. calculer la valeur de l’incertitude élargie de la valeur moyenne : ∆Ȳ = tpσ(Ȳ ).

Comment choisit-on le nombre de mesures N ? Il vous suffit d’observer lors des essais l’évolution
de ∆Ȳ , et de vous arrêter lorsque le client est satisfait de la précision obtenue, ou qu’il ne veut pas
payer plus, ou qu’il exige de respecter une norme.

Un programme en language scilab, qui fait cette analyse et trace la courbe d’évolution de Ȳ +∆Ȳ
et Ȳ − ∆Ȳ , vous est fourni sur le site http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95. Il
produit la figure 3.10.

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les
brevets 026, 027, 043 et 030.

3.3.6 Détection de points aberrants lors de la détermination d’une valeur
moyenne

Supposons que nous disposons d’une série de n mesures ai d’une grandeur a. On peut calculer
la valeur moyenne ā en utilisant tous les points, mais il est judicieux de vérifier auparavant que
cette série ne comporte pas de mesure ”aberrante”. La détermination statistique pour rejeter une
valeur est la suivante :

– classer les valeurs par ordre croissant a(i),

– pour la valeurs extêmes que vous souhaiter tester a(1) ou a(n), calculer vn = |ā−aextreme|
σa

,
– choisir un seuil de signification α, par exemple α = 0.05,
– calculer Q = 200α,
– extraire de la table figures 3.11 et 3.12 la valeur de vmax(n;Q),
– si vn < vmax(n;Q) alors la mesure n’est pas considérée aberrante au seuil de α,
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– si vn > vmax(n;Q) alors la mesure est considérée aberrante au seuil de α, supprimer ce point
de la liste des ai, puis reprendre la procédure à la première étape pour vérifier les nouvelles
valeurs extrêmes.

La procédure s’arrête lorsque les deux valeurs extrêmes sont considérées comme non aberrantes.
Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les

brevets 085.

3.3.7 Comparaison de deux échantillons

Lorsque l’on souhaite comparer deux types d’échantillons ou tester la reproductibilité ou la
répétabilité d’une expérience, la comparaison ne peut être faite sur chaque réalisation de mesure,
mais sur la moyenne obtenue sur chaque ensemble de réalisations. On pourrait aussi envisager de
comparer les variances des échantillons, mais ce cas est bien plus rare. Pour ce dernier cas, nous
invitons le lecteur intéressé par ce dernier test à se reporter au livre de S. Geller.

Cette problématique est bien souvent rencontrée par les enseignants et les étudiants : les deux
types d’échantillons peuvent être les notes obtenues par deux sous-goupes d’une même promotion
qui ont passé un examen noté par des enseignants différents. Il suffit de calculer la moyenne avec 3
chiffres significatifs pour constater que les moyennes des deux échantillons sont différentes, mais cet
écart est-il significatif ? Si c’est le cas, le débat peut s’engager sur la recherche des causes (groupe
plus faible, enseignant plus exigeant...). Si ce n’est pas le cas, la discussion n’a pas lieu d’être.

Si le nombre de mesures dans chaque échantillon est ”grand”

On peut alors considérer que la distribution des mesures pour chaque échantillon i, suit une loi
gaussienne. Dans ce cas, la connaissance des moyennes µi et des incertitudes élargies sur celles-ci
∆µi (définie avec une confiance de x% est suffisante :

– s’il existe une zone commune entre les intervalles [µ1+∆µ1, µ1−∆µ1] et [µ2+∆µ2, µ2−∆µ2]
alors on peut affirmer avec x% de confiance que les échantillons ne sont pas significativement
différents.

– s’il n’existe pas de zone commune entre les intervalles [µ1+∆µ1, µ1−∆µ1] et [µ2+∆µ2, µ2−
∆µ2] alors on peut affirmer avec x% de confiance que les échantillons sont significativement
différents.

Si le nombre de mesures dans chaque échantillon est ”petit”

Dans ce cas, les distributions suivent une loi de Student, et la comparaison des intervalles
obtenus n’est pas suffisante. On peut se poser la question, ”Quelle est la probabilité pour que
la valeur absolue de la différence des deux moyennes soit supérieure ou inférieure à une valeur
donnée ?”.

Si n1 est le nombre de mesures xi de l’échantillon 1, n2 est le nombre de mesures yi de
l’échantillon 2, on calcule,

σ2
s =

∑n1(xi − x̄)2 +
∑n2(yi − ȳ)2

n1 + n2 − 2
; (3.8)

dans la mesure où,

t =
| x̄− ȳ |√
σ2
s

n1
+

σ2
s

n2

(3.9)

suit une loi de student avec ν = n1 + n2 − 2 degrés de liberté, il suffit de retrouver la valeur de t
dans le tableau 3.4. On en déduit la probabilité pour que l’écart des moyennes soient représentatifs
d’un même échantillon.

Si cette probabilité est supérieure à celle que vous vous êtes fixé, par exemple 95%, vous pou-
vez énoncer la phrase suivante : J’affirme avec 95% de confiance, que les deux moyennes sont
significativements différentes

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite le brevet 048.
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Figure 3.11 – Table de détermination de l’écart maximum admissible pour ne pas rejeter une
valeur douteuse (extrait de [7])
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Figure 3.12 – Table de détermination de l’écart maximum admissible pour ne pas rejeter une
valeur douteuse (extrait de [7])
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Figure 3.13 – Méthode des 5 M pour la détermination des incertitudes (extrait de recueil d’ex-
emples d’évaluation d’incertitudes)

3.3.8 Incertitudes de type B

Fondée sur l’expérience des utilisateurs, sur la connaissance des phénomènes physiques, c’est
une définition a priori de l’étendue des valeurs possibles.

Par exemple, pour un acier dont on n’a pas mesuré les caractéristiques mécaniques, le module
de Young E est compris entre 2.05 1011 Pa et 2.15 1011 Pa. Sans information complémentaire, on
prendra une distribution a priori uniforme entre ces deux valeurs, pour calculer l’incertitude type
associée.

Second exemple, dans le cas d’un affichage digital, on peut considérer la résolution de lecture
de plus ou moins 0.5 digit.

Si un appareil de mesure est de classe c, et que sa gamme de mesure est g, on peut évaluer une
incertitude de type B à partir de l’intervalle cg

100 . Il faut encore savoir si les dispersions suivent une
loi normale ou une loi uniforme.

Dans le cas d’une incertitude de type B, on peut donc également afficher X avec son incertitude
∆X.

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les
brevets 044 et 045.

3.3.9 Détermination de l’incertitude globale

La démarche doit être la suivante :
– définition du mesurande,
– description de la procédure de mesure,
– liste des appareils utilisé lors de cette mesure,
– analyse des causes d’incertitude : sur une ligne on reporte les différents composants de la
mesure, et pour chacun, on définit les causes possibles d’incertitude (exemple pour le cas
d’un étalonnage d’ampèremetre, figures 3.14 3.15),

– modélisation du processus de mesure : on doit obtenir la formule liant la grandeur que l’on
souhaite évaluer aux grandeurs mesurée ainsi que leurs éventuelles corrections,

– évaluation des corrections,
– calcul des incertitudes type : par la méthode de type A pour le traitement des lectures
lorsqu’elles ne sont pas uniques, par la méthode de type B pour chaque appareil (étalonage,
dérive, résolution, effet de température...),

– calcul de l’incertitude type composée (voir paragraphe 3.3.14).

3.3.10 Evaluation statistique de l’incertitude sur une pente p

On recherche une pente dans le cas où la modélisation nous laisse présager une relation de type
b = pa+ c.
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Figure 3.14 – Montage d’étalonage d’un ampèremètre (extrait de recueil d’exemples d’évaluation
d’incertitudes)

Figure 3.15 – Analyse des causes d’incertitudes lors de l’étalonage d’un ampèremètre (extrait de
recueil d’exemples d’évaluation d’incertitudes)
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Dans le cas où les incertitudes sur a et b sont de type A, on peut évaluer l’incertitude sur les
deux coefficients de la régression p et c, par la démarche suivante :

1. obtenir par essai N couples (ai,bi)

2. tracer la courbe et vérifier, à l’oeil, la linéarité de la corrélation (cela vous évitera d’essayer
de faire passer une droite par des points voisins d’une parabole !).

3. calculer les estimateurs des coefficients de la droite des moindres carrés,

p =
N

∑N
i=1 aibi −

∑N
i=1 ai

∑N
i=1 bi

N
∑N

i=1 a
2
i −

[∑N
i=1 ai

]2 (3.10)

c =

∑N
i=1 bi

∑N
i=1 a

2
i −

∑N
i=1 aibi

∑N
i=1 ai

N
∑N

i=1 a
2
i −

[∑N
i=1 ai

]2 (3.11)

4. les résidus ri = bi − (pai + c) peuvent être calculés.

5. l’écart type sur chaque résidu σri, est lié à l’écart type sur la dispersion de la mesure σ par,

σ2
ri = σ2

1 + 2ai
∑N

j=1 aj −Na2i −
∑N

j=1 a
2
j

N
∑N

j=1 a
2
j −

[∑N
j=1 aj

]2
 (3.12)

Ceci traduit que les résidus ri de chaque point, sont corrélés entre eux. On calculera un
estimateur σe de l’écart type σ par,

σ2
e =

∑N
i=1 r

2
i

N − 2
(3.13)

6. on calculera les grandeurs variance de la pente (fp) et variance de l’ordonnée à l’origine (fc)
telles que,

f2
p =

σ2
eN

N
∑N

i=1 a
2
i −

[∑N
i=1 ai

]2 (3.14)

f2
c =

σ2
e

∑N
i=1 a

2
i

N
∑N

i=1 a
2
i −

[∑N
i=1 ai

]2 (3.15)

7. connaissant le nombre de degrés de liberté (N−2), prendre le facteur d’élargissement tp dans
la table de Student.

8. obtenir les valeurs des incertitudes sur p et c :

∆p = tpfp (3.16)

∆c = tpfc (3.17)

Appliquons cette méthode à un exemple. L’évolution de la pente p et de l’ordonnée à l’origine c
est tracée sur les figures 3.16. Si le modèle est linéaire sur tout le domaine d’étude, la convergence
des pentes maximale et minimale doit être observée. L’augmentation du nombre de points pris en
compte doit se traduire par une diminution de l’écart entre pente maximale et minimale, si le bruit
de mesure n’augmente pas. La solution recherchée est la partie commune des valeurs admissibles
sur l’ensemble du domaine. Elle peut différer de la solution obtenue avec le nombre maximal de
points pris en compte (voir figure 3.16).

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite le brevet 008 à l’aide du
programme scilab incvalli.sce.
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Figure 3.16 – (haut) évolution de y en fonction de x. (gauche) évolution des valeurs maximale
et minimale de pente en fonction du nombre de points considérés. (droite) évolution des valeurs
maximale et minimale d’ordonnée à l’origine en fonction du nombre de points considérés. On
notera que la valeurs maximale pmax1 et minimale pmin1 retenues ne sont pas nécessairement celles
correspondantes au nombre maximal de points.
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3.3.11 Détection de points aberrants avant la détermination d’une régression
linéaire

Supposons que nous disposons d’une série de n mesures de couples (ai, bi) de mesurandes a et
b. On peut calculer, comme dans le paragraphe ci-dessus la valeur moyenne de la pente p̄ et c̄ d’une
régression linéaire b = pa+c en utilisant tous les points, mais il est judicieux de vérifier auparavant
que cette série ne comporte pas de mesure ”aberrante”. La détermination statistique pour rejeter
une valeur est la suivante :

– calcul du coefficient de régression

r =
sab
σaσb

(3.18)

– calculer

Q =
n2

2
σ2
aσ

2
b

(
1− r2

)
(3.19)

qui représente la somme du carré de l’aire des triangles dont deux sommets sont toutes
les combinaisons possibles des couples de points d’échantillonage ai, bi et le troisième est le
barycentre du système (ā, b̄).

– calculer pour chaque point j = 1 à n, la valeur

r(j) =
Q(j)

Q
, (3.20)

où Q(j) a été calculé par la formule 3.19 en considérant tous les points sauf ce point j.
– la valeur minimale des r(j) indique l’indice j1 la plus douteuse.
– choisir une seuil de signification α, par exemple α = 0.05,

– à l’aide de la table figure 3.17 extraire la valeur R
(1)
min(α, n),

– si r(j1) > R
(1)
min(α, n) alors la mesure n’est pas considérée aberrante au seuil de α, et la

procédure de test s’arrête,

– si r(j1) < R
(1)
min(α, n) alors la mesure est considérée aberrante au seuil de α, il faut supprimer

ce point de la liste, puis reprendre la procédure à la première étape.
Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les

brevets 086.

3.3.12 Evaluation manuelle de l’incertitude sur une pente p

On recherche une pente dans le cas où la modélisation nous laisse présager une relation de type
b = pa+ c.

Cette méthode ne peut s’appliquer que si pour les deux paramètres a et b les incertitudes sont
connues (voir figure 3.18).

1. faire les mesures des couples (ai,bi).

2. placer les couples (ai,bi) dans un graphe.

3. tracer les rectangles d’incertitude autour de chaque couple. Leur dimension peut être fonction
du couple.

4. chercher les droites de pente maximale et minimale qui passent par tous les rectangles
d’incertitude. Si nécessaire, éliminer les points aberrants (vis-à-vis du modèle que vous
avez en tête). Si les incertitudes sont tellement petites qu’elle sont non représentables sur le
graphe, il est possible d’effectuer un zoom sur les résidus entre le points de mesure et une
droite des moindre carrés. Ceci permet de les visualiser, puis de faire le tracé.

5. mesurer les pentes max et min pmin et pmax

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite le brevet 007 sur une feuille
de papier.
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Figure 3.17 – Table de détermination de l’écart maximum admissible pour ne pas rejeter une
valeur douteuse dans le cas d’une régression linéaire (extrait de [7])
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Figure 3.18 – Tracé à la main des pentes maximale et minimale passant par les rectangles d’in-
certitude.

3.3.13 Evaluation statistique d’une limite de linéarité et de la pente
avant cette limite

Dans le cas d’un essai, la rupture de linéarité n’est pas nécessairement évidente. Il s’agit de
déterminer la valeur pour laquelle cette limite est atteinte et de mesurer la pente précédente. Nous
le ferons dans le cas où les incertitudes sur les grandeurs mesurées sont de type A.

Il faut être capable de détecter la coordonnée x à partir de laquelle un modèle linéaire n’est
plus acceptable. Nous pouvons rejeter l’hypothèse de linéarité sur toute la plage de mesure, dès que
il n’existe plus de valeur de pente admissible sur l’ensemble du domaine (figure 3.19), c’est-à-dire
lorsque la plus petite des valeurs maximale pmax2 devient inférieure à la plus grande des valeurs
minimales pmin1. Soit (b + 1)ième le nombre de points considérés lorsque la pente minimale est
atteinte pmin1. Nous considèrerons que le domaine de linéarité est compris entre le premier point et
le b+1ième point. On peut alors obtenir les valeurs maximale et minimales de pente pmax1 pmin1,
ainsi que les valeurs extrêmes de l’ordonnée à l’origine cmin1 et cmax1.

Si l’on souhaite aussi calculer la limite d’élasticité en terme de variable y, on peut calculer la
valeur de y la plus probable pour les points compris entre 1 et b+ 1,

ylim =
pmax1 + pmin1

2
x(b+1) +

cmax1 + cmin1

2
(3.21)

Si l’on considère que la pente et l’ordonnée à l’origine sont décorrélées (ce qui est abusif), alors
l’incertitude sur ylim est données par l’incertitude sur c :

ylimmax = ylim +
cmax1 − cmin1

2
ylimmin = ylim − cmax1 − cmin1

2
(3.22)

En effet, la probabilité d’être simultanément avec la pente maximale à 95% et l’ordonnée à l’origine
maximale à 95 %, est avec une probabilité plus faible.

Ceci est fait par le programme scilab ”incvalli.sci” accessible via http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95
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Figure 3.19 – (haut) évolution de y en fonction de x. (gauche) évolution des valeurs maximale et
minimale de pente en fonction du nombre de points considérés. (droite) évolution des valeurs max-
imale et minimale d’ordonnée à l’origine en fonction du nombre de points considérés. Le domaine
de linéarité est ici compris entre 1 et 10 points.
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Figure 3.20 – (haut) évolution de y en fonction de x. (gauche) évolution des valeurs maximale
et minimale de pente en fonction du nombre de points considérés. (droite) évolution des valeurs
maximale et minimale d’ordonnée à l’origine en fonction du nombre de points considérés. Le test
est fait sur une fonction ”racine”.
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Cette méthode est appliquée aussi à un autre exemple : une portion d’une fonction racine (figure
3.20).

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite les brevets 028, 029.

3.3.14 Calcul de l’incertitudes sur une grandeur composée, à partir de
celles des paramètres expérimentaux

Soit une grandeur Y fonction des q paramètres xi,...,xq. Nous noterons Y = f(x1, x2, ...).
Supposons que nous connaissons les écarts-types σi sur chaque paramètre xi. Cet écart-type

dépend de la forme de probabilité dans l’intervalle de tolérance (figure 3.21). L’écart-type σY sur
la grandeur Y est donné par,

σ2
Y =

q∑
i=1

[
∂f

∂xi

]2
σ2
i + 2

q−1∑
i=1

q∑
j=i+1

∂f

∂xi

∂f

∂xj
σiσj

cov(xi, xj)√
σ2
i σ

2
j

(3.23)

avec la covariance entre les deux paramètres xi et xj donnée par,

cov(xi, xj) = E [(xi − x̄i)(xj − x̄j)] , (3.24)

que l’on peut estimer dans le cas de N paires d’observations simultanées par,

cov(xi, xj) =
1

N − 1

N∑
l=1

(xil − x̄i)(xjl − x̄j). (3.25)

L’estimation de la variance de Y nécessite donc de calculer les dérivées partielles de la fonction
f par rapport à chaque paramètre xi. La lourdeur (intellectuelle) de cette démarche est néanmoins
utile car elle permet de ne pas surestimer l’incertitude sur Y .

Une fois la valeur de l’incertitude-type obtenue, il faut calculer le facteur d’élargissement, et
pour cela connâıtre le nombre de degrés de liberté effectifs [4] :

νeff =
σ4
Y∑q

i=1

(
∂f
∂xi

σi

)4

νi

(3.26)

– Si le paramètre qi est déterminé par une méthode de type A, νi est connu.
– Si le paramètre qi est déterminé par une méthode de type B, soit l’on considère que νi = ∞,
soit on le calcule par,

νi =
1

2

[
∆u

u

]−2

. (3.27)

∆u
u est la précision relative de la mesure

Erreur classique : Si l’un des paramètres xi est la moyenne de N mesures aj , alors xi = ā,

pour le calcul de la grandeur composée, il faut utiliser σ(xi) = σ(ā) et non σ(a) =
√
N σ(ā).

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite les brevets 046 et 084.

3.3.15 Méthode de grand-papa : à ne plus utiliser, car fausse.

On peut croiser dans la littérature, la méthode faisant apparâıtre les dérivées logarithmiques,
appelée ”méthode de calcul d’erreur”. Si l’on se réfère à la définition de l’erreur (écart entre la
valeur obtenue et la valeur vrai), dans la mesure où l’expérimentateur ne connâıt pas la valeur vrai
qui reste inaccessible, il lui est impossible en toute rigueur de calculer cette erreur.

Néanmoins, pour ceux qui y tiennent vraiment, prenons un exemple,

X = 4
c21
√
c4

c2c33
(3.28)

en prenant le logarithme,

logX = log 4 + 2 log c1 + 1/2 log c4 − log c2 − 3 log c3, (3.29)
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Figure 3.21 – Relations entre l’intervalle de tolérance, sa forme et l’écart type.
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et en dérivant,
dX

X
= 2

dc1
c1

+
1

2

dc4
c4

− dc2
c2

− 3
dc3
c3

, (3.30)

on obtient classiquement,

∆X

X
= 2

∆c1
c1

+ 1/2
∆c4
c4

+
∆c2
c2

+ 3
∆c3
c3

. (3.31)

Vous êtes en droit de sommer les erreurs, mais pas les incertitudes !

En assimilant ∆X à une incertitude (alors que c’est une erreur), vous présupposez que les
valeurs extrêmes des ci peuvent être atteintes simultanément, et donc a fortiori, que les paramètres
sont fortement corrélés. Votre ”incertitude” obtenue sur X est plus grande que si elle est évaluée
statistiquement : vous obtenez un piètre résultat.

Le client risque de trouver un meilleur rapport qualité prix chez votre concurrent qui ne confond
pas ces deux concepts.

De plus cette démarche est moins directe si la fonction présente des termes additionnels comme
dans

X = 4
c21
c2c33

+

√
c4
c22

. (3.32)

Il faut alors calculer la différentielle totale exacte,

dX = dc1

[
8

c1
c2c33

]
+ dc2

[
−4c21
c22c

3
3

+
−3

√
c4

c32

]
+ dc3

[
−12c21
c2c43

]
+ dc4

[
1

2c22
√
c4

]
, (3.33)

puis identifier les variations aux erreurs en prenant les valeurs absolues de chaque terme,

∆X = ∆c1 | 8 c1
c2c33

| +∆c2 | −4c21
c22c

3
3

+
−3

√
c4

c32
| +∆c3 | −12c21

c2c43
| +∆c4 | 1

2c32
√
c4

|, (3.34)

A bon entendeur ...
Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite le brevet 047.

3.3.16 Comparaison entre une théorie et une expérience

Deux cas peuvent se présenter pour la valeur théorique :
– Si la valeur théorique d’une grandeur yth est donnée dans la littérature, vous connaissez ses
valeurs minimales et maximales.

– si à l’aide d’un modèle, la théorie vous a fourni une relation entre la grandeur recherchée yth
en fonction de paramètres xi, i allant de 1 à N . Il vous faut avoir pris soin de considérer
dans la relation précédente l’ensemble des données réellement mesurées xi. Par la propagation
d’incertitudes paragraphe 3.3.14, et en ayant choisi un taux de confiance (par exemple 95%)
vous connaissez l’incertitude élargie sur la valeur fournie par le modèle. Vous avez donc les
valeurs minimales et maximales de yth.

Du côté expérimental, deux cas se présentent aussi : :
– A l’aide d’une expérience, vous avez obtenu directement la valeur de yex et avez évalué
l’incertitude élargie sur celle-ci. Vous avez donc les valeurs minimales et maximales de yex.

– A l’aide d’une expérience, vous avez obtenu indirectement la valeur de yex à partir de mesures
de grandeurs zi. Par la même démarche que précédemment, vous avez évalué l’incertitude
élargie sur yex. Vous avez donc les valeurs minimales et maximales de yex.

Si une zone commune existe entre [yth,min,yth,max] et [yex,min,yex,max], alors le modèle est validé
par l’expérience.

Si aucune zone commune n’existe entre [yth,min,yth,max] et [yex,min,yex,max], alors le modèle
n’est pas adapté à l’expérience.

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, faite le brevet 010.
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3.3.17 Un exemple : Ouf !

Nous souhaitons vérifier le modèle suivant : les déformations d’une éprouvette en traction varient
linéairement avec la pression dans un vérin qui tire sur la structure. La loi théorique est,

ε = P ∗ Sv

ES
(3.35)

avec ε la déformation, P la pression, Sv la section du vérin, S la section de l’éprouvette et E le
module de Young.

Démarches expérimentales

1. Supposons que pour une pression nulle, l’équilibrage du pont d’extensomtrie n’est pas parfait.
L’étudiant pressé peut se contenter de deux mesures,

P ε
105 Pa 10−6

1 12
20 54

Se jettant ensuite sur la calculette, il obtient deux valeurs de pente ε/P , 12/1 = 12 10−11

Pa−1, et 54/20 = 2, 7 10−11 Pa−1

– Il est étonnant que la sensibilité de la déformation/pression dépende de la pression. Ce
n’est pas conforme au modèle que l’on cherche à vérifier (la pente ε/P doit être constante).
Il est encore plus inutile de faire la moyenne de ces deux valeurs.

– Le modèle ne prend pas en compte le fait que la déformation n’est pas nulle à pression
nulle (défaut d’équilibrage) aussi il faut considérer la pente entre les deux points : ε/P =
54−12
20−1 = 2.21052632 10−11 Pa−1

– les valeurs de pression et de déformations sont données avec deux chiffres significatifs, le
résultat ne peut être donné avec plus de deux chiffres significatifs : nous garderons donc
ε/P = 2.2 10−11 Pa−1

– il est nécessaire de faire une répétabilité afin de confirmer la valeur obtenue.

2. Un deuxième essai fournit

P ε
105 Pa 10−6

3 14
30 70

– La pente obtenue par le deuxième essai est : ε/P = 2.1 10−11 Pa−1. Elle est différente
de la valeur du premier essai. Pour pouvoir affirmer que ces estimations de pente sont
représentatives de la même grandeur, il faut évaluer l’incertitude sur chacune des mesures.
Si vous ne faites pas cela, l’essai doit être considéré comme non répétable, et ce n’est pas
la peine d’aller plus loin sans avoir compris les causes de cette mauvaise répétabilité.

– Si les incertitudes ∆ε en déformation (1 10−6 par exemple) et ∆P en pression (2 105 par
exemple) sont connues (type B), alors on peut tracer (ou calculer) les pentes maxi et mini
qui passent par les rectangles d’incertitudes (voir figure 3.18). Ceci doit être fait pour les
deux essais. Par exemple pour le deuxième essai, on obtient,

pmin = (70−∆ε)−(14+∆ε)
(30+∆P )−(3−∆P ) = 1.74 10−11 Pa−1 (3.36)

pmax = (70+∆ε)−(14−∆ε)
(30−∆P )−(3+∆P ) = 2.54 10−11 Pa−1 (3.37)

– L’essai est considéré répétable, si une zone commune est obtenue entre les pentes minimale
et maximale des deux essais.
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– Si les incertitudes en déformation et en pression ne sont pas connues (type A), il faut
évaluer l’écart type sur la mesure des paramètres. Un essai avec plus de deux points de
mesure est nécessaire.

3. Un essai est effectué à pression croissante en prenant plus de deux mesures.

P ε
105 Pa 10−6

1 11
3 17
5 21
7 24
9 30
11 32
13 39
15 41
17 45
19 51
21 53
23 58
25 63
27 66
29 72

– Si les incertitudes sont de type B, on trace le graphe de la figure 3.18, en veillant à ce que
les droites passent par tous les rectangles associés aux points expérimentaux. On trouve
sur ce graphe,

pmin = 80−11.2
34.1−0 = 2.018 10−11 Pa−1 (3.38)

pmax = 80−8.1
32.4−0 = 2.219 10−11 Pa−1 (3.39)

– Si les incertitudes sont de type A, on utilise la méthode statistique, par l’intermédiaire
du programme incvalli.m. On visualise les évolutions des pentes moyenne, minimale et
maximale (avec 5% de chances de se tromper), lorque l’on considère un nombre croissant
de points (voir 3.22).
On obtient le tableau pour la pente,

nb points pente moyenne pente maxi pente mini
4 2.3750 6.9613 -2.2113
5 2.1250 3.0560 1.1940
6 2.2500 2.7090 1.7910
7 2.1429 2.4568 1.8289
8 2.2232 2.4606 1.9859
9 2.1339 2.3446 1.9232
10 2.1000 2.2639 1.9361
11 2.1318 2.2666 1.9970
12 2.0977 2.2142 1.9812
13 2.0935 2.1893 1.9977
14 2.1044 2.1855 2.0233
15 2.0940 2.1640 2.0239
16 2.1098 2.1731 2.0466

On retient la valeur minimale des pentes maxi 2.1640 et maximale des pentes mini 2.0466.
Comme il existe une zone possible, on peut donc afficher comme résultat :
Le modèle linéaire est validé par l’expérience.
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Figure 3.22 – (haut) évolution de ε en fonction de P . (gauche) évolution des valeurs maximale
et minimale de pente en fonction du nombre de points considérés. (droite) évolution des valeurs
maximale et minimale d’ordonnée à l’origine en fonction du nombre de points considérés.
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La pente est comprise entre,

pmin = 2.0466 10−11 Pa−1 (3.40)

pmax = 2.1640 10−11 Pa−1 (3.41)

– Il reste à vérifier la répétabilité de la mesure. On effectue une deuxième prise de mesure, on
réitère la démarche ci-dessus, et on vérifie qu’il existe une zone commune entre les valeurs
possibles de pente des deux essais.

– Il faut encore comparer au modèle avec incertitudes

Démarche théorique

L’incertitude sur la pente théorique doit être évaluée à partir des incertitudes des grandeurs
qui ont été mesurées. Si la section de l’éprouvette S est évaluée par la mesure des cotes b et h de
cette section, il faut écrire la formule en ces termes.

ε

P th
=

Sv

ES
=

Sv

Ebh
(3.42)

Si les données sont : Sv = 7.1410−4m2, E = 2.11011Pa, S = bh, avec b = 0.02m et h = 0.0078m
mesurées au pied à coulisse, la valeur moyenne est 2.1795 10−11 Pa−1, et la variance de la pente
est donnée par la formule (3.23). Les mesures des grandeurs n’étant pas corrélée, la covariances de
celles-ci est nulle, et l’on obtient :

σ2
ε/P =

(
1

Ebh

)2

σ2
Sv

+

(
− Sv

E2bh

)2

σ2
E +

(
− Sv

Eb2h

)2

σ2
b +

(
− Sv

Ebh2

)2

σ2
h (3.43)

Les variances sont calculées à partir du type d’incertitude (voir figure 3.21).
– La section efficace du verin est donnée dans les documents techniques avec 3 chiffres signifi-
catifs. On a donc, ∆Sv = 0.00510−4m2, soit pour une forme de type rectangle, σSv = ∆Sv√

3
=

0.0029 10−4 m2.
– Le module d’Young est aussi donné dans les documents, et on obtient par la même démarche,
σE = ∆E√

3
= 0.029 1011 Pa.

– La dimension b est mesurée. Ceci est fait avec un pied à coulisse qui a une precision de mesure
∆b = 0.00002 m, donc, σb =

∆b√
3
= 1.2 10−5 m, et σh = 1.2 10−5 m.

La variance sur la pente est donc,

σε/P = 0.030 10−11 Pa−1 (3.44)

Il nous reste à calculer le nombre de degrés de liberté effectifs associé à l’ensemble des données du
problème. La formule 3.26 donne :

– incertitudes de type A : aucun paramètre de la formule 3.42 n’est de type A
– pour les données d’incertitude de type B, on peut considérer que νSv = ∞, νE = ∞, νb = ∞,
νh = ∞.

soit,

νeff =
(0.03 10−11)4

(0.0029 10−4)4

∞ + (0.029 10−11)4

∞ + (1.2 10−5)4

∞ + (1.2 10−5)4

∞

= ∞ (3.45)

Le coefficient d’élargissement à 95% est donc de 1.96. Le cas traité est un cas très spécial pour lequel
tous les nombres de degrés de libertés sont infinis. Dans le cas contraire, si l’une des composantes
est mesurée par une méthode de type A, le nombre de degrés de liberté effectif, pourra être voisin
(et obligatoirement plus grand) de ce nombre de degrés de liberté (voir le brevet 46).

On peut donc affirmer avec 5% de chances de se tromper que la pente théorique est connue
avec une incertitude de 1.96 σε/P . On obtient donc,

pminth = (2.1795− 1.96 0.030) 10−11 = 2.1203 10−11 Pa−1 (3.46)

pmaxth = (2.1795 + 1.96 0.030) 10−11 = 2.2386 10−11 Pa−1 (3.47)

Pour cet exemple, illustré figure 3.23, on remarque que le modèle est en accord avec l’expérience,
car il existe une zone commune entre les résultats expérimentaux et théoriques. Dans le cas con-
traire, le modèle est insuffisant pour expliquer l’expérience.
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Figure 3.23 – Comparaison des résultats expérimentaux et théoriques. Il existe une zone commune :
le modèle est conforme à l’expérience

3.3.18 Quelques utilitaires

Les programmes utiles au calcul des incertitudes sont à votre disposition sur http ://umtice.univ-
lemans.fr/course/view.php ?id=95

– creapoin.m : creation de faux points expérimentaux utilisant des distributions de bruit.
– histo.m : permet de tracer un histogramme de la distribution
– student.dat : valeur du facteur d’élargissement pour un niveau de 95% de confiance, en
fonction du nombre de degrés de liberté

– incvalmoy.sce : utilitaire de détermination de l’incertitude sur la valeur moyenne (version
scilab ”mises à jour”)

– incvalmoy.sxc : utilitaire de détermination de l’incertitude sur la valeur moyenne (version
OpenOffice ”mises à jour”)

– incvalmoy.m : utilitaire de détermination de l’incertitude sur la valeur moyenne (version
matlab ” plus de mises à jour”)

– incvalli.sce : utilitaire de détermination des incertitudes sur la pente et l’ordonnée à l’origine
d’une approximation par un modèle linéaire de la relation entre deux grandeurs (version
scilab ”mises à jour”)

– incvalli.sxc : utilitaire de détermination des incertitudes sur la pente et l’ordonnée à l’origine
d’une approximation par un modèle linéaire de la relation entre deux grandeurs (version
OpenOffice ”mises à jour”)

– incvalli.m : utilitaire de détermination des incertitudes sur la pente et l’ordonnée à l’origine
d’une approximation par un modèle linéaire de la relation entre deux grandeurs (version
matlab ” plus de mises à jour”)

– compvalmoy.m : utilitaire de comparaison des valeurs moyennes de deux population
– res2.dat : fichier exemple de données d’une variable
– resp2.dat : fichier exemple de données relatives à deux
– FicheIncertitudes.sxc : fichier OpenOffice de calcul d’incertitude sur une grandeur composée
de plusieurs variables (voir figure 3.24)

3.3.19 Termes métrologiques généraux

Pages suivantes, sont définis les termes métrologiques généraux tels que définis par la norme de
1995.
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Figure 3.24 – Exemple de fiche de calcul d’incertitude
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3.4 Prise en compte des aléas en fabrication

3.4.1 De l’idée d’une pièce à sa fabrication en série

Une fois l’idée d’une pièce jaillie de l’imagination d’un inventeur ou d’un groupe de travail, le
chemin pour arriver à l’existence de cette pièce en grand nombre, passe par plusieurs services (voir
figure 3.25) :

– le service commercial effectue une étude de marché,
– le bureau d’étude, à partir d’un cahier des charges, doit élaborer les plans d’ensemble du
système pour aboutir aux dessins de définition de chacune des pièces, associée à la cotation
fonctionnelle (la cotation minimale qui assure le bon fonctionnement de la pièce)

– le bureau des méthodes assure que chacune des pièces est fabricables et élabore les gammes
de fabrications, la cotation de fabrication et les outils nécessaires associés

– l’atelier fabrique les pièces et assure un contrôle final de la validité des pièces
Si l’on détaille un peu plus le travail du bureau des méthode, interface entre le bureau d’étude

qui conçoit le système et l’atelier qui fabrique les pièces, les différentes étapes sont résumées dans la
figure 3.26. On remarquera les nombreux échanges entre les différents services à différentes étapes
du processus.

Nous supposons que la formation de l’Ensim de première année en technologie mécanique, vous
permet d’effectuer le travail du bureau d’étude, et que vous disposez pour une pièce des cotes
fonctionnelles. Elle sont issues du travail de châıne de cote qui établit pour chaque jeu fonctionnel
les dimensions qui interviennent pour réaliser ce jeu fonctionne. Sur l’exemple figure 3.27, le jeu
fonctionnel est noté j. Il relie la surface s1 de la pièce 1, à la surface s2 de la pièce 2. Pour réaliser
cette condition, les dimensions qui interviennent sont : d1 entre la surface s1 et la surface s3 de la
pièce 1, d2 la tolérance de contact entre la surface s3 de la pièce 1 et la surface s3 de la pièce 2 et
d3 entre la surface s3 et la surface s2 de la pièce 2. Une châıne de cote est orientée : elle part de
l’origine de la condition j et fini à l’extrémité de la condition. L’équation associée à cette châıne
de cote est,

j = −d1 − d2 + d3. (3.48)

On obtient les équations en terme de jeu maximal jM et de jeu minimal jm :

jM = d1m − d2m + d3M , (3.49)

jm = d1M − d2M + d3m. (3.50)

La méthode de répartition des intervalles de tolérance sera vue dans la paragraphe suivant.
Il faut maintenant traduire en cotes fonctionelles en cotes de fabrication (zone cerclée de rouge

dans la figure 3.26), ces dernières dépendront de l’ordre dans lequel vous choisissez d’effectuer les
usinages. Mais auparavant, voyons pourquoi les cotes ne peuvent être obtenues avec une précision
infinie.

3.4.2 Les dispersions d’une cote à la fabrication

Prenons l’exemple d’un diamètre d’un cylindre obtenu par tournage d’une pièce. le diamètre de
la pièce est imposé par les positions successives du point extrémité de l’outil de coupe. Celui-ci ce
déplace sur une droite parrallèle à l’axe de rotation de la pièce. La distance entre l’axe de rotation
de la pièce et ce point de l’outil de coupe réalise le rayon du diamètre fabriqué. Nous vous invitons
à faire un dessin de ceci.

A la pointe d’outil, les frotements sont importants. L’outil étant beaucoup plus dur que la pièce
travaillée, une fissure se propage juste en avant de l’arrête de coupe, séparant le copeau de la partie
massive de la pièce. Le copeau s’enroule en glissant sur l’une des faces de l’outil en frottant sur
celui-ci. Les pressions sont considérables, comme le montre la structure du copeau qui est formée
de matière qui présente des plans de glissement de cisaillement interne. Sur la face de dépouille de
l’outil, la matière qui était comprimée par l’arrivée de la fissure, se relache et frotte donc aussi sur
cette face de dépouille. Ces frottements usent l’outil (voir figure 3.28), arrachant de la matière à
l’outil : le pointe d’outil recule donc par rapport au corps de l’outil, qui elle est en translation. Ceci
implique donc une variation de la distance entre l’axe de rotation et ce point, donc une variation
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du diamètre de la pièce fabriquée. Cette usure n’est pas proportionelle à la durée de travail de
l’outil (voir figure 3.29).

On imagera aisément que même si l’opérateur a réglé la distance entre l’axe de rotation de
la pièce et la pointe de l’outil avec une précision infinie (ce qui lui est impossible), même si la
thermique de la machine est parfaitement stable (ce qui est impossible), même si les efforts de
coupe importants ne font pas fléchir les pièces (ce qui est impossible), même si les vibrations
engendrées par les efforts de coupe impliquent des déplacements négligeables de la pointe de coupe
(là c’est possible), même si aucun jeu n’est présent dans la machine (ce qui est impossible), la
cote obtenue pendant l’usinage de la série de pièce variera, et qu’il est donc nécessaire de vérifier
régulièrement si la cote fabriquée reste dans la tolérance de fabrication. Pour éviter d’avoir à faire
une mesure, on utilise en général un outillage spécifique, un gambarit ”entre - n’entre pas”, qui
permet de tester rapidement si la dimension est conforme.

Un exemple de dépendance de la cote usinée par rapport aux jeux dans la machine dans le cas
du dressage d’une face au tour est présenté figure 3.30. En fonction du type de surface, de type de
liaison, les valeurs des dispersions sont différentes (voir figure 3.31).

Si l’on reprend l’exemple de la figure 3.27, en petite série, les intervalles de tolérance associés à
l’équation 3.48 doivent vérifier,

ITj = ITd1 + ITd2 + ITd3 , (3.51)

dont seul l’intervalle de tolérance de d2 est a priori connu : il dépend du type de surfaces en contact
(via le tableau 3.31).

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les
brevets 068, 69 et 70.

Si du fait des valeurs des dispersions aux butées, l’incertitude engendrée pas ces butée est
supérieure à l’incertitude souhaitée sur la cote, on peut soit rechercher une autre technique de
fabrication de cette surface, en prenant appuis par exemple sur une autre surface, en changeant de
machine, ou en procédant à un pré-usinage d’une surface brute, mesure sans démonter la pièce de
la cote d1brute, et réglage du complément de déplacement de l’outil pour obtenir d1.

3.4.3 La cotation de fabrication

Les cotes fournies par le bureau d’étude sont les cotes nécessaires pour que la pièce remplisse
ses fonctions une fois assemblée dans le système (voir figure 3.32).
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Figure 3.25 – Les différents services et leurs actions pour la réalisation d’une pièce.
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Figure 3.26 – Du dessin de définition d’une pièce à la gamme de fabrication de celle-ci.
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Figure 3.27 – Exemple d’une châıne de cote.

Figure 3.28 – L’usure d’un outil n’est pas proportionelle à la longueur de copeaux produite.
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Figure 3.29 – La cote réalisée sur la pièce n’est pas proportionelle au nombre de pièces usinées
depuis le dernier affutage de l’outil.
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Figure 3.30 – La cote réalisée au tour en dressage dépend des jeux dans le système d’usinage.

Figure 3.31 – Les dispersions dépendent du type de surface et du type de contact.
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Figure 3.32 – Exemple de cotation fournie par le bureau d’étude.

L’ordre dans lesquels les surfaces sont fabriquées ne sont pas imposées par le bureau d’étude. Le
bureau des méthodes doit donc étudier les différentes possibilités. En fonction des machines et de
l’outillage disponible au sein de l’entreprise, la création d’une surface se fait toujours par rapport
à une autre. C’est la distance entre la surface crée et la surface de référence qui doit être cotée par
le bureau des méthodes à chaque étape de fabrication. Elles ne sont pas a priori les mêmes que les
cotes fonctionnelles fournies par le bureau d’étude.

Sur l’exemple de la pièce tournée de la figure 3.32, détaillons les différentes possibilités. La
figure 3.33 présente deux modes d’obtention des surface répéré par les indices a) et b). Les volumes
grisés correspondent à la matière enlevée.

– Les étapes 1a) et 1b) de tronçonnage d’une barre d’étiré sont identiques.
– L’étape 2a) correspond au dressage de la face de droite, puis du diamètre et du dressage de
l’épaulement.

– La pièce est alors retournée, mis en butée sur l’épaulement, serrée sur le diamètre le plus
petit, puis la surface opposée est usinées. Ceci est représenté par l’étape 3a).

– La figure 4a) indique les cotes qui ont été fabriquée : elles sont identiques à celles du bureau
d’étude.

– L’étape 2b) correspond au dressage de la face la plus grande.
– L’étape 3b) correspond au retournement de la pièce, la mise en butée sur la surface précédente,
le serrage sur le diamètre extérieur, le dressage de la face la plus petite, le tournage du cylindre
le plus petit pour finir par le dressage de l’épaulement. C’est la longeur totale de la pièce qui
correspond à la cote fabriquée.

– La figure 4b) indique que l’une des cotes du bureau d’étude n’a pas été fabriquée directement.
Il sera nécessaire de faire un transfert de cote, en prenant la cote du bureau d’étude non
fabriquée comme condition.

La répartition des intervalles de tolérance sur chacune des cotes doit suivre la procédure suiv-
ante.

Explicitons cette démarche pour la procédure b). Des pastilles de couleur en haut de la figure
3.34, indiquent dans quel ordre remplir la feuille de calcul de cotes : flèches et valeurs sont associées
à une couleur, donc à une étape de la procédure.

– étape 1 bleu : identifier l’ordre de fabrication des surfaces et pour chaque surface, par rapport
à quelle autre surface elle est fabriquée. Cela définie les cotes de fabrication cfi que l’on doit
déterminer.

– étape 2 verte : pour la première cote du bureau d’étude ce1, identifier la châıne de cotes cf
qui permette de la réaliser. Ici, la cote de fabrication cf4 correspond à la cote de bureau
d’étude ce1.

– étape 3 brune : faire la même chose pour les autre cotes de bureau d’étude (ici, ce2) et les
cotes de surépaisseur de brut cmi qui sont données par le bureau des méthode. Pour ce2, la
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Figure 3.33 – Deux procédures d’obtention de la pièce.
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châıne de cote fait intervenir cf4 et cf3. Même travail pour les cotes cm2 et cm1.
L’ensemble des châınes de cotes est ainsi tracée. Il faut maintenant répartir des incertitudes des
conditions sur les différentes cotes de fabrication. Deux voies sont possible : l’écriture du système
d’équation, ou le remplissage du tableau tel que présenté figure 3.34. Ce tableau n’est que l’image
du système d’équations, les résultats sont donc les mêmes.

Résolution par le système d’équation :
– étape 3 magenta : pour les cotes de bureau d’étude ce et de surépaisseur cm, donnez leur
dimention moyenne dm, leur intervalle de tolérance IT , le nombre n de cotes de fabrications
qui composent la châıne de cote associée n et la valeur IT/n. Dans le cas d’une cote mini ou
maxi n’indiquer que cette valeur. Pour notre exemple, cela donne :

ce1M = cf4M , (3.52)

ce1m = cf4m, (3.53)

ce2M = −cf4m + cf3M , (3.54)

ce2m = −cf4M + cf3m, (3.55)

cm2m = −cf3M + cf2m, (3.56)

cm1m = cf1m − cf2M . (3.57)

– étape 4 rouge : calculer les valeurs moyennes des cotes de fabrication cf .

ce1 = cf4, (3.58)

ce2M = −cf4 + cf3. (3.59)

d’où (en mm)

cf4 = 30, (3.60)

cf3 = 20 + 30 = 50. (3.61)

– étape 5 grise et 6 rose : distribuer les intervalles de tolérance. En petite série, l’incertitude de
la condition est divisée par le nombre de cotes composant la châıne de cote et elle est répartie
uniformément sur les cotes.

ITcf4 ≤ ITce1/1, (3.62)

ITcf4 ≤ ITce2/2, (3.63)

ITcf3 ≤ ITce2/2. (3.64)

La condition la plus restrictive sur cf4 est dûe à ce2, donc ITcf4 = 0.2 mm et ITcf3 = 0.2 mm.
Ici, la condition ce1 implique que la tolérance sur cf4 est de 0.2 mm. Les valeurs maxi et
mini de cf4 et cf3 sont alors connues :

cf4 = 30± 0.2 (3.65)

cf3 = 50± 0.2. (3.66)

– étape 7 bleu clair : Pour les conditions mini et maxi reporter les valeurs obtenues maximale
ou minimale Les deux équations

cm2m = −cf3M + cf2m, (3.67)

cm1m = cf1m − cf2M . (3.68)

peuvent maintenant se ré-écrire :

1 = −50.2 + cf2m, (3.69)

1 = cf1m − cf2M . (3.70)

La primière équation donne cf2m = 51.2 mm. ON choisira pour continuer une incertitude
sur la cf2 de 2 mm, qui ne demande pas d’effort particuler (donc pas de surcoût) lors de la
découpe du brut : cf2M = cf2m + 2 = 53.2 mm. On déduit donc de la seconde équation
cf1m = 1 + 53.2 = 54.2 mm.
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Figure 3.34 – Détermination des cotes de bureau des méthodes et de leurs incertitudes dans le
cas de la procédure d’usinage b)

Résolution par le tableau : Le même raisonnement que précédemment est fait, mais présenté
simplement sous forme de tableau.

– étape 3 magenta : pour les cotes de bureau d’étude ce et de surépaisseur cm, donnez leur
dimention moyenne dm, leur intervalle de tolérance IT , le nombre n de cotes de fabrications
qui composent la châıne de cote associée n et la valeur IT/n. Dans le cas d’une cote mini ou
maxi n’indiquer que cette valeur.

– étape 4 rouge : calculer les valeurs moyennes des cotes de fabrication cf .
– étape 5 grise : distribuer les intervalles de tolérance les plus petits. Ici, la condition ce1
implique que la tolérance sur cf4 est de 0.2 mm.

– étape 6 rose : reporter tous les intervales déterminés à l’étape 5 dans les autres cotes appa-
raissant sur les autres conditions. Ici, on reporte sur la cote cf4 qui apparâıt dans la condition
ce1. On notera que la condition ce1 est vérifiée car 0.2 ¡ 0.4, ce qui n’aurait pas été le cas si
l’on avait distribuer en premier l’intervalle de tolérance de ce1.

– étape 7 bleu clair : Pour les conditions mini et maxi reporter les valeurs obtenues maximale
ou minimale : cela dépend du sens de la châıne de cote. Si la direction d’une flèche vers la
droite représente une cote mini, les flèches vers la gauche représentes des cotes maxi. Pour
vous en convaincre, écriver l’équation associée de la châıne de cote.

– étape 8 vert clair : déterminer les autres cotes et si elles sont mini ou maxi.
– étapes 9 et 10, saumon et brun clair : faire de même avec mes autres conditions unidimen-
sionnelles, ici cm2.

Toutes les cotes de facbrication ont été déterminées par le bureau des méthodes.
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Figure 3.35 – Détermination des cotes de bureau des méthodes et de leurs incertitudes dans le
cas de la procédure d’usinage a)

La même démarche peut être faite pour la procédure a) et le tableau de résolution est présenté
figure 3.34.

Une fois les deux études faites, il faut choisir la procédure de fabrication qui est la moins
coûteuse, donc qui permet d’avoir des cotes de fabrication ayant les intervalles de tolérance les plus
grands. Dans le cas explicité ici, c’est la procédure a) qui doit être choisie.

Si vous voulez vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, nous vous invitons à faire les
brevets 071, 072 et 073.
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