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Chapitre 1

Objectifs et méthode

Tous les documents (cours, td, tp , examens, corrigés, qcm) relatifs & ce cours sont disponibles

sous http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php 7id=95

Ce polycopié est divisé en plusieurs parties :

— Pour vérifier de fagon individuelle que vous avez acquis les compétences nécessaires, des petits
exercices ciblés, appelés brevets, sont disponibles dans le recueil banque de brevets. Ils ont
été écrit suites aux erreurs rencontrées les plus fréquemment dans les copies d’examen. Cette
Banque de brevet concerne 1’ensemble des trois années de formation a 'ENSIM. Un arbre
des connaissances vous permet, en grisant les brevets dont vous étes détenteur-trice de savoir
ou vous en étes dans la formation proposée.

— Pour vous entrainer a manipuler les concepts et a prendre un peu de hauteur et vous ap-
proprier la démarche globale, des sujets de travaux dirigés et des sujets d’examens sont
disponibles dans un polycopié spécifique. Les corrigés des td et examens sont disponibles sur
UMTICE.

— L’examen final classique de 1h15 sur une table n’aura pas lieu. Il est remplacé par le passage
de ceintures (de blanche & noire) qui valident chacune une étape de la formation. Une ceinture
est acquise lorsque
— vous trouvez le(s) résultat(s),

— votre réponse ne présente pas d’erreur d’homogénéité,

— les écritures sont completes (vecteurs, bases, points d’expression d’un torseur, unités pour
un résultat chiffré).

Vous pouvez tenter d’obtenir une ceinture lorsque vous vous sentez prét-e a le faire. Elles

sont passées de fagon individuelle, dans ’ordre des couleurs,

— lors des séances d’enseignement ou d’examen,

— ou entre 12h45 et 13h30, sur rendez-vous aupres de jmgenev@univ-lemans.fr, au 4ieme
étage du LAUM, salle café. Attention, le nombre de places est limité car au maximum 2
étudiants peuvent tenter une ceinture par jour ou JM Génevaux est disponible. Les passages
de ceinture, s’arrétent une semaine avant le jury de fin d’année. Priorité est donnée aux
premieres tentatives de passage d’une ceinture et aux premieres ceintures.

Vous ne pouvez passer qu’une ceinture par séance avec comme seul document, un polycopié

de cours vierge qui vous sera fourni. Vous pouvez passer une ceinture autant de fois que vous

le souhaitez (dans la réserve des places diponibles) jusqu’a obtention de celle-ci. Le passage

d’une ceinture nécessite que vous signez la déclaration suivante : ” Je m’engage sur l’honneur a

ne pas évoquer avec mes camarades le contenu du sujet de passage de ceinture.”. Cela permet

a vos camarades de faire une mesure ”libre et non faussée” de leurs savoirs scientifiques et

non de leur compétence de mémorisation. L’interfagage avec les modalités de controle des

connaissances qui nécessite une note sera fait par la formule n = ncj—ll x 20, avec n la note, ¢
le nombre de ceintures obtenues et n. le nombre de ceintures disponibles.

— En fin de module, il vous sera demandé d’évaluer le module afin de nous faire part de vos
remarques.

Nous vous souhaitons une bonne découverte, une intéressante confrontation des modéles que

nous développerons lors de cette formation et utiliserons en td, a la réalité des essais effectués en




travaux pratiques, et bien siir... une bonne collaboration entre vous.



Il peut vous étre utile de connaitre les termes spécifiques a la mécanique en anglais. Voici donc
une sélection de termes.

acéré
appuyé simplement
coalescer
encastré
étre a divergence nulle
isotherme
I’abaque
la bobine
la dispersion
la fréquence de pompage
la fréquence de sonde
la fréquence supérieure
la fuite
la ligne nodale
la manche, la pochette, ’alésage
la poutre
la pulsation
la rainure
la rugosité
la variable muette
le flux entrant
le flux sortant
le jeu
le module d’Young
le ventre de vibration
les conditions aux limite
libre
se contracter
serré
tendu

spiky
simply supported
to coalesce
clamped
to be divergence-less
isothermal
the chart
the coil
the scatter
the pump frequency
the imaging frequency
the overtone
the leakage
the nodal line
the sleeve
the beam
the angular frequency
the groove
the ruggedness
the dummy variable
the inward flow
the outward flow
the clearance
the modulus of elasticity
the antinode
the boundary conditions
free edge
to shrink
tight
taut
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1.1 Les ceintures de modélisation

1. blanche : étre venue une fois en cours de modélisation pour récupérer le polycopié.
2. jaune : savoir déterminer un type de modele plausible pour une structure sollicitée mécaniquement.

3. orange : savoir quantifier les caractéristiques d’une section droite en prenant en compte un
éventuellement voilement d’une section droite.

4. verte : savoir déterminer une des composantes de la matrice de rigidité élémentaire d’un
élément fini de type poutre.

5. bleue : savoir mettre en place sur ordinateur un modele numérique éléments finis plausible
pour une structure et exploiter les résultats.

6. marron : avoir un oeuil critique sur les résultats obtenus avec un modele élément fini.

7. noire :



Chapitre 2

Modélisation : des solides aux
structures minces

Cette partie du cours est tirée de [3].



Méthode des éléments fnis

— aspects géndranx
— Eléments d'élasticitd 3 1, 2 et 3D

[ Salides 3D |
— cinématigue virmelle
— principe des travaux virtuels
| — théorie de 'élasticité — tests, applications
. — fonctionnelles d'énergie — logicicl RE_FEEX
{mod2les déplacements et mixies)

B chapitre 1% chapilce 2+
.
S .
Structures minces
— géomémie
— cinfmatique (sections droites)
- comporiernent (contraintes
planes, rigiditds de CT
| !
| |
barres, plagues coques de coques de
poutres droites révolutiopn | | formes
et courbes | | quelcongues
— théories - théories — théories | | = théories
- éléments finis — &léments finis — éléments finis — €léments Anis
© 7 chapitre 6+

chapitrs 3=+

* YVolume 1 ;
#=* Yolume 2 ¢

*=¥ Volume 3

chapitre 44+

chapitre Se+=

Modélisation des sructures par éléments finis — Solides élastiques
Modélisation des strucnures par élémeants finis - Poutres et plagues

Modélisation des structures par élémenis finis — Coques

Tableay 1.2 — Linizons entre les différents chapiires.

FIGURE 2.1 — Batoz pl4



JL1 SOLIDES ET STRUCTURES MINCES

L particulasité de cet ouvrage réside dans le choix dune présentziion unifige du
comportement des solides et des structures ninces, celles-clétant consideérées comme
des solides midimensionnels avanc des caracténistigques parficulidres au niveau
séométrique, cinématique el mézanigue.

L11  Aspects péoméirigues

Un solide tridimensionnel est un objet massif dont les trois dimensions sont du migine
ordre de grandeur (exemples @ un pave, une enclume, un Hloc mateur, eie.}. Certains
solides présentent une symémie de révalulion : oo peat les obienir par Totaton dune
surface artout d'un axe de révolution (exemples | cylindre & parol trés Spaisse,
bérmisohérs dont le rayon incérisur et égzl & I'épaissewr, ex.).

Les grmuct Lres Mine 8s 0U CORPs orentés sontdes solides dontaumeins une dimension,
appelés épaissenr, ot notée A, est petitc par rapport aux autres dimensions géome-
triques. Les figures L1 et L2 illuswent ces sitnatinns et inroduisent différants wrmes
fréquemnment utilisés dans la suite ;

— plague: solide défini par ure surface plane {longuer L, largeur b) etuns épaisseur
htelie que h< L, & (figure L1k

~ coque : salide défini par une surface courbe (longueur L, largeur b, rayon de
courbure minimum £ ) et une éoaissedr kelle que k<L, b By (figurs L1);

Solide 3D

T

[ Epaisseur h=L b !

1
Z
nl v 3
ST [
h
I | A—— 'j]_z'{;.
| L -l 7
FPouire droife 'j"'\ Arc

Fig. 1.1 - Difféeents types de structares.

FIGURE 2.2 — Batoz p2



Sofide de révolution —|
|

L

Epaiazseur b < L_|

Cogue de révolution

Plague circulaire

Fig. 1.2 - Différenis {ypes de structures de révolution.

FIGURE 2.3 — Batoz p4
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— coyque de révolution : solide défini par une surface courbe de révolution (longueur
7. suivant un ménidien, rayon de cousbure minimum R_ ;) et une épaisseur A telle
que h<Ll, Ry, {figure I.2);

— poutre droite : solide défini pac une ligne croire et par une section A (par exemple
A= h b avec het b < L (figure L1}

- are (pu poutre courbe) : solide défini par une ligne courbe erpar une section A aveo
heth <L (figure L1

Les structures minces de [ype pouts, arc, plagque et coque sont tries répandues dans le
milieu namrel (fenilles darbees, mollusques, cellules vivantes, et} et dans Tes
réalisations humaines les plus diverses (charpentes, voites, réservoirs, calssons,
tabliers de ponts, re3sors, constructions mécano-soudéss, carrosseries autermabiles,
coques de bateaux, fuselages et ailes d'avions, satellites, bouteilles et flacons,
tuyauteries, etc.), L'analyse du comportement &0 la conceplion de Ces SITUCLIMES SO0
des activités importantes sur les plans tzchniques et économigues. (Une enquéne
récente aupris des utilisateurs d'un grand code de calenl de sirucmures 4 révild que
75 % des modélisations impliquaicnt des éléments finis de 1ype coque 1s2).)

Remargue :

~ Syivanc l'ordre de grandeur de b par rapport aux autres dimensions oo irtroduit
parfois]'adjectif mince ou épais 40X POUTES, ATCS, plaques etcoques. Ce qualilicatif
n'implique pas seulsment une caracléristique géornémigue mizis sous-entend
&galement un tole parriculier des déformatons dites de cisailiemnent transversal
(noté CT dans la swite). A priori nous liendrons comple de T'infleence des défor-
mations de CT dans tons les modéles de smuctures minces.,

LL2Z  Aspects cinématiques

La géométrie d'une structure mince favorise le choix dune cindématigue particuliére
par tapport 3 la cinématique générale d'un solide.

Les théomes lindaires retenues pour les poutres droites et courbes (chapitre 3} et pour
les plagues et coques sont des théories dites du premier ordre [K1, N3, R1] o les
champs de déplacement varient linfairement en 2, sans varation d'épaisseur, en
incluant Vinfiuence des déformations de cisaillament ransversal. Ces théories sont
basées sur 'hypothése cinématique dite des sections droites, Elle est généralemnent
associde au nom de Timoshenka [T1] pour les pontres, i ceux de Reissner et bindlin
pour les plaques [M3, R2, R3], et Naghdi et Reissner pour les coques (K4, M1, R4

L'hypothése des sections droites permet d'exprimer les déplacements virwuels {ug )
d'un point quelconque g en fonction des déplacements virtuels du point p (1) sité
sur la surface moyenne (ou de référence) et en fonction d'un aceroissement de
déplacements virmels (z ") dil & la Totaton de la secron. La cinémadgus virtuelle
utilisée pour les poutres droites et courbes et pour les plaques &L cogques st résumde
dans la figure 1.3, Elle permet de définir Pexpression du principe des lravanx viruels
pour chague type de sructure.

FIGURE 2.4 — Batoz pb
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Configaration réelle

* Géometria:

* Hypothése des sections dreites (cinématique virluells):

Ug=Up+zPravecPton-0
* Hypothéses da compofament:

— Confraintes planes (Gee = 0

= Caorrections de Cisaillement Transversal (facieurs k)

Fig. 1.3 - Modéles de struclures minces.

FIGURE 2.5 — Batoz p7

12



& MODELISATION DES STRUCTURES PAR ELEMENTS FINIS.

Drans le cadre des petits déplacements et des petites rotations, les déformations réelles
sont définies linéairement en fonction des déplacements : les expressions de défor-
mations réelies et virtwelles sont semblables.

[.I3  Aspecis mécaniques

MNous considérons des reladons lindaires entee les contraintes et les déformations (1o
de Hooke géréralisée], pour des matéaux isotro pes etorthaltapes, en tenant cormpte
des conwaintes er déformations initiales d'origine thermique (chapitre 1), Pour les
STUCIIrSS MInees :

= les parois ou sections peuvent étre obtenues par empilement de plusicurs couches
orthotropes pour obtenir des matdriang composites;

— nous utilisons I'hypothése des contrainies planes T, =0 ol z correspond & la
dirccton suivant l'épaisseur;

— des facteursdits de correction de CT (notds k) interviennsnt dans les relations entre
les efforts résalants de CT (les effores ranchanes) ot les déformations généralisées
de CT. Les facteurs £ sont définis en utilisant les équations d'¢ quilibre local et une
equivalence entre I'énergie interne de CT exacte et celle associde au modéle
sirphifié.

L1.4 Remarques

=~ Les sollicitarions considérdes sont de types statique et dynamigue avec prise er
compie des forces dinertie. L'accent est cependant mis davantage sur V'évaluaton
des rigidités an niveau des modéles Eléments finls (4 cause de Iz difficulid de lear
dérermination) plette que sur celle des inerdes. Au nivean industmiel [C2,D1],0n
resout plus de problémes statiques que de problémes dynamiques 3 V'sxception de
ceux qui sont reladfs 3 la détermination des fréquences et modes propres. de
vibration. Pour les sollicitatons statiques, nous tenons compte des sollicitations
volumigues, surfaciques et ponctuclles ainsi que des sollicitadons indunites parles
contminees ef déformations initales, nommment celles dues aux deformations
d'ongine thermigue.

— Pour les smuctores minces, 'hypothise des sections droites inclut cefle, plus
classique, de conservation des normales (modéles d'Euler-Navier-Bernoulli pour
les pouires et de Kirchhoff pour les plagues ct coques) ot linfluence des
déformations de CT est négligde.

— Les non-linfarités géométriques, les phénoménes comme le flambement ou le
plissernent jouent un 18le Important dans les sructures minces qui peuvent subir
de grands déplacements etde grandes rotations, mais avec de petites déformations,
Cesnon-lindarieés ne sont pas étudides ici, Lelecteur intéresse parcel aspect pourra
consulter les références [B1, B2, BS, FI, V1)

FIGURE 2.6 — Batoz p6
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2] MODELISATION DES STRUCTURES PAR ELEMENTS FINIS

— Les valeurs des facteurs de correciion de CT jouent un réle important pour les
poutres, les plaques sandwichs et composites et sont directement assocides 4 la
validité de la théomie du premier ordre [E1, N3],

— Les caractéristiques des modéles de swuctures minces sontrésurnées dans ka figure
1.3

[.2 DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

1'aspeet discrétisation par éléments finisestévoqué surles figures L4 et L3 en relaton
avec les figures 11 et L2

Dans cet ouvrage, nons ahordons 1a résolution par éiéments finis :

— des problémes tridimensionnels en covrdonnées cartésiennes (figure L4a) et en
coordonnges cylindrgues (Bgoure L3a) an chapitre 2;

— des problémes bidimensionnels en coordonnées cartésiennes avec les typothéses
de déformations ou de contraintes planes {figure 14b) au chapite Z;

— desproblémes de plagues axisymétriques en érat de contrainces planesetuniformes
dans l'épaisseur (figure I5h) an chapioe Z;

— des problimes de barres ou poutres droites & deux ou trois dimensions (hgure Lad)
et de poutres courbes planes (fgurs 1.4e) an chapitre 3;

— des problémes de plagues en fexion (fignres L4b et L5b) au chapite 4;

— des problémes de cogues de révolution en comportement axisymerique ou non
{fgure L) an chapite 5

— des problémes de eogues de formes quelconques (figure L4c) an chapitre 6.

Nous accordons une importance particulitre aux éléments & [aible nombre de noeuds

et de degrés de liberté car il3 sont largement utilisés et favorisés en miliew industriel

pour des raisons pratiques et d'efficacité (notsmment pour la résolution des problemes
nen lingaires et de dynamique) [M1].

Les éiéments finis formulés dans les différenss chapitres ont, comme variables
nodales, des composantes du vecteur déplacement (noté u) et en plus, pour les
structures minces impliquant un comportement de flexion, les composantes du
vectenr rotation (noté §). Ces éléments finls sont oblenus en urlisant des modeles
déplacements ou des modiles mixies (ol les variables de type conraintes sont
discontdnues d'un élément & l'antre).

FIGURE 2.7 — Batoz p8
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a) Eléments tridimensionnels.

Plan moyen

Surlace moyenne

b Eléments plans ou de plague.

¢) Eléments de coque.

Fiore meoyanne

d) Eféments de poutre.

e} Eléments d'are.

Fig. 1.4 - Diserétisalion par élémenis finis (coondonndéey cartésiennes).

FIGURE 2.8 — Batoz p9




Volume discrétisé en
Z éléments toriques triangulairss|

Flan mésidisn

aj Eléments iridimensionnels axisymétriques.

Ty
IR

Plan mayen J
Zz discrétise

EMN courcnnas

Surface mayenne
| diserélisée en
troncs de céne

1 2|E’§

b} Eléments de plague axisyméiriqgue.  c) Eléments de cogue axisyméirique.

Fig. L5 - Discrétisation par éléments finis (coordonndes cylindrigues).

L'aspect logiciel €léments finis est abordé ;

— dans le premier volume ol nous présenions ke programme RE_FLEX {Recherche et

Enscignement en modélisation des stuchres FLEXIbles) €orit en FORTRAN et qui
contient des modules simples d'entée des données (commande DaTa), de résolution
linéaire statique (commende LINR), dynamique (commandes DYNA) et de caleul des
valeurs et vecteurs propres (Commande VALF), Sont dgalement inclus les sous-
programmes FLEMO {ressort), ELEM2 (harme 313, ELEMO3 (iriangle Laplacien), ELEMO4
(quadrlsrére flastieité plane), BLEMOS (triangle axdsymémque];

dans le second volume ol nous présentons les sous-programmes ELEMOS (poutre
plane aves CT), ELEMOT (flément eriangulaire de plague en flexion DET), ELEMOE
(élément quadrilaréral de plague en Bexdon aves CT);

- dansle troisitrne volume ol nous présentons les sous-programmes ELEM09 (coque
asisymémigue), ELEMLO (Elémen: de coque mangulaite CST + DET), ELEML]
(€lément de coque quadrilatéral de type isoparamétrique avec effets de CTinclus),

Fi1GURE 2.9 — Batoz p10
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Face a un probléme donné, il nous faut choisir un type de modele a utiliser : type d’élément,
utilisation ou non des symétries... Le synopsis de choix du type de modele peut étre représenté sur
la figure 2.10.

probléme plan (1)

probléme spatial (2)

sans symétrie .
probleme plan (3)

probléme spatial (4)
coque sphérique : dépendance entre  chargement uniforme (5)

symétrie géométrique sphérique  déformations tangentielles et chargement de type fourrier (6)
déplacement radial

coque axisymétrique : dépendance entre chargement uniforme (7)
symétrie géométrique cylindrique déformations azimutales et déplacement / chargement de type fourrier (8)

élément a ligne moyenne

radial

PR | probléme plan (9)
avec symetrie L R barre . -
symétrie géomeétrique par rapport & un probléme spatial (10)

plan probléme plan (11)
poutre

probléeme spatial (12)
type de modéle probléme plan (13)

al
symétrie géométrique par rapport a un probleme spatial (14)

axe probléme plan (15)
poutre
plaque (17) probléme spatial (16)

5ans symétrie membrane (18)

coque (19)

symétrie par rapport a une ligne (20)

Contraintes planes pas de symétrie par rapport a une ligne
(29)
symétrie par rapport a une ligne (21)

élement surfacique

déformations planes pas de symétrie par rapport a une ligne
(30)
relation entre déplacement radial et

élément & feuillet moyen

avec symeétrie

déformation azimutale (31)

probleme plan (22)

e adorar R plaque : "
symétrie géométrique par rapport a un probléme spatial (23)
plan membrane (24)

coque probléme spatial (25)

symétrie géométrique par rapport a un

élément volumique  plan (26)
sans symeétrie (27)

assemblage de plusieurs types d'éléments
(28)

FI1GURE 2.10 — Synopsis de choix d’un modele.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir le
brevet 607.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95.

2.1 Plaque et coque, passage aux éléments finis

Utilisons la méme méthode que dans le cas tridimensionnel, pour une structure de type plaque.
Pour cela il nous faut évaluer ’énergie de déformation d’une plaque et I’énergie cinétique de celle-ci.

Effectuons tous d’abord, quelques rappels sur les grandeurs caractéristiques d’une plaque et les
différentes lois de comportement.

2.1.1 Rappels sur les plaques

Ces rappels ont été construits & partir de [24].

Les contraintes dans la structure, peuvent étre modélisées par des efforts généralisés (voir figure
2.11),

— de membrane

. Nx ot Ogxx
N=| N, | = / Oyy | dz (2.1)
Nl:y
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FIGURE 2.11 — Efforts généralisés (d’apres [24])
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FIGURE 2.12 — Cinématique d’un point n’appartenant pas au feuillet moyen (d’apres [24])

— de flexion _
. A[r 37 Oxx
M=\ M, :/ oyy | zdz (2.2)
My | 770 oay
— tranchants
=& ]= [ [ (2.3)
a=[ @)= f 7]
Qy | —t L Tyz

La cinématique d’un point ¢ est associée a la cinématique du point p appartenant au feuillet
moyen, et de la normale au feuillet moyen qui tourne d'un angle 5 = 5,§ — 8,Z (voir figure 2.12).
Le déplacement d’un point ¢ a la distance z du feuillet moyen, s’écrit donc,

i(g) = (u(p) + 2B2)T + (v(p) + 20y)¥ + w(p)Z (2.4)

Les déformations généralisées associées au mouvement du feuillet moyen et de sa normale peu-
vent étre écrites sous forme de vecteurs. Il s’écrivent de facon compacte si on utilise la notation ”,”
pour indiquer la dérivée partielle par rapport au parametre en indice : % = fiz.

— déformation dans le plan

Uy

U,y (2.5)

Usy +/U${I?

oy
Il

— courbures

8:1:7:1;
61777; 'H/jy-,w

_ [ W,e +Bs ] (2.7)

W,y +PBy

>
Il

— déformation de cisaillement
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La loi de comportement relie le vecteur des efforts généralisés [N Q]t au vecteur des déformations
généralisées [eX7]",

N H mm H mf 0 e ]\7()
M = Hmf Hff 0 X | + | My (28)
0 00 0 H.||7F 5

ou apparaissent les efforts de préchargement de la structure :
. t
Ny = / cgodz (2.9)
—t

t
M, = /(?OZ(IZ (2.10)

—t

.
I

t
) / Todz (2.11)

—t

Les sous-matrices sont liées aux matrices de comportement du matériau élastique isotrope H
et H, (élongation et cisaillement),

1 v 0
H=|v 1 0 (2.12)
00 (1-v)/2
E 10
HT_I—V|:0 1} (2.13)
par,
t
H, = Hdz (2.14)
—t
t
Hpy = H zdz (2.15)
—t
t
Hy = H 2*dz (2.16)
—t
H. = k2tH, (2.17)

Le coefficient de correction en cisaillement k dépend du modele utilisé [24].
— Pour un modele de Kirchoff, pour lequel la normale au feuillet moyen reste orthogonal au
feuillet moyen : k = 1.
— Pour un modele de Reissner, pour lequel la normale au feuillet moyen ne reste plus rectiligne
du fait de I’apparition d’un gauchissement : k est calculée telle que ’énergie de déformation
a partir des grandeurs généralisées et celle calculée en tridimensionnelle soit les mémes, et
l’on obtient (pour une répartition parabolique du cisaillement dans 1’épaisseur), k = %.
— Pour un modele de Mindlin, basé sur les mémes hypotheses que celui de Reissner, la grandeur
k est calculée par la coincidence des premiers modes de flexion transverse (calage en dy-
namique) k = 1.
Pour les deux derniers modeles, la contrainte de cisaillement n’est pas constante dans I’épaisseur
(voir figure 2.13). Le choix du modele est conditionné par I’épaisseur relative de la plaque (épaisseur
/ longueur d’onde du mode de vibration). Le modele de Kirchhoff peut donc étre suffisant pour les
premiers modes, et insuffisant pour les modes de fréquences plus élevée.
Dans le cas d’un plaque homogene isotrope, le couplage entre les déformations de membrane et
de flexion sont nulles et Hy,5 = 0.
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FIGURE 2.13 — Pour les modeles de Reissner et de Mindlin, le cisaillement n’est pas constant dans
I’épaisseur.
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2.1.2 Energies

L’énergie interne de déformation de la plaque est donnée par l'intégrale sur le feuillet moyen
des produits des efforts généralisés par leur grandeur duale des déformations généralisées,

1 . y -
V== / (N.€+ MY+ Q.f?) dA (2.18)
2 Ja

Dans la méthode de Rayleigh-Ritz, il nous faut intuiter des fonctions de forme. Il est donc nécessaire
d’exprimer V en fonction de w, v et w ainsi que B a l'aide des formules précédentes. Nous ne le
ferons pas ici dans le cas général, au vue de la complexité des expressions que nous obtiendrions.

L’énergie cinétique, sera elle, directement exprimée en fonction de la vitesse en tout point ¢ du
volume,

1 .
T= 7/ pii(q)* dS2. (2.19)
2 Ja
Si on étudie le cas d’'un mouvement harmonique (q) = U (q) sinwt, alors I’énergie cinétique est,
1 L
T= §w2/ pU(q)* d2. (2.20)
Q

Comme le déplacement du point ¢ est fonction de celui de p (appartenant au feuillet) et de la
rotation du feuillet,

Uy = (Up + 2B.)Z + (Ve + 28,)7 + Wp7Z, (2.21)
Le carré de celui-ci donne,
U2 = (U} + VE+W3E) + (2Up2Bs + 2Vp2B, + 2262 + 2°B2) (2.22)

On doit ensuite intégrer dans I’épaisseur h et faisant ainsi apparaitre la masse surfacique p; =
ph = p2t. Si 'on ne garde que le premier terme de 2.22; on néglige en fait les termes d’énergie
cinétique de rotation. On obtient alors,

1 .
T= §w2/ psU(p)? dA. (2.23)
A

Pour les plaques dont 1’épaisseur reste bien plus faible que la longueur d’onde des vibrations, cette
approximation est tout a fait correcte.

2.1.3 Vibrations transverses d’une plaque mince par rapport a la longueur
d’onde

Dans le cas d’un mouvement transverse d’une plaque, la fonction de forme est @(p) = w(p)Z.
Son mouvement sera décrit par exemple par,

w(z,y,t) = w(z,y) sin(wt). (2.24)

Pour simplifier les notations, nous noterons w la fonction de forme w(x,y).
Si la plaque est de plus isotrope homogene, alors I’énergie potentielle se simplifie en,

V- %/A (375 + @) aa (2.25)

Si la plaque n’est pas trop épaisse, on peut négliger I’énergie de déformation en cisaillement, par
rapport a ’énergie de déformation en flexion. Elle se réduit donc a,

V= 1/ M.xdA (2.26)
2/a

1l nous faut exprimer ces grandeurs en fonction du déplacement transverse w(z,y). On introduit
la loi de comportement (formule 2.8),

1
V= f/ Hpx.X dA (2.27)
2 A
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On la relie au comportement dans 1’épaisseur,

1 v 0
v

// 1 0 22%.X dA (2.28)
L=vlo 0 1-v)2

Pour une plaque d’épaisseur constante et homogene, on peut sortir H et I'intégrale sur I’épaisseur
de l'intégrale sur la surface,

3 1 v 0
v:%ﬁi/ v 10 X dA (2.29)
A=)Jal o 0 (1-v)2

.....

de la plaque,

Eh3
D= (1 12 (2.30)
1 v 0
fD/ v 1 0 X.X dA (2.31)
0 0 (1-v)/2

On exprime alors les courbures x en fonction des rotations de normale 3,

1 v 0 /3.’1: s T B.’l; T
7D / v o1 0 By : By dA (2.32)
0 0 ]- - V)/Q eﬁzr-,y +5y5$ [33351/ +3U*L

Il nous faut alors choisir une cinématique qui relie la rotation au déplacement transverse w. Si ’on
considere le modele de Kirchhoff, la normale au feuillet moyen reste normale au feuillet moyen,
alors la figure 2.12 indique que,

Bo = —Wy (2.33)
5@/ = W,y (2.34)
la ”,” indiquant toujours la dérivée partielle par rapport au parametre en indice. On obtient donc
I’expression finale,
1
V= 5D/A (w2, +w,§y F20W 5 W,y +2(1 — V)w,iy ) dA (2.35)

Dans ’équation ci-dessus, la fonction w(x,y,t) = wsin(wt). L'énergie potentielle maximale est
donc,

1 - -
Vinaz = §D/A (@,2, —l—w,yy 200,00 W,y +2(1 — )w,iy) dA. (2.36)

A T'aide de toutes les hypothéses précédentes, ’énergie cinétique maximale sera déduite de la
formule 2.23,

2
Le coefficient de Rayleigh pour ce type de plaque et de cinématique est,

1
Trnaz = ~w? / phi*dA (2.37)
A

Ja (@2, +w,yy F20W g0 W,y +2(1 — V)W ,xy ) dA

=D
R(w) [ 4 phav?dA

(2.38)

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le
brevet 608.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95.
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2.2 Modélisation : poutre

2.2.1 Discrétisation et interpolation

Le corps est représenté par sa fibre moyenne. A chaque point H de cette fibre moyenne est
associé un torseur de déplacement {U} composé par un angle de rotation & et un déplacement .
Le nombre de degrés de liberté d’une poutre comprise entre un point A et un point B est infini car il
existe une infinité de points H. Le champs de déplacement est discrétisé en définissant des éléments
finis entre deux points que nous noterons i et j. Les degrés de liberté a ces noeuds correspondent
aux composantes du torseur de déplacement : 3 angles de rotation, et 3 déplacements. Si une poutre
est discrétisée avec 5 noeuds (et donc 4 éléments finis liants ces 5 noeuds), le nombre de degrés de
liberté du systeéme élément fini est de 30 (=5*6) et non plus infini pour le systéme non discrétisé.

Le passage entre les degrés de liberté des deux noeuds i et j aux degrés de liberté en tout point
P compris entre ces deux noeuds, nécessite la définition de fonctions d’interpolation. Ces fonctions
sont calculables a I’aide des formules de Bresse qui incorporent la loi de comportement du matériau
et I'une des cinématiques.

Considérons a titre d’exemple les deux torseurs de déplacements tel que le déplacement soit

unitaire au point i : {U;} = { 1037 } et {U;} = { g } exprimés dans le repere local (i, Z, 7, Z)

qui correspondent au mouvement suivant un seul des 12 degrés de liberté de cet élément fini de
longueur I. On peut calculer les torseurs de chargement {7;} et {7;} aux deux extrémités ¢ et j qui
permettent d’obtenir les deux torseurs de déplacement considérés. Le probleme étant plan, on peut
.. . Fy . . . , g
choisir a priori {7} = { Cg } . Si on oriente la poutre de i vers j, le torseur des efforts intérieur

en tout point P tel que iP = s est alors,

e Q@

} E (2.39)

J

F
{Tetpint} = { c

soit par la formule de changement de point,

i
{Teffint} = { (O-{—F(?— 8))5 }P . (240)

Les sollicitations sont donc d’effort tranchant T,y = F' et de moment fléchissant M fz = C+F(I—s).
Par les formules de Bresse, on peut donc obtenir les mouvements de B par rapport & A, d’ou pour
les mouvements imposés choisis :

Fi Fi3 Ci?
—1= 2.41
Gs, " 3EI;. " 2Bl (241)
Fi? Cl
0= ——+——. 2.42
2F1y, * Ely, ( )
Ce syteme de deux équations a deux inconnues F' et C' permet de les déterminer :

-1

F= - " , (2.43)
! (Gsy + 12EIHZ)

1

C= . (2.44)

1 12
2 (Gsy + 12EIHZ>
On connait donc, grace a 1’équation 2.39, le torseur des efforts intérieurs, et via les formules de

Bresse, le déplacement et la rotation de tout point P compris entre i et j d’abcisse s,,. Tout calculs
fait, on obtient :

Fs, C —s+lsy F s3—3ls2 +31%s,
GS, " Elg. 2 Eln. 3 ’

up =1+ (2.45)
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_ Cs,y F —s+lsy
~ Ely., Ely, 2 '
En remplacant les expressions de F' et C par leurs valeurs equations 2.43 2.44, on obtient les
fonctions d’interpolations associées au degré de liberté de translation dans la direction 3 du point
7’7

(2.46)

Wp

_1 1 —
5 o
wp = 14 ) 2ok ) =+ lsy | okt =85430 o
GSy EIHz 2 EIHZ 3 7 '
1 —1
7 . & S (22
wy = At ) T ekt ) —5p by (2.48)
P Ely. Eln 2 |

Si on appelle K, la matrice de rigidité élémentaire de I’élément, liant les efforts généralisés aux
noeuds ¢ et j aux déplacements généralisés en ces noeuds,

in Uz
Fyi Uy
in Uz
Cxi Wi
Cyi wyi
G = ma| o |, (2.49)
J zj
Fy; Uyj
sz qu
Ol-j wx]
Cy; Wy
L Czj i L (JJZ]' ]
les termes obtenus sont ceux de la seconde colonne :
Keo =0
K€22 = ! 3
(aby + 1ot )
Kep =0
Keso =0
Keso =0
Kego :2(7%
% 0 Gsy TT2ETg: ) (250)
e72  —
KeSZ = — 2
Wty + oot
Kego =0
KelOQ =
Kz =0
Keizo =

P
2( 1 i )
sy Y EET,

Dans les résultats ci-dessus, on a utilisé I’équilibre du segment de poutre pour trouver les valeurs
des forces et couples au noeud i.

On peut faire de méme pour chaque degré de liberté de cet élément poutre, et obtenir ainsi
tous les termes de la matrice de rigidité.

On notera que les termes de la matrice de rigidité sont obtenus en faisant ’équilibre de la
structure, que la fonction d’interpolation de u, est de degré 3. Si l'on avait choisi a priori une
fonction polynomiale de degré 3 introduisant 4 constantes déterminées par les 4 ddl (2 rotations et
2 translations) pour le mouvement transverse de cette poutre, on aurait obtenu le méme résultat.
Pour les éléments poutre, en statique, non chargé entre les points i et j, la solution éléments finis
est exacte et n’est pas une solution approchée.

Le choix de ces fonctions d’interpolation de degré 3, implique que la solution éléments finis ne
sera qu’approchée,
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— en dynamique,

— ou si une charge est répartie entre i et j.

La matrice de rigidité élémentaire peut aussi étre obtenue par le calcul de I’énergie de déformation
dans I'élément : I’énergie locale de déformation en tout point P, qui dépend des fonctions d’inter-
polation choisies, est intégrée entre les deux points i et j, puis égalée avec ’énergie de déformation
de I'ensemble de 1’élément. On identifie alors terme & terme en fonction des degrés de liberté.

La matrice de masse élémentaire peut étre obtenue de fagon similaire, a partir du calcul des
énergies cinétiques.

Le vecteur chargement élémentaire peut étre aussi obtenu a partir du calcul des travaux de ces
chargements.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le
brevet 609.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?7id=95.

2.2.2 Assemblage

La matrice de rigidité globale de la structure est ensuite obtenue par la somme des matrices
de rigidités élémentaires que 'on prendra soin de placer dans la matrice globale en fonction des
numéros des degrés de liberté.

2.2.3 Prise en compte du cisaillement avec la cinématique 3

En tridimensionnel, nous utiliserons le champs de déplacement u, le tenseur des déformations
€, le tenseur des contraintes o. Les relations les liants sont :

— le passage déplacement - déformations

— la loi de comportement

— le principe fondamental de la dynamique
les conditions aux limites en déplacement

— les conditions aux limites en contrainte

Pour les modeles de type poutre, nous déclinerons des grandeurs qui seront définies sur la fibre
moyenne de la poutre : torseur des déplacements, torseur des déformations, et torseur de cohésion.
Les relations les liant sont les transpositions au cas 1D des équations précédentes :
le passage déplacement - déformations

— la loi de comportement

— le principe fondamental de la dynamique

— les conditions aux limites en déplacement

— les conditions aux limites en contrainte

Nous travaillerons dans ce cours sur la loi de comportement de la fibre moyenne, qui dépend de
la cinématique choisie. Nous avons étudié dans le chapitre 7?7 deux cinématiques de section droite.
La seconde cinématique n’était pas correcte en présence d’un effort tranchant.

En effet, les contraintes de cisaillement doivent rester nulles sur les surfaces latérales de la
poutre. Une répartition des contraintes de cisaillement constantes dans 1’épaisseur de la poutre est
donc inacceptable.

Hypothese

Pour que les termes de cisaillement soient nuls sur le contour de la section droite, il faut laisser
la section se gauchir.
Loi de comportement

On corrigera les termes de la loi de comportement en introduisant les concepts de section efficace
ou de moment quadratique efficace en torsion. On mettra la loi de comportement sous la forme,
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N ES 0 0 0 0 0 &
T, 0 @GS, 0 0 0 0 ~
.| | o o 6. o 0o o0 7.
M, || 0 o o G o 0 a | (2.51)
My, 0 0 0 0 Elg,y 0 Qy
Mfz 0 0 0 0 0 EIGZ (&%

Méthodes de calcul des coefficients correctifs

Sollicitation de torsion La répartition de contraintes et le champ de déformation sont simples
dans la cas ou la barre est de section droite circulaire. Dans tous les autres cas, ot1 un gauchissement
de la section droite peut apparaitre, I’évaluation des contraintes est plus complexe.

Il est nécessaire de déterminer la fonction de gauchissement ¢ telle que :

— pour tout point de la section droite

A¢(g,2) =0, (2.52)
— pour tout point du contour de la section droite
grade.ii = Zn, — ijn.. (2.53)

Le moment quadratique en torsion corrigé I§ est alors :

0 0P\ ...

I§ = I — — Z— | dyd 2.54
0 °+/<yaz Zag) ydz (2.54)

Les notations utilisées dans 'ouvrage, par rapport a celles utilisées dans ce polycopié sont :
az = o (2.55)
In= J (2.56)
= = (2.57)
i= (2.58)
=z (2.59)
(2.60)

La démonstration des formules 2.52 et 2.54 est présentée figures 2.14 a 2.26 extraites d’'un livre
de Salencon [21]. Elle est suivie par un exemple de résolution pour un cylindre de section droite
triangulaire extraite d'un livre de Chevalier [4].

7 Torsion d’une barre cylindrique

7.1 Position du probléme

On se place dans les hypothéses générales de linéarisation exposées au paragraphe
(200

Ozyz désigne le systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées dans lequel

on étudie 'équilibre élastique isotherme d'une barre cylindrique de longueur ¢ pa-
rallélement & Oz. On désigne par S la section droite courante de la barre. 5p et S

FIGURE 2.14 — Salengon 2 p110.

démonstration
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7 — Torsion d’'une barre cylindrique 111

Z A

Figure 11 — Torsion d'une barre cylindrique

sont les sections d’extrémités de cote 2 = 0 et z = £ (figure 11). La barre étudiée est
supposée constituée d'un matériau élastique isotrope, homogéne.

L'état initial du systéme, pris comme référence, est 'état naturel. Le chargement
dans ’état d’équilibre étudié est défini par les données suivantes.

e Forces de masse nulles :

(7.1) F=0 surf?.

e Surface latérale libre de contrainte. Il s’agit d'une surface de type St (ou encore
St, aveci =1, 2, 3)

(7.2) T=T9=0 surd2-5,-5;.

e Sur les sections d’extrémités Sy et Sy, les données demeurent provisoirement in-
complétes par rapport & la forme donnée au paragraphe 2.3. Les sections d’extré-
mités sont des surfaces Sy. Les distributions des T¢ sur ces bases seront précisées
ultérieurement, mais il est imposé aux T? de satisfaire la condition suivante :
le torseur des forces surfaciques T sur l'extrémité Sy est (0,0,Ce.) c'est-a-dire
de résultante nulle et équivalent & un moment C d’axe Oz ; le torseur des forces
surfaciques 79 sur Sy est (0,0, —Ce,).

Il s’agit d'un probléme o toutes les données portent sur les efforts (forces de masse,
forces surfaciques) ; on doit donc vérifier que la condition (1.3) de compatibilité des
données statiques (cf. aussi §4.2) est satisfaite : ceci est réalisé car le torseur de tous
les efforts extérieurs appliqués au solide est bien nul.

Le probléme ainsi posé de fagon incompléte correspond & la torsion de la barre

considérée par des couples opposés, dirigés parallélement A son axe, appliqués aux
deux extrémités.

FIGURE 2.15 — Salengon 2 pl11.
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112 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

Le but de I'étude qui va étre faite est de construire une solution d’équilibre élas-
tique satisfaisant les conditions imposées plus haut. Elle correspondra &4 des formes
particulidres pour les distributions de T4 sur les extrémités Sy et Sy, qui fixeront donc,
a posteriori, le probléeme posé. Ces distributions pourraient étre imposées a priori
mais cela apparaitrait comme trés artificiel ).

7.2 Résolution du probléme : méthode .des déplacements

Il peut sembler paradoxal d'utiliser la méthode des déplacements alors qu'aucune
donnée du probléme ne concerne £. Toutefois 'idée que I'on peut se faire a priori
du mode de déformation d'une barre en torsion incite & rechercher une solution en
déplacement de la forme :

§z=—azy
(7.3) & =0zx
& =cap(z,y)

ou &g, &y, £: désignent les cbmposantes du déplacement £ dans le repére cartésien
orthonormé. « est un paramétre ayant la dimension de I'inverse d’une longueur et ¢
une fonction (4 déterminer) ayant la dimension du carré d'une longueur.

Les équations (7.3) s’écrivent aussi :
(7.4) £ =afze, NOM + ¢, v(z,y))

qui permet, de mieux percevoir la forme du champ de petit déplacement envisagé et
les motivations de ce choix. Il est commode, pour interpréter (7.4), de considérer le
point courant M de la section droite de cote z . On voit que le déplacement, supposé
infinitésimal (H.P.P.), de M est le résultat de la rotation d’ensemble de la section §
autour de l'axe Oz, qui lui est perpendiculaire, d'un angle aez (rotation proportionnelle
4 la cote) et d'un gauchissement de la section (composante selon e,) indépendant
de la cote.

On reviendra dans la suite sur l'interprétation géomeétrique de (7.4), mais il est
important d'insister ici sur I'hypothése des petits déplacements, qui doit étre vérifiée
par chacun des deux termes du second membre de (7.4), en remarquant par ailleurs
que la position de l'axe Oz n'est, & ce stade, nullement précisée par rapport & la barre.

Le champ ¢ dérivé de (7.3) s'écrit :
(7.5)

9
£ +a)e, ®e, +e. @e,) .

1 1
g(e,y,2) = sa(5- —y)e; Oe, +e. ®e,) + E“(ay

(13)Méthode dite « semi-inverse » introduite par A. Barré de Saint Venant (1797-1886) qui a,
le premier, donné la solution exacte du probléme de la torsion d'une barre &lastique cylindrique
quelconque (1853 ; 1855).

FIGURE 2.16 —#hlencon 2 pl12.



7 — Torsion d'une barre cylindrique 113

On voit ainsi :

e qu'il n'y a pas de variation de volume
(7.6) trg=divé=0;

® que les sections droites (z = constante) ne sont pas déformées dans leur plan :
(7.7 Exz = Egy = Eyg = Egy =0,
conséquence de la rotation d’angle aez autour de 'axe Oz ; a est appelé la rotation
« différentielle » ;

e pour un vecteur matériel dirigé suivant Oz, en tout point de la barre, 'allongement
unitaire est nul (cf. chapitre II, §5.2)
{?‘8:] £:: =0

e qu’en conséquence, une fibre de longueur quelconque, paralléle & Oz, n’est pas
déformée dans le champ de déplacement (7.3) : elle demeure rectiligne et ne subit
pas de variation de longueur.

Ce dernier résultat peut sembler paradoxal car peu conforme a l'idée intuitive que
l'on a de la géométrie d'une barre tordue ! Il est évidemment lié & I'hypothése essen-
tielle des petits déplacements qui fait partie de 'hypothése des petites perturbations.

Figure 12 — Torsion élastique d'une barre considérée comme un assemblage de fibres

On peut, pour visualiser ce mode de déformation de la barre, l'imaginer comme
un assemblage de fibres trés fines paralléles & Oz. Dans la torsion infinitésimale, ces
fibres sont indéformées : elles s’inclinent sur Oz et subissent une translation paralléle &
cet axe (figure 12). Ces propriétés du champ (7.4) ne sont vraies que dans ’hypothése
des petits déplacements ot I'on confond coordonnées actuelles et initiales. Il faut donc
que les produits a2z, azy et aw(z,y), dans (7.3) demeurent suffisamment petits,
quelle que soit la cote z (0 < z < £) et quel que soit le point M dans la section S, pour
que 'hypothése des petits déplacements soit valable. Ceci impose que la rotation de

29
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114 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

Sy, égale 4 af, soit faible et que & | = |efy| et | &, | = | @bz | soient suffisamment
petits pour que l'on puisse confondre les coordonnées actuelles avec les coordonnées
initiales. Le positionnement de I'axe Oz par rapport a la barre (cf. §7.4) est alors
évidernment mis en cause.

On applique le schéma de résolution de la figure 6. Le calcul de g par (4.2) est
immeédiat ; il vient, & partir de (7.5) :

g i
(7.9)  g=pa(z- -ve, ®e. +e. Q) +m{% +z)(e, ®e, +e,@e,) -
Les deux premiéres équations d'équilibre (4.1a) sont satisfaites et la troisiéme impose
Py(x,y) , Pelz,y)
7.1 Asp = =
( D} 2 A2 i 3y2 0

(o0t Ag désigne le laplacien bidimensionnel).

~ La condition de surface libre pour la surface latérale de la barre (7.2) s’écrit,

en désignant par m;,ng,ng les composantes du vecteur normal unitaire n au point
courant de 842 — Sy — Sp :

(i) n1@+ng@+ngz—n1y20
dx Ay

soit, dans I'espace 4 deux dimensions (z,y) :

(7.12) grady.n = % =mny —naz sur J5 , bord de la section S .

On voit que (7.10) et (7.12) définissent pour @(z,y) un probléme de Neumann in-
térieur sur la section S : ceci permet donc de déterminer!) la fonction i (3 une
constante additive prés, sans incidence sur g, et qui correspond pour £ A une trans-
lation d’ensemble paralléle & Oz arbitraire). 5

La fonction ¢ étant ainsi déterminée par les conditions aux limites (7.2) sur la
surface latérale (012 — Sy — Sy) , il convient de vérifier que les conditions imposées aux
efforts surfaciques sur les sections d’extrémités Sy et Sy sont satisfaites.

Sur S; la résultante des efforts surfaciques a pour composantes :

R =j Jzzda=f ,Laﬂ{ai —y)da
3e Se gz
(7.13) R, =f oyzda zf ga(—w +z)da
Se S ay
Rz:[ gz:da =10,
S

: : : a : i
(14)On sait que pour qu'un tel probléme ait une solution, la donnée ; doit vérifier la condition
n

S a : ;
de possibilité, [ gfvd,[.- = 0, qui traduit la nullité du fux de grad ¢ & travers une courbe fermée.
5 2Rtk
as

Celle-ci est vérifige ici : / (niy —nax)dl = / OM.dM =10,
as as

30
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7 — Torsion d’une barre cylindrique 115

ou Ry et R, sont nulles en conséquence de (7.10) et (7.12) satisfaites par w. Il en

va de méme pour les composantes de la résultante des efforts surfaciques sur So, qui
sont opposées a (7.13).

En effet, on a par exemple :

i L Bl et R G G
(7.14) fs (5. —v)da= fs (52 (g ~ V) + 5, G50 +2) — 2 42¢)da

d'of, puisque Agep = 0, et par application du théoréme de la divergence :

g A
(7.15) ]{——y]da:f (= —miy+nez)dl =0.
5 o= as o ]

On peut aussi proposer un raisonnement direct. Comme le montre (7.16), les moments résul-
tants des efforts surfaciques sur Sy et Sy sont dirigés selon Oz . Puisque le champ de contrainte
(7.9}, avec  déterminée par (7.10) et (7.12), est en équilibre avec des forces de masse nulles
sur {2, le torseur des efforts surfaciques qu'il induit sur 812 est nul (cf. chapitre V, §3.4). En
conséquence, si les résultantes des efforts surfaciques sur S et 5¢, qui sont opposées, avaient
des composantes non nulles selon Oz et Oy, on trouverait, pour les équilibrer, un moment

d'axe perpendiculaire & Oz di aux efforts surfaciques sur la surface latérale; or ceux-ci sont
nuls.

Le moment résultant des forces surfaciques sur Sy a pour composantes :

H. =10
(7.16) Hy =0 - :
H,,:f IOy — YT )da = pex xi+w]—y£—y da ;
Sé{ yz ]' 5 51( (ﬁfy (E‘h J)

le moment des forces surfaciques sur Sy lui est opposé.

La confrontation de la formule (7.16) donnant H, avec la condition aux limites
« partielle » imposée aux efforts surfaciques sur Sy (et Sy) a travers la torseur
(0,0, Ce,) montre que le paramétre o introduit dans le champ de déplacement (7.3)
est déterminé & partir de la donnée C par I'équation

(7.17) C=pJa

ou J résulte de la seule résolution du probléme de Neumann (7.10, 7.12) et ne dépend
donc, dans les axes choisis, que de la géométrie de la section droite. On montrera
dans la suite que J est, en fait, une caractéristique géométrigque intrinséque de
la section (indépendante de la position de Oz et de Porientation des axes Oz et Oy).

J a pour dimension la puissance quatriéme d'une longueur et est appelée inertie de
torsion de la section :

(7.18) 7= [ @G +0) -y G —y)da.

J est positif : le couple C et la rotation différentielle o sont de méme signe (résultat
attendu).

FIGURE 2.19 — Salengon 2 pl15.
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116 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

On peut en effet écrire en transformant (7.18) :

o A dp e
Tl 2 2yda — il bl ek pea gl
(7.19) f(( +)+( - y)%)da fs(ayay”’*aEa y))de
ol la deuxiéme intégrale est nulle en conséquence de (7.10) et (7.12) car elle se transforme
en :

50 ¢ SR )

[(——{— +a(5;"y”d“—£(ay(“’(ay +a) + (o3 ~ y)d

(7.20) _'. —fcpdgtpda
s

a
= c,o(nlﬁa—cp—yj—i-ﬂz(—tp-l—z)]dﬂ— wApda =0,
e Oz By

5

7.3 Commentaires

e Le probléme résolu au paragraphe précédent est donc défini a posteriori
comme suit. Le repére Ozyz &tant choisi, on détermine la fonction ¢ par
le probléme de Neumann intérieur (7.10, 7.12). Les données 7% (z, ) sur Sg
sont alors définies :

C o
d it At b
il 7% Y
(7.21) 6y
T2 (a.,y) J 5?,’ +$)
[:11'-,:-'.,1'} T ;

sur Sy les données Zd(:c, y) sont les opposées des précédentes.

La solution du probléme est donnée par les formules (7.4) pour £ et (7.9)
pour g. En tout point de la barre les tenseurs g et £ sont propor tionnels. Sur
toute facette paralléle & Oz il ne s'exerce qu'une contrainte de cisaillement
parallele a Oz.

e Le couple de torsion C est proportionnel 4 la rotation différentielle e, (ou
encore, & £ donnée, a la rotation de S par rapport & 55)%) . Le coefficient
de proportionnalité est le produit du module de cisaillement du matériau
par l'inertie de torsion de la section.

7.4 Invariances du probléme

L'analyse effectuée n'a mis en évidence aucune signification particuliére relative-
ment 4 la géométrie de la section Sy pour la position de l'origine O, c’est-a-dire de
'axe Oz autour duquel s’effectue la rotation des sections (du point de vue des coor-
données z, ), ni pour 'orientation des axes Oz et Oy. C’est sur le probléme bien posé,

(15} oy et aussi appelé « angle de torsion ». Cette terminologie peut préter i confusion car o est en
fait I'angle de la torsion par unité de longueur selon Oz.

FIGURE 2.20 — Salengon 2 pl16.
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7 — Torsion d'une barre cylindrique 117

avec les données (7.2) et (7.21) que I'on examine 'influence de la position de 'axe Oz
et de l'orientation des axes Oz et Oy . On démontre alors les résultats suivants.

Le probléme posé avec les données (7.2) et (7.21) est indépendant de la position
de I'axe Oz et de l'orientation des Oz et Oy. Ses données, qui portent toutes sur
les efforts, sont entiérement définies par la géométrie de la section et le couple C.
L’inertie de torsion est une caractéristique géométrique intrinséque de la section.

Le champ de contrainte solution de ce probléme donné par (7.9) est, lui aussi,
indépendant de la position de I'axe Oz et de l'orientation des axes Oz et Oy (résultat
conforme au théoréme d'unicité).

Les champs de déplacement solutions de ce probléme donnés par (7.4) ne diffe-
rent les uns des autres que par un mouvement rigidifiant tant que I'’hypothése des
petites perturbations demeure vérifiée par la position de I'axe Oz (résultat conforme
au théoréme d'unicité).

Pour établir ces résultats on s'intéresse 4 la fonction de gauchissement . Le probléme de
Neumann (7.10, 7.12) s'écrit aussi

(7.22) { Agee = div(grady) =0 sur §

(7.23) n.grade = (n AOM).e, surdS.

Il en résulte d’abord que, l'origine O des axes étant fixée, les fonctions ¢ solutions de (7.22,
7.23) sont déterminées par la géométrie de la section S, indépendamment des axes Oz et Oy :
wlz,y) = (M) . D'autre part, si l'on considére les solutions, notées @1 et wa , des problémes
de Neumann (7.22, 7.23) pour deux positions différentes, O et Og, de origine des axes, ces
fonctions sont liées par :

(7.24) w2(M) = 1 (M) + (e, A 0102) . O2 M
et vérifient ainsi
(7.25) gradygs = gradypy +e_ A 0103 .

En conséquence, 'inertie de torsion J est une caractéristique géomeétrique intrinséque de la
section §. En effet, compte tenu de (7.19) et (7.20) on a

(7.26) J= / (grady + e, A OM)?da
g
qui est invariant en raison de (7.25). Les données (7.21) sur 5; s’écrivent :
&
(7.27) T = ¥ (grady +e, A OM)
et sont, elles aussi, invariantes en raison de (7.25). Il en va de méme pour la solution (7.9) :
c
(7.28) g = }(gz ® (grad w+e, AOM) + (grad o +¢, A\OM) ®¢e,) .
Le champ de déplacement solution (7.4) est :
C
(7.29) £= (26 AOM +e. 4(M))
Les champs él et §2 correspondant 4 deux positions 01 et Oz de 'origine des axes sont reliés
par
()
(7.30) Ez(ﬂ} = EL@} + ;} 0103 A O M

et ne différent donc 1'un de 'autre que par un déplacement rigidifiant dans 'hypothese des
petites perturbations.

33
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120 Chapitre VIII - Evolutions et équilibres thermoélastiques

Enfin on peut signaler qu’en raison du caractére « naturel » du champ de
contrainte (7.35), celui-ci sert de base 4 une théorie élémentaire de la torsion d’une
barre cylindrique de section quelconque. Cette théorie fournit pour l'inertie de torsion
J de la section de la barre une valeur approchée égale au moment d’inertie polaire
de la section par rapport A son centre d'inertie. Une interprétation de cette approche
peut étre donnée en s’appuyant sur les méthodes variationnelles (théorémes de 1'éner-
gie en élasticité) exposées au chapitre X (sections 2 et 5) : elle permet de démontrer
que 'on aboutit ainsi 4 une évaluation de J par excés.

7.6 Résolution du probléme par la méthode des contraintes

L'utilisation de la méthode des contraintes pour résoudre le probl2me posé au paragraphe 7.1
parait naturelle puisque les données sont essentiellement statiques. On recherche le champ
de contrainte solution sous la forme(18)

(7.41) oij =0 sauf oz =0 et oy =0zy.

Dans le schéma de résolution de la figure 10, o doit vérifier les équations d'équilibre (4.1a)
d’on les trois équations :

oz ao’yz
T.42 —_— =0 , —==
( ) 8z 9z
B0z | O0zy
7.43 +—==0.
( ) ax ay

De (7.42) on déduit que o est indépendant de z. En supposant que S est simplement
connere, on déduit de (7.43) qu'il existe une fonction ¥ (z,y) telle que :

a"o'IJJ. 31.51
{?44) O‘;:ZEy— =19 UZHZ—E-
La fonction 1 est appelée la fonction de contrainte dans le probléme de la torsion.
Poursuivant 1'application du schéma de résolution de la figure 10, on doit satisfaire les équa-
tions de Beltrami (6.9). Compte tenu de (7.44), celles-ci se réduisent aux deux équations :

(7.45) ;—E(ﬂz‘tﬁli =0 st aﬂy{ﬂz‘t}"ﬂ =0

dont on déduit que Ag1Py est une constante sur la section S de la barre. Soit en désignant
par —2K cette valeur constante :

(7.46) Agpy = 2K sur 5.

Le respect de la condition de surface libre (7.2) sur la parci latérale de la barre 'écrit :

}
(7.47) nl% — g é:;i; =0 surds,
qui implique que 14 garde une valeur constante, soit C, sur 85
(7.48) W =C surdS.

Les équations (7.46) et (7.48) définissent le probléme permettant de déterminer, 4 une
constante prés (due & la valeur arbitraire de C sur 45), la fonction 9 .

Ce probléme peut se ramener A la détermination d'une fonction harmonique en mettant ¥
sous la forme :

(7.49) 1= Ky - (=® +1%)/2) ;

(18]1] serait excessif d’affirmer que cette forme vient spontanément & l'esprit pour rechercher le
champ de contrainte solution du probléme de la torsion si Pon n'a pas une connaissance préalable de
la résolution par la méthode des déplacemenis.

FIGURE 2.22 73S4alen(;0n 2 p120.
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(7.46

(7.5¢

(7.51)

Il s’agit d’un probléme de Liri... mstante prés due a C').

Le champ de contrainte o est alors déteri.... te K de proportionnalité prés

qui permet d'ajuster la solution aux données du problew.. On peut ici abréger les calculs
en tirant parti de la résolution effectuée par la méthode des déplacements : le champ de
contrainte exprimé en fonction de ¢ est identique & celui déterminé an paragraphe 7.2. Le
rapprochement de (7.9), (7.44) et (7.46) donne :

(7.52) % — 8?—‘;‘: =2pa=—Ap =2IK
d’ot la relation :
(7.53) K=pa=C/T.

On en déduit, en substituant (7.49) dans (7.44) et en comparant 4 (7.9), la relation remar-
quable entre les fonctions ¢ et 1

(7.54) Qe oy i Gelu O
8z By dy dx

Ces derniéres relations impliquent que la fonction complexe

(7.55) f(z,y) = elz, ) + (2, u)

est une fonction analytique de la variable (z + iy).
Four le cas particulier de la barre de section circulaire étudiée an paragraphe 7.5, on a :

(7.56) w=0 , f=0 e =0
d’on
(7.57) W = —K(z? +y?)j2 = —Kr2/f2 .

7.7 Limite initiale d’élasticité de la barre en torsion

Lignes de cisaillement

L'expression (7.9) du champ de contrainte g montre que, sur la section droite S
de normale ¢, , en un point M quelconque, le vecteur-contrainte est contenu dans le
plan Ozy, c'est-a-dire purement tangentiel :

(7.58) Tle,)=g e =0z:¢, toy.¢,.
Ainsi la contrainte normale est nulle et I'on a :

Tle,)=x
(7.59)

|z|= (oI D.gz

Les lignes enveloppes du champ de vecteur 7 défini sur la section droite S par
(7.59) sont appelées lignes de cisaillement1”). On remarque que, compte tenu de
la condition de surface libre (7.2) reprise en (7.11), on a :

(7.60) N10zz + N2dzy, =0 sur 85

qui signifie que 5 est une ligne de cisaillement (figure 14).

UM La confusion de langage entre cisaillement (déformation) et contrainte de cisaillement est ici sans
conséquence car les tenseurs £ et @ sont proportionnels.

FIGURE 2.23 — Salencon 2 p121.
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exemple de résolution
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Cas du prisme & base triangulaire

Dans le cas ol la section droite T est un triangle équilatéral (voir figure ci-dessous), le
contour est constitué de trois segments de droites dont les équations sont respectivement :

-a
y=-3x+2a
— = G
X
y=-a
y y=v3x+2a
2a

On peut donc chercher une fonction de torsion sous la forme du produit des trois
équations ci-dessus. Une telle fonction sera nulle sur tout le contour du triangle.

0(x,y) = A(y+a)(y+V3 x-2a)(y-\/3 x-2a)
Ce qui s'écrit aussi sous forme plus développée :
d(x,y) = A(y3 - 3ay? - 3x2y - 3ax2 + 4a?)

Les calculs deviennent plus délicats mais on peut déterminer la valeur de A qui permet de
vérifier :

Ap+2=0
En effet :
do 320
A = A(-6xy-bax) — 51_1 = -6A(y+a)
d 92
H% = A(3y2-6ay-3x%) — 53% =6A(y-a)
= Ap=-12Aa
On en déduit ;

12Aa=2 = | A =%

On peut alors calculer les composantes de la contrainte :

FIGURE 2.24 — Chevalier p299.
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Chapitre 7
1 X
Oxz = MK g7 (3y2-62y-3x%) et Oy, =K ; (y +a)
_25 A \ \ _-uKa
_L&K_B \ 2
S L >
L /
o 3 e

X Yx
répartition de Uyz répartition de ot
On peut aussi, par intégration déterminer le gauchissement de la section droite
triangulaire.
BE X Xy xy2
Byl s e ()
a e 2 L 2
9x =8a By*-6ay-3x2) +y=5-(y2x2)
y2 2

1 2 1 X x3
A= ()l Sl ) f(X) =- 25 +cste.

La constante est nulle car il n'y a pas d'allongement de la ligne moyenne. On tire donc Ia
fonction de gauchissement caractérisée par :

E(xy) = 25 {3y2 - x2)

Notons qu'il n'y a pas de gauchissement pour :

il
s

x=0

; e

¢ Y y_+-i.f3'

Ce qui correspond aux trois hauteurs du trian

gle équilatéral. L'allure de Ja poutre gauchie
est représentée sur la figure ci-dessous.

FIGURE 2.25 — Chevalier p300.
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Résolution des problémes d'élasticité 3

Le calcul de la rigidité 2 la torsion est un peu plus technique, il s'agit d'intégrer sur un
triangle équilatéral la fonction de torsion (x,y) définie plus haut. On obtient :

2a-y
|J.K2a '\E
CT:?EI ( J (y3 - 3ay? - 3x2y - 3ax2 + 4a3) dx) dy

4 y-2a

Ve

aprés quelques calculs, on obtient :

94/3uKa*
Gri= marn

FIGURE 2.26 — Chevalier p301.
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Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir les
brevets 610, 616, 611 et 612.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95.

Sollicitation d’effort tranchant Les équations d’équilibre,

Cela revient a rechercher une fonction v, appelée fonction de gauchissement telle que,

On y ajoute les conditions aux limites,

Ceci peut étre résolu de fagon analytique, numérique.

Solution analytique 1 Dans [23], la démarche est juste évoquée (voir figure ?7. Elle montre
que la section doit étre corrigée par un coefficient :

Sefficace = KS = S,. (2.61)

Solution analytique 2 : un exemple de calcul Si on isole un trongon compris entre G(z)
et G'(x 4 dzx) pour la matiére comprise entre une cote § = yo et § = h/2 (voir figure 2.27), cet
élément de matiere doit étre en équilibre. Etudions le cas d’un effort tranchant dans la direction
i/, pour une poutre non chargée sur sa surface supérieure.

thw
Gxx ‘{ Lallo]
K
4] o
X
¥ Xy -
S s+ds

FIGURE 2.27 — Isolement d’un trongon supérieur d’une poutre de section droite rectangulaire.

Le théoréme général de la statique nous donne, en projection sur 'axe T,

Setdz Sz S

Yo

et en projection sur 'axe ¥/

x

/ nydS1 +/ Uy$d52 =0. (263)
S:v+d1 S
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Or,

M - m~ M m~ deZId ~ T d ~
Con(a + do) = — S Zevasd  MPzy  Tgrdry o0 Tydey (2.64)
IgZ Igz Igz Igz
L’équation 2.62 nous donne donc,
T, dxy
/ ‘ Y 48, +/ (—04y)dSs = 0, (2.65)
Sz 9z Syo
avec dS1 = dzdy et le cisaillement étant constant sur S3, [ dSs = b(yo)dz. On obtient donc,
T,d
oyzb(yo)de = — x/:ﬁdz]di (2.66)
gz

On reconnait le moment statique d’une aire plane myy = fgh:/ 1210 ydzdy, la relation entre le cisaille-

ment o, et I'effort tranchant Ty, :
T,ym(yo)

Oyg = ————. 2.67

v Igzb(y()) ( )

Pour la section rectangulaire on trouve une répartition de contrainte de cisaillement polynomiale

de degré 2, dont le maximum, au centre de la section est égal a o7, = 3 / 2% et nul sur les deux

faces g =h/2 et y=—h/2:
3T, 72

Pour trouver le coefficient correctif de section, par la méthode de Reissner, il faut que I’énergie de
déformation de cisaillement soit équivalente & celle si la contrainte de cisaillement était constante :

1Ty 1
S¥ o zdjj 2.
2GS, 2 /Uwyea:y dzdy (2.69)
T? o?
Y= [ 2L dzdy 2.70
Ty _ 91 71’
= 1— zdy 2.71
GS, 182G [ h? /4} dzdy (271)
5 12
or [ [1 - hgi/‘l] dzdy = 8hb/15, et donc,
2 2
Ty = % (2.72)
GS, 452G15
Ce qui donne un coefficient correctif de section :
60 10 5
Sy—ﬁS—ES—ES. (2.73)

Solution numérique Résolution par éléments finis dans le plan. C’est ce que fait le logiciel rdm6
que vous utilisez. Pour des sections homogenes, les figures 7?7 et 7?7 vous donnent les coefficients
les plus courants.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 613, 614, 615 et 617.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=95.
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FIGURE 2.28 — Evolution des fleches en bout de poutre en fonction de 1’élancement I/h et du type
de modele utilisé.

2.2.4 Les résultats des différents modeles sont-ils si différents ?

Soient deux points tels que OA = I’ Considérons une poutre droite liant O & A de section droite
carrée h x h, de module d’Young E de coefficient de poisson v. Encastrons cette poutre en O et
chargeons la en A par un effort F=FY.

Nous allons comparer & l’aide du code Rdm6, en fonction du ratio /h, le déplacement en bout
de poutre dans le cas d’un modele de type :

— élasticité bidimensionnelle en déformations planes (modele du paragraphe 77?)

— ¢élasticité bidimensionnelle en contraintes planes

— théorie des poutres avec prise en compte du cisaillement

— théorie des poutres sans prise en compte du cisaillement

Les déplacements U_A.?/ F sont représentés figure 2.28 (merci au groupe 2G6 de 'année 02-03
pour ces résultats).

On notera :

— la modélisation en élasticité donne des déplacements plus faibles en déformation plane qu’en
contrainte planes. Ceci est normal, en déformation plane, on considere que la poutre est
parfaitement ajustée entre deux murs indéformables les surfaces latérales étant parfaitement
lubrifiée. Par effet poisson, les gonflements et rétractation dans la direction Z sont bloquées,
et des contraintes sont nécessaires. On ajoute donc de la rigidité a la structure. Ce probléme,
ne correspond pas au probleme d’une poutre cantilever.

— Les modeles de théorie des poutres coincident avec ceux plus précis de 1’élasticité pour des
élancements [/h plus grand que 3.

— La prise en compte du cisaillement devient nécessaire pour des poutres dont ’élancement est
inférieur a 1. Mais dans ce cas, 'écart entre ’élasticité et la théorie des poutres montre que
cette théorie est fausse dans ce domaine.

2.2.5 Incorporation dans un code éléments finis

Le code élément fini utilise la loi de comportement avec les corrections de section et de moment
quadratique dues au cisaillement. Soit les coefficients sont donnés pour chaque forme de section
droite, soit ils sont calculés lors de la définition de la section droite, par la résolution de la recherche
des fonctions de gauchissement.
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2.3 Travaux pratiques

2.3.1 Contraintes ou déformations planes ?

Pour vous remémorer les définitions, faites les brevets 605 et 606.

2.3.2 Plaque de Chladni

Vous modéliserez ’expérience de vibration transverse d’une plaque liée en son centre a un pot
vibrant. Au cours de cette modélisation, vous aborderez les points suivants :

— Quelles conditions aux limites réalistes pour cette expérience ?

— Quelles influences de la finesse de maillage et convergence ? (brevet 601, 602 et 604)

— Que sont des modes & fréquences nuls ? (brevet 603)

— Que représentent des modes doubles 7 Quels sont les effets d’une masse ajoutée positionnée
non symétriquement ?

— La comparaison entre vos fréquences propres numériques et les fréquences propres théoriques
valide-t-elle votre modele ?

2.3.3 Non linéarités géométriques

Les calculs sont faits généralement par une évaluation de la matrice de raideur dans la configu-
ration initiale. Si les déplacements sont important, c’est-a dire qu’ils modifient les efforts intérieurs
entre configuration initiale et configuration déformée, les résultats ne sont pas linéaires . Pour vous
en convaincre, faites les brevets 618 et 619.
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