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Si vous étes 'une des 300 personnes qui téléchargent annuellement ce polycopié et que vous
passez par Le Mans, venez m’offrir un café (sans sucre)... et on en profitera pour parler du contenu
afin de 'améliorer.

Jean-Michel



Chapitre 1

Méthode

Tous les documents (cours, td, tp , examens, corrigés, qcm) relatifs & ce cours sont disponibles
sous http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403.

Cet enseignement sera dispensé pendant les séances de CRAIE (”Coopérons & un Rythme
IndividualisE”). Lorsque plusieurs enseignements sont proposés pendant les séances de CRAIE,
vous choisissez & quelle séance vous vous rendez. Pour que vous puissez organiser vos apprentissages,
un passeport personnel et pour ’année résume :

— le nombre de séances a priori qu’il vous faut suivre,

— les étapes de formation (brevets),

— les objectifs de formations (ceintures ou examen).

Les séquences d’enseignement en présentiel (CRAIES) sont divisées en quatres parties :

— Lors de votre entrée dans la salle, vous prenez un ”stand-up”, et vous y insérez la couleur de
votre ceinture, et les drapeaux des brevets dont vous étes référent. Vous posez en évidence
sur la table votre ”stand-up” et votre passeport.

— Lecture silencieuse du polycopié pendant 10 minutes. Vous cochez les lieux ol vous avez une
difficulté, au besoin notez votre question. Durant cette phase, vous ne cherchez pas de l'aide
aupres de vos collegues. Pendant ces 10 minutes, I'enseignant vient signer votre passeport.

— Lors d’un second temps, il est demandé & chacun s’il a une question. La question est posée a
haute voix, ’enseignant répond a tous. Ce module étant ouvert gratuitement sur le net, nous
souhaitons enregistrer en vidéo les phases de questions-réponses qui seront ensuite indexées
dans le polycopié aux lieux adéquats, ce qui permettra de les consulter en différé. Cela
permettra aux personnes suivant ce cours a distance, de consulter les FAQ (frequently asked
questions). Si vous ne souhaitez pas apparaitre & 1’écran, par respect pour votre droit & 'i-
mage ou pour cause mise en plis défectueuse ce matin la car vous aviez tellement travaillé
hier soir, seule votre voix peut étre enregistrée en ne vous placant pas dans le cadre de la
webcam.

— Une phase d’exercice (brevets) est alors faite, & votre rythme.

— Les deux derniéres minutes d’une séquence sont utilisées pour noter sur les figures 7?7 et 77
de votre passeport votre état d’avancement.

Ce polycopié est divisé en plusieurs parties :

— Pour vérifier de facon individuelle que vous avez acquis les compétences nécessaires, des petits
exercices ciblés, appelés brevets, sont disponibles dans le recueil banque de brevets. Ils ont
été écrits suite aux erreurs rencontrées les plus fréquemment dans les copies d’examen. Cette
banque de brevets concerne ’ensemble des trois années de formation a 'ENSIM. Un arbre
des connaissances vous permet, en grisant les brevets dont vous étes détenteur-trice de savoir
oul vous en étes dans la formation proposée. Pour un brevet que vous avez bien compris,
vous pouvez en devenir le référent : votre role est alors d’aider les autres a 1’obtenir. Un
systeme de drapeau, que vous posez sur votre table lors des séances suivantes, permets aux
étudiants de vous identifier et de venir chercher de I'aide. Vous n’étes pas obligé de répondre
instantanément a la demande d’aide : finissez ce que vous étes en train de faire. Néanmoins,
bien que le demandeur d’aide puisse commencer un autre brevet en vous attendant, ne le
laissez pas mariner pendant 1/2 h. L’aide de I’enseignant se concentre sur les brevets pour



lequel il n’y a pas encore de référent.

— Pour vous entrainer & manipuler les concepts, a prendre un peu de hauteur et vous approprier
la démarche globale, des sujets de travaux dirigés, des sujets d’examens et leur corrigés sont
disponibles sur le site umtice cité ci-dessus.

— Pour ceux qui le souhaitent, ’examen final classique de 1h15 sur une table n’aura pas lieu. 11
peut étre remplacé par le passage de ceintures (de blanche a noire) qui valident chacune une
étape de la formation. Une ceinture est acquise lorsque
— vous trouvez le(s) résultat(s),

— votre copie ne présente pas d’erreur d’homogénéité,

— les écritures de 'ensemble de votre copie sont completes (vecteurs, bases, points d’expres-

sion d’un torseur, unités pour un résultat chiffré).

Vous pouvez tenter d’obtenir une ceinture lorsque vous vous sentez prét-e a le faire. Le
chainage des compétences testées est indiqué sur la figure ??. Pour gagner du temps, vous
pouvez tenter une ceinture alors que vous ne possédez pas encore une des ceintures antérieure.
En cas de réussite, vous obtenez les deux ceintures : celle que vous avez passé brillament et
celle ”sautée”. En cas d’échec a la tentative de cette ceinture, vous ne pouvez pas la retenter,
tant que vous n’avez pas la ceinture juste précédente. Vous ne pouvez tenter qu'une ceinture
a la fois. Vous pouvez tenter une ceinture au maximum 3 fois. Si lors de votre tentative, vous
estimez ne pas y étre arrivé, vous barrez votre feuille avec la mention ”Ne pas corriger” : cette
tentative ne sera pas comptabilisé parmis les 3 tentatives. Si au bout de 3 tentatives, vous ne
la détenez pas, vous pouvez tenter la ceinture n+1 suivante (3 fois). L’obtention de la ceinture
n+ 1 vous attribue alors les ceintures n+ 1 et n. Les passages de ceintures, s’arrétent 10 jours
avant le jury de fin d’année, sauf indication contraire précisée a une ceinture particuliere.

Pour tenter d’obtenir une ceinture, vous pouvez le faire lors des séances de CRAIE ou, si elles

sont indiquée ”en autonomie”, par un travail en dehors des séances.

— Sur votre copie (fournie), a coté de la déclaration suivante : "Je m’engage sur I’honneur a
n’évoquer avec personne le contenu du sujet de passage de cette ceinture. Cependant, dans
le cas ou je me réussirais pas a l’obtenir, j’ai compris pouvoir discuter de mon travail avec
les étudiants ayant acquis cette ceinture. Si l’enseignant a l'intime conviction que je n’ai pas
respecté mon engagement, je ne pourrai plus passer de ceintures dans la matiére concernée
pour l’année universitaire en cours, l’enseignant en informera les enseignants ayant mis en
place des ceintures, et je déclare accepter de n’avoir aucun recours vis-a-vis de sa décision.”,
vous écrivez "lu et approuvé” et vous signez. Cela permet a vos camarades de faire une
mesure "libre et non faussée” de leurs savoirs scientifiques et non de leur compétence de
mémorisation... ou de recopie (soupir!).

— L’enseignant vous donne le sujet. Merci de ne pas écrire dessus, car il resservira a un autre
étudiant.

— Le passage d’une ceinture peut alors se faire selon 2 modalités. A chaque ceinture est associée
une modalité :

— ceinture surveillée

— Vous composez immédiatement dans la salle. La durée maximale est de 1h.

— Vous rendez le sujet, votre copie et le brouillon en fin de composition.

— Vous pouvez passer une ceinture d’une autre matiere que celle de l’enseignant présent
dans la salle, mais il vous faut venir avec le sujet sous plis fermé signé de l'autre en-
seignant.

— ceinture en autonomie :

— Vous répondez au sujet en respectant votre engagement. Ceci peut étre fait chez vous,
dans une autre salle, informatique si nécessaire, au moment qui vous convient.

— Vous apportez votre sujet, copie et brouillons a l’enseignant de la matiere concernée
pendant une séance de CRAIE.

— Dans un sac, vous tirez un dé. S’il est de couleur rouge, en 5 minutes et immédiatement,
vous explicitez a I’enseignant, comment vous avez obtenu le résultat. S’il est de couleur
verte, il n’y a pas de justification & donner autre que votre copie.



Etre détenteur d’une ceinture, implique qu’en tant qu’expert de celle-ci, vous aidiez vos ca-
marades a ’obtenir, en les orientant sur les brevets afférents, en répondant a leur questions sur
ces brevets, en insistant sur des points qui vous ont éventuellement fait rater la ceinture dans des
tentatives précédentes, en inventant des exercices similaires, sans dévoiler le contenu du sujet de
la ceinture ni les réponses. C’est pour cette raison, que lors des séances de CRAIEs, il vous faut
afficher & l’aide du ”stand-up”, votre ceinture et vos expertises en brevet.

Vous aurez un enseignant référent-CRAIE pour 'année. Pour chaque semestre, & 1/3 et 2/3 des
phases ou les CRAIEs sont actives, vous lui présenterez votre passeport afin de discuter de votre
organisation dans les apprentissages de toutes les matiéres fonctionnant en CRAIEs.

L’interfacage avec les modalités de controle des connaissances qui nécessite une note :

— si aucun point n’est indiqué sur les ceintures, la note sera obtenue par la formule n = n% * 20,
avec n la note, ¢ le nombre de ceintures obtenues et n. le nombre de ceintures disponibles,
sauf indication complémentaire apres la liste des ceintures,

— si un nombre de points est indiqué sur une ceinture, le cumul de vos points vous fourni la
note.

Nous vous souhaitons une bonne découverte, une intéressante confrontation des modeles que
nous développerons lors de cette formation a la réalité des essais effectués en travaux pratiques, et
bien str... une bonne collaboration entre vous, sauf pendant le passage des ceintures.



Chapitre 2

dictionnaire

Il peut vous étre utile de connaitre les termes spécifiques a la mécanique en anglais. Voici donc

une sélection de termes.

acéré
appuyé simplement
coalescer
encastré
étre a divergence nulle
isotherme
I’abaque
la bobine
la dispersion
la fréquence de pompage
la fréquence de sonde
la fréquence supérieure
la fuite
la ligne nodale

la poutre
la pulsation
la rainure
la rugosité
la variable muette
le flux entrant
le flux sortant
le jeu
le module d’Young
le ventre de vibration
les conditions aux limites
libre
se contracter
serré
tendu

la manche, la pochette, ’alésage
le moment quadratique d’une section droite

spiky
simply supported
to coalesce
clamped
to be divergence-less
isothermal
the chart
the coil
the scatter
the pump frequency
the imaging frequency
the overtone
the leakage
the nodal line
the sleeve
the flexural moment of inertia
the beam
the angular frequency
the groove
the ruggedness
the dummy variable
the inward flow
the outward flow
the clearance
the modulus of elasticity
the antinode
the boundary conditions
free edge
to shrink
tight
taut
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FI1GURE 2.1 — Chéainage de progression des ceintures et des brevets.

2.1 Les ceintures de modélisation

1.

blanche : étre venu une fois en cours de théorie des poutres pour récupérer le polycopié et
avoir signalé a ’enseignant une faute d’orthographe ou de grammaire dans le polycopié. Si
vous n’étes pas natif de langue francaise, la deuxieme condition est caduque : signalez-le par
un mél a jmgenev@Quniv-lemans.fr.

. jaune (surveillée) : savoir déterminer une des composantes de la matrice de rigidité élémentaire

d’un élément fini de type poutre.

. orange (en autonomie) : savoir quantifier les caractéristiques d’une section droite en prenant

en compte un éventuellement voilement d’une section droite.

. verte (surveillée) : savoir déterminer un type de modele plausible pour une structure sollicitée

mécaniquement.

5. bleue (surveillée) : calculs élémentaires

6. marron :

7. noire :

2.2 Plan de progression dans cet enseignement

Pour que vous veilliez & ne pas prendre du retard dans votre progression, veuillez compléter au
fur et & mesure des séances votre passeport qui contient entre autre la figure 77.




Chapitre 3

Modélisation : des solides aux
structures minces

Cette partie du cours est tirée de [3].



Salides 3D Méthode des éléments [Inis

— cinématigue virtelle — DIPECTS EENErNK

— principe des ravaux virtuels — Eléments délasticité 21, 2 et 3D
| — theéorie de 1'élasticité ~ tests, applicaticns
. — fonctionnelies d'énergie — logicicl RE_FLEX
| {mod2les déplacements et mixtes)

chapiire 1¥ chaplice 2¢
=3

Structures minces

— peomémie

— cinfmatque (sections droites)

- compotiemnent (contraintes
plares. rigiditds de CT

[ ]
barres, plagues coquesde | | cogues de
poutres droites révolution | formes
et courbes quelcongues
— théaries - thénries —théories — théories
~ gléments finig — &léments finis — éléments finis — £léments Anis
chapitra 3=+ chapime 44+ chapitre 5e4= chapitre £+

* Yolume 1 Modélisaiion des siructures par éléments finis - Solides élastiques
** Volume 2 : Modélisation des structieres par £léments finis - Poutres et plaques

*=* Volume 3 Moddlisation des structures par élémens finis — Coques

Tableau .2 — Linisons entre les différents chapifres.

Ficure 3.1 — Batoz pl4
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JL1 SOLIDES ET STRUCTURES MINCES

L particulasité de oot puvrage réside dans le choix dune préseatztion unifige du
comporement des solides el des structures Minces, ceiles-clétant considérées comme
des solide; midimensionnels avanc des caracténistigques parficulibres au niveau
séométrique, cindmatique el mésanigue.

L1.1  Aspects péométrigques

Un solide tridimensionnel est uo objet massif dont l2s trois dimensions sont do meme
ordre de grandeur (gxemples @ un pave, une enclime, un bloc mateur, eie.}. Certains
solides présentent une symémie de révalulion : on peat les obenir par Tolation dune
surface aetout dun axe de révolution (exemples | cylindre & parol twés Epaisse,
hémisohére dons le rayon incérisur sst £zl & 'épaisseur, ex.).

Les grructies Minces ol corps orientés sonides solides dontaumeins une dimension,
appelés épaisssur, ot notés A, st [petite par rRPEOIt 3UX AUTES dimensions géome-
friques. Les figores L1 et 1.2 jlluswent ces sitaatines et introduisent différants wrmes
fréquermnent utilisés dans la suile .

— plague: solide défind parure surface plane {longueur [, largeur B) et une épaisseur

ftelte que h< L, & (figure L1}

~ coque © solide défini par une surface courbe (longueur L. largeur b, rayon de
courbure minimum £ b et une énaisser helleque k<L, b By (figure E1);

Solide 3D

\!
;:T /'j _L
: —
|

[ Epaiszeurh <L, b !

/\

z4 v Z
/ me_ /'{ .
l"iL—--———-—’._/ F———7
C':.@u\;—/

Plague
[ Largeurt = L | | Largeur b= L i
L ]
Z !
rg /“F _+_ e
h 13
) OW/
! L -l
b
Foutre droife '5"'\ Arc

Fig, £.1 - Diffdrents types de structures.

FIGURE 3.2 — Batoz p2




Solide de révolution
s

L

T

Epajsseur h < L_.

Cogue de révolution

Plague circulaire

Fig. 1.2 - Différenis types de structures de révolution.

FIGURE 3.3 — Batoz p4
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— cogue de révolution : solide défini par une surface courbe de révolution {longueur
I suivant un méridien, ravon de courhure minimum R, ) etune épaisseur kielle
que h<L, R, {fignez L2);

— poutre droite : solide défini par une ligne Groite et par une section A (par exemple
A=hh)avec hetb < L (figure L1}

— are (ou poume courbe) : solide défini par une ligne courbe etpar une section A avec
heth < (figure L1,

es stricomes minees de Lyne poutts, arc, plague e cofue sont tres répundues dans le
milien narrel (feuilles darbres, mollusques, cellules vivantes, gte.] et dans les
réalisations huemaines les plus diverses (charpentes, voltes, réservoirs, calssons,
tabliers de ponts, ¥e3s0TTs, constructions mécana-sondées, carrosseries anternobiles,
coques de batsaux, fuselages ot ailes d'avions, satellites, bouteilles et flacons,
tuyauteries, etc.), L'analyse du cotmporternent et la conueplion de ces stTuctures sont
des activités imporiantes sur les plans techniques et fconomiques., (Une enquée
récente auprés des utilisateurs d'un grand code de caleul de strucrures 2 révild que
75 % des modélisadons impliquaient des éléments finis de type coque [S2) B

Remarque :

= Syivant lerdre de grandeur de b par zapport aux autres dimensions on irroduit
parfois|'adjectf mince ou épais 10X POUTES, ATCS, plaques etcoques. Ce qualificatit
n'implique pas seulsment une caracléristique géornémigue mais sous-entend
égalerment un tole partculier des déformatons dites de cisailizment transversal
(noté CT dans la swite). A priori nous liendrons comple de Vinfleenve des défor-
mations de CT dans tons les modéles de smuctures minces.

LL2  Aspects cinématiques

La séométre d'une stucture minee favorise le choix dune cinfmatique particulitre
par Tapport 1 la cindmadque générale d'un solide,

Les théories lindaires retenues pour les poutres droites et courbes (chapitre 3) et pour
les plagues =t coques sont des théories diles du premier ordre [K1, N3, R1] oit les
charmps de déplacement varient linéairerent en 2, sans variation d'épaisseur, en
incluant 1nfizence des déformations de cisaillement transversal. Ces théories sont
basées sur I'hyposhése cinématique dite des sections droites. Elle est généralernent
associée au nom de Timoskenko [T1] pour les poutres, i ceux de Reissner el bMindlin
pour les plaques [M3, B2, R3], et Naghdi et Reissner pour les coques (K4, M1, B4

L'hypothése des sections droites permet d'exprimer les déplacements virmels {ig)
d'un point quelcongque g en fonction des déplacements virtuels du point p (g;} sitnd
sur la surface moyenne {ou de référence) et en fonction d'un aceroissement de
déplacements virmels (z5") dil & la Totadon de la secton. La cinémadaue virtuelle
utlisée pour les poutres droites et courbes et pour les plagues el coques €5t résurmde

dans 1a figure 1.3, Elle permet de définir Vexpression du principe des lravanx virmels
pour chague type de sucrure.

FIGURE 3.4 — Batoz p5

13



Configuration virtuelle

* Geometria:

Xgrkpt LD

;¢ h
Eﬂzﬁz
hﬂ-‘.L.Hmin

% Hypothése des sections droites (cinématique virluells):

ug=Up+2Pravec Pt on-0
* Hypothéses da comparament:
— Coniraintes planes (Gyz =0

= Caorrections de Clsaillement Transversal (facisurs k)

Fig. 1.3 - Modéles de struciures minces.

FIGURE 3.5 — Batoz p7
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& MODELISATION DES STRUCTURES PAR ELEMENTS FINIS

Dransle cadre des petits déplacemments et des petites rotations, les déformations réelles
sont définies Enéairement en fonction des déplacements : les expressions de défor-
mationa réelles e virtrelles sont semblahles.

L3  Aspects mécaniques

MNous considérons des reladons lindaires entee les contraintes et les déformations il
de Hooke généralisée), pour des matédaus: isotro pes etorthaltopes, en tenant cormpte
des conmaintes er déformations initiales d'origing thermigque (chapime 1). Pour les
STUCIIrSS MInCes

= les parcis ou sections peuvent étre obtenues pur empilernent de plusicors couches
orthotropes pour obtenir des matnianx composites;

— nous utilisons Ihypothise des contrainies planes T, =0 ol z correspond & la
dircodon suivant l'épaisseur;

— des facteursdits de correction de CT (noids &) interviennent dans les relations entre
les efforts résaleants de CT (les effores wanchants) ot les déformations egéndralisées
de CT. Les facteurs £ sont définis en utilisant les équations d'équilibre local et une
Equivalence entre I'énergie interne de CT exacte et celle associée au madéle
sliphfie,

I.14 Remarques

~ Les solliciarions considérdes sont de types statique et dynamigue avec prise er
vompte des forces dinertie, L'accent est copendant mis davantage sur l'évaluaiion
des rigidit€s an niveau des modéles éléments finis (4 cause de b difficullé de lear
détermination) plutte que sur celle des inerdes. Au nivean indugtmiel [C2, D1, on
tesout plus de problémes statiques que de problémes dynamiques 3 'sxception de
ceux qui sont relaifs 3 la déterminagon des fréquences et modes propees de
vibration. Pout les sollicitatons statiques, mous tenons compie des sollicitations
volumiques, serfaciques et ponctuclles ainsi gue des sollicitadons induites parles
contminees er déformations initales, nomment eelles dues aux déformations
dongine thermique.

— Pour les smuctures minces, 'hypothise des sections droites inclut celle, plus
classique, de conservation des normales (modéles d'Buler-Navier-Bernoulli pour
les poutres et de Kirchhoff pour les plaques et coques} ob linfluence des
déformations de CT est négligée.

— Les non-linfarités géomériques, les phénoménes comme le flambement ou e
plissernent jouent un 18le Important dans les smuctures minces qui peuvent subir
de grands déplacements etde grandes rotations, mais avee de petiles déformations,
Cesnon-lindarieds ne sont pas étudides ici, Lelecteur intéressé parcst aspect pourra
consulter les références [B1, B2, BS, FL, V1)

FIGURE 3.6 — Batoz p6
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] MODELISATION DES STRUCTURES PAR ELEMENTS FINIS

— Les valeurs des facteurs de correciion de CT jouent un réle important pour les
poutres, les plagues sandwichs et composites et sont directement assocides 4 la
validité de la théone du premier ordre [E1, N3]

— Lescaractéristiques des modéles de swuctures minces sontrésurnées dans ka figure
L3

2 DISCRETISATION PAR ELEMENTS FINIS

I‘aspect discrétisation par £léments finis estévoque surles figures L4 et L5 enrelanon
gvec les fores 1] et T2,

Dans cet ouvrage, nons 2hordons 1a résolution par éléments finis :

— des problémes tridimensionnels en coordonnées carsésicnnes (figurc L4a} et en
coordonades cylindrgues (Bpure L3a) an chapitre 2;

— des problémes bidimensionnels en coordonnées cartésiennes avec les hypothises
de déformations ou de contraintes plares (figure 14b) au chapite Z;

— desproblémes de plagues axisymétriques en état de contrainces planesetuniformes
¢lans I'épaisseur (ligure 130} an chapioe 2

— des problémes de barres ou poutres droites 4 ey on ois dimensions (Bgure L4d)
ct de poutres courbes planes (fgurs 14e) an chapitre 3;

_ des problames de plagues en fexion (fignres 14b et L5h) au chapite 4;

— des problémes de cogues de révolution en comportement axisyTRETIGUE OU NOA
{Aguere L) an chapime 5

— des problémes de eogues de formes queleonques (figure L4c) au chapiirs f.

Nous accordons une importance particuligre aux éléments & [aible nombre de noeuds

et de degrés de libertd car ils sont largement utilisés ¢t favorisés ¢n milieu industmel

pour des raisons pratiques et d'efficacité (notsmrment pour larésolution des problemes
noen lingaires et de dynamigue) [M1].

Les didments finds formulés dans les différenss chapioes ont, comme variables
nodales, des composantes du vecteur déplacement (noté u) et en plus, pour les
structures minces impliquan: un comportement de flexion, les composantes du
vectenr Totation {now §). Ces éléments finls sont obtenus en otilisant des modeles
déplacements ou des modiles mixtes (ol les variables de type conraintes sont
discontinoes d'un élément 4 'antre).

FIGURE 3.7 — Batoz p8
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a}l Elements tridimenyionnels,

Plan moyen

Surface moysnne

b) Eléments plans ou de plague.

¢) Eléments de coque.

Fibre mgyen ne

d} Elémenis e poulre,

e} Eléments d'are.

Fig. 1.4 - Diserétizalion par éléments finis (coondonnéey cartésiennes).

FIGURE 3.8 — Batoz p9




Yolume discrétisé en
Z éléments toriques triangulairss|

Plan mésidisn

a) Eléments iridimensionnels axisymétriques.

Ty
R
=

Plan moyen
Z discrétise

2N courcnnas

Surface moyenne
| diserélisée en
troncs de céne

1 2]u.8

b} Eléments de plague axisymérigue. ¢} Eléntents de cogue axisyrméirigue,

Fig. L5 - Discrétisation par éléments finis {coordonnées cylindrigues).

L'aspect logicie] Eléments finis est abordd ;

— dans le premier volume ol nous présentons ke programme RE_FLEX {Recherche et

Enscignement en modélisation des stuchres FLEXIbles) €orit en FORTRAN et qui
contient des modules simples d'enofe des données (commande DaTa), de résolution
lingaire statique (commance LINR), dynamique (commands DYNA) et de caleud des
valeurs et vecteurs propres (commande vALP). Sont égalament inclus les sous-
programmesFLEMO (ressort), ELEMO2 (harre 313, ELEMUO3 (triangle Laplacien), ELEMO4
(quadrilsrére lastcité plane), ELEMOS {ttiangle axdisymettque);

dans le second volume ol nous présentons les sous-programmes ELEMUS (pontre
pleneaves CT), ELEMOT (élément rianpulaire de plaque en flexion DET), ELEMOE
(€lémenl guadrilargral de plagque en Bexdon aves CT);

dans 1z troisizme volume olt nous présentons les sous-programimes 5LEMUS (coque
asisvmémivue), ELEMLY (flémen: de coqus miangulsire CST + DKT), ELEML]
(€lément de cogue quadrilatéral de type isoparamétrique aveceffets de CTinclus),

FIGURE 3.9 — Batoz p10
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Face a un probléme donné, il nous faut choisir un type de modele a utiliser : type d’élément,
utilisation ou non des symétries... Le synopsis de choix du type de modele peut étre représenté sur
la figure 3.10.

probleme plan (1)

probléme spatial (2)

sans symétrie .
probleme plan (3)

probléme spatial (4)
coque sphérique : dépendance entre  chargement uniforme (5)

symétrie géométrique sphérique  déformations tangentielles et chargement de type fourrier (6)
déplacement radial

cogue axisymétrique : dépendance entre chargement uniforme (7)
symétrie géomeétrique cylindrique déformations azimutales et déplacement chargement de type fourrier (8)

élément a ligne moyenne A
radial

sz 'l probléme plan (9)
avec syméetrie e B barre " "
symétrie géométrique par rapport & un probléme spatial (10)

plan probléme plan (11)
poutre

probleme spatial (12)
type de modéle probléme plan (13)

a
symétrie géomeétrique par rapport a un probleme spatial (14)
axe probléme plan (15)

plaque (17) probléme spatial (16)
5ans symétrie membrane (18)

cogue (19)

symeétrie par rapport a une ligne (20)

Contraintes planes pas de symétrie par rapport a une ligne
(29)
symétrie par rapport a une ligne (21)

élement surfacique

élément a feuillet moyen déformations planes / pas de symétrie par rapport & une ligne
(30)

relation entre déplacement radial et

avec symétrie

deéformation azimutale (31)

probleme plan (22)

i ekore A i plaque : ;
symétrie géométrique par rapport a un probléme spatial (23)
plan membrane (24)

coque probléme spatial (25)

symétrie géométrique par rapport a un

élément volumique  plan (26)
sans symétrie (27)

assemblage de plusieurs types d'éléments
(28)

F1GURE 3.10 — Synopsis de choix d’un modele.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir le
brevet 607.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403.

3.1 Plaque et coque, passage aux éléments finis

Utilisons la méme méthode que dans le cas tridimensionnel, pour une structure de type plaque.
Pour cela il nous faut évaluer ’énergie de déformation d’une plaque et I’énergie cinétique de celle-ci.

Effectuons tout d’abord, quelques rappels sur les grandeurs caractéristiques d’une plaque et les
différentes lois de comportement.

3.1.1 Rappels sur les plaques

Ces rappels ont été construits & partir de [26].

Les contraintes dans la structure, peuvent étre modélisées par des efforts généralisés (voir figure
3.11),

— de membrane

o Nx ot Ogxx
N=| N, | = / Oyy | dz (3.1)
Nl:y
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FIGURE 3.11 — Efforts généralisés (d’apres [26])

=
=

>
X

p U p v y

FIGURE 3.12 — Cinématique d’un point n’appartenant pas au feuillet moyen (d’apres [26])

— de flexion _
. A[r ot Oxx
M=\ M, :/ Oyy | zdz (3.2)
Mgy | 770 | ouy
— tranchants
- Q. i t O s ( )
a=[@ =[]
Qy | —t | 9y=

La cinématique d’un point ¢ est associée a la cinématique du point p appartenant au feuillet
moyen, et de la normale au feuillet moyen qui tourne d'un angle 5 = ,§ — B,Z (voir figure 3.12).
Le déplacement d’un point ¢ a la distance z du feuillet moyen, s’écrit donc,

i(g) = (u(p) + 2B2)T + (v(p) + 20y)¥ + w(p)Z (3.4)

Les déformations généralisées associées au mouvement du feuillet moyen et de sa normale peu-
vent étre écrites sous forme de vecteurs. Ils s’écrivent de fagon compacte si on utilise la notation
7 ” pour indiquer la dérivée partielle par rapport au parametre en indice : % = fiz

— déformation dans le plan
Uy

U,y (3.5)

Usy +/U${I?

oy
Il

— courbures

e‘gfl,",,’l;
By sy (3.6)
61777; 'H/jy-,w

| w8
o [ W,y +5y ] (3.7)

>
Il

— déformation de cisaillement

=21
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La loi de comportement relie le vecteur des efforts généralisés [N Q]t au vecteur des déformations
généralisées [eX7]",

N H mm H m f 0 € ]\7()
M | =| Hpy Hp O X | + | My (3.8)
Q_' 0 0 H, 5 Do
ou apparaissent les efforts de préchargement de la structure :
. t
Ny = / dgodz (3.9)
—t
5 t
My = / oo zdz (3.10)
J—t

.
I

t
) / Todz (3.11)

—t

Les sous-matrices sont liées aux matrices de comportement du matériau élastique isotrope H
et H, (élongation et cisaillement),

1 v 0
H=|v 1 0 (3.12)
00 (1-v)/2
E [1 0
m——) 513
par,
t
H, = Hdz (3.14)
—t
t
Hy; = H zdz (3.15)
—t
t
Hy = H 2*dz (3.16)
—t
H. = k2tH, (3.17)

Le coefficient de correction en cisaillement k dépend du modele utilisé [26].
— Pour un modele de Kirchoff, pour lequel la normale au feuillet moyen reste orthogonale au
feuillet moyen : k = 1.
— Pour un modele de Reissner, pour lequel la normale au feuillet moyen ne reste plus rectiligne
du fait de I'apparition d’un gauchissement : k est calculé telle que ’énergie de déformation
a partir des grandeurs généralisées et celle calculée en tridimensionnelle soient les mémes, et
l’on obtient (pour une répartition parabolique du cisaillement dans l’épaisseur), k = %.
— Pour un modele de Mindlin, basé sur les mémes hypotheses que celui de Reissner, la grandeur
k est calculée par la coincidence des premiers modes de flexion transverse (calage en dy-
namique) k = 1.
Pour les deux derniers modeles, la contrainte de cisaillement n’est pas constante dans I’épaisseur
(voir figure 3.13). Le choix du modele est conditionné par I’épaisseur relative de la plaque (épaisseur
/ longueur d’onde du mode de vibration). Le modele de Kirchhoff peut donc étre suffisant pour les
premiers modes, et insuffisant pour les modes de fréquences plus élevés.
Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, le couplage entre les déformations de membrane
et de flexion sont nulles et Hy,y = 0.
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FI1GURE 3.13 — Pour les modeles de Reissner et de Mindlin, le cisaillement n’est pas constant dans
I’épaisseur.
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3.1.2 Energies

L’énergie interne de déformation de la plaque est donnée par l'intégrale sur le feuillet moyen
des produits des efforts généralisés par leur grandeur duale des déformations généralisées,

1 . y -
V== / (N.€+ M+ Q.f?) dA (3.18)
2 Ja

Dans la méthode de Rayleigh-Ritz, il nous faut intuiter des fonctions de forme. Il est donc nécessaire
d’exprimer V en fonction de w, v et w ainsi que B a l'aide des formules précédentes. Nous ne le
ferons pas ici dans le cas général, au vue de la complexité des expressions que nous obtiendrions.

L’énergie cinétique, sera elle, directement exprimée en fonction de la vitesse en tout point ¢ du
volume,

1 .
T = 7/ pii(q)? dSd. (3.19)
2 Ja
Si on étudie le cas d’'un mouvement harmonique %(q) = U (q) sinwt, alors I’énergie cinétique est,
1 .
T= §w2/ pU(q)? dS2. (3.20)
Q

Comme le déplacement du point ¢ est fonction de celui de p (appartenant au feuillet) et de la
rotation du feuillet,

Uy = (Up + 2B.)Z + (Ve + 28,)7 + Wp7Z, (3.21)
Le carré de celui-ci donne,
U2 = (U} + VE+W3E) + (2Up2Bs + 2V,2B, + 2262 + 2°B2) (3.22)

On doit ensuite intégrer dans I’épaisseur h et faisant ainsi apparaitre la masse surfacique p; =
ph = p2t. Si 'on ne garde que le premier terme de 3.22, on néglige en fait les termes d’énergie
cinétique de rotation. On obtient alors,

1 -
T = §w2/ psU(p)? dA. (3.23)
A

Pour les plaques dont 1’épaisseur reste bien plus faible que la longueur d’onde des vibrations, cette
approximation est tout a fait correcte.

3.1.3 Vibrations transverses d’une plaque mince par rapport a la longueur
d’onde

Dans le cas d’un mouvement transverse d’une plaque, la fonction de forme est i(p) = w(p)Z.
Son mouvement sera décrit par exemple par,

w(z,y,t) = w(z,y)sin(wt). (3.24)

Pour simplifier les notations, nous noterons w la fonction de forme w(x,y).
Si la plaque est de plus isotrope homogene, alors I’énergie potentielle se simplifie en,

V- % /A (375 +G7) da (3.25)

Si la plaque n’est pas trop épaisse, on peut négliger I’énergie de déformation en cisaillement, par
rapport a ’énergie de déformation en flexion. Elle se réduit donc a,

1 o
V= 7/ M .dA (3.26)
2 Ja

1l nous faut exprimer ces grandeurs en fonction du déplacement transverse w(z,y). On introduit
la loi de comportement (formule 3.8),

1
V= f/ Hpx.X dA (3.27)
2 A

23



On la relie au comportement dans 1’épaisseur,

1 t E 1 14 0
vzﬁ// v o 2% dAd> (3.28)
AJ=t 27V 0 0 (1—v)/2

Pour une plaque d’épaisseur constante et homogene, on peut sortir H et I'intégrale sur I’épaisseur
de l'intégrale sur la surface,

3 1 v 0
V:ELtQ/ v 10 xdA (3.29)
2301 Ja| g 0 (1-v)2

.....

de la plaque,

EhR3
D= ——_— .
1—12)12’ (3:30)
1 1 v 0
V:§D v 1 0 X-X dA (3.31)
A0 0 (1-v)/2

On exprime alors les courbures x en fonction des rotations de normale 3,

1 1 v 0 /3.’1: 5T B.’l; T
V=3D / v o1 0 By : By dA (3.32)
A 0 0 (1 - V)/Q ﬁ:r-,y +5y5$ [33351/ +3U*L

Il nous faut alors choisir une cinématique qui relie la rotation au déplacement transverse w. Si’on
considere le modele de Kirchoff, la normale au feuillet moyen reste normale au feuillet moyen, alors
la figure 3.12 indique que,

Bo = —Wy (3.33)
5@/ = W,y (3.34)
la ”,” indiquant toujours la dérivée partielle par rapport au parametre en indice. On obtient donc
I’expression finale,
1
V= 5D/A (w2, +w,§y F20W, g0 W,y +2(1 — I/)w,iy ) dA (3.35)

Dans ’équation ci-dessus, la fonction w(zx,y,t) = wsin(wt). L'énergie potentielle maximale est
donc,

1
Vinaz = 5D/ (0,2, +1,5, +20W g0 Wy +2(1 — V)02, ) dA. (3.36)
A

Y

A T'aide de toutes les hypotheses précédentes, ’énergie cinétique maximale sera déduite de la

formule 3.23,

1
Tnae = —w? / phi?dA (3.37)
2 Ja

Le coefficient de Rayleigh pour ce type de plaque et de cinématique est,

’J),ix +7I/,?w F20W, 50 W,y +2(1 — I/)'LZ),iy ) dA
[ phav?dA

w? = R(w) =D Ja (3.38)

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le
brevet 608.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403.

24



3.2 Modélisation : poutre

3.2.1 Discrétisation et interpolation

Le corps est représenté par sa fibre moyenne. A chaque point H de cette fibre moyenne est
associé un torseur de déplacement {U} composé par un angle de rotation & et un déplacement .
Le nombre de degrés de liberté d’une poutre comprise entre un point A et un point B est infini car il
existe une infinité de points H. Le champ de déplacement est discrétisé en définissant des éléments
finis entre deux points que nous noterons i et j. Les degrés de liberté a ces noeuds correspondent
aux composantes du torseur de déplacement : 3 angles de rotation, et 3 déplacements. Si une poutre
est discrétisée avec 5 noeuds (et donc 4 éléments finis liants ces 5 noeuds), le nombre de degrés de
liberté du systeéme élément fini est de 30 (=5*6) et non plus infini pour le systéme non discrétisé.

Le passage entre les degrés de liberté des deux noeuds i et j aux degrés de liberté en tout point
P compris entre ces deux noeuds, nécessite la définition de fonctions d’interpolation. Ces fonctions
sont calculables a I’aide des formules de Bresse qui incorporent la loi de comportement du matériau
et I'une des cinématiques.

Considérons a titre d’exemple les deux torseurs de déplacements tel que le déplacement soit

unitaire au point i : {U;} = { 1037 } et {U;} = { g } exprimés dans le repere local (i, Z, ¥, Z)

qui correspondent au mouvement suivant un seul des 12 degrés de liberté de cet élément fini de
longueur I. On peut calculer les torseurs de chargement {7;} et {7;} aux deux extrémités ¢ et j qui
permettent d’obtenir les deux torseurs de déplacement considérés. Le probleme étant plan, on peut
.. . Fy . . . ) g
choisir a priori {7} = { Cg } . Si on oriente la poutre de i vers j, le torseur des efforts intérieur

en tout point P tel que iP = ST est alors,

e Q@

} E (3.39)

J

F
{Tetpint} = { c

soit par la formule de changement de point,

i
{Teffint} = { (O+F(:ly— 8))5 }P . (340)

Les sollicitations sont donc d’effort tranchant T,y = F' et de moment fléchissant M fz = C+F(I—s).
Par les formules de Bresse, on peut donc obtenir les mouvements de B par rapport & A, d’ou pour
les mouvements imposés choisis :

Fi Fi3 Ci?
—1= 3.41
Gs, " 3By, " 2Bl (3:41)
Fi? Cl
0= ——+ ——. 3.42
2FTy, * Ely, ( )
Ce syteme de deux équations a deux inconnues F' et C' permet de les déterminer :

-1

F= ; " , (3.43)
! (Gsy + 12EIHZ)

1

C= . (3.44)

1 12
2 (Gsy + 12EIHZ>
On connait donc, grace a 1’équation 3.39, le torseur des efforts intérieurs, et via les formules de

Bresse, le déplacement et la rotation de tout point P compris entre i et j d’abcisse s,. Tout calculs
fait, on obtient :

Fs, C —s+lsy Fs3—3ls2 +31%s,
GS, " Elg. 2 Eln. 3 ’
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_ Cs,y F o —s+lsy
~ Ely., Ely, 2 '
En remplacant les expressions de F' et C par leurs valeurs equations 3.43 3.44, on obtient les
fonctions d’interpolations associées au degré de liberté de translation dans la direction 3 du point
7’7

(3.46)

Wp

—1 1 -1
s =t

up = 1+ l(ﬁ-ﬁ-ﬁ) i n 2(@*‘%) —812, + sy l(ﬁ%—ﬁ) Sf’, — 3[8127 + 3l28p (3.47)

GSy Ely, 2 Ely, 3 T

1 —1
NI Y Y SRR

G e I € e (3.48)

P Ely, Ely, 2 ' ’

Si on appelle K, la matrice de rigidité élémentaire de I’élément, liant les efforts généralisés aux
noeuds ¢ et j aux déplacements généralisés en ces noeuds,

in Ugs
Fyi Uy
in Uz
Cxi Wi
Cyi wyi
?x = K| (3.49)
J zj
Fy; Uyj
sz qu
Ol-j wx]
Cy; Wy
L Czj i L o.)zj ]
les termes obtenus sont ceux de la seconde colonne :
Kel2 =0
K622 = ! 2
(aky + 1ot )
Kep =0
Keso =0
Keso =0
Kegz = 2(7%
% 0 Gsy TT2ETg: ) (350)
e72 -
KeSZ = — 3
oty + oot
Kego =0
KelOQ =
Kz =0
Keio =

P
2( 1 i )
sy Y 1EET

Dans les résultats ci-dessus, on a utilisé I’équilibre du segment de poutre pour trouver les valeurs
des forces et couples au noeud i.

On peut faire de méme pour chaque degré de liberté de cet élément poutre, et obtenir ainsi
tous les termes de la matrice de rigidité.

On notera que les termes de la matrice de rigidité sont obtenus en faisant ’équilibre de la
structure, que la fonction d’interpolation de u, est de degré 3. Si l'on avait choisi a priori une
fonction polynomiale de degré 3 introduisant 4 constantes déterminées par les 4 ddl (2 rotations et
2 translations) pour le mouvement transverse de cette poutre, on aurait obtenu le méme résultat.
Pour les éléments poutre, en statique, non chargé entre les points i et j, la solution éléments finis
est exacte et n’est pas une solution approchée.

Le choix de ces fonctions d’interpolation de degré 3, implique que la solution éléments finis ne
sera qu’approchée,
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— en dynamique,

— ou si une charge est répartie entre i et j.

La matrice de rigidité élémentaire peut aussi étre obtenue par le calcul de I’énergie de déformation
dans I'élément : I’énergie locale de déformation en tout point P, qui dépend des fonctions d’inter-
polation choisies, est intégrée entre les deux points i et j, puis égalée avec ’énergie de déformation
de I'ensemble de 1’élément. On identifie alors terme & terme en fonction des degrés de liberté.

La matrice de masse élémentaire peut étre obtenue de fagon similaire, & partir du calcul des
énergies cinétiques.

Le vecteur chargement élémentaire peut étre aussi obtenu a partir du calcul des travaux de ces
chargements.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir le
brevet 609.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php 7id=403.

3.2.2 Assemblage

La matrice de rigidité globale de la structure est ensuite obtenue par la somme des matrices
de rigidités élémentaires que 'on prendra soin de placer dans la matrice globale en fonction des
numéros des degrés de liberté.

3.2.3 Prise en compte du cisaillement avec la cinématique 3

En tridimensionnel, nous utiliserons le champ de déplacement , le tenseur des déformations e,
le tenseur des contraintes o. Les relations les liants sont :

— le passage déplacement - déformations

— la loi de comportement

— le principe fondamental de la dynamique
les conditions aux limites en déplacement

— les conditions aux limites en contrainte

Pour les modeles de type poutre, nous déclinerons des grandeurs qui seront définies sur la fibre
moyenne de la poutre : torseur des déplacements, torseur des déformations, et torseur de cohésion.
Les relations les liant sont les transpositions au cas 1D des équations précédentes :
le passage déplacement - déformations

— la loi de comportement

— le principe fondamental de la dynamique

— les conditions aux limites en déplacement

— les conditions aux limites en contrainte

Nous travaillerons dans ce cours sur la loi de comportement de la fibre moyenne, qui dépend de
la cinématique choisie. Nous avons étudié dans le chapitre 7?7 deux cinématiques de section droite.
La seconde cinématique n’était pas correcte en présence d’un effort tranchant.

En effet, les contraintes de cisaillement doivent rester nulles sur les surfaces latérales de la
poutre. Une répartition des contraintes de cisaillement constantes dans 1’épaisseur de la poutre est
donc inacceptable.

Hypothese

Pour que les termes de cisaillement soient nuls sur le contour de la section droite, il faut laisser
la section se gauchir.
Loi de comportement

On corrigera les termes de la loi de comportement en introduisant les concepts de section efficace
ou de moment quadratique efficace en torsion. On mettra la loi de comportement sous la forme,
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N ES 0 0 0 0 0 &
T, 0 G5, 0 0 0 0 ~
.| | o o 6. o 0o o0 v
M, || 0 o o G o 0 a | (3.51)
My, 0 0 0 0 Elg,y 0 Qy
Mfz 0 0 0 0 0 EIGZ (&%

Méthodes de calcul des coefficients correctifs

Sollicitation de torsion La répartition de contraintes et le champ de déformation sont simples
dans la cas ou la barre est de section droite circulaire. Dans tous les autres cas, ot un gauchissement
de la section droite peut apparaitre, I’évaluation des contraintes est plus complexe.

Il est nécessaire de déterminer la fonction de gauchissement ¢ telle que :

— pour tout point de la section droite

A¢(g,2) =0, (3.52)
— pour tout point du contour de la section droite
grade.ii = in, — jn.. (3.53)

Le moment quadratique en torsion corrigé I§ est alors :

0 0P\ ...

I§ = I — — Z— | dyd 3.54
0 °+/<yaz Zag) ydz (3.54)

Les notations utilisées dans 'ouvrage, par rapport a celles utilisées dans ce polycopié sont :
az = Yy (3.55)
Iy= J (3.56)
= x (3.57)
g= vy (3.58)
Z= z (3.59)
(3.60)

La démonstration des formules 3.52 et 3.54 est présentée figures 3.14 a 3.26 extraites d’un livre
de Salencon [23]. Elle est suivie par un exemple de résolution pour un cylindre de section droite
triangulaire extraite d'un livre de Chevalier [4].

7 Torsion d’'une barre cylindrique

7.1 Position du probléme

On se place dans les hypothéses générales de linéarisation exposées au paragraphe

(2.1).

Ozyz désigne le systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées dans lequel
on étudie 'aquilibre élastique isotherme dune barre cylindrique de longueur ¢ pa-
rallélement & Oz. On désigne par S la section droite courante de la barre. Sy et S

FI1GURE 3.14 — Salengon 2 p110.

démonstration
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7 — Torsion d'une barre cylindrique 111

Zh

Figure 11 — Torsion d'une barre eylindrigue

sont les sections d'extrémités de cote z =0 et z = £ (figure 11). La barre étudiée est
supposée constituée d'un matériau élastique isotrope, homogéne.

L'état initial du systéme, pris comme référence, est 'état naturel. Le chargement
dans ’état d’équilibre étudié est défini par les données suivantes.

e Forces de masse nulles :

(7.1) F=0 surf2.

e Surface latérale libre de contrainte. 1l s’agit d'une surface de type St (ou encore
St, aveci =1, 2, 3)

(7.2) T=T9=0 surdR—5;—Ss.

e Sur les sections d’extrémités Sy et S, les données demeurent provisoirement in-
complétes par rapport & la forme donnée au paragraphe 2.3. Les sections d’extré-
mités sont des surfaces Sy. Les distributions des T¢ sur ces bases seront précisées
ultérieurement, mais il est imposé aux T9 de satisfaire la condition suivante :
le torseur des forces surfaciques T sur l'extrémité S est (0,0,Ce.) c'est-a-dire
de résultante nulle et équivalent & un moment C d'axe Oz ; le torseur des forces
surfaciques 79 sur Sy est (0,0, —Ce,).

Il s'agit d’un probléme o1 toutes les données portent sur les efforts (forces de masse,
forces surfaciques) ; on doit donc vérifier que la condition (1.3) de compatibilité des
données statiques (cf. aussi §4.2) est satisfaite : ceci est réalisé car le torseur de tous
les efforts extérieurs appliqués au solide est bien nul.

Le probléme ainsi posé de fagon incompléte correspond & la tersion de la barre

considérée par des couples opposés, dirigés parallélement & son axe, appliqués aux
deux extrémités.

FI1GURE 3.15 — Salengon 2 pl11.
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112 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

Le but de l'étude qui va étre faite est de construire une solution d'équilibre élas-
tique satisfaisant les conditions imposées plus haut. Elle correspondra & des formes
particulires pour les distributions de T9 sur les extrémités Sy et Sy, qui fixeront. donc,
a posteriori, le probléme posé. Ces distributions pourraient étre imposées a priori
mais cela apparaitrait comme trés artificiel ).

7.2 Résolution du probléme : méthode des déplacements

Il peut sembler paradoxal d'utiliser la méthode des déplacements alors qu’aucune
donnée du probléme ne concerne £. Toutefois 'idée que I'on peut se faire a priori
du mode de déformation d'une barre en torsion incite & rechercher une solution en
déplacement de la forme :

b= —azy
(7.3) & =0zz
£z = Q{P{Erv}

ou &, &y, £, désignent les composantes du déplacement £ dans le repére cartésien
orthonormé. o est un paramétre ayant la dimension de I'inverse d’une longueur et ¢
une fonction (4 déterminer) ayant la dimension du carré d'une longueur.

Les équations (7.3) s’écrivent aussi :
(7.4) £ =afze, NOM +e, o(z,y))

qui permet, de mieux percevoir la forme du champ de petit déplacement envisagé et
les motivations de ce choix. Il est cornmode, pour interpréter (7.4), de considérer le
point courant M de la section droite de cote z. On voit que le déplacement, supposé
infinitésimal (H.P.P.), de M est le résultat de la rotation d’ensemble de la section §
autour de 'axe Oz , qui lui est perpendiculaire, d'un angle cez (rotation proportionnelle
4 la cote) et d'un gauchissement de la section (composante selon e,) indépendant
de la cote.

On reviendra dans la suite sur l'interprétation géomeétrique de (7.4), mais il est
important d'insister ici sur I'hypothése des petits déplacements, qui doit étre vérifiée
par chacun des deux termes du second membre de (7.4), en remarquant par ailleurs
que la position de 'axe Oz n'est, & ce stade, nullement précisée par rapport 4 la barre.

Le champ g dérivé de (7.3) s’écrit :
(7.5)

] S, 1
e(z,9,2) = Fa(5E —1)le, ®e, +e. @) + 5a(zh +a)(e, @e, +e, Og,)

(13)Méthode dite « semi-inverse » introduite par A. Barré de Saint Venant (1797-1886) qui a,
le premier, donné la sclution exacte du probléme de la torsion d'une barre &lastique cylindrique
quelcongque (1853 ; 1835).

FIGURE 3.16 —$alencon 2 pl12.



7 — Torsion d’'une barre cylindrique 113

On voit ainsi :

» qu'il n'y a pas de variation de volume
(7.6) trg=divE=0;

» que les sections droites (z = constante) ne sont pas déformées dans leur plan :
{TT:] Eppy S Egy T Eypg T Eyy = 0,
conséquence de la rotation d'angle ez autour de 'axe Oz ; & est appelé la rotation
« différentielle » :

e pour un vecteur matériel dirigé suivant Oz, en tout point de la barre, 'allongement
unitaire est nul (cf. chapitre II, §5.2)

{?‘8:] £ =03

e gqu'en conséquence, une fibre de longueur quelconque, paralléle & Oz, n’est pas
déformée dans le champ de déplacement (7.3) : elle demeure rectiligne et ne subit
pas de variation de longueur.

Ce dernier résultat peut sembler paradoxal car peu conforme a I'idée intuitive que
I'on a de la géométrie d'une barre tordue ! Il est évidemment lié & I"hypothése essen-
tielle des petits déplacements qui fait partie de 'hypothése des petites perturbations.

s bt

Figure 12 — Torsion élastique d'une barre considérée comme un assemblage de fibres

On peut, pour visualiser ce mode de déformation de la barre, 'imaginer comme
un assemblage de fibres trés fines paralléles & Oz, Dans la torsion infinitésimale, ces
fibres sont indéformées : elles g’inclinent sur Oz et subissent une translation paralléle &
cet axe (figure 12). Ces propriétés du champ (7.4) ne sont vraies que dans ’hypothése
des petits déplacements oft l'on confond coordonnées actuelles et initiales. Tl faut donc
que les produits a2z, azy et aw(z,y), dans (7.3) demeurent suffisamment, petits,
quelle que soit la cote z (0 < z < £) et quel que soit le point M dans la section S, pour
que I'hypothése des petits déplacements soit valable. Ceci impose que la rotation de

31
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114 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

Sy, égale 4 af, soit faible et que & | = |efy| et |§, | = | bz | solent suffissmment
petits pour que l'on puisse confondre les coordonnées actuelles avec les coordonnées
initiales. Le positionnement de I'axe Oz par rapport & la barre (cf. §7.4) est alors
évidernment mis en cause.

On applique le schéma de résolution de la figure 6. Le calcul de g par (4.2) est
immeédiat ; il vient, & partir de (7.5) :

&
=m(a—w —y)(e; ©¢e, +e,®¢,) +w{£ +x)(e, ®e, +e,@¢,) .

(7.9) =

1=

Les deux premiéres équations d'équilibre (4.1a) sont satisfaites et la troisiéme impose

_ Felay) | Pelzy)
(7.10) App= =P 4 o

{oit Ag désigne le laplacien bidimensionnel).

0

La condition de surface libre pour la surface latérale de la barre (7.2) s'écrit,

en désignant par 7mi,ng,na les composantes du vecteur normal unitaire n au point
courant de 82 — Sy — Se :

&
(7.11) m@-s-ng—(’a—kngx—nlyzﬂ
Az dy
soit, dans 'espace 4 deux dimensions (x,y) :

(7.12) grady.n = % =niy —nozx  sur 45, bord de la section S .

On voit que (7.10) et (7.12) définissent pour @{z,y) un probléme de Neumann in-
térieur sur la section S : ceci permet donc de déterminer) la fonction i (& une
constante additive prés, sans incidence sur g, et qui correspond pour £ A une trans-
lation d’ensemble paralléle 4 Oz arbitraire). -

La fonction ¢ étant ainsi déterminée par les conditions aux limites (7.2) sur la
surface latérale (002 — Sy —Sy) , il convient de vérifier que les conditions imposées aux
efforts surfaciques sur les sections d’extrémités Sy et Sy sont satisfaites.

Sur Sy la résultante des efforts surfaciques a pour composantes :

Rm=f amda=f pa{ai—y}da
S S gz

(7.13) Ry=f cry,,da.zf ;La{—tp +zjda
S 5 Ay

Rz:-[ g..da =0,
8 S!

£

14O sait que pour qu'un tel probléme ait une solution, la donnée —af- doit vérifier la condition
i

de possibilité, / -a--—d.[.- = 0, qui traduit la nullité du flux de grad ¢ & travers une courbe fermée,
n e
as

Celle-ci est vérifice ici : (niy —naz)dl = f OM.dM =0.
85 as

32
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7 — Torsion d’une barre cylindrique 115

ot fl; et Ry sont nulles en conséquence de (7.10) et (7.12) satisfaites par . Il en
va de méme pour les composantes de la résultante des efforts surfaciques sur Sy, qui
sont opposées a (7.13).

En effet, on a par exemple :

(7.14) fg(g—i —qy)da = fs(%(m(% —u)) + ‘%(z{a—f + ) — 2 Agyp)da

By
d’on, puisque Agyp = 0, et par application du théoréme de la divergence :
&
(7.15) {%—y]da=f m(—"a—nu_y-l-ng;r}dfﬂ:f]_
g o= 55 Om

On peut aussi proposer un raisonnement direct. Comme le montre (7.16), les moments résul-
tants des efforts surfaciques sur Sy et S; sont diriges selon Oz . Puisque le champ de contrainte
(7.9), avec i déterminée par (7.10) et (7.12), est en équilibre avec des forces de masse nulles
sur 2, le torseur des efforts surfaciques qu'il induit sur 867 est nul (cf. chapitre V, §3.4). En
conséquence, si les résultantes des efforts surfaciques sur Sg et ¢, qui sont opposées, avaient
des composantes non nulles selon Qx et Oy, on trouverait, pour les équilibrer, un moment

d'axe perpendiculaire 4 Oz d aux efforts surfaciques sur la surface latérale ; or cews-ci sont
nuls,

Le moment résultant des forces surfaciques sur Sy a pour composantes :
H, =0
(7.16) Hy =0 . 4
#.= [ (e ~vome)da= e | @G +2) - y(Z2 ~)aa;

le moment des forces surfaciques sur Sy lui est opposé.

La confrontation de la formule (7.16) donnant H, avec la condition aux limites
« partielle » imposée aux efforts surfaciques sur S; (et Sy) & travers la torseur
(0,0, Ce,) montre que le paramétre  introduit dans le champ de déplacement (7.3)
est déterminé & partir de la donnée C par I'équation

(7.17) C=pla

ou J résulte de la seule résolution du probléme de Neumann (7.10, 7.12) et ne dépend
donc, dans les axes choisis, que de la géométrie de la section droite. On montrera
dans la suite que J est, en fait, une caractéristique géométrique intrinségue de
la section (indépendante de la position de Oz et de Porientation des axes Oz et Oy).

J a pour dimension la puissance quatriéme d'une longueur et est appelée inertie de
torsion de la section :

(7.15) 7= [ @G +0) -y G ~u)da.

J est positif : le couple C et la rotation différentielle o sont de méme signe (résultat
attendu).

FIGURE 3.19 — Salengon 2 pl15.
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116 Chapitre VIII — Evolutions et équilibres thermoélastiques

On peut en effet écrire en transformant (7.18) :

o dy e
(7.19) J—/(( +x )ET( ]2)da"fs('5yf' "a—y*"x) + 3,5, —V)da

ol la deuxiéme intégrale est nulle en conséquence de (7.10) et (7.12) car elle se transforme
en :

f(aw{a_m + 2282 _ ya r](—w ro)+ 2 (22 g
(7.20) ; ‘f“’&z“"d“
]

=f6‘5¢(ﬂ1(g—i—'yj++Lg(%+m)}d5—£@ﬂzwr]a=0.

7.3 Commentaires

e Le probléme résolu au paragraphe précédent est donc défini a posteriori
comme suit, Le repére Ozyz &tant choisi, on détermine la fonction ¢ par
le probléme de Neumann intérieur (7.10, 7.12). Les données 7% (z, ) sur Sy
sont alors définies :

C o
T ) = ,_{a_i — )

C. o
Ti(@,y) = 5 (5 +9)
Ttz y) =05

(7.21)

sur Sy les données zd(:r;, y) sont les opposées des précédentes.

La solution du probléme est donnée par les formules (7.4) pour £ et (7.9)
pour g. En tout point de la barre les tenseurs g et £ sont propor tionnels. Sur
toute facette paralléle a Oz il ne s’exerce qu’ une contrainte de cisaillement
parallgle & Oz.

e Le couple de torsion C est proportionnel a la rotation différentielle «v, (ou
encore, 4 £ donnée, & la rotation de S; par rapport & Sp)(*%) . Le coefficient
de proportionnalité est le produit du module de cisaillement du matériau
par l'inertie de torsion de la section.

7.4 Invariances du probléme

L’analyse effectuée n'a mis en évidence aucune signification particuliére relative-
ment 4 la géométrie de la section Sp pour la position de l'origine O, c’est-a-dire de
l'axe Oz autour duquel s’effectue la rotation des sections (du point de vue des coor-
données z, ), ni pour 'orientation des axes Oz et Oy. C’est sur le probléme bien pose,

(15} oy et aussi appelé « angle de torsion ». Cette terminologie peut préter & confusion car o est en
fait l'angle de la torsion par unité de longueur selon Oz.

FI1GURE 3.20 — Salengon 2 pl16.
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7 — Torsion d'une barre cylindrique 117

avec les données (7.2) et (7.21) que 'on examine 'influence de la position de 1'axe Oz
et de l'orientation des axes Oz et Oy . On démontre alors les résultats suivants.

Le probléme posé avec les données (7.2) et (7.21) est indépendant de la position
de l'axe Oz et de l'orientation des Oz et Oy. Ses données, qui portent toutes sur
les efforts, sont entiérement définies par la géométrie de la section et le couple C.
L’inertie de torsion est une caractéristique géométrique intrinséque de la section.

Le champ de contrainte solution de ce probléme donné par (7.9) est, lui aussi,
indépendant de la position de I'axe Oz et de 'orientation des axes Ox et Oy (résultat
conforme an théoréme d'unicité).

Les champs de déplacement solutions de ce probléme donnés par (7.4) ne diffe-
rent les uns des autres que par un mouvement rigidifiant tant que I'hypothése des
petites perturbations demeure vérifiée par la position de I'axe Oz (résultat conforme
au théoréme d’unicité).

Pour établir ces résultats on s'intéresse 4 la fonction de gauchissement . Le probléme de
Neumann (7.10, 7.12) s'écrit aussi

(7.22) { Age = divigradp) =0 sur &

(7.23) n.gradp = (nAOM).e, surdS.

Il en résulte d’abord que, l'origine O des axes étant fixée, les fonctions i solutions de (7.22,
7.23) sont déterminées par la géométrie de la section S, indépendamment des axes Ox et Oy :
wlz, ¥) = w(M) . D'autre part, si 'on considére les solutions, notées 1 et wa, des problemes
de Neumann (7.22, 7.23) pour deux positions différentes, O et Op, de lorigine des axes, ces
fonctions sont liges par :

(7.24) e2(M) = ¢1(M) + (e, A 0102) .02 M
et vérifient ainsi
(7.25) gradps = gradyy +e. A 0103

En conséquence, l'inertie de torsion J est une caractéristique géomeétrique intrinséque de la
section §. En effet, compte tenu de (7.19) et (7.20) on a

(7.26) 7= | st +e, nOMan

qui est invariant en raison de (7.25). .;es données (7.21) sur S; s’écrivent :

(7.27) T = % (grady + e, A OM)

et sont, elles aussi, invariantes en raison de (7.25). Il en va de méme pour la solution (7.9):
(7.28) o= (e, ® (grad p + e, A OM) + (gad ¢+, AOM) Be,)

Le champ de déplacement solution (7.4) est :

(7.29) §= (se, AOM +e, o))

Les champs él at §2 correspondant 4 deux positions O et O de |'origine des axes sont reliés
par

(7.30) £, (M) =¢£ (M) + f}%ﬁgﬁﬂ

et ne différent donc 1'un de 'autre que par un déplacement rigidifiant dans 'hypothese des
petites perturbations.

35
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Enfin on peut signaler qu'en raison du caractére « naturel » du champ de
contrainte (7.35), celui-ci sert de base A une théorie élémentaire de la torsion d’une
barre cylindrique de section quelconque. Cette théorie fournit pour I'inertie de torsion
J de la section de la barre une valeur approchée égale au moment d’'inertie polaire
de la section par rapport i son centre d'inertie. Une interprétation de cette approche
peut &tre donnée en s'appuyant sur les méthodes variationnelles (théorémes de 1'éner-
gie en élasticité) exposées au chapitre X (sections 2 et 5) : elle permet de démontrer
que l'on aboutit ainsi & une évaluation de J par exceés.

7.6 Résolution du probléme par la méthode des contraintes

L'utilisation de la méthode des contraintes pour résoudre le probldme posé au paragraphe 7.1
parait naturelle puisque les données sont essentiellement statiques. On recherche le champ
de contrainte solution sous la forme(18)

(7.41) oy =0 sauf ozr=0: et oy =0y

Dans le schéma de résolution de la figure 10, o doit vérifier les équations d'équilibre (4.1a)
d’on les trois équations :

35":::: ac"‘yz
7.42 — =0 , —==
( ) 8z 8z
Boze OG0y
T.43 . o =0
( ) oz ay

De (7.42) on déduit gue o est indépendant de z. En supposant que 5 est simplement
connere, on déduit de (7.43) qu'il existe une fonction ¥1(z,y) telle que ;

(7.44) M e

By gh Gay=———

dz
La fonction 1 est appelée la fonetion de conirainte dans le probléme de la torsion.
Poursuivant I"application du schéma de résolution de la figure 10, on doit satisfaire les équa-
tions de Beltrami (6.9). Compte tenu de (7.44), celles-ci se réduisent aux deux équations :

) a
(7.45) a(/—‘izﬂ'ﬁl) =0 et B_y{ﬁﬂhb =0

dont on déduit que A1y est une constante sur la section S de la barre. Soit en désignant
par —2K cette valeur constante :

(7.46) Aoty =—2K sur §.

Le respect de la condition de surface libre (7.2} sur la paroi latérale de la barre g'écrit :

(7.47) nl% — g % =1{ suréas,
qui implique que 4 garde une valeur constante, soit C, sur 88
(7.48) ¥ =C surds.

Les équations (7.46) et (7.48) définissent le probléme permettant de déterminer, 4 une
constante prés (due & la valeur arbitraire de C sur 85), la fonetion 1, .

Ce probléme peut se ramener & la détermination d'une fonetion harmonigue en mettant
sous la forme :

(7.49) P = K(p— (2% +47)/2) ;

{18111 serait excessif d’affirmer que cette forme vient spontanément & l'esprit pour rechercher le

champ de contrainte solution du probléme de la torsion si I'on n’a pas une connaissance préalable de
la résolution par la méthode des déplacements.

FI1GURE 3.22 73S6alen(;0n 2 p120.
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(7.46) et (7.48) s’écrivent alors :
(7.50) { Ap =0 sur S

(7.51) Y=C"+ (2?2 +y?)/2 sur 8S.

Il s’agit d’un probléme de Dirichlet qui détermine % (& une constante prés due a C’ ).

Le champ de contrainte g est alors déterminé a la constante K de proportionnalité prés
qui permet d’ajuster la solution aux données du probléme. On peut ici abréger les calculs
en tirant parti de la résolution effectuée par la méthode des déplacements : le champ de

contrainte exprimé en fonction de ¢ est identique & celui déterminé au paragraphe 7.2. Le
rapprochement de (7.9), (7.44) et (7.46) donne :

do 004
7.52 Y2 9pa=—Agthy = 9K
( ) Sz By K 291

d’otl la relation :
(7.53) K=pa=C/J.

On en déduit, en substituant (7.49) dans (7.44) et en comparant & (7.9), la relation remar-
quable entre les fonctions ¢ et 9 :

Op - O Oy o
7.54 _——=— t —_— =",
(7:54) d8x Oy € Oy Oz
Ces derniéres relations impliquent que la fonction complexe
(7.55) f(@,y) = o(z,y) + iv(z,y)

est une fonction analytique de la variable (z + iy).
Pour le cas particulier de la barre de section circulaire étudiée au paragraphe 7.5, on a :

(7.56) =0, f=0 e =0
d’ou
(7.57) Y1 = —K(z? +y?)/2 = —-Kr?/2.

FIGURE 3.23 — Salengon 2 p121.
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exemple de résolution
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Cas du prisme & base triangulaire

Dans le cas oi la section droite T est un triangle équilatéral (voir figure ci-dessous), le
contour est constitué de trois segments de droites dont les équations sont respectivement :

-a
y=-3x+2a
== G
X
y=-a
y y=v3x+2a
2a

On peut donc chercher une fonction de torsion sous la forme du produit des trois
équations ci-dessus, Une telle fonction sera nulle sur tout le contour du triangle.

0(x,y) = Aly+a)(y+V3 x-2a)(y-y/3 x-2a)
Ce qui s'écrit aussi sous forme plus développée :
dx,y) = Ay? - 3ay? - 3x2y - 3ax? + 4a?)

Les calculs deviennent plus délicats mais on peut déterminer la valeur de A qui permet de
vérifier ;

Ap+2=0
En effet :
ag a0
Ix = A(-6xy-bax) — ég =-6A(y+a)
di 92
gg = A(3y2-6ay-3x%) — 5}% = 6A(y-a)
= Abp=-12Aa
On en déduit ;

1
-12Aa=-2 = Azga'

On peut alors calculer les composantes de la contrainte :

FIGURE 3.24 — Chevalier p299.
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300

Chapitre 7
1 X
Oxz = PK g7 (3y2-62y-3x%) et oy, =K (y +a)
-Zﬁga > \ _-%{i
3 \
S = >
S /
/4{ 3 b
X

Yx

répartition de Uyz répartition de g

On peut aussi, par intégration déterminer le gauchissement de la section droite
triangulaire.

xy2
gy =a+a) -x=3" 5  E=F- 4 f(x)

g 1 1
Ix =%a Gy*6ay-3x3) +y=5,(y2%x2)
y2 1 _‘{2 :(3
i (%) = 5= (v2-x2 = fX)=-— = S
_'}23‘ +f(}£)—23(}'—x) f(x}—-‘za _f(X)—-Ga + csle.

La constante est nulle car il n'y a pas d'allongement de Ia ligne moyenne. On tire donc Ia
fonction de gauchissement caractérisée par :

- X
G(xs}') =E{3y2 = le

Notons qu'il n'y a pas de gauchissement pour :

e X

= a

x=0

' Bl

' y_+1.f3‘

Ce qui correspond aux trois hauteurs du triangle équilatéral. L'allure de la poutre gauchie
est représentée sur la figure ci-dessous.

FIGURE 3.25 — Chevalier p300.
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Résolution des problémes d'élasticité 3

Le calcul de la rigidité 2 la torsion est un peu plus technique, il s'agit d'intégrer sur un
triangle équilatéral la fonction de torsion 0(x,y) définie plus haut. On obtient :

2oy

“Kia '\E
CTZ_Sa_f ( if (y3 - 3ay? - 3x2y - 3ax? + 4a?) dx) dy

= e

Ve

aprés quelques calculs, on obtient :

94/3uKa4
Cr=—%—

FI1GURE 3.26 — Chevalier p301.
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Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite a obtenir les
brevets 610, 616, 611 et 612.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403.

Sollicitation d’effort tranchant Les équations d’équilibre,

Cela revient a rechercher une fonction v, appelée fonction de gauchissement telle que,

On y ajoute les conditions aux limites,

Ceci peut étre résolu de fagon analytique, numérique.

Solution analytique 1 Dans [25], la démarche est juste évoquée (voir figure ?7. Elle montre
que la section doit étre corrigée par un coefficient :

Sefficace = KS = S,. (3.61)

Solution analytique 2 : un exemple de calcul Si on isole un trongon compris entre G(z)
et G'(x 4+ dx) pour la matiére comprise entre une cote § = yo et § = h/2 (voir figure 3.27), cet
élément de matiere doit étre en équilibre. Etudions le cas d’un effort tranchant dans la direction
i/, pour une poutre non chargée sur sa surface supérieure.

thw
Gxx ‘{ Lallo]
i
c o
X
¥ Xy -
S s+ds

FIGURE 3.27 — Isolement d’un trongon supérieur d’une poutre de section droite rectangulaire.

Le théoreme général de la statique nous donne, en projection sur 'axe T,

/ Ummdsl - / UmzdS2 +/ (*O'my)ds;g =0 (362)
Setdz Sz S

Yo

et en projection sur 'axe ¥/

/ nydS1 —/ Uy$d52 =0. (363)
S:v+d1 ST
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Or,

M - m~ M m~ deZId ~ T d ~
IgZ Igz Igz IgZ
L’équation 3.62 nous donne donc,
T,dxy
/ v 45, +/ (—04y)dSs = 0, (3.65)
Sz Igz Syo

avec dS1 = dzdy et le cisaillement étant constant sur S3, [ dSs = b(yo)dz. On obtient donc,

T,
oyab(yo)dz = }’dm / gdydz, (3.66)

gz

On reconnait le moment statique d’une aire plane myy = fgh:/ 1210 ydzdy, la relation entre le cisaille-

ment o, et I'effort tranchant 7j, :
T,ym(yo)

Oyg = = 3.67

v Igzb(y()) ( )

Pour la section rectangulaire on trouve une répartition de contrainte de cisaillement polynomiale

de degré 2, dont le maximum, au centre de la section est égal a o, = 3 / 2% et nul sur les deux

faces g =h/2 et y=—h/2:
3Ty 72

Opy = — |1 — 3.68

W28 [ h?/4 (3.68)

Pour trouver le coefficient correctif de section, par la méthode de Reissner, il faut que I’énergie de

déformation de cisaillement soit équivalente & celle si la contrainte de cisaillement était constante :

1Ty 1 o
T2 0.2
Y — [ Z¥Y dzdy 3.70
Ty _ 9T 7 1
— 1— 5di .71
GS, ~ 182G [ h? /4} dzdy (871)
5 72
or [ [1 - hgi/‘l] dzdy = 8hb/15, et donc,
T? 9T28S
= ey (3.72)
GS, 452G15
Ce qui donne un coefficient correctif de section :
60 10 5
Sy—ﬁS—ES—ES. (3.73)

Solution numérique Résolution par éléments finis dans le plan. C’est ce que fait le logiciel rdm6
que vous utilisez. Pour des sections homogenes, les figures 7?7 et 7?7 vous donnent les coefficients
les plus courants.

Assimilation Pour vérifier que vous avez assimilé ce paragraphe, je vous invite & obtenir les
brevets 613, 614, 615 et 617.

Si vous avez des difficultés, je vous invite a contacter le référent du brevet correspondant, dont
le mél est disponible sur http ://umtice.univ-lemans.fr/course/view.php ?id=403.
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FIGURE 3.28 — Evolution des fleches en bout de poutre en fonction de 1’élancement I/h et du type
de modele utilisé.

3.2.4 Les résultats des différents modeéles sont-ils si différents ?

Soient deux points tels que OA = I’ Considérons une poutre droite liant O & A de section droite
carrée h * h, de module d’Young FE et de coefficient de poisson v. Encastrons cette poutre en O et
chargeons la en A par un effort F=FY.

Nous allons comparer & l’aide du code Rdm6, en fonction du ratio I/h, le déplacement en bout
de poutre dans le cas d’un modele de type :

— élasticité bidimensionnelle en déformations planes (modele du paragraphe 77?)

— ¢élasticité bidimensionnelle en contraintes planes

— théorie des poutres avec prise en compte du cisaillement

— théorie des poutres sans prise en compte du cisaillement

Les déplacements U_A.?/ F sont représentés figure 3.28 (merci au groupe 2G6 de année 02-03
pour ces résultats).

On notera :

— la modélisation en élasticité donne des déplacements plus faibles en déformation plane qu’en
contrainte plane. Ceci est normal, en déformation plane, on considere que la poutre est
parfaitement ajustée entre deux murs indéformables les surfaces latérales étant parfaitement
lubrifiée. Par effet poisson, les gonflements et rétractation dans la direction Z sont bloquées,
et des contraintes sont nécessaires. On ajoute donc de la rigidité a la structure. Ce probléme,
ne correspond pas au probleme d’une poutre cantilever.

— Les modeles de théorie des poutres coincident avec ceux plus précis de 1’élasticité pour des
élancements [/h plus grand que 3.

— La prise en compte du cisaillement devient nécessaire pour des poutres dont ’élancement est
inférieur a 1. Mais dans ce cas, 'écart entre ’élasticité et la théorie des poutres montre que
cette théorie est fausse dans ce domaine.

3.2.5 Incorporation dans un code éléments finis

Le code élément fini utilise la loi de comportement avec les corrections de section et de moment
quadratique dues au cisaillement. Soit les coefficients sont donnés pour chaque forme de section
droite, soit ils sont calculés lors de la définition de la section droite, par la résolution de la recherche
des fonctions de gauchissement.
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B E
A IF
FI1GURE 3.29 — Un portique

3.3 Travaux pratiques

3.3.1 Contraintes ou déformations planes ?

Pour vous remémorer les définitions, faites les brevets 605 et 606.

3.3.2 Adéquation modele-expérience

Le plus beau modele du monde, n’est pas celui qui est le plus précis, ni celui qui possede le
plus d’éléments, c’est celui, qui avec un coiit minimum (cotit de calcul (temps CPU) et cotit de
développement du modele (temps ingénieur)) permettra de simuler les résultats expérimentaux...
aux incertitudes pres.

L’objectif de ce tp est, vis a vis de résultats expérimentaux, de mettre en place la démarche
qui permette de quantifier les incertitudes sur votre modele, afin de vérifier I'existence d’une zone
commune avec les résultats expérimentaux, qui eux aussi sont entachés d’incertitudes.

— Si avec le modele que vous testez, il reste des écarts avec 'expérience, il faut changer de
modele, le modifier. Se pose alors la question, doit-on ajouter de la masse, de l'inertie, aug-
menter les rigidités, les diminuer...

— Si les résultats du modele sont en accord avec les résultats de l’expérience, votre modele
est suffisant. Continuer a le modifier est une perte de temps. Il reste a vérifier qu’ill est
prévisionnel.

Nous ferons cette étude de facon manuelle, dans le cas de la recherche de fréquences propres
d’un portique. Des outils automatiques de recalage d’'un modele avec une expérience existent. Vous
disposerez d'une présentation, d'une formation et d’une utilisation de ces outils... si en 3a, vous
choisissez le module optionel modélisation-recalage.

Alibi : recherche des trois premiéres fréquences propres d’un portique

Une structure formée d’une poutre en acier de section rectangulaire (b = 50mm et 7 = 2mm)
a été pliée afin de former un portique (voir figure 3.29).

Les longueurs (exprimées en mm) sont définies par les coordonnées des points suivants dans le
plan de symétrie de la poutre : A(0,0), B(0,20), C(0 170), D(170,170), E(170,20) et F(170,0). Les
positions de ces points ont été mesurées avec un réglet. Ce portique est encastré sur les segments
AB et EF. Pour mesurer les pulsations propres de la structure, une excitation au marteau d’impact
est utilisée et un accélérometre est placé au point G(170,150) & I'aide d’un aimant. La masse totale
de l'accélérometre et de I'aimant est de 48 grammes. La géométrie de I’ensemble ressemble a un
cylindre de diametre d = 20mm de longueur | = 30mm. Sa couleur est grise.

Résultats expérimentaux

Les trois premieéres fréquences propres ont été obtenues avec une précision de plus ou moins 1
Hz : fi = 54Hz, fo = 213Hz et f3 = 364Hz. Suite au démontage et remontage de la structure, la
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répétabilité est vérifiée.

Elaboration d’un modele

Vous construirez un modele éléments finis de vibration dans le plan de cette structure.

— Quelles sont les hypotheses de votre modele ?

— Quels sont les parametres de votre modele ?

— Quelles sont les 3 premieres fréquences propres de votre modele ?

— Coincident-elles avec les plages de fréquences propres expérimentales ? Si oui, passez au para-
graphe ”confirmation du modele”. Sinon, continuez ci-dessous.

— Quelles sont les précisions sur vos valeurs propres du modele ? On rappelle la formule (voir
polycopié ” A propos de I’évaluation des incertitudes pendant les travaux pratiques”) liant
I'écart-type oy sur la grandeur f en fonction des parametres x;,

~[of & afof
i=1 v i Ol

i=1 j=i+1

avec la covariance entre les deux parametres z; et x; donnée par,
s(zi,z;) = El(x; — 2)(x; — 75)], (3.75)

que 'on peut estimer dans le cas de N paires d’observations simultanées par,

N

R > (o = ) = ) (3.76)

On pourra approximer les dérivées partielles par les sensibilité locales a chaque parmetre z;,

of _ fli+e) — flx)

8(Ei - €

(3.77)

— Votre modele explique-t-il les résultats expérimentaux ? Si oui, passez au paragraphe ”con-
firmation du modele”. Sinon, continuez ci-dessous.

Amélioration du modele

Optimiser le modele afin que celui-ci soit suffisant par rapport aux résultats expérimentaux.

Confirmation du modéle

Pour vérifier I'adéquation du modele a la structure, une expérience est faite pour laquelle
I’encastrement dans la partie EF est supprimé . Quelles sont les trois premieres fréquences propres
de votre dernier modele ? 1l reste a mener ’expérience...

Celle-ci fournie les fréquences expérimentales : f; = 10.1Hz, fo = 23.6Hz, f3 = 61.0Hz.

3.3.3 Plaque de Chladni

Vous modéliserez I’expérience de vibration transverse d’une plaque liée en son centre a un pot
vibrant. Au cours de cette modélisation, vous aborderez les points suivants :

— Quelles conditions aux limites réalistes pour cette expérience ?

— Quelles influences de la finesse de maillage et convergence ? (brevet 601, 602 et 604)

— Que sont des modes & fréquences nuls ? (brevet 603)

— Que représentent des modes doubles? Quels sont les effets d’'une masse ajoutée positionnée
non symétriquement ?

— La comparaison entre vos fréquences propres numériques et les fréquences propres théoriques
valide-t-elle votre modele 7
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L2+ H/2
Lirh B2

Fi1GURE 3.30 — Une structure cantilever, ressemblant & une poutre.

3.3.4 Non linéarités géométriques

Les calculs sont faits généralement par une évaluation de la matrice de raideur dans la configu-
ration initiale. Si les déplacements sont importants, c’est-a dire qu’ils modifient les efforts intérieurs
entre configuration initiale et configuration déformée, les résultats ne sont pas linéaires . Pour vous
en convaincre, faites les brevets 618 et 619.

3.3.5 Criteres de convergence pour une étude en statique.
Introduction

Le but des trois travaux pratiques a venir est de répondre aux questions que 'utilisateur se
pose en pratique :

— combien d’éléments utiliser,

— quel type d’éléments utiliser (quadrangulaire ou triangulaire),

— quel degré d’interpolation utiliser (linéaire ou quadratique) ?

Alibi : I’étude d’une poutre cantilever en statique

Les dimensions de la poutre sont les suivantes : L; = 400 mm, L = 300 mm, H = 40 mm,
I’épaisseur dans la direction normale a la figure 3.3.5 B = 20 mm. Le matériau est 1'acier. Une
force ponctuelle F' normale est exercée a son extrémité libre.

Un premier calcul

1. Entrer la géométrie (Dessin/Maillage).

2. Décider d’un maillage (grossier pour commencer), nombre et type d’éléments (Maillage par
bloc). Faire un schéma du maillage en donnant la numérotation des noeuds.

3. Entrer I’épaisseur, le matériau et les conditions aux limites (Elasticité).

4. Entrer le chargement. La force ponctuelle est initialement supposée de 10 kN.

5. Lancer le calcul (Calculer) et observer les résultats : courbes isovaleurs, cercles de Mohr,
fichiers de résultats. Que signifient o0,,, oxx et " Tresca” et ”Von Mises” 7

6. Noter la valeur de la fleche a 'extrémité de la poutre et de la contrainte maximale. La limite
d’élasticité est-elle respectée ? Conclusion.
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7. Comparer vos résultats avec ceux des voisins. Conclusion.

Solution approchée

1. A T’aide du module Ossature de RDM, donner pour la poutre cantilever étudiée, le diagramme
de Deffort tranchant et du moment fléchissant, la contrainte maximale o, et ovonarises, 1a
fleche a lextrémité de la poutre. Pourquoi ces résultats sont-ils approchés? Retrouver ces
résultats analytiquement.

2. Donner la valeur maximale de la force applicable a 'extrémité pour rester dans la zone
d’élasticité.

Convergence d’un maillage régulier

1. Afin d’étudier la convergence de différents éléments, réaliser les maillages suivants :
— pour les triangles : 2 x 4,4 x 8 et 8 x 16 linéaires, 2 x 4 et 4 x 8 quadratiques,
— pour les quadrangles : 1 x 4,2 x 8 et 4 x 16 linéaires, 1 x 4 quadratiques.

2. Exprimer les contraintes de Von Mises et de la fleche en pourcentage des valeurs théoriques.
Reporter ces résultats dans un graphique en fonction du nombre de nceuds de chaque maillage.
Conclure.

Convergence pour un maillage irrégulier

Le but de cette séance est d’établir une méthode d’optimisation du maillage, basée sur ’étude
des contraintes. En effet, pour un nombre de degrés de liberté donné (ce qui conditionne le cott
de calcul), comment répartir au mieux les éléments, pour que l'erreur faite sur la discrétisation des
champs (de déformation et de contrainte) soit acceptable en tout point? Il nous faut définir un
critere de remaillage.

Approximation des contraintes

Soit un élément de barre & deux neeuds (champ linéaire) et un & trois noeuds (champ quadra-
tique).

1. Donner lexpression du déplacement u(z) en fonction des déplacements nodaux u; pour
chaque type d’élément. En déduire les expressions des déformations e(x) et des contraintes
o(x). Comment varient les contraintes dans un élément linéaire ?

2. On suppose que 'élément peut subir soit une contrainte constante, soit une contrainte affine
(o(z) = a x+Db). Pour quel type d’élément et de contrainte aura-t-on une solution approchée ?
A-t-on continuité des contraintes entre deux éléments ?

3. Imaginer une configuration simple (liaisons et charges) pour laquelle les éléments linéaires
sont aussi performants que les éléments quadratiques. Valider en comparant les résultats
numériques aux résultats analytiques correspondants. Peut-on obtenir un résultat exact avec
un seul élément ?

Définition d’un critére de convergence

Le code de calcul RDMG6 est un code formulé en déplacement : ce sont les déplacements aux
noeuds qui sont les variables en fonctions desquelles la résolution est faite. Ceci implique la conti-
nuité des déplacements aux noeuds et donc le long de la frontiere entre deux noeuds. A partir des
déplacements aux noeuds sont calculés successivement :

— aux points de Gauss, les déformations puis les contraintes,

— en tout point de chaque élément par extrapolation, les déformations puis les contraintes,

— et donc a fortiori en tout point sur une frontiere entre deux éléments, les déformations puis

les contraintes.
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Il n’y a donc aucune raison pour que la continuité des champs de déformation et de contrainte soit
assurée. Par exemple, pour des éléments triangulaires a trois noeud, le champs de déplacement est
linéaire dans ’élément, donc son gradient spatial (le champs des déformations) est constant dans
I’élément, donc le champ des contraintes est constant dans I’élément. Il existe une discontinuité de
contrainte entre deux éléments.

Pour ne pas choquer 'utilisateur de base du code, RDM6 effectue en chaque noeud du mail-
lage, la moyenne des contraintes en ce noeud obtenue dans chaque élément qui le compose. Il est
regrettable que les champs de contrainte par élément, ne puissent étre affichée par RDMG6, alors
que certains autres codes (ANSYS, CASTEM, ABAQUS...) le font. La solution que vous obtenez
est donc continue en déplacement, discontinue en contrainte (méme si vous ne le voyez pas). Ce
n’est pas plus absurde qu’une solution discontinue en déplacement et continue en contrainte, qui
serait obtenue par un code en en formulation en contrainte (les variables aux noeuds étant alors
les contraintes).

Pour minimiser la distance entre votre solution numérique et la solution réelle du probleme,
une idée est de minimiser les discontinuités. Plusieurs criteres peuvent étre utilisés :

— la discontinuité de contrainte aux noeuds

— la discontinuité en énergie de déformation

— Derreur en relation de comportement

Considérons le premier critere.

1. Pour un élément linéaire, on définit 'erreur de convergence e égale a la discontinuité de
contrainte entre deux éléments adjacents. Le critere de convergence 7 est le rapport de cette
erreur par la contrainte moyenne o, sur ’ensemble des éléments considérés : n = i Le
critere de convergence global 7, est la moyenne sur I’ensemble des éléments.

2. La feuille de calcul EXCEL critére-convergence.xls permet de calculer ce critere a partir
des données fournies par RDM6. Dans le menu Résultats, faire une coupe suivant une ligne
frontiére. Choisir comme grandeur une contrainte. Editer les données et les enregistrer dans un
fichier. Ouvrir ce fichier dans EXCEL et copier les données dans la feuille de calcul du critere.
A partir des résultats obtenus sur un maillage grossier en quadrangles linéaires (maillage par
bloc), faire le calcul du critere pour la frontiere horizontale supérieure et la frontiere verticale
a l’encastrement.

3. Affiner progressivement le maillage pour obtenir une erreur globale inférieure & 10%. Noter
au fur et & mesure les valeurs de la contrainte maximale de Von Mises ainsi que la fleche.

Maillage optimisé

1. Pour converger uniformément sur tout le domaine, 'erreur doit étre la méme sur tout le
maillage. En vous aidant d’un graphique (contrainte en fonction de x), établir une relation
entre la variation des contraintes (pente= d‘zl(f)), la taille des éléments T' et e une erreur

donnée.

2. D’apres les expressions des contraintes dans la poutre cantilever en flexion, déterminer une
répartition optimale des nceuds.

3. Réaliser un seul maillage optimisé en maillant plusieurs sous-domaines par bloc. Vérifier la
convergence de la contrainte maximale de Von Mises et la fleche, ainsi que la progression du
critere de convergence.

4. Apres avoir rappelé la définition de la qualité géométrique d’un élément (distorsion), expliquer
comment tenir compte de ce critére pour améliorer le dernier maillage. Réaliser ce maillage
a laide du mailleur automatique (Delaunay) en utilisant la fonction de modification locale
de la taille des éléments.

3.3.6 Criteres de convergence : influence du type d’élément
Alibi : probleme d’une éprouvette de traction.

Une éprouvette de traction est décrite par la figure 1-A. Elle ressemble a 1’éprouvette que vous
avez sollicité en travaux pratiques de mécanique des solides déformable. Afin de comprendre les

49



- 150
]
— IS, | B ————— o |30
i
B ;
!
) 150 ”
- : -
: I
| 20
1
c : 20
FIGURE 3.31 —

raisons qui ont mené & cette forme, on modélisera plusieurs types d’éprouvettes (figures 1-B et
1-C).

3.3.7 Préparation du tp

Sur une machine de traction, une des extrémités de I’éprouvette est maintenue dans le mors fixe
tandis que lautre est engagée dans le mors mobile (figure 2). Le matériau utilisé est une plaque de
Plexiglas de 4mm d’épaisseur dont les caractéristiques sont données ci-apres :

Module d’élasticité E = 2900 MPa, coefficient de Poisson v = 0.4, masse volumique p =
1:8g/cm?, coefficient de dilatation o = 81.107K~!, conductivité thermique s = 0, I8W.m 'K,
capacité calorifique volumique C' = 1,62J.m 3K ~!, limite élastique du matériau o, = SOMPa.

L’étendue de la prise en mors de I’éprouvette est de 10 mm (zones grisées).

Pour chaque type d’éprouvette (voir figure 3.3.7) :

— Préparer le maillage et la mise en données du probleme de traction.

— Prédire la direction de rupture de I’éprouvette, sachant qu’elle correspond a la direction de

contrainte tangentielle maximale.

— Calculer la charge a appliquer (en N) pour atteindre la limite élastique du matériau.

Pour chaque type d’éprouvette

— Effectuer le maillage de I'éprouvette. Appliquer les conditions aux limites correspondant au
montage dans la machine de traction ; appliquer a ’éprouvette une charge de 100 N.

— Observer la répartition des contraintes dans 1’éprouvette, affiner le maillage si nécessaire.
Commenter le principe de Barré - St Venant. Retrouver la direction de rupture de I’éprouvette.

— Expliquer les raisons qui ont mené & la forme d’éprouvette normalisé (type A).
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Modélisation des contraintes dans la piéce pour la partie dans les mors.

Vous avez rencontré la difficulté de choisir le lieu d’appliquation de la force de traction : a
Pextrémité de la piece ou sur la ligne séparant la partie grisée de la partie blanche. Pour avoir
une estimation de la maniere dont transite la force de traction des mors vers ’éprouvette a travers
cette surface grisée, le code élément fini peut vous répondre.

1. Dessiner sur une feuille une coupe dans le plan (O, Z, Z) de la piece et des mords.
Choisir des mors en acier, ayant une épaisseur supérieur a la largeur de la piece.
Dessiner a priori la répartition de o, le long des noeuds de I'interface acier-plexiglas.
Quelle est la condition cinématique en un noeud de U'interface acier-plexiglas?

Faire le calcul par élément fini de oy, le long des noeuds de I'interface acier-plexiglas.

S Uk wN

Conclure.

3.3.8 Criteres de convergence dans le cas d’une étude dynamique ; effect
des conditions aux limites.

Critére de convergence pour une étude dynamique

Lors de cette séance, on étudie le comportement dynamique de la poutre libre-libre que vous
avez testée en travaux pratiques de dynamique des structures 1. Le but est de définir un critere
de convergence des fréquences propres. Les résultats concernant la méthode de convergence des
éléments finis élaborée en statique restent valables. Les caractéristiques de la poutres sont celles de
la poutre en acier testée expérimentalement. Merci a I'un d’entre vous d’aller mesurer les dimensions
et peser la poutre (et les accélérometres... ?) qui a (ont.. ?) été utilisée (és..7?).

Analyse théorique
1. Calculer les premieres fréquences propres de vibration de la poutre, en traction-compression
et en flexion.

2. Pour les modes de traction-compression, tracer 'allure des déformées et des contraintes. Quel
maillage utiliser 7

3. Ecrire l'allure du systéme & résoudre pour trouver les fréquences et modes propres. A-t-on
besoin de définir un cas de charge ?

Convergence des fréquences propres

On se propose d’établir le lien entre le nombre d’éléments linéaires (& quatre nceuds) utilisés et
Ierreur relative sur les fréquences des modes propres.

1. Faire un premier maillage grossier et identifier chaque mode.

2. Faire une étude de convergence des fréquences des 3 premiers modes de traction-compression
et de flexion en utilisant des quadrangles linéaires (partir d’'un maillage & un seul élément).
Noter les valeurs des fréquences en fonction du nombre d’éléments, puis tracer la courbe
de lerreur relative sur les fréquences en fonction du logarithme du nombre d’éléments par
longueur d’onde. Observations ?

3. Etablir un critere de maillage basé sur une erreur relative de 5% sur les fréquences.

application au cas de la poutre cantilever

Utiliser la démarche précédente pour la détermination des fréquences de flexion de la poutre
cantilever figure 3.3.5.
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FIGURE 3.32 — Poutre cantilever modélisée par sa fibre moyenne

Influence des conditions aux limites

La réalisation d’un essai libre-libre, implique 'utilisation d’élastique de rigidité faible que 1’on
positionne en plusieurs points de la poutre.

1.
2.

3.4

Modéliser les élastiques supports de la structure

Quelles sont les dépendances de fréquences et de formes propres avec la rigidité de ces
élastiques ?

Quelles sont les dépendances de fréquences et de formes propres avec la position de ces
élastiques ?

. Conclure.

Effet du cisaillement dans une structure de type poutre

L’objectif de ce travail pratique est d’appréhender les effets de cisaillement dans le calcul des
contraintes dans une structure de type poutre.

alibi :

le calcul d’une poutre cantilever en flexion

EF poutre : calcul de poutre encastrée- libre, chargée a I'extrémité : fleche a 'extrémité (avec
et sans cisaillement)

calcul analytique approché (montrer que 1'on obtient pas sigmayx = Ty/S. Evaluer k, le
coefficient correctif.

EF bidim : par élément finis, en contraintes planes. calculer la fleche, la répoartitions des oy,
en fonction de §. Peut-on en déduire le facteur &y, ?

Pour une section circulaire (creuse ou non ), le facteur est-il plus grand ?

faire les calculs avec ossature (voir ci-dessous)

influence de la fente

poutrelle en T

Si l'on considere la fibre moyenne de la poutre cantilever calculée au tp 3 (voir figure 3.3.5), on
souhaite effectuer un calcul de déformation de cette poutre en fonction de la forme de la section
droite qui sera considérée comme uniforme sur toute la longueur de la poutre.

Pour chacune des sections droites suivantes,

faire le calcul sans prendre en compte le cisaillement

faire le calcul en prenant en compte le cisaillement

Comparer avec les résultats présents dans la littérature (page suivante).
Conclure.

Liste des sections droites a tester :
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— section rectangulaire h = 40mm x b = 20mm.

— section circulaire de méme aire que la section précédente

— section circulaire creuse de méme aire que la précédente et d’épaisseur e = 5mm

— section circulaire identique a la précédente, mais fendue dans le plan constitué du vecteur
parallele a la fibre moyenne et le vecteur normal a la figure 3.32

Faire un tableau récapitulatif des résultats et interprétez les résultats.
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