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AVANT-PROPOS

Dans ce cours des milieux continus, une cohérence de contenu a été recherchée
avec les autres cours de mécanique dispensés en tronc commun, a savoir :

— dynamique des solides — 1™ année;

— résistance des matériaux — 1™ année;

— matériaux — 1" année;

— technologie de conception mécanique — 1™ année;

— mécanique des fluides — 2¢ année ;

— méthode des éléments finis — 2¢ année;

— mécanique des vibrations — 2¢ année.

Cette cohérence a été recherchée également autant que possible pour les notations.
Le cas échéant, un choix différent de notation par rapport a un autre cours de tronc
commun est indiqué par une note en bas de page.

Rédiger un polycopié sur la mécanique des milieux continus pour un cours de
tronc commun d’école d’ingénieurs n'est pas une tache aisée. ]’ai été grandement
aidé dans cette entreprise par différents collegues qui ont pris la peine de me
donner leur avis sur ce document. Les conseils pédagogiques de Jean-Frangois Sini

ont également été tres bénéfiques.

Nantes
juillet 2011

Nicolas Moés






POURQUOI LA MECANIQUE DES MILIEUX

CONTINUS ?

1.1 Du point matériel aux milieux continus

La mécanique du point matériel permet de prédire le mouvement d’un point
soumis a une ensemble de forces. On distingue, dans cette théorie, la description
de la cinématique — position, vitesse et accélération du point — de la dynamique
— relation entre force et mouvement, autrement dit, la seconde loi de Newton
f): ma. Cette théorie permet, par exemple, de calculer le trajet d’électrons dans
un champ magnétique ou de prédire l'orbite d’'une planéte soumise aux forces
gravitationnelles.

Avec la mécanique du point matériel, on ne peut décrire les rotations d’un corps
sur lui-méme. Cette théorie n'est donc pas adaptée pour étudier le trajet d’une
boule de billard ou pour étudier la rotation d’une planéte ou d’un satellite sur lui-
méme lors de son orbite. Pour cela, il faut la mécanique des solides indéformables
qui intégre la notion de rotation, d’inertie et de moment. La somme des moments
s’appliquant sur le corps égale a tout instant a son moment d’inertie multiplié par
son accélération angulaire.

Il est important de constater que pour un point matériel, la notion de rotation
n’a pas de sens : un point ne peut tourner sur lui-méme. De méme, le moment des
forces s’appliquant sur le point est toujours nul puisque le bras de levier est toujours
nul (moment calculé par rapport a la position du point). La dynamique d’un point
matériel s’écrit donc simplement en terme de force et d’accélération. Pour décrire
la dynamique d’un corps indéformable, on ajoute les notions de rotation, moment
et inertie.

La mécanique des solides indéformables ['] permet de résoudre des problémes
importants de l’'ingénieur comme ceux issus de la robotique impliquant la notion
de chaine cinématique. En revanche, cette mécanique ne peut traiter les problemes
suivants :

— déterminer la force nécessaire pour emboutir une canette a partir d’un téle

[1] Objet du cours de dynamique des solides de tronc commun 1 année.
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mince;

calculer I’écoulement de I’eau sous un pneu en conduite sur route mouillée
afin d’optimiser le dessin de ce pneu;

déterminer le niveau d’échauffement de 'outil dans un procédé d’usinage.
L’'usinage est un procédé de fabrication dans lequel une piece métallique
brute est taillée a ’aide d’un petit outil. Le contact entre l'outil et la piece se
fait a grande vitesse et génére des copeaux (un peu comme la taille du bois).
calculer la pression nécessaire pour souffler les bouteilles plastiques. Deux
procédés industriels de soufflage existent : I’extrusion-soufflage et I'injection
étirement soufflage. Il laisse sur le fond du culot des bouteilles plastiques
deux signes caractéristiques différents : un point ou un trait;

étudier la stabilité des talus;

déterminer si une fissure détectée dans un réacteur ou sur le fuselage d’avion
est critique (tous les avions qui volent ont des fissures mais rassurez-vous
elles sont inspectées régulierement);

simuler informatiquement les chocs craniens dans les accidents de la route
pour optimiser les airbags et les habitacles des voitures;

I’étude de la résistance d’une coque composite d’un voilier de course soumis
aux chocs répétés avec la surface de 1’eau ('impact répété d’une coque sur

I’eau est appelé tossage).

Pourquoi ces problemes ne peuvent-ils pas étre traités par la mécanique des solides

indéformables ? Reprenons chacun des exemples :

la force nécessaire pour emboutir une canette dépend du matériau dont est
constituée la tole. La notion de matériau n’intervient pas en mécanique des
solides indéformables : seules la masse et la forme (qui influe sur le moment
d’inertie) sont considérées;

I’eau est un milieu qui se déforme facilement. Ceci est a I'opposé de la
mécanique des solides qui considére les corps comme indéformables [*];

la détermination du niveau d’échauffement d’un outil lors d’'un procédé
d’usinage requiert la thermodynamique. L’énergie mécanique dissipée par
l'outil dans sa coupe est transformée en chaleur. Ce qui produit une élévation
de température;

le soufflage d’une bouteille fait intervenir des déformations extrémes;
I’étude de la stabilité d’un talus se pose en ces termes : a partir de quelle
pression exercée sur le talus, celui-ci glisse-t-il de maniere irréversible ? Une
préoccupation éloignée de la mécanique des solides indéformables ;

une fissure est une surface sur laquelle 'intégrité de la matiére est perdue.

[2] Il est vrai que la mécanique des solides peut faire intervenir une déformation via des ressorts

placés entre des corps rigides mais on est loin de la déformation d’un fluide.
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En mécanique des solides les corps sont indivisibles ;

— la modélisation d’un choc crdnien est trées complexe et entre dans le domaine
dit de la biomécanique qui nécessite un travail collaboratif entre mécanicien,
neurochirurgien, vétérinaire (analogie homme-animal). Une téte humaine est
bien différente (méme si ’on a la téte dure) d’un solide indéformable;

— les coques et mats de voiliers de course sont réalisés en matériaux composites.
Ces matériaux vus de preés sont des structures a part entiére : il y a des
couches (appelées plis) constituées de fibres plongées dans une matrice [31.
Les propriétés de ces fibres et de la matrice, la séquence d’empilement, le
mode de fabrication du matériau sont autant de facteurs déterminants sur la
résistance du matériau. Cette problématique est encore une fois éloignée de
la mécanique des solides.

On peut résumer la discussion ci-dessus, en disant que la mécanique des milieux
continus doit étre utilisée a la place de la mécanique des solides indéformables
lorsque [4] :

— des déformations interviennent;

— le comportement du milieu, fluide ou solide, doit étre pris en compte. Il faut
connaitre la relation entre la déformation du corps et les efforts mis en jeu;

— des phénomeénes thermiques interviennent.

1.2 Mécanique des milieux continus et disciplines de I’ingénieur

La mécanique des milieux continus est au centre des disciplines suivantes : le calcul
des structures, les procédés de fabrication, la biomécanique, la mécanique des
fluides, le génie civil, le design de nouveaux matériaux (la micro-structure d’'un
matériau peut étre vue comme une structure a part entiére).

Par exemple, pour le calcul des structures, les préoccupations sont les suivantes :

Résistance — La piece ou structure doit pouvoir supporter et transmettre les
charges externes qui lui sont imposées : “un pont ne doit pas s’écrouler lors du

passage d'un camion” ;

Rigidité — La piece ou structure ne doit pas subir de déformation excessive
lorsqu’elle est sollicitée : “un pont ne doit pas s’enfoncer lors du passage d’une
voiture” ;

Stabilité — Un léger changement des conditions extérieures ne doit pas conduire
a une réponse catastrophique de la piéce ou de la structure : “une brise légere

[3] Entre les plis sont insérées des couches minces qui ont la forme de nid d’abeilles.
[4] En réalité, on peut voir la mécanique des solides comme le cas limite de la mécanique des

milieux continus lorsque les corps sont pratiquement indéformables. En ce sens, la mécanique des

milieux continus contient la mécanique rationnelle comme cas particulier.
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ne doit pas conduire a la ruine catastrophique d’un pont”;

Endurance — La piece ou structure soumise a un chargement cyclique (répété)
doit pouvoir sans rupture supporter un nombre important de cycles : “le pont
doit soutenir un trafic répété pendant de longues années” ou bien : “un réacteur
d’avion doit tenir un maximum possible de vols sans se fissurer.”

Quant a l'optimisation des procédés de fabrication, les préoccupations sont les
suivantes :

— Economie de matiére : comment produire une piéce répondant a un cahier
des charges précis avec le moins de matiére possible ? S’assurer de pouvoir ef-
fectivement produire ces pieces. On constate, depuis vingt ans, une réduction
importante du poids des canettes et des bouteilles plastiques de soda;

— L'usinage est un procédé de fabrication permettant de faconner des pieces
meétalliques avec un outil coupant. Soit l'outil, soit la piece, soit les deux
se déplacent a vitesse élevée. I’étude du procédé d’usinage est important
pour améliorer la longévité de l'outil et le fini de surface de la piece usinée.
Les préoccupations sont similaires pour les procédés telles que le fraisage,
I'emboutissage, le galetage...

La mécanique des milieux continus est un cadre physique et mathématique per-
mettant de modéliser un probléme concret. Un fois le modele mathématique établi,
il pourra étre résolu par une méthode analytique ou numérique. La modélisation
suivie de la résolution du modeéle forment ce que 'on appelle la simulation du
probléme concret. Cette simulation devra étre validée par des expérimentations
lorsque celles-ci sont disponibles et le modele corrigé le cas échéant.

Dans certains cas, les expérimentations sont tres limitées voire inexistantes d’ou
I'importance capitale de la simulation. Par exemple, I’étude de la résistance des
structures en béton protégeant le coeur des réacteurs nucléaires peut difficilement
passer par des expérimentations a I’échelle 1.

L'utilisation de la simulation qui s’affine de plus en plus avec les progres
en modélisation et la puissance des ordinateurs permet également de réduire
le nombre d’essais nécessaires pour mettre au point un produit. C’est le cas notam-
ment de la conception des voitures au crash. Le nombre de voitures sacrifiées en
essai a fortement baissé depuis trente ans et les voitures sont néanmoins de plus en

plus stres.

1.3 Notions de milieu continu et d’échelle d’observation

On dit qu'un domaine contient un milieu matériel continu si a chaque instant
et en chaque point de ce domaine, on peut définir des grandeurs physiques lo-

cales relatives a ce milieu matériel. La grandeur physique peut étre représentée
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mathématiquement par :

un scalaire : masse volumique, température, concentration d’un polluant...

un vecteur : vitesse, accélération, forces volumiques, couples volumiques...

un tenseur d’ordre deux : déformations, contraintes...

un tenseur d’ordre supérieur a deux : le tenseur d’élasticité qui est d’ordre
quatre.

La grandeur physique donnée a chaque instant et en chaque point forme ce que
l'on appelle un champ. On parlera par exemple du champ de température dans une
piéce automobile a un instant donné ou bien de I’évolution du champ de contrainte
dans une tole lors de son écrasement par une presse.

Savoir si pour un domaine matériel donné, on a affaire a un milieu continu ou
non dépend de ’échelle d’observation. Par exemple, 1’air enfermé dans un bocal
est un milieu continu pour un observateur macroscopique 5. Le champ de vitesse
observée par exemple avec un vélocimetre laser est nul partout et la pression uni-
forme. En revanche, un observateur microscopique voit des molécules se déplacant
dans le vide de maniere erratique et a grande vitesse (le mouvement Brownien) et
est incapable d’y voir un milieu continu. La différence entre les deux observations
provient de I’échelle d’observation. Un point pour l'observateur macroscopique est
en fait un petit volume qui contient un grand nombre de molécules. Par exemple
un petit volume de 0,1 mm3 — soit un cube de 'ordre d’un demi-millimetre de
c6té — contient de 1'ordre de trois millions de milliards de molécules [®]. La vitesse
moyenne observée est une moyenne statistique du mouvement brownien.

De méme, la notion de pression constante dans le bocal perd son sens a 1’échelle
microscopique : la pression macroscopique est le résultat statistique moyen de
I'impact du mouvement Brownien sur la surface sensible du manometre. Si on
disposait d’'un micro-manometre a I’échelle moléculaire, on mesurerait de temps
en temps un impact, ce qui est fort loin de la notion de pression constante.

La mécanique des milieux continus est un modele mathématique qui permet
de moyenner une réalité complexe et obtenir ainsi un modele qui peut étre traité
analytiquement ou informatiquement. A I'opposé, le calcul explicite du mouve-
ment des molécules dans un bocal ne peut absolument pas étre traité a I’aide de
I'informatique actuelle.

Considérons 1’étude d’un barrage construit en béton. Le béton est un matériau
composé de sable et de graviers de différentes tailles. Le barrage est un milieu
continu dans lequel un point est un volume d’une dizaine a une centaine de
centimetres cubes selon la taille des éléments entrant dans la composition du béton.
A I'image des molécules dans le bocal, il est exclu de traiter un modele décrivant le

[5] Exemple extrait de [3].
[6] Une mole d’air & 25°C (22,4 litres) contient 6,02 - 1023 molécules.
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mouvement de chaque petit caillou ou grain de sable constituant le barrage !

Comme dernier exemple, signalons qu’en astronomie, certains modéles conside-
rent les galaxies comme des fluides. Le point du milieu continu a, dans ce cas, une
dimension de l'ordre de mille années-lumiére au cube.

Le modélisateur doit donc toujours avoir a l’esprit 1’échelle caractéristique du
probléme traité, particulierement dans I'interprétation des résultats de simulation
obtenus avec le modeéle “milieu de continu”. Par exemple, la pression prédite par
une simulation numérique en un point du barrage doit étre interprétée comme la
pression moyenne s’exercant en réalité sur une surface de quelques centimetres a
quelques décimetres carrés. Si l’'on souhaite comparer les résultats du modéle avec
la réalité faite de mesures in situ, il faut que ces mesures utilisent la méme échelle
que celle du calcul.

1.4 Principales hypothéses

Dans les milieux continus de ce cours, on considere que la déformation du milieu
est caractérisée par un vecteur déplacement en chaque point. On dit que le milieu
est non polarisé. L'orientation propre de chaque point est indifférente. Ce n’est
pas toujours le cas comme en magnéto-hydrodynamique qui étudie des fluides
mécaniquement sensibles aux champs magnétiques car ils transportent des charges
électriques et ou cette hypothése est inacceptable.

La mécanique des milieux continus est une théorie qui perd son sens si les
vitesses mises en jeux se rapprochent de la vitesse de la lumiére ou bien si la
taille du systeme devient trés petite (taille atomique). Dans ces cas extrémes, les

mécaniques relativiste et quantique, respectivement, sont plus appropriées.

1.5 Systeme d’unités

Le systeme d’unité adopté pour ce cours est le systeme international. Il comporte
sept unités fondamentales que sont :

— l'unité de masse : le kilogramme [kg];

— l'unité de mesure : le métre [m];

— l'unité de temps : la seconde [s];

— l'unité de température : le Kelvin [K];

— l'unité de courant électrique : ’Ampere [A];

— l'unité d’intensité de lumineuse : la Candela [Cd];

— l'unité de quantité de matiére : la moéle [mol].
Toutes les autres unités peuvent se déduire de ces unités fondamentales et sont
introduites par commodité. Par exemple :

— le Newton [N] est en fait [m - kg-s7?];
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— le Pascal [Pa] est [N-m™] donc [m™" - kg-s7?];
— le Joule (unité de travail) est en [m? - kg-s72];
— le Watt (unité de puissance) en [m?-kg-s73].
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EL],EMENTS DE CALCUL TENSORIEL

La mécanique des milieux continus fait un usage intensif des champs scalaires,
vectoriels et tensoriels. Ces outils mathématiques indispensables permettent non
seulement d’établir des résultats fondamentaux indépendamment du référentiel
choisi, mais en outre, conférent aux formules qui les expriment une concision remar-
quable. Grace a cela, on peut porter son attention sur les phénomenes physiques
qu’elles représentent plutdt que sur les équations elles-mémes.

Les scalaires, vecteurs et tenseurs ont en effet la propriété d’étre invariant lors
d’un changement de base. C’est ainsi que grdce a ces quantités on peut écrire les
équations de la mécanique de maniere intrinseque c’est a dire indépendamment de
la base choisie.

Dans ce cours, nous n‘aurons pas recours a la forme la plus complete du cal-
cul tensoriel ; nous n’utiliserons que des systémes de coordonnées orthogonales,
éventuellement curvilignes — par exemple, le systéme de coordonnées cylindriques
ou sphériques —, ce qui permet des simplifications considérables sans introduire
de restrictions trop génantes [']. En outre, tout les vecteurs et tenseurs considérés se-
ront toujours a composantes réelles. Cette introduction au calcul tensoriel s’inspire
de [2].

Avant de définir ce que sont les scalaires, vecteurs et tenseurs, nous introduisons

une série de définition.

2.1 Convention de sommation d’Einstein

Chaque fois qu'un indice apparait deux fois dans le méme mondéme, ce mondéme
représente la somme des trois termes obtenus en donnant successivement a cet
indice les valeurs 1, 2, 3. Par exemple, a;b; est la notation compacte pour a, b, +
a,b, +a;b,. L'indice répété sur lequel on effectue la sommation est appelé indice
muet. On peut lui substituer n'importe quel indice pourvu qu’il différe des autres

indices présents dans le monome. Un indice non muet est dit franc. Ainsi, dans

[1] Lorsque le systéeme de coordonnées n’est pas orthogonal, il faut distinguer les composantes
covariantes et contravariantes du tenseur. Un présentation plus générale du calcul tensoriel peut

étre trouvée dans [6].
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a;;b;, I'indice i est franc et I'indice j est muet; on peut le remplacer par n'importe
quel autre indice excepté i. Cette convention de sommation est dite convention

d’Einstein.

2.2 Symbole de Kronecker

Le symbole de Kronecker (on dit aussi le delta de Kronecker) est défini par

_ 1sii=] (2.1)

JF L
osii#]

2.3 Symbole de permutation de Lévi-Civita

Soient i, j, k trois indices ayant des valeurs différentes. On dit qu’ils forment une
permutation paire de 1,2,3 si l’'on peut les amener dans cet ordre par un nombre
pair de permutations. On dit qu’ils forment une permutation impaire de 1,2,3 si
I’'on peut les amener dans cet ordre par un nombre impair de permutations. Les
permutations paires de 1,2,3 sont donc (1,2,3), (3,1,2) et (2,3, 1) et les permutations
impaires, (2,1, 3), (1,3,2) et (3,2, 1). Cela étant, le symbole de permutation est défini

par:
o  sideux quelconques des indices sont égaux
€jk =4 +1 sii,j,kforment une permutation paire de 1,2,3 (2.2)

—1 sii,j,k forment une permutation impaire de 1,2,3

2.4 Changement de base

Considérons deux bases orthonormées composées de vecteurs de bases unitaires et

% D% —M—)

orthogonaux entre eux, dont les bases respectives sont notées (&, &, &;) et (¢}, €5, e;’).

Soient, P;;, les coefficients caractérisant ce changement de repere :

jl

- *
Pij :ei-e]- (23)
. 2 — N % D% Dk |
Ils peuvent s’interpréter comme composantes de ¢; dans le repére (€', €', €5') :
- -
¢; =Pjje; (2.4)

et réciproquement, les coefficients P;; peuvent s’interpréter comme composantes

de E’j* dans la base (¢, ¢, ¢;) :

que l'on peut aussi écrire :

azﬁa (2.6)
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car PE = P;;. En injectant (2.4) dans (2.6),on a:

>% PTP —>%

€ = itk (2.7)
donc:

Pjrl;Pik = 6]k (28)

De méme, en injectant (2.6) dans (2.4),on a:

g = Pljpﬁe*k (2.9)
d’ou
Pz]P]]]; = 61']( (2.10)

En notant P la matrice contenant les coefficients P;;, les relations (2.9) et (2.10) se

réécrivent :
1 0 O 1 0 O
PPT=|o 1 o et P'P=|o 1 o (2.11)
0O 0o 1 o o 1

ce qui indique que la matrice de passage P est une matrice orthogonale : son inverse

et sa transposée coincident.

2.5 Scalaire

Certaines grandeurs, comme la masse volumique ou la température, s’expriment
par un seul nombre qui ne dépend pas de la base choisie. Ce sont des scalaires. De

maniére plus mathématique, nous définirons un scalaire comme suit :

Définition 2.1 — Scalaire Un scalaire s est un étre mathématique a une seule

composante et invariant lors d’un changement de base.

2.6 Vecteur

Des grandeurs telles que la vitesse ou l’accélération d’un point matériel, un flux de
chaleur ou une force sont caractérisés par leur direction, leur sens et leur intensité.
Ce sont des vecteurs. On les représente par un segment orienté. Un vecteur possede
trois composantes qui dépendent du repére choisi (€}, €,,€}) :

d=a,e, +a,e,+a (2.12)

N
363
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En notation indicielle, on écrira plutét :

— -

a=a;e; (2.13)
en utilisant la convention de sommation. Si I’on se référe a la base (&, e, Eg*), on
écrira :

> %%

a=a.e; (2.14)

I1 s’agit toujours du méme vecteur mais exprimé dans une autre base.

Il est capital de comprendre que lors d’un changement de base, les composantes
du vecteur changent alors que le vecteur lui-méme ne change pas. En clair, bien
que les a; sont différents des a;,ona:

- A
a=a;e; = ae, (2.15)

Pour que cela soit possible, il faut que les composantes du vecteur se transforment

comme :
Cette propriété suggere la définition mathématique suivante :

Définition 2.2 — Vecteur Un vecteur @ est un étre mathématique qui, lors d’un

. - % _ *
changement de repere e; = Pijej se transforme selon la formule a; = Pija]..

En utilisant la notation matricielle, on peut réécrire (2.16) comme :
[@]=P[@], ; [@.=P"[7] (2.17)

Faisons le point sur ces notations :

5
a est un vecteur;

a; est la i® composante de ce vecteur dans une base donnée ;

a; est la i® composante de ce méme vecteur mais dans une autre base;

[@] est la matrice colonne regroupant les trois composantes du vecteur 7 dans

une base donnée :
(@] = |a, (2.18)

- . . A
— [a]. est la matrice colonne regroupant les trois composantes du méme vecteur

4 mais dans une autre base :

a
[@]. = |a} (2.19)
as
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Finalement, il faut noter que dans I’équation (2.17), P n’est pas mis entre crochet
car c’est déja une matrice. La matrice de passage comme son nom 1’'indique est un

tableau de nombres. Il ne s’agit pas d’une quantité tensorielle.

2.7 Tenseur d’ordre deux

Un tenseur d’ordre deux s’exprime par A = Ajie;®¢;.

Définition 2.3 — Tenseur Un tenseur d’ordre deux est un étre mathématique a
neuf composantes qui, lors d’un changement de base €; = P,-]-é’]f, se transforme selon les

formules :
—_ o T . g T P P
ou sous forme matricielle :

[A]=P[A].P" ; [AL.=P'[A]P (2.21)

Nous insistons une nouvelle fois sur le fait que P est une matrice et n’a rien a
voir avec un tenseur d’ordre deux. Un tenseur d’ordre est une quantité intrinséque
indépendante de la base choisie alors que P est un tableau de nombres donnant les
produits scalaires entre les vecteurs de la premiére et de la seconde base : P;; = ¢; E;
Nous étudions ici en détail les tenseurs d’ordre deux compte tenu de leur

importance en mécanique des milieux continus.

2.7.1 Tenseur identité

Le tenseur identité noté I est un tenseur particulier car ses composantes sont les

mémes dans toute base orthonormée et donnent la matrice :

1 0 0
M=o 1 o (2.22)
0o o0 1

autrement dit I;; = 9;;.
2.7.2 Tenseurs symétrique et antisymétrique
Un tenseur est symétrique s’il est égal a sa transposée :
= . =_=T
A symétrique © A=A © Ajj=Aj; (2.23)
Un tenseur est antisymétrique s’il est égal a 'opposé de sa transposée :

A antisymétrique < A=-A o Ajj=-Aj; (2.24)
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Cela n’est possible que si les termes diagonaux de Asontnuls: A, =A,, = A,y =o0.
La symétrie ou I'antisymétrie est une propriété intrinséque d’un tenseur. Si la ma-
trice représentant les composantes d’un tenseur dans une base est (anti)symétrique,
elle le restera dans tout autre base.

Tout tenseur d’ordre deux, A, peut s’écrire comme la somme d’un tenseur

symétrique et d’un tenseur antisymétrique :

K:Ksym_l_Aasym : Ksym _ 1(K+KT) . Aasym _

1 =T
2 2

(A-A") (2.25)

2.7.3 Trace d’un tenseur

La trace d'un tenseur d’ordre deux est la somme de ses termes diagonaux

TrA = A;; (2.26)

2.7.4 Produit contracté
Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre deux est un tenseur d’ordre deux
défini par :

6:K§ A d Cl] :AikBkj (2.27)
Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre deux est un scalaire :

S:XZﬁzAijBij :AZ]B}; ZTI'(X-ﬁT) (2.28)

R
Le produit contracté d’un tenseur d’ordre deux et d’un vecteur b est un vecteur, on
peut post- ou pré-multiplié par un vecteur. Le résultat n’est pas le méme a moins

que A ne soit symétrique :

1771

Ab=C o Aj:b: =¢; (2.29)
E)A = d_) > blAl] = d] (2.30)

Le produit contracté (appelé plus couramment produit scalaire) de deux vecteurs

est un scalaire :

s=a-b o s=ab (2.31)
Le résultat d’un produit contracté est simple a définir. Soit n 'ordre du premier
tenseur et m l'ordre du second (m = 1 pour un vecteur, m = 2 pour un tenseur
d’ordre deux...). Le résultat d’un produit simplement contracté est un tenseur
d’ordre n+m—2 et le résultat d’un produit doublement contracté est un tenseur
d’ordre n+m—4. Par exemple, le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre
quatre et d’un tenseur d’ordre deux est un tenseur d’ordre deux :

ﬁziiﬁ A d Cl] :Aijlekl (2.32)

Le produit doublement contracté entre un tenseur d’ordre deux antisymétrique et

un tenseur d’ordre deux symétrique donne toujours le tenseur nul.
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2.7.5 Produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur d’ordre deux :

>

= E@E) <~ Al] = biC]' (233)

Le résultat d’un produit tensoriel est simple a définir. Soit n I'ordre du premier
tenseur et m 'ordre du second. Le résultat du produit tensoriel est un tenseur
d’ordre n + m. Par exemple, le produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre deux est

un tenseur d’ordre quatre :

A=B®C o Ajju=B;Cy (2.34)

2.7.6 Représentation spectrale d’un tenseur

On dit que ¥ est une direction principale (ou un vecteur propre) du tenseur A

d’ordre deux si:
AV=\N o Ay =\ (2.35)

La valeur A est appelée valeur principale (ou valeur propre) de A associée a la
direction principale ¥. Pour trouver ¥, on écrit (2.35) sous la forme :

(X—M)-?:o g (A )\61])7}] =0 (236)

ij —
Ces équations constituent un systeme homogene de trois équations a trois inconnues
vy, U, et v; qui nadmet de solution non triviale que si le déterminant de la matrice

des coefficients s’annule :

. _ A11 -A A12 A13
det(A-A)=0 < A, AL-X A, |=o0 (2.37)

A A A —-A

31 32 33

L’équation (2.37) donne trois racines Aj, A;p et Aq;r. On calcule les vecteurs propres
correspondants en résolvant (2.36). Par exemple, pour A}, on aura :

>

(A-MI)-71=o0 (2.38)

ce qui ne détermine les composantes de ¥} qu’a un coefficient prés. On peut choisir
ce coefficient de maniére a avoir un vecteur v; de norme unitaire.

Si le tenseur A est réel et symétrique, ’algébre matricielle nous apprend que
les valeurs propres et vecteurs propres sont réels. Si les trois valeurs propres de
A sont de plus distinctes, les trois vecteurs propres v}, #1;, ¥}, sont mutuellement
orthogonaux. Dans le cas ou deux valeurs propres sont confondues (A; = Ajp # Ay

par exemple), la résolution de (2.38) laisse une indétermination sur les directions
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de 71 et v71 : ils peuvent prendre une direction quelconque dans le plan de l’espace
perpendiculaire a 7. 11 est alors indiqué de choisir 77 et 77 orthogonaux entre
eux dans ce plan. Enfin, dans le cas ou A; = Aj; = Aqqp, v, V71 et vppp sont absolument
indéterminés; ils peuvent prendre des directions quelconques de 1’espace, mais
on peut toujours s’arranger pour les choisir mutuellement orthogonaux. Cette
situation particuliére n’arrive que si le tenseur A est de la forme A = sI ot s est un
scalaire. On a alors A; = A;; = A = 5. Un tel tenseur est appelé un tenseur isotrope.
Ses composantes ne sont pas affectées par un changement de base.

En conclusion, nous venons de voir que 'on peut toujours trouver trois vecteurs
propres orthogonaux pour un tenseur réel symétrique d’ordre deux. La base formée
par ces trois vecteurs est appelée base principale. Dans cette base, les coefficients
du tenseur A forment une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les

valeurs propres :

Al O O
[Alum =P [A],,,P=|0 Ag o (2.39)
O (0] XIH

La matrice de passage est donnée par :

> - — — —
Vi€ Vi€ Vrncéq
- > — — -
P=lvi-e, vi-e, vm-e, (2.40)
- - — -
vr- 63 V11 63 VI 63
Enfin, on vérifie facilement que le tenseur A peut s’écrire :
=~ — — — — — —
A =MV Qv+ A ® Uy + AV @ Vi (2.41)

C’est ce qu’on appelle la décomposition spectrale du tenseur.

2.8 Intégration par partie

On établit en analyse une formule générale d’intégration par parties. On la rappelle
ici sans démonstration. Soit dans un repere cartésien un domaine w délimité par
une frontiére dw : cela peut étre, en trois dimensions, un volume délimité par
une ou plusieurs surfaces, ou en deux dimensions, une surface délimitée par une
ou plusieurs courbes ou, enfin, en une dimension, un segment délimité par deux
points. Soient F et G deux tenseurs définis sur w et suffisamment continus. Soit, 7,

la normale extérieure 4 dw. On a :

f Fijk...aqumn... = _f aql:;ijk...Glmn... _J anijk...Glmn... (2-42)
) w dw
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Larelation (2.42) est valable quel que soit 'ordre des tenseurs F et G. L'indice g peut
méme également coincider avec I'un des indices ijk... ou Imn... En particularisant
le choix du tenseur F, on obtient les formules importantes en pratique de Green-
Ostrogradski et de Stokes.

2.8.1 Formule de Green-Ostrogradski

Soit un volume V de frontiere S sur laquelle est définie en tout point régulier la
ﬁ —
normale unitaire extérieure 77. Soient A, A et A, des champs scalaires, vectoriels et

tensoriels d’ordre deux, respectivement, continus et dérivables sur V.On a :

r N r
AitdS = J gradAdV o An;dS = j A;dv (2.43)
JS A% JS \Y%
A.itdS = J divAdV < | An,dS= f A;:dV (2.44)
JS \% JS \Y
r o r
JS \% JS \%

La notation A ; indique la dérivée partielle de A par rapport a la i¢ coordonnée.
La formule de Green-Ostrogradski porte aussi le nom de théoreme de la diver-

gence dans certains ouvrages. Ces formules sont obtenues a partir de la relation

générale (2.42) en prenant F unitaire, si bien que sa dérivée s’annule dans le second

membre de (2.42).

2.8.2 Formule de Stokes

Soit une surface plane S de normal N et de contour C. Soit £ le vecteur tangent sur

ce contour. On a la relation :

95 7-1dC = J(rgtﬁ) ‘NdS o 99 a;t;dC = J €;jkax,jN; dS (2.46)
C S C S

2.9 Systemes de coordonnées curvilignes orthogonales

Pour établir et discuter les équations et principes généraux de la mécanique des
milieux continus, les coordonnées cartésiennes sont adéquates. Toutefois, pour
la résolution de certains problémes particuliers, il est préférable d’utiliser des
coordonnées curvilignes (on dit qu'un systeme de coordonnées est curviligne si
la base locale évolue d’un point a l'autre). C’est particulierement évident dans
les problemes axisymétriques ou les coordonnées cylindriques (r, 0, z) s’imposent
(figure 2.1) et les problémes a symétrie sphérique ot les coordonnées sphériques

(r,¢,0) sont indiquées(figure 2.2).
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2.9.1 Coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes les composantes d’un vecteur sont notées :

(@] = |a, (2.47)

et celles d’un tenseur d’ordre deux :

. A A A13
[A] =1Ay Ay A23 (2-48)
A31 A32 A33

Les opérateurs différentiels scalaires sont :

Aa—62a+a2a+aza—a-~ (2.49)
Cox? dx3 dx; " 49

P p da
diV&?Z it + i) 3 = ai,i (2.50)

dx, dx, " dx,

Les opérateurs différentiels vectoriels sont :

rada = aa?+aa?+aaé)—a'é’- (2.51)
& Cdx, todx, 0 dxg 0 =
o, (9a; da,\, [da, da da, da,\, 5
row:(8_xz_3_x:)el (8x3 —a_x'j) 2 (8_3:_8_3%)63 = €jjk Ak,j €; (2.52)
dTVX _ aAn aA12 aA13 Z + aA21 n aAzz " aA23 -
ox, dx,  dxy | dx, dx, dxy |
0A 0A 0A
31 32 33 \» -
—A. B _
+( axl + axz + ax3 €3 ij,j €i (2.53)
- d*a, d%a, d%a
A—): - 2 2 2 1= .
¢ ( dx?  dx3  09x3 é +( dx;  dx3  dx3 )62 (2.54)

2 2 2
+(8a3 8a3+8a3é)_amé)‘
- ", 1
dx;  dx3  dx3 )3 7]
et de type tensoriel :
da da da
gradi= —¢, ®& + & ®& + ——¢, ®¢,
dx, ox, dx,
aa2—> - (9512_) — aaz—) —
T 2®el+_&x €2®€2+—ax e, ®e; (2.55)
1 2 3
day , _, da, ,  da, .
+ax1€3®€1+6—x2€3®€2+a—x3€3®€3 a1]61®€]
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2.9.2 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques :

X, =rcos0
X, =rsin® (2.56)
Xy=2

La base locale en chaque point est donnée par :

e, = cos 0¢, +sin 0,

€9 = —sin 0¢, + cos 62, (2.57)
— -
e, = e,

La matrice de passage de la base cartésienne a la base cylindrique (base * pour
reprendre les notations (2.3)) est donc :

cos® —-sinB® o

P=|sin® cos® o (2.58)

O (0] 1

En coordonnées cylindriques, les composantes d’un vecteur sont notées :

(@] = |ag (2.59)

et celles d’un tenseur d’ordre deux :

. Arr Are Arz
[A]=|Agr Agp Ap; (2.60)
Azr Aze Azz

Les opérateurs différentiels scalaires sont alors :

1d( da 1 d?a Jd%a
Aa:;g(r§)+r—2862+@ (2.61)
., 19 1dag da,
diva = ;g(?’ar) + ?% + 9z (2.62)
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FiGURrE 2.1 — Coordonnées cylindriques

Les opérateurs différentiels vectoriels s’écrivent :

2d éa_, 1da_,
grada = 6669
G [t aaz %
r 90 0z
= GA,T 1 aAre
v - ( o 7 90
n aAer 1 8A99
or r 200
+ GAzr 1 aAze
dar r d0
et tensoriels :
dar
—3 d
[gra aj(ZNE)GJ(?Z) = ?
r
%
L Jr

aa_)
62 (2.63)
da, da,\, (dag 1da, ag)\,
+(E—W)ee+(y—7%+7)ez (264)
(Arr Aee)+ Ay )?,
r dz
2 d0Ag; \-
+ rA6r+ a—ze)ee (2'65)
aAzz -
+ ;Azr + ?)ez
1a, _ag da]
rdd r dz
139 4 dag (2.66)
radd r 9z
12,  da
r 00 0z |
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2.9.3 Coordonnées sphériques
En coordonnées sphériques, les coordonnées deviennent :
X, =rsinOsin ¢
rsin O cos ¢ (2.67)

=rcos0

=
N
Il

FiGure 2.2 — Coordonnées sphériques

La base locale en chaque point est donnée par :
¢, = sin Osin ¢e; +sin O cos e, + cos 02,
= cos ¢, —sin de, (2.68)
N

ey = cos 0sin ¢p&; + cos 0 cos G, —sin 2,

>
e

<

La matrice de passage de la base cartésienne a la base sphérique est donc :
sinOsin¢ cos¢ cosOsin¢
P=|sinOcos¢ —sin¢d cosOcos (2.69)
cos© o —sin©

En coordonnées sphériques, les composantes d’un vecteur sont notées :

ar
[6?] = aq) (2'70)
ag
et d’un tenseur d’ordre deux :
. Arr Ar({) Are
[A]=|Apr App Ago (2.71)
Ag, Agy Apgo
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Les opérateurs différentiels de type scalaire sont :

Aa =
4 r28r

r2sin O

1d d aa
ar

P | d
diva'= —'(ar(

1 d%a

1

T2 sin? 0 8(1)2

d

r*sin0a,) + aq)(raq))

Les opérateurs différentiels de type vecteur sont :

- da_, 1

- 1 (8
rotd = ———— | —

db

r2sin O

1

+ —
rsin 6

da_, 19da_

ol rsin@%eq’ T e
J >
(rag) — ae(rsmeaq,)) (

( aar (rsinOag) - da, ) o

Ip

o (0A, 1 JAg 1 Ao

diva = ( ar ' rsin0 dp r 90

dA dA dA
e, 1 ¢¢ 17700

dr  rsin® d¢ r dO

JdA

. dAg, Lt 0p 1 3Aee

dr  rsin® d¢ r 90O

et de type tensoriel :

2.9.4 Autres formules

[ da, 1
or rsin O
aaq) 1 aaq)

dr  rsin® Jdd
dag 1 dag

| dr rsin® dd

gr—e;d(ab) =a gr_e;db +b gr—e;da
div(ay) =adivb+b- grzda
div(Z®b) = @ divb + (grada) - b

N
rotgrada=o0 Va

. e d
divrotd=0 Va

AZ = grad div @ - rotrota

1’ (2Arr Aq)q) Aee + Aer tan™ 6))

1’ (Aee tan 'O — Aq)q) tan ' O+ 3A9,))

dar _ 2

dp r

+ i i 6%
r2sin © d0 s 20

(rsm Ga@))

da,

+—+—tan )
r

30 ar(me))%

1 da,
r dO

1 aaq)
r 00

+ 1(3A¢7 + 2A¢9 tan™* 6))5:1,

ﬂe-

r

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)
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CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

A la différence de la mécanique des solides indéformables, la mécanique des milieux
continus permet de prendre en compte les déformations d’un corps et les variations
de température qui accompagnent ces déformations.

Dans un solide indéformable, la distance entre deux points quelconques ne
peut varier avec le temps alors que dans un milieu déformable, cette distance
peut évoluer. La cinématique du milieu continu a pour but d’introduire les outils
mathématiques pour décrire une cinématique quelconque et ce indépendamment
des forces qui l’engendrent.

3.1 Trajectoire et dérivées temporelles

Considérons un milieu continu occupant un volume V a I'instant initial ¢t = o [*],
par exemple, une balle en caoutchouc avant son écrasement dans la paume d’une

main (figure 3.1). Cette balle peut étre vue comme ’assemblage d’une infinité de

FIGURE 3.1 — Une balle avant et apres déformation

petits éléments de matiere appelés points matériels. Chaque point matériel va se
déplacer et avoir sa propre trajectoire. Cette trajectoire est définie par I’évolution

de la position ¥’ de ce point matériel en fonction du temps :

% = ¢(point matériel, t) (3.1)

[1] Les notations utilisées dans ce chapitre s’inspire des notations du livre de référence [1]. Nombre

d’exemples de ce chapitre sont également empruntés a ce livre.
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L’équation (3.1) donne formellement I’ensemble des trajectoires de tous les points
matériels.

Afin de distinguer deux points matériels, il faut donner un nom unique a
chaque point. Généralement, on donne comme nom a chaque point matériel ses
coordonnées initiales notées X.

Ces coordonnées dites matérielles sont constantes dans le temps, c’est donc une
information intrinseque de la particule. Par contre, les coordonnées spatiales de la

particule, X, évoluent dans le temps :

X=X 1) (3-2)
Sur le plan mathématique, la transformation q? est une bijection : a chaque point
matériel X ne correspond qu’un et un seul point spatial image a tout instant .
De méme, deux points matériels différents ne peuvent aboutir a la méme posi-

tion spatiale au méme instant. Ainsi, on peut inverser la relation (3.2) et écrire

formellement :
X=¢'(%1) (3-3)

Etant donnée la bijection qui existe entre les coordonnées spatiales et matérielles,
on peut choisir comme variable indépendantes pour décrire le mouvement soit le
couple (X, t) dit variables d’Euler soit le couple ()_(), t) dit variables de Lagrange. La
connaissance de la transformation (5 ou de son inverse définit alors complétement
le mouvement.
En général, la bijection $ est dérivable plusieurs fois. Il y a cependant des
exceptions intéressantes :
- la transformation (B est discontinue a travers une fissure puisque celle-ci peut
s’ouvrir;
— lorsque qu’un fluide glisse sur un autre fluide, la transformation <5 est discon-
tinue;
— dans les matériaux composites, la transformation $ est a dérivée discontinue

a travers les interfaces entre les différentes phases.

Exemple 3.1 — Transformation uniforme Considérons un domaine bidimensionnel
qui se déforme selon un parallélogramme. Les configurations de référence et a I'instant

t = 1 sont présentées sur la figure 3.2. La transformation ¥ = (E()?, t) s’écrit :
(18t +4X, +6tX,) (3.4)

(14t + (4 +21)X,) (3-5)

AR R

On vérifie que pour t = 0, on a bien x, =X, et x, = X,.
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e,
A
]
¢ |
T e = (&)
X5 AX5
(2,2) 2,4)
(112 1,1)
o 1@ % A
S X,
= 3

(=1,-1) (1,-1)

FIGURE 3.2 — Déformation d’un carré. La transformation est telle que ¢(¢;) = &,

Une fois la transformation du milieu continu $ définie, il est facile de définir

les notions de déplacement, de vitesse et d’accélération :

(X, t)= %X, t)-X (3.6)
— d —

7(X, 1) = aLT(X, ) (3.7)
S d_ o

aX,t) = a17(><,t) (3-8)

La dérivée temporelle intervenant dans les deux derniéres équations s’effectue
pour une particule X donnée. C’est une dérivée en temps dite matérielle. On parle
aussi de dérivée particulaire ou lagrangienne. Si on assimile, un milieu continu
a une portion d’autoroute et chaque point matériel de ce milieu a une voiture
circulant sur 'autoroute, les vitesses et accélérations définies en (3.7) et (3.8) sont
les vitesses et accélérations pergues par le conducteur de chaque voiture X. La
dérivée particulaire est souvent également notée a l’aide d’un point au dessus
de la quantité a dériver. Ainsi, on peut réécrire (3.7) et (3.8) avec cette notation

compacte :
7=l (3-9)
T=v=1i (3.10)

Il existe un autre type de dérivée temporelle dite eulérienne qui ne s’effectue non
pas pour une particule donnée mais en un point de l’espace donné. En clair,
c’est une dérivée temporelle en considérant ¥ fixe et non plus X fixe. Pour re-
prendre I'exemple de la portion d’autoroute, cette dérivée correspond a celle que
percoit le gendarme posté sur le bord de la route : si une voiture roulant lente-
ment passe devant le radar et qu’elle est suivie par une voiture roulant a vive

allure, pour le gendarme, le trafic accélere alors que pour les passagers des deux
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véhicules, ’accélération est nulle (en supposant qu’ils roulent tous les deux a vitesse
constante). Si maintenant les automobilistes sont prudents et apergoivent a temps
le radar, celui-ci enregistrera une vitesse constante alors que chaque automobiliste

sera en décélération devant le radar.

La dérivée eulérienne est notée % pour ne pas la confondre avec la dérivée

matérielle %. Les dérivées eulérienne et lagrangienne sont reliées. En effet, on peut

écrire :

TR T < dérivée lagrangienne (3.11)
_ (&) 9g(E 1) XX, 1)
“Tor T o 512
d —),t - —
= % + gradg-v (3.13)
T T
dérivée terme

eulérienne d’advection

Le dernier terme est une dérivée dite convective. Afin d’illustrer le calcul des
dérivées lagrangiennes et eulériennes, on peut considérer 1’extension d’une barre

unidimensionnelle dont la température évolue avec le temps.

Exemple 3.2 — Dérivées temporelles eulérienne et lagrangienne Soit la transforma-
tion d’une barre de longueur initiale 2, donnée par x = (1 +t)X, figure 3.3. Cette barre est
soumise a une élévation de température donnée par T = Xt>. La dérivée matérielle de la
température est donnée par T = 2Xt. Pour calculer la dérivée temporelle eulérienne, on
exprime la température en fonction des coordonnées spatiales : T = xt>/(1 + t) et ensuite

on dérive par rapport au temps, ce qui donne :

dT(x,t) (2t +1)x

a (1+1)? (3.14)
Quant a la dérivée convective, on obtient :
- L dT(x,t)dx 2
(gradT)-v = ( )— = (3.15)

dx dt 1+t

On vérifie que la somme des dérivées eulérienne et convective correspond bien a la

dérivée lagrangienne.
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X=1T=9 X=2T=18
3 X71;T:2 X:zLT:S
2 X=1,T=1 X=2T=1
. |
—‘ X, x
(0] [ T T T
0 2 4 6 8

FiGure 3.3 — Transformation d’une barre

En notation indicielle [2], on écrit :

§i =5 +8ijvj (3.16)

A titre d’exemple, I'accélération d’une particule dans un champ de vitesse s’écrit :

> d17_ ()17 E N _ dvi _ avi
a—a—§+(graai’)-v « al_a_ﬁ-i_vl’]v] (3.17)

On note qu’en utilisant la dérivée eulérienne, l’accélération devient une fonction
non linéaire de la vitesse par la présence du terme d’advection 3],

3.2 Gradient de la transformation

Une quantité clef dans la description de la déformation d’un corps est le gradient de
la transformation noté F. Ce tenseur d’ordre deux permet de relier la position rela-
tive de deux particules voisines avant et apres déformation. C’est donc 'ingrédient
de base pour définir la déformation d’un corps [4.

Considérons deux points matériels Q, et Q, situés dans le voisinage d’un point
matériel P a I'image de la figure 3.4 5. Les positions relatives de Q, et Q, par
rapport a P sont données par les vecteurs élémentaires dX, et dX, :

- Xp (3.18)

[2] La notation indicielle est valable uniquement dans un systéme de coordonnées cartésiennes
alors que la notation intrinseque est indépendante de tout systeme de coordonnées.

[3] Cette non-linéarité est une des difficultés principales de la mécanique des fluides numérique.
[4] En anglais, déformation se dit strain et déplacement se dit displacement ou deformation. En
anglais, le tenseur F est donc appelé deformation gradient.

[5] A des fins de clarté, la transformation peut paraitre trop homogene. Dans la réalité, les transfor-
mations sont plus générales et les mailles de la structure déformée sont plus resserrées a certains
endroits qu’a d’autres.
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FIGURE 3.4 — Gradient de la transformation

Apres déformation, les positions des particules P, Q, et Q, sont données par la

R
transformation ¢ :

%=0Xpt) ;5 % =06(Xq,t) ; %, =06(Xg,1) (3.19)

. 3 3 .
Les vecteurs élémentaires dX, et dX, sont deviennent donc :

d%, =%, ~%, = ¢(Xp +dX,, 1) - ¢(Xp, 1) (3.20)
d%, = %, ~ %, = ¢p(Xp +dX,, ) - ¢(Xp, 1) (3.21)

Nous définissons le tenseur gradient de la transformation par :

F(X 1) = a¢(§§, H_ mﬁ (3.22)

I1 est parfois également appelé matrice jacobienne car c’est la matrice du changement
des variables X en ¥. En effet, le tenseur F s’écrit aussi :
0x(X, 1)

F=——2 2
P (3-23)

et est non symétrique en général. Le Jacobien de la transformation est le déterminant

de cette matrice.
En tenant compte du caractére infinitésimal des vecteurs dX, et dX,, on peut

écrire le développement de Taylor au premier ordre de (3.20) et (3.21) :

! (3.24)
= - - 3-24
F .
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Le tenseur F transforme un vecteur de la configuration de référence dX en un

vecteur d¥ de la configuration actuelle. Comme dX est infinitésimal, il en sera de

méme pour dX. Ce type de tenseur est appelé un tenseur deux-points (6],
Exemple 3.3 — Transformation des vecteurs de base Pour illustrer le calcul du ten-
seur F reprenons la transformation de I'exemple 3.1. Le gradient de la transformation se
calcule par :

dx,  Jdx;
Fl=|%% 9% _1|2 3t
% 6120 2+t

(3-25)

On note que pour cet exemple, F est uniforme, c’est-a-dire qu’il ne dépend pas du
point (X,,X,) considéré. En général, le tenseur F dépend a la fois du temps et du point
considéré. Les vecteurs placés initialement selon les axes €, et €, sont transformés a
I'instant t = 1 en F - &, et F-&, donnés par I'application (3.24). En considérant I'instant

I=1,0ona:

s ) - e

Dans notre exemple, le vecteur initialement paralléle a I’axe 1 reste donc parallele a
I’axe 1 et ne change pas de taille. Par contre, le vecteur initialement parallele a ’axe 2
tourne de 45° et voit sa taille multipliée par 3/v/2.

Si l'on considére deux vecteurs &, et &, actuellement orientés paralléelement aux axes,
on peut se demander quelle était l'orientation de ces vecteurs dans la configuration

initiale. Ces orientations sont données par :

el 2P < a2 o

3.3 Définition des tenseurs de déformation

La section précédente a introduit le tenseur gradient de la transformation F. Ce
tenseur est la dérivée des positions actuelles par rapport aux positions initiales.
Nous allons montrer que ce tenseur n’est pas une bonne mesure de déformation.
En revanche, a partir de ce tenseur nous allons batir deux tenseurs de déformation.

Considérons un corps se déplacant de maniere rigide. Ce mouvement s’écrit :
XX, t)=R(t)- X +alt) (3.28)

Le tenseur R est un tenseur orthogonal c’est-a-dire que sa transposée coincide avec

[6] “two-point tensor” en anglais.
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son inverse :

T T

-R -

|
2l
|

=T (3-29)

Il représente la rotation rigide du corps et le vecteur ¢ représente la translation

rigide. Le gradient d’une telle transformation est clairement :

|
I
A

(3.30)

Autrement dit pour un mouvement de corps rigide, le tenseur F n’est pas nul et
est égal au tenseur de rotation. Clairement, le tenseur T n’est donc pas une bonne
mesure de déformation puisqu’il est non nul pour des transformations n’impliquant
aucune déformation.

Pour arriver a la définition d’un tenseur de déformation, écrivons le change-
ment de produit scalaire entre deux vecteurs élémentaire d)_()1 et d)_()2 lorsqu’ils se
transforment en dX, et d¥, — figure 3.4. Exprimons le produit scalaire des vecteurs

aprés déformation en fonction des vecteurs avant déformation :

-dX, (3-31)

Al

d¥, -dx, = (F-dX,)(F-dX,)=dX, - (F' -F)-dX, = dX, -

Le tenseur C=T" -T est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit. Il
s’agit d’un tenseur symétrique du deuxieme ordre dit matériel car il opere sur des
vecteurs matériels.

Inversement, on peut exprimer le produit scalaire des vecteurs élémentaires
dans la configuration de référence a partir des vecteurs dans la configuration

actuelle :
dX,-dX, = (F'-d¥,)-(F'-d¥,)=d¥, - (F ' -F').d¥, =dx,-b ' -d%, (3.32)

o1 b est appelé tenseur des dilatations de Cauchy-Green gauche (7] :

b=F-

oo/

(3-33)

I1 s’agit d’un tenseur symétrique du deuxieme ordre dit tenseur spatial car il opere
sur des vecteurs spatiaux.

Remarque — Tout comme F, b et C ne sont pas des mesures de déformations car
pour un mouvement de corps rigide,ona C=0=1.
Le tenseur de déformation de Green-Lagrange E est défini par :

! dX, —dX, -1-dX,) =dX, -E-dX, (3.34)

Al

1dr, -dz, —dX,-dX,) = Z(dX, -

2 2

[aW

[7] Dans le tenseur de Cauchy-Green droit C = F'.F, T est a droite alors que dans le tenseur de

Cauchy-Green gauche b =F - Tl Festa gauche.
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ot I est le tenseur identité. Le tenseur E est un tenseur symétrique matériel du
deuxiéme ordre. Il se calcule en terme de F par la relation suivante :
= 1/= = 1 =T = =
E=—-(C-I)=—=(F -F-1I :
~(C-T)=( ) (3-35)
On définit également le tenseur de déformation d’Euler-Almansi e :
- 4 1 = =— =
—(d¥, -d¥, —dX, -dX,) = —(d¥, -1-d¥, —-d¥, - b ' -d¥,) =dX, -e-d¥, (3.36)
2 2
Le tenseur e est un tenseur spatial symétrique du deuxiéme ordre qui s’exprime en
fonction de F par :
= 12 =1\ 1z =T =1
e=—(I-b )=—(I-F -F .
(1-07) = ) (337)
Les tenseurs de Green-Lagrange et de Euler-Almansi sont de bonnes mesures de
déformation car ils sont nuls pour des transformations rigides. En effet, prenant en

compte T=R, pour une transformation rigide, il vient :

- LR .R-1)-5 (5:38)
zzé(f_ﬁ—"f.ﬁ—l):g (3-39)

du fait de la définition (3.29) d’un tenseur orthogonal.

Exemple 3.4 — Déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi Toujours pour la
transformation donnée dans I’exemple 3.1, on peut calculer les déformations pour ¢ = 1.

D’abord, écrivons les tenseurs droit et gauche de Cauchy-Green :

:1[2 3] ; [B]=[F- T]:1[13 9] (3-40)
213 9 419 9

[Cl=[F -

]
=

et ensuite les déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi :

= _1lo 3 ] e:io 9 »
me:f ) mesf 2]

3.4 Interprétation des composantes des tenseurs de déformations

Afin d’interpréter physiquement les composantes des tenseurs de déformation
E et ¢, nous allons considérer des vecteurs matériels particuliers. Tout d’abord,
considérons que les deux vecteurs dX, et dX, sont identiques et notés dXx. Apres
déformation, ce vecteur se trouvera en d¥ = dx, = dX,. La relation (3.34) donne :

é(da?- d%—dX-dX) =dX -E-dX (3.42)
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Décomposons les vecteurs dX et d¥ selon leur norme et leur orientation :
dX=dLN ; dr¥=di7 (3.43)

On peut alors simplifier (3.42) en:

II
Z\

- (—dl2 _dL2) =N (3-44)

2 dL2
. 4 . . 2 .
En considérant en particulier, un vecteur N selon 1’axe ¢;, le membre de droite de

I’équation ci-dessus est simplement E,; car:

_ E., Ei E13 1
ei-E-ejz[l o o] E,, E,, E,llo|=E, (3-45)
E, E, Eyllo

Les éléments diagonaux du tenseur E donnent donc les changements relatifs de lon-
gueur, au sens du premier membre de (3.44), de vecteurs élémentaires initialement
dirigés selon les axes.

Concernant l'interprétation du tenseur de Euler-Almansi, on obtient :

1 (d[?-dL? N N
_( ):n. N (3.46)

ll

2 dl>

Les termes diagonaux du tenseur e sont donc les changements relatifs de longueur

de vecteurs élémentaires actuellement dirigés selon les axes (8],

Exemple 3.5 — Interprétation physique des tenseurs de déformation Revenons a la
transformation de I’exemple 3.1. Les déformations a l'instant t = 1 ont été obtenues
dans I'exemple 3.3. On note que la composante E,, est nulle. Cela indique qu’un vecteur
élémentaire placé selon I’axe 1 dans la configuration initiale ne voit pas sa taille évoluer.
Ceci est en accord avec le vecteur F - &, obtenu dans l’exemple 3.3 qui est bien de
méme norme que ¢,. La composante E,, vaut elle 7/4. Ceci est cohérent car un vecteur
initialement selon &, et de norme dI = 1 devient le vecteur F- &, = [1,5 1,5]T de norme
3/4/2 et on a bien :

1 ( d/i* -dL? ) 7/

d12 = (3'47)

2 4

Nous venons d’interpréter les termes diagonaux des tenseurs E et e comme la
mesure des changements de longueur des vecteurs élémentaires initialement ou

actuellement dirigés selon les vecteurs de base. Quant aux termes non diagonaux,

[8] Attention aux notations : ¢ est le tenseur de déformation de Euler-Almansi, &, est le premier

vecteur de base et e, est la composante 11 du tenseur e dans le repére donné par (€}, €, €;).
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ils peuvent s’interpréter comme des changements d’angle. Considérons deux vec-
teurs dX, et dX, initialement orthogonaux. Aprés déformation, ces deux vecteurs
ferons un angle 1/2 —y ou 7y est la réduction d’angle entre les deux vecteurs. En

décomposant les vecteurs d)_()1 et d)_()2 selon leur norme et leur direction :
dX, =dL,N, ; dX,=dL,N, (3.48)

la relation (3.34) devient :

1 dl, dl
> MYar, aL,

= =2

:ﬁ1 -E-N, (3-49)

. . . — —
Si on choisit les deux vecteurs N, et N, comme vecteurs de base, par exemple ¢, et

¢,, on obtient :

1, dldl,
EsmydL1 dL, =E,, (3.50)

La composante E,, du tenseur E est donc liée au changement d’angle que vont subir

deux vecteurs élémentaires initialement placés selon les vecteurs de base €, et €.
Considérons maintenant deux vecteurs élémentaires dx, et dX, actuellement

orthogonaux. Avant déformation, ces deux vecteurs formaient un angle que nous

noterons 7/2 + V. La relation (3.36) devient :

1 ,dL, dL,

5511’1]/ dll dlz *N, (351)

l

N
:nl-

ou on a utilisé la décomposition :
dx, =dlLit, ; dx,=dLi, (3.52)

La composante e,, du tenseur e est donc liée au changement d’angle qu’ont subi
deux vecteurs élémentaires actuellement dirigés selon les vecteurs de base €, et &,. La
différence entre les angles y et y’ est illustrée sur la figure 3.5. Finalement, notons
bien que les deux tenseurs de déformation précédents ne sont pas indépendants.

Ils sont reliés I’'un a l'autre par les relations :

E;
[E]?w?nfm = Ep ; e=F
Em

es]]
’TJ!I
el
Il

poll
ll
|

(3-53)

3.5 Décomposition polaire

Nous avons vu dans la section précédente le role primordial joué par le tenseur F

dans la définition des tenseurs de déformation. Ce tenseur fait passer un vecteur
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F-e S
62
q) ’\\ f_l 6_)2 -1
1 /2
/» \ Z,
’IIX’\\
/2 Z 4‘\ =1
1 F -¢e
(a) transformation directe (b) transformation inverse

F1GURE 3.5 — Interprétation des déformations

élémentaire dX de la configuration initiale & un vecteur dX de la configuration
actuelle. Ce passage peut étre décomposé en une opération dite d’extension suivie
d’une opération de rotation. Cette terminologie deviendra claire dans la suite.
D’un point de vue purement mathématique, on peut montrer que tout tenseur
d’ordre deux peut s’écrire comme le produit d’un tenseur orthogonal R et d’un

tenseur symétrique U:

F=R-U (3-54)
Dans une déformation générale du milieu continu, la décomposition ci-dessus
différe en chaque point X et a chaque instant. On devrait donc écrire pour étre

précis :

FXt)=RX 1) -TX 1) (3-55)

Remarque — Dans le cas particulier d’une transformation rigide, le tenseur R est
le méme pour tous les points matériels du corps (rotation d’ensemble) et le tenseur
U est 'identité. Donc (3.55) devient :

F(X,t) =R(t) (3.56)

Pour obtenir les tenseurs R et U a partir du tenseur F, partons du tenseur droit de
Cauchy-Green :

C-F'.F R.U-T.

C=F .F=T'-R'.

d

(3-57)

Le tenseur U est donc la racine carrée du tenseur C. Pour prendre la racine d’un

tenseur, il faut 1’écrire sous une forme dire propre :

(3-58)

ol

I
Hag®

P

SN
Z

Q

®
Z\

=3
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— . =
Les A2 et N, sont respectivement les valeurs propres et vecteurs propres de C 9],
Le tenseur U s’écrit alors en prenant la racine carrée des valeurs propres (on choisit

les racines carrées positives A, > 0) :

3
U= )‘ocNa(X)Na (3'59)
x=1
Finalement :
R=F.T ' (3.60)

Exemple 3.6 — Décomposition polaire Soit la transformation suivante :
% (X1, X, t) = i(4x1 +(9-3Xy — 5%, - X, X,)t) (3.61)
% (X, X, t) = i(4X2+(16+8X1)t) (3.62)
Pour X = (0,0) et t = 1, le gradient de la transformation et le tenseur droit de Cauchy-

Green s’écrivent :

]—1[1 ‘5] ; @—i{% 27} (3.63)

poll

F=71s 4 16|27 41

Les extensions A, et A, sont les valeurs propres et vecteurs propres donnés par :

Z\

AL =2,2714 ; A, =1,2107 ; |

1

:[0,8385} e [—0,5449

[Nz] =
0,5449

6
08385 } (3.64)

Finalement, en utilisant (3.59) et R=F-U ', le tenseur d’extension et de rotation sont

donnés par :

0] = 1,9564 0,4846| ®] =
0,4846 1,5257|

0,3590 —0,9333} (3.65)
0,0333  0,3590

Interprétons maintenant la décomposition :

|

d¥=F.dX =R-(T-dX) (3.66)

Le tenseur U réalise une extension de dX et une rotation R est ensuite appliquée.

Soient dX,, a = 1,2, 3, les composantes de dX dans la base propre ﬁa, a=1,2,3:

3
dX = ZanNa (3.67)
a=1

[9] Puisque C s’écrit sous la forme U- T, [C] est une matrice positive, i.e. A-C-A> o, VA, et toutes

ses valeurs propres sont positives et réelles puisque C est symétrique et réelle.
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L'application de U donne :

3 3
TU.dX = dej-ﬁa = deaxaﬁa (3.68)
a=1 oa=1
Les composantes de dX sont donc multipliées (étendues) par les coefficients A,.
Si le vecteur dX coincide avec 1'un des vecteurs de base, N, il préservera sa

direction suite a 'application de U, pour devenir AN, [1°]

. Avec l'application de
R, il tournera pour devenir un vecteur noté \,ii, sur la figure 3.6. Ceci s’exprime
mathématiquement comme suit :

F-N,=R-U-N, = \,R-N, = A\,it, (3.69)
Les vecteurs ﬁa et ,, « = 1,2, 3, forment des triedres propres matériels et spatials,

respectivement. Le tenseur U est un tenseur matériel et R, tout comme F, un tenseur

(a) vecteur initial dX projeté  (b) vecteur U-dX projeté dans  (c) vecteur RUAX projeté dans
1

dans la base des vecteurs labase des vecteurs propres de

as la base des vecteurs propres de
propres de U U R

ba
U
Ficure 3.6 — Décomposition polaire

deux-points. Notons qu’il est également possible de décomposer F en terme du
méme tenseur de rotation suivi d’un tenseur d’extension dans la configuration
spatiale noté V :

F=V-R (3.70)
Les tenseurs de déformation s’expriment selon les tenseurs U et V comme suit :
= 1= = = 15 =
E = — U —I 5 = — I— V .
(T°-1) 5 o= ) (3.71)

Etant donnés que les bases propres des tenseurs U et E sont identiques ainsi que
les bases propres des tenseurs V et ¢, on peut également écrire :

3

3
= 1 —> —> = 1 _ - -
k= aZ—1 5()\3 -1)Ng®N, ; e= ‘;—1 ;(1 = A )iy ® i, (3.72)

[10] Pas de sommation sur les indices.
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3.6 Changement de volume

Un élément de volume dV de la configuration de référence se transforme en un
élément dv dans la configuration actuelle. Le Jacobien de la transformation J = detF

donne le changement de volume :
dv =J]dV (3-73)

Le Jacobien de la transformation est utile pour la transformation des intégrales de

volume de la configuration actuelle vers la configuration de référence :

Ja(f) dv = La(f(i, H)jdv (3.74)

3.7 Changement de surface

— —>
Considérons un élément de surface dans la configuration initiale dA = dAN qui,
aprés déformation, devient d@' = da i’ — voir figure 3.4. Afin d’obtenir une relation
. 7 7 . = . ~ 7 .
entre ces deux vecteurs, considérons le vecteur matériel dL qui aprés déformation

devient dI. Les volumes initiaux et actuels sont :

dv=dL-dA et dv=dl-d7 (3.75)
Par (3.73) et le fait que dI'=TF-dL, nous pouvons écrire :

dl-dZ=JdL-dA = (F-dL)-dZ=JdL-dA (3.76)

La relation (3.76) devant étre vérifiée pour tout dr, il vient :
- 5T e
da=JF ".d& (3-77)
qui exprime la relation entre l'aire (et 'orientation) d’un petit élément de surface

apreés et avant déformation en fonction du gradient de la transformation F.

3.8 Taux de déformation

Jusqu’ici nous avons introduit deux mesures de déformations dans les configura-
tions initiale et actuelle. Il nous reste a introduire la vitesse de ces déformations
appelée taux de déformation.

Le tenseur taux de déformation (matériel) est la dérivée particulaire du tenseur
de déformation de Green-Lagrange, soit E. Ce tenseur donne, pour une particule
donnée, le taux de variation de sa déformation au cours du temps. C’est clairement

une quantité lagrangienne.



46 CINEMATIQUE D’UN MILIEU CONTINU

De méme, nous introduirons le tenseur taux de déformation spatial noté D.

Celui-ci est reli¢ 2 E par la méme relation (3.53) que reliait e a E :

~F.

1 .
)

2l
|
et
S
e

(3-78)

Le tableau 3.1 reprend les tenseurs de déformation et leur taux. Sur la base de la
formule (3.78), on peut dégager ’expression du tenseur taux de déformation spatial
en terme des vitesses :
N 1
2|dx \d¥x 2 2 M

— 5\ T
ﬁzl[av (av))zi(grﬁm(gﬁzﬁ) o Dijj=—(j+vi)  (3.79)

Il est a noter que cette relation est linéaire par rapport a la vitesse.

matériel (lagrangien) spatial (eulérien)

tenseur de déformation

o2/ Mes]]
v/ Y]

tenseur taux de déformation

TaBLEAU 3.1 — Tenseurs de déformation et taux de déformation

3.9 Déformations en petites perturbations

3.9.1 Formulation de I’hypothese des petites perturbations

Les outils mathématiques pour décrire des déformations quelconques entre un
domaine de référence V et un domaine actuel v viennent d’étre introduits. Cette
déformation peut étre faible ou énorme (crash de voiture par exemple). Il faut bien
comprendre que les déformations de Green-Lagrange et Euler-Almansi dépendent
des déplacements de maniere non-linéaire. En effet, reprenons la définition du

tenseur de Green—Lagrange .
= 1 /= = 1/=T = =
E=—(C-I)=—(F -F-1 .
S(C-1) =3 ) (3-80)

Le gradient de la transformation F peut s’exprimer en fonction du gradient des

déplacements en utilisant (3.6) :

po X dRAD) g, 0 (381)
dX dX dX
et donc E s’écrit :
— -\ T >\ T e
B2 (52) +(55) o (3.8
219X \dX oX dX

qui est une expression non-linéaire (quadratique) des déplacements.
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Dans certains cas, cette cinématique peut étre linéarisée ce qui simplifie grande-
ment la résolution finale du probléme. C’est le cas des petites perturbations. L’hy-
pothese des petites perturbations (HPP) se formule comme suit : les déplacements
entre la configuration de référence et la configuration actuelle sont tres petits
et le gradient des déplacements est également petit. Voici une certain nombre
d’exemples pour lesquels cette hypothése est justifiée :

— un immeuble se déplace peu entre sa position non chargée (absence de gravité

et de vent) et chargée (on applique la gravité et le vent);

— les ondes sismiques font intervenir des déplacements de faible amplitude par
rapport a la taille des immeubles touchés (malgré cette faible amplitude, elles
restent néanmoins trés néfastes!);

— La mise en extension d’une éprouvette métallique dans un essai de traction
fait intervenir des déplacements et des déformations faibles par rapport a la
taille de I’éprouvette dans le régime élastique et méme le début de la zone
plastique : ces déplacements ne sont d’ailleurs pas visibles a 1’ceil nu.

A linverse, voici des exemples ot I’hypothése des petites perturbations n’est pas
justifiée :

— l’étude des déformations d’une balle de golf suite a I'impact d’un club;

— la déformation d’une planche de plongeoir sous l’action d’un nageur;

— la phase de striction d’une éprouvette dans un essai de traction ;

— la mise en forme d’une canette a partir d’une téle;

— 1’écoulement de tout fluide ne rentre pas dans le cadre des petites perturba-
tions puisque les configurations initiale et finale sont tres différentes : les
particules fluides se déplacent beaucoup. Méme si c’est toujours la méme
section du tuyau qui est étudiée au cours du temps, cela ne veut pas dire
que ’hypothese est applicable. En effet, cette portion de tuyau est sans cesse
remplie par d’autres particules de fluide. Le cadre des petites perturbations,
au contraire, impose que les particules bougent trés peu par rapport a la taille

du domaine d’étude et se déforment peu.
Finalement, notons que ’hypothése des petites perturbations se formule entiérement
en fonction de quantités cinématiques. Quant aux efforts nécessaires pour engen-

drer ces déplacements, ils peuvent étre quelconques.

3.9.2 Simplification des résultats en petites perturbations

Déduisons maintenant les conséquences de I’hypothése des petites perturbations
sur la description de la cinématique. Cette derniére permet de négliger le terme
quadratique dans l’expression de Green-Lagrange (3.82). Il reste :

ot ( aa*)T

— + - 8
% % (3-83)

= 1
E~-—
2
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Le membre de droite est le tenseur des déformations en petites perturbations [*1],
noté e :

= 1
€= -

2 - 1(f-l_f )_T (3-84)

2

dit (aa)T
=Tl =
oX \dX

Le tenseur de déformation d’Euler-Almansi se confond également, au premier ordre,

avec le tenseur de déformation € issu de ’hypothése des petites perturbations. On

a en effet :
—>\—T —\—1

= 1/ =T =4\ 1= (= Ou (: c)u)

e=—(I-F-FY)==|1-(T+—= T+ — 8
2 ) 2( ( ax) ox (3:85)
1(= (= dt\' [~ o

~|I-[I-=] -([I-= .86
2( ( ax) ( GX)) (3:86)
1( dir (az)T (aﬁ)T dir) 1(dir (aﬁ)T -

=Tl =] =S|Izl =T|\=] |=F€ (3-87)
219X \dX X/ dX) 21dX \dX

Pour passer de (3.85) a (3.86), nous nous servons du résultat (1 +x)™" =~ 1 —x pour x
petit devant 1. En conclusion, dans I’hypothese HPP, nous avons :

tl

~e~¢ (3.88)

Exemple 3.7 — Tenseur des déformations en petites perturbations Calculons les dé-
formations de Green-Lagrange, Euler-Almansi et celles des petites perturbations pour la
transformation de l’exemple 3.1 et montrons que ces trois tenseurs coincident lorsque la

déformation est petite. On a:

= 1|2 3t =4 1 [2+f —3t
Fl=— et [F |= .8
[F] 2[0 .y LIS rerd 2] (3-89)
donc :
— o 3t/4 = 1 o 3t+3t%/2
[E] = ) et [e]= 5 R s (3-90)
3t/4 t/2+5t%/4 (2+1)? [3t+3t2/2 2t —4t
Concernant ¢, la transformation (3.4-3.5) conduit aux déplacements :
ty = 3—1(18t+6tX2) et u,= 3—1(14t+2tX2) (3.91)
Les tenseurs du gradient du déplacement et des déformations sont :
du Jdu
a’j] X, 9%, = o 3t/4
=% K] et [g= (3.92)
[ax 5);2] 3’)‘2 3t/4  t/2

On vérifie bien que lorsque la déformation est faible, i.e. t < 1, les trois tenseurs E cete

coincident.

[11] Enraccourci, on dit également tenseur des déformations HPP.
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Nous avions interprété les composantes du tenseur de Green-Lagrange dans
la section 3.4. Reprenons cette interprétation a la lumiere de I’hypothése HPP.
Introduisons la notation € qui représente 1’allongement relatif du segment dL :

e_dl—dL (3.03)
~dL 3.93

L’équation (3.44) s’écrit maintenant :

“(a+e-1)=N-EN (3-94)

Utilisons maintenant I’hypothése des petites perturbations : le terme en € peut

étre négligé devant € et on peut remplacer E par €. On a :

€= a0 =N-e-N (3-95)

Les composantes diagonales du tenseur des déformations en petites perturba-

tions sont donc les allongements relatifs des vecteurs élémentaires dirigés selon
di-dL

les axes. Il est intéressant de comparer (3.95) et (3.44). On note que =37 = est le
développement au premier ordre de dl:gSsz puisqu’en effet :
1d/?-dL?> (dl-dL\(dl+dL)\ dI-dL (3.96)
> dir (dr )\ edl )T AL 9

Concernant les termes hors-diagonale, partons de ’expression (3.49) et posons :

. _dl,-dL, . _dl,-dL, ( )
! dL, o dL, 3:97
On obtient :
ésiny(1+el)(1+e2):1<fl-ﬁ-ﬁ2 (3.98)
Soit, au premier ordre :
g = ﬁl ‘€ I<)12 (3-99)

.« . —> —>
Choisissons les deux vecteurs N; et N, comme deux vecteurs de base, par exemple

le premier et le second vecteur de base. Il vient alors :

Y
5 =€ (3.100)
Les termes hors-diagonaux du tenseur des déformations en petites perturbations
sont donc directement la moitié de la réduction d’angle entre les vecteurs de base.

Il est intéressant de comparer (3.100) et (3.50). Que devient la décomposition
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polaire dans le cadre de I’hypothese HPP ? Pour rappel, la décomposition polaire

du gradient de la transformation revient a écrire :

F=R-U (3.101)
ou:
F=V-R (3.102)
Partons de 'expression (3.81) de F pour écrire :
N o\ T _ S\ T
f:T+i(j—;+(j—;) ]+%[j—;—(3—;) ):T+2+$ (3.103)

el

€

Nous retrouvons le tenseur des déformations en HPP € et nous définissons un
tenseur w. Ce tenseur est antisymétrique et est appelé le tenseur de rotation en
HPP. Vu les hypothéses HPP, on peut écrire :

ol
[l
=il
+
ol
+
el
[
—_——
—ill
+
ol
—_—
|
+
£

)~ (T+0)-(T+7) (3.104)

UxV=x~I+e ; R=~I+w (3.105)

Voici l'expression générale d'une transformation rigide dans I’hypothese des petites

perturbations :
#=(T+w(t)-X+ct) ou #=w(t) X+clt) (3.106)
ou c{t) est le mode de translation rigide. La déformation associée est nulle :

1

(o)

5 0% = i($+$T):3 (3.107)

2

puisque le tenseur de rotation w est antisymétrique sous I’hypothése des petites
perturbations.

Il est ici important de comparer les modes rigides du cas général (3.28), et du
cas HPP (3.106). La matrice R caractérisant la rotation est orthogonale dans le cas
général alors que, I + w n'est orthogonal qu’au premier ordre. En effet, en se servant

de I'antisymétrie de w :

el
—
—_—
=l
+
el
I

(T+ (T-0) (T+w)=T-w-w=T (3.108)
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Notons que (3.106) peut aussi s’écrire :
it=a(t) AX +alt) (3.109)
ou le vecteur de rotation & reprend les composantes non-nulles du tenseur anti-
symétrique w.
Enfin, dans le cadre de I’hypothese des petites perturbations, le changement de
volume est donné par :

j=detF ~Tre (3.110)

On peut, dans le cadre de I’hypothese des petites perturbations, confondre les
variables d’Euler (X, t) et celles de Lagrange ()_(), t) pour le calcul d’une fonction et

de ses dérivées. Les deux écritures suivantes sont donc identiques :

- 1(dix (ai\!
S Frad b )
_ 1(dw [9m\"
N Frabr (3-112)

Une conséquence importante est que 1’écriture des équations et des conditions aux
limites peut s’effectuer directement sur la configuration de référence. Dans le cadre
des petites perturbations, les configurations initiale et actuelle sont considérées

confondues.

3.9.3 Conditions de compatibilité des déformations
La relation déformation-déplacement s’écrit en HPP :
= _ 1o ( aﬁ)T (3.113)
e=—|—=s+|—= 3.113
21dX \dX
En notation indicielle, cela s’écrit :

1
€ij = (i + 1) (3.114)

A tout champ de déplacement, on peut faire correspondre un champ de déformation
HPP par (3.114). Par contre, existe-t-il pour un champ de déformation quelconque,
un champ de déplacement associé ? La réponse est non en général ['>]. Pour que la
réponse soit positive, il faut que les déformations vérifient des équations dites de

compatibilité, au nombre de six, en comptant les permutations :

€ijkl t €kLij — €ik,jl T €jlik = O (3.115a)

€ij,kk T €kk,ij — €ik,jk T €jk,ik = O (3.115b)

[12] Laraison intuitive est le fait qu’il y a six composantes de déformations et seulement trois de

déplacements.
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3.9.4 Directions principales des déformations et cercle de Mohr

Le tenseur des déformations € étant un tenseur symétrique d’ordre deux, nous
savons, d’apres la sous-section 2.7.6, qu’il existe une base privilégiée dite base
propre ou base principale dans laquelle les composantes de ce tenseur forme une

matrice diagonale. Cette base propre est orthonormée et sera notée (e, ey, yyy)

€ O O
[E](E)Ifnfiu) =|© €n1 © (3.116)
O O €

Pour calculer I’allongement relatif € du vecteur ¢ lors de la déformation, on se sert

de la formule (3.95) :

-

.eI:€I (3'117)

ol

€c=er-

Les valeurs propres €, €y et € représentent donc les allongements relatifs de
segments élémentaires placés dans les trois directions de la base propre.
Calculons maintenant la variation d’angle y entre deux vecteurs de la base

propre lors de la déformation par la formule (3.99) :

I:gl.

- = = 8
5 - eqp = €qrer - €y = 0 (3.118)

ol

Les vecteurs de base restent donc orthogonaux entre eux lors de la déformation. La
base propre du tenseur des déformations HPP est une base orthonormée qui reste
orthogonale lors de la déformation mais pas nécessairement orthonormée car les
vecteurs de base peuvent s’allonger ou se rétrécir.

Pour illustrer cette propriété de la base propre des déformations, considérons
un bloc en caoutchouc sur la surface duquel a été gravé un réseau orthogonal.
Si cette surface est libre d’effort lors de la déformation, on peut montrer que la
normale a cette surface est un des vecteurs propre que I’on notera ey (131, Si, lors
de la déformation, le réseau gravé reste orthogonal, cela indique que ce réseau était
orienté selon les deux autres vecteurs propres ¢ et ej. Si, par contre, le réseau perd
son orthogonalité, le réseau n’était pas aligné selon la base propre. Etudions ceci
quantitativement. Donnons-nous un vecteur I'sur la surface qui fait un angle o
avec le premier vecteur de base propre ¢ a I'image de ce qu’indique la figure 3.7.

N - N
Prenons un second vecteur t orthogonal a I et tel que (£,1, ;) forme une base

directe :

7 - . -

I = cos aey + sin aeyy

S S (3.119)
I = —sin aep + CoSs aeyg

[13] Ceci sera clair lorsque nous verrons le concept de contraintes et de comportement élastique.
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=l

-

5
€111 €]

Ficure 3.7 — Directions principales

L'allongement relatif selon # se calcule par :

cos(—2a) (3.120)

€ O coso €+ € €1 — €1
= +
O ¢€q||sina 2 2

€ = [cosa sin a][

A . . R
De méme, la réduction d’angle entre les vecteurs 7 et  se calcule par :

Y . € o ||-sina| e —e€ .
- = [cosoc smoc] = sin(—2a) (3.121)
2 o €| cosa 2

Le point (e, y/2) parcourt un cercle de centre (<2, 0) et de rayon <=1 [14] Lorsque

I'angle « varie de o a 7, le point décrit complétement le cercle, comme indiqué sur
la figure 3.8. Les directions angulaires pour lesquelles les distorsions angulaires
Yy sont extrémales sont a = 1/4 et a = 3m/4. Ces directions correspondent aux

bissectrices des directions principales.

/2

2K

€1 €] €

Ficure 3.8 — Cercle de Mohr

3.9.5 Dépouillement d’une rosette en extensométrie

Pour connaitre les déformations dans le plan d’une surface qui se déforme, on
peut coller une rosette sur cette surface. Une rosette, constituée de trois jauges de

[14] On suppose que l'ordre des valeurs propres est tel que €1 > gy
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déformation, mesure les allongements relatifs dans trois directions différentes du
plan, soit a 45°pour les rosettes dites a 45°, ou a 60°pour les rosettes dites a 60°
comme décrit sur la figure 3.9.

45° 60°

v
=y

-
> a

FIGURE 3.9 — Rosettes

Une jauge de déformation, comme celle de la figure 3.10, peut étre assimilée
a une résistance métallique constituée d’un fil rectiligne tres fin que 1’'on colle
sur la surface de la structure étudiée. On transmet ainsi au fil les déformations
de la structure, ce qui induit une variation de sa longueur et une variation de
sa résistance. Cette variation est mesurée a I’aide d’'un pont de WHEATSTONE. On
peut ainsi obtenir avec précision I’allongement relatif €, dans la direction x de la
jauge. A partir de €,, €, et €, il est possible de trouver les déformations propres

FIGURE 3.10 — Jauge de déformation

et les vecteurs propres dans le plan. Notons a, I’angle que fait la jauge dans la
direction @ par rapport au vecteur propre (inconnu) ¢ : I’allongement relatif €, dans
la direction 4’ est donné par (3.120) :

_eten g€

G@=——*+— cos(2a) (3.122)

De méme, si a est ’angle de la rosette, on a :

e +eq €—¢€
€y = e i Hcosz(a+oc)
2 2
12
_&aten € —e€n (3.123)
€ = + cos2(a+2a)

2 2
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7 . 2 . N . . €r+€
Pour résoudre ces trois équations a trois inconnues, on posera d = -

Pour la rosette a 45°, on a:

€, =d +rcos(2a)
€y =d +rcos(2a+1/2) (3.124)

€. =d+rcos(2a+T)

d’ou l'on extrait :

d_%+q

2
1
—— _ 2 _ 2
r 2\/(€c ea) +(€a+€c 2€b) (3.125)
€b—d

tan2a =
€, —d

Concernant la rosette a 60°, on a :

€, =d +rcos(2a)
€, =d +rcos(2a+21/3) (3.126)

€. =d+rcos(2a+41/3)

et, par conséquent :
€t €yt €
3

1
r= _\/(2€a_€b_€c)2+3(€c_€b)2 (3,127)

3
tan2a = ﬁec—eb
3 €,—d

d

Enfin, a partir de d et r, on obtient :

eg=d+r ; ep=d-r (3.128)
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Lois DE BILAN

Nous venons d’introduire le bagage permettant de décrire la cinématique d’un
milieu continu. Pour résoudre un probléme concret de mécanique des milieux

continus, il faut trois types d’équations :

— les équations de la cinématique, objet du chapitre 3;
— les lois de bilan, objet du présent chapitre;
— la ou les lois de comportement du milieu, s’il y a plusieurs matériaux en

présence.

Dans ce cours, nous verrons en détail un comportement particulier qui est le

comportement élastique.

Les lois de la physique classique sont d’un type général que 1’'on appelle loi de
bilan. Ces lois ont été obtenues par 'expérience et ne sont jamais mises en défaut
si I'on reste dans les hypotheses de la physique classique, a savoir vitesse faible
devant la vitesse de la lumiere et taille “raisonnable” du systeme. Ces lois sont
également toujours vérifiées quel que soit le milieu : solide, fluide ou gazeux. Du
fait de leur généralité, elles sont souvent appelées lois universelles. Par contre, les
lois de comportement, comme le nom l'indique, dépendent du milieu considéré et

ne sont donc pas universelles.
Quatre lois de bilan sont 4 notre disposition ['] :

— la conservation de la masse;
— le bilan de la quantité de mouvement;
— le bilan du moment cinétique ;

— le bilan de I'énergie.

La loi de bilan de la quantité de mouvement introduit une quantité centrale en
mécanique qui est la contrainte. Compte tenu de 'importance de cette quantité, un

chapitre complet lui est dédié.

[1] Ces quatres lois sont les lois utiles pour la mécanique. D’autres lois existent pour 1’électroma-

gnétisme comme la loi de conservation de la charge électrique.
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4.1 Forme globale des lois de bilan

Avant de décrire en détail chacune des quatres lois de bilan, nous allons d’abord
étudier le caractére général d’une loi de bilan. Ce bilan s’applique a tout domaine w

intérieur au domaine v [?! étudié 3]. Nous supposerons ici pour fixer les idées que

75

v

FiGURE 4.1 — Domaines et loi de bilan

les domaines v et w sont tridimensionnels comme décrit par la figure 4.1. Toute loi

de bilan s’écrit :

ijAdv:J ads+JAdv (4.1)
dt w dw w

Le symbole % désigne la dérivée matérielle, déja introduite dans la section 3.1, et
A, a ainsi que A représentent trois grandeurs associées dans 1’énoncé de la loi.

Tout d’abord, A est la densité volumique de la quantité a laquelle on s’intéresse.
Ensuite, a est le taux de densité surfacique regu a travers la surface dw. Enfin, A est
le taux de production volumique de la quantité d’intérét. Nous supposerons que
o est une fonction du point ¥ considéré sur la surface dw et du vecteur unitaire
de la normale extérieure 7, a cette surface en X. Nous écrirons donc «(X,1,t). La
relation (4.1) s’interpréte comme suit : ce que l'on fournit en volume dans w ou a
travers la surface dw, c’est-a-dire le membre de droite de (4.1), sert a faire varier la
quantité d’intérét, membre de gauche. Voila pourquoi une relation de type (4.1) est
appelée loi de bilan : tout ce qui est fourni sert a faire varier la quantité.

I1 est important de noter que la dérivée intervenant dans le membre de gauche
est une dérivée matérielle, c’est-a-dire que l'on s’intéresse a la variation d’une
quantité en suivant un ensemble donné de matiere. Le domaine w se déplace
mais contient toujours les mémes particules. C’est un domaine matériel et, par

conséquent, aucun flux de matiere ne traverse Jdw.

[2] Le domaine est noté v et non V car on s’intéresse au domaine actuellement occupé par le milieu

et non initialement occupé par le milieu.
[3] Nous suivons ici la présentation de [4].
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Le tableau 4.1 donne la signification mécanique des quantités A, o et A pour les
quatres lois de bilan. On note que ces quantités sont scalaires pour la conservation
de la masse et le bilan de I’énergie et vectorielles pour les deux autres lois. Lorsque
a =o et A =0, on parle de loi de conservation plutoét que de bilan. C’est le cas de la
conservation de la masse.

Lois de conservation de la masse

d
aLpdv-o

A=p masse volumique

Loi de bilan de la quantité de mouvement

4 pﬁdv:J Tds+ffdv
dt Jo dw w

— ty 2 :
v quantité de mouvement volumique

=l ©

force surfacique

>l ﬁl ™
I
)

force volumique

Loi de bilan du moment cinétique

ija?/\pi’dv:f fAfds+J9?Afdv
dt w dw w

v moment cinétique volumique

bN]
I

Il
R S
> >i

- o

moment des forces surfaciques

>, Rl
I

>
Ny

moment des forces volumiques

Loi de bilan de I’énergie

EJ- p(e+%17~17)dvzj (q+f~17)ds+j(r+f~17)dv

V-7) énergie volumique totale
énergie interne volumique pe + énergie cinétique v’ v’
=2 o« . o

a=g+T -7 densité surfacique du taux de chaleur regue g

. . . =2 >
et puissance fournie par les forces surfaciques T - v

S
A=r+f-v source volumique de chaleur r

. . . 2 >
et puissance fournie par les forces volumiques f - v

TABLEAU 4.1 — Quantités A, o et A pour les quatres lois de bilan de la mécanique
des milieux continus

4.2 Forme locale des lois de bilan

Les lois de bilan ont été formulées pour n’'importe quel domaine matériel w. Cette
forme offre une interprétation physique intéressante mais n’est pas propice a la

résolution analytique ou numérique de problémes concrets. Pour cela, la forme locale
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des lois de bilan est plus adaptée parce qu’elle géneére un ensemble d’équations aux
dérivées partielles.

Pour passer de la forme globale a la forme locale, nous allons jouer sur le
fait que la loi de bilan (4.1) est valable pour tout domaine w. Si nous arrivons a

transformer (4.1) et I’écrire sous la forme :
J‘ “quelque chose”dv = o Yo Cv (4.2)
w

nous pourrons en déduire :
“quelque chose” = o en tout point X de v (4.3)

puisque si I'intégrale d’une quantité sur n'importe quel domaine est nulle, cette
quantité est nulle partout [4].

Pour mettre la loi générale de bilan (4.1) sous la forme (4.2), il faut faire entrer la
dérivée sous le signe intégrale et transformer l'intégrale de surface en une intégrale
de volume.

Le théoreme de transport permet de faire passer la dérivée sous le signe intégrale.
Il est important de remarquer que le domaine w sur lequel on integre dépend
du temps puisqu’il suit un ensemble donné de particules. On ne peut donc pas

simplement permuter les signes dérivée et intégrale.

Théoréme 4.1 — théoreme de transport Si A est une quantité scalaire, nous
avons les égalités suivantes :

d " JA I
ELAdv_JdeVJF awAv-nds (4.4)
(
= (a—A+div(A17))dv (4.5)
Jo\ ot
~
= (d44+./4div17)dv (4.6)
Jo\ dt

N
Si A est une quantité vectorielle, nous avons les égalités suivantes :

d [ » aﬁ S
= (—+d1v A7) |d (4.8)
\J a
= (d—A+delvv]dv (4.9)
Jw
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FiGURE 4.2 — Théoréme de transport — (II) = {w’(¢)}\{w(#)}, (I) = {w(t)} N {w'(t)} et
(III) = {0’ () N\ (1)}

Pour démontrer ce théoréme, écrivons la dérivée comme une limite illustrée

figure 4.2 :
lim — U A®t)dv —J AR, t)dv) (4.10)
t'—tt' —t w(t’) w(t)
Trois zones apparaissent sur la figure 4.2. La limite (4.10) peut se réécrire :
1) - A%, . X, t’ : Xt
limJ. A ! 2 A1) dv + lim A(’x )dv —lim .A/(x )dv (4.11)
t’'—t (I) t'—t t'—t (H) -t t'—t (HI) -t

L'intégrant de (4.11) n’est autre que la dérivée eulérienne de A :

lim A(xt')— A(x t) dp — dA(x,t)
ot t—t dt

(4.12)

A la limite +’ — t, le domaine (I) coincide avec w. Le premier terme de (4.11) nous
p

donne donc le premier terme du théoréme :

0A
J;de (4.13)

Il nous reste a obtenir le second terme du théoreme. Un élément de volume dv de
(II) compris entre les deux surfaces hachurées sur la figure 4.2, s’écrit au premier
ordre dv = V- i7ds(t’ — t). De méme un élément de (III) s’écrit dv = —v"- iWds(t’' —t).

Ainsi, la limite (4.10) est égale a :

f a—'Adv+ A?-ﬁds:f a—'A+div(A77)dv (4.14)
I ot dw " ot
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en utilisant la formule de Green-Ostrogradski (2.43). Finalement, pour démontrer
la derniere partie du théoréme, on utilise la relation entre dérivées lagrangienne et

eulérienne (3.13) et la formule de la divergence d’un produit (2.79) :

%+diV(Aq7j:%+gr§d¢4-77+¢4div77:%+Adiv17 (4.15)

La version vectorielle du théoreme de transport se démontre de maniere similaire. Il
nous reste maintenant a transformer l'intégrale faw ads en une intégrale de volume.

Pour cela nous disposons du théoréeme suivant :

Théoréme 4.2 Le taux de densité surfacique o(X,t,#) apparaissant dans la loi de
bilan est linéaire dans la normale 7. Il existe, donc un vecteur a tel que :

(X, t,1) = d(Xt) - it (4.16)

On en déduit par la formule de Green-Ostrogradski, les égalités suivantes :

J ads:J E-ﬁdS:JdiVEdv (4.17)
dw dw )

Si le taux de densité surfacique est un vecteur a(X,t, 1), ce vecteur est linéaire dans la

normale 1. Il existe donc un tenseur du second ordre a tel que :

(Xt)- 11 (4.18)

[
S

a(x, t, 1) =

et on en déduit, par la formule de Green-Ostogradski :

J. &’ds:f Z-fl’ds:jd?VZdv (4.19)
dw Jw w

Pour démontrer 'existence du vecteur 7 et du tenseur a, on consideére le triedre
de la figure 4.3 dont trois faces sont orthogonales et orientées selon les axes. Les
normales extérieures aux quatre faces du triedre sont —¢&,, —&,, —e_; et 7. Le volume
du triedre est noté dv et les aires des surfaces sont notées ds,, ds,, ds; et ds.

En écrivant la loi de bilan sur ce triedre nous obtenons [4 :

o = a(—¢;)ds, + a(-¢,)ds, + a(-€};)ds, + a(if)ds + Adv (4.20)

On a seulement écrit explicitement la dépendance de o dans la normale. La dépen-
dance dans la position a peu d’importance puisque nous prendrons la limite pour

un triedre tendant homothétiquement vers un point.

[4] le membre de gauche de la loi de bilan a été omis. Il se révele en effet négligeable lorsque 'on

fait tendre le triedre vers un point. Il en sera de méme pour le terme source A.
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FIGURE 4.3 — Triedre générique

Nous avons les relations géométriques :

- o - o - -
ds, =¢,-1ids ; ds,=¢,-1ids ; ds;=¢;-nds (4.21)

et la relation (4.22) que nous justifierons plus tard :

(=) = —a(i) (4.22)
donc :
>\ - >\ - >\ - dv
o=-—a(e;)e; - n—ale,)e, - 1i—a(e;)e; -1+ (i) + AE (4.23)

En effectuant maintenant le passage a la limite pour le triedre tendant homothéti-

quement vers un point, on obtient :
a(il) = (a8, + «(@)2, + U(&)e, ) - T=a- 7T (4-24)

La démonstration pour une quantité & vectorielle est similaire, on a :

>dv

(@)@, 1)~ Q&)@ )+ &) + K - (4.25)

Ql

0 =—a(e)(e - 1) -
et le passage a la limite donne :

a(if) = (e, © ¢, +d(&,) ®F, + (&) ®8 )i =a-i (4.26)
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Il nous reste a justifier la relation (4.22). Considérons la figure 4.4 illustrant un
domaine w constitué de deux sous-domaines w, et w, et écrivons la loi de bilan
pour chacun de ces trois domaines :

-
iJ‘Adv: ads+JAdv (4.27)
dt w Jdw w

ij Adv = ocds+f oc(fz’)ds+f Adv (4.28)

dt w, Jow, ar W,

d '

— | Adv= ocds+J. a(—ﬁ’)ds+j Adv (4.29)

dt w, Jdw, ar W,

En soustrayant (4.28) et (4.29) de (4.27), il reste :

| (atin+am)as =o (430

Cette relation devant étre vraie pour tout domaine w et donc pour toute surface I,
il vient (4.22).

dw,
r r
) .
dw,

FiGURE 4.4 — Loi de bilan : domaine et sous-domaines

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la loi de bilan générique sous

forme locale. En effet, en utilisant les théoréemes 4.1 et 4.2, la forme globale :

iJ.Adv:j ocds+jAdv (4.31)
dt w Jw w

devient :
aA . - =
5 div(A?)|dv = | divadv+ | Adv (4.32)
d’out on déduit la forme locale :
%+div(A17’):divﬁ’+A (4.33)

Le tableau 4.2 reprend les formes globales et locales des quatres lois de bilan ainsi
que la signification des quantités et a.
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Loi de conservation de la masse
d
- dv =
I J:Up v=0
% +div(pv) = o
forme locale )
F+(pvi)i=o
Loi de bilan de la quantité de mouvement
d — -
— pﬁdv:j Tds+ffdv
o dt w dw w
a=o0 tenseur des contraintes
X7 4 div(pve7) =divo + f
forme locale )
Ovi
o T (eviv)); = 0ijj+ fi
Loi de bilan du moment cinétique
d — -
I J?Apﬁ’dv:f 9?/\Tds+f XA fdv
a=XA0
forme locale L(ZA V) +div((XA p) @) = div(¥A D) + ¥A f
%(eijkxjpvk) + (€ijkXjpvkvi) 1 = (€;jkXj0k1),1 + €ijkXj fr
Loi de bilan de I’énergie
d 15 3 - -
— | ole+=v-V|dv=| (g+T-¥)ds+ | (r+f-v)dv
dt %) 2 dw w
@=-7+v-0 {estlevecteur courant de chaleur
d 1> . 1> T > = 7 -
S(ple+ 37-v)) +div(p(e + 37 V)V) = —~divg + div(v-0) + 1+ f - ¥
forme locale at 2 N . .2. N ‘
silple+svivi)) + (ple+ Svjvi)vi) i = —q;,i + div(vioyj) j + 1+ fiv;
TABLEAU 4.2 — Formes globales et locales des lois de bilan
4.3 Conséquences des lois de bilan
4.3.1 Conséquences de la conservation de la masse
La loi de conservation de la masse s’écrit sous forme locale :
dp
5 Flevi)i=o (4-34)

Cette équation est appelée I’équation de continuité. Elle est écrite en variables

eulériennes. Par exemple, si l'on étudie I’écoulement sanguin dans un trongon de

10 cm d’une artere, cette équation doit étre vérifiée en chaque point de l'artere. Il

existe une forme lagrangienne de I’équation de continuité qui s’écrit :

> - >

P(X, (X, 1) = po(X, 1) (4.35)
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ou p, est la densité initiale de la particule X. Pour rappel ] est le Jacobien de la
transformation (3.73) :

J(X, t) = det F(X, ) (4.36)

Il donne le changement de volume de la particule X. L’équation (4.35) nous dit sim-
plement que la densité est inversement proportionnelle au changement de volume.
Pour reprendre I'exemple de I’écoulement sanguin, I’équation lagrangienne (4.35)
doit étre vérifiée pour chaque goutte de sang que l’'on suit dans son écoulement
alors que I’équation eulérienne (4.34) doit étre vérifié en chaque point fixe de
I’écoulement. Il est clair que pour I’étude de 1’écoulement dans un trongon donné,
I’équation eulérienne est plus simple a utiliser. Par contre, pour modéliser un
probleme de crash de voiture, on préférera I’équation lagrangienne car on connait

le domaine initial V mais pas forcément le domaine final v qui est une inconnue.

Théoréme 4.3 Soit A une quantité quelconque (scalaire, vectorielle ou tensorielle)
et w un domaine matériel quelconque, la conservation de la masse implique I’égalité
suivante :

d dA
aj pAdw:J padw (4.37)

Pour démontrer ce théoréme, servons-nous successivement :

— de la loi de conservation de la masse;

du théoreme de transport 4.1 en remplagant A par pA;
— de l’équation locale de la conservation de la masse (4.34);

— et enfin de la relation entre dérivées lagrangienne et eulérienne.

1 vient :
% prdv:d;(a(gfl) +div(pA17))dv (4.38)
= J:}p(%;;l +grad.,4-17)+,4(% +div(pz7))dv (4-39)
- [ oG (4-40)

La démonstration pour une quantité vectorielle ou tensorielle est similaire.

4.3.2 Conséquences du bilan de quantité de mouvement

La bilan de la quantité de mouvement s’écrit sous forme locale :

d Vi
St +(pvivj),; = 0ijj + fi (4.41)
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Ces équations sont appelées les équations du mouvement ; elles sont écrites en va-
riables eulériennes (5],
Dans le cas ou le systéme est en équilibre (absence de mouvement), elles se

réduisent a :

Gij,j + f, =0 (4-42)
dites équations d’équilibre. En écrivant au premier membre de (4.41) :
dov;  dv; dp
5 =0t v o (v = vilpy)) j + pvjvi (4.43)
et en tenant compte de I’équation de continuité (4.34), on obtient :
dv;
P(a_tz“‘vi,jvj)zcij,j"‘fi (4.44)

Le premier membre de (4.44) n'est autre que pa; = p% ou 7 désigne 'accélération
de la particule X, voir (3.17). Si bien que 1'on peut écrire aussi :

dv,-

Pa; = p~g = 0ijj +fi (4.45)

Les équations (4.45) représentent une généralisation de I’équation fondamentale

de la dynamique du point F = ma. Cette analogie sera suivie en détail au chapitre 5.

4.3.3 Conséquences de la bilan du moment cinétique

Exploitons maintenant les équations de bilan du moment cinétique :
d
g(eijkxjpvk) + (€ijkXj PV V) 1 = (€jkXjOk1),1 + €ijkX; fi (4.46)

ox;
Sachant que a—t] =0,Xj;=0j et €y =0,0na:

d
€ijkxj 5, (PVK) + €ijkXj (pUivr),1 = €ijkXj(Ok11) + €itkOk + €jicX fi (4-47)

Du fait de I’équation du mouvement (4.41), il reste €;;,0x; = 0. En développant cette

expression, on obtient trois relations :

€123035 7 €135,0,3 =0 = 035, =03 (4-48)
€531013 T €51303;, =0 = 073 =05, (4-49)
€312021 7 €55:01, =0 = 051 =0y5 (4.50)

Ces relations montrent que :
Vij o 0j=0j (4.51)

La bilan du moment cinétique implique donc la symétrie du tenseur des contraintes.

[5] La forme lagrangienne de cette équation est plus complexe et ne sera pas introduite dans ce

cours.
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4.3.4 Conséquences du bilan de 1’énergie

Le bilan de I’énergie donne sous forme locale

d 1 1 .
a(p(e + ;Ui'l/i)) + (p(e + ;1}]'1/]')1}1') . =—qi;t dlv(vioi]-),]- +7r+ fiv,- (452)
K1

Cette équation peut étre grandement simplifiée en la combinant avec le bilan de la

quantité de mouvement (4.41). Il reste :
de
O\ 5 *&ivi| = ~9ii T T +0ijvi, (4.53)

Cette équation a une interprétation simple : la variation de I’énergie interne est due
a la puissance des efforts intérieurs (o;;v; ;) et a un apport de chaleur (volumique r
et par conduction g; ;).
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TENSEUR DES CONTRAINTES

Le concept de contrainte joue un réle central en mécanique. Selon le type d’ouvrage,
ce concept est introduit de trois manieres différentes :

— introduction par le biais de la loi de bilan de la quantité de mouvement tel
que cela a été fait au chapitre 4. Cette présentation a le mérite d’étre rapide
et d’étre reliée aux lois universelles de la physique. Par contre, elle occulte la
signification mécanique des contraintes;

— introduction par une extension des concepts de la mécanique des solides
indéformables ;

— introduction par la puissance intérieure et le principe des travaux virtuels,
cette maniére d’introduire la contrainte est intéressante car elle met en
évidence la relation entre effort et mouvement.

I1 est difficile de décider, parmi ces différentes présentations celle qui est la plus
pertinente. Nous avons donc décidé de les présenter toutes dans ce cours. Ces
différents éclairages devraient permettre a chacun selon son baguage de trou-
ver la présentation initiale qui lui parle le plus et ensuite de cerner les autres

présentations.

5.1 Introduction du tenseur des contraintes par extension de la

mécanique des solides indéformables

Le mouvement d’un solide indéformable est completement déterminé des que 1'on
connafit a chaque instant deux vecteurs : la force résultante et le moment résultant
appliqués sur le solide. En effet, la position du solide est définie par deux vecteurs
également — la position de son centre de gravité et la rotation autour de ce centre
de gravité — et le principe fondamental de la dynamique permet de relier la force
résultante au déplacement du centre de gravité et le moment résultant a la rotation
autour du centre de gravité.
Dans le cas d’un milieu déformable, deux choses importantes vont changer :
— la position du milieu n’est plus définie par deux vecteurs mais par une infinité
de vecteurs (on parle alors de champ de vecteurs) : il faut connaitre a tout

instant la position de chaque point matériel ;
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— la position n’étant plus définie par deux vecteurs mais une infinité de vecteurs,
les deux équations que donnent le principe fondamental pour les solides
indéformables ne vont plus suffirent. En effet deux équations vectorielles ne
peuvent prédire le mouvement d’une infinité de particules ! Il va falloir autant
d’équations du mouvement qu’il y a d’inconnues soit une infinité (on parle
alors d’équations aux dérivées partielles). Il va falloir écrire les équations du
mouvement de chaque particule de matiere.

Le premier point est clair et a déja été détaillé au chapitre 3 sur la cinématique
d’un milieu continu.

Concernant le second point, nous allons isoler par la pensée un petit élément
de matiéere quelconque dv et écrire le principe fondamental. Quels sont les efforts
qui agissent sur ce petit élément de matieére ? Il y a des efforts volumiques a longue
portée comme la gravité. Si on note f)la force par unité de volume (par exemple
f): pg), la force totale agissant sur dv est ]?dv.

Ensuite, il y a des forces de surface appliquées sur la surface extérieure de dv.
Pour caractériser ces efforts, il faut considérer deux cas : soit le domaine élémentaire
dv est completement a l'intérieur du milieu, soit il est en surface du milieu. Dans
le premier cas, les efforts de surface viennent des particules voisines. Par exemple,
lorsqu’un pneu est comprimé sur la route, une particule de caoutchouc a l'intérieur
du pneu est comprimée par ses voisines et subit donc une force (et par le principe

de I'action-réaction la particule agit également sur ses voisines).

5.1.1 Volume élémentaire au sein du milieu

Prenons un domaine élémentaire dv en forme de cube aligné selon les axes, fi-
gure 5.1. Nous avons noté F, la force appliquée a la face de normale extérieure &,
et par ﬁ{, la force appliquée a la face de normale extérieure —¢,. De méme pour les
indices 2 et 3.

Appliquons le principe fondamental de la dynamique [5]. Ce principe impose
I’égalité entre le torseur dynamique et le torseur des efforts extérieurs. Dans un
premier temps, nous écrirons 1’équation du mouvement en translation puis en
rotation. La somme des forces appliquées au volume élémentaire doit étre égale a
la masse de ce volume fois son accélération. La masse est pdv et @ est 1’accélération
du centre de gravité du cube. Il vient :

> o

) = = =2
+F +E+E +F

eo!

+F§+fdv:pdvﬁ’ (5.1)

La force 1_32 se distingue de la force E, par le fait qu’elle agit sur une facette
d’orientation opposée (—¢; et non &) et que de plus cette facette est en x, et non

x, +dx;. Pour bien mettre en évidence la dépendance des forces a la position et a
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—

W

€
E
3

Ficure 5.1 — Efforts élémentaires

I'orientation de la facette, nous écrirons :

E =F(x, + dx,, x,,%5,€;) (5.2a)
F/ = F(x,, %0, %5, -2) (5-2b)
E =E(x,,x, + dx,, x5, ,) (5.2¢)
F, = F(x,,%,, %5, —8) (5.2d)
15; = 15)(x1,x2,x3 +dx,,€}) (5.2€)
E = F(x,,x,,x;,-8,) (5.2f)
Par action-réaction, nous pouvons écrire :
Flxy, %5, 2)) = —F(x,, %5, %5, 8)) (5-3)

En effet la force, ressentie par le volume dv a travers la facette de normale —¢, est
l'opposée de la force qu’applique dv sur son voisin a travers la facette de normale
¢,. Cette action-réaction est illustrée sur la figure 5.2.

Nous pouvons donc réécrire ’équilibre (5.1) sous la forme :
= =
F(x1 + dxvxz)xy ‘?1) - F(xvxz' X3, ‘?1)
= =
+F(xy,x, +dx2,x3,é’2)—F(x1,x2,x3,E’2) (5-4)
= N = S N
F(x,,x,, x5 +dx;, €5) —F(x, x,,x5,€;) f dv = pdva

Il nous reste a faire tendre le volume élémentaire dv = dx, dx,dx; vers o. En

divisant (5.4) par dv et en prenant la limite pour dx,,dx,,dx; — o, on obtient :

— — -
GT(xl,xz,xyE’l) 8T(x1,x2,x3,e_;) (9T(x1,x2,x3,5’3)

axl + ax2 + aX3 +f:pﬁl (5'5)
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2 ) ) . , . = =2
FiGure 5.2 — Equilibre d’action-réaction : F(x,,x,,x;,-€,) = —F(x;,x,,%5,&,)

Nous nous sommes servi de la définition de la dérivée :

Elx, + dxy, x,,%5,€;) = ﬁ(xl,x2,x3,é’1) c)l?(xl,xz,xyé’l)

lim = .6a
dx, —o dx, 0x, (5-62)
Flx,,x, +dx,,x.,2) —F(x,,Xx,,Xx.,2. OF(x,,x,,%,,C.
lim (xy, %5 2743 2) (X1, %, 3 5) _ (xy, %5 3 >) (5.6b)
dx,—o dx2 8x2
Flx,,x,,x, +dx,, &) — F(x,,X,, %4, . OF(x,,x,,x,,,
lim ( 1 2 3 3 3) ( 1 2 3 3) — ( 1 2 3 3) (5.6C)
dx;—o dx3 ax3

et nous avons introduit la notation :

I_:)(:)Cllxz,'x )e—)l) —
lim 3 :TX,X,X,Z a
dx,,dx;—o dx2dx3 (x1, % 3 ) (5.7a)
ﬁ(xlrlex yé;) —
lim 3 :Tx,x’x,é’ b
dx,,dx;—o dxldx3 (1, %, 3 2) (57 )
B, 8) )
lim 3773 _ T(xl,xz,x3,e3) (5.7¢)

dx,,dx,—o dx1 dX2

Le vecteur T est appelé vecteur contrainte. c’est la limite de la force divisée par
la surface d’application lorsque cette surface tend vers zéro. L'unité de T est le
Newton par métre carré [N]-[m]~2, aussi appelé le Pascal [Pa]. Ecrivons maintenant
la seconde partie du principe fondamental de la dynamique a savoir I’équation du
mouvement en rotation. Le moment résultant appliqué sur le volume élémentaire
doit étre égal au moment d’inertie fois ’accélération angulaire. Evaluons l'ordre de
grandeur de ces deux termes. Si on note dx la dimension caractéristique du cube,
alors :

— le moment des forces surfaciques est d’ordre O(dx3) car le bras de levier est

en O(dx) et la force est proportionnelle a la surface donc en O(dx?);
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— le moment des forces de volume est en O(dx*) car le bras de levier est en
O(dx) et la force de volume est proportionnelle au volume donc en O(dx3);
— enfin, le moment d’inertie du volume élémentaire est en O(dx>).
Lorsque l'on fait tendre la taille du volume élémentaire vers zéro, le seul terme qui
importe est donc le moment des forces surfaciques. Imposons donc que le moment

résultant des forces surfaciques soit nul :

dx - = - dx — —
Le A (dx2 dx, T(x, + dxl,xz,xyel)) -—2, A (dx2 dx3f(x1,x2,x3,—el))+
2 2
dx2 =2 dx -
e, Aldx, dx.T(x,,x, +dx,,x,,8))— —=¢€, A(dx, dx,T(x,,x,,x,,—€,) |+
28 A (di dy Tl 2, + iy, x3,85) ) = =28 A (A d Tl 25,5, -8,))

X — X —
735)3 A (dx1 do, T(xy, x5, X4 + dx3,é’3)) - 73?3 A (dx1 dsz(xl,xz,xy—E;)) =0

d’ou on tire, au premier ordre et en prenant en compte (5.3) :

- - —
& NT(xy,%5,%5,8) + & AT(x,,%,,%5,8,) + 85 AT (x,,%,,%5,85) =0 (5.8)

5.1.2 Volume élémentaire en surface du milieu

Etudions maintenant le cas d’un volume élémentaire situé en surface du milieu.
Prenons comme volume élémentaire un triedre dont la face inclinée correspond a
une partie de la surface extérieure du milieu.

—

[SN]

g2

FiGure 5.3 — Surface du milieu

Sur cette facette agit une force F et sur les trois autres facettes des forces 1_3)1’,

F;’ et 1_3)3’ comme illustré sur la figure 5.3. L’équation de mouvement en translation
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s’écrit :

=2 =2 =2 = = N

F+F +E +E+fdv=pdva (5.9)
En reprenant les arguments et notations utilisés dans le cas du cube, nous pouvons

écrire :
T(i#)ds — T(€,)ds, - T(8,)ds, — T(&,)ds, + f dv = pdvd@ (5.10)

ou ds; est l'aire de la surface élémentaire de normale ¢; et ds l'aire de la facette
inclinée. Il reste a passer a la limite pour dv — o. On remarque que les termes ayant
le volume élémentaire dv comme facteur sont d’'un ordre supérieur aux termes
ayant une aire élémentaire comme facteur. De plus, on a :

- - - - -
ds, =€, -nds ; ds,=e¢,-1ids ; ds;=¢; -nds (5.11)

A limite du triédre tendant homothétiquement vers un point, la relation (5.10)

devient :
. (5.12)
)t

La relation (5.12) doit étre comprise comme suit : le vecteur contrainte sur une
facette de normale 77 en un point dépend linéairement de l'orientation de cette
normale. Les vecteurs contraintes f(?l), f(f?;) et f(e‘é) peuvent étre décomposés
selon les vecteurs de base. On notera o;; la composante i du vecteur traction agissant

sur la facette de normale E’]- :

f(5}1):0‘11?1'|'0'21E)2+G31E}3 (5'133)
f(‘?2) = 61221 + 5226_)2 + 032‘?3 (5.13b)
f(5)3):0135)1"'6235)2"'(733,?3, (5.13¢)

En introduisant ces décompositions dans (5.12), il vient :

—

N
T(i) = (0,18, ® &, +0,,8, ®F, +G13E)1 ®e

W

+ 0518 ®F + 05,8, ®F, + 0,38, @,
- - - - - - —
+0,3,6,Q€; +0,,6,Q€, +05,6,@¢€;) 1 (5.14)
soit, sous formes intrinseque et indicielle :

T(ﬁ)):gﬁ) > Ti :Gi]'n]' (515)

Le tenseur du second ordre o est appelé tenseur des contraintes. Il regroupe les

composantes des trois vecteurs contraintes agissant sur les facettes normales aux
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trois vecteurs de base. La relation (5.15) indique que le vecteur contrainte agis-
sant sur une facette d’orientation quelconque est connu si I’on connait le tenseur
contrainte en ce point et l'orientation de la facette. De plus la dépendance dans
l'orientation est linéaire. Insistons sur la signification mécanique des composantes
du tenseur des contraintes. La composante o;; est la force par unité de surface
agissant sur une la facette de normale €} dans la direction i. La figure 5.4 illustre
cette idée. Bien sir, le tenseur des contraintes o est en général différent en chaque

point X¥ du milieu continu.

FIGURE 5.4 — Composantes du tenseur des contraintes

Si 'on combine 1’équilibre en rotation (5.8) et ’existence du tenseur des con-

traintes (5.13), on obtient :
- — - -
er A (61161 + 05,6, + G3163)
— — — —
+€, N (04,6 +0,,€, +05,6;)

+85 A (0,58 + 0,58, +05,€;) =0 (5.16)

d’ou on déduit :
012 =031 ; 0O13=031 ; 033=03, (5.17)

Autrement dit, le tenseur des contraintes est un tenseur symétrique :

EZET > Gij:Gji (518)
Cette propriété de symétrie des contraintes est aussi appelée réciprocité des contrain-
tes de cisaillement. Elle est illustrée sur la figure 5.5 qui représente deux facettes

orthogonales au méme point ¥. La composante 1 du vecteur contrainte agissant sur



76 TENSEUR DES CONTRAINTES

e, T(e) te ]
> >
o, A T(x,e;)
= L X >
x P e e,

Ficure 5.5 — Illustration de ’égalité o,, = 0,,

la facette de normale €, est égale 4 la composante 2 du vecteur contrainte agissant
sur la facette de normale ;.

Finalement, I’équation du mouvement (5.21) s’écrit en terme des contraintes :

()011 + 8012 n aG13
dx, dx,  dx,

80 80 802
21 + 22 + 3 +

+f1 = pa, (5-193)

x, ox, ax3 f>=pa, (5-19b)

Jdo do do
31 32 33 _
ox, | dx,  ox 1= 045 (5.19¢)

Sous formes intrinseque et indicielle, les relations deviennent :

dlvg+f: pad < 0+ fi = pa (5.20)

5.2 Introduction du tenseur des contraintes par le principe des
puissances virtuelles

Le principe des puissances virtuelles est une formulation intégrale équivalente aux
équations locales (5.20) et (5.15).

Le principe des puissances virtuelles intervient également en mécanique des
solides indéformables [5] ou il est équivalent au principe fondamental de la dy-
namique. Ce principe s’énonce comme suit : la puissance virtuelle des quantités
d’accélération 0P? est égale a la différence des puissances virtuelles des efforts

extérieurs P° et intérieurs OP' quelque soit le champ de vitesse virtuelle 5':
6P = 9P - oP' Vo (5.21)

Ce principe reste le méme en mécanique des milieux continus mais la définition des
différentes puissances doit étre revue. Certains ouvrages [5, 7] écrivent le principe

des puissance virtuelles comme 6P? = dP¢+9P" car une convention de signe opposée
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est choisie dans la définition de la puissance intérieure. Nous avons opté pour la
forme (5.21), treés prisée chez les anglo-saxons, car elle permet d’interpréter plus
facilement les transferts de puissance, comme nous le verrons a la section 5.2.2 et

dans le chapitre 8 sur la thermodynamique et les lois de comportement.

5.2.1 Définition des puissances virtuelles

La puissance virtuelle des quantités d’accélération s’écrit :

oP? :Jpﬁ’- dvdv (5.22)
v

ou 07 est un champ de vitesse virtuelle c’est-a-dire un champ de vitesse quelconque
a l'instant considéré. La puissance virtuelle des efforts extérieurs fournie via le

volume ou via la surface extérieure :
6P6:Jf)-617dv+f T.ovds (5.23)
v Jdv

La puissance virtuelle intérieure s’écrit :

oP! = JE : D(6v)dv (5.24)
v
ou le taux de déformation virtuelle est donné par (voir section 3.8) :

(o) = (gﬁm (gﬁw)‘f) (5.25)

1
2

C’est sur le signe devant l'intégrale (5.24) que les ouvrages divergent. Ici, nous
avons choisi le signe +. L'expression de la puissance intérieure ci-dessus permet de

démontrer le théoreme suivant :
Théoreme 5.1 Le principe des puissances virtuelles :
§P" = dP° — 6P Vou (5.26)
est équivalent aux équations locales (5.20) et (5.15) :

divo+f=p7 sur v et o-i=T sur ov (5.27)

Pour démontrer ce théoréme, transformons ’expression de la puissance virtuelle
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intérieure :
. - — 1
67)1 = LG : D(E)l?) dv = ), Gi]';(g)vi’]' + 6”[/]"1')d1/ = LGI']'E)VI"]' dv (528)
'
= | (0jj0v;) ; — 0;j,;0v; dv (5.29)
7
= Gijnjévids—fcij,jévidv (5.30)
Jov v
A > —
- (a-m.aﬁds-jdivo-aﬁdv (5.31)
Jdv v

Pour obtenir (5.28), nous avons utilisé la symétrie du tenseur des contraintes et
pour (5.30) le théoréme de Gauss-Ostrogradski (2.44). Le principe des puissances
virtuelles s’écrit maintenant :

Jpﬁ- Svdv = JF- 617dv+J (T-E-ﬁ)-aﬁdﬁfd?v?-éﬁdv Vor  (5.32)
v v dv

v

En jouant sur le caractere arbitraire de la vitesse virtuelle, on obtient (5.27), ce qui
conclut la démonstration du théoréeme.

5.2.2 Théoréeme de I’énergie cinétique

Le théoreme de 1’énergie cinétique s’obtient en appliquant le principe des puis-
1 A ’ A . —> —

sances virtuelles au mouvement réel c’est-a-dire en posant v = v.

Théoreme 5.2 La variation de Iénergie cinétique du systéme est égale a la somme
des puissances intérieures et extérieures du systéme :

i—lf:Pe—Pi:Jf-de+J f-?ds—f?:ﬁ(ﬁ)dv (5.33)
v Jdv v

oul I’énergie cinétique est donnée par :

1 . 5
= f —pv-vdv (5-34)
2

Le seul point a justifier pour la démonstration est le passage de la puissance des

quantités d’accélération a la dérivée de I’énergie cinétique, a savoir 1’égalité :

d 1
> —>d - = P —>d .
J;Pa vdv dthpv vav (5-35)
Cette égalité provient du théoreme 4.3 et de :

1d(v-9)
2 dt

-

7.7 (5.36)
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Sil'on écrit le théoreme de I’énergie cinétique sous la forme :

pe=S i p (537
dt

on obtient une interprétation mécanique intéressante de ce théoréme : la puissance
extérieure fournie a un milieu continu se transforme pour partie, en mouvement
(variation de 1’énergie cinétique) et pour partie, en déformation. La puissance
intérieure est reliée a la déformation du milieu car elle fait intervenir le taux de
déformation D. On peut montrer que si le milieu se déplace de maniére rigide, la
puissance intérieure est nulle (car le taux de déformation D est identiquement nul
en tout point).

Considérons différents cas :

— si le milieu est indéformable, la puissance intérieure sera toujours nulle
(excepté si plusieurs corps indéformables interagissent [5]) auquel cas toute
la puissance extérieure fournie sert a mettre en mouvement le corps. C’est le
cas d’une boule de billard suite a I'impact de la queue. L'impulsion fournie
est transformée en mouvement et aucune déformation n’apparait;

— la puissance extérieure fournie est transformée en puissance intérieure sans
changement de I’énergie cinétique du milieu. Imaginons une balle en ca-
outchouc comprimée lentement dans les doigts d’'une main. La puissance
extérieure fournie se transforme en déformation et treés peu en énergie ciné-
tique;

— la puissance extérieure est transmise a la fois sous forme de variation de
I’énergie cinétique et de déformation. C’est le cas dans un crash voiture, les
modifications d’énergie cinétique et les déformations mises en jeu sont toutes
deux importantes.

En conclusion, la répartition entre mouvement et déformation dépend de la rapidité
avec laquelle la sollicitation est appliquée et la capacité ou non du milieu de se
déformer facilement. Notons que dans le cas des solides indéformables, la puissance
intérieure n'intervient que par le biais de ressorts placés entre les corps ou dans les

relations de contact-frottement.

5.2.3 Dualité en mécanique

Il est intéressant de comparer I'expression de la puissance extérieure pour le point
matériel, le solide indéformable et le milieu continu. Dans la mécanique de point
matériel, la cinématique est completement définie par un seul vecteur : la position
du point au cours du temps ou sa vitesse V. Concernant, les efforts, il n’y également
qu’un seul vecteur capable de faire évoluer la position du point : la résultante des

=2 . . Va Va . Z Z 3
forces R au point considéré. La puissance développée par cette force dans la vitesse
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est donnée par le produit scalaire :
PO _R.V (5.38)

Passons maintenant a la mécanique des solides indéformables. La cinématique
d’un corps indéformable est completement fixée par I’évolution dans le temps
de deux quantités vectorielles : la vitesse du centre de gravité du corps V, et le
vecteur rotation de ce corps autour de son centre de gravité ﬁo (1], Quels sont
maintenant, les efforts permettant de faire évoluer cette cinématique ? Et bien ce
sont deux vecteurs également! Le premier est la résultante des forces R appliquées
sur le corps et 71, le moment résultant calculé par rapport au centre de gravité. La

puissance développée par les efforts dans le mouvement s’écrit :
P(e) :ﬁ-\70+1’ﬁ0-ﬁo (5-39)

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, la cinématique est donnée
par un nombre infini de parameétres : la vitesse ¥ en chaque point du domaine
v 2] Les efforts possibles peuvent étre également infiniment variés : il a des forces
volumiques ]?, en chaque point et des forces surfaciques E, en chaque point de la

surface. La puissance extérieure développée est une intégrale :

P<E>:Jf-fdv+f F.7ds (5.40)
v Jdv

Les équations (5.38), (5.39) et (5.40) donnent I’expression de la puissance extérieure
pour des cinématiques de plus en plus riches (du point matériel au milieu continu
en passant par le solide indéformable). Ces trois puissances s’écrivent comme
un produit entre quantités cinématiques et effort pour donner chaque fois un
scalaire. C’est ce que 'on appelle une dualité. Mettre deux “espaces” en dualité,
c’est simplement définir un produit qui pour un couple quelconque composé d’un
élément du premier espace et un élément du deuxiéme espace rend un scalaire.
La puissance met en dualité I'espace des vitesses et celui des efforts. Nous nous
sommes intéressés a la puissance extérieure mais des conclusions similaires sont

obtenues avec la puissance intérieure ou des quantités d’accélération.

5.3 Propriétés locales du tenseur des contraintes

5.3.1 Contrainte normale et contrainte de cisaillement

Soit o, le tenseur des contraintes en un point ¥ du domaine. Ce tenseur permet de

donner, pour toute facette de normale unitaire #, le vecteur contrainte agissant sur

[1] Les notations sont en accord avec le polycopié de mécanique des solides [5].
[2] Ne pas confondre v, le domaine actuel occupé par le milieu et 7, la vitesse en chaque point de
ce milieu.
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cette facette :
T=05-7 (5.41)

Ce vecteur peut-étre décomposé en une composante ¢ selon la normale et un
vecteur tangentiel, T, 4 la facette :

T=oil+7 (5.42)

La contrainte normale et la contrainte de cisaillement se calcule comme suit a partir
-
deT:

o=T-# ; ?=T-oi (5.43)

On peut également décomposer la contrainte de cisaillement selon son module T et
sa direction £

T=oit+1t (5.44)

Cette décomposition est illustrée sur la figure 5.6. Par définition, ¢ peut étre de

s

=y

FIGURE 5.6 — Décomposition de I’effort en effort normal et effort de cisaillement

signe quelconque alors que T est toujours supérieure ou égal a zéro puisqu’il s’agit
du module de T. Pour une facette donnée, on distingue différents cas :
— 0 > o0 — la facette est en traction, en effet le vecteur contrainte “tire” sur la
facette puisqu’il est dirigé selon la normale a la facette;
— 0 <0 —la facette est en compression, en effet le vecteur contrainte “pousse”
sur la facette;
— T =0 — la facette est soumise a de la traction pure si ¢ > o ou de la compres-
sion pure sio <o;
- 0 =o0 et T#0— la facette est soumise a du cisaillement pur;
- 0 =o0etT=0—1lafacette est libre.
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5.3.2 Contraintes normales principales

Le tenseur des contraintes étant un tenseur symétrique d’ordre 2, nous savons
d’apres la section 2.7.6, qu’il existe une base privilégiée dite base propre (ou
base principale) dans laquelle les composantes du tenseur forment une matrice

diagonale. Cette base propre sera notée (ej, ey, eyyy)

op 0 O
[o)@.eam =|0 on o (5.45)
(0] (6] o111

Les trois facettes dont les normales sont un des vecteurs de la base (e}, ey, ejy1) ne
subissent aucun cisaillement et sont donc en traction ou compression pure. Par
exemple, si oy > o, la facette de normale ¢j; est soumise a de la traction pure.
Pour justifier le fait que les facettes selon &, ey ou &y ne sont soumises a aucun
cisaillement, il suffit de montrer que le vecteur contrainte sur la facette, disons ¢},

est bien aligné avec ¢ :
T=5-8 =01 (5.46)
La relation (5.46) est vraie puisque & est un vecteur propre.

5.3.3 Représentation des contraintes et tricercle de Mohr

Les cercles de Mohr permettent de visualiser le tenseur des contraintes en un point
sous la forme de trois cercles. Placons nous dans les axes propres et prenons une
facette quelconque de normale 77 dont les composantes sont ny, nyy et nyp dans la

base propre. Le vecteur contrainte agissant sur cette facette est :

o1 (6] (0] np o1y
5
[Tlzz,a) =0 ou o ||ng|=]| ounn (5-47)
O O Orn||hur o

Les contraintes normales et tangentielles valent :

Q
Il

— 2 2 2

s s
LSy

—0” = (orm)” + (onnn)” + (omnm)® — 0° (5-49)
Sil’on tient compte de la relation :

2 2 2
np+np+ngp=1 (5.50)
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o111

FIGURE 5.7 — Axes de Mohr

et que l'on résout (5.48), (5.49) et (5.50) par rapport a ny, ny et nyy, on trouve :

, (ogp—o)(og—o)+7°

e (o1 — o) (ot — or) (5:51)
2 _ (o —o)(or—0) + T
= (o1 — orr) (o1 — orp) (5:52)
» _(op—o)(og—o0)+1°
= (5-53)

(o1 = ommr)(o1r — orrr)

Ces formules permettent de déterminer l'orientation de la facette sur laquelle
agissent une contrainte normale ¢ et une contrainte tangentielle T. Pour un en-
semble de facettes telles que n; = Ct¢, I’équation (5.48) donne :

(o011 — 0)(oqr — 0) + T = (111)* (071 — 07) (0771 — OF) (5-54)

qui peut aussi s’écrire :

(0—ap)®+7 =R} (5.55)
o711 + o111
ap=——— (5.56)

o1 — o \?
R} = (”1)2(011—01)(0111—01)+(—) (5-57)
Il s’agit de I’équation d’un cercle dans le plan (o, t) de centre (a;,0) et de rayon R;.
En particulier pour un ensemble de facettes d’axes ¢ pour lesquelles n; = o, on
obtient le cercle I tracé sur la figure 5.8. Ainsi, lorsqu’on fait pivoter une facette
autour de ’axe ¢}, le point (o, T) représentant 1’état de contrainte sur cette facette,

parcourt le cercle I. De maniere similaire, on trouve pour des facette telles que
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nyp = Ct
(0 —an)”+7 =Ry (5-58)
o1+ 0O
ag==——+ (5-59)
2
op — oy \*
Rf; = (”11)2(0111—011)(01—011)+(T) (5.60)

ce qui donne le cercle II lorsque ny; = o. Enfin pour les facettes telles que ny; = Cte:

(G—LIIH)2+T2 = RI2H (561)
+
anr = aron (5.62)
or —orr \?
Ry = (”111)2(01—GIII)(GII—UIII)+( I H) (5.63)

ce qui donne le cercle IIT lorsque ny; = o. La construction de la figure 5.8 porte le
nom de tricercle de Mohr. Quelles que soient les valeurs de ny, nyj et nyy;, on montre
facilement que le point (o, T) restera dans la zone hachurée :

— si une des composantes de la normale est nulle, le point (o, T) se trouve sur
un des cercles;

— si deux des composantes sont nulles, autrement dit la troisieme composante
vaut 1, le point (o, T) se trouve sur l’axe o soit en (oy,0), (o, 0) ou (oyyy, 0). Par
exemple, si ny = ny = o et nyp = 1, alors (o, T) = (oyy, 0).

D’apres la figure 5.8, on trouve que le cisaillement maximal agissant sur une facette

est:

01— 0111

2 (5.64)

Sur cette facette, o = (o7 +o0yy7)/2. En injectant t et o dans (5.48) et (5.49), on voit que
la facette sur laquelle agit le cisaillement maximal est donnée par n{ = njj; = 1/2

et n; = o. La normale est donc la bissectrice des vecteurs ¢} et eyy.

5.3.4 Etat plan de contrainte

Le tenseur o est un tenseur de contraintes planes dans le plan x, si :

013 =023 =033 =0 (5.65)

. = . , .a
Tout vecteur contrainte T sera alors situé dans le plan x; = o. D’'une maniére
générale, un tenseur o est un tenseur de contraintes planes si, et seulement si, I’une
des contraintes normales principales (une des valeurs propres en bref) est nulle. Le

plan des contraintes planes est alors donné par la direction propre associée.
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t nyyp = C*

cercle II

nigp=o0
FiGURE 5.8 — Tricercle de Mohr

5.3.5 Tenseur des contraintes sphérique

Un tenseur des contraintes est dit sphérique si ces trois valeurs propres sont
identiques. Dans ce cas, toutes les facettes ne sont qu’en traction ou compression
pure selon le signe de la valeur propre. Un liquide au repos (ou un fluide parfait
méme en mouvement) est soumis en chaque point a une tenseur des contraintes

sphérique dont la valeur propre est l'opposée de la pression.

5.3.6 Tenseur des contraintes uniaxial

Un tenseur des contraintes est dit uniaxial si deux de ses valeurs propres sont
nulles. C’est I'hypothese classique faite en chaque point dans une éprouvette mise
en traction. La valeur propre non nulle est dans ce cas la force appliquée divisée
par la section de I’éprouvette.

5.3.7 Tenseur des contraintes de cisaillement simple

Un tenseur des contraintes est un tenseur de cisaillement simple si, et seulement si,

I’'une des contraintes principales est nulle, les deux autres étant opposées.
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ISOTROPE

On s’intéresse a I’évolution d’un systeme mécanique qui, a partir d’un état initial
non chargé ou les contraintes sont nulles en tout point, va atteindre un nouvel état
d’équilibre sous l’action de sollicitations extérieures. Ces sollicitations extérieures
peuvent étre :
— des forces volumiques, par exemple la gravité ou des forces de Coriolis;
— des vecteurs contraintes appliqués en surface;
— des déplacements imposés en surface.
On se place dans le cadre des hypotheses suivantes :
— I'hypothése des petites perturbations est applicable : I’état final est trés proche
de I’état initial et le gradient des déplacements est faible ;
— les effets dynamiques ne sont pas pris en compte : on suppose que le charge-
ment est imposé lentement ;

— le comportement du matériau est élastique isotrope.

6.1 Equations

6.1.1 Cinématique

L’hypothese de petites perturbations étant d’application, on ne doit pas distinguer
le domaine initial V et le domaine final v et on peut écrire toutes les équations sur
le domaine V dont la surface sera notée S. La partie de la surface sur laquelle des
déplacements iy sont imposés sera notée S,,. Finalement, le point courant sera X.

Les équations de la cinématique s’écrivent :

Z:E(graaﬁ#(graaﬁ’)T) sur V (6.1)
=iy sur S, (6.2)

La premiere équation donne la relation entre déformation et déplacement en tout
point du domaine, dans le cadre de I’hyptohese des petites perturbations, ie, petits

déplacements et petites déformations. Cette équation est souvent appelée équation
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de compatibilité. La seconde équation fixe les déplacements la ou ils sont imposés.
Cette équation est souvent appelée condition limite en déplacement. La figure 6.1

illustre différents types de conditions en déplacement.

point bloqué selon ¢,

7
2
encastrement . )
— z, | ligne libre
L.,
el

ligne bloquée selon &,

Ficure 6.1 — Conditions aux limites

La figure 6.2 rappelle les possibilités de mouvement de corps rigide respectives.

@ Q)

D00000000C
0000000 0C

(a) non bloqué (b) bloqué

FiGUre 6.2 — Mouvement de corps rigide

Il est important de noter que sur la surface S, toutes les composantes du
déplacements peuvent étre fixées ou seulement quelques unes. Par exemple, si

seule la composante 2 du déplacement est nulle sur S, on écrira :

u, =0 sur S, (6.3)

L'expression (6.2) doit donc étre aménagée pour chaque cas. Il se peut également

que la surface S, doive étre décomposée en différentes parties S;;, Sy....
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6.1.2 Equilibre

Les équations d’équilibre [l s’écrivent :

d?v§+f:1 =0 sur V (6.4a)
G-it=Ty sur S (6.4b)
o=0 sur V (6.4c¢)

La surface St est la partie de la surface extérieure sur laquelle des vecteurs
contraintes ’fd sont imposés. Les équations (6.4a) et (6.4b) découlent de la loi
de bilan de la quantité de mouvement et I’équation (6.4c) découle de la loi de bilan
du moment cinétique (symétrie du tenseur des contraintes). Les autres lois de bilan
(masse et énergie) n‘apportent rien d’intéressant a la formulation d’un probleme
d’élasticité.

L’équation (6.4b) porte aussi le nom de condition limite en contrainte?]. Dans
le cas d’une surface libre, le vecteur contrainte T:i est nul. De méme, tout comme
c’était le cas pour les conditions limite en déplacement il peut arriver que seules
certaines composantes du vecteur contrainte o - 77 soient fixées. Par exemple, si seule

la premiére composante de ce vecteur est nulle sur St, on écrira :

(g-r_f)-é’l:o sur St (6.5)

6.1.3 Comportement élastique isotrope

Le comportement relie la contrainte ¢ a la déformation € en chaque point du

domaine :
o=f(€) sur V (6.6)

Un comportement élastique isotrope est complétement décrit par deux parametres
matériaux scalaires : les deux coefficients de Lamé A et p. Le comportement élastique

isotrope s’écrit :
g = )\TI'(E)T-I— 2]/12 5 Gij = }‘ekkéij + 2]/L€Z']' (67)

Cette loi est appelée loi de Hooke. Plutét que d’utiliser les coefficients de Lamé, on
peut décrire le comportement en terme du module de Young E et du coefficient de

Poisson v :

vE E

€kk61‘]‘ + (1Tv)

©ij = (1+v)(1—2v)

€ij (68)

[1] Afin de bien distinguer les inconnues des données du problémes, ces dernieres sont indicées

avec d.
[2] Attention, une condition limite en contrainte indique que le vecteur contrainte est imposé et

non le tenseur des contraintes.
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Les coefficients de Lamé sont liés au module de Young et au coefficient de Poisson

par les relations suivantes :

B vE ) _E (6.9)
S (1+v)(1-2v) h= 2(1+v) 9
et réciproquement :
A A
E= HA+2p) ;o vVE ——— (6.10)
A+ 2(A+p)
L'inversion de (6.8) exprime les déformations en fonction des contraintes :
1+V v
€ij = TO'ij—EGkkE),’j (6.11)

Considérons un petit élément de matiere, figure 6.3, et sollicitons-le par un tenseur

des contraintes uniaxial, défini section 5.3.6, selon l’axe x :

0O O O

[0l@.e.e)=[0 o o (6.12)
O O O

La réponse en déformation est :

1 0o o

- o

[e]@,gy’e—;) =glo v o© (6.13)
o o -V

La déformation selon 'axe x est égale a la contrainte imposée divisée par le module
de Young (la raideur). Cette déformation est positive et correspond donc a un

FIGURE 6.3 — Traction pure

étirement selon l’axe x. On note que les déformations selon les axes p et z sont
négatives et correspondent a un rétrécissement de la section selon les axes y et
z. C’est l'effet Poisson. On note que si le coefficient de Poisson est nul, la section
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n’est pas réduite. On montre par des arguments de stabilité que le coefficient ne
peut dépasser 1/2. Pour cette valeur, le volume est conservé lors de 1’étirement.
Finalement, remarquons que la traction sur I’élément de volume ne produit aucun
cisaillement. Il n’en est pas de méme si vous tirez sur un barreau fait d’'un matériau

composite. Ce matériau n’est pas isotrope et la traction induit du cisaillement.

FIGURE 6.4 — Cisaillement simple

Sollicitons maintenant notre élément de volume avec un tenseur de cisaillement

simple (section 5.3.7) illustré sur la figure 6.4 :

O T O
[6)@.z2) = |t o o (6.14)
O O O

La déformation correspondante est :

o1 0 o1 0
14V o
[e](a,e‘;,?z): g Ot o of= |t o0 (6.15)
o 0 o 0 0 o

On note que la contrainte de cisaillement n’entraine aucune élongation. Par contre

un changement d’angle entre les vecteurs & et €, intervient :

o
Yxy = 2€xy = g (6.16)

Le coefficient de Lamé p joue donc le réle d’une raideur de cisaillement. C’est
pourquoi le coefficient p est souvent appelé module de cisaillement.
Soumettons maintenant notre volume élémentaire a un tenseur de contraintes

sphérique de pression p (voir section 5.3.5 et figure 6.5) :

-p o O
lol@.ge)=|0 -p o (6.17)
o o -p
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FiGURE 6.5 — Pression uniforme

La pression p est un nombre positif mais du fait de la direction de la force résultante,

un signe moins apparait. La déformation correspondante est :

( ) 1 0 O 1 0 O

—p(1—2v -

[e](e;,e;,e;) = PT o 1 o|= 3—112 o 1 O (6.18)
o o0 1 o o 1

ou l'on a introduit le module de compressibilité :

E
Ke—— = A+ 2

S TS (019

On note que le cube est réduit de la méme manieére dans les trois directions du
fait de l'isotropie. La réduction relative de volume est la trace du tenseur des

déformations — section 3.9.2:

€11 T €55 T €55 = _% (6.20)

Le module de compressibilité K relie la pression au changement de volume : c’est
une raideur volumique. Plus K est élevé moins le volume est réduit pour une pression
donnée.

Voici deux points importants a retenir sur les matériaux élastiques isotropes :

— dans le comportement élastique isotrope, les cisaillements et élongations sont
tout a fait découplés. Ce n’est pas le cas dans les milieux anisotropes comme
les matériaux composites;

— le comportement n’est caractérisé que par deux parametres scalaires. Ces deux
parametres peuvent étre au choix : le module de Young E et le coefficient de
Poisson v, les deux coefficients de Lamé, A et p, ou les modules de cisaillement
p et de compressibilité K.

Notez toutefois que 'on a forcément —1 < v < 1/2.
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La loi de Hooke peut se mettre sous la forme :

= = = E Ev
0=C:e ; o0;;=C;i11€ ;0 Ciigg= ——0;01 + 0;;017 (6.21
ij = Cijki€xi ik = Ty ORI Ty (r = a) O (6.21)
ou sous forme inverse :
- = - 14V v
e=D:o 5 €;j=Dijuon ;5 Diju=—5—dkdj~£djdu (6.22)

Le tenseur C d’ordre 4 est le tenseur d’élasticité et ﬁ, son inverse.

Ces deux tenseurs s’expriment a 1’aide de 34 = 81 composantes. Il n’y a, en
fait, que 36 composantes indépendantes car ces tenseurs possédent les symétries
suivantes (qui proviennent de la symétrie des tenseurs € et ¢ ainsi que de I'existence

d’une énergie) :
Cijki = Criij = Cjiki = Cijix 5 Dijki = Driij = Djirt = Dijix (6.23)

Les 36 composantes peuvent étre rangées dans un tableau 6 x 6 et les lois (6.21)
et (6.22) s’écrivent alors :

044 1-v v v o) o o €14

0,s vV 1-VvV v o) o o) €55

033 E v vV 1-vV O o 0 €53 (6.24)
= .24

o, (1+v)(1-2v)] o o o 1-2v o o €15

015 o o 0O 1-2v O €15

Oas o o o 1-2V||e;

et inversement :

€4 1 v -V o) 0 0y

€55 -y 1 =V o o) 0,5,

es|_1f-v —v 1 o o) O35 (6.25)

€, Elo o o 1+v o o [|oy,

€15 o o o 1+v o0 15

€35 o o o o) 1+V]|0ss

Compte tenu du caractere isotrope de la loi de Hooke, les tableaux 6 x 6 seront
les mémes quelle que soit la base orthonormée choisie. Par exemple, ils seront les
mémes pour des coordonnées cylindriques ou sphériques.

Pour terminer, le tableau 6.1 donne les modules élastiques approximatifs de
quelques matériaux usuels. La plupart des métaux usuels sont, en bonne approxi-
mation, isotropes. Il en va de méme pour la pierre, le béton, le verre... et pour
les résines armées de fibres réparties uniformément dans toutes les directions.
Le module de compressibilité du caoutchouc est infini puisque ce matériau est
incompressible.
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matériau v E(MPa) p(MPa) K (MPa)
acier 0,3 205000 78800 170800
aluminium 0,33 70000 26300 68 600
verre ordinaire 0,22 60000 24600 35700
béton 0,2 30000 12500 16 667
plomb 0,45 17000 5860 56 700
plexiglas (résine acrylique) 0,36 3000 1100 3570
bakélite (polypropyléne) 0,37 1 000 365 1280
caoutchouc 0,5 2 0,67 o)

TaBLEAU 6.1 — Modules élastiques approximatifs de quelques matériaux

6.1.4 Récapitulatif
Le tableau 6.2 résume les équations a notre disposition pour résoudre un probléme
d’élasticité linéaire isotrope en notation intrinséque et indicielle.

Les frontieres S, et St doivent vérifier les conditions suivantes pour chaque

direction de l’espace :

S,NSp=0 (6.26)
S,USr =S (6.27)

La relation (6.26) indique qu’en chaque point de la surface S, on ne peut prescrire
a la fois un déplacement et un vecteur contrainte sauf pour des composantes
différentes. Par exemple, sur une surface de normale €, on ne peut fixer a la fois T,
et u,. Par contre, il est possible de fixer T, et u,. La relation (6.27) indique qu’en
chaque point de la surface S et pour chaque composante, il faut prescrire soit le
déplacement, soit le vecteur contrainte. En clair, on ne peut pas ne rien imposer sur
une partiede S.

Comptons le nombre d’équations et le nombre d’inconnues sur V. Le nombre
d’inconnues sur V est listé comme suit :

— trois pour if’;

— neuf pour 6;

— neuf pour e.
soit un total de 21 inconnues.

Concernant les équations sur V, nous avons :

neuf équations de compatibilité (6.1);

trois équations d’équilibre (6.4a);

trois conditions de symétrie du tenseur des contraintes (6.4c¢);

neuf équations de comportement (6.7).

soit un total de 24 équations.
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En réalité, seules 21 de ces équations sont indépendantes car compte tenu de la
symétrie du tenseur des contraintes, seules six équations de comportement sont
nécessaires.

Les données de iy, Ty, ﬁ; forment ce que l'on appelle le chargement. Toutes
les équations apparaissant dans le probleme d’élasticité sont linéaires. Ainsi si le
chargement double, la solution double dans toutes ses quantités (déplacement,
déformation et contraintes). De méme, si (i, €, g)l est la solution du probléme pour
un chargement (ifg, ’T)dlf_:i)l et (if,€,0), est la solution pour un autre chargement
(ity, fd,fi)2. La solution correspondant a la somme des deux chargement est la
somme des solutions 1 et 2 par le principe de superposition qui s’applique a tout

systeme linéaire. Le probleme d’élasticité linéaire admet toujours une solution

Equations cinématiques

compatibilité

€= L(gradir + (gradin)T) sur V. ;= L(uj+ 1)
conditions limites en déplacement

— —
U =tgsur S, U; = ug;

Equations d’équilibre
équilibre en volume
> = b4 -
leG+fd:OSIer Gij,j"'fdi =0
équilibre en surface : conditions limites en contrainte
= —
o-i =Ty sur St ojjn; = Ty; + Ty
symétrie des contraintes

= =T
=0 surV 0jj = 0jj

Equations de comportement

o= ATr(e)I+ 2}5 sur V 0jj = AekkOij + 21€;;

TaBLEAU 6.2 — Equations d’un probléme d’élasticité linéaire isotrope

unique pour autant que les modes rigides aient été fixés.

6.2 Théoremes de 1’énergie potentielle
Nous allons montrer que les solutions en déplacement et en contrainte vérifient

des principes de minimum. D’abord, nous définirons la notion d’admissibilité.

Définition 6.1 Un champ de déplacement est cinématiquement admissible (CA) s’il

vérifie toutes les équations cinématiques.
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Autrement dit, ce champ vérifie les déplacements imposés — voir le tableau 6.2.

Définition 6.2 Un champ de contrainte est statiquement admissible (SA) s’il vérifie

toutes les équations d’équilibre.

Si l'on dispose d’un champ de déplacement admissible et d’'un champ de
contrainte admissible, a-t-on la solution du probleme d’élasticité? La réponse
est non. Il faut en plus que le couple déformation-contrainte vérifie les équations

de comportement, tableau 6.2, que nous écrirons sous la forme (3 :
0ij = Cjjki€ki (6.28)

La loi de comportement (6.28) est équivalente a :

1 1,
S €ijCijri€t + 5 0ijCjjjg Ox — 0ijeij = 0 (6.29)

On vérifie aisément que (6.28) entraine (6.29) et vice-versa. Notons, de plus, que le
premier membre de (6.29) est toujours positif ou nul pour un couple (€, 5) arbitraire.
La vérification du comportement en chaque point du domaine est donc équivalente

a 'annulation de 'intégrale de (6.29) sur le domaine :
S 1 1
0ij = Cz-]-klekl VxeV s J- EeijCijklekl + ;Gijcijklgkl — 0ij€ij dV=o0 (630)
\%

L’intégrale ci-dessus étant toujours plus grande ou égale a zéro quel que soit le

couple (€,0), on a le théoréme suivant :

Théoreme 6.1 Le probleme d’élasticité résumé dans le tableau 6.2 est identique au
probleme suivant : trouver le champ de déplacement admissible (it CA) et le champ de
contrainte admissible (o SA) qui minimise :

. 1 1
min J(;eij(ﬁ))cijkleij(ﬁ))*'EGijCijkIle_Gijeij(ﬁ)))dv (6.31)
7CA G SA "V

L'intégrale est appelée erreur en relation de comportement car elle est non nulle
si le couple (€,0) ne vérifie pas le comportement en chaque point du domaine.
Le dernier terme de l'intégrale (6.31) couple le champ de déplacement et le

champ de contrainte. Compte tenu des propriétés d’admissibilité des déplacements

[3] Les trois théorémes que nous allons démontrer sont valables que le comportement soit isotrope
ou non et méme linéaire ou non.
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et des contraintes, nous allons pouvoir éliminer ce couplage. Il vient :

f Gl-]-ez-]-(ﬁ’)dV = Gijui’]' dv (632)
\% JV
= | (ujo;j),;—ojj,ju;dV (6.33)
JV
= u,-crijn]- dS-I—J fdiui dv (634)
JS \
= udicijnde+J le-ui dS+f fdiuidV (635)
JSy St \%

Chacune des égalités ci-dessus méritent d’étre justifiée :
— l’égalité (6.32) découle de la définition de la déformation (6.1) et de la
symétrie du tenseur des contraintes, ce qui donne :
o;j€ij(if) = %Gij”i,j + éﬁijuj,i = Ojjljj (6.36)
— I’égalité (6.33) provient de la formule de la divergence d’un produit;
— le premier terme de I’égalité (6.34) provient du théoréme de Gauss-Ostrograd-
ski (2.44) et le second, de I’équilibre en volume (6.4a);
— l’égalité (6.35) découle des conditions limites en déplacement (6.2) et en
contrainte (6.4b).
Le découplage obtenu dans (6.2) permet de réécrire la minimisation (6.31) sous la

forme :

min  W(if) - W*(o) (6.37)
i’ CA, O SA

ou l'on a défini I’énergie potentielle en déplacement W(ir) et 1’énergie potentielle

en contrainte W*(o) par :

W(ih) = L %t-?ij(bT)Cijklekl(bT) — | Tqu;dS— Lfdi”idv (6.38)

St
%= 1 =
W (G) = —L ;Gijcijlklakldv"'J‘ ud,-crijnde (6.39)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer deux théoremes importants

appelés théoremes de I’énergie potentielle.

Théoreme 6.2 L'énergie potentielle d’'un champ cinématiquement admissible est
toujours au moins égale a celle d’un champ statiquement admissible. 1l n’y égalité que
si le champ de déplacement et le champ de contrainte sont les champs solutions.

Ceci découle du fait que W(ir) - W*(c) est toujours positif ou égal a zéro quels
que soient if et o admissibles.
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Théoreme 6.3 Le champ de déplacement solution minimise I'énergie potentielle de
tous les champs cinématiquement admissibles; le champ des contraintes solution
maximise I’énergie potentielle de tous les champs statiquement admissibles.

Ceci découle du fait que le probleme (6.37) peut se réécrire comme deux
problemes indépendants :

min W(i7) et max W*(o) (6.40)
it CA 0 SA

Les deux théorémes peuvent se résumer en une ligne mathématique. Soient i ** et
=ex . 7 . < P . ey,
o les solutions exactes en déplacements et en contraintes du probléme d’élasticité

JCA

et eto ", des champs admissibles quelconques. On a :

WG S WH(E™) = W(i®) < W(ir A (6.41)

6.3 Techniques de résolution analytique

6.3.1 Approche en déplacement
Cette approche consiste a choisir le champ de déplacement comme inconnue princi-
pale. Dans la pratique, on se donne une certaine forme pour ce champ et on cherche
a vérifier toutes les équations du probleme. Ce champ doit aussi satisfaire les condi-
tions limites en déplacement. Ensuite, on calcule les déformations a partir de la
relation de compatibilité puis les contraintes a partir de la loi de comportement.
Il ne reste plus qu’a vérifier si ces contraintes sont en équilibre sur le volume et
satisfont les conditions limites en contrainte.

Ceci revient a éliminer les inconnues o et € dans le tableau 6.2 pour conser-
ver uniquement l'inconnue en déplacement. Exprimons I’équilibre de volume en

fonction de 7’ :
Oij,j = A€kk,jOij + 2U€ij j = Negg,i + W(Ui jj + Uj,if) (6.4)
= Nexk,i + Wi jj+ (u57),0) = (A+ w)(up k)i + Bt gk

On s’est servi dans la derniere égalité du fait que €y = uy . L'équation d’équilibre

en volume s’écrit donc en terme des déplacements :
(\+ grad(divid) + A+ fg =8 A+ e +pttigt fi =0 (6.43)

Ces trois équations sont appelées équations de Lamé-Navier. En se servant de la

formule du laplacien (2.83), ces équations peuvent étre réécrites sous la forme :

(A+ 2pt)gr3d(diVLT) — urot rotif + f:j =0 (6.44)
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Cette forme est avantageuse pour la résolution lorsque 1’on sait que le champ de
déplacement est irrotationnel, autrement dit roti’ = G.

Le processus de résolution avec I’approche en déplacement est donc :

— postuler la forme du champ de déplacement;

— vérifier les conditions limites en déplacements;

— vérifier les équations de Lamé-Navier (6.44);

— calculer les déformations, puis les contraintes ;

— vérifier les conditions limites en contrainte.
Cette approche en déplacement est utilisée pour résoudre le probléme du cylindre

sous pression a la section 7.1.

6.3.2 Approche en contrainte

L’'approche en contrainte consiste a partir d'un champ de contrainte vérifiant les
équations d’équilibre. La relation de comportement (6.8) inversée permet de trouver
les déformations en fonction des contraintes :
1+v v
€ij = —g0ij ~  Okkij (6.45)
Ces déformations doivent ensuite étre intégrées pour obtenir les déplacements :
1
€ij = S (i + 1) (6.46)
Les conditions d’intégrabilité de (6.46) s’écrivent :

€ijkk + €kk,ij — (€jk,ik + Eik,jk) = O (6.47)

Soit en terme des contraintes :

(1+v v 6) +1—2\/ 1+v( N )
—G--_—O' .. —O' .._—O'. . (5’ .
E U g 1194 i E 11,ij E jk,ik ik,jk
v
+ 5 (01,ikdjk + 011 jKdik) = 0
ou encore :
(1 +Y)0ij,mm = VOIL,mmdij + 011,ij — (1 + V)(Ojk ik + Oik jk) = © (6.48)

En utilisant 1’équilibre (6.49) et une conséquence (6.50) de la loi de comportement :

0jjj+tfai=o0 (6.49)
E
Oll,mm = 1 _zvell,mm (6-50)

les équations (6.48) se simplifient en :
1 v
Aoji+——0pii+——fa110ii + faii+ faii=0 6.51
AP I1L,ij 1_vfdl,l ij fd],l fdz,] ( 5 )
Ces six équations sont appelées les équations de Beltrami-Michell.

Le processus de résolution avec I'approche en contrainte est donc :
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postuler un champ de contrainte;

— vérifier les conditions d’équilibre en volume;

— vérifier les conditions limites en contrainte;

— vérifier les équations de Beltrami-Michell (6.51);

— calculer les déformations puis les déplacements a partir des contraintes;

— vérifier les conditions limites en déplacement.

Remarques — On note que lorsque toutes les forces volumiques sont constantes
ou nulles, tout champ de contrainte constant ou linéaire par rapport aux variables
d’espace satisfait les équations de Beltrami-Michell ;

Si les forces volumiques sont nulles, tout champ de contrainte constant vérifie a
la fois les équations d’équilibre et les équations de Beltrami-Michell.

6.3.3 Solide en état plan de déformation

Lorsqu’un solide prismatique tres long est sollicité par des forces perpendiculaires a
ses génératrices, et si ces forces restent constantes le long de celles-ci, toute portion
du solide située a une distance suffisante de ses extrémités se déforme uniquement
dans un plan perpendiculaire aux génératrices et I’'on peut considérer que les
déformations dans le sens de la génératrice sont nulles. Les sections transversales
du solide restent donc planes et il suffit d’étudier une tranche d’épaisseur unitaire.
De nombreux problemes d’importance pratique peuvent étre étudiés en état plan
de déformation. C’est le cas, par exemple, d’une galerie ou d’un tunnel horizontal
revétus d’un soutéenement continu résistant a la poussée des terrains environnants,
figure 6.6(a). On peut aussi citer le cas d'un barrage poids, figure 6.6(b), d'une

digue ou d’un talus de hauteur constante.

—

€

-
€,

/
ERERA N

e,
(a) tunnel (b) barrage

FIGURE 6.6 — Ouvrages d’art

Dans un tel cas, on choisira le vecteur de base %, perpendiculaire a la tranche

unitaire étudiée. Mathématiquement, un solide est en état plan de déformation si
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le champ de déplacement a la forme :
= u1(x1lxz)a +u2(x1,x2)e_; (6.52)
Les déformations correspondantes (6.1) ont la forme :
_ ell(xl’x2) €12(x1’x2) o 1 2“1,1 u1,2+u2,1 o
[e](?l,ez,ég) = e (X1, %,) €55(x4,X,) Of = 5 Ui pt Uy 1 2Uy, o (6'53)
o o o o o o
En introduisant ces déformations dans la loi de Hooke (6.8), on obtient :
011 . 1-v v o €14
0,5 | = v o 1-v o € 6.
22 (1+V)(1—2V) 22 ( 54)
015 o o 1-2V||€,
et:
013=053=0 ; O033= V(0,1 +0,5) (6.55)
La relation inverse de (6.54) peut également étre utile en pratique :
€11 1-v -V of|og,
1+Vv
©af=—f | v 1=V oflox (6.56)
€ o o 1||o;,
Les équations de Lamé-Navier se réduisent a deux équations :
()"" ”)(”1,1 + uz,z),1 + ]’l(u1,11 + u1,22) + f1 =0 (6-57)
(K+ }’1)(”1,1 + uz,z),2 + }’L(uz,u + uz,zz) + f2 =0 6'58)
et les équations de Beltrami-Michell a une seule équation :
1
(01, + 022),11 +(o; + cj22),22 + :(fl,l +f2,2) =0 (6.59)

6.3.4 Solide en état plan de contrainte

Il arrive fréquemment que l'on ait a étudier 1’état de contrainte dans des toles

planes de faible épaisseur sollicitée dans leur plan. Il est alors pertinent de choisir

le vecteur de base € perpendiculaire a la téle, comme indiqué sur la figure 6.7.

Les contraintes 0,5, 0,5 et 05, sont évidemment nulles sur les deux faces de la

tole. Par raison de continuité, elles ne peuvent prendre, a I'intérieur de la tdle,

que des valeurs tres faibles et 'on ne commet donc pas d’erreur importante en

affirmant qu’elles y sont nulles. Pour la méme raison, il est certain que les trois

composantes non nulles o,,, 0, et 0,, ne dépendent pratiquement pas de x;. On
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F1GURE 6.7 — Tdle plane de faible épaisseur

admettra qu’elles sont constantes sur I’épaisseur de la téle. En résumé, I’hypothese
de I’état plan de contrainte s’écrit :

_ Gll(x11x2) 012(x1:x2) o
[0]z,2,2,) = |012(¥1, %) Oaa(x1,%5) © (6.60)
O

(0] (0]

En introduisant (6.60) dans la loi de Hooke (6.25), il vient :

eafl |1 voo ||on
2 =f|7Y 1 o |0, (6.61)
€ o o 1+vl||o,
et:
v
€13=€3=0 ; €53 = _:(611 +€55) (6.62)

L’inversion de (6.61) donne :

Gll

E
s =1_v2 (6.63)
O;» o o 1—V||e,

Les équations de Lamé-Navier se réduisent aux deux équations suivantes :

A+21)
M§i+ 2}/[]; (ul,l + u2,2),1 + }’1(“1,11 + u1,22) +f1 =0 (664)
A+21%)
ME;\_’_—ZJ(ul,l +u2,2),2+]’1(”2,11 +u2,22)+f2 =0 (665)
Quant aux équations de Beltrami-Michell, quatre équations apparaissent :
(011 + 0'22),11 + (011 + O'22),22 + (1 + v)(][1,1 +f2,2) =0 (6663)
(011 +025)11 =0 (6.66Db)
(011 +023), =0 (6.66¢)
(04, + 0‘22),12 =0 (6.66d)
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Les contraintes doivent vérifier a la fois les équations (6.66) et les équations d’é-
quilibre. En général, il n’y a aucune solution et c’est pourquoi on n'impose pas la
vérification des équations (6.66) 4] ; on impose seulement (6.66a). L’hypothése de
I’état plan de contrainte viole donc les équations du probleme tri-dimensionnel
mais cela reste une trés bonne approximation pour autant que la piece étudiée est

de faible épaisseur.

Remarques — Si les forces volumiques sont constantes ou nulles, les équations (6.59)
et (6.66a) sont identiques. Si de plus les conditions aux limites ne font pas apparaitre
de conditions aux limites en déplacement (si ce n’est le blocage des modes rigides),
alors on obtiendra les mémes contraintes o,,, 0,, et 0,, que le solide soit en état
plan de déformation ou en état plan de contrainte. En plus, ces contraintes se-
ront indépendantes des propriétés du matériau. Par contre, la contrainte 0,3, les
déformations et les déplacements seront, eux, différents en état plan de déformation
et de contrainte et dépendront des propriétés du matériau.

En comparant les lois de Hooke (6.54) et (6.63), on constate que l’on passe de
I’'une a l'autre par une simple substitution de modules élastiques : pour passer
de I’état plan de contrainte a I’état plan de déformation, il suffit d’effectuer les
substitutions :

E= — ; v= (6.67)

puis de supprimer les accents. Pour passer de 1’état plan de déformation a I’état
plan de contrainte, il suffit d’effectuer les substitutions :

_F(1+2v) L v’ (6.68)
o (1+v)2 1+ )

puis de supprimer les accents. Ces substitutions ne modifient pas .

6.3.5 Fonction de contrainte d’Airy

En I’absence de forces de volume, nous avons vu que 1’équation de Beltrami-Michell
était la méme en état plan de contrainte ou de déformation :

(011 4 025),11 (011 +053) 20 =0 (6.69)
Les équations d’équilibre en volume sont également les mémes :

011,1 0155 =0 (6.7oa)

012,14 70355 =0 (6.70Db)

La méthode la plus commode pour vérifier ces équations est d’introduire une
fonction de contrainte ¢, dite fonction d’Airy, telle que :

_Pe . _Ph ¢ (6.71)

= Oy = Opp = —
dx2 7 2 ox2 7 TP dx,dx,

Gll

[4] Ces équations imposent a la trace des contraintes d’étre linéaire ce qui est trop restrictif.
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On vérifie immédiatement que, quelle que soit la fonction ¢, les contraintes cal-
culées selon (6.71) satisfont 1’équilibre en volume (6.70). En introduisant (6.71)
dans (6.69), on trouve que la fonction d’Airy doit satisfaire a ’équation biharmo-

nique :

92 92 )( 82(1) 624)) B a4¢ . 84(1) 84(1) B (6.72)

ALD = (8x§ " dx2\dx2  Ix2 ] ox? 0x2dx2  Jdxt

Ainsi, la solution d’un probleme d’élasticité plane qui ne comporte pas de force de
volume se réduit a rechercher une solution de I’équation (6.72) qui satisfasse les
conditions limites, en contrainte ou en déplacement selon les données du probléme.

L'utilisation d’une fonction d’Airy sera illustrée dans le probléme de la traction

d’un barreau prismatique a la section 7.2.

6.4 Techniques de résolution numérique

Les techniques analytiques sont vite dépassées lorsque le probleme devient un peu
complexe, il faut alors recourir a des approches numériques. On distingue trois
grandes familles d’approches numériques pour la mécanique des milieux continus :

— les éléments finis;

— les différence finies;

— les éléments de frontiere.

La premiere approche a le mérite d’étre applicable quelle que soit la géométrie
du milieu. Elle est donc utilisée pour tous les problémes de mécaniques faisant
intervenir des géométries complexes : crash de voiture, écoulement sanguin, étude
vibratoire de fusée, conception de puce électronique contre I’échauffement excessif...
Les codes industriels les plus connus sont Samcef, Abaqus, Nastran et Ansys.

La méthode des différences finies nécessite des domaines de formes simples.
Elle est particulierement utilisé en météorologie, puisque I’atmosphére a une forme
simple, et pour I’étude d’écoulement.

Enfin, la méthode des éléments frontiéres permet la prise en compte simple

d’un milieu infini ou semi-infini mais ce milieu doit étre linéaire.

6.5 Thermoélasticité

Nous considérons maintenant le cas ou les déformations sont causées non seule-
ment par des contraintes mais également par des élévations de température. C’est
le phénomene de thermoélasticité. Une élévation de température a tendance, en

général 15), a faire gonfler les corps et une diminution, a les contracter. Une relation

[5] Le contre-exemple classique est celui de ’eau dont la densité est maximale a 4 °C.
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thermoélastique isotrope s’écrit :

1+Vv A% a
€ij = TGij—EGkkéij + g(T_To)éij (673)
~—
déformations déformations
d’origine mécanique d’origine thermique

La température T, est la température a I’état naturel. Le coefficient o est appelé
coefficient de dilatation thermique. Il relie la variation de volume a 1’élévation de
température. En effet, en considérant les contraintes nulles et en prenant la trace

de (6.73), on obtient :
Tre = (T -T,) (6.74)

En inversant la relation (6.73),on a:

Ea
—2v

0jj = )‘ekkéij T2U€; — L (T - To)éij (6.75)

La résolution d’un probléeme de thermoélasticité ne differe d’un probleme d’élasticité
que par la loi de comportement, si le champ de température T est supposée connu.
Ainsi, toutes les équations du tableau 6.2 sont a résoudre, excepté le comportement
qui doit étre remplacé par (6.75).

On peut aussi voir la thermoélasticité comme un probleme d’élasticité clas-
sique tel que donné dans le tableau 6.2 avec un chargement d’origine thermique

supplémentaire qui s’exprime par :

— un vecteur contrainte supplémentaire sur St — voir (6.4b) — de valeur [0 :
- E(X(T -T, )
Tj=———=# 6.76
d 1—av (6.76)
ou # est la normale extérieure a la surface St;
— une force de volume supplémentaire sur V :
-2 EOC -
| =— dT 6.
fa=-7—,,8r (6.77)
On remarquera que ces forces volumiques dérivent du potentiel :
Ea
_ T-T 6.78
2 (T-T,) (6.78)

Ce chargement supplémentaire est a ajouter au chargement réel Ty et fqa- Le
probleme de thermoélasticité est résumé dans le tableau 6.3. La contrainte réelle
est donnée par :

*

Voo1—-2v

0jj=0 (T —T,)0;; (6.79)

[6] Ne pas confondre le vecteur contrainte Tetla température T.
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Equations cinématiques

compatibilité

€= 1(gradir + (gradir)") sur V €ij = 5 (uij+uj;)
conditions aux limites en déplacement

— —
U =1ty sur Sy, u; = uy;

Equations d’équilibre

équilibre en volume

T = g R =g * *
divo + fg+fj=0surV o+ fai+fg; =0
équilibre en surface : conditions aux limites en contrainte
= > =4 = * L . *

o -in=Tq+T]sur St Gijn]—leJeri
symétrie des contraintes

== _=*T * %

o0 =0 surV 0 = 0
Equations de comportement

= == =

o = ATr(e)I+2pesur V 01-*]- = Xeikdjj + 2p€;;

TaBLEAU 6.3 — Equations d’un probléme de thermoélasticité linéaire isotrope



7

PROBLEMES CLASSIQUES D’ ELASTICITE

Les problémes détaillés dans ce chapitre permettent d’illustrer les techniques de

résolution du chapitre précédent.

7.1 Cylindre sous pression

On considere le cylindre circulaire de rayon intérieur a et de rayon extérieur b
indiqué sur la figure 7.1. Il est soumis a I’action de pressions interne p; et externe

p. uniformément réparties.

Pe

pi

Ficure 7.1 — Cylindre sous pression

Résolution Si le cylindre est suffisamment long, il est raisonnable de faire I’hy-
pothése de 1’état plan de déformation. Il est également tout indiqué de choisir
des coordonnées cylindriques, le vecteur ¢, coincidant avec celui du cylindre. Par
raison de symétrie, le déplacement d’un point quelconque ne peut étre que radial

et indépendant de O et z :

i = 1, ()2, (7.1)
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On en déduit par la formule du rotationnel en coordonnées cylindriques que

rotil = 3. Les équations d’équilibre en déplacements (6.44) donnent :

df1d
(gt oo =o (7.2
r
En l'absence de force de volume, cette équation s’integre facilement. On obtient :
ur:C1r+72 ; Ug=0 ; U, =0 (7.3)

ou C, et C, sont deux constantes d’intégration.

Pour les déterminer, il nous reste a imposer les conditions limites en contrainte.
Il faut d’abord calculer les déformations puis les contraintes associées au champ
de déplacement. Les déformations sont la partie symétrique du gradient des
déplacements. En utilisant la formule du gradient d’un vecteur en cylindrique, on
obtient :

G, G,
€T1’:C1_r_2 ; €66:C1"'r_2 ;€22 =€0=€;=¢€9; =0 (7-4)

Il n’y a donc pas de déformation de cisaillement, ce qui était évident a priori du fait
de la symétrie du probleme. En appliquant la loi de Hooke (6.54), il vient :

E ( C, Cz)

Opr =

T 1+vli—2v 2
E C, C,
Opp = =
1+v\t—-2v r? (7.5)
2vEC,
O =
Z (1 +v)(1-2v)

0rp = Orz = 0gz = O
La condition limite en contrainte s’exprime par :

G =Ty (7.6)
avec, sur la face intérieure 1]

i=-¢, ; Ta=p;¢ (7.7)

En utilisant (7.7), la relation (7.6) s’écrit sous forme matricielle, en coordonnées
cylindriques :

Oy O O []-1 pi
o o0gg O ||lo]|=]o0 = o (r=a)=-p; (7.8)
0 o0 0y,||lo o)

[1] Il est essentiel de comprendre l'origine des signes.
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Pour la face extérieure, on a :

5 Ta=-pee, (7.9)

S

=
et:
o, O o]l|1 —Pe
o 0gg O ||lo|=]| o = o,(r=a)=-p, (7.10)
0 0 Oy,llo o)

Les deux conditions sur o,, fournissent les deux constantes. Tous calculs faits, on

obtient :
_(-2v)atv)alp —bp, L 14V pi—pe
€= E b2—a> '’ €= E 1/a%2-1/b> (7:11)
Les contraintes non nulles valent donc :
5 _TPi=bpe  pi—pe
" b2 —a? r2/a? —r2/b>
a’p; —bp pi—p
Goo = b; — £+ 72/02’ — rz/b2 (7.12)
a’p; —b>p,
Oy =2V 52 — azp
Pour le déplacement u,, on trouve enfin :
1 1
= a0 2=V b pi=po) (7.13)

Cette exemple a permis d’illustrer 'approche en déplacement (voir section 6.3.1)
qui part d’'une forme du champ de déplacement et impose toutes les conditions sur
ce champ.

Remarques — Les contraintes o,, et 6gg dans la section du cylindre sont indépen-
dantes des constantes élastiques. Ceci est en accord avec ce que nous avions observé
en section 6.3.4. En clair, que le cylindre soit en plexiglas ou en acier, ces contraintes
seront les mémes [2]. La contraintes o,,, les déformations et déplacements dépendent
par contre des constantes élastiques.

Pour obtenir les résultats correspondants a I’état plan de contrainte, il suffit
de poser o,, et d’effectuer les substitutions (6.68). Celles-ci ne modifient pas les
contraintes o,, et ogg puisqu’elles sont indépendantes des constantes élastiques.
Enfin, la déformation €,, se calcule par (6.62).

Si I’épaisseur du cylindre est faible devant le rayon moyen R = (a + b)/2, on obtient,

au premier ordre, les contraintes suivantes en état plan de déformation :

pR vpR (1 —v?)pR?
Oy 0 ; Ogg~— ; Op~—— ; U =——"""—
rr 00 e zz e r Ee
ou p = p; — p.- Ces formules simplifiées permettent notamment de déterminer

(7.14)

rapidement les contraintes dans la paroi d’une chaudiére cylindrique sous pression.

[2] Cette propriété est le fondement de la photo-élasticité qui permet de visualiser des contraintes
dans du plexiglas dont les propriétés optiques varient avec la contrainte.
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7.2 Traction d’un barreau prismatique

Considérons le barreau de la figure 7.2 de longueur L, largeur 2h et épaisseur
unitaire faible devant h et [. Sa section droite a donc une aire A = 2h. Il est soumis

a des forces surfaciques d’intensité o uniformément réparties sur ses extrémités.

o D L IE o
D h — R
— N L Ll L L B s B——-¢,
] h —

Cl F

FiGURE 7.2 — Traction d’un barreau prismatique
Résolution Ce probléme illustre I'utilisation d’une fonction de contrainte d’Airy
évoquée en section 6.3.5. Considérons une fonction d’Airy de la forme :
¢ =Cx*+Coxy+Cyp° (7.15)

ou C,, C, et C, sont des constantes a déterminer. Cette fonction d’Airy est bihar-

monique. Les contraintes correspondantes valent :
oxx =2C5 5 0y =2C; 5 0y =-C, (7.16)

. . . . . . = =2
Il reste a imposer les conditions aux limites en contrainte o -1 =Ty :

=2 .
— sur la face EF, it = &, et Ty = &, soit :

2C; -C, ol|1 o
-C, 2C, offof=]of] = C5=0/2,C, =0 (7.17)
o o olfo o

= .
— sur la face CD, it = —¢&, et Ty = —0&,, soit :

2C; -C, of|-1 -0
-C, 2C, ofllo|=]|o0 = C;=0/2,C,=0 (7.18)
o o of|o

=2 .
— sur la face DE, 7 = —E; et Ty =0, soit :

2C; -C, o]|o
-C, 2C, ol|l-1|=|lo] = C,=0,C, =0 (7.19)

O () (0] (0]
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= .
— sur la face CF, 7 = E; et Ty = 0, soit :

2C; -C, of|o o}
-C, 2C, olli|=]o] = C(C,=0,C, =0 (7.20)
o) o ollo o

Les contraintes sont donc uniformes sur le barreau et valent :
Oxx =0 ; Oy =0 ; Oy =0 (7.21)

Si les faces avant et arriere du barreau sont libres, on est en état plan de contrainte

et les déformations sont données par (6.61) :

Vo
exx=0/E ; € =¢€,= —E I fw (7.22)

Pour obtenir les déplacements, il faut intégrer les relations déformations-déplacements
qui s’écrivent ici :

Uy Ty

Cxx =Uxx 5 Sy =Uyy 5 €y = 5 (7.23)
Les deux premieres donnent, respectivement :
o vo
ue=gx+fy) 5 wy=-Fpx+g) (7.24)

ou f(y) et g(x) sont des fonctions quelconques de y et x respectivement. En repor-

tant (7.24) dans la troisieme équation de (7.23), il vient :

f(y),y +g(x)y=0 = f(y),y =c ; gx)x=-c (7.25)
ou ¢ est une constante arbitraire. En intégrant (7.25) puis en reportant dans (7.24),
on trouve :

ux:%x—i-a—i-cy ; uy:—\%jx+b—cx (7.26)

ou a et b sont également des constantes arbitraires. Les déplacements ne sont
déterminés qu’a un mouvement de corps rigide pres, représenté par les fonc-
tions f(y) et g(x). Les constantes a et b représentent une translation et ¢ une
rotation. Les constantes 4, b et ¢ ne peuvent étre déterminées qu’en imposant trois
conditions d’appui adéquates.

Voici un certain nombre de conditions d’appui valides :

— Uy = Uy = Uy, = o en (0,0) : cela fixe le point A et empéche toute rotation

autour de ce point;
— Uy = uy = 0 en (0,0) et u, = o en (L,0) : cela fixe le point A et empéche le

mouvement du point B selon ¢, ;
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- uy = uy = o en (0,0) et u, = o en (o,—h) : cela fixe le point A et empéche le
déplacement du point D selon &.

Voici, par contre, un certain nombre de conditions d’appui non valides car elles ne

fixent pas completement les modes rigides ou empéchent le corps de se déformer :

- u,=u,=oen(o,0)etu, =oen (L,0)

y
— Uy = Uy, =oen (0,0) et uy, = oen (o,—h)
- uy=u, =oen(o,0)etu,=oen (L -h)
- uy=uy=oen(o,0)etu,=oen(L,-h)

Quelles que soient les conditions d’appui valides choisies, celles-ci ne modifient en

rien les déformations et contraintes a ’intérieur du barreau.

7.3 Torsion d’un barreau prismatique

On considere, figure 7.3, un barreau de surface latérale S, et d’extrémités S, et
Si. La surface S, est libre. Les déplacements selon ¢, et E; sont nuls sur la section
S, et ils sont imposés a u, = -OLy et u, = OLx sur la section S;. Ce mode de
déplacement correspond a une rotation d’un angle © autour de l’axe ¢, de la

surface S;. La composante z du vecteur contrainte est nulle sur S, et Sy.

FIGURE 7.3 — Barreau prismatique

Résolution C’est Saint-Venant, en 1855, qui s’est le premier intéressé a la résolution

de ce probleme. Il a postulé la solution sous la forme :

u,=-0zy ; Uy = Ozx ; u,=01YP(x,p) (7.27)
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et a montré que cette forme permet de satisfaire toutes les équations. C’est ce
que nous allons faire. Le champ de déplacement (7.27) correspond a une rotation
de chaque section du barreau. L'angle © représente la rotation entre deux sec-
tions distantes de un metre. Cela se voit immédiatement si on exprime (7.27) en

coordonnées cylindriques :
u,=0 ; ug=0zr ; u,=01VP(x,y) (7.28)

La fonction { représente le gauchissement de la section lors de sa rotation.
Essayons maintenant de vérifier toutes les équations du probleme élastique. Les

déformations associées au champ de déplacement (7.27) sont données par :

€xx = €py = €22 =€y =0 (7.29)
Upx+Uy, O,-7)

€xz = zx2 22 = ;C (7.30)
Uyy+Uy,, O,+x)

€= = (7:31)

Les contraintes correspondantes sont :

Oxx = Oyy = Ozz = Oxy = O (7.32)
Oxz = V(uz,x + ux,z) = VG(LP,X _y) (733)
Oyz = ]"(uz,y + uy,z) = V@)(lp,y +x) (7'34)

On note que ces contraintes sont indépendantes de la coordonnées z, la seule

équation d’équilibre en volume non triviale est donc :

Oxz,x T Oyzy = O (7-35)

Cette équation indique que nous pouvons exprimer les contraintes de cisaillement
Oy, et 0y, a l'aide d’une seule fonction ¢(x,y) appelée fonction de contrainte de
Prandtl par les relations suivantes :

Oxz = q),y y o Oyz = o (7-36)
Par les équations (77.34) et (7.36), on obtient :

Gy =m0y -y) ;5 —¢r=pO(P,+x) (7.37)

En éliminant 1 entre ces deux équations, on trouve que la fonction de contrainte ¢

doit vérifier :

A = —24@ (7.:38)
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Imposons maintenant 1’équilibre en surface sur la surface latérale S, :

o-i="Ty (7.39)

N — . - = - . A
ou 71 = cos &€y +sinae, et Ty = 0, ce qui entraine :
0O O Oyl|cosa o
0 0 oOyl|sinaf=fo] = 0Oy COsa+0y,sina=o (7.40)
Ox; Oyz O o o

L'angle « est ’angle que fait la normale extérieure avec I’axe €, comme indiqué sur

la figure 7.4. Soit s, I'abscisse curviligne du contour : on écrit les contraintes selon

S
)

FIGURE 7.4 — Section d’un barreau prismatique
la fonction de contrainte ¢ de (7.36) et la condition de surface libre (7.40) devient :

Oxz COS O+ 0y SIN QU= 0yzY s = Oy Xs = Gy s+ PrXs=Ps=0 (7.41)

Pour vérifier I’équilibre sur la surface latérale, il suffit donc que ¢ soit constant sur
cette surface. Concernant les conditions aux limites en contrainte, il faut s’assurer

que :
(6-M)-& =0 sur S,et$Sy (7.42)

Ces conditions sont trivialement vérifiées car o,, = o.

Résumons les résultats obtenus. Pour résoudre le probleme d’un barreau en
torsion de section quelconque, il suffit de trouver une fonction ¢ vérifiant I’équa-
tion (7.38) dans la section et s’annulant sur le contour de la section. Une fois ¢

connu, les contraintes sont définies par :

Oxx = Oyy =027 =0xy =0} Oxz = q),y y Oypz = —¢x (7-43)
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Nous sommes assurés que ces contraintes vérifient bien 1’équilibre en volume et en

surface. Finalement, les déformations sont données par (3]

Cxx =€y =€z =€y =0 ;€= ;_”q),y ;o Cyz = —2%[(% (7-44)
Pour trouver les déplacements, il reste a calculer 1V a partir de ¢ en utilisant (7.37).

Dans la formulation du probleme de la torsion d’un barreau, nous avons
considéré que la surface supérieure tourne d’un angle © et que la section inférieure
ne tourne pas. Pour parvenir a cette rotation relative, il faut des efforts. Ce sont
les réactions correspondant a la cinématique imposée. Calculons la résultante de

efforts sur la section supérieure. La force résultante selon &, est :

Fx=f (cs-eé)-é;d8=f 6, dS
S S

= ¢,de:J ngdq)-E;,dS:gg ¢cosadC=o0
St (€

Sp

(7-45)

On s’est servi de la formule (2.43) ainsi que du fait que ¢ est nul sur le contour (C)
de S;. De méme, on montre que la force résultante selon E; est nulle. Bien str, la
force résultante selon ¢, est également nulle puisque selon ¢, la section est libre
d’effort.

Concernant le moment résultant M appliqué a la section, il se calcule par :

Nip = [ FAG-E)dS = | FAG,8 - $.5)dS

S S

L . ' (7-46)
_ -f (% grad)Z, dS = f (- div($F) + div(¥)$)Z, dS

SL SL

La derniére égalité a été obtenue d’apres (2.79). Nous pouvons poursuivre en
utilisant la formule de Green-Ostrogradski (2.43) et le fait que ¢ = o sur (C) et
divi=2:

j—div(qﬁ) +div(¥)HdS = 95 (0F-77)2,dC + 2J¢?zd8 _ 2fq>ds 2. (7.47)
SL (@) SL SL
Le couple imposé est dirigé selon &, et vaut deux fois I'intégrale de ¢ sur la section.
Le calcul du moment résultant sur la section S, donne le moment opposé. On a
donc bien ’équilibre du barreau.

Si on fait le rapport entre le moment de torsion My et 'angle de torsion O,
on obtient une quantité appelée rigidité torsionnelle et notée Ry, qui est une ca-

ractéristique dépendant de la géométrie de la section et du matériau.

[3] Il est important de savoir interpréter pourquoi certaines composantes sont nulles et d’autres
non nulles a ’aide de la section 3.9.2.
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Remarque — L'équation (77.47) n’est valable que si la section du barreau est connexe.
Si la section du barreau n’est pas simplement connexe, c’est-a-dire que cette section
a des trous, on peut toujours imposer a ¢ d’étre nul sur le contour extérieur mais
on imposera seulement a ¢ d’étre constant sur les autres contours.

FIGURE 7.5 — Analogie de la membrane

On peut interpréter les équations que doit satisfaire ¢ par I’analogie dite de la
membrane. Considérons une membrane de la forme de la section de la poutre et
tendue dans son plan par une tension S, selon la figure 7.5. Si une pression p est
appliquée sur la membrane, celle-ci s’enfonce verticalement d’'un déplacement w

solution de I’équation :

pw=-£ (7.48)

En supposant w = o sur son contour, les équations régissant w sont identiques aux
équations régissant ¢ pour autant que l'on remplace 2p® par p/S.
Il faut alors travailler sur la section selon la version intrinséque de (7.36) :

G2 =gradp A2, (7-49)
et la version intrinseque de (7.37) :
gradd A2, = pO(gradp+ 2, A ) (7.50)

A titre d’exemple, prenons le cas d’un barreau a section circulaire illustré sur la
figure 7.6. Par symétrie et en ayant a l'esprit I’'analogie de la membrane, le champ

¢ ne dépend que de la coordonnée r en coordonnées cylindriques. La formule du
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FIGURE 7.6 — Barreau a section circulaire

laplacien est alors pour la quantité ¢ :
1d rdc[)
rdr\ dr

d’ou, en tenant compte de la condition ¢ = o en r = R et en imposant a ¢ de rester

= —2},1@ (7-51)

finfienr=o0:

MO (R,
=—(R* - .
b= ( r ) (7.52)
L'utilisation de (7.49) en coordonnées cylindriques donne (4] :
Or
Oz, =0 ; 0pg,=pOTr ; €,=0 ; €g;= Py (7-53)

Il reste a calculer le déplacement. Le gauchissement 1 se calcule par (7.50) et on
obtient { = o. Les déplacements sont donc :

ur=o0 ; ug=0zr ; u;=0VP(x,y) (7.54)

N

Dans le cas particulier d’un barreau a section circulaire, il n'y a donc pas de
gauchissement de la section lors de la torsion. Le moment de torsion est calculé
par (7.47) et vaut :

R4
Mr = M@T (7.55)

La rigidité tosionnelle vaut donc :

Ry = - (7.56)

[4] Il est recommandé de savoir interpréter pourquoi €,, = o et €g, # 0 a la lumiére de la section 3.9.2.






8

THERMODYNAMIQUE ET LOIS DE

COMPORTEMENT

8.1 Premier principe

La premiére loi de la thermodynamique (aussi appelée loi de bilan de 1’énergie)
a déja été présentée succinctement dans le chapitre 4. Nous reprenons ici cette
présentation de maniere plus approfondie en faisant ressortir les conséquences
mécaniques de cette loi. Cette loi met en relation trois quantités : I’énergie totale
du systeme, le taux de chaleur recu et la puissance des efforts extérieurs.

Par définition, I’énergie totale d’un systéme w est la somme de I’énergie interne

E et de I’énergie cinétique K :

N R

Blw)+K(w) = |

w

p(e+ 17-17)dv (8.1)
ou l'on note ¢, I’énergie interne massique.

Par analogie avec les hypotheses faites pour les efforts extérieurs, il est normal
de supposer qu’un systeme recoit de la chaleur a travers sa surface ou directement

en volume :

Q(w):quds+erv (8.2)

ou g est la densité surfacique de taux de chaleur recue et r la densité volumique
du taux de chaleur regue. La chaleur regue a travers la frontiere est ’analogue de
l’action du vecteur contrainte et la chaleur recue en volume est I’analogue de la
force de volume.

La source volumique de chaleur peut venir d’une action a distance, par exemple
par le biais de phénomeénes électro-magnétiques comme le chauffage par induction
ou le four micro-onde, ou bien venir d’un phénomene local non mécanique comme
une réaction chimique de combustion ou de changement de phase. La densité
surfacique du taux de chaleur regue g dépend du point considéré sur la surface et
la normale a cette surface. Le théoreme 4.2 nous apprend que cette dépendance est
linéaire :

q=-q-1 (8.3)
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Par définition, (%, t) est le vecteur courant de chaleur. Le signe négatif s’explique
. - Jon \
par le fait que 7 est la normale extérieure au systeme.
Finalement, nous sommes en mesure d’écrire le premier principe de la thermo-
dynamique. A chaque instant, la dérivée particulaire de I’énergie totale (somme des
énergies interne et cinétique) est la somme de la puissance des efforts extérieurs

exercés sur le systéme P¢ et du taux de chaleur recue par le systéme Q :

d(E + K)

=P (8.4)

ou plus explicitement tel que cela est écrit dans le tableau 4.2 :

d p(e+17-7)dv:f (q+f~17)ds+f(r+f-77)dv (8.5)
dt w 2 Jw w

La puissance extérieure est fournie au systeme par les forces imposées et par les
réactions sous les déplacements imposés. C’est donc une puissance mécanique
fournie au systéme. Par contre, le terme Q est une puissance fournie au systéme
sous forme de chaleur. Le premier principe de la thermodynamique permet de
relier ces deux puissances dans une méme équation.
Il est intéressant de combiner le bilan de I’énergie (8.4) au théoreme de ’énergie
cinétique 5.2 :
_dK

Pe = E'l',Pi (86)

pour obtenir :

. dE
1—__
P_dt

Q (8.7)
Les équations (8.6) et (8.7) sont illustrées sur la figure 8.1. La puissance extérieure
fournie est transformée en mouvement (dK/dt) et/ou en déformation (P'). Ensuite,
la déformation du milieu entraine un changement de I’énergie de ce milieu (dE/dt)
et/ou libére de la chaleur (—Q).

La relation (8.7) s’écrit sous forme locale :

de
Gijvi’]' = pa + qii— 71 (88)
T T 7
puissance variation taux de
intérieure d’énergie chaleur
volumique interne dégagée

et est souvent appelée équation de la chaleur.
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7)6
puissance extérieure
fournie au systeme

dK/ \ P

i

dt puissance intérieure
variation de déformation
I’énergie cinétique du systeme
AN
T -Q
variation taux de

d’énergie interne chaleur libérée

Ficure 8.1 — Bilan d’énergie

8.2 Second principe

Le premier principe de la thermodynamique fait intervenir deux concepts : la notion
d’énergie interne et de flux de chaleur. De méme, le second principe introduit deux
nouveaux concepts a savoir la température et I’entropie.

La température absolue notée T se mesure en Kelvin [K], n’est jamais négative
et peut étre définie en chaque point du milieu et a chaque instant : si cela n’est pas
possible, nous ne sommes pas en présence d’un milieu continu.

L'entropie notée S est une énergie par degré [J]-[K]™". Pour un systeme, c’est la
somme de chacune des parties du systeme. On suppose qu’en chaque point on est
capable de définir une entropie spécifique, c’est-a-dire une entropie par unité de

masse, s(%, t). Lentropie du systéme w s’écrit alors :

S= J ps(x, t)dv (8.9)

L'entropie n’est définie qu’a une constante preés pour un systéme donné. I1 suffit de
fixer s en un point et a un instant pour lever cette indétermination.

Le second principe s’exprime par une inégalité :

ds r g-it
T L T dv Lw T ds (8.10)

On voit que si T et dS/dt sont fixés, I'inégalité (8.10) fournit une inégalité portant
a priori sur le taux de chaleur que peut recevoir w. Si, a I'instant ¢, la température T
est uniforme, la condition (8.10) donne exactement une borne supérieure du taux

de quantité de chaleur que peut recevoir w, a savoir T%.
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L'inégalité (8.10) peut encore s’écrire :

dv>o (8.11)

en utilisant la formule de Gauss-Ostrogradski et le théoreme 4.3 sur la dérivation
d’une intégrale prise par rapport a une distribution de masse. Sous forme locale,

nous avons :
p§—1+div(i)>o (8.12)

I1 est souvent intéressant d’exprimer cette inégalité en ne faisant pas apparaitre
le terme de source de chaleur r. On peut éliminer r en se servant du premier

principe (8.8). Comme T est positif, on obtient :

ds d i -~
p(Td—i—d—i)+0'ijvi,j—%~gradT>o (8.13)

Il est aussi indiqué d’introduire ’énergie libre spécifique, définie par :
Pp=e—Ts (8.14)
qui permet d’écrire (8.13) sous la forme de I'inégalité :

7-eradT
% >0 (8.15)

- + S—) + 0V, —
souvent appelée inégalité de Clausius-Duheim. L'énergie libre s’exprime en fonction
de l'entropie comme variable indépendante alors que la variable indépendante est
la température pour 1’énergie libre.

Le membre de gauche de (8.15) est la dissipation notée d. Le second principe
nous apprend donc que la dissipation doit toujours étre positive. Cette dissipation
se compose de deux termes :

— la dissipation intrinseque (ou mécanique) volumique :

d dT
o2

E-I—Sa)-l—ﬁijvi’j (816)

— la dissipation volumique thermique :

q gradT

dth —
T

(8.17)

Il est d’'usage d’'imposer indépendamment le caractere positif de ces deux dissipa-

tions.
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La positivité de la dissipation thermique implique que le produit scalaire du
vecteur courant de chaleur 7 et du gradient de température est négatif. Lorsque la
-
conduction est isotrope, la relation liant 7 et gradT s’écrit :

§=-kgradT (8.18)

ou k est le coefficient de conduction. L’équation (8.18) est appelée loi de Fourier.
Habituellement, on se contente de supposer que k ne dépend que de la température
ou méme, plus particuliéerement encore, que k est une constante.

L’expression de I’énergie libre massique pour un milieu thermoélastique dans
le cadre de I’hypothése des petites perturbations est :

IP(T,E) = q)o - SO(T - To)
1 2E PoC (8.19)
+—[Xeg, +2ueji6ii — ——a(T-T,)ep — —(T-T,)?

20, kk KEij€ij 1—2v ( o)€kk To( o)
ou ), est I’énergie libre a déformation nulle et température de référence T, s, est
I'entropie a déformation nulle et température de référence T, et c est la chaleur
spécifique a déformation constante.

Calculons l'expression de la dissipation mécanique pour un matériau thermoé-

lastique. Il vient [*] :

dp dT
am = _po(_dt + SE) +0;ivi
dpdT dY . dT
- o(a—Ta " 9e;; “a)“’ﬁ”w (5:20)

Ea

T-T,)8; |v;i i +0ijv; i =0
—2\/( o) ij |Vi,j ijYi,j

= —(Xekkéi]- + 2}A€i]’ - L
ou on s’est servi de &;; = v; ; et g—qT) = —s par définition de I’énergie libre ainsi que de
la relation de comportement (6.75).

La dissipation mécanique est donc nulle pour un matériau thermoélastique : il
est réversible.

[1] Nous nous plagons dans le cadre de I’hypothése des petites perturbations et les densités actuelles

p sont trés proches des densités initiales avant déformation p,.
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