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Equations hyperboliques non-linéaires

Jean-Frangois COULOMBEL

23 septembre 2009

Quelques mots en guise d’introduction Le but de ces notes est de présenter différents
résultats sur 'existence et les propriétés des solutions d’équations hyperboliques scalaires non-
linéaires. Dans un premier temps, on aborde les solutions régulieres et on montre un critére
d’explosion en temps fini. Puis on aborde les solutions faibles et la notion cruciale de solution
entropique. La résolution du probleme de Riemann est la pierre angulaire sur laquelle est basée
le schéma de Glimm qui constitue le point culminant de ces notes. Le cas des équations scalaires
est techniquement beaucoup plus favorable que le cas des systémes pour présenter I’analyse de
Glimm. En se focalisant sur le cas scalaire, on essaie ainsi de familiariser le lecteur avec un
grand nombre d’outils qui seront nécessaires en vue de 1’étude ultérieure des systemes hyper-
boliques. L’avantage est que les démonstrations ci-dessous font appel a des prérequis somme
toute élémentaires : quelques notions de base de calcul et d’équations différentiels ainsi que la
théorie de l'intégration (intégration par parties et changements de variables pour les fonctions
d’une variable réelle, théoréeme de Fubini, lemme de Fatou, théoréeme de convergence dominée).
L’analyse se corse un peu sur la fin et on doit faire appel a la notion de mesure produit, ainsi
qu’a une version du théoreme de Helly sur les fonctions a variations bornées. Ces notions sont
rappelées au fur et a mesure du texte lorsqu’on y a recours. Par ailleurs, les fonctions a varia-
tions bornées jouant un role central dans cette théorie, on a rassemblé dans 'appendice A les
résultats essentiels qui sont utilisés ici. Le texte est parsemé d’un certain nombre d’exercices qui
peuvent étre des illustrations directes des résultats présentés, en particulier des calculs explicites
de solutions, ou encore des compléments. Certaines terminologies apparaissent en italique au fil
du texte.

Ces notes sont basées dans une tres large mesure sur les ouvrages d’Alberto Bressan (Oxford
University Press, 2000) et de Denis Serre (Cambridge University Press, 1999) dans lesquels
le lecteur trouvera une bibliographie complete ainsi qu’une étude des systemes hyperboliques.
Sans prétendre se substituer & ces ouvrages, le but que 1’on se fixe ici est de décortiquer, dans
le cas scalaire, tous les éléments des démonstrations en utilisant, autant que faire se peut, des
arguments élémentaires quitte a ne pas considérer les hypotheses les plus générales. L’auteur
remercie par avance tout lecteur qui voudra bien lui signaler d’éventuelles erreurs ou coquilles
qui subsisteraient dans le texte.

On se donne, une fois pour toute, une fonction f de classe €2 sur R et & valeurs dans R. On
s’intéresse alors a la résolution de ’équation non-linéaire :
Ou+ 0, f(u)y=0, t>0,z€eR, 1)
u(0,x) = up(z), xeR.

On note a(u) = f'(u). Ainsi a est une fonction de classe ¢! sur R. Dans le cas ol f est linéaire,
a est une application constante et on retrouve I’équation de transport. Dans tout ce qui suit, on
supposera toujours que ug est une fonction bornée sur R. On expliquera cette restriction un peu
plus loin.



1 Solutions régulieres, explosion en temps fini

1.1 Existence de solutions régulieres

Comme dans I’étude de I’équation de transport, le premier probleme que 'on se pose est la
résolution de I’équation (1) lorsque la donnée initiale ug est réguliere, c’est-a-dire de classe €'
au moins. Il est relativement naturel d’espérer pouvoir construire une solution v de classe !
par rapport & ses deux variables (¢, z). La méthode pour construire une telle solution s’appelle
la méthode des caractéristiques. Elle est basée sur le calcul suivant : supposons qu’il existe une
solution u de (1) définie sur [0,7] x R pour un certain réel T > 0, avec u de classe ¢! sur
[0,T] x R. Autrement dit, supposons qu’on ait déja résolu (1) et construit une solution réguliere.
La solution u vérifie :

V(t,z) €[0,T] xR, (Owu)(t,z) + (8x(fow))(t,z) =0,
VeeR, u(0,z)=ug(x).

Soit xg € R, et soit X (t) la solution de I’équation différentielle non-linéaire :

X (O) = X0 .
Comme a et u sont de classe €' par rapport & leurs arguments respectifs, existence de X sur
un intervalle [0,7%], Ty > 0, découle du théoreme de Cauchy-Lipschitz. A priori, il n’est pas
exclu d’avoir T, < T car I'équation différentielle (2) est non-linéaire, et en principe 7T dépend
de z¢. La courbe {(t, X (t)),t € [0,T]} est appelée la courbe caractéristique issue de xy (ou pour
étre tout-a-fait précis, issue de (0,zg)). On calcule alors :

St X(0) = ) (1, X (1) + X' (1) (@)t X (1)
= (Qpu)(t, X (t)) +
X(t)) +

( )

( a(u(t, X (t))) (Opu)(t, X (t))
= (Qu)(t, X () + (f(u) Opu)(t, X (1))
= [Ovu + 0:f (w)] (¢, X (1)) = 0.

On en conclut que la fonction (¢ — u(t, X(t))) est constante sur son intervalle de définition ; elle
est donc égale a sa valeur en 0, c’est-a-dire ug(xg). Si on reporte cette information dans (2), on
s’apercoit que X vérifie :

{X'a) — a(uo(x0)) ,
X(0) = zo,

et donc on obtient :
X(t) = zo + ta(ug(zo)) - (3)

La courbe caractéristique {(¢, X (t))} issue de xg est donc une ligne droite! Par ailleurs, X est
définie sur tout l'intervalle [0, 7] et pas uniquement sur un sous-intervalle [0, T]. Contrairement
au cas de ’équation de transport, la pente de la caractéristique issue de xoy dépend ici de la donnée
initiale ug. Autrement dit, pour deux données initiales différentes, les courbes caractéristiques
ne seront pas identiques.

En utilisant 'expression explicite (3) de X(t), et le fait que la fonction u est constante le
long des courbes caractéristiques, on obtient :

V(t,z0) € [0,T] xR, u(t,zo +ta(uo(wo))) = uo(zo) - (4)

La probleme est alors le suivant : étant donné un point (¢,z) € [0,7] x R, peut-on trouver un
point zy € R tel que (¢, z) se situe sur la courbe caractéristique issue de 7 Si on peut trouver
un tel zg, alors u(t,z) = wug(xzp) et on obtient ainsi la valeur de u en (¢,x). Il s’agit donc de



savoir si I’on peut remonter les caractéristiques, c’est-a-dire trouver le pied de la caractéristique
passant par x au temps t.

Le théoreme suivant montre qu’il est effectivement possible de remonter les caractéristiques,
et de construire une solution de (1) :

Théoréme 1 (Solutions régulieres locales en temps). Soit ug de classe €1 bornée, a dérivée
bornée. Alors il existe un réel T > 0 et il existe une unique solution u de (1) de classe €' sur
[0,7T] x R.

De plus, tout réel T > 0 vérifiant la condition (5) ci-dessous convient.

Avant de démontrer le théoreme 1, on commence par établir le lemme suivant :

Lemme 1. Soit ug de classe €' bornée, a dérivée bornée. Soit T > 0 un réel vérifiant :

1+ T inf (aowug) (y) >0. (5)
yeR

Alors Uapplication :

®:[0, 7] xR—[0,T] xR
(t,x) — (t,x + ta(up(z))),

est un €-difféomorphisme de [0,T] x R sur [0,T] x R.

Démonstration du lemme 1. Remarquons tout d’abord que (a o ug)’ = a'(ug)uy est bornée
comme produit de deux fonctions bornées. Il existe donc bien un réel 7' > 0 vérifiant (5).
Dans le cas ou la donnée initiale n’est pas bornée, ou bien si sa dérivée n’est pas bornée, I'exis-
tence d'un T' > 0 vérifiant (5) n’est pas automatique. Cela explique pourquoi on s’est restreint
des le début a des données initiales bornées.

Comme a et ug sont de classe €1 sur R, il est clair que I'application ® est de classe €'
sur [0,7] x R. Par ailleurs, l'application affine (¢t — 1+ ¢ infycr(a o up)'(y)) prend des valeurs
strictement positives en 0 et en T'. Elle prend donc des valeurs strictement positives sur tout le
segment [0, 7. L’inégalité (5) a donc lieu si I'on remplace T" par n’'importe quel ¢ € [0, 7.

Pour t € [0, T] fixé, notons ¢; 'application de classe €™ :

¢ R— R
x— x+talug(x)).

On calcule
dp(x) =1+t(aoug) (x) >1+t in]g(a oug)(y) > 0.
ye

Ainsi ¢} est minorée par une constante strictement positive, donc ¢; est un %'-difféomorphisme
de R dans R.

On vérifie maintenant que l'application ® est injective. En effet, supposons que ®(t1,x1) =
O (t, x2), c’est-a-dire :

(t1,21 + t1 a(ug(x))) = (t2, 22 + ta alup(z2))) .

On obtient directement t; = to, et en notant simplement ¢ cette valeur commune, on trouve
o¢(11) = ¢r(x2). Comme ¢, est injective, on a x1 = x9, et P est injective.

Vérifions la surjectivité de ®. Soit (¢,y) € [0,7] xR ; on cherche deux réels s € [0,T] et x € R
tels que ®(s,z) = (t,y). Bien str, on voit tout de suite qu’il faut prendre s = ¢, et que x doit
satisfaire ¢¢(z) = y. Comme ¢; est une bijection de R dans lui-méme, on a P (¢, gbt_l(y)) = (t,y),
et donc P est surjective.

Pour finir, on calcule la matrice jacobienne de ® au point (t,z) € [0,7] x R :

1 0
be(t,) = (a(uo(x)) 1 +t(aou0),(‘r)> .



Le déterminant de cette matrice ne s’annule pas, et cela permet de conclure (grace a I'injectivité
de ®) que ® est un ¢'-diffSomorphisme de [0,7] x R sur son image, dont on a montré qu’elle
était exactement [0, 7] x R. On a ainsi démontré le lemme 1. O

Le lemme 1 assure que sur un intervalle de temps [0,7] suffisamment court, les caracté-
ristiques ne se croisent pas (® est injective) et que de plus on peut remonter les caractéristiques
(P est surjective). Passons maintenant a la démonstration du théoréeme 1.

Démonstration du théoréme 1. Soit T > 0 un réel vérifiant la condition (5), et soit ® le €-
difffomorphisme défini au lemme 1. Pour (t,z) € [0,7] x R, on note :

7 (t,x) = (1,0, ),
et on définit une fonction u par :
V() € 0,T] xR, ult,) = uo(p(t, z)) (6)

Par rapport au calcul développé au début de ce paragraphe, il faut comprendre que ¢(t,z)
n’est rien d’autre que le pied de la caractéristique passant par z au temps ¢, et que (6) est
une réécriture de la relation (4) traduisant le fait qu'une solution ¢ de (1) est nécessairement
constante le long des courbes caractéristiques. La formule (6) constitue donc la seule possibilité
pour définir une fonction u qui puisse étre une solution ¢* de (1).

Comme & est un ¢ !-difféomorphisme, I’application ¢ est de classe ! sur [0, 7] x R, et donc
u est également de classe €1 sur [0,7] x R. Par ailleurs, on a ®(0,z) = (0,z) pour tout = € R,
donc ¢(0,x) = x pour tout x € R. Il s’ensuit que u(0,z) = up(z).

Il ne reste donc plus qu’a vérifier que u est solution de I’équation aux dérivées partielles.
Pour cela, on part de la définition (6), et on calcule :

(Opu)(t,z) + (Onf(w)(t,z) = (Opu + a(u) Opu)(t, x)
= [(ug 0 9) (Bep +acug o pdep)] (t,7). (7)

Par définition de ¢, on a ®(t, o(t,x)) = (¢, z), c’est-a-dire :
V(t,z) € [0,T] xR, o(t,z)+1t(aou)(p(t,z)) ==.

En dérivant successivement par rapport a t puis par rapport & x, et en rappelant que 1" vérifie
(5), il vient :

~ —aougop(tr) . 1
9et2) = T om0 = Tt @omy et a)

On reporte ces expressions de 0y et 0, dans (7), et on trouve finalement :
V(t,x) € [0, T] xR, (Qwu)(t,z)+ (Oxf(u))(t,x) =0.

La formule (6) définit donc bien une solution ¢ de (1).

Pour vérifier que la solution est unique, on considére v une autre solution de classe €' sur
le méme ensemble de définition [0, 7] x R, avec la méme donnée initiale ug. On reprend alors les
calculs développés au début de ce paragraphe : a partir de tout point xg, on définit la courbe
caractéristique (associée a la solution v) issue de xq. Par le calcul précédent, on se rend compte
que cette courbe est une droite de pente a(ug(xg)), et que la solution v est constante le long de
cette courbe. Donc u et v coincident sur toutes les caractéristiques. Comme les caractéristiques
recouvrent [0,7] x R, u et v sont égales. O



D’apres le théoreme 1, on sait donc résoudre ’équation (1) sur un intervalle de temps [0, 77,
pour T > 0 suffisamment petit. On dit qu’on a une solution locale en temps. Par construction,
voir (6), la solution vérifie le principe du maximum :

V(t,x) €[0,T] xR, infuy <wu(t,z) <supup.

Par ailleurs, si les données sont régulieres alors la solution l’est aussi. Plus précisément, si en
plus des hypotheses du théoreme 1, on suppose également que f est de classe €71 et ug de
classe €7, avec p > 1, alors u est de classe €P. (On vérifie en effet dans ce cas que ® est un
¢P-difféomorphisme!.)

Une fois que ’on a construit une solution locale en temps, on peut se demander (comme dans
Pétude des équations différentielles ordinaires) s’il existe une solution globale en temps, c’est-a-
dire 'l existe une solution u de (1) qui soit de classe € sur [0, +oo[xR. Cette problématique
fait 'objet du paragraphe suivant. Terminons ce paragraphe par quelques exercices.

Exercice 1. En supposant f(u) = u?/2, et donc a(u) = u, trouver une fonction ug de classe €*
sur R, bornée, mais dont la dérivée n’est pas bornée, et telle que pour tout T > 0, la fonction ®
définie au lemme 1 ne soit pas un €' -difféomorphisme sur [0,T] x R.

En supposant f(u) = exp(u), trouver une fonction ug de classe €' sur R, non bornée mais
dont la dérivée est bornée, et telle que pour tout T > 0 la fonction ® définie au lemme 1 ne soit
pas un €*-difféomorphisme sur [0,T] x R.

Exercice 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, montrer que la solution u vérifie que pour tout
t € [0, T, Uapplication (z +— u(t,x)) est de classe €' sur R, bornée, et de dérivée bornée.

1.2 Existence globale, explosion en temps fini

Concernant ’existence d’une solution globale en temps, un permier cas favorable est le sui-
vant :

Proposition 1 (Solutions régulieres globales en temps). Soit ug de classe €1 bornée, a dérivée
bornée. Supposons de plus que (aoug)’ > 0. Alors il existe une unique solution u de (1) de classe
€' sur [0, +oo[xR.

Démonstration de la proposition 1. En supposant vérifiée la condition (a o ug)’ > 0, on se rend
compte que n'importe quel réel T' > 0 vérifie la condition (5). On peut méme montrer dans ce
cas que 'application :

@ : [0, +00[xR — [0, +0o0[xR
(t,x) — (t,x + ta(up(z))),

est un ¢'-difféomorphisme de [0, +o0o[xR dans lui-méme?. En suivant la démonstration du
théoréme 1, on peut définir une solution u sur tout [0, +00[xR. Une telle solution est unique car
la restriction & tout ensemble [0, 7] x R est unique en vertu du théoréeme 1. 0

En fait, la condition (a o up)’” > 0, qui est suffisante pour avoir I'existence d’une solution
réguliere globale, est également nécessaire. Il s’agit donc du seul cas d’existence d’une solution
réguliere globale en temps, comme on le montre dans le théoréme suivant :

Théoréme 2 (Explosion en temps fini). Supposons f de classe €3 et ug de classe €2, bornée
et a dérivée bornée. Supposons qu’il existe un réel z tel que (a owug)'(z) < 0, et posons :
-1

T = - >0.
infyegr(a o up)'(y)

'Exercice : montrer ce résultat.
2Exercice : montrer ce résultat en adaptant la démonstration du lemme 1.



Alors il existe une unique solution u de (1) de classe €2 sur [0, T*[xR, et T* est mazimal pour
cette propriété : si v est une solution de (1) de classe €% sur [0, T.[xR, T, > 0, alors on a
T, <T* et v=mu sur |0, T,[xR.
De plus, on a :
tli%l* sup |Oyu (t,y)| = +o00. (8)
- yeR
Démonstration du théoréme 2. Pour l'existence et l'unicité de la solution u sur [0,7*[xR, il
suffit de procéder comme dans ’étude des équations différentielles ordinaires et de “recoller”
les solutions fournies par le théoréme 1 (la régularité € provient de la remarque faite apres le
théoreme 1). En effet, d’apres la définition de 7%, on a :

VT el0, T[], 1+T ig&(aouo)'(y) >0,
y

donc on sait qu'il existe une unique solution u de (1) de classe €' sur [0, 7] x R, quelque soit
T € [0, T*]. On recolle alors les solutions définies sur [0, (1 —27™)T™*] x R, n € N.

Supposons maintenant qu'il existe un réel T, > 0 et une solution v de (1) de classe € sur
[0, TX[xR, avec la méme donnée initiale ug. On définit une fonction w sur [0, T, [xR par :

V(t,r) € [0, Tu[xR, w(t,z)=d (v(t,x)) (0zv)(t,x). (9)

Comme v est de classe €2 sur [0, Ty[xR, et a est de classe €2 sur R, w est de classe ¢! sur
[0, T« [xR. On calcule :

Ohw + a(v) pw = d' (v) [0p0zv + a(v) D 0,v] + a” (v) [Opv + a(v) Dpv] Opv
"(0) (000 + a(v) 0y 0,
"(0) [02(0pv + a(v) Bpv) — (Ora(v)) Oyv]
= — [d'(v) 8961)]2 = —w?. (10)

a
a

Soit maintenant o € R, et soit X (t) = xo + ta(up(zp)) 'équation de la caractéristique issue
de x¢. La solution v est constante le long de cette caractéristique. De plus, en utilisant 1’égalité
(10), on trouve :

d

Wt X)) = —w(t, X(1)?*,  w(0,X(0)) = (aouo)(z0). (11)

L’équation (11) est une équation différentielle de Ricatti qui s’integre explicitement :

vie 0L, w(tX(1) =1 f,f?;éfg()o)) "1 Jr(i (()auc?zgs)c'o()xo) ' 1

En particulier, comme 'application (¢ — w(t, X(¢))) est de classe ¢! sur l'intervalle [0, 7], le
dénominateur ne peut pas s’annuler, donc il garde un signe constant. On en déduit :

Vte [0, ], 1+t(aowugy) (zg)>0.
En faisant tendre t vers T, puis en prenant 'infimum sur tous les xg € R, il vient :

1+ T, inf (aoug)'(y) > 0.
yeR

D’aprés la définition de T™, on trouve donc :

T,
1-— F Z 07
c’est-a~dire T, < T™*. On a donc bien montré T, < T*, et dans ce cas, le théoreme 1 montre que
u et v coincident sur [0, T [xR.



Considérons notamment le cas particulier T, = T%, et v = u. En utilisant la définition (9)
de w, ainsi que l'expression (12), on a :

(a 0 up)'(xo)
Vte[0,T%], o (u(t,X(t))(0,u)t,X(t) = . 13
LT[ (e X(0) G0 (. X(0) = 13 S (13)
Comme la solution u est constante le long de la caractéristique issue de zg, on a a/(u(t, X (t))) =
a’(ug(zg)). La fonction ug étant bornée, on peut donc majorer :

|’ (uo(w0)) (Owu)(t, X (£))] < sup |a(uo(y))| sup [0z (£,y)|. (14)
yeR yeER

On va appliquer cette majoration dans (13), en choisissant le point 2y de maniére appropriée.

Plus précisément, on se donne une suite (y,)nen telle que la suite ((a o up)' (yn))nen converge

vers infg(a o ug)’ = —1/T*. On considere alors 1'égalité (13) au point z¢g = y,, et on utilise la

majoration (14). On obtient :

VneN, Vtelo,T*,

(@ © uo) (yn)] ,
T+t (ao o) ()] = SR la(wo(y)l sup|du(t,y)l.

En faisant tendre n vers +o0o, on trouve :

vte[0,T7, < sup |/ (uo ()] sup |0z (t, )| - (15)

T* — t - ye ye
La quantité sup,ep |a’(uo(y))| étant nécessairement non-nulle (sinon I'inégalité (15) ne pourrait
avoir lieu), on a finalement obtenu :

c
&
vt e [0, T, zlel]gmwu(t,yﬂ >
ou ¢ est une constante strictement positive. En particulier, cela montre (8), et conclut la
démonstration du théoreme 2. O

Exercice 3. On suppose f de classe €3. Montrer que si f n’est pas une application affine, alors
il existe une donnée initiale ug de classe €2, bornée et de dérivée bornée, vérifiant :

inf (a o up) (y) < 0.

yeR

Le cadre des solutions régulieres n’est donc pas adapté (sauf dans le cas ou f est linéaire)

pour résoudre I’équation (1) globalement en temps. Dans le cadre du théoréme 2, le temps T*
est appelé le temps d’explosion de la solution u. Remarquons que la solution w est bornée sur
[0, T*[xR, car elle vérifie le principe du maximum sur tout [0,7] x R avec T' < T*. Elle vérifie
donc le principe du maximum sur [0, 7*[xR :

V(t,x) € [0, T*[xR, infug < u(t,z) < supug.

En revanche, la dérivée partielle de u par rapport & x ne reste pas bornée lorsque 1’on s’approche
du temps d’explosion. On peut également montrer que la dérivée partielle de u par rapport a ¢
n’est pas bornée lorsque ’on s’approche du temps d’explosion.

On représente ci-dessous le phénoméne d’explosion en temps fini dans le cas f(u) = u?/2,
qui porte le nom d’équation de Burgers. La donnée initiale est en forme de “cloche”. (Vérifier
qu’une telle donnée initiale satisfait les hypotheses du théoreme 2.)

La figure 1 montre bien que la solution u reste bornée, tandis que sa dérivée par rapport
a x explose. Si 'on veut prolonger la solution u au-dela du temps T, il faut nécessairement
autoriser a u d’étre discontinue. Dans ce cas, u ne peut étre solution de ’équation (1) que dans
un sens faible (c’est-a-dire au sens des distributions), et plus au sens classique.

L’exercice suivant illustre le lien (important) entre ’explosion en temps fini et le comporte-
ment des courbes caractéristiques :



01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o 01 02 03 o4 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Fi1G. 1 — Explosion d’une solution réguliere de I’équation de Burgers. La solution est représentée
a quatre instants successifs.

Exercice 4. Supposons ug de classe €1 bornée et de dérivée bornée. Soit alors X (t) = x +
ta(ug(z)) équation de la caractéristique issue de x. Montrer que (a o ug)’ > 0 si et seulement
si pour tous x1 # T2, les courbes caractéristiques issues de x1 et xo ne se coupent pas dans le
demi-plan [0, +oo[xR.
En déduire que infr(a o ug) < 0 si et seulement si on peut trouver x1 # xo tels que les
courbes caractéristiques issues de x1 et xo se coupent dans le demi-plan ouvert |0, +oo[xR.
Faire un dessin des courbes caractéristiques dans les deux situations.

2 Solutions faibles, premieéres propriétés

On reprend la démarche adoptée dans le cas de ’équation de transport. Le but est de
définir une notion de solution faible qui autorise & une telle solution d’étre peu réguliere (pas
nécessairement de classe €'1), et telle que toute solution réguliere soit solution faible. Supposons
que u soit une solution réguliere de (1) sur [0, +-00[xR, et soit ¢ une fonction de classe €' sur
[0, +00[xR & support compact. On calcule :

0= / (Opu + Oy f (u))pdt da
[0,400[xR

= /R </0+OO(8tu)cpdt> dx+/0+oo (/R(axf(U))wdx> dt
_ _/R </0+°Ou(at¢) dt) d:z:—/Ru(O,x) (0, 2) dx—/0+oo </R F(u) (9y0) dx) dt

:—/ u@tgo—l—f(u)@wgpdtdx—/uo(:n)go(o,x)dzr.
[0,400[xR R
On a donc obtenu la relation :

/ udp + f(u) Oppdtdr + / uo(x) p(0,2)dx =0, (16)
[0,+00[xR R

pour toute fonction ¢ de classe €' a support compact dans [0, +0o[xR. On est donc assez
naturellement amené a définir la notion de solution faible comme suit :



Définition 1 (Solution faible). Soit ug € L°(R). Une fonction u définie sur [0,+oo[xR et d
valeurs dans R sera dite solution faible de (1) si :

e uc Ll ([0,+00[xR), et f(u) € L}, ([0, +0o[xR),

e pour toute fonction ¢ de classe €*, et a support compact dans [0, +o0o[xR, on a la relation :

/ udp + f(u) Oppdtdr + / uo(x) p(0,2)dx = 0. (17)
[0,+00[xR R

Exercice 5. Supposons f(u) = u?/2. Trouver une fonction v € L} (R) telle que f(v) & LI (R).

loc loc

L’exercice 5 montre que dans la définition d’une solution faible, la vérification de f(u) €
L} ([0, +0o[xR) n’est pas forcément immédiate. L’appartenance de f(u) a L} ([0, +0o[xR) est
par ailleurs nécessaire pour donner un sens a 'une des intégrales intervenant dans (17).

Dans toute la suite de ces notes, on ne rencontrera que des solutions faibles u qui seront
bornées sur [0, +o0o[xR. Les fonctions u et f(u) seront donc localement intégrables car elles

seront toutes les deux bornées.

Exercice 6. Vérifier que si u est une solution de classe €1 de (1) sur [0, +oo[xR, alors u est
solution faible de (1).

En autorisant aux solutions d’étre non dérivables et méme éventuellement discontinues, on
espere pouvoir résoudre (1) globalement en temps. On a vu plus haut que trouver une solution
réguliere globale en temps est en général impossible. Néanmoins, la notion de solution faible
définie plus haut présente le désavantage d’autoriser beaucoup (trop) de solutions pour une
méme donnée initiale :

Proposition 2 (Non-unicité des solutions faibles). Soit f(u) = u?/2 et soit ug = 0. Pour p > 0,
on définit :
0 six < —pt,
“9p si—pt<ax<0,
V(t,2) €0, +oo[xR, u(ta)=q P 7 P T
2p si0 <z < pt,

0 six > pt.
Pourt =0, on pose vy(t,z) =0 pour tout x € R. Alors v, est une solution faible de (1).

Démonstration de la proposition 2. La fonction v, est mesurable et bornée sur [0, +oo[xR (sa
norme L* vaut 2p). On en déduit que v, et f(v,) sont localement intégrables sur [0, 4+o0o[xR.
Soit alors ¢ une fonction de classe ¢! & support compact dans [0, +oo[xR. On veut montrer
que (17) a lieu avec ug = 0 et f(v,) = UIQ, /2. Pour cela, on commence par calculer :

+oo
/ 11}12,(95(;4,0dtd:v:/ / 1vp(t,:v)2 (Ozp)(t,x)da ) dt
[0,00[xR 2 0 R 2

_ /0 o < /_ I:tz 2 (050) (L, 2) dx) dt
_ 97 /0 T loltpt) — gt —po)] dt. (18)

On calcule ensuite :

/[0,+oo[><]Rvp Orpdtdx = /]R </O+OO vp(t, ) (Orp)(t, ) dt) dz
_ /0+oo </0+°° vp(t, ) (D) (t, ) dt) dx + /_(; (/0+°° vp(t, ) (D) (L, ) dt> dz. (19)



Siz >0, on awvy(t,x) =0 pour t €]0,z/p[ et vy(t,z) = 2p pour t > z/p, donc :

+o00 +o0o +o0o +o0o
/ ( / oyt ) (9r0) (£, 7) dt> dz = / 2p / () (L, 2) dt | da
0 0 0 z/p
—-i/+m2 (EJ»dx (20)
0 Y D’ .
De méme, si x < 0, on a vy(t,z) = 0 pour t € |0, —x/p[ et v,(t,x) = —2p pour t > —x/p, donc :
0 400
/ </ vp(t, ) (Orp)(t, ) dt> dz = / / (Opp)(t,x)dt | dx
—00 0 —z/p

:/0 2p<p<_?w,a:> dz. (21)

—00

En reportant (20) et (21) dans (19), on obtient :

+o00 0
/ vpﬁtgpdtdx:—/ 2p<p<£,:17> dx+/ 2p<p<—x,x) dx
[0,4c0[xR 0 p ) p
“+oo “+oo
—-2? [ grpndraz [ ermopdr. @)
0 0

En combinant (18) et (22), on trouve :
L o
vp Opp + §vp8xcpdtda; =0,
[0,400[xR

ce qui montre que v, est une solution faible, au sens de la définition 1, de :

@%+a4§)zo,tzmxek,

vp(0,2) =0, reR.
O

Pour une méme donnée initiale, on arrive & construire une infinité (non-dénombrable!) de
solutions faibles. Le constat est alors le suivant : en se restreignant aux solutions réguliéres il
n’existe pas toujours de solutions globales en temps de (1), mais si ’on considére des solutions
faibles (au sens de la définition 1) il n’y a pas unicité des solutions. Cependant, si ’'on cherche

a résoudre ’équation :
2

@u+@(%):0,t2mxek,
u(0,z) =0, reER,

on voit facilement que u = 0 est une solution (réguliere!) globale en temps, et que cette solution
semble un peu plus naturelle que les solutions v, données par la proposition 2. En particulier,
on note que ces solutions v, ne vérifient pas le principe du maximum car v, prend des valeurs
strictement positives aussi bien que des valeurs strictement négatives, tandis que la donnée
initiale est nulle. Dans le paragraphe suivant, nous allons introduire un critere d’admissibilité
des solutions qui sera tel que les v, seront des solutions déclarées inadmissibles.
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3 Notion de solution entropique

Le principe général qui conduit au critére d’admissibilité est le suivant : les “bonnes” solutions
de (1), autrement dit les solutions qui sont physiquement admissibles, sont limites quand e tend
vers 0T, de solutions de ’équation :

(23)

Ou+ Opf(u) =e0pu, t>0, 2R,
u(0,z) = up(x), z €R,

ou, par rapport a (1), on a rajouté la dérivée du second ordre 9,,u pondéré par un petit coefficient
positif . Si pour tout € > 0 on note u® la solution réguliere de (23), alors une solution u de
(1) sera admissible si u® tend vers u (dans un certain sens...). Bien entendu, tant que 'on ne
précise pas en quel sens u® doit tendre vers u, on ne définit rien du tout ; on énonce simplement
un principe général et pas une définition mathématique. Remarquons également que ce principe
repose sur le fait qu’on sache effectivement résoudre (23) et que cette équation admette une
solution réguliere, définie globalement en temps (ce qui est possible, mais requiert un peu de
travail).

Restons encore un peu dans le domaine du “non-rigoureux”, et supposons que u® est une
solution réguliere de (23) qui tend, quand e tend vers 0T, vers une fonction u. On ne précisera
pas en quel sens u® tend vers u, car on reste pour 'instant dans le domaine du “non-rigoureux”.
Soit alors n € €%(R) une fonction convexe, et soit ¢ € €*(R) une primitive de 7 a. On rappelle
que a désigne la dérivée de f, et que a est de classe €*. On calcule :

Om(u®) =n'(u) Opu® = ' (u°) (= Opf(u°) + € Oppu”)
= —(1'(v°) a(u®)) Dpu® + 7' (u”) Dygu®
= —¢/(uF) D 4 € Open(u€) — 1 (uF) (D us)?
= —0:q(0%) + € Dya(u®) — 1" (u) (Fpu)?.
Comme 7 est supposée convexe, on a 7" > 0, et on en déduit I'inégalité :
—Om(u®) — 0pq(u®) + € Dpen(u®) > 0.

Soit alors ¢ une fonction de classe €2 sur [0,+o0o] xR, & support compact et positive. On
multiplie 'inégalité précédente par ¢ (ce qui ne change pas le signe de 'inégalité), puis on
integre sur [0, +oo[ xR :

/ ( — Om(u®) — Opq(u®) + eﬁmn(ue)) pdtdx > 0.
[0,400[xR
En intégrant formellement par parties, on obtient :

| om0+ ) dup+ en) duspdtda + [ n(uo(w) p(0,2) do > 0.
[0,4+00[xR R

Maintenant, on fait tendre € vers 0T, en gardant & l'esprit que u® tend vers une limite u. Si on
passe a la limite sous les intégrales sans rien justifier (mais nous sommes provisoirement dans le
domaine du “non-rigoureux”), on obtient finalement :

| nwae g pdeds+ [ n(un(e) p(0.)de > 0. (24)
[0,400[xR R

Remarquons que cette derniere inégalité ne fait plus intervenir que la limite u, ainsi que les
fonctions 7, ¢ et p. On remarque également que 'inégalité (24) garde un sens pour ¢ seulement
de classe €, et pas de classe €2 comme nous 1’avons supposé plus haut. Si 'on considere que les
“bonnes” solutions de (1) sont limites, quand € tend vers 07, de solutions de (23), les “bonnes”
solutions de (1) doivent nécessairement vérifier (24). Nous sommes donc conduits & la définition
suivante :
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Définition 2 (Solution entropique). Soit ug € L (R). Une fonction u définie sur [0, +oo[xR
et a valeurs dans R sera dite solution entropique de (1) si u est une solution faible de (1), et si
pour toute fonction n € €*(R) conveze, en notant q¢ € €*(R) une primitive de ' a, on a :
o 1) € L ([0, +o0[xR), g(u) € L ([0, +o0[xR),
e pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans [0, +0o[xR et positive, on a la
relation :

/ n(u) Opp + q(u) Oppdt de + / N(up(x)) ¢(0,z)dx > 0. (25)
[0,400[xR R

Contrairement a la discussion précédente, il s’agit ici d’une définition rigoureuse! Nous mon-
trerons plus loin que la notion de solution entropique est adaptée a la résolution du probleme
de Cauchy (1). Plus précisément, nous verrons que pour une large classe de données initiales, il
existe une et une seule solution entropique de (1). Dans I’approche que nous suivrons, il n’y aura
plus aucun lien avec ’équation (23). La seule “trace” qui reste de I’équation (23) est I'inégalité
(25). Il est donc possible, & partir de maintenant, d’oublier totalement la discussion qui précede
et de ne retenir que la définition 2.

La terminologie entropique provient de la dynamique des gaz ou les solutions physiquement
admissibles doivent satisfaire le second principe de la thermodynamique. L’étude de 1’équation
(1) s’étant développée parallelement & ’étude du systéme de la dynamique des gaz, une partie
du vocabulaire de la thermodynamique a été étendue a I’étude de (1). En particulier, nous dirons
qu’une fonction n € €2 (R) convexe est une entropie pour (1). Si ¢ est une primitive de 7" a, nous
dirons que ¢ est le flux associé a 'entropie 1. Nous dirons également que (7, q) forme un couple
entropie-fluz. En particulier, la fonction identité est une application convexe sur R, et (Id, f)
est un couple entropie-flux, de méme que (—Id, —f).

Bien évidemment, il n’existe pas une seule primitive de 7’ a, mais la notion de solution
entropique ne dépend pas de la primitive choisie :

Exercice 7. Soit ug € L>®(R), et soit u une fonction mesurable de [0,+00[xR a4 valeurs
dans R. Soit n € €?(R) convexe, et soient qi, qo deuz primitives de n' a. On suppose que
n(u) € L} ([0, +oc[xR). Montrer que qi(u) € L}, ([0,+0c[xR) si et seulement si ga(u) €
Lt ([0, +oo[xR).

loc
Soit ¢ de classe €' a support compact dans [0, +o0o[xR et positive. Montrer que :

| nwae ) dupdtde + [ lu@)e(0.)ds > 0,
[0,400[xR R

st et seulement si :

/ n(u) Opp + q2(u) Oy dtdx + / n(uo(z)) ¢(0,2)dz > 0.
[0,40c0[xR R
Revenons maintenant aux solutions faibles de la proposition 2 :

Exercice 8. Soit p > 0, et soit v, la solution faible du probleme :

2

atu+ax(“7> =0, t>0,2€R,
u(0,2) =0, r€eER,
définie a la proposition 2. En considérant lentropie n(u) = u?/2, dont on calculera le fluzx

correspondant, montrer que v, n'est pas une solution entropique de l’équation ci-dessus.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la résolution de I’équation (1) pour des données
initiales non-régulieres (c’est-a-dire pouvant présenter des discontinuités). Le but que I'on se fixe
est de montrer que pour des données initiales uy convenables (dans un sens & préciser plus tard),
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il existe une et une seule solution entropique de (1). Pour cela, nous commencerons par résoudre
(1) dans le cas d’une donnée initiale “en escaliers”. Il s’agit de la donnée initiale discontinue la
plus simple possible. Ce probléme porte le nom de probléme de Riemann. Nous traiterons ensuite
le cas de données initiales plus générales, dans ’espace des fonctions & variations bornées BV (R),
par un procédé d’approximation utilisant la résolution du probleme de Riemann.

4 Résolution du probleme de Riemann

Le probleme de Riemann est la résolution de (1) dans le cas ou la donnée initiale ug est de

la forme :
Ug, six <0,
uo(x) = { v (26)
ug, six>0.

4.1 Autosimilarité

Une remarque importante est que les données initiales (26) sont invariantes par dilatation :
pour tout a > 0 et pour tout z € R, on a up(az) = ug(z). Par ailleurs si > 0, et si u est une
solution entropique de (1) avec la donnée initiale ug, alors on peut montrer que ’application :

W @ [0, +00[xR — R

(t,z) — u(at,ax),

est une solution entropique de (1) avec la donnée initiale (z + ug(a x))3. Comme les fonctions
uo(a-) et ug coincident, si (1) admet au plus une solution entropique pour chaque donnée initiale,
on doit avoir w, = u, c’est-a-dire u(at,ax) = u(t, ), et ceci pour tout o > 0. On obtient alors :

V(t,z) €]0, +oo[xR, u(t,z) = u(1, %) ,

donc u ne dépend que de la seule variable x/t. Il est donc naturel de chercher une solution
entropique de (1) ne dépendant que de la variable autosimilaire z/t, ¢’est-a-dire u(t,z) = v(z/t).
En un point £ ou v est dérivable, on doit avoir :

J(€) (€~ aow(€)) =0.

Autrement dit, on a soit v'(§) = 0, soit a o v(§) = &.

4.2 Ondes de choc

On introduit la terminologie suivante :

Définition 3 (Onde de choc). Une onde de choc est une solution entropique de (1) de la forme :

u(t,z) = ug, six<ot,
7 ug, Siax>ot,

ou ug # ugq, et ot la donnée initiale est donnée par (26). On dit que o est la vitesse du choc, ug
est I’état “a gauche” du choc, et ug ’état “a droite” du choc.

11 arrive parfois que 'on parle d’onde de choc entropique pour insister sur le fait que 'onde
de choc doit étre une solution entropique de (1).

A priori, la valeur de u sur la droite {x = ot} n’est pas bien définie. On aurait aussi bien
pu choisir de poser u(t,x) = ug sur la droite x = ot. On adoptera la convention précédente

3Exercice : vérifier ce résultat.
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de sorte que pour tout ¢ > 0, la fonction u(t,-) est continue a gauche en tout point (voir dans
l’appendice A les conventions similaires pour les fonctions & variations bornées).

Le but de ce paragraphe est de déterminer quand une donnée initiale (26) donne lieu & une
onde de choc, et dans ce cas quelle est la vitesse o du choc. Notons en effet que pour u, # ug,
la vitesse o est déterminée de maniere unique, c’est-a-dire que si o7 et o9 sont deux réels tels
que les fonctions :

i (t ) = Ug, stz <oyt ot us(t,z) = ug, six<ogt,
’ uq, six>opt, ’ Uug, six>oot,

sont égales presque-partout sur [0, +0o[xR, alors o1 = 09.
Les ondes de choc sont entierement caractérisées par le résultat suivant :

Théoréeme 3 (Caractérisation des ondes de choc). Soient ug, uq, 0 € R, avec ug # uq, et soit :

Ug, six<ot,
u(t,z) = { A 7 (27)
Uq, Slx>ot.

Alors u est une onde de choc (au sens de la définition 3) si et seulement si les deuz conditions
suivantes sont vérifiées :

i) f(ua) = f(ug) = o (ua —ug),

ii) pour tout 6 € [0,1], on a :

{f(9 wg+ (1= 0)ug) > 0 f(ua) + (1= 0) f(ug) . i ua> ug, (28)

fOug+ (1 —0)ug) <6 f(ug) +(1—0) flug), siug<ug.

On peut remplacer, de maniére équivalente, les conditions i) et i) par la condition que pour
tout couple entropie-fluz (n,q), on a linégalité :

o (n(ua) —n(ug)) = q(ua) — q(uy) -

La premiere condition f(uq)—f(ug) = 0 (uq—uy) s’appelle la condition de Rankine-Hugoniot.
Elle caractérise entierement le fait que la fonction (27) soit une solution faible? de (1) pour la
donnée initiale (26). La condition (28) porte le nom de condition d’Oleinik. Si ug,uq,o vérifient
la condition de Rankine-Hugoniot, la condition d’Oleinik caractérise entierement le fait que (27)
soit une solution entropique de (1).

Démonstration du théoréme 3. Remarquons tout d’abord que w définie par (27) est mesurable,

bornée sur [0, +oo[xR, donc pour toute fonction g continue sur R, on a g(u) € L} ([0, +oo[xR).

Soit (n,q) un couple entropie-flux. Soit également ¢ de classe €' et & support compact dans
[0, +00[xRR. On ne suppose pas pour l'instant que ¢ est positive. On va obtenir une expression
la plus simple possible de la quantité suivante :

I:/ n(u)@tgodtdzn—l—/ q(u) amgpdtdx+/77(u0(:r)) ©(0,x) dx .
[0,400[xR [0,400[xR R

Calculons tout d’abord la premiere intégrale :

L 2/ n(u) Oy dt da
[0,400[xR

= /_OOO (/()+OO n(u(t,x)) Opp(t, x) dt) dz + /0+oo </0+oo n(u(t,x)) Opp(t, ) dt> dz .

4Sous-entendu, au sens de la définition 1.
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Supposons momentanément o > 0. Alors pour x < 0, on a n(u(t,z)) = n(uy) pour tout t > 0.
Pour z > 0, on a n(u(t,z)) = n(ug) pour tout t € [0,z/0[ et n(u(t,z)) = n(ug) pour tout
t > z/o. On obtient alors (toujours en supposant o > 0) :

+o00 T
1= (ofua) =) [ o) de = [ nfua(w) p(0.2) da
+o0o
= o (n(uq) — n(uy)) /0 o(t,ot)dt — /Rn(uo(x)) ©(0,z) dzx

On obtient la méme expression pour /7 dans le cas o < 0, et dans le cas encore plus facile o = 0.
De la méme maniere, on calcule :

I, :/ q(u) Oppdtde = </ ) Oz(t, x) da:) dt
[0,4-00[xR R

:/0+OO</_:(J( q) Op(t, ) dx+/+oo xgo(ta:)dx) dt
— (qlug) — g(ua)) /0 T ot o byt

En additionant les deux égalités, on obtient :

I=L+1+ /Rn(uo(:n)) (0, ) dz

+00
= (o (n(wa) = () = ) = ) [ olt.ooyar. (29)

En particulier, en choisissant le couple entropie-flux (n,q) = (Id, f), u est une solution faible si
et seulement si I = 0 pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans [0, +-o00[xR
(voir la relation (17) dans la définition 1). Comme il existe des fonctions ¢ de classe € & support
compact dans [0, +00[xR, et telles que 'intégrale :

+oo
/ o(t,ot)dt
0

soit non-nulle®, la relation (29) montre que u est une solution faible si et seulement si la condition
de Rankine-Hugoniot :

fua) = flug) = o (ua = ug), (30)

est vérifiée. La vitesse o du choc est donc entierement déterminée par les états a gauche et a
droite du choc, et vaut le taux d’accroissement de f entre les états uy et ug. On supposera
désormais que la relation (30) est vérifiée.

On revient a la relation (29) pour un couple entropie-flux (7,q) quelconque. On suppose
maintenant que ¢ est une fonction positive. Alors u est une solution entropique (au sens de la
définition 2) si et seulement si I est une quantité positive ou nulle indépendamment du choix de
la fonction test ¢ (voir I'inégalité (25) dans la définition 2). En utilisant (29), on se rend compte
que u est une solution entropique si et seulement si ug, uq, o vérifient I'inégalité :

o (n(ua) —n(ug)) = q(ua) — q(ug) (31)

Observons que la relation (31) ne fait plus intervenir la fonction test ¢. Pour finir la preuve du
théoreme 3, il nous suffit de montrer que la relation (31) est vérifiée pour tout couple entropie-
flux (1, q) si et seulement si ug et uq verifient la condition d’Oleinik (28). Observons également
que l'inégalité (31) implique la relation de Rankine-Hugoniot (30) en choisissant comme couple
entropie-flux (Id, f) puis (—Id,—f).

SExercice : construire un exemple d’une telle fonction ¢.
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Supposons dans un premier temps que ug, uq vérifient (31) pour tout couple entropie-flux
(n,q) et montrons que la propriété (28) est vérifiée. En particulier, ug, ug4, o vérifient la relation
de Rankine-Hugoniot (30). Nous supposerons u, < ug, pour fixer les idées. Le cas ug > uq se
traite de maniére similaire. Soit alors k € R, et soit € > 0. Nous allons appliquer 'inégalité (31)
au couple entropie-flux :

v (v) (v —k
Ne : ur— e+ (u—k)?, ¢ : un—>/ Mdv.
Eoye+ (v—k)?
On vérifie en effet que (7)., g-) est bien un couple entropie-flux, avec 7. € €2(R) convexe. Alors
(31) implique qu’on a 'inégalité :

o (ne(ud) - ns(ug)) > %(ud) - %(ug) ) (32)

pour tout £ > 0. Rappelons que la vitesse o est déterminée par la relation de Rankine-Hugoniot
(30). On fait alors tendre € vers 0, le passage a la limite étant immédiat pour les termes 7 (ug),
Ne(ug). Pour les termes g-(uq) et ge(ug), on utilise le théoreme de convergence dominée et on

. k . > k

f(k) = fua), siua<Fk,

avec un résultat similaire pour u,. Par passage a la limite dans (32), on obtient donc :

o (Jug — k| = ug — k) = sgn(uq — k) (f (ua) — f(k)) — sgn(ug — k) (f(ug) — f(K)),  (33)

ou le signe d’un réel z, noté sgn(z), est égal & +1 si x > 0, égal & —1 si x < 0, et égal a 0 si
x = 0. L’inégalité (33) se simplifie suivant la position de k par rapport a ug et ug (rappelons
que nous nous placons dans le cas uy; < ug). En particulier, si on choisit k = Qug + (1 — 6)uq
avec 0 € [0, 1], on obtient :

0 (ug+ug — 2k) = f(uq) + f(ug) — 2 f(k).

En reportant 'expression de o donnée par (30) et la valeur de k dans cette derniere inégalité,
on obtient :

f(k) = f(Oug+ (1 —0)ug) =0 f(ug) + (1 —0) f(ug),

ce qui n’est rien d’autre que la condition (28).

Supposons maintenant que ug,uq,0 vérifient (30), uy < ug, et que la condition (28) est
vérifiée pour tout 6 € [0,1]. Nous allons montrer que l'inégalité (31) a lieu pour tout couple
entropie-flux (7, ¢). En reprenant les calculs précédents, on commence par observer que I'inégalité
(33) est vérifiée pour tout k € [ugy,uq]. On vérifie également que (33) est vérifiée pour tout
k & [ug,ug) car pour k < ug, (33) est équivalent a :

o (ug —ug) > f(ua) — f(ug),
et pour k > ug, (33) est équivalent a :
o (ug —ua) > f(ug) — f(ud)-

Ces deux derniéres inégalités sont équivalentes a la condition de Rankine-Hugoniot (30), et sont
donc vérifiées par ug, ugq, 0. On a donc montré pour 'instant que 'inégalité (33) est vraie quelque
soit k € R. Soit maintenant un couple entropie flux (1, q), avec n € €2(R). On utilise le lemme
suivant :
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Lemme 2. Pour tout 6 > 0 il existe un entier N, des nombres réels a,b,d, k1,...,ky, et des

nombres réels positifs c1,...,cn tels que si l'on définit :
N N
m(v) =a+botd cilo—kil, qs(v) =d+bf(0)+) ¢isen(v—ky) (F(v) = f(ky)),
j=1 j=1
alors on a :

sup fnw) ~ms(@)] + sup la(v) ~ as0)] <5
vE[ug,uql vE[ug,uql
Le lemme implique que l'inégalité (32) est vérifiée. En effet, pour tout entier p, le lemme 2
assure lexistence d’un entier N et de réels® a,b,d, k1, ..., ky et de réels positifs c1,...,cn tels
que les fonctions 7, g, construites comme dans I’énoncé du lemme 2 vérifient :

sup |n(v) —mp(v)] + sup [q(v) —gp(v)] <277

ve [Ug 7“(1} ve [Ug 7“(1}

En particulier, on a :

o (np(ua) = 1p(ug)) — (9p(a) — 4p(tg)) = o (1(ua) = n(ug)) — (q(ua) — qlug)).

Il suffit maintenant de montrer que la quantité :

o (Mp(ud) — 1p(ug)) — (gp(ua) — gp(uy))

est positive pour tout p et on obtiendra I'inégalité (31) par passage a la limite. Pour montrer que
cette derniere quantité est effectivement positive, il suffit d’appliquer I'inégalité (33) pour k = k;,
j €{1l,..., N}, de multiplier par ¢; > 0, puis de sommer. On utilise également la condition de
Rankine-Hugoniot (30) pour conclure. Au final, on a bien montré que I'inégalité (31) est vérifiée
pour tout couple entropie-flux (7, ¢q), ce qui montre que u est une solution entropique. [l

On a utilisé dans la démonstration du théoreme 3 le fait que les inégalités d’entropie (25)
sont vraies pour tout couple entropie-flux si et seulement si elles sont vérifiées lorsqu’on choisit
les couples (n,q) avec n(v) = |v — k| et q(v) = sgn(v — k) (f(v) — f(k)). Ces couples sont les
couples entropie-flur de Kruzkov. On y reviendra plus en détails dans 'analyse du schéma de
Glimm et la construction de solutions entropiques pour (1). Il faut prendre garde qu’une telle
fonction n(v) = |v — k| est bien convexe sur R mais n’est pas de classe €. Par ailleurs, les
fonctions 7, ¢ ainsi définies sont continues et €' par morceaux, et vérifient ¢ = ' a 1a ou elles
sont dérivables. Pour ne pas introduire de terminologie supplémentaire, on gardera la convention
qu’une entropie est une fonction 7 convexe de classe €2, et que le flux associé est une primitive
de 1’ a.

Démonstration du lemme 2. On se donne un entier N a fixer plus tard (en fonction de d), et on
note :

¥je{o,...,N}, kaugju%(ud—ug).

L’idée de la démonstration consiste a approcher 7 sur l'intervalle [u,, u4] par une fonction conti-
nue, convexe, et affine par morceaux, coincidant avec 1 aux points ko, ..., ky. Autrement dit,
on définit une fonction 7y de la maniére suivante :

n(kj+1) —n(ky)

VjE{O,...,N—l}, vve[kjvkj-‘rl]? 77N(’U):77(k‘j)+ ] ] ( _kj)'
kjr1 —k;

50n omet ici de rajouter que toutes les quantités dépendent de I'indice p.
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On va montrer que 7y admet une expression de la forme :

N
nn(v) = a—i—bv—i—ch v — kjl.
j=0
Pour cela, il suffit simplement d’identifier les coefficients a, b, ¢, . . ., . Apreés quelques calculs?,
on se rend compte que le choix suivant convient :
co=cn =0,
. L (n(kjp1) —n(k;) — n(k;) —n(kj-1)
Vie{l,...,.N—-1}, ¢j=-= J R J >0,
A b 2< ki1 — kj kj—ki )~
p— L (1) = ko) | n(ky) —nlkn-1)
2 k1 — ko kn —kn-1 7
ey n(k ) kon(kl) =
1 1(Ko 0 1)
= cjkj.

Avec ce choix de coefficients, 7y est une interpolation affine de n sur chaque intervalle [k;, kj1].
Soit alors jo € {0,...,N — 1} et v € [kj,, kjp+1)- On a :

70>

N(kjo+1) — 1(k;
(0) = 0] = ) = ) — 25 =R (o gy
jo+1 Jo
N(kjo+1) — 1(k;
< Infw) — (k)| + [ =),
Jo+1 Jo
2 (g = tg) )] %
< 2 g gy (v — Kio) < e

ce qui donne l’estimation :

2 (ug — ug) " || Loo ([ug ua)
- .

sup |n(v) —nn(v)] < (34)

vE[ug,uql

Il reste a trouver la constante d de sorte qu’on puisse estimer 1’écart entre le flux ¢ et le flux
gn défini par :

gn(v) =d+b f(v +chsgn ki) (f(v) = f(kj) -

Les nombres b, ¢y, ...,cn, kg, ..., kN ayant été fixés préalablement, on fixe le nombre d de telle
sorte que gn(ug) = q(ug). Notons alors (un peu abusivement) :

N

ny(v) = b+ Z cjsgn(v —kj).
§=0

La fonction 7y, est mesurable et bornée. Hors des points k;, elle est égale & la dérivée de ny car
nn est bien dérivable en tout point différent des k;. On vérifie alors la formule®

v
av(®) — axtug) = [ wylw) f/w)dw.
Ug
En découpant l'intégrale convenablement, et en intégrant par parties, on obtient :

an(v) — ay(ug) = ny(v) £/ (v) — 1 (utg) F(tg) — / " (w) £ (w) dw, (35)

"que le lecteur est invité & faire...
8Utiliser la linéarité de lintégrale, et montrer la formule uniquement pour une seule fonction sgn(v — k;).
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et on a également :

v v

Q(U)—Q(Ug):/ n'(w)f'(w)dw=n(v)f'(v)—n(ug)f'(ug)—/ n(w) f(w)dw.  (36)

Ug Ug

En combinant (35) avec (36), et en rappelant que q(ug) = gn(ug) et n(ug) = nn(ug), on obtient :

v

q(v) — qn(v) = (n(v) — nn (v)) f'(v) + / (n(w) — v (w)) f(w) dw.

Ug
On utilise alors (34) et on obtient :
2 (ud —u ) Hn/HL‘X’ Ug,U,
sup_[4(v) =~ an(v)] < L (£ e gy + (2 = 1) 1 2o ) -
VE|Ug,ug
(37)
En choisissant N suffisamment grand dans (34) et (37), on montre le résultat annoncé. O

On déduit immédiatement du théoréeme 3 le corollaire suivant (la démonstration est laissée
au lecteur) :

Corollaire 1. Supposons que la fonction u définie par (27) est une onde de choc (au sens de
la définition 3). Alors on a les inégalités de Lax :

a(ug) < o < alug), (38)
et ces inégalités sont strictes si f est strictement concave ou si f est strictement convexe. De
plus,

si f est strictement convexe, on a ug < ug,
si f est strictement concave, on a uq > ug.

L’exercice suivant traite de la réciproque du corollaire 1 :

Exercice 9. Soit f de classe € strictement convexe (resp. strictement concave). Soient o, Ug,
ug € R tels que la condition de Rankine-Hugoniot (30) soit vérifiée. Montrer que :

u(t,z) = ug, six<ot,
7 Uug, Siax>ot,

est une onde de choc si et seulement si uqg < ug (resp. ug > ug).

Exercice 10. Supposons f(u) = u?/2. Quelles sont les ondes de choc pour l’équation (1) dans
ce cas ¢ Méme question lorsque f(u) =u (1 —u).

Exercice 11. Soit f de classe €* strictement conveze. Soient o,uy, uq € R vérifiant la condition
de Rankine-Hugoniot, et ug < ug. Quel est le comportement de la vitesse o lorsque uq tend vers
ug ?

Exercice 12. Supposons f(u) = cosu. Soit ug = 0 et ug > 0. Pour quelles valeurs de ug
existe-t-il une vitesse o telle que :

u(t,z) =

0, six<ot,
Uug, six>ot,

soit une onde de choc ¢

Le paragraphe précédent montre que pour une donnée initiale (26), il n’est pas toujours
possible de trouver une vitesse o telle que (27) soit une solution entropique de (1) correspondant
a la donnée initiale (26). Une condition nécessaire est que les inégalités de Lax (38) soient
vérifiées. Ces inégalités traduisent le fait que les courbes caractéristiques correspondant aux
états de part et d’autre du choc rentrent dans la discontinuité {x = ot}, voir la figure 2.
Dans le paragraphe suivant, nous allons nous intéresser a la situation opposée ou les courbes
caractéristiques correspondant aux états initiaux ug,uq ne se rencontrent pas dans le domaine

{t >0}
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r=o0t
r=x9+alug)t x=ux1+alug)t
X0 T 33

Fi1c. 2 — Les caractéristiques rentrent dans le choc.

4.3 Ondes de détente (ou de raréfaction)

On introduit tout d’abord la terminologie suivante :

Définition 4 (Onde de détente). Une onde de détente reliant l'état ug a l'état ug est une
solution entropique u de (1) pour la donnée initiale (26), telle que u ne dépende que de la seule
variable x/t, u soit continue et de classe €' par morceauz sur R, et vérifie de plus :
u(f) — {ug7 S% € S a(u9)7
ug, si&>a(ug).

Une onde de détente est donc une solution de la forme (¢, x) — wu(z/t); dans la pratique, on
notera également, et de maniére abusive, u la fonction de deux variables wu(t,z) = u(z/t). En
particulier, u(t,-), t > 0, est 'application de R dans R qui a tout réel = associe u(z/t). Ce qu'il
faut retenir, c’est qu'une onde de détente est représentée par une fonction d’une seule variable
réelle v ; pour tout ¢ > 0 et pour tout x, on a u(t,z) = v(x/t), avec v une fonction vérifiant
les propriétés énoncées dans la définition 4. Dans la pratique, on confond u et v pour ne pas
introduire de notation supplémentaire.

Une condition nécessaire pour l'existence d'une onde de détente reliant u, a u4 est bien
entendu d’avoir a(ug) < a(ug), ce qui est la situation opposée a celle des ondes de choc, voir
(38). On ne peut avoir I'égalité a(uy) = a(ugq) que dans le cas uy = uq car u doit étre continue.
Etant donnés deux états u, et uq tels que a(uy) < a(ug), le probleme consiste a déterminer les
valeurs de u dans l'intervalle [a(ugy), a(uq)] de sorte que u soit continue et ! par morceaux sur
R, et u soit solution entropique de (1). La figure 3 représente les caractéristiques associées a
une donnée initiale (26) telle que a(uy) < a(uq). Dans ce cas, il faut construire la solution a
l'intérieur du secteur angulaire délimité par les deux demi-droites x = a(ug)t et x = a(uq)t.

L’existence des ondes de détente est assurée par le résultat suivant :

Théoréme 4 (Existence des ondes de détente). Supposons que f vérifie f”(v) > 0 pour tout
v, et soient ug < uq. Alors il existe une onde de détente u reliant ug a uq. Par ailleurs, pour
tout couple entropie-fluz (n,q), pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans
[0, +00[xR, on a une égalité dans l'inégalité d’entropie (25) :

/ n(w) Brp + q(u) Oppdt dz + / n(uo(x)) 9(0,2) de = 0.
[0,400[xR R
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caractéristiques de pente a(ug) caractéristiques de pente a(ug)

Ug Ud

F1G. 3 — Les caractéristiques dans le cas d’une onde de détente.

De plus, cette onde de détente vérifie le principe du mazximum :
V(t,z) € [0,+00[xR, ug <u(t,z) <wug,
et lapplication u(t,-) est croissante pour tout t > 0.

Démonstration du théoréme 4. On commence par construire u, qui ne doit dépendre que la
variable z/t, dans I'intervalle [a(ug), a(uq)]. Nous avons vu que pour une solution autosimilaire,
en un point £ ou u est dérivable, on a soit «/(§) = 0 soit a o u(§) = £. Rappelons que a désigne
la dérivée de f. Comme f”(v) > 0 pour tout v, la fonction a est strictement croissante. C’est
un ¢'-difféomorphisme de R sur son image. En particulier, le segment [a(ug), a(ug)] est inclus
dans l'image de a, donc a™! est de classe € sur [a(ugy), a(ug)]. On pose alors :

ug,  siE < alu),
u(€) =< a (&), sife€laluy),aluq)l, (39)
Ug , si & > a(uq),

et on va montrer que l'application ((¢,z) — u(x/t)) est bien une onde de détente reliant ug &
Ud-

Par construction, u est continue et de classe €' par morceaux sur R, car a~! est de classe
%" sur son image. De plus 'application (¢ — u(€)) est croissante car a™! est croissante, et on a
donc u(§) € [ug, uq] pour tout £. Par conséquent I’application :

ug(x sit =0,
(t,2) € [0, +00[xR s ut,z) = § 0 ¥

u(z/t) sit>0,
est mesurable, bornée, et vérifie le principe du maximum. En particulier, pour toute fonction
continue g sur R, ((t,x) — gou(z/t)) appartient a L}, ([0, +00[xR). Soit maintenant (1, ¢) un
couple entropie-flux, et soit ¢ de classe €' & support compact dans [0, +0o[xR. On va calculer :

I :/ n(u(z/t)) Opp(t, x) dtdw+/ q(u(z/t)) Opp(t,z)dt dx .
[0,400[xR [0,400[xR

Il I2
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Commencons par analyser le terme I :

I, = /0+OO </Rq(u(a;/t)) Iup(t, x) dx) dt
_ /0 o < /_ " () Bucolt, ) i + / a(ud)tq(u(x/t)) Dot ) dar

00 a(ug)t

+/+OO q(uq) O p(t, x) d:z:) dt

a(ug)t
+oo +oo  pa(ug)t
:/ ﬂ%W@M%W—de@W@ﬂM+/ / a(u(e /) Dup(t, z) da dt.
0 0 a

(ug)t

On calcule la derniere intégrale en intégrant par parties par rapport a la variable x :
—+00
b= [ alug) eltsaluy) )~ glud) p(t.alua) ) de
0

“+oo
fﬁ (alu(aua)) ¢t alua) ) = alu(aluy)) ¢t auy) ) dt

_/0+°° </C::"it%q/<u(§)) o5 ol ) dx) dt

b:—Aﬁy@éﬁwéww@am,

ou la notation D désigne le secteur angulaire {(t,z) €]0,+00[xR, z € [a(ug)t,a(uq)t]}. On
calcule désormais 'intégrale I :

L = /]R (/()+Oon(u(x/t)) Orp(t, ) dt> dz.

Supposons pour fixer les idées que les nombres a(uy), a(ug) sont tels que a(ug) < 0 < a(ug).
Alors on découpe 'intégrale I; en :

0 x/a(ug) 0 +oo
I = /_oo </0 n(ug) Opp(t, ) dt) dx+/_oo </m/a(ug)77(u(x/t)) Opo(t, ) dt) dz

+o0 z/a(ug) too L oo
+/0 (/0 n(uq) Opp(t, z) dt> dx+/0 (/z/a(w)n(u(:n/t)) p(t, x) dt) da .

On calcule chacune des quatre intégrales ci-dessus en intégrant par parties :

0

0
hz/’mwmawwmw%www»w—/ n(u(a(uy))) ole/a(uy), z) dz

—0 —00

0 +o0 T
—I—/ </ | 2 n (u(x/t)) u' (z/t) (t, x) dt> dz

—0o0 Ja(ug

“+oo

+1A+mﬁﬁw)@%$ﬂﬂuﬁﬂﬂ“%@#@)d$—l/ n(u(a(ua))) ple/a(ug), z) dz

0

+0oo +oo z /
+/0 </x = 0 (u(z/t)) u'(z/t) (t, x) dt) dz

Ja(ug) t

I = _/Rn(uo(w))QO(O,ﬂf) dx+/ tx

| (/) @/t p(t,2) dtda,
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ou D désigne le méme secteur angulaire que précédemment. On additionne les valeurs obtenues
pour I et I :

X

1
I=1+1I= _/ n(uo(@)) (0, z) dz +/ S/ (x/t) ot ) {n'(u(:v/t)) - - q'(u(:n/t))} dt dz .
R D
Or, dans le secteur angulaire D, on a z/t = £ € [a(uy),a(uq)] et par construction de u, on a
aou(€¢) =¢. On obtient donc :

i (u(€)) &€ =1 (u(€) a(u()) = (' f)(u(€)) = ¢ (u(®)) -
FEn particulier, on trouve :

I+ /Rn(uo(x))go(o,x) dz=0.

En choisissant le couple (n,q) = (Id, f), on montre ainsi que u est une solution faible de (1)
pour la donnée initiale (26). Ensuite, en choisissant n’importe quel couple entropie-flux (7, q),
on aboutit au fait que u est une solution entropique, vérifiant I’égalité dans (25), et non simple-
ment une inégalité. Notons également que cette égalité a lieu pour toute fonction test ¢ et pas
seulement dans le cas ol ¢ est positive.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la démonstration fonctionne de la méme maniere
dans les quatre autres cas (a(ug) = 0, a(uq) > 0), (a(ug) > 0, a(uqg) > 0), (a(ug) < 0, a(uq) = 0),
(a(ug) <0, a(ug) <0). O

Il est utile, et instructif, de reprendre la démonstration et de vérifier que toutes les opérations
(intégrations par parties, et applications du théoréme de Fubini) sont bien licites. En particulier,
on vérifiera que les applications :

1 x x x T T
(ta) = 5 (D) Deta),  (ta) = 50 (u(F) v(D)eta),
sont intégrables sur le secteur angulaire D = {(t,z) € RT x R, z € [a(ugy)t, a(uq)t]}.
Le théoréme 4 admet un analogue immédiat dans le cas ot f” prend des valeurs strictement
négatives :

Théoréme 5. Supposons que f vérifie f"(v) < 0 pour tout v, et soient ug > ug. Alors il
existe une onde de détente u reliant ug a ug. Par ailleurs, pour tout couple entropie-fluzx (n,q),
pour toute fonction ¢ de classe €, a support compact dans [0, +0o[xR, on a une égalité dans
linégalité d’entropie (25). De plus, cette onde de détente vérifie le principe du mazimum :

V(t,z) € [0,+00[xR, ug <u(t,z) <ugy,
et la fonction u(t,-) est décroissante pour tout t > 0.
Terminons ce paragraphe par quelques exemples :

Exercice 13. Soit f(u) = u?/2, et uy < ug. Calculer Uexpression de l'onde de détente reliant
Ug O Uq.
Soit f(u) =u (1l —u), et ug > uq. Calculer Uexpression de l'onde de détente reliant ug a ugq.
Soit f(u) = exp(u), et ug < uq. Calculer Uexpression de l'onde de détente reliant ug a ug.

4.4 Résolution du probleme de Riemann

A Taide des résultats des paragraphes précédents, nous sommes en mesure de résoudre le
probléme de Riemann pour (1) dans le cas ou f” ne s’annule pas. La définition et les principales
propriétés des fonctions a variations bornées sont rappelées dans 'appendice A.
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Théoréme 6 (Résolution du probleme de Riemann). Soit f de classe €2 sur R telle que f"(v) >
0 pour tout v. Soit ug,uqg € R et soit ug définie par (26). Alors le probléme de Riemann :

ou+ 0y f(u)=0, t>0,zeR,
u(0,z) = ug(z), reR,

admet une solution autosimilaire (u : (t,z) — u(z/t)) qui vérifie :
i) u est une solution entropique,

ii) Principe du mazimum : pour tout (t,z) € [0,4+00[ xR, on a :
min(ug, ug) < u(t,z) < max(ug, uq) ,

i11) Variation totale constante : pour tout t > 0, u(t,-) appartient a l’espace BV(R) et la
variation totale de u(t,-) est constante, égale a |ug — ug/,

i) siug > uq, u est une onde de choc dont la vitesse o est donnée par la condition de Rankine-
Hugoniot (30),

v) siug < ug, u est une onde de détente reliant ug d ugq,

vi) Propagation a vitesse finie : si x > max(|a(ug)|,|a(uq)|)t alors u(t,z) = uq, et si x <
—max(|a(ug)|, |a(uq)|) t alors u(t,z) = u,.

Démonstration du théoréme 6. Les points i), ii), iv), v) découlent des théorémes 3 et 4 ci-dessus.
Montrons le point vi). Dans le cas d’une onde de choc, on a :

u(t,z) = Uy, six<ot,
’ Ug, Six>ot,

et la vitesse o est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot (30). Le théoréme des accroisse-
ments finis donne I'inégalité :
lo| < max |a].
[ugvud}

Comme a = f’ est une fonction continue et strictement croissante, on vérifie que :

max [a| = max(|a(ug)l, |a(uq)l),

[ugvud}
et la propriété vi) découle alors facilement. Dans le cas d’une onde de détente, la propriété vi)
est claire lorsque t = 0. Pour ¢ > 0, on a :

u(t, ) = {ug, siz/t < a(ug),

ug, siax/t>alug),

et la propriété de vitesse finie de propagation découle facilement.

Le seul point restant a vérifier est le comportement de la variation totale de u(t,-). Pour
une onde de choc, la fonction wu(t,-) est une fonction en escaliers avec une seule discontinuité
au point o t. Sa variation totale est égale a la valeur absolue du saut de u en ot, c’est-a-dire
|ug — ug|. Pour une onde de détente, nous avons vu que l'application u(t,-) est croissante, valant
ug pour < a(ug)t et ug pour x > a(uq)t. Sa variation totale est donc égale a ug — uy. Dans
tous les cas, la variation totale de u(t,-) est constante, égale a la variation totale de la donnée
initiale ug, c’est-a-dire |ug — ug]. O

Bien entendu, le théoréeme 6 admet une extension immédiate dans le cas ou f”(v) < 0 pour
tout v. On laisse le soin au lecteur d’apporter les modifications nécessaires. Par ailleurs, si f
vérifie f”(v) > 0 pour tout v dans un intervalle I, alors le résultat du théoréme 6 demeure
vrai pour tout ug, uq appartenant a 'intervalle I. En particulier, dans certaines applications la
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fonction f n’est pas définie sur tout R mais seulement sur un intervalle I, et on peut étre amené
a utiliser le théoreme 6 pour ug,uq € I. Dans ce cas, la solution u reste a valeurs dans I en vertu
du principe du maximum.

On introduit la définition suivante :

Définition 5 (Solveur de Riemann). Supposons que f” ne s’annule pas, et soient ug,uq € R.
Pour (t,z) €]0,400[xR, on note wg(x/t,ug,uq) la valeur en (t,z) de la solution du probléme
de Riemann avec la donnée initiale (26), fournie par le théoréme 6. L’application wr s’appelle
un solveur de Riemann.

Pour l'instant, nous n’avons pas montré de résultat d’unicité pour les solutions du probleme
de Riemann. Néanmoins, le théoréme 6 fournit une solution du probléeme de Riemann donnée
par une formule explicite. La solution est soit une onde de choc dont la vitesse o est donnée par
la condition de Rankine-Hugoniot (voir le théoreme 3), soit une onde de détente dont I’expres-
sion est donnée par (39). Nous verrons plus loin un résultat d’unicité général sur les solutions
entropiques de (1), qui s’appliquera en particulier aux solutions entropiques du probleme de
Riemann.

Exercice 14. Vérifier que l'application wgr est mesurable.
L’exercice suivant traite de I'inégalité dite d’Oleinik :

Exercice 15. Supposons qu’il existe une constante o > 0 vérifiant :
VveR, f'(v)>a.
Soit ug,ug € R, et soit u(t,x) = wr(z/t,ug,uq). Soit ¢ une fonction positive, de classe €' et a

support compact dans |0, +oo[ X R, c’est-a-dire :

V(t,z) & [%,R] x [-R,R], o(t,z) =0,

pour un certain R > 1. Montrer qu’on a l'inégalité :

/[0 s (L o(t,z) +u(t,x) &Ap(t,x)) dtdz > 0. (40)

at

Dans le langage de la théorie des distributions, l'inégalité (40) s’écrit :

Ogu < 1 .
at
1l faut néanmoins prendre garde au fait que u n’est généralement pas dérivable par rapport a x
en tout point (penser aux ondes de choc), et cette derniére inégalité est a comprendre en un sens
faible (c’est-a-dire elle ne prend sens qu’une fois multipliée par une fonction test positive).
Montrer que pour tout t > 0, et pour tous x1 < x2, on a :

T2 — X1
t —u(t <
u( 7x2) u( 7‘T1) = at

On s’intéresse maintenant & une propriété de continuité en temps de la solution du probléeme
de Riemann :

Proposition 3 (Continuité en temps de la solution du probléme de Riemann). Supposons que
[ ne s’annule pas. Soit ug,uq € R, et soit u la solution du probléme de Riemann de donnée
initiale (26). Alors pour toust > s >0, on a :

/ lu(t, ) — u(s,z)|de < max |a| |ug —ug| (t —s). (41)
R [ug,ua]

Ug,Uq
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La proposition montre en particulier que 'application (¢ — wu(t,-)) est continue de [0, +o0o[ &
valeurs dans L}OC(R). Remarquer que u(t,-) n’appartient pas & I'espace L!(R) pour tout ¢ car en
particulier on n’a pas fait ’hypothese que ug appartient & L'(R). En fait, la donnée initiale (26)
n’appartient & L!(R) que dans le cas extrémement particulier ug = ug = 0. La proposition 3 dit
juste que la différence u(t,-) — u(s,-) appartient & L'(R) pour tous ¢ > s > 0, avec I'estimation
(41) de la norme L.

Démonstration de la proposition 3. On traite le cas ou f”(v) > 0 pour tout v. Soit alors ¢ >
s > 0. Supposons dans un premier temps u, > ug4. On sait dans ce cas que la solution du
probleme de Riemann est une onde de choc, dont la vitesse o est donnée par la condition de
Rankine-Hugoniot (30). Dans le cas ou la vitesse o est positive, on a :

/R]u(t,a;) —u(s,z)|dx
os ot +oo
= /_ lu(t, z) — u(s,z)| dz +/ lu(t,z) — u(s,z)|dx +/ lu(t,z) —u(s,z)| dz

s t
=lug—ug|=0 =[ug—uq|=0

ot ot
— [t~ as ) do = [ uy —valde = o (¢~ 5) s~ .

S S

11 suffit alors d’utiliser I'inégalité des accroissements finis pour majorer o et obtenir (41). Dans le
cas ol la vitesse o est négative, les estimations sont identiques (il suffit grosso modo d’échanger
les roles de s et ¢ car on a alors ot < g s).

Supposons maintenant ug < uq, ce qui correspond au cas d'une onde de détente. On sait que
la solution u du probleme de Riemann est donnée par :

Ug siz < a(ug)t,
u(t,z) = < at(z/t), sizelauy)t,alug)t],
Uqd, si x> a(ug)t.

Définissons une fonction v comme suit? :

0, stz < alug)t,
v(t,x) = 1/(ta oca(x/t)), sizela(ug)t,aluq)t],
0, si x> a(ug)t.

Il est assez facile de vérifier que v est mesurbale, bornée sur tout sous-ensemble compact de
10, +00[ xR, et que v est & valeurs positives (car ' = f”). On va alors montrer que pour tous
t > s> 0 et pour tout z # 0, on a la relation :

u(t,x) —u(s,x) = —/ a(u(r,z)) v(r, z)dr. (42)

Admettons provisoirement que cette formule soit vraie. Pour ¢ > s > 0, on obtient alors les

inégalités :
/|u(t,x)—u(8,x)|d$— dx<// |la(u(r, z)) v(r,z)| dr d=
R

<max|a|//|v7‘:1:|d7‘dx< max|a|/</ v(T, dl‘)dT,
ugvud uQ,Ud

9La fonction v n’est rien d’autre que la dérivée partielle de u par rapport & z au sens des distributions sur
10, +oo[ xR, mais il n’est pas utile de savoir cette propriété pour ce qui suit.

a(u(T :E)) u(r,x)dr
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ol on a utilisé le principe du maximum (u(7,z) € [ug,uq]), le fait que v est positive, puis le
théoreme de Fubini. Il suffit maintenant de remarquer que pour tout 7 > 0, on a :

a(ug) T a(ug) T
/U(T,x)da::/ dfznl = [a_l(x/T)] ’ = Ug — Ug .
R )

a(ug) T Ta oa (l‘/T)

On en déduit donc :

t
/ lu(t, z) — u(s,z)|dz < max |a] / (ug — ug)dr
R [ugvud S
ce qui donne (41) pour ¢ > s > 0. On veut maintenant montrer (41) dans le cas s = 0. Pour
cela, on se donne ¢ > 0, et on utilise le lemme de Fatou :

s—0t

/hmlnf\u(t x) —u(s,z)|dz < hmmf/ lu(t, z) —u(s,z)|dz.
R
On majore le terme de droite de I'inégalité en utilisant (41) pour ¢ > s > 0, et on obtient :

/ liminf |u(t,z) — u(s, )| dz < liminf ({max la| |ug — ug| (t — s)) = max |a|jug — ug|t.
R

s—0t s—0t Ug,Ug Ug,Uq

Le terme de gauche de I'inégalité se calcule en utilisant :

{ug, six <0,

. = up(z).
ug, six>0,

li
Jim, u(s,x) =

On a donc montré que 'inégalité (41) est vraie dans le cas s =0 et ¢t > 0. Le cas t = s = 0 est
trivial.

Pour achever la démonstration, il ne reste donc plus qu’a établir la formule (42). Pour fixer les
idées, on traite le cas olt a(ug) < 0 et a(ug) > 0. Pour > 0, on a u(7,z) = ugsi 7 < x/(a(ug), et
u(t,z) = a Y (z/7) si 7 > x/a(ug). On remarque alors que (42) est trivial si 0 < s <t < z/a(ug).
Dans le cas x/a(ug) < s<t,ona:

— /:CL(U(T,LL’)) o(r,z)dr = — /St e dr = [a_l(x/T)]t =u(t,x) — u(s,x),

72 d oa1(x/T) s

donc (42) est vérifiée. Dans le dernier cas s < x/a(ug) <t,on a:

- /: a(u(T,x)) (T, x)dr = — /xza(w) a(u(T,x)) (T, x)dT

=u(t,z) —u(x/a(ug), ) = u(t,z) — ug = u(t,x) — u(s,x).

On a donc établi la relation (42) pour x > 0, le cas z < 0 étant totalement analogue. Les autres
cas a(ug) > a(ug) > 0, a(uy) < a(ug) < 0 etc. se traitent de la méme maniere. O

Comme nous allons le voir dans ce qui suit, le probleme de Riemann joue un role crucial
dans la résolution du probleme (1) pour des données initiales uy générales. Dans un premier
temps, nous allons voir comment la résolution du probleme de Riemann permet directement de
résoudre, localement en temps, le probleme de Cauchy (1) pour une donnée initiale en escaliers
présentant un nombre quelconque de sauts. Le cas des données initiales dans ’espace BV(R)
sera traité au paragraphe suivant par un procédé d’approximation du a Glimm.

27



5 Juxtaposition de problemes de Riemann

5.1 Juxtaposition d’un nombre fini de problemes de Riemann

Dans ce paragraphe, on montre comment résoudre (1), localement en temps, pour des données
initiales en escaliers qui ont un nombre fini de sauts. On étudiera également la propriété de
continuité en temps de la solution obtenue. Commencons par définir ce qu’est une solution
entropique de (1) sur un intervalle de temps borné (la définition 2 portait sur des solutions
définies pour tous les temps positifs) :

Définition 6 (Solution entropique sur un intervalle de temps borné). Soit u € L*°(R), et soit
Ty > Ty. Une fonction u définie sur [T1,Ts] x R et a valeurs dans R sera dite solution faible sur
Vintervalle de temps [Th,T] du probléme :

(43)

Z?tu—i—(‘)xf(u) =0, te [Tl,Tg], rEeR,
u(T17:E) :g(iﬂ), T € R)

siu, f(u) € L} ([Ty, Ty] x R), si pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans

loc
[T1,T5] x R, on a la relation :

/ uc‘)tgp—i—f(u)ﬁxcpdtdw—k/g(a:)cp(Tl,a;)dx:/u(Tg,x)cp(Tg,a:)dx.
[T1,T2] xR R R

On dira que u est une solution entropique de (43) si, de plus, pour tout couple entropie-flux

(n,q), on a :
o n(u),q(u) € Lj,.([T1, Tz] x R),

loc
e pour toute fonction ¢ de classe €' a support compact dans [Ty, Ts] x R et positive, on a

linégalité :

n(u(x)) o(Tr, z) di > / n(u(Ty, ) o(To, ) da.

/ n(u) Opp + q(u) (%(pdtdw—i—/
[T17T2]XR R

R
On se rend compte assez facilement que si u est une fonction mesurable sur [0, +00[xR, et
si de plus u est une solution entropique de (1) sur tout intervalle [0,7], T' > 0, alors u est une
solution entropique de (1) au sens de la définition 2. La réciproque est moins évidente, mais de
toute facon nous ne l'utiliserons pas.
Passons maintenant a la résolution de (1) pour une donnée initiale en escaliers :

Théoréme 7 (Juxtaposition d’un nombre fini de problémes de Riemann). Supposons que f”
ne s’annule pas. Soit N € N*, soient x1 < --- < xp, et soient vg,...,vny € R. On définit la
fonction en escaliers uy suivante :

vy, siz<T,
up(xz) = qvj, sizj<z<zjpetl<j<N-1,

N, siz>an,

Soit T > 0 vérifiant la condition :

.
T max (Ja(vo)l, ..., |a(vy)]) < 5 min (2 —m1,..., 08 —TN-1).
Pour (t,x) €]0,T] x R, on définit :
wR<$_tx1,v0,fu1>, stz < (x1 + 22)/2,
u(t,z) = wR<x_txj,fuj_1,vj> , st (zjo1+25)/2<z<(zj+xj41)/2et2<j<N-1,

T —TN )
wR(f,UN—hUN> , stz > (xy_1+2N)/2,
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et on pose u(0,x) = ug(x). Alors u est une solution entropique de (1) sur l’intervalle de temps
[0,T]. De plus, u vérifie le principe du mazimum :

V(t,z) € [0,7] x R, min (vo,...,vN) < u(t,x) < max (vo,...,vN),

et la variation totale de u(t,-) est constante :

i

vte[0,T], TV(u(t,-)=TV(u)= : |Uj+1 - Uj| :

Il
=)

Démonstration du théoréme 7. Pour fixer les idées, on traite le cas ou f”(v) > 0 pour tout v.
La démonstration repose principalement sur la propriété de vitesse finie de propagation montrée
au théoreme 6. En effet, nous allons commencer par montrer que pour j € {2,...,N — 1} et
t €1]0,T], on a les relations :

Tj-1— T Tjy1 —
wR(T,vj_l,vj) =vj_1, wR(T,vj_l,vj) =vj. (44)
Donnons nous un entier j € {2,...,N — 1} et un temps ¢t €]0,7]. Supposons dans un premier

temps que la solution du probleme de Riemann entre v;_; et v; est une onde de détente (c’est
le cas si vj—1 < ;). La définition de T" donne :

Tl = Tj Ty — & ming (g4 — 2p)

> ; - .
Lot Tl B I > ma (Ja(uy) (e 1))

D’apres 'expression explicite d’une onde de détente, on a donc la relation :

LTj+1 = L5 I
w T,v]_l,vj =vj.

On montre de méme la relation :

Tj_1 — X5
J J
w3<72t ,vj_l,vj> —’Uj_l,

ce qui donne (44) dans le cas d’une onde de détente. Supposons maintenant que la solution du
probleme de Riemann entre v;_; et v; est une onde de choc (vj_1 > v;). On a encore I'inégalité :

> max (Ja(vy)] a(v;-1)])

et nous allons montrer que la vitesse o du choc est strictement inférieure au maximum de |a(v;)|
et |a(vj—1)|. La vitesse o du choc est donnée par la condition de Rankine-Hugoniot (30). Par
le théoreme des accroissements finis, il existe un réel v, €]v;,v;_1[ tel que o = a(v,). Comme
I'application a est strictement croissante, on a ’encadrement :

a(vj) < a(v,) =0 < a(vj_1).
On en déduit I'inégalité :
—max (|a(v;)], la(vj-1)]) <o <max (la(v;)], la(vj-1)])

En particulier, I'onde de choc issue du point z; au temps 0 ne peut pas toucher la demi-droite
x = (xj+xj41)/2 sur l'intervalle (fermé) de temps [0, T]. On en déduit en particulier la relation :

Ti+1 — Ly _
WR oY ,Uj_l,’Uj —Uj.
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L’onde de choc issue de x; au temps 0 ne peut pas non plus toucher la demi-droite x = (z;_1 +
x)/2 sur I'intervalle fermé de temps [0,77], et on a :

Ti1— Ti
J J _
wR( 2¢ 7Uj—lyvj> =Vj-1.

On a donc montré (44). De la méme maniere, on montre les relations :

To — I TN-1 —IN
wR(i,UO,Ul) =1, wR(i,UN—l,UN> = UN-1- (45)
2t 2t
En particulier, pour tout ¢t € [0,T7], la fonction u(t,-) définie dans I’énoncé du théoréme 7 est
continue aux points (z; + xj41)/2, j=1,...,N — 1.

Montrons maintenant que la fonction u est bien une solution entropique sur l'intervalle [0, T']
pour la donnée initiale ug définie dans ’énoncé. Il est clair que u est mesurable et bornée, et il
suffit donc de montrer que les relations de la définition 6 ont lieu. Soit ¢ une fonction de classe
€' & support compact dans [0, +0o[xR. Tout d’abord, on va calculer :

1:/ whp+ f(u) Oppdtda.
[0,T]xR

On décompose I de la maniére suivante :

T (m1+m2)/2
I:/ / uwop + f(u) Oppdadt

(zj+xj41)/
/ / uatso+f< ) xwdxdw/ / ket () o drdt.
(@j—1+z;)/

(rn-1+zN)/

Traitons tout d’abord le cas ou la solution du probleme de Riemann entre vy et v consiste en
un choc de vitesse o, autrement dit :

wr(§,vo,v1) = {UO’ sic <o, o= M.

v, sié>o, VU1 — U

On a vu plus haut que pour tout t € [0,T], on a x; + ot < (x1 + x2)/2 car 'onde de choc issue
de 1 au temps 0 ne peut toucher la demi-droite x = (x1 + x2)/2 sur Uintervalle de temps [0, .
On obtient alors :

T ({El-‘r.’Ez)/Q
/ / uopp + f(u) Oppdadt
0 —00

T x1+ot T (:E1+£E2)/2
:/ (/ vo Orp + f(vo) Onip dx) dt+/ / v1 O + f(v1) Orpda | dt
0 —00 0 x1+ot

r1+oT 1 (:E1+£E2)/2 (:E1+£E2)/2
= / vo (T, z)dx — / vo p(0, ) dx + / v (T, z)dx — / v1 (0, z) dz

—00 r1+oT T

/ fl 331+332)dt

(wl—l—wg /2 (:E1+£E2)/2 T
:/ u(T,x) p(T, x)d:n—/ uo(x) ¢(0, x) dx—l—/o f(vl)gp(t, $1+$2)dt.

—00 —00 2

Si la solution du probleme de Riemann entre vy et vy est une onde de détente, on montre
également'® qu’on a la relation :

T (:E1+£E2)/2
/ / udip + f(u) Oppdrdt
0 —00

(z1+2)/2 (z1+22)/2 T T+ To
= / w(T,z) (T, z)dx — / uo(z) ¢(0,z) doe + / f(v1) (2, )dt.
_ 0

oo —0o0 2

10T s calculs sont similaires, bien qu’un peu plus fastidieux...
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Cette relation a donc lieu indépendamment de la structure de la solution du probleme de Rie-
mann entre vy et vy. Les calculs sont similaires & ceux effectués dans les démonstrations des
théoremes 3 et 4, a la différence pres qu’ici on integre sur la bande [0, 7] x R, alors que dans les
démonstrations des théoréemes 3 et 4, on intégrait sur le demi-espace [0, +o00[xR.

De la méme maniere, pour j € {2,..., N — 1}, on peut montrer 1'égalité :

(jt+zjt1)/ (Tj+zj41)/2
/ / u@ﬁp%—f( ) Ozpdadt = / w(T,x) p(T,x)dx

j—1+25)/2 (xj—1+w;5)/2

(xj+xj+1)/2 T Ti+T; T Ti 1+ x,
- /( wn() (0, 2) dz + /O Floy) olt, iy g /0 Fojo1) o(t, T T0y g

zj-1+z;)/2 2 2

ainsi que 1’égalité :

+oo
/ / u8t<p+f( ) Oppdadt = / u(T,x) (T, x)dx
(xN—1+zN)/ (

TN_1+TN)/2

o T
-/ : (@) (0,)do — [ flo-a) plt, ) .
( 0

TN_1+TN)/2 2

En sommant les trois dernieres égalités ci-dessus, on aboutit & :

I+/Ru0(x) ©(0,x) dx:/Ru(T,x) o(T, ) dx

ce qui traduit le fait que u est une solution faible sur l'intervalle de temps [0, 7.
Pour montrer que u est une solution entropique sur [0, 7], on procéde de la méme maniere,
en partant de la quantité :

// ) Oy + q(w) Dupdi dz,

avec (1, q) un couple entropie-flux et ¢ une fonction de classe €' a support compact et positive.
On découpe a nouveau 'intégrale en N 4+ 1 morceaux, et on utilise sur chaque morceau I'inégalité
d’entropie vérifiée par la solution du probleme de Riemann entre v;_;1 et v;. Rappelons que pour
une onde de détente, on a une égalité, et non une inégalité dans le bilan d’entropie. Finalement,
on aboutit a 'inégalité :

[ [nae + awonparar+ [ nwo)o0.00de > [ e o) da
Le principe du maximum est clair grace aux propriétés de la solution du probleme de Rie-
mann. Pour le comportement de la variation totale, nous allons utiliser la monotonie de la
fonction w(t,-) sur chacun des intervalles | — oo, (21 + z2)/2], [(z1 + 22)/2, (x2 + 23)/2],
[(zn—1+2xN)/2, +00[. Les relations (44) et (45) montrent de plus que u(t, -) est continue a travers
les points (z; + x;41)/2, 7 =1,...,N — 1. Soit alors p € N, et 29 < 21 < --- < 2. On considere
I’ensemble de points :

{20,21,.. ., 2} U{(&1 +22)/2,..., (xn-1 + 2N)/2},

que 'on ordonne en ordre strictement croissant. On note P + 1 le cardinal de cet ensemble, et
Yo < y1 < --- < yp ses points. Comme les points z; font partie des yi, on peut écrire z; = Yk s
ot kg < -+ < ky. Pour t € [0,T], on peut donc majorer :

"
L

p—1 p—1
Z ”U,(t, Zj+1) - U(t, Z])’ = Z ‘U(t, ykj+1) - U(t, yk])’ < ‘U(t, yk+1) - U(t, yk)’ :
Jj=0 J=0

0

e
Il
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Pour majorer cette derniére somme, on utilise le fait que les points (z;+2;41)/2,7=1,...,N—1
font partie des points y, et on peut donc trouver des indices 0 < iy < --- <iy_1 < P tels que :

(@1 +22)/2=yir s (BN-1+2N)/2=Yiy_, -

On utilise ensuite les propriétés de monotonie de u(t, ) :

P-1
Z ‘U(t, yH—l) - u(t7 yl)‘
=0

N—2 ij41—1 P—1
= Z ‘u(t7yi+1) t yl ’ + Z Z t yl-‘rl (tayl)‘ + Z ’u(tayi-‘rl) - u(tayl)’
1<i1 1=1; T=iN_1
N-2
< o1 —wol + Y |vj1 — vl + low — vnal -
j=1
Au final, on a obtenu :
p—1 N-1
D lult,zja1) —ult,2) < D w1 — vy
7=0 7=0

La variation totale de u(t,-) est donc plus petite que la variation totale de la donnée initiale u.
En choisissant la suite particuliere de points :
T9 — T T+ T2 IN-1T2IN IN —ITN-_1

2 2 7 y St T

et en utilisant les propriétés de continuité de u(t,-), on montre que la variation totale de wu(t,-)
est plus grande que la variation totale de la donnée initiale, ce qui finit de démontrer la propriété
annonceée. O

xr1 —

On s’intéresse maintenant a la continuité en temps de la solution entropique construite au
théoreme 7 :

Proposition 4 (Continuité en temps). Sous les hypothéses du théoréme ’7, la solution entropique
u vérifie la propriété suivante : pour tous temps 0 < s <t < T, on a :

/ lu(t,x) —u(s,z)|de < max la| TV (up) (t —s),

R

ou K désigne l'intervalle min; vj, max; v;].

Démonstration de la proposition 4. On décompose 'intégrale a estimer sous la forme :

(x1+x2)/2
[ lutta) ~uts oo = | [ult,) — u(s, )| da
R

— 00

N-2

(Tjr1+zj2)/2 +00
+ Z / lu(t,z) —u(s,z)|dz + / lu(t,z) —u(s,z)|dz,
j=1 7 (zj+zi1)/2 (en_1+an)/2

puis on majore chacun des termes. Pour j =1,...,N —2, 0on a :

(j41+T542)/2
/ fu(t, ) — (s, 2)| da
(

zi+z41)/2
/(xj+1+1‘j+2)/2
(zj+;41)/2

<J.

< max |af|vjp — ] (t - 8) < max|a| [vj+1 — ;| (t = s),
[v5,v5+1 K

dx

(33 —Tjtl

L= Tj+1
WR\ —— V5, Vj+1) — WR » Uy Uj+1

t

Y Yy
wr( 35 Vi1 ) —wr( 50, v )| dy
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ol on a utilisé la proposition 3 pour majorer la derniere intégrale. De méme, la proposition 3
donne :

(z1+x2)/2
/ u(t, ) — u(s, )| da < max Jalfor — vo] (£~ 5).

— 00

+0o0
/ lu(t,x) — u(s,x)| de < max|a| |lvy —on—1|(t —$).
(an-1+2N)/2 K

En sommant les trois dernieres inégalités, on obtient le résultat annoncé. O

Pour finir ce paragraphe, on propose quelques exercices consacrés & des cas simples ou il est
possible de résoudre globalement en temps une juxtaposition de deux probléemes de Riemann :

Exercice 16. Supposons f(u) = u®/2. Soit ug la fonction en escaliers suivante :

1, six <0,
up(x) =¢ -1, si0<z<1,
-3, siz>1.

Pour t € [0,1/2], on pose :

1, six <0,
u(t,z) =49 -1, si0<z<1-—2t,
3, siz>1-2t,

et pour t > 1/2, on pose :

o) = 1, siz<—(t—1/2),
ult, o) = -3, siz>—(t—1/2).

Montrer que u est une solution entropique pour la donnée initiale ug. Que peut-on dire de la
variation totale de u(t,-) ? Expliquer comment est construite la solution u et donner un sens a
la phrase “I’interaction des deux ondes de choc issues de x =0 et x = 1 au temps 0 produit une
nouvelle onde de choc au temps 1/2”. Trouver un majorant de la quantité :

/ ‘u(t7 .’L’) - U(S, x)’ dx,
R
pourt > s > 0.

Exercice 17. Généraliser le résultat de l’exercice 16 au cas d’une donnée initiale ug de la
forme :
v9, siz<xy,
up(z) = quvy, siz] <z < xog,
vy, Sl x> w9,

ou x1 < X2, et ou vy > vy > ve. On considérera encore le cas ou la fonction f est donnée par
flu) =u?/2.

Apres les deux exercices précédents qui étaient consacrés a des interactions de type choc-choc,
I’exercice suivant est consacré a une donnée initiale produisant deux ondes de détente :

Exercice 18. Supposons f(u) = u®/2. Soit ug la fonction en escaliers suivante :

vo, stz <,
up(z) = qui, siz <z <,

vy, Sl x> w9,
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ot x1 < X2, et ot vy < v1 < vg. Pourt > 0, on pose :

0 , six <x1+vt,
(x—x1)/t, sizi+vot<zx<mz+01t,

u(t,x) = < vy, stz +ut<z<mz9+ 018,
(x —x9)/t, sizo+vit <z <mzo+ V2t
V2, Six > x9+ vat.

Ezxpliquer comment est construite u. Montrer que u est une solution entropique pour la donnée
initiale ug, et qu’on a une égalité dans l'inégalité d’entropie (25). Que peut-on dire de la variation
totale de u(t,-) ?

Pour finir, on traite le cas d’une interaction entre une onde de détente et une onde de choc :

Exercice 19. Supposons toujours f(u) = u®/2. Soit ug la fonction en escaliers suivante :

0, siz<0,
up(z) =41, si0<z<1,
0, sixz>1.
Pour t €]0,2], on pose :
0, six <0,

x/t, si0<axz<t,
1, sit<x<1+t/2,
0, siz>1+t/2.

Enfin, pourt > 2, on pose :

0, six <0,
u(t,z) = x/t, si0<x<V2t,
0, six > V2t.

Montrer que u est une solution entropique pour la donnée initiale uy définie plus haut. Calculer la
variation totale de u(t,-), et vérifier que application (t — TV (u(t,-))) est décroissante. Quelle
est la limite de cette application quand t tend vers +oo ¢ Calculer la quantité :

/Ru(t, x)dx,

pour tout temps t > 0. Enfin, montrer que pour tout p > 1, |lu(t,)||Lrw) tend vers 0 quand t
tend vers +00.
Généraliser au cas d’une donnée initiale de la forme :

vo, stz <,
up(z) = v, siz <z <ay,

vy, Sslx > xo,

ot 1 < T2, et ot vy > max(vg, v2).
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5.2 Juxtaposition d’une infinité de problemes de Riemann

On traite maintenant le cas d’une donnée initiale en escaliers présentant un nombre dénom-
brable de sauts. Pour simplifier, et parce que c’est le cas qui nous intéressera par la suite, on
suppose que les points ou la donnée initiale présente un saut sont équidistants. Le résultat est
alors le suivant :

Théoréme 8 (Juxtaposition de problémes de Riemann). Supposons que f” ne s’annule pas.
Soit h > 0, soit K un intervalle compact de R, et soit (vj)jez une suite indexée par 7 et a
valeurs dans lintervalle K. Soit ug la fonction en escaliers suivante :

uo(z) =vj, size€ljh,(j+1)h], jeZ.

Soit T > 0 vérifiant la condition :

T sup |a(v)| <
veK

VRIS o

Pour (t,z) €]0,T] x R, on définit :

u(t,x):wR<m_txj,vj_1,vj), sixe](j—%)h,(j—l—%)h, jEL,

et on pose u(0,z) = up(z). Alors u est une solution entropique de (1) sur lintervalle de temps
[0,T). De plus, u vérifie le principe du maximum :

V(t,z) € [0,T] xR, infov; <wu(t,z) <supvj,
JEZ JEZ
et si ug est a variations bornées, alors pour tout t € [0,T], u(t,-) est a variations bornées, et la
variation totale de u(t,-) est constante :

+o00
Vte[0,7], TV(u(t,))=TV(u)= Y |v;—vj-1.

j=—00

En supposant toujours que ug est a variations bornées, on a l’'inégalité :
/ lu(t,x) —u(s,z)|de < max la| TV (up) (t —s),
R

pour tous temps 0 < s <t < T.

La démonstration du théoréeme 8 est similaire a la démonstration du théoreme 7 et a la
démonstration de la proposition 4. L’idée principale est que, en vertu de la restriction sur le
temps final T, les ondes de choc ou de détente émanant de deux problémes de Riemann voisins
n’ont pas le temps d’interagir avant le temps 7. La solution u construite dans I’énoncé du
théoreme 8 est continue a travers chaque point (j + 1/2) h, j € Z. La démonstration se déroule
ainsi de la méme maniere que pour le théoreme 7. Remarquons juste qu’il est important que les
v; appartiennent a un méme intervalle compact, sans quoi on ne pourrait pas nécessairement
trouver un temps 7' > 0 tel que la condition :

| >

T sup Ja(v)| <

vE[v5,v;41]

Y

soit vérifiée pour tout j € Z. On pourrait par ailleurs supposer que les points de discontinuité
de la donnée initiale ne sont pas équidistants, mais il faudrait alors supposer que ’écart entre
deux points consécutifs est borné inférieurement uniformément, ceci afin d’assurer ’existence
d’un intervalle de temps [0, 7] sur lequel les ondes issues de deux problémes de Riemann voisins
n’interagissent pas.
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6 Schéma de Glimm

La résolution du probleme de Riemann est a la base des théoréemes d’existence de solutions
pour les équations de la forme (1). Le principe sous-jacent est le suivant : une donnée initiale
discontinue peut étre approchée par une fonction en escaliers, et on construit alors une solution
approchée en résolvant des problemes de Riemann. Il faut ensuite gérer les interactions d’ondes
provenant de deux problémes de Riemann voisins. Cette stratégie est a la base du schéma de
Glimm, qui a été introduit pour résoudre 1’équation (1) dans le cas d’une donnée initiale uy dans
lespace BV(R). Enongons maintenant le résultat principal d’existence pour (1) :

Théoréme 9 (Théoreme de Glimm). Supposons que f” ne s’annule pas. Soit ug € BV(R).
Alors il existe une solution entropique v € L*([0,4+00[xR) de (1) avec la donnée initiale ug, et
cette solution vérifie les propriétés suivantes :
i) Principe du mazimum : infuy < u(t,z) < supug pour tout (t,x) € [0, +oo[xR.
it) Variation totale décroissante : pour tout t > 0, u(t,-) est a variations bornées sur R, et
Uapplication (t — TV(u(t,-))) est décroissante sur [0,400].
i11) Continuité en temps : il existe une constante C > 0 ne dépendant que de la donnée
iitiale ug telle que pour tous tempst > s >0, on a :

/R|u(t,x) —ufs,2)| dz < C TV (ug) (t — 5)

La constante C' ne dépend que de lintervalle dans lequel ug prend ses valeurs.

La démonstration du théoreme 9 est schématisée a la figure 4. On part de la donnée initiale uyg,
et on ’approche par une fonction constante par morceaux. C’est la procédure d’échantillonnage.
La précision de cette approximation est mesurée en fonction d’'un petit parametre. Une fois
obtenue cette fonction constante par morceaux, on résout I’équation (1) sur un intervalle de
temps [0, 73] suffisamment court. Cela est possible grace au théoréeme 8, pourvu que 73 soit
bien choisi. Au temps 717, la solution obtenue n’est plus constante par morceaux car elle peut
contenir des ondes de détente. On approche donc, a nouveau, la solution obtenue au temps T3
par une fonction constante par morceaux. Puis on résout I’équation (1) sur U'intervalle de temps
[Ty, Ty + T5] etc. Le but est de montrer que, lorsque le parameétre mesurant les approximations
successives tend vers 0, alors la suite de solutions approchées ainsi construites converge bien
vers une limite qui est solution de (1) avec la donnée initiale ug. Cela pose plusieurs problémes,
le premier étant de s’assurer que pour un parametre d’approximation fixé, le processus défini
ci-dessus permet bien de définir une solution approchée définie sur [0, +00[xR (avec les notations
introduites ci-dessus, il faut s’assurer qu’on peut choisir les temps T} de sorte que la série des
T}, diverge). Une fois ce premier probleme résolu, le second probleme est de montrer que la
suite des solutions approchées converge bien vers une limite et dans ce cas, de préciser dans
quel sens la convergence a lieu. Il s’agit d’un probléme de compacité pour une suite de fonctions.
Enfin, le dernier probléme consiste a montrer que la limite obtenue est effectivement une solution
entropique de (1) pour la donnée initiale ug, et que cette solution vérifie les propriétés énoncées
au théoreme 9. En d’autres termes, il faut montrer que le schéma d’approximation est consistant
avec I’équation (1). La base de la démonstration est bien stir que toutes les propriétés énoncées
au théoreme 9 sont vraies pour la solution du probleme de Riemann, ainsi que pour la solution
d’une juxtaposition de problemes de Riemann.

Donnée initiale ug —__ - Echantillonnage ______ . Résolution de problemes de Riemann

T

F1G. 4 — Schéma de construction des solutions approchées.
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Le paragraphe suivant est consacré a la définition du schéma de Glimm proprement dit,
c’est-a-dire a la construction des solutions approchées de (1). Cette construction repose sur une
suite de nombres réels (a,)nen que 'on se donne au préalable. La convergence de la suite de
solutions approchées ainsi construites est liée a certaines propriétés de cette suite (ay,)nen. Nous
verrons plus loin que 1'équirépartition de (a,)nen est une condition nécessaire pour assurer la
convergence du schéma de Glimm (la notion d’équirépartition d’une suite est rappelée plus loin).
Pour finir, on étudiera la convergence du schéma de Glimm, et on démontrera le théoreme 9.

On rappelle la convention adoptée ici de ne considérer que des fonctions & variations bornées
qui sont continues a gauche.

6.1 Définition des solutions approchées

On se donne un nombre Az > 0, et on se donne (a, )pen une suite a valeurs dans l'intervalle
ouvert | — 1,1[. Pour tout j € Z, on note I; l'intervalle |(j — 1) Az, (j + 1) Az], de sorte que :

R=]J Lj=J Lju-

JEZL JEZ
Dans les deux cas, on a une union d’intervalles deux-a-deux disjoints. Dans tout ce qui suit, on
note 2 Z ’ensemble des entiers pairs, et 142 7Z ’ensemble des entiers impairs. Plus généralement,
sip € Z, on note p+ 27 'ensemble des entiers k € Z tels que k —p € 2Z. On note K l'intervalle
compact [inf ug, sup ug), et on se fixe un nombre A > 0 vérifiant la condition :

A sup |a(w)| < 1. (46)
weK

On définit alors At = A Az > 0, de sorte que (46) se réécrit :

At sup |a| < Ax.
K

Dans tout ce qui suit, Az peut étre vu comme le parametre mesurant I’approximation que ’on
fait entre la solution exacte u de (1) avec la donnée initiale uy (dont on cherche & montrer
Pexistence) et la fonction v que 'on va construire. Le but final sera de montrer que quand Ax
tend vers 0, le nombre A > 0 étant fixé, la fonction v (dont la définition dépend de Azx) tend, en
un certain sens que ’on précisera plus loin, vers une solution entropique de (1). Pour le moment,
on se concentre sur la définition de la fonction v. Le parameétre Az étant fixé, on omet pour
I'instant de préciser la dépendance de v par rapport a Ax.

On va définir, par récurrence sur 'entier n, la fonction v sur la bande [0,n At] x R. Pour
n = 0, on définit v(0,z) comme suit :

Vje2Z, Vaeel;j, v(0,2)=uo((j+ao)Ax), (47)

de sorte que v(0, -) est une fonction constante sur chaque intervalle de la forme I, avec j pair. Les
sauts de v(0, -) sont donc localisés en des points équidistants, de pas 2 Ax. Les points (j+ag) Az,
J € 27, sont les points d’échantillonnage de la donnée initiale.

Détaillons maintenant la premiere étape de la récurrence. Autrement dit, construisons la
fonction v sur la bande [0, At] x R. Tout d’abord, on remarque que les valeurs prises par v(0, -)
appartiennent toutes a l'intervalle compact K défini plus haut car ces valeurs sont calculées
comme limites d’éléments de K. En vertu de la condition (46), le théoreme 8 montre que 1'on
sait construire une solution entropique w, sur U'intervalle de temps [0, At], du probléeme :

{8tw+8mf(w):0, te0,At], z € R, (48)

w(0,z) =v(0,z), xe€R.
On définit alors v sur l'intervalle ouvert |0, At[ comme suit :

Vtelo,At[, VzeR wv(tz)=w(tx).
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On note également v(At™, ) la fonction w(At, -), ¢’est-a-dire la valeur au temps At de la solution
de (48) fournie par le théoreme 8. Comme on I’a remarqué plus tot, la fonction v(At™,-) ainsi
définie n’est pas constante par morceaux car elle peut contenir des ondes de détente. Le point
crucial est qu’on ne va pas définir la solution approchée v au temps At comme étant v(At™, ), car
sinon on ne saurait pas comment prolonger v sur l'intervalle [At, 2 At]. En effet, pour I'instant on
ne sait résoudre ’équation aux dérivées partielles (1) que pour des données initiales en escaliers.
Au lieu de définir v au temps At comme étant v(At~,-), on applique une nouvelle procédure
d’échantillonnage. On définit donc la fonction v au temps At de la maniere suivante :

Vjel+2Z, Vxel;, v(At,zx)=v(At",(j+a)Ax),

Noter que les points d’échantillonnage sont maintenant les points (j + a1) Az avec j € 1 4+ 27Z.
Les fonctions v(At, -) et v(0, -) sont donc constantes sur des grilles qui sont décalées de Az I'une
par rapport a Uautre. Par ailleurs, en utilisant le théoréme 8, on voit que v(t, ) prend ses valeurs
dans K pour tout ¢t € [0, At[, et méme pour ¢ = At car la fonction que I'on a notée v(At™,-)
prend ses valeurs dans K, et donc v(At,-) prend aussi ses valeurs dans K.

Passons maintenant au cas général de la récurrence. Supposons que v a été construite sur
lensemble [0,n At] x R et que, sur cet ensemble de définition, v vérifie les propriétés suivantes :

i) v(0,-) est définie par (47).
ii) v prend ses valeurs dans l'intervalle K.

iii) Sur tout intervalle [k At, (k + 1) At[, avec k € {0,...,n — 1}, v coincide avec la solution
entropique wj du probleme :

(49)

Orw + 0 f(w) =0, telkAt,(k+1)At],z e R,
w(k At,z) =v(k At,z), zeR,

dont on sait qu’elle existe sur 'intervalle de temps [k At, (k + 1) At]. On notera v((k +
1) At™,-) la valeur de la solution entropique wy de ce probleme au temps (k + 1) At.

iv) Pour tout k € {1,...,n}, et pour tout z € I;, j € k+27Z, on a :
vk At,z) =v(k At (j + ax) Azx) .

Pour passer de 'étape n a I’étape n+ 1, il suffit de remarquer que v(n At, -) est une fonction
en escaliers prenant ses valeurs dans K, et dont les sauts sont localisés en des points équidistants,
de pas 2 Az. Le théoreme 8 permet de construire une solution entropique w, sur Iintervalle de
temps [n At, (n + 1) At] du probléme :

(50)

Ow + O, f(w) =0, te[nAt,(n+1)At], x € R,
w(nAt,z) =v(nAt,z), zeR.

On pose alors :
VtelnAt,(n+1)At[, VzeR, o(t,z)=wy(tx).

On note également v((n + 1) At™,-) la fonction w,((n + 1) At,-), c’est-a-dire la valeur au
temps (n + 1) At de la solution entropique w, de (50). On applique ensuite la procédure
d’échantillonnage : pour tout j € n + 1+ 2Z et pour tout x € I;, on pose :

v((n+1)At,z) =v((n+ 1) At™, (j + ant1) Ax).

Il est clair que v prend ses valeurs dans K (on applique encore le théoreme 8), et les autres
points de la récurrence sont immédiats d’aprés la construction.

On a donc montré comment construire la fonction v sur [0, +o0[xR. Cette fonction vérifie
les points i), ii), iii), iv) ci-dessus pour tout entier n. La construction de v dépend du choix
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de Az, du choix du parametre A, et de la suite (a,)nen. L'algorithme permettant de construire
v est appelé le schéma de Glimm. A partir de maintenant, on s’intéresse au comportement
de v lorsque le parameétre Ax tend vers 0, le parametre A ayant été fixé une fois pour toutes
vérifiant (46), et la suite (a,)nen étant également fixée. On notera va la fonction construite par
le schéma de Glimm avec le parametre Az. Au prochain paragraphe, nous allons voir en quoi la
convergence de va lorsque Az tend vers 0, le parametre A restant fixe, est liée a une propriété
dite d’équirépartition de la suite (ay)nen. Comme X est fixe, il est clair que At tend également
vers 0 lorsque Az tend vers 0.

6.2 Condition nécessaire de convergence : étude d’un cas modele

Considérons le cas de I’équation de Burgers f(u) = u?/2, et prenons une donnée initiale de

la forme :
20, six <0,
up(z) =

0, six > 0,

ol & > 0 est un nombre donné. La solution entropique correspondante est un choc se déplagant
a la vitesse o (voir le théoreme 6). Considérons Ax > 0 et choisissons A > 0 tel que (46) soit
vérifiée, autrement dit 2\« < 1. On applique le schéma de Glimm a la donnée initiale ug.

Au temps 0, on a tout d’abord va (0, 2) = 2« si x € I; avec j pair et j < —2. On a également
va(0,2) = 0 si « € I; avec j pair et j > 2. Dans le cas olt ap > 0, on a va(0,2) = 0 si x € Iy,
et dans le cas ot ag < 0, on a vaA(0,2) = 2a si & € Iy. Posons jo = —2 dans le cas ag > 0, et
jo = 0 dans le cas ag < 0. Avec cette définition, on obtient :

{2@, sizelj,je2Zetj< jo,
VA (07 T ) = . . . .
0, sizelj,je2Zetj> jo.

Quand on construit va sur Uintervalle de temps ]0, At], on doit résoudre des probléemes de
Riemann entre deux valeurs consécutives prises par la fonction en escaliers va (0, -). Trois cas se
présentent : soit on doit résoudre un probleme de Riemann entre 2« et 2« (cela se passe entre
les intervalles I; et I;4q pour j € 2Z et j < jo), soit on doit résoudre un probleme de Riemann
entre 2 et 0 (cela se passe entre I, et I 41), soit on doit résoudre un probleme de Riemann
entre 0 et O (cela se passe entre I; et [;4q pour j € 27Z et j > jo). Le premier et le troisieme cas
sont triviaux, tandis que le second se résout par un choc de vitesse .

Au temps At, on applique la procédure d’échantillonnage. On remarque tout d’abord que
vAa(At,xz) = 2a si @ € I; avec j impair et j < jo — 1. De méme, va(At,z) = 2a si z € I;
avec j impair et j > jo + 3. La valeur de va(At,z) pour z € I 41 dépend du nombre a;.
Siag Az < aAt, on a va(At,z) = 2« pour x € I 41. A linverse, si aj Az > aAt, on a
va(At,xz) = 0 pour & € Ij,41. On pose alors ji = jo + 1 si a1 Az < aAt, et ji = jo — 1 si
a1 Az > a At. Avec cette définition, on a :

200, sizelj,jel+2Zetj<y,
0, siwzelj,jel+2Zetj>ji.

va(At, x) = {

Par une récurrence immédiate, on montre que pour tout n € N il existe un entier j, € n+27Z
vérifiant :
2, sizelj,jeEn+2Zet j< gy,

0, sizelj,jen+2Zetj> jy,

va(n At,x) = {

et la suite (j,,)nen vérifie la relation de récurrence suivante :

+1, siape; Az < aAt,

VneN il — Jn =
) et T {—1, Si ani1 Az > a At.
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Une telle suite (jj,)nen vérifie automatiquement :
VYneN*, j,=jo+n—2 Card {me {1,...,n}, am >oz)\}. (51)

Rappelons que la solution exacte que ’on cherche a approcher est un choc de vitesse . La
ligne brisée passant par les points (n At, j, Ax) est une approximation de la position du choc.
Grosso modo, v vaut 2 a a gauche de cette ligne brisée, et va vaut 0 a droite de cette ligne brisée.
Quand Az tend vers 0, A restant fixe, on souhaite que la fonction va calculée par le schéma
de Glimm se rapproche de la vraie solution entropique. En particulier, il semble relativement
intuitif que la ligne brisée doit se “rapprocher” de la droite de pente o quand Ax tend vers 0.
Pour que cette ligne brisée ressemble a une droite, il faut tout d’abord que le rapport :

Jn Az — jo Aw _ Jn — Jo
n At n\x

tende vers une limite finie quand n tend vers 4+oo (autrement la ligne brisée oscillerait ou
divergerait, mais dans tous les cas ne ressemblerait pas & une droite). La limite de la quantité
(Jn—2Jo)/(n A) est, en quelque sorte, la pente moyenne de la ligne brisée. On veut que cette pente
moyenne, qui a priori dépend de Az, tende vers @ quand Az tend vers 0. Or on remarque que
la suite (j,) ne dépend pas de Az, mais ne dépend que de A et de la suite (a,). Donc la pente
moyenne de la ligne brisée ne dépend pas non plus de Az. Pour que cette pente tende vers «
quand Az tend vers 0, il faut qu’elle soit égale & . On demande donc que la suite (j,,) vérifie
la propriété : . ‘

li Jn — JO _

im Q@

n—4o0 N A

Compte tenu de la relation (51), cette relation se rééerit :

1 1-—
lim - Card {me{l,...,n},am>a)\}: a/\. (52)

n—-+4o0o 2

Nous avons vu au début de ce paragraphe que la restriction sur le nombre A était 2a A <1,
ce qui n’était rien d’autre que (46) dans le cas particulier f(u) = u?/2, avec la donnée initiale
ug introduite ci-dessus. La restriction sur A a pour but d’assurer que les ondes (choc ou détente)
issues des différents problémes de Riemann ne puissent pas parcourir la distance Az en un temps
inférieur & At. Dans le cas particulier étudié ici, il n’y a qu’une seule onde qui apparait lorsqu’on
résout les différents problemes de Riemann, et il s’agit d’une onde de choc de vitesse a. On peut
donc relaxer la condition sur A et ne demander que l'inégalité A < 1. Cela n’affecte que la
définition du pas de temps At. Si on s’autorise toutes les valeurs de A > 0 telles que a A < 1, et
si on demande que la relation (52) ait lieu indépendamment des choix de « et A, on aboutit a
la relation :

. 1 1-46
Ve elo,1], lim —Card{me{l,...,n},am>9}:—. (53)

n—+oo M 2

On peut faire la méme analyse avec la donnée initiale :

() 0, six <0,
ug(z) =
0 —2a, siz >0,

avec « > 0, cette donnée initiale conduisant & un choc de vitesse —a. Au final, cela revient a
changer 6 en —@ dans la relation (53).

Pour que le schéma de Glimm approche les solutions entropiques de (1), il semble assez
naturel de demander & la suite (ay,)nen de vérifier la propriété :

1-46

. 1
Vo e[-1,1, lim - Card{me{l,...,n},am>9}—T. (54)

n—-4oo
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On dira d’une suite (a, )nen vérifiant (54) qu’elle est équirépartie dans l'intervalle | —1, 1[. Il n’est
pas dur de voir que la propriété (54) est équivalente a ce que pour tout intervalle semi-ouvert
I=]a,b]C]—1,1[,0ona:

b—a
2 b

1
lim — Card {me {1,....,n}, am GI} =
n——+oo n
ol b — a n’est rien d’autre que la mesure de Lebesgue de l'intervalle I. Il n’est pas non plus
tres difficile de voir que cette propriété est vérifiée pour tous les intervalles semi-ouverts si
et seulement si la méme propriété est vraie pour tous les intervalles (fermés, ouverts, ou semi-
ouverts). Autrement dit, une suite (a,)nen est équirépartie si et seulement si pour tout intervalle
Ic]—-1,1,ona:
1 1
lim —Card{me{l,...,n},amef}:'u() (55)

n—+oo 1 2

ou u désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Il faut bien noter que dans ce paragraphe, on n’a pas établi de résultat rigoureux, pour
la simple raison que 'on n’a pas précisé ce que 'on entendait par “convergence du schéma
de Glimm”. En particulier, on n’a pas précisé en quel sens la fonction va devait tendre vers
une limite solution entropique de (1). Néanmoins, I’analyse précédente met en lumieére le lien
entre la propriété d’équirépartition (55) et le fait que le schéma de Glimm approche bien une
solution entropique de (1). En particulier, il semble naturel de demander a la suite (an)nen
d’étre équirépartie si I'on espére montrer que la fonction va converge, quand Ax tend vers 0,
vers une solution entropique de (1), et ceci quel que soit le sens que 'on donne & cette notion
de convergence. Pour s’en convaincre, ’exercice suivant traite d’un cas simple ol une suite qui
n’est pas équirépartie conduit & une trés mauvaise solution approchée v :

Exercice 20. Soit f(u) = u%/2, et soit ug la donnée initiale suivante :

(2) 2, siz <O,
Upl\xr) =
0 0, siz>0.

Quelle est la solution entropique pour la donnée initiale ugy ¢

Soit (an)nen la suite valant identiquement 3/4, et soit A = 1/2. Soit alors va la fonction
construite a laide du schéma de Glimm. Montrer, par récurrence sur n, que pour tout n € N
on a:
2, sizelj,jen+2Zetj< —n,
0, sizelj,jen+2Zetj>—n.

va(n At,x) = {

En déduire que va vérifie :
3 2
lva(t, z)|dtde = = (Ax)*,
R+ xR+ 4

et que va tend vers 0 pour presque-tout (t,z) € RT x R lorsque Az tend vers 0. La fonction va
constitue-t-elle une bonne approzimation de la solution entropique associée a la domnée initiale
uQ ?

6.3 Démonstration du théoréme 9

On reprend désormais ’analyse du schéma de Glimm dans le cas général, tel qu’on I’a défini
au paragraphe 6.1. En particulier, la solution approchée va vérifie les points i), ii), iii), iv)
explicités précédemment. Dans un premier temps, on va montrer des estimations sur la solution
va. Ces estimations permettront d’établir une propriété de compacité sur la suite de solutions
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approchées, notée (vp)pen, que l'on obtient en choisissant les valeurs Az = 277, p € N. On
obtiendra alors la convergence, dans une certaine topologie, d’une sous-suite que l'on notera
encore (vp)pen. Dans un second temps, on montrera que l'erreur de consistance du schéma de
Glimm tend vers 0 quand le pas Az tend vers 0. Ainsi on montrera que la limite de la suite
(vp)pen est une solution faible de (1). Cette limite satisfera les autres propriétés énoncées au
théoreme 9. Pour établir ces propriétés, nous allons utiliser quelques notions de topologie et de
théorie de la mesure qu’il est utile de rappeler maintenant.

6.3.1 Quelques rappels d’intégration

L’intervalle ouvert | — 1,1[ est un espace métrique pour la distance d(z,y) = |y — z|. Ainsi
I'espace produit | — 1, 1[N, qui n’est rien d’autre que l’espace des suites indéxées par N et &
valeurs dans | — 1, 1], est muni naturellement de la topologie produit. Cette topologie est définie
comme suit : un sous-ensemble & C] — 1, 1[N est un ouvert si pour tout élément (b, )nen € O, il
existe un entier NV € N et il existe un nombre ¢ > 0 vérifiant la propriété :

N
V(ennen €1 = L[N, D lej —bjl < e = (ca)nen € 0.
§=0

On vérifie en effet qu’avec une telle définition I’ensemble vide et | — 1, 1[ sont des ouverts, une
réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, et une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
L’espace | — 1, 1[N est ainsi muni d’une topologie. A cette topologie est naturellement associée
une tribu qui est la tribu engendrée par les ouverts : cette tribu est la tribu dite borélienne.

Par ailleurs, on sait que pour tout entier p, le produit fini | — 1, 1[P est également muni de sa
tribu borélienne, et de la mesure de probabilités :

Vp:2_p /’L®®N7
p fois

ou p est la mesure de Lebesgue sur 'intervalle | — 1, 1[. On voudrait en quelque sorte prendre la
limite p — +o0 dans cette derniére relation, et munir le produit infini | — 1, 1] d’une mesure de
probabilités qui serait la “limite” des mesures v,. Une telle opération est effectivement réalisable ;
il s’agit d’un résultat délicat de théorie de I'intégration. Ce résultat peut se formuler comme suit :
il existe une unique mesure borélienne de probabilités, notée v, sur l'espace | — 1, 1[N (il s’agit
donc d’une mesure définie sur la tribu borélienne de | — 1, 1[N, de masse totale égale & 1) telle
que pour tout entier p € N et pour toute fonction g positive et mesurable sur | — 1,1[ on a la

relation :
/ gdv = / gdy, =27P / g(ag,...,ap—1)dag...day—1 . (56)
]-1,1[N |-1,1[p |-1,1[p

Expliquons en détails ce que signifie la relation (56). Si g est une fonction positive et mesurable
sur | — 1,1[P, alors on peut également voir g comme une fonction définie sur le produit infini
] — 1,1[" mais ne dépendant que d’un nombre fini d’arguments. Autrement dit, on identifie les
deux applications :

(a0, +ap-1) €] = L1 gldg, - ap-1), et (an)nen €] — L1 glag,... ap 1)

Le point important est que l'application g, vue comme application définie sur | — 1, 1[N est
mesurable pour la tribu borélienne de | — 1, 1[N & partir du moment oll g est mesurable par
rapport a la tribu borélienne de | — 1, 1[P et réciproquement. La relation (56) indique alors que
lintégrale de la fonction g, vue comme fonction sur | — 1,1[N, pour la mesure v est égale &
I'intégrale de g, vue comme fonction sur | — 1, 1[P, pour la mesure v,. Si cette derniére intégrale
est finie, autrement dit si g est intégrable sur |—1, 1[P, alors la fonction g est également intégrable
sur | — 1,1[N pour la mesure v.

La mesure v est appelée la mesure produit sur | — 1,1[N. Pour alléger les notations, nous
noterons ¢/ ’ensemble des suites & valeurs dans | — 1, 1].
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6.3.2 Une caractérisation des solutions entropiques

Dans la démonstration du théoreme 9, on aura besoin du résultat suivant qui donne une
caractérisation des solutions entropiques bornées de (1) :

Proposition 5 (Caractérisation des solutions entropiques). Soit u € L ([0, +00[xR) une solu-
tion faible de (1). Alors u est une solution entropique de (1) si et seulement si pour tout nombre
rationnel k et pour toute fonction ¢ de classe €' a support compact dans [0, +0o[xR et positive,
on a linégalité :

/ lu— k| o + sen(u — k) (f(u) — F(k)) Bapdtdas + / o () — k| 0(0,z)dz > 0. (57)
[0,400[xR R

On rappelle que sgn désigne la fonction signe, nulle en 0, égale & +1 pour les nombres
strictement positifs et égale & —1 pour les nombres strictement négatifs. La proposition 5 montre
qu'une solution faible est une solution entropique si et seulement si elle vérifie les inégalités
d’entropie (25) pour toutes les entropies de Kruzkov |u — k|, ou k décrit 'ensemble des nombres
rationnels.

Démonstration de la proposition 5. La démonstration est similaire & celle du théoreme 3 et uti-
lise des arguments que nous avons déja invoqués a cette occasion. On suppose dans un premier
temps que u € L*°([0,+00o[xR) est une solution entropique de (1). On se donne un nombre
rationnel k et une fonction ¢ de classe € & support compact dans [0, +0o[xR et positive. On
va montrer que 'inégalité (57) a lieu. Pour € > 0, on définit le couple entropie-flux :

n-(v) = e+ (v—k)?, qe(v):/:j;%dw.

On a déja vu dans la démonstration du théoreme 3 les faits suivants :
VoeR, lim n.(v)=|v—k|, lim g.(v)=sgn (v—k)(f(v)— f(k)).
e—0t e—07+

On part de I'inégalité d’entropie satisfaite par u :

/ 7Mw@¢+%wﬁmmuu+/%4w@»ﬂamdxzm
[0,40c0[xR R

puis on passe a la limite ¢ — 07. Par le théoréme de convergence dominée, en utilisant que u et
up sont bornées, on obtient I'inégalité (57).

On suppose désormais que u est une solution faible bornée de (1) vérifiant I'inégalité (57)
pour tout nombre rationnel k et pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans
[0, +00[xR et positive. On va montrer que u est une solution entropique de (1). Pour cela, on
se donne un couple entropie-flux (1, q) et on se donne une fonction ¢ de classe € & support
compact dans [0, +0o[xR et positive. On note K un intervalle compact de R dans lequel u et ug
prennent leurs valeurs. On utilise le résultat suivant qui est un tres léger raffinement du lemme
2 et que le lecteur démontrera sans peine avec des arguments totalement similaires :

Lemme 3. Pour tout § > 0 il existe un entier N, des nombres réels a, b, d, des nombres ration-

nels ki,...,kyn, et des nombres réels positifs c1,...,cn tels que si l'on définit :
N N
m(v) =a+botd cilo—kil, qs(v) =d+bf(0)+) ¢isen(v—ky) (f(v) = f(ky)),
j=1 j=1
alors on a :

sup [n(v) —ns(v)| + sup [g(v) —gs(v)] < 9.
veEK veK
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Pour montrer que u vérifie 'inégalité d’entropie (25), on approche 1 et ¢, au sens de la
convergence uniforme sur K, par des suites (1,) et (¢,) ayant la forme donnée au lemme 3. Ces
suites font intervenir des nombres rationnels ki, ..., kn,, et des coefficients positifs ci, ..., cn,.
En appliquant I'inégalité (57) pour chaque k; et le fait que u est solution faible de (1), on obtient
tout d’abord :

/ (W) Bup + gp(u) Bpp dt dz + / mp(uo(2)) 9(0,2) dz > 0,
[0,400[xR R

ce qui donne (25) par passage a la limite p — 400. On a bien montré que u est une solution
entropique de (1) si u vérifie les inégalités (57). O

Il est clair que dans la proposition 5, on peut considérer des nombres réels k au lieu des
nombres rationnels et le résultat reste vrai. L’avantage de ne considérer que des nombres ra-
tionnels, comme on le verra plus loin, est qu’on ne doit vérifier qu'un ensemble dénombrable
d’inégalités pour chaque fonction test ¢.

Le résultat de la proposition 5 admet un analogue immédiat dans le cas des solutions entro-
piques sur un intervalle de temps borné :

Proposition 6 (Caractérisation des solutions entropiques sur un intervalle de temps borné). Soit
T, < Ty, et soit u € L*™([T1, To] XxR) une solution faible de (43) sur lintervalle de temps [Ty, Ts).
Alors u est une solution entropique de (43) sur l'intervalle de temps [Th,Ts] si et seulement si
pour tout nombre rationnel k et pour toute fonction ¢ de classe €' & support compact dans
[Ty, T3] X R et positive, on a l'inégalité :

/ o — k| Bup + sgn (u— k) (f(u) — F(k)) Oppdt da + / lu(z) — K| o(Th, 7) da
[T1,T2] xR R

> [ fulToo) ~ bl (T 2) da.
R

Maintenant que nous avons mis en place tous les outils nécessaires a la démonstration du
théoreme 9, revenons a 1’étude des solutions approchées va obtenues par le schéma de Glimm.

6.3.3 Bornes sur la suite des solutions approchées

On montre tout d’abord que 'on peut controler la variation totale de la solution approchée
va(t,+) pour tout temps ¢t > 0, uniformément par rapport a Az :

Lemme 4 (Bornes sur la variation totale). Pour tout t > 0, la fonction va(t,-) est a varia-
tions bornées sur R et Uapplication (t — TV(va(t,-))) est décroissante sur [0,4o00[. De plus, la
variation totale de va(0,-) est inférieure a la variation totale de uyg.

Démonstration du lemme 4. 1l suffit de montrer par récurrence que pour tout entier n, on a la
propriété suivante : pour tout ¢ € [0,n At], la fonction va (¢, -) est a variations bornées sur R, et
Papplication (t — TV (va(t,+))) est décroissante sur [0,n At].

Commencons par montrer cette propriété pour n = 0. La fonction va (0, ) est une fonction
en escaliers constante sur chaque intervalle I; =](j — 1) Az, (j + 1) Az], j € 27Z. Pour montrer
que va (0, -) est & variations bornées, il suffit donc de montrer que les sommes partielles :

N
Z lva (0,2 (k + 1) Az) — va(0,2k Az)|
k=—N

sont bornées indépendamment de N. Rappelons que la valeur de va(0,-) sur lintervalle I,
Jj € 27, est donnée par I’échantillonnage (47). On se propose donc de majorer la somme :

N
Z ‘uo((2k+2+ao)Aaz) — uo((2k+ao)Ax)‘ :
k=—N
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Comme la suite (=2 N + ag) Az, ..., (2N + 2+ ag) Ax est croissante, on a :

N
Z ‘uo((2k + 24 ag) Az) — uo((2k + ao) Aa:)‘ < TV(up),
k=—N

ce qui montre que la fonction en escaliers va (0, ) est a variations bornées, et que sa variation
totale est inférieure & celle de uyg.

Supposons donc vérifiée jusqu’a l'entier n la propriété : pour tout t € [0,n At], la fonction
va(t,-) est & variations bornées sur R, et I'application (¢t — TV(va(t,-))) est décroissante sur
[0,n At]. Grace au théoreme 8, on sait que la solution entropique du probleme (50) est de
variation totale constante pour ¢t € [n At, (n+ 1) At]. On en déduit que pour tout ¢ € |n At, (n+
1) At], la variation totale de wa(t,-) est constante égale a la variation totale de va(n At,-).
De plus, l'analyse ci-dessus pour va (0, -) montre que la procédure d’échantillonnage diminue la
variation totale, et on a donc :

TV(va((n+1)At,-)) < TV(va((n+1)At™,-)) = TV(va(nAt,-)).
ce qui conclut la récurrence. [l

A T'aide du lemme 4, on va montrer une autre estimation sur la solution approchée va :

Lemme 5 (Continuité en temps). Pour tous tempst > s > 0, on a l'inégalité :
2
/ lva(t, z) — va(s, z)|de < <m}z{1x la] + X) TV(ug) (t —s) +2TV(up) Az. (58)
R

Démonstration du lemme 5. Pour a € R, on note E(«) la partie entiere de . Supposons dans
un premier temps que E(t/At) = FE(s/At) = n. Autrement dit, on a ’encadrement :

nAt<s<t<(n+1)At.
On peut alors appliquer le théoréeme 8 ainsi que le lemme 4, et en déduire :
/ loa(t, z) —va(s,z)|dx < max la| TV(va(n At,-)) (t —s) < max la| TV (up) (t —s). (59)
R

En particulier, 'inégalité (58) est vraie dans le cas E(t/At) = E(s/At). Le théoreme 8 et le
lemme 4 donnent aussi 'inégalité :

/ loa((n+ 1) At~ x) —va(s,x)|dx < max la| TV (ug) ((n + 1) At — s). (60)
R
Traitons maintenant le cas E(t/At) > E(s/At). On note n = E(s/At), et n+p = E(t/At),

avec p > 1. On utilise I'inégalité triangulaire pour essayer de se ramener au premier cas traité
ci-dessus :

/ ‘UA(t,l’) - ’L)A(S,l’)| dz
R

S/R|UA(t,:E) —ova((n+p) At,az)|daz—|—;/R|UA((n+j)At,x) —UA((’I’L—Fj)At_,l‘)‘d:E

)

p—1
+Z/ lva((n+k+1)At™,z) —va((n+k) At,z)| da
k=18
<&
—I—/R‘UA((’I’L—I—l)At_,SE) —va(s,z)|dw .

¢
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Le terme & se majore en utilisant I'inégalité (59) tandis que les termes <) se majorent en utilisant
(60). On trouve :

/ ‘UA(t,a:) - UA(s,a:)‘ dz
R

< max|a| TV (uo) <t—(n+p)At+(p—1)At+(n+1)At—s)

+Z/\”A (n+ ) At,z) —va((n + j) At~ )| dz

< max [a| TV (uo) (t — s) +Z/\qu (n+j)At,z) —va((n+j)At™,z)|dz .

@

Pour les termes O, on se donne un entier m € {n + 1,...,n + p}, et on majore, sans grande
finesse, comme suit :

/]R lva(mAt,z) —va(m AL, z)|de

Z /‘UA mAt:L" —UA(mAt )|d3:

kem+27Z
Z ‘UA mAt (k‘+am)A:E) —UA(mAt_,x)‘daz
kem+27 " Tk
< > / TV(va(mAt~,-); I,) dz
kem+27 " Tk
=2Az > TV(ua(mAt™,);Ly) <24z TV(va(m At ,+)) < 2A2 TV(ug) .
kEm+27Z

Dans cette suite d’inégalités, on a utilisé les propriétés :

Vkem+27Z, Vzrel,
"L)A(mAt_, (k + am) Az) — ’L)A(mAt_,l’)‘ < TV(va(mAt™,); 1),
et :

> TV(ua(m At )i L) < TV(va(mAt™,-)),
kem+27Z

qui découlent facilement de la définition de la variation totale (voir appendice A), et on a
également utilisé le lemme 4.
Finalement, on a obtenu l’estimation :

/ lva(t,z) — va(s,z)|da < max la| TV (ug) (t — s) +2p Ax TV (up) .
R

Pour conclure, on utilise I'inégalité :

et on aboutit a (58). O
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6.3.4 Analyse de consistance du schéma de Glimm

On s’intéresse maintenant a la définition et a ’estimation de ’erreur de consistance du schéma
de Glimm. Autrement dit, on va définir une quantité, dont on cherchera & montrer qu’elle est
petite, et qui mesurera a quel point la solution approchée va vérifie ’équation (1).

Lemme 6 (Définition et décomposition de I'erreur de consistance). Soit ¢ une fonction de classe
€' a support compact dans [0, 4+00[xR, et soit e la quantité :

e= / vA Opp + fua) Oppdtde + / uo(z) p(0,x) dz .
[0,+00[xR R
Alors e se décompose sous la forme :
+oo
e= Z €n
n=0
ou les termes e, sont définis comme suit :
o= [ (@) = 0a(0,2) p(0.) da,
R
Vn>1, e,= / (va(nAt™,z) — va(nAt, z)) p(n At,z) dz.
R

La quantité e mesure bien une erreur car cette quantité doit étre nulle si va est une solution
faible de (1). Nous montrerons plus loin que la quantité e tend vers 0 quand Az tend vers 0, ce
qui traduit le fait que va a de plus en plus tendance a vérifier 'équation (1).

Démonstration du lemme 6. On commence par décomposer e sous la forme :

+oo
e= / up(x) ¢(0,2)dx + Z
R k=0

la somme ne comportant qu'un nombre fini de termes car ¢ est & support compact (et donc
Opp(t, ) = 0pp(t,x) = 0 pour ¢t suffisamment grand). On rappelle que sur chaque intervalle de
temps [k At, (k + 1) At[, va coincide avec la solution entropique, notée wy, du probléme (49).
On sait qu’une telle solution existe sur Uintervalle de temps fermé [k At, (k + 1) At] grace au
théoreme 8. Pour tout entier £ € N, on a donc :

/ vaBup + f(va) Bupdtde,
[k At,(k+1) At[xR

/ va B+ f(va) gt dr
[k AL, (k+1) At[xR
:/ wy Opp + f(wy) Oppdt da
[k At,(k+1) Af] xR
= / wi((k+ 1) At,z) o((k + 1) At,z) de — / wi(k At, x) p(k At,z) do
R R

= / ua((k+1) At x) p((k + 1) At,z) doe — / va(k At z) p(k At,z)dz .
R R

Il suffit alors de sommer ces égalités par rapport a k € N puis de réindexer certains termes pour
obtenir la décomposition de e. [l

A partir de maintenant, nous allons montrer que l'erreur e tend vers 0 lorsque le pas de
discrétisation Az tend vers 0 (et donc At tend également vers 0). Il sera utile de préciser les
quantités dont dépend l'erreur e. Cette erreur dépend bien sir de la fonction test ¢ mais aussi
de la suite (a,)nen et du pas de discrétisation Az. L’erreur e dépend également du parametre A
que Pon s’est fixé et qui vérifie (46). Cependant, le parametre A reste fixe dans toute ’analyse
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et on omettra de préciser la dépendance de e par rapport a A. En résumé, I'erreur e dépend
de la fonction test o, de la suite a = (ay)nen ainsi que du pas d’espace Az, et on notera donc
e(a,p, Az). De méme, chaque terme e, intervenant dans la décomposition de e dépend de ¢,
de a et de Ax. On peut étre un peu plus précis et remarquer que lerreur e, ne dépend pas de

toute la suite a mais seulement de ses premiers termes (ao, . .., ay) car les fonctions va(n At~ )
et va(n At,-) ne dépendent respectivement que de (aq,...,a,—1) et de (ag,...,a,). On notera
en(a, p, Azx) plutdt que e, (ag, ... ,an, @, Az) afin d’alléger les notations, mais on gardera en

mémoire que e, ne dépend pas de toute la suite a.

Dans le lemme suivant, on s’intéresse a majorer chacun des termes e, (a, ¢, Ax). On utilisera
une majoration uniforme par rapport a la suite a et une estimation moyennée par rapport a la
suite a :

Lemme 7 (Estimation des termes d’erreur e,,). Soit e(a, p, Ax) Uerreur de consistance, dont la
décomposition est donnée au lemme 6. Alors pour tout n € N, les termes ey (a, v, Ax) sont des
fonctions mesurables par rapport a leur argument a € o, et vérifient les inégalités suivantes :

VneN, ley(a, o, Ax)| <2Az2TV(u) |l¢llLee, (61)

1
VYn>1, % ‘/ en(a, o, Ax)da,| < 2(Am)2 TV (ug) |0z¢|| 10 - (62)
-1

Démonstration du lemme 7. Commengons par montrer (61) dans le cas n = 0, ol e est défini
au lemme 6. On a :

oo, 80)] =| [ (0(a) = 0(0,2)) p(0.) o

> /1 (uo(2) = uo((k + ag) Az)) (0, z) dx

k€27

j§§: |uo(z) — uo((k + ao) Az)| |(0, z)| dz
ke2z.” I

< Y 282 TV (ug; Ii) @l < 282 TV (ug) [l Lo
ke27

ol on a, comme au lemme 5, utilisé les deux propriétés suivantes :

|uo(z) — uo((k + ao) Az)| < TV(ug; I), et Z TV (uo; I) < TV(uo) .
ke2Z

Pour n > 1, la démonstration de (61) se déroule de maniére analogue et donne :
len(a, p, Ax)| < 2Ax TV(UA(TL At~ )) lollpee < 2A2 TV (ug) |||z,

ou pour finir on a utilisé le lemme 4. Cela conclut la démonstration de Iestimation (61).

Soit désormais n > 1, et montrons (62). Il s’agit tout d’abord de montrer que chacune des
fonctions e, est mesurable par rapport a a € &/. On commence par remarquer qu’il suffit de
montrer que les deux applications :

(z,a0,...,ap-1) € Rx] =1, 1" va(n At™,z,a9,...,an-1),

et :
(z,a0,...,a,) € Rx] — 1, 1[""'— va(n At, z, a9, . .., an),

sont mesurables. On a rajouté ici la dépendance de ces fonctions par rapport aux premiers
éléments de la suite a. La mesurabilité de ces applications s’établit par récurrence sur n, en
utilisant & chaque étape que I'application wg (solveur de Riemann) est mesurable sur R x R x R.
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Chaque erreur e, se présente donc comme l'intégrale, par rapport & x, d’une fonction mesurable

par rapport au couple (a,z). On en déduit que les e, sont mesurables par rapport & a € &/. En

particulier, application partielle (a, — e,(a,)) est mesurable, et on sait également qu’elle est

bornée grace a (61). Elle est donc intégrable sur | — 1, 1[, ce qui donne un sens a 'inégalité (62).
On montre désormais l’estimation (62). On commence pour cela par calculer :

1 !
—/ en(a, p, Az)day,
2 ),

_ % /_11 </R (va(n A 2) —va(n AL 2)) cp(nAt,x)da;) da,

1! ~ B
= 5/_1 (keg;zz/lk <UA(nAt ,x) —va(n At ,(k:+an)A:E)) o(n At, x) dx) da,, .

En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient :

1

1
3 / en(a, o, Az)day,

1
1
= Z %/ / <UA(nAt_,:E)—UA(nAt_,(k:—l—an)A:E)) o(nAt,z)dzda, . (63)

ken+2z < 71 Ik

On va réécrire les termes intervenant dans la somme du membre de droite de (63). Pour cela,
on observe que :

1
%/ /UA(nAt_,m)gp(nAt,x)dxdan:/ vaA(n At z) p(n At, z) dzx
-1J1I Iy

1

= vaA(MAt™ ) p(n At,z)dzdy, (64
sa7 [, valn At @) g AL (69

ot on a utilisé le fait que la fonction va(n At™,-) ne dépend que de ag,...,a,—1 et pas de a,.
Ensuite, on calcule :

1
5/ /UA(nAt_,(k:—l—an)A:E)gp(nAt,:n)dxdan
-1/,

— <1 /1 UA(nAt‘,(k:Jran)Ax)dan) / p(nAt,z)dz

2 /4 I,
1 / _
=|— va(n Aty dy)/gpnAt,a: dx
(55 ) o may) [ etnann
1 / _
= va(nAt™,y) p(n At,x)de dy . 65
sa7 [, v AT ) e At ) (65)

On reporte les résultats de (64) et (65) dans (63), et on trouve :

1 1
= / en(a, o, Ax)day,

2/
1 / _ _
= — E va(n At z) —va(nAt™,y)) o(n At, x) dz dy
2Az ken+27 Ik”k( o )Tl et !
= L / (UA(nAt_,x) —UA(nAt_,y)) (cp(nAt,x) —cp(nAt,y)) dedy.
4Al‘ I, %1y,

ken+27Z

En utilisant I'inégalité des accroissements finis :

Va,y € Iy, |p(nAt,x) —pn At y)| < [|0upl| Lo |2 — y| <242 [[0ppllLe
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on peut obtenir la majoration :

1 1
— '/ en(a, o, Az)day,
2 |/

< [9x ]z Z / lva(nAt™,z) —va(n At~ y)| dady
2 o<1
kEn4+27Z 7 "k 7Tk

2 I, %1
ken+27Z Y kXt

—2(A2)? [Opplle Y TV(oa(nAL, ) I)

ken+27Z
=2 (A2)? [|0ppll e TV(va(n At~ ) < 2(A2)? [0z o TV (uo) -

On a donc bien montré I'estimation (62), ce qui conclut la démonstration du lemme 7. 0

Les lemmes 6 et 7 sont a la base de la proposition suivante qui est I'estimation d’erreur
principale :

Proposition 7 (Estimation de l'erreur de consistance). Soit e(a, p, Ax) Uerreur de consistance
du schéma de Glimm définie au lemme 6, et soit T > 0 fixé de sorte que le support de la fonction
@ soit inclus dans [0, T]xR. Alors e est une fonction mesurable de a € <, et vérifie 'estimation :

T T
| clep 0 dva) < alglm TV (5 +Ac) |5 Wouelie + el | A,

ot I’on rappelle que v est la mesure produit sur l'espace </ =] — 1, 1[N,

Démonstration de la proposition 7. Définissons N = E(T/At), ou E désigne la partie entiere.
Avec cette définition de N, on voit que T' < (N + 1) At, et les termes d’erreur e,, sont nuls des
que n > N + 1. On a donc :

/ﬂ (a, 0, Ac)* d / ) (Zen 0, Az) )2 dv(a)

N
Zg/ﬂen(a,%Ax)Qdu(a)—i—2 Z / em(a, o, Ax) e, (a,p, Az)dv(a) . (66)

0<m<n<N

* %

Pour majorer la somme &, on utilise l'estimation (61) et le fait que v est une mesure de proba-
bilités :

N N
3 /ﬂ/ en(0, 0, A)? di(a) < 3 4(A2)? g2 TV (ug)?

=4(N +1) (Az)* [lll7 TV (uo)?

<4 <TAA:E + Ax) Az || @] 00 TV (ug)?

T
=4 <X + Aa:) Az ||@]|3 0 TV (ug)?. (67)

Pour majorer chacun des termes <}, on observe que pour m < n le produit e,, ¢, ne dépend que
de ag,...,a, ce qui permet d’utiliser la relation (56) :

[ entap dn)entap anaa) = [ el Aa)entan . A P00
o ] 11[n+1 2
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Or si m < n, e, ne dépend que de ag,...,a,, et pas de a,. On applique le théoreme de Fubini,
puis on utilise 'estimation (62) :

‘ /@/ em(a, ¢, Az) en(a, o, Ax) du(a)‘

1
/ em(a,p, Ax) </ en(a, ¢, Am)%> dag ... dan—
e -1 2 on

da,,

1
S/ ’em(aa ' A.’L’)‘ ‘/ en(a, ' A.’L’) 5
J-1,1[ -1 2

dao N dan_l
on
dag ... da,—1
2n '

)

<2 V) [0xglie | lem(a g 42)
1 n
Pour majorer cette derniere intégrale, on utilise ’estimation (61), et on trouve :

‘/ﬁ em(a, p, Ax) ey (a, o, Az)dr(a)| < 4 (A:E)3 TV(uO)2 llollzee |0z|| oo -

On compte (N + 1) N/2 termes distincts {» dans le membre de droite de (66), ce qui permet
d’obtenir :

2 Z /ﬁ eml(a, p, Ax) ey (a, p, Az)dr(a)

0<m<n<N
<4(N +1) N (Az)’ TV(uo)* [l [9ue0l
T T
<4 (5 +A0) T ATV el [orplim - (09
En utilisant (67) et (68) dans la décomposition (66), on aboutit au résultat annoncé. O

Le point crucial dans la démonstration de la proposition 7 est qu’on utilise I’estimation
moyennée (62) qui fait gagner un facteur Az supplémentaire. En effet, si on utilise directement
Pestimation uniforme (61), on voit que 'erreur e se décompose comme la somme de N +1 termes,
chacun étant de I'ordre de Az. Il n’est donc a priori pas évident que l’erreur e tende vers 0 -
dans une topologie a préciser - quand Ax tend vers 0. L’estimation en moyenne fait gagner un
facteur Az supplémentaire qui permet de montrer que e tend bien vers 0 quand Az tend vers 0.

Enongons tout de suite la conséquence immédiate de la proposition 7 :

Corollaire 2. Pour toute fonction ¢ de classe €1 et a support compact dans [0, +oo[xR, il
existe un ensemble négligeable N, C o tel que pour toute suite a € o \ N, Uerreur e(a, ¢, Ax)
tend vers 0 quand Ax tend vers 0T.

6.3.5 Inégalités d’entropie

Au paragraphe précédent, nous avons mesuré comment la solution approchée va tend a sa-
tisfaire I’équation (1) lorsque Az tend vers 0. On va maintenant introduie une quantité analogue
a l'erreur de consistance e(a, ¢, Az) et qui va mesurer comment la solution approchée va tend
a satisfaire les inégalités d’entropie (57). Le lemme suivant est 'analogue du lemme 6 :

Lemme 8 (Définition et décomposition de l'erreur d’entropie). Soit k un nombre rationnel, et
soit © une fonction de classe €' a support compact dans [0, +0o[xR et positive. Soit &.(a, p, Ax)
la quantité :

8,0, Ax) = / lua — k| 0o + sgn(oa — k) (F(va) — F(k)) Bpdt da

[0,+00[xR

+/R|u0(x) — k| (0, 2)dz .
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Alors Uerreur d’entropie & vérifie l'inégalité :
“+oo
gk(aa ®, Al‘) > Z gk,n(av @, Al‘) 5
n=0

ou les termes &y, sont définis comme suit :

o= [ (Juole) bl = foa(0.2) — k) ¢(0.)da
Vn>1, &n= / (lva(n At~ z) — k| — |va(n At,z) — k|) o(n At,z) dz.
R

Démonstration du lemme 8. On commence par écrire :
6= [ fuofa) = K p(0.2) da
R

+oo
" Z/ lva — k| Orp + sgn(va — k) (f(va) — f(k)) Oppdtda.
=07 ALG+1) At[xR

Sur chaque intervalle de temps [j At, (j + 1) At[, va est égale a la solution entropique w; du
probleme (49). On peut appliquer la proposition 6 ci-dessus & w; et on obtient finalement :

6 > /R\uo(x) — k| o(0,2)dz
+o00
+ ;::0 /R loa((j + 1) At 2) — k| p((j + 1) At,z) dx — /R lva(j At z) — k| p(j At,z) dz .

Le résultat s’obtient en réindexant les termes. O

En suivant les mémes arguments que ceux utilisés dans la démonstration du lemme 7, et en
utilisant également le fait que la fonction (v € R +— |v — k|) est 1-lipschitzienne, on montre les
estimations suivantes sur les termes &%, (la démonstration de ce résultat est laissée en exercice
au lecteur) :

Lemme 9 (Estimation des termes d’erreur &} ,,). Soit & (a, ¢, Ax) Uerreur d’entropie vérifiant
Uinégalité du lemme 8. Alors pour tout n € N, les termes & pn(a,, Ax) sont des fonctions
mesurables par rapport a leur argument a € of, et vérifient les inégalités suivantes :

VneN, |&nla, ¢, Ax)] <2A2TV(uo) ||,

1
Vn>1, % ‘/ Ein(a, @, Az) day| < 2(Az)? TV (ug) ||0ppl| Lo -
-1

Comme dans l'analyse de lerreur de consistance, les lemmes 8 et 9 sont a la base de la
proposition suivante qui est I'estimation de 'erreur d’entropie (la démonstration est & nouveau
laissée en exercice au lecteur) :

Proposition 8 (Estimation de lerreur d’entropie). Soit &x(a, @, Ax) lerreur d’entropie du
schéma de Glimm définie au lemme 8, et soit T > 0 fizé de sorte que le support de la fonction ¢
soit inclus dans [0,T] xR. Alors &) est une fonction mesurable de a € <7, et vérifie l’estimation :

2

T T
[ (X suntapda) | avta) < holum V02 (5 +a0) [ lasplen + lolln] A,
n>0
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FEn particulier, la proposition 8 admet la conséquence immédiate suivante :

Corollaire 3. Pour tout nombre rationnel k et pour toute fonction ¢ de classe € et a support
compact dans [0, +00[xR et positive, il existe un ensemble négligeable Ny, , C o tel que pour

toute suite a € o/ \ Ny, o, Uerreur d’entropie &;(a, ¢, Ax) vérifie :

lim inf & (a, ¢, Az) > 0.
finigt 8(e. 80

6.3.6 Fin de la démonstration du théoréme 9

On récapitule les différents points montrés ci-dessus. On commence par se donner un nombre
A > 0 vérifiant I'inégalité (46). On se donne une suite de pas d’espace Ax = 277, p € N. Les
pas de temps correspondants sont donnés par la relation At = X\ Az. Pour chaque entier p et
pour chaque suite a € 27, le schéma de Glimm fournit une solution approchée, que ’on note
dorénavant vy, prenant ses valeurs dans l'intervalle compact K et vérifiant les bornes uniformes
des lemmes 4 et 5, c’est-a-dire :

Vi>s>0, TV(vy(t,-) < TV(v(s,-)) < TV(up),

et :

Vt>s>0, / lvp (t, ) — vy(s,r)|dz < <m}z{1x la| + ;) TV (ug) (t — s) + 2P TV (ug) .
R

Le corollaire 2 montre que ’erreur de consistance :

(a p,p) = / o8 Do+ F(2) Dppdtda + / wo() (0, 2) e, (69)
[0,400[xR R

tend vers 0 lorsque p tend vers +oo, pourvu que a ne soit pas dans un ensemble négligeable
N, C 4, cet ensemble dépendant a priori de la fonction test ¢. Le corollaire 3 montre que pour
tout nombre rationnel k et pour toute fonction test positive ¢, 'erreur d’entropie :

Silaro,p) = /[O oo R o) ()= () Dp i+ /R o) — k] (0, z) da,
’ (70)

a une limite inférieure positive lorsque p tend vers +oo, pourvu que a ne soit pas dans un
ensemble négligeable .4} , C <7, cet ensemble dépendant a priori du nombre £ et de la fonction
test positive .

On veut maintenant construire une solution faible u de (1). Pour cela, on commence par
rappeler le résultat de densité suivant :

Proposition 9 (Séparabilité de l’espace des fonctions test). Soit ® des fonctions test ¢ de
classe €' et a support compact dans [0, +oo[xR, et soit @, I’ensemble des fonctions p € ® qui
sont positives. L’espace ® est muni de la norme :

Voe®, ol =llele + 110l + 10-¢] Lo -

Alors il eziste une suite (¢g)een dans ® vérifiant les deuz propriétés suivantes :

1. pour toute fonction ¢ € P, il existe un compact [0,T] x [—R, R] et il existe une sous-suite
(¢a(e))een telle que pour tout entier £, la fonction pq () est a support dans [0,T] x [-R, R],
et la suite (|l — o)l een converge vers 0.

2. pour toute fonction ¢ € @, il existe un compact [0,T] x [—R, R] et il existe une sous-suite
(o(e))een telle que pour tout entier £, la fonction p,(g) appartient a @, est a support
dans [0,T] x [ R, R], et la suite (| — ¢y()l)een converge vers 0.
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Pour chaque entier ¢, on note .4; le sous-ensemble négligeable de &/ tel que pour toute
suite a € &7 \ Ay, erreur e(a, ¢y, p) définie par (69) tend vers 0 lorsque p tend vers +oco. Pour

chaque nombre rationnel £ et chaque entier j tel que ¢; € ®,, on note .4 ; le sous-ensemble

négligeable de &7 tel que pour toute suite a € &7 \ A4 4, Uerreur d’entropie &y (a, ¢;,p) définie
par (70) a une limite inférieure positive lorsque p tend vers +oco. La réunion .4~ des ensembles
A, lorsque £ parcourt N, et des ensembles c/;/; ;j lorsque j parcourt I'ensemble des entiers tels
que ¢; € @ et k parcourt 'ensemble des nombres rationnels, est un ensemble négligeable car
c’est une union dénombrable d’ensembles négligeables. En particulier, on peut choisir une suite
a qui n’appartient pas a .4#". On se donne une telle suite a, que I'on se fixe une fois pour toute.
On considere, pour cette suite a, la suite de solutions approchées (v )yen fournies par le schéma
de Glimm.

En vertu des bornes uniformes sur la suite de fonctions (vj)yen, on peut appliquer le critere
de compacité du théoreme 11 (voir Pappendice A) : il existe une fonction u définie sur [0, +oo[xR
et il existe une sous-suite, toujours notée (v )pen, vérifiant les propriétés suivantes :

— wu est mesurable et a valeurs dans l'intervalle compact K,

— pour tout ¢t > 0, u(t,-) est a variations bornées, continue a gauche, et 'application (¢ —

TV (u(t,-))) est décroissante, majorée par TV (ug),
— pour tous temps t > s > 0, on a 'estimation de continuité :

/]R lu(t, z) — u(s,z)|dx < <m}z{1x la| + %) TV(ug) (t —s),

— la sous-suite (vy)pen converge vers u presque-partout dans [0, +o0o[xR, ainsi que dans
'espace L} ([0, +oo[xR).

On va (enfin!) montrer que u est une solution entropique de (1). Pour commencer, on sait que
la sous-suite (vy), resp. (f(v5)), converge presque-partout dans [0, +oo[xR vers u, resp. f(u),
et prend ses valeurs dans K, resp. f(K). On peut alors appliquer le théoreme de convergence

dominée et conclure que pour tout entier £, on a :

lim e(a, s, p) = / uOppp + f(u) Opppe dt de + / uo(z) 0e(0, ) dz .
p—+00 [0,4+00[xR R

Comme a n’appartient pas & 'ensemble .47, il n’appartient & aucun des ensembles .47, donc la
suite (e(a, @r,p)) tend vers 0 lorsque p tend vers 400, ce qui donne la propriété :

VleN, / uOppp + f(u) Oppe dt de + / up(z) pe(0,2)dz = 0.
[0,4-00[xR R

On se donne maintenant une fonction test ¢ € ® que l'on approche, comme cela est précisé
dans la proposition 9, par une sous-suite (gpa(g)) ¢en dont chaque fonction a son support dans un
compact fixe [0,7] x [-R, R]. Le théoreme de convergence dominée permet alors de montrer :

lim U0 po(ey + f () Oy dt dz = / uoip + f(u) Oppdtde.
£=+00 J[0,+00[xR [0,+00[xR

Pour toute fonction test ¢ € ®, on obtient donc la relation :

/ u8t<p+f(u)amg0dtdx—|—/uo(:n)go(O,az)d:E:O.
[0,+00[xR R

En d’autres termes, on vient de démontrer que u est une solution faible de (1).

On montre maintenant que u est une solution entropique. Tout d’abord, u est bornée car
u prend ses valeurs dans l'intervalle K. Soit £ un nombre rationnel. Si j est un indice tel que
@; € @4, alors la limite inférieure lorsque p tend vers 4+oo des erreurs d’entropie &j(a,¢j,p)
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est positive. Par ailleurs, la convergence presque-partout de la suite (v%) et le théoréme de

P
convergence dominée donnent :

lim &(a,p;,p) = /[ - lu — k[ O +sgn(u — k) (f(u) — f(k)) Oup; dt da
0,400[ X

p—Foo
T /R fup() — k| (0, ) da

et on en déduit que cette derniere quantité est positive. En appliquant le résultat de densité
de la proposition 9, on montre que pour toute fonction test ¢ € P, et pour tout nombre
rationnel k, I'inégalité d’entropie (57) a lieu. Par conséquent, la proposition 5 assure que u est
une solution entropique de (1). Par ailleurs, la fonction u vérifie toutes les propriétés énoncées
dans le théoreme 9.

Avant d’aborder au paragraphe suivant la question de 'unicité des solutions entropiques,
arrétons nous sur la démonstration du théoreme 9 et sur le role de I’équirépartition de la suite
a dans la convergence du schéma de Glimm. Nous avons vu ci-dessus que, pour une fonction
test ¢ fixée, 'erreur de consistance e(a, ¢, Az) tend vers 0 dans L?(«7,dv) lorsque Az tend vers
0T. L’exercice 20 indique qu’en général on ne peut pas espérer que pour toute suite a, I’erreur
e(a,p, Az) tend vers 0 lorsque Ax tend vers 07. Cette propriété est vraie pour presque toutes
les suites, mais certaines suites peuvent s’avérer pathologiques. Ce phénomene est a rapprocher
de lestimaton (61). Pour une suite a quelconque, l’erreur de consistance e se décompose comme
la somme de N + 1 termes d’ordre Az, avec N Az = O(1). On peut appliquer le critére de
compacité a la suite (v;) et obtenir une valeur d’adhérence u. La sous-suite des erreurs admet
alors une limite, grace au théoreme de convergence dominée, mais il n’y a pas de moyen de
montrer que cette limite est nulle.

Pour conclure, on mentionne le fait que, au sens de la mesure produit v, presque-toute suite
de o7 est équirépartie. Une question naturelle est de savoir si, & partir du moment ou a est
une suite équirépartie, les valeurs d’adhérence de la suite de solutions approchées (’U;) sont des
solutions entropiques de (1). Autrement dit, on se demande si I’ensemble négligeable .4~ défini
ci-dessus ne contient aucune suite qui soit équirépartie. La réponse a cette question est positive.
Il s’agit d’un résultat difficile, da a Liu, dont on n’abordera pas la démonstration.

7 Unicité des solutions entropiques

On aborde dans ce dernier paragraphe la question de I'unicité des solutions entropiques. On
rappelle que les solutions entropiques sont caractérisées par les inégalités d’entropie de Kruzkov
(57) de la proposition 5. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 10. Soient u,v € L*([0,+00[xR) deux solutions entropiques de l’équation :
Ow—+ 0, f(w)=0, t>0,z€eR,

associées respectivement auz données initiales ug, vy € L°(R). Supposons que u et v sont conti-

nues comme applications de [0, +oo[ a valeurs dans L}OC(R) :

R R

> li — u(t = i t,x) — =0.
VR>0,Vty >0, oim _R|u(t,:17) u(to, x)| dz i _R|v(,x) v(tg,x)|dx =0

Si K est un intervalle compact dans lequel u et v prennent leurs valeurs, et si on note de plus
M = supyg | f’|, alors pour tout R > 0 et pour tout T > 0, on a l’inégalité :

R R+MT
/ (T, ) — o(T, )| dz < / g () — vo()] da (71)
R —R-MT

En particulier, si ug = vy, alors u = v.
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Avant de démontrer le théoréme 10, on va démontrer un résultat préliminaire, la proposition
10 ci-dessous, sur les solutions entropiques de (1). On aura besoin pour cela de deux résultats
généraux de théorie de I'intégration qu’on démontre maintenant. On se fixe, une fois pour toute,
deux fonctions 1 et 6 de classe €' sur R, positives, et vérifiant les propriétés suivantes :

VEE-1,0], () =0, [umar=1, (72)
R
Vod[-1,1], 6(z)=0, /H(x)dle. (73)
R
Pour tout § €]0, 1], on définit alors une fonction s sur R? par la formule :
1 t x
2 _ = z d
v R xslta) = 50 (5) 0(5) (74)

En particulier, chaque fonction y; est de classe €' & support compact dans R? et positive. Avec
ces définitions, on a le résultat suivant :

Lemme 10. Soient u,v € L°([0,+0o[xR), et soit F : R? — R une fonction localement lip-
schitzienne. Alors pour toute fonction ¢ continue et a support compact dans [0,+oo[xR, on
a:

lim F(u(t,z),v(s,y)) o(t,z) xs(t — s,z —y)dt de dsdy
6—0F J]0,4-00[xRx[0,+00[xR

= / F(u(t,z),v(t,z)) p(t,z)dt dz .
[0,4+00[xR

Démonstration du lemme 10. On commence par remarquer que pour tout (¢,z) € [0, +oo[xR,
les propriétés (72), (73) des fonctions ¢ et § permettent de montrer la relation :

/ Xs(t—s,x—y)dsdy=1.
[0,400[xR
11 suffit donc de montrer que l'intégrale :

/ (F(u(t.2).0(s,)) — Flu(t.2).0(t.2)) p(t.2) xo(t — 5,2 — y) dt dardsdy.
[0,400[xRx[0,+00[ xR

tend vers 0 lorsque § tend vers 07. Comme u et v prennent leurs valeurs dans un intervalle
compact K, et comme F' est lipschitzienne sur K x K, on a une borne :

|F(u(t,z),v(s,y)) — F(u(t,z),v(t,z))| < Lv(s,y) —v(t,z)

)

pour une certaine constante L > 0 indépendante de (¢, x, s,y). On s’apercoit a ce stade que pour
démontrer le lemme 10, il suffit de montrer que pour toute fonction bornée v, et pour toute
fonction ¢ continue & support compact dans [0, +0o[xR et positive, I'intégrale :

I5(v) = |v(t, x) — (s, y)| o(t,x) xs(t — s,x —y)dtdedsdy, (75)

/[0,+oo[><R><[0,+oo[><]R
tend vers 0 lorsque § tend vers 0.

On se donne un temps 7' > 0 et un réel R > 0 tels que le support de ¢ soit inclus dans
[0,7] x [-R, R]. On étend v par zéro pour t < 0, autrement dit si ¢ < 0 et x € R, on pose
v(t,xz) = 0. Ainsi v est mesurable et bornée sur R2. La propriété (72) de ¢ fait que pour ¢ > 0
et s <0, on a((t —s)/0) =0. Ainsi l'intégrale (75) se réécrit :

Is(v) = lo(t,x) — v(s,y)| et z) xs(t — s,z — y)dtdedsdy,

/[(),+oo[><R><R><R
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et par un changement de variables, on obtient :

Is(v) = lo(t, ) —v(t — 67,2 — 6 2)| @(t, ) ¥(7) O(z) dt dz dT d=

/[0,+oo[><]R><]R><]R

/ lo(t,z) —v(t — 67,2 — §2)| @(t, ) ¥(7) O(z) dt dz dr dz. (76)
[0,T)x[—R,R]x[—1,0] x[-1,1]

On part de (76) et on majore :
Is(v) < / lu(t,z)| p(t,z) (1) 0(2) dt dz dr dz
[0, T]x[—R,R]x[—1,0]x[—1,1]
+/ ot — o1, — 0 2)|(t,z) () 0(z) dt dx dT dz
[0,T)x[—R,R]x[—1,0]x[—1,1]

< el 1ol L1 o, <[~ 7, R)

+ HSOHLoo/ P(1)0(2) (/ ]v(t—&7,x—52)]dtdx> drdz
[—1,0]x[—1,1] [0,7)x[—R,R]

Is(v) < 2|[pllLee [Vl L1 (jo,741)x [- B—1,R+1]) - (77)
Soit maintenant £ > 0. On se fixe une fonction w continue et & support compact dans
0,7+ 1] x [-R—1,R+ 1], vérifiant :
€

lv = wllLrortax(-r-1.841) < T+ 4l

En utilisant Pinégalité triangulaire I5(v) < Is(v — w) + Is(w), ainsi que la majoration (77)
appliquée a la fonction bornée v — w, on obtient :

Is(v) < % + Is(w),

I'intégrale I5(w) étant donnée par la formule (76) ou 'on remplace v par w. En appliquant
le théoreme de convergence dominée et en utilisant la continuité de la fonction w, on montre
que lintégrale Is(w) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Ainsi, pour un certain dp > 0, on a
Is(w) < /2 deés que 6 < dp, et cela implique I5(v) < e. On a bien montré que l'intégrale (75)
tend vers 0 quand J tend vers 0T, ce qui finit de démontrer le lemme 10. [l

On aura aussi besoin du résultat suivant :

Lemme 11. Soient ug,vg € L (R), et soit v € L>®([0,400[xR) vérifiant la propriété :
R

VR>0, lim |v(t,z) —vo(x)|dz = 0. (78)
t—0t J_R

Soit F : R? — R une fonction localement lipschitzienne. Alors pour toute fonction o continue
et a support compact dans R, on a :

Jim, F(uo(x),v(s,9)) p(x) x5(=s,2 —y)dzdsdy = / F(ug(x),vo(2)) ¢(x) d .
- Rx[0,400[xR R

Démonstration du lemme 11. Tout comme dans la démonstration du lemme 10, on utilise la
relation :

VreR, / Xs(—s,z—y)dsdy =1,
[0,+00[xR

et la borne lipschitz sur F' pour se rendre compte qu’il suffit d’établir :

lim lvo(z) — v(s,y)| p(z) xs(—s,x — y)dzdsdy =0,
6—0F Rx[0,+o00[xR
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lorsque ¢ est continue a support compact et positive.

Les arguments développés dans la démonstration du lemme 10 (changement de variables, ap-
proximation sur un compact par une fonction continue, puis utilisation du théoréme de conver-
gence dominée) permettent de montrer de la méme maniére qu’on a la propriété :

lim [v(s,z) —v(s,y)| ¢(x) xs(—s,2 — y) dedsdy = 0.
6—0F Rx[0,+00[xR

Par I'inégalité triangulaire, il suffit donc d’établir :

lim lvo(z) —v(s,z)| ¢(x) xs(—s,2 — y) dzdsdy = 0.
6—0" JRx[0,+00[xR

Soit Js 'intégrale ci-dessus dont on cherche & montrer qu’elle tend vers 0 quand § tend vers 0T.
On calcule I en intégrant tout d’abord par rapport a y et en utilisant la définition (74) de x5 :

= VS, ) — Vol xMazs
Gi= [ ) )] o) T ara

= / |v((57',x) - fuo(a:)‘ o(x)p(—71)dzdr,
[~ R,R]x[0,1]

ou on a fixé R > 0 tel que le support de ¢ est inclus dans [—R, R]. On peut donc majorer :

Ja<||sDIILoo/ [v(67,2) — vo(@)| Y(~7) dzdr
[—R,R]x[0,1]

< HSOHLoo/ Y(— (/ lv(07,x) —m(w)\dx) dr

< |lellz= sup/ ‘(t,x)—vo ‘dx
t€]0,6] /R

L’hypothese faite sur v assure que la quantité a droite de I'inégalité tend vers 0 quand ¢ tend
vers 0%, ce qui conclut la démonstration du lemme 11. O

Les lemmes 10 et 11 sont a la base du résultat suivant :

Proposition 10. Soit u,v € L*°([0,+00[xR) deux solutions entropiques de l’équation :
Ow+ 0, f(w)=0, t>0,z€eR,

associées respectivement aux données initiales ug,vo € L (R). Supposons que v vérifie la pro-
priété de continuité (78). Alors pour toute fonction ¢ de classe €' a support compact dans
[0, +oo[xR et positive, on a l'inégalité :

/ lu—v| Orp+sgn(u—v) (f(u)—f(v))azsodtd:EJr/ |uo(x) —vo(z)| (0, z) dz = 0. (79)
[0,400[xR R

Démonstration de la proposition 10. On rappelle que les fonctions 1,0 vérifient les propriétés
(72) et (73) et que la fonction xs est définie par (74). Pour ¢ de classe €' & support compact
dans [0, +oo[XR et positive, on définit la fonction de 4 variables :

\V/(t,ZL',S,y) € [07 +OO[XR X [07+OO[XR7 @5(75,33,8,:1/) = (10(7573:) X(S(t - 5T = y) .
Pour tout (s,y) € [0,400[xR fixé, la fonction :

(t,ﬂj‘) € [07 +OO[XR — q)6(t7$)8ay) )
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est de classe €' & support compact dans [0, +0o[xR et positive. De méme, pour tout (t,z) €
[0, +00[XR fixé, la fonction :

(5,9) € [0, +oo[xR — ®5(t, z, 5,y),

est de classe 4! & support compact dans [0, +oo[xR et positive.
Comme u et v sont des solutions entropiques, la proposition 5 montre que u et v vérifient les
inégalités d’entropie de Kruzkov (57). En particulier, pour tout (s,y) € [0,4+00[xR fixé, on a :

/ lu(t,z) —v(s,y)| O Ps(t,x,s,y)
[0,400[xR
+ sgn(u(t,xz) — v(s,y)) (f(u(t,m)) — f(v(s,y))) 0:Ps(t, z,s,y)dt dz
+ [ luola) = (5.9)| B5(0..5.) ds > 0. (50)

Le théoreme de Fubini assure que la fonction intervenant dans le membre de gauche de (80) est
intégrable par rapport a (s,y) € [0, +oo[xR. On intégre donc par rapport a (s,y) et on obtient :

/ fu(t, ) — v(s, )| Bys
[0,400[xRx[0,400[xR

+ sgn(u(t,xz) — v(s,y)) (f(u(t, x)) — f(v(s, y))) 0, Ps5dt dz dsdy

+ [ fuole) — (s, )| @5(0,2,5,) dwdsdy = 0. (81)
Rx[0,+o00[xR
De la méme maniere, pour tout (¢, z) € [0, +oo[xR fixé, on a I'inégalité :
[ o) - utta)| 2t 5.0)
[0,400[xR

+sgn(v(s,y) —u(t,x)) (f(v(s,y)) — f(ult, ) 9yPs(t,z,s,y) dsdy
+/ lvo(x) — u(t, x)| Ps(t, z,0,y)dy >0,
R

qui se simplifie en remarquant qu’on a ®s(¢,x,0,y) = 0 en raison de la condition (72) sur 1. On
integre cette inégalité par rapport a (¢,x) et on obtient :

/ ult,2) — v(s,)| 0,25
[0,400[xRx[0,+00[xR
+sgn(u(t,2) — o(s,9) (Flult, 2)) — F(0(5,9)) 9,05 dt dwdsdy > 0. (32)
En sommant (81) et (82), on trouve :
/ ult, ) — v(s, )| (015 + 0,5)
[0,400[xRx[0,+00[ xR
+sgn(u(t,2) — o(5,9) (F(ult, 2)) — F(0(5,9)) (a5 + D) d o ds dy

+f luo(z) — v(s, )| @50, 2, 5,y) dwdsdy > 0. (s3)
Rx[0,+00[xR

L’expression de la fonction ®5 donne les relations :

V(t,ﬂj‘, Say) ) (8tq)6 + asq)é)(tv$a Say) = aﬁp(t,l‘) X(S(t - 5T = y) )
(amq)é + 8y(1)5)(t7$a s,y) = amQD(t,l‘) X(S(t - 5T = y) .

Le comportement asymptotique quand § tend vers 07 de la premiere intégrale intervenant dans
(83) releve donc du lemme 10 car les fonctions 0;p, 0, ¢ sont continues & support compact dans
[0, +00[xR. Le comportement asymptotique de la seconde intégrale intervenant dans (83) releve
du lemme 11 car on a fait 'hypothese adéquate sur v, et car ®5(0,x, s,y) = ¢(0,z) x5(—s,z—y).
En faisant donc tendre § vers 01 dans (83), on obtient 'inégalité (79). O
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On passe maintenant a la démonstration du théoreme 10 :

Démonstration du théoréme 10. La démonstration consiste & choisir dans linégalité (79) la
“fonction test” ¢ qui est la fonction caractéristique du trapeze :

Tnr = {(t,x) e[0,T] xR, |z §R+M(T—t)}.

Une telle fonction caractéristique n’est bien évidemment pas de classe €', donc on aura recours
a un argument de régularisation et on passera a la limite.

On se donne u, v vérifiant les hypotheses du théoreme 10. En particulier, v et v satisfont
les hypotheses de la proposition 10 et on peut donc appliquer l'inégalité (79). On se donne
également R > 0,7 > 0 et M la constante définie dans I’énoncé du théoreme 10. Le trapeze
Irr est alors défini comme ci-dessus. On se fixe une fonction ¢ de classe ¢! sur R, positive,

croissante et vérifiant :
1 siy>1,
((y) = .
0 siy<O0.

Pour £ €]0,1] et 6 €]0, 1], on définit la fonction :

T—t))2—x2> .

V(t,2) € [0, +00[xR, %76(15717):4(71;75) C((R-i-M( i

On vérifie sans peine que @, 5 est positive, de classe €1 & support compact dans la trapeze TR
On applique 'inégalité (79) a la fonction test ¢, 5. En regroupant les termes en 1/e et les termes
en 1/4, on obtient :

P () ()
{(R + M (T — 1)) M |u—v| + 2 sgn(u — v) (f(u) — f(v))} dt dz

<¢(5) [1uote) - miwi (=LY o,

On remarque que la premiére intégrale dans le membre de gauche de 'inégalité est positive. En
effet, ¢ est positive et croissante, la fonction intégrée est supportée dans le trapeze I 1, et de
plus on a :

[z sgn(u —v) (f(u) = f(0))| < (BR+ M (T = 1)) |f(u) = f(v)| < (R+ M (T —1)) M |[u—v|,

en tout point du trapeze Jr 7. On obtient donc I'inégalité :

UL e (T2 (M 0ty
[0,4-00[xR €

<¢(1) o) - wione (= an s

On commence par passer a la limite en 6 dans l'inégalité (84) en appliquant le théoreme de
convergence dominée :

1 T — T R+MT
c /912,T |’LL—U|C/< - t> dtdr < ¢ <;> /_R_MT|U()(3}) —vo(z)|dz. (85)
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Sous les hypotheses faites sur u et v, on remarque ensuite que la fonction :

R+M (T—t)
h :tel0,T] n—>/ u(t,z) —v(t,x)|dz,
R—M (T—t)

est continue. Par ailleurs, en appliquant le théoreme de Fubini et en effectuant un changement
de variables dans le membre de gauche de (85), on obtient :

/OT/€ h(T —es)('(s)ds < ¢ <§> h(0).

On peut alors faire tendre £ vers 0% en appliquant le théoréme de convergence dominée. On
obtient h(T") < h(0), ce qui n’est rien d’autre que (71). O
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A Fonctions a variations bornées

Cet appendice est consacré a la définition et aux principales propriétés des fonctions a va-
riations bornées. Pour simplifier, et comme c’est le cas qui nous intéresse dans ce texte, on se
restreindra aux fonctions & valeurs réelles.

Définition 7 (Fonctions & variations bornées). Si u est une fonction de R dans R, et si I
désigne un intervalle de R, on définit la quantité :

N
TV (u; I) = sup Z\u(a;j)—u(xj_l)]; N>1, (zo,...,zn) € INTY 2o <. <apy

j=1

On note simplement TV (u) la quantité définie ci-dessus dans le cas I = R.

Une fonction u est dite a variations bornées, resp. a variations bornées sur I, si la quantité
TV (u), resp. TV(u;I), est finie. L’ensemble des fonctions a variations bornées est notée BV(R).
La quantité TV (u) est la variation totale de u.

I1 est immédiat de voir que BV(R) est un espace vectoriel et que la variation totale est une
semi-norme sur BV(R) :

Yui,us € BV(R), TV(u1 + UQ) < TV(ul) + TV(UQ),
VAER, VueBV([R), TV(u)=|ATV().

Par ailleurs, une fonction est de variation totale nulle si et seulement si elle est constante. Le
résultat suivant est également immédiat et s’obtient en manipulant la définition 7 (on en laisse
la, démonstration au lecteur) :

Lemme 12. Soit u une fonction de R dans R. Si u est a variations bornées, alors u est a
variations bornées sur tout intervalle I de R et TV (u;I) < TV(u). Plus précisément, si (I;);ez
est une suite d’intervalles deux-a-deux disjoints, alors on a :

> TV(ui ) < TV(w).
JEZ

Réciproquement, si u est a variations bornées sur chaque intervalle [—n,n|, n € N, et si la
suite (TV(u; [—n,n]))nen est majorée, alors u est a variations bornées et on a :

TV(u) = sup TV (u;[—n,n]).
n
On en vient maintenant a la caractérisation classique des fonctions réelles a variations
bornées. On montre tout d’abord le résultat préliminaire suivant :

Lemme 13. Soit u € BV(R). Pour tout z € R, on définit T,,(x) = TV (u;] — 00, x]). Alors pour
tous réels x <y, on a :
u(y) — u(z)] < Tuly) — Tu(z) -

En particulier, u+ T, et T, — u sont des fonctions croissantes.

Démonstration du lemme 13. Soient x < y et soit ¢ > 0. On sait qu’il existe une suite croissante
ro < - < xy < x vérifiant :

N
Y lulzg) = ulzj-1)| = Tulz) — <.
j=1

62



On utilise ensuite les inégalités :

N
Tu(y) = luly) — u(@)| + |u(z) — u(@y)| + Y |uz;) — u(zj-1)| > |u(y) — u(@)| + Tu(e) — ¢,
j=1

la premiere minoration provenant du fait que la suite de réels zq,...,znN,x,y est croissante,
majorée par y et donc intervient dans la définition de la quantité T,(y). Finalement, on a
obtenu :

lu(y) —u(@)| < Tu(y) — Tu(z) + €,
pour tout € > 0, puis on fait tendre € vers 0. [l

Le lemme 13 permet de montrer facilement le résultat suivant :

Proposition 11 (Caractérisation des fonctions a variations bornées). Une fonction u est a
variations bornées si et seulement si elle s’écrit comme la différence de deux fonctions croissantes
et bornées.

En particulier, toute fonction a variations bornées est mesurable, bornée, et admet une limite
a gauche, resp. a droite, en tout point de R U {+o00}, resp. RU {—o0}. Enfin toute fonction d
variations bornées est continue sauf sur un ensemble au plus dénombrable de points.

Démonstration de la proposition 11. Soit u € BV(R). Alors on peut écrire u = (u+1y,)/2— (T, —
u)/2 et le lemme 13 montre que u se décompose ainsi en une différence de fonctions croissantes.
La fonction T, est bornée car elle est positive et majorée par TV (u) en vertu du lemme 12. La
fonction u est également bornée car pour tout réel z, I'inégalité triangulaire fournit directement
la majoration :

u(@)] < [u(0)] + [u(z) = w(0)] < |u(0)] + TV (u).

On a donc bien écrit © comme la différence de deux fonctions croissantes bornées.
Par ailleurs, si u est une fonction croissante bornée, alors u admet une limite finie en —o0,
resp. +00, valant infg u, resp. supg u. Si g < --- < est une famille croissante de réels, on a :

_u LZ'] 1 Z x] —ua:] 1)—U($N)—u(a}0)<SEpu—lﬁfu

M=
g

Donc u est a variations bornées. Comme BV(R) est un espace vectoriel, toute différence de
fonctions croissantes bornées est une fonction a variations bornées.

Les propriétés de mesurabilité, de limites a gauche et a droite, et de continuité sont vraies
pour les fonctions croissantes bornées, et par conséquent pour les différences de fonctions crois-
santes bornées. |

Donnons maintenant quelques exemples de fonctions a variations bornées. Revenons tout
d’abord sur le cas des fonctions croissantes bornées. Si u est croissante et bornée, alors la
variation totale de u est égale & supp v — infgr u. En effet, on a vu dans la démonstration de la
proposition 11 que la variation totale de u est plus petite que supg u — infg u. Soit alors € > 0.
Il existe deux réels zg < 0 et 21 > 0 vérifiant :

u(zo) < infu + E, u(zy) > supu — = .
R 2 R

On a alors :

TV(u) > u(z1) — u(zg) > supu — i%fu —€.
R

On obtient ainsi 1'égalité TV (u) = supp v — infg u.
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On s’intéresse maintenant aux fonctions en escaliers. Soit (x;);cz une suite de réels, indéxée
par Z, strictement croissante, et vérifiant lim . z; = £00. Soit aussi (u;),cz une suite de réels
et définissons la fonction en escaliers :

VieZ, ulx)=u; siz€lrj,zj].

Alors u est a variations bornées si et seulement si la série ;7 [uj+1 —u;| converge. Dans ce cas,
la variation totale de u coincide avec la somme de la série >, 7 [uj11 —u;|. En effet, supposons
dans un premier temps que u est a variations bornées. Alors on a :

Z luj = uj1| = Z [u(@jt1) —u(z;)] < TV(u).

j=—n

Par conséquent la série ) |uj11 — uj| converge et sa somme est majorée par la variation totale
de wu.

Supposons désormais que la série ) |uj11 — u;| converge et montrons que la fonction en
escaliers u est a variations bornées. On se donne une suite croissante yg < --- < yy, et on
range chacun des y; dans un intervalle |z;,,x;;11], la suite (i;)o<j<n étant croissante. Alors on
applique l'inégalité triangulaire et on obtient :

N iN
Z u(y;) — w(y;-1) \—Z\% wip o | <D Jue— e £ g — uel.
j=1 {=ip+1 LET

Ainsi u est a variations bornées et sa variation totale est majorée par la somme de la série
> [ujr — ugl.

Le dernier exemple que nous traiterons est celui des fonctions de classe €. Si u € €1 (R),
alors u € BV(R) si et seulement si v/ € L'(R) et dans ce cas la variation totale de u coincide
avec ||u'|| L1 (r)- En effet, supposons pour commencer que v’ est intégrable. On se donne une suite
croissante rg < --- < xp, et on majore :

N 2
Z ulaj) — (s m—Z/ i (y) dy

7=1
Ainsi la variation totale de u est majorée par [|u'|| ;1 ().
Supposons désormais que u est & variations bornées. Soit R > 0 et soit € > 0. Comme ||
est une fonction continue, on a la propriété des sommes de Riemann :

TN
< / (9| dy < I 1 s

0

R n—1
/Iu(Wm_ m135§: < R+2Rﬁ'
R n—+oo N =0 n

Comme v est uniformément continue sur le segment [—R, R], on peut donc se fixer un entier N
vérifiant les deux propriétés suivantes : tout dabord, on a :

R N-1
, e 2R 2R
< 4 2
[ W@l S+ 2 > ( R+ 2RI (36)
et de plus, on a :
ry€[-RE), [r—yl < 5 = (@)~ W)l < 5 (87)
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On part de (86) et on approche la dérivée de u au point —R + 2 R j/N par le taux de variation
de u entre les points —R+2Rj/N et —R+2R(j+1)/N :

L do< € 2R \=|u(-=R+2R(j+1)/N) —u(—R+2Rj/N)
/_R|” (@)lde < 5+ 5 par 9R/N
2R |, 9Rj\ u(—R+2R(j+1)/N)—u(—-R+2Rj/N)

)

On majore chaque terme & en utilisant 1’égalité des accroissements finis ainsi que la continuité
uniforme (87) :

o <_R+2RJ’> _u(-=R+2R(j+1)/N) —u(— R+2Rj/N)

N 2R/N
2Ry , 2R(j—|—9j) €
= _ — —_ - - @ J7 < —
<R+ N> u(R—l— i SR (89)
avec 0; €10, 1[. En utilisant (89) dans I'inégalité (88), on trouve :
R N— .
2R+ 2R
< ) 2N < TV().
/_R|u( Jdz < e+ Z; < . > <R+ ) < v V@)

On fait d’abord tendre ¢ vers 0, puis on applique le théoreme de Beppo-Levi en faisant tendre
R vers +oc. La fonction u’ est intégrable, et la norme ||u||11(r) est majorée par TV (u).

On s’intéresse maintenant aux propriétés de compacité des suites de fonctions a variations
bornées. On remarque tout d’abord qu’une fonction & variations bornées peut étre nulle presque-
partout sans pour autant étre de variation totale nulle. Par exemple, la fonction :

0 siz#0,
u(z) = .
1 six=0,

est de variation totale égale a 2, tout en étant nulle presque-partout. Une telle pathologie vient
du point de discontinuité de u. On montre tout d’abord le résultat suivant :

Proposition 12. Siu est a variations bornées, alors il existe une unique fonction uy a variations
bornées telle que uy est continue a gauche en tout point et u = uy sauf sur un ensemble au plus
dénombrable de points. De plus, on a TV (uy) < TV (u).

Par ailleurs, si v est a variations bornées et si v = u presque-partout, alors vy = uy.

Démonstration de la proposition 12. On définit la fonction uy comme suit :

VeeR, wu(x)= lim u(z+s).

s—0~

Si x est un point ol u est continue, alors uy(x) = u(x) et donc u = uy sauf sur un ensemble au
plus dénombrable de points. Il est assez facile de montrer que uy est continue a gauche. En effet,
soit zg € R et soit € > 0. Par définition, on sait qu’il existe un réel o > 0 vérifiant :

Vo €lrg —a,zof, |u(x) —uy(zo)| < %

Soit maintenant x € |xg— a, xg[. Alors pour tout n suffisamment grand, on a également x—27" €
|zo — a, 2o, et on peut majorer :

ug(2) — uy(wo)| < fuy(w) —w(z = 27")| + |ulz = 27") — wy(wo)| < uy(w) —u(z —27")| + %
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En choisissant n de maniere appropriée, on a donc obtenu :
Va €lro —a,mol,  |ug(z) — ug(zo)| < e,

ce qui exprime la continuité a gauche de uy en xo.

On montre maintenant que uy est unique. En effet, si uy convient aussi, alors uy — uy est une
fonction continue & gauche, nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable de points. Il s’en
suit que uy — uy est nulle partout.

Majorons maintenant la variation totale de uy. On se donne une suite croissante zg < --- <
TN et on écrit :

N N
Z lug(xj) — ug(xj—1)| = Z] lim u(z;+s) — lm u(zj_; + )|

s—0~ s—0~
N
= lim > |u(z; +5) — u(zj_1 +5)| < TV(u).
s—0— =

Pour finir, supposons que v = u presque-partout oll v est encore & variations bornées. Alors
u — v est nulle presque-partout et & variations bornées. Aux points ou u — v est continue, on a
nécessairement u — v = 0. Par conséquent, (u — v)y = uy — vy est nulle sauf sur un ensemble au
plus dénombrable et il s’en suite a nouveau que uy — vy est nulle partout. O

Modulo ’égalité presque-partout, on peut donc toujours supposer qu’une fonction a varia-
tions bornées est continue a gauche. On énonce maintenant un critére de compacité qui sert
dans ’analyse de convergence du schéma de Glimm :

Théoréme 11. Soit (v,)nen une suite de fonctions mesurables définies sur [0,+o00[xR et
vérifiant :
— il existe un intervalle compact K dans lequel toutes les fonctions v,, prennent leurs valeurs,
— pour tout t > 0 et pour tout n € N, v,(t,-) est a variations bornées, continue a gauche, et
Uapplication (t — TV (v, (t,-))) est décroissante, majorée par un nombre My indépendant
de n,
— il existe une constante My > 0 et une suite positive (e, )nen tendant vers 0 telles que pour
tous temps t > s > 0 et pour tout n € N, on a Uestimation de continuité :

/ |on (t, ) — vy (s, 2)|dx < My (t — s) + &y,
R

Alors il existe une fonction v définie sur [0,4+00[xR et il existe une sous-suite, toujours notée
(vn)nen telles que :
— v est mesurable et a valeurs dans l’intervalle compact K,
— pour tout t > 0, v(t,-) est a variations bornées, continue a gauche, et 'application (t —
TV(v(t,-))) est décroissante, majorée par My,
— pour tous temps t > s > 0, on a l’estimation de continuité :

/|vtm v(s,x)|de < My (t — s),

— la sous-suite (vy)nen converge vers v presque-partout dans [0,+oco[xXR, ainsi que dans
espace L} ([0, +00[xR).

On renvoie aux ouvrages déja mentionnés dans l'introduction pour la démonstration de ce
résultat.
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