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Chapitre 1

Motivation et objectifs

Nous commençons par donner ici un aperçu des motivations de la théorie de l’intégration, en montrant d’abord les
limitations de l’intégrale des fonctions continues (sur unintervalle compact deR). L’intégrale de Riemann possède
essentiellement les mêmes limitations.

1.1 Intégrale des fonctions continues

Nous présentons ici quelques rappels sur l’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact deR. Nous
montrons pourquoi cette théorie de l’intégrale des fonctions continues semble insuffisante.

Nous nous limitons à l’étude des fonctions définies sur l’intervalle [0, 1] à valeurs dansR. Nous allons en fait
définir l’intégrale des fonctions réglées (on appelle fonction réglée une fonction qui est limite uniforme d’une
suite de fonctions “en escalier"). Ceci nous donnera l’intégrale des fonctions continues car toute fonction continue
est réglée (voir l’exercice 1.2). La définition de l’intégrale des fonctions réglées (comme celle de l’intégrale de
Riemann, qui sera rappelée dans l’exercice 5.3, et celle de l’intégrale de Lebesgue) peut être vue en 3 étapes, qui,
ici, s’écrivent :

1. Mesurer les intervalles de[0, 1]. Pour0 ≤ α ≤ β ≤ 1, on posem(]α, β[) = β − α.

2. Intégrer les fonctions en escalier.Soitf : [0, 1] → R, une fonction en escalier. Ceci signifie qu’il existep ∈ N⋆,
une famille(αi)i∈{0,...,p}, avec :α0 = 0, αi < αi+1, pour touti ∈ {0, . . . , p − 1}, αp = 1, et une famille
(ai)i∈{0,...,p−1} ⊂ R tels que :

f(x) = ai, ∀x ∈]αi, αi+1[, ∀i ∈ {0, . . . , p− 1}. (1.1)

On pose alors :
∫ 1

0

f(x)dx =

p−1∑

i=0

aim(]αi, αi+1[). (1.2)

On montre que la définition précédente est bien cohérente, c’est-à-dire que l’intégrale def ne dépend que du
choix def et non du choix desαi (voir l’exercice 1.2).

3. “Passer à la limite".Soitf : [0, 1] → R, une fonction réglée, il existe une suite(fn)n∈N de fonctions en escalier
convergeant uniformément versf . On pose :

In =

∫ 1

0

fn(x)dx. (1.3)
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On peut montrer que la suite(In)n∈N est de Cauchy (dansR). On pose :

∫ 1

0

f(x)dx = lim
n→∞

In. (1.4)

On montre que cette définition est cohérente carlimn→∞ In ne dépend que def et non du choix de la suite
(fn)n∈N (voir l’exercice 1.2).

Remarque 1.1 Un des intérêts de la méthode présentée ci dessus est qu’ellepermet aussi de définir (sans travail
supplémentaire) l’intégrale de fonctions continues de[0, 1] (ou d’un intervalle compact deR) dansE, oùE est un
espace de Banach (c’est-à-dire un espace vectoriel normé complet surR ou C). Les méthodes de Riemann (voir
l’exercice 5.3) et de Lebesgue (présentée dans ce cours) sont “limitées" à des fonctions prenant leurs valeurs dans
R car elles utilisent fortement la relation d’ordre dansR (elles redonnent, dans le cas de fonctions continues de
[0, 1] dansR, la même intégrale que ci-dessus). Pour l’intégrale de Lebesgue, il faut alors un travail supplémentaire
pour développer une théorie de l’intégration pour des fonctions prenant leurs valeurs dans un espace de Banach
(lorsque cet espace est de dimension infinie, le cas où l’espace est de dimension finie reste simple car on est alors
amené à considérer un nombre fini d’intégrales à valeurs dansR).

1.2 Insuffisance de l’intégrale des fonctions continues

On noteE l’ensemble des fonctions continues de[0, 1] dansR. On a ainsi défini
∫ 1

0 f(x)dx pour toutf ∈ E (car
l’ensemble des fonctions continues est contenu dans l’ensemble des fonctions réglées).

1. Théorèmes de convergenceUn inconvénient important de la théorie de l’intégration exposée ci-dessus est que les
théorèmes “naturels" de convergence pour cette théorie sont peu efficaces. A vrai dire, le seul théorème “simple"
est le théorème suivant : Soient(fn)n∈N ⊂ E etf ∈ E. On suppose quefn → f uniformément quandn→ ∞.
On a alorslimn→∞

∫ 1

0 fn(x)dx =
∫ 1

0 f(x)dx.

On rappelle que(fn)n∈N converge simplement versf si :

∀ε > 0, ∀x ∈ [0, 1], ∃N(ε, x);n ≥ N(ε, x) ⇒ |fn(x) − f(x)| ≤ ε

et que(fn)n∈N converge uniformément versf si :

∀ε > 0, ∃N(ε);n ≥ N(ε), x ∈ [0, 1] ⇒ |fn(x) − f(x)| ≤ ε.

Ce théorème est assez “faible". Une conséquence de la théorie de l’intégrale de Lebesgue est le théorème suivant
(beaucoup plus fort que le précédent) : Soient(fn)n∈N ⊂ E, etf ∈ E. On suppose que quefn → f simplement,
quandn→ ∞, et qu’il existeM ∈ R t.q. |fn(x)| ≤ M pour toutx ∈ [0, 1] et pour toutn ∈ N. On a alors
limn→∞

∫ 1

0 fn(x)dx =
∫ 1

0 f(x)dx.

Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème de “convergence dominée", il peut être démontré sans
utiliser la théorie de l’intégrale de Lebesgue, mais cela est difficile, c’est l’objet de l’exercice 1.11.

2. Espaces non complets.Pourf ∈ E on pose (en remarquant que|f | ∈ E etf2 ∈ E) :

N1(f) =

∫ 1

0

|f(x)|dx, (1.5)

N2(f) =
( ∫ 1

0

(f(x))2dx
) 1

2 . (1.6)
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Les applicationsN1 etN2 sont des normes surE (voir l’exercice 1.6). Malheureusement l’espaceE, muni de
la normeN1 (ou de la normeN2), n’est pas vraiment intéressant en pratique, en particulier parce que cet espace
n’est pas complet (c’est-à-dire qu’une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente). Ce n’est pas un
espace de Banach (un espace de Banach est un espace vectorielnormé complet). La normeN2 surE est induite
par un produit scalaire mais, muni de cette norme,E n’est pas un espace de Hilbert (un espace de Hilbert est un
espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire, pour tous ces résultats voir l’exercice 1.6).
En fait l’espace vectoriel des fonctions continues de[0, 1] dansR est intéressant lorsqu’il est muni de la norme
de la convergence uniforme, c’est-à-dire‖f‖u = supx∈[0,1] |f(x)|, avec laquelle il est complet, c’est donc alors
un espace de Banach.

Si l’on travaille avec l’ensemble des fonctions réglées plutôt que l’ensemble des fonctions continues, on n’échappe
pas vraiment aux inconvénients cités précédemment (N1 etN2 sont d’ailleurs alors des semi-normes). On peut
aussi généraliser la définition de l’intégrale ci-dessus enaméliorant un peu l’étape 3 (passage à la limite), cette
généralisation se fait en introduisant les “sommes de Darboux" (alors que l’intégrale des fonctions continues peut
être définie en utilisant seulement les “sommes de Riemann"). On obtient ainsi la définition de l’intégrale des
fonctions dites “Riemann-intégrables" (voir l’exercice 5.3). En fait cette généralisation est d’un intérêt limité, les
inconvénients sont les mêmes que pour l’intégrale des fonctions continues (ou des fonctions réglées).

1.3 Les probabilités

La théorie des probabilités s’est développée dans le but de “modéliser" les phénomènes aléatoires, c’est à dire de
développer un formalisme mathématique pour exprimer les problèmes posés par ces phénomènes. En particulier,
l’un des problèmes est de mesurer “la chance" d’un certain “évènement" de se réaliser. Une partie importante de
ces phénomènes est de nature “discrète", c’est à dire qu’il existe une injection de l’ensemble des “cas possibles"
dansN. Lorsque de plus l’ensemble des “cas possibles" ou des “éventualités" est fini, le calcul des probabilités se
ramène à des problèmes de dénombrement. Par contre, lorsquel’ensemble des “éventualités" est de nature infinie
non-dénombrable, on aura besoin, pour définir une probabilité, de la théorie de la mesure. Les liens qui existent
entre la théorie des probabilités et la théorie de la mesure et de l’intégration sont nombreux, mais malheureusement,
le vocabulaire est souvent différent. Nous essaierons ici de montrer clairement les liens entre les deux théories et
de donner un “dictionnaire" probabilités-intégration.

1.4 Objectifs

L’objectif est de construire une théorie de l’intégration donnant des théorèmes de convergence efficaces et de
“bons" espaces fonctionnels, comme, par exemple, l’espaceL2

R(E, T,m) qui est un espace de Hilbert. La démarche
pour construire cette théorie va être très voisine de celle que l’on a utilisée pour l’intégrale des fonctions réglées
(ou pour l’intégrale de Riemann, cf. Exercice 5.3). Elle va suivre 3 étapes, que nous pouvons (dans le cas, par
exemple, des fonctions deR dansR) décrire ainsi :

1. Mesurer “presque toutes" les parties deR (et pas seulement les intervalles).

2. Définir l’intégrale des fonctions étagées, c’est-à-diredes fonctions deR dansR ne prenant qu’un nombre fini de
valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un “passage à la limite", définir l’intégrale des fonctions limites (en un sens convenable) de fonctions étagées.

Pour être plus précis, dans l’étape 1 ci-dessus, on cherche une applicationλ : P(R) → R+, oùP(R) désigne
l’ensemble des parties deR, t.q. :

λ(]α, β[) = β − α, pour toutα, β ∈ R, α ≤ β. (1.7)
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λ(∪n∈NAn) =
∑

n∈N

λ(An),

pour toute famille(An)n∈N ⊂ P(R) t.q.An ∩Am = ∅ si n 6= m.

(1.8)

(Dans toute la suite de ce cours, la notation
∑
n∈N est identique à

∑∞
n=0.)

Une telle application surP(R) n’existe pas (voir l’exercice 2.28), mais elle existe si on se limite à une partie
“convenable" deP(R), par exemple, la tribu de Borel définie dans la suite.

Pour l’étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombrefini de valeurs et pour lesquelles chaque “étage" est
dans la tribu de Borel. De telles fonctions seront dites “étagées".

Enfin, à l’étape 3, l’idée principale est de définir l’intégrale des fonctions positives qui sont “limites croissantes"
d’une suite de fonctions étagées (on remplace donc la convergence uniforme utilisée pour la définition de l’intégrale
des fonctions réglées par une convergence “simple, en croissant").
La théorie de l’intégration que nous allons ainsi obtenir contient (pour les fonctions d’un intervalle compact deR
dansR) la théorie de l’intégrale de Riemann (cf. Exercice 5.3) quicontient elle-même la théorie de l’intégrale des
fonctions réglées (et donc la théorie de l’intégrale des fonctions continues).

1.5 Structure du cours

Ce cours est divisé en 2 parties, la première partie contientle cours et les exercices, la seconde partie contient
des corrigés d’exercices. La première partie est formée de10 chapitres (sans ce chapitre introductif), selon de
découpage suivant :
– Le chapitre 2 est une introduction à la théorie de la mesure ;on y définit en particulier l’applicationλ nécessaire

pour mesurer les parties deR. On y introduit aussi les premières notions de probabilités.
– Dans le chapitre 3, on introduit le concept de fonction mesurable, et son synonyme “probabiliste", i.e. le concept

de “variable aléatoire", qui est une notion fondamentale pour le calcul des probabilités. On y définit les notions
de convergence “presque partout" et son synonyme probabiliste “presque sûre", et de convergence “en mesure"
et son synonyme probabiliste convergence “en probabilité".

– On définit au chapitre 4 l’intégrale sur un espace mesuré (suivant les étapes 1 à 3 définies plus haut), et l’espé-
rance des variables aléatoires réelles en théorie des probabilités. On définit également dans ce chapitre la notion
de convergence en moyenne.

– On s’intéresse au chapitre 5 aux mesures définies sur les boréliens deR et aux propriétés particulières de l’inté-
grale définies surR. On y étudie les lois probabilités “de densité".

– On étudie au chapitre 6 les espaces “Lp", ensembles des (classes de) “fonctions mesurables de puissancep-ième
intégrable, et plus particulièrement l’espaceL2, qui est un espace de Hilbert. On donne des résultats de dualité
et on introduit les notions de convergence “faible" et de convergence “étroite" (pour les probabilités).

– Le chapitre 7 est consacré au produits d’espaces mesurés, àl’intégration de fonctions de plusieurs variables, au
produit de convolution.

– Dans le chapitre 8, on revient sur l’étude des espacesLp dans le cas particulier de la mesure de Lebesgue sur les
boréliens d’un ouvert deRN . On donne des résultats de densité, de séparabilité et de compacité.

– Le chapitre 9 est consacré aux vecteurs aléatoires. On y généralise des notions vues pour les variables aléatoires
réelles.

– Le chapitre 10 est consacré à l’étude de la transformée de Fourier des fonctions deL1 (classes de fonctions
mesurables intégrables au sens de Lebesgue surRN ) et deL2 (classes de fonctions mesurables “de carré inté-
grable" au sens de Lebesgue surRN ) et des mesures. On introduit la “fonction caractéristique" de la théorie des
probabilités.

– Le chapitre 11 est conscré à l’espérance conditionnelle etaux martingales.
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1.6 Exercices

Exercice 1.1 (Convergences simple et uniforme)Corrigé 1 page 278
Construire une suite(fn)n∈N ⊂ C([0, 1],R) et f ∈ C([0, 1],R) t.q. fn → f simplement, quand n→ ∞, et
fn 6→ f uniformément, quand n→ ∞.

Exercice 1.2 (Intégrale d’une fonction continue)Corrigé 2 page 278
Une fonctiong : [0, 1] → R est dite “en escalier" s’il existen ≥ 1 et x0, . . . , xn t.q. 0 = x0 < x1 < ... <
xn−1 < xn = 1 etg constante sur chaque intervalle]xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1.
Pourg en escalier etx0, . . . , xn comme dans la définition ci dessus, on pose

∫ 1

0

g(x)dx =

n−1∑

i=0

ai(xi+1 − xi),

oùai est la valeur prise parg sur]xi, xi+1[.

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-à-dire que l’intégrale deg ne dépend que du choix
deg et non du choix desxi. Montrer que l’application qui àg associe l’intégrale deg est linéaire de l’ensemble
des fonctions en escalier dansR.

2. Soitf ∈ C([0, 1],R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier(fn)n∈N t.q.f soit limite uniforme de(fn)n∈N lorsquen→ +∞.

(b) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions en escalier t.q.f soit limite uniforme de(fn)n∈N lorsquen → +∞.
Montrer que la suite(In)n∈N ⊂ R, où In est l’intégrale de la fonction en escalierfn, converge. Enfin,
montrer que la limiteI = limn→∞ In ne dépend que def , et non de la suite(fn)n∈N. On pose alors

∫ 1

0

f(x)dx = I.

3. Montrer que l’application qui àf associe l’intégrale def est linéaire deC([0, 1],R) dansR et que, pour tout

f ∈ C([0, 1],R), on a|
∫ 1

0

f(x)dx| ≤
∫ 1

0

|f(x)|dx ≤ max
x∈[0,1]

|f(x)|.

Exercice 1.3 (Sur l’intégrale des fonctions continues)Corrigé 3 page 280
Soit (ϕn)n∈N ⊂ C([0, 1],R) etϕ ∈ C([0, 1],R). On suppose queϕn → ϕ simplement quandn→ ∞.

1. Montrer que silim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)| dx → 0, on a alors

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

2. Montrer que si(ϕn)n∈N converge uniformément versϕ, alors lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

3. Donner un exemple de suite(ϕn)n∈N qui converge versϕ simplement, mais non uniformément, t.q.

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.
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4. Donner un exemple de suite(ϕn)n∈N qui converge simplement versϕ t.q.

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx 6=
∫ 1

0

ϕ(x) dx.

5. Si la suite(ϕn)n∈N satisfait les deux conditions :

(a) Pour toutε, 0 < ε < 1, (ϕn)n∈N converge uniformément versϕ sur [ε, 1],

(b) Lesϕn sont à valeurs dans[−1,+1],

montrer que lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

6. Vérifier que la suite de fonctions définies parϕn(x) =
x
√
n

1 + nx2
satisfait les conditions énoncées à la question 5.

Donner l’allure générale du graphe de ces fonctions pour despetites valeurs den ; que devient le graphe lorsque
n→ ∞ ?

7. On suppose maintenant que la suite(ϕn)n∈N vérifie l’hypothèse suivante :

lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|2dx = 0. (1.9)

A-t-on lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x)−ϕ(x)|dx dx = 0 ? [On pourra par exemple utiliser (après l’avoir démontrée)l’inégalité

suivante : pour toutε > 0, il existecε ≥ 0, ne dépendant que deε, t. q.a ≤ ε+ cεa
2.]

8. Même question que ci dessus en remplaçant l’hypothèse (1.9) par :

∃p > 1; lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|pdx = 0.

9. On suppose qu’il existeC > 0 tel que

∫ 1

0

|ϕn(x)|2dx ≤ C, ∀n ∈ N, (1.10)

et que la suite(ϕn)n∈N converge uniformément sur[ε, 1], pour toutε > 0. Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx = 0.

10. Construire un exemple de suite(ϕn)n∈N qui satisfasse aux hypothèses de la question précédente et qui ne soit
pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypothèses de la question 5).

11. Peut-on remplacer l’hypothèse (1.10) par :

Il existep > 1 etC > 0 t.q.
∫ 1

0

|ϕn(x)|pdx ≤ C, pour toutn ∈ N ?

12. Peut-on remplacer l’hypothèse (1.10) par : Il existeC > 0 t.q.
∫ 1

0

|ϕn(x)|dx ≤ C, pour toutn ∈ N ?

Exercice 1.4 (Discontinuités d’une fonction croissante)
Soitf une fonction croissante deR dansR.

1. Montrer quef a une limite à droite et une limite à gauche en tout point. On notef(x+) etf(x−) ces limites au
pointx.
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2. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité def est au plus dénombrable. [On pourra considérer, pour
n ∈ N, les ensemblesAn = {x ∈ [0, 1], f(x+) − f(x−) ≥ (f(1+) − f(0−))/n}.]

Exercice 1.5 (Fonctions réglées)
Une fonction réelle définie sur[a, b] (−∞ < a < b < +∞) est dite réglée si elle est la limite uniforme d’une suite
de fonctions en escalier sur[a, b].

1. Montrer que l’ensemble des points de discontinuité d’unefonction réglée est au plus dénombrable.

2. Montrer qu’une fonctionf : [a, b] −→ R est réglée sur[a, b] si et seulement si elle admet des limites à droite et
à gauche en tout point de]a, b[, à droite ena, à gauche enb.

Exercice 1.6 (Normes définies par l’intégrale)Corrigé 4 page 284
Soit E = C([−1, 1],R) l’espace vectoriel des fonctions continues de[−1,+1] dansR. Pourϕ ∈ E, on pose

‖ϕ‖1 =
∫ +1

−1
|ϕ(t)| dt et‖ϕ‖2 =

(∫ +1

−1
|ϕ(t)|2 dt

) 1
2

.

1. Montrer que(E, ‖ · ‖1) est un espace normé.

2. Pourn ∈ N, on définitϕn ∈ E par

ϕn(x) =





0 si −1 ≤ x ≤ 0

nx si 0 ≤ x ≤ 1
n

1 si 1
n ≤ x ≤ 1

(a) Montrer que si(ϕn)n∈N converge versϕ dans(E, ‖ · ‖1), alorsϕ(x) = 0 si x < 0 etϕ(x) = 1 si x > 0.

(b) En déduire que(E, ‖ · ‖1) n’est pas complet.

3. Montrer que(E, ‖ · ‖2) est un espace préhilbertien (c’est-à-dire que sa norme est induite par un produit scalaire)
mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

Exercice 1.7 (Rappels sur la convergence des suites réelles) Corrigé 5 page 285

1. Soitu = (un)n∈N une suite à valeurs dansR. On rappelle quelim supn→∞ un = limn→∞ supp≥n up. Montrer
quelim supn→∞ un est la plus grande valeur d’adhérence de u.

2. Siu = (un)n∈N est une suite à valeurs dansR, on sait (conséquence du résultat de la question précédente) qu’il
existe une suite extraite deu qui converge verslim supn→∞ un . Donner un exemple d’une suite de fonctions
(fn)n∈N deR dansR t.q. aucune sous suite ne converge simplement verslim supn→∞ fn (qui est définie par
(lim supn→∞ fn)(x) = lim supn→∞(fn(x)) pour toutx ∈ R).

3. Trouver l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite(un)n∈N t.q. :

lim infn→∞ un = 0, lim supn→∞ un = 1 et limn→∞ |un+1 − un| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

Exercice 1.8 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)Corrigé 6 page 286
SoitE un ensemble. LorsqueA est une partie deE, on définit1A : E → R par :

1A(x) = 1, si x ∈ A,
1A(x) = 0, si x 6∈ A.

(1.11)

1A est appelée “fonction caractéristique deA" (elle est souvent aussi notéeχA).
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1. Montrer que siA etB sont deux sous-ensembles disjoints deE, alors1A∪B = 1A + 1B. En déduire que si
(An)n∈N est une suite de sous-ensembles deE deux à deux disjoints, on a

∑
n∈N 1An

= 1∪n∈NAn
(on précisera

aussi le sens donné à “
∑

n∈N 1An
”).

2. Montrer que siB ⊂ A ⊂ E, on a1A\B = 1A − 1B.

3. Montrer que, pourA etB sous-ensembles deE, on a1A∩B = 1A1B.

4. Soitf : E → R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrerquef s’écrit comme combi-
naison linéaire de fonctions caractéristiques.

Exercice 1.9 (Intégrale “impropre" de fonctions continues)
Soit f ∈ C(R,R+). On suppose quelima→+∞

∫ a
0 f(x) dx existe dansR (on a utilisé l’intégrale des fonctions

continues sur[0, a] pour définir
∫ a
0
f(x) dx).

1. A-t-on limx→+∞ f(x) = 0 ?

2. Montrer que sif admet une limite en+∞, alorslimx→+∞ f(x) = 0.

3. Montrer que sif est uniformément continue, alorsf admet une limite en+∞ et donc que :

lim
x→+∞

f(x) = 0.

4. Donner un exemple de fonctionf t.q.f(x) 6→ 0 qandx→ ∞ (et qui vérifie les hypothèses de l’exercice !).

5. On suppose, dans cette question, quef ∈ C1(R,R) et quelima→+∞
∫ a
0
f ′(t) dt existe dansR. Montrer que

limx→+∞ f(x) = 0.

6. Montrer que pour touth > 0, limx→+∞
∫ x+h
x

f(t) dt = 0.

Exercice 1.10 (Limite uniforme dansR) Corrigé 7 page 287
Soit (fn)n∈N ⊂ C(R+,R+). On suppose que(fn)n∈N converge uniformément versf (de sorte quef est continue
deR+ dansR+).

1. On suppose que, pourn ∈ N, lima→+∞
∫ a
0
fn(x) dx existe dansR.

On note
∫ +∞
0 fn(x) dx cette limite.

Montrer, en donnant un exemple, quelima→+∞
∫ a
0
f(x) dx peut ne pas exister dansR.

2. On suppose de plus quelimn→∞
∫ +∞
0

fn(x) dx et lima→+∞
∫ a
0
f(x) dx existent dansR.

On note alors
∫ +∞
0 f(x) dx cette dernière limite. A-t-on

lim
n→∞

∫ +∞

0

fn(x) dx =

∫ +∞

0

f(x) dx ?

Exercice 1.11 (Convergence dominée et intégrale des fonctions continues)
(Cet exercice est extrait de l’examen d’analyse du concoursd’entrée à l’ENSL, 1993)
On noteE = C([0, 1],R) l’ensemble des fonctions continues sur[0, 1] à valeurs réelles. Pourf ∈ E, on pose
‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)|. Noter que l’applicationf 7→ ‖f‖∞ est bien une norme.
Pourf : [0, 1] → R, on définitf+ parf+(x) = max(f(x), 0) (pour toutx ∈ [0, 1]), et f− = (−f)+ (de sorte
quef(x) = f+(x) − f−(x) et |f(x)| = f+(x) + f−(x)). Soientf et g deux applications deR dansR (ou dans
R ∪ {+∞}), On dit quef ≥ g si f(x) ≥ g(x) pour toutx ∈ [0, 1]. On désigne par0 la fonction (définie surR)
identiquement nulle. On poseE+ = {f ∈ E, f ≥ 0}. SoitT : E → R une application linéaire. On dit queT est
positive si :

f ∈ E, f ≥ 0 ⇒ T (f) ≥ 0.

SoitT : E → R une application linéaire positive.
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1. Montrer queT est continue de(E, ‖.‖∞) dansR. [Indication : On pourra remarquer que, pour toutf ∈ E,
T (f) ≤ T (1)‖f‖∞, où1 désigne la fonction constante et égale à1 sur [0, 1].]

2. Soient(fn)n∈N ⊂ E et f ∈ E telles quefn+1 ≥ fn, pour toutn ∈ N et, pour toutx ∈ [0, 1], limn→+∞ fn(x)
= f(x). Montrer quefn tend versf uniformément surR.
[Indication : Soitε > 0, on pourra introduire, pourn ∈ N,On = {x ∈ [0, 1] ; f(x) − fn(x) < ε} et utiliser la
compacité de[0, 1].]
En déduire queT (fn) → T (f), quandn→ +∞.

3. Soient(fn)n∈N ⊂ E etg ∈ E telles quefn+1 ≥ fn, pour toutn ∈ N, etg(x) ≤ lim
n→+∞

fn(x) (∈ R ∪ {+∞}),

pour toutx ∈ [0, 1].
Montrer queT (g) ≤ lim

n→+∞
T (fn).

4. Soit f : R → R ∪ {+∞}, on dit quef ∈ A+ si il existe (fn)n∈N ⊂ E t.q. fn+1 ≥ fn, pour toutn ∈ N,
limn→+∞ fn(x) = f(x), pour toutx ∈ [0, 1] et limn→+∞ T (fn) < +∞.

5. Soitf ∈ A+, montrer que sup
g∈E, g≤f

(T (g)) < +∞.

On définitT surA+ parT (f) = sup
g∈E, g≤f

(T (g)) (noter que ceci est compatible avec la définition deT surE.)

Noter aussi que sif, g ∈ A+, alors :f ≥ g ⇒ T (f) ≥ T (g).

6. (“Convergence croissante.") Soient(fn)n∈N ⊂ A+ et f : R → R ∪ {+∞} telles quefn+1 ≥ fn, pour tout
n ∈ N, lim

n→+∞
fn(x) = f(x), pour toutx ∈ [0, 1] et lim

n→+∞
T (fn) < +∞. Montrer quef ∈ A+ et T (f) =

lim
n→+∞

T (fn).

[Indication : Considérergp = sup
0≤n≤p

(fp,n), avec, pour toutn ∈ N, (fp,n)p∈N ⊂ E t.q.fp+1,n ≥ fp,n, pour tout

p ∈ N, lim
p→+∞

fp,n(x) = fn(x), pour toutx ∈ [0, 1].]

7. (“Convergence décroissante.") Soient(fn)n∈N ⊂ A+ et f ∈ E telles quefn+1 ≤ fn, pour toutn ∈ N, et
lim

n→+∞
fn(x) = f(x), pour toutx ∈ [0, 1]. Montrer queT (f) = lim

n→+∞
T (fn).

[Indication : On pourra montrer que, pour toutε > 0 et pour toutn ∈ N, il existehn ∈ A+ t.q.hn ≥ fn− fn+1

etT (hn) ≤ T (fn)−T (fn+1)+
ε
2n . Puis, en remarquant que

∑
n∈N hn(x) ≥ f0(x)−f(x), pour toutx ∈ [0, 1],

et en utilisant la question III 4, montrer queT (f) ≥ lim
n→+∞

T (fn).]

8. (“Convergence dominée.") Soient(gn)n∈N ⊂ E etg ∈ E telles que :
1. gn(x) → g(x), quandn→ +∞, pour toutx ∈ [0, 1].
2. |gn(x)| ≤ 1, pour toutx ∈ [0, 1] et pour toutn ∈ N.
Montrer queT (g) = lim

n→+∞
T (gn).

[Indication : On pourra utiliser la question III 5 avecfn = sup
p≥n

gp − inf
p≥n

gp et remarquer queg − gn ≤ fn et

gn − g ≤ fn.]

9. (Exemple.) En choisissant convenablementT , montrer le résultat suivant :
Soient(fn)n∈N ⊂ E etf ∈ E telles que :
1. fn(x) → f(x), quandn→ +∞, pour toutx ∈ [0, 1].
2. |fn(x)| ≤ 1, pour toutx ∈ [0, 1] et pour toutn ∈ N.

alors
∫ 1

0

fn(x)dx →
∫ 1

0

f(x)dx, quandn→ +∞.

Donner un contre exemple à ce résultat si la deuxième hypothèse n’est pas vérifiée.
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Exercice 1.12 (Théorème de Bernstein)
On veut démontrer ici le théorème suivant :

Théorème 1.1 (Bernstein)SoientE etF deux ensembles. Alors, il existe une bijection deE dansF si et seule-
ment si il existe une injection deE dansF et une injection deF dansE.

Bien sûr, l’existence d’une bijection deE dansF donne l’existence d’une injection deE dansF et d’une injection
deF dansE. Il s’agit maintenant de montrer la réciproque. On suppose donc qu’il existe une injectionE dansF ,
notéef , et une injection deF dansE, notéeg. A partir def etg, on va construire une bijection deE dansF .

Soit x ∈ E donné. On va construire, par récurrence,ϕ(x) ∈ Z ∪ {−∞}, ϕ(x) < 0, et une suite(xk)k∈Nx
avec

Nx = {k ∈ Z, k > ϕ(x)}, x0 = x, xk ∈ E si |k| est pair etxk ∈ F si |k| est impair. Puis, on construith(x) ∈ F .

Récurrence pourk ≥ 0. Soitk ≥ 0.
– Sik est pair ouk = 0, on prendxk+1 = f(xk) (de sorte quexk+1 ∈ F ).
– Sik est impair, on prendxk+1 = g(xk) (de sorte quexk+1 ∈ E).
Récurrence pourk ≤ 0. Soitk ≤ 0,
– Si |k| est pair ouk = 0, on prendxk−1 t.q.g(xk−1) = xk sixk ∈ Im(g) et on poseϕ(x) = k−1 sixk 6∈ Im(g).
– Si |k| est impair, on prendxk−1 t.q.f(xk−1) = xk si xk ∈ Im(f) et on poseϕ(x) = k − 1 si xk 6∈ Im(f).
Enfin, si la récurrence précédente n’a pas définiϕ(x), on poseϕ(x) = −∞. On a bien ainsi construitϕ(x) et la
suite(xk)k∈Nx

.

On définit maintenanth(x) dansF . On distingue 3 cas.

1. Siϕ(x) ∈ Z avec|ϕ(x)| impair, on prendh(x) = f(x) (c’est-à-direh(x) = x1)

2. Siϕ(x) ∈ Z avec|ϕ(x)| pair, on prendh(x) = y, avecg(y) = x ((c’est-à-direh(x) = x−1)

3. Siϕ(x) = −∞, on prendh(x) = f(x).

Montrer que l’applicationh ainsi définie est une bijection deE dansF .

Exercice 1.13 (Limites sup et inf d’ensembles)Corrigé 8 page 288
Soit (An)n∈N une suite de parties d’un ensemble E. On note

lim inf
n→∞

An =
⋃

n∈N

⋂

p≥n
Ap et lim sup

n→∞
An =

⋂

n∈N

⋃

p≥n
Ap.

1. On suppose la suite(An)n∈N monotone, c’est-à-dire queAn ⊂ An+1, pour toutn ∈ N, ou queAn+1 ⊂ An,
pour toutn ∈ N.
Que sontlim infn→∞An et lim supn→∞An ?

2. Même question que précédemment si la suite est définie par :A2p = A etA2p+1 = B, p ∈ N, A et B étant deux
parties données de E.

3. Montrer que :
1lim supn→∞An

= lim sup
n→∞

1An
,

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An ,

lim inf
n→∞

An = {x ∈ E;
+∞∑

n=0

1Ac
n
(x) <∞} ,

lim sup
n→∞

An = {x ∈ E;

+∞∑

n=0

1An
(x) = ∞} .
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Exercice 1.14 (Caractérisation des ouverts deR) (⋆)

On va montrer ici que tout ouvert deR est une union au plus dénombrable (c’est-à-dire finie ou dénombrable)
d’intervalles ouverts disjoints deux à deux (la démonstration de ce résultat est donnée dans la démonstration du
lemme 2.4 page 35). SoitO un ouvert deR . On définit, pourx, y ∈ O, la relation :x ≍ y si {tx + (1 − t)y, t ∈
[0, 1]} ⊂ O. Vérifier que≍ est une relation d’équivalence. Pourx ∈ O, on pose :A(x) = {y ∈ O;x ≍ y}.

1. Montrer que siA(x) ∩A(y) 6= ∅, alorsA(x) = A(y).

2. Montrer que, pour toutx ∈ O, A(x) est un intervalle ouvert.

3. Montrer qu’il existeI ⊂ O dénombrable tel queO =
⋃
x∈I A(x), avecA(x) ∩A(y) = ∅ si x, y ∈ I etx 6= y.
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Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction... par les probabilités

2.1.1 Cas d’un problème “discret"

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commençons par quelques exemples, tirés du calcul des pro-
babilités. Le calcul des probabilités s’intéresse à mesurer la “chance" qu’un certain “événement", résultat d’une
expérience, a de se produire. Considérons par exemple “l’expérience" qui consiste à lancer un dé. On appelle
“éventualité" associée à cette expérience un des résultatspossibles de cette expérience, et “univers des possibles"
l’ensembleE de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités peuvent être1, 2, 3, 4, 5 ou 6 ; on pourrait
choisir aussi comme éventualités les résultats correspondant au “dé cassé". On peut donc tout de suite remarquer
que l’ensembleE des univers du possible dépend de la modélisation, c’est à dire de la formalisation mathématique
que l’on fait du problème. Notons qu’il est parfois difficilede définir l’ensembleE.

A partir des éventualités, qui sont, par définition, les éléments de l’univers des possiblesE, on définit les “événe-
ments", qui forment un ensemble de parties deE. Dans notre exemple du lancer de dé, l’ensemble des événements
est l’ensemble des parties deE, notéP(E). Dans l’exemple du dé, la partie{2, 4, 6} deE est l’événement : “le
résultat du lancer est pair". On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple{6} dans notre exemple
du lancer de dé, événement certain l’ensembleE tout entier, et l’événement “vide" l’ensemble vide∅ (qui a donc
une “chance" nulle de se réaliser). Pour mesurer “la chance"qu’a un événement de se réaliser, on va définir une
applicationp de l’ensemble des événements (donc deP(E) dans notre exemple du lancer de dé) dans[0, 1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles. . . ). La “chance" (ou probabilité) pour un événementA ⊂ E de se
réaliser sera donc le nombrep(A), appartenant à[0, 1].
L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, estun problème discret fini, au sens ou l’ensemble
E est fini. On peut aussi envisager des problèmes discrets infinis, l’ensembleE est alors infini dénombrable (on
rappelle qu’un ensembleI est “dénombrable" s’il existe une bijection deI dansN, il est “au plus dénombrable" s’il
existe une injection deI dansN), ou des problèmes (parfois appelés “continus") oùE est infini non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant “l’expérience" qui consiste à lancer une balle de ping-pong sur une table de ping-pong.
SoitE l’ensemble des points de la table de ping-pong, on peut voirE comme un sous-ensemble deR2, un évé-
nement élémentaire est alors un point(x, y) ∈ E (le point d’impact de la balle), et un événement semble être une
partie quelconqueA deP(E). On suppose qu’on a effectué le lancer “sans viser", c’est à dire en supposant que
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“n’importe quel point de la table a une chance égale d’être atteint" (les événements élémentaires sont “équipro-
bables"), et que la balle tombe forcément sur la table (on esttrès optimiste. . . ). On se rend compte facilement que
la probabilité pour chacun des points deE d’être atteint doit être nulle, puisque le nombre des pointsest infini. On
peut aussi facilement “intuiter" que la probabilité pour une partieA d’être atteinte (dans le modèle “équiprobable")
est le rapport entre la “surface deA" et la surface deE. La notion intuitive de “surface" correspond en fait à la
notion mathématique de “mesure" que nous allons définir dansle prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on l’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible de définir une application
convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (1.7)-(1.8) et qui “mesure" toutes les parties deR, ou R2, ou même du
sous-ensembleE de R2 (voir à ce sujet l’exercice 2.27). On va donc définir un sous-ensemble deP(E) (qu’on
appelle “tribu") sur lequel on pourra définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en
général,P(E) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire, l’ensemble des
événements sera une tribu strictement incluse dansP(E).

2.2 Tribu ou σ−algèbre

Définition 2.1 (Tribu ou σ−algèbre) SoientE un ensemble,T une famille de parties deE (i.e.T ⊂ P(E)). La
familleT est une tribu (on dit aussi uneσ−algèbre) surE si T vérifie :

1. ∅ ∈ T,E ∈ T ,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-à-dire que pour toute famille dénombrable(An)n∈N ⊂ T , on a
∪n∈NAn ∈ T .

3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-à-dire quepour toute famille dénombrable(An)n∈N ⊂ T , on
a∩n∈NAn ∈ T .

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire quepour toutA ∈ T , on aAc ∈ T (On rappelle que
Ac = E \A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partieT deP(E) est une tribu, il est inutile de vérifier les propriétés 1-4 dela
proposition précédente. Il suffit de vérifier par exemple∅ ∈ T (ouE ∈ T ), 2 (ou 3) et 4.

Exemples de tribus surE : {∅, E} etP(E) sont des tribus surE.

Définition 2.2 (Langage probabiliste) SoientE un ensemble quelconque (“l’univers des possibles") etT une
tribu ; on appelle “éventualité" les éléments deE et “événements" les éléments deT . On appelle “événement
élémentaire" un singleton deT .
On dit que deux événementsA,B ∈ T sont incompatibles siA ∩B = ∅.

Proposition 2.1 (Stabilité par intersection des tribus)
SoientE etI deux ensembles. Pour touti ∈ I, on se donne une tribu,Ti, surE. Alors, la famille (de parties deE)
∩i∈ITi = {A ⊂ E ; A ∈ Ti, pour touti ∈ I} est encore une tribu surE.

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait l’objet de la première question de l’exercice 2.2.

Cette proposition nous permet de définir ci-après la notion de tribu engendrée.

Définition 2.3 (Tribu engendrée) SoientE un ensemble etC ⊂ P(E). On appelle tribu engendrée parC la
plus petite tribu contenantC, c’est-à-dire la tribuT (C) intersection de toutes les tribus surE contenantC (cette
intersection est non vide carP(E) est une tribu contenantC).
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Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algèbre, qui estindentique à celle de tribu en remplaçant “dénombrable"
par “finie".

Définition 2.4 (Algèbre) SoientE un ensemble,A une famille de parties deE (i.e.A ⊂ P(E)). La familleA est
une algèbre surE si A vérifie :

1. ∅ ∈ A, E ∈ A,

2. A est stable par union finie, c’est-à-dire que pour toutA,B ∈ A on aA ∪B ∈ A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-à-dire que pour tout A,B ∈ A on aA ∩B ∈ A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-à-dire quepour toutA ∈ A, on aAc ∈ A.

Remarque 2.1 SoitE un ensemble etC ⊂ P(E). Comme pour les tribus, on peut définir l’algèbre engendrée
par C. C’est la plus petite algèbre contenantC, c’est-à-dire l’intersection de toutes les algèbres contenantC (voir
l’exercice 2.9).

SoitE un ensemble,C ⊂ P(E) et T (C) la tribu engendrée parC (voir la définition 2.3 et l’exercice 2.2). Il est
important de remarquer que, contrairement à ce que l’on pourrait être tenté de croire, les éléments de la tribu
engendrée parC ne sont pas tous obtenus, à partir des éléments deC, en utilisant les opérations : “intersection
dénombrable", “union dénombrable" et “passage au complémentaire". Plus précisément, on pose :

R1(C) = {A ⊂ E t.q.A =
⋃

n∈N

An, An ∈ C ouAcn ∈ C},

R2(C) = {A ⊂ E t.q.A =
⋂

n∈N

An, An ∈ C ouAcn ∈ C},

R(C) = R1(C) ∪R2(C).

PrenonsE = R etC l’ensemble des ouverts deR (doncT (C) est la tribu borélienne deR, voir définition ci-après).
Il est facile de voir queR(C) ⊂ T (C), mais que, par contre (et cela est moins facile à voir),R(C) n’est pas une

tribu. En posant :S0 = C, etSn = R(Sn−1), pourn ≥ 1, on peut aussi montrer queS =
⋃

n∈N

Sn n’est pas une

tribu (et queS ⊂ T (C)).

Remarque 2.2 SoitE un ensemble etC1 ⊂ C2 ⊂ P(E). Il est alors facile de voir queT (C1) ⊂ T (C2) (cf.
Exercice 2.2).

SoitE un ensemble. On rappelle qu’une “topologie" surE est donnée par une famille de parties deE, appelées
“ouverts deE", contenant∅ et E, stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. L’ensembleE,
muni de cette famile de parties, est alors un “espace topologique".

Définition 2.5 (Tribu borélienne) SoitE un ensemble muni d’une topologie (un espace métrique, par exemple).
On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts deE, cette tribu
sera notéeB(E). Dans le casE = R, cette tribu est donc notéeB(R).

Remarque 2.3

1. L’objectif de la section 2.5 est de construire une applicationλ : B(R) → R+ t.q. :

(a)λ(]α, β[) = β − α, pour toutα, β ∈ R α < β,
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(b) λ(∪n∈NAn) =
∑
n∈N λ(An), pour toute suite(An)n∈N ⊂ B(R) t.q.An ∩ Am = ∅ si n 6= m. (Noter que

∪n∈NAn ∈ B(R) grâce à la stabilité d’une tribu par union dénombrable.)

2. On peut se demander siB(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.27 et 2.28). On peutmême
démontrer quecard(B(R)) = card(R) (alors quecard(P(R)) > card(R)). On donne ci-après un rappel rapide
sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects difficiles dela théorie des ensembles, et donc de manière peut-être
un peu imprécise).

3. Rappel sur les cardinaux. SoitA etB deux ensembles.

(a) On dit quecard(A) = card(B) si il existe une applicationϕ : A→ B, bijective.

Pour montrer que deux ensembles ont même cardinaux, il est souvent très utile d’utiliser le théorème de
Bernstein (voir l’exercice 1.12) qui montre que s’il existeune injection deA dansB et une injection deB
dansA, alors il existe une bijection deA dansB (et donccard(A) = card(B)). Le théorème de Bernstein
motive également la définition suivante.

(b) On dit quecard(A) ≤ card(B) s’il existeϕ : A→ B, injective.

(c) Un autre théorème intéressant, dû à Cantor, donne que, pour tout ensembleX , on acard(X) < card(P(X))
(c’est-à-direcard(X) ≤ card(P(X)) etcard(X) 6= card(P(X))). On a donc, en particulier,card(P(R)) >
card(R). La démonstration du théorème de Cantor est très simple. Soit ϕ : X → P(X). On va montrer que
ϕ ne peut pas être surjective. On poseA = {x ∈ X ; x 6∈ ϕ(x)} (A peut être l’ensemble vide). Supposons
queA ∈ Im(ϕ). Soit alorsa ∈ X t.q.A = ϕ(a).

Si a ∈ A = ϕ(a), alorsa 6∈ A par définition deA.

Si a 6∈ A = ϕ(a), alorsa ∈ A par définition deA.

On a donc montré queA ne peut pas avoir d’antécédent (parϕ) et doncϕ n’est pas surjective.

Proposition 2.2 On noteC1 l’ensemble des ouverts deR, C2 = {]a, b[, a, b ∈ R, a < b} et C3 = {]a,∞[,
a ∈ R}. AlorsT (C1) = T (C2) = T (C3) = B(R). (Noter que d’autres caractérisations deB(R), semblables, sont
possibles.)

DÉMONSTRATION : On a, par définition deB(R), T (C1) = B(R). On va démontrer ci-après queT (C1) = T (C2)
(le fait queT (C2) = T (C3) est laissé au lecteur).

CommeC2 ⊂ C1, on aT (C2) ⊂ T (C1). Il suffit donc de démontrer l’inclusion inverse. On va montrer que
C1 ⊂ T (C2), on aura alors queT (C1) ⊂ T (C2).

Soit O un ouvert deR. On supposeO 6= ∅ (on sait déjà que∅ ∈ T (C2)). Le lemme 2.1 ci-après nous donne
l’existence d’une famille(In)n∈A d’intervalles ouverts t.q.A ⊂ N etO = ∪n∈AIn. Noter qu’on a aussiO =
∪n∈NIn en posantIn = ∅ sin ∈ N\A. CommeIn ∈ C2 ⊂ T (C2) pour toutn ∈ A et∅ ∈ T (C2), on en déduit, par
stabilité dénombrable d’une tribu, queO ∈ T (C2). Donc,C1 ⊂ T (C2) et doncT (C1) ⊂ T (C2). On a bien montré
queT (C1) = T (C2).

Lemme 2.1 Tout ouvert non vide deR est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts bornés.

DÉMONSTRATION : SoitO un ouvert deR, O 6= ∅. On poseA = {(β, γ) ∈ Q2 ; β < γ, ]β, γ[⊂ O}. On a donc
∪(β,γ)∈A]β, γ[⊂ O. On va montrer queO ⊂ ∪(β,γ)∈A]β, γ[ (et donc queO = ∪(β,γ)∈A]β, γ[).

Soitx ∈ O, il existeαx > 0 t.q. ]x−αx, x+αx[⊂ O. En prenantβx ∈ Q∩]x−αx, x[ etγx ∈ Q∩]x, x+αx[ (de
telsβx et γx existent) on a doncx ∈]βx, γx[⊂ O et donc(βx, γx) ∈ A. D’où x ∈]βx, γx[⊂ ∪(β,γ)∈A]β, γ[. On a
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bien montré queO ⊂ ∪(β,γ)∈A]β, γ[ et donc queO = ∪(β,γ)∈A]β, γ[. CommeQ2 est dénombrable,A est au plus
dénombrable et le lemme est démontré.

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints
deux à deux (cf. le lemme 2.4 page 35).

Définition 2.6 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)
SoientE un ensemble, etT une tribu surE. Le couple(E, T ) est appelé “espace mesurable" ou (en langage
probabiliste !) “espace probabilisable". Les parties deE qui sont (resp. ne sont pas) des éléments deT sont dites
mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables, non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité

Définition 2.7 (Mesure) Soit (E, T ) un espace mesurable. On appelle mesure une applicationm : T → R+

(avecR+ = R+ ∪ (+∞)) vérifiant :

1.m(∅) = 0,

2.m estσ-additive, c’est-à-dire que pour toute famille(An)n∈N ⊂ T de parties disjointes deux à deux (i.e. t.q.An
∩ Am = ∅, sin 6=m) on a :

m(
⋃

n∈N

An) =
∑

n∈N

m(An). (2.1)

Remarque 2.4

1. Dans la définition précédente on a étendu àR+ l’addition dansR+. On a simplement poséx + (+∞) = +∞,
pour toutx ∈ R+. Noter également que la somme de la série dans la définition précédente est à prendre dans
R+ et que, bien sûr,a =

∑
n∈N an signifie simplement que

∑n
p=0 ap → a (dansR+) quandn→ ∞.

2. Soientx, y, z ∈ R+. Remarquer quex+ y = x+ z impliquey = z si x 6= +∞.

3. Dans la définition précédente, la condition1. peut être remplacée par la condition :∃ A ∈ T,m(A) < ∞. La
vérification de cette affirmation est laissée au lecteur attentif.

4. Il est intéressant de remarquer que, pour une série à termes positifs, l’ordre de sommation est sans importance.
Plus précisément, si(an)n∈N ⊂ R+ et siϕ est une bijection deN dansN, on a

∑
n∈N an =

∑
n∈N aϕ(n). C’est

l’objet du lemme 2.2.

5. Une conséquence immédiate de laσ-additivité est l’additivité, c’est-à-dire que

m(∪np=0Ap) =

n∑

p=0

m(Ap)

pour toute famille finie(Ap)p=0,...,n d’éléments deT , disjoints 2 à 2. L’additivité se démontre avec laσ-addi-
tivité en prenantAp = ∅ pourp > n dans (2.1).

6. Dans le casE = R etT = P(R), il est facile de construire des mesures surT , mais il n’existe pas de mesure
surT , notéem, telle quem(]a, b[) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b (voir les exercices 2.28 et 2.27). Une telle
mesure existe si on prend pourT la tribu borélenne deR, c’est l’objet de la section 2.5.

Lemme 2.2 Soit(an)n∈N ⊂ R+ et soitϕ : N → N bijective. Alors
∑

n∈N an =
∑

n∈N aϕ(n).
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DÉMONSTRATION :
On pose

A =
∑

n∈N

an(= lim
n→∞

n∑

p=0

ap) etB =
∑

n∈N

aϕ(n)(= lim
n→∞

n∑

p=0

aϕ(p)).

Noter queA, B ∈ R+. On veut montrer queA = B.

On montre d’abord queB ≤ A. Soit n ∈ N. On poseN = max{ϕ(0), . . . , ϕ(n)}. Commeaq ≥ 0 pour tout
q ∈ N, on a

∑n
p=0 aϕ(p) ≤

∑N
p=0 ap ≤ A. On en déduit, faisant tendren vers∞ queB ≤ A.

En raisonnant avec l’inverse deϕ on a aussiA ≤ B et finalementA = B.

Définition 2.8 (Mesure finie) SoientE un ensemble etT une tribu surE. On appelle mesure finie une mesure m
surT telle quem(E) <∞.

Définition 2.9 (Probabilité) SoientE un ensemble etT une tribu surE. On appelle probabilité une mesurep sur
T t.q.p(E) = 1.

Définition 2.10 (Espace mesuré, espace probabilisé)SoientE un ensemble,T une tribu surE etm une mesure
(resp. une probabilité) surT . Le triplet(E, T,m) est appelé “espace mesuré" (resp. “espace probabilisé").

Définition 2.11 (Mesureσ-finie) Soit(E, T,m) un espace mesuré, on dit quem estσ-finie (ou que(E, T,m) est
σ-fini) si :

∃ (An)n∈N ⊂ T, m(An) <∞, ∀n ∈ N, et E =
⋃

n∈N

An. (2.2)

Exemple 2.1 (Mesure de Dirac)SoientE un ensemble,T une tribu surE et a ∈ E. On définit surT la mesure
δa par (pourA ∈ T ) :

δa(A) = 0, si a /∈ A, (2.3)

δa(A) = 1, si a ∈ A. (2.4)

On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.5 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T ) un espace probabilisable, on peut évidemment dé-
finir plusieurs probabilités surT . C’est tout l’art de la modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte
du phénomène aléatoire que l’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui est
une notion expérimentale à l’origine. SoitA ∈ T un événement, dont on cherche à évaluer la probabilitép(A).
On effectue pour celaN fois l’expérience dont l’univers des possibles estE, et on noteNA le nombre de fois où
l’événementA est réalisé. AN fixé, on définit alors lafréquencefA(N) de l’événementA par :

fA(N) =
NA
N
.

Expérimentalement, il s’avère quefN(A) admet une limite lorsqueN → +∞. C’est ce qu’on appelle la “loi
empirique des grands nombres". On peut donc définir “expérimentalement"p(A) = limN→+∞ fN (A). Cependant,
on n’a pas ainsi démontré quep est une probabilité : il ne s’agit pour l’instant que d’une approche intuitive. On
démontrera plus loin la loi forte des grands nombres, qui permettra de justifier mathématiquement la loi empirique.
On peut remarquer quefN (E) = N

N = 1. . .
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Exemple 2.2 (Le cas “équiprobable") Soit (E, T, p) un espace probabilisé .On suppose que tous les singletons
deE appartiennent à la tribu et que les événements élémentairessont équiprobables. . On a alors :p({x}) = 1

cardE
pour toutx ∈ E.

Définition 2.12 (mesure atomique)Soit(E, T,m) un espace mesuré tel que :{x} ∈ T pour toutx deE. On dit
quem est portée parS ∈ T sim(Sc) = 0. Soitx ∈ E, on dit quex est un atome ponctuel dem sim({x}) 6= 0.
On dit quem est purement atomique si elle est portée par la partie deE formée par l’ensemble de ses atomes
ponctuels.

Définition 2.13 (Mesure diffuse) Soient(E, T ) un espace mesurable etm une mesure surT . On dit quem est
diffuse si{x} ∈ T etm({x}) = 0 pour toutx ∈ E. (Cette définition est aussi valable pour une mesure signée sur
T , définie dans la section 2.4.)

Définition 2.14 (Partie négligeable)Soient(E, T,m) un espace mesuré etA ⊂ E. On dit queA est négligeable
s’il existe un ensembleB ∈ T tel queA ⊂ B etm(B) = 0.

Définition 2.15 (Mesure complète)Soit(E, T,m) un espace mesuré, on dit quem est complète (ou que l’espace
(E, T,m) est complet) si toutes les parties négligeables sont mesurables, c’est-à-dire appartiennent àT .

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.

Proposition 2.3 (Propriétés des mesures)Soit(E, T,m) un espace mesuré. La mesurem vérifie les quatre pro-
priétés suivantes :

1. Monotonie : SoitA,B ∈ T ,A ⊂ B, alors
m(A) ≤ m(B) (2.5)

2. σ-sous-additivité : Soit(An)n∈N ⊂ T , alors

m(
⋃

n∈N

An) ≤
∑

n∈N

m(An). (2.6)

3. Continuité croissante : Soit(An)n∈N ⊂ T , t.q.An ⊂ An+1, pour toutn ∈ N, alors

m(
⋃

n∈N

An) = lim
n→∞

(m(An)) = sup
n∈N

(m(An)) (2.7)

4. Continuité décroissante : Soit(An)n∈N ⊂ T , t.q.An+1 ⊂ An, pour toutn ∈ N, et t.q. il existen0 ∈ N,
m(An0) <∞, alors

m(
⋂

n∈N

An) = lim
n→∞

(m(An)) = inf
n∈N

(m(An)) (2.8)

DÉMONSTRATION :
La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent toutes du caractère positif et du caractèreσ-additif
de la mesure. Attention : ces propriétés ne sont pas vérifiéespar les mesures signées que nous verrons à la section
2.4.

1. Monotonie.Soit A,B ∈ T , A ⊂ B. On aB = A ∪ (B \ A) et A ∩ (B \ A) = ∅. CommeA ∈ T et
B \A = B ∩Ac ∈ T , l’additivité dem (voir la remarque 2.4) donnem(B) = m(A) +m(B \A) ≥ m(A), car
m prend ses valeurs dansR+.

Noter aussi quem(B \A) = m(B)−m(A) si 0 ≤ m(A) ≤ m(B) <∞ (mais cette relation n’a pas de sens si
m(A) = m(B) = ∞).
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2. σ−sous additivité.Soit (An)n∈N ⊂ T . On veut montrer que

m(∪n∈NAn) ≤
∑

n∈N

m(An).

On poseB0 = A0 et, par récurrence surn, Bn = An \ (∪n−1
i=0 Bi) pourn ≥ 1. Par récurrence surn on montre

queBn ∈ T pour toutn en remarquant que, pourn > 1,Bn = An ∩ (∩n−1
i=0 B

c
i ). La construction desBn assure

queBn ∩ Bm = ∅ si n 6= m et∪n∈NAn = ∪n∈NBn. Pour vérifier cette dernière propriété, on remarque que
Bn ⊂ An donc∪n∈NBn ⊂ ∪n∈NAn. Puis, six ∈ An etx 6∈ ∪n−1

i=0 Bi, on a alorsx ∈ An ∩ (∩n−1
i=0 B

c
i ) = Bn.

Ceci prouve que∪n∈NAn ⊂ ∪n∈NBn et donc, finalement,∪n∈NAn = ∪n∈NBn.

On utilise maintenant laσ−additivité dem et la monotonie dem (carBn ⊂ An) pour écrirem(∪n∈NAn) =
m(∪n∈NBn) =

∑
n∈N m(Bn) ≤

∑
n∈Nm(An).

3. Continuité croissante.Soit(An)n∈N ⊂ T , t.q.An ⊂An+1, pour toutn ∈ N. Par monotonie dem, on am(An+1)
≥ m(An), pour toutn ∈ N, et donclimn→∞m(An) = supn∈N m(An) ∈ R+. On poseA = ∪n∈NAn et on
définit la suite(Bn)n∈N parB0 = A0 etBn = An \An−1 pour toutn ≥ 1 (noter queAn−1 ⊂ An). On aA =
∪n∈NAn = ∪n∈NBn,Bn ∈ T pour toutn ∈ N etBn ∩Bm = ∅ si n 6= m.

La σ−additivité dem nous donne

m(A) = m(∪n∈NBn) =
∑

n∈N

m(Bn) = lim
n→∞

n∑

p=0

m(Bp).

Puis, commeAn = ∪np=0Bp, l’additivité dem (qui se déduit de laσ−additivité) nous donne
∑n

p=0m(Bp) =
m(An) et doncm(A) = limn→∞m(An).

4. Continuité décroissante.Soit (An)n∈N ⊂ T , t.q.An+1 ⊂ An, pour toutn ∈ N, et telle qu’il existen0 ∈ N,
m(An0) <∞.

Par monotonie, on am(An+1) ≤ m(An) pour toutn ∈ N et donclimn→∞m(An) = infn∈Nm(An) ∈ R+.
On a aussi, par monotonie,m(A) ≤m(An), pour toutn ∈ N, avecA = ∩n∈NAn. Commem(An0) <∞, on a
aussim(An) <∞ pour toutn ≥ n0 etm(A) <∞. On poseBn = An0 \An = An0 ∩Acn ∈ T , pour toutn ≥
n0. La suite(Bn)n≥n0 est croissante (Bn ⊂ Bn+1 pour toutn ≥ n0) etB = ∪n≥0Bn = ∪n≥n0(An0 \ An) =
An0 \ ∩n≥n0An = An0 \A.

La continuité croissante donne

m(An0 \A) = m(B) = lim
n→∞

m(Bn) = lim
n→∞

m(An0 \An). (2.9)

CommeA ⊂ An0 , on am(An0 \A) = m(An0)−m(A) (carm(A) ≤ m(An0) <∞, on utilise ici la remarque
à la fin de la preuve de la monotonie). De même, commeAn ⊂ An0 (pourn ≥ n0), on am(An0 \ An) =
m(An0) −m(An) (carm(An) ≤ m(An0) < ∞). En utilisant une nouvelle fois quem(An0) < ∞, on déduit
de (2.9) quem(A) = limn→∞m(An).

Théorème 2.1 (Mesure complétée)Soit(E, T,m) un espace mesuré, on noteNm l’ensemble des parties négli-
geables. On poseT = {A ∪ N , A ∈ T , N ∈ Nm}. AlorsT est une tribu, et il existe une et une seule mesure,
notéem, surT , égale àm surT . De plus, une partie deE est négligeable pour(E, T ,m) si et seulement si elle
est négligeable pour(E, T,m). la mesurem est complète et l’espace mesuré(E, T ,m) s’appelle le complété de
(E, T,m). La mesurem s’appelle la mesure complétée de la mesurem.
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DÉMONSTRATION : Cette démonstration est l’objet de l’exercice 2.32.

Définition 2.16 (Mesure absolument continue, mesure étrangère)
Soient(E, T ) un espace mesurable, etm etµ des mesures (positives) surT .

1. On dit que la mesureµ est absolument continue par rapport à la mesurem (et on noteµ << m) si pour tout
A ∈ T tel quem(A) = 0, alorsµ(A) = 0.

2. On dit que la mesureµ est étrangère à la mesurem (et noteµ⊥m) s’il existeA ∈ T tel quem(A) = 0 et
µ(Ac) = 0.

Proposition 2.4 Soient(E, T ) un espace mesurable, etm etµ des mesures (positives) surT ; on suppose de plus
que la mesureµ estσ-finie. Alors il existe une mesureµa absolument continue par rapport àm et une mesureµe
étrangère àm (et àµa) t.q.µ = µa + µe.

DÉMONSTRATION :
On suppose tout d’abord queµ est une mesure finie. On poseα = sup{µ(A);A ∈ T,m(A) = 0}. Il existe
donc une suite(An)n∈N ⊂ T t.q.m(An) = 0, pour toutn ∈ N, etµ(An) → α, quandn→ ∞. On pose alors
C = ∪n∈NAn.

On aC ∈ T , 0 ≤ m(C) ≤∑n∈Nm(An) = 0 (parσ-sous additivité dem), µ(C) ≥ µ(An) pour toutn ∈ N (par
monotonie deµ) et donc, en passant à la limite quandn→ ∞, µ(C) ≥ α. Enfin, la définition deα donne alors
µ(C) = α. On a donc trouvéC ∈ T t.q.m(C) = 0 etµ(C) = α.

PourA ∈ T , on poseµe(A) = µ(A ∩ C) etµa(A) = µ(A ∩ Cc).
Il est clair queµe et µa sont des mesures surT et queµ = µe + µa. Commeµe(Cc) = 0 et µa(C) = 0, les
mesuresµa etµe sont étrangères. Commem(C) = 0 etµe(Cc) = 0, les mesuresµe etm sont aussi étrangères. Il
reste à montrer queµa est absolument continue par rapport àm.

Soit B ∈ T t.q. m(B) = 0. On veut montrer queµa(B) = 0, c’est-à-dire queµ(B ∩ Cc) = 0. On pose
D = B ∩ Cc et F = C ∪ D. CommeD ∩ C = ∅, On am(F ) = m(C) + m(D) ≤ m(C) + m(B) = 0 et
µ(F ) = µ(C) + µ(D) = α + µ(D). Commem(F ) = 0, la définition deα donne queµ(F ) ≤ α. On a donc
α+ µ(D) ≤ α, d’où l’on déduit, commeα ∈ R (et c’est ici que l’on utilise le fait queµ est une mesure finie), que
µ(D) = 0, c’est-à-direµa(B) = 0. On a bien ainsi montré queµa est absolument continue par rapport àm.

On considère maintenant le cas général oùµ estσ-finie. Il existe une suite(En)n∈N ⊂ T t.q. E = ∪n∈NEn,
µ(En) <∞ pour toutn ∈ N etEn ∪ Em = ∅ si n 6= m.

Pourn ∈ N etA ∈ T , on poseµ(n)(A) = µ(A ∩ En). µ(n) est donc une mesure finie surT . Le raisonnement

précédent donne donc l’existence deµ(n)
a absolument continue par rapport àm et deµ(n)

e étrangère àm (et àµ(n)
a )

t.q.µ(n) = µ
(n)
a + µ

(n)
e . On pose alors, pourA ∈ T :

µe(A) =
∑

n∈N

µ(n)
e (A); µa(A) =

∑

n∈N

µ(n)
a (A).

µe etµa sont bien des mesures surT (voir l’exercice 4.2) et il est clair queµ = µe + µa, µa absolument continue
par rapport àm etµe étrangère àm (et àµa).

Il est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparaît aussi dans le section 2.5 et
dans le chapitre 7) de montrer l’unicité d’une mesure ayant des propriétés données. La proposition suivante donne
une méthode pour montrer une telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.4
dans le chapitre 5).
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Proposition 2.5 Soit(E, T ) un espace mesurable etm, µ deux mesures surT . On suppose qu’il existeC ⊂ T t.q.

1. C engendreT ,

2. C est stable par intersection finie (c’est-à-direA,B ∈ C ⇒ A ∩B ∈ C),

3. Il existe(En)n∈N ⊂ C t.q.En ∩ Em = ∅ si n 6= m,m(En) <∞, pour toutn ∈ N, etE = ∪n∈NEn,

4.m(A) = µ(A) pour toutA ∈ C.

On a alorsm = µ (c’est-à-direm(A) = µ(A) pour toutA ∈ T ).

DÉMONSTRATION : Cette démonstration est l’objet de l’exercice 2.21.

2.4 mesure signée

Définition 2.17 (Mesure signée)Soit(E, T ) un espace mesurable. On appelle mesure signée (surT ) une appli-
cationm : T → R vérifiant la propriété deσ-additivité, c’est-à-dire t.q. pour toute famille(An)n∈N ⊂ T , t.q.An
∩ Am = ∅, sin 6= m,

m(
⋃

n∈N

An) =
∑

n∈N

m(An). (2.10)

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dansR. En prenantAn = ∅ pour toutn ∈ N dans (2.10), on en
déduit quem(∅) = 0.

On peut aussi considérer des mesures à valeurs complexes (c’est-à-dire dansC). Dans ce cas, les parties réelles et
imaginaires de ces mesures à valeurs complexes sont des mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seronten général positives, c’est-à-dire (cf. définition 2.7) à
valeurs dansR+. Lorsque l’on s’intéressera à des mesures prenant leurs valeurs dansR, on précisera qu’il s’agit
de “mesures signées". Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.5) et (2.6). Pour
avoir un contre exemple, il suffit de considérer une mesure signéem (non nulle) t.q.−m soit une mesure (positive).

Proposition 2.6 (Décomposition d’une mesure signée)Soient(E, T ) un espace mesurable etm une mesure si-
gnée surT . Alors, il existe deux mesures (positives) finies, notéesm+ etm−, t.q. :

1.m(A) = m+(A) −m−(A), pour toutA ∈ T .

2. Les mesuresm+ etm− sont étrangères, c’est-à-dire qu’il existeC ∈ T tel quem+(C) = 0, etm−(E \C) = 0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est quem−(A) = −m(A ∩ C) etm+(A) = m(A ∩ Cc) pour tout
A ∈ T .

De plus, la décompostion dem en différence de deux mesures (positives) finies étrangèresest unique. Elle s’appelle
“décomposition de Hahn" dem.

DÉMONSTRATION :
La démonstration d’existence dem+ etm− est décomposée en trois étapes. Dans la première étape, on vamontrer
que, siA ∈ T , il existeÃ ∈ T t.q. Ã ⊂ A,m(Ã) ≥ m(A) et :

B ∈ T, B ⊂ Ã ⇒ m(B) ≥ 0.

Cette première étape nous permettra, dans l’étape 2, de montrer l’existence deC ∈ T t.q.m(C) = sup{m(A), A ∈
T } (ceci montre, en particulier quesup{m(A), A ∈ T } <∞).
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Enfin, dans l’étape 3, on posem+(A) = m(A ∩C) etm−(A) = −m(A ∩Cc) (pour toutA ∈ T ) et on remarque
quem+ etm− sont des mesures finies, étrangères et t.q.m = m+ −m−.

Etape 1.SoitA ∈ T , on montre, dans cette étape, qu’il existeÃ ∈ T t.q. Ã ⊂ A,m(Ã) ≥ m(A) et :

B ∈ T, B ⊂ Ã ⇒ m(B) ≥ 0. (2.11)

On commence par montrer, par récurrence surn, l’existence d’une suite(Bn)n∈N déléments deT t.q. :

1.B0 = A,

2.Bn+1 ⊂ Bn, pour toutn ∈ N,

3.m(Bn \Bn+1) ≤ βn = max{αn

2 ,−1} oùαn = inf{m(C), C ∈ T,C ⊂ Bn}.

On prendB0 = A. Soit maintenantn ∈ N, on supposeBp connu pourp ≤ n. On aαn = inf{m(C), C ⊂ Bn} ≤ 0
(car∅ ⊂ Bn). Si αn = −∞, il existeCn ∈ T t.q.Cn ⊂ Bn etm(Cn) ≤ βn = −1. Si −∞ < αn < 0, on a
βn > αn, il existe doncCn ∈ T t.q.Cn ⊂ Bn etm(Cn) ≤ βn. Si αn = 0, on prendCn = ∅. Enfin, on prend
Bn+1 = Bn \Cn et on obtient bien les propriétés désirées en remarquant queCn = Bn \Bn+1.

La suite(Bn)n∈N est décroissante (c’est-à-direBn+1 ⊂ Bn pour toutn ∈ N). Pourm > n, on a doncCm ⊂
Bm ⊂ Bn+1 et doncCm ∩ Cn = ∅ (carBn+1 = Bn \ Cn). Parσ−additivité dem, on en déduitm(∪n∈NCn) =∑

n∈Nm(Cn). Commem(∪n∈NCn) ∈ R, la série de terme généralm(Cn) est convergente. On a doncm(Cn) →
0 quandn→ ∞ et doncβn → 0 quandn→ ∞ (carm(Cn) ≤ βn ≤ 0) et, finalement,αn → 0 quandn→ ∞.

On pose maintenant̃A = A \ ∪n∈NCn = ∩n∈NBn. On a, bien sûr,̃A ∈ T et Ã ⊂ A. On montre maintenant que
Ã vérifie (2.11). SoitC ∈ T ,C ⊂ Ã. On a, pour toutn ∈ N, C ⊂ Bn et doncm(C) ≥ αn. Quandn→ ∞, on en
déduit quem(C) ≥ 0. ce qui donne bien (2.11).

Il reste à montrer quem(Ã) ≥ m(A). CommeA = Ã ∪ (∪n∈NCn) (et que cette union est “disjointe"), la
σ−additivité dem donne quem(A) = m(Ã) +

∑
n∈Nm(Cn) ≤ m(Ã). Ce qui termine la première étape.

Etape 2.On poseα = sup{m(A), A ∈ T } et on montre, dans cette étape, qu’il existeC ∈ T t.q.m(C) = α.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite(An)n∈N d’éléments deT t.q.m(An) → α quandn→ ∞.
Grâce à l’étape 1, on peut supposer (quitte à remplacerAn parÃn construit comme dans l’étape 1) queAn vérifie
(2.11), c’est-à-dire que pour toutn ∈ N :

B ∈ T, B ⊂ An ⇒ m(B) ≥ 0. (2.12)

On poseC = ∪n∈NAn. On commence par montrer quem(C) ≥ m(Am), pour toutm ∈ N.

Soitm ∈ N. On peut écrireC comme une union “disjointe" :

C = Am ∪ (∪n6=mCn,m),

avecCn,m ∈ T et Cn,m ⊂ An pour toutm 6= n. En effet, il suffit pour cela de constuire par récurrence (sur
n) la suite desCn,m en prenant pourCn,m l’intersection deC avecAn à laquelle on retrancheAm et lesCn,m
précédemment construits.

Parσ−additivité dem, on am(C) = m(Am) +
∑
n6=mm(Cn,m). puis, commeCn,m ⊂ An, on a, par (2.12),

m(Cn,m) ≥ 0. On en déduitm(C) ≥ m(Am).

En faisant tendrem vers∞, on a alorsm(C) ≥ α et donc, finalementm(C) = α.

Etape 3.Construction dem+ etm−.
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Pour constuirem+ etm−, on utilise un élémentC deT t.q.m(C) = α = sup{m(A), A ∈ T } (l’existence deC a
été montré à l’étape 2). PourA ∈ T , on pose :

m+(A) = m(A ∩ C), m−(A) = −m(A ∩ Cc).

On am+(∅) = m−(∅) = 0 (carm(∅) = 0) et les applicationsm+ etm− sont des applicationsσ−additives deT
dansR (carm estσ−additive). Pour montrer quem+ etm− sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles
prennent leurs valeurs dansR+, ce que l’on montre maintenant.

SoitA ∈ T , on a, par additivité dem et grâce à la définition deα, α = m(C) = m(A ∩ C) + m(Ac ∩ C) ≤
m(A ∩ C) + α. On en déduitm(A ∩ C) ≥ 0. ce qui prouve bien quem+(A) ∈ R+. On a aussi, encore une
fois par additivité dem et grâce à la définition deα, α ≥ m(C) +m(A ∩ Cc) = α +m(A ∩ Cc). On en déduit
m(A ∩ Cc) ≤ 0 et doncm−(A) ∈ R+.

Les applicationsm+ etm− sont des mesures finies (noter quem+(E) = m(E ∩ C) < ∞ etm−(E) = m(E ∩
Cc) <∞). Elles sont étrangères carm+(Cc) = m(Cc ∩C) = m(∅) = 0 etm−(C) = −m(C ∩Cc) = 0. Enfin,
pour toutA ∈ T , on a, parσ−additivité dem :

m(A) = m(A ∩ C) +m(A ∩ Cc) = m+(A) −m−(A).

Ceci termine la démonstration de l’existence dem+ etm−.

Pour montrer l’unicité de cette décomposition dem, on suppose queµ etν sont deux mesures finies étrangères t.q.
m = µ− ν. Comme elle sont étrangères, il existeD ∈ T t.q.µ(Dc) = ν(D) = 0. On montre alors que, pour tout
A ∈ T , on a nécessairement :

µ(A) = sup{m(B); B ∈ T, B ⊂ A}. (2.13)

En effet, siA ∈ T et B ∈ T , B ⊂ A, on am(B) = µ(B) − ν(B) ≤ µ(B) ≤ µ(A) (par positivité deν
et monotonie deµ). Puis, en prenantB = A ∩ D, on am(B) = m(A ∩ D) = µ(A ∩ D) − ν(A ∩ D) =
µ(A ∩D) = µ(A) − µ(A ∩ Dc) = µ(A). Ceci prouve bien que (2.13) est vraie (et prouve que le sup est atteint
pourB = A∩D). L’égalité (2.13) donne donc de manière uniqueµ en fonction dem. L’unicité deν découle alors
du fait queν = µ−m.

Remarque 2.6 Une conséquence de la proposition 2.6 est que la série
∑

n∈N m(An) apparaissant dans (2.10) est
absolument convergente car (pour toute famille(An)n∈N ⊂ T t.q.An ∩ Am = ∅, sin 6=m) on a

n∑

p=0

|m(Ap)| ≤
n∑

p=0

m+(Ap) +

n∑

p=0

m−(Ap) ≤ m+(E) +m−(E) <∞.

En fait, la définition 2.17 donne directement que la série
∑
n∈N m(An) apparaissant dans (2.10) est commutati-

vement convergente (c’est-à-dire qu’elle est convergente, dansR, quel que soit l’ordre dans lequel on prend les
termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de l’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est
donc absolument convergente (voir l’exercice 2.33). Nous verrons plus loin que cette équivalence entre les séries
absolument convergentes et les séries commutativement convergentes est fausse pour des séries à valeurs dans un
espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer l’existence d’une applicationλ, définie sur toutP(R) et à
valeurs dansR+, t.q. l’image parλ d’un intervalle deR soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés
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(1.7) et (1.8). Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les exercices 2.28 et
2.27). Le théorème suivant donne l’existence d’une telle application définie seulement sur la tribu des boréliens de
R, notéeB(R) (l’exercice 2.28 donne alors queB(R) 6= P(R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théorème 2.2 (Carathéodory)Il existe une et une seule mesure surB(R), notéeλ et appelée mesure de Lebesgue
sur les boréliens, t.q.λ(]α, β[) = β − α, pour tout(α, β) ∈ R2 t.q.−∞ < α < β < +∞.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théorème. Pour la partie “existence" de ce théorème, nous donnons
dans cette section une démonstration due à Carathéodory. Soit A ⊂ R. On définitλ⋆(A) par :

λ⋆(A) = inf
(Ai)i∈N∈EA

n∑

i=1

ℓ(Ai),

oùEA est l’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont l’union contientA, etℓ(Ai) représente
la longueur de l’intervalleAi. On peut montrer (voir l’exercice 2.27) que l’applicationλ⋆ ainsi définie deP(R)
dansR+ n’est pasσ- additive (ce n’est donc pas une mesure).

On montre par contre dans cette section que la restriction deλ⋆ àB(R) est une mesure, qu’on noteλ, mesure de
Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi être démontrée en utilisant un théorème plus général
(de F. Riesz) que nous verrons dans un chapitre ultérieur.

Après la définition deλ⋆ et la démonstration de propriétés deλ⋆, on donne la démonstration de la partie “existence"
du théorème de Carathéodory (voir page 33). La partie “unicité" du théorème de Carathéodory (voir page 36) peut
être démontrée en utilisant le théorème de “régularité" surles mesures surB(R) (Théorème 2.3, très utille dans
la suite du cours) et d’un lemme classique sur les ouverts deR (lemme 2.4). Cette partie “unicité" peut aussi être
démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.5.

Définition 2.18 (Définition deλ⋆) SoitA ∈ P(R). On pose

λ⋆(A) = inf{
∑

n∈N

ℓ(In); (In)n∈N ∈ EA},

avecEA = {(In)n∈N; In =]an, bn[, −∞ < an ≤ bn < ∞, ∀n ∈ N, A ⊂ ∪n∈NIn} et ℓ(I) = b − a si I =]a, b[,
−∞ < a ≤ b <∞.

Proposition 2.7 (Propriétés deλ⋆) L’applicationλ⋆ : P(R) → R+ (définie dans la définition 2.18) vérifie les
propriétés suivantes :

1. λ⋆(∅) = 0,

2. (Monotonie)λ⋆(A) ≤ λ⋆(B), pour toutA, B ∈ P(R),A ⊂ B,

3. (σ−sous additivité) Soit(An)n∈N ⊂ P(R) etA = ∪n∈NAn, alorsλ⋆(A) ≤∑n∈N λ
⋆(An),

4. λ⋆(]a, b[) = b− a pour tout(α, β) ∈ R2 t.q.−∞ < α < β < +∞.

DÉMONSTRATION :
On remarque tout d’abord queλ⋆(A) ∈ R+ pour toutA ∈ P(R) (carλ⋆(A) est la borne inférieure d’une partie de
R+).

Propriété 1. Pour montrer queλ⋆(∅) = 0, il suffit de remarquer que(In)n∈N ∈ E∅ avecIn = ∅ pour toutn ∈ N,
et donc0 ≤ λ⋆(∅) ≤∑n∈N ℓ(In) = 0.
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Propriété 2. SoitA,B ∈ P(R) t.q.A ⊂ B. On aEB ⊂ EA et doncλ⋆(A) ≤ λ⋆(B).

Propriété 3. Soit (An)n∈N ⊂ P(R) etA = ∪n∈NAn. Il suffit de considérer le cas oùλ⋆(An) < ∞ pour tout
n ∈ N (sinon, l’inégalité est immédiate).

Soit ε > 0. Pour toutn ∈ N, il existe(In,m)m∈N ∈ EAn
t.q.
∑

m∈N ℓ(In,m) ≤ λ⋆(An) + ε/(2n).

On remarque alors que(In,m)(n,m)∈N2 est un recouvrement deA par des intervalles ouverts et donc que :

λ⋆(A) ≤
∑

(n,m)∈N2

ℓ(In,m).

Noter que
∑

(n,m)∈N2 ℓ(In,m) =
∑
n∈N ℓ(Iϕ(n)), oùϕ est une bijection deN dansN2 (cette somme ne dépend pas

de la bijection choisie, voir le lemme 2.2 page 22).Avec le lemme 2.3 ci dessous, on en déduit :

λ⋆(A) ≤
∑

n∈N

(
∑

m∈N

ℓ(In,m)) ≤
∑

n∈N

λ⋆(An) + 2ε,

ce qui donne bien, quandε→ 0, λ⋆(A) ≤∑n∈N λ
⋆(An).

Propriété 4. Pour montrer la quatrième propriété. On commence par montrer :

λ⋆([a, b]) = b − a, ∀a, b ∈ R, a < b. (2.14)

Soit donca, b ∈ R, a < b.

Comme[a, b] ⊂]a− ε, b+ ε[, pour toutε > 0, on aλ⋆([a, b]) ≤ b− a+ 2ε. On en déduitλ⋆([a, b]) ≤ b− a.

Pour démontrer l’inégalité inverse, soit(In)n∈N ∈ E[a,b]. Par compacité de[a, b], il existen ∈ N t.q. [a, b] ⊂
∪np=0Ip. On peut alors construire (par récurrence)i0, i1, . . . , iq ∈ {0, . . . , n} t.q.ai0 < a, aip+1 < bip pour tout
p ∈ {0, . . . , q− 1}, b < biq . On en déduit queb− a <

∑q
p=0 bip − aip ≤∑n∈N ℓ(In) et doncb− a ≤ λ⋆([a, b]).

Ceci donne bien (2.14).

En remarquant que[a + ε, b − ε] ⊂]a, b[⊂ [a, b] pour touta, b ∈ R, a < b, et0 < ε < (b − a)/2, la monotonie
deλ⋆ donne (avec (2.14)) queλ⋆(]a, b[) = b − a pour touta, b ∈ R, a < b. La monotonie deλ⋆ donne alors
aussi queλ⋆([a, b[) = λ⋆(]a, b]) = λ⋆(]a, b[) = b − a pour touta, b ∈ R, a < b, et enfin queλ⋆(] − ∞, a]) =
λ⋆(] −∞, a[) = λ⋆(]a,∞]) = λ⋆([a,∞]) = ∞ pour touta ∈ R.

Lemme 2.3 (Double série à termes positifs)Soit(an,m)(n,m)∈N2 ⊂ R+. Alors on a :
∑

(n,m)∈N2

an,m =
∑

n∈N

(
∑

m∈N

an,m).

DÉMONSTRATION : On poseA =
∑

(n,m)∈N2 an,m etB =
∑

n∈N(
∑

m∈N an,m). Soitϕ une bijection deN dans
N2. On rappelle que

∑
(n,m)∈N2 an,m =

∑
p∈N aϕ(p).

Pour touti, j ∈ N, il existen ∈ N t.q. {0, . . . , i} × {0, . . . j} ⊂ {ϕ(0), . . . , ϕ(n)}. Commean,m ≥ 0 pour tout
(n,m), on en déduit que

A ≥
n∑

p=0

aϕ(p) ≥
i∑

n=0

(

j∑

m=0

an,m)

et donc, en faisant tendrej puis i vers+∞, queA ≥ B. Un raisonnement similaire donne queB ≥ A et donc
A = B.

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera queλ⋆ est une mesure.
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Définition 2.19 (Tribu de Lebesgue)On poseL = {E ∈ P(R) t.q.λ⋆(A) = λ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec) pour tout
A ∈ P(R)}. On rappelle queλ⋆ est définie dans la définition 2.18 (et queEc = R \ E). Cet ensemble de parties
deR notéL s’appelle “tribu de Lebesgue" (on montre dans la proposition 2.8 queL est bien une tribu).

Remarque 2.7 On peut avoir une première idée de l’intérêt de la définition 2.19 en remarquant qu’elle donne
immédiatement l’additivité deλ⋆ surL. En effet, soitE1, E2 ⊂ R t.q.E1 ∩ E2 = ∅ et soitA ⊂ R. On suppose
queE1 ∈ L et on utilise la définition deL avecA ∩ (E1 ∪ E2), on obtientλ⋆(A ∩ (E1 ∪ E2)) = λ⋆(A ∩ (E1 ∪
E2) ∩ E1) + λ⋆(A ∩ (E1 ∪ E2) ∩ Ec1) = λ⋆(A ∩ E1) + λ⋆(A ∩ E2) (carE1 ∩ E2 = ∅).

Par récurrence surn, on a donc aussiλ⋆(A ∩ (∪ni=1Ei)) =
∑n

i=1 λ
⋆(A ∩ Ei), dès queE1, . . . , En−1 ∈ L,

A,En ⊂ R etEi ∩ Ej = ∅ si i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}.

En particulier, en prenantA = R, on obtient l’additivité deλ⋆ surL, c’est-à-dire

λ⋆(∪ni=1Ei) =
n∑

i=1

λ⋆(Ei),

siE1, . . . , En−1 ∈ L etEi ∩ Ej = ∅ si i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}.

Remarque 2.8 Pour toutE,A ∈ P(R), on a, parσ−sous additivité deλ⋆,λ⋆(A) ≤ λ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec). Pour
montrer queE ∈ L (définie dans la définition 2.19), il suffit donc de montrer queλ⋆(A) ≥ λ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec),
pour toutA ∈ P(R).

Proposition 2.8 (Propriétés deL) L est une tribu surR et λ⋆|L est une mesure.L et λ⋆ sont définies dans les
définitions 2.18 et 2.19.

DÉMONSTRATION :
Il est immédiat que∅ ∈ L et queL est stable par “passage au complémentaire". On sait aussi queλ⋆(∅) = 0. Il
reste donc à démontrer queL est stable par union dénombrable et que la restriction deλ⋆ àL est une mesure. Ceci
se fait en deux étapes décrites ci-après.

Etape 1.On montre, dans cette étape, queL est stable par union finie et que, sin ≥ 2 et (Ei)i=1,...,n ⊂ L est t.q.
Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j, alors on a :

λ⋆(A ∩ (∪ni=1Ei)) =

n∑

i=1

λ⋆(A ∩ Ei), ∀A ∈ P(R). (2.15)

(Cette dernière propriété donne l’additivité deλ⋆ surL en prenantA = R, cette propriété d’additivité a déjà été
signalée dans la remarque 2.7.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer queE1 ∪ E2 ∈ L si E1, E2 ∈ L et de montrer la propriété (2.15)
pourn = 2. Soit doncE1, E2 ∈ L. On poseE = E1 ∪ E2. Pour montrer queE ∈ L, il suffit de montrer (voir la
remarque 2.8) queλ⋆(A) ≥ λ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec), pour toutA ∈ P(R). SoitA ∈ P(R). Parσ−sous additivité
deλ⋆ on a

λ⋆(A ∩ (E1 ∪ E2)) = λ⋆((A ∩ E1) ∪ (A ∩ Ec1 ∩ E2)) ≤ λ⋆(A ∩E1) + λ⋆(A ∩ Ec1 ∩E2),

et donc

λ⋆(A ∩ (E1 ∪ E2)) + λ⋆(A ∩ (E1 ∪ E2)
c)

≤ λ⋆(A ∩ E1) + λ⋆(A ∩ Ec1 ∩ E2) + λ⋆(A ∩Ec1 ∩Ec2).
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CommeE2 ∈ L, on aλ⋆(A ∩ Ec1) = λ⋆(A ∩ Ec1 ∩ E2) + λ⋆(A ∩ Ec1 ∩ Ec2). Puis, commeE1 ∈ L, on a
λ⋆(A) = λ⋆(A ∩ E1) + λ⋆(A ∩ Ec1). On en déduit

λ⋆(A ∩ (E1 ∪E2)) + λ⋆(A ∩ (E1 ∪E2)
c) ≤ λ⋆(A).

Ce qui prouve queE ∈ L.

Pour montrer (2.15) avecn = 2 siE1,E2 ∈ L avecE1 ∩E2 = ∅, il suffit de remarquer que (pour toutA ∈ P(R))
λ⋆(A∩(E1∪E2)) = λ⋆((A∩E1)∪(A∩E2)) = λ⋆([(A∩E1)∪(A∩E2)]∩E1)+λ

⋆([(A∩E1)∪(A∩E2)]∩Ec1) =
λ⋆(A ∩E1) + λ⋆(A ∩ E2). (On a utilisé le fait queE1 ∈ L.) Ceci termine l’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait queL est stable par passage au complémentaire) est queL est stable
par intersection finie.

Etape 2.On montre, dans cette étape, queL est stable par union dénombrable et la restriction deλ⋆ àL est une
mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition 2.8).

Soit(En)n∈N ⊂ L etE = ∪n∈NEn. On veut montrer queE ∈ L. On commence par remarquer queE = ∪n∈NFn
avecF0 = E0 et, par récurrence, pourn ≥ 1, Fn = En \ ∪n−1

p=0Fp. L’étape 1 nous donne que(Fn)n∈N ⊂ L et,
commeFn ∩ Fm = ∅ si n 6= m, on peut utiliser (2.15). Pour toutA ∈ P(R), on a donc :

λ⋆(A) = λ⋆(A ∩ (∪np=0Fp)) + λ⋆(A ∩ (∪np=0Fp)
c)

=

n∑

p=0

λ⋆(A ∩ Fp) + λ⋆(A ∩ (∪np=0Fp)
c).

(2.16)

En utilisant le fait queEc ⊂ (∪np=0Fp)
c et la monotonie deλ⋆, on aλ⋆(A∩ (∪np=0Fp)

c) ≥ λ⋆(A∩Ec). En faisant
tendren vers∞ dans (2.16) et en utilisant laσ−sous additivité deλ⋆, on en déduit alors queλ⋆(A) ≥ λ⋆(A ∩E)
+ λ⋆(A ∩ Ec). Ce qui prouve queE ∈ L (voir remarque 2.8) et donc queL est une tribu.

Il reste à montrer queλ⋆ est une mesure surL. Soit (En)n∈N ⊂ L t.q.Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j etE = ∪n∈NEn.
Par monotonie deλ⋆ on a, pour toutn ∈ N, λ⋆(∪np=0Ep) ≤ λ⋆(E) et donc, en utilisant l’additivité deλ⋆ surL
(démontrée à l’étape 1, voir (2.15) avecA = E),

∑n
p=0 λ

⋆(Ep) ≤ λ⋆(E). Ce qui donne, passant à limite quand
n → ∞,

∑∞
p=0 λ

⋆(Ep) ≤ λ⋆(E). D’autre part,λ⋆(E) ≤∑∞
p=0 λ

⋆(Ep), parσ−sous additivité deλ⋆. On a donc
λ⋆(E) =

∑∞
p=0 λ

⋆(Ep). Ce qui prouve queλ⋆|L est une mesure.

DÉMONSTRATION DE LA PARTIE “ EXISTENCE" DU THÉORÈME2.2 :
Pour montrer la partie “existence" du théorème 2.2, il suffit, grâce aux propositions 2.7 et 2.8, de montrer queL
(définie dans la définition 2.19) contientB(R). Pour cela, il suffit de montrer que]a,∞[⊂ L pour touta ∈ R (car
{]a,∞[, a ∈ R} engendreB(R)). Soit donca ∈ R et E =]a,∞[. Pour toutA ∈ P(R), on veut montrer que
λ⋆(A) ≥ λ⋆(A ∩ E) + λ⋆(A ∩ Ec). On peut supposer queλ⋆(A) <∞ (sinon l’inégalité est immédiate).

Soit ε > 0. Par la définition deλ⋆(A), il existe(In)n∈N ∈ EA t.q.λ⋆(A) ≥∑n∈N ℓ(In) − ε. CommeA ∩ E ⊂
(∪n∈N(In ∩ E)) etA ∩Ec ⊂ (∪n∈N(In ∩ Ec)), laσ−sous additivité deλ⋆ donne

λ⋆(A ∩E) ≤
∑

n∈N

λ⋆(In ∩ E) et λ⋆(A ∩ Ec) ≤
∑

n∈N

λ⋆(In ∩Ec).

CommeIn∩E etIn∩Ec sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition 2.7 donneλ⋆(In∩E) =
ℓ(In∩E) etλ⋆(In∩Ec) = ℓ(In∩Ec). On en déduitλ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec) ≤∑n∈N(ℓ(In∩E)+ℓ(In∩Ec)) =∑

n∈N ℓ(In) (carℓ(In ∩E)+ ℓ(In ∩Ec) = ℓ(In)) et doncλ⋆(A∩E)+λ⋆(A∩Ec) ≤ λ⋆(A) + ε. Quandε→ 0
on trouve l’inégalité recherchée. On a bien montré queE ∈ L.
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On va maintenant démontrer un théorème important dont on peut déduire, en particulier, la partie “unicité" du
théorème 2.2.

Théorème 2.3 (Régularité d’une mesure surB(R), finie sur les compacts)
Soitm une mesure surB(R). On suppose quem est finie sur les compacts, c’est à dire quem(K) < ∞ pour
tout compactK de R (noter qu’un compact est nécessairement dansB(R)). Alors, pour toutA ∈ B(R) et tout
ε > 0, il existe un ouvertO et un ferméF t.q.F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. En particulier, on a donc, pour tout
A ∈ B(R),m(A) = inf{m(O), O ouvert contenantA} etm(A) = sup{m(K), K compact inclus dansA}.

DÉMONSTRATION :
On appelleT l’ensemble desA ∈ B(R) t.q. pour toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé vérifiantF ⊂ A ⊂ O et
m(O \F ) ≤ ε. On va montrer queT est une tribu contenantC = {]a, b[,−∞ < a < b <∞}. CommeC engendre
B(R), ceci donneraT = B(R).

On montre tout d’abord queC ⊂ T . Soit−∞ < a < b <∞ etA =]a, b[.

Pour toutn ≥ n0 avecn0 t.q. (2/n0) < b− a on a :

[a+ (1/n), b− (1/n)] ⊂ A ⊂]a, b[.

Pourn ≥ n0, on poseBn =]a, a + (1/n)[∪]b − (1/n), b[). La suite(Bn)n≥n0 est une suite décroissante et
∩n≥n0Bn = ∅. Commem est finie sur les compacts, on am(Bn) ≤ m([a, b]) < ∞. En utilisant la continuité
décroissante dem (proposition 2.3), on a donc :

m(]a, b[\[a+ (1/n), b− (1/n)]) = m(]a, a+ (1/n)[∪]b− (1/n), b[) = m(Bn) → 0,

quandn→ ∞. Soit maintenantε > 0 en prenantn assez grand on am(Bn) ≤ ε. En prenantO = A et F =
[a+ (1/n), b− (1/n)], on a bienO ouvert,F fermé,F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. Ceci prouve que]a, b[∈ T .

On montre maintenant queT est une tribu. On remarque tout d’abord que∅ ∈ T (il suffit de prendreF = O = ∅)
et queT est stable par passage au complémentaire (car, siF ⊂ A ⊂ O, on aOc ⊂ Ac ⊂ F c etF c \Oc = O \F ).
Il reste à montrer queT est stable par union dénombrable.

Soit (An)n∈N ⊂ T etA = ∪n∈NAn. On veut montrer queA ∈ T . On va commencer par traiter le cas (simple) où
m(A) <∞ puis le cas (plus difficile) oùm(A) = ∞.

Premier cas.On suppose quem(A) <∞.

Soit ε > 0. Pour toutn ∈ N, il existeOn ouvert etFn fermé t.q.Fn ⊂ An ⊂ On etm(On \ Fn) ≤ (ε/2n). On
poseO = ∪n∈NOn et F̃ = ∪n∈NFn. On aF̃ ⊂ A ⊂ O, m(O \ F̃ ) ≤ 2ε, car(O \ F̃ ) ⊂ ∪n∈N(On \ Fn), etO
ouvert maisF̃ n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisquem(A) < ∞, on a aussim(F̃ ) < ∞. Par continuité croissante dem (appliquée à la suite
(∪np=0Fp)n∈N) on am(∪np=0Fp) → m(F̃ ), quandn→ ∞, d’où (puisquem(F̃ ) <∞) m(F̃ )−m(∪np=0Fp) → 0.

On prend alorsF = ∪Np=0Fp avecN assez grand pour quem(F̃ \F ) = m(F̃ )−m(F ) ≤ ε. On a bienF ⊂ A ⊂ O,

O ouvert,F fermé et, comme(O \ F ) = (O \ F̃ ) ∪ (F̃ \ F ), on am(O \ F ) = m(O \ F̃ ) +m(F̃ \ F ) ≤ 3ε.
Ceci prouve queA ∈ T .

Deuxième cas.On suppose maintenant quem(A) = ∞ (et le raisonnement précédent n’est plus correct sim(F̃ ) =
∞). On raisonne en 3 étapes :

1. Soitp ∈ Z. On remarque d’abord queAn ∩ [p, p + 1[∈ T pour toutn ∈ N. En effet, soitn ∈ N et ε > 0. Il
existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ An ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. Pourk ∈ N⋆, on a donc :

Fk = F ∩ [p, p+ 1 − 1

k
] ⊂ An ∩ [p, p+ 1[⊂ Ok = O∩]p − 1

k
, p+ 1[.
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On aFk fermé,Ok ouvert et(Ok \ Fk) ⊂ (O \ F )∪]p− 1
k , p[∪]p+ 1 − 1

k , p+ 1[. On en déduit :

m(Ok \ Fk) ≤ ε+m(]p− 1

k
, p[∪]p+ 1 − 1

k
, p+ 1[).

Or, la continuité décroissante dem donne quem((]p− 1
k , p[∪]p+1− 1

k , p+1[) → 0 quandk → ∞ (on utilise ici
le fait quem([p− 1, p+1])<∞ carm est finie sur les compacts). Il existe donck ∈ N⋆ t.q.m(Ok \Fk) ≤ 2ε,
ce qui donne bien queAn ∩ [p, p+ 1[∈ T .

2. Commem(A ∩ [p, p + 1[) < ∞, on peut maintenant utiliser le premier cas avecA ∩ [p, p + 1[= ∪n∈N(An ∩
[p, p+ 1[). Il donne queA ∩ [p, p+ 1[∈ T pour toutp ∈ Z.

3. On montre enfin queA ∈ T . Soit ε > 0. Pour toutp ∈ Z, il existe un ouvertOp et un ferméGp t.q.Gp ⊂
A∩ [p, p+1[⊂ Op etm(Op \Gp) ≤ ε/(2|p|). On prendO = ∪p∈ZOp etF = ∪p∈ZGp. On obtientF ⊂ A ⊂ O,
m(O \ F ) ≤ 3ε etO est ouvert. Il reste à montrer queF est fermé.

Soit (xn)n∈N ⊂ F t.q. xn → x (dansR) quandn→ ∞. On veut montrer quex ∈ F . Il existep ∈ Z t.q.
x ∈]p− 1, p+ 1[. Il existe doncn0 ∈ N t.q.xn ∈]p− 1, p+ 1[ pour toutn ≥ n0. Commexn ∈ ∪q∈ZGq et que
Gq ⊂ [q, q + 1[ pour toutq, on a doncxn ∈ Gp ∪Gp−1 pour toutn ≥ n0. CommeGp ∪Gp−1 est fermé, on en
déduit quex ∈ Gp ∪Gp−1 ⊂ F et donc queF est fermé.

Ceci montre bien queA ∈ T et termine la démonstration du fait queT est une tribu. Comme cela a déjà été dit,
on en déduit queT = B(R).

On a donc bien montré que pour toutA ∈ B(R) et pour toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé vérifiant
F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε.

On montre maintenant quem(A) = inf{m(O), O ouvert contenantA} pour toutA ∈ B(R). SoitA ∈ B(R).
On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donnem(A) ≤ inf{m(O), O ouvert contenantA}. Puis,
l’inégalité inverse est immédiate sim(A) = ∞. Enfin, sim(A) <∞, pour toutε > 0 il existeO ouvert etF fermé
vérifiantF ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. On a doncO \A ⊂ O \ F et donc (par monotonie dem) m(O \A) ≤ ε
etm(O) = m(A) +m(O \A) ≤ m(A) + ε. On a donc trouvé un ouvertO contenantA t.q.m(O) − ε ≤ m(A).
On en déduit queinf{m(O), O ouvert contenantA} ≤ m(A) et finalement quem(A) = inf{m(O), O ouvert
contenantA}.

De manière semblable, on montre aussi quem(A) = sup{m(K), K compact inclus dansA} pour toutA ∈ B(R).
En effet, soitA ∈ B(R). Ici aussi, on commence par remarquer que la monotonie d’unemesure donnem(A) ≥
sup{m(K), K compact inclus dansA}. On montre maintenant l’inégalité inverse. Soitε > 0. Il existeF fermé
t.q. F ⊂ A etm(A \ F ) ≤ ε. Si m(A) = ∞, on en déduit quem(F ) = ∞ et donc quem(Kn) ↑ ∞ quand
n→ ∞ (par continuité croissante dem) avecKn = F ∩ [−n, n]. CommeKn est compact pour toutn ∈ N, on a
doncsup{m(K), K compact inclus dansA} = ∞ = m(A). Sim(A) < ∞, on am(A) ≥ m(F ) ≥ m(A) − ε
et donc, pourn assez grand,m(Kn) ≥ m(F ) − ε ≥ m(A) − 2ε (toujours par continuité croissante dem) avec
Kn = F ∩ [−n, n]. CommeKn est compact pour toutn ∈ N et queε est arbitraire, on en déduit quesup{m(K),
K compact inclus dansA} ≥ m(A) et donc, finalement,m(A) = sup{m(K), K compact inclus dansA}.

Pour démontrer la partie “unicité" du théorème 2.2 avec le théorème 2.3 on aura aussi besoin du petit lemme
suivant (qui précise le lemme 2.1 car dans le lemme 2.1 il n’est pas demandé que les ouverts soient disjoints).

Lemme 2.4 (Ouverts deR) SoitO un ouvert deR, alors O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 à 2, c’est à dire qu’il existe(In)n∈N t.q. In est un intervalle ouvert deR pour toutn ∈ N, In ∩ Im = ∅
si n 6= m etO = ∪n∈NIn.
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DÉMONSTRATION :
Pourx ∈ O on poseOx = {y ∈ O; I(x, y) ⊂ O}, avecI(x, y) = {tx + (1 − t)y, t ∈ [0, 1]} (on a donc
I(x, y) = [x, y] ou [y, x]). On remarque queO = ∪x∈OOx et queOx est, pour toutx ∈ O, un intervalle ouvert
(c’est l’intervalle] inf Ox, supOx[, avecinf Ox, supOx ∈ R). Il est aussi facile de voir que, pour toutx, y ∈ O,
Ox ∩ Oy 6= ∅ implique queOx = Oy . On peut trouverA ⊂ O t.q.O = ∪x∈AOx etOx ∩ Oy = ∅ si x, y ∈ A,
x 6= y. CommeOx 6= ∅ pour toutx ∈ A, on peut donc construire une application deA dansQ en choisissant pour
chaquex ∈ A un rationnel deOx (ce qui est possible car tout ouvert non vide deR contient un rationnel). Cette
application est injective carOx ∩Oy = ∅ si x, y ∈ A, x 6= y. l’ensembleA est donc au plus dénombrable, ce qui
termine la démonstration du lemme.

Remarque 2.9 Dans la démonstration du lemme 2.4,Ox est la composante connexe dex. Le lemme 2.4 consiste
donc à remarquer qu’un ouvert est réunion de ses composantesconnexes, que celles ci sont disjointes deux à
deux et sont des ouverts connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dansR est nécessairement un
intervalle).

DÉMONSTRATION DE LA PARTIE “ UNICITÉ" DU THÉORÈME2.2 :

On a construit une mesure, notéeλ, surB(R) t.q.λ(]a, b[) = b − a pour touta, b ∈ R, a < b. Supposons quem
soit aussi une mesure surB(R) t.q.m(]a, b[) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b. On veut montrer queλ = m (sur
toutB(R)). Nous le montrons ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théorème 2.3 ou la proposition 2.5.

Première méthode, avec le théorème 2.3. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux à deux (lemme 2.4) et les propriétés deσ−additivité deλ et dem, on montre queλ(O) =
m(O) pour tout ouvertO deR. Puis, en utilisant la dernière assertion du théorème de régularité (qui s’applique
pourm et pourλ, carm etλ sont des mesures surB(R), finies sur les compacts), on obtientλ(A) = m(A) pour
toutA ∈ B(R), i.e.m = λ.

Deuxième méthode, avec la proposition 2.5. On utilise la proposition 2.5 avec(E, T ) = (R, B(R)) et C =
{]a, b], a, b ∈ R, a ≤ b}. On sait queC engendreB(R), et il est clair queC est stable par intersection finie. On
prend maintenantFn = ]n, n+ 1] pourn ∈ Z. La famille (Fn)n∈Z est donc une famille dénombrable d’éléments
deC, disjoints deux à deux et t.q.R = ∪n∈ZFn. Poura, b ∈ R, a ≤ b, on a, par continuité décroissante dem,
m(]a, b] = limp→∞m(]a, b+ 1

p [ = limp→∞ b− a+ 1
p = b− a = λ(]a, b]). On a doncm = λ surC (etm(Fn) <

∞ pour toutn ∈ Z). On peut donc appliquer la proposition 2.5. Elle donneλ = m surB(R).

Remarque 2.10Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notéeλ, était régulière. Ceci ne donne pas, pour
A ∈ B(R), l’égalité de la mesure deA avec la mesure de son intérieur ou de son adhérence. Il suffit,pour s’en
convaincre, de prendre, par exemple,A = Q. On a alorsλ(A) = 0 (voir la remarque 2.12) etλ(A) = ∞.

Remarque 2.11Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notéeλ⋆, deP(R) dansR+.
Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré que la restriction deλ⋆ à la tribu de Lebesgue,
notéeL, était une mesure. Puis, nous avons démontré queB(R) ⊂ L et obtenu ainsi, en prenant la restriction
deλ⋆ à B(R) la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefoisquelle est la différence entreL et
B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable carcard(L) = card(P(R)) alors que
card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de l’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons
le voir avec l’exercice 4.18 (plus complet que l’exercice 2.32) car l’espace mesuré(R,L, λ|L) est simplement le
complété de(R,B(R), λ|B(R)).

On donne maintenant une propriété, spécifique à la mesure de Lebesgue, qui est à la base de toutes les formules de
changement de variables pour l’intégrale de Lebesgue.
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Proposition 2.9 (Invariance par translation “généralisée") Soitα ∈ R⋆ et β ∈ R. PourA ∈ P(R), on note
αA+ β = {αx+ β, x ∈ A}. On a alors :

1.A ∈ B(R) impliqueαA+ β ∈ B(R),

2. λ(αA + β) = |α|λ(A) pour toutA ∈ B(R).

Pourα = 1, cette propriété s’appelle“invariance par translation deλ".

DÉMONSTRATION :
Pour la première partie de la proposition, on poseT = {A ∈ B(R); αA + β ∈ B(R)}. On montre facilement que
T est une tribu contenant les intervalles ouverts, on en déduit queT = B(R).

Pour la deuxième partie, on pose, pour toutA ∈ B(R), m1(A) = λ(αA + β) etm2(A) = |α|λ(A). Il est facile
de voir quem1 et m2 sont des mesures surB(R), finies sur les bornés, et qu’elles sont égales sur l’ensemble
des intervalles ouverts. On raisonne alors comme dans la démonstration de la partie “unicité" du théorème 2.2,
en utilisant le théorème 2.3 ou la proposition 2.5. Par exemple, en utilisant le lemme 2.4 et les propriétés de
σ−additivité dem1 et dem2, on montre quem1(O) = m2(O) pour tout ouvertO de R. Puis, en utilisant la
dernière assertion du théorème de régularité (qui s’applique pourm1 et pourm2), on obtientm1(A) = m2(A)
pour toutA ∈ B(R). On a doncλ(αA + β) = |α|λ(A) pour toutA ∈ B(R).

Remarque 2.12La mesure de Lebesgue est diffuse (c’est-à-dire queλ({x}) = 0 pour toutx ∈ R). Donc, siD
est une partie dénombrable deR, on aλ(D) = 0. Ainsi, λ(N) = λ(Z) = λ(Q) = 0. La réciproque est fausse. On
construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de Cantor",K, qui est une partie compacte non dénombrable de
[0,1], vérifiantλ(K) = 0, voir exercice 2.31).

Définition 2.20 (Mesure de Lebesgue sur un borélien deR) Soit I un intervalle deR (ou, plus généralement,
I ∈ B(R)) et T = {B ∈ B(R); B ⊂ I} (on peut montrer queT = B(I), où I est muni de la topologie induite
par celle deR, voir l’exercice 2.3 page 42). Il est facile de voir queT est une tribu surI et que la restriction deλ
(définie dans le théorème 2.2) àT est une mesure surT , donc sur les boréliens deI (voir 2.16 page 45). On note
toujours parλ cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commençons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur l’exemple du lancer de dé. On se place dans
le modèle équiprobable : soientE = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, T = P(E) et p la probabilité définie parp({x}) = 1

6 ,
∀x ∈ E. La probabilité de l’événementA “obtenir 6" est 1

6 . Supposons maintenant que l’on veuille évaluer la
chance d’obtenir un 6, alors que l’on sait déjà que le résultat est pair (événementB = {2, 4, 6}). Intuitivement, on
a envie de dire que la “chance" d’obtenir un 6 est alors1cardB = 1

3 .

Définition 2.21 (Probabilité conditionnelle) Soient(E, T, p) un espace probabilisé etA,B ∈ T .

Si p(B) 6= 0, la probabilité conditionnelle deA par rapport àB (on dit aussi probabilité deA par rapport àB),
notéep(A|B), est définie parp(A|B) = p(A∩B)

p(B) .

Sip(B) = 0, la probabilité conditionnelle deA par rapport àB, notéep(A|B), n’est pas définie. C’est un nombre
arbitraire entre0 et1.
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De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient(E, T, p) un espace probabilisé etA,B ∈ T , alors :

p(B)p(A|B) = p(A ∩B) (2.17)

Remarque 2.13Soient(E, T, p) un espace probabilisé etA un événement tel quep(A) 6= 0. Alors l’application
pA : T → [0, 1] définie par :

pA(B) = p(B|A) =
p(A ∩B)

p(A)
, ∀B ∈ T (2.18)

est une probabilité surT . On dit que “la masse depA est concentrée enA" : on a en effet :pA(B) = 0, pour tout
B ∈ T t.q.A ∩B = ∅. On a aussipA(A) = 1.

Définition 2.22 Soit(E, T, p) un espace probabilisé, on appelle système de constituants une famille(Cn)n∈N ⊂ T
d’ensembles disjoints deux à deux t.q.∪n∈NCn = E.

On a comme corollaire immédiat de la relation 2.17 :

Proposition 2.10 Soient(E, T, p) un espace probabilisé,(Cn)n∈N ⊂ T un système de constituants de probabilités
non nulles etA ∈ T , alors :

p(A) =
∑

n∈N

p(Cn)p(A|Cn). (2.19)

Dans le cas oùp(B) = p(B|A), on a envie de dire queA n’influe en rien surB ; on a dans ce cas :p(A)p(B) =
p(A ∩B).

2.6.2 Evènements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.23 (Indépendance de deux évènements)
Soient(E, T, p) un espace probabilisé. On dit que deux événementsA etB sont indépendants sip(A)p(B) =
p(A ∩B).

Remarque 2.14Lors de la modélisation d’un phénomène aléatoire, il y a des évènements qui semblenta priori
indépendants, c’est-à-dire que la réalisation de l’un semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de l’autre.
On choisira alors, pour le modèle probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. On dit que l’indé-
pendancea priori implique l’indépendance. Toutefois, pour une probabilitép donnée, deux évènements peuvent
être indépendants alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants.

Exemple 2.3 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés :a priori, il parait raisonnable de supposer
que les résultats obtenus pour chacun des deux dés n’influentpas l’un sur l’autre, et on va donc chercher une
probabilité qui respecte cette indépendance. L’univers des possibles est iciE = {(i, j), 1 ≤ i ≤ 6, 1 ≤ j ≤ 6}.
Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc envie de définir, pourA ∈
P(E), p(A) = cardA

36 . Voyons maintenant si deux évènementsa priori indépendants sont indépendants pour cette
probabilité. Considérons par exemple l’évènementA : “obtenir un double 6" ; on peut écrire :A = B ∩ C, où
B est l’évènement “obtenir un 6 sur le premier dé" etC l’évènement “obtenir un 6 sur le deuxième dé". On doit
donc vérifier que :p(A) = p(B)p(C). Or B = {(6, j), 1 ≤ j ≤ 6} et C = {(i, 6), 1 ≤ i ≤ 6}. On a donc
p(B) = p(C) = 1

6 , et on a bienp(A) = p(B)p(C)(= 1
36 ).

On généralise la notion d’indépendance de deux évènements en introduisant la notion d’indépendance de tribus.

Définition 2.24 (Indépendance des tribus)Soit(E, T, p) un espace probabilisé et(Tk)k∈N⋆ une suite de tribus
incluses dansT .
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1. SoitN > 1. On dit que lesN tribus Tk, k = 1, . . . , N , sont indépendantes (on dit aussi que la suiteT1, . . . ,
TN est indépendante) si pour toute famille(A1, . . . , AN ) d’événements tels queAk ∈ Tk pourk = 1, . . . , N
on a :p(∩Nk=1Ak) = p(A1)p(A2) . . . p(AN ).

2. On dit que la suite(Tk)k∈N⋆ est indépendante (ou que les tribusT1, . . . , Tn, . . . sont indépendantes) si„ pour
toutN ≥ 1, lesN tribusTk, k = 1, . . . , N , sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que siA etB sont deux évènements d’un espace probabilisé(E, T, p), ils sont
indépendants (au sens de la définition 2.23) si et seulement si les tribusTA = {∅, E,A,Ac} etTB = {∅, E,B,Bc}
sont indépendantes (voir l’exercice 3.17). On en déduit la généralisation de la définition d’indépendance à plusieurs
évènements :

Définition 2.25 (Evénements indépendants)Soient(E, T, p) un espace probabilisé et(Ak)k=1,...,N des événe-
ments, on dit que lesN événements(Ak)k=1,...,N sont indépendants si lesN tribus engendrées par les événements
Ak, k = 1 . . . , N (c’est-à-dire lesN tribus définies parTk = {Ak, Ack, E, ∅} pour k = 1 . . . , N ) sont indépen-
dantes.

Sous les hypothèses de la définition précédente, on peut remarquer que les événementsA1, . . . , AN sont indépen-
dants (c’est-à-dire que les tribus engendrées parA1, . . . , AN sont indépendantes) si et seulement siP (∩i∈IAi) =∏
i∈I P (Ai) pour toutI ⊂ {1, . . . , N}), voir l’exercice 3.17. Nous terminons ce paragraphe par une proposition

sur les tribus indépendantes :

Proposition 2.11 Soit(E, T, p) un espace probabilisé.

1. SoitN > 1 et (Tk)k∈{0,...N} une suite indépendante de tribus incluses dansT . La tribu T0 est alors indépen-
dante de la tribu engendrée par les tribusT1, . . . , TN .

2. (Généralisation) SoitN > 3, q > 1, n0, . . . , nq t.q. n0 = 0, ni < ni+1 (pour i = 0, . . . , q − 1), nq = N et
(Tk)k∈{1,...N} une suite indépendante de tribus incluses dansT . Pouri = 1, . . . , q, on noteτi la tribu engendrée
par les tribusTn pourn = ni−1, . . . , ni. Alors, les tribusτ1, . . . , τq sont indépendantes.

DÉMONSTRATION : On montre tout d’abord le premier item de la proposition. OnnoteS la tribu engendrée par
les tribusT1, . . . , TN . CommeS est la plus petite tribu contenant les tribusTk (k = 1, . . . , N ), elle est incluse
dansT . On veut montrer queT0 etS sont indépendantes, c’est-à-dire quep(A∩B) = p(A)p(B) pour toutA ∈ T0

et toutB ∈ S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.5 (donnantl’unicité d’une mesure). SoitA ∈ T0, on
définit les mesuresm etµ surT en posant :

m(B) = p(A ∩B), µ(B) = p(A)p(B), pourB ∈ T,

et on pose :
C = {∩Nk=1Ak, Ak ∈ Tk pourk = 1, . . . , N}.

PourB ∈ C, on aB = ∩Nk=1Ak avecAk ∈ Tk aveck = 1, . . . , N . On a donc, en utilisant l’indépendance des tribus
T0, T1, . . . , TN ,m(B) = p(A ∩ B) = p(A)p(A1)p(A2) . . . p(AN ) = p(A)p(B) = µ(B). On a doncm = µ sur
C. CommeC est stable par intersection et queE ∈ C, la proposition 2.5 nous donnem = µ sur la tribu engendrée
parC. Comme cette tribu contient toutes les tribusTk (k = 1, . . . , N ), elle contient aussiS (en fait, elle est égale
àS). On a donc bien montré quep(A ∩B) = p(A)p(B) pour toutB ∈ S et pour toutA ∈ T0.

Pour montrer le deuxième item (qui est une généralisation dupremier), il suffit de faire une récurrence finie deq
étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple,pourq = 2 la technique précédente donne :

p((∩n1

k=1Ak) ∩B2) = p(∩n1

k=1Ak)p(B2),

pourAk ∈ Tk, k = 1, . . . , n1 etB2 ∈ τ2. Puis en reprenant la technique précénete, on montrep(B1 ∩ B2) =
p(B1)p(B2) pourB1 ∈ τ1 etB2 ∈ τ2. Ce qui donne bien l’indépendance deτ1 et τ2.
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2.6.3 Probabilités sur les boréliens deR

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Très souvent, on ne connait du problème aléatoire que
l’on cherche à modéliser ni l’ensembleE (“univers des possibles") ni la tribuT (ensemble des évènements) ni
la probabilitép. Par contre, on connait une “image" de la probabilitép par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant)X deE dansR. On travaille alors avec l’espace beaucoup plus sympathique (car mieux défini...)
(R,B(R), pX), oupX est une probabilité surB(R), que les probabilistes appellent “loi de probabilité" (elle dépend
dep et de l’applicationX).
Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou probabilités définies sur les boré-
liens deR), ainsi que quelques exemples concrets utilisés dans la représentation de phénomènes aléatoires.

Définition 2.26 (Fonction de répartition) Soitp une probabilité sur les boréliens deR. On appelle fonction de
répartition de la probabilitép la fonctionF , définie deR dans[0, 1] par : F (t) = p(] −∞, t]).

Proposition 2.12
Soitp une probabilité sur les boréliens deR etF sa fonction de répartition. La fonctionF est croissante et continue
à droite. De plus, on alimt→−∞ F (t) = 0 et limt→+∞ F (t) = 1.

DÉMONSTRATION : La croissance deF est une conséquence de la monotonie dep (proposition 2.3). En effet, soit
a, b ∈ R, a < b. On a]−∞, a[⊂]−∞, b[ et donc, par monotonie dep,F (a) = p(]−∞, a[) ≤ p(]−∞, b[) = F (b).
Ce qui montre bien la croissance deF .

Pour montrer queF est continue à droite, on utilise la continuité décroissante dep (proposition 2.3). Soita ∈ R
et (an)n∈N ⊂ R t.q. an ↓ a (c’est-à-direan+1 ≤ an pour toutn ∈ N et limn→∞ an = a). On remarque que
] − ∞, a] = ∩n∈N] − ∞, an], ] − ∞, an+1] ⊂] − ∞, an] et p(] − ∞, an]) < ∞ pour toutn ∈ N. La continuité
décroissante dep donne alorsF (an) = p(] −∞, an]) → p(] −∞, a]) = F (a), quandn→ ∞. Ce qui montre la
continuité à droite deF .

Pour montrer quelima→+∞ F (a) = 1, on utilise la continuité croissante dep. Soit (an)n∈N ⊂ R t.q. an ↑ +∞
(c’est-à-direan+1 ≥ an pour toutn ∈ N et limn→∞ an = +∞). On poseAn =] − ∞, an]. On aAn ⊂ An+1

pour toutn ∈ N et∪n∈NAn = R. Par continuité croissante dep (Proposition 2.3), on a doncF (an) = p(An) →
p(R) = 1 quandn→ ∞. Ce qui prouve quelima→+∞ F (a) = 1.

Pour montrer quelima→−∞ F (a) = 0, on utilise la continuité décroissante dep. Soit (an)n∈N ⊂ R t.q.an ↓ −∞
(c’est-à-direan+1 ≤ an pour toutn ∈ N et limn→∞ an = −∞). On poseBn = ] − ∞, an]. On aBn+1 ⊂ Bn
pour toutn ∈ N, p(Bn) <∞ pour toutn ∈ N et∩n∈NBn = ∅. Par continuité décroissante dep (Proposition 2.3),
on a doncF (an) = p(Bn) → p(∅) = 0 quandn→ ∞. Ce qui prouve quelima→−∞ F (a) = 0.

La proposition 2.12 a une réciproque que nous énonçons dans le théorème 2.4.

Théorème 2.4Soit F une fonction deR dansR, croissante, continue à droite et t.q.limt→−∞, F (t) = 0 et
limt→+∞ F (t) = 1. Alors, il existe une unique probabilitép surB(R) telle queF soit la fonction de répartition
dep.

La démonstration du téorème 2.4 n’est pas faite ici car ce théorème est essentiellement contenu dans le théorème 2.5
que nous donnons maintenant.

Théorème 2.5 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soitm une mesure surB(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie"). Soita ∈ R, on définit la fonction
F deR dansR par : F (t) = m(]a, t]) si t ≥ a etF (t) = −m(]t, a]) si t ≤ a. Alors, la fonctionF est continue
à droite et croissante.
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2. Réciproquement, soitF une fonction deR dansR, croissante et continue à droite. Alors,il existe une unique
mesurem surB(R) t.q. pour touta, b ∈ R aveca ≤ b, on aitm(]a, b]) = F (b) − F (a). Cette mesure s’appelle
la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée àF .

DÉMONSTRATIONLa démonstration du premier item est essentiellement la même que celle de la proposition 2.12.
Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxième item, on introduitl, application définie de l’ensemble des intervalles deR de la forme
]a, b] dansR (a < b) par : l(]a, b]) = F (b) − F (a). La démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique
de cette application en une mesure surB(R) est très voisine à celle du théorème de Carathéodory (théorème 2.2).
Elle n’est pas détaillée ici.

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités et leurs fonctions de répartition asso-
ciées.

Définition 2.27 (Loi discrète) Soit p une probabilité sur les boréliens deR . On dit quep est discrète si elle
est purement atomique. L’ensemble de ses atomesA est nécessairement dénombrable (voir l’exercice 2.12). La
probabilitép s’écrit alorsp =

∑
a∈A p({a})δa, oùδa désigne la mesure de Dirac ena. La fonction de répartition

de la probabilitép est définie par :F (t) =
∑
a∈A,a≤t p({a})

Exemple 2.4 (Exemples de lois discrètes)Donnons quelques exemples de probabilités discrètes,p, surB(R) et
deA l’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.
– La loi uniforme :N ∈ N⋆, A = {a1, . . . , aN}, p({ai}) = 1

N
– La loi binômiale :N ∈ N⋆, A = {1, . . . , N}, P ∈]0, 1[, p({k}) = CkNP

k(1 − P )N−k

– La loi de Pascal :A = N, P ∈]0, 1[, p({k}) = P (1 − P )k−1

– La loi de Poisson à paramètreλ : A = N, λ > 0, p({k}) = e−λ λ
k

k!

Définition 2.28 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens deR . On dit quep est continue si sa
fonction de répartition est continue.

Exemple 2.5 (Exemple de loi continue)
La plupart des exemples de probabilités continues provientde ce qu’on appelle “les mesures de densité" par rapport
à la mesure de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on n’a pas encore
introduite. On peut toutefois déjà citer l’exemple de la loiuniforme sur un intervalle[a, b] deR : Soient−∞ < a

< b < +∞ ; pourA ∈ B(R), on posep(A) = λ(A∩[a,b])
b−a . On vérifie facilement quep est une probabilité appelée

probabilité uniforme sur[a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Corrigé 9 page 290
SoitE un ensemble.

1. SoitT une partie deP(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q.∅ ∈ T .
Montrer queT est une tribu, c’est-à-dire qu’elle vérifie aussiE ∈ T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

2. L’ensemble des parties finies deE est-il une tribu ?

41



Exercice 2.2 (Tribu engendrée)Corrigé 10 page 290
SoitE un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus surE est une tribu surE.

2. SoitA ⊂ P(E). On noteTA l’intersection de toutes les tribus surE contenantA (une partie deE appartient
donc àTA si et seulement si elle appartient à toutes les tribus contenantA, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenantA, c’est la tribuP(E)). Montrer queTA est la plus petite des tribus contenantA
(c’est la tribu engendrée parA).

3. SoientA etB ⊂ P(E) etTA, TB les tribus engendrées parA etB. Montrer que siA ⊂ B alorsTA ⊂ TB.

Exercice 2.3 (Exemples de tribus)Corrigé 11 page 291

1. Tribu trace

(a) SoitT une tribu sur un ensembleE etF ⊂ E. Montrer queTF = {A∩F ; A ∈ T } est une tribu surF (tribu
trace deT surF ).

(b) SiE est un espace topologique etT = B(E) (B(E) est la tribu borélienne deE), montrer que la tribu trace
surF , notéeTF , est la tribu engendrée par la topologie trace surF (tribu borélienne deF , notéeB(F )).
[Montrer queB(F ) ⊂ TF . Pour montrer queTF ⊂ B(F ), considérerC = {A ∈ P(E); A ∩ F ∈ B(F )} et
montrer queC est une tribu (surE) contenant les ouverts deE.] Si F est un borélien deE, montrer queTF
est égale à l’ensemble des boréliens deE contenus dansF .

2. SoitE un ensemble infini etS = {{x}, x ∈ E}. Déterminer la tribu engendrée parS (distinguer les casE
dénombrable et non dénombrable).

3. SoitE un ensemble etf une application deE dans lui-même. Montrer que l’ensemble des partiesA deE t.q.
f−1(f(A)) = A est une tribu surE.

4. SoitE un ensemble etA un sous-ensemble deE. Trouver la tribu engendrée parC = {B ⊂ E | A ⊂ B}. A
quelle condition obtient-onP(E) ou la tribu grossière ?

5. SoitE un ensemble etf une bijection deE. Montrer que l’ensemble des partiesA deE t.q. (x ∈ A ⇐⇒
f(x) ∈ A etf−1(x) ∈ A) est une tribu surE.

6. DansR2, soit C l’ensemble des parties deR2 contenues dans une réunion dénombrable de droites. Décrirela
tribu engendrée parC. Est-ce une sous-tribu deB(R2) ?

Exercice 2.4 (Tribus images)Corrigé 12 page 292
SoientE etF des ensembles. PourA ⊂ P(E) (resp.P(F )) on noteT (A) la tribu deE (resp.F ) engendrée par
A.
Soitf : E → F une application.

1. Montrer que siT ′ est une tribu surF , alorsf−1(T ′) = {f−1(B); B ∈ T ′} est une tribu surE (tribu image
réciproque).

2. Montrer que siT est une tribu surE, alorsT ′ = {B ⊂ F ; f−1(B) ∈ T } est une tribu surF (tribu image
directe).

3. Montrer que pour tout ensembleC de parties deF on a :T (f−1(C)) = f−1(T (C)). [On pourra montrer d’abord
queT (f−1(C)) ⊂ f−1(T (C)). Puis, pour montrer quef−1(T (C)) ⊂ T (f−1(C)), montrer queT = {G ⊂ F ;
f−1(G) ∈ T (f−1(C))} est une tribu contenantC.]

Exercice 2.5 (π-système,λ-système)Corrigé 13 page 293
SoitΩ un ensemble etF ⊂ P(Ω).

42



1. Montrer queF est une tribu si et seulement siF est unπ-système (c’est-à-dire stable par intersection finie) et un
λ-système (c’est-à-dire queF est stable par union dénombrable croissante,Ω ∈ F etA \ B ∈ F siA,B ∈ F
avecB ⊂ A).

2. On suppose queF est unλ-système. SoitC ∈ F . On poseG = {B ⊂ Ω t.q.C ∩ B ∈ F}. Montrer queG est
unλ-système.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne deR2) Corrigé 14 page 293
On noteT la tribu (surR2) engendrée par{A×B; A, B ∈ B(R)}. On va montrer ici queT = B(R2).

1. Montrer que tout ouvert deR2 est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts deR. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pourR au lieu deR2.] En déduire queB(R2) ⊂ T .

2. SoitA un ouvert deR etT1 = {B ∈ B(R); A × B ∈ B(R2)}. Montrer queT1 est une tribu (surR) contenant
les ouverts (deR). En déduire queT1 = B(R).

3. SoitB ∈ B(R) etT2 = {A ∈ B(R); A×B ∈ B(R2)}. Montrer queT2 = B(R).

4. Montrer queT ⊂ B(R2) (et donc queT = B(R2)).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne surRN ) Corrigé 15 page 295

1. Montrer que la tribu borélienne deRN est égale à celle engendrée par l’ensemble de toutes les boules ouvertes
deRN . [On pourra montrer d’abord que tout ouvert deRN est réunion dénombrable de boules ouvertes deRN .]

2. Montrer que la tribu borélienne deRN est égale à celle engendrée par l’ensemble des produits d’intervalles
ouverts à extrémités rationnelles.

3. Montrer que la tribu borélienne deR est engendrée par les intervalles]a, b] oùa, b ∈ R, a < b.

4. SoitS un sous ensemble dense deR. Montrer queB(RN) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennentS.

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable)(⋆⋆)
Montrer que toute tribu infinieT sur un ensemble (infini)E est non dénombrable. [SiT est dénombrable, on pourra
introduire, pour tout élémentx ∈ E, l’ensembleA(x) intersection de tous les éléments deT contenantx. Puis,
montrer à l’aide de ces ensembles qu’il existe une injectiondeP(N) dansT .]

Exercice 2.9 (Algèbre)Corrigé 16 page 296
SoitE un ensemble etA ⊂ P(E).

1. Montrer queA est une algèbre (cf. définition 2.4) si et seulement siA vérifie les deux propriétés suivantes :

(a)E ∈ A,

(b)A,B ∈ A ⇒ A \B ∈ A.

2. Soit(Ai)i∈I une famille d’algèbres (surE). Montrer que∩i∈IAi = {A ∈ P(E) ; A ∈ Ai pour touti ∈ I} est
encore une algèbre.

Si C ⊂ P(E), la deuxième question permet donc de définir l’algèbre engendrée parC comme l’intersection de
toutes les algèbres surE contenantC.

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus)
SoitE un ensemble. Soit(An)n∈N une suite croissante de tribus deE. Montrer queA = ∪n∈NAn est une algèbre
(cf. définition 2.4), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algèbres finies de parties de[0, 1] dont
la réunion engendreB([0, 1]).
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Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)
SoitE un ensemble.

1. Soit(Ai)i∈I une partition dénombrable deE. Décrire la tribu engendrée par cette partition, c’est à dire par le
sous ensemble deP(E) dont les éléments sont lesAi. Cette tribu est-elle dénombrable?

2. Montrer que toute tribu finie de parties deE est la tribu engendrée par une partition finie deE. Quel est le
cardinal d’une telle tribu ?

3. (⋆) Montrer que siE est dénombrable, toute tribu surE est engendrée par une partition.

Exercice 2.12Corrigé 17 page 296
SoitE un ensemble etC un ensemble de parties deE. On suppose que∅, E ∈ C, queC est stable par intersection
finie et que le complémentaire de tout élément deC est une union finie disjointe d’éléments deC, c’est-à-dire :

C ∈ C ⇒ ∃n ∈ N⋆ etC1, . . . , Cn ∈ C t.q.Cc = ∪np=1Cp etCp ∩ Cq = ∅ si p 6= q.

On noteB l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments deC. Une partie deE est donc un élément deB si
et seulement si il existen ∈ N⋆ et (Ap)p=1,...,n ⊂ C t.q.Ap ∩Aq = ∅ si p 6= q etA = ∪np=1Ap.

1. Montrer queB est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.

2. Montrer que l’algèbre (cf. définition 2.4) engendrée parC est égale àB.

Exercice 2.13 (Classes monotones)Corrigé 18 page 297
SoitE un ensemble. PourΣ ⊂ P(E), on dit queΣ est une classe monotone (surE) si Σ vérifie les deux propriétés
suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :
– (An)n∈N ⊂ Σ,An ⊂ An+1 pour toutn ∈ N ⇒ ∪n∈NAn ∈ Σ,
– (An)n∈N ⊂ Σ,An ⊃ An+1 pour toutn ∈ N ⇒ ∩n∈NAn ∈ Σ.

1. SoitΣ ⊂ P(E). Montrer queΣ est une tribu si et seulement siΣ est une classe monotone et une algèbre (cf.
exercice 2.9).

2. Donner un exemple, avecE = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

3. Soit(Σi)i∈I une famille de classes monotones (surE). Montrer que∩i∈IΣi = {A ∈ P(E) ; A ∈ Σi pour tout
i ∈ I} est encore une classe monotone.

Si C ⊂ P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée parC comme l’intersection
de toutes les classes monotones surE contenantC.

4. (Lemme des classes monotones) SoitA une algèbre surE. On noteΣ la classe monotone engendrée parA et
on noteT la tribu engendrée parA.

(a) Montrer queΣ ⊂ T .

(b) SoitA ⊂ E. On poseΣA = {B ⊂ E ; A \B ∈ Σ etB \A ∈ Σ}. Montrer queΣA est une classe monotone.

(c) (Question plus difficile.) Montrer queΣ est une algèbre. [Utiliser la question (b) et la première question de
l’exercice 2.9.] En déduire queT = Σ.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée)Corrigé 19 page 299
SoitE un ensemble etA ⊂ P(E). On dit queA est stable par intersection finie siA,B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A. On
dit queA est stable par différence si :

A,B ∈ A, B ⊂ A⇒ A \B = A ∩Bc ∈ A.
On dit queA est stable par union dénombrable disjointe si :

(An)n∈N ⊂ A, An ∩Am = ∅ pourn 6= m⇒ ∪n∈NAn ∈ A.
SoitC ⊂ P(E).
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1. On noteZ l’ensemble des parties deP(E) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existeD ∈ Z t.q.C ⊂ D et :

A ∈ Z, C ⊂ A ⇒ D ⊂ A.

Dans la suite, on note toujoursD cette partie deP(E). On suppose maintenant queC est stable par intersection
finie et queE ∈ C.

2. PourA ∈ P(E), on noteDA = {D ∈ D t.q.A ∩D ∈ D}.

(a) SoitA ∈ P(E). Montrer queDA est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.

(b) SoitA ∈ C. Montrer queC ⊂ DA. En déduire queDA = D.

(c) SoitA ∈ D. Montrer queDA = D. En déduire queD est stable par intersection finie.

3. Montrer queD est une tribu. En déduire queD est la tribu engendrée parC.

2.7.2 Mesures

Exercice 2.15 (Exemple de mesures)Corrigé 20 page 301
Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partieA deE, on posem(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, etm(A) = +∞ sinon. L’applicationm est-elle une mesure surP(E) ?

Exercice 2.16 (Mesure trace et restriction d’une mesure)Corrigé 21 page 301
Soit (E, T,m) un espace mesuré

1. SoitF ∈ T . Montrer que la tribu trace deT surF , notéeTF , est incluse dansT (cette tribu est une tribu surF ).
Montrer que la restriction dem àTF est une mesure surTF . On l’appellera latracedem surF . Sim(F ) <∞,
cette mesure est finie.

2. SoitA une tribu incluse dansT . La restriction dem àA est une mesure. Est-elle finie (resp.σ-finie) sim est
finie (resp.σ-finie) ?

Exercice 2.17Corrigé 22 page 302
Soit(E, T,m) un espace mesuré fini (“fini" signifie quem(E) <∞) et(An)n∈N, (Bn)n∈N des suites d’ensembles
mesurables tels queBn ⊂ An pour toutn ∈ N.

1. Montrer que(∪n∈NAn) \ ∪n∈NBn ⊂ ∪n∈N(An \Bn).

2. Montrer quem(∪n∈NAn) −m(∪n∈NBn) ≤
∑

n∈N(m(An) −m(Bn)).

Exercice 2.18Corrigé 23 page 302
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini et(An)n∈N ⊂ T t.q., pour toutn ∈ N, m(An) = m(E). Montrer que
m(∩n∈NAn) = m(E).

Exercice 2.19 (Sur la mesure d’une union. . . )Corrigé 24 page 302
Soit (Ω,A,m) un espace mesuré etn ∈ N⋆. SoitA1, . . . , An ∈ A etB ∈ A. On suppose quem(Ap) < ∞ pour
toutp. Montrer que

m(∪np=1(B ∩Ap)) =

n∑

k=1

(−1)k+1


 ∑

1≤i1<...<ik≤n
m(B ∩ (∩kj=1Aij ))


 .

Exercice 2.20 (Contre exemples. . . )Corrigé 25 page 303
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1. Soitλ la mesure de Lebesgue surB(R) etA ∈ B(R) t.q.λ(A) = 0. A-t-on nécessairementA fermé ?

2. Soit (E, T ) un espace mesurable etC ⊂ P(E) qui engendreT . On considèrem1 etm2 des mesures surT .
Montrer quem1(A) = m2(A) pour toutA ∈ C n’implique pas quem1 = m2 surT . [On pourra trouver un
exemple (facile) avec(E, T ) = (R,B(R)) etm1, m2 non finies. Un exemple avec(E, T ) = (R,B(R)) etm1,
m2 finies est aussi possible mais plus difficile à trouver. . .]

Exercice 2.21 (Résultat d’unicité)Corrigé 26 page 303
Soit (E, T ) un espace mesurable etm,µ deux mesures surT . SoitC ⊂ P(E). On suppose queC engendreT et
queC est stable par intersection finie.

On suppose quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ C.

1. On suppose queE ∈ C et quem(E) <∞. Montrer quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ T . [On pourra introduire
D = {A ∈ T, m(A) = µ(A)} et utiliser l’exercice 2.14.]

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite(En)n∈N ⊂ C t.q.En ∩ Em = ∅ si n 6=m,m(En) <∞ pour toutn ∈ N etE
= ∪n∈NEn. Montrer quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ T .

3. Avec(E, T ) = (R,B(R), donner un exemple pour lequelE ∈ C etm 6= µ.

Exercice 2.22 (Existence d’une mesure, De l’algèbre à laσ-algèbre)
Soit Ω un ensemble,F0 une algèbre surΩ etm une mesure surF0 (c’est-à-dire quem est une application deF0

dansR+,m(∅) = 0 etm(∪n∈NAn) =
∑
n∈N m(An) pour toute suite(An)n∈N d’éléments deF0 disjoints 2 à 2 et

t.q.∪n∈NAn ∈ F0). On noteF = σ(F0). Cette exercice montre qu’il est possible de prolongerm en une mesure
surF .

PourA ⊂ Ω on pose
m⋆(A) = inf{

∑

n∈N

m(An), (An)n∈N ⊂ F0, A ⊂ ∪n∈NAn}.

1. Montrer quem⋆ vérifie les 3 propriétés suivantes :
–m⋆(∅) = 0,
– (monotonie dem⋆) pour toutA,B ∈ P(Ω),A ⊂ B ⇒ m⋆(A) ≤ m⋆(B),
– (σ-sous-additivité dem⋆) pour toute suite(An)n∈N ⊂ P(Ω),m⋆(∪n∈NAn) ≤

∑
n∈N m

⋆(An).
N.B. : On dit quem⋆ est une mesure extérieure.

SoitA ∈ P(Ω).
On dit queA estm⋆-mesurable si on a, pour toutE ∈ P(Ω),m⋆(E) = m⋆(E ∩A) +m⋆(E ∩Ac).
On noteM l’ensemble des parties deE m⋆-mesurables.

2. SoitA ∈ P(Ω). Montrer queA estm⋆-mesurable si et seulement si on a, pour toutE ∈ P(Ω) t.q.m⋆(E) <∞,
m⋆(E) ≥ m⋆(E ∩A) +m⋆(E ∩Ac).

3. Montrer queM est une algèbre. [On montrera queΩ ∈ M, puis queA ∩Bc ∈ M pour toutA,B ∈ M.]

4. Montrer queM est uneσ-algèbre. [On pourra montrer, par exemple, queM est stable par union dénombrable.]

5. Montrer que la restriction dem⋆ àM est une mesure.

6. Montrer queF0 ⊂ M et quem⋆ = m surF0. En déduire queF ⊂ M et que la restriction dem⋆ àF est une
mesure surF prolongeantm.

Exercice 2.23 (Un pas vers l’unicité d’une mesure)
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Soit Ω un ensemble,F une tribu surΩ etµ1, µ2 deux mesures surF . SoitA ∈ F t.q.µ1(A) = µ2(A) < ∞. On
poseL = {B ∈ F t.q.µ1(A ∩B) = µ2(A ∩ B)}. Montrer queL est unλ-système (c’est-à-dire queL est stable
par union dénombrable croissante,Ω ∈ F etB \ C ∈ F siB,C ∈ F avecC ⊂ B).

Exercice 2.24 (Mesure atomique, mesure diffuse)Corrigé 27 page 304
Soit (E, T ) un espace mesurable t.q.{x} ∈ T pour toutx ∈ E. Une mesurem surT est diffuse sim({x}) = 0
pour toutx ∈ E. Une mesurem surT est purement atomique si il existeS ∈ T t.q.m(Sc) = 0 etm({x}) > 0 si
x ∈ S.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour(E, T ) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse.[Montrer que la mesure de Lebesgue surB(R)
est diffuse.]

2. Soitm une mesure diffuse surT . Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesurenulle.

3. Soitm une mesure surT . On suppose quem estσ-finie, c’est à dire qu’il existe(En)n∈N ⊂ T t.q.E = ∪n∈NEn
etm(En) < +∞ pour toutn ∈ N.

(a) Montrer que l’ensemble desx ∈ E t.q. m({x}) > 0 (de telsx sont appelés “atomes" dem) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire l’ensembleAn,k = {x ∈ En; m({x}) ≥ 1

k}.]

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffusemd et une mesure purement atomiquema sur T telles quem =
md + ma. Montrer quemd et ma sont étrangères, c’est à dire qu’il existeA ∈ T t.q. md(A) = 0 et
ma(A

c) = 0.

(c) Montrer que sim est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieureou égale à la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-être inexact sim n’est queσ-finie.

4. Pour(E, T ) = (R,B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont l’ensemble des atomes
est infini.

Exercice 2.25 (limites sup et inf d’ensembles)Corrigé 28 page 307
Soit (E, T,m) un espace mesuré et(An)n∈N ⊂ T . On rappelle quelim supn→∞An = ∩n∈N ∪p≥n Ap et
lim infn→∞ An = ∪n∈N ∩p≥n Ap.
1. On suppose qu’il existen0 ∈ N t.q.m(∪p≥n0Ap) <∞. Montrer que

m(lim inf
n→∞

An) ≤ lim inf
n→∞

m(An) ≤ lim sup
n→∞

m(An) ≤ m(lim sup
n→∞

An).

2. Donner un exemple (c’est-à-dire choisir(E, T,m) et (An)n∈N ⊂ T ) pour lequel :

lim sup
n→∞

m(An) > m(lim sup
n→∞

An).

3. Donner un exemple avecm finie (c’est-à-direm(E) <∞) pour lequel

m(lim inf
n→∞

An) < lim inf
n→∞

m(An) < lim sup
n→∞

m(An) < m(lim sup
n→∞

An).

4. (⋆) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que
∑

n∈N m(An) <∞.
Montrer quem(lim supn→∞ An) = 0.

Exercice 2.26 (Petit ouvert dense. . . )Corrigé 29 page 308
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On considère ici l’espace mesuré(R,B(R), λ). Soitε > 0, peut-on construire un ouvert dense dansR de mesure
inférieure àε ? [On rappelle qu’une partieA deR est dense dansR siA = R ou encore si, pour toutx ∈ R et pour
toutε > 0, il existea ∈ A t.q. |x− a| < ε.]

Exercice 2.27 (Non existence de la mesure de Lebesgue surP(R)) Corrigé 30
On définit la relation d’équivalence sur[0, 1[ : xRy si x − y ∈ Q. En utilisant l’axiome du choix, on construit un
ensembleA ⊂ [0, 1[ tel queA contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pourq ∈ Q∩ [0, 1[,
on définitAq = {y ∈ [0, 1[ ; y = x + q ouy = x + q − 1, x ∈ A}, c’est-à-direAq = {y ∈ [0, 1[ ; y − q ∈ A ou
y − q + 1 ∈ A}.

1. Montrer que
⋃
q∈Q∩[0,1[Aq = [0, 1[.

2. Montrer que sim est une application deP(R) dansR+, invariante par translation et vérifiantm([0, 1[) = 1,m
ne peut pas êtreσ- additive. En déduire la non-existence d’une mesurem, surP(R), invariante par translation
et t.q.m([a, b]) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b. En particulier, montrer que l’applicationλ⋆, définie en cours,
ne peut pas être une mesure surP(R).

Exercice 2.28 (Non existence d’une mesure surP(R) donnant la longueur)
Cet exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de mesure surP(R) t.q.
m([a, b]) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b, sans l’hypothèse d’invariance par translation de l’exercice précédent.

SoitE un ensemble non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un ordre total, noté≤, tel que pour tout
x ∈ E, l’ensemble{y ∈ E; y ≤ x} est dénombrable, c’est-à-dire qu’il existe une application fx injective de cet
ensemble dansN. SiE = R ouE = [0, 1], on peut démontrer l’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de l’axiome du continu). Soitm une mesure surP(E) ; on suppose quem est finie, i.e.m(E) < +∞, et diffuse.
On se propose de montrer quem est nulle, i.e.m(A) = 0, pour toutA ∈ P(E). On pose, pourx ∈ E etn ∈ N,
Ax,n = {y ∈ E; y ≥ x etfy(x) = n}.

1. Montrer que pour toutx, y ∈ E etn ∈ N, Ax,n ∩Ay,n = ∅.
En déduire que, pour toutn ∈ N, {x ∈ E;m(Ax,n) 6= 0} est au plus dénombrable (utiliser le fait quem est
finie).

2. Montrer qu’il existex ∈ E t.q., pour toutn ∈ N,m(Ax,n) = 0.

3. En déduire quem est nulle (montrer pour cela quem(E) = 0 en utilisant la question précédente et le fait que
m est diffuse).

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesurem surP(R) t.q.m(]a, b[) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b.

Exercice 2.29Corrigé 31 page 309
Soitm une mesure surB(R) t.q. pour tout intervalleI et toutx ∈ R on aitm(I) = m(I+x) (avecI+x = {a+x,
a ∈ I}) etm([0, 1]) = 1. Montrer que pour toutx ∈ R,m({x}) = 0 (i.e.m est diffuse). En déduire quem est la
mesure de Lebesgue surB(R). [On pourra découper[0, 1[ enq intervalles de longueur1/q.]

Exercice 2.30 (Support d’une mesure sur les boréliens)Corrigé 32 page 310
Soitm une mesure surB(Rd). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appellele supportdem. [On pourra, par exemple, considérer les pavés à
extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pourm.]

Exercice 2.31 (Ensemble de Cantor)Corrigé 33 page 311
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On considère l’espace mesuré([0, 1],B([0, 1]), λ).
On poseC0 = [0, 1], a0

1 = 0, b01 = 1, etα0 = 1. Pourn ≥ 0, on construitCn+1 ⊂ [0, 1] de la manière suivante : on

supposeCn =
⋃2n

p=1[a
n
p , b

n
p ] connu, et on définitCn+1 =

⋃2n+1

p=1 [an+1
p , bn+1

p ] où, pourp = 1, . . . , 2n, an+1
2p−1 = anp ,

bn+1
2p−1 = anp +αn+1, an+1

2p = bnp −αn+1 etbn+1
2p = bnp , avecαn+1 = ρnαn

2 , et0 < ρn < 1. On poseC = ∩n≥0Cn
(C s’appelle “ensemble de Cantor", l’exemple le plus classique est obtenu avecρn = 2

3 pour toutn ∈ N).

1. Montrer queCn+1 ⊂ Cn.

2. Montrer queC est compact et
◦
C= ∅.

3. (Question plus difficile.) Montrer queC est non dénombrable.

4. Montrer que siρn ne dépend pas den, alorsλ(C) = 0. En déduire que siA ∈ B([0, 1]), λ(A) = 0 n’entraîne
pas queA est dénombrable.

5. Soit0 < ǫ < 1. Montrer qu’il existe une suite(ρn)n≥0 ⊂]0, 1[ t.q.λ(C) = ǫ.

6. Soitf lipschitzienne deR dansR. Montrer que siA est un compact de[0, 1] t.q.λ(A) = 0, alorsf(A) est un
compact deR t.q.λ(f(A)) = 0.

7. Construire une fonction continue deR dansR t.q. siA est un compact de[0, 1] t.q. λ(A) = 0, on n’a pas
forcémentλ(f(A)) = 0 (maisf(A) est un compact deR). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesureǫ > 0 (cf question 5).]

Exercice 2.32 (Mesure complète)Corrigé 34 page 314
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Une partieB deE est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de
T de mesure nulle. On noteNm l’ensemble des parties négligeables. On poseT = {A ∪N ; A ∈ T, N ∈ Nm}.

1. Montrer queT est une tribu et queT ∪ Nm ⊂ T .

2. SoitA1, A2 ∈ T etN1, N2 ∈ Nm t.q.A1 ∪N1 = A2 ∪N2. Montrer quem(A1) = m(A2).

PourB ∈ T , soitA ∈ T etN ∈ Nm t.q.B = A ∪N , on posem(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)

3. Montrer quem est une mesure surT etm|T = m. Montrer quem est la seule mesure surT égale àm surT .

4. Montrer queNm = Nm ⊂ T .

L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire",du point de vue de l’intégration, entre(E, T,m) et son
complété(E, T ,m).

Exercice 2.33 (Série commutativement convergente dansR) Corrigé 35 page 316
Soit (an)n∈N ⊂ R. Le but de l’exercice est de montrer que si la série

∑
n∈N aϕ(n) est convergente pour toute

bijectionϕ : N → N, alors la série
∑

n∈N an est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que
∑
n∈N a

+
n = ∞. Montrer qu’il existeϕ : N → N,

bijective, t.q.
∑n

p=0 aϕ(p) → ∞ quandn→ ∞. Conclure.

Exercice 2.34 (Régularité d’une mesure surB(R), finie sur les bornés)
Cet exercice redémontre le théorème de régularité (théorème 2.3).
I. Soit m une mesure finie surB(R), tribu borélienne surR. On pose :T = {A ∈ B(R) tel que∀ ε > 0, ∃O

ouvert deR, etF fermé deR, tels queF ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε}.
1. Soienta et b ∈ R, a < b. Montrer que]a, b[∈ T .
2. Montrer queT est une tribu. En déduire quem est régulière.
3. En déduire que,∀A ∈ B(R),m(A) = inf{m(O), O ⊃ A,O ouvert deR}.
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II. Soit m une mesure surB(R), tribu borélienne surR. On suppose que pour toute partieB bornée deR t.q.
B ∈ B(R), on a :m(B) < +∞.
PourB ∈ B(R), on pose :νB(A) = m(A ∩B), ∀A ∈ B(R).
1. SoitB ∈ B(R) une partie bornée deR ; montrer queνB est une mesure finie.
2. Soientε > 0 et A ∈ B(R), montrer que, pour toutn ∈ Z, il existe un ouvertOn de R tel queOn ⊃
A∩]n, n + 1] etm(On) ≤ m(A∩]n, n + 1]) +

ε

2|n|
. [AppliquerI.3 avecνBn

, Bn ouvert borné contenant

]n, n+ 1], etA∩]n, n+ 1].]
3. a) Soientε > 0 etA ∈ B(R). Montrer que pour toutn ∈ Z, il existeOn ouvert deR etFn fermé deR t.q.

Fn ⊂ A∩]n, n+ 1] ⊂ On etm(On \ Fn) ≤ ε
2|n| .

b) Montrer quem est régulière. [On pourra remarquer, en le démontrant, que siFn est fermé etFn ⊂
]n, n+ 1]∀n ∈ Z, alors

⋃
n∈Z Fn est fermé.]

c) Montrer quem(A) = inf{m(O), A ⊂ O,O ouvert deR}, ∀A ∈ B(R).
III. On noteλ la mesure de Lebesgue sur(R,R). Soit α ∈ R⋆ et β ∈ R. SoitA ∈ R. On poseαA + β =
{αx+ β, x ∈ A}. Montrer queαA+ β ∈ R et queλ(αA+ β) = |α|λ(A). [On pourra commencer par étudier
le cas oùA est un ouvert deR.] (Nous appellerons cette propriété : “invariance par translation généralisée pour
la mesure de Lebesgue".)

Exercice 2.35 (Mesure surS1) Corrigé 36 page 317
On considèreS1 = {(x, y)t ∈ R2, |x|2 + |y|2 = 1} (S1 est donc le cercle unité deR2). Pourz = (x, y)t ∈ S1,
il existe un uniqueθz ∈ [0, 2π[ t.q. x = cos(θz) et y = sin(θz). Pourα ∈ [0, 2π[ et z ∈ S1 on poseRα(z) =
(cos(θz + α), sin(θz + α))t. Noter queRα est une bijection deS1 surS1 (c’est la rotation d’angleα).

Définir une tribuT surS1, t.q. T contienne les parties de la forme{(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈]α, β[} avec−∞ <
α < β < ∞, et une mesureµ surT de sorte que(S1, T, µ) soit un espace mesuré avecµ(S1) = 1 et t.q.µ soit
invariante par rotation (c’est à dire que, pour toutA ∈ T etα ∈ [0, 2π[, on aitRα(A) = {Rα(z), z ∈ A} ∈ T et
µ(Rα(A)) = µ(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne deR, notéeB(R), et la mesure de Lebesgue surB(R).]

2.7.3 Probabilités

Exercice 2.36 (Exemple de probabilité)
SoitE = {xk, k ∈ N} un ensemble infini dénombrable et(pk)k∈N ⊂ [0, 1]N t.q.pk ≥ 0 ∀k ∈ N et

∑
k∈N pk = 1.

1. Montrer que, pour toutA ∈ P(E), A 6= ∅, on peut définirp(A) =
∑
k;xk∈A pk. On posep(∅) = 0.

2. Montrer quep définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.37 (Lemme de Borel-Cantelli)Corrigé 37 page 318
Soient(E, T, p) un espace probabilisé et(An)n∈N ⊂ T . On poseBn = ∪k≥nAk etA = ∩n∈NBn (on rappelle
queA = lim supn→∞An).

1. Montrer que si
∑

n∈N p(An) < +∞ alorsp(A) = 0.

2. On suppose que, pour toutn ∈ N⋆, les événementsA1, . . . , An sont indépendants. On suppose aussi que∑
n∈N p(An) = ∞. Montrer quep(A) = 1.

Exercice 2.38SoientE une “population", c’est-à-dire un ensemble fini,et(Cn)n∈N une famille de "sous-popula-
tions", c’est-à-dire un système de constituants de l’espace probabilisable(E,P(E)). SoitPn la probabilité qu’un
individu de la population appartienne à la sous-populationCn, c’est-à-direp(Cn), où p est une probabilité sur
(E,P(E)). Sachant que dans chaque sous-population la probabilité d’être gaucher estQn, trouver la probabilité
qu’un gaucher appartienne àCn.
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Exercice 2.39SoientS1 (resp.S2) un seau contenantn1 cailloux noirs etb1 cailloux blancs (resp.n2 cailloux
noirs etb2 cailloux blancs). On tire au hasard, de manière équiprobable, un des deux seaux, et on tire ensuite
au hasard, de manière équiprobable, un caillou dans ce seau.Sachant qu’on a tiré un caillou noir, quelle est la
probabilité de l’avoir tiré du seauS1 ?

Exercice 2.40Soientp une probabilité sur(R,B(R)) et F la fonction de répartition dep. Montrer queF est
continue ssip({a}) = 0. En déduire queF est continue siF ne charge pas les points.
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Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables aléatoires

3.1 Introduction, topologie surR+

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires à la définition de l’intégrale de Lebesgue.
De la même manière que les fonctions en escalier ont été introduites lors de la définition de l’intégrale des fonc-
tions réglées, nous introduisons maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable(E, T ). Nous
introduirons ensuite les concepts de fonction mesurable etde variable aléatoire, ainsi que les premières notions de
convergence de ces fonctions. La notion de variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est
en général par la connaissance de la variable aléatoire (et par sa “loi de probabilité") que se construit le modèle
probabiliste, l’espace probabilisé(E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’objectif est d’intégrer des fonctions deE (espace de départ) dansF (espace d’arrivée). Pour construire ainsi
une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au départ etun espace topologique à l’arrivée, car nous aurons
besoin dans l’espace d’arrivée d’une notion de convergence(pour les procédés de passage à la limite dans la
définition de l’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie de l’intégration)R, C, RN ou un
espace de Banach. Le procédé de construction dû à Lebesgue donne un rôle fondamental aux fonctions à valeurs
dansR+ (et à la notion de convergence “croissante") et nous aurons besoin d’utiliser la topologie deR+ (voir
la définition 3.1).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensembleF muni d’une famille de parties deF ,
appelées “ouverts deF ", contenant∅ et F , stable par union (quelconque) et stable par intersection finie. On
rappelle aussi que, dans un espace topologique,xn → x, quandn → ∞, signifie que, pour toutO ouvert
contenantx, il existen0 t.q.xn ∈ O pour toutn ≥ n0.

3. SoitF un espace topologique etG ⊂ F . On appelle topologie trace surG, ou topologie induite surG, la
topologie définie par l’ensemble des restrictions àG des ouverts deF . Si O ⊂ G, O est un ouvert deG si et
seulement si il existeU ouvert deF t.q.O = U ∩ G. Noter donc queO peut ne pas être un ouvert deF si G
n’est pas un ouvert deF . Par contre, il est important de remarquer que siG est un borélien deF (c’est-à-dire
G ∈ B(F ), B(F ) étant la tribu engendrée par les ouverts deF ), l’ensemble des boréliens deG est exactement
l’ensemble des boréliens deF inclus dansG, c’est-à-direB(G) = {B ⊂ G ; B ∈ B(F )}, ceci est démontré
dans l’exercice 2.3 page 42.

4. Un exemple fondamental de topologie sur l’ensembleF est celui de la topologie donnée par une distance surF .
Dans le cas deF = R, nous considérerons toujoursR muni de la topologie donnée par la structure métrique de
R, c’est-à-dire par l’application “distance" définie pard(a, b) = |b− a|.
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Définition 3.1 (Topologie et tribu de Borel surR+) R+ = R+ ∪ {∞}
1. SoitO ⊂ R+.O est un ouvert si pour touta ∈ O on a :

(a) Si0 < a <∞, alors il existeε ∈ R⋆+ t.q. ]a− ε, a+ ε[⊂ O,

(b) sia = 0, alors il existeα ∈ R⋆+ t.q. [0, α[⊂ O,

(c) sia = ∞, alors il existeα ∈ R+ t.q. ]α,∞] ⊂ O.

2. B(R+) est la tribu (surR+) engendrée par les ouverts deR+. SoitB ⊂ R+, on peut montrer (voir la remarque
3.2 ci après) queB ∈ B(R+) si et seulement siB ∩ R ∈ B(R) (B(R) est la tribu de Borel surR).

Remarque 3.2

1. La topologie surR+ est la topologie induite par celle deR+, c’est aussi la topologie induite par celle deR.
L’ensemble des boréliens deR+ est donc égal à l’ensemble des boréliens deR+ inclus dansR+ et c’est aussi
l’ensemble des boréliens deR inclus dansR+ (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que{∞} ∈ B(R+)
(car{∞} est, par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts deR+). On en déduit que, siB ⊂ R+, on a
B ∈ B(R+) si et seulement siB ∩ R ∈ B(R) (noter queB ∩ R = B ∩ R+).

2. SoitA ⊂ R+,A est donc un borélien deR+ si et seulement siA ∈ B(R) ou siA = B ∪ {∞}, avecB ∈ B(R).

3. La définition de la topologie surR+ donne bien que, pour(xn)n∈N ⊂ R+, on axn → ∞ (dansR+, quand
n → ∞) si et seulement si, pour toutα > 0, il existen0 t.q. xn ∈]α,∞] pour toutn ≥ n0 (ce qui est la
définition usuelle de convergence vers∞).

4. On peut aussi montrer (exercice. . . ) queB(R+) est la tribu engendrée parC1 = {]a,∞]; a ∈ R+}. C’est aussi
la tribu engendrée parC2 = {]a,∞[∩R+; a ∈ R}. Par contre, ce n’est pas la tribu engendrée (surR+) par
C3 = {]a,∞[; a ∈ R+} (on a doncT (C3) ⊂ B(R+) etT (C3) 6= B(R+)).

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.2 (Fonction caractéristique) Soient(E, T ) un espace mesurable et soitA ∈ T . On appelle fonction
caractéristique mesurable de l’ensembleA, et on note1A (ouχA) la fonction définie par :1A(x) = 1 si x ∈ A et
1A(x) = 0 si x ∈ Ac.

Définition 3.3 (Fonction étagée)Soient(E, T ) un espace mesurable etf ; E → R.

1. On dit quef est étagée (ouT -étagée) sif est une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques

mesurables, c’est-à-dire s’il existe une famille finie(Ai)i=1,...,n ⊂ T etn réelsa1, ..., an tels quef =

n∑

i=1

ai1Ai
.

2. On dit quef est étagée positive sif est étagée et prend ses valeurs dansR+.

On noteE l’ensemble des fonctions étagées etE+ l’ensemble des fonctions étagées positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir l’intégrale à partir de la notion de mesure. On
se limite pour l’instant aux fonctions positives afin de donner un sens à l’addition de mesures infinies. Notons que,
dans la définition d’une fonction étagée, les ensemblesAi peuvent être d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de considérer une décomposition
de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection vide. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 3.1 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive)
Soit (E, T ) un espace mesurable, et soitf ∈ E+ une fonction étagée positive, non identiquement nulle. Alors il
existe une unique famille finie(ai, Ai)i=1,...,n ⊂ R⋆+×T t.q.0 < a1 < . . . < an,Ai 6= ∅, pour touti,Ai∩Aj = ∅,
si i 6= j, etf =

∑n
i=1 ai1Ai

.
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DÉMONSTRATION : Soient(Bi)i=1,...,p ⊂ T , (bi)i=1,...,p ⊂ R et f =
∑p

i=1 bi1Bi
une fonction étagée positive

non nulle. L’ensembleImf des valeurs prises parf est donc fini. CommeImf ⊂ R+, on a doncImf \ {0} =
{a1, . . . , an} avec0 < a1, . . . < an. En posantAi = {x ∈ E; f(x) = ai}, on a doncf =

∑n
i=1 ai1Ai

avec
Ai 6= ∅ etAi ∩ Aj = ∅. (Noter aussi que{x ∈ E; f(x) = 0} = (∪ni=1Ai)

c.) Il reste à montrer queAi ∈ T .
Pouri ∈ {1, . . . , n}, on poseIi = {K ⊂ {1, . . . , p} ; ai =

∑
k∈K bk}. On a alors, pour touti ∈ {1, . . . , n},

Ai = ∪K∈Ii
CK , avecCK = ∩pj=1Dj,Dj = Bj si j ∈ K etDj = Bcj si j 6∈ K. Les propriétés de stabilité d’une

tribu nous donnent alors queAi ∈ T pour touti ∈ {1, . . . , n}. On a donc trouvé la décomposition voulue def .
Le fait que cette décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement{a1, . . . , an} = Imf \ {0} et
Ai = {x ∈ E; f(x) = ai}.

On aurait envie à partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la forme précédente, de définir
l’intégrale def comme

∫
fdm =

∑n
i=1 aim(Ai).

En fait, on pourra même (cf définition 4.1) définir l’intégrale d’une fonction étagée avec une décomposition plus
générale (non unique) grâce au lemme suivant :

Lemme 3.2 Soit (E, T,m) un espace mesuré et soitf ∈ E+ une fonction étagée positive non nulle, t.q.f =
n∑

i=1

ai1Ai
et f =

p∑

i=1

bi1Bi
où a1, ..., an, b1, ..., bp sont des réels strictement positifs,(Ai)i=1,...,n ⊂ T et

(Bi)i=1,...,p ⊂ T sont des familles de parties disjointes deux à deux, i.e. telles queAi ∩Aj = ∅ etBi ∩Bj = ∅ si
i 6= j. Alors :

n∑

i=1

aim(Ai) =

p∑

j=1

bjm(Bj). (3.1)

DÉMONSTRATION : On pose, pouri = 1, . . . , n et j = 1, . . . , p, Cij = Ai ∩ Bj . En remarquant que{x; f(x) >
0} = ∪ni=1Ai = ∪pj=1Bj , on écritAi = ∪pj=1Cij etBj = ∪ni=1Cij . On peut donc écrire

n∑

i=1

aim(Ai) =

n∑

i=1

p∑

j=1

aim(Cij) (3.2)

et
p∑

j=1

bjm(Bj) =

p∑

j=1

n∑

i=1

bjm(Cij) (3.3)

On remarque alors queai = bj dès queCij 6= ∅, d’où l’égalité 3.1.

Lemme 3.3 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition)
Soit (E, T ) un espace mesurable, et soitf ∈ E une fonction étagée. Alors il existe une unique famille finie
(ai, Ai)i=0,...,n ⊂ R × T t.q. ai 6= aj si i 6= j, Ai 6= ∅, pour touti, Ai ∩ Aj = ∅, si i 6= j, E = ∪ni=0Ai et
f =

∑n
i=0 ai1Ai

.

DÉMONSTRATION :
La démonstration est très voisine de celle donnée pour la décomposition d’une fonction étagée positive (lemme
3.1). L’ensemble{ai, i ∈ {0, . . . , n}} est l’ensemble de toutes les valeurs prises parf (et pas seulement les valeurs
non nulles) etAi = {x ∈ E ; f(x) = ai}.

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant queE est un espace vectoriel surR.
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Proposition 3.1 (Structure vectorielle deE) Soit(E, T ) un espace mesurable, l’ensemble des fonctions étagées,
E , est un espace vectoriel surR. De plus, sif, g ∈ E , on a aussifg ∈ E .

DÉMONSTRATION :
Soit f, g ∈ E et soitα, β ∈ R. On utilise la décomposition def et g donnée dans le lemme 3.3. Elle donne
f =

∑n
i=0 ai1Ai

et g =
∑m
j=0 bj1Bi

. Comme les familles(Ai){i∈{0,...,n}} et (Bj){j∈{0,...,m}} forment des
partitions deE, on a :

f =
∑n

i=0

∑m
j=0 ai1Ai∩Bj

etg =
∑m

j=0

∑n
i=0 bj1Ai∩Bj

,

de sorte queαf + βg =
∑n

i=0

∑m
j=0(αai + βbi)1Ai∩Bj

, ce qui montre queαf + βg ∈ E , et donc queE est un
espace vectoriel.

D’autre part, on remarque aussi quefg =
∑n

i=0

∑m
j=0 aibi1Ai∩Bj

, ce qui montre quefg ∈ E .

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de l’intégrale des fonctions étagées (voir proposition
4.1).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale à une classe de fonctions plus générale que celle des fonctions étagées (posi-
tives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On pourra ensuite utiliser une technique de “passage à la
limite" pour définir l’intégrale de telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonctionf deE dansF . L’espace de départ,E, est
muni d’une tribu et l’espace d’arrivée,F , est, en général, muni d’une topologie (et donc de sa tribu deBorel, les
exemples fondamentaux sontF = R ouF = R+). On peut aussi considérer le cas oùF est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie surF ).

Définition 3.4 (Fonction mesurable) Soient(E, T ) un espace mesurable etF un ensemble muni d’une topologie
(par exemple :F = R ou R+). Une fonctionf , définie deE dansF , est une fonctionT -mesurable sif−1(A) ∈
T , pour toutA ∈ B(F ). (Ce qui est équivalent à dire que la tribuf−1(B(F )) = {f−1(B), B ∈ B(F )} est
incluse dansT ou encore que la tribuTf = {B ∈ P(F ) ; f−1(B) ∈ T } contientB(F ), voir l’exercice 2.4 sur
les tribus image directe et image réciproque.) En l’absenced’ambiguïté possible on dira “mesurable" au lieu de
“ T -mesurable".

Plus généralement, siF n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribuB(F )) mais est muni directement
d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables :(E, T ) et (F, T )), une fonctionf , définie deE dansF ,
est une fonction(T, T )-mesurable sif−1(A) ∈ T , pour toutA ∈ T . (Ce qui est équivalent à dire que la tribu
f−1(T ) = {f−1(B), B ∈ T } est incluse dansT ou encore que la tribuTf = {B ∈ P(F ) ; f−1(B) ∈ T }
contientT .) En l’absence d’ambiguïté possible on dira “mesurable" aulieu de “(T, T )-mesurable".

Enfin, siE etF sont deux espaces munis d’une topologie, on dit quef est borélienne sif est mesurable en prenant
les tribus boréliennes surE etF (c’est-à-dire les tribus engendrées par les ouverts).

Remarque 3.3 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit(E, T ) un espace mesurable. Soitf ∈ E
(doncf est une application deE dansR). D’après la proposition 3.3, il existe(A0, . . . , An), partition deE,
et a0, . . . , an ∈ R t.q. f =

∑n
i=0 ai1Ai

et Ai ∈ T pour touti ∈ {0, . . . , n}. Pour toutB ⊂ R, on a donc
f−1(B) = ∪{i; ai∈B}Ai ∈ T . Ce qui prouve quef est mesurable deE dansR.

Noter que sif ∈ E+, on a donc aussif mesurable deE dansR+ (voir l’exercice 3.4).
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La terminologie probabiliste utilise les termes “variablealéatoire" ou “ élément aléatoire" (au lieu de “fonction
mesurable" ou “application mesurable").

Définition 3.5 (Variable aléatoire, élément aléatoire)

1. Soit(E, T ) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire une fonctionX définie deE dansR et
T -mesurable, i.e. t.q.X−1(A) ∈ T , pour toutA ∈ B(R).

2. Soit (E, T ) et (F, T ) deux espaces probabilisables. Une fonctionX , définie deE dansF , est un élément
aléatoire si c’est une fonction(T, T )-mesurable (c’est-à-dire siX−1(A) ∈ T , pour toutA ∈ T ). LorsqueF est
un espace vectoriel, on dit queX est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoire".

Remarque 3.4 Comme cela a été dit dans la proposition 3.4, on dit, en l’absence d’ambiguïté, “mesurable" au
lieu de “T -mesurable". On remarque d’ailleurs que le terme probabiliste “variable aléatoire" ne mentionne pas la
dépendance par rapport à la tribu. Dans la définition 3.5, on anotéX la variable aléatoire plutôt quef car c’est
l’usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.6 (Tribu engendrée par une fonction mesurable)
Soient(E, T ) un espace mesurable (resp. probabilisable) etf (resp.X) une fonction mesurable deE dansR
(resp. une variable aléatoire) alors l’ensemble{f−1(A), A ∈ B(R)} (resp.{X−1(A), A ∈ B(R)}) est une tribu
surE qu’on appelle tribu engendrée par la fonction mesurablef (resp. la variable aléatoireX). Cette tribu est
aussi la tribu image réciproque deB(R) par f (resp.X).

Définition 3.7 (espacesM etM+) Soit(E, T ) un espace mesurable, on note :
– M(E, T ) = {f : E → R, mesurable },
– M+(E, T ) = {f : E → R+, mesurable }.
En l’absence d’ambiguïté, on noteraM = M(E, T ) etM+ = M+(E, T ).

Proposition 3.2 (Première caractérisation de la mesurabilité)
Soient(E, T ) un espace mesurable etf : E → F , avecF = R ou R+. SoitC une partie deP(F ) engendrant la
tribu borélienne deF . On a alors :f est mesurable si et seulementf−1(C) ∈ T pour toutC ∈ C. En particulier,
f est mesurable si et seulement sif vérifie l’une des deux propriétés suivantes :

1. f−1(]α, β[) ∈ T , pour toutα, β ∈ R, α < β,

2. f−1(]α,∞[) ∈ T , pour toutα ∈ R.

Dans cette caractérisation, l’ensemble]α, β[ (ou ]α,∞[) désigne, bien sûr, l’ensemble des éléments deF appar-
tenant à]α, β[ (ou ]α,∞[).

La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 3.1. Le lecteur pourra trouver lui-même d’autres
caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la proposition ci-dessus. Par exemple, soitf deE (muni de la
tribu T ) dansR+, la fonctionf est mesurable si et seulement sif−1(]α,∞]) ∈ T pour toutα > 0 (par contre,
f−1(]α,∞[) ∈ T pour toutα ≥ 0 n’implique pas quef est mesurable).

La proposition suivante nous permettra de définir l’intégrale des fonctions appartenant àM+ (comme limite
d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par contre, on ne pourra pas donner un sens, dans
le cas général, à l’intégrale des fonctions appartenant àM.

Proposition 3.3 (Mesurabilité positive) Soient(E, T ) un espace mesurable etf : E → R+. Alorsf ∈M+ si et
seulement si il existe une suite(fn)n∈N ⊂ E+, t.q. :

1. Pour toutx ∈ E, fn(x) → f(x), quandn→ ∞,
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2. fn+1(x) ≥ fn(x), pour toutx ∈ E, et toutn ∈ N.

les 2 conditions précédentes seront dénotées dans la suite sous la formefn ↑ f quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION : Soit (fn)n∈N ∈ E+ t.q.fn ↑ f quandn→ ∞. On remarque que, pour toutα ∈ R,

f−1(]α,+∞]) =
⋃

n∈N

f−1
n (]α,+∞[). (3.4)

Commefn est mesurable, pour toutn ∈ N (voir la remarque 3.3), on af−1
n (]α,+∞[) ∈ T pour toutn ∈ N et

donc, par stabilité deT par union dénombrable,f−1(]α,+∞]) ∈ T . Ceci étant vrai pour toutα ∈ R, on en déduit,
comme{]α,+∞], α ≥ 0} engendreB(R+), quef est mesurable deE dansR+, c’est-à-diref ∈M+.

Réciproquement, on suppose quef ∈ M+. On va construire(fn)n∈N⋆ ⊂ E+ t.q.fn ↑ f quandn→ ∞.

Pourn ∈ N⋆, on définit la fonctionfn par :

fn(x) =

{
p

2n
si f(x) ∈ [

p

2n
,
p+ 1

2n
[, avecp ∈ {0, . . . , n2n − 1},

n si f(x) ≥ n,
(3.5)

de sorte que

fn = n1{x∈E; f(x)≥n} +
n2n−1∑

p=0

p

2n
1{x∈E; f(x)∈[ p

2n ,
p+1
2n [}.

Commef ∈ M+, on a{x ∈ E; f(x) ≥ n} ∈ T et {x ∈ E; f(x) ∈ [ p2n ,
p+1
2n [} ∈ T pour toutn et toutp, on a

donc(fn)n∈N⋆ ⊂ E+.

On montre maintenant que, pour toutx ∈ E, on afn(x) → f(x), quandn→ ∞. Soitx ∈ E. On distingue deux
cas :
Premier cas.On supposef(x) < ∞. On a alors, pourn ≥ f(x), |f(x) − fn(x)| ≤ 1

2n . On a doncfn(x) → f(x)
quandn→ ∞.
Deuxième cas.On supposef(x) = ∞. On a alorsfn(x) = n pour toutn ∈ N⋆ et doncfn(x) → f(x) quand
n→ ∞.

On montre enfin que, pour toutx ∈ E et pour toutn ∈ N⋆, on afn+1(x) ≥ fn(x). Soit x ∈ E et n ∈ N⋆. On
distingue trois cas :
Premier cas.On supposef(x) ≥ n+ 1. On a alorsfn+1(x) = n+ 1 > n = fn(x).
Deuxième cas.On supposen ≤ f(x) < n + 1. Il existe alorsi ∈ {n2n+1, . . . , (n + 1)2n+1 − 1} t.q. f(x) ∈
[ i
2n+1 ,

i+1
2n+1 ]. On a alorsfn(x) = n ≤ i

2n+1 = fn+1(x).

Troisième cas.On supposef(x) < n. Il existe alorsp ∈ {0, . . . , n2n − 1} t.q.f(x) ∈ [ p2n ,
p+1
2n [= [ 2p

2n+1 ,
2(p+1)
2n+1 [.

Si f(x) ∈ [ 2p
2n+1 ,

2p+1
2n+1 [, on afn(x) = p

2n = 2p
2n+1 = fn+1(x). Si f(x) ∈ [ 2p+1

2n+1 ,
2(p+1)
2n+1 [, on afn(x) = p

2n <
2p+1
2n+1 = fn+1(x). On a toujoursfn(x) ≤ fn+1(x).

On a bien ainsi construit(fn)n∈N⋆ ⊂ E+ t.q.fn ↑ f quandn→ ∞.

Proposition 3.4 (Mesurabilité sans signe)Soient(E, T ) un espace mesurable, etf : E → R. On suppose quef
est mesurable. Il existe alors une suite(fn)n∈N ⊂ E t.q., pour toutx ∈ E, fn(x) → f(x), quandn→ ∞.
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DÉMONSTRATION :
On définit la fonctionf+ : E → R+ parf+(x) = max(f(x), 0) pour toutx ∈ E. On remarque quef+ ∈ M+

(etf+ ∈ M, voir l’exercice 3.4). En effet,f+ prend ses valeurs dansR+ et (f+)−1(]α,∞]) = f−1(]α,∞[) ∈ T
si α > 0. On conclut en remarquant que{]α,∞], α > 0} engendreB(R+). On définit égalementf− = (−f)+,
de sorte quef = f+ − f−. On a donc aussif− ∈ M+. La proposition 3.3 donne l’existence de(fn)n∈N ⊂ E+

et (gn)n∈N ⊂ E+ t.q. fn ↑ f+ et gn ↑ f− quandn → ∞. On posehn = fn − gn, de sorte quehn(x) → f(x),
quandn → ∞, pour toutx ∈ E. D’autre part, commeE est un espace vectoriel (voir la proposition 3.1 page 55),
on a(hn)n∈N ∈ E .

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité deM etM+ (voir la proposition 3.5) une
deuxième caractérisation de la mesurabilité, voir la proposition 3.6.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble très “stable", c’est-à-dire que des opérations “usuelles"
(comme “addition", “multiplication", “limite". . . ) sur des fonctions mesurables donnent encore des fonctions me-
surables, ceci est précisé dans la proposition suivante. Dans le cas (fondamental) de(E, T ) = (R,B(R)), il est
“difficile" de trouver des fonctions non mesurables (comme il est “difficile" de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal deB(R) soit égal au cardinal deR et donc strictement inférieur au cardinal deP(R)). En
pratique, on peut en gros supposer que les fonctions deR dansR sont toutesB(R)-mesurables (bien qu’il y ait
“beaucoup" de fonctions non mesurables. . . ).

Proposition 3.5 (Stabilité deM etM+) Soit(E, T ) un espace mesurable.

1. SoitI ⊂ N.

Soit(fn)n∈I ⊂ M+, alorssupn∈I fn ∈ M+ et infn∈I fn ∈ M+.

Soit (fn)n∈I ⊂ M. Si supn∈I fn prend ses valeurs dansR, alors supn∈I fn ∈ M. De même, siinfn∈I fn
prend ses valeurs dansR, alors infn∈I fn ∈ M.

2. Soit(fn)n∈N ⊂ M+, alors lim supn→∞ fn ∈ M+ et lim infn→∞ fn ∈ M+.

Soit (fn)n∈N ⊂ M. Si lim supn∈N fn prend ses valeurs dansR, alors lim supn∈N fn ∈ M. De même, si
lim infn∈N fn prend ses valeurs dansR, alors lim infn∈N fn ∈M.

3. Soit(fn)n∈N ⊂ M+. On suppose quefn(x) → f(x) dansR+, pour toutx ∈ E. Alorsf ∈ M+.

Soit(fn)n∈N ⊂ M. On suppose quefn(x) → f(x) dansR, pour toutx ∈ E. Alorsf ∈ M.

4. M est un espace vectoriel surR et sif, g ∈ M, alorsfg ∈ M.

DÉMONSTRATION :

1. Soit(fn)n∈N ⊂ M+. Il est clair quef = supn∈I fn est bien définie et prend ses valeurs dansR+. Puis, Pour
toutα ∈ R, on af−1(]α,∞]) = ∪n∈If−1

n (]α,∞]) ∈ T . Comme{]α,∞] ∩ R+, α ∈ R} engendreB(R+), on
en déduit quef est mesurable deE dansR+, c’est-à-diref ∈ M+.

De même la fonctionf = infn∈I fn est aussi bien définie et prend ses valeurs dansR+ (elle prend même ses
valeurs dansR+ si lesfn prennent leurs valeurs dansR+, ceci n’est pas vrai avec la fonctionsupn∈I fn). On
remarque ensuite quef−1(] − ∞, α[) = ∪n∈If−1

n (] − ∞, α[), pour toutα ∈ R. Comme{] − ∞, α[∩R+,
α ∈ R} engendreB(R+), on en déduit quef est mesurable deE dansB(R+), c’est-à-diref ∈ M+.

Soit maintenant(fn)n∈N ⊂ M. La fonctionf = supn∈I fn est bien définie si on la considère comme étant à
valeurs dansR car elle peut prendre la valeur+∞ en certains points. On la suppose maintenant à valeurs dans
R. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant quef−1(]α,∞[) = ∪n∈If−1

n (]α,∞[) et que
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{]α,∞[,α ∈ R} engendreB(R). De même, La fonctionf = infn∈I fn est bien définie si on la considère comme
étant à valeurs dansR car elle peut prendre la valeur−∞ en certains points. On la suppose maintenant à valeurs
dansR. On peut alors raisonner comme précédemment en remarquant quef−1(]−∞, α[) = ∪n∈If−1

n (]−∞, α[)
et que{] −∞, α[, α ∈ R} engendreB(R).

2. Soit(fn)n∈N ⊂ M+. On posef = lim supn→∞ fn, la fonctionf est bien définie à valeurs dansR+. Pour tout
x ∈ E, on a

f(x) = lim sup
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(sup
p≥n

fp(x)) = inf
n∈N

(sup
p≥n

fp(x)),

c’est-à-diref = infn∈N(supp≥n fp). En utilisant les résultats précédents (avecsup puis inf), on a doncf ∈
M+. Un raisonnement similaire donnelim infn→∞ fn = supn∈N(infp≥n fp) ∈ M+.
Soit maintenant(fn)n∈N ⊂ M. On suppose que

f = lim sup
n→∞

fn = inf
n∈N

(sup
p≥n

fp)

(qui est bien définie dansR ∪ {∞}) prend ses valeurs dansR. Comme lesfn prennent leurs valeurs dansR, on
peut alors remarquer que la fonctionsupp≥n fp prend aussi ses valeurs dansR, pour toutn ∈ N. On a donc, avec
la propriété démontrée en 1,supp≥n fp ∈ M pour toutn ∈ N. Puis, utilisant encore la propriété démontrée en 1,
f = infn∈N(supp≥n fp) ∈ M. Un raisonnement analogue donnelim infn→∞ fn = supn∈N(infp≥n fp) ∈ M
dès que l’on suppose quelim infn→∞ fn prend ses valeurs dansR.

3. Cette question est immédiate grâce à la précédente. Il suffit de remarquer que dès que la limite de la suite
(fn(x))n∈N existe, elle est nécessairement égale à la limite supérieure (ou la limite inférieure) de cette même
suite(fn(x))n∈N, c’est-à-dire quelimn→∞ fn(x) = lim supn→∞ fn(x) (pour toutx ∈ E). Ici on remarque
donc simplement quef = lim supn→∞ fn et on applique la propriété 2.

4. Soitf, g ∈ M et soitα, β ∈ R On poseh = αf + βg. D’après la proposition 3.4, il existe(fn)n∈N ⊂ E et
(gn)n∈N ⊂ E t.q.fn(x) → f(x) etgn(x) → g(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ E. On posehn = αfn + βgn,
de sorte quehn(x) → h(x), quandn → ∞, pour toutx ∈ E. La proposition 3.1 donne queE est un espace
vectoriel surR, on a donc(hn)n∈N ⊂ E . CommeE ⊂ M (voir la remarque 3.3), la propriété 3 ci dessus donne
alors queh ∈ M. L’ensembleM est donc un espace vectoriel (surR).

Soit f, g ∈ M. On poseh = fg. On raisonne comme ci dessus, il existe(fn)n∈N ⊂ E et (gn)n∈N ⊂ E
t.q. fn(x) → f(x) et gn(x) → g(x), quandn → ∞, pour toutx ∈ E. On posehn = fngn, de sorte que
hn(x) → h(x), quandn → ∞, pour toutx ∈ E. La proposition 3.1 donne aussi(hn)n∈N ⊂ E ⊂ M. La
propriété 3 ci dessus donne alors queh ∈ M.

Proposition 3.6 (Deuxième caractérisation de la mesurabilité) Soit(E, T ) un espace mesurable etf : E → R.
Alors, f est mesurable si et seulement si il existe une suite(fn)n∈N ⊂ E t.q., pour toutx ∈ E, fn(x) → f(x),
quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION :
Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.4 pour le sens “seulement si" et par la propriété 3 de la
proposition 3.5 pour le sens “si".

On rappelle aussi qu’une fonctionf deE (muni de la tribuT ) dansR+ est mesurable (c’est-à-dire appartient à
M+) si et seulement si il existe(fn)n∈N ⊂ E+ t.q.fn ↑ f (voir la proposition 3.3).
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Remarque 3.5 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.6 peut être fausse si on prend pourF un espace
topologique quelconque (elle reste vraie, par exemple, siF est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec
une définition immédiate deE généralisant celle donnée pour les fonctions à valeurs dansR ouR+.

Définition 3.8 SoientE un ensemble etf : E → R. Pour toutx ∈ E, on pose :
– f+(x) = max(f(x), 0),
– f−(x) = −min(f(x), 0) = (−f)+(x),
– |f |(x) = |f(x)|.

Proposition 3.7 Soient(E, T ) un espace mesurable etf ∈ M. On a alorsf = f+ − f−, |f | = f+ + f− etf+,
f−, |f | ∈ M+ ∩M.

DÉMONSTRATION :
Le fait quef = f+ − f− et |f | = f+ + f− est immédiat. On a déjà vu, dans la démonstration de la proposition
3.4, quef+, f− ∈ M+ et donc quef+, f− ∈ M (voir l’exercice 3.4). La proposition 3.5 donne queM est un
espace vectoriel surR. On a donc|f | ∈ M et donc aussi|f | ∈ M+ car|f | ≥ 0.

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E, T ) et(F, T ) deux espaces mesurables (l’exemple fondamental est(F, T ) = (R,B(R))) etf une fonction
mesurable deE versF . Sim est une mesure surT , alors on peut définir, à partir def etm, une mesure surT de
la manière suivante :

Proposition 3.8 (Mesure image)Soient(E, T,m) un espace mesuré,(F, T ) un espace mesurable etf une fonc-
tion mesurable deE versF (c’est-à-dire(T, T )-mesurable). Alors, l’applicationmf définie deT dansR+ par :
mf (A) = m(f−1(A)), pour toutA ∈ T , est une mesure surT , appelée mesure image parf .

DÉMONSTRATION : Il suffit de remarquer quemf est bien définie, quemf (∅) = 0 et quemf estσ−additive, ce
qui découle naturellement des propriétés dem.

Définition 3.9 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)
Soient(E, T, p) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle (c’est-à-dire une fonction mesurable deE,
muni de la tribuT , dansR, muni de la tribu borélienne). On appelle loi de probabilitéde la variable aléatoireX la
probabilitépX image dep parX (cette probabilité est donc définie surB(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoireX la fonction de répartition de la probabilitépX .

Dans de nombreux cas, les modèles probabilistes seront déterminés par une loi de probabilité d’une variable aléa-
toire. Une conséquence immédiate du théorème 2.4 est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est
entièrement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.9 (Egalité de deux lois)Soient(E, T, p) et (E′, T ′, p′) des espaces probabilisés,X une variable
aléatoire réelle surE (c’est-à-dire une fonction mesurable deE, muni deT , dansR muni deB(R)) etX ′ une
variable aléatoire réelle surE′. On a alorspX = pY si et seulement sip({X ≤ t}) = p′({Y ≤ t}) pour tout
t ∈ R. On a aussipX = pY si et seulement sip({s ≤ X ≤ t}) = p′({s ≤ Y ≤ t}) pour touts, t ∈ R, s < t. (Les
inégalités strictes peuvent remplacées par des inégalitéslarges.)
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DÉMONSTRATION : Cette proposition est une conséquence des théorèmes 2.4 et2.5. Il suffit de remarquer que
p({X ≤ t}) = pX(] −∞, t]) etp({s ≤ X ≤ t}) = pX([s, t]) (et les mêmes égalités avecY au lieu deX).

On rappelle que la notationp({X ≤ t}) (si X est une v. a. réelle sur l’espace probabilisé(E, T, p)) signifie
p({ω ∈ E ; X(ω) ≤ t}). Cette notation sera abrégée sous la formep(X ≤ t).

Définition 3.10 (Variables aléatoires équidistribuées)
Soient(E, T, p) et (E′, T ′, p′) des espaces probabilisés,X (resp.X ′) une variable aléatoire de(E, T, p) (resp.
(E′, T ′, p′)) dans(R,B(R)), on dit que les variables aléatoiresX etX ′ sont équidistribuées si elles ont même loi
de probabilité.

Définition 3.11 (Variable aléatoire discrète, entière, continue) Soient(E, T, p) un espace probabilisé,X une
variable aléatoire réelle sur(E, T, p), pX la loi de la variable aléatoireX etFX sa fonction de répartition ;

1. SiX(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoireX est discrète.

2. SiX(E) ⊂ N, on dit que la variable aléatoireX est entière.

3. Si la fonction de répartitionFX définie deR dans[0, 1] est continue, on dit que la variable aléatoire est continue.

Définition 3.12 (Variables aléatoires indépendantes)
Soit(E, T, p)) un espace probabilisé.

1. SoitN > 1 etX1, . . . , XN une famille de variables aléatoires réelles. On dit queX1, . . . , XN sont indépen-
dantes (ou que la famille (X1, . . . , XN ) est indépendante) si les tribus engendrées parX1, . . . , XN (on notera
souventτ(X) ouσ(X) la tribu engendrée par la variable aléatoireX) sont indépendantes.

2. Soit(Xn)n∈N⋆ une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indépendante (ou que les v.a.X1,
. . . , Xn, . . . sont indépendantes) si, pour toutN > 1, les v.a.X1, . . . , XN sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. " une suite de variablesaléatoires réelles indépendantes identiquement distribuées
(ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la suite ont même loi).

Soit(E, T, p)) un espace probabilisé etX1, X2, X3 trois v.a.r. (c’est-à-dire variables aléatoires réelles). Le fait que
X1 soit indépendante deX2 etX3 n’implique pas queX1 soit indépendante de (par exemple)X2 + X3, même
si X2 et X3 sont indépendantes. Mais, on a bienX1 indépendante deX2 + X3 si la famille (X1, X2, X3) est
indépendante. Ceci est une conséquence da la proposition suivante.

Proposition 3.10 (Indépendance et composition)
Soit(E, T, p)) un espace probabilisé,n ≥ 1, m ≥ 1 etX1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym des v.a.r. indépendantes. Soitϕ
une fonction borélienne deRn dansR etψ une fonction borélienne deRm dansR. Alors, les v.a.r.ϕ(X1, . . . , Xn)
et ψ(Y1, . . . , Ym) sont indépendantes. Nous avons ici décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2
groupes. la proposition peut se généraliser à une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DÉMONSTRATION : La notationϕ(X1, . . . , Xn) est un peu incorrecte (mais est toujours utilisée). Elle désigne
(comme on le devine facilement) la composition deϕ (qui va deRn dansR) avec l’application deE dansRn

donnée par lesXi, i = 1, . . . , n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation à un nombre quelconque de groupes) est une consé-
quence simple de la proposition 2.11 dés que l’on remarque que la tribu engendrée parϕ(X1, . . . , Xn) est incluse
dans la tribu engendrée parX1, . . . , Xn, ce que nous démontrons maintenant.

On noteτ la tribu engendrée parX1, . . . , Xn etX l’application deE dansRn qui àω ∈ E associe(X1(ω), . . . ,
Xn(ω))t. Il est facile de voir que{A ∈ B(Rn) t.q.X−1(A) ∈ τ} est une tribu (surRn). SiA =

∏n
i=1Ai avec
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Ai ∈ B(R) pour touti = 1, . . . , n, on aX−1(A) = ∩ni=1X
−1
i (Ai) ∈ τ (carX−1

i (Ai) appartient àτ(Xi) et donc
à τ ). CommeB(Rn) est engendrée par l’ensemble des produits de boréliens deR (et même par l’ensemble des
produits d’intervalles ouverts deR, voir l’exercice 2.7), on en déduit que{A ∈ B(Rn) t.q.X−1(A) ∈ τ} contient
B(Rn). Pour toutB ∈ B(R), on a donc(ϕ(X))−1(B) = X−1(ϕ−1(B)) ∈ τ carϕ−1(B) ∈ B(Rn) (puisqueϕ
est borélienne). ce qui prouve bien que la tribu engendrée par ϕ(X1, . . . , Xn) est incluse dans la tribu engendrée
parX1, . . . , Xn.

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de l’indépendance. Cette conséquence est que, siX,Y sont
des v.a.r. indépendantes, la loi du couple(X,Y ) est le produit des loisPX etPY (c’est-à-dire , avec les notations
du Chapitre 7,P(X,Y ) = PX ⊗ PY ). Une propriété analogue est vraie pour une famille(X1, . . . , Xn) de v.a.r.
indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théorème très utile en probabilités sur la représentation d’une v.a. mesurable
par rapport à une autre v.a..

Théorème 3.1 (V.a. mesurable par rapport à une autre v.a.)
SoientX etY deux v.a. réelles définies sur un espace de probabilités(Ω,A, P ). Alors, la v.a.Y est mesurable par
rapport à la tribu engendrée parX (notéeτ(X)) si et seulement si il existe une fonction boréliennef deR dans
R telle queY = f(X).

DÉMONSTRATION : La démonstration de ce résultat fait l’objet de l’exercice3.15 (corrigé 48). Il est intéressant de
remarquer que le démonstration de ce théorème faite dans le corrigé 48 donne les informations complémentaires
suivantes :
– Y estτ(X)-mesurable bornée si et seulement si il existef borélienne bornée t.q.Y = f(X),
– Y estτ(X)-mesurable positive si et seulement si il existef borélienne positive t.q.Y = f(X).
La partie “si" de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si", il suffit de remarquer que la
démonstration faite dans le corrigé 48 donnef t.q.

Im(f) = {f(t), t ∈ R} ⊂ Im(Y ) ∪ {0}, avecIm(Y ) = {Y (ω), ω ∈ Ω}.

3.5 Convergence p.p., p.s., en mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace mesuré à valeurs dansR
(ou R+) et on donne des liens entre ces différentes convergences. On introduit les notions équivalentes pour les
variables aléatoires en langage probabiliste.

Définition 3.13 (Egalité presque partout) Soient(E, T,m) un espace mesuré,F un ensemble etf etg des fonc-
tions définies deE dansF (F = R ouF = R+, par exemple) ; on dit quef = g m-presque partout (et on note
f = g m-p.p.) si l’ensemble{x ∈ E ; f(x) 6= g(x)} est négligeable, c’est à dire qu’il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0
etf(x) = g(x) pour toutx ∈ Ac.

On peut remarquer que sif et g sont des fonctions mesurables deE (muni de la tribuT et de la mesurem) dans
R (ou R+), l’ensemble{x ∈ E ; f(x) 6= g(x)} (noté aussi{f 6= g}) appartient àT . Le fait quef = g m p.p.
revient donc à dire quem({f 6= g}) = 0. Dans la cas oùf ou g n’est pas mesurable, l’ensemble{f 6= g} peut
être négligeable sans appartenir àT (il appartient nécessairement àT si la mesure est complète, voir la définition
2.15).
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En l’absence de confusion possible, on remplacem-p.p. par p.p.. Cette définition se traduit en langage probabiliste
par :

Définition 3.14 (Egalité presque sûre)Soient(E, T, p) un espace probabilisé,X et Y des variables aléatoires
réelles. On dit queX = Y presque sûrement (et on noteX = Y p.s.), si l’ensemble{x ∈ E ; X(x) 6= Y (x)} est
négligeable.

Définition 3.15 (Convergence presque partout)Soient(E, T,m) un espace mesuré,F un ensemble,(fn)n∈N

une suite de fonctions deE dansF et f une fonction deE dansF (F = R ouF = R+, par exemple) ; on dit
quefn converge presque partout versf (fn → f p.p. ) si il existe une partieA deE, négligeable, t.q., pour tout
élémentx deAc, la suite(fn(x))n∈N converge versf(x).

Noter que la convergence simple entraîne la convergence presque partout.

La définition 3.15 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.16 (Convergence presque sure)Soient(E, T, p) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de va-
riables aléatoires réelles etX une variable aléatoire réelle. On dit queXn converge presque sûrement versX
(Xn → X p.s. ) si il existe une partieA deE, négligeable, t.q., pour tout élémentx deAc, la suite(Xn(x))n∈N

converge versX(x).

Définition 3.17 (Convergence presque uniforme)Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M etf ∈ M.
On dit quefn converge presque uniformément versf (fn → f p.unif. ) si, pour toutε > 0, il existeA ∈ T t.q.
m(A) ≤ ε etfn converge uniformément versf surAc.

La convergence presque uniforme entraîne la convergence presque partout (voir exercice 3.24).
Attention, la convergence “presque uniforme" ne donne pas la convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de
mesure nulle". La convergence “uniforme en dehors d’un ensemble de mesure nulle" est reliée à la convergence
“essentiellement uniforme", c’est-à-dire la convergencepour le “sup essentiel", défini ci-après, ou pour la norme
‖ · ‖∞ que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.18 (sup essentiel)Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M. On dit quef est essentiellement
bornée si il existeC ∈ R+ tel que|f | ≤ C p.p.. On appelle alors “sup essentiel de|f |", et on le note‖f‖∞,
l’infimum des valeursC telles que|f | ≤ C p.p.. Sif n’est pas essentiellement bornée, on pose‖f‖∞ = ∞.

Remarquons que dans le cas où(E, T,m) = (R,B(R), λ), le sup essentiel d’une fonction continue est la borne
supérieure de sa valeur absolue (ceci fait l’objet de la proposition 6.4).

Définition 3.19 (Convergence essentiellement uniforme)Soit (E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite
deM etf ∈ M. On dit quefn converge essentiellement uniformément versf (fn → f ess. unif. ) si‖fn−f‖∞ →
0 lorsquen→ +∞.

Il est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraîne la convergence presque uniforme, mais
la réciproque est fausse (voir l’exercice 3.25). Le théorème suivant donne, dans le cas où la mesure est finie, un
résultat très important qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence presque uniforme.

Théorème 3.2 (Egorov)Soient(E, T,m) un espace mesuré, tel quem(E) < +∞, (fn)n∈N ⊂ M etf ∈ M. On
suppose quefn → f p.p.. Alors, pour toutε > 0, il existeA ∈ T tel quem(A) ≤ ε etfn converge uniformément
versf surAc. (Autrement dit, la suite(fn)n∈N converge presque uniformément versf .)
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La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 3.25. Attention, lorsquem(E) = +∞, on peut trouver
des suites de fonctions qui convergent presque partout et non presque uniformément.

Définition 3.20 (Convergence en mesure)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M etf ∈ M. On dit quefn converge en mesure versf si :

∀ ε > 0, lim
n→+∞

m({x ∈ E ; |f(x) − fn(x)| ≥ ε}) = 0. (3.6)

Cette définition se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.21 (Convergence en probabilité)Soient(E, T, p) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de
variables aléatoires réelles etX une variable aléatoire . On dit queXn converge en probabilité, versX si :

∀ ε > 0, lim
n→+∞

p({x ∈ Xn ; |X(x) −Xn(x)| ≥ ε}) = 0. (3.7)

On peut montrer (cf exercice 3.23) que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M et (fn)n∈N converge en
mesure versg ∈ M, alorsf = g p.p.. On montre aussi que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M et
(gn)n∈N converge en mesure versg ∈ M, alors(fn + gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf + g ∈ M, et, si
m est une mesure finie,(fn gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf g ∈ M.
On montre à l’aide du théorème d’Egorov que sifn converge versf presque partout, et sim(E) < +∞, alors
fn converge versf en mesure. Réciproquement, sifn converge versf en mesure, alors il existe une sous-suite de
(fn)n∈N qui converge versf presque uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai même si
m(E) = +∞ (voir exercice 3.26).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’à présent avec les relations
existantes entre eux. Les relations entre convergence presque partout et convergence en mesure (resp. convergence
presque sure et convergence en probabilité) sont étudiées dans l’exercice 3.26. (On en introduira bientôt encore
quelques-unes. . . )

Terminologie “analyste" Terminologie “probabiliste"
convergence simple (cs)
convergence uniforme (cu)
convergence presque partout (cpp) convergence presque sure (cps)
convergence presque uniforme (cpu)
convergence en mesure (cm) convergence en probabilité (cp)

On a les implications suivantes :

Terminologie “analyste" Terminologie “probabiliste"
(cu)⇒ (cs)⇒ (cpp)
(cu)⇒ (cpu)⇒ (cpp)
(cpp)⇒ (cpu) si la mesure est finie
(cm)⇒ (cpu) pour une sous-suite (cp)⇒ (cps) pour une sous-suite
(cpp)⇒ (cm) si la mesure est finie (cps)⇒ (cp) (car une probabilité est une mesure finie)
(cpu)⇒ (cm)
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3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables)(⋆)Corrigé 38 page 319
Soient(E, T ) un espace mesurable etf une application deE dansR ;

1. Montrer queTf = {B ∈ P(R) ; f−1(B) ∈ T } est une tribu.

2. SoitC un ensemble qui engendreB(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(ii) f−1(C) ∈ T , pour toutC ∈ C.

Exercice 3.2 (Mesurabilité pourf à valeurs dansR)
Soit Ω un ensemble etF uneσ-algèbre surΩ. Soit f une application deΩ dansR. On munitR de la tribu
borélienne.

1. Montrer quef est mesurable si et seulement si, pour toutx ∈ R, {ω ∈ Ω, f(ω) < x} ∈ F .

2. Montrer quef est mesurable si et seulement si, pour toutx ∈ R, {ω ∈ Ω, f(ω) ≤ x} ∈ F .

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables)Corrigé 39 page 319
Soit (E, T ) et (F, S) deux espaces mesurables. Soitf : E → F etϕ : F → R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose quef etϕ sont mesurables. Montrer queϕ ◦ f est mesurable (deE dansR).

Exercice 3.4 (R ou R+. . . ) Corrigé 40 page 319
Soitϕ : R → R, ϕ ≥ 0. On munitR (au départ et à l’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer queϕ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement siϕ est mesurable quand on la considère comme une application deR
dansR+ (R+ étant aussi muni de la tribu borélienne).

Exercice 3.5 (Stabilité deM) Corrigé 41 page 320

1. Soient(E, T ), (E′, T ′), (E′′, T ′′) des espaces mesurables,f (resp.g) une application deE dansE′ (resp. deE′

dansE′′). On suppose quef et g sont mesurables. Montrer queg ◦ f est une application mesurable deE dans
E′′.

2. Soit(E, T ) un espace mesurable, on munitR de la tribu des boréliensB(R) ; soientf et g des fonctions mesu-
rables deE dansR.

(a) Montrer quef+(= sup(f, 0)), f−(= − inf(f, 0)) sont des fonctions mesurables deE dansR.

(b) Montrer quef + g, fg et |f | sont des fonctions mesurables deE dansR.

3. Soient(E, T ) un espace mesurable,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR. On suppose que
la suite(fn(x))n∈N converge (dansR) pour toutx ∈ E. On posef(x) = limn→+∞fn(x) (pour toutx ∈ E).
Montrer quef est une fonction mesurable deE dansR.

4. Soit (E, T ) un espace mesurable, on suppose qu’il existeA ∈ T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe doncB ⊂ A t.q.B /∈ T . Montrer queh = 1B − 1A\B n’est pas mesurable (deE dansR),
alors que|h| l’est.

Exercice 3.6 (Mesurabilité des fonctions continues)Corrigé 42 page 321
Soitf une application deR dansR. On munitR (au départ et à l’arrivée) de la tribu borélienne

1. On supposef continue. Montrer quef est mesurable (on dit aussi quef est borélienne).

2. On supposef continue à droite (resp. gauche). Montrer quef est mesurable.

3. On supposef croissante. Montrer quef est mesurable.
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Exercice 3.7 (Mesurabilité de1Q)
On munitR de sa tribu borélienne. La fonction1Q est-elle mesurable ?

Exercice 3.8
Soit (E, T, p) un espace probabilisé etX une variable aléatoire sur(E, T ) ;

1. On prend pourX la variable aléatoire nulle, c’est-à-direX : E → R, X(x) = 0, pour toutx ∈ E. Calculer
la loi de probabilitépX deX . En déduire que la connaissance depX ne permet pas en général de déterminer la
probabilitép surE.

2. Montrer quepX déterminep de manière unique si la tribu engendrée parX (voir la définition 3.6), notéeTX ,
est égale àT . Cette condition est-elle nécessaire ?

Exercice 3.9
SoitA une tribu sur un ensembleE etA ∈ A tel que :B ∈ A etB ⊂ A impliqueB = ∅ ouB = A. Montrer que
toute fonction mesurable (deE dansR) est constante surA. En particulier siA est engendrée par une partition,
une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition. Donner une fonction constante sur tout
élément d’une partition mais qui ne soit pas mesurable. [Prendre comme partition deR tous les singletons. . . ]

Exercice 3.10 (Egalité presque partout)Corrigé 43 page 321

1. Soientf et g des fonctions continues deR dansR etλ la mesure de Lebesgue ; montrer quef = g λ p.p. si et
seulement sif = g.

2. Soientf etg des fonctions deR dansR etδ0 la mesure de Dirac en 0 ; montrer quef = g δ0 p.p. si et seulement
si f(0) = g(0).

Exercice 3.11Corrigé 44 page 322
Soitf : RN × R dansR. On munitRp de sa tribu borélienne (pour toutp ∈ N⋆). On suppose quef est mesurable
par rapport àx ∈ RN , pour touty ∈ R, et quef est continue a gauche par rapport ay ∈ R, pour toutx ∈ RN .
Pourn > 1 etp ∈ Z, on pose :anp = p

n , p ∈ Z ; on définit la fonctionfn, n > 1, deRN × R dansR par :

fn(x, y) = f(x, anp ), si y ∈ [anp , a
n
p+1[

1. Montrer quefn converge simplement versf lorsquen→ +∞.

2. Montrer quefn est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait queA × B ∈ B(RN+1) si A ∈
B(RN) etB ∈ B(R). Ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 43 pourN = 1 et dans l’exercice 7.1 pour
N > 1.]

3. Montrer quef est mesurable.

[On pourra se contenter du casN = 1. . . ]

Exercice 3.12 (Tribu de Borel surR+) Corrigé 45 page 323

1. Montrer que{[0, β[, β ∈ R⋆+} engendreB(R+).

2. Montrer que{[0, β[, β ∈ Q ∩ R⋆+} engendreB(R+).

3. (Question plus difficile.) Montrer que{]0, β[, β ∈ R⋆+} n’engendre pasB(R+).

Exercice 3.13Corrigé 46 page 324
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Soit f une fonction mesurable deR dansR (R est muni de sa tribu borélienne, notéeB(R)). On se propose de
montrer que le graphe def est un borélien deR2. On admettra le résultat suivant, vu dans l’exercice 2.6 :

A,B ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(R2).

On munit aussiR2 de sa tribu borélienne. Pourx, y ∈ R, on poseF (x, y) = f(x) etH(x, y) = y.

1. Montrer queF etH sont mesurables deR2 dansR.

2. On poseG(f) = {(x, y)t ∈ R2 ; y = f(x)} (G(f) est donc le graphe def ). Montrer queG(f) ∈ B(R2).

Exercice 3.14 (mesurabilité au sens de Lusin)Corrigé 47 page 324
Soitm une mesure surB(RN ), finie sur les compacts deRN . On rappelle (cf. cours) quem est nécessairement
régulière (c’est-à-dire que pour toutA ∈ B(RN ) et pour toutε > 0, il existeF fermé etO ouvert t.q.F ⊂ A ⊂ O
etm(O \ F ) < ε).

Soit f ∈ RN → R. On dit quef est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compactK et pour toutε > 0, il
existeK1 compact,K1 ⊂ K, t.q.m(K \K1) ≤ ε etf|K1

∈ C(K1,R).

1. On suppose, dans cette question, quef = 1A avecA ∈ B(RN). Montrer quef est mesurable au sens de Lusin.
[ConstruireK1 avecK, F etO, oùF etO sont donnés par la régularité dem appliquée à l’ensembleA.]

2. On suppose, dans cette question, quef est étagée (c’est-à-diref ∈ E(RN ,B(RN)). Montrer quef est mesurable
au sens de Lusin.

3. On suppose quef est mesurable (c’est-à-diref ∈ M(RN ,B(RN)). Montrer quef est mesurable au sens de
Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théorème d’Egorov, Théorème 3.2, et la question précédente.]

Exercice 3.15 (V.a. mesurable par rapport à une autre v.a.)Corrigé 48 page 325
Dans cet exercice, on démontre le théorème 3.1. SoitX etY deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités(Ω,A, P ). On veut veut montrer queY est mesurable par rapport à la tribu engendrée parX (notée
τ(X) si et seulement si il existe une fonction boréliennef deR dansR telle queY = f(X) (c’est-à-dire , plus
précisément, queY = f ◦X).

1. Montrer que siY est de la formeY = f(X) où f est une fonction borélienne deR dansR, alorsY estτ(X)-
mesurable.

On suppose maintenant queY estτ(X)-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite deréels(aj) tels queaj 6= ak pourj 6= k et une suite
d’événements(Aj) disjoints deux à deux tels que

Y =
∑

j

aj1Aj
.

On suppose aussi que∪jAj = Ω. Montrer que, pour toutj, Aj ∈ τ(X) et qu’il existe une fonction borélienne
f : R → R telle queY = f(X).

3. Soitn un entier. On définit la fonctionφn : R → R par :φn(x) = 1
n [nx] où [·] désigne la partie entière. ([x] est

le plus grand entier inférieur ou égal àx.)

(a) Montrer que, pour toutx ∈ R, φn(x) converge versx, quandn→ ∞.

(b) On poseYn = φn(Y ). Montrer queYn estτ(X) mesurable.
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4. Terminer la preuve du théorème.
Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonctionf est unique. On notePX la loi deX .

5. Soitf etg deux fonctions boréliennes t.q.Y = f(X) = g(X). Montrer que

PX(f = g) = 1.

Exercice 3.16 (Composition de v.a.)Corrigé 49 page 327
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé. SoitN une variable aléatoire à valeurs dansN⋆ et (Yn)n∈N une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-à-dire à valeurs dansR, muni de la tribu des boréliens). On définitZ par

∀ω ∈ Ω , Z(ω) = YN(ω)(ω).

Montrer queZ est une variable aléatoire.

Exercice 3.17 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)Corrigé 50 page 328
Soit (E,A, P ) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évènements) SoitA1, A2 ∈ A. Montrer queA1 et A2 sont indépendants (c’est-à-dire
P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2)) si et seulement si les tribusτ({A1}) etτ({A2}) sont indépendantes (c’est-à-dire
P (B1 ∩B2) = P (B1)P (B2) pour toutB1 ∈ τ({A1}) etB2 ∈ τ({A2})).

2. (Indépendance den évènements,n ≥ 2) Soitn ≥ 2,A1, . . . , An ∈ A. Montrer que les événementsA1, . . . , An
vérifient “P (∩i∈IAi) =

∏
i∈I P (Ai) pour toutI ⊂ {1, . . . , n}" si et seulement si les tribusτ({A1}), . . . ,

τ({An}) sont indépendantes (c’est-à-direP (∩ni=1Bi) =
∏n
i=1 P (Bi) pour toutBi ∈ τ({Ai}), i ∈ {1, . . . , n}).

3. En donnant un exemple (avecn ≥ 3), montrer que l’on peut avoirn évévements, notésA1, . . . , An, indépen-
dants deux à deux, sans que les événementsA1, . . . , An soient indépendants.

4. SoitA ∈ A.

(a) On suppose queA ∈ A1 etA ∈ A2 et queA1 etA2 sont deux tribus indépendantes (et contenues dansA).
Montrer queP (A) ∈ {0, 1}.

(b) Montrer queP (A) ∈ {0, 1} si et seulement siA est indépendant de tous les éléments deA.

5. Soitn ≥ 1 etA1, . . . , An ∈ A. Montrer que les événementsA1, . . . , An sont indépendants si et seulement si
les v.a.1A1 , . . . , 1An

sont indépendantes.

Exercice 3.18 (Indépendance 3 par 3 et dépendance globale)
Trouver un espace de probabilités et 4 v.a.r. prenant leurs valeurs dans{−1, 1} t.q. les 4 v.a. soient 3 par 3 indé-
pendantes mais ne soient pas indépendantes. [On pourra considérer des produits de v.a. indépendantes.]

Exercice 3.19 (De loi uniforme à loi donnée)Corrigé 51 page 330
Soit (E,A, P ) un espace de probabilités,X une v.a.r. etU une v.a.r. de loiU([0, 1]). SoitF la fonction de réparti-
tion deX (i.e.F (x) = P (X ≤ x) pourx ∈ R). Pouru ∈ R, on définitG(u) de la manière suivante :

G(u) = inf{x ∈ R; F (x) ≥ u}, si u ∈]0, 1[,
G(u) = 0, si u 6∈]0, 1[.

On poseY = G(U) (c’est-à-direY (ω) = G(U(ω)) pour toutω ∈ E).

1. Soitu ∈ ]0, 1[, montrer que{x ∈ R; F (x) ≥ u} 6= ∅, inf{x ∈ R; F (x) ≥ u} ∈ R et

{x ∈ R;F (x) ≥ u} = [G(u),+∞[.
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2. Montrer queY est une v.a.r..

3. Montrer queY a la même loi queX . [On pourra montrer queP (G(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)), pour tout
x ∈ R.]

Exercice 3.20 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.)
Soit (E,A, P ) un espace de probabilités,Y une v.a.r.,(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une application deE dans
R. On suppose queXn ↑ X , quandn→ ∞, et queXn etY sont indépendantes, pour toutn ∈ N. Montrer queX
est une v.a.r. et queX etY sont indépendantes. (N.B. La conclusion est encore vraie sans la croissance de la suite
Xn.)

Exercice 3.21 (Construction de v.a. i. de lois uniformes)
Soit (E,A, P ) un espace de probabilités.

1. Soit (Un)n∈N⋆ , une suite de v.a.r.i.i.d. avecP (Un = 0) = P (Un = 1) = 1/2. Montrer queV , définie par
V =

∑
n≥1 Un2

−n est une v.a. de loiU([0, 1]).

2. SoitUn,k, n, k ≥ 1, des v.a.r.i.i.d. avecP (Un,k = 0) = P (Un,k = 1) = 1/2. Montrer les v. a.Vn, n ≥ 1
définies parVn =

∑
k≥1 Un,k2

−k sont des v.a.r.i.i.d. de loiU([0, 1]).

Exercice 3.22 (Loi du “produit de la loi exponentielle par±1")
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX , Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose queX suit une loi expo-
nentielle de paramètreλ (avecλ > 0), c’est-à-dire quePX est une mesure de densité par rapport à la mesure de
Lebesgue et cette densité est la fonctionf définie parf(x) = λ exp(−λx)1]0,+∞[(x) pourx ∈ R. On suppose
que Y est t. q.P (Y = 1) = P (Y = −1) = 1/2. Donner la loi deXY .

Exercice 3.23 (Convergence en mesure)(⋆⋆)Corrigé 52 page 331
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR.

1. Montrer que si il existef etg fonctions mesurables deE dansR telles que(fn)n∈N converge en mesure versf
etg, alorsf = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour toutδ > 0,m({x ∈ E ; |f(x) − g(x)| > δ}) = 0].

2. Montrer que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M et (gn)n∈N ⊂ M converge en mesure vers
g ∈ M, alors(fn + gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf + g ∈ M.

3. On suppose maintenant quem est une mesure finie. Montrer que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure vers
f ∈ M et(gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versg, alors(fn gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf g ∈ M.
[On pourra commencer par montrer que, si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M, alors, pour tout
ε > 0, il existen0 et k0 ∈ N tels que, sin ≥ n0 et k ≥ k0, on am({x ∈ E ; |fn(x)| ≥ k}) ≤ ε]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsquem(E) = ∞.

Exercice 3.24 (Convergence p.u. et convergence p.p.)Corrigé 53 page 333
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M (c’est-à-dire une suite de fonctions mesurables deE dansR)
et f ∈ M. On suppose quefn → f presque uniformément (c’est à dire que pour toutε > 0 il existeA ∈ T t.q.
m(A) ≤ ε etfn → f uniformément surAc). Montrer quefn → f p.p., quandn→ ∞.

Exercice 3.25 (Théorème d’Egorov)(⋆⋆) Corrigé 54 page 333
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR, etf une fonction
mesurable deE dansR. On suppose quefn → f p.p., lorsquen→ +∞.
Pourj ∈ N⋆ etn ∈ N, on définit :

An,j = {x ; |f(x) − fn(x)| ≥
1

j
}, etBn,j =

⋃

p≥n
Ap,j (3.8)
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1. Montrer que àj fixé, lim
n→+∞

m(Bn,j) = 0.

2. Montrer que, pour toutε > 0, il existeA tel quem(A) ≤ ε etfn → f uniformément surAc lorsquen→ +∞.
En déduire le théorème d’Egorov (théorème 3.2).

[On chercheraA sous la forme :
⋃

j∈N⋆

Bnj ,j, avec un choix judicieux denj .]

3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendreε = 0 dans la question précédente.

4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théorème d’Egorov est faux lorsquem(E) = +∞.

Exercice 3.26 (Convergence en mesure et convergence p.p.)Corrigé 55 page 335
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR, et f une fonction
mesurable deE dansR. On rappelle que, par définition, la suite(fn)n∈N converge en mesure versf si :

∀ ε > 0, lim
n→+∞

m({x ∈ E; |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0. (3.9)

1. On suppose ici quem(E) < +∞.

(a) Montrer que si(fn)n∈N tend versf presque partout, alors(fn)n∈N tend versf en mesure [Utiliser le théorème
d’Egorov.]

(b) (Question plus difficile.) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

2. Soit(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR. On dit que(fn)n∈N est de Cauchy en mesure si :

∀ ε > 0, ∀δ > 0, ∃n ∈ N; p, q ≥ n⇒ m({x ∈ E; |fp(x) − fq(x)| > ε}) ≤ δ. (3.10)

Montrer que si la suite(fn)n∈N converge en mesure versf , alors(fn)n∈N est de Cauchy en mesure.

3. Soit(fn)n∈N une suite de Cauchy en mesure ; montrer qu’il existe une fonction mesurableg et une sous-suite
(fnk

)k∈N, telles que pour toutε > 0, il existeA ∈ T vérifiantm(A) ≤ ε et tel que(fnk
)k∈N converge

uniformément versg surAc. [On pourra construire la sous-suite(fnk
)k∈N de telle sorte quem(Ak) ≤ 2−k,

avecAk = {x ∈ E; |fnk+1
(x)−fnk

(x)| > 2−k}, et chercherA sous la forme
⋃

k≥p
Ak, oùp est convenablement

choisi.]

4. Montrer que si(fn)n∈N converge en mesure versf , il existe une sous-suite qui converge versf presque partout.
[On pourra commencer par montrer que la suite(fnk

)k∈N construite à la question précédente converge presque
partout et en mesure.]

Exercice 3.27 (Conv. en mesure et fonctions continues)Corrigé 56 page 336
Soit (Ω,A,m) un espace mesuré,(Xn)n∈N une suite de fonctions mesurables deΩ dansR et X une fonction
mesurable deΩ dansR. On suppose queXn → X en mesure, quandn→ ∞.

1. Soitϕ une fonction uniformément continue deR dansR. Montrer queϕ(Xn) → ϕ(X) en mesure, quand
n→ ∞.

2. On suppose, dans cette question, quem est une probabilité (on a doncm(Ω) = 1, les fonctions mesurables
sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soitϕ une fonction continue deR
dansR. Montrer queϕ(Xn) → ϕ(X) en probabilité, quandn→ ∞. [On pourra commencer par remarquer que
lima→+∞m({|X | ≥ a}) = 0.]

3. On prend ici(Ω,A,m) = (R,B(R), λ). Montrer, en donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convena-
blementXn etX), qu’on peut avoirXn → X en mesure (quandn→ ∞) etϕ(Xn) 6→ ϕ(X) en mesure pour
certaines fonctionsϕ continues deR dansR.
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Exercice 3.28
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini. On pose, pourf et g fonctions mesurables deE dansR (c’est-à-dire
f, g ∈ M) :

d(f, g) =

∫ |f − g|
1 + |f − g|dm.

1. Montrer qued est bien définie et prend ses valeurs dansR+ (c’est-à-dire que |f−g|
1+|f−g| ∈ L1

R(E, T, m) pour tout
f, g ∈M) et qued est une semi-distance surM (c’est-à-dire qued(f, g) = d(g, f), pour toutf, g ∈ M, et que
d(f, h) ≤ d(f, g) + d(g, h), pour toutf, g, h ∈ M).

2. Soient(fn)n∈N ⊂ M et f ⊂ M. Montrer quefn converge en mesure versf lorsquen → +∞ si et seulement
si lim

n→+∞
d(fn, f) = 0. [Il est probablement utile de considérer, pourε > 0, les ensemblesAn = {x ∈

E; |fn(x) − f(x)| > ε}.]

Exercice 3.29 (Mesurabilité d’une limite p.p.)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M(E, T ) etf : E → R. On suppose quefn → f p.p.. Montrer
quef ∈ M(E, T ), où (E, T ,m) est le compété de(E, T,m) (voir le théorème 2.1). En donnant un exemple
(c’est-à-dire en choisissant convenablement(E, T,m), (fn)n∈N etf ), montrer qu’on peut avoirf 6∈ M(E, T ).

Exercice 3.30 (Ess. uniforme versus p.u.)Corrigé 57 page 337
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Pourf ∈ M, on poseAf = {C ∈ R, |f | ≤ C p.p.}. Si Af 6= ∅, on pose
‖f‖∞ = inf Af . SiAf = ∅, on pose‖f‖∞ = ∞.

1. Soitf ∈ M t.q.Af 6= ∅. Montrer que‖f‖∞ ∈ Af .

2. Soient(fn)n∈N ⊂ M etf ∈ M.

(a) On suppose, dans cette question, que‖fn − f‖∞ → 0 quandn→ ∞ (on dit quefn → f essentiellement
uniformément). Montrer quefn → f presque uniformément.

(b) En donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convenablement(E, T,m), (fn)n∈N etf ), montrer qu’on
peut avoirfn → f presque uniformément, quandn→ ∞, et‖fn − f‖∞ 6→ 0.

Exercice 3.31
SoitA la classe des sous-ensembles deZ tels que

pour n > 0, 2n ∈ A⇐⇒ 2n+ 1 ∈ A.

1. Montrer queA est une tribu.

2. Montrer que l’applicationϕ : n 7→ n+ 2 est une bijection deZ dansZ, mesurable quandZ est muni (au départ
et à l’arrivée) de la tribuA (c’est à dire t.q. queϕ−1(A) ∈ A pour toutA ∈ A). Montrer que l’inverse deϕ
n’est pas mesurable.

Exercice 3.32
On considère des applicationsf deE dansR. On noteσ(f) = {f−1(A), A ∈ B(R)} (σ(f) est la tribu image
réciproque deB(R) parf ).

1. Décrireσ(f) dans chacun des cas suivants :

(a)E = R etf(x) = x ouf(x) = x2 ouf(x) = |x|.
(b)E = R2 etf(x, y) = x+ y.

2. Montrer que les singletons sont tous dansσ(f) si et seulement sif est injective.
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3. Dans le cas général, montrer qu’une fonctiong deE dansR estσ(f)-mesurable si et seulement si il existe une
fonction borélienneϕ deR dansR t.q.g = ϕ ◦ f . [On pourra commencer par le cas oùg est étagée, puis utiliser
un argument de limite].

4. Montrer que l’on a toujours une fonction bornéeg t.q.σ(g) = σ(f).

Exercice 3.33 (Mesurabilité des troncatures)Corrigé 58 page 338
Soit (X, T ) un espace mesurable etf une fonction mesurable deX dansR (R est muni, comme toujours quand
on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Poura > 0, on définit la fonction “tronquée” :

fa(x) =





a si f(x) > a
f(x) si |f(x)| ≤ a
−a si f(x) < −a

Montrer quefa est mesurable.

Exercice 3.34
Soit (E, T ) un espace mesurable (on munitR de la tribu des boréliensB(R), comme toujours). Soient(fn)n∈N

une suite de fonctions mesurables deE dansR, etA l’ensemble des pointsx ∈ E tels que(fn(x))n∈N ne soit pas
de Cauchy. Montrer queA est mesurable (i.e.A ∈ T ).

Exercice 3.35
Soitϕ : R2 → R B(R2)-mesurable. Pourx ∈ R, on pose :fϕ(x) = ϕ(x, x).

1. Montrer quefϕ estB(R)-mesurable.

2. Soientϕ etψ : R2 → R B(R2)-mesurables. Montrer queϕ = ψ λ2-p.p. 6⇒ fϕ = fψ λ-p.p.. (λ2 est la mesure
de Lebesgue surB(R2) dont on suppose l’existence).

3. Soientϕ etψ : R2 → R B(R2)-mesurables t.q. :

(a)ϕ(x, .) etψ(x, .) sont continues p.p. enx ∈ R

(b) ϕ(, .y) etψ(., y) sont mesurables pour touty ∈ R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory".)

(a) Montrer queϕ etψ sontB(R2)-mesurables.

(b) Montrer queϕ = ψ λ2-p.p.⇒ ϕ(x, .) = ψ(x, .) partout, p.p. enx ∈ R. En déduire que siϕ = ψ λ2-p.p,
alorsfϕ = fψ λ-p.p..

Exercice 3.36 (Exemple de tribu engendrée)Corrigé 59 page 338
Dans cet exercice, on s’intéresse à la tribuτ(X) engendrée par la variable aléatoireX définie surΩ, muni de la
tribuA, à valeurs dansR, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question,Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = P(Ω)) etX est la variable aléatoire
définie parX(ω) = 1 lorsqueω est pair,X(ω) = 0 sinon. Montrer queτ(X) est formé de 4 éléments.

2. (Cas den tirages à pile ou face) Soitn ∈ N⋆, Ω = {0, 1}n, A = P(Ω)) etk ∈ {1, · · · , n}. La variable aléatoire
X représente lek-ième tirage,X est donc l’applicationω = (ω1, · · · , ωn) 7→ ωk. Montrer queτ(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

3. Dans cette question, on prendΩ = R, A = B(R) et, pour toutω ∈ Ω, X(ω) = ω − [ω], où [ω] désigne la
partie entière deω (c’est-à-dire[ω] = max{n ∈ Z, t.q. n ≤ ω}. Si C est un borélien inclus dans[0, 1[ (ce
qui est équivalent à direC ∈ B([0, 1[)), on poseϕ(C) = ∪k∈ZCk, avecCk = {x + k, x ∈ C}. Montrer que
τ(X) = {ϕ(C), C ∈ B([0, 1[)}.
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Exercice 3.37 (Tribu et partition)
Soit Ω un ensemble. On appelle partition deΩ une famille finie ou dénombrable de parties non vides deΩ et
disjointes deux à deux et dont l’union est égale àΩ. Les éléments d’une partition sont appelés atomes.

1. Soita = {Ai ; i ∈ I} une partition deΩ et soitτ(a) la tribu engendrée para. Montrer que

τ(a) = {
⋃

j∈J
Aj où J ⊂ I} .

En déduire qu’une v.a. réelle estτ(a)-mesurable si et seulement si elle est constante sur tous lesatomes dea.

Une partitiona est dite plus fine qu’une partitionb si tous les atomes deb s’écrivent comme union d’atomes de
a.

2. Montrer que sia est plus fine queb et sib est plus fine quea alorsa et b sont égales.

3. Montrer que sia et b sont deux partitions telles queτ(a) = τ(b) alorsa etb sont égales.

Exercice 3.38 (Fonctions constantes)Corrigé 60 page 339
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une variable aléatoire (réelle). Poura ∈ R, on poseϕ(a) =
P (X−1(] − ∞, a])) (on note souventX−1(] − ∞, a]) = {X ≤ a}). La fonctionϕ est donc la fonction de
répartition de la probabilitéPX .

1. Montrer queϕ est une fonction croissante deR dansR et quelima→+∞ ϕ(a) = 1, lima→−∞ ϕ(a) = 0.

On suppose maintenant que, pour toutB ∈ B(R), on aP (X−1(B)) = 0 ou1.

2. Montrer qu’il existeα ∈ R t.q.X = α p.s..
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Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré(E, T,m) (dont un exemple fondamental est(E, T,m) = (R,
B(R), λ), on voudrait généraliser la notion d’intégrale à cet espace, c’est-à-dire introduire une application qui àf ,
fonction deE dansR, associe un réel, dépendant de la mesurem, que nous noterons

∫
fdm, tel que :

– Sif = 1A, A ∈ T , alors
∫
fdm = m(A),

– L’application ainsi définie soit linéaire, c’est-à-dire que pour toutes fonctionsf et g définies deE dansR,∫
(αf + βg)dm = α

∫
fdm+ β

∫
gdm, ∀ (α, β) ∈ R2.

En fait, on ne peut pas définir une telle application surtoutesles fonctions deE dansR, nous allons la définir
seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables".

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit(E, T,m) un espace mesuré. On rappelle queE+ est l’ensemble des fonctions étagées deE dansR, ne prenant
que des valeurs positives ou nulles. Sif ∈ E+, f non nulle, le lemme 3.1 nous donne, en particulier, l’existence de
(ai, Ai)i=1,...,n ⊂ R⋆+×T t.q.Ai∩Aj = ∅, si i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n}, etf =

∑n
i=1 ai1Ai

. D’autre part, le lemme
3.2 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on écrit sous la forme :f =

∑n
i=1 ai1Ai

, où
lesAi sont deux à deux disjoints et lesai sont strictement positifs, la valeur

∑n
i=1 aim(Ai) est indépendante de la

décomposition choisie. On peut donc définir l’intégrale surE+ de la manière suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction deE+) Soit (E, T,m) un espace mesuré et soitf deE dansR une
fonction étagée positive non nulle (c’est-à-diref ∈ E+). Soient(Ai)i=1,...,n ⊂ T une famille de parties disjointes
deux à deux (i.e. t.q.Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j) et n réelsa1, ..., an strictement positifs tels quef =

∑n
i=1 ai1Ai

.
On définit l’intégrale def , qu’on note

∫
fdm, par :

∫
fdm =

∑n
i=1 aim(Ai) (on a donc

∫
fdm ∈ R+). D’autre

part, sif = 0, on pose
∫
fdm = 0.

Remarque 4.1 En adoptant la convention0 × +∞ = 0, on peut aussi remarquer que sif =
n∑

i=1

ai1Ai
∈ E+, où

la famille(Ai)i=1,...,n ⊂ T est t.q.Ai∩Aj = ∅ si i 6= j, et où les réelsa1, ..., an sont supposés positifs seulement,
on a encore : ∫

fdm =

n∑

i=1

aim(Ai). (4.1)

Proposition 4.1 (Propriétés de l’intégrale surE+) Soientf etg ∈ E+, α etβ ∈ R⋆+, alors :
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– linéarité positive :αf + βg ∈ E+, et
∫

(αf + βg)dm = α

∫
fdm +β

∫
gdm,

– monotonie :f ≥ g ⇒
∫
fdm ≥

∫
gdm.

DÉMONSTRATION :
Il est facile de montrer que sif ∈ E+ et α ∈ R⋆+ on aαf ∈ E+ et

∫
αfdm = α

∫
fdm. Pour montrer la

linéarité positive, il suffit donc de considérer le casα = β = 1 et f et g non nulles. Soit doncf, g ∈ E+,
non nulles. D’après le lemme sur la décomposition canoniquedes fonctions étagées positives non nulles (lemme
3.1), on peut écriref =

∑n
i=1 ai1Ai

et g =
∑m

j=1 bj1Bj
avec0 < a1 < . . . < an, Ai 6= ∅ pour touti,

Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j, 0 < b1 < . . . < bm, Bj 6= ∅ pour toutj, Bj ∩ Bi = ∅ si j 6= i. En posanta0 = b0 = 0,
A0 = (∪ni=1Ai)

c etB0 = (∪nj=1Bj)
c, on a aussif =

∑n
i=0 ai1Ai

, g =
∑m
j=0 bj1Bj

et on peut écriref + g =∑n
i=0

∑m
j=0(ai+ bj)1Ai∩Bj

=
∑

(i,j)∈K(ai+ bj)1Ai∩Bj
, avecK = {(i, j) ∈ {0, . . . , n}×{0, . . . ,m}\ (0, 0)}.

On a doncf + g ∈ E+ et
∫

(f + g)dm =
∑

(i,j)∈K(ai + bj)m(Ai ∩ Bj). On en déduit
∫
(f + g)dm =∑n

i=1

∑m
j=0 aim(Ai ∩Bj)+

∑m
j=1

∑n
i=0 bjm(Ai ∩Bj) =

∑n
i=1 aim(Ai)+

∑m
j=1 bjm(Bj) (car(A0, . . . , An)

et (B0, . . . , Bm) sont des partitions deE). On a donc bien montré
∫
(f + g)dm =

∫
fdm+

∫
gdm.

Il reste à montrer la monotonie. Soitf, g ∈ E+ t.q.f ≥ g. On a doncf − g ∈ E+ (on rappelle queE est un espace
vectoriel surR, voir la proposition 3.1) et donc la linéarité positive nousdonne que

∫
fdm =

∫
(f − g)dm +∫

gdm ≥
∫
gdm car

∫
(f − g)dm ≥ 0.

Remarque 4.2

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de l’intégrale surE+ est que, sif ∈ E+, pour n’importe quelle

décomposition def : f =

n∑

i=1

ai1Ai
∈ E+, a1, ..., an ≥ 0 et(Ai)i=1,...,n ⊂ T (on ne suppose plusAi ∩Aj = ∅

si i 6= j), on a encore, par linéarité positive :
∫
fdm =

n∑

i=1

ai

∫
1Ai

=

n∑

i=1

aim(Ai), (4.2)

en posantaim(Ai) = 0 si ai = 0.

2. Une conséquence de la monotonie de l’intégrale surE+ est que, pour toutf ∈ E+, on a :

∫
fdm = sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ f}.

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir l’intégrale des fonctions deM+.

Lemme 4.1 Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ E+, etg ∈ E+, tels que :
– fn+1(x) ≥ fn(x), pour toutn ∈ N, et toutx ∈ E,
– lim
n→∞

fn(x) ≥ g(x), pour toutx ∈ E,

alors

lim
n→∞

∫
fn dm ≥

∫
g dm. (4.3)

Noter que la suite(
∫
fndm)n∈N est une suite croissante deR+, donc sa limite existe dansR+.
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DÉMONSTRATION : Pourx ∈ E, on posef(x) = limn→+∞ fn(x) (cette limite existe et appartient àR+). Il se
peut quef 6∈ E+, mais on a toujoursf ∈ M+ et les hypothèses du lemme donnefn ↑ f quandn→ ∞.

Soitα ∈]0, 1[, on définit, pourn ∈ N :

An = {x ∈ E ; αg(x) ≤ fn(x)}. (4.4)

On a doncAn = (fn−αg)−1([0,∞[) ∈ T ,An ⊂ An+1 (carfn ≤ fn+1) etE = ∪n∈NAn. En effet, six ∈ E, on
distingue 2 cas :

1. Sig(x) = 0, alorsx ∈ An pour toutn ∈ N doncx ∈ ∪n∈NAn,

2. Sig(x) > 0, on a alorsαg(x) < g(x) ≤ limn→∞ fn(x). Il existe doncnx (dépendant dex) t.q.x ∈ An pour
n ≥ nx. Donc,x ∈ ∪n∈NAn.

On a donc bien montré queE = ∪n∈NAn. (CommeAn ⊂ An+1, pour toutn ∈ N, on peut aussi remarquer que la
suite de fonctions(αg1An

)n∈N converge simplement et en croissant vers la fonctionαg.)

On remarque maintenant queαg1An
∈ E+, fn ∈ E+ et que, grâce à la définition deAn, on aαg1An

≤ fn. La
monotonie de l’intégrale surE+ donne donc :

∫
αg1An

dm ≤
∫
fndm. (4.5)

En utilisant la décomposition canonique deg (lemme 3.1) il existe(bi, Bi)i=1,...,p t.q.0 < b1 < . . . < bp, Bi 6= ∅
pour touti,Bi ∩Bj = ∅ si i 6= j etg =

∑p
i=1 bi1Bi

. On a doncαg1An
=
∑p

i=1 αbi1Bi∩An
et donc :

∫
αg1An

dm =

p∑

i=1

αbim(Bi ∩An).

Comme∪n∈N(Bi ∩An) = Bi ∩ (∪n∈NAn) = Bi ∩E = Bi, la continuité croissante dem donnem(Bi ∩An) →
m(Bi), quandn→ ∞. On en déduit :

lim
n→∞

∫
αg1An

dm = lim
n→∞

p∑

i=1

αbim(Bi ∩An) =

p∑

i=1

αbim(Bi) =

∫
αgdm.

On peut donc passer à la limite, quandn→ ∞, dans (4.5) et obtenir :
∫
αgdm ≤ lim

n→∞

∫
fndm.

Enfin, la linéarité positive de l’intégrale surE+ donne
∫
αgdm = α

∫
gdm. On conclut la démonstration du lemme

en faisant tendreα vers1.

Remarque 4.3 Dans la démonstration précédente, on a besoin deα < 1 pour pouvoir écrireαg(x) ≤ fn(x) pour
n ≥ nx, avecnx ∈ N pouvant dépendre dex. Un telnx pourrait ne pas exister en prenantα = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.1.
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Lemme 4.2
Soient(E, T, m) un espace mesuré etf ∈M+. Soient deux suites(fn)n∈N et (gn)n∈N d’éléments deE+ conver-
geant simplement et en croissant versf . On a alors :

lim
n→∞

∫
fndm = lim

n→∞

∫
gndm. (4.6)

DÉMONSTRATION :
On applique le lemme 4.1 avecg = gp, p fixé. On obtient

∫
gpdm ≤ limn→∞

∫
fndm. Puis, passant à la limite

quandp→ ∞, limp→∞
∫
gpdm ≤ limn→∞

∫
fndm. On obtient enfin (4.6) en changeant les rôles defn etgp.

Le lemme 4.2 permet donc de définir l’intégrale surM+ de la manière suivante :

Définition 4.2 (Intégrale surM+) Soient(E, T,m) un espace mesuré, etf ∈ M+. D’après la proposition sur
la mesurabilité positive, il existe une suite(fn)n∈N ⊂ E+ telle quefn ↑ f quandn→ ∞, c’est-à-dire :
– Pour toutx ∈ E, fn(x) → f(x), quandn→ ∞,
– fn+1(x) ≥ fn(x), pour toutx ∈ E, et toutn ∈ N.
On définit l’intégrale def en posant :

∫
fdm = lim

n→∞

∫
fndm (∈ R+). (4.7)

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile,de l’intégrale d’une fonction mesurable positive à partir
d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.3 Soient(E, T, m) un espace mesuré etf ∈M+. Alors
∫
fdm = sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ f}.

DÉMONSTRATION : Soit (fn)n∈N ⊂ E+ telle quefn ↑ f quandn→ ∞.

La monotonie de l’intégrale surE+ donne que
∫
fndm = sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ fn} (voir la remarque 4.2).

Commefn ≤ f , on a donc, pour toutn ∈ N :
∫
fndm = sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ fn} ≤ sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ f}.

La définition de
∫
fdm donne alors :

∫
fdm ≤ sup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ f}.

Pour montrer l’inégalité inverse, soitg ∈ E+ t.q. g ≤ f . Commefn ↑ f , le lemme 4.1 donne
∫
gdm ≤

limn→∞
∫
fndm =

∫
fdm. On a doncsup{

∫
gdm, g ∈ E+, g ≤ f} ≤

∫
fdm.

Proposition 4.2 (Propriétés de l’intégrale surM+) Soientf etg ∈ M+, α etβ ∈ R⋆+, alors :

– linéarité positive :αf + βg ∈ M+, et
∫

(αf + βg)dm = α

∫
fdm +β

∫
gdm,

– monotonie :f ≥ g ⇒
∫
fdm ≥

∫
gdm.
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DÉMONSTRATION :
La linéarité positive se démontre de manière très simple à partir de la linéarité positive surE+ (proposition 4.1). et
de la définition 4.2.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.3.

Remarque 4.4 (A propos de0 ×∞ . . .) Soient(E, T,m) un espace mesuré etA ∈ T t.q.m(A) = 0. On note
IA la fonction indicatrice de l’ensembleA. Cette fonction est définie deE dansR+ par :IA(x) = +∞ si x ∈ A et
IA(x) = 0 si x 6∈ A. Cette fonction est souvent notée aussi∞1A. Il est clair queIA ∈ M+ et queIA est la limite
croissante de la suite(fn)n∈N ⊂ E+ définie parfn = n1A. On en déduit, en utilisant la définition de l’intégrale
surM+, que

∫
IAdm = 0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.4 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. Soitf ∈ M+ etA ∈ T . On notef1A ∈ M+ la fonction définie parf1A(x) = f(x) si x ∈ A et f1A(x) = 0
si x ∈ Ac. On définit

∫
A
fdm par

∫
f1Adm. On suppose quem(A) = 0. Alors,

∫
A
fdm = 0.

2. Soitf, g ∈ M+ t.q.f = g p.p.. Alors,
∫
fdm =

∫
gdm.

3. Soitf ∈ M+ t.q.f = 0 p.p.. Alors
∫
fdm = 0.

DÉMONSTRATION :

1. Soitf ∈ M+ etA ∈ T t.q.m(A) = 0. SoitIA la fonction indicatrice de l’ensembleA (définie dans la remarque
4.4). On a évidemmentf1A ≤ IA et donc, par monotonie,

∫
f1Adm = 0.

2. Soitf, g ∈ M+ t.q. f = g p.p.. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 et f1Ac = g1Ac . On a doncf1Ac , g1Ac ∈ M+

et
∫
f1Acdm =

∫
g1Acdm. D’autre part, comme

∫
f1Adm =

∫
g1Adm = 0, on a aussi, par linéarité positive∫

fdm =
∫
f1Acdm+

∫
f1Adm =

∫
f1Acdm (et de même pourg). Donc,

∫
fdm =

∫
gdm.

3. Soitf ∈ M+ t.q.f = 0 p.p.. Alors
∫
fdm =

∫
0dm = 0.

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de l’intégrale àcertaines fonctions non mesurables :

Définition 4.3 Soit (E, T,m) un espace mesuré etf définie surAc, à valeurs dansR (resp.R+), avecA ∈ T ,
m(A) = 0 (on dit quef est définie p.p., carf n’est pas définie surA).

1. f estm-mesurable (resp.m-mesurable positive) si il existeg ∈ M (resp.g ∈ M+) t.q.f = g p.p.. (c’est-à-dire
qu’il existeB ∈ T t.q.m(B) = 0,B ⊃ A etf = g surBc).

2. Soitf m-mesurable positive. On pose
∫
fdm =

∫
gdm, avecg ∈ M+ t.q.f = g p.p. (noter que cette intégrale

ne dépend pas du choix deg, grâce au lemme 4.4).

Remarque 4.5 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats suivants :

1. Soitf deE dansR ouR+. Alors,f ∈ E+ si et seulement sif ∈ M+, Imf ⊂ R+ et card(Imf) <∞.

2. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 etf deAc dansR. Alors,f estm-mesurable si et seulement si il existe(fn)n∈N ⊂ E
t.q.fn → f p.p. (voir l’exercice 4.17).

3. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 et f deAc dansR+. Alors, f estm-mesurable positive si et seulement si il existe
(fn)n∈N ⊂ E+ t.q.fn → f p.p..
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Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebichev
(voir la section 4.9) en découlent immédiatement.

Lemme 4.5 Soient(E, T,m) un espace mesuré,f ∈ M+ et t ∈ R⋆+ ; alors :

m({f ≥ t}) ≤ 1

t

∫
fdm. (4.8)

DÉMONSTRATION : On définitAt = {f ≥ t} = {x ∈ E ; f(x) ≥ t}. On aAt ∈ T et f ≥ t1At
. Par monotonie

de l’intégrale surM+, on en déduit l’inégalité 4.8.

4.3 Théorème de convergence monotone et lemme de Fatou

Théorème 4.1 (Convergence Monotone (1))Soit(E, T,m) un espace mesuré et soit(fn)n∈N une suite deM+

t.q. fn+1(x) ≥ fn(x), pour toutn ∈ N et toutx ∈ E. On pose, pour toutx ∈ E, f(x) = lim
n→+∞

fn(x) ∈ R+.

Alorsf ∈ M+ et :
∫
fndm→

∫
fdm lorsquen→ +∞.

DÉMONSTRATION :
Noter que si(fn)n∈N ∈ E+, le fait que

∫
fndm →

∫
fdm, lorsquen → +∞, est donné par la définition de

l’intégrale surM+. La difficulté est donc ici de travailler avec(fn)n∈N ∈ M+ au lieu de(fn)n∈N ∈ E+.

Comme(fn)n∈N ⊂ M+ converge simplement et en croissant versf , la proposition 3.5 donnef ∈ M+. Puis, par
monotonie de l’intégrale surM+, on a

lim
n→+∞

∫
fndm ≤

∫
f dm. (4.9)

Il reste donc à montrer que :

lim
n→+∞

∫
fndm ≥

∫
f dm. (4.10)

Pour montrer (4.10), on va construire une suite de fonctions(gp)p∈N ⊂ E+ t.q gp ↑ f , quandp → ∞, etgp ≤ fp,
pour toutp ∈ N.

Pour toutn ∈ N, fn ∈ M+ ; il existe une suite de fonctions(fn,p)p∈N ⊂ E+ t.q. fn,p ↑ fn lorsquep tend vers
+∞. On définit alors :

gp = sup
n≤p

fn,p (4.11)

On note que :

1. gp ∈ E+ car gp est le sup d’un nombre fini d’éléments deE+ (donc gp est mesurable,Im(gp) ⊂ R+ et
card(Im(gp)) <∞, ce qui donnegp ∈ E+).

2. gp+1 ≥ gp, pour toutp ∈ N. En effet, commefn,p+1 ≥ fn,p (pour toutn etp), on a

gp+1 = sup{fp+1,p+1, sup
n≤p

fn,p+1} ≥ sup
n≤p

fn,p+1 ≥ sup
n≤p

fn,p = gp.

On peut donc définir, pourx ∈ E, g(x) = limp→∞ gp(x) ∈ R+ (car la suite(gp(x))p∈N est croissante dans
R+).
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3. g = f . En effet, on remarque quegp ≥ fn,p si n ≤ p. On fixen et on fait tendrep vers l’infini, on obtient
g ≥ fn pour toutn ∈ N. En faisantn → ∞ on en déduitg ≥ f . D’autre part, on afn,p ≤ fn ≤ f pour toutn
et toutp. On a doncgp ≤ f pour toutp. En faisantp→ ∞ on en déduitg ≤ f . On a bien montré quef = g.

4. gp ≤ fp pour toutp ∈ N. En effet,fn,p ≤ fn ≤ fp si n ≤ p. On a doncgp = supn≤p fn,p ≤ fp.

Les points 1 à 3 ci dessus donnent(gp)p∈N ∈ E+ et gp ↑ f quandp → ∞. Donc, la définition de l’intégrale sur
M+ donne

∫
fdm = limp→∞

∫
gpdm.

Le point 4 donne (par monotonie de l’intégrale surM+)
∫
gpdm ≤

∫
fpdm, on en déduit

∫
fdm = lim

p→∞

∫
gpdm ≤ lim

p→∞

∫
fpdm.

Finalement, on obtient bien
∫
fdm = limp→∞

∫
fpdm.

On utilisera souvent une légère extension (facile) du théorème de convergence monotone :

Théorème 4.2 (Convergence Monotone (2))Soit(E, T,m) un espace mesuré et soit(fn)n∈N ⊂ M+. On sup-
pose quefn ↑ f p.p. (c’est-à-dire que il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn(x) ↑ f(x) pour toutx ∈ Ac). La
fonctionf (définie p.p.) est alorsm−mesurable positive (c’est-à-dire que il existeg ∈ M+ t.q. f = g p.p.) et∫
fndm →

∫
fdm. On rappelle que, par définition (voir la définition 4.3),

∫
fdm =

∫
gdm avecg ∈ M+ t.q.

f = g p.p..

DÉMONSTRATION :
SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn ↑ f surAc, quandn → ∞. On posegn = fn1Ac (c’est-à-diregn(x) = fn(x)
si x ∈ Ac et gn(x) = 0 si x ∈ A). On agn ∈ M+ et gn ↑ g avecg = f1Ac (c’est-à-direg(x) = f(x) si
x ∈ Ac et g(x) = 0 si x ∈ A). Commeg ∈ M+ et f = g p.p., on a doncf m−mesurable positive. Puis, le
théorème 4.1 donne

∫
gndm →

∫
gdm quandn → ∞. D’autre part, on a

∫
gndm =

∫
fndm (carfn = gn p.p.)

et
∫
gdm =

∫
fdm (par définition de

∫
fdm), donc

∫
fndm→

∫
fdm.

Corollaire 4.1 (Séries à termes positifs ou nuls)Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M+ ; on pose,

pour toutx ∈ E, f(x) =

+∞∑

n=0

fn(x)(∈ R+). Alorsf ∈ M+ et
∫
fdm =

+∞∑

n=0

∫
fndm.

DÉMONSTRATION : On applique le théorème de convergence monotone (théorème4.1) à la suite(gn)n∈N définie
par

gn =
n∑

p=0

fp.

On agn ∈ M+ etgn ↑ f . Doncf ∈ M+ et

n∑

p=0

∫
fpdm =

∫
gndm →

∫
fdm.
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Lemme 4.6 (Fatou) Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M+. On pose pour toutx ∈ E : f(x) =
lim inf
n→+∞

fn(x) = lim
n→+∞

( inf
p≥n

fp(x)) ∈ R+. Alorsf ∈ M+ et :

∫
fdm ≤ lim inf

n→+∞

∫
fndm = lim

n→+∞
( inf
p≥n

∫
fpdm). (4.12)

DÉMONSTRATION : Pourn ∈ N, on posegn(x) = infp≥n fp(x) (pour toutx ∈ E), de sorte quegn ∈ M+

(cf. proposition 3.5) etgn ↑ f . Le théorème de convergence monotone (théorème 4.1) donne que f ∈ M+ et∫
gndm→

∫
fdm.

Or, gn ≤ fp si p ≥ n. On a donc
∫
gndm ≤

∫
fpdm si p ≥ n et donc (en fixantn)

∫
gndm ≤ infp≥n

∫
fpdm.

On en déduit ∫
fdm = lim

n→∞

∫
gndm ≤ lim

n→∞
( inf
p≥n

∫
fpdm) = lim inf

n→∞

∫
fndm.

Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites(fn)n∈N ⊂ M+ telles que la suite(
∫
fndm)n∈N est bornée

et la suite(fn(x))n∈N est convergente pour presque toutx ∈ E. Il permet alors de montrer que la limite (au sens
de la convergence p.p.) de la suite(fn)n∈N est “intégrable" (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le
corollaire (immédiat) suivant :

Corollaire 4.2 Soient(E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N ⊂ M+ t.q. fn(x) → f(x), pour presque tout

x ∈ E, lorsquen → +∞. On suppose qu’il existeC ≥ 0 t.q.
∫
fn dm ≤ C, pour toutn ∈ N. Alors, f est

m−mesurable positive et
∫
f dm ≤ C.

DÉMONSTRATION : Comme(fn)n∈N ∈ M+ et fn → f p.p., on a bienf m-mesurable positive. On poseg =
lim infn→∞ fn (c’est-à-direg(x) = lim infn→∞ fn(x) pour toutx ∈ E). On a doncg ∈ M+ etf = g p.p. donc∫
fdm =

∫
gdm par définition de l’intégrale des fonctionsm-mesurables (définition 4.3).

Le lemme de Fatou donne
∫
fdm =

∫
gdm ≤ lim infn→∞

∫
fndm et donc

∫
fdm ≤ C car

∫
fndm ≤ C pour

toutn ∈ N.

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive,on peut définir une autre mesure de la manière sui-
vante :

Définition 4.4 (Mesure de densité)
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. PourA ∈ T , on rappelle quef1A est la fonction (deE dansR+)
définie parf1A(x) = f(x) si x ∈ A et f1A(x) = 0 si x ∈ Ac (cette fonction appartient àM+) et on définit∫
A
fdm par

∫
f1Adm.

On définit alorsµ : T → R+ par :

µ(A) =

∫
f1Adm =

∫

A

fdm, ∀A ∈ T. (4.13)
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L’application µ ainsi définie est une mesure surT (ceci est démontré dans l’exercice 4.22), appelée mesure de
densitéf par rapport àm, et notéeµ = fm.

Proposition 4.3 Soient(E, T,m) un espace mesuré,f ∈ M+ etµ la mesure de densitéf par rapport àm. Alors,
la mesureµ est absolument continue par rapport à la mesurem, c’est-à-dire que siA ∈ T est tel quem(A) = 0,
alorsµ(A) = 0.

DÉMONSTRATION : SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0. On a alorsf1A = 0 m-p.p. et doncµ(A) =
∫
f1Adm = 0

d’après le lemme 4.4.

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac définie surB(R) par :

δ(A) = 1 si 0 ∈ A
δ(A) = 0 si 0 ∈ Ac.

(4.14)

n’est pas une mesure de densité par rapport à la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces deux mesures sont
étrangères (voir définition 2.16 et proposition 2.4).
Notons que l’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition 6.15.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.5 (Probabilité de densité)Soitp une probabilité surB(R), on dit quep est une probabilité de densité
(par rapport à Lebesgue) s’il existef ∈ M+ t.q.

∫
fdλ = 1 etp(A) =

∫
f1Adλ =

∫
A
fdλ pour toutA ∈ B(R).

Les lois de probabilité surB(R), de densité par rapport à la mesure de Lebesgue, données dansla proposition
suivante seront souvent utilisées dans le calcul des probabilités (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par
définition, une probabilité surB(R)).

Définition 4.6 (Quelques lois de densité surB(R))

1. Loi uniforme,U(a, b) Soita, b ∈ R, a < b, la loi uniforme sur[a, b] est la loi de densité 1
b−a1[a,b] : p(A) =

1
b−a

∫
1[a,b]1Adλ, ∀A ∈ T .

2. Loi exponentielle,E(τ) Soitτ > 0 ; la loi exponentielle est définie par la densitéf définie par :

f(x) =

{
0 si x < 0
τe−τx si x ≥ 0

(4.15)

3. Loi de Gauss,N (µ, σ2) Soit(µ, σ) ∈ R × R⋆+ ; la loi de Gauss de paramètre(µ, σ) est définie par la densitéf
définie par :

f(x) =
1

σ
√

2π
exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
(4.16)

4.5 L’espaceL1 des fonctions intégrables

Soit f ∈ M, La proposition 3.7 donne que|f |, f+, f− ∈ M+ et la monotonie de l’intégrale surM+ donne∫
f+dm ≤

∫
|f |dm et

∫
f−dm ≤

∫
|f |dm. Ceci va nous permette de définir l’espaceL1 et l’intégrale surL1 à

partir de l’intégrale surM+ (définition 4.2 page 77).
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Définition 4.7 (EspaceL1 et Intégrale de Lebesgue)
Soient(E, T, m) un espace mesuré etf ∈M. On dit quef est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si∫
|f |dm < +∞. Dans ce cas, on a aussi

∫
f+dm < +∞ et

∫
f−dm < +∞. On pose alors :

∫
fdm =

∫
f+dm−

∫
f−dm (∈ R). (4.17)

On noteL1
R(E, T, m) (ou plus simplementL1) l’ensemble des fonctions intégrables.

Soitf ∈ M, la linéarité positive de l’intégrale surM+ donne
∫
|f |dm =

∫
f+dm+

∫
f−dm. On voit donc que

f ∈ L1 si et seulement si
∫
f+dm <∞ et

∫
f−dm <∞.

Proposition 4.4 (Propriétés deL1 et de l’intégrale surL1)
Soit(E, T,m) un espace mesuré. On a alors :

1. L1 est un espace vectoriel surR.

2. L’applicationf 7→
∫
fdm est une application linéaire deL1 dansR.

3. Monotonie : soientf etg ∈ L1 telles quef ≤ g ; alors
∫
fdm ≤

∫
gdm

4. Pour toutf ∈ L1, |
∫
fdm| ≤

∫
|f |dm.

DÉMONSTRATION :

1. On sait déjà queM est un espace vectoriel surR (proposition 3.5). Pour montrer queL1 est un espace vec-
toriel surR, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité positive et la monotonie de l’intégrale surM+, que∫
|αf |dm = |α|

∫
|f |dm et

∫
|f + g|dm ≤

∫
|f |dm+

∫
|g|dm, pour toutf, g ∈ M et toutα ∈ R.

2.(a) Soitα ∈ R etf ∈ L1. On veut montrer que
∫
αfdm = α

∫
fdm. (4.18)

Cas 1. Siα = 0, (4.18) est bien vraie.
Cas 2. Siα > 0, on remarque que(αf)+ = αf+ et (αf)− = αf−. En utilisant la linéarité positive de

l’intégrale surM+, on en déduit
∫
αfdm =

∫
(αf)+dm −

∫
(αf)−dm = α(

∫
f+dm −

∫
f−dm) =

α
∫
fdm.

Cas 3. Siα < 0, on remarque que(αf)+ = (−α)f− et (αf)− = (−α)f+. En utilisant la linéarité positive
de l’intégrale surM+, on en déduit

∫
αfdm =

∫
(αf)+dm−

∫
(αf)−dm = (−α)(

∫
f−dm−

∫
f+dm) =

α
∫
fdm.

(b) Soitf, g ∈ L1. On veut montrer que
∫

(f + g)dm =

∫
fdm+

∫
gdm.

On utilise les deux décompositions def + g : f + g = (f + g)+ − (f + g)− = f+ − f− + g+ − g−. On en
déduit(f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+. En utilisant la linéarité positive de l’intégrale surM+,
on en déduit

∫
(f + g)+dm+

∫
f−dm+

∫
g−dm =

∫
(f + g)−dm+

∫
f+dm+

∫
g+dm.
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On en déduit (noter que tous les termes de l’égalité précédente sont dansR+)

∫
(f + g)+dm−

∫
(f + g)−dm =

∫
f+dm−

∫
f−dm+

∫
g+dm−

∫
g−dm,

et donc
∫

(f + g)dm =
∫
fdm+

∫
gdm.

On a bien montré que l’applicationf 7→
∫
fdm est une application linéaire deL1 dansR.

3. Soitf, g ∈ L1 t.q. f ≤ g. On remarque quef+ − f− ≤ g+ − g−, doncf+ + g− ≤ g+ + f−. En utilisant la
linéarité positive et la monotonie de l’intégrale surM+, on en déduit

∫
f+dm+

∫
g−dm ≤

∫
g+dm+

∫
f−dm

et donc
∫
fdm =

∫
f+dm−

∫
f−dm ≤

∫
g+dm−

∫
g−dm =

∫
gdm.

4. Soitf ∈ L1. On a|
∫
fdm| = |

∫
f+dm−

∫
f−dm| ≤

∫
f+dm+

∫
f−dm =

∫
|f |dm.

On peut définir surL1 une semi-norme de la manière suivante :

Définition 4.8 (Semi-norme surL1) Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1. On pose :

‖f‖1 =

∫
|f |dm (4.19)

L’application deL1 dansR+ définie parf 7→ ‖f‖1 est une semi-norme surL1.

On a bien‖f‖1 ∈ R+ pour toutf ∈ L1. Le fait quef 7→ ‖f‖1 est une semi-norme surL1 découle alors
de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.4, c’est-à-dire du fait que

∫
|αf |dm = |α|

∫
|f |dm et∫

|f + g|dm ≤
∫
|f |dm+

∫
|g|dm, pour toutf, g ∈ M et toutα ∈ R. Par contre,‖ · ‖1 n’est pas une norme sur

L1 car‖f‖1 = 0 n’entraîne pasf = 0 mais seulementf = 0 p.p., comme cela est démontré à la proposition 4.5.

Proposition 4.5 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. Soitf ∈ M+. Alors
∫
fdm = 0 si et seulement sif = 0 p.p..

2. Soitf ∈ L1. Alors‖f‖1 = 0 si et seulement sif = 0 p.p..

3. Soitf, g ∈ L1 t.q.f = g p.p.. Alors
∫
fdm =

∫
gdm.

DÉMONSTRATION :

1. Soitf ∈ M+.

(a) On suppose quef = 0 p.p. . On a alors
∫
fdm =

∫
0dm = 0 (ceci est donné par le troisième point du lemme

4.4.)

(b) on suppose que
∫
fdm = 0. Soitn ∈ N⋆, le lemme 4.5 page 79 donne

∫
fdm ≥ 1

nm({f ≥ 1
n}). On a donc

m({f ≥ 1
n}) = 0 etm({f > 0}) ≤ ∑

n∈N⋆ m({f ≥ 1
n}) = 0 (on a utilisé ici laσ-sous additivité dem).

Comme{f = 0}c = {f > 0}, on en déduitf = 0 p.p..

2. Soitf ∈ L1. La propriété démontrée ci dessus donne‖f‖1 = 0 si et seulement si|f | = 0 p.p., et donc‖f‖1 = 0
si et seulement sif = 0 p.p.

3. Soitf, g ∈ L1 t.q. f = g p.p.. On a|
∫
fdm −

∫
gdm| = |

∫
(f − g)dm| ≤

∫
|f − g|dm = 0 (On a utilisé le

quatrième point de la proposition 4.4 et|f − g| = 0 p.p.). Donc,
∫
fdm =

∫
gdm.
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La dernière assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine section, de définir l’intégrale
sur un espace appeléL1.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théorème de convergence dominée.

Proposition 4.6 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N ⊂ L1, f ∈ M et g ∈ L1 t.q. fn → f p.p.,
quandn→ ∞, et, pour toutn ∈ N, |fn| ≤ g p.p.. On a alorsf ∈ L1, ‖fn − f‖1 → 0, quandn→ ∞ et∫
fndm→

∫
fdm, quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION :
Commefn → f p.p. quandn→ ∞, Il existeA ∈ T t.q. m(A) = 0 et fn(x) → f(x) pour toutx ∈ Ac.
Puis, comme|fn| ≤ g p.p., il existe, pour toutn ∈ N, Bn ∈ T t.q.m(Bn) = 0 et |fn| ≤ g surBcn. On pose
C = A ∪ (∪n∈NBn). Parσ-sous additivité dem, on a aussim(C) = 0. On pose alorshn = fn1Cc , h = f1Cc

G = g1Cc , de sorte quehn = fn p.p.,h = f p.p. etG = g p.p.. De plus les fonctionshn, h etG sont toujours
mesurables et donchn ∈ L1, h ∈ M etG ∈ L1.

Comme|hn(x)| ≤ G(x) pour toutx ∈ E (et pour toutn ∈ N) et hn(x) → h(x) pour toutx ∈ E. On a aussi
|h| ≤ G. Ceci montre queh ∈ L1 et donc quef ∈ L1.

On pose maintenantFn = 2G − |hn − h|. Comme|hn − h| ≤ 2G, on aFn ∈ M+ et on peut donc appliquer le
lemme de Fatou (lemme 4.6) à la suite(Fn)n∈N. Commelim infn→∞ Fn = 2G, on obtient :

∫
2Gdm ≤ lim inf

n→∞

∫
(2G− |hn − h|)dm = lim

n→∞
( inf
p≥n

∫
(2G− |hn − h|)dm). (4.20)

La linéarité de l’intégrale surL1 donne
∫

(2G− |hn − h|)dm =
∫

2Gdm−
∫
|hn − h|dm. Donc :

inf
p≥n

∫
(2G− |hn − h|)dm =

∫
2Gdm− sup

p≥n

∫
|hn − h|dm

et

lim inf
n→∞

∫
(2G− |hn − h|)dm =

∫
2Gdm− lim sup

n→∞

∫
|hn − h|dm.

L’inégalité 4.20 devient alors (en remarquant que
∫

2Gdm ∈ R) :

lim sup
n→∞

∫
|hn − h|dm ≤ 0.

On a donc‖hn − h‖1 → 0 quandn→ ∞ et, commehn − h = fn − f p.p., on en déduit‖fn − f‖1 → 0, quand
n→ ∞, et donc

∫
fndm →

∫
fdm, quandn→ ∞ (grâce au quatrième point de la proposition 4.4).

4.6 L’espaceL1

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré(E, T,m).

On définit maintenant une relation d’équivalence, notée(= p.p.), surL1 par :

f (= p.p.) g si f = g p.p.. (4.21)
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Définition 4.9 (L1) L’ensembleL1 = L1
R(E, T,m) est l’ensemble des classes d’équivalence de la relation(=

p.p.) définie surL1, i.e.L1 = L1/(= p.p.).

Dans la suite,L1 désigneL1
R(E, T, m) etL1 désigneL1

R(E, T, m).

Remarque 4.6

1. Un élément deL1 est donc une partie deL1.

2. Si f ∈ L1, on notef̃ = {g ∈ L1 ; g = f p.p.}. f̃ est donc un élément deL1, c’est l’élément deL1 auquelf
appartient (on l’appelle la classe def ).

Définition 4.10 (Structure vectorielle surL1)
On munitL1 d’une structure vectorielle (faisant deL1 un espace vectoriel surR)

1. SoientF ∈ L1 etα ∈ R. On choisitf ∈ F et on poseαF = {g ∈ L1 ; g = αf p.p.}.

2. SoientF,G ∈ L1. On choisitf ∈ F , g ∈ G et on poseF +G = {h ∈ L1 ; h = f + g p.p.}.

La définition précédente est bien cohérente. En effetαF (qui est la classe deαf ) ne dépend pas du choix def dans
F carf = f1 p.p. impliqueαf = αf1 p.p.. De mêmeF +G (qui est la classe def + g) ne dépend pas du choix
def dansF et du choix deg dansG carf = f1 p.p. etg = g1 p.p. impliquef + g = f1 + g1 p.p..

Définition 4.11 (Intégrale surL1) SoitF ∈ L1 et f ∈ F (on dit quef est un représentant de la classeF , noter
quef ∈ L1). On pose : ∫

Fdm =

∫
fdm. (4.22)

Ici aussi cette définition est bien cohérente car
∫
Fdm ne dépend pas du choix def dansF , grâce au troisième

point de la proposition 4.5. Le troisième point de la proposition 4.5 nous donne aussi‖f‖1 = ‖g‖1 si f, g ∈ L1 et
f = g p.p.. Ceci nous permet de définir une norme surL1 :

Définition 4.12 (Norme surL1) SoitF ∈ L1. On choisitf ∈ F et on pose‖F‖1 = ‖f‖1.

Proposition 4.7 L’applicationF 7→ ‖F‖1 est une norme surL1. L’espaceL1 muni de la norme‖ · ‖1 est donc un
espace vectoriel normé.

DÉMONSTRATION : Il est facile de vérifier que‖ · ‖1 est bien une norme surR (sachant que c’est déjà une semi-
norme surL1). Le seul point délicat est de remarquer que‖F‖1 = 0 implique queF = 0 (0 est ici l’élément neutre
deL1, c’est-à-dire{h ∈ L1 ; h = 0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.5.

On montrera plus loin queL1 est complet, c’est donc un espace vectoriel normé complet, c’est-à-dire un espace de
Banach, voir le théorème 4.6 page 91.

On rappelle que sif ∈ L1, F ∈ L1 et quef ∈ F , on dit quef est un représentant deF . On introduit maintenant
plusieurs notions de convergence dansL1. Il est facile de vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-à-dire
qu’elles ne dépendent pas des représentants choisis pour les éléments deL1.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dansL1, mais la notion de convergence p.p., vue précédemment,
se généralise aux éléments deL1 ainsi que la notion de convergence en mesure.

Définition 4.13 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. Soient(Fn)n∈N ⊂ L1 etF ∈ L1. On dit queFn → F p.p. quandn→ ∞ si fn → f p.p., quandn→ ∞, avec
fn ∈ Fn etf ∈ F .

86



2. Soient(Fn)n∈N ⊂ L1 etF ∈ L1. On dit queFn → F en mesure quandn→ ∞ si fn → f en mesure, quand
n→ ∞, avecfn ∈ Fn etf ∈ F .

3. Soient(Fn)n∈N ⊂ L1 et F ∈ L1. On dit queFn → F dansL1 quandn→ ∞ si ‖Fn − F‖1 → 0 quand
n→ ∞. (Ici aussi, noter que‖Fn − F‖1 = ‖fn − f‖1 si fn ∈ Fn etf ∈ F .)

4. SoientF,G ∈ L1. On dit queF ≥ G p.p. sif ≥ g p.p. avecf ∈ F etg ∈ G.

On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théorème 4.7 et voir les exercices du chapitre 3) que si une
suite de fonctions deL1 converge en mesure, alors on peut en extraire une sous-suitequi converge presque partout.
Dans le cas où la mesurem est finie, la convergence presque partout entraîne la convergence en mesure.

Remarque 4.7 Soit (E, T,m) un espace mesuré. SoientF,G ∈ L1. F = G est donc équivalent àf = g p.p. si
f ∈ F etg ∈ G. En général, on écrira plutôtF = G p.p. au lieu deF = G (voir la remarque 4.9).

Remarque 4.8 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soient(Fn)n∈N ⊂ L1 et f : E → R (ou f : E → R).
On utilisera souvent la notation (légérement incorrecte),“Fn → f p.p. quandn→ ∞". Cette notation signifie
“fn → f p.p. quandn→ ∞" en choisissantfn ∈ Fn. Ceci est cohérent car le fait que “fn → f p.p. quand
n→ ∞" ne dépend pas du choix defn dansFn (voir aussi la remarque 4.9).

En fait, on écrira même souvent “Fn → f p.p. quandn→ ∞" (pour une suite(Fn)n∈N ⊂ L1) sans préciser les
espaces de départ et d’arrivée pourf . A vrai dire, en choissisantfn ∈ Fn, f est au moins définie p.p. surE et le
changement du choix defn dansFn ne changef que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en l’absence
de précision,f sera supposée être à valeurs dansR.

Proposition 4.8 (propriétés de l’intégrale surL1) Soit(E, T,m) un espace mesuré. On a alors :

1. SoitF ∈ L1. Alors |
∫
Fdm| ≤ ‖F‖1.

2. F 7→
∫
Fdm est une application linéaire continue deL1 dansR.

3. SoientF,G ∈ L1 t.q.F ≥ G p.p., alors
∫
Fdm ≥

∫
Gdm.

DÉMONSTRATION :

1. SoitF ∈ L1 etf ∈ F , on a|
∫
Fdm| = |

∫
fdm| ≤ ‖f‖1 = ‖F‖1.

2. La linéarité de l’intégrale surL1 découle immédiatement de la linéarité de l’intégrale surL1 (proposition 4.4).
La continuité est donné par le premier point ci dessus.

3. La monotonie de l’intégrale surL1 découle immédiatement de la monotonie de l’intégrale surL1 (proposition
4.4).

Remarque 4.9 soit (E, T,m) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élémentF deL1 avec un représentantf deF , c’est-à-dire avec un élémentf ∈ L1

t.q.f ∈ F .

2. De manière plus générale, soitA ⊂ E t.q.Ac soit négligeable (c’est-à-direAc ⊂ B avecB ∈ T etm(B) = 0)
et soitf : A → R (la fonctionf est donc définie p.p.). On dira quef est un élément deL1 si il existe une
fonction g ∈ L1 t.q. f = g p.p.. On confond donc, en fait, la fonctionf avec la classe d’équivalence deg,
c’est-à-dire avec̃g = {h ∈ L1 ; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal à{h ∈ L1 ; h = f p.p.}. En
confondant ainsif et g̃ on a donc

∫
fdm =

∫
gdm. Noter également quef estm-mesurable (voir la définition

4.3 page 78).
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3. Avec la confusion décrite ci-dessus, sif etg sont des éléments deL1, f = g signifie en faitf = g p.p..

Remarque 4.10Soit (E, T,m) un espace mesuré et(E, T , m) son complété (cf définition 2.15 et exercice 2.15).
L’espaceL1

R(E, T, m) est “identique" à l’espaceL1
R(E, T , m), il existe une bijection évidente entre ces deux

espaces en remarquant que sif ∈ L1
R(E, T , m), alors il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.f = g p.p. (voir à ce propos
l’exercice 4.9).

Pour montrer qu’une fonction est dansL1 on utilise souvent le lemme de Fatou de la manière suivante (voir
l’exercice 4.27 pour la démonstration, qui est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour les fonctions
mesurables positives, cf lemme 4.6) :

Lemme 4.7 (Utilisation de Fatou) Soient(E, T,m) un espace mesuré, et(fn)n∈N ⊂ L1
R(E, T, m). On suppose

que :

1. fn ≥ 0 p.p.,∀n ∈ N,

2. ∃C,
∫
fndm ≤ C, ∀n ∈ N,

3. fn → f p.p., quandn→ ∞,

alorsf ∈ L1
R(E, T,m) (au sens “il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.f = g p.p.") et
∫
|f |dm ≤ C.

On peut également montrer qu’une fonction est dansL1 en utilisant le théorème de convergence monotone. Ceci
est précisé dans le théorème 4.3 (dit théorème de Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans
L1).

4.7 Théorèmes de convergence dansL1

Nous connaissons à présent trois notions de convergence pour les fonctions deL1, les notions de convergence
presque partout, convergence en mesure et la notion de convergence habituelle dans un espace normé, c’est-à-dire ,
ici, la convergence pour la normeL1. On peut montrer par des contre-exemples que la convergencepresque partout
n’entraîne pas la convergenceL1, et que la convergenceL1 n’entraîne pas la convergence presque partout. Pour
montrer que la convergence presque partout n’entraîne pas la convergenceL1, on peut considérer l’espace mesuré
(E, T,m) = (R,B(R), λ) et la suite(fn)n∈N ⊂ L1(R) définie par :fn(x) = n 1]0, 1

n
]. On a évidemmentfn →

0 pp, alors que‖fn‖1 = 1. Pour montrer que la convergenceL1 n’entraîne pas la convergence presque partout,
on considère à nouveau l’espace mesuré(E, T,m) = (R,B(R), λ), et on construit la suite(fn)n∈N ⊂ L1(R)

(dite “bosse glissante") définie par :fn+k(x) = 1] k−1
n
, k

n
], pourn = p(p−1)

2 , p ∈ N et 1 ≤ k ≤ n. On peut voir

facilement que‖fn‖1 = 1
p pourn ∈ [p(p−1)

2 , p(p+1)
2 [, alors quefn 6→ 0 pp (par contre, on peut noter qu’il est

possible d’extraire de(fn)n∈N une sous-suite qui converge presque partout vers 0). Le théorème de convergence
dominée, énoncé ci-après, donne une hypothèse suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque
partout converge aussi dansL1.

On rappelle (voir la remarque 4.8) que l’hypothèse “(Fn)n∈N ⊂ L1 et f : E → R t.q.Fn → f p.p." signifie
simplement quefn → f p.p. en choisissantfn ∈ Fn. Cette définition est bien cohérente car elle ne dépend pas
du choix desfn dansFn. On rappelle aussi quefn → f p.p. signifie qu’il existeA ∈ T t.q. m(A) = 0 et
fn(x) → f(x) dansR pour toutx ∈ Ac.
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4.7.1 Convergence presque partout et convergence dansL1

Le théorème suivant est une conséquence du théorème de convergence monotone et permet de montrer la conver-
gence dansL1 d’une suite monotonede fonctions convergeant presque partout.

Théorème 4.3 (Beppo-Lévi)Soient(E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N ⊂ L1
R(E, T, m). On suppose que :

1. fn+1 ≥ fn p.p.,∀n ∈ N, [ou fn+1 ≤ fn p.p.,∀n ∈ N],

2. fn → f p.p., quandn→ ∞.

On a alors :

1. f ∈ L1
R(E, T,m) (au sens “il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.f = g p.p.") si et seulement si :

lim
n→+∞

∫
fndm ∈ R.

2. Sif ∈ L1
R(E, T,m), alorsfn → f dansL1.

La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice 4.28.
Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou, qui permet de prouver la
convergence de suites dansL1 sans hypothèse de convergence monotone.

Théorème 4.4 (Convergence dominée)Soit (E, T,m) un espace mesuré. L’espaceL1
R(E, T, m) est notéL1 .

Soit(fn)n∈N ⊂ L1 etf une fonction deE dansR telles que :

1. fn → f p.p.

2. ∃F ∈ L1 t.q., pour toutn ∈ N, |fn| ≤ F p.p..

Alorsf ∈ L1 (au sens “il existeg ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f = g p.p.") etfn → f dansL1, c’est-à-dire

∫
|fn − f |dm→ 0 lorsquen→ +∞.

Ceci donne aussi
∫
fndm→

∫
fdm, lorsquen→ +∞.

DÉMONSTRATION :
Ce théorème est essentiellement donné par la proposition 4.6. La différence avec la proposition 4.6 tient dans le
fait quefn et F sont dansL1 au lieu deL1 et quef n’est pas nécessairement mesurable. Il s’agit toutefois de
différences “mineures" comme nous le voyons ci après.

Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn. La première hypothèse du théorème signifie que
fn → f p.p. (voir la remarque 4.8). Il existe doncA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn(x) → f(x), quandn→ ∞, pour
tout x ∈ Ac. On remplace alorsfn parfn1Ac , encore notéfn (c’est toujours un représentant de la même classe
d’équivalence carm(A) = 0). On définit aussig parg = f surAc etg = 0 surA. Enfin, on choisit un représentant
deF , encore notéF . On obtient ainsi :

1. (fn)n∈N ⊂ L1,

2. fn(x) → g(x) pour toutx ∈ E, quandn→ ∞,

3. F ∈ L1 etfn ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.
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Les 2 premiers items donnent aussig ∈ M (par la proposition 3.5, on utilise ici le fait quefn(x) → f(x) pour
toutx ∈ E et pas seulement pour presque toutx). On peut donc appliquer la proposition 4.6 page 85. Elle donne :
g ∈ L1, ‖fn − g‖1 → 0, quandn→ ∞ et

∫
fndm→

∫
gdm, quandn→ ∞.

Commeg = f p.p., on a doncf ∈ L1 (au sens “il existeg ∈ L1
R(E, T, m) t.q. f = g p.p."). Puis‖fn − f‖1 =

‖fn − g‖1 → 0, quandn→ ∞, et
∫
fndm→

∫
gdm =

∫
fdm, quandn→ ∞.

4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que l’espace(L1, ‖.‖1) est un espace de Banach, en montrant que toute série absolument
convergente dansL1 (i.e. t.q. la série des normes converge) est convergente dansL1. On en déduira aussi un résultat
très important (le théorème 4.7) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dansL1 une sous-suite convergeant
presque partout. On aura besoin au cours de la démonstrationdu petit résultat (démontré dans l’exercice 4.9)
suivant :

Lemme 4.8 Soient(E, T, m) un espace mesuré etF ∈M+. On suppose que
∫
Fdm <∞. AlorsF < +∞ p.p.

(c’est-à-dire que il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 etF (x) <∞ pour toutx ∈ Ac).

Théorème 4.5 (Séries absolument convergentes dansL1) Soit(E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N ⊂ L1

t.q.
∑

n∈N

‖fn‖1 < +∞ ; alors :

1. ∃F ∈ L1 ; |∑n
p=0 fp| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.

2. La série de terme généralfn(x) est, pour presque toutx ∈ E, convergente (dansR).

On définitf par f(x) =
∑

n∈N fn(x) (de sorte quef est définie p.p.).

3. f ∈ L1 (au sens “il existeg ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f = g p.p." ) et

∑n
p=0 fp → f dansL1 et p.p., quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION :

1. On choisit un représentant defn, encore notéfn, et on poseF (x) =
∑

p∈N |fp(x)| ∈ R+. On a doncF ∈ M+

et le corollaire 4.1 du théorème de convergence monotone donne
∫
Fdm =

∑

n∈N

∫
|fn|dm =

∑

n∈N

‖fn‖1 <∞.

Le lemme 4.8 donne alorsF < ∞ p.p., c’est-à-dire il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 et F (x) < ∞ pour tout
x ∈ Ac. En remplaçantF par0 surA, on a doncF ∈ L1. (Donc,F ∈ L1 au sens de la remarque 4.9).

La définition deF donne immédiatement|∑n
p=0 fp| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.

2. Pour toutx ∈ Ac, la série de terme généralfn(x) est absolument convergente dansR, donc convergente. Comme
m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie pourx ∈ Ac parf(x) = limn→∞

∑n
p=0 fp(x).

3. On posesn =
∑n

p=0 fp. le premier point donne|sn| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N et F ∈ L1. Le deuxième
point donnesn → f p.p.. On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée (théorème 4.4). Il donne
f ∈ L1 et la convergence de la suite(sn)n∈N (versf ) dansL1. La convergence p.p. (versf ) de la suite(sn)n∈N

est donné par le deuxième point.
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Théorème 4.6 (Riesz-Fisher)Soit (E, T,m) un espace mesuré.L1 est un espace de Banach, c’est-à-dire un
espace vectoriel normé complet.

DÉMONSTRATION : On sait déjà queL1 est espace vectoriel normé. Une conséquence du théorème 4.5est que,
dansL1, toute série absolument convergente est convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un
espace vectoriel normé est complet. On en déduit donc que(L1, ‖.‖1) est complet et donc que(L1, ‖.‖1) est un
espace de Banach.

Dans la suiteL1 sera toujours muni de la norme‖ · ‖1.

Théorème 4.7 (Réciproque partielle du théorème de CD)Soient(fn)n∈N ⊂ L1 et f ∈ L1 telles quefn → f
dansL1, alors il existe une sous-suite(fnk

)k∈N, etF ∈ L1 telles que :

1. fnk
→ f p.p.,

2. |fnk
| ≤ F p.p., pour toutk ∈ N.

DÉMONSTRATION :En utilisant le fait que(fn)n∈N est une suite de Cauchy dansL1, on construit par récurrence
une suite(fnk

)k∈N telle quenk+1 > nk et sip, q ≥ nk, ‖fp− fq‖1 ≤ 1
2k . On peut alors appliquer le théorème 4.5

à la série de terme généralgk = fnk+1
− fnk

pour conclure.

On donne maintenant le théorème de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et suffisantes de convergence dans
L1 pour une suite convergeant p.p.. La démonstration de ce théorème ainsi que des petits résultats préliminaires
qu’elle nécessite font l’objet des exercices 4.29 et 4.30.

Proposition 4.9 Soient(E, T,m) un espace mesuré,f ∈ L1
R(E, T,m) ; alors :

1. ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 t.q.∀A ∈ T,m(A) ≤ δ ⇒
∫
A
|f |dm ≤ ε.

2. ∀ ε > 0, ∃ C ∈ T t.q.m(C) < +∞ et
∫
Cc |f |dm ≤ ε.

Théorème 4.8 (Vitali) Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteL1 l’espaceL1
R(E, T, m). Soit (fn)n∈N une

suite deL1 t.q.fn → f p.p.,f prenant ses valeurs dansR (voir remarque 4.8). Alors,f ∈ L1 etfn → f dansL1

si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour toutε > 0, il existeδ > 0 t.q.

A ∈ T, n ∈ N,m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε,

2. (“Equi-petitesse à l’infini") pour toutε > 0, il existeC ∈ T t.q.m(C) < +∞ et

n ∈ N ⇒
∫

Cc

|fn|dm ≤ ε.

DÉMONSTRATION : La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice4.30 ; elle ne nécessite pas le
théorème de convergence dominée : on utilise le théorème d’Egorov (cf théorème 3.2 et exercice 3.25). Le théorème
de convergence dominée peut être vu comme une conséquence duthéorème de Vitali (cf exercice 4.30).

Dans le théorème 4.8, sim(E) < +∞, l’hypothèse “equi-petitesse à l’infini" est, bien sûr, toujours vérifiée (il
suffit de prendreC = E).
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4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe
∫

Soient(E, T,m) un espace mesuré,f une fonction deE × R dansR ; à t ∈ R fixé, on définit l’application
f(., t) : E → R, qui àx associef(x, t). On suppose que l’applicationf(., t) ainsi définie vérifie l’hypothèse
suivante :

f(., t) ∈ L1 = L1
R(E, T,m), ∀t ∈ R, (4.23)

et on noteF l’application définie deR dansR par :

F (t) =

∫
f(., t)dm =

∫
f(x, t)dm(x). (4.24)

Théorème 4.9 (Continuité sous
∫

) Soient(E, T,m) un espace mesuré,f une fonction deE×R dansR vérifiant
l’hypothèse (4.23) ett0 ∈ R ; on suppose de plus que :

1. l’applicationf(x, .), définie pour presque toutx ∈ E par : t 7→ f(x, t), est continue ent0, pour presque tout
x ∈ E ;

2. ∃ ε > 0 et∃ G ∈ L1
R(E, T,m) tels que|f(., t)| ≤ G p.p., pour toutt ∈]t0 − ε, t0 + ε[.

AlorsF , définie deR dansR par : F (t) =

∫
f(., t)dm =

∫
f(x, t)dm(x), est continue ent0.

DÉMONSTRATION : Soit (tn)n∈N ⊂]t0 − ε, t0 + ε[, t.q. tn → t0 lorsquen → +∞. Soitfn définie parfn(x) =
f(x, tn). Commefn → f(·, t0) p.p. et|fn| ≤ G p.p.. On peut appliquer le théorème de convergence dominée
(théorème 4.4) à la suite(fn)n∈N. Il donneF (tn) → F (t0) quandn→ ∞.

Théorème 4.10 (Dérivabilité sous
∫

)
Soient(E, T, m) un espace mesuré,f une fonction deE × R dansR vérifiant l’hypothèse (4.23) ett0 ∈ R. On
suppose de plus qu’il existeε > 0,A ∈ T etG ∈ L1

R(E, T, m) t.q.m(A) = 0 et :

1. L’applicationt 7→ f(x, t) est dérivable pour toutt ∈]t0 − ε, t0 + ε[ et pour toutx ∈ Ac ;

2. |∂f
∂t

(x, t)| ≤ G(x) pour toutt ∈]t0 − ε, t0 + ε[ et pour toutx ∈ Ac.

AlorsF , définie deR dansR par : F (t) =

∫
f(., t)dm =

∫
f(x, t)dm(x), est dérivable ent0 et :

F ′(t0) =

∫
∂f

∂t
(x, t0)dm(x). (4.25)

DÉMONSTRATION : Soit (tn)n∈N⋆ ⊂]t0 − ε, t0 + ε[, t.q. tn → t0 lorsquen → +∞ et tn 6= t0 pour toutn ∈ N⋆.
Soitfn définie par

fn(x) =
f(x, tn) − f(x, t0)

tn − t0
.

La suite(fn)n∈N est dansL1 et on peut lui appliquer le théorème de convergence dominée (théorème 4.4) carfn →
∂f
∂t (·, t0) p.p., quandn→ ∞, et, six ∈ Ac etn ∈ N, il existeθx,n ∈]0, 1[ t.q.fn(x) = ∂f

∂t (x, θx,nt0+(1−θx,n)tn)
(grâce au théorème des accroissements finis) et donc|fn| ≤ G p.p., pour toutn ∈ N. Le théorème 4.4 donne alors
∂f
∂t (·, t0) ∈ L1 et

∫
fndm →

∫ ∂f
∂t (·, t0)dm. Ceci étant vrai pour toute suite(tn)n∈N ⊂]t0−ε, t0 +ε[, t.q.tn → t0

lorsquen→ +∞ et tn 6= t0 pour toutn ∈ N⋆, on en déduit bien queF est dérivable ent0 et :

F ′(t0) =

∫
∂f

∂t
(x, t0)dm(x). (4.26)

.
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4.9 Espérance et moments des variables aléatoires

Définition 4.14 (Espérance, moment, variance)Soient(Ω,A, p) un espace probabilisé etX une variable aléa-
toire réelle.

1. SiX ≥ 0 (c’est-à-direX(ω) ≥ 0 pour toutω ∈ Ω), on définit l’espéranceE(X) de la variable aléatoireX par
E(X) =

∫
X(ω)dp(ω).

2. SiX ∈ L1
R(Ω,A, p) (c’est-à-direE(|X |) <∞), on définit l’espéranceE(X) de la variable aléatoireX par :

E(X) =

∫
X(ω)dp(ω).

On définit la variance deX par Var(X) = σ2(X) = E((X − E(X))2) (avecσ(X) ≥ 0).

3. Pourr ∈ [1,+∞[, le moment d’ordrer de la variable aléatoireX est l’espérance de la variable aléatoire|X |r.
Définition 4.15 (Covariance) Soient(Ω,A, p) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r. t.q.E(X2) < ∞ et
E(Y 2) <∞. On définit la covariance deX etY par : cov(X,Y ) = E((X −E(X)(Y −E(Y )). (Remarquer que
(X −E(X)(Y −E(Y )) est une v.a.r. intégrable car sa valeur absolue est majorée,par exemple, parX2 + Y 2 +
E(X)2 + E(Y )2 qui est intégrable.)

On calcule rarement l’espérance d’une v.a. comme intégralepar rapport à la probabilitép ; en effet, l’espace
(Ω,A, p) est souvent mal connu. Le théorème 4.11 montre qu’il suffit enfait de connaître la loi de la v.a.X pour
calculer son espérance (ou, plus généralement, l’espérance d’une fonction deX). On se ramène ainsi au calcul
d’une intégrale surR.
Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.5 :

Lemme 4.9 (Inégalité de Markov) Soient(Ω,A, p) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle posi-
tive surΩ etλ ∈ R⋆+. On suppose que0 < E(X) <∞. Alors :

p({X ≥ λE(X)}) ≤ 1

λ
.

DÉMONSTRATION : Il suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.5 avecf = X et t = λE(X).

Lemme 4.10 (Inégalité de Bienaymé Tchebichev)Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,X une variable aléa-
toire réelle surΩ, intégrable et t.q. sa variance vérifie0 < σ2(X) < +∞, etλ ∈ R⋆+. Alors :

P ({|X − E(X)| ≥ λσ(X)}) ≤ 1

λ2
.

DÉMONSTRATION : Appliquer le lemme 4.5 avecf = |X − E(X)|2 et t = λ2σ2(X).

Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle surΩ. La loi deX , notéePX est définie par
PX(A) = P (X−1(A)), pour toutA ∈ B(R)). Ceci est équivalent à dire que pour toutA ∈ B(R), on a, avec
ϕ = 1A :

∫

Ω

ϕ ◦X(ω)dP (ω) =

∫

R

ϕ(x)dPX (x). (4.27)

On rappelle queϕ ◦X est souvent improprement notéϕ(X), ce qui s’explique par le faitϕ ◦X(ω) = ϕ(X(ω))
pour toutω ∈ Ω. Le théorème 4.11 montre que cette égalité est vraie pour unelarge classe de fonctions boréliennes
ϕ deR dansR ou R+ (on rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de
Borel).
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Théorème 4.11 (Loi image)Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle surΩ etPX
la loi de la variable aléatoireX . On a alors :

1. L’égalité (4.27) est vraie pour toute fonctionϕ borélienne deR dansR+ et toute fonction borélienne bornée de
R dansR.

2. Soitϕ une fonction borélienne deR dansR, la fonctionϕ ◦X appartient àL1
R(Ω, A, P ) si et seulement siϕ ∈

L1
R(R, B(R), PX). De plus, siϕ ∈ L1

P (R, B(R), PX), L’égalité (4.27) est vraie.

DÉMONSTRATION : On remarque que (4.27) est vraie pour toutϕ = 1A, avecA ∈ B(R) (par définition depX ).
Par linéarité positive, (4.27) est encore vraie pour toutϕ borélienne étagée positive deR dansR. Par convergence
monotone, (4.27) est alors vraie pour toutϕ borélienne deR dansR+. Ceci donne la première partie du premier
item. En utilisant la décompositionϕ = ϕ+ −ϕ−, on montre alors le deuxième item. Enfin, la deuxième partie du
premier item vient du fait queϕ est intégrable pour la probabilitépX si ϕ est borélienne bornée.

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est, bien sûr, faux sans l’hypothèse
d’indépendance) et L’espérance de ce produit est égal au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée
dans la proposition suivante.

Proposition 4.10 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,d > 1 etX1, . . . , Xd des v.a.r. indépendantes.

1. Soitϕ1, . . . , ϕd des fonctions boréliennes deR dansR+. On a alors :

E(
d∏

i=1

ϕi(Xi)) =
d∏

i=1

E(ϕi(Xi)). (4.28)

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l’un des termes est nul.)

2. Soitϕ1, . . . , ϕd des fonctions boréliennes deR dansR. On suppose queϕi(Xi) est intégrable pour touti =

1, . . . , d. La v.a.r.
∏d
i=1 ϕi(Xi) est intégrable et l’égalité (4.28) est vraie.

3. Soitϕ1, . . . , ϕd des fonctions boréliennes bornées deR dansR. L’égalité (4.28) est vraie.

N.B. SiX1, . . . , Xd sont des v.a.r., le fait que (4.28) soit vraie pour toute famille ϕ1, . . . , ϕd de fonctions bo-
réliennes bornées deR dansR est donc une condition nécessaire et suffisante pour les v.a.r. X1, . . . , Xd soient
indépendantes.

DÉMONSTRATION : Si ϕ1, . . . , ϕd sont des fonctions caractéristiques de boréliens deR, l’égalité (4.28) est
une conséquence immédiate de la définition de l’indépendance desXi (Si ϕi = 1Ai

avecAi ∈ B(R), on a
E(ϕi(Xi)) = P ({Xi ∈ Ai}) = P (X−1

i (Ai))). Par linéarité positive, on en déduit que (4.28) est vraie si les
fonctionsϕi sont (boréliennes) étagées positives (c’est-à-direϕ ∈ E+). Puis, par convergence monotone, on en
déduit le premier item de la proposition (car toute fonctionorélienne deR dansR+ est limite croissante d’éléments
deE+).

Pour le deuxième item, on utilise (4.28) avec la fonctionx 7→ |ϕi(x)| au lieu de la fonctionϕi (pour touti). On
montre ainsi que la v.a.r.

∏d
i=1 ϕi(Xi) est intégrable. Puis, on montre (4.28) par linéarité (utilisantϕi = ϕ+

i −ϕ−
i ).

Le troisième item est conséquence immédiate du deuxième (car siX est une v.a.r. etϕ est une fonction borélienne
bornée, la v.a.r.ϕ(X) est intégrable).

Une conséquence de la proposition 4.10 est queXY est intégrable et cov(X,Y ) = 0 si X,Y sont deux v.a.r.
indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé(Ω,A, p).
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Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il suffit de montrer (4.28) lorsque
les fonctionsϕi sont continues à support compact deR deR. C’est l’objet de la proposition 4.12 qui se démontre
à partir d’un résultat d’unicité (proposition 4.11) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On noteCc(R,R)
l’ensemble des fonctions continues à support compact deR de R (une fonctionϕ de R dansR est à support
compact si il existe un compactK deR t.q.ϕ = 0 surKc).

Proposition 4.11 Soitm etµ deux mesures surB(R), finies sur les compacts deR. On suppose que :
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ pour toutϕ ∈ Cc(R,R).

Alors,m = µ.

DÉMONSTRATION : Puisquem et µ sont des mesures surB(R), finies sur les compacts, on a bienCc(R,R) ⊂
L1

R(R,B(R),m) et Cc(R,R) ⊂ L1
R(R,B(R), µ). On pose maintenantC = {]a, b[, a, b ∈ R, a < b} et on

commence par montrer quem = µ surC.

Soit a, b ∈ R, a < b. Il existe une suite(ϕn)n∈N ⊂ Cc(R,R) t.q.ϕn ↑ 1]a,b[. En effet, il suffit de construireϕn,
pourn ≥ 2/(b− a), de la manière suivante :

ϕn(x) = 0 si x ≤ a,
ϕn(x) = n(x− a) si a < x < a+ 1

n ,
ϕn(x) = 1 si a+ 1

n < x < b− 1
n ,

ϕn(x) = −n(x− b) si b− 1
n ≤ x ≤ b

ϕn(x) = 0 si b ≤ x.

Puis, en passant à la limite quandn→ ∞ dans l’égalité
∫
ϕndm =

∫
ϕndµ, on obtient (par convergencemonotone

ou par convergence dominée)m(]a, b[) = µ(]a, b[).

On conclut enfin quem = µ en utilisant, par exemple, la proposition 2.5.

Proposition 4.12 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,d > 1 etX1, . . . , Xd des v.a.r. Ces v.a.r. sont indépen-
dantes si et seulement si on a, pour tout famille{ϕ1, . . . , ϕd} ⊂ Cc(R,R),

E(

d∏

i=1

ϕi(Xi)) =

d∏

i=1

E(ϕi(Xi)), (4.29)

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l’un des termes est nul.)

DÉMONSTRATION : Le fait que la condition est nécessaire est une conséquenceimmédiate de la proposition 4.10
car une fonction continue à support compact est borélienne et bornée.

On montre maintenant que la condition est suffisante. On suppose donc que (4.29) est vraie pour toute famille
{ϕ1, . . . , ϕd} ⊂ Cc(R,R) et on veut montrer que les v.a.r.X1, . . . , Xd sont indépendantes, c’est-à-dire que pour
toutA1, . . . , An ∈ B(R), on a :

E

(
d∏

i=1

1Ai
(Xi)

)
=

d∏

i=1

E(1Ai
(Xi)). (4.30)

On rappelle en effet que

E(1Ai
(Xi)) = P (X−1

i (Ai)) etE(

d∏

i=1

1Ai
Xi)) = P (∩ni=1X

−1
i (Ai).
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Pour montrer (4.30), on introduit, pour tout1 ≤ n ≤ d+ 1, la propriété suivante :
Pn : (4.29) est vraie siϕi = 1Ai

, avecAi ∈ B(R), pouri < n, etϕi ∈ Cc(R,R) pouri ≥ n.

L’hypothèse de la proposition donne queP1 est vraie. On suppose maintenant quePn est vraie pour unn ∈
{1, . . . , d}. SoitAi ∈ B(R) pouri < n (etϕi = 1Ai

) etϕi ∈ Cc(R,R) pouri > n. PourAn ∈ B(R), on pose,
avecϕn = 1An

:
m(An) = E(

∏d
i=1 ϕi(Xi)),

µ(An) =
∏d
i=1E(ϕi(Xi)).

Les applicationsm et µ sont des mesures surB(R). La propriétéPn montre que
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ pour tout

ϕ ∈ Cc(R,R). La proposition 4.11 montre alors quem = µ ce qui donne la propriétéPn+1. Par récurrence surn,
on montre ainsi quePd+1 est vraie, ce qui donne (4.30) et l’indépendance deX1, . . . , Xd.

4.10 EspaceL1
C(E, T, m) et espaceL1

RN (E, T, m)

Définition 4.16 Soient(E, T,m) un espace mesuré etN > 1 (N ∈ N).

1. Soitf : E → RN . Pour x ∈ E, on posef(x) = (f1(x), . . . , fN (x))t ∈ RN . La fonctionf appartient à
L1

RN (E, T,m) si fn ∈ L1
R(E, T, m) pour toutn ∈ {1, . . . , N}.

2. Sif ∈ L1
RN (E, T,m), on note

∫
fdm = (

∫
f1dm, . . . ,

∫
fNdm)t ∈ RN .

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.

Proposition 4.13 Soient(E, T,m) un espace mesuré,N > 1 etf : E → RN .

1. fn est mesurable (deE dansR) pour toutn ∈ {1, . . . , N} si et seulement sif est mesurable deE dansRN ,
c’est-à-dire si et seulement sif−1(A) ∈ E pour toutA ∈ B(RN ).

2. Sif est mesurable (deE dansRN ). On munitRN d’une norme, notée‖ · ‖. Alors, f ∈ L1
RN (E, T,m) si et

seulement si
∫
‖f‖dm <∞ (noter que‖f‖ ∈ M+).

DÉMONSTRATION : On donne la démonstration pourN = 2.

1. On suppose d’abordf1, f2 ∈ M. On veut montrer quef est mesurable deE dansR2. CommeB(R2) est
engendré par{A×B,A,B ∈ B(R)}, il suffit de montrer quef−1(A×B) ∈ T pour toutA,B ∈ B(R).

Soit doncA,B ∈ B(R). On af−1(A × B) = f−1
1 (A) ∩ f−1

2 (B) ∈ T car f1 et f2 sont mesurables. Donc
f−1(A×B) ∈ T . On a bien montré quef est mesurable deE dansR2

Réciproquement, on suppose maintenant quef est mesurable deE dansR2. SoitA ∈ B(R). On remarque que
f−1
1 (A) = f−1(A × R). Or A × R ∈ B(R2), doncf−1

1 (A) = f−1(A × R) ∈ T , ce qui prouve quef1 est
mesurable. On prouve de manière semblable quef2 est mesurable.

2. Soitf mesurable deE dansRN . On suppose queRN est muni d’une norme, notée‖ · ‖. Commey 7→ ‖y‖
est continue deRN dansR, l’application‖f‖ : x 7→ ‖f(x)‖ est mesurable deE dansR (comme composée
d’applications mesurables). Comme cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc
‖f‖ ∈ M+.

96



Comme toutes les normes surRN sont équivalentes, on a donc
∫
‖f‖dm < ∞ si et seulement si

∫
‖f‖1dm

< ∞, avec‖f‖1 =
∑N

n=1 |fn|. Il est alors immédiat de remarquer que
∫
‖f‖1dm < ∞ si et seulement

fn ∈ L1
R(E, T,m) pour toutn ∈ {1, . . . , N}. On a donc :

∫
‖f‖dm <∞ ⇔ f ∈ L1

RN (E, T,m).

La définition deL1
RN (E, T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur R. De plus, si

RN est muni d’une norme, notée‖ · ‖, il est aussi immédiat que l’applicationf 7→
∫
‖f‖dm est une semi-norme

surL1
RN (E, T,m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le casN = 1, l’espace

L1
RN (E, T,m) quotienté par la relation “f = g p.p.". On rappelle quef = g p.p. si il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0

etf = g surAc.

Définition 4.17 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. L’espaceL1
RN (E, T,m) est l’espaceL1

RN (E, T,m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. On munitRN d’une norme notée‖ · ‖. SoitF ∈ L1
RN (E, T,m). On pose‖F‖1 =

∫
‖f‖dm, oùf ∈ F (cette

définition est correcte car indépendante du choix def dansF ).

Proposition 4.14 Soient(E, T,m) un espace mesuré etN > 1. L’espaceL1
RN (E, T, m) est un espace de Banach

(réel) c’est-à-dire un espace vectoriel (surR) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.17).

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition découle facilementdu casN = 1.

Définition 4.18 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. Soitf : E → C. On noteℜ(f) etℑ(f) les parties réelle et imaginaire def . On a donc, pourx ∈ E, f(x) =
ℜ(f)(x) + iℑ(f)(x), avecℜ(f)(x),ℑ(f)(x) ∈ R. La fonctionf appartient àL1

C(E, T,m) si ℜ(f),ℑ(f) ∈
L1

R(E, T, m).

2. Sif ∈ L1
C(E, T,m), on note

∫
fdm =

∫
ℜ(f)dm+ i

∫
ℑ(f)dm ∈ C.

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.

Proposition 4.15 Soit(E, T,m) un espace mesuré etf une application deE → C.

1. ℜ(f) etℑ(f) sont mesurables (deE dansR) si et seulement sif est mesurable deE dansC, c’est-à-dire si et
seulementf−1(A) ∈ E pour toutA ∈ B(C).

2. Sif est mesurable (deE dansC), f ∈ L1
C(E, T,m) si et seulement si

∫
|f |dm <∞ (noter que|f | ∈ M+).

DÉMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition se ramène facilementà la précédente démonstration (c’est-à-dire à la dé-
monstration de la proposition 4.13) en utilisant l’application ϕ : C → R2 définie parϕ(z) = (x, y)t si
z = x+ iy ∈ C, qui est une bijection continue, d’inverse continue.

Ici aussi, la définition deL1
C(E, T,m) donne immédiatement que cet espace est un espace vectoriel sur C. Il est

aussi immédiat que l’applicationf 7→
∫
|f |dm est une semi-norme surL1

C(E, T,m). Pour obtenir un espace
vectoriel normé, on va considérer l’espaceL1

C(E, T,m) quotienté par la relation “f = g p.p.".
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Définition 4.19 Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. L’espaceL1
C(E, T,m) est l’espaceL1

C(E, T,m) quotienté par la relation “f = g p.p.".

2. SoitF ∈ L1
C(E, T,m). On pose‖F‖1 =

∫
|f |dm, oùf ∈ F (cette défintion est correcte car indépendante du

choix def dansF ).

Proposition 4.16 Soit (E, T,m) un espace mesuré. L’espaceL1
C(E, T,m) est un espace de Banach (complexe)

c’est-à-dire un espace vectoriel (surC) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.19).

DÉMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition découle facilement du fait queL1

R(E, T,m) est un espace de Banach (réel).

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espaceL1

Exercice 4.1 (Sup de mesures)Corrigé 61 page 341
Soit (E, T ) un espace mesurable et(mn)n∈N une suite de mesures surT . On suppose quemn+1(A) ≥ mn(A)
pour toutA ∈ T et toutn ∈ N. On posem(A) = sup{mn(A), n ∈ N} pourA ∈ T .

1. (Lemme préliminaire) Soit(an,p)n,p∈N ⊂ R+ et (ap)p∈N ⊂ R+ t.q. an+1,p ≥ an,p, pour toutn, p ∈ N, et
an,p → ap quandn → ∞, pour toutp ∈ N. Montrer

∑∞
p=0 an,p → ∑∞

p=0 ap (dansR+) quandn → ∞. [On

pourra utiliser
∑N
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 ap.]

2. Montrer quem est une mesure.

3. Soitf ∈ E+(E, T ). (On rappelle queE+(E, T ) est l’ensemble des fonctions étagées deE dansR+.) Montrer
que

∫
fdm = supn∈N(

∫
fdmn).

4. Soitf ∈ M+(E, T ). (On rappelle queM+(E, T ) est l’ensemble des fonctions mesurables deE dansR+.)

(a) Montrer que(
∫
fdmn)n∈N est une suite croissante majorée par

∫
fdm.

(b) Montrer que
∫
fdmn →

∫
fdm quandn→ ∞.

5. Soitf ∈ L1
R(E, T, m). Montrer quef ∈ L1

R(E, T,mn) pour toutn ∈ N et que
∫
fdmn →

∫
fdm quand

n→ ∞.

Exercice 4.2 (Somme de mesures)Corrigé 62 page 342
Soientm1 etm2 deux mesures sur l’espace mesurable(E, T ).

1. Montrer quem = m1 +m2 est une mesure.

2. Montrer qu’une applicationf mesurable deE dansR est intégrable pour la mesurem si et seulement si elle est
intégrable pour les mesuresm1 etm2. Si f est intégrable pour la mesurem, montrer que

∫
fdm =

∫
fdm1 +∫

fdm2.

3. Soit(mn)n∈N une famille de mesures (positives) sur(E, T ) et(αn)n∈N ⊂ R⋆+ . On pose, pourA ∈ T ,m(A) =∑
n∈N αnmn(A). Montrer quem est une mesure surT ; soit f une application mesurable deE dansR et

intégrable pour la mesurem ; montrer quef est, pour toutn ∈ N, intégrable pour la mesuremn et que
∫
fdm =∑

n∈N αn
∫
fdmn.
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Exercice 4.3 (Mesure de Dirac)Corrigé 63 page 344
Soit δ0 la mesure de Dirac en 0, définie surB(R). (cf exemple 2.1.) Soitf ∈ M+, calculer

∫
fdδ0.

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue)Corrigé 64 page 344
SoitA etB deux boréliens deR t.q.A ⊂ B. On noteλA [resp.λB ] la restriction àB(A) [resp.B(B)] de la mesure
de Lebesgue surB(R). Soit f ∈ L1

R(B,B(B), λB). Montrer quef|A ∈ L1
R(A,B(A), λA) et que

∫
f|AdλA =∫

f1AdλB . [Considérer d’abord le casf ∈ E+ puisf ∈ M+ et enfinf ∈ L1.]

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues)Corrigé 65 page 345
Soitf ∈ C([0, 1], R). Montrer quef ∈ L1

R([0, 1], B([0, 1]), λ) et que

∫
fdλ =

∫ 1

0

f(x)dx

(cette dernière intégrale est à prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1). On
rappelle que l’on note (un peu abusivement. . . ) parλ la restriction àB([0, 1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notéeλ. . . ) surB(R).

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Corrigé 66 page 346
Soitm une mesure finie surB([0, 1]). Montrer queC([0, 1],R) ⊂ L1

R([0, 1], B([0, 1]), m).

Exercice 4.7 (f, g ∈ L1 6⇒ fg ∈ L1)
Soitf , g ∈ L1

R([0, 1], B([0, 1]), λ). Donner un exemple pour lequelfg 6∈ L1
R([0, 1], B([0, 1]), λ).

Exercice 4.8 (Rappel du cours. . . )
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. Montrer que siA ∈ T est tel quem(A) = 0, alors

∫
A fdm(=∫

f1Adm) = 0. (On rappelle quef1A = f surA etf1A = 0 surAc.)

Exercice 4.9 (f positive intégrable impliquef finie p.p.) Corrigé 67 page 347

Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. Montrer que si
∫
fdm < +∞, alorsf < +∞ p.p..

Exercice 4.10 (Une caractérisation de l’intégrabilité)Corrigé 68 page 347
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini,u une fonction mesurable deE dansR. Pourn ∈ N, on poseAn = {x ∈
E, |u(x)| ≥ n} etBn = {x ∈ E, n < |u(x)| ≤ n+ 1}.

1. Montrer que :

∫
|u|dm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

nm(Bn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

m(An) < +∞. (4.31)

2. Soitp ∈]1,+∞[, montrer que|u|p est une fonction mesurable et que :

∫
|u|pdm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

npm(Bn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

np−1m(An) < +∞. (4.32)

Exercice 4.11 (Sur la convergence en mesure)Corrigé 69 page 350
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites de fonctions mesurables deE dansR. Soit
f et g deux fonctions mesurables deE dansR. On suppose quefn → f en mesure etgn → g en mesure, quand
n→ ∞.
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1. On suppose, dans cette question, quef ∈ L1
R(E, T, m) et queg ∈ L1

R(E, T, m).

(a) Montrer que pour toutε > 0 il existek1 ∈ N t.q. :

k ≥ k1 ⇒ m({x ∈ E ; |g(x)| ≥ k}) ≤ ε.

(b) Montrer que pour toutε > 0 il existen0 etk0 ∈ N t.q. :

n ≥ n0, k ≥ k0 ⇒ m({x ∈ E ; |fn(x)| ≥ k}) ≤ ε.

(c) Montrer quefg ∈ M et fngn → fg en mesure, quandn→ ∞. [On pourra remarquer quefngn − fg =
fn(gn − g) + g(fn − f).]

(d) (Question plus difficile.) En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ), Donner un exemple pour lequelfg 6∈ L1
R(E,

T, m).

2. En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ), Donner un exemple pour lequelfngn 6→ fg en mesure, quandn→ ∞
(pour cet exemple, on a doncf 6∈ L1

R(E, T, m) oug 6∈ L1
R(E, T, m)).

Exercice 4.12 (Sur l’inégalité de Markov) Corrigé 70 page 351
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1

R(E, T, m).

1. Montrer que pour touta > 0, on aam({|f | > a}) ≤
∫

{|f |>a}
|f | dm.

2. Montrer que pour touta > 0, on am({|f | > a}) ≤ (

∫
|f | dm)/a. (Ceci est l’inégalité de Markov.)

3. Montrer que
lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0. (4.33)

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.33) dans les 2 cas suivants :
(E, T,m) = (R,B(R), λ) et (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

Exercice 4.13 (Surf ≥ 0 p.p.) Corrigé 71 page 352
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1

R(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :

1. f ≥ 0 p.p.,

2.
∫
A
f dm ≥ 0 pour toutA ∈ T .

Exercice 4.14Corrigé 72 page 352
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1(= L1

R(E, T,m)).

1. Montrer que :∀ε > 0, ∃ δ > 0 t.q.∀A ∈ T ,m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε. [Introduirefn = inf(|f |, n)].

2. Montrer que :∀ε > 0, ∃C ∈ T t.q. :

(i) m(C) < +∞,

(ii)
∫

Cc

|f |dm ≤ ε,

(iii) sup
C

|f | < +∞,

[ConsidérerCn = {x ∈ E ;
1

n
≤ |f(x)| ≤ n}, et montrer que pourn ≥ n0 oùn0 est bien choisi,Cn vérifie

(i), (ii) et (iii). ]
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Exercice 4.15
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1

R(E, T, m). On suppose que0 ≤ f ≤ 1 p.p. et que
∫
f dm =

∫
f2 dm.

Montrer qu’il existe un ensemble mesurable finiA tel quef = 1A p.p..

Exercice 4.16 (Intégration par rapport à une mesure image)
Soit (E, T,m) un espace mesuré,(F, S) un espace mesurable etf deE dansF . On suppose quef est mesurable,
c’est à dire quef−1(B) ∈ T pour toutB ∈ S. pour toutB ∈ S, on poseµ(B) = m(f−1(B)) (On note souvent
µ = f⋆m).

1. Montrer queµ est une mesure surS (on l’appellemesure imagedem parf ).

2. µ est-elle finie (resp.σ-finie, diffuse) lorsquem est finie (resp.σ-finie, diffuse) ?

3. Montrer qu’une fonctionΦ mesurable deF dansR estµ−intégrable si et seulement siΦ ◦ f estm-intégrable et
que dans ce cas ∫

E

Φ ◦ f dm =

∫

F

Φ dµ.

Exercice 4.17 (m−mesurabilité) Corrigé 73 page 353
Soit (E, T,m) un espace mesuré. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 etf une application deAc dansR. Montrer que :
il existeg mesurable deE dansR t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe(fn)n∈N, suite de fonctions étagées,
t.q.fn → f p.p., quandn→ ∞.

Exercice 4.18 (Mesure complète, suite de l’exercice 2.32)Corrigé 74 page 354
On reprend les notations de l’exercice 2.32 page 49. On note donc (E, T ,m) le complété de l’espace mesuré
(E, T,m).

Montrer queL1
R(E, T,m) ⊂ L1

R(E, T ,m). Soit f ∈ L1
R(E, T ,m), montrer qu’il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.

f = g p.p. et que
∫
fdm =

∫
gdm.

Exercice 4.19 (Petit lemme d’intégration)Corrigé 75 page 355
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M(E, T ). (On rappelle queM(E, T ) est l’ensemble des fonctions
mesurables deE dansR.)

1. On suppose (dans cette question) quef ∈ L1
R(E, T, m). Montrer que

(An)n∈N ⊂ T, m(An) → 0 ⇒
∫
f1An

dm→ 0. (4.34)

2. On prend (dans cette question)(E, T,m) = (R,B(R), λ). Donner un exemple def ∈ M(E, T ) t.q.f ≥ 0 (de
sorte quef ∈ M+(E, T )), pour lequel (4.34) est faux.

3. On suppose (dans cette question) quem(E) <∞ et quef > 0 (c’est à diref(x) > 0 pour toutx ∈ E). Montrer
que

(An)n∈N ⊂ T,

∫
f1An

dm→ 0 ⇒ m(An) → 0. (4.35)

On pourra utiliser le fait que, pourp ∈ N⋆,An ⊂ {f < 1
p} ∪ {x ∈ An; f(x) ≥ 1

p}.

4. On prend (dans cette question)(E, T,m) = (R,B(R), λ) (de sorte quem(E) = ∞). Montrer que sif ∈ L1
R(E,

T, m) etf > 0, alors (4.35) est faux. Donner un exemple def ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f > 0.
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Exercice 4.20 (Fatou sans positivité)Corrigé 76 page 356
Soit(E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m), f ∈ L1
R(E, T, m) eth ∈ M(E, T ). (On rappelle

queM(E, T ) est l’ensemble des fonctions mesurables deE dansR.)

1. On suppose quefn → h p.p. quandn→ ∞, fn ≥ f p.p. pour toutn ∈ N, et on suppose qu’il existeC ∈ R t.q.∫
fndm ≤ C pour toutn ∈ N.

(a) Montrer qu’il existe(gn)n∈N ⊂ L1
R(E, T, m) etg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.
– fn = gn p.p., pour toutn ∈ N, f = g p.p.,
– gn(x) → h(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ E,
– gn ≥ g pour toutn ∈ N.

(b) Montrer queh ∈ L1
R(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypothèses de la question précédente sauf “fn ≥ f p.p., pour toutn ∈ N"
que l’on remplace par l’hypothèse (plus faible) “il existeD ∈ R t.q.

∫
fndm ≥ D pour toutn ∈ N". Donner un

exemple pour lequelh /∈ L1
R(E, T, m). [Prendre(E, T,m) = (R,B(R), λ).]

Exercice 4.21Corrigé 77 page 356
SoientT > 0 etf ∈ L1 = L1([0, T ],B([0, T ]), λ) (λ désigne donc ici la mesure de Lebesgue surB([0, T ]).

1. Soitn ∈ N. Montrer que la fonctionx 7→ enxf(x) appartient àL1.

On suppose, dans la suite de l’exercice, quef ≥ 0 p.p. et qu’il existeM ∈ R+ t.q. que
∫
enxf(x) dλ(x) ≤ M

pour toutn ∈ N.

2. Montrer quef = 0 p.p.. [Appliquer le théorème de convergence monotone.]

3. On suppose de plus quef est continue. Montrer quef(x) = 0 pour toutx ∈ [0, T ].

4.11.2 L’espaceL1

Exercice 4.22 (Mesure de densité)Corrigé 78 page 357
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. PourA ∈ T , on poseµ(A) =

∫
A fdm.

1. Montrer queµ est une mesure surT .

2. Soit g ∈ M. Montrer queg ∈ L1
R(E, T, µ) si et seulement sifg ∈ L1

R(E, T,m) (on posefg(x) = 0 si
f(x) = ∞ etg(x) = 0). Montrer que, pourg ∈ L1

R(E, T, µ),
∫
gdµ =

∫
fgdm.

(On dit queµ est la mesure de densitéf par rapport àm et on poseµ = fm.)

Exercice 4.23 (Comparaison de convergence dansL1)
On considère ici l’espace mesurable(R,B(R), oùB(R) est la tribu des boréliens surR. On noteλ la mesure de
Lebesgue et, poura ∈ R, on noteδa la mesure de Dirac ena. On poseµ = δ1 + δ2 + 3λ (noter queµ est une
mesure surB(R)). Soit f l’application deR dansR définie parf(x) = x3. On posefn = f1[−n,n] pour tout
n ∈ N. On poseL1(µ) = L1

R(R,B(R), µ).

1. Montrer que, pour toutn ∈ N, fn ∈ L1(µ), et calculeran =
∫
fndµ.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dansL1(µ) de la suite
(fn)n∈N ?.

Exercice 4.24 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)
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Soient(E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N ⊂ L1 (= L1
R(E, T,m)) ; on suppose quefn converge uniformé-

ment versf quandn→ ∞ (plus précisément : il existe des représentants desfn, encore notésfn, t.q.fn converge
uniformément versf ).

1. A-t-onf ∈ L1 (plus précisément : existe-t-ilF ∈ L1 t.q.f = g p.p. sig ∈ F ) ? [distinguer les casm(E) < +∞
etm(E) = +∞.]

2. Sif ∈ L1 et (
∫
fndm)n∈N converge dansR, a-t-on : lim

n→+∞

∫
fndm =

∫
fdm ?

Exercice 4.25Corrigé 79 page 358
Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteL1 l’espaceL1

R(E, T,m). Soit (fn)n∈N ⊂ L1 et f ∈ L1. On suppose
que, pour toutn ∈ N, fn ≥ 0 p.p., quefn → f p.p. et que

∫
fndm →

∫
fdm lorsquen → +∞. Montrer que

fn → f dansL1. [on pourra examiner la suite(f − fn)
+.]

Exercice 4.26 (Exemple de convergence)

1. Soit(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1
R(E, T,m), f, g ∈ L1

R(E, T,m). On suppose quefn → f p.p.
et quefn → g dansL1

R(E, T, m). Montrer quef = g p.p.

2. On suppose maintenant(E, T,m) = ([−1, 1],B(R), λ). Pourn ∈ N, on définit la fonction :fn = n1[−1
2n
, 1
2n

].

(a) Montrer que la suite(fn)n∈N est bornée dansL1, et que la suite(
∫
fndλ)n∈N converge.

(b) Peut-on appliquer le théorème de Lebesgue de la convergence dominée ?

(c) A-t-on convergence de la suite(fn)n∈N dansL1
R(E, T, m) ?

(d) Montrer que pour toute fonctionϕ continue de[−1, 1] à valeurs dansR,
∫
fnϕdλ →

∫
ϕdδ0 lorsquen →

+∞ (on dit quefnλ tend versδ0 dans l’ensemble des mesures sur les boréliens de[−1, 1] pour la topologie
“faible ⋆").

Exercice 4.27 (A propos du lemme de Fatou)
Soient(E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N ⊂ L1(= L1

R(E, T,m)) t.q.fn ≥ 0 p.p. pour toutn ∈ N. On pose,
pour toutx ∈ E, f(x) = lim inf

n→+∞
fn(x).

1. Construire, pour toutn ∈ N, gn ∈ M+ t.q.fn = gn p.p..

On poseg = lim inf
n→+∞

gn (oùgn est construite à la question 1).

2. Montrer quef = g pp, quef ≥ 0 p.p. et que :
∫
gdm ≤ lim inf

n→+∞

∫
fndm (4.36)

3. On suppose de plus qu’il existeC > 0 t.q.
∫
fndm ≤ C pour toutn ∈ N. Montrer quef ∈ L1

R(E, T,m) et

quef < +∞ p.p..

Exercice 4.28 (Théorème de Beppo-Lévi)Corrigé 80 page 359
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1 (= L1

R(E, T,m)) etf : E → R, t.q. :

(i) fn → f p.p. lorsquen→ +∞.

(ii) La suite(fn)n∈N est monotone, c’est-à-dire :
fn+1 ≥ fn p.p., pour toutn ∈ N,
ou
fn+1 ≤ fn p.p., pour toutn ∈ N.
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1. Construire(gn)n∈N ⊂ L1(= L1
R(E, T,m)) et g ∈ M t.q. fn = gn p.p.,f = g p.p.,gn(x) → g(x) pour tout

x ∈ E, etgn+1 ≥ gn pour toutn ∈ N (ougn+1 ≤ gn pour toutn ∈ N).

2. Montrer quef ∈ L1 ⇔ lim
n→+∞

∫
fndm ∈ R.

3. On suppose ici quef ∈ L1, montrer quefn → f dansL1, lorsquen→ +∞.

Exercice 4.29 (Préliminaire pour le théorème de Vitali)Corrigé 81 page 361
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1(= L1

R(E, T,m)).

1. Montrer que pour toutε > 0, il existeδ > 0 t.q. :

A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε.

[Choisir un représentant def et introduirefn = inf(|f |, n)].

2. Soitε > 0, montrer qu’il existeC ∈ T t.q.m(C) < +∞ et
∫

Cc

|f |dm ≤ ε. [Choisir un représentant def et

considérerCn = {x ∈ E ;
1

n
≤ |f(x)|}.]

Exercice 4.30 (Théorème de Vitali)Corrigé 82 page 361
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1(= L1

R(E, T,m)) etf : E → R, t.q.fn → f p.p..

1. On supposem(E) < +∞. Montrer que :f ∈ L1 et fn → f dansL1 lorsquen → +∞ si et seulement si
(fn)n∈N est équi-intégrable i.e. : Pour toutε > 0, il existeδ t.q. (A ∈ T , n ∈ N,m(A) ≤ δ ⇒

∫
A
|fn|dm ≤ ε).

[Pour montrer le sens⇒, utiliser la question 1 de l’exercice 4.29. Pour le sens⇐, remarquer que
∫
|fn−f |dm =∫

A
|fn − f |dm+

∫
Ac |fn − f |dm, utiliser le théorème d’Egorov et le lemme de Fatou...]

2. On suppose maintenantm(E) = +∞. Montrer que :f ∈ L1 et fn → f dansL1 lorsquen → +∞ si et
seulement si(fn)n∈N est équi-intégrable et vérifie :∀ ε > 0, ∃C ∈ T , m(C) < +∞ et

∫
Cc |fn|dm ≤ ε pour

toutn. [Pour montrer le sens⇒, utiliser l’exercice 4.29. Pour le sens⇐, utiliser l’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

3. Montrer que le théorème de convergence dominée de Lebesgue peut être vu comme une conséquence du théo-
rème de Vitali.

Exercice 4.31 (Théorème de “Vitali-moyenne")Corrigé 83 page 365
Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteL1 = L1

R(E, T, m). Soit(fn)n∈N ⊂ L1 etf ∈ M(E, T ).

1. On suppose quem(E) <∞. On se propose ici de montrer que “f ∈ L1 et‖fn− f‖1 → 0 quandn→ ∞" si et
seulement si on a les deux propritées suivantes :
p1.fn → f en mesure, quandn→ ∞,
p2. La suite(fn)n∈N est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-à-dire que la convergencepour la norme deL1 impliquep1 etp2).

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant quefn → f en mesure, quandn→ ∞, et que(fn)n∈N

est équi-intégrable.

i. Montrer que pour toutδ > 0 etη > 0, il existen ∈ N t.q. :p, q ≥ n⇒ m({|fp − fq| ≥ η} ≤ δ.

ii. Montrer que la suite(fn)n∈N est de Cauchy dansL1.

iii. Montrer quef ∈ L1 et que‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞.

104



2. On ne suppose plus quem(E) < ∞. Montrer que “f ∈ L1 et ‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞ si et seulement si
on a les propriétés suivantes :
p1.fn → f en mesure, quandn→ ∞,
p2. la suite(fn)n∈N est équi-intégrable,
p3. pour toutε > 0, il existeA ∈ T t.q.m(A) <∞ et, pour toutn ∈ N,

∫
Ac |fn|dm ≤ ε.

Exercice 4.32 (Continuité dep 7→ ‖ · ‖p) Corrigé 84 page 368
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M(E, T ).

1. Pourp ∈ [1,+∞[, on pose‖f‖p =
(∫

|f |pdm
) 1

p

(noter que|f |p ∈ M+) et on dit quef ∈ Lp si ‖f‖p < +∞.

On poseI = {p ∈ [1,+∞[, f ∈ Lp}.

(a) Soientp1 etp2 ∈ [1,+∞[, etp ∈ [p1, p2]. Montrer que sif ∈ Lp1 ∩ Lp2 , alorsf ∈ Lp. En déduire queI est
un intervalle. [On pourra introduireA = {x; |f(x)| ≤ 1}.]

(b) On montre sur des exemples que les bornes deI peuvent être ou ne pas être dansI. On prend pour cela :
(E, T,m) = ([2,+∞[,B([2,∞[), λ) (λ est ici la restriction à[2,∞[ de la mesure de Lebesgue surB(R)).
CalculerI dans les deux cas suivants :

i. f(x) = 1
x , x ∈ [2,+∞[.

ii. f(x) = 1
x(ln x)2 , x ∈ [2,+∞[.

(c) Soit (pn)n∈N ⊂ I et p ∈ I, (I désigne l’adhérence deI dansR), t.q. pn ↑ p (ou pn ↓ p). Montrer que∫
|f |pndm→

∫
|f |pdm quandn→ +∞. [On pourra encore utiliser l’ensembleA].

2. On dit quef ∈ L∞ s’il existeC ∈ R t.q. |f | < C p.p.. On note‖f‖∞ = inf{C ∈ R t.q. |f | < C p.p.}. Si
f 6∈ L∞, on pose‖f‖∞ = +∞.

(a) Montrer quef ≤ ‖f‖∞ p.p.. A-t-onf < ‖f‖∞p.p. ?
On poseJ = {p ∈ [1,+∞]; f ∈ Lp} ⊂ R+.

(b) Remarquer queJ = I ouJ = I ∪ {+∞}. Montrer que sip ∈ I et+∞ ∈ J , alors[p,+∞] ⊂ J . En déduire
queJ est un intervalle deR+.

(c) Soit(pn)n∈N ⊂ I t.q.pn ↑ +∞. On suppose que‖f‖∞ > 0 (noter quef = 0 p.p.⇔ ‖f‖∞ = 0).

i. Soit 0 < c < ‖f‖∞. Montrer quelim inf
n→+∞

‖f‖pn
≥ c. [On pourra remarquer que

∫
|f |pdm ≥ cpm({x,

|f(x)| ≥ c}.]

ii. On suppose que‖f‖∞ < +∞. Montrer que :lim sup
n→+∞

‖f‖pn
≤ ‖f‖∞. [On pourra considérer la suite

gn =
( |f |
‖f‖∞

)pn

et noter quegn ≤ g0 p.p..]

iii. Déduire de (a) et (b) que‖f‖pn
→ ‖f‖∞ lorsquen→ +∞.

3. Déduire des deux parties précédentes quep→ ‖f‖p est continue deJ dansR+, oùJ désigne l’adhérence deJ
dansR (c’est-à-direJ = [a, b] si J = |a, b|, avec1 ≤ a ≤ b ≤ +∞, et | désigne] ou [).

Exercice 4.33 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe
∫

)
Soitf : R ×R+ → R+donnée par :f(t, x) =ch(t/(1 + x)) − 1.

1. Montrer que pour toutt ∈ R, la fonctionf(t, .) appartient àL1(R+,B(R), λ).

2. On pose :F (t) =
∫

R+
f(t, x)dx. Montrer queF est continue, dérivable. Donner une expression deF ′.
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Exercice 4.34 (Contre exemple à la continuité sous le signe
∫

)
Soitf : R+×]0, 1[→ R+ donnée par :f(t, x) = 1 si x ∈ [0, t4 ] ∪ [t, 1], f( t2 , t) = 2

t etf est affine par morceaux.

1. Montrer que la fonctionf(., x) est continue pour toutx ∈]0, 1[.

2. Montrer quef(t, x) → 1 lorsquet→ 0, pour toutx ∈]0, 1[.

3. Montrer que
∫
f(t, x)dx 6→ 1 lorsquet → 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer le théorème de continuitésous

le signe
∫

?

Exercice 4.35 (Continuité d’une application deL1 dansL1) Corrigé 85 page 373
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini et soitg une fonction continue deR dansR t.q. :

∃C ∈ R⋆+ ; |g(s)| ≤ C|s| + C, ∀s ∈ R. (4.37)

1. Soitu ∈ L1
R(E, T, m). Montrer queg ◦ u ∈ L1

R(E, T, m).

On poseL1 = L1
R(E, T,m). Pouru ∈ L1, on poseG(u) = {h ∈ L1

R(E, T,m); h = g ◦ v p.p.} ∈ L1, avec
v ∈ u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est àdire queG(u) ne dépend pas du choix dev dansu.

3. Soit(un)n∈N ⊂ L1. On suppose queun → u p.p. et qu’il existeF ∈ L1 t.q. |un| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.
Montrer queG(un) → G(u) dansL1.

4. Montrer queG est continue deL1 dansL1. [On pourra utiliser la question 3. et le théorème appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

5. (Question non corrigée, voir le corrigé 111 page 404) On considère ici(E, T,m) = ([0, 1],B(R), λ). On suppose
queg ne vérifie pas (4.37). On va construireu ∈ L1 t.q.G(u) 6∈ L1.

(a) Soitn ∈ N⋆, montrer qu’il existeαn ∈ R tel que :|g(αn)| ≥ n|αn| et |αn| ≥ n.

(b) On choisit une suite(αn)n∈N⋆ vérifiant les conditions données à la question précédente. Montrer qu’il existe
α > 0 t.q.

+∞∑

n=1

α

|αn|n2
= 1.

(c) Soit (an)n∈N⋆ une suite définie par :a1 = 1 et an+1 = an − α

|αn|n2
(oùαn etα sont définies dans les 2

questions précédentes). On poseu =
∑+∞

n=1 αn1[an+1,an[. Montrer queu ∈ L1 etG(u) 6∈ L1.

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.36Soient(E, T ) un espace probabilisé etX une variable aléatoire de(E, T ) dans(R,B(R)), de loi
de probabilitépX . Calculer l’espérance et la variance de la variable aléatoireX dans les cas suivants :

1. pX est la loi uniforme sur[a, b] (a, b ∈ R, a < b ;

2. pX est la loi exponentielle ;

3. pX est la loi de Gauss.

Exercice 4.37Dans une ruche, la longévité d’une abeille ouvrière née au printemps est une variable aléatoireX
définie par la densité de probabilitéf(t) = λt2e−αt, oùλ etα sont des réels positifs.
Sachant que la longévité moyenne d’une abeille est de 45 jours, calculerλ etα.
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Exercice 4.38 (Problème de Buffon)Sur un parquet “infini" dont les lattes ont une largeur2d, on laisse tomber
au hasard une aiguille de longueur2ℓ avecℓ < d, et on veut estimer la probabilité de l’événementA : “l’aiguille
rencontre un interstice". On appelle(Ω, T, p) l’espace probabilisé associé à ce problème.

On considère :
– que la positionx du centre de l’aiguille par rapport à l’interstice le plus proche et dans la directionx′x perpen-

diculaire aux lattes est une variable aléatoire uniformément distribuée sur[−d, d],
– que l’angle orientéθ que fait l’aiguille avec l’interstice est une variable aléatoire uniformément distribuée sur

[−π
2 ,

π
2 ].

1. Montrer que l’événementA “correspond" (on précisera en quel sens) à la partiePA du plan(x, θ) : PA =
{(x, θ) ∈ [−d, d] × [−π

2 ,
π
2 ]; |x| < ℓ sin θ}. Représenter graphiquementPA.

2. Montrer quep(A) = 2ℓ
πd .

Exercice 4.39 (Inégalité de Jensen)Corrigé 86 page 374
Rappel : Une fonctionf deR dansR est convexe si et seulement si pour touta ∈ R il existeca t.q.f(x)− f(a) ≥
ca(x− a) pour toutx ∈ R.

Soitf une fonction convexe deR dansR etX une v.a. sur un espace de probabilité(Ω,A, P ). On suppose queX
etf(X) sont intégrables. Montrer l’inégalité de Jensen, c’est-à-dire :

∫
f(X)dP ≥ f(

∫
XdP ).

[Utiliser le rappel aveca bien choisi.]

Exercice 4.40 (Sur l’équi-intégrabilité ) Corrigé 87 page 375
Soit(E,A, P ) un espace de probabilité et(Xn)n∈N une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite(Xn)n∈N est
équi-intégrable si

∫
A |Xn|dP → 0, quandP (A) → 0 (avecA ∈ A), uniformément par rapport àn ∈ N. Montrer

l’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim
a→∞

sup
n∈N

∫

{|Xn|>a}
|Xn|dP = 0,

2. sup
n∈N

∫
|Xn|dP < +∞ et (Xn)n∈N équi-intégrable.

Exercice 4.41 (Caractérisation de l’indépendance)Corrigé 88 page 376
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,n ≥ 2 etX1, X2, . . . , Xn, n variables aléatoires réelles. Montrer que
l’indépendance de(X1, X2, . . . Xn) est équivalente à la propriété suivante :

∀(a1, . . . , an) ∈] −∞,+∞[n, P [X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an] =
n∏

i=1

P [Xi ≤ ai].

(La notationP [X ≤ a] est identique àP ({X ≤ a}), elle désigne la probabilité de l’ensemble{ω ∈ Ω, X(ω) ≤
a}.)

Exercice 4.42 (Sign(X) et |X | pour une gaussienne)Corrigé 89 page 377
Pours ∈ R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1 si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé

etX une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-à-direPX = fλ avec, pourx ∈ R, f(x) = 1√
2πσ

e−
x2

2σ2 , oùσ > 0 est

la racine carré de la variance deX). Montrer que sign(X) et |X | sont indépendantes et préciser leurs lois. Même
question avec sign(X) etX2.
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Exercice 4.43 (V.a. gaussiennes dépendantes)Corrigé 90 page 377
Soit(Ω,A, P ) un espace de probabilités,σ1 > 0, σ2 > 0 etX1, X2 deux variables aléatoires réelles indépendantes
et telles que :

X1 ∼ N (0, σ2
1) et X2 ∼ N (0, σ2

2).

(le signe “∼" signifie “a pour loi".) Construire deux v.a.Y1 et Y2 t.q. X1 ∼ Y1, X2 ∼ Y2 et Y1 et Y2 soient
dépendantes.

Exercice 4.44 (V.a. gaussiennes dépendantes, à covariancenulle) Corrigé 91 page 378
soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilités etX , S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q.X ∼ N (0, 1) etS a pour
loi PS = 1

2δ1 + 1
2δ−1. (Il est possible de construire un espace de probabilités etdes v.a. indépendantes ayant des

lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer queSX ∼ N (0, 1).

2. Montrer queSX etX sont dépendantes.

3. Montrer que Cov(SX,X) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus l’existence de S, mais on suppose qu’il existeY v.a. gaussienne
indépendante deX . Montrer que siY ∼ N (0, σ2), avecσ > 0, il est possible d’utiliserY pour construireS,
v.a. indépendante deX et telle quePS = 1

2δ1 + 1
2δ−1.

Exercice 4.45 (Limite p.s. et indépendance)Corrigé 92 page 379
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r. etX,Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout
n ∈ N⋆, Xn etY sont indépendantes et on suppose queXn → X p.s., quandn→ ∞. Montrer queX etY sont
indépendantes.

Exercice 4.46 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une v.a. t.q.X ∼ N (0, 1). SoitY = exp(X). Calculer la moyenne,
la variance et la densité deY .

Exercice 4.47 (Loi duχ2)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une v.a. t.q.X ∼ N (0, 1). Calculer l’espérance, la variance ainsi que
la densité de la v.a.X2. (Remarque : cette loi s’appelle “Loi duχ2 à1 degré de liberté".)

Exercice 4.48 (Conséquence du lemme de Borel-Cantelli. . . )Corrigé 93 page 379
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a.r.i.i.d. de loi normale centrée réduite (c’est-à-
dire que la loi deX1 est la mesure de densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue avecf(x) = 1√

2π
exp(−x2

2 )

pour toutx ∈ R).

1. Montrer que pour toutx > 0, P (|Xn| > x) ≤
√

2
π

1
x exp(−x

2

2 ).

2. Montrer quelim supn→∞
|Xn|√
2 ln(n)

= 1 p.s..

Exercice 4.49 (Sur la somme de v.a.r.i.i.d. intégrables)Corrigé 94 page 380
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r.i.i.d. etN une v.a. à valeurs dansN⋆. On pose
SN = X1 + . . .+XN (c’est-à-dire que, pourω ∈ Ω, SN (ω) =

∑N(ω)
n=1 Xn(ω)).

Pourn ∈ N⋆, on poseAn = {ω ∈ Ω, N(w) = n}.

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r.N,X1, . . . , Xn, . . . sont indépendantes. Pourn ∈ N⋆, on pose
Yn =

∑n
p=1Xp etZn =

∑n
p=1 |Xp|.
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(a) Soitn ∈ N⋆. Montrer que1An
et Yn sont des v.a.r. indépendantes et que1An

etZn sont des v.a.r. indépen-
dantes. [On pourra utiliser la proposition 3.10.]

(b) On suppose queN etX1 sont intégrables . Montrer queSN est intégrable et calculerE(SN ) en fonction de
E(N) etE(X1). [On pourra remarquer queSN =

∑∞
n=1 1An

Yn et |SN | ≤∑∞
n=1 1An

Zn.]

2. On suppose maintenant queAn ∈ σ(X1, . . . , Xn) pour toutn ∈ N⋆ (oùσ(X1, . . . , Xn) est la tribu engendrée
parX1, . . . , Xn).

(a) Montrer que1{n≤N} etXn sont des v.a.r. indépendantes.

(b) On suppose queN etX1 sont intégrables . Montrer queSN est intégrable et calculerE(SN ) en fonction de
E(N) etE(X1). [On pourra écrireSN =

∑∞
n=1 1{n≤N}Xn.]
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Chapitre 5

Mesures sur la tribu des boréliens

5.1 L’intégrale de Lebesgue et l’intégrale des fonctions continues

Nous commençons par comparer l’intégrale de Lebesgue (définie sur(R,B(R), λ)) à l’intégrale “classique" des
fonctions continues (et plus généralement des fonctions réglées).

SoitI un intervalle deR (borné ou non). On rappelle queB(I) = {A ∈ B(R),A ⊂ I}. On peut donc considérer la
restriction àB(I) de la mesure de Lebesgue définie surB(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi
λ cette mesure surB(I).

Proposition 5.1 Soit−∞ < a < b < +∞. Soitf ∈ C([a, b],R). Alors,f ∈ L1
R([a, b],B([a, b]), λ)) et

∫
fdλ =∫ b

a f(x)dx (cette dernière intégrale est à prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre
1).

DÉMONSTRATION :
La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice (corrigé) 4.5 page 99. En fait l’exercice 4.5 s’inté-
resse au cas[0, 1] mais s’adapte facilement pour le cas général[a, b].

Remarque 5.1

1. Si I est un intervalle deR dont les bornes sonta, b ∈ R (I peut être fermé ou ouvert ena et b) et si f ∈
L1(I,B(I), λ) ouL1(I,B(I), λ), on notera souvent :

∫
fdλ =

∫
f(x)dλ(x) =

∫ b

a

f(x)dx.

Cette notation est justifée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, siI est compact, l’intégrale de Le-
besgue contient l’intégrale des fonctions continues (et aussi l’intégrale des fonctions réglées et aussi l’intégrale
de Riemann, voir l’exercice 5.3).

2. Soient−∞ < a < b < +∞ etf ∈ C([a, b],R).

La proposition 5.1 donne quef ∈ L1
R([a, b], B([a, b]), λ)). En fait, on écrira souvent quef ∈ L1

R([a, b],
B([a, b]), λ)), c’est-à-dire qu’on confondraf avec sa classe dansL1

R([a, b],B([a, b]), λ), qui est l’ensemble{g
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∈ L1
R([a, b], B([a, b]), λ) ; g = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter quef est alors le seul élément continu de

{g ∈ L1
R([a, b],B([a, b]), λ) ; g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante (proposition 5.2).

Proposition 5.2 Soient−∞ ≤ a < b ≤ +∞ et f, g ∈ C(]a, b[,R). On suppose quef = g λ-p.p.. On a alors
f(x) = g(x) pour toutx ∈ [a, b].

DÉMONSTRATION :
Cette proposition est démontrée à l’exercice (corrigé) 3.10 page 66 poura = −∞ et b = ∞. La démonstration
poura etb quelconques est similaire.

Proposition 5.3 Soitf ∈ Cc(R,R) (fonction continue à support compact). Alorsf ∈ L1
R(R,B(R), λ). (Ici aussi,

on écrira souventf ∈ L1
R(R,B(R), λ).)

De plus, sia, b ∈ R sont t.q.a < b et f = 0 sur [a, b]c (de telsa et b existent). Alors,
∫
fdλ =

∫ b
a
f(x)dx (cette

dernière intégrale étant à prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1).

DÉMONSTRATION :
On remarque d’abord quef est borélienne car continue. Puis, pour montrer quef est intégrable, on va utiliser la
proposition 5.1. Commef est à support compact, il existea, b ∈ R t.q.a < b et f = 0 sur [a, b]c. On a alors, par
la proposition 5.1,f|[a,b]

∈ C([a, b],R) ⊂ L1
R([a, b],B([a, b]), λ). On a donc

∫
|f |dλ =

∫
|f|[a,b]

|dλ < ∞ et donc
f ∈ L1

R(R,B(R), λ). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

∫
f|[a,b]

dλ =

∫ b

a

f(x)dx.

D’où l’on conclut bien que
∫
fdλ =

∫ b
a f(x)dx.

Le résultat précédent se généralise à l’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-intégrables (construite à partir
des sommes de Darboux). Ceci fait l’objet de l’exercice 5.3.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.2 Les propositions 5.1 et 5.3 donnent les résultats suivants :

1. Pourf ∈ Cc(R,R), on poseL(f) =
∫
fdλ. L’applicationL est une application linéaire (deCc(R,R) dansR)

positive, c’est-à-dire quef ≥ 0 ⇒ L(f) ≥ 0. (On rappelle quef ≥ 0 signifie quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈ R.)

Plus généralement, soitm une mesure sur(R,B(R)), finie sur les compacts. Il est facile de voir queCc(R,R)
⊂ L1

R(R,B(R),m) (en toute rigueur, on a plutôtCc(R,R) ⊂ L1
R(R,B(R),m)). Pourf ∈ Cc(R,R), on pose

L(f) =
∫
fdm. L’applicationL est une application linéaire (deCc(R,R) dansR) positive (ou encore une

“forme linéaire positive").

On peut montrer une réciproque de ce résultat (théorème 5.1).

2. Soit−∞ < a < b < ∞. Pourf ∈ C([a, b],R), on poseL(f) =
∫
fdλ. L’applicationL est une application

linéaire (deC([a, b],R) dansR) positive.

Ici aussi, plus généralement, soitm une mesure finie sur([a, b],B([a, b])). Il est facile de voir queC([a, b],R)
⊂ L1

R([a, b],B([a, b]),m) (ou plutôtC([a, b],R) ⊂ L1
R([a, b],B([a, b]),m)). Pourf ∈ C([a, b],R), on pose
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L(f) =
∫
fdm. L’applicationL est une application linéaire (deC([a, b],R) dansR) positive (ou encore une

“forme linéaire positive").

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.6).

On énonce maintenant des résultats, dûs à F. Riesz, qui font le lien entre les applications linéaires (continues ou
positives) sur des espaces de fonctions continues (c’est cela que nous appellerons “mesures de Radon") et les me-
sures “abstraites" surB(R) (c’est-à-dire les applicationsσ−additives sur les boréliens deR, à valeurs dansR ou
R+, non identiquement égales à+∞). Le théorème 5.1 donné ci après est parfois appelé “Théorème de représen-
tation de Riesz en théorie de la mesure". Dans ce cours, nous utilisons l’appellation “Théorème de représentation
de Riesz" pour le théorème 6.9, il s’agit du “Théorème de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert".

Théorème 5.1 (Riesz)SoitL une forme linéaire positive surCc dansR, alors il existe une unique mesurem sur
(R,B(R)) t.q. :

∀ f ∈ Cc, L(f) =

∫
fdm. (5.1)

De plus,m est finie sur les compacts (c’est-à-direm(K) <∞ pour tout compactK deR.)

DÉMONSTRATION : La partie “unicité" de cette démonstration est assez facile et est donnée dans la proposition 5.4.
La partie “existence" est plus difficile, on en donne seulement le schéma général.

SoitL une forme linéaire positive surCc(R,R).

1. Montrer queL est continue, c’est-à-dire : pour tout compactK deR, il existeCK ∈ R t.q. pour toute fonction
continue à support dansK, |L(f)| ≤ CK‖f‖∞. (Considérer une fonctionψK ∈ Cc(R,R) t. q.ψK(x) = 1 si
x ∈ K, etψK(x) ≥ 0).

2. Montrer le lemme suivant :

Lemme 5.1 (Dini) Soient(fn)n∈N ⊂ Cc(R,R) etf ∈ Cc(R,R) t.q.fn ↑ f oufn ↓ f lorsquen→ +∞. Alors
fn converge uniformément versf .

3. Déduire des deux étapes précédentes que si(fn)n∈N ⊂ Cc(R,R) etf ∈ Cc(R,R) t.q.fn ↑ f oufn ↓ f lorsque
n→ +∞, alorsL(fn) → L(f).

4. Soient(fn)n∈N et (gn)n∈N ⊂ Cc(R,R) des suites telles quefn ↑ f et gn ↑ g (oufn ↓ f et gn ↓ g), oùf et g
sont des fonctions deR dansR. Montrer que sif ≤ g alorslimn→+∞ L(fn) ≤ limn→+∞ L(gn) (et dans le cas
particulier oùf = g, limn→+∞ L(fn) = limn→+∞ L(gn)). [On pourra, par exemple, considérer, pourn fixé,
hp = inf(gp, fn) et remarquer quehp ↑ fn.]

5. On définit :

A+ = {f : R → R; ∃(fn)n∈N ⊂ Cc(R,R); fn ↑ f et lim
n→+∞

L(fn) < +∞}, (5.2)

A− = {f : R → R; ∃(fn)n∈N ⊂ Cc(R,R); fn ↓ f et lim
n→+∞

L(fn) > −∞}, (5.3)

Si f ∈ A+, on poseL(f) = limn→+∞ L(fn), où (fn)n∈N ⊂ Cc(R,R); fn ↑ f . Si f ∈ A−, on poseL(f) =
limn→+∞ L(fn), où (fn)n∈N ⊂ Cc(R,R); fn ↓ f . Vérifier que ces définitions sont cohérentes (c’est-à-dire
qu’elles ne dépendent pas des suites choisies et que sif ∈ A+ ∩A−, les deux définitions coincident). Montrer
les propriétés suivantes :

(a) Sif ∈ A+ (resp.A−) alors−f ∈ A− (resp.A+)etL(−f) = −L(f).

(b) Sif, g ∈ A+ (resp.A−) alorsf + g ∈ A+ (resp.A−) etL(f + g) = L(f) + L(g).
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(c) Sif ∈ A+ (resp.A−) etα ∈ R+ alorsαf ∈ A+ (resp.A−) etL(αf) = αL(f).

(d) Sif ∈ A+ (resp.A−) etg ∈ A+ alorssup(f, g) ∈ A+ et inf(f, g) ∈ A+.

(e) Sif, g ∈ A+ (resp.A−) etf ≥ g, alorsL(f) ≥ L(g).

(f) Si (fn)n∈N ⊂ A+ (resp.A−) etfn ↑ f ∈ A+ (resp.fn ↓ f ∈ A−), alorsL(fn) ≥ L(f).

(g) Soit (fn)n∈N ⊂ A+ (resp.A−) t.q. fn ↑ f (resp.fn ↓ f ), où f est une fonction deR dansR. Si
limn→+∞ L(fn) < +∞, alorsf ∈ A+.

Remarquer aussi queA+ contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts bornés et queA− contient
toutes les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose :
E = {f : R → R; ∀ε > 0, ∃g ∈ A+ eth ∈ A−;h ≤ f ≤ g etL(g) − L(h) ≤ ε} (5.4)

et pourf ∈ E, on définit :
L(f) = sup

h∈A−,h≤f
L(h) = inf

g∈A−,g≥f
L(g). (5.5)

Montrer que cette définition a bien un sens, c’est-à-dire qued’une part :

sup
h∈A−,h≤f

L(h) = inf
g∈A−,g≥f

L(g),

et d’autre part la définition deL surE est compatible avec la définition surA+ etA− (après avoir remarqué que
A+ ⊂ E etA− ⊂ E). Montrer les propriétés suivantes surE :

(a)E est un espace vectoriel etL une forme linéaire positive surE.

(b)E est stable par passage à la limite croissante ou décroissante.

(c)E est stable par inf et sup, i.e. sif ∈ E etg ∈ E, alorssup(f, g) ∈ E et inf(f, g) ∈ E.

7. Soit(ϕn)n∈N ⊂ Cc t.q. 0 ≤ ϕn ≤ 1 etϕn ↑ 1. On poseT = {A ∈ P(R); 1Aϕn ∈ E∀n ∈ N}. Montrer que
T ⊃ B(R).

8. PourA ∈ T , on pose :m(A) = limn→+∞ L(1Aϕn) ∈ R ∪ {+∞}.Montrer quem est une mesureσ-finie.

9. Montrer queL1(R, T,m) = E et que
∫
fdm = L(f), ∀f ∈ E.

Proposition 5.4 Soitd ≥ 1, m etµ deux mesures surB(Rd), finies sur les compacts. On suppose que
∫
fdm =∫

fdµ, pour toutf ∈ Cc(Rd,R). Alorsm = µ.

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.5. Elle est
faite pourd = 1 au chapitre 4 (proposition 4.11. Sa généralisation au casd > 1 est laissée en exercice.

Remarque 5.3 Le théorème 5.1 donne un autre moyen de construire la mesure de Lebesgue que celui vu au
chapitre 2 :

Pourf ∈ Cc(R,R), on poseL(f) =
∫ b
a
f(x)dx, oùa, b ∈ R sont choisis pour quef = 0 sur [a, b]c (on utilise

ici l’intégrale des fonctions continues sur un compact deR). L’applicationL est clairement linéaire positive de
Cc(R,R) dansR. Le théorème 5.1 donne donc l’existence d’une mesurem surB(R) t.q.

∫
fdm = L(f) pour tout

f ∈ Cc(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bienm(]a, b[) = b − a pour tout
a, b ∈ R, a < b).
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Définition 5.1 On définit les espaces de fonctions continues (deR dansR) suivants :

Cb(R,R) = {f ∈ C(R,R); sup
x∈R

|f(x)| <∞},

C0(R,R) = {f ∈ C(R,R); f(x) → 0 quand|x| → ∞},
Cc(R,R) = {f ∈ C(R,R); ∃K ⊂ R, K compact,f = 0 surKc}.

Pourf ∈ Cb(R,R), on pose‖f‖u = supx∈R |f(x)|. La norme‖·‖u s’appelle “norme de la convergence uniforme"
(elle est aussi parfois appelée “norme infinie".)

Il est clair queCc(R,R) ⊂ C0(R,R) ⊂ Cb(R,R) et on rappelle queCb(R,R) etC0(R,R) sont des espaces de
Banach (e.v.n. complet) avec la norme‖ · ‖u

Remarque 5.4 Soitm une mesure finie surB(R), alorsCb(R,R) ⊂ L1
R(R,B(R),m) (en toute rigueur, on a plutôt

Cb ⊂ L1
R(R,B(R),m)). Pourf ∈ Cb(R,R), on poseL(f) =

∫
fdm. L’applicationL est alors une application

linéaire surCb(R,R). On munitCb(R,R) de la norme de la convergence uniforme, L’applicationL est alors
continue (carL(f) ≤ m(E)‖f‖u pour toutf ∈ Cb(R,R)). L’applicationL est aussi positive, c’est-à-dire que
f ≥ 0 ⇒ L(f) ≥ 0. On donne ci-après des réciproques partielles de ces résultats.

Théorème 5.2 (Riesz)SoitL une application linéaire positive deC0 dansR, alors il existe une unique mesurem
finie sur(R,B(R)) t.q. :

∀ f ∈ C0, L(f) =

∫
fdm. (5.6)

DÉMONSTRATION : Ici aussi, on ne donne qu’un schéma de la démonstration.

SoitL une application linéaire positive deC0 dansR.

1. Pour montrer que sim existe, alorsm est finie, considérer les fonctions

fn = 1[−n,n] + (x+ n+ 1)1[−(n+1),n] + (n+ 1 − x)1[n,n+1],

et la continuité deL.

2. Montrer queL est continue.[Raisonner par l’absurde en supposant queL est positive et non continue : en
utilisant le fait que siL est non continue alorsL est non bornée sur la boule unité, construire une suitegn de
fonctions positives telles que la série de terme généralgn converge absolument. Soitg la limite de la série de
terme généralgn, montrer queT (g) > n, ∀n ∈ N.]

3. Montrer que la restrictionT deL àCc(R,R) est linéaire continue, et donc par le théorème 5.1 qu’il existe une
unique mesurem t.q.T (f) =

∫
fdm, ∀f ∈ Cc(R,R).

4. Montrer queL(f) =
∫
fdm ∀f ∈ C0(R,R) [approcherf de manière uniforme parfn ∈ Cc(R,R), prendre

par exemple :fn = fϕn oùϕn ∈ Cc(R,R), ϕn = 1 sur [−n, n] etϕn(x) = 0 sur [−(n+ 1), n]c. Montrer que
limn→+∞ L(fn) = L(f) et quelimn→+∞

∫
fndm =

∫
fdm .

Le résultat du théorème 5.2 est faux si on remplaceC0 parCb. On peut, par exemple, construire une application
linéaire continue positive surCb, non identiquement nulle surCb et nulle surC0. Si on noteL une telle application
(nulle surC0 mais non identiquement nulle surCb) et sim est une mesure finie sur(R,B(R)) t.q.L(f) =

∫
fdm

pourf ∈ Cb, on montre facilement (en utilisant
∫
fdm = 0 pour toutf ∈ C0) quem = 0 et doncL(f) = 0 pour

toutf ∈ Cb, en contradiction avec le fait queL n’est pas identiquement nulle surCb.
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Pour construire une application linéaire continue positive surCb, non identiquement nulle et nulle surC0, on peut
procéder de la manière décrite ci après. On noteF le sous espace vectoriel deCb formé des éléments deCb ayant
une limite en+∞. On a doncf ∈ F si f ∈ Cb et si il existel ∈ R t.q.f(x) → l quandx → ∞. Pourf ∈ F on
poseL̃(f) = limx→∞ f(x). On a ainsi défini une forme linéaire positive surF (car, pourf ∈ F , f(x) ≥ 0 pour
toutx ∈ R implique bienL̃(f) ≥ 0). En utilisant le théorème 5.3 donné ci après, il existe doncL, forme linéaire
positive surCb, t.q.L = L̃ surF . L’applicationL est donc linéaire continue positive surCb (pour la continuité,
on remarque que|L(f)| ≤ ‖f‖u), elle est bien nulle surC0 (car limx→∞ f(x) = 0 si f ∈ C0 ⊂ F ) et non
identiquement nulle surCb carL(f) = 1 si f est la fonction constante, égale à1 en tout point.

Remarque 5.5 Soit E un espace de Banach réel,F un s.e.v. deE et T une application linéaire continue de
F (muni de la norme deE) dansR. Une conséquence du théorème de Hahn-Banach est qu’il existe alors une
application linéaire continuēT deE dansR (i.e. T̄ ∈ E′) t.q. T̄ = T surF . (SiF est dense dansE, le théorème
de Hahn-Banach est inutile et on peut montrer aussi l’unicité deT̄ . Si F n’est pas dense dansE, T̄ n’est pas
unique.) L’objectif du théorème 5.3 est de remplacer l’hypothèse de continuité deT par une propriété de positivité.

Théorème 5.3 (Hahn-Banach positif)
SoitF un sous espace vectoriel deCb = {f ∈ C(R,R); supx∈R |f(x)| < ∞} etT une application linéaire deF
dansR. On suppose queF contient les fonctions constantes et queT est positive (c’est-à-dire que, pourf ∈ F ,
f(x) ≥ 0 pour toutx ∈ R impliqueT (f) ≥ 0). Il existe alorsT , application linéaire positive surCb, t.q.T = T
surF .

DÉMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en utilisant une technique très
similaire à celle donnant la démonstration du théorème de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer le théorème
de prolongement d’une application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un espace de Banach).
Elle peut aussi se faire en se ramenant au théorème de Hahn-Banach lui-même tel qu’il est donné, par exemple,
dans le livre d’analyse fonctionnelle de H. Brezis.

Il est intéressant de noter que le résultat du théorème peut être faux si on retire l’hypothèse “F contient les fonctions
constantes".

On peut maintenant faire la remarque suivante :

Remarque 5.6 SoitK une partie compacte deR. On noteC(K,R) = {f|K , f ∈ Cb}. Sim est une mesure finie
sur(K,B(K)) l’espace fonctionnelC(K,R) est inclus dansL1

R(K,B(K),m), et l’application qui àf ∈ C(K,R)
associe

∫
fdm est linéaire positive (et continue, siC(K,R) est muni de la norme de la convergence uniforme).

Réciproquement, soitL une application linéaire positive deC(K,R) dansR. Le théorème précédent permet de
montrer qu’il existe une unique mesure finie, notéem, sur(K,B(K)) t.q. :

L(f) =

∫
fdm, ∀f ∈ C(K,R). (5.7)

Considérons maintenant le cas des mesures signées : sim est une mesure signée sur(R,B(R)) (ou sur(K,B(K))),
l’application qui àf ∈ C0 (ou∈ C(K), K étant une partie compacte deR) associe

∫
fdm est linéaire continue

(pour la norme de la convergence uniforme). Réciproquement, on a aussi existence et unicité d’une mesure (signée)
définie à partir d’une application linéaire continue deC0 (ou deC(K)) dansR :
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Théorème 5.4 (Riesz, mesures signées)Soit L une application linéaire continue deC0(R, R) dansR (ou de
C(K, R) dansR, oùK est un compact deR). Alors il existe une unique mesure signée, notéem, surB(R) (ou sur
B(K)) t.q. :

L(f) =

∫
fdm, ∀f ∈ C0(R,R)( ouC(K,R)). (5.8)

Les éléments de(C0(R,R))′ (ou (C(K,R))′) sont appelés "mesures de Radon" surR (ouK). On rappelle que,
pour un espace de Banach (réel)E, on noteE′ son dual topologique, c’est-à-dire l’ensemble des applications
linéaires continues deE dansR.
DÉMONSTRATION : Elle consiste à se ramener au théorème de Riesz pour des formes linéaires positives. Elle n’est
pas détaillée ici. On rappelle seulement que sim est une mesure signée surT (tribu sur un ensembleE). il existe
deux mesures finiesm+ etm− surT , étrangères (c’est-à-dire qu’il existeA ∈ T t.q.m+(A) = m−(Ac) = 0) et
t.q.m = m+ −m−. On a alors (par définition)L1

R(E, T,m) = L1
R(E, T,m+) ∩L1

R(E, T,m−) et, sif ∈ L1
R(E,

T, m),
∫
fdm =

∫
fdm+ −

∫
fdm−.

Définition 5.2 (Mesure de Radon)Soit Ω un ouvert borné deR, alors on appelle mesure de Radon surΩ un
élément de(C(Ω,R))′, c’est-à-dire une application linéaire continue (pour la norme infinie) deC(Ω,R) dansR.

Remarque 5.7 SoitT une forme linéaire surCc(Ω,R).

1. Si T est continue pour la norme‖.‖∞, on peut montrer qu’il existe une et une seule mesure signée,notéeµ,
sur les boréliens deΩ telle queT (f) =

∫
fdµ, pour toutf ∈ Cc(Ω,R). Pour montrer l’existence deµ, on

peut commencer par se ramener au théorème 5.4 en prolongeantT (de manière non unique) en une application
linéaire continue surC(Ω,R) (ceci est possible par le théorème de Hahn-Banach). Le théorème 5.4 donne alors
une (unique) mesure surB(Ω) correspondant à ce prolongement deT . La restriction de cette mesure àB(Ω) est
la mesureµ recherchée. Il est intéressant de remarquer que cette mesureµ est unique, sans que celle donnée par
le théorème 5.4 soit unique (car cette dernière dépend du prolongement choisi deT àC(Ω,R)).

2. Si T est continue pour la topologie “naturelle" deCc(Ω,R), (c’est-à-dire que, pour tout compactK ⊂ Ω, il
existeCK ∈ R tel queT (f) ≤ CK‖f‖∞, pour toutf ∈ Cc(Ω,R) avecf = 0 sur le complémentaire de
K) alors ce résultat est faux ; par contre on peut montrer qu’ilexiste deux mesures (positives)µ1 etµ2 sur les
boréliens deΩ telles queT (f) =

∫
fdµ1−

∫
fdµ2, ∀ f ∈ Cc(Ω,R) ; noter queµ1 etµ2 peuvent prendre toutes

les deux la valeur+∞ (exemple :N = 1, Ω =]− 1, 1[, T (f) =
∑
n∈N⋆ nf(1− 1

n )−∑n∈N⋆ nf(−1 + 1
n )), et

donc que(µ1 − µ2)(Ω) n’a pas toujours un sens. . . .

Soit maintenantT une forme linéaire surC∞
c (Ω,R), continue pour la norme‖ · ‖u, alors il existe une et une seule

mesure signée, notéeµ, sur les boréliens deΩ telle queT (f) =
∫
fdµ, ∀ f ∈ C∞

c (Ω,R).

5.3 Changement de variables, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de l’espaceL1
R(R, B(R), λ) (et éventuellement de

L1
R(R, B(R), µ) si µ est finie sur les compacts)

Proposition 5.5 (Changement de variable affine)Soientα ∈ R⋆, β ∈ R et f ∈ L1(R,B(R), λ). On définit
g : R → R par g(x) = f(αx + β) pourx ∈ R. Alors,g ∈ L1(R,B(R), λ) et

∫
gdλ = 1

|α|
∫
fdλ.

Le même résultat reste vrai en remplaçantL1 parL1.

DÉMONSTRATION :
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1. On poseϕ(x) = αx + β, pour toutx ∈ R, de sorte queg = f ◦ ϕ. Commef etϕ sont boréliennes (noter que
ϕ est même continue),g est aussi borélienne, c’est-à-direg ∈ M.

2. Pour montrer queg ∈ L1(R,B(R), λ) et
∫
gdλ =

1

|α|

∫
fdλ, (5.9)

on raisonne en plusieurs étapes :

(a) On suppose quef = 1A avecA ∈ B(R) t.q.λ(A) <∞. On a alorsg = 1 1
α
A− β

α
(avec 1

αA− β
α = { 1

αx−
β
α ,

x ∈ A}). On a doncg ∈ L1(R,B(R), λ) et (5.9) est vraie (car on a déjà vu queλ( 1
αA− β

α ) = 1
|α|λ(A), dans

la proposition 2.9).

(b) On suppose quef ∈ E+ ∩ L1(R,B(R), λ). Il existe donca1, . . . , an > 0 et A1, . . . , An ∈ T t.q. f =∑n
i=1 ai1Ai

. Commef ∈ L1(R,B(R), λ), on a aussiλ(Ai) < ∞ pour touti. On conclut alors queg =∑n
i=1 ai1 1

α
Ai− β

α
, ce qui donne queg ∈ E+ ∩ L1(R,B(R), λ) et que (5.9) est vraie.

(c) On suppose quef ∈ M+ ∩ L1(R, B(R), λ). Il existe(fn)n∈N ⊂ E+ ∩ L1(R, B(R), λ) t.q. fn ↑ f quand
n→ ∞. On a donc

∫
fndλ ↑

∫
fdλ quandn→ ∞. On définitgn pargn(x) = αx + β, pour toutx ∈ R.

On a alorsgn ∈ E+ ∩ L1(R, B(R), λ), gn ↑ g et
∫
gndλ ↑

∫
gdλ quandn→ ∞. Comme (5.9) est vraie pour

f = fn etg = gn, on en déduit queg ∈M+ ∩ L1(R, B(R), λ) et (5.9) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement quef ∈ L1(R,B(R), λ). Commef = f+ − f−, avecf± ∈ M+ ∩ L1(R,
B(R), λ), on peut utiliser l’étape précédente avecf± et on obtient queg ∈ L1(R,B(R), λ) et que (5.9) est
vraie.

3. Le résultat obtenu est encore vrai pourL1 au lieu deL1. Il suffit de remarquer que

f1 = f2 p.p. ⇒ g1 = g2 p.p.,

avecgi(·) = fi(α · +β), i = 1, 2.

En fait, lorsquef décrit un élément deL1 (qui est un ensemble d’éléments deL1), la fonctiong(α · +β) décrit
alors un élément deL1.

Le résultat de densité que nous énonçons à présent permet d’approcher une fonction deL1
R(R,B(R), λ) “aussi

près que l’on veut" par une fonction continue à support compact. Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer
certaines propriétés des fonctions deL1 : On montre la propriété pour les fonctions continues, ce quis’avère en
général plus facile, et on “passe à la limite".

Théorème 5.5 (Densité deCc(R,R) dansL1
R(R,B(R), λ))

On noteL1 = L1
R(R,B(R), λ). L’ensembleCc(R,R) des fonctions continues deR dansR et à supports compacts,

est dense dansL1, c’est-à-dire :

∀f ∈ L1
R(R,B(R), λ), ∀ε > 0, ∃ϕ ∈ Cc(R,R); ‖f − ϕ‖1 < ε.

DÉMONSTRATION :
On a déjà vu queCc(R,R) ⊂ L1. En toute rigueur, on a plutôtCc(R,R) ⊂ L1 = L1

R(R,B(R), λ). L’objectif est
donc de montrer que pour toutf ∈ L1 et toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(R,R) t.q. ‖f − ϕ‖1 ≤ ε. On va raisonner
une nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques,E+, M+ et enfinL1).
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Etape 1.On suppose ici quef = 1A avecA ∈ B(R) etλ(A) <∞.

Soitε > 0. Commeλ est une mesure régulière (proposition 2.3), il existe un ouvertO et un ferméF t.q.F ⊂ A ⊂
O etλ(O \ F ) ≤ ε. Pourn ∈ N⋆, on poseFn = F ∩ [−n, n], de sorte queFn est compact (pour toutn) etF =
∪n∈N⋆Fn. La continuité croissante deλ donne alorsλ(Fn) ↑ λ(F ), quandn→ ∞. Commeλ(F ) ≤ λ(A) < ∞,
on a aussiλ(F \ Fn) = λ(F ) − λ(Fn) → 0 quandn→ ∞. Il existe doncn0 t.q.λ(F \ Fn0) ≤ ε.

On poseK = Fn0 et on obtient doncK ⊂ F ⊂ A ⊂ O. Ce qui donneλ(O \K) ≤ λ(O \ F ) + λ(F \K) ≤ 2ε.

On a donc trouvé un compactK et un ouvertO t.q.K ⊂ A ⊂ O et λ(O \ K) ≤ 2ε. ceci va nous permettre de
construireϕ ∈ Cc(R,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ 2ε.

On posed = d(K,Oc) = inf{d(x, y), x ∈ K, y ∈ Oc}. On remarque qued > 0. En effet, il existe(xn)n∈N ⊂ K
et (yn)n∈N ⊂ Oc t.q. d(xn, yn) = |xn − yn| → d quandn→ ∞. Par compacité deK, on peut supposer (après
extraction éventuelle d’une sous suite) quexn → x, quandn→ ∞. Si d = 0, on a alors aussiyn → x quand
n→ ∞ et doncx ∈ Oc ∩K (carK etOc sont fermés). Ce qui est impossible carOc ∩K = ∅. On a donc bien
montréd > 0.

On pose maintenant , pour toutx ∈ R, ϕ(x) = 1
d(d − d(x,K))+ avecd(x,K) = inf{d(x, y), y ∈ K}. La

fonctionϕ est continue carx 7→ d(x,K) est continue (cette fonction est même lipschitzienne, on peut montrer que
|d(x, k) − d(y,K)| ≤ |x − y|). Elle est à support compact car il existeA > 0 t.q.K ⊂ [−A,A] et on remarque
alors queϕ = 0 sur[−A− d,A+ d]c. On a doncϕ ∈ Cc(R,R). Enfin, on remarque queϕ = 1 surK, ϕ = 0 sur
Oc et0 ≤ ϕ ≤ 1 (partout). On en déduit quef − ϕ = 0 surK ∪Oc et0 ≤ |f − ϕ| ≤ 1, ce qui donne

‖f − ϕ‖1 ≤ λ(O \K) ≤ 2ε,

et termine donc la première (et principale) étape.

Etape 2.On suppose ici quef ∈ E+ ∩ L1. Il existe donca1, . . . , an > 0 etA1, . . . , An ∈ T t.q.f =
∑n

i=1 ai1Ai
.

Commef ∈ L1, on a aussiλ(Ai) <∞ pour touti.

Soit ε > 0, l’étape 1 donne, pour touti, l’existence deϕi ∈ Cc(R,R) t.q. ‖1Ai
− ϕi‖1 ≤ ε. On poseϕ =∑n

i=1 aiϕi ∈ Cc(R,R) et on obtient‖f − ϕ‖1 ≤ (
∑n

i=1 ai)ε (ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3.On suppose ici quef ∈ M+ ∩ L1.

Soit ε > 0. D’après la caractérisation de l’intégrale dansM+ (lemme 4.3), Il existeg ∈ E+ t.q. g ≤ f et∫
fdλ − ε ≤

∫
gdm ≤

∫
fdm, de sorte que‖g − f‖1 =

∫
(f − g)dλ ≤ ε. L’étape 2 donne alors l’existence de

ϕ ∈ Cc(R,R) t.q.‖g − ϕ‖1 ≤ ε. D’où l’on déduit‖f − ϕ‖1 ≤ 2ε. Ce qui termine l’étape 3.

Etape 4.On suppose enfin quef ∈ L1.

Soit ε > 0. Commef± ∈ M+ ∩ L1, l’étape 3 donne qu’il existeϕ1, ϕ2 ∈ Cc(R,R) t.q. ‖f+ − ϕ1‖1 ≤ ε et
‖f−−ϕ2‖1 ≤ ε. On pose alorsϕ = ϕ1−ϕ2. On aϕ ∈ Cc(R,R) et‖f−ϕ‖1 ≤ 2ε. Ce qui prouve bien la densité
deCc(R,R) dansL1.

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est paslimité à la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute
mesure surB(R), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en remplaçantCc parC∞

c . Enfin, il n’est pas limité àR,
il est également vrai dansRd, d ≥ 1. Tout ceci est montré dans l’exercice 7.13. Par contre, le résultat que nous
montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure surB(R), finie sur les compacts (voir l’exercice 7.13).

Théorème 5.6 (Continuité en moyenne)Soientf ∈ L1
R(R,B(R), λ) eth ∈ R. On définitfh (“translatée" def )

par : fh(x) = f(x+ h), pour presque toutx ∈ R. Alors :

‖fh − f‖1 =

∫
|f(x+ h) − f(x)|dx → 0 lorsqueh→ 0. (5.10)
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DÉMONSTRATION :
Soientf ∈ L1

R(R, B(R), λ) eth ∈ R. On remarque quefh = f(·+ h) ∈ L1R(R, B(R), λ) (d’après la proposition
5.5). D’autre partf = g p.p. impliquefh = gh p.p.. On peut donc définirfh comme élément deL1

R(R, B(R), λ)
si f ∈ L1

R(R, B(R), λ).

La démonstration de (5.10) fait l’objet de l’exercice 5.14.

5.4 Intégrales impropres des fonctions deR dansR

On considère ici des fonctions deR dansR, et l’espace mesuré(R,B(R), λ).

Définition 5.3 (Intégrabilité à gauche) Soientf : R → R, α ∈ R et a ∈ R ∪ {+∞}, a > α ; on suppose que

∀ β ∈]α, a[, f1]α,β[ ∈ L1(= L1
R(R,B(R), λ)). On dit quef est intégrable à gauche ena (ou encore que

∫ a

existe) si
∫
f1]α,β[dλ a une limite dansR lorsqueβ → a. Cette limite est notée

∫ a

α

f(t)dt.

Remarque 5.8 Ceci ne veut pas dire quef1]α,a[ ∈ L1. Il suffit pour s’en convaincre de prendrea = +∞, α = 0,

considérer la fonctionf définie parf(0) = 1 et, pourx > 0, f(x) =
sinx

x
.

Par contre, dès que la fonctionf considérée est de signe constant, on a équivalence entre lesdeux notions :

Proposition 5.6 Soientf : R → R+, α ∈ R et a ∈ R ∪ {+∞}, a > α ; on suppose que∀ β ∈]α, a[, f1]α,β[ ∈
L1(= L1

R(R,B(R), λ)). Alorsf est intégrable à gauche ena si et seulement sif1]α,a[ ∈ L1.
DÉMONSTRATION : Ce résultat se déduit du théorème de convergence monotone (construire une suite qui tend en
croissant versf1]α,a[).

5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction. . . )
On noteE = C([0, 1],R) et on munitE de la norme de la convergence uniforme. SoitT l’application deE dans
R définie parT (ϕ) = ϕ(0). On note aussiδ0 la mesure de Dirac en0 surB([0, 1]).

1. Montrer queT ∈ E′ (on rappelle queE′ est le dual topologique deE, c’est à dire l’ensemble des applications
linéaires continues deE dansR).

2. Soitϕ ∈ E. Monter queϕ ∈ L1([0, 1],B([0, 1]), δ0) et queT (ϕ) =
∫
ϕdδ0, oùδ0 est la mesure de Dirac en0.

3. Soientg ∈ L1
R([0, 1],B([0, 1]), λ) et(ϕn)n∈N ⊂ E définie par :ϕn(x) = (1/n)(n−n2x)+, pour toutx ∈ [0, 1]

et toutn ∈ N. Montrer que
∫
gϕndλ→ 0 lorsquen→ +∞.

En déduire qu’il n’existe pasg ∈ L1
R([0, 1],B([0, 1]), λ) t.q. on ait, pour toute fonctionϕ ∈ E : T (ϕ) =

∫
gϕdλ.

4. Montrer queδ0 n’est pas une mesure de densité par rapport àλ.

Exercice 5.2
Soit (fn)n∈N la suite de fonctions de]0, 1[ dansR définie parfn(x) = (n − n2x)+. On noteλ la mesure de
Lebesgue sur la tribuB(R) des boréliens de]0, 1[, etL1 = L1

R(]0, 1[,B(R), λ).
SoitT l’application deC([0, 1],R) dansR définie parT (ϕ) = ϕ(0).
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1. Montrer queT ∈
(
C([0, 1],R)

)′
(on rappelle que

(
C([0, 1],R)

)′
est le dual deC([0, 1],R), c’est à dire

l’ensemble des formes linéaires continues surC([0, 1],R) muni de la norme uniforme).

2. Montrer queT (ϕ) =
∫
ϕdδ0, oùδ0 est la mesure de Dirac en 0.

3. Soientg ∈ L1(]0, 1[,R) et (ϕn)n∈N ⊂
(
C([0, 1],R)

)
définie par :ϕn = fn

2n . Montrer que
∫
gϕndλ → 0

lorsquen→ +∞.
En déduire qu’il n’existe pasg ∈ L1(]0, 1[,R) t.q. on ait, pour toute fonctionϕ ∈ C([0, 1],R) : T (ϕ) =∫
gϕdλ ; montrer queδ0 n’est pas une mesure de densité.

Exercice 5.3 (Intégrale de Riemann)Soienta, b des réels,a < b et f : [a, b] → R une fonction bornée, i.e.
telle qu’il existeM ∈ R t.q. |f(t)| ≤ M, ∀t ∈ [a, b]. Soit∆ une subdivision de[a, b], ∆ = {x0, x1, . . . , xN+1}
avecx0 = a < x1 < . . . < xN+1 = b. On poseS∆ =

∑N
i=0(supx∈[xi,xi+1] f(x))(xi+1 − xi), et S∆ =∑N

i=0(infx∈[xi,xi+1] f(x))(xi+1 − xi). On noteA l’ensemble des subdivisions de[a, b] et S⋆ = inf∆∈A S∆, et

S⋆ = sup∆∈A S∆. On dit quef est Riemann intégrable siS⋆ = S⋆. On pose alorsR
∫ b
a f(x)dx = S⋆.

1. Soient∆1 et∆2 ∈ A tels que∆1 ⊂ ∆2. Montrer queS∆1 ≤ S∆2 ≤ S∆2 ≤ S∆1 . En déduire queS∆ ≤ S∆′

pour tous∆,∆′ ∈ A, et donc queS⋆ ≤ S⋆.

2. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions(∆n)n∈N telle queS∆n
→ S⋆ etS∆n → S⋆ quandn→ +∞.

3. Montrer que sif est continue,f est Riemann-intégrable.

4. On suppose maintenant quef est Riemann-intégrable. Soit(∆n)n∈N une suite t.q.S∆n
→ S⋆ et S∆n → S⋆

quandn→ +∞. Pourn ∈ N, on note∆n = {x(n)
0 , . . . , x

(n)
Nn+1} et on pose :

gn(x) = inf{f(y), y ∈ [x
(n)
i , x

(n)
i+1]}, x

(n)
i ≤ x < x

(n)
i+1, i = 0, . . . , Nn + 1 (5.11)

hn(x) = sup{f(y), y ∈ [x
(n)
i , x

(n)
i+1]}, x

(n)
i ≤ x < x

(n)
i+1, i = 0, . . . , Nn + 1 (5.12)

gn(b) = hn(b) = 0. (5.13)

(a) Montrer quegn et hn ∈ M ∩ L1, où M = M({[a, b],B(R), λ}) et L1 = L1({[a, b],B(R), λ}), et que∫
(hn − gn)dλ→ 0 quandn→ +∞.

(b) Montrer quegn ≤ gn+1 ≤ f ≤ gn+1 ≤ hn, ∀n ∈ N.

(c) On poseg = limn→+∞ gn et h = limn→+∞ hn ; montrer queg = h p.p. . En déduire quef ∈ L1 et que∫
fdλ = R

∫ b
a
f(x)dx.

(d) Soitf définie par :

f(x) = 1 si x ∈ Q, (5.14)

f(x) = 0 si x 6∈ Q. (5.15)

Montrer quef n’est pas Riemann intégrable, mais quef ∈ L1
R([a, b],B(R), λ).

Exercice 5.4 Corrigé 95 page 383
Soit (fn)n∈N ⊂ C1(]0, 1[, R) convergeant simplement vers la fonctionf :]0, 1[→ R ; on suppose que la suite
(f ′
n)n∈N (⊂ C(]0, 1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale à1.

1. A-t-onf ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′ = 1 ?

2. On suppose maintenant que la suite(f ′
n)n∈N converge dansL1

R(]0, 1[,B(]0, 1[), λ) vers la fonction constante et
égale à1. A-t-on f ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′ = 1 ?
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Exercice 5.5 (Intégrale impropre) Corrigé 96 page 384
On définit l’applicationf deR dansR par :

f(x) = 0, si x ≤ 0,
f(x) = x2 sin 1

x2 , si x > 0.

1. Montrer quef est continue et dérivable en tout point deR.

2. Soit0 < a < b < ∞. Montrer quef ′1]a,b[ ∈ L1
R(R,B(R), λ). On pose

∫ b
a f

′(t)dt =
∫
f ′1]a,b[dλ. Montrer

que :

f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(t)dt.

3. Soita > 0.

(a) Montrerf ′1]0,a[ 6∈ L1
R(R,B(R), λ).

(b) Pour0 < x < a, on poseg(x) =
∫ a
x f

′(t)dt. Montrer queg(x) a une limite (dansR) quandx → 0, avec
x > 0, et que cette limite est égale àf(a)−f(0). (Cette limite est aussi notée

∫ a
0
f ′(t)dt, improprement. . . car

f ′1]0,a[ 6∈ L1
R(R,B(R), λ), la restriction def ′ à ]0, a[ n’est donc pas intégrable pour la mesure de Lebesgue

sur ]0, a[.)

Exercice 5.6
Soit (E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m) et f ∈ L1
R(E, T,m). On suppose quefn → f dans

L1
R(E, T, m) et qu’il existeC ≥ 0 tel que|fn| ≤ C p.p. et pour toutn ∈ N. Montrer que

∫
|fn − f |2dm → 0

lorsquen→ +∞.

Exercice 5.7 Corrigé 97 page 386
Soit f ∈ L1

R(R,B(R), λ). On définitF : R → R par :F (x) =
∫
f1[0,x]dλ(=

∫ x
0
f(t)dt), pourx ≥ 0, et

F (x) = −
∫
f1[x,0]dλ(= −

∫ 0

x
f(t)dt) pourx < 0. Montrer queF est uniformément continue.

Exercice 5.8 (Intégrabilité et limite à l’infini) Corrigé 98 page 387
Soitf ∈ L1

R(R,B(R), λ) = L1.

1. On suppose quef(x) admet une limite quandx→ ∞. Montrer que cette limite est nulle.

2. On suppose quef ∈ C(R,R) ; a-t-on : lim
x→+∞

f(x) = 0 ?

3. On suppose quef est uniformément continue. A-t-onlimx→+∞ f(x) = 0 ? [On pourra commencer par montrer
que, pour toutη > 0 et toute suite(xn)n∈N de réels t.q.limn→∞ xn = +∞, on a :

lim
n→+∞

∫ xn+η

xn−η
|f(x)|dλ(x) = 0.] (5.16)

4. On suppose quef ∈ C1(R,R) etf ′ ∈ L1 ; a-t-on : lim
x→+∞

f(x) = 0 ?

Exercice 5.9

1. On considère l’espace mesuré(E, T,m) = (]0, 1[,B(]0, 1[, λ). Soit 0 < α < +∞ . On pose, pourx ∈]0, 1[,

f(x) = (
1

x
)α. Pour quelles valeurs deα a-t-onf ∈ L1

R(E, T,m) ?
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2. On considère l’espace mesuré(E, T,m) = (R⋆+,B(R⋆+), λ). Soit f définie, pourx ∈]0,+∞[, par :f(x) =
sinx

x
. Montrer quef /∈ L1

R(E, T,m). On posefn = f1]0,n[. Montrer quefn ∈ L1
R(E, T,m), quefn → f p.p.

(et même uniformément) et que
∫
fndm a une limite dansR lorsquen→ +∞.

Exercice 5.10 (Egalité p.p. de fonctions continues)Corrigé 99 page 388
On munitRN de la tribu borélienneB(RN) et de la mesure de LebesgueλN . Soientf et g ∈ C(RN ,R) t.q.
f = g p.p.. Montrer quef = g partout. [On dira donc quef ∈ L1(RN ,B(RN), λn) est continue si il existe
g ∈ C(RN ,R) t.q.f = g p.p. (plus précisément on devrait écrireg ∈ f ). Dans ce cas on identifief avecg.]

Exercice 5.111. On considère l’espace mesuré(E, T,m) = (]0, 1[,B(R), λ) ; soit 0 < α < +∞ ; on pose, pour

x ∈]0, 1[, f(x) = (
1

x
)α. Pour quelles valeurs deα a-t-onf ∈ L1

R(E, T,m) ?

2. On considère l’espace mesuré(E, T,m) = (R⋆+,B(R), λ) ; soitf définie, pourx ∈]0,+∞[, par :f(x) =
sinx

x
.

Montrer quef /∈ L1
R(E, T,m). On posefn = f1]0,n[. Montrer quefn ∈ L1

R(E, T,m), quefn → f p.p. (et

même uniformément) et que
∫
fndm a une limite dansR lorsquen→ +∞.

Exercice 5.12Soitµ etν deux mesures finies surB(R), tribu borélienne surR.

1. Montrer que si, pour toute fonction continue à support compact on a :
∫
fdµ =

∫
fdν, (E)

alorsµ = ν. [On rappelle (cf. exercice 2.34) que sim est une mesure finie surB(R), alors : ∀A ∈ R,m(A) =
inf{m(O), O ⊃ A,O ouvert deR}.]

2. On suppose maintenant que l’égalité(E) est vérifiée pour toute fonctionf deC∞
c (R, R). Le résultat précédent

vous parait-il encore vrai ?

Exercice 5.13 (Notation : Soitf une fonction deR dansR, on notef2 la fonction deR dansR définie par :
f2(x) = (f(x))2.) SoitE = {f ∈ C1(R,R); f ∈ L1 = L1

R(R,B(R), λ) etf ′2 ∈ L1}. Pourf ∈ E, on définit
‖f‖ =

∫
|f |dλ+ (

∫
|f ′|2dλ) 1

2

1. Montrer que(E, ‖.‖) est un espace vectoriel normé.E est-il un espace de Banach ?

2. Soienta ∈ R et δ ∈ R⋆+. Montrer quea ≤ δa2 + 1
δ .En déduire que pourf ∈ E, (x, y) ∈ R2 et δ ∈ R⋆+, on a :

|f(x) − f(y)| ≤ δ
∫
|f ′|2dλ+ 1

δ |x− y|.
3. Montrer que sif ∈ E, alors :

– f est uniformément continue.
– f est bornée.
– f2 ∈ L1.

Exercice 5.14 (Continuité en moyenne)Corrigé 100 page 388
Pourf ∈ L1 = L1

R(R,B(R), λ) eth ∈ R, on définitfh (“translatée" def ) par :fh(x) = f(x + h), pourx ∈ R.
(noter quefh ∈ L1).

1. Soitf ∈ Cc = Cc(R,R), montrer que‖fh − f‖1 → 0 lorsqueh→ 0.

2. Soitf ∈ L1, montrer que‖fh − f‖1 → 0 lorsqueh→ 0.
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Exercice 5.15 On noteL1 = L1
R(RN ,B(RN ), λN ), etCb = Cb(RN ,R) l’ensemble des fonctions continues

bornées deRN dansR.

1. Pourf ∈ L1, h ∈ R⋆+ etx ∈ RN , on définit

fh(x) =
1

λN (B(0, h))

∫

B(x,h)

f(y)dy,

oùB(0, h) désigne la boule ouverte de centre0 et de rayonh. Montrer quefh est définie partout, quefh ∈ L1,
et quefh → f dansL1 lorsqueh → 0. En déduire qu’il existe(hn)n∈N t.q. hn → 0 lorsquen → +∞ et
fhn

→ f p.p. lorsquen→ +∞.

2. On considère maintenant une suite de mesures(µn)n∈N finies sur(RN ,B(RN)), t.q. µn → δ0 dansC′
b i.e.∫

ϕdµn →
∫
ϕdµ, ∀ϕ ∈ Cb. Soitf une fonction mesurable bornée deRN dansR et intégrable pour la mesure

de Lebesgue, etν = fλ. Montrer queµn ⋆ ν est une mesure de densitéfn ∈ L1 et montrer quefn → f dans
L1.

3. SoitA ∈ R t.q.A ⊂ [0, 1] ; on dit queA est "bien équilibré" si pour tout intervalleI de[0, 1], on a :λ(I ∩A) =

λ(I ∩Ac) = λ(I)
2 . Montrer qu’il n’existe pas de borélienA de[0, 1] bien équilibré.

Exercice 5.16 (Non existence de borélien “bien équilibré")
SoitN ≥ 1. On noteL1 = L1

R(RN ,B(RN), λN ).

1. Pourf ∈ L1, h ∈ R⋆+ etx ∈ RN , on définit

fh(x) =
1

λN (B(0, h))

∫

B(x,h)

f(y)dy,

oùB(x, h) désigne la boule ouverte de centrex et de rayonh. Montrer quefh est définie pour toutx ∈ RN .
Montrer quefh ∈ L1 et quefh → f dansL1 lorsqueh → 0. [On pourra, par exemple, utiliser le théorème de
continuité en moyenne dansL1.]

En déduire qu’il existe(hn)n∈N t.q.hn → 0, lorsquen→ +∞, etfhn
→ f p.p. lorsquen→ +∞.

2. Montrer qu’il n’existe pas de borélienA inclus dans [0,1] et t.q.λ(I ∩ A) = λ(I ∩ Ac) = λ(I)
2 pour tout

intervalleI de [0, 1]. [On pourra raisonner par l’absurde et utiliser la questionprécédente avecN = 1 et f
convenablement choisi. Cette question est aussi une conséquence de l’exercice 5.17.]

Exercice 5.17 (Sur la concentration d’un borélien)Corrigé 101 page 389
Soit−∞ ≤ a < b ≤ +∞,A ∈ B(]a, b[) etρ ∈]0, 1[. On suppose queλ(A∩]α, β[) ≤ ρ(β − α) pour toutα, β t.q.
a ≤ α < β ≤ b. Montrer queλ(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer queλ(A∩O) ≤ ρλ(O)
pour tout ouvertO de]a, b[.]

Conséquence de cet exercice : SoitA ∈ B(]a, b[) t.q. λ(A) > 0. Alors, pour toutρ < 1, il existeα, β t.q.
a ≤ α < β ≤ b etλ(A∩]α, β[) ≥ ρ(β − α).

Exercice 5.18 (Points de Lebesgue)Corrigé 102 page 390
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR, parL1 l’espaceL1

R(R, B(R), λ) et parL1 l’espace
L1

R(R, B(R), λ). On notedt = dλ(t).

1. Soit(I1, . . . , In) des intervalles ouverts non vides deR t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On poseIk =]ak, bk[ et on suppose que la suite(ak)k=1,...,n est croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,...,n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints2 à2.
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2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide deR dont la réunion est notéeA. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée(I1, . . . , Im), formée d’intervalles disjoints2 à 2 et t.q.λ(A) ≤ 2

∑m
k=1 λ(Ik).

[Utiliser la question 1.]

On se donne maintenantf ∈ L1 et on suppose qu’il existea > 0 t.q.f = 0 p.p. sur[−a, a]c. Le but de l’exercice
est de montrer que :

n

2

∫ 1
n

− 1
n

f(x+ t)dt → f(x), pour presque toutx ∈ R, quandn→ ∞. (5.17)

Pourε > 0, on définitf⋆ε deR dansR par :

f⋆ε (x) = sup
h≥ε

1

2h

∫ h

−h
|f(x+ t)|dt. (5.18)

3.(a) Montrer quef⋆ε est bornée.

(b) Montrer quef⋆ε est borélienne. [On pourra montrer quef⋆ε est le sup de fonctions continues.]

(c) Montrer quef⋆ε (x) → 0 quand|x| → ∞.

4. Poury > 0, on poseBy,ε = {x ∈ R, f⋆ε (x) > y}.

(a) Montrer que toutx ∈ By,ε est le centre d’un intervalle ouvertI(x) t.q.

i. λ(I(x)) ≥ 2ε,

ii. 1
λ(I(x))

∫
I(x) |f |dλ > y.

Montrer que parmi les intervallesI(x), x ∈ By,ε, ainsi obtenus, il en existe un nombre finiI(x1), . . . , I(xn)
dont la réunion recouvreBy,ε. [On pourra d’abord remarquer queBy,ε est borné.]

(b) Montrer queλ(By,ε) ≤ 2
y‖f‖1. [Utiliser la question 2.]

On définit maintenantf⋆ deR dansR+ par :

f⋆(x) = sup
h>0

1

2h

∫ h

−h
|f(x+ t)|dt. (5.19)

5. Montrer quef⋆ est borélienne et queλ({f⋆ > y}) ≤ 2
y‖f‖1, pour touty > 0.

6. Montrer (5.17) sif admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes.]

7. Montrer (5.17). [Approcherf , dansL1 et p.p., par une suite d’éléments deCc(R,R), notée(fp)p∈N. On pourra
utiliser (f − fp)

⋆.]

Exercice 5.19 (Convergence vague et convergence etroite)Corrigé 103 page 394
Soit (mn)n ∈ N une suite de mesures (positives) finies surB(Rd) (d ≥ 1) etm une mesure (positive) finie sur
B(Rd). On suppose que :
–
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞, pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R).
– mn(Rd) → m(Rd) quandn→ ∞.

1. Soitϕ ∈ Cc(Rd,R). Montrer que
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞. [On pourra utiliser le fait queϕ est limite

uniforme d’une suite d’élement deC∞
c (Rd,R).]
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2. Pourp ∈ N⋆, on noteBp la boule fermée de centre0 et de rayonp (pour la norme euclidienne deRd). Montrer
qu’il existe une suite(ϕp)p∈N⋆ ⊂ Cc(Rd,R) t.q., pour toutp ∈ N⋆, 0 ≤ ϕp ≤ 1, ϕp = 1 surBp etϕp ≤ ϕp+1.
On utilise cette suite(ϕp)p∈N⋆ dans les questions suivantes.

3. Soitε > 0.

(a) Montrer qu’il existep0 ∈ N⋆ t.q. :p ≥ p0 ⇒
∫

(1 − ϕp)dm ≤ ε.

(b) Montrer que, pour toutp ∈ N⋆,
∫

(1 − ϕp)dmn →
∫

(1 − ϕp)dm quandn→ ∞.

(c) Montrer qu’il existep1 ∈ N⋆ t.q. :n ∈ N, p ≥ p1 ⇒
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ ε.

4. Montrer que
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞, pour toutϕ ∈ Cb(Rd,R) (on dit alors que la suite(mn)n∈N

converge étroitement versm).

5. Indiquer brièvement comment obtenir le même résultat (c’est-à-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“Rd" (dans les hypothèses et dans la question 4) par “Ω ouvert deRd".

Exercice 5.20 (Unicité avecC∞
c )

Soit m et µ deux mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1). on suppose que
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ pour tout

ϕ ∈ C∞
c (Rd,R). Montrer quem = µ.

Exercice 5.21 (Densité deCc etC∞
c dansL1)

Soitd ≥ 1 etµ une mesure sur les boréliens deRd. On suppose queµ vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1)µ est est finie sur les compacts deRd, c’est-à-dire queµ(K) < +∞ siK est un compact deRd,

(p2)µ est régulière, c’est-à-dire que pour toutA ∈ B(Rd) et toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ A ⊂ O
etµ(O \ F ) ≤ ε.

En fait, la propriété (p1) entraîne la propriété (p2) (cela est démontré au chapitre 7, proposition 7.5) mais cette
démonstration n’est pas demandée ici.

On noteL1
µ l’espaceL1

R(Rd,B(Rd), µ). Pourf ∈ L1
µ, on note‖f‖1 =

∫
|f |dµ. Enfin, pourx ∈ Rd, on note|x| la

norme euclidienne dex.

1. Soitϕ ∈ Cc(Rd,R) (c’est-à-direϕ continue deRd dansR et à support compact). Montrer queϕ ∈ L1
µ.

2. SoitK un compact deRd et η > 0. Pourx ∈ Rd, on poseϕ(x) = (η−d(x,K))+

η avecd(x,K) = inf{|x − y|,
y ∈ K}. Montrer queϕ ∈ Cc(Rd,R) et queϕ(x) = 1 si x ∈ K.

3. SoitA ∈ B(Rd) t.q.µ(A) < +∞.

(a) Soitε > 0, montrer qu’il existeO ouvert etK compact t.q.K ⊂ A ⊂ O etµ(O \K) ≤ ε.

(b) Soitε > 0. Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖ϕ− 1A‖1 ≤ ε.

4. Soitf une fonction borélienne positive deRd dansR. On suppose quef ∈ L1
µ. Soitε > 0. Montrer qu’il existe

ϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε. [On pourra approcherf par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soitf ∈ L1
µ et ε > 0.

(a) Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε.

(b) Montrer qu’il existeψ ∈ C∞
c (Rd,R) t.q. ‖f − ψ‖1 ≤ ε. [On pourra montrer que, siϕ ∈ Cc(Rd,R), on a

‖ϕ−ϕn‖1 → 0, quandn→ ∞, avecϕn = ϕ⋆ρn et(ρn)n∈N⋆ une famille régularisante, voir la définition 8.4.
du polycopié de cours).]

6. (Continuité en moyenne?)
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(a) Soitϕ ∈ Cc(Rd,R). Montrer que‖ϕ(· + h) − ϕ‖1 → 0 quandh→ 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convenablementf etµ) qu’on peut avoirf ∈ L1
µ

et‖f(· + h) − f‖1 6→ 0 quandh→ 0.

7. On suppose maintenant queΩ est un ouvert deRd et queµ est une mesure sur les boréliens deΩ, finie sur
les sous ensembles compacts deΩ. Indiquer brièvement comment on peut montrer la densité deCc(Ω,R) et
C∞
c (Ω,R) dansL1

R(Ω,B(Ω), µ).

Exercice 5.22 (Loi d’une fonction linéaire deX)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une v.a.. On suppose que la loi deX a une densité par rapport à
Lebesgue et on noteg cette densité.

Soita, b ∈ R, montrer que la v.a.aX + b a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue et donner cette densité
en fonction deg, a et b.
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Chapitre 6

Les espacesLp

6.1 Définitions et premières propriétés

6.1.1 Les espacesLp, avec1 ≤ p < +∞
Soient(E, T,m) un espace mesuré,1 ≤ p <∞ etf ∈ M = M(E, T ) (c’est-à-diref : E → R, mesurable). On
remarque que|f |p ∈ M+, car|f |p = ϕ◦f oùϕ est la fonction continue (donc borélienne) définie parϕ(s) = |s|p
pour touts ∈ R. La quantité

∫
|f |pdm est donc bien définie et appartient àR+. Ceci va nous permette de définir

les espaces de fonctions de puissancep-ième intégrable. On retrouve, pourp = 1, la définition de l’espace des
fonctions intégrables.

Définition 6.1 (Les espacesLp) Soient(E, T,m) un espace mesuré,1 ≤ p < ∞ et f une fonction définie deE
dansR, mesurable. (On a donc|f |p ∈ M+.)

1. On dit quef ∈ Lp = LpR(E, T,m) si
∫
|f |pdm <∞. On pose alors :

‖f‖p =
(∫

|f |pdm
) 1

p

. (6.1)

2. On dit quef 6∈ Lp = LpR(E, T,m) si
∫
|f |pdm = ∞ et on pose alors‖f‖p = +∞.

De manière analogue au casp = 1 on quotiente les espacesLp par la relation d’équivalence “= p.p." afin que
l’applicationf 7→ ‖f‖p définisse une norme sur l’espace vectoriel des classes d”equivalence (voir section 4.5).

Définition 6.2 (Les espacesLp) Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p < +∞.

1. On définit l’espaceLpR(E, T, m) comme l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de Lp pour la
relation d’équivalence(= pp). En l’absence d’ambiguïté on noteraLp l’espaceLpR(E, T, m).

2. SoitF ∈ LpR(E, T,m). On pose‖F‖p = ‖f‖p si f ∈ F . (Cette définition est cohérente car ne dépend pas du
choix def dansF . On rappelle aussi queF = f̃ = {g ∈ Lp ; g = f p.p.}.)

Proposition 6.1 Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p < +∞. Alors :

1. LpR(E, T,m) est un espace vectoriel surR.

2.LpR(E, T, m) est un espace vectoriel surR.
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DÉMONSTRATION :

1. – Soitα ∈ R, f ∈ Lp. On aαf ∈ M (carM est un espace vectoriel) et
∫
|αf |pdm = |α|p

∫
|f |pdm < ∞.

Donc,αf ∈ Lp.
– Soitf, g ∈ Lp. On veut montrer quef + g ∈ Lp. On sait quef + g ∈ M (carM est un espace vectoriel) et

on remarque que, pour toutx ∈ E,

|f(x) + g(x)|p ≤ 2p|f(x)|p + 2p|g(x)|p,

et donc ∫
|f + g|pdm ≤ 2p

∫
|f |pdm+ 2p

∫
|g|pdm <∞,

ce qui montre quef + g ∈ Lp.
2. La structure vectorielle deLp s’obtient comme pourp = 1. SoitF,G ∈ Lp et α, β ∈ R. On choisitf ∈ F

et g ∈ G et on définitαF + βG comme étant la classe d’équivalence deαf + βg. Comme d’habitude, cette
définition est cohérente car la classe d’équivalence deαf + βg ne dépend pas des choix def etg dansF etG.

On va montrer maintenant quef 7→ ‖f‖p est une semi-norme surLp et une norme surLp.

Lemme 6.1 (Inégalité de Young)Soienta, b ∈ R+ etp, q ∈ ]1,+∞[ t.q.
1

p
+

1

q
= 1. Alors :

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (6.2)

DÉMONSTRATION :
La fonction exponentielleθ 7→ exp(θ) est convexe (deR dansR). On a donc, pour toutθ1, θ2 ∈ R et toutt ∈ [0, 1],

exp(tθ1 + (1 − t)θ2) ≤ t exp(θ1) + (1 − t) exp(θ2).

Soita, b > 0 (les autres cas sont triviaux). On prendt = 1
p (de sorte que(1− t) = 1

q ), θ1 = p ln(a) etθ2 = q ln(b).

On obtient bienab ≤ ap

p + bq

q .

Lemme 6.2 (Inégalité de Hölder)

Soient(E, T,m) un espace mesuré etp, q ∈]1,+∞[ t.q.
1

p
+

1

q
= 1. Soientf ∈ LpR(E, T,m) etg ∈ LqR(E, T,m).

Alors,fg ∈ L1
R(E, T, m) et

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q. (6.3)

Le même résultat est vrai avecLp, Lq etL1 au lieu deLp, Lq etL1.

DÉMONSTRATION :
On remarque d’abord quefg ∈ M carf, g ∈ M (voir la proposition 3.5).

L’inégalité de Young donne|f(x)g(x)| ≤ |f(x)|p
p + |g(x)|q

q pour toutx ∈ E. On en déduit, en intégrant :

∫
|fg|dm ≤ 1

p

∫
|f |pdm+

1

q

∫
|g|qdm <∞. (6.4)
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Donc,fg ∈ L1.

Pour montrer (6.3), on distingue maintenant 3 cas :

Cas 1. On suppose‖f‖p = 0 ou ‖g‖q = 0. On a alorsf = 0 p.p. oug = 0 p.p.. On en déduitfg = 0 p.p., donc
‖fg‖1 = 0 et (6.3) est vraie.

Cas 2. On suppose‖f‖p = 1 et‖g‖q = 1. On a alors, avec (6.4),

‖fg‖1 =

∫
|fg|dm ≤ 1

p
+

1

q
= 1 = ‖f‖p‖g‖q.

L’inégalité (6.3) est donc vraie.

Cas 3. On suppose‖f‖p > 0 et‖g‖q > 0. On pose alorsf1 = f
‖f‖p

etg1 = g
‖g‖q

, de sorte que‖f1‖p = ‖g1‖q = 1. Le
cas 2 donne alors

‖fg‖1

‖f‖p‖g‖q
= ‖f1g1‖≤1.

Ce qui donne (6.3).

Dans le cas oùf ∈ Lp et g ∈ Lq, on confond les classesf et g avec des répresentants, encore notésf et g. Le
résultat précédent donnefg ∈ L1 et (6.3). On a alorsfg ∈ L1 au sens de la confusion habituelle, c’est-à-dire “il
existeh ∈ L1 t.q.fg = h p.p." (etfg ne dépend pas des représentants choisis), et (6.3) est vérifiée.

Lemme 6.3 (Inégalité de Minkowski) Soit(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p <∞. Soitf, g ∈ LpR(E, T,m).
Alors,f + g ∈ Lp et :

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p. (6.5)

Le même résultat est vrai avecLp au lieu deLp.
DÉMONSTRATION :
Le casp = 1 à déjà été fait. On suppose doncp > 1. On a aussi déjà vu quef + g ∈ Lp (proposition 6.1). Il reste
donc à montrer (6.5). On peut supposer que‖f + g‖p 6= 0 (sinon (6.5) est trivial).

On remarque que
|f + g|p ≤ FH +GH, (6.6)

avecF = |f |,G = |g| etH = |f + g|p−1.

On poseq = p
p−1 , de sorte que1p + 1

q = 1, F ∈ Lp,G ∈ Lp etH ∈ Lq (carf + g ∈ Lp). On peut donc appliquer
l’inégalité de Hölder (6.3), elle donne

‖FH‖1 ≤ ‖F‖p‖H‖q, ‖GH‖1 ≤ ‖G‖p‖H‖q.
On en déduit, avec (6.6),

∫
|f + g|pdm ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)(

∫
|f + g|pdm)1−

1
p ,

D’où l’on déduit (6.5).

Il est clair que le lemme est vrai avecLp au lieu deLp.

On en déduit la propriété suivante :
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Proposition 6.2 Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p <∞.

1. L’applicationf 7→ ‖f‖p est une semi-norme surLp.
2. L’applicationf 7→ ‖f‖p est une norme surLp. Lp, muni de cette norme, est donc une espace vectoriel (surR)

normé.

DÉMONSTRATION :
– On a bien‖f‖p ∈ R+ pour toutf ∈ Lp.
– On a déjà vu que‖αf‖p = |α|‖f‖p, pour toutα ∈ R et toutf ∈ Lp.
– L’inégalité (6.5) donne‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p pour toutf, g ∈ Lp.
L’applicationf 7→ ‖f‖p est donc une semi-norme surLp. On remarque que, sif ∈ Lp, on a

‖f‖p = 0 ⇔ f = 0 p.p..

Cette équivalence donne que l’applicationf 7→ ‖f‖p est une norme surLp.

Remarque 6.1 On reprend ici la remarque 4.9. Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p < ∞. On confondra
dans la suite un élementF deLp avec un représentantf deF , c’est-à-dire avec un élémentf ∈ Lp t.q.f ∈ F . De
manière plus générale, soitA ⊂ E t.q.Ac soit négligeable (c’est-à-direAc ⊂ B avecB ∈ T etm(B) = 0). On
dira qu’une fonctionf , définie deA dansR, est un élément deLp si il existe une fonctiong ∈ Lp t.q.f = g p.p..
On confond donc, en fait, la fonctionf avec la classe d’équivalence deg, c’est-à-dire avec̃g = {h ∈ Lp ; h = g
p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal à{h ∈ Lp ; h = f p.p.}.

Avec cette confusion, sif etg sont des élements deLp, f = g signifie en faitf = g p.p..

Théorème 6.1 (Convergence dominée)Soit (E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p < ∞. On noteLp l’espace
LpR(E, T, m). Soit(fn)n∈N une suite deLp t.q. :

1. fn → f p.p.,

2. ∃ F ∈ Lp t.q. |fn| ≤ F p.p. pour toutn ∈ N.

Alorsfn → f dansLp (c’est-à-dire
∫

|fn − f |pdm→ 0 quandn→ ∞).

DÉMONSTRATION :
On se ramène au casp = 1.

On peut choisir des représentants desfn (encore notésfn) de manière à ce que la suite(fn(x))n∈N soit convergente
dansR pour toutx ∈ E. On poseg(x) = limn→∞ fn(x). On a doncg ∈ M et g ≤ F p.p., ce qui montre que
g ∈ Lp. On a doncf ∈ Lp (au sensf = g p.p. avecg ∈ Lp).
Puis, on remarque que

0 ≤ hn = |fn − f |p ≤ (|fn| + |f |)p ≤ 2pF p p.p.,

pour toutn ∈ N, et quehn → 0 p.p. quandn→ ∞. CommeF p ∈ L1, on peut appliquer le théorème de conver-
gence dominée, il donnehn → 0 dansL1, c’est-à-direfn → f dansLp.

Dans le théorème 6.1, l’hypothèse de domination sur la suite(fn)n∈N (l’hypothèse 2) implique que la suite(fn)n∈N

est bornée dansLp. La réciproque de cette implication est fausse, c’est-à-dire que le fait que(fn)n∈N soit bornée
dansLp ne donne pas l’hypthèse 2 du théorème 6.1. Toutefois, le théorème 6.2 ci dessous donne un résultat de
convergence intéressant sous l’hypothèse “(fn)n∈N bornée dansLp" (on pourrait appeler cette hypothèse “domi-
nation en norme") au lieu de l’hypothèse 2 du théorème 6.1.
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Théorème 6.2 (Convergence “dominée en norme", mesure non finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré fini
(c’est-à-direm(E) < ∞) et 1 < p ≤ ∞. On noteLr l’espaceLrR(E, T, m) (pour tout1 ≤ r ≤ +∞). Soit
(fn)n∈N une suite deLp t.q. :

1. fn → f p.p.,

2. la suite(fn)n∈N est bornée dansLp.

Alors, f ∈ Lp et fn → f dansLq pour toutq ∈ [1, p[ (c’est-à-dire
∫

|fn − f |qdm → 0, quandn → ∞, pour

tout1 ≤ q < p).

DÉMONSTRATION : Le fait quef ∈ Lp est conséquence immédiate du lemme de Fatou (Lemme 4.6) appliqué
à la suite(|fn|p)n∈N. Le fait quefn → f dansLq pour toutq ∈ [1, p[ peut se faire avec le théorème de Vitali
(théorème 4.8). Ceci est démontré dans l’exercice 6.19 (corrigé 114). Une généralisation avecm(E) = +∞ est
étudiée dans l’exercice 6.20.

On donne maintenant une réciproque partielle au théorème deconvergence dominée, comme dans le casp = 1.

Théorème 6.3 (Réciproque partielle de la convergence dominée)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,1 ≤ p < ∞, (fn)n∈N ⊂ Lp et f ∈ Lp. On suppose quefn → f dansLp

quandn→ ∞. Alors il existe une sous-suite(fnk
)k∈N t.q. :

– fnk
→ f p.p. lorsquek → +∞,

– ∃ F ∈ Lp t.q. |fnk
| ≤ F p.p., pour toutk ∈ N .

DÉMONSTRATION :
Comme dans le casp = 1, Ce théorème est une conséquence de la proposition suivantesur les séries absolument
convergentes.

Proposition 6.3 (Séries absolument convergentes dansLp)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,1 ≤ p <∞ et (fn)n∈N ⊂ Lp. On suppose que

∑

n∈N

‖fn‖p < +∞. Alors :

1.
∑+∞
n=0 |fn(x)| < +∞ pour presque toutx ∈ E. On posef(x) =

∑+∞
n=0 fn(x) (la fonctionf est donc définie

p.p.).

2. f ∈ Lp (au sens “il existeg ∈ Lp t.q.f = g p.p.").

3.
∑n
k=0 fk(x) → f p.p. et dansLp, lorsquen → +∞. De plus, il existeF ∈ Lp t.q. |∑n

k=1 fk(x)| ≤ F p.p.,
pour toutn ∈ N.

DÉMONSTRATION : Pour chaquen ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn.

On pose, pour toutx ∈ E, gn(x) =
∑n

k=0 |fk(x)|. On a(gn)n∈N ⊂ M+. Comme la suite est croissante, il existe
F ∈ M+ t.q. gn ↑ F , quandn→ ∞. On a donc aussigpn ↑ F p quandn→ ∞ et le théorème de convergence
monotone donne ∫

gpndm→
∫
F pdm, quandn→ ∞. (6.7)

On remarque maintenant que‖gn‖p ≤ ∑n
k=0 ‖fk‖p ≤ ∑∞

k=0 ‖fk‖p = A < ∞. Donc‖gn‖pp ≤ Ap pour tout
n ∈ N et (6.7) donne alors ∫

F pdm ≤ Ap <∞. (6.8)
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L’inégalité (6.8) donne queF <∞ p.p.. Il existe doncB ∈ T t.q.m(B) = 0 etF (x) <∞ pour toutx ∈ Bc. Pour
toutx ∈ Bc, la série de terme généralfn(x) est donc absolument convergente dansR. Elle est donc convergente
dansR et on peut définir, pour toutx ∈ Bc, f(x) ∈ R par

f(x) =
∞∑

k=0

fk(x) = lim
n→∞

n∑

k=0

fk(x).

La fonctionf n’est pas forcément dansM, mais elle estm-mesurable (voir la définition 4.3 page 78), il existe
doncg ∈ M t.q. f = g p.p.. Puis, commeg ≤ F p.p. (car|∑n

k=0 fk(x)| ≤ gn ≤ F p.p. et
∑n
k=0 fk(x) → g

p.p.) on a, grâce à (6.7),g ∈ Lp, ce qui donne bienf ∈ Lp (au sens “il existeg ∈ Lp t.q.f = g p.p.")

Enfin, pour montrer le dernier item de la proposition, il suffit d’appliquer le théorème de convergence dominée
dansLp car

∑n
k=0 fk(x) → f p.p. et, pour toutn ∈ N, |∑n

k=0 fk(x)| ≤ gn ≤ F p.p. avec
∫
F pdm < ∞. On

obtient bien que
∑n
k=0 fk(x) → f dansLp.

Toute série absolument convergente deLp est donc convergente dansLp. On en déduit le résultat suivant :

Théorème 6.4Soient(E, T,m) un espace mesuré, et1 ≤ p < ∞. L’espace vectoriel normé(Lp, ‖.‖p) est
complet.
On peut maintenant se demander si les espacesLp sont des espaces de Hilbert. Ceci est vrai pourp = 2, et, en
général, faux pourp 6= 2 (voir à ce propos l’exercice 6.34). Le cas deL2 sera étudié en détail dans la section 6.2
En général, les espacesLp, avec1 < p < +∞, autres queL2 ne sont pas des espaces de Hilbert, mais nous verrons
ultérieurement (section 6.3 que ce sont des espaces de Banach réflexifs (c’est-à-dire que l’injection canonique entre
l’espace et son bi-dual est une bijection). Les espacesL1 etL∞ (que nous verrons au paragraphe suivant) sont des
espaces de Banach non réflexifs (sauf cas particuliers).

Remarque 6.2 Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 < p < ∞. On peut aussi définirLpC(E, T,m) etLp
RN (E,

T, m) (avecN > 1) comme on a fait pourp = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach
(complexes ou réels). Le casL2

C(E, T,m) est particulièrement intéressant. Il sera muni d’une structure hilbertienne
(voir le théorème 6.5).

6.1.2 L’espaceL∞

Définition 6.3 (L’espaceL∞) Soient(E, T,m) un espace mesuré etf une fonction mesurable (deE dansR) ;

1. on dit quef est essentiellement bornée, ou encore quef ∈ L∞ = L∞
R (E, T,m) si il existeC ∈ R+ tel que

|f | ≤ C p.p. ;

2. sif ∈ L∞, on pose‖f‖∞ = inf{C ∈ R+ ; |f | ≤ C p.p.},

3. sif /∈ L∞, on pose‖f‖∞ = +∞.

Remarque 6.3 (Rappels sur la définition de l’inf. . . )SoitA ⊂ R,A 6= ∅. On rappelle queA est borné inférieu-
rement si il existe un minorant deA, c’est-à-dire si il existeα ∈ R tel quex ≥ α pour toutx ∈ A. Si A est
borné inférieurement, on définit la borne inférieure deA comme le plus grand des minorants :x = inf{A} =
max{α;α ≤ x pour toutx ∈ A}. SiA n’est pas borné inférieurement, on poseinf A = −∞. Dans les manipula-
tions sur les inf (et sur les sup. . . ) il est utile de connaîtrele résultat suivant :

x = inf A⇒ ∃(xn)n∈N ⊂ A;xn ↓ x quandn→ +∞. (6.9)

Ceci se démontre très facilement en écrivant :
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1. SiA est non borné inférieurement, alors, pour toutn ∈ N, il existeyn ∈ A t.q.yn ≤ −n. En choisissantx0 = y0
et, par récurrence,xn = min(xn−1, yn), on a doncxn ↓ −∞ = inf A.

2. SiA est borné inférieurement, soitx = inf A. Alors,x+ 1
n n’est pas un minorant deA et donc, pourn ∈ N⋆, il

existeyn ∈ A tel quex ≤ yn ≤ x + 1
n . En choisissantx0 = y0 et, par récurrence,xn = min(xn−1, yn), on a

clairement :xn → x lorsquen→ +∞.

Le petit lemme suivant (dont la démonstration est immédiateen écrivant la définition de‖f‖∞, voir l’exercice
corrigé 4.32) est parfois bien utile.

Lemme 6.4 Si f ∈ L∞, alors|f | ≤ ‖f‖∞ p.p..

DÉMONSTRATION :
Voir l’exercice corrigé 4.32.

On a égalité entre le sup essentiel et le sup pour les fonctions continues :

Proposition 6.4 Si (E, T,m) = (R,B(R), λ) etf ∈ C(R,R), alors

‖f‖u = sup
x∈R

|f(x)| = ‖f‖∞.

DÉMONSTRATION : On distingue 2 cas :

Cas 1.On suppose ici que|f | est non bornée, c’est-à-dire‖f‖u = ∞. Soitα ∈ R+. Comme|f | est non bornée, il
existex ∈ R t.q. |f(x)| > α. Par continuité def , il existe alorsε > 0 t.q. |f(y)| > α pour touty ∈ [x− ε, x+ ε].
On a donc{|f | > α} ⊃ [x− ε, x+ ε] et doncλ({|f | > α}) ≥ 2ε. Donc,|f | n’est pas inférieure ou égale àα p.p..
On a donc{C ∈ R+ ; |f | ≤ C p.p.} = ∅, donc‖f‖∞ = ∞ = ‖f‖u.

Cas 2.On suppose maintenant que‖f‖u <∞. On a|f(x)| ≤ ‖f‖u pour toutx ∈ R, donc‖f‖∞ ≤ ‖f‖u.

D’autre part, on sait que|f | ≤ ‖f‖∞ p.p.. On a doncλ{|f | > ‖f‖∞}) = 0. Or{|f | > ‖f‖∞} est ouvert (carf est
continue), c’est donc un ouvert de mesure nulle, on a donc{|f | > ‖f‖∞} = ∅ (la mesure de Lebesgue d’un ouvert
non vide est toujours strictement positive). Ce qui prouve|f(x)| ≤ ‖f‖∞ pour toutx ∈ R et donc‖f‖u ≤ ‖f‖∞.

On obtient bien finalement‖f‖u = ‖f‖∞.

Définition 6.4 Soient(E, T,m) un espace mesuré etL∞ = L∞
R (E, T,m).

1. On définitL∞ = L∞
R (E, T,m) comme l’ensemble des classes d’équivalence surL∞ pour la relation d’équiva-

lence “= p.p.".

2. SoitF ∈ L∞. On pose‖F‖∞ = ‖f‖∞ avecf ∈ F , de sorte queF = {g ∈ L∞ ; g = f p.p.}. (Cette définition
est cohérente car‖f‖∞ ne dépend pas du choix def dansF .)

Proposition 6.5 Soient(E, T,m) un espace mesuré,L∞ = L∞
R (E, T,m) etL∞ = L∞

R (E, T,m). Alors :

1. L∞ est un espace vectoriel surR et l’application définie deL∞ dansR par f 7→ ‖f‖∞ est une semi-norme sur
L∞.

2.L∞ est un espace vectoriel surR et l’application définie deL∞ dansR par f 7→ ‖f‖∞ est une norme surL∞.
L∞ est donc un espace e.v.n. (réel).

DÉMONSTRATION :

1. – Siα ∈ R etf ∈ L∞, il est clair queαf ∈ L∞ et que‖αf‖=|α|‖f‖∞.
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– Soitf, g ∈ L∞. Comme|f | ≤ ‖f‖∞ p.p. et|g| ≤ ‖g‖∞ p.p., on montre facilement que|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤
‖f‖∞ + ‖g‖∞ p.p.. Ce qui prouve que(f + g) ∈ L∞ et‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

On a bien montré queL∞ est un espace vectoriel surR et comme‖f‖∞ ∈ R+ pour toutf ∈ L∞, l’application
f 7→ ‖f‖∞ est bien une semi-norme surL∞.

2. la structure vectorielle deL∞ s’obtient comme celle deLp (p < ∞) et le fait quef 7→ ‖f‖∞ soit une norme
découle du fait que

f = 0 p.p. ⇔ ‖f‖∞ = 0.

Proposition 6.6 Soit(E, T,m) un espace mesuré. L’espaceL∞
R (E, T,m) est un espace de Banach (réel), c’est-

à-dire un e.v.n. complet.

DÉMONSTRATION :
On sait déjà queL∞ est un e.v.n.. Le fait qu’il soit complet est la conséquence du fait que toute série absolument
convergente dansL∞ est convergente dansL∞. Ce qui est une conséquence de la proposition suivante sur les
séries absolument convergentes.

Proposition 6.7 (Séries absolument convergentes dansL∞)
Soient(E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N ⊂ L∞

R (E, T,m). On suppose que
∑+∞
n=0 ‖fn‖∞ < +∞. Alors :

1. Il existeC ∈ R+ t.q., pour toutn ∈ N,
∑n
k=0 |fk| < C p.p..

2. La série de terme généralfn(x) est, pour presque toutx ∈ E, absolument convergente dansR. On définit, pour
presque toutx, f(x) =

∑+∞
n=0 fn(x).

3. On af ∈ L∞ (au sens “il existeg ∈ L∞ t.q.f = g p.p.) et‖∑n
k=0 fk − f‖∞ → 0 lorsquen→ +∞.

DÉMONSTRATION : Pour chaquen ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn. Comme|fn| ≤ ‖fn‖∞
p.p., il existeAn ∈ T t.q.m(An) = 0 et |fn| ≤ ‖fn‖∞ surAcn. On poseA = ∪n∈NAn ∈ T . On am(A) = 0 (par
σ-sous additivité dem) et, pour toutn ∈ N etx ∈ Ac, |fn(x)| ≤ ‖fn‖∞.

Pour toutx ∈ Ac, on a donc

n∑

k=0

|fk(x)| ≤
n∑

k=0

‖fk‖∞ ≤
∞∑

k=0

‖fk‖∞ = C <∞. (6.10)

Commem(A) = 0, ceci montre le premier item.

Pour toutx ∈ Ac, la série de terme généralfn(x) est absolument convergente dansR, donc convergente. On pose
donc

f(x) =
+∞∑

k=0

fk(x) = lim
n→∞

n∑

k=0

fk(x) ∈ R.

f est donc définie p.p., elle estm-mesurable (voir la définition 4.3) car limite p.p. de fonctions mesurables. Il existe
doncg ∈ M t.q. f = g p.p. et (6.10) donne|g| ≤ C p.p.. On a doncg ∈ L∞ et doncf ∈ L∞ (au sens “il existe
g ∈ L∞ t.q.f = g p.p.").

Il reste à montrer que
∑n
k=0 fk → f dansL∞.
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On remarque que, pour toutx ∈ Ac,

|
n∑

k=0

fk(x) − f(x)| = |
∞∑

k=n+1

fk(x)| ≤
∞∑

k=n+1

|fk(x)| ≤
∞∑

k=n+1

‖fk‖∞ → 0,

quandn→ ∞. Commem(A) = 0, on en déduit

‖
n∑

k=0

fk − f‖∞ ≤ sup
x∈Ac

|
n∑

k=0

fk(x) − f(x)| ≤
∞∑

k=n+1

‖fk‖∞ → 0, quandn→ ∞.

et donc
∑n
k=0 fk → f dansL∞, quandn→ ∞.

La proposition 6.7 permet de montrer queL∞ est complet (théorème 6.6). Elle permet aussi de montrer ce que nous
avons appelé précédemment (dans le casp < ∞) “réciproque partielle du théorème de convergence dominée". Il
est important par contre de savoir que le théorème de convergence dominée peut être faux dansL∞, comme le
montre la remarque suivante.

Remarque 6.4 (Sur la convergence dominée. . . )Le résultat de convergence dominée qu’on a démontré pour les
suites de fonctions deLp, 1 ≤ p < +∞, est fauxpour les suites de fonctions deL∞. Il suffit pour s’en convaincre
de considérer l’exemple suivant :(E, T, m) = ([0, 1], B([0, 1]), λ), fn = 1[0, 1

n
], pourn ∈ N. On a bien(fn)n∈N

⊂ L∞
R ([0, 1], B([0, 1]), λ) et

fn → 0 p.p. , quandn→ ∞,
fn ≤ 1[0,1] p.p., pour toutn ∈ N, 1[0,1] ∈ L∞

R ([0, 1],B([0, 1]), λ).

Pourtant,‖fn‖∞ = 1 6→ 0, quandn→ ∞.

Par contre, le résultat de réciproque partielle de la convergence dominée est vrai, comme conséquence du résultat
que toute suite absolument convergente dansL∞ est convergente (dansL∞, proposition 6.7). La démonstration
est similaire à la démonstration du théorème 4.7.

Remarque 6.5 Soit (E, T,m) un espace mesuré. On peut aussi définirL∞
C (E, T,m) et L∞

RN (E, T,m) (avec
N > 1) comme on a fait pourp = 1 (voir la section 4.10). On obtient aussi des espaces de Banach (complexe ou
réels).

6.1.3 Quelques propriétés des espacesLp, 1 ≤ p ≤ +∞
Proposition 6.8 (Comparaison entre les espacesLp)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini, i.e.m(E) < +∞. Soientp, q ∈ R+ tels que1 ≤ p < q ≤ +∞. Alors,
LqR(E, T,m) ⊂ LpR(E, T,m). De plus, il existeC, ne dépendant que dep, q etm(E), t.q. ‖f‖p ≤ C‖f‖q pour
toutf ∈ LqR(E, T,m) (ceci montre que l’injection deLq dansLp est continue).

DÉMONSTRATION :
On distingue les casq <∞ etq = ∞.

Casq <∞. On suppose ici que1 ≤ p < q < +∞.

Soitf ∈ Lq. On choisit un représentant def , encore notéf . Pour toutx ∈ E, on a|f(x)|p ≤ |f(x)|q si |f(x)| ≥ 1.
On a donc|f(x)|p ≤ |f(x)|q + 1, pour toutx ∈ E. Ce qui donne, par monotonie de l’intégrale,

∫
|f |pdm ≤ m(E) +

∫
|f |qdm <∞, (6.11)
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et donc quef ∈ Lp. On a ainsi montréLq ⊂ Lp.

On veut montrer maintenant qu’il existeC, ne dépendant que dep, q etm(E), t.q., pour toutf ∈ LqR(E, T,m),

‖f‖p ≤ C‖f‖q. (6.12)

En utilisant (6.11), on remarque que (6.12) est vraie avecC = (m(E) + 1)
1
p , si ‖f‖q = 1. Ceci est suffisant pour

dire que (6.12) est vraie avecC = (m(E) + 1)
1
p pour toutf ∈ Lq. En effet, (6.12) est trivialement vraie pour

‖f‖q = 0 (car on a alorsf = 0 p.p. et‖f‖p = 0). Puis, si‖f‖q > 0, on posef1 = f
‖f‖q

de sorte que‖f1‖q = 1.

On peut donc utiliser (6.12) avecf1. On obtient 1
‖f‖q

‖f‖p = ‖f1‖p ≤ C, ce qui donne bien‖f‖p ≤ C‖f‖q.

On a donc montré (6.12) avec unC ne dépendant quep etm(E) (et non deq). Toutefois, le meilleurC possible
dans (6.12) dépend dep, q etm(E). Ce meilleurC peut être obtenu en utilisant l’inégalité de Hölder généralisée
(proposition 6.9). Elle donne‖f‖p ≤ C‖f‖q avecC = (m(E))

1
p
− 1

q (voir la remarque 6.6).

Casq = ∞. On suppose ici que1 ≤ p < q = +∞.

Soit f ∈ L∞. On choisit un représentant def , encore notéf . On a|f | ≤ ‖f‖∞ p.p.. On en déduit|f |p ≤ ‖f‖p∞
p.p. et donc ∫

|f |pdm ≤ m(E)‖f‖p∞ <∞.

Ce qui donnef ∈ Lp et‖f‖p ≤ C‖f‖∞ avecC = (m(E))
1
p .

On voit ici qu’on a obtenu le meilleurC possible (sim(E) > 0) car‖f‖p = (m(E))
1
p = (m(E))

1
p ‖f‖∞ si f =

1E .

Proposition 6.9 (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient(E, T,m) un espace mesuré etp, q, r ∈ [1,+∞] tels que
1

p
+

1

q
=

1

r
. Soientf ∈ LpR(E, T,m) et g ∈

LqR(E, T,m). Alors,fg ∈ LrR(E, T,m) et

‖fg‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q. (6.13)

DÉMONSTRATION : Comme d’habitude, on confond un élément deLs (s = p, q our) avec un de ses représentants.
On travaille donc avecLs au lieu deLs. On suppose donc quef ∈ Lp et g ∈ Lq et on veut montrer quefg ∈ Lr
et que (6.13) est vraie. On remarque d’abord quefg ∈ M.

Ici encore, on distingue plusieurs cas.

Cas 1.On suppose ici1 ≤ p, q, r <∞.

On posef1 = |f |r etg1 = |g|r de sorte quef1 ∈ L p
r etg1 ∈ L q

r . Commerp + r
q = 1, on peut appliquer le lemme

6.2 (donnant l’inégalité de Hölder) avecf1, g1 (au lieu def , g) et pr , qr (au lieu dep, q). Il donne quef1g1 ∈ L1 et
‖f1g1‖1 ≤ ‖f1‖ p

r
‖g1‖ q

r
. On en déduit quefg ∈ Lr et

∫
|fg|rdm ≤ (

∫
|f |pdm)

r
p (

∫
|g|qdm)

r
q ,

ce qui donne (6.13)
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Cas 2.On suppose iciq = ∞ et r = p <∞.

Comme|g| ≤ ‖g‖∞ p.p., On a|fg|p ≤ |f |p‖g‖p∞ p.p. et donc
∫

|fg|pdm ≤ ‖g‖p∞
∫

|f |pdm,

ce qui donnefg ∈ Lp et (6.13).

Cas 3.On suppose icip = q = r = ∞.

Comme|f | ≤ ‖f‖∞ p.p. et|g| ≤ ‖g‖∞ p.p., on a|fg| ≤ ‖f‖∞‖g‖∞ p.p., ce qui donnefg ∈ L∞ et (6.13).

Remarque 6.6

1. Par une récurrence facile surn ∈ N⋆, on peut encore généraliser la proposition 6.9. Soient(E, T,m) un espace
mesuré,p1, . . . , pn ∈ [1,∞] et r ∈ [1,∞] t.q. 1

r =
∑n

i=1
1
pi

. Pour touti ∈ {1, . . . , n}, soitfi ∈ Lpi

R (E, T,m).
Alors,

∏n
i=1 fi ∈ LrR(E, T,m) et‖∏n

i=1 fi‖r ≤
∏n
i=1 ‖fi‖pi

.

2. L’inégalité (6.13) permet aussi de trouver le meilleurC possible dans la proposition 6.8 (Inégalité (6.12)) :

Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. Soientp, q ∈ R+ tels que1 ≤ p < q < +∞. Soit f ∈ LqR(E, T,m).
Comme1 ≤ p < q < ∞, il exister ∈ [1,∞[ t.q. 1

p = 1
q + 1

r . On peut alors utiliser la proposition 6.9 avec

f ∈ Lq et1E ∈ Lr. Elle donne quef ∈ Lp et‖f‖p ≤ C‖f‖q avecC = (m(E))
1
p
− 1

q . Cette valeur deC est la

meilleure possible (sim(E) > 0) dans (6.12) car sif = 1E on obtient‖f‖p ≤ (m(E))
1
p
− 1

q ‖f‖q.

Remarque 6.7 Les espacesLp, p ∈]0, 1[ (que l’on peut définir comme dans le cas1 ≤ p < ∞) sont des espaces

vectoriels, mais l’applicationf 7→
(∫

|f |pdm
) 1

p

n’est pas une norme surLp si p ∈]0, 1[ (sauf cas particulier).

Remarque 6.8 Soient(E, T,m) un espace mesuré, etf ∈ M(E, T ). L’ensembleJ = {p ∈ [1,+∞], f ∈ Lp}
est un intervalle de[1,+∞]. L’application définie deJ dansR+ par p 7→ ‖f‖p est continue, voir à ce propos
l’exercice 4.32, et dans le cas particulier des fonctions continues à support compact, l’exercice 6.11. En particulier,
lorsquep ∈ J , p → +∞ on a‖f‖p → ‖f‖∞. On en déduit le résultat suivant : si il existep0 < +∞ tel que
f ∈ Lp pour toutp tel quep0 ≤ p < +∞, et si il existeC t.q.‖f‖p ≤ C, pour toutp ∈ [p0,+∞[, alorsf ∈ L∞

et‖f‖∞ ≤ C.

6.2 Analyse hilbertienne et espaceL2

6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.5 (Produit scalaire)

1. SoitH un espace vectoriel surR. On appelle “produit scalaire surH" une application deH ×H → R, notée
(·/·) (ou (·/·)H ) t.q.

ps1 :(u/u) > 0 pour toutu ∈ H \ {0},

ps2 :(u/v) = (v/u) pour toutu, v ∈ H ,

ps3 :u 7→ (u/v) est une application linéaire deH dansR, pour toutv ∈ H .
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2. SoitH un espace vectoriel surC. On appelle “produit scalaire surH" une application deH ×H → C, notée
(·/·) (ou (·/·)H ) t.q.

ps1 :(u/u) ∈ R⋆+ pour toutu ∈ H \ {0},

ps2 :(u/v) = (v/u) pour toutu, v ∈ H ,

ps3 :u 7→ (u/v) est une application linéaire deH dansR, pour toutv ∈ H .

Remarque 6.9 (Exemple fondamental)Soit (E, T,m) un espace mesuré.

1. On prendH = L2
R(E, T, m). H est un e.v. surR. On rappelle quefg ∈ L1

R(E, T, m) si f, g ∈ L2
R(E, T, m)

(lemme 6.2 pourp = q = 2). L’application(f, g) 7→
∫
fgdm est un produit scalaire surH .

2. On prendH = L2
C(E, T,m) (voir le théorème 6.5 ci après).H est un e.v. surC. En utilisant le lemme 6.2, on

montre facilement quefg ∈ L1
C(E, T,m) si f, g ∈ L2

C(E, T,m) (lemme 6.2 pourp = q = 2). L’application
(f, g) 7→

∫
fgdm est un produit scalaire surH .

Proposition 6.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

1. SoitH un e.v. surR muni d’un produit scalaire, noté(·/·). Alors :

(u/v)2 ≤ (u/u)(v/v), pour toutu, v ∈ H. (6.14)

De plus,(u/v)2 = (u/u)(v/v) si et seulement siu etv sont colinéaires.

2. SoitH un e.v. surC muni d’un produit scalaire, noté(·/·). Alors :

|(u/v)|2 ≤ (u/u)(v/v), pour toutu, v ∈ H. (6.15)

De plus,|(u/v)|2 = (u/u)(v/v) si et seulement siu etv sont colinéaires.

DÉMONSTRATION :

1. On suppose iciK = R. Soitu, v ∈ H . Pourα ∈ R on posep(α) = (u+αv/u+αv) = (v/v)α2 + 2α(u/v) +
(u/u). Commep(α) ≥ 0 pour toutα ∈ R, on doit avoir∆ = (u/v)2 − (v/v)(u/u) ≤ 0, ce qui donne (6.14).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.14).

Si u = 0 ouv = 0, on a égalité dans (6.14) (etu etv sont colinéaires).

Si u 6= 0 et v 6= 0, on a égalité dans (6.14) (c’est-à-dire∆ = 0) si et seulement si il existeα ∈ R t.q.
p(α) = 0. Donc, on a égalité dans (6.14) si et seulement si il existeα ∈ R t.q.u = −αv. On en déduit bien que
(u/v)2 = (u/u)(v/v) si et seulement siu etv sont colinéaires.

2. On suppose maintenantK = C. Soitu, v ∈ H . Pourα ∈ C on posep(α) = (u + αv/u + αv) = αα(v/v) +
α(v/u) + α(u/v) + (u/u). On choisit de prendreα = β(u/v) avecβ ∈ R. On pose donc, pour toutβ ∈ R,
ϕ(β) = p(β(u/v)) = β2|(u/v)|2(v/v)+2β|(u/v)|2 +(u/u). Ici encore, commeϕ(β) ∈ R+ pour toutβ ∈ R,
on doit avoir∆ = |(u/v)|4 − |(u/v)|2(v/v)(u/u) ≤ 0, ce qui donne (6.15).

On s’intéresse maintenant au cas d’égalité dans (6.15)

Si u = 0 ouv = 0, on a égalité dans (6.15) (etu etv sont colinéaires).

On suppose maintenantu 6= 0 et v 6= 0. On remarque d’abord que, si(u/v) = 0, on n’a pas égalité dans (6.15)
etu et v ne sont pas colinéaires. On suppose donc maintenant que(u/v) 6= 0. On a alors égalité dans (6.15) si
et seulement si∆ = 0 et donc si et seulement si il existeβ ∈ R t.q.ϕ(β) = 0. Donc, on a égalité dans (6.15) si
et seulement si il existeβ ∈ R t.q.u = −β(u/v)v, et donc si et seulement si il existeα ∈ R t.q.u = −αv.

Finalement, on en déduit bien que|(u/v)|2 = (u/u)(v/v) si et seulement siu etv sont colinéaires.
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Proposition 6.11 (Norme induite par un produit scalaire)
SoitH un e.v. surK, avecK = R ouK = C, muni d’un produit scalaire, noté(·/·). Pour toutu ∈ H , on pose
‖u‖H =

√
(u/u). Alors,‖ · ‖H est une norme surH . On l’appelle norme induite par le produit scalaire(·/·).

DÉMONSTRATION :
– Il est clair que‖u‖H ∈ R+ pour toutu ∈ H et que

‖u‖H = 0 ⇔ (u/u) = 0 ⇔ u = 0.

– On a bien‖αu‖H = |α|‖u‖H pour toutα ∈ K et toutu ∈ H .
– Enfin, pour montrer l’inégalité triangulaire, soitu, v ∈ H . On a‖u + v‖2

H = (u + v/u + v) = (u/u) +

(v/v) + (u/v) + (v/u). Comme, par (6.14) ou (6.15),|(u/v)| ≤
√

(u/u)
√

(v/v) = ‖u‖H‖v‖H , on en déduit
‖u+ v‖2

H ≤ (‖u‖H + ‖v‖H)2. Donc,

‖u+ v‖H ≤ ‖u‖H + ‖v‖H .

Définition 6.6 (espace de Hilbert)

1. Un espace préhilbertien (réel ou complexe) est un espace vectoriel (surR ou surC) normé dont la norme est
induite par un produit scalaire.

2. Un espace de Hilbert (réel ou complexe) est un espace vectoriel (sur R ou surC) normé complet dont la norme
est induite par un produit scalaire. C’est donc un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire.

Théorème 6.5 (L’espaceL2) Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. L’espaceL2
R(E, T,m), muni de la norme‖ · ‖2, est un espace de Hilbert (réel) et le produit scalaire associé à

la norme est défini par :

(f/g)2 =

∫
fg dm. (6.16)

2.(a) Soitf une application mesurable deE dansC (donc|f | ∈ M+). On dit quef ∈ L2
C(E, T,m) si |f |2 ∈

L1
R(E, T,m). Pourf ∈ L2

C(E, T,m), on pose‖f‖2 =
√
‖|f |2‖1. Alors,L2

C(E, T,m) est un espace vectoriel
surC etf 7→ ‖f‖2 est une semi-norme surL2

C(E, T,m).

(b) On appelleL2
C(E, T,m) l’espaceL2

C(E, T,m) quotienté par la relation d’équivalence “= p.p.". PourF ∈
L2

C(E, T,m), on pose‖F‖2 = ‖f‖2 avecf ∈ F (noter que‖f‖2 ne dépend pas du choix def dansF ).
AlorsL2

C(E, T,m), muni de‖ · ‖2, est un espace de Banach (complexe).

(c) L’espaceL2
C(E, T,m), muni de la norme‖ · ‖2, est un espace de Hilbert (complexe) et le produit scalaire

associé à la norme est défini par :

(f/g)2 =

∫
fg dm. (6.17)

DÉMONSTRATION :

1. On sait déjà queL2
R(E, T,m), muni de la norme‖ · ‖2 est un espace de Banach (réel). Le lemme 6.2 pour

p = q = 2 donne quefg ∈ L1
R(E, T,m) si f, g ∈ L2

R(E, T,m). On peut donc poser(f/g)2 =
∫
fgdm. Il est

facile de voir que(·/·)2 est un produit scalaire et que la norme induite par ce produitscalaire est bien la norme
‖ · ‖2.
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2. Soitf : E → C mesurable. On rappelle (section 4.10) que les fonctionsℜ(f) etℑ(f) sont mesurables deE
dansR (i.e. appartiennent âM). On a donc bien|f | ∈ M+ et |f |2 = (ℜ(f))2 + (ℑ(f))2 ∈ M+.

Comme|f |2 = (ℜ(f))2 + (ℑ(f))2 ∈ M+, on remarque aussi quef ∈ L2
C(E, T,m) si et seulement siℜ(f),

ℑ(f) ∈ L2
R(E, T,m). CommeL2

R(E, T,m) est un e.v. (surR), il est alors immédiat de voir queL2
C(E, T,m)

est un e.v. surC.

On quotiente maintenantL2
C(E, T,m) par la relation “= p.p.". On obtient ainsi l’espaceL2

C(E, T,m) que l’on
munit facilement d’une structure vectorielle surC. L’espaceL2

C(E, T,m) est donc un e.v. surC.

En utilisant le lemme 6.2, on montre facilement quefg ∈ L1
C(E, T,m) si f, g ∈ L2

C(E, T,m) (on utilise le fait
que les parties réelles et imaginaires def etg sont dansL2

R(E, T,m)). On peut donc poser(f/g)2 =
∫
fgdm.

Il est aussi facile de voir que(·/·)2 est alors un produit scalaire surL2
C(E, T,m) et que la norme induite par ce

produit scalaire est justement‖ · ‖2 (car|f |2 = ff et donc
∫
ffdm = ‖f‖2

2). On a, en particulier, ainsi montré
quef 7→ ‖f‖2 est bien une norme surL2

R(E, T,m). On en déduit aussi quef 7→ ‖f‖2 est une semi-norme sur
L2

R(E, T,m).

On a montré que l’espaceL2
C(E, T,m), muni de la norme‖ · ‖2, est un espace préhilbertien. il reste à montrer

qu’il est complet (pour la norme‖ · ‖2). Ceci est facile. En effet,‖f‖2
2 = ‖ℜ(f)‖2

2 + ‖ℑ(f)‖2
2 pour toutf ∈

L2
C(E, T,m). Donc, une suite(fn)n∈N ⊂ L2

C(E, T,m) est de Cauchy si et seulement si les suites(ℜ(fn))n∈N et
(ℑ(fn))n∈N sont de Cauchy dansL2

R(E, T,m) et cette même suite converge dansL2
C(E, T,m) si et seulement

si les suites(ℜ(fn))n∈N et (ℑ(fn))n∈N convergent dansL2
R(E, T,m). Le fait queL2

C(E, T,m) soit complet
découle alors du fait queL2

R(E, T,m) est complet.

Remarquons que dans le casp = 2, l’inégalité de Hölder est en fait l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 6.12 (Continuité du produit scalaire)
SoitH un Banach réel ou complexe. Soient(un)n∈N ⊂ H , (vn)n∈N ⊂ H etu, v ∈ H t.q.un → u etvn → v dans
H , quandn→ ∞. Alors,(un/vn) → (u/v) quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION : Il suffit de remarquer que, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalités (6.14) et (6.15)),
on a :

|(un/vn) − (u/v)| ≤ |(un/vn) − (un/v)| + |(un/v) − (u/v)|
≤ ‖un‖‖vn − v‖ + ‖un − u‖‖v‖.

On conclut en utilisant le fait queun → u, vn → v et en remarquant que la suite(un)n∈N est bornée car
convergente.

Définition 6.7 SoitH un Banach réel ou complexe. On noteH ′ (ou L(H,K)) l’ensemble des applications li-
néaires continues deH dansK (avecK = R pour un Banach réel etK = C pour un Banach complexe). Si
T ∈ H ′, on pose

‖T ‖H′ = sup
u∈H\{0}

|T (u)|
‖u‖H

.

On rappelle que‖ · ‖H′ est bien une norme surH ′ et queH ′, muni de cette norme, est aussi un espace de Banach
(surK).

Enfin, siT ∈ H ′ etu ∈ H , on a|T (u)| ≤ ‖T ‖H′‖u‖H.

Remarque 6.10SoitH un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pourv ∈ H , on poseϕv(u) = (u/v) pour tout
u ∈ H . Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)),on voit queϕv ∈ H ′ et‖ϕv‖H′ ≤ ‖v‖H . Il est
facile alors de voir que‖ϕv‖H′ = ‖v‖H . Ceci montre quev 7→ ϕv est une application injective deH dansH ′. le
théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9), fondamental, montrera que cette application est surjective.
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Proposition 6.13
SoitH un espace de Hilbert (réel ou complexe). Alors, pour toutu, v ∈ H On a

‖u+ v‖2
H + ‖u− v‖2

H = 2‖u‖2
H + 2‖v‖2

H . (6.18)

Cette identité s’appelle “ identité du parallélogramme".

DÉMONSTRATION : Il suffit d’écrire‖u+ v‖2
H + ‖u− v‖2

H = (u+ v/u+ v) + (u − v/u− v) et de développer
les produits scalaires.

Remarque 6.11

1. On peut se demander si deux produits scalaires (sur un mêmeespace vectoriel) peuvent induire la même norme.
La réponse est “ non". En effet, le produit scalaire est entièrement déterminé par la norme qu’il induit. Par
exemple, dans le cas d’un e.v. réel, si le produit scalaire(·/·) induit la norme‖ · ‖, on a, pour toutu, v, (u/v) =
1
4 (‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2).

2. On se donne maintenant un e.v.n. notéH . Comment savoir si la norme est induite ou non par un produit scalaire ?
On peut montrer que la norme est induite par un produit scalaire si et seulement si l’identité du parallélogramme
(6.18) est vraie pour toutu, v ∈ H . Ceci est surtout utile pour montrer qu’une norme n’est pas induite par un
produit scalaire (on chercheu, v ∈ H ne vérifiant pas (6.18)).

Définition 6.8 (Orthogonal) SoitH un espace de Hilbert (réel ou complexe).

1. Soitu, v ∈ H . On dit queu etv sont orthogonaux (et on noteu⊥v) si (u/v) = 0.

2. SoitA ⊂ H . On appelle “orthogonal deA" l’ensembleA⊥ = {u ∈ H ; (u/v) = 0 pour toutv ∈ A}.

Proposition 6.14 SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etA ⊂ H . Alors :

1.A⊥ est un s.e.v. fermé deH ,

2.A⊥ = A
⊥

,

3.A ⊂ (A⊥)⊥ (que l’on note aussiA⊥⊥).

DÉMONSTRATION :

1. Soitu1, u2 ∈ A⊥ etα1, α2 ∈ K (K = R ouK = C selon queH est un hilbert réel ou complexe). Pour tout
v ∈ A, on a(α1u1 + α2u2/v) = α1(u1/v) + α2(u2/v) = 0. Donc,α1u1 + α2u2 ∈ A⊥. Ce qui montre que
A⊥ est un s.e.v. deH .

Soit (un)n∈N ⊂ A⊥ t.q.un → u dansH , quandn→ ∞. L’applicationw 7→ (w/v) est continue deH dansK
(voir la remarque (6.10)) pour toutv ∈ H . Soitv ∈ A, de(un/v) = 0 on déduit donc que(u/v) = 0. Ce qui
montre queu ∈ A⊥ et donc queA⊥ est fermé.

2. – CommeA ⊂ A, on aA
⊥ ⊂ A⊥.

– Soit maintenantu ∈ A⊥. On veut montrer queu ∈ A
⊥

.

Soitv ∈ A, il existe(vn)n∈N ⊂ A t.q.vn → v dansH quandn→ ∞. Comme(u/vn) = 0 pour toutn ∈ N,

on en déduit, par continuité dew 7→ (u/w), que(u/v) = 0. Doncu ∈ A
⊥

. ce qui donneA⊥ ⊂ A
⊥

.

Finalement, on a bien montréA⊥ = A
⊥

.

3. Soitv ∈ A. On a(u/v) = 0 pour toutu ∈ A⊥, donc(v/u) = 0 pour toutu ∈ A⊥, ce qui donnev ∈ (A⊥)⊥
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Remarque 6.12dans le dernier item de la proposition précédente, on peut sedemander siA = A⊥⊥. On montrera,
dans la section suivante que ceci est vrai siA est s.e.v. fermé (ce qui est aussi une condition nécessaire).

On termine cette section avec le théorème de Pythagore.

Théorème 6.6 (Pythagore)
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etu1, . . . , un ∈ H t.q. (ui/uj) = 0 si i 6= j. Alors :

‖
n∑

i=1

ui‖2
H =

n∑

i=1

‖ui‖2
H . (6.19)

DÉMONSTRATION :
La démonstration de ce résultat est immédiate, par récurrence surn. L’égalité (6.19) est vraie pourn = 1 (et tout
u1 ∈ H). Soitn ∈ N . On suppose que (6.19) est vraie (pour toutu1, . . . , un ∈ H). Soitu1, . . . , un+1 ∈ H . On
posey =

∑n
i=1 ui, de sorte que

‖
n+1∑

i=1

ui‖2
H = ‖y + un+1‖2

H = (y + un+1/y + un+1)

= (y/y) + (y/un+1) + (un+1/y) + (un+1/un+1).

Comme(y/un+1) = 0 = (un+1/y), on en déduit, avec l’hypothèse de récurrence, que

‖
n+1∑

i=1

ui‖2
H =

n+1∑

i=1

‖ui‖2
H .

6.2.2 Projection sur un convexe fermé non vide

Remarque 6.13SoitE un ensemble muni d’une distance, notéed (E est alors un espace métrique). SoitA ⊂ E.
On posed(x,A) = infy∈A d(x, y). Il n’existe pas toujours dex0 ∈ A t.q.d(x, x0) = d(x,A) et, si un telx0 existe,
il peut être non unique. Par exemple, dans le cas oùA est compact (pour la topologie induite pard), x0 existe mais
peut être non unique.

Dans le cas où il existe un et un seulx0 ∈ A t.q.d(x, x0) = d(x,A), x0 est appelé “projection dex surA".

L’objectif de cette section est de montrer l’existence et l’unicité dex0 dans le cas oùA est une partie convexe
fermée non vide d’un espace de Hilbert (etd la distance induite par la norme de l’espace de Hilbert).

Définition 6.9 (Partie convexe)SoitE un e.v. surK, avecK = R ouK = C. SoitC ⊂ E. On dit queC est
convexe si :

u, v ∈ C, t ∈ [0, 1] ⇒ tu+ (1 − t)v ∈ C.

Théorème 6.7 (Projection sur un convexe fermé non vide)
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etC ⊂ H une partie convexe fermée non vide. Soitx ∈ H .
Alors, il existe un et un seulx0 ∈ C t.q. d(x, x0) = d(x,C) = infy∈C d(x, y) (avecd(x, y) = ‖x − y‖H). On
notex0 = PC(x). PC est donc une application deH dansH (dont l’image est égale àC). On écrit souventPCx
au lieu dePC(x).
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DÉMONSTRATION :
Existence dex0.
On posed = d(x,C) = infy∈C d(x, y). CommeC 6= ∅, il existe une suite(yn)n∈N ⊂ C t.q.d(x, yn) → d quand
n→ ∞. On va montrer que(yn)n∈N est une suite de Cauchy en utilisant l’identité du parallélogramme (6.18) (ce
qui utilise la structure hilbertienne deH) et la convexité deC. L’identité du parallélogramme donne

‖yn − ym‖2
H = ‖(yn − x) − (ym − x)‖2

H

= −‖(yn − x) + (ym − x)‖2
H + 2‖yn − x‖2

H + 2‖ym − x‖2
H ,

et donc
‖yn − ym‖2

H = −4‖yn + ym
2

− x‖2
H + 2‖yn − x‖2

H + 2‖ym − x‖2
H . (6.20)

CommeC est convexe, on ayn+ym

2 ∈ C et doncd ≤ ‖ yn+ym

2 − x‖H . On déduit alors de (6.20) :

‖yn − ym‖2
H ≤ −4d2 + 2‖yn − x‖2

H + 2‖ym − x‖2
H . (6.21)

Commed(yn, x) = ‖yn − x‖H → d quandn→ ∞, on déduit de (6.21) que la suite(yn)n∈N est de Cauchy.

CommeH est complet, il existe doncx0 ∈ H t.q. yn → x0 quandn→ ∞. CommeC est fermée, on ax0 ∈ C.
Enfin, comme‖x − yn‖H → d quandn→ ∞, on a, par continuité (dansH) dez 7→ ‖z‖H, d(x, x0) = ‖x −
x0‖H = d = d(x,C). Ce qui termine la partie “existence".

Unicité dex0. Soit y1, y2 ∈ C t.q. d(x, y1) = d(x, y2) = d(x,C) = d. On utilise encore l’identité du parallélo-
gramme. Elle donne (voir (6.20)) :

‖y1 − y2‖2
H = −4‖y1 + y2

2
− x‖2

H + 2‖y1 − x‖2
H + 2‖y2 − x‖2

H

= −4‖y1 + y2
2

− x‖2
H + 4d2.

Commey1+y22 ∈ C On a doncd ≤ ‖ y1+y22 −x‖H et donc‖y1 − y2‖2
H ≤ −4d2 +4d2 = 0. Doncy1 = y2. Ce qui

termine la partie “unicité".

Remarque 6.14Le théorème précédent est, en général, faux si on remplace “Hilbert" par “Banach". Un exemple
de non existence est donné à l’exercice 6.28 (et il est facilede trouver des exemples de non unicité).

On donne maintenant deux caractérisations importantes de la projection. La première est valable pour tout convexe
fermé non vide alors que la deuxième ne concerne que les s.e.v. fermés.

Proposition 6.15 (Première caractérisation de la projection)
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etC ⊂ H une partie convexe fermée non vide. Soientx ∈ H et
x0 ∈ C.

1. On suppose queH est un Hilbert réel. Alors :

x0 = PCx⇔ (x− x0/x0 − y) ≥ 0, pour touty ∈ C. (6.22)

2. On suppose queH est un Hilbert complexe. Alors :

x0 = PCx⇔ ℜ(x− x0/x0 − y) ≥ 0, pour touty ∈ C. (6.23)
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DÉMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel
– Sens (⇒)

On veut montrer que(x− x0/x0 − y) ≥ 0, pour touty ∈ C. Commex0 = PCx, on a‖x− x0‖2
H ≤ ‖x− z‖2

H

pour toutz ∈ C. Soity ∈ C. On prendz = ty+ (1− t)x0 avect ∈]0, 1]. CommeC est convexe, on az ∈ C et
donc

‖x− x0‖2
H ≤ ‖x− z‖2

H = (x− x0 − t(y − x0)/x− x0 − t(y − x0))
= ‖x− x0‖2

H + t2‖y − x0‖2
H − 2t(x− x0/y − x0).

On en déduit
2t(x− x0/y − x0) − t2‖y − x0‖2

H ≤ 0.

On divise cette inégalité part (on rappelle quet > 0) pour obtenir

2(x− x0/y − x0) − t‖y − x0‖2
H ≤ 0,

ce qui donne, en faisant tendret vers0 :

(x− x0/x0 − y) ≥ 0.

– Sens (⇐)
On veut montrer quex0 = PCx, c’est-à-dire‖x− x0‖2

H ≤ ‖x− y‖2
H pour touty ∈ C.

Soity ∈ C, on a‖x−y‖2
H = ‖x−x0 +x0−y‖2

H = ‖x−x0‖2
H+‖x0−y‖2

H+2(x−x0/x0−y) ≥ ‖x−x0‖2
H

car‖x0 − y‖2
H ≥ 0 et2(x− x0/x0 − y) ≥ 0.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est très voisine.
– Sens (⇒)

On veut montrer queℜ(x− x0/x0 − y) ≥ 0, pour touty ∈ C.

En reprenant les mêmes notations que dans le cas “Hilbert réel" et en suivant la même démarche, on obtient :

‖x− x0‖2
H ≤ ‖x− z‖2

H = (x− x0 − t(y − x0)/x− x0 − t(y − x0))
= ‖x− x0‖2

H + t2‖y − x0‖2
H − 2tℜ(x− x0/y − x0).

On en déduit
2tℜ(x− x0/y − x0) − t2‖y − x0‖2

H ≤ 0.

On divise cette inégalité part (on rappelle quet > 0) pour obtenir

2ℜ(x− x0/y − x0) − t‖y − x0‖2
H ≤ 0,

ce qui donne, en faisant tendret vers0 :

ℜ(x− x0/x0 − y) ≥ 0.

– Sens (⇐)
On veut montrer quex0 = PCx, c’est-à-dire‖x− x0‖2

H ≤ ‖x− y‖2
H pour touty ∈ C.

Soity ∈ C, on a‖x−y‖2
H = ‖x−x0+x0−y‖2

H = ‖x−x0‖2
H+‖x0−y‖2

H+2ℜ(x−x0/x0−y) ≥ ‖x−x0‖2
H

car‖x0 − y‖2
H ≥ 0 et2ℜ(x− x0/x0 − y) ≥ 0.
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Remarque 6.15On prend comme espace de Hilbert réelH = L2
R(E, T,m) (avecE 6= ∅) et on prendC = {f ∈

H : f ≥ 0 p.p.}. On peut montrer queC est une partie convexe fermée non vide et quePCf = f+ pour tout
f ∈ H . Ceci est fait dans l’exercice 6.27.

Un s.e.v. fermé est, en particulier, un convexe fermé non vide. On peut donc définir la projection sur un s.e.v. fermé.
On donne maintenant une caractérisation de la projection dans ce cas particulier.

Proposition 6.16 (Deuxième caractérisation de la projection)
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etF un s.e.v. fermé deH . Soientx ∈ H etx0 ∈ F . Alors :

x0 = PFx⇔ (x− x0) ∈ F⊥. (6.24)

DÉMONSTRATION :

Cas d’un Hilbert réel
– Sens (⇐)

On veut montrer quex0 = PFx. On utilise la première caractérisation. Soity ∈ F . Comme(x− x0) ∈ F⊥, on
a (x− x0/x0 − y) = 0 ≥ 0 (carx0 − y ∈ F ). Donc, la proposition 6.15 donnex0 = PFx.

– Sens (⇒)

On veut montrer que(x−x0) ∈ F⊥. La première caractérisation (proposition 6.15) donne(x−x0/x0−y) ≥ 0
pour touty ∈ F . Soitz ∈ F . On choisity = x0 + z ∈ F (carF est un s.e.v.) pour obtenir(x − x0/z) ≤ 0 et
y = x0 − z ∈ F pour obtenir(x− x0/z) ≥ 0. On en déduit(x− x0/z) = 0. Ce qui donne que(x−x0) ∈ F⊥.

Cas d’un Hilbert complexe

La démonstration est très voisine.
– Sens (⇐)

On veut montrer quex0 = PFx. Soity ∈ F . Comme(x−x0) ∈ F⊥, on a(x−x0/x0−y) = 0 (carx0−y ∈ F ).
On a doncℜ(x− x0/x0 − y) = 0. Donc, la proposition 6.15 donnex0 = PFx.

– Sens (⇒)

On veut montrer que(x−x0) ∈ F⊥. La première caractérisation (proposition 6.15) donneℜ(x−x0/x0−y) ≥ 0
pour touty ∈ F . Soit z ∈ F . On choisity = x0 − αz ∈ F (carF est un s.e.v.) avecα = (x − x0/z) pour
obtenirℜ(x − x0/αz) ≤ 0. Mais(x − x0/αz) = α(x− x0/z) = |(x− x0/z)|2. Donc,0 ≥ ℜ(x− x0/αz) =
|(x− x0/z)|2. On en déduit(x− x0/z) = 0. Ce qui donne que(x − x0) ∈ F⊥.

Définition 6.10 (Projection orthogonale et projecteurs algébriques)

1. SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etF ⊂ H un s.e.v. fermé deH . L’opérateurPF s’appelle
“projecteur orthogonal surF ". Siu ∈ H , PFu s’appelle la projection orthogonale deu surF .

2. (Rappel algébrique) SoitE un e.v. surK (K = R ouK = C). SoientF,G deux s.e.v. deE t.q.E = F⊕G. Pour
x ∈ E, il existe donc un et un seul couple(y, z) ∈ F ×G t.q.x = y+z. On posey = Px et doncz = (I−P )x
(où I est l’application identité).P etI−P sont les projecteurs associés à la décompositionE = F ⊕G. Ce sont
des applications linéaires deE dansE. L’image deP est égale àF et L’image deI −P est égale àG. Dans le

prochain théorème, on va comparer la projection orthogonale et des projecteurs algébriques particuliers.

Théorème 6.8
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etF un s.e.v. fermé deH . Alors :

1.H = F ⊕ F⊥,
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2. PF (projecteur orthogonal surF ) est égal au projecteur algébrique surF associé à la décompositionH =
F ⊕ F⊥.

3. F = F⊥⊥.

DÉMONSTRATION : On rappelle que l’on a déjà vu queF⊥ est un s.e.v. fermé.

1. Soitu ∈ H . On au = (u − PFu) + PFu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne(u− PFu) ∈ F⊥.
CommePFu ∈ F , on en déduit queH = F + F⊥.

Soit maintenantu ∈ F ∩ F⊥. On doit donc avoir(u/u) = 0, ce qui donneu = 0 et doncF ∩ F⊥ = {0}.

On a doncH = F ⊕ F⊥.

2. Soitu ∈ H . Commeu = PFu + (u − PFu), avecPFu ∈ F et (u − PFu) ∈ F⊥, on voit quePF est égal au
projecteur algébrique surF associé à la décompositionH = F ⊕ F⊥. (Noter aussi que(I − PF ) est égal au
projecteur algébrique surF⊥ associé à la décompositionH = F ⊕ F⊥.)

3. Il reste à montrer queF = F⊥⊥.
– On a déjà vu queF ⊂ F⊥⊥.
– Soitu ∈ F⊥⊥. On au = (u−PFu)+PFu. La 2eme caractérisation (proposition 6.16) donne(u−PFu) ∈ F⊥

et on a aussi(u−PFu) ∈ F⊥⊥ caru ∈ F⊥⊥ etPFu ∈ F ⊂ F⊥⊥. On a donc(u−PFu) ∈ F⊥∩F⊥⊥ = {0}.
Doncu = PFu ∈ F . On a donc montré queF⊥⊥ ⊂ F .

Finalement, on a bien montré queF = F⊥⊥.

Le théorème 6.8 a un corollaire très utile :

Corollaire 6.1
SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etF un s.e.v. deH . Alors :

F = H ⇔ F⊥ = {0}.

DÉMONSTRATION : F est un s.e.v. fermé deH . Le théorème 6.8 donne doncH = F ⊕ (F )⊥. On a déjà vu que
(F )⊥ = F⊥, on a donc

H = F ⊕ F⊥,

d’où l’on déduit
F = H ⇔ F⊥ = {0}.

6.2.3 Théorème de Représentation de Riesz

Remarque 6.16On rappelle ici la définition 6.7 et la remarque 6.10. SoitH un Banach réel ou complexe. On note
H ′ (ouL(H,K)) l’ensemble des applications linéaires continues deH dansK (avecK = R pour un Banach réel
etK = C pour un Banach complexe). On rappelle queH⋆ est l’ensemble des applications linéaires deH dansK.
On a doncH ′ ⊂ H⋆. SiH est de dimension finie, on aH ′ = H⋆, mais siH est de dimension infinie, on peut
montrer queH ′ 6= H⋆.

1. Si T ∈ H⋆, on rappelle queT est continue si seulement si il existek ∈ R t.q. |T (u)| ≤ k‖u‖H , pour tout
u ∈ H .
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2. SiT ∈ H ′, on pose‖T ‖H′ = supu∈H\{0}
|T (u)|
‖u‖H

. On rappelle que‖ · ‖H′ est bien une norme surH ′ et queH ′,
muni de cette norme, est aussi un espace de Banach (surK). Noter que ceci est aussi vrai siH est un e.v.n. non
complet. Noter aussi que, siT ∈ H ′ etu ∈ H , on a|T (u)| ≤ ‖T ‖H′‖u‖H.

3. On suppose maintenant queH un espace de Hilbert (réel ou complexe). Pourv ∈ H , on poseϕv(u) = (u/v)
pour toutu ∈ H . Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz ((6.14) ou (6.15)),on a|ϕv(u)| ≤ ‖u‖H‖v‖H . On a
doncϕv ∈ H ′ et‖ϕv‖H′ ≤ ‖v‖H . En remarquant queϕv(v) = ‖v‖2

H , on montre alors que‖ϕv‖H′ = ‖v‖H .

On considère maintenant l’applicationϕ : H → H ′ définie parϕ(v) = ϕv pour toutv ∈ H .

– SiK = R, ϕ est une application linéaire deH dansH ′ car, pour toutv, w ∈ H toutα, β ∈ R et pour tout
u ∈ H ,

ϕαv+βw(u) = (u/αv + βw) = α(u/v) + β(u/w) = αϕv(u) + βϕw(u),

ce qui donneϕαv+βw = αϕv+βϕw. L’applicationϕ est donc une isométrie (linéaire) deH surIm(ϕ) ⊂ H ′.
(En particulierϕ est donc injective.)

– SiK = C, ϕ est une application “anti-linéaire" deH dansH ′ car, pour toutv, w ∈ H toutα, β ∈ R et pour
toutu ∈ H

ϕαv+βw(u) = (u/αv + βw) = α(u/v) + β(u/w) = αϕv(u) + βϕw(u),

ce qui donneϕαv+βw = αϕv+βϕw. L’applicationϕ est donc une isométrie (anti-linéaire) deH surIm(ϕ) ⊂
H ′. (En particulierϕ est donc, ici aussi, injective.)

L’objectif du théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) est de montrer que l’applicationϕ est surjec-
tive, c’est-à-dire queIm(ϕ) = H ′.

Théorème 6.9
SoitH un espace de Hilbert (réel ou complexe). SoitT ∈ H ′. Alors, il existe un et un seulv ∈ H t.q.

T (u) = (u/v), pour toutu ∈ H. (6.25)

L’applicationϕ définie dans la remarque 6.16 est donc surjective (le résultat ci dessus donneT = ϕv).

DÉMONSTRATION :

Existence dev

On poseF = Ker(T ). CommeT est linéaire et continue,F est un s.e.v. fermé deH . Le théorème 6.8 donne donc
H = F ⊕ F⊥. On distingue deux cas :
– Cas 1.On suppose ici queT = 0. On a alorsF = E et il suffit de prendrev = 0 pour avoir (6.25).
– Cas 2.On suppose maintenant queT 6= 0. On a doncF 6= H et doncF⊥ 6= {0} (carH = F ⊕ F⊥). Il existe

doncv0 ∈ F⊥, v0 6= 0. Commev0 6∈ F , on aT (v0) 6= 0.

Pouru ∈ H , on a alors

u = u− T (u)

T (v0)
v0 +

T (u)

T (v0)
v0. (6.26)

On remarque queu− T (u)
T (v0)v0 ∈ F car

T (u− T (u)

T (v0)
v0) = T (u)− T (u)

T (v0)
T (v0) = 0.

147



Donc, commev0 ∈ F⊥, (u− T (u)
T (v0)v0/v0) = 0 et (6.26) donne

(u/v0) = (
T (u)

T (v0)
v0/v0) =

T (u)

T (v0)
(v0/v0),

d’où l’on déduit

T (u) =
T (v0)

(v0/v0)
(u/v0).

On posev = T (v0)
(v0/v0)

v0 siK = R etv = T (v0)
(v0/v0)v0 siK = C. On a bien

T (u) = (u/v), pour toutu ∈ H,

c’est-à-direT = ϕv (avec les notations de la remarque 6.16).
Dans les 2 cas on a bien trouvév ∈ H vérifiant (6.25).

Unicité dev

Soitv1, v2 ∈ H t.q.T = ϕv1 = ϕv2 (avec les notations de la remarque 6.16). Commeϕ est linéaire (siK = R) ou
anti-linéaire (siK = C), on en déduitϕv1−v2 = ϕv1 − ϕv2 = 0. Commeϕ est une isométrie, on a doncv1 = v2,
ce qui donne la partie unicité du théorème.

Remarque 6.17SoitH un espace de Hilbert (réel ou complexe). SoitT ∈ H⋆ \H ′. T est donc une application
linéaire deH dansK(= R ouC), non continue. On poseF = Ker(T ). La démonstration du théorème 6.9 permet
alors de montrer queF⊥ = {0} et doncF = H (dans un HilbertH , le noyau d’une forme linéaire non continue
est donc toujours dense dansH). En effet, on raisonne par l’absurde :

si F⊥ 6= {0}, il existe v0 ∈ F⊥, v0 6= 0. le raisonnement fait pour démontrer le théorème 6.9 donne alors

T (u) = (u/v) pour toutu ∈ H , avecv = T (v0)
(v0/v0)

v0 siK = R etv = T (v0)
(v0/v0)v0 siK = C. On en déduit queT est

continu, contrairement à l’hypothèse de départ.

On a doncF⊥ = {0} et doncF
⊥

= F⊥ = {0}. On en déduit, commeH = F ⊕ F
⊥

(par le théorème 6.8, carF
est toujours un s.e.v. fermé), queH = F .

Remarque 6.18 (Structure hilbertienne deH ′) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). On sait déjà
queH ′ (avec la norme habituelle, voir la remarque 6.16) est un espace de Banach. Le théorème 6.9 permet aussi
de montrer queH ′ est un espace de Hilbert. En effet, en prenant les notations de la remarque 6.16, l’application
ϕ est un isométrie bijective, linéaire ou anti-linéaire deH dansH ′. Cela suffit pour montrer que l’identité du
parallélogramme (identité (6.18)) est vraie surH ′ et donc queH ′ est une espace de Hilbert (voir la remarque
(6.11)). Mais on peut même construire le produit scalaire sur H ′ (induisant la norme usuelle deH ′) :

SoientT1, T2 ∈ H ′. Par le théorème 6.9, il existev1, v2 ∈ H t.q.T1 = ϕv1 etT2 = ϕv2 . On pose(T1/T2)H′ =
(v2/v1)H (où (·/·)H désigne ici le produit scalaire dansH). Il est facile de voir que(·/·)H′ est un produit scalaire
surH ′. Il induit bien la norme usuelle deH ′ car(T1/T1)H′ = (v1/v1)H = ‖v1‖2

H = ‖ϕv1‖2
H′ = ‖T1‖2

H′ carϕ
est une isométrie.

6.2.4 Bases hilbertiennes

SoientE un e.v. surK, K = R ou C, etB = {ei, i ∈ I} ⊂ E une famille d’éléments deE (l’ensembleI est
quelconque, il peut être fini, dénombrable ou non dénombrable). On rappelle queB = {ei, i ∈ I} ⊂ E est une
base (algébrique) deE siB vérifie les deux propriétés suivantes :
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1.B est libre, c’est-à-dire :

∑
i∈J αiei = 0, avec

J ⊂ I, card(J) <∞,
αi ∈ K pour touti ∈ J,



⇒ αi = 0 pour touti ∈ J,

2.B est génératrice, c’est-à-dire que pour toutu ∈ E, il existeJ ⊂ I, card(J) <∞, et il existe(αi)i∈J ⊂ K t.q.
u =

∑
i∈J αiei.

En notant vect{ei, i ∈ I} l’espace vectoriel engendré par la famille{ei, i ∈ I}, le fait queB soit génératrice
s’écrit donc :E = vect{ei, i ∈ I}.

On rappelle aussi que tout espace vectoriel admet des bases (algébriques). Cette propriété se démontre à partir de
l’axiome du choix.

Dans le cas d’un espace de Hilbert, on va définir maintenant une nouvelle notion de base : la notion de base
hilbertienne.

Définition 6.11 SoientH un espace de Hilbert surK, K = R ou C, etB = {ei, i ∈ I} ⊂ H une famille
d’éléments deH (l’ensembleI est quelconque). La familleB est une base hilbertienne deH si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. (ei/ej) = δi,j =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j,

pour touti, j ∈ I.

2. vect{ei, i ∈ I} = H . On rappelle que vect{ei, i ∈ I} = {∑i∈J αiei, J ⊂ I, card(J) <∞, (αi)i∈J ⊂ K}.

Remarque 6.19SoitH un espace de Hilbert surK,K = R ouC.

1. SiH est de dimension finie, il existe des bases hilbertiennes (qui sont alors aussi des bases algébriques). Le
cardinal d’une base hilbertienne est alors égal à la dimension deH puisque, par définition, la dimension deH
est égal au cardinal d’une base algébrique (ce cardinal ne dépendant pas de la base choisie). La démonstration
de l’existence de bases hilbertiennes suit celle de la proposition 6.17 (la récurrence dans la construction de la
famille desen s’arrête pourn = dim(H) − 1, voir la preuve de la proposition 6.17).

2. SiH est de dimension infinie et queH est séparable (voir la définition 6.12), il existe des bases hilbertiennes
dénombrables (voir la proposition 6.17).

3. SiH est de dimension infinie et queH est non séparable, il existe toujours des bases hilbertiennes (ceci se
démontre avec l’axiome du choix), mais elles ne sont plus dénombrables.

Définition 6.12 SoitE un e.v.n. surK,K = R ouC. On dit queE est séparable si il existeA ⊂ E t.q.A = E et
A au plus dénombrable.

Proposition 6.17 SoitH un espace de Hilbert surK, K = R ou C, de dimension infinie. On suppose queH est
séparable . Alors, il existeB = {ei, i ∈ N} ⊂ H , base hilbertienne deH .

DÉMONSTRATION : CommeH est séparable, il existe une famille{fn, n ∈ N} ⊂ H dense dansH , c’est-à-dire
t.q.{fn, n ∈ N} = H .

On va construire, par une récurrence surn, une famille{en, n ∈ N} t.q. :

1. (en/em) = δn,m pour toutn,m ∈ N,

2. {f0, . . . , fn} ⊂ vect{e0, . . . , en} pour toutn ∈ N.
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On aura alors trouvé une base hilbertienne car on aurafi ∈ vect{en, n ∈ N}, pour touti ∈ N, et doncH =
{fn, n ∈ N} ⊂ {en, n ∈ N} ⊂ H , d’où H = {en, n ∈ N}. Avec la propriété(en/em) = δn,m pour tout
n,m ∈ N, ceci donne bien que{en, n ∈ N} est une base hilbertienne deH .

On construit maintenant la famille{en, n ∈ N}.

Construction dee0

Soitϕ(0) = min{i ∈ N ; fi 6= 0} (lesfi ne sont pas tous nuls carH 6= {0}). On prende0 =
fϕ(0)

‖fϕ(0)‖ , de sorte que

(e0/e0) = 1 etf0 ∈ vect{e0} (carf0 = ‖f0‖e0, même siϕ(0) 6= 0).

Construction deen+1

Soitn ∈ N. On suppose construitse0, . . . , en t.q.
– (ep/em) = δp,m pour toutp,m ∈ {0, . . . , n},
– {f0, . . . , fp} ⊂ vect{e0, . . . , ep} pour toutp ∈ {0, . . . , n}.
(Ce qui est vérifié pourn = 0 grâce à la construction dee0.)

On construit maintenanten+1 t.q. les deux assertions précédentes soient encore vraies avecn+ 1 au lieu den.

Un sous espace vectoriel de dimension finie est toujours fermé, doncvect{e0, . . . , en} = vect{e0, . . . , en}. Si
fi ∈ vect{e0, . . . , en} pour touti ∈ N, on a alors{fi, i ∈ N} ⊂ vect{e0, . . . , en} et doncH = vect{fi, i ∈ N} ⊂
vect{e0, . . . , en} = vect{e0, . . . , en}. Ce qui prouve queH est de dimension finie (etdim(H) = n+ 1). Comme
H est de dimension infinie, il existe donci ∈ N t.q. fi 6∈ vect{e0, . . . , en} (dans le cas oùH est dimension
finie, la construction de la famille desen s’arrête pourn = dim(H) − 1 et on obtient une base hilbertienne
avec{e0, . . . , en}). On pose alorsϕ(n + 1) = min{i ∈ N ; fi 6∈ vect{e0, . . . , en}}. On a donc, en particulier,
ϕ(n+1) ≥ n+1. En prenant̃en+1 = fϕ(n+1) −

∑n
i=0 αiei avecαi = (fϕ(n+1)/ei) pour touti ∈ {0, . . . , n}, on

remarque quẽen+1 6= 0 (carfϕ(n+1) 6∈ vect{e0, . . . , en}) et que(ẽn+1/ei) = 0 pour touti ∈ {0, . . . , n}. Il suffit

alors de prendreen+1 = ẽn+1

‖ẽn+1‖ pour avoir(ep/em) = δp,m pour toutp,m ∈ {0, . . . , n+1}. Enfin, il est clair que

fn+1 ∈ vect{e0, . . . , en+1} car on afn+1 = ‖ẽn+1‖en+1 +
∑n
i=0 αiei ∈ vect{e0, . . . , en+1} siϕ(n+1) = n+1

etfn+1 ∈ vect{e0, . . . , en} si ϕ(n+ 1) > n+ 1.

On a donc bien trouvéen+1 t.q.
– (ep/em) = δp,m pour toutp,m ∈ {0, . . . , n+ 1},
– {f0, . . . , fp} ⊂ vect{e0, . . . , ep} pour toutp ∈ {0, . . . , n+ 1}.
Ce qui conclut la construction de la famille{en, n ∈ N} vérifiant les deux assertions demandées. Comme cela a
déjà été dit, la famille{en, n ∈ N} est alors une base hilbertienne deH .

La proposition 6.17 montre donc que tout espace de Hilbert séparable, et de dimension infinie, admet une base
hilbertienne dénombrable. On peut aussi démontrer la réciproque de ce résultat, c’est-à-dire que tout espace de
Hilbert admettant une base hilbertienne dénombrable est séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.26). La
proposition suivante s’adresse donc uniquement aux espaces de Hilbert séparables.

Proposition 6.18 SoientH un espace de Hilbert surK, K = R ou C. et{en, n ∈ N} une base hilbertienne de
H (l’espaceH est donc séparable et de dimension infinie (cf. exercice 6.26) et, dans ce cas, une telle base existe
d’après la proposition 6.17). Alors :

1. (Identité de Bessel)‖u‖2 =
∑
n∈N |(u/en)|2, pour toutu ∈ H ,

2. u =
∑

n∈N(u/en)en, pour toutu ∈ H , c’est-à-dire
∑n

i=0(u/ei)ei → u dansH , quandn→ ∞,

3. soientu ∈ H et (αn)n∈N ⊂ K t.q. u =
∑

n∈N αnen (c’est-à-dire
∑n

i=0 αiei → u dansH quandn→ ∞),
alorsαi = (u/ei) pour touti ∈ N,

4. (identité de Parseval)(u/v) =
∑
n∈N(u/en)(v/en), pour toutu, v ∈ H .
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DÉMONSTRATION : Pour n ∈ N, on poseFn = vect{e0, . . . , en}. Fn est donc un s.e.v. fermé deH (on a
dim(Fn) = n+1 et on rappelle qu’un espace de dimension finie est toujours complet,Fn est donc fermé dansH).

On remarque queFn ⊂ Fn+1 pour toutn ∈ N, que∪n∈NFn = vect{ei, i ∈ N} et donc que∪n∈NFn = H (car
{ei, i ∈ N} est une base hilbertienne deH).

Soit u ∈ H . La suite(d(u, Fn))n∈N est décroissante (carFn ⊂ Fn+1), on a doncd(u, Fn) ↓ l quandn→ ∞,
avecl ≥ 0. On va montrer quel = 0. En effet, pour toutε > 0, il existev ∈ ∪n∈NFn t.q. d(v, u) ≤ ε (car
∪n∈NFn = H). Il existe doncn ∈ N t.q.v ∈ Fn. On a alorsd(u, Fn) ≤ ε, ce qui prouve quel ≤ ε. Commeε > 0
est arbitraire, on a bien montré quel = 0.

On utilise maintenant le théorème d’existence et d’unicitéde la projection sur un convexe fermé non vide (théorème
6.7). Il donne l’existence (et l’unicité) deun = PFn

u ∈ Fn t.q.d(un, u) = d(u, Fn), pour toutn ∈ N. On a alors
u = (u − un) + un et la deuxième caractérisation de la projection (proposition 6.16) donne que(u − un) ∈ F⊥

n .
Le théorème de Pythagore (théorème 6.6) donne enfin que‖u‖2 = ‖un‖2 + ‖u − un‖2. Comme‖u − un‖ =
d(u, un) = d(u, Fn) ↓ 0 quandn→ ∞, on en déduit que

‖un‖2 → 0, quandn→ ∞. (6.27)

Soit n ∈ N. Commeun ∈ Fn = vect{e0, . . . , en}, on aun =
∑n
i=0 αiei avecαi = (un/ei) pour touti ∈

{0, . . . , n} (car (ei/ej) = δi,j pour touti, j). Puis, comme(u − un) ∈ F⊥
n , on a(u − un/ei) = 0 pour tout

i ∈ {0, . . . , n}, d’où l’on déduit queαi = (u/ei) pour tout i ∈ {0, . . . , n}. On a donc montré queun =∑n
i=0(u/ei)ei. Ce qui, avec le théorème de Pythagore, donne‖un‖2 =

∑n
i=0 |(u/ei)|2. On obtient donc, avec

(6.27) le premier item de la proposition, c’est-à-dire l’identité de Bessel.

On montre maintenant le deuxième item de la proposition. En reprenant les notations précédentes, on a, pour
u ∈ H , u = (u−un)+un et(u−un) → 0 dansH quandn→ ∞ (car‖u−un‖ = d(u, Fn)). On a doncun → u
dansH quandn→ ∞. Ceci donne bien le deuxième item de la proposition car on a vuqueun =

∑n
i=0(u/ei)ei.

Pour montrer le troisième item de la proposition, on supposeque(αi)i∈N ⊂ K est t.q.
∑n

i=0 αiei → u dansH
quandn→ ∞. Soitj ∈ N. On remarque que(

∑n
i=0 αiei/ej) =

∑n
i=0 αi(ei/ej) = αj pourn ≥ j. En utilisant la

continuité du produit scalaire par rapport à son premier argument (ce qui est une conséquence simple de l’inégalité
de Cauchy-Schwarz), on en déduit (faisantn→ ∞) que(u/ej) = αj . Ce qui prouve bien le troisième item de la
proposition.

Enfin, pour montrer l’identité de Parseval, on utilise la continuité du produit scalaire par rapport à ses deux argu-
ments (ce qui est aussi une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est-à-dire le fait que

un → u dansH, quandn→ ∞,
vn → v dansH, quandn→ ∞,

}
⇒ (un/vn) → (u/v) quandn→ ∞. (6.28)

Pouru, v ∈ H , on utilise (6.28) avecun =
∑n

i=0(u/ei)ei et vn =
∑n
i=0(v/ei)ei. On a bienun → u et vn → v

(d’après le deuxième item) et on conclut en remarquant que(un/vn) =
∑n

i=0

∑n
j=0(u/ei)(v/ej)(ei/ej) =∑n

i=0(u/ei)(v/ei).

Remarque 6.20SoitH un espace de Hilbert surK,K = R ouC, séparable et de dimension infinie.

1. Soit{en, n ∈ N} une base hilbertienne deH et soitϕ : N → N bijective. On posẽen = eϕ(n). Comme
{en, n ∈ N} = {ẽn, n ∈ N}, la famille{ẽn, n ∈ N} est donc aussi une base hilbertienne deH . On peut donc
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appliquer la proposition 6.18 avec la famille{en, n ∈ N} ou avec la famille{ẽn, n ∈ N}. Le deuxième item de
la proposition 6.18 donne alors, pour toutu ∈ H ,

u =
∑

n∈N

(u/en)en =
∑

n∈N

(u/eϕ(n))eϕ(n).

Ceci montre que la série
∑
n∈N(u/en)en est commutativement convergente, c’est-à-dire qu’elle est convergente,

dansH , quel que soit l’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la série ne dépend pas de
l’ordre dans lequel les termes ont été pris. Noter pourtant que cette série peut ne pas être absolument convergente.
On peut remarquer, pour donner un exemple, que la suite(

∑n
i=0

1
i+1ei)n∈N ⊂ H est de Cauchy, donc converge,

dansH , quandn→ ∞, vers un certainu. Pour cet élémentu deH , on a(u/ei) = 1
i+1 pour touti ∈ N.

La série
∑

n∈N(u/en)en est donc commutativement convergente mais n’est pas absolument convergente car∑
n∈N ‖(u/en)en‖ =

∑
n∈N

1
n+1 = ∞ (voir à ce propos le corrigé 117). L’exercice 6.36 complète cet exemple

en construisant une isométrie bijective naturelle entreH et l2.

Par contre, on rappelle que, dansR ouC, une série est commutativement convergente si et seulementsi elle est
absolument convergente (voir l’exercice 2.33). On peut d’ailleurs remarquer que la série donnée à l’item 4 de la
proposition 6.18 est commutativement convergente (pour lamême raison que pour la série de l’item 2, donnée ci
dessus) et est aussi absolument convergente. En effet, pouru, v ∈ H , on a|(u/ei)(v/ei)| ≤ |(u/ei)|2+|(v/ei)|2
pour touti ∈ N, ce qui montre bien (grâce à l’identité de Bessel) que la série

∑
n∈N(u/en)(v/en) est absolument

convergente (dansK).

2. SoitI un ensemble dénombrable (un exemple intéressant pour la suite estI = Z) et{ei, i ∈ I} ⊂ H .

Soitϕ : N → I bijective. On pose, pourn ∈ N, ẽn = eϕ(n). On a alors{ei, i ∈ I} = {ẽn, n ∈ N}. La famille
{ei, i ∈ I} est donc une base hilbertienne si et seulement si la famille{ẽn, n ∈ N} est une base hilbertienne.

Si la famille{ei, i ∈ I} est une base hilbertienne, on peut donc appliquer la proposition 6.18 avec la famille
{ẽn, n ∈ N}. On obtient, par exemple, que pour toutu ∈ H :

u =
∑

n∈N

(u/eϕ(n))eϕ(n).

La somme de la série
∑

n∈N(u/eϕ(n))eϕ(n) ne dépend donc pas du choix de la bijectionϕ entreN et I et il est
alors légitime de la noter simplement

∑
i∈I(u/ei)ei. Ceci est détaillé dans la définition 6.13 et permet d’énoncer

la proposition 6.19.

Définition 6.13 SoientH un espace de Hilbert (réel ou complexe) etI un ensemble dénombrable. Soit(ui)i∈I ⊂
H . On dit que la série

∑
i∈I ui est commutativement convergente si il existeu ∈ H t.q., pour toutϕ : N → I

bijective, on ait :
n∑

p=0

uϕ(p) → u, quandn→ ∞.

On note alorsu =
∑
i∈I ui.

Proposition 6.19 SoitH un espace de Hilbert surK,K = R ouC. SoientI dénombrable et{ei, i ∈ I} une base
hilbertienne deH (l’espaceH est donc séparable et de dimension infinie). Alors :

1. (Identité de Bessel) Pour toutu ∈ H , la série
∑

i∈I |(u/ei)|2 est commutativement convergente et‖u‖2 =∑
i∈I |(u/ei)|2,

2. Pour toutu ∈ H , la série
∑
i∈I(u/ei)ei est commutativement convergente etu =

∑
i∈I(u/ei)ei,
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3. soientu ∈ H et (αn)n∈N ⊂ K t.q. la série
∑

i∈I αiei est commutativement convergente etu =
∑

i∈I αiei,
alorsαi = (u/ei) pour touti ∈ I,

4. (identité de Parseval) Pour toutu, v ∈ H , la série
∑
i∈I(u/ei)(v/ei) est commutativement convergente et

(u/v) =
∑

i∈I(u/ei)(v/ei)

DÉMONSTRATION : La démonstration est immédiate à partir de la proposition 6.18 et de la définition des séries
commutativement convergentes (définition 6.13). Il suffit de remarquer que{eϕ(n), n ∈ N} est une base hilber-
tienne deH pour toute applicationϕ : N → I bijective (et d’appliquer la proposition 6.18), comme celaest
indiqué dans la remarque 6.20 (deuxième item).

La proposition suivante donne une caractérisation très utile des bases hilbertiennes.

Proposition 6.20 (Caractérisation des bases hilbertiennes)
SoitH un espace de Hilbert réel ou complexe. Soit{ei, i ∈ I} ⊂ H t.q. (ei/ej) = δi,j pour touti, j ∈ I. Alors,
{ei, i ∈ I} est une base hilbertienne si et seulement si :

u ∈ H, (u/ei) = 0 ∀i ∈ I ⇒ u = 0.

DÉMONSTRATION : On poseF = vect{ei, i ∈ I}. F est s.e.v. deH .

On sait que{ei, i ∈ I} est une base hilbertienne si et seulement siF = H . Or, on a déjà vu (proposition 6.1) que
F = H ⇔ F⊥ = {0}. Donc,{ei, i ∈ I} est une base hilbertienne si et seulement si

u ∈ H, u ∈ F⊥ ⇒ u = 0.

Commeu ∈ F⊥ si et seulement si(u/ei) = 0 pour touti ∈ I, on en déduit que{ei, i ∈ I} est une base
hilbertienne si et seulement si

u ∈ H, (u/ei) = 0 ∀i ∈ I ⇒ u = 0.

On donne maintenant un exemple de base hilbertienne, cet exemple donne un résultat de convergence de la série
de Fourier d’une fonction périodique deR dansC.

Pour cet exemple, on prendH = L2
C(]0, 2π[,B(]0, 2π[), λ), oùλ désigne la mesure de Lebesgue surB(]0, 2π[).

On rappelle queH est un espace de Hilbert complexe et que le produit scalaire sur H est donné par(f/g)2 =∫
fgdλ =

∫ 2π

0 f(x)g(x)dx pourf, g ∈ H .

Pourn ∈ Z, on définiten ∈ H par (en confondanten avec son représentant continu) :

en(x) =
1√
2π

exp(inx), x ∈]0, 2π[. (6.29)

La convergence dansH de la série de Fourier def ∈ H est alors donnée par la proposition suivante (noter que
cette proposition ne donne pas de convergence ponctuelle dela série de Fourier, même sif est continue).

Proposition 6.21 (Séries de Fourier)SoitH = L2
C(]0, 2π[,B(]0, 2π[), λ). Alors :

1. La famille{en, n ∈ Z}, oùen est donnée par (6.29), est une base hilbertienne deH .

2. Pour toutf ∈ H , la série
∑
n∈Z(f/en)2en est commutativement convergente et

f =
∑

n∈Z

(f/en)2en.
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En particulier, on a ∫ 2π

0

|f(x) −
n∑

p=−n
(f/ep)2ep(x)|2dx→ 0, quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION : Pour démontrer que{en, n ∈ Z} est une base hilbertienne, on utilise la proposition 6.20. Il
suffit donc de montrer :

1. (en/em)2 = δn,m pour toutn,m ∈ Z,

2. f ∈ H , (f/en)2 = 0 ∀n ∈ Z ⇒ f = 0.

L’assertion 1 est immédiate car(en/em)2 =
∫ 2π

0
1
2π exp(i(n − m)x)dx. Ce qui donne bien0 si n 6= m et 1 si

n = m.

Pour montrer l’assertion 2, soitf ∈ H t.q. (f/en)2 = 0 pour toutn ∈ Z. On va montrer quef = 0 (c’est-à-dire
f = 0 p.p.) en raisonnant en plusieurs étapes.

Etape 1.On noteP = vect{en, n ∈ Z} (P est donc l’ensemble des polynômes trigonométriques). Par antilinéarité
du produit scalaire deH par rapport à son deuxième argument, on a(f/g) = 0 pour toutg ∈ P .

Etape 2.On noteCp = {g ∈ C([0, 2π],C) ; g(0) = g(2π)}. On peut montrer queP est dense dansCp pour
la norme de la convergence uniforme (définie par‖g‖u = max{g(x), x ∈ [0, 2π]}). On admet ce résultat ici
(c’est une conséquence du théorème de Stone-Weierstrass).Soit g ∈ Cp, il existe donc(gn)n∈N ∈ P t.q. gn → g
uniformément sur[0, 2π]. On a donc‖gn−g‖u = ‖gn−g‖∞ → 0 quandn→ ∞. Commeλ([0, 2π]) <∞, on en
déduit que‖gn − g‖2 → 0 quandn→ ∞. (Plus précisément, on a ici‖ · ‖2 ≤

√
2π‖ · ‖∞). Comme(f/gn)2 = 0

pour toutn ∈ N (par l’étape 1), on en déduit (avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz) que(f/g)2 = 0. On a donc
(f/g)2 = 0 pour toutg ∈ Cp.

Etape 3.Soitg ∈ C([0, 2π],C). Pourn ∈ N⋆ on définitgn par :

gn(x) = g(x), si x ∈ [ 1
n , 2π],

gn(x) = g(2π) + (g( 1
n ) − g(2π))(nx), si x ∈ [0, 1

n [,

de sorte quegn ∈ Cp (noter quegn est affine entre0 et 1
n et vérifiegn(0) = g(2π) etgn( 1

n ) = g( 1
n )).

Par l’étape 2, on a(f/gn)2 = 0 pour toutn ∈ N⋆. D’autre part, le théorème de convergence dominée dansLp

donne quegn → g dansH quandn→ ∞ (noter en effet quegn → g p.p. et quegn ≤ ‖g‖∞ ∈ H , pour tout
n ∈ N⋆). On en déduit donc que(f/g)2 = 0. On a donc(f/g)2 = 0 pour toutg ∈ C([0, 2π],C).

Etape 4.On prend maintenantg ∈ H = L2
C(]0, 2π[,B(]0, 2π[), λ). On définitg̃ deR dansC par g̃ = g sur[0, 2π]

et g̃ = 0 sur R \ [0, 2π]. On obtient ainsig ∈ L2
C(R,B(R), λ) (On a, comme d’habitude, confondu un élément

deL2 avec l’un de ses représentants ; etλ désigne maintenant la mesure de Lebesgue surB(R)). On montre dans
l’exercice (corrigé) 6.4 queCc(R,R) est dense dansL2

R(R,B(R), λ). On en déduit facilement queCc(R,C) est
dense dansL2

C(R,B(R), λ). Il existe donc(hn)n∈N ⊂ Cc(R,C) t.q.hn → g̃ dansL2
C(R,B(R), λ), quandn→ ∞.

On en déduit que

∫ 2π

0

|hn(x) − g(x)|2dx ≤
∫

R

|hn(x) − g̃(x)|2dx→ 0, quandn→ ∞.

En posantgn = (hn)|[0,2π]
, on a doncgn ∈ C([0, 2π],C) et gn → g dansH , quandn→ ∞. Comme l’étape 3

donne(f/gn)2 = 0 pour toutn ∈ N, on en déduit que(f/g)2 = 0.

Pour conclure, il suffit maintenant de prendreg = f . On obtient(f/f)2 = 0 et doncf = 0 p.p..

On a bien ainsi montré (grâce à la proposition 6.20) que{en, n ∈ Z} est une base hilbertienne deH .
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On montre maintenant le deuxième item de la proposition.

Soitf ∈ H . La proposition 6.19 donne que la série
∑
n∈Z(f/en)2en est commutativement convergente et que

f =
∑

n∈Z

(f/en)2en.

En utilisant la définition 6.13 et la bijection deN dansZ donnée parϕ(0) = 0, et, pourn ≥ 1, ϕ(2n − 1) = n,
ϕ(2n) = −n, on a donc, en particulier,

∑m
i=0(f/eϕ(m))2eϕ(m) → f , dansH , quandm→∞. en prenantm = 2n,

ceci donne exactement
∫ 2π

0

|f(x) −
n∑

p=−n
(f/ep)ep(x)|2dx→ 0, quandn→ ∞.

6.3 Dualité dans les espacesLp, 1 ≤ p ≤ ∞
6.3.1 Dualité pourp = 2

Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteH = L2
K(E, T,m), avecK = R ouC.

Soit f ∈ L2
K(E, T,m). On noteϕf : H → K, l’application définie parϕf (g) = (g/f)2. On a déjà vu

(remarque 6.10) queϕf ∈ H ′ (dual topologique deH). On remarque aussi que‖ϕf‖H′ = ‖f‖H = ‖f‖2. En effet
|ϕf (g)| ≤ ‖f‖H‖g‖H (par l’inégalité de Cauchy-Schwarz) et|ϕf (f)| ≤ ‖f‖2

H . Donc :

‖ϕf‖H′ = sup{ |ϕf (g)|‖g‖H
, g ∈ H \ {0}} = ‖f‖H.

Le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9 page 147) appliqué à l’espace de HilbertH = L2
K(E, T,m)

donne que pour toutT ∈ H ′, il existe un et un seulf ∈ H t.q.T (g) = (g/f)2 pour toutg ∈ H , c’est-à-dire un et
un seulf ∈ H t.q.T = ϕf .

L’applicationϕ : f 7→ ϕf est donc une isométrie bijective deL2
K(E, T,m) surL2

K(E, T,m). (Noter queϕ est
linéaire siK = R et antilinéaire siK = C.)

Cette situation est spécifique au casp = 2. Nous examinons ci-après le cas général1 ≤ p ≤ ∞.

6.3.2 Dualité pour1 ≤ p ≤ ∞
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soitp ∈ [1,+∞], on poseq = p

p−1 ∈ [1,+∞] (de sorte que1p + 1
q = 1,

q s’appelle le conjugué dep). Dans toute cette section, on noteLrK = LrK(E, T,m), avecK = R ou C (et
r ∈ [1,∞]).

On cherche à caractériser le dual deLpK , de manière semblable à ce qui a été fait à la section précédente dans le
casp = 2.

Soitf ∈ LqK , on considère l’application :

ϕf : g 7→





∫
gfdm siK = R,

∫
gfdm siK = C.

(6.30)
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L’inégalité de Hölder (proposition 6.9) montre queϕf (g) est bien définie sig ∈ LpK et queϕf ∈ (LpK)′ (dual
topologique deLpK). On peut aussi obtenir un majorant de la norme deϕf car l’inégalité de Hölder donne

|ϕf (g)| ≤ ‖f‖q‖g‖p, pour toutg ∈ LpK ,

d’où l’on déduit que

‖ϕf‖(Lp
K

)′ = sup{ |ϕf (g)|‖g‖p
, g ∈ LpK \ {0}} ≤ ‖f‖q. (6.31)

On définit donc une applicationϕ : f 7→ ϕf deLqK dans(LpK)′. La définition deϕf (formule (6.30)) montre que
cette application est linéaire dans le casK = R et antilinéaire dans le casK = C. Elle est toujours continue, grâce
à (6.31). On montre maintenant que c’est, en général, une isométrie.

Proposition 6.22
Soit(E, T,m) un espace mesuré. Soientp ∈ [1,+∞] et q = p

p−1 . Sip = 1, la mesurem est supposée de plusσ-
finie. L’applicationϕ : f 7→ ϕf , oùϕf est définie par (6.30) est une application deLqK dans(LpK)′, linéaire dans
le casK = R et antilinéaire dans le casK = C. De plus , c’est une isométrie, c’est-à-dire que‖ϕf‖(Lp

K
)′ = ‖f‖q

pour toutf ∈ LqK . (L’applicationϕ est donc nécessairement injective, mais pas forcément surjective.)

DÉMONSTRATION : on sait déjà queϕ est une application deLqK dans(LpK)′, linéaire dans le casK = R et
antilinéaire dans le casK = C. On sait aussi que‖ϕf‖(Lp

K)′ ≤ ‖f‖q pour toutf ∈ LqK (voir (6.31)). Pour
terminer la démonstration de cette proposition, Il suffit donc de montrer que, pour toutf ∈ LqK ,

‖ϕf‖(Lp
K

)′ ≥ ‖f‖q. (6.32)

On se limite au casK = R (les adaptations pour traiter le casK = C sont faciles à deviner).

Soitf ∈ LqR. On supposef 6= 0 (sinon (6.32) est immédiat). On confondf avec l’un de ses représentants, de sorte

quef ∈ Lq = LqR(E, T,m). Pour montrer 6.32, on va chercherg ∈ LpK \ {0} t.q. |ϕf (g)|
‖g‖p

= ‖f‖q.
On distingue maintenant trois cas.

Cas 1 :1 < p < ∞. On définitg : E → R parg(x) = |f(x)|q−1sign(f(x)) pour toutx ∈ E, avec la fonction
sign : R → R définie parsign(s) = −1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple)sign(0) = 0. La fonction
g est mesurable (comme composée d’applications mesurables)et on a (en notant quep = q

q−1 ) :

∫
|g|pdm =

∫
(|f |q−1)

q
q−1 dm =

∫
|f |qdm <∞.

Donc,g ∈ LpR (plus précisément,g ∈ LpR) et‖g‖p = ‖f‖
q
p
q 6= 0. Pour ce choix deg, on a donc

|ϕf (g)|
‖g‖p

=
1

‖f‖
q
p
q

∫
fgdm =

1

‖f‖
q
p
q

‖f‖qq = ‖f‖q,

carq − q
p = 1.

On en déduit que

‖ϕf‖(Lp
K

)′ = sup{ |ϕf (h)|‖h‖p
, h ∈ LpK \ {0}} ≥ |ϕf (g)|

‖g‖p
= ‖f‖q,

ce qui donne (6.32).
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Cas 2 :p = ∞. On a, dans ce cas,q = 1. On prend, comme pour le premier cas,g = sign(f). On a icig ∈ L∞
R

et ‖g‖∞ = 1 (carm(E) 6= 0, sinonL1
R = {0} et il n’y a pas def ∈ L1

R, f 6= 0). Pour ce choix deg, on a

ϕf (g) = ‖f‖1, donc |ϕf (g)|
‖g‖∞

= ‖f‖1 et, comme dans le premier cas, ceci donne (6.32).

Cas 3 :p = 1. On a, dans ce cas,q = ∞. Ce cas est un peu plus délicat que les précédents. On ne peut pas toujours
trouverg ∈ L1

K \ {0} t.q. |ϕf (g)|
‖g‖1

= ‖f‖∞. En utilisant le caractèreσ-fini dem, on va, pour toutn ∈ N⋆, trouver

gn ∈ L1
K \ {0} t.q. |ϕf (gn)|

‖g‖1
≥ ‖f‖∞ − 1

n . Ce qui permet aussi de montrer (6.32).

Soit n ∈ N⋆. On poseαn = ‖f‖∞ − 1
n etAn = {|f | ≥ αn}. On am(An) > 0 (carm(An) = 0 donnerait

‖f‖∞ ≤ αn).

Si m(An) < ∞, on peut prendregn = sign(f)1An
qui est mesurable (carsign(f) et 1An

sont mesurables) et
intégrable carm(An) < ∞. On a alorsgn ∈ L1

R \ {0}, ‖gn‖1 = m(An) etϕf (gn) =
∫
An

|f |dm ≥ αnm(An).
Donc :

‖ϕf‖(L1
K

)′ ≥
|ϕf (gn)|
‖gn‖1

≥ αn = ‖f‖∞ − 1

n
.

En faisant tendren vers l’infini, on en déduit (6.32).

Sim(An) = ∞, le choix degn = sign(f)1An
ne convient pas carsign(f)1An

6∈ L1
R. On utilise alors le fait que

m estσ-finie. Commem estσ-finie, il existe une suite(Ep)p∈N ⊂ T t.q.m(Ep) < ∞, Ep ⊂ Ep+1, pour tout
p ∈ N, etE = ∪p∈NEp. Par continuité croissante dem, on a doncm(An ∩Ep) ↑ m(An) quandp→ ∞. Comme
m(An) > 0 il existe doncp ∈ N (dépendant den, on ne note pas cette dépendance) t.q.m(An ∩ Ep) > 0. On
prend alorsgn = sign(f)1An∩Ep

. On a bien alorsgn ∈ L1
R \ {0}, ‖gn‖1 = m(An ∩ Ep) ≤ m(Ep) < ∞ et

ϕf (gn) =
∫
An∩Ep

|f |dm ≥ αnm(An ∩ Ep). Donc :

‖ϕf‖(L1
K)′ ≥

|ϕf (gn)|
‖gn‖1

≥ αn = ‖f‖∞ − 1

n
.

En faisant tendren vers l’infini, on en déduit (6.32). ce qui conclut la preuve dela proposition.

La proposition 6.22 montre que l’applicationϕ : f 7→ ϕf , oùϕf est définie par (6.30) est une application deLqK
dans(LpK)′, linéaire dans le casK = R et antilinéaire dans le casK = C. De plus, c’est une isométrie, c’est-à-dire
que‖ϕf‖(Lp

K)′ = ‖f‖q pour toutf ∈ LqK . Comme cela a déjà été dit, l’applicationϕ est donc nécessairement
injective carϕf = ϕh impliqueϕf−h = 0 et donc‖f − h‖q = ‖ϕf−h‖(Lp

K
)′ = 0, ce qui donnef = h p.p.. Mais

l’applicationϕ n’est pas forcément surjective. On sait qu’elle est surjective si p = 2 (c’était l’objet de la section
précédente). Le théorème suivant montre qu’elle est surjective si m estσ-finie et p ∈ [1,+∞[ (de sorte qu’on
identifie souvent, dans ce cas,(LpK)′ àLqK).

Théorème 6.10 (DualitéLp − Lq) Soient(E, T,m) un espace mesuréσ-fini, 1 ≤ p < +∞, q = p
p−1 et T ∈

(LpK)′. Alors, il existe un uniquef ∈ LqK t.q.

T (g) =





∫
gfdm siK = R,

∫
gfdm siK = C,

c’est-à-dire t.q.T = ϕf donné par (6.30) (on a donc montré la surjectivité de l’applicationϕ : LqK → (LpK)′

définie parϕ(f) = ϕf pourf ∈ LqK).
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Remarque 6.21 (Dual deL∞) Noter que le théorème précédent est, en général, faux pourp = ∞. L’application
ϕ : f 7→ ϕf , oùϕf est donnée par (6.30) est donc une isométrie (linéaire ou antilinéaire, selon queK = R ouC)
deL1

K dans(L∞
K )′ mais l’image deϕ est, sauf cas très particuliers, différente de(L∞

K )′. L’applicationϕ ne permet
donc pas d’identifier le dual deL∞

K àL1
K .

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME6.10 :
La démonstration de ce théorème est faite dans l’exercice 6.46. Elle consiste essentiellement à se ramener directe-
ment à appliquer le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) dans un espaceL2 approprié.

Une autre démonstration, probablement plus classique, consiste à appliquer le théorème de Radon-Nikodym, qui
lui-même se démontre en se ramenant au théorème de représentation de Riesz. Cette démonstration est donnée,
dans un cas particulier, dans l’exercice 6.43. Nous verronsle théorème de Radon-Nikodym dans la section suivante,
voir les théorèmes 6.11 et 6.12.

Enfin, on propose dans l’exercice 6.45 une autre démonstration de ce théorème dans le casp < 2 (utilisant toujours
le théorème de représentation de Riesz).

Une conséquence intéressante du théorème de dualité (théorème 6.10) est le caractère réflexif des espacesLp pour
1 < p <∞, ce que l’on détaille maintenant.

SoitF un espace de Banach réel (mais il est possible de traiter aussi les Banach complexes). On noteF ′ le dual
(topologique) deF et F ′′ le dual (topologique) deF ′. On dit aussi queF ′′ est le bidual deF . Pouru ∈ F , on
définitJu : F ′ → R par

Ju(T ) = T (u) pour toutT ∈ F ′. (6.33)

Il est facile de voir queJu ∈ F ′′ et ‖Ju‖F ′′ ≤ ‖u‖F . On peut en fait montrer que‖Ju‖F ′′ = ‖u‖F (c’est une
conséquence du théorème de Hahn-Banach, non démontré ici).Comme l’applicationJ : u 7→ Ju est linéaire,
c’est donc une isométrie linéaire deF dansF ′′. Il est alors immédiat queJ est injective. On l’appelle “’injection
canonique" deF dansF ′′. Par contre,J n’est pas toujours surjective.

Définition 6.14 SoitF un espace de Banach,F ′ son dual (topologique) etF ′′ son bidual (c’est-à-dire le dual
topologique deF ′). Pouru ∈ F , on définitJu ∈ F ′′ par (6.33). On dit que l’espaceF est réflexif si l’application
J : u 7→ Ju (deF dansF ′′) est surjective (l’applicationJ est toujours injective).

Un espace de HilbertH est toujours réflexif car l’applicationJ est alors simplement la composée des deux bijec-
tions deH dansH ′ et deH ′ dansH ′′ données par le théorème de représentation de Riesz (Théorème 6.9). Ce qui
montre queJ est surjective. L’espaceL2

R(E, T,m) est donc réflexif. Plus généralement, une conséquence directe
du théorème 6.10 est que les espacesLp, sont réflexifs pourp ∈]1,+∞[.

Proposition 6.23 Soient(E, T,m) un espace mesuré et1 < p < +∞. Alors, l’espaceLpR(E, T,m) est réflexif.

DÉMONSTRATION : On poseq = p
p−1 , Lp = LpR(E, T,m) etLq = LqR(E, T,m).

On noteΦ l’application deLp dans(Lq)′ définie parΦ(f) = ϕf , où ϕf est donnée par (6.30), et on noteΨ
l’application deLq dans(Lp)′ définie parΨ(f) = ϕf .

Commep 6= ∞ etq 6= ∞, le théorème 6.10 donne queΦ est une bijection deLp dans(Lq)′ etΨ est une bijection
deLq dans(Lp)′. On rappelle aussi queΦ etΨ sont des isométries linéaires.

Soit s ∈ (Lp)′′. Pour montrer queLp est réflexif, il suffit de montrer qu’il existeu ∈ Lp t.q. Ju = s (où Ju est
défini par 6.33), c’est-à-dire t.q.s(T ) = T (u) pour toutT ∈ (Lp)′.
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On va montrer queu = Φ−1(s ◦ Ψ) convient. En effet, soitT ∈ (Lp)′. On a :

T (u) =

∫
uΨ−1(T )dm,

et :

s(T ) = (s ◦ Ψ)(Ψ−1(T )) = Φ(u)(Ψ−1(T )) =

∫
uΨ−1(T )dm = T (u).

On a donc bien montré que l’applicationJ : u 7→ Ju (deLp dans(Lp)′′) est surjective, c’est-à-dire queLp est
réflexif.

On peut aussi noter que la démonstration de cette proposition donne en fait queJu = Φ(u) ◦ Ψ−1 pour tout
u ∈ Lp.

6.3.3 Théorème de Radon-Nikodym

La définition 4.4 donnait la définition d’une mesure de densité. On reprend ici cette définition et on donne aussi la
définition de mesure “signée" de densité.

Définition 6.15 (Mesure de densité)Soit(E, T,m) un espace mesuré.

1. Soitµ une mesure surT . On dit queµ est une mesure de densité par rapport àm si il existef ∈ M+ t.q.
µ(A) =

∫
A fdm, pour toutA ∈ T . On pose alorsµ = fm (on dit aussi quef est la densité deµ par rapport à

m).

2. Soitµ une mesure signée surT . On dit queµ est une mesure signée de densité par rapport àm si il existe
f ∈ L1

R(E, T, m) t.q.µ(A) =
∫
A fdm, pour toutA ∈ T . On pose alorsµ = fm (on dit aussi quef est la

densité deµ par rapport àm).

Remarque 6.22 (Sur les mesures de densité)Soient(E, T,m) un espace mesuré etµ une mesure surT .

1. (Unicité de la densité) Soitf, g ∈ M+. On suppose queµ = fm et µ = gm. On a alorsf = g m-p.p.. En
effet, on doit avoir

∫
A
fdm =

∫
A
gdm pour toutA ∈ T . En choisissantA = {f > g} puisA = {f < g}, on en

déduit que
∫
{f>g}(f − g)dm+

∫
{f<g}(g − f)dm = 0. Ce qui donne

∫
|f − g|dm = 0 et doncf = g m-p.p..

2. (EspaceL1 pour une mesure de densité) Soitf ∈ M+ t.q. µ = fm. Soit g ∈ M, l’exercice (corrigé) 4.22
donne alors les assertions suivantes :

(a) g ∈ L1
R(E, T, µ) ⇔ fg ∈ L1

R(E, T, m),

(b) g ∈ L1
R(E, T, µ) ⇒

∫
gdµ =

∫
fgdm.

3. (Absolue continuité d’une mesure de densité) Soitf ∈ M+ t.q.µ = fm. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0. On a alors
f1A = 0 m-p.p. et doncµ(A) =

∫
f1Adm = 0. Selon la définition 6.16 ci-après, ceci montre que la mesureµ

est absolument continue par rapport à la mesurem. L’objectif du théorème de Radon-Nikodym (théorème 6.11)
sera de démontrer la réciproque de ce résultat (siµ est finie etm estσ-finie).

Rappelons la définition d’une mesure absolument continue :

Définition 6.16 (Mesure absolument continue)Soient(E, T,m) un espace mesuré etµ une mesure (positive ou
signée) surT . On dit queµ est absolument continue par rapport àm, et on noteµ << m, si :

A ∈ T,m(A) = 0 ⇒ µ(A) = 0.

159



Remarque 6.23 On donne ici un exemple de mesure non absolument continue : onprend(E, T,m) = (R,B(R),
λ) et µ = δ0 (mesure de Dirac en0 sur B(R)). Commeλ({0} = 0 et δ0({0} = 1, la mesureδ0 n’est pas
absolument continue par rapport àλ.

On donne maintenant le théorème de Radon-Nikodym pour les mesures (positives).

Théorème 6.11 (Radon-Nikodym)Soient(E, T,m) un espace mesuréσ-fini etµ une mesure finie surT . Alors,
µ est absolument continue par rapport àm si et seulement siµ est une mesure de densité par rapport àm.

DÉMONSTRATION :
Sens (⇐). Ce sens a été montré dans le troisième item de la remarque 6.22(et les hypoth eses “µ finie" et “m σ-
finie" sont inutiles. (Noter aussi que le premier item de cette même remarque donne l’unicitém-p.p. de la densité
deµ par rapport àm.)

Sens (⇒). Pour toute mesureν sur T et pour tout1 ≤ p ≤ ∞, on noteLp(ν) = LpR(E, T, ν) et Lp(ν) =
LpR(E, T, ν).

Pour démontrer queµ est absolument continue par rapport àm, on va appliquer le théorème de représentation de
Riesz (théorème 6.9) dans l’espace de HilbertH = L2

R(µ+m).

On rappelle d’abord que l’exercice (corrigé) 4.2 donne queµ+m est une mesure surT (définie par(µ+m)(A) =
µ(A) +m(A) pour toutA ∈ T ) et que les deux propriétés suivantes sont vérifiées (questions 1 et 2 de l’exercice
4.2) :

g ∈ L1(µ+m) ⇔ g ∈ L1(µ) ∩ L1(m),

g ∈ L1(µ+m) ⇒
∫
gd(µ+m) =

∫
gdµ+

∫
gdm. (6.34)

Il est aussi clair que
∫
fd(µ + m) =

∫
fdµ +

∫
fdm pour toutf ∈ M+ (voir le corrigé 62 de l’exercice 4.2).

Pourg ∈ M, on a donc
∫
g2d(µ+m) =

∫
g2dµ+

∫
g2dm, ce qui donneL2(µ+m) = L2(µ) ∩ L2(m).

Enfin, pourA ∈ T , on a(µ+m)(A) = 0 si et seulement siµ(A) = m(A) = 0. On a donc, pourf, g : E → R :

f = g (µ+m)-p.p.⇔
{
f = g µ-p.p.,
f = g m-p.p..

On décompose maintenant la démonstration en 3 étapes.

Etape 1.Utilisation du théorème de Riesz.

On poseH = L2(µ+m) (H est donc un espace de Hilbert). On veut définirT : H → R par :

T (g) =

∫
gdµ pour toutg ∈ H. (6.35)

On montre tout d’abord que cette définition est correcte. Soit g ∈ H = L2(µ+m). On choisit un représentant de
g, encore notég, de sorte queg ∈ L2(µ +m) = L2(µ) ∩ L2(m). Commµ est finie, on aL2(µ) ⊂ L1(µ). Donc
g ∈ L1(µ),

∫
gdµ existe et appartient àR. Puis, on remarque que

∫
gdµ ne dépend pas du représentant choisi car

g1 = g2 (µ+m)-p.p. impliqueg1 = g2 µ-p.p.. L’applicationT est donc bien définie deH dansR par (6.35).

On montre maintenant queT ∈ H ′. Il est immédiat queT est linéaire. On remarque ensuite que, pour tout
g ∈ H , on a, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz avecg et 1E , |T (g)| = |

∫
gdµ| ≤ ‖g‖L2(µ)

√
µ(E) ≤

‖g‖L2(µ+m)

√
µ(E)) = ‖g‖H

√
µ(E). On a doncT ∈ H ′ (et‖T ‖H′ ≤

√
µ(E)).
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On peut maintenant appliquer le théorème de représentationde Riesz (théorème 6.9). Il donne qu’il existeϕ ∈
H = L2(µ +m) t.q.T (g) =

∫
gϕd(µ +m) pour toutg ∈ L2(µ +m). On choisit un représentant deϕ, encore

notéϕ. On a alorsϕ ∈ L2(µ+m) et
∫
gdµ =

∫
gϕd(µ+m) pour toutg ∈ L2(µ+m). (6.36)

Pourg ∈ L2(µ +m), on agϕ ∈ L1(µ +m) et donc
∫
gϕd(µ +m) =

∫
gϕdµ +

∫
gϕdm (d’après (6.34)). On

déduit donc de (6.36) : ∫
g(1 − ϕ)dµ =

∫
gϕdm, pour toutg ∈ L2(µ+m). (6.37)

Etape 2.On cherche dans cette étape des bornes surϕ.

On montre tout d’abord queϕ ≥ 0 m-p.p. etµ-p.p. (ce qui est équivalent a dire queϕ ≥ 0 (µ+m)-p.p.).

Commem estσ-finie, il existe une suite(An)n∈N ⊂ T t.q.m(An) < ∞ pour toutn ∈ N etE = ∪n∈NAn. Pour
n ∈ N, on poseBn = {ϕ < 0} ∩ An ∈ T . Dans (6.37), on prendg = 1Bn

(on a bieng ∈ L2(µ + m) car
(µ+m)(Bn) ≤ µ(E) +m(An) <∞). On obtient

∫
(1 − ϕ)1Bn

dµ =

∫
ϕ1Bn

dm.

Comme(1 − ϕ) > 0 et ϕ < 0 surBn, on en déduit que(1 − ϕ)1Bn
= 0 µ-p.p. etϕ1Bn

= 0 m-p.p. et donc
µ(Bn) = m(Bn) = 0.
Parσ-additivité d’une mesure, comme{ϕ < 0} = ∪n∈NBn, on en déduit(µ + m)({ϕ < 0}) ≤ ∑

n∈N(µ +
m)(Bn) = 0 et doncϕ ≥ 0 (µ+m)-p.p..

On montre maintenant queϕ < 1 (µ+m)-p.p..

On prend dans (6.37)g = 1Cn
, avecCn = {ϕ ≥ 1} ∩ An (on a bieng ∈ L2(µ + m) car (µ + m)(Cn) ≤

µ(E) +m(An) <∞). On obtient ∫
(1 − ϕ)1Cn

dµ =

∫
ϕ1Cn

dm.

Comme(1 − ϕ) ≤ 0 et ϕ > 0 sur Cn, on en déduit que(1 − ϕ)1Cn
= 0 µ-p.p. etϕ1Cn

= 0 m-p.p. et
doncm(Cn) = 0. Mais on ne peut en déduireµ(Cn) = 0 (car on a seulement(1 − ϕ) ≤ 0 surCn et non
(1 − ϕ) < 0). C’est ici (et seulement ici) qu’on utilise l’hypothèse d’absolue continuité deµ par rapport àm.
Commem(Cn) = 0, l’hypothèseµ << m donneµ(Cn) = 0. Comme{ϕ ≥ 1} = ∪n∈NCn, on en déduit
(µ+m)({ϕ ≥ 1}) ≤∑n∈N(µ+m)(Cn) = 0 et doncϕ < 1 (µ+m)-p.p..

On a donc montré que0 ≤ ϕ < 1 (µ + m)-p.p.. En changeantϕ sur un ensemble de mesure(µ +m) nulle, on
peut donc supposer0 ≤ ϕ(x) < 1 pour toutx ∈ E. On a toujoursϕ ∈ L2(µ+m) et (6.37) reste vraie.

Etape 3.On montre maintenant queµ = fm avecf = ϕ
1−ϕ .

On montre tout d’abord que (6.37) est vraie pour toutg ∈ M+ :
– On remarque d’abord que (6.37) est vraie sig = 1A avecA ∈ T t.q.m(A) <∞ car, dans ce cas,g ∈ L2(µ+m).
– On suppose maintenant queA ∈ T . Commem estσ-finie, il existe une suite(En)n∈N ⊂ T t.q.m(En) < ∞,
En ⊂ En+1, pour toutn ∈ N, etE = ∪n∈NEn. On prendgn = 1Bn

avecBn = A ∩ En, de sorte quegn ↑ 1A
et donc(1 − ϕ)gn ↑ (1 − ϕ)1A et ϕgn ↑ ϕ1A. Comme (6.37) est vraie pourg = gn (carm(Bn) < ∞), le
théorème de convergence monotone (théorème 4.1) appliqué aux mesuresµ etm donne (6.37) pourg = 1A.

– Si g ∈ E+, il est alors facile de montrer que (6.37) est vraie. C’est une conséquence immédiate de la linéarité
positive de l’intégrale surM+.
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– On prend enfing ∈ M+. Il existe(gn)n∈N ∈ E+ t.q.gn ↑ g. On a donc(1 − ϕ)gn ↑ (1 − ϕ)g etϕgn ↑ ϕg. On
écrit (6.37) pourgn au lieu deg. En passant à la limite quandn→ ∞, le théorème de convergence monotone
(théorème 4.1) appliqué aux mesuresµ etm donne (6.37) pourg.

On a donc maintenantϕ mesurable,0 ≤ ϕ(x) < 1 pour toutx ∈ E et (6.37) pour toutg ∈ M+.

Soith ∈ M+. On poseg = h
1−ϕ . On ag ∈ M+ (car0 ≤ ϕ(x) < 1 pour toutx ∈ E). (6.37) donne alors

∫
hdµ =

∫
h

ϕ

1 − ϕ
dm. (6.38)

En posantf = ϕ
1−ϕ , on af ∈ M+ et (6.38) avech = 1A donneµ(A) =

∫
f1Adm pour toutA ∈ T , c’est-à-dire

µ = fm.

Théorème 6.12 (Radon-Nikodym, mesures signées)Soit (E, T,m) un espace mesuré et soitµ une mesure si-
gnée surT , alors :

µ << m⇐⇒ ∃f ∈ L1
R(E, T,m) µ = fm. (6.39)

DÉMONSTRATION : La démonstration n’est pas détaillée ici, elle consiste essentiellement à se ramener au théorème
6.11 en décomposantµ sous la formeµ = µ+ − µ− comme cela est fait dans la proposition 2.6.

6.4 Convergence faible, faible-⋆, étroite, en loi. . .

6.4.1 Convergence faible et faible-⋆

On limite ce paragraphe au cas des espaces de Banach réels. L’extension au cas des Banach complexes ne pose de
difficulté importante.

On rappelle que siF est un espace de Banach (réel) on noteF ′ son dual topologique (F est donc l’ensemble des
applications linéaires continues deF dansR). Si ‖ · ‖F est la norme dansF , l’ensembleF ′ est aussi un espace de
Banach avec la norme définie par

‖T ‖F ′ = sup

{
T (u)

‖u‖F
, u ∈ F \ {0}

}
.

Définition 6.17 (Convergence faible dans un espace de Banach)
SoitF un espace de Banach (réel) etF ′ son dual topologique. On dit que la suite(un)n∈N converge faiblement
versu (dansF ′, quandn→ ∞) si pour tout élementT deF ′, on a :T (un) → T (u) (dansR) quandn→ ∞.

Par le théorème 6.10, on a donc la proposition suivante sur laconvergence faible dansLpR(E, T, m), pour1 ≤ p <
+∞ :

Proposition 6.24 (Convergence faible dansLp)
Soit (E, T,m) un espace mesuré,p ∈ [1,+∞[ et q le conjugué dep, Lp = LpR(E, T, m), (fn)n∈N ⊂ Lp et f
∈ Lp. Alors, la suite(fn)n∈N converge faiblement versf si et seulement si on a, pour toutg ∈ LqR(E, T,m),∫
fngdm→

∫
fgdm quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION :
On noteΦ l’application deLq dans(Lp)′ définie parΦ(f) = ϕf , oùϕf est donnée par (6.30), La démonstration
de cette proposition est alors immédiate quand on remarque que le théorème 6.10 donne queΦ est une bijection de
Lq dans(Lp)′.

162



Définition 6.18 (Convergence faible⋆ dans le dual d’un espace de Banach)
SoitF un espace de Banach (réel) etF ′ son dual topologique ; soit(Tn)n∈N ⊂ F ′ etT ∈ F ′. On dit que la suite
(Tn)n∈N converge versT ⋆-faiblement dansF ′ si pour tout élementu deF on a :Tn(u) → T (u) (dansR) quand
n→ ∞.

La proposition 8.3 du chapitre 8 montre que d’une suite bornée du dual d’un espace de Banach séparable on peut
extraire une sous suite⋆-faiblement convergente. De cette proposition 8.3, on peutalors déduire que de toute suite
bornée du dual d’un espace de Hilbert, ou d’un espace de Banach réflexif, on peut extraire une sous suite faiblement
convergente.

Remarque 6.24 (Convergence forte, faible et faible⋆) SoitF un espace de Banach (réel).

1. Soient(Tn)n∈N ⊂ F ′ etT ∈ F ′. Les implications suivantes sont alors immédiates :

Tn → T ⇒ Tn → T faiblement⇒ Tn → T ⋆-faiblement.

La deuxième implication est une conséquence de l’injectioncanonique deF dansF ′′ (construite avec (6.33)).

2. Pouru ∈ F , on définitJu ∈ F ′′ avec (6.33). Soient(un)n∈N ⊂ F etu ∈ F . On a alors :

un → u faiblement dansF ⇔ Jun
→ Ju ⋆-faiblement dansF ′′.

Mais, siF n’est pas réflexif, l’applicationJ : u 7→ Ju, deF dansF ′′, n’est pas surjective et on peut avoir
une suite(un)n∈N non faiblement convergente dansF alors que la suite(Jun

)n∈N est⋆-faiblement convergente
dansF ′′. Dans ce cas, la limite⋆-faible (dansF ′′) de (Jun

)n∈N est un élément deF ′′ qui n’appartient pas à
l’image deJ .

Dans le cas oùF est un espace de Banach réflexif, l’applicationJ : u 7→ Ju est surjective deF dansF ′′ et on a
alors :

1. Soient(Tn)n∈N ⊂ F ′ etT ∈ F ′. Alors :

Tn → T faiblement dansF ′ ⇔ Tn → T ⋆-faiblement dansF ′.

2. Soit(un)n∈N ⊂ F . La suite(un)n∈N est faiblement convergente dansF si et seulement si la suite(Jun
)n∈N est

⋆-faiblement convergente dansF ′′.

Soit1 < p ≤ ∞, donc1 ≤ q = p
p−1 < ∞. On noteLp = LpR(E, T,m), Lq = LqR(E, T,m) etΦ l’application de

Lp dans(Lq)′ définie parΦ(f) = ϕf , oùϕf est donnée par (6.30). Le théorème 6.10 donne queΦ est une bijection
deLp dans(Lq)′. On confond (ou on identifie) fréquemmentu ∈ Lp avecΦ(u) ∈ (Lq)′. On a alors une notion de
convergence faible-⋆ dansLp. Si 1 < p < ∞ (on a alors aussi1 < q < ∞), les notions de convergente faible et
faible-⋆ dansLp sont équivalentes. Dans le cas deL∞, que l’on identifie fréquemment avec le dual (topologique)
deL1, les notions de convergente faible et faible-⋆ sont différentes. La convergence faible est plus forte que la
convergence faible-⋆. On donne ci dessous la définition de convergence faible-⋆ quand on considèreL∞ comme
le dual deL1.

Définition 6.19 (Convergence faible⋆ dansL∞)
Soient(E, T,m) un espace mesuré etL∞ = L∞

R (E, T,m). Soient(fn)n∈N ⊂ L∞ et f ∈ L∞. On dit que la
suite(fn)n∈N converge⋆-faiblement versf dansL∞ si pour tout élementg deL1

R(E, T, m), on a :
∫
fngdm →∫

fgdm.
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6.4.2 Convergence étroite et convergence en loi

Si m est une mesure finie sur les boréliens deRd, on noteLm l’application deCb(Rd, R) dansR définie par
Lm(ϕ) =

∫
ϕdm (cette application caractérisem, d’après la proposition 5.4). On a vu au chapitre 5 queLm ∈

Cb(Rd, R)′. Soit (mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1) etm une mesure finie sur
les boréliens deRd. La convergence faible-⋆ dans(Cb(Rd,R)′ deLmn

versLm, quandn→ ∞, signifie donc que
limn→∞

∫
ϕdmn =

∫
ϕdm, pour toutϕ ∈ Cb(Rd,R). Ceci s’appelle la convergence étroite demn versm.

Définition 6.20 (Convergence étroite et vague)Soit(mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd

(d ≥ 1) etm une mesure finie sur les boréliens deRd.

1. On dit quemn → m étroitement, quandn→ ∞, si :
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ Cb(R

d,R)).

2. On dit quemn → m vaguement, quandn→ ∞, si :
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ Cc(R

d,R)).

La proposition suivante montre que la convergence vague et la convergence des masses totales donnent la conver-
gence étroite. Sim et les mesuresmn sont des probabilités, la convergence étroite demn versm (quandn→ ∞)
est donc équivalente à la convergence vague.

Proposition 6.25 Soit(mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1) etm une mesure finie
sur les boréliens deRd. On suppose quemn → m vaguement et quemn(R) → m(R) (quandn→ ∞). On a
alorsmn → m étroitement. (La réciproque de cette proposition est immédiate.)

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est contenue dans l’exercice 5.19.

Remarque 6.25Dans la peroposition 6.25, l’hypothèse de convergence des masses totales est cruciale. Sans cette
hypothèse, la convergence vague n’implique pas la convergence étroite. Un exemple simple est possible en prenant
d = 1,m = 0 etmn = δn pourn ∈ N.

La convergence en loi d’une suite de v.a.r. est définie par la convergence étroite (ou vague, puisque c’est équivalent
pour des probabilités) des lois des v.a.r..

Définition 6.21 (Convergence en loi)Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une
v.a.r.. On dit queXn → X en loi, quandn→ ∞, si :

∫
ϕ(Xn)dP →

∫
ϕ(X)dP pour toutϕ ∈ Cb(R,R).

(Ce que est équivalent à dire quePXn
→ PX étroitement.)

Noter qu’il est possible de définir la convergence en loi pourune suite de v.a.r. définies sur des espaces probabilisés
différents (c’est-à-dire queXn est définie sur l’espace probabilisé(Ωn,An, Pn) dépendant den, etX est définie
sur (Ω,A, P )). Nous utiliserons parfois implicitement cette définitionplus générale.

Comme cela a déjà été dit ci dessus, la proposition 6.25 donneune caractérisation intéressante de la convergence
en loi en utilisant la convergence vague.
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Proposition 6.26 Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une v.a.r.. La suiteXn

tends versX en loi, quandn→ ∞, si et seulement si :
∫
ϕ(Xn)dP →

∫
ϕ(X)dP pour toutϕ ∈ Cc(R,R). (6.40)

DÉMONSTRATION : La condition (6.40) est évidemment nécessaire carCc(R,R) ⊂ Cb(R,R). D’après la propo-
sition 6.25, la condition (6.40) est aussi suffisante. On redonne ici la démonstration du fait que (6.40) est suffisant
pour avoir la convergence en loi deXn versX . On notemn = PXn

etm = PX .

Etape 1.Pourp ∈ N⋆, on définitϕp ∈ Cc(R,R) par




ϕp(s) = 0 si s ≤ −p− 1,
ϕp(s) = s+ p+ 1 si − p− 1 < s < −p,
ϕp(s) = 1 si − p ≤ s ≤ p,
ϕp(s) = −s+ p+ 1 si p < s < p+ 1,
ϕp(s) = 0 si p+ 1 < s.

Comme(1−ϕp) → 0 simplement, quandp→ ∞, et que0 ≤ (1−ϕp) ≤ 1, le théorème de convergence dominée
donnelimp→∞

∫
(1 − ϕp)dm = 0. Soitε > 0, il existep0 ∈ N⋆ t.q.

0 ≤
∫

(1 − ϕp0)dm ≤ ε.

On remarque maintenant que, commeϕp0 ∈ Cc(R,R) et quemn etm sont des probabilités, on a, quandn→ ∞,

0 ≤
∫

(1 − ϕp0)dm = 1 −
∫
ϕp0dmn → 1 −

∫
ϕp0dm =

∫
(1 − ϕp0)dm ≤ ε.

Il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒ 0 ≤
∫

(1 − ϕp0)dmn ≤ 2ε. (6.41)

Etape 2.Soitϕ ∈ Cb(R,R). Pourn ∈ N etp ∈ N⋆ on utilise l’égalitéϕ = ϕ(1 − ϕp) + ϕϕp. Elle donne
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm =

∫
ϕ(1 − ϕp)dmn −

∫
ϕ(1 − ϕp)dm+

∫
ϕϕpdmn −

∫
ϕϕpdm. (6.42)

En posant‖ϕ‖u = sups∈R |ϕ(s)| on a

|
∫
ϕ(1 − ϕp)dmn −

∫

ϕ

(1 − ϕp)dm| ≤ ‖ϕ‖u
(∫

(1 − ϕp)dmn +

∫
(1 − ϕp)dm

)
.

Soit ε > 0. En utilisant l’étape 1, il existe doncp1 ∈ N⋆ etn1 ∈ N t.q.

n ≥ n1 ⇒ |
∫
ϕ(1 − ϕp1)dmn −

∫
ϕ(1 − ϕp1)dm| ≤ ε.

Puis, commeϕϕp1 ∈ Cc(R,R) il existen2 ∈ N t.q.

n ≥ n2 ⇒ |
∫
ϕϕp1dmn −

∫
ϕϕp1dm| ≤ ε.
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Finalement, l’égalité (6.42) avecp = p1 donne alors

n ≥ max{n1, n2} ⇒ |
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm| ≤ 2ε.

Ce qui prouve bien la convergence étroite demn versm et donc la convergence en loi deXn versX .

Une autre caractérisation intéressante de la convergence en loi est donnée dans le théorème 10.3. Elle donne
l’équivalence entre la convergence en loi et la convergencesimple des fonctions caractéristiques. La fonction
caractéristique d’une v.a.r. est construite avec la transformation de Fourier (qui sera étudiée au chapitre 10).

Remarque 6.26Un intérêt de la proposition 6.26 (ou du théorème 10.3) est qu’un élément deCc(R,R) (ou une
fonction de la formes 7→ expist) est nécessairement uniformément continue (alors qu’une fonction appartenant
àCb(R,R) n’est pas toujours uniformément continue). Cela permet, par exemple, de démontrer facilement que la
convergence en probabilité implique la convergence en loi (voir l’exercice 6.65).

Une propriété parfois intéressante d’une suite de mesures convergeant étroitement est la “tension" de cette suite.
On définit maintenant cette notion de “tension".

Définition 6.22 Soit (mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1). On dit que la suite
(mn)n∈N est tendue si

lim
a→∞

mn(B
c
a) = 0, uniformément par rapport àn,

avecBa = {x ∈ Rd, |x| ≤ a}.

Dans la proposition précédente, la propriété importante est le caractère uniforme (par rapport àn) de la conver-
gence vers0 de mn(B

c
a). En effet, pour toutn fixé, la continuité décroissante de la mesuremn donne que

lima→+∞mn(B
c
a) = 0. On montre maintenant que la convergence étroite d’une suite implique sa tension.

Proposition 6.27 Soit(mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1) etm une mesure finie
sur les boréliens deRd. On suppose quemn → m étroitement. Alors la suite(mn)n∈N est tendue.

En particulier, soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une v.a.r.. On suppose que
Xn → X en loi. La suite(PXn

)n∈N est alors tendue, c’est-à-dire

lim
a→+∞

P ({|Xn| > a}) = 0 uniformément par rapport àn.

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition est ici aussi essentiellement contenue dans l’exer-
cice 5.19. En effet, soitε > 0, la question 3 de l’exercice 5.19 (corrigé 103) montre qu’ilexisteϕ ∈ Cc(Rd,R)
t.q. 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, pour toutx ∈ Rd, et

∫
Rd(1 − ϕ)dmn ≤ ε pour toutn ∈ N. En prenanta > 0 t.q. ϕ = 0

surBca (c’est-à-dire que le support deϕ est inclus dansBa = {x ∈ Rd, |x| ≤ a}), on a donc, pour toutn ∈ N,
mn(B

c
a) ≤ ε. Ce qui montre bien que la suite(mn)n∈N est tendue.

On peut maintenant donner une nouvelle caractérisation de la convergence étroite (et donc de la convergence en
loi).

Proposition 6.28 Soit(mn)n∈N une suite de mesures finies sur les boréliens deRd (d ≥ 1) etm une mesure finie
sur les boréliens deRd. On a alors léquivalence entre les deux propriétés suivantes :

1.mn → m étroitement quandn→ ∞,

2.mn → m vaguement quandn→ ∞ et la suite(mn)n∈N est tendue.
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DÉMONSTRATION : Le fait que la propriété 1 implique la propriété 2 a été vu dans la proposition 6.27. On montre
maintenant la réciproque. Pour cela, on reprend la démonstration de la proposition 6.26.

Pourp ∈ N⋆, on définitϕp ∈ Cc(Rd,R) par




ϕp(x) = 0 si |x| ≥ p+ 1,
ϕp(x) = p+ 1 − |x| si p < |x| < p+ 1,
ϕp(s) = 1 si |x| ≤ p.

Soitϕ ∈ Cb(Rd,R). Pourn ∈ N etp ∈ N⋆ on utilise l’égalitéϕ = ϕ(1 − ϕp) + ϕϕp. Elle donne
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm =

∫
ϕ(1 − ϕp)dmn −

∫
ϕ(1 − ϕp)dm+

∫
ϕϕpdmn −

∫
ϕϕpdm. (6.43)

En posant‖ϕ‖u = sups∈Rd |ϕ(s)| on a

|
∫
ϕ(1 − ϕp)dmn −

∫
ϕ(1 − ϕp)dm| ≤ ‖ϕ‖u

(∫
(1 − ϕp)dmn +

∫
(1 − ϕp)dm

)
.

Soit ε > 0. On poseBp = {x ∈ Rd, |x| ≤ p}. Comme0 ≤
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ mn(B
c
p) et 0 ≤

∫
(1 − ϕp)dm ≤

m(Bcp), l’hypothèse de tension sur la suite(mn)n∈N (et la continuité décroissante pourm) donne l’existence de
p1 t.q., pour toutn ∈ N,

‖ϕ‖u
∫

(1 − ϕp1)dmn ≤ ε et‖ϕ‖u
∫

(1 − ϕp1 )dm ≤ ε.

Puis, commeϕϕp1 ∈ Cc(Rd,R), la convergence vague donne l’existence den0 ∈ N t.q.

n ≥ n0 ⇒ |
∫
ϕϕp1dmn −

∫
ϕϕp1dm| ≤ ε.

Finalement, l’égalité (6.43) avecp = p1 donne alors

n ≥ n0 ⇒ |
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm| ≤ 3ε.

Ce qui prouve bien la convergence étroite demn versm.

Remarque 6.27Voici une conséquence intéressante de la proposition 6.28 et de la proposition 8.3 du chapitre 8
(que l’on peut utiliser avecC0(Rd,R) qui est un espace de Banach séparable, ce qui n’est pas le cas deCb(Rd,R)).
Soit (mn)n∈N une suite de probabilités sur les boréliens deRd. On suppose que la suite(mn)n∈N est tendue. Il
existe alors une sous suite de la suite(mn)n∈N, encore notée(mn)n∈N, et il existe une probabilitém sur les
boréliens deRd t.q.mn → m étroitement quandn→ ∞. Cette remarque sera détaillée dans la proposition 8.6.

Enfin, on donne maintenant un lien entre convergence en loi etconvergence des fonctions de répartition. En par-
ticulier, la convergence en loi donne la convergence des fonctions de répartition en tout point de continuité de la
fonction de répartition de la v.a.r. limite.

Proposition 6.29 Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une v.a.r..
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1. On suppose queXn → X en loi, quandn→ ∞. Soita ∈ R t.q.P ({X = a}) = 0 (c’est-à-dire que la fonction
de répartition deX est continue au pointa). On a alors

lim
n→∞

P ({Xn ≥ a}) = P ({X ≥ a}) = P ({X > a}) = lim
n→∞

P ({Xn > a}).

(La même propriété est vraie en remplaçant> par<.)

2. On suppose quelimn→∞ P ({Xn ≥ a}) = P ({X ≥ a}) pour touta ∈ R t.q.P ({X = a}) = 0. On a alors
Xn → X en loi, quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION : Cette proposition est démontrée dans les exercices 6.61 et6.62 (en particulier, la première
partie du corrigé 143 page 456 donne le premier item de la proposition 6.29).

6.4.3 Lois des grands nombres

Dans ce paragraphe, on donne des résultats de convergence (en probabilité, p.s., en loi) pour des sommes de v.a.r.
indépendantes. Nous commençons ce paragraphe par un résutat (simple) sur la variance de la somme de v.a.r.
indépendantes, dont on déduit la loi faible des grands nombre qui donne non seulement un résultat de convergence
(en probabilité) mais aussi des estimations précises sur cette convergence. Puis, on donne la loi forte des grands
nombres et on énonce, en remarque, le théorème central limite. On reviendra sur ce théorème central limite au
chapitre 10 car on utilisera, pour sa démonstration, la transformation de Fourier (et la remarque 6.27).

Proposition 6.30 Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a.r. indépendantes 2 à 2 et de
carré intégrable. On a alors, pour toutn ∈ N⋆,

Var(X1 + . . .+Xn) = Var(X1) + . . .+ Var(Xn).

DÉMONSTRATION : On poseSn =
∑n

i=1Xi etEi = E(Xi). On a alors, par linéarité de l’intégrale,E(Sn) =∑n
i=1Ei et :

Var(Sn) = E((Sn − E(Sn))
2) = E(

n∑

i=1

(Xi − Ei)

n∑

i=j

(Xj − Ej))

=

n∑

i,j=1

E((Xi − Ei)(Xj − Ej)).

Pouri 6= j, on a, commeXi etXj sont indépendantes,E((Xi −Ei)(Xj −Ej)) = E(Xi−Ei)E(Xj −Ej) = 0.
On en déduit :

Var(Sn) =

n∑

i=1

E((Xi − Ei)
2) =

n∑

i=1

Var(Xi).

Proposition 6.31 (Loi faible des grands nombres)Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite
de v.a.r. indépendantes 2 à 2 et de carré intégrable. On suppose que ces v.a.r. sont de même moyennem et de
même varianceσ2. On poseYn = 1

n

∑n
i=1Xi (ce sont les “moyenne de Cesàro" de la suite(Xn)n∈N⋆ ), alorsYn

converge en probabilité vers la v.a.r. constante et égale àm, c’est-à-dire que l’on a :

∀ε > 0, P (|Yn −m| > ε) → 0 lorsquen→ +∞.
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Plus précisément, on a pour toutε > 0 etn ∈ N⋆,

P (|Yn −m| ≥ ε) ≤ σ2

nε2
. (6.44)

DÉMONSTRATION : Soitε > 0 etn ∈ N⋆. En utilisant l’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10), on a :

P (|Yn −m| ≥ ε) = P ((Yn −m)2 ≥ ε2) ≤ 1

ε2
E((Yn −m)2).

Puis, en posantSn =
∑n

i=1Xi, on aE((Yn −m)2) = 1
n2E((Sn − nm)2) = Var(Sn)

n2 . La proposition 6.30 donne
Var(Sn) = nVar(X1) = nσ2. On en déduit finalement

P (|Yn −m| ≥ ε) ≤ 1

ε2
nσ2

n2
=

σ2

nε2
.

On donne maintenant la loi forte des grands nombres. La loi forte des grands nombres donne une convergence p.s.,
ce qui est plus fort qu’une convergence en probabilité (donnée par la loi faible des grands nombres). D’autre part,
le deuxième item de la proposition 6.32 (loi forte) ne demande que l’intégrabilité des v.a.r., ce qui est moins fort
que de demander qu’elles soient de carré intégrable (hypothèse de la loi faible). La loi forte semble donc, à double
titre (hypothèse moins forte et conclusion plus forte), meilleure que la loi faible. Ceci n’est pas tout à fait exact
car l’intérêt de la loi faible est de donner une estimation sur la vitesse de convergence (inégalité (6.44)) ce que ne
donne pas la loi forte.

Proposition 6.32 (Loi forte des grands nombres)Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite
de v.a.r. indépendantes.

1. On suppose ici que lesXn sont de carré intégrable, queE(Xn) = 0 pour toutn ∈ N⋆ et que

∑

n∈N⋆

E(X2
n)

n2
< +∞.

On a alors :
1

n

n∑

i=1

Xi → 0 p.s., quandn→ ∞.

2. On suppose ici que la suite(Xn)n∈N est une suite de v.a.r.i.i.d. et queE(|X1|) < +∞. Alors :

1

n

n∑

i=1

Xi → E(X1) p.s., quandn→ ∞.

DÉMONSTRATION : La démonstration sera bientôt détaillée dans ce polycopié.

Remarque 6.28Nous verrons au chapitre 10 (théorème 10.4) un résultat de convergence en loi lorsque que l’on
s’intéresse à 1√

n

∑n
i=1Xi au lieu de1

n

∑n
i=1Xi (comme dans les propositions 6.31et 6.32). Nous énonçons ici ce

résultat (connu sous le nom de théorème central limite).

Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables. On notem =
E(X1) etσ2 = Var(X1). On pose

Yn =
1√
n

n∑

i=1

(Xi −m).

La suite(Yn)n∈N⋆ converge alors en loi vers toute v.a.r.Y dont la loi est la loi normaleN (0, σ2) (la loi normale,
ou loi de Gauss,N (0, σ2), est définie au chapitre 4 section 4.4 dans le casσ2 6= 0 etN (0, 0) = δ0).
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6.5 Exercices

6.5.1 EspacesLp, 1 ≤ p ≤ ∞
Exercice 6.1 Corrigé 104 page 397
Soit (E, T, m) un espace mesuré,p ∈ [1,∞[ etA ∈ T . On poseF = {f ∈ LpR(E, T m); f = 0 p.p. surA}.
Montrer queF est fermé (dansLpR(E, T, m)).

Exercice 6.2 Corrigé 105 page 397
Soit p ∈ [1,∞] etC = {f ∈ Lp(R,B(R), λ); f ≥ 0 p.p.}. Montrer queC est d’intérieur vide pourp < ∞ et
d’intérieur non vide pourp = ∞.

Exercice 6.3 (Convergence essentiellement uniforme)Corrigé 106 page 398
Soit (E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR et f une fonction
mesurable deE dansR.

Montrer que‖fn − f‖∞ → 0, quandn→ ∞, si et seulement si il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn → f
uniformément surAc, quandn→ ∞.

Exercice 6.4 (Densité et continuité en moyenne)Corrigé 107 page 399

1. Soitp ∈ [1,∞[. Montrer queCc(R,R) est dense dansLpR(R, B(R), λ). Soitf ∈ LpR(R,B(R), λ), montrer que
‖f − f(· + h)‖p → 0 quandh→ 0.

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pourp = ∞?

Exercice 6.5 (Sur la séparabilité. . . )

1. Montrer queLpR(R, B(R), λ) est séparable pourp ∈ [1,∞[ et n’est pas séparable pourp = ∞.

2. On munitC0(R,R) etCb(R,R) de la norme de la convergence uniforme. Montrer queC0(R,R) est séparable
et queCb(R,R) n’est pas séparable.

Exercice 6.6 Soient(E, T,m) un espace mesuré, etf , g, h des fonctions mesurables deE dansR. Soientp, q, r ∈
]1,+∞[, tels que

1

p
+

1

q
+

1

r
= 1, montrer que :

∫
|fgh|dm ≤ (

∫
|f |pdm)

1
p (

∫
|g|qdm)

1
q (

∫
|h|rdm)

1
r .

Exercice 6.7 (ProduitLp − Lq) Corrigé 108 page 400
Soient (E, T,m) un espace mesuré,p ∈ [1,+∞] et q le conjugué dep (i.e. q = p

p−1 ). Soient(fn)n∈N ⊂
LpR(E, T,m), (gn)n∈N ⊂ LqR(E, T,m), f ∈ LpR(E, T,m) et g ∈ LqR(E, T,m) t.q. fn → f dansLpR(E, T,
m) etgn → g dansLqR(E, T,m). Montrer que

∫
fngndm→

∫
fgdm lorsquen→ +∞.

Exercice 6.8 (Caractérisation deLp)
Soit (E, T,m) un espace mesuré,p ∈ [1,∞] etq = p

p−1 . On noteLr l’espaceLrR(E, T,m) (pourr ∈ [1,∞]).

Soit f : E → R une application mesurable. On suppose quefg ∈ L1 pour toutg ∈ Lq. Le but de l’exercice est
de montrer (si possible. . . ) quef ∈ Lp.
1. On suppose, dans cette question, quep = 1. Montrer quef ∈ L1.

2. On suppose, dans cette question, quep = ∞. Pour montrer quef ∈ L∞, on raisonne par l’absurde en supposant
quef 6∈ L∞.
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(a) Soitα ≥ 0. Montrer qu’il existeβ > α t.q. m({α ≤ |f | < β} > 0. En déduire qu’il existe une suite
croissante(αn)n∈N t.q.α0 = 0, αn ≥ n etm(An) > 0 avecAn = {αn ≤ |f | < αn+1} (pour toutn ∈ N).

(b) Soit(bn)n∈N ⊂ R. On poseg =
∑
n∈N bn1An

(lesAn étant définis à la question précédente). Montrer qu’un
choix convenable de(bn)n∈N donneg ∈ L1 etfg 6∈ L1.

(c) Conclure.

3. On suppose, dans cette question, quep ∈]1,∞[ et quem(E) < ∞. Pour montrer quef ∈ Lp, on raisonne une
nouvelle fois par l’absurde en supposant quef 6∈ Lp.

(a) Soitα ≥ 0. Montrer qu’il existeβ > α t.q.1 ≤
∫
A
|f |pdm <∞ avecA = {α ≤ |f | < β}. En déduire qu’il

existe une suite croissante(αn)n∈N t.q.α0 = 0 et 1 ≤
∫
An

|f |pdm < ∞ avecAn = {αn ≤ |f | < αn+1}
(pour toutn ∈ N).

(b) Soit(bn)n∈N ⊂ R. On poseg =
∑

n∈N bn|f |p−11An
(lesAn étant définis à la question précédente). Montrer

qu’un choix convenable de(bn)n∈N donneg ∈ Lq etfg 6∈ L1.

(c) Conclure.

4. On suppose, dans cette question, quep ∈]1,∞[ et quem estσ-finie. Montrer quef ∈ Lp.

Exercice 6.9 (Une fonctionLp est “mieux" que Lp ?)
Soit (X,T,m) un mesure mesuré,1 ≤ p < +∞ et f ∈ Lp (avecLp = LpR(X,T,m)). L’exercice consiste à
montrer qu’il existeϕ ∈ C(R+,R+) t.q. lims→+∞ ϕ(s)/s = +∞ etϕ(|f |) ∈ Lp.

1. (Question préliminaire) Soit(an)n∈N⋆ une suite de nombres positifs t.q.
∑+∞

n=1 an < +∞. Montrer qu’il existe
ψ ∈ C(R+,R+) croissante t.q.lims→+∞ ψ(s) = +∞ et

∑+∞
n=1 ψ(n)an < +∞.

2. Montrer qu’il existeϕ ∈ C(R+,R+) t.q. lims→+∞ ϕ(s)/s = +∞ etϕ(|f |) ∈ Lp.

Exercice 6.10 (un peu de calcul diff...)
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini, etg ∈ C1(R,R) et 1 ≤ p < +∞ ; pouru ∈ Lp = Lp(E, T,m), on note
g(u) la (classe de) fonction(s) :x 7→ g(u(x)), etG la fonction qui àu associeg(u).

1. Soit1 ≤ q < +∞ ; montrer queG ∈ C(Lp, Lq) ssi il existeC ∈ R tel que|g(s)| ≤ C|s| p
q +C pour touts ∈ R.

2. Montrer queG ∈ C1(Lp, Lp) ssi il existea, b ∈ R tel queg(s) = as+ b pour touts ∈ R.

Exercice 6.11
Soitf une fonction deR dansR, continue à support compact, montrer que :

‖f‖Lp(R,B(R),λ) → ‖f‖∞ lorsquep→ +∞.

[Pour montrer quelim inf
p→+∞

‖f‖Lp(R,B(R),λ) ≥ ‖f‖∞, on pourra introduire, pour0 < ε < ‖f‖∞, un ensembleAε

tel que∀x ∈ Aε, |f(x)| > ‖f‖∞ − ε. ]

Exercice 6.12Corrigé 109 page 401
Soit (E, T, m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m), (gn)n∈N ⊂ L∞
R (E, T, m), f ∈ L1

R(E, T, m) et g ∈
L∞

R (E, T, m). On suppose quefn → f dansL1
R(E, T, m).

1. On suppose quegn → g dansL∞
R (E, T, m). Montrer quefngn → fg dansL1

R(E, T, m).

2. On suppose maintenant quegn → g p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoirfngn → fg
dansL1

R(E, T,m).

3. On suppose maintenant quegn → g p.p. et qu’il existeM ∈ R t.q. ‖gn‖∞ ≤ M . Montrer qu’on a alors
fngn → fg dansL1

R(E, T,m).
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Exercice 6.13 Soit (E, T,m) un espace mesuré etµ une mesure de densitéf ∈ M+ par rapport àm, montrer
que :

(i)

∫
gdµ =

∫
f g dm, ∀ g ∈ M+

(ii) Soitg ∈ M, alorsg ∈ L1(µ) ⇔ fg ∈ L1(m),

et sig ∈ L1(µ), alors
∫
gdµ =

∫
f g dm

(6.45)

Exercice 6.14
SoitK : R2 → R+ une fonction mesurable (on a doncK ∈ M+(R2,B(R2))). On suppose qu’il existeM ∈ R+

t.q.
∫
K(x, t)dt ≤M , pour toutx ∈ R, et

∫
K(t, y)dt ≤M , pour touty ∈ R.

Pour tout1 ≤ p ≤ ∞, on noteLp l’espaceLpR(R,B(R), λ) etLp l’espaceLpR(R, B(R), λ).

Si f : R → R est une fonction mesurable, on pose, pour toutx ∈ R t.q. K(x, ·)f(·) ∈ L1, T (f)(x) =∫
K(x, t)f(t)dt.

Soit1 ≤ p ≤ ∞. [On conseille de considérer séparément les casp = 1, p = ∞ et1 < p <∞.]

1. Soitf ∈ Lp (on identifief , comme d’habitude, avec l’un de ses représentants, on a doncf ∈ Lp). Montrer que
T (f)(x) est définie pour presque toutx ∈ R. Montrer queT (f) ∈ Lp (au sens “il existeg ∈ Lp t.q.T (f) = g
p.p.").

2. Montrer queT est une application linéaire continue deLp dansLp.

Exercice 6.15 (Inégalité de Hardy)Corrigé 110 page 401
Soit p ∈]1,∞[. On noteLp l’espaceLpR(]0,∞[,B(]0,∞[), λ) (λ est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de]0,∞[).

Soit f ∈ Lp. Pourx ∈]0,∞[, on poseF (x) = 1
x

∫
f1]0,x[dλ. Le but de l’exercice est de montrer queF ∈ Lp et

‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

1. On suppose, dans cette question, quef ∈ Cc(]0,∞[) (c’est-à-dire quef est continue et à support compact dans
]0,∞[).

(a) MontrerF ∈ C1(]0,∞[) ∩ Lp. Montrer quexF ′(x) = −F (x) + f(x) pour toutx > 0.

(b) On suppose, dans cette question, quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0,∞[.

Montrer que
∫∞
0
F p(x)dx = p

p−1

∫∞
0
F p−1(x)f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]

Montrer que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

(c) Monter que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p (on ne suppose plus quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0,∞[).

2. On ne suppose plus quef ∈ Cc(]0,∞[).

(a) Montrer qu’il existe(fn)n∈N ⊂ Cc(]0,∞[) t.q ‖fn − f‖p → 0 quandn→ ∞. [On pourra utiliser la densité
deCc(R,R) dansLpR(R, B(R), λ), exercice 6.4.]

(b) Montrer queF ∈ C(]0,∞[) ∩ Lp et que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

3. Montrer quesup{ ‖F‖p

‖f‖p
, f ∈ Lp, ‖f‖p 6= 0} = p

p−1 (dans cette formule,F est donné comme précédemment à

partir def ). [On pourra considérer la suite(fn)n∈N⋆ définie parfn(t) = t−
1
p 1]1,n[(t) pourt ∈]0,∞[).]

Exercice 6.16 (Continuité d’une application deLp dansLq) Corrigé 111 page 404
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Soit (E, T,m) un espace mesuré fini,p, q ∈ [1,∞[ etg une application continue deR dansR t.q. :

∃C ∈ R⋆+ ; |g(s)| ≤ C|s| p
q + C, ∀s ∈ R. (6.46)

1. Soitu ∈ LpR(E, T,m). Montrer queg ◦ u ∈ LqR(E, T,m).

On poseLr = LrR(E, T,m), pourr = p et r = q. Pouru ∈ Lp, on poseG(u) = {h ∈ LqR(E, T,m); h = g ◦ v
p.p.}, avecv ∈ u. On a doncG(u) ∈ Lq et cette définition a bien un sens, c’est à dire queG(u) ne dépend pas
du choix dev dansu.

2. Soit(un)n∈N ⊂ Lp. On suppose queun → u p.p., quandn→ ∞, et qu’il existeF ∈ Lp t.q. |un| ≤ F p.p.,
pour toutn ∈ N. Montrer queG(un) → G(u) dansLq.

3. Montrer queG est continue deLp dansLq.

4. On considère ici(E, T,m) = ([0, 1],B(R), λ) et on prendp = q = 1. On suppose queg ne vérifie pas (6.46).
On va construireu ∈ L1 t.q.G(u) 6∈ L1.

(a) Soitn ∈ N⋆, montrer qu’il existeαn ∈ R tel que :|g(αn)| ≥ n|αn| et |αn| ≥ n.

(b) On choisit une suite(αn)n∈N vérifiant les conditions données à la question précédente. Montrer qu’il existe
α > 0 t.q.

+∞∑

n=1

α

|αn|n2
= 1.

(c) Soit (an)n∈N une suite définie par :a0 = 1 et an+1 = an − α

|αn|n2
(où αn et α sont définies dans les 2

questions précédentes). On poseu =
∑+∞

n=1 αn1[an+1,an[. Montrer queu ∈ L1 etG(u) 6∈ L1.

Exercice 6.17 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Egorov)Corrigé 112 page 406
Soit(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p ≤ ∞. On noteLp l’espaceLpR(E, T,m). Soit(fn)n une suite d’éléments
deLp etf ∈ Lp. On suppose quefn → f p.p., quandn→ ∞.

1. Montrer que‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p. [Traiter séparément le cas1 ≤ p <∞ etp = ∞.]

2. En prenant(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) (oùλ est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite(‖fn‖p)n∈N converge dansR et‖f‖p < limn∈N ‖fn‖p. [On pourra aussi traiter
séparément les cas1 ≤ p <∞ etp = ∞.]

Pour la suite de l’exercice, on suppose que‖fn‖p → ‖f‖p, quandn→ ∞.

3. Dans cette question, on suppose quep = 1.

(a) On suppose quem(E) < ∞. Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn. On choisit
aussi un représentant def , encore notéf . SoitA ∈ T et ε > 0. On suppose quefn → f uniformément sur
Ac. Montrer qu’il existen0 t.q. :

n ≥ n0 ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε+

∫

A

|f |dm.

(b) On suppose quem(E) < ∞. Montrer quefn → f dansL1, quandn→ ∞. [On pourra utiliser le théorème
d’Egorov.]

(c) On suppose quem(E) = ∞. Soitε > 0. Montrer qu’il existeC ∈ T t.q. :

m(C) <∞ et
∫

Cc

|f |dm ≤ ε.
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(d) On suppose quem(E) = ∞. Montrer quefn → f dansL1, quandn→ ∞.

4. Dans cette question, on suppose que1 < p < ∞. Montrer quefn → f dansLp, quandn→ ∞. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le casp = 1.]

5. Dans cette question, on suppose quep = ∞ et que(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ). Donner un exemple pour
lequelfn 6→ f dansL∞, quandn→ ∞.

Exercice 6.18 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou)Corrigé 113 page 410
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(E, T, m).

Soit p ∈ [1,∞[, (fn)n∈N une suite d’éléments deLp et f ∈ Lp. On suppose quefn → f p.p. et que‖fn‖p →
‖f‖p, quandn→ ∞.

1. On suppose quep = 1. Pourn ∈ N, on posegn = |fn| + |f | − |fn − f | (en ayant choisi des représentants de
fn etf ). Montrer quegn ≥ 0 pour toutn ∈ N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer quefn → f dansL1.

2. On suppose maintenant quep ∈]1,∞[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn → f dansLp.

Exercice 6.19 (CompacitéLp − Lq) Corrigé 114 page 411
Dans cet exercice,(E, T,m) est un espace mesuré. Pour tout1 ≤ r ≤ ∞, on noteLr l’espaceLrR(E, T,m) (etLr
l’espaceLrR(E, T,m)).

1. Soitr > 1 et (gn)n∈N une suite bornée deLr. Montrer que la suite(gn)n∈N est équi-intégrable, c’est-à-dire
que :

∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q.n ∈ N, A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|gn|dm ≤ ε.

[Utiliser l’inégalité de Hölder.]

Soit1 ≤ p < q ≤ ∞ et (fn)n∈N une suite bornée deLq. On suppose dans toute la suite quefn → f p.p. quand
n→ ∞.

2. (CompacitéLp − Lq.) On suppose quem(E) <∞.

(a) Montrer quef ∈ Lq (au sens “il existeg ∈ Lq t.q.f = g p.p.").

(b) Montrer quefn → f dansLp quandn→ ∞. [Utiliser la question 1 avecgn = |fn − f |p et un théorème du
cours.]

3. On suppose quem(E) = ∞.

(a) SoitB ∈ T t.q.m(B) <∞. Montrer quefn1B → f1B dansLp quandn→ ∞.

(b) On prend ici(E, T,m) = (R,B(R), λ), q = 2, p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel(fn)n∈N ⊂ L1,
fn 6→ 0 dansL1 quandn→ ∞ (et (fn)n∈N bornée dansL2, fn → 0 p.p. quandn→ ∞).

Exercice 6.20 (Convergence “dominée en norme", mesure non finie)
Pour touts ∈ [1,∞], on noteLs l’espaceLsR(R,B(R), λ). Soit r, p, q ∈ R t.q. 1 ≤ r < p < q ≤ +∞, (fn)n∈N

une suite de fonctions mesurables deE dansR etf une fonction mesurable deE dansR. On suppose que(fn)n∈N

etf vérifient les trois conditions suivantes :
– fn → f p.p., quandn→ ∞,
– la suite(fn)n∈N est bornée dansLr et dansLq,
– fn(x) → 0 quandx→ ±∞, uniformémement par rapport àn ∈ N.

1. Montrer quef ∈ Lr ∩ Lq (distinguer les casq < +∞ et q = +∞).
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2. Soitε > 0, montrer qu’il existeδ > 0 t.q.

A ∈ B(R), n ∈ N, λ(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|pdλ ≤ ε.

3. Soitε > 0, montrer qu’il existeC ∈ B(R) t.q.λ(C) < +∞ et

n ∈ N ⇒
∫

Cc

|fn|pdλ ≤ ε.

4. Montrer quefn → f dansLp. [Utiliser le théorème de Vitali, donné dans le cours.]

5. On suppose de plus quefn(x) = 0 pour toutn ∈ N et toutx ∈ R t.q. |x| ≥ 1. Montrer quefn → f dansLs

pour touts ∈ [1, q[ et donner un exemple pour lequelfn 6→ f dansLq (distinguer les casq < +∞ etq = +∞).

Exercice 6.21 (Sur les suites convergentes en mesure et bornées dansLp)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. Pourr ∈ [1,+∞], on noteLr l’espaceLrR(E, T,m). Soit p ∈]1,+∞],
(fn)n∈N une suite bornée deLp (c’est-à-diresupn∈N ‖fn‖p < +∞) et f une fonction mesurableX dansR. On
suppose quefn → f en mesure quandn→ ∞.

1. Montrer quef ∈ Lp. [On rappelle que, commefn → f en mesure, il existe une sous suite de la suite(fn)n∈N

qui converge p.p. versf .]

2. Soit q ∈ [1, p[. Montrer que‖fn − f‖q → 0 quandn→ ∞. [Pourε > 0, on pourra utiliser, avecAn,ε =
{|fn − f | ≤ ε}, l’égalité suivante :∫
|fn − f |qdm =

∫
An,ε

|fn − f |qdm+
∫
Ac

n,ε
|fn − f |qdm.]

3. (Question plus difficile.) Donner un exemple pour lequel‖fn − f‖p 6→ 0 quandn→ ∞.

Exercice 6.22 (Caractérisation deL∞) Corrigé 115 page 412
Soit (X,T,m) un espace mesuré. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(X,T,m). Soit f une application de
X dansR. On suppose que pour toutn ∈ N⋆ il existe fn ∈ L∞ et gn ∈ L1 t.q. f = fn + gn, ‖fn‖∞ ≤ 1 et
‖gn‖1 ≤ 1

n . Montrer quef ∈ L∞ et‖f‖∞ ≤ 1.

Exercice 6.23 (Exemples de v.a. appartenant àLq) Corrigé 116 page 412
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de
q ∈ [1,∞] pour lesquels la variable aléatoireX appartient à l’espaceLq(Ω,A, P ) :

1.X suit une loi exponentielleE(λ) (λ > 0) (c’est-à-dire que la loi deX a une densitéf par rapport à la mesure
de Lebesgue, avecf(x) = λ exp(−λx)1]0,+∞[ pourx ∈ R).

2.X suit une loi de Cauchy de paramètrec > 0 (la loi deX a une densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue,
avecf(x) = 1

π
c

x2+c2 pourx ∈ R).

3.X suit une loi géométriqueG(p) (p ∈]0, 1[) (c’est-à-dire queP ({X = k}) = p(1 − p)k−1, pour toutk ∈ N⋆).

6.5.2 Espaces de Hilbert, EspaceL2

Exercice 6.24Corrigé 117 page 413
Soit (E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N une suite d’élements deL2

R(E, T,m) deux à deux orthogonaux.
Montrer que la série

∑
n∈N fn converge (dansL2) si et seulement si

∑
n∈N ‖fn‖2

2 est convergente (dansR).

Exercice 6.25 (Lp n’est pas un espace de Hilbert sip 6= 2) Corrigé 118 page 414
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Montrer queLpR(R, B(R), λ) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si1 ≤ p ≤ ∞, p 6= 2.
[Pourp 6= 2, chercher des fonctionsf et g mettant en défaut l’identité du parallèlogramme, c’est-à-dire l’identité
(6.18) page 141.]

Exercice 6.26 (Caractérisation des espaces de Hilbert séparables)
SoitE un espace de Hilbert (réel) de dimension infinie. Montrer queE est séparable si et seulement si il existe une
base hilbertienne dénombrable deE [l’une des implications a d’ejà été vue. . . ].

Exercice 6.27 (projection sur le cône positif deL2) Corrigé 119 page 414
Soit (X,T,m) un espace mesuré etE = L2

R(X,T,m). On poseC = {f ∈ E, f ≥ 0 p.p.}.

1. Montrer queC est une partie convexe fermée non vide deE.

2. Soitf ∈ E. Montrer quePCf = f+.

Exercice 6.28 (Exemple de non existence de la projection)Corrigé 120 page 415
Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :
E est un espace de Banach réel,F est un sous espace vectoriel fermé deE, g ∈ E \ F (et doncd(g, F ) =
inf{‖g − f‖E, f ∈ F} > 0. . . ) et il n’existe pas d’élémentf ∈ E t.q.d(g, F ) = ‖g − f‖E.

On prendE = C([0, 1],R), on munitE de la norme habituelle,‖f‖E = max{|f(x)|, x ∈ [0, 1]}. On pose
F = {f ∈ E; f(0) = 0,

∫ 1

0 f(x)dx = 0}. Enfin, on prendg ∈ E défini parg(x) = x, pour toutx ∈ [0, 1].

1. Montrer queE est un espace de Banach (réel).

2. Montrer queF est un sous espace vectoriel fermé deE.

3. Soitf ∈ F . Montrer que‖g − f‖E ≥ 1/2. [On pourra remarquer que
∫ 1

0 |(g − f)(x)|dx ≥
∫ 1

0 (g − f)(x)dx =
1/2.]

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élémentf ∈ F t.q.‖g − f‖E = 1/2.

5. Montrer qued(g, F ) = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que‖g − fn‖E → 1/2, avecfn défini par
fn(x) = −βnx, pourx ∈ [0, 1/n], fn(x) = (x − 1/n) − βn/n, pourx ∈ [1/n, 1], et βn choisi pour que
fn ∈ F .]

Exercice 6.29 (Lemme de Lax-Milgram) Corrigé 121 page 416
Soit E est un espace de Hilbert réel eta une application bilinéaire deE × E dansR. On note(·/·) le produit
scalaire dansE et‖ · ‖ la norme dansE. On suppose qu’il existeC ∈ R etα > 0 t.q. :

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ E (continuité dea),

a(u, u) ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ E (coercivité dea).

Soit T ∈ E′. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q. T (v) = a(u, v) pour tout
v ∈ E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).

1. On suppose, dans cette question, quea est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (·/·)a de
E×E dansR par(u/v)a = a(u, v). Montrer que(·/·)a est un produit scalaire surE et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente à la norme‖·‖. En déduire qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q.T (v) = a(u, v)
pour toutv ∈ E. [Utiliser le théorème de représentation de Riesz.]

2. On ne suppose plus quea est symétrique.
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(a) Soitu ∈ E, Montrer que l’applicationv 7→ a(u, v) est un élément deE′. En déduire qu’il existe un et un seul
élément deE, notéeAu, t.q.(Au/v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

On note, dans la suiteA l’application qui àu ∈ E associeAu ∈ E.

(b) Montrer queA est linéaire continue deE dansE.

(c) Montrer queIm(A) est fermé

(d) Montrer que(Im(A))⊥ = {0}.

(e) Montrer queA est bijective et en déduire qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q.T (v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

Exercice 6.30 (Exemple de projection dansL2) Corrigé 122 page 419
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[, parLp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et par
Lp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

Soitg ∈ L2.

1. Soitv ∈ L2 etφ ∈ C∞
c (]0, 1[,R) (on rappelle queφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R) signifie queφ est une application de]0, 1[
dansR, de classeC∞, et qu’il existeK ⊂]0, 1[, K compact, t.q.φ(x) = 0 pour toutx ∈]0, 1[\K) . Montrer
quevgφ′ ∈ L1.

On poseC = {v ∈ L2 ; v ≤ 1 p.p.,
∫
vgφ′dλ ≤

∫
φdλ, pour toutφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R), φ ≥ 0}. (On rappelle que
φ ≥ 0 signifieφ(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0, 1[.)

2. Montrer queC est un convexe fermé non vide deL2.

3. On désigne par1 la fonction constante et égale à1 sur]0, 1[. Soitu ∈ C. Montrer que :
(‖u− 1‖2 ≤ ‖v − 1‖2 pour toutv ∈ C) ⇔ (

∫
(1− u)(u− v)dλ ≥ 0 pour toutv ∈ C).

4. Soitu ∈ C t.q.‖u− 1‖2 ≤ ‖v − 1‖2 pour toutv ∈ C. On suppose queu, g ∈ C1(]0, 1[, R).

(a) Montrer que(ug)′(x) ≥ −1 pour toutx ∈]0, 1[.

(b) Soitx ∈]0, 1[ t.q.u(x) < 1. Montrer que(ug)′(x) = −1.

(c) Montrer queu est solution du problème suivant :
(ug)′(x) ≥ −1, pour toutx ∈]0, 1[,
u(x) ≤ 1, pour toutx ∈]0, 1[,
(1 + (ug)′(x))(u(x) − 1) = 0, pour toutx ∈]0, 1[.

Exercice 6.31 (Approximation dansL2) Corrigé 123 page 422
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR, parLp l’espaceLpR(R, B(R), λ) et parLp l’espace
LpR(R, B(R), λ). On notedt = dλ(t).
Pourf ∈ L2 etk ∈ N⋆, on définitTkf deR dansR par :

Tkf(x) = k

∫ n(x)+1
k

n(x)
k

f(t)dt, (6.47)

oùn(x) est l’entier deZ tel que
n(x)

k
≤ x <

n(x) + 1

k
(l’entiern dépend donc dex).

1. Soitk ∈ N⋆ et f ∈ L2. Montrer queTkf ∈ L2 (plus précisément,Tkf ∈ L2 et on confond alors, comme
d’habitude,Tkf avec{g ∈ L2, g = Tkf p.p.}) et que‖Tkf‖2 ≤ ‖f‖2, pour toutk ∈ N⋆.

2. Soitf ∈ Cc(R,R) (i.e. f continue deR dansR et à support compact). Montrer queTkf → f dansL2 quand
k → ∞.
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3. Soitf ∈ L2. Montrer queTkf → f dansL2 quandk → ∞.

Exercice 6.32 (Projections orthogonales)Corrigé 124 page 423
On poseH = L2

R(] − 1,+1[,B(]− 1,+1[), λ). (On rappelle queB(] − 1,+1[) est la tribu borélienne de] − 1, 1[
etλ la mesure de Lebesgue surB(] − 1,+1[).) SoitF = {f ∈ H t.q.

∫
]−1,+1[

f dλ = 0}. SoitG = {f ∈ H t.q.∫
]−1,0[

f dλ =
∫
]0,1[

f dλ}.

1. Montrer queF et G sont des sous-espaces vectoriels fermés deH . Déterminer les sous-espacesF⊥, G⊥ et
F ∩G.

2. Calculer, pourg ∈ H , les projections orthogonalesPF (g) etPG(g) deg surF etG.

Exercice 6.33 (Projection orthogonale dansL2) Corrigé 125 page 424
On poseL2 = L2

R(R,B(R), λ) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pourα, β ∈ R donnés,α < β,
C = {f ∈ L2; α ≤ f ≤ β p.p.}.

1. Montrer queC est vide si et seulement siαβ > 0.

2. On suppose maintenant queαβ ≤ 0. Montrer queC est une partie convexe fermée non vide deL2. Soitf ∈ L2,
montrer quePCf(x) = max{min{f(x), β}, α} pour presque toutx ∈ R. (PCf désigne la projection def sur
C.)

Exercice 6.34Corrigé 126 page 425
Soit (E, T,m) un espace mesuré, etLp = LpR(E, T,m).

1. On suppose ici qu’ il existeA etB ∈ T t.q.A ∩B = ∅, et0 < m(B) < +∞, 0 < m(A) < +∞. Montrer que
Lp est un Hilbert si et seulement sip = 2. [On pourra utiliser l’identité du parallèlogramme avec des fonctions
deLp bien choisies.]

2. Montrer que pourm = δ0 (mesure de Dirac en0), LpR(R,B(R),m) est un Hilbert pour toutp ∈ [1,+∞].

Exercice 6.35 (Espacel2) Corrigé 127 page 426
On notem la mesure du dénombrement surP(N), c’est-à-direm(A) = card(A) siA est fini etm(A) = ∞ siA
n’est pas fini.

On notel2 = L2
R(N,P(N),m).

1. Montrer que chaque élément del2 ne contient qu’un seul élément de l’espaceL2
R(N, P(N), m).

2. Montrer que l’inégalité de Cauchy-Schwarz surl2 donne :

(
∑

n∈N

anbn)
2 ≤

∑

n∈N

a2
n

∑

n∈N

b2n

pour toutes suites(an)n∈N, (bn)n∈N ⊂ R+ t.q.
∑
n∈N a

2
n <∞ et

∑
n∈N b

2
n <∞.

3. Soitϕ : N⋆ → N⋆, bijective. Montrer que
∑

n∈N⋆

ϕ(n)
n2 = ∞. [On pourra commencer par montrer que∑n

p=1
1

ϕ(p) ≤∑n
p=1

1
p pour toutn ∈ N⋆ puis utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.]

Exercice 6.36 (Isométrie d’un espace de Hilbert avecl2) Corrigé 128 page 427
SoitH un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable.Soit {en, n ∈ N} une base hilbertienne deH
(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pouru ∈ H , on définitau ∈ l2 (l2 est défini à l’exercice 6.35) parau(n) = (u/en)H , pour toutn ∈ N. (On
montrera tout d’abord queau est bien un élément del2.)

Montrer que l’applicationA : u 7→ au (est linéaire et) est une isométrie deH dansl2, c’est-à-dire que‖au‖l2 =
‖u‖H pour toutu ∈ H .

Montrer queA est bijective (il faut donc montrer que, pour touta ∈ l2, il existeu ∈ H t.q.a = au).
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Exercice 6.37 (Tribu et partition, suite et fin)
Cet exercice est la suite de l’exercice 3.37. Soit(Ω,A, P ) un espace de probabilité eta une partition deΩ On note
τ(a) la tribu engendrée para (voir l’exercice 3.37). On suppose que la partitiona est mesurable, c’est-à-dire que
ses atomes sont des éléments deA (on a doncτ(a) ⊂ A).

Donner une base hilbertienne deL2(Ω, τ(a), P ) construite à partir des atomes dea.

En déduire l’expression de la projection orthogonale d’unevariable aléatoireX appartenant àL2(Ω,A, P ) sur le
sous espaceL2(Ω, τ(a), P ).

Exercice 6.38 (Convergence p.s. et borneL2 donne convergenceL1) Corrigé 129 page 428
Cet exercice reprend l’exercice 6.19 (pourq = 2 etp = 1) avec les termes probabilites et une méthode légèrement
différente. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N une suite de v.a.r.. On suppose
– Xn → 0 p.s., quandn→ ∞.
– E(X2

n) ≤ 1, pour toutn ∈ N.

1. Soitε > 0. Montrer queE(|Xn|) ≤ ε+
√
P (|Xn| > ε) pour toutn ∈ N.

2. Montrer queXn → 0 dansL1
R(Ω,A, P ).

3. Montrer, en donnant un exemple, que les hypothèses données au début de l’exercice n’entrainent pas les hypo-
thèses du théorème de convergence dominée.

Exercice 6.39 (Orthogonalité et v.a.r. indépendantes)
Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose queXn est de carré
intégrable pour toutn ∈ N et que(Xn/Xm)2 = 0 si n 6= m (On noteL2 l’espaceL2

R(Ω,A, p) et (·/·)2 le produit
scalaire dansL2). On suppose enfin que

∑∞
n=0 Var(Xn) < +∞.

1. Montrer qu’il existe au plus un entiern ≥ 0 t.q.E(Xn) 6= 0.

2. Montrer que la série
∑∞

n=0Xn est convergente dansL2.

Exercice 6.40 (Identités de Wald)Corrigé 130 page 428
Cet exercice est la suite de l’exercice 4.49. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r.i.i.d. etN
une v.a. à valeurs dansN⋆. On poseSN = X1+. . .+XN (c’est-à-dire que, pourω ∈ Ω,SN (ω) =

∑N(ω)
n=1 Xn(ω)).

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r.N,X1, . . . , Xn, . . . sont indépendantes. On suppose aussi queN
etX1 sont de carré intégrable. Montrer queSN est de carré intégrable et calculer sa variance en utilisantles
variances deN etX1.

2. On suppose maintenant que{N = n} ∈ σ(X1, . . . , Xn) pour toutn ∈ N⋆ (où σ(X1, . . . , Xn) est la tribu
engendrée parX1, . . . , Xn) et queE(X1) = 0. On suppose aussi queN etX1 sont de carré intégrable. Montrer
queSN est de carré intégrable et calculer sa variance en utilisantles variances deN etX1. [On pourra écrire
SN =

∑
n∈N⋆ 1{n≤N}Xn et utiliser l’exercice 6.24.]

N.B. : Le casE(X1) 6= 0 peut aussi être traité. Il se ramène au casE(X1) = 0 en considérantYn = Xn −
E(Xn).

6.5.3 Théorème de Radon-Nikodym et Dualité dansLp

Exercice 6.41 (Fonctions absolument continues)Corrigé (partiel) 131 page 429
Soit−∞ < a < b < +∞. On admet les 2 résultats suivant :
– Toute fonction monotone définie sur[a, b], à valeurs dansR, est dérivable en presque tout point de]a, b[.
– Soitf ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ). Pourx ∈ [a, b], on poseF (x) =
∫
f1]a,x[dλ. La fonctionF est alors dérivable

en presque tout point de]a, b[ et on aF ′ = f p.p..
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1. (Fonctions monotones.) Soitf une fonction monotone croissante définie sur[a, b] et à valeurs dansR.

(a) Montrer quef ′ ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que

∫
f ′1]a,b[dλ ≤ f(b) − f(a).

[On pourra poserf(x) = f(b) pour x > b, considérerfn(x) = n(f(x + 1
n ) − f(x)) et remarquer que

fn → f ′ p.p. sur]a, b[.]

(b) Donner un exemple pour lequel l’inégalité de la questionprécédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequelf est continue. . . )

2. (Fonctions absolument continues.)
Une fonction définie sur[a, b] et à valeurs dansR est diteabsolument continuesi pour toutε > 0 il existeδ > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux à deux disjoints(]ak, bk[)1≤k≤n dont la somme des longueurs
est inférieure àδ, on a

∑n
k=1 |f(bk) − f(ak)| < ε.

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.

(b) Montrer que l’ensemble des fonctions absolument continues sur[a, b] forme un espace vectoriel.

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonctionf définie sur[a, b] (et à valeurs dans
R) est diteà variation bornées’il existeC t.q. pour toute subdivision du segment[a, b], a = x0 < x1 < ... <
xn = b, on ait

∑n
k=1 |f(xk) − f(xk−1)| ≤ C. Pour une fonctionf à variation bornée, on peut définir, pour

a < x ≤ b, V xa [f ] par :

V xa [f ] = sup{
n∑

k=1

|f(xk) − f(xk−1)| , a = x0 < x1 < ... < xn = x, n ∈ N⋆}.

On pose aussiV aa [f ] = 0.

(a) Montrer que toute fonction absolument continue est à variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonctionf (définie sur[a, b] et) absolument continue, la fonctionx 7→ V xa [f ] est absolu-
ment continue sur[a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définiesur[a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de]a, b[).

4. Soit f ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ). Pourx ∈ [a, b], on poseF (x) =

∫
f1]a,x]dλ. Montrer queF absolument

continue.

5. SoitF une fonction absolument continue et monotone croissante de[a, b] dansR. On prolonge cette fonction sur
R en posantF (x) = F (a) six < a etF (x) = F (b) six > b. Une version étendue du théorème de Carathéodory
(cette version étendue est donnée par le théorème 2.5, pour ce résultat il suffit deF continue croissante) donne
l’existence d’une (et une seule) mesuremF surB(R) t.q.mF (]α, β[) = F (β) − F (α) pour toutα, β ∈ R,
α < β.

(a) Montrer quemF est absolument continue par rapport àλ. [Utiliser la régularité deλ et l’absolue continuité
deF .]

(b) Montrer qu’il existeg ∈ L1
R(R,B(R), λ) t.q. F (β) − F (α) =

∫
g1]α,β[dλ, pour toutα, β ∈ R, α < β.

Montrer queg = F ′ p.p. sur]a, b[.
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6. SoitF une fonction absolument continue de[a, b] dansR. Montrer queF est dérivable en presque tout point de
]a, b[, queF ′ ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que pour toutx ∈ [a, b] on a

F (x) − F (a) =

∫
F ′1]a,x[dλ.

Exercice 6.42 (Décomposition d’une mesure)Corrigé 133 page 434
Soit d > 1 etm une mesure sur les boréliens deRd. On suppose quem(Rd) < +∞. On noteB(Rd) l’ensemble
des boréliens deRd etλd la mesure de Lebesgue surB(Rd). On pose

α = sup{m(C), C ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0},

1. Montrer qu’il existeC ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0 etα = m(C).

SoitC ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0 etα = m(C).
PourA ∈ B(Rd), on poseν(A) = m(A ∩ C) etµ(A) = m(A ∩Cc).

2. Montrer queµ etν sont des mesures surB(Rd) et queν est étrangère àλd.

3. Montrer queµ est absolument continue par rapport aλd. En déduire qu’il existe une fonctionf borélienne de
Rd dansR+ t.q.m = fλd + ν.

Exercice 6.43 (DualitéL1-L∞ par “Radon-Nikodym") Corrigé 132 page 432
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini etT ∈ (L1

R(E, T,m))′. On suppose queT est positive, c’est à dire que, pour
f ∈ L1

R(E, T,m), f ≥ 0 p.p. impliqueT (f) ≥ 0.

1. PourA ∈ T , on poseµ(A) = T (1A). Montrer queµ est bien définie et queµ est une mesure finie surT .

2. En utilisant le théorème de Radon-Nikodym, montrer qu’ilexisteg ∈ M+ t.q. T (1A) =
∫
g1Adm pour tout

A ∈ T .

3. Montrer queg ∈ L∞
R (E, T,m) (plus précisément, il existeh ∈ L∞

R (E, T,m) t.q. h = g p.p.). [On pourra
montrer que‖g‖∞ ≤ ‖T ‖(L1)′ en choissisant bienA dans la formule trouvée à la question précédente.]

4. Montrer queT (f) =
∫
gfdm pour toutf ∈ L1

R(E, T,m).

Exercice 6.44 (DualitéLp-Lq pour p < 2) Corrigé 134 page 435
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ−fini et 1 ≤ p < 2. On poseq = p/(p−1) et on noteLr l’espaceLrR(E, T,m)
(pourr = p, r = q etr = 2). SoitT ∈ (Lp)′.

1. On considére d’abord le cas oùm(E) < +∞.

(a) Montrer queL2 ⊂ Lp et que l’injection canonique deL2 dansLp est continue.

(b) Montrer qu’il existeg ∈ L2 t.q.T (f) =
∫
fgdm pour toutf ∈ L2.

(c) Montrer que la fonctiong, trouvée à la question précédente, appartient àLq [distinguer les casp > 1 etp = 1.
Dans le casp > 1, on pourra considérer les fonctionsfn = |g|(q−2)g1{|g|≤n}. Dans le casp = 1, prendre
f = sgn(g)1A oùA = {|g| > ‖T ‖(Lp)′}.]

(d) Si f ∈ Lp, montrer quefn = f1{|f |≤n} ∈ L2. En déduire que il existeg ∈ Lq t.q. T (f) =
∫
fgdm, pour

toutf ∈ Lp.

2. On considére maintenant le cas oùm(E) = +∞. Commem estσ-finie, on peut écrireE = ∪n∈NAn, avec
An ⊂ An+1 etm(An) < +∞. On noteTn = {A ∈ T ,A ⊂ An},mn = m|Tn

etLr(mn) = LrR(An, Tn,mn)
(r = p ou q).
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(a) Soitn ∈ N. Pourf ∈ Lp(mn), on poseTn(f) = T (f̃) avecf̃ = f p.p. surAn et f̃ = 0 p.p. sur(An)c.
Montrer queTn ∈ (Lp(mn))

′ et qu’il existegn ∈ Lq(mn) t.q. :

Tn(f) =

∫
fgndmn, ∀f ∈ Lp(mn).

On utilise(gn)n∈N dans les questions suivantes.

(b) Montrer que sim ≥ n, gn = gm p.p. surAn.

(c) On définitg : E → R parg = gn surAn.

i. Montrer queg ∈ Lq(E). (Distinguer les casq < +∞ etq = +∞.)

ii. Montrer queT (f) =
∫
fgdm, pour toutf ∈ Lp.

Exercice 6.45 (DualitéLp − Lq)
Lorsquep < 2, on propose d’étudier la démonstration suivante de la dualitéLp − Lq : soitT ∈ (Lp)′ ;

1. On considére d’abord le cas oùm(E) < +∞ :

(a) Montrer queL2 ⊂ Lp et que l’injection canonique deL2 dansLp est continue.

(b) En déduire que il existeg ∈ L2 t.q.T (f) =

∫
fgdm, ∀ f ∈ L2.

(c) Montrer queg ∈ Lq (distinguer les casp > 1 etp = 1. Dans le casp > 1, on pourra considérer les fonctions
fn = |g|(q−2)g1{|g|≤n}. Dans le casp = 1, prendref = sgn(g)1A oùA = {|g| > ‖T ‖(Lp)′}.

(d) Sif ∈ Lp, montrer quefn = f1{|f |≤n} ∈ L2. En déduire que il existeg ∈ Lq t.q.T (f) =

∫
fgdm, ∀ f ∈

Lp.

2. On considére maintenant le cas oùm(E) = +∞. Commem estσ-finie, on peut écrireE = ∪n∈NAn, avec
An ⊂ An+1 etm(An) < +∞.

(a) An fixé, définir à partir deT une application linéaire continue surLp(An), notéeTn t.q. il existegn ∈ Lq(An)
vérifiant

Tn(f) =

∫

An

fgdm, pour toutf ∈ Lp(An).

(b) Montrer que sim ≥ n, gn = gm pp surAn.

(c) On définitg : E → R parg = gn surAn.
(i) Montrer queg ∈ Lq(E). (Distinguer les casq < +∞ et q = +∞.)

(ii) Montrer queT (f) =

∫
fgdm, ∀ f ∈ Lp.

Exercice 6.46 (Démonstration du théorème de dualitéLp − Lq)
Soient(E, T,m) un espace mesuréσ-fini : il existe une famille dénombrable(An)n∈N d’ensemblesAn qu’on peut

prendre disjoints deux à deux tels quem(An) < +∞ etE =
⋃

n∈N
An. Soientp ∈ [1,+∞[ etT une forme linéaire

continue surLpR(E, T,m) = Lp.

Partie 1. (Rappel du cours.) On considère d’abord le casp = 2, montrer qu’il existe un uniqueg ∈ L2 t.q.

T (f) =

∫
fgdm, ∀ f ∈ L2.

Partie 2. On s’intéresse maintenant au casp ∈ [1, 2]
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1. Soitψ, une fonction mesurable deE dansR. Montrer que siψ ∈ Lr, oùr =
2p

2 − p
, alors, pour toute fonction

f deL2, la fonctionfψ est dansLp.

Montrer qu’il existe une fonctionψ ∈ Lr de la forme :ψ =
∑

n∈N

αn1An
, αn > 0.

Dans toute la suite,ψ désignera une fonction particulière de la forme précédente.

2. Déduire des questions précédentes l’existence d’une unique fonctionG ∈ L2 t.q., pour toute fonctionf deLp

t.q.
f

ψ
∈ L2, on aT (f) =

∫
f
G

ψ
dm.

3. Soientp ∈]1, 2[, etq tel que
1

p
+

1

q
= 1 ; on définit les fonctionsfn, deE dansR, par :

fn = |g|(q−2)g1{|g|≤n}1Bn
oùg =

G

ψ
etBn =

n⋃

p=1

Ap. (6.48)

(a) Montrer que :∀ n ∈ N,
fn
ψ

∈ L2.

(b) En déduire queg =
G

ψ
∈ Lq. [Il est fortement conseillé d’utiliser la continuité deT deLp dansR.]

4. Soientp = 1 etf ∈ L1. On définit :fn = sgn(g)1A1Bn
oùA = {|g| > ‖T ‖(Lp)′}.

(a) Montrer que :∀ n ∈ N,
fn
ψ

∈ L2.

(b) En déduire quem(A ∩Bn) = 0, ∀n ∈ N, et queg (=
G

ψ
) ∈ L∞.

5. Soientp ∈ [1, 2[ et f ∈ Lp, on définitfn = f1{|f |≤n}1Bn
. Montrer que

fn
ψ

∈ L2 et quefn tend versf dans

Lp. En déduire que il existeg ∈ Lq t.q.T (f) =

∫
fgdm, ∀ f ∈ Lp.

Partie 3. On s’intéresse maintenant au casp > 2, et on suppose ici queT ≥ 0, i.e.T (f) ≥ 0 pour toute fonction

f ≥ 0 p.p. Soitq tel que
1

p
+

1

q
= 1.

1. On suppose dans cette question que la forme linéaireT est, de plus, continue pour la norme‖.‖L1.

(a) Montrer qu’il existeg ∈ L∞ t.q.T (f) =

∫
fgdm pour toute fonctionf ∈ L1 ∩ Lp.

(b) Montrer queg ∈ Lq. [On pourra utiliser un raisonnement similaire à celui de la question 3 de la partie 2].

(c) En déduire qu’il existeg ∈ Lq t.q.T (f) =

∫
fgdm pour toute fonctionf ∈ Lp et que‖g‖Lq = ‖T ‖(Lp)′ .

[On pourra utiliser un raisonnement similaire à celui de la question 5 de la partie 2].
2. On suppose ici qu’il existe une suite(Tn)n∈N de formes linéaires surLp vérifiant les quatre propriétés suivantes :

∀ f ∈ Lp; f ≥ 0, 0 ≤ Tn(f) ≤ T (f) (6.49)

∀ f ∈ Lp; f ≥ 0, Tn(f) ≤ Tn+1(f) (6.50)

∀ f ∈ Lp; f ≥ 0, Tn(f) ≤ n

∫
fdm (6.51)

∀ f ∈ Lp; f ≥ 0, Tn(f) converge versT (f) lorsquen tend vers+ ∞. (6.52)
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(a) Montrer que, pour toutn ∈ N, il existegn ∈ Lq tel queTn(f) =

∫
gnfdm, pour toutf ∈ Lp. Montrer que

‖gn‖Lq ≤ ‖T ‖(Lp)′

(b) Montrer que, pour toutn ∈ N, 0 ≤ gn ≤ n p.p. etgn ≤ gn+1 p.p..

(c) Montrer qu’il existeg ∈ Lq t.q.T (f) =

∫
gfdm, pour toute fonctionf ∈ Lp.

3. SoitTn l’application deLp dansR définie par :

Si f ∈ Lp etf ≥ 0, Tn(f) = inf
ϕ∈Lp,0≤ϕ≤f

(
T (ϕ) + n

∫
(f − ϕ)dm

)
,

si f ∈ Lp est quelconque, Tn(f) = Tn(f
+) − Tn(f

−)

Montrer queTn vérifie les propriétés(1) à (4).

4. Montrer queTn est linéaire .

5. En déduire que, pour toute forme linéaire continue positiveT surLp, il existe une fonctiong deLq t.q.T (f) =∫
fgdm.

6. Montrer que, pour toute forme linéaire continueT surLp, il existe une fonctiong deLq t.q.T (f) =

∫
fgdm.

[DécomposerT en une partie positive et une partie négative].

6.5.4 Convergence faible, faible-⋆, étroite, en loi. . .

Exercice 6.47Corrigé 135 page 438
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L2 = L2(E, T,m) et f ∈ L2 t.q. la suite(fn)n∈N tende faible-
ment versf dansL2, c’est-à-dire :

∫
fnϕdm→

∫
fϕdm pour toute fonctionϕ ∈ L2.

1. Montrer que‖f‖2 ≤ lim infn→+∞ ‖fn‖2.

2. On suppose de plus que‖fn‖2 → ‖f‖2 lorsquen→ +∞. Montrer que la suite(fn)n∈N tend versf dansL2.

Exercice 6.48 (Convergence faible)Corrigé 136 page 439
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ−fini. Pour1 ≤ r ≤ ∞, on noteLr l’espaceLrR(E, T,m). Soit1 ≤ p < ∞ et
q = p/(p− 1). Soit(fn)n∈N ⊂ Lp etf ∈ Lp.

1. Montrer quefn → f faiblement dansLp quandn→ ∞ (voir la dénition 6.17) si et seulement si
∫
fngdm→

∫
fgdm, ∀g ∈ Lq. (6.53)

2. Montrer que‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p si fn → f faiblement dansLp, quandn→ ∞. [Utiliser (6.53) avec un
choix convenable deg.]
On suppose dans les questions suivantes (questions3 à7) que :

m(E) <∞, fn → f p.p., ∃C t.q.‖fn‖p ≤ C, ∀n ∈ N. (6.54)

3. On suppose, dans cette question, quep > 1.

(a) SoitN ∈ N etg ∈ Lq t.q. g = 0 p.p. surEcN avecEN = ∩n≥N{x ∈ E; |fn(x) − f(x)| ≤ 1}. Montrer que∫
fngdm→

∫
fgdm, quandn→ ∞.
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(b) Montrer quefn → f faiblement dansLp. [Pourg ∈ Lq, introduiregN = g1EN
.]

(c) Donner un exemple avec(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) pour lequelfn 6→ f dansLp.

4. On suppose, dans cette question, quep = 1. Montrer que‖f‖1 ≤ lim infn→∞ ‖fn‖1. Donner un exemple avec
(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) pour lequelfn 6→ f faiblement dansL1, quandn→ ∞.

5. On suppose, dans cette question, quep > 1 et on prend1 ≤ r < p. Montrer quefn → f dansLr, quand
n→ ∞. [On pourra, par exemple, utiliser le théorème de Vitali pour la suite(gn)n∈N avecgn = |fn − f |r.]

6. Pour cette question, on retire dans (6.54) l’hypothèsem(E) <∞ et on suppose quep > 1. Montrer quefn → f
faiblement dansLp.

7. Dans cette question, on conserve l’hypothèse (6.54) maison ne suppose plus quef ∈ Lp. Montrer quef
appartient nécessairement àLp.

8. On prend maintenant(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et on définitfn, pourn ∈ N par fn = 1 p.p. sur
]2k/n, (2k+ 1)/n[ pourk ∈ N, (2k+ 1)/n ≤ 1 etfn = −1 p.p. sur]2k− 1/n, 2k/n[ pourk ∈ N⋆, 2k/n ≤ 1.
Montrer quefn → 0 faiblement dansLp, pour tout1 ≤ p < ∞. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0, 1],R) dansL1.]

Exercice 6.49 Soit (fn)n∈N la suite de fonctions de]0, 1[ dansR définie parfn(x) = (n− n2x)+. On noteλ la
mesure de Lebesgue sur la tribuB(R) des boréliens de]0, 1[, etLp = LpR(]0, 1[,B(R), λ) pourp ∈ [1,+∞].

1. Montrer que la suite(fn)n∈N est bornée dansL1.

2. Montrer que la suite(fn)n∈N n’est pas bornée dansLp pourp > 1.

3. Y-a-t’il convergence simple, convergence p.p., convergence uniforme, convergence en mesure, convergence dans
Lp (p ∈ [1,+∞]) de la suite(fn)n∈N (justifier vos réponses...) ?

4. Montrer que pour toute fonctionϕ ∈ C([0, 1],R), on a
∫
fnϕdλ → ϕ(0). En déduire que la suite(fn)n∈N

ne converge pas faiblement dansL1 (utiliser le fait que la mesure de Dirac n’est pas une mesure de densité, cf
exercice 5.2).

Exercice 6.50 Soient(E, T,m) un espace mesuré t.q.m(E) < +∞, et(fn)n∈N une suite deL2 = L2(E, T,m)
t.q. :

(i) la suite(‖fn‖2)n∈N est bornée,

(ii) fn → f

∫
fngdm→

∫
fgdm quandn→ +∞.

1. Montrer quef ∈ L2 et‖f‖2 ≤ sup
n≥1

‖fn‖2.

2. Soitε > 0, on noteBn = {x ∈ E; |f(x) − fn(x)| > ε}. Montrer quem(Bn) → 0 lorsquen → +∞. [On

pourra introduireAp =
⋃

n≥p
Bn et montrer quem(Ap) → 0 quandp→ +∞.]

3. Montrer quefn → f dansL1 quandn→ +∞.
[On pourra écrire

∫
|fn − f |dm =

∫
|fn−f |>ε |fn − f |dm +

∫
|fn−f |≤ε |fn − f |dm.]

4. Montrer, en donnant un exemple, quefn peut ne pas converger dansL2, quandn→ +∞.

5. Montrer que, pour toutg ∈ L2, on a :
∫
fng dm→

∫
fg dm quandn→ +∞ (6.55)

(on dit quefn → f “faiblement" dansL2). [Décomposer
∫

(f − fn)gdm de manière semblable à la question

3.]
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Exercice 6.51 Soient(E, T,m) un espace mesuré t.q.m(E) < +∞ et p ∈ [1,+∞]. Pourr ∈ [1,+∞], on note
Lr = LrR(E, T,m) et‖.‖r la norme usuelle surLr. Soit(fn)n∈N ⊂ Lp, t.q. :

(i) la suite(‖fn‖p)n∈N est bornée,

(ii) fn → f pp quandn→ +∞.

1. Montrer quef ∈ Lp et‖f‖p ≤ sup
n≥1

‖fn‖p.

2. On suppose (dans cette question seulement) quep > 1. Soit r ∈ [1, p[, montrer quefn → f dansLr quand
n→ +∞.

3. Soitq le conjugué dep (i.e. tel que1
p + 1

q = 1), montrer que, pour toutg ∈ Lq, on a :

∫
fng dm→

∫
fg dm quandn→ +∞.

Peut-on dire quefn → f “faiblement" dansLp ?

Exercice 6.52 (Convergence forte contre convergence faible)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Pourr ∈ [1,+∞], on noteLr l’espaceLrR(E, T,m).

Soitp ∈ [1,∞[ et q l’exposant conjugué dep. Soit(un)n∈N ⊂ Lp, u ∈ Lp, (vn)n∈N ⊂ Lq etv ∈ Lq.

1. On suppose queun → u faiblement dansLp et vn → v dansLq, quandn→ ∞. Montrer queunvn → uv
faiblement dansL1, quandn→ ∞.

2. On suppose quep = 1, un → u faiblement dansL1, vn → v p.p., quandn→ ∞, et qu’il existeC ∈ R t.q.,
pour toutn ∈ N, vn ≤ C p.p.. Montrer queunvn → uv faiblement dansL1, quandn→ ∞.

Exercice 6.53 (Convergence faible et non linéarité)Corrigé 137 page 442
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[, parLp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et par
Lp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

1. (Unicité de la limite faible). Soit(un)n∈N ⊂ L1 et u, v ∈ L1. On suppose queun → u faiblement dansL1,
quandn → ∞, (c’est-à-dire queT (un) → T (u) pour toute applicationT linéaire continue deL1 dansR) et
queun → v faiblement dansL1.

(a) Montrer que
∫
(u− v)φdλ = 0, pour toutφ ∈ L∞.

(b) Montrer queu = v p.p.. [Choisir convenablementφ dans l’égalité précécente.]

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit(vn)n∈N ⊂ L∞ et v ∈ L∞. On suppose qu’il existeC > 0
t.q.‖vn‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et quevn → v p.p., quandn→ ∞.

(a) Montrer quevn → v dansLp, quandn→ ∞, pour tout1 ≤ p <∞.

(b) Donner un exemple pour lequelvn 6→ v dansL∞.

(c) Soit(un)n∈N ⊂ L1 etu ∈ L1. On suppose que‖un‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et queun → u faiblement dans
L1, quandn→ ∞. Montrer que

∫
unvndλ→

∫
uvdλ, quandn→ ∞. [Ecrirevn = v + (vn − v).]

On se donne maintenant une fonctionϕ ∈ C(R,R).

3. Soitu ∈ L∞. Montrer queϕ ◦ u ∈ L∞.
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4. Soitu ∈ L∞ etv, w ∈ u. Montrer que{h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ v p.p.} = {h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ w p.p.}.

Grâce aux 2 questions précédentes, pouru ∈ L∞, on pose, siv ∈ u :
ϕ(u) = {h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ v p.p.}, de sorte queϕ(u) ∈ L∞.

On se donne maintenant(un)n∈N ⊂ L∞. On suppose qu’il existeC > 0 t.q. ‖un‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et
qu’il existeu ∈ L1 etf : ]0, 1[→ R t.q. :
– un → u faiblement dansL1, quandn→ ∞,
– ϕ(un) → f p.p., quandn→ ∞.

Le but de l’exercice est de comparerf etϕ(u).

5. Montrer que|
∫
u1Adλ| ≤ Cλ(A) pour toutA ∈ B(]0, 1[). Montrer queu ∈ L∞ que‖u‖∞ ≤ C.

6. On suppose, dans cette question, queϕ est affine (c’est-à-dire qu’il existeα, β ∈ R t.q.ϕ(s) = αs + β pour
touts ∈ R). Montrer quef = ϕ(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

7. On suppose, dans cette question, queϕ est injective. Montrer qu’il existev ∈ L∞ t.q. un → v p.p. quand
n→ ∞. En déduire quev = u etf = ϕ(u) p.p..

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, queϕ est croissante.

(a) Soitv ∈ L∞. Montrer que
∫

(f − ϕ(v))(u − v)dλ ≥ 0. [Utiliser la croissance deϕ et la question 2 (c).]

(b) Soitw ∈ L∞. Montrer que
∫
(f − ϕ(u))wdλ ≤ 0. [Utiliser la question précédente avecv = u+ (1/n)w.]

(c) Montrer quef = ϕ(u) p.p..

9. On définitun, pourn ∈ N, parun = 1 p.p. sur]2k/2n, (2k+ 1)/2n[ pourk ∈ {0, . . . , n− 1}, etun = −1 p.p.
sur]2k − 1/2n, 2k/2n[ pourk ∈ {1, . . . , n}.

(a) Montrer que
∫
unφdλ→ 0, quandn→ ∞, pour toutφ ∈ C([0, 1],R).

(b) Montrer queun → 0 faiblement dansL1, quandn → ∞. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0, 1],R) dansL1.] Montrer queun 6→ 0 dansL1, quandn→ ∞.

(c) Donner un exemple de fonctionϕ ∈ C(R,R) pour lequelϕ(un) → f p.p. etf 6= ϕ(0) p.p.. (et doncϕ n’est
pas croissante et n’est pas injective).

(d) Donner un exemple de fonctionϕ ∈ C(R,R) croissante pour lequelϕ(un) → f p.p. (et doncf = ϕ(0) p.p.,
par la question 8, etϕ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

Exercice 6.54 (Convergences faible et forte dansL1) Corrigé 138 page 447
Soit (X,T,m) un espace mesuré fini. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(X,T, m). Soit (fn)n∈N ⊂ L1,
f ∈ L1 etC ∈ R. On suppose que
– fn → f faiblement dansL1, quandn→ ∞ (c’est-à-dire que

∫
fngdm→

∫
fgdm pour toutg ∈ L∞).

– Pour toutn ∈ N, fn ≥ C p.p..

1. Montrer quef ≥ C p.p..

2. On suppose maintenant quef = C p.p..
Montrer quefn → f dansL1 (c’est-à-direlimn→∞ ‖fn − f‖1 = 0).

Exercice 6.55 (Convergence étroite de mesures)Corrigé 139 page 448
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Soit (mn)n∈N une suite de mesures finies surB(R) (on rappelle que “mn finie" signifie que “mn(R) <∞") etm
une mesure finie surB(R). On rappelle queCb(R,R) ⊂ L1

R(R,B(R),mn), pour toutn ∈ N, et queCb(R,R) ⊂
L1

R(R,B(R),m).

On suppose que : ∫
gdmn →

∫
gdm, pour toutg ∈ Cb(R,R).

Soit f ∈ C(R,R). On ne suppose pas quef est bornée, mais on suppose quef ∈ L1
R(R,B(R),mn) pour tout

n ∈ N.

1. On poseα = supn∈N mn(R). Montrer queα <∞.

2. On suppose, dans cette question, que :

β = sup
n∈N

∫
|f |2dmn <∞.

(a) Soitϕ une fonction continue deR dansR, à support compact et t.q.0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 pour toutx ∈ R. Montrer
qu’il existeC ∈ R, ne dépendant que deα etβ (définis ci dessus), t.q. :

∫
|f |ϕdm ≤ C.

(b) Montrer quef ∈ L1
R(R,B(R),m)

(c) Montrer que
∫
fdmn →

∫
fdm, quandn→ ∞.

3. On ne suppose plus quesup
n∈N

∫
|f |2dmn <∞.

Montrer (en choississant convenablement(mn)n∈N,m etf ) que l’on peut avoirf 6∈ L1
R(R,B(R),m).

Exercice 6.56 (Convergence faible et convexité)Corrigé 140 page 450
Dans cet exercice(E, T,m) est un espace mesuré et on suppose que la mesurem estσ−finie.. Pour tout1 ≤ r ≤
∞, on noteLr l’espaceLr(E, T,m) (etLr l’espaceLr(E, T,m)). Soit1 ≤ p <∞, (un)n∈N une suite bornée de
Lp etu ∈ Lp t.q.un → u faiblement dansLp quandn→ ∞ (on rappelle que ceci signifieT (un) → T (u), quand
n→ ∞, pour toutT dans(Lp)′, c’est-à-dire dans le dual topologique deLp).

1. On poser = p/(p− 1) si p > 1 etr = ∞, si p = 1. Montrer que, pour toutv ∈ Lr :
∫
unvdm →

∫
uvdm.

Soitϕ ∈ C1(R,R). On suppose queϕ est strictement convexe (ce qui est équivalent à dire queϕ′ est strictement
croissante).

2. Soita ∈ R. Pourx ∈ R, on poseha(x) = ϕ(x) − ϕ(a) − ϕ′(a)(x − a).

(a) Montrer queha(x) > 0 si x 6= a.

(b) Montrer queha est décroissante sur] −∞, a[ et croissante sur]a,∞(.
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Soit 1 ≤ q < ∞. On suppose maintenant que la suite(ϕ(un))n∈N est bornée dansLq et qu’elle converge
faiblement dansLq, quandn→ ∞, vers une (classe de) fonction(s)ϕ ∈ Lq.

Précision de notation : On choisit un représentant pourun. On désigne alors parϕ(un) la fonction (deE dans
R) x 7→ ϕ(un(x)). Cette fonction est supposée être dansLq et on l’identifie, comme d’habitude, avec l’élément
deLq qu’elle représente.

Pourn ∈ N, on posefn = [ϕ(un) − ϕ(u) − ϕ′(u)(un − u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définirfn, on choisit un représentant pouru. On désigne alors parϕ(u) et
ϕ′(u) les fonctionsx 7→ ϕ(u(x)) etx 7→ ϕ′(u(x)).

3. Soitk ∈ R⋆+ etB ∈ T t.q.m(B) <∞. On poseAk = {|u| ≤ k} (c’est-à-direAk = {x ∈ E t.q. |u(x)| ≤ k}.

Montrer que
∫
fn1Ak

1Bdm →
∫

(ϕ− ϕ(u))1Ak
1Bdm, quandn→ ∞.

4. Montrerϕ ≥ ϕ(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]

On suppose maintenant queϕ = ϕ(u) p.p..

5. SoitB ∈ T t.q. m(B) < ∞, k ∈ R⋆+ et Ak = {|u| ≤ k}. Montrer que(fn)n∈N admet une sous suite
convergeant p.p. vers0 surAk ∩B.

6. (Question plus difficile.) Montrer que(fn)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. vers0 surE. [Utiliser le
fait que la mesurem estσ−finie et un “procédé diagonal".]

7. Soitx ∈ E t.q. fn(x) → 0, montrer queun(x) → u(x). [Soit b ∈ R, limite d’une sous suite de la suite
(un(x))n∈N. Utiliser la question 2 pour montrer queb = u(x).]

8. Montrer que(un)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. versu.

9. On suppose ici quep > 1. Montrer queun1B → u1B dansLr pour toutr ∈ [1, p[ et toutB ∈ T t.q.m(B) <∞.
[Utiliser l’exercice 6.19.]

10. En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ) et ϕ(s) = s2, donner un exemple pour lequelun 6→ u p.p. surE
(toutefois, d’après la question 8,(un)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. versu).

Exercice 6.57 (Produit de convergences faibles)Corrigé 141 page 453
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(E, T, m). Soitα, β > 0. Pour
a ∈ R+, on définitψa deR+ dansR parψa(t) = (tα − aα)(tβ − aβ).

1. Soita ∈ R+. Montrer queψa(t) > 0 pour toutt ∈ R+, t 6= a.

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions positives appartenant àL∞ et lα, lβ, lα+β ∈ L∞. On suppose que la suite
(fn)n∈N est bornée dansL∞ et quefγn → lγ ⋆-faiblement dansL∞, quandn→ ∞, pourγ = α, γ = β et
γ = α+ β.

On rappelle quefγn → lγ ⋆-faiblement dansL∞ signifie que
∫
fγnϕdm →

∫
lγϕdm, quandn→ ∞, pour tout

ϕ ∈ L1.

2. Soitϕ ∈ L1 t.q.ϕ ≥ 0 p.p.. Montrer que
∫
laϕdm ≥ 0.

3. Montrer quelα ≥ 0 p.p..

4. Montrer quelα+β ≥ lαlβ p.p.. [On pourra utiliserψa(t) ≥ 0 avect = fn(x) eta = (lα(x))
1
α .]

5. On suppose maintenant quelα+β = lαlβ p.p.. On posef = l
1
α
α etgn = (fαn − fα)(fβn − fβ).

(a) Montrer quegn → 0 dansL1, quandn→ ∞.
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(b) Montrer qu’il existeϕ : N → N strictement croissante t.q.gϕ(n) → 0 p.p., quandn→ ∞. Montrer que
fϕ(n) → f p.p., quandn→ ∞. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer quefn → f dansLq, quandn→ ∞, pour toutq ∈ [1,∞[.

Exercice 6.58 (Produit de convergences faibles (2))Corrigé 142 page 454
Soit(X,T,m) un espace mesuré fini (c’est-à-direm(X) < +∞). On noteL2 l’espaceL2

R(X,T,m). Soit(un)n∈N

et (vn)n∈N deux suites bornées deL2 et u, v ∈ L2. On suppose que les suites(un)n∈N et (vn)n∈N convergent
faiblement dansL2 versu etv. On rappelle que ceci signifie que

lim
n→∞

∫
unw dm =

∫
uw dm et lim

n→∞

∫
vnw dm =

∫
vw dm pour toutw ∈ L2.

1. On suppose, dans cette question seulement, quevn = un p.p., pour toutn ∈ N (et doncu = v p.p.). Montrer
queun → u dansL2 (quandn→ ∞) si et seulement si

∫
u2
ndm→

∫
u2dm (quandn→ ∞).

On suppose pour toute la suite de l’exercice que
∫
unvn dm →

∫
uv dm (quandn→ ∞) et qu’il existe une

fonctionϕ deR dansR t.q.
– ϕ continue et il existeC ∈ R t.q.ϕ(s) ≤ C + C|s| pour touts ∈ R.
– vn = ϕ(un) p.p., pour toutn ∈ N.

2. Soitw ∈ L2, montrer que, quandn→ ∞,
∫

(ϕ(un) − ϕ(w))(un − w) dm →
∫

(v − ϕ(w))(u − w) dm. (6.56)

3. On suppose queϕ est croissante.

(a) Soitw̄ ∈ L2 et t ∈ R. Montrer que
∫

(v − ϕ(u + tw̄))tw̄ dm ≤ 0.

[Utiliser (6.56).] En déduire que
∫
(v − ϕ(u))w̄ dm = 0.

(b) Montrer quev = ϕ(u) p.p..

4. On suppose queϕ strictement croissante. Pourn ∈ N, on poseGn = (ϕ(un) − ϕ(u))(un − u).

(a) Montrer queGn → 0 dansL1 quandn→ ∞ (utiliser (6.56)).

(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite(Gn)n∈N, notée(Gψ(n))n∈N (avecψ strictement croissante de
N dansN) t.q.Gψ(n) → 0 p.p.. En déduire queuψ(n) → u p.p. (utiliser la croissance stricte deϕ).

(c) Montrer queun → u dansLp pour toutp ∈ [1, 2[.

Exercice 6.59 (Convergence faible contre convergence forte)
Soit(E, T,m) un espace mesuré. On suppose quem estσ-finie. Pourr ∈ [1,∞], on noteLr l’espaceLrR(E, T,m)
(etLr est muni de sa norme usuelle). Soitp, q ∈ [1,∞] t.q. 1

p + 1
q = 1. Soit (fn)n∈N une suite bornée deLp et

(ϕn)n∈N une suite bornée deLq.

1. On suppose ici quep ∈ [1,∞[ (et doncq ∈]1,∞]), ϕn → ϕ dansLq, quandn→ ∞, et fn → f faiblement
dansLp, quandn→ ∞ (c’est-à-dire queT (fn) → T (f) pour toute application linéaire continueT deLp dans
R).

(a) Montrer que
∫
fnψdm→

∫
fψdm, pour toutψ ∈ Lq.

(b) Montrer que
∫
fnϕndm →

∫
fϕdm.
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2. On suppose ici quep = ∞ (et doncq = 1),ϕn → ϕ dansL1, quandn→ ∞, etfn → f ⋆−faiblement dansL∞,
quandn→ ∞ (c’est-à-dire que

∫
fnψdm→

∫
fψdm pour toutψ ∈ L1). Montrer que

∫
fnϕndm →

∫
fϕdm.

On suppose pour la suite de l’exercice quep = 1 (et doncq = ∞) etm(E) <∞.

3. Montrer queϕn → ϕ dansL∞, quandn→ ∞, implique :
(p1)ϕn → ϕ p.p. quandn→ ∞.

4. Montrer, en prenant (par exemple)(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) que (p1) n’implique pasϕn → ϕ dans
L∞ quandn→ ∞. [Il faut donc trouver une suite(ϕn)n∈N bornée deL∞ etϕ ∈ L∞ t.q.ϕn → ϕ p.p., quand
n→ ∞, et‖ϕn − ϕ‖∞ 6→ 0, quandn→ ∞.]

On suppose maintenant que la suite(ϕn)n∈N vérifie (p1) et que :
(p2) fn → f faiblement dansL1, quandn→ ∞,

5. Montrer queϕ ∈ L∞ (au sens “il existēϕ ∈ L∞(E, T,m) t.q.ϕ = ϕ̄ p.p."). [On rappelle que la suite(ϕn)n∈N

est, par hypothèse, bornée dansL∞.]

6. On admet que (p2) implique l’équi-intégrabilité de la suite (fn)n∈N, c’est-à-dire :

∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q.A ∈ T, m(A) ≤ δ, n ∈ N ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε.

Montrer que
∫
fnϕndm→

∫
fϕdm. [On pourra utiliser le théorème d’Egorov.]

Exercice 6.60 (Théorème de Dunford-Pettis)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. On noteL1 l’espaceL1

R(E, T, m). Soit(fn)n∈N une suite bornée deL1. On
suppose que la suite(fn)n∈N est équi-intégrable, c’est-à-dire que pour toutε > 0, il existeδ t.q.

A ∈ T, n ∈ N, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε.

Le but de cet exercice est de démontrer que la suite(fn)n∈N admet une sous suite faiblement convergente dansL1.

1. Montrer que pour toutε > 0, il existeM ∈ R t.q., pour toutn ∈ N,
∫

{|fn|≥M}
|fn|dm ≤ ε.

On suppose maintenant, pour les deux questions suivantes, quefn ≥ 0 p.p. pour toutn ∈ N. PourM ∈ N⋆, on
posefn,M = min{fn,M}.

2. SoitM ∈ N⋆. Montrer que la suite(fn,M )n∈N admet une sous suite faiblement convergente dansL1.

3. Montrer qu’il existe une sous suite de la suite(fn)n∈N, encore notée(fn)n∈N, et il existe une suite(gM )M∈N⋆

deL1 t.q., pour toutM ∈ N⋆

fn,M → gM faiblement dansL1 quandn→ ∞.

[Utiliser le procédé diagonal, décrit, par exemple, dans laproposition 8.3.]

(a) Montrer que la suite(gM )M∈N⋆ est convergente dansL1.

(b) On noteg la limite (dansL1) de la suite(gM )M∈N⋆ . Montrer quefn → f faiblement dansL1 quandn→ ∞.

4. On ne suppose que les fonctions sont positives p.p.. Montrer que la suite(fn)n∈N admet une sous suite faible-
ment convergente dansL1.
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Exercice 6.61 (Conv. étroite et mesures des intervalles)Corrigé 143 page 456
Soit (mn)n∈N une suite de mesures surB(R) etm une mesure surB(R). On suppose quemn → m étroitement,
quandn→ ∞, et quem est diffuse (c’est-à-dire quem({x}) = 0 pour toutx ∈ R). Soit I un intervalle deR,
montrer quemn(I) → m(I) quandn→ ∞. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut être
fausse sim n’est pas diffuse.

Exercice 6.62 (Convergence en loi et fonctions de répartition)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N une suite de v.a.r. etX une v.a.r.. On notemn la loi deXn (pour
toutn ∈ N) etm la loi deX .

1. SoitA une partie dense dansR. On suppose, dans cette question, queP ({Xn ≤ a}) → P ({X ≤ a}), quand
n→ ∞, pour touta ∈ A.

(a) Montrer quemn(]a, b]) → m(]a, b]), quandn→ ∞, pour touta, b ∈ A, a < b.

(b) Soitp ∈ N⋆, α1, . . . , αp ∈ R eta0, . . . , ap ∈ A t.q.a0 < . . . < ap. Soitϕ =
∑p

i=1 αi1]ai−1,ai]. Montrer que
∫

R

ϕdmn →
∫

R

ϕdm, quandn→ ∞.

(c) Soitϕ ∈ Cc(R,R). Montrer que
∫

R
ϕdmn →

∫
R
ϕdm.

(d) Déduire de la question précédente queXn → X en loi, quandn→ ∞.

2. On suppose, dans cette question, queXn → X en loi, quandn→ ∞. Poura ∈ R on poseF (a) = P ({X ≤ a})
(c’est donc la fonction de répartition deX). On noteA l’ensemble des points de continuité deF .

(a) Montrer queA est dense dansR.

(b) En partant de la définition de convergence en loi (c’est-à-dire E(ϕ(Xn)) → E(ϕ(X)) pour toutϕ ∈
Cb(R,R)), montrer queP ({Xn ≤ a}) → P ({X ≤ a}) pour touta ∈ A.

(c) Donner un exemple pour lequel, pour touta ∈ N, P ({Xn ≤ a}) 6→ P ({X ≤ a}), quandn→ ∞ (alors que
l’on a toujoursXn → X en loi, quandn→ ∞).

Exercice 6.63 (Convergence en loi)Corrigé 144 page 457
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX une v.a. réelle de loi uniforme sur[−1, 1].

1. Montrer que−X est une v.a. de même loi queX .

2. Donner un exemple de suite(Xn)n∈N de v.a. t.q. :

(a) (Xn)n∈N converge en loi versX ,

(b) (Xn −X)n∈N ne converge pas en loi vers0.

3. Donner un exemple de trois v.a.X,Y, Z t.q.X etY aient la même loi, mais sans queXZ etY Z aient la même
loi.

Exercice 6.64 (Conv. en loi + conv. en probabilité)Corrigé 145 page 458
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité,X une v.a. réelle et(Xn)n∈N, (Yn)n∈N deux suites de v.a. réelles t.q. :

Xn → X en loi,Yn → 0 en probabilité, quandn→ ∞.

Montrer que
Xn + Yn → X en loi, quandn→ ∞.

[On pourra utiliser la convergence vague.]
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Exercice 6.65 (Conv. en loi versus conv. en probabilité)Corrigé 146 page 458
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité,X une v.a. réelle et(Xn)n∈N une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, queXn → X en probabilité, quandn→ ∞. Montrer que :

Xn → X en loi, quandn→ ∞.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague dePXn
versPX .]

2. On suppose qu’il existea ∈ R t.q.X = a p.s.. On suppose aussi queXn → X en loi, quandn→ ∞. Montrer
que :

Xn → X en probabilité, quandn→ ∞.

Exercice 6.66 (ConvergenceL∞-faible, p.p. etL1)
SoitΩ un ouvert borné deR. On noteLp l’espaceLpR(Ω,B(Ω), λ). Pourx ∈ Ω eth > 0, on poseB(x, h) = {y ∈
Ω t.q. |x− y| < h} et on désigne par|B(x, h)| la mesure de Lebesgue deB(x, h). Pourf ∈ L1, x ∈ Ω eth > 0,
on pose

fh(x) =
1

|B(x, h)|

∫

B(x,h)

f(y)dy.

On dit quex est un “point de Lebesgue" def si fh(x) a une limite dansR quandh→ 0.
Si x ∈ Ω, on poseFx = {f ∈ L∞ t.q.x est un point de Lebesgue def}.

1. Soitx ∈ Ω. Pourf ∈ Fx on poseTx(f) = limh→0 fh(x). Montrer queFx est un sous espace vectoriel de
L∞ et queTx est une application linéaire continue deFx, muni de la norme deL∞, dansR. En déduire qu’il
existeT̄x ∈ (L∞)′ t.q. T̄x(f) = Tx(f) pour toutf ∈ Fx. [On pourra utiliser la conséquence du théorème de
Hahn-Banach, rappelée dans la remarque 5.5.]

Pour la suite de cet exercice, on rappelle que, sif ∈ L1, presque tout pointx deΩ est un “point de Lebesgue"
def et on a, pour presque toutx ∈ Ω, limh→0 fh(x) = f(x) (ceci est démontré dans l’exercice 5.18).
Soit(fn)n∈N une suite bornée deL∞ etf ∈ L∞. On suppose quefn → f faiblement dansL∞, quandn→ ∞.

2. Montrer quefn → f p.p..

3. Montrer quefn → f dansL1.

4. Soit1 < p <∞. Montrer quefn → f dansLp.

N.B. : Le même exercice peut se faire avec un ouvert borné deRN (N > 1), notéΩ, etf ∈ L1
R(Ω,B(Ω), λN ) où

λN est la mesure de Lebesgue sur les boréliens deΩ. Cette mesureλN sera définie au chapitre 7.
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Chapitre 7

Produits d’espaces mesurés

7.1 Motivation

Au chapitre 1, on a introduit la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens deR (notéeB(R)), ce qui nous a
permis d’exprimer la notion de longueur d’une partie (borélienne) deR. On peut se poser la question de savoir s’il
existe une mesure sur une tribu convenable deR2 qui exprimerait la notion de surface (et une mesure sur une tribu
convenable deR3 qui exprimerait la notion de volume. . . ).

La question est donc : existe-t-il une mesureλ2 sur une tribu deR2 contenantB(R) × B(R), vérifiant :

λ2(A×B) = λ(A)λ(B), ∀A,B ∈ B(R) ? (7.1)

La tribu T2, sur laquelle on veut définirλ2, doit donc contenirB(R) × B(R). On remarque tout d’abord que
B(R) × B(R) = {A× B,A ∈ B(R), B ∈ B(R)} n’est pas une tribu. En effet,B(R) × B(R) n’est pas stable par
passage au complémentaire ni par union (par contre,B(R) × B(R) est stable par intersection dénombrable). On
définit alorsT2 comme la tribu engendrée parB(R) × B(R), qu’on noteB(R) ⊗ B(R).

On cherche alors une mesureλ2 : T2 → R+ t.q.λ2(A×B) = λ(A)λ(B) pour toutA,B ∈ B(R). On peut montrer
l’existence et l’unicité de la mesureλ2 (voir le théorème 7.1). On peut aussi montrer que la tribuT2 est la tribu
borélienne surR2, c’est-à-dire la tribu engendrée par les ouverts deR2 (voir la proposition 7.1).

Une autre question qu’on abordera dans ce chapitre concernel’intégration des fonctions à plusieurs variables.
Considérons par exemple une fonctionf définie deR2 dansR. Sous quelles hypothèses (faciles à vérifier. . . )
peut-on écrire : ∫ ( ∫

f(x, y)dy
)
dx =

∫ (∫
f(x, y)dx

)
dy ? (7.2)

Une réponse à cette question est apportée par le théorème de Fubini, que nous verrons dans ce chapitre.

On introduira aussi le produit de convolution de deux fonctions, qui sera utile, par exemple, pour démontrer des
théorèmes de densité. Mais la convolution est un notion utile pour beaucoup d’autres raisons (elle est utile, par
exemple, en théorie du signal).
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7.2 Mesure produit

On rappelle ici qu’un espace mesuré(E, T,m) estσ-fini (on dit aussi quem estσ-finie) si il existe une famille
(An)n∈N ⊂ T t.q.E = ∪n∈NAn etm(An) < +∞, pour toutn ∈ N. L’espace mesuré(R,B(R), λ) estσ-fini
(prendre, par exemple,An = [−n, n]). Il existe, par contre, des mesures non finies. L’exemple leplus simple sur
(R,B(R)) consiste à prendrem(A) = ∞ pour toutA ∈ B(R), A 6= ∅. Un exemple plus intéressant (intervenant
pour certains problèmes) consiste à se donner un borélien non videB deR (B peut être, par exemple, réduit à un
point) et à définirmB parmB(A) = ∞ siA ∈ B(R) etA ∩B 6= ∅ etmB(A) = 0 siA ∈ B(R) etA ∩B = ∅.

Définition 7.1 (Tribu produit) Soient(E1, T1) et (E2, T2) des espaces mesurables. On poseE = E1 × E2. On
appelle tribu produit la tribu surE engendrée parT1 × T2 = {A1 ×A2, A1 ∈ T1,A2 ∈ T2}. Cette tribu produit
est notéeT1 ⊗ T2.

Un exemple fondamental est(E1, T1) = (E2, T2) = (R,B(R)). On va montrer que, dans ce cas,B(R) ⊗ B(R) =
B(R2).

Proposition 7.1 (Tribu B(RN))
Pour toutN ≥ 2, on aB(RN−1) ⊗ B(R) = B(RN).

DÉMONSTRATION : La démonstration est faite pourN = 2 dans l’exercice 2.6 (corrigé 14). Elle s’adapte facile-
ment pour traiter aussi le casN > 2 (exercice 7.1).

Théorème 7.1 (Mesure produit)
Soient(E1, T1,m1) et (E2, T2,m2) deux espaces mesurésσ-finis,E = E1 × E2 etT = T1 ⊗ T2. Alors, il existe
une et une seule mesurem surT vérifiant :

m(A1 ×A2) = m1(A1)m2(A2), (7.3)

pour toutA1 ∈ T1 etA2 ∈ T2 t.q.m1(A1) <∞ etm(A2) <∞. Cette mesure est notéem = m1 ⊗m2. De plus,
m estσ-finie.

DÉMONSTRATION :
Existence dem. On va construire une mesurem surT vérifiant (7.3).

SoitA ∈ T . On va montrer, à l’étape 1, que, pour toutx1 ∈ E1, on a1A(x1, ·) ∈ M+(E2, T2). On pourra donc
poserfA(x1) =

∫
1A(x1, ·)dm2, pour toutx1 ∈ E1. L’applicationfA sera donc une application deE1 dansR+.

On va montrer, à l’étape 2, quefA ∈ M+(E1, T1). On posera alorsm(A) =
∫
fAdm1. Enfin, il restera à l’étape

3 à montrer quem est bien une mesure vérifiant (7.3) et quem estσ-finie.

Etape 1. PourA ∈ P(E) et x1 ∈ E1, on noteS(x1, A) = {x2 ∈ E2 ; (x1, x2) ∈ A} ⊂ E2, de sorte que
1A(x1, ·) = 1S(x1,A).

Soitx1 ∈ E1. On poseΘ = {A ∈ P(E) ; S(x1, A) ∈ T2}.

On remarque tout d’abord queΘ ⊃ T1 × T2. En effet, siA = A1 × A2 avecA1 ∈ T1 et A2 ∈ T2, on a
S(x1, A) = A2 ∈ T2 si x1 ∈ A1 etS(x1, A) = ∅ ∈ T2 si x1 6∈ A1.

On remarque ensuite queΘ est une tribu. En effet :
– ∅ ∈ Θ carS(x1, ∅) = ∅ ∈ T2,
– Θ est stable par passage au complémentaire. En effet :
S(x1, A

c) = (S(x1, A))c (c’est-à-direS(x1, E \ A) = E2 \ S(x1, A)). On a doncS(x1, A
c) ∈ T2 siA ∈ Θ,

ce qui prouve queAc ∈ Θ.
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– Θ est stable par union dénombrable. Il suffit de remarquer que :
S(x1,∪n∈NA

(n)) = ∪n∈NS(x1, A
(n)) ∈ T2 si (A(n))n∈N ⊂ Θ.

Θ est donc une tribu contenantT1 × T2, ceci prouve queΘ contientT1 ⊗ T2 = T . On a doncS(x1, A) ∈ T2 pour
toutA ∈ T .

Pour toutA ∈ T , on peut donc définir une applicationfA deE1 dansR+ en posant, pourx1 ∈ E1,

fA(x1) = m2(S(x1, A)) =

∫
1S(x1,A)dm2 =

∫
1A(x1, ·)dm2 ∈ R+. (7.4)

Etape 2.Dans cette étape, on démontre quefA ∈ M+(E1, T1) pour toutA ∈ T . Cette étape est plus difficile que
la précédente.

On noteΣ = {A ∈ T ; fA ∈ M+(E1, T1)} et on va montrer queΣ ⊃ T et donc queΣ = T .

On suppose d’abord quem2 est finie.

Il est facile de voir queΣ contientT1 × T2. En effet, siA = A1 × A2 avecA1 ∈ T1 etA2 ∈ T2, on a alors
fA = m2(A2)1A1 ∈ E+(E1, T1) ⊂ M+(E1, T1).

On note maintenantA l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments deT1 × T2 (A s’appelle l’algèbre
engendrée parT1×T2, voir l’exercice 7.2). SiA ∈ A, il existe donc(A(p))p=1,...,n ⊂ T1×T2 t.q.A(p)∩A(q) = ∅
si p 6= q etA = ∪np=1A

(p). On a alorsfA(x1) = m2(S(x1, A)) =
∑n
p=1m2(S(x1, A

(p))) =
∑n
p=1 fA(p) ∈

M+(E1, T1) carA(p) ∈ T1 × T2 ⊂ Σ. On a doncA ⊂ Σ.

On montre maintenant queΣ est une classe monotone, c’est-à-dire que :

(A(n))n∈N ⊂ Σ, A(n) ⊂ A(n+1) ∀n ∈ N ⇒ ∪n∈NA
(n) ∈ Σ (7.5)

et
(A(n))n∈N ⊂ Σ, A(n) ⊃ A(n+1) ∀n ∈ N ⇒ ∩n∈NA

(n) ∈ Σ. (7.6)

Pour montrer (7.5), soit(A(n))n∈N ⊂ Σ t.q.A(n) ⊂ A(n+1) pour toutn ∈ N. On poseA = ∪n∈NA
(n). Soitx1 ∈

E1. On a alors(S(x1, A
(n)))n∈N ⊂ T2 (par l’étape 1, carΣ ⊂ T ), S(x1, A

(n)) ⊂ S(x1, A
(n+1)) pour toutn ∈ N

et S(x1,∪n∈NA
(n)) = ∪n∈NS(x1, A

(n)). On en déduit, par continuité croissante dem2, quem2(S(x1, A)) =
supn∈N m2(S(x1, A

(n))) et donc quefA = supn∈N fA(n) . Ce qui prouve quefA ∈ M+(E1, T1) car fA(n) ∈
M+(E1, T1) pour toutn ∈ N. On a doncA = ∪n∈NA

(n) ∈ Σ.

La démonstration de (7.6) est similaire, il faut utiliser lacontinuité décroissante dem2 au lieu de la continuité
croissante. C’est pour utiliser la continuité décroissante dem2 qu’on a besoin dem2 finie.

On a ainsi montré queΣ est une classe monotone contenant l’algèbreA. On peut en déduire, cela fait l’objet de
l’exercice 2.13 (corrigé 18), queΣ contient la tribu engendrée parA et donc aussi la tribu engendrée parT1 × T2

(carT1 × T2 ⊂ A), c’est-à-dire queΣ contientT = T1 ⊗ T2. On a bien montré, finalement, queΣ = T .

Il reste maintenant à montrer queΣ = T sans l’hypothèsem2 finie. Commem2 estσ-finie, on peut construire une
suite(Fn)n∈N ⊂ T2 t.q.Fn ⊂ Fn+1 etm2(Fn) < ∞ pour toutn ∈ N. Pourn ∈ N, on définit alors la mesure

m
(n)
2 parm(n)

2 (A2) = m2(A2∩Fn) pour toutA2 ∈ T2. La mesurem(n)
2 est finie, l’étape 1 et la première partie de

l’étape 2 donne donc que, pour toutA ∈ T , f (n)
A ∈ M+(E1, T1) oùf (n)

A est définie par 7.4 avecm(n)
2 au lieu de

m2 (c’est-à-diref (n)
A (x1) = m

(n)
2 (S(x1, A)) pour toutx1 ∈ E1). On conclut alors en remarquant quef (n)

A ↑ fA
quandn→ ∞, ce qui donne quefA ∈ M+(E1, T1).

On a donc montré quefA ∈ M+(E1, T1) pour toutA ∈ T . Ceci nous permet de définirm : T → R+ par :

m(A) =

∫
fAdm1, pour toutA ∈ T. (7.7)
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Etape 3.Dans cette étape, on montre quem, définie par (7.7), est une mesure surT et quem vérifie (7.3) et est
σ-finie.

On montre d’abord quem est bien une mesure surT :

1.m(∅) = 0 carf∅(x1) = m2(S(x1, ∅)) = m2(∅) = 0.

2. (σ-additivité dem) Soit (A(n))n∈N ⊂ T t.q. A(n) ∩ A(m) = ∅ si n 6= m. On poseA = ∪n∈NA
(n). Pour

x1 ∈ E1, on a :

S(x1, A) = ∪n∈NS(x1, A
(n)) etS(x1, A

(n)) ∩ S(x1, A
(m)) = ∅ si n 6= m.

La σ-additivité dem2 donne alorsm2(S(x1, A)) =
∑
n∈N m2(S(x1, A

(n))), c’est-à-dire

fA(x1) =
∑

n∈N

fA(n)(x1).

Le premier corollaire du théorème de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors :

m(A) =

∫
fAdm1 =

∑

n∈N

∫
fA(n)dm1 =

∑

n∈N

m(A(n)),

ce qui donne laσ-additivité dem.

On montre maintenant quem vérifie (7.3). SoientA1 ∈ T1 etA2 ∈ T2 t.q.m1(A1) <∞ etm(A2) <∞. On pose
A = A1 ×A2. On a alorsfA = m2(A2)1A1 et doncm(A) =

∫
fAdm1 = m2(A2)m1(A1).

Il reste à vérifier quem estσ-finie. Commem1 etm2 sontσ-finies, il existe(B(n)
1 )n∈N ⊂ T1 et (B(n)

2 )n∈N ⊂ T2

t.q.E1 = ∪n∈NB
(n)
1 ,E2 = ∪n∈NB

(n)
2 et, pour toutn ∈ N,m1(B

(n)
1 ) <∞ etm2(B

(n)
2 ) <∞. Pour(n,m) ∈ N2,

on poseCn,m = B
(n)
1 × B

(m)
2 , de sorte queE = ∪(n,m)∈N2Cn,m etm(Cn,m) = m1(B

(n)
1 ) × m2(B

(m)
2 ) <∞.

CommeN2 est dénombrable, on en déduit quem estσ-finie.

Unicité dem.

La partie “existence" de la démonstration donne une mesurem surT vérifiant (7.3). La partie “unicité" du théorème
peut se montrer avec la proposition 2.5, nous développons cette méthode ci-après, ou avec le lemme des classes
monotones (exercice 2.13) comme cela est expliqué dans la remarque 7.1.

Soitm etµ deux mesures surT vérifiant (7.3). Pour montrer quem = µ, on va appliquer la proposition 2.5. On
pose :

C = {A1 ×A2, A1 ∈ T1, A2 ∈ T2, m1(A1) <∞, m2(A2) <∞}.
Commem1 etm2 sontσ−finies, il est facile de montrer que tout élément deT1 ×T2 est une réunion dénombrable
d’éléments deC. On en déduit queC engendreT . Il est clair queC est stable par intersection finie et, par (7.3), on
am = µ surC. Puis, commem1 etm2 sontσ−finies, il existe deux suites(E1,n)n∈N ⊂ T1 et (E2,n)n∈N ⊂ T2

d’éléments deT1 et T2, disjoints deux à deux et t.q.E1 = ∪n∈NE1,n, E2 = ∪n∈NE2,n et mi(Ei,n) < ∞
pour touti ∈ {1, 2} et toutn ∈ N. Pourn,m ∈ N, on poseFn,m = E1,n × E2,m. La famille (Fn,m)n,m∈N

est une famille dénombrable déléments deC, disjoints deux à deux et t.q.E = ∪n,m∈NFn,m et m(Fn,m) =
m1(E1,n)m2(E1,m) < ∞. On peut alors utiliser la Proposition 2.5. Elle donnem = µ sur T et termine la
démonstration du théorème.
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Remarque 7.1 Comme cela a été dit, un autre moyen de montrer la partie “unicité" du théorème précédent est
d’utiliser le lemme des classes monotones (exercice 2.13).Supposons tout d’abord quem1 etm2 sont finies. On a
alors (par (7.3)) :

m(E) = µ(E) = m1(E1)m2(E2) <∞.

La condition (7.3) donne également quem = µ surT1 × T2. On a alors aussim = µ sur l’algèbre engendrée par
T1 × T2, notéeA (cette algèbre a été définie dans la partie “existence" de la démonstration). En effet, siA ∈ A, il
existe(A(p))p=1,...,n ⊂ T1 × T2 t.q.A(p) ∩A(q) = ∅ si p 6= q etA = ∪np=1A

(p). On a alors, par additivité dem et
µ,m(A) =

∑
n∈Nm(A(n)) =

∑
n∈N µ(A(n)) = µ(A).

On pose maintenantΣ = {A ∈ T ; m(A) = µ(A)}. On vient de montrer queΣ ⊃ A. Il est d’autre part facile de
voir queΣ est une classe monotone. En effet, les propriétés de continuité croissante et de continuité décroissante
appliquées àm etµ permettent facilement de vérifier (7.5) et (7.6) (on utiliseici, pour montrer (7.6), quem etµ
sont des mesures finies). Comme dans la partie “existence" dela démonstration, l’exercice 2.13 donne alors queΣ
contient la tribu engendrée parA et donc queΣ contientT = T1 ⊗ T2. Ce qui donneΣ = T et doncm = µ.

Dans le cas oùm1 et m2 ne sont pas finies, maisσ-finies, il existe(B
(n)
1 )n∈N ⊂ T1 et (B

(n)
2 )n∈N ⊂ T2 t.q.

E1 = ∪n∈NB
(n)
1 , E2 = ∪n∈NB

(n)
2 et, pour toutn ∈ N, m1(B

(n)
1 ) < ∞ etm2(B

(n)
2 ) < ∞. On peut également

supposer queB(n)
1 ⊂ B

(n+1)
1 etB(n)

2 ⊂ B
(n+1)
2 pour toutn ∈ N (il suffit, par exemple, de remplaçerB(n)

i par

∪np=0B
(p)
i ). Par un raisonnement analogue à celui fait dans le cas oùm1 etm2 sont finies, on peut montrer que

m = µ sur{A ∈ T ; A ⊂ B
(n)
1 × B

(n)
2 }. On conclut alors, en utilisant la propriété de continuité croissante, que

m = µ surT .

Remarque 7.2 Dans le théorème précédente (théorème 7.1), on peut aussi remarquer que :

1.m(A1 × A2) = m1(A1)m2(A2) = ∞ si A1 ∈ T1 etA2 ∈ T2 avecm1(A1) 6= 0 etm(A2) = ∞ (ou avec
m1(A1) = ∞ etm2(A2) 6= 0),

2.m(A1 × A2) = 0 si A1 ∈ T1 et A2 ∈ T2 avecm1(A1) = 0 et m(A2) = ∞ (ou avecm1(A1) = ∞ et
m2(A2) = 0).

En effet, on suppose par exemple quem1(A1) = 0 etm(A2) = ∞. Commem2 estσ-finie, on peut construire
une suite(Fn)n∈N ⊂ T2 t.q.Fn ⊂ Fn+1 etm2(Fn) < ∞ pour toutn ∈ N. On a alors, par continuité croissante
dem,m(A1 ×A2) = limn→∞m(A1 × (A2 ∩ Fn)) = limn→∞m1(A1)m2(A2 ∩ Fn) = 0 (on a d’ailleurs aussi
m2(A2 ∩ Fn) ↑ ∞, ce qui permet de conclure si0 < m1(A1) < ∞ quem(A1 × A2) = ∞). Les autres cas se
traitent de manière analogue.

Définition 7.2 (Espace produit)
L’espace(E, T,m), construit dans le théorème 7.1, s’appelle l’espace (mesuré) produit des espaces(E1, T1,m1)
et (E2, T2,m2).

Un exemple fondamental d’espace produit est l’espace(RN ,B(RN), λN ) pourN ≥ 2 que nous verrons dans la
section 7.4.

7.3 Théorèmes de Fubini-Tonelli et Fubini

Théorème 7.2 (Fubini-Tonelli) Soient(E1, T1,m1) et (E2, T2,m2) des espaces mesurésσ-finis. On note(E, T,
m) l’espace produit (donc,T = T1 ⊗ T2 etm = m1 ⊗m2). Soitf : E → R+ une fonction mesurable positive
(i.e.T -mesurable positive). Alors :
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1. f(x1, ·) ∈ M+(E2, T2) pour toutx1 ∈ E1,

on pose

ϕf (x1) =

∫
f(x1, ·)dm2 =

∫
f(x1, x2)dm2(x2) pour toutx1 ∈ E1,

de sorte queϕf : E1 → R+,

2.ϕf ∈ M+(E1, T1),

3.
∫
fdm =

∫
ϕfdm1 =

∫ (∫
f(x1, x2)dm2(x2)

)
dm1(x1),

4. les mêmes résultats sont vrais en inversant les rôles dem1 etm2, de sorte que :
∫ (∫

f(x1, x2)dm2(x2)
)
dm1(x1) =

∫ (∫
f(x1, x2)dm1(x1)

)
dm2(x2).

DÉMONSTRATION : la démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1.Soit f = 1A, A ∈ T . La partie “existence dem" de la démonstration du théorème 7.1 donne alors que∫
fdm = m(A) =

∫
ϕfdm1.

Plus précisément, on a, pour toutx1 ∈ E1, f(x1, ·) = 1A(x1, ·) = 1S(x1,A), avecS(x1, A) = {x2 ∈ E2 ;
(x1, x2) ∈ A} ⊂ E2 (comme dans la démonstration du théorème 7.1). L’étape 1 de la démonstration (de la partie
existence) du théorème 7.1 donne queS(x1, A) ∈ T2 pour toutx1 ∈ E1, et doncf(x1, ·) ∈ M+(E2, T2). Ceci
donne le premier item (pourf = 1A) de la conclusion du théorème 7.2.

On poseϕf (x1) =
∫
f(x1, ·)dm2 = m2(S(x1, A)) pour toutx1 ∈ E1. (Cette fonctionϕf était notéefA dans

la démonstration du théorème 7.1). L’étape 2 de la démonstration du théorème 7.1 donne queϕf ∈ M+(E1, T1).
Ceci donne le deuxième item (pourf = 1A) de la conclusion du théorème 7.2.

On a alors posé, dans la démonstration du théorème 7.1,m(A) =
∫
ϕfdm1 et l’étape 3 a montré quem était une

mesure surT vérifiant (7.3) (et la seule mesure surT vérifiant (7.3), d’après la partie “unicité" de la démonstration
du théorème 7.1). Ceci donne le troisième item (pourf = 1A) de la conclusion du théorème 7.2.

Pour avoir le quatrième item (pourf = 1A) de la conclusion du théorème 7.2, il suffit de remarquer que l’on peut
inverser les rôles dem1 etm2 dans la démonstration du théorème 7.2. On obtient ainsi quef(·, x2) ∈ M+(E1, T1)
pour toutx2 ∈ E2. On pose alorsψf (x2) =

∫
f(·, x2)dm1. On obtient queψf ∈ M+(E2, T2). Enfin, on pose

m̃(A) =
∫
ψfdm2 et on obtient quẽm est une mesure surT vérifiant (7.3). La partie “unicité" de la démonstration

du théorème 7.1 donne alors quem = m̃, ce qui est exactement le quatrième item (pourf = 1A) de la conclusion
du théorème 7.2.

Etape 2. On prend maintenantf ∈ E+(E, T ). Il existe donca1, . . . , an ∈ R⋆+ et A1, . . . , An ∈ T t.q. f =∑n
i=1 ai1Ai

.

On a alors, pour toutx1 ∈ E1, f(x1, ·) =
∑n

i=1 ai1Ai
(x1, ·) ∈ M+(E2, T2) car l’étape 1 donne1Ai

(x1, ·) ∈
M+(E2, T2) pour touti. Ce qui donne le premier item de la conclusion du théorème 7.2.

On poseϕf (x1) =
∫
f(x1, ·)dm2 pour toutx1 ∈ E1. On aϕf ∈ M+(E1, T1) carϕf =

∑n
i=1 aiϕ1Ai

et que
ϕ1Ai

∈ M+(E1, T1) pour touti (d’après l’étape 1). Ce qui donne le deuxième item de la conclusion du théorème
7.2.

199



Enfin, on utilise la linéarité de l’intégrale et l’étape 1 pour f = 1Ai
, on obtient :

∫
fdm =

n∑

i=1

aim(Ai) =

n∑

i=1

ai

∫
ϕ1Ai

dm1 =

∫
(

n∑

i=1

aiϕ1Ai
)dm1

=

∫ ( n∑

i=1

ai

∫
1Ai

(x1, ·)dm2

)
dm1(x1) =

∫ (∫
f(x1, ·)dm2

)
dm1(x1)

=

∫
ϕfdm1.

Ce qui donne le troisième item de la conclusion du théorème 7.2.

Pour avoir le quatrième item de la conclusion du théorème 7.2, il suffit de changer les rôles dem1 etm2.

Etape 3.On peut enfin prendref ∈M+(E, T ). Il existe une suite(fn)n∈N ∈ E+(E, T ) t.q.fn ↑ f quandn→ ∞.

On a donc, pour toutx1 ∈ E1, fn(x1, ·) ↑ f(x1, ·) quandn→ ∞. On en déduit quef(x1, ·) ∈ M+(E2, T2) car
(d’après l’étape 2)fn(x1, ·) ∈ M+(E2, T2) pour toutn ∈ N (ce qui donne le premier item).

Le théorème de convergence monotone (pourm2) donne que

ϕfn
(x1) =

∫
fn(x1, ·)dm2 ↑

∫
f(x1, ·)dm2 = ϕf (x1)

pour toutx1 ∈ E1. Donc,ϕfn
↑ ϕf . Commeϕfn

∈ M+(E1, T1) (d’après l’étape 2), on en déduit queϕf ∈
M+(E1, T1) (ce qui donne le deuxième item).

On applique maintenant le théorème de convergence monotonepourm1 et pourm, ils donnent :
∫
ϕfn

dm1 ↑
∫
ϕfdm1 et

∫
fndm ↑

∫
fdm quandn→ ∞.

L’étape 2 donne
∫
fndm =

∫
ϕfn

dm1, on en déduit donc que
∫
fdm =

∫
ϕfdm1. Ce qui donne le troisième item

de la conclusion du théorème 7.2.

Enfin, ici encore, pour avoir le quatrième item de la conclusion du théorème 7.2, il suffit de changer les rôles de
m1 etm2.

Corollaire 7.1 Soient(E1, T1,m1) et (E2, T2,m2) des espaces mesurésσ-finis. On note(E,T ,m) l’espace pro-
duit. Soitf : E → R une fonctionT -mesurable. Alors :

f ∈ L1
R(E, T,m) ⇔

∫ ( ∫
|f |dm2

)
dm1 < +∞ ⇔

∫ (∫
|f |dm1

)
dm2 < +∞. (7.8)

DÉMONSTRATION : Le corollaire découle immédiatement du théorème 7.2 appliqué à la fonction|f | qui appartient
àM+(E, T ). Dans (7.8), la notation(

∫
|f |dm2)dm1 signifie :

( ∫
|f(x1, x2)|dm2(x2)

)
dm1(x1).

La notation est similaire en inversant les rôles dem1 etm2.

Voici une conséquence immédiate du théorème 7.2 pour la mesurabilité :
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Proposition 7.2 Soient(E1, T1) et (E2, T2) deux espaces mesurables. On poseE = E1 × E2 et T = T1 ⊗ T2.
Soitf ∈ M(E, T ) (c’est-à-diref : E → R, T -mesurable). Alors :

1. f(x1, ·) ∈ M(E2, T2), pour toutx1 ∈ E1,

2. f(·, x2) ∈ M(E1, T1), pour toutx2 ∈ E2.

DÉMONSTRATION : La démonstration est facile, il suffit de remarquer quef = f+−f− et quef+, f− ∈M+(E,
T ). Le premier item de la conclusion du théorème 7.2 donne alors, pour toutx1 ∈ E1, f+(x1, ·) ∈ M+(E2, T2)
et f−(x1, ·) ∈ M+(E2, T2). Commef(x1, ·) = f+(x1, ·) − f−(x1, ·), on en déduit quef(x1, ·) ∈ M(E2, T2).
En changeant les rôles de(E1, T1) et (E2, T2), on montre aussi quef(·, x2) ∈M(E1, T1), pour toutx2 ∈ E2.

Remarque 7.3 La réciproque de la proposition précédente est fausse. Soient (E1, T1) et (E2, T2) deux espaces
mesurables,E = E1 × E2 etT = T1 ⊗ T2. Soitf : E → R t.q.

1. f(x1, ·) ∈ M(E2, T2), pour toutx1 ∈ E1,

2. f(·, x2) ∈ M(E1, T1), pour toutx2 ∈ E2.

Alors,f n’est pas forcémentT -mesurable. Un exemple est donné dans l’exercice 7.4. Un casparticulier intéressant
pour laquelle cette réciproque est vraie est donné par la proposition 7.3.

Proposition 7.3 Soient(E1, T1) et (E2, T2) deux espaces mesurables. On poseE = E1 × E2 et T = T1 ⊗ T2.
SoientF1 ∈ M(E1, T1) etF2 ∈ M(E2, T2). On définitf : E → R par f(x1, x2) = F1(x1)F2(x2) pour tout
(x1, x2) ∈ E. Alorsf estT -mesurable (c’est-à-diref ∈ M(E, T )).

DÉMONSTRATION : On procède en 3 étapes.

Etape 1.On prend d’abordF1 = 1A1 etF2 = 1A2 avecA1 ∈ T1 etA2 ∈ T2. On a alorsf = 1A1×A2 ∈ M(E, T )
carA1 ×A2 ∈ T1 × T2 ⊂ T1 ⊗ T2 = T .

Etape 2.On prend maintenantF1 ∈ E(E1, T1) etF2 ∈ E(E2, T2). Il existe alorsa(1)
1 , . . . , a

(1)
n ∈ R, A(1)

1 , . . . ,

A
(1)
n ∈ T1, a(2)

1 , . . . , a
(2)
m ∈ R etA(2)

1 , . . . , A
(2)
m ∈ T2 t.q. :

F1 =

n∑

i=1

a
(1)
i A

(1)
i etA(1)

i ∩A(1)
k = ∅ si i 6= k,

F2 =

m∑

j=1

a
(2)
j A

(2)
j etA(2)

j ∩A(1)
k = ∅ si j 6= k.

On a alorsf =
∑n

i=1

∑m
j=1 a

(1)
i a

(2)
j 1

A
(1)
i ×A(2)

j

∈ E(E, T ) ⊂ M(E, T ).

Etape 3.On prend enfinF1 ∈M(E1, T1) etF2 ∈M(E2, T2). Il existe(F
(1)
n )n∈N suite deE(E1, T1) et(F (2)

n )n∈N

suite deE(E2, T2) t.q.F (1)
n (x1) → F1(x1) pour toutx1 ∈ E1 etF (2)

n (x2) → F2(x2) pour toutx2 ∈ E2. On en

déduit quefn(x1, x2) = F
(1)
n (x1)F

(2)
n (x2) → f(x1, x2) pour tout(x1, x2) ∈ E et donc quef ∈M(E, T ) carfn

∈M(E, T ) pour toutn ∈ N (étape 2).

Théorème 7.3 (Fubini)
Soient(E1, T1,m1) et (E2, T2,m2) des espaces mesurésσ-finis. On note(E, T,m) l’espace produit. Soitf une
fonctionT -mesurable deE dansR (c’est-à-diref ∈ M(E, T )) et intégrable pour la mesurem, c’est-à-dire
f ∈ L1

R(E, T, m). Alors :
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1. f(x1, ·) ∈ L1
R(E2, T2,m2) pour presque toutx1 ∈ E1,

on poseϕf (x1) =
∫
f(x1, ·)dm2 pourx1 ∈ E1 t.q.f(x1, ·) ∈ L1

R(E2, T2,m2). La fonctionϕf est donc définie
p.p. surE1 (et à valeurs dansR).

2.ϕf ∈ L1
R(E1, T1,m1) (au sens : il existeg ∈ L1

R(E1, T1,m1) t.q.f = g p.p.).

3.
∫
fdm =

∫
ϕfdm1 =

∫ (∫
f(x1, x2)dm2(x2)

)
dm1(x1),

4. les mêmes résultats sont vrais en inversant les rôles dem1 etm2, de sorte que :
∫ (∫

f(x1, x2)dm2(x2)
)
dm1(x1) =

∫ (∫
f(x1, x2)dm1(x1)

)
dm2(x2).

DÉMONSTRATION : Commef ∈ M(E, T ), on af+, f− ∈ M+(E, T ). On peut donc appliquer le théorème de
Fubini-Tonelli (théorème 7.2) àf+ etf−. Il donne :

1. f+(x1, ·), f−(x1, ·) ∈ M+(E2, T2), pour toutx1 ∈ E1,

2.ϕf+ , ϕf− ∈ M+(E1, T1) avecϕf±(x1) =
∫
f±(x1, ·)dm2 pour toutx1 ∈ E1.

3.
∫
f±dm =

∫
ϕf±dm1.

Le premier item donne quef(x1, ·) = f+(x1, ·) − f−(x1, ·) ∈ M(E2, T2) (noter quef, f+ etf− sont à valeurs
dansR).

Comme
∫
f+dm <∞ et

∫
f−dm < ∞ (carf ∈ L1

R(E, T, m)), le troisième item donne queϕf+ <∞ p.p. (sur
E1) et queϕf− < ∞ p.p. (surE1). On a doncf+(x1, ·) ∈ L1

R(E2, T2,m2) et f−(x1, ·) ∈ L1
R(E2, T2,m2) pour

presque toutx1 ∈ E1. On en déduit donc quef(x1, ·) = f+(x1, ·) − f−(x1, ·) ∈ L1
R(E2, T2,m2) pour presque

toutx1 ∈ E1. Ce qui donne le premier item de la conclusion.

La fonctionϕf est donc définie p.p. surE1 et on aϕf = ϕf+ − ϕf− p.p. (on aϕf (x1) = ϕf+(x1)− ϕf−(x1) en
tout pointx1 t.q.ϕf+(x1) < ∞ etϕf−(x1) < ∞). Commeϕf+ < ∞ etϕf− < ∞ p.p, on peut trouverA ∈ T1

t.q.m1(A) = 0 etϕf+ <∞ etϕf− <∞ surAc = E1 \A. En posantg = ϕf+ − ϕf− surAc etg = 0 surA, on
a doncg ∈ M(E1, T1), g = ϕf p.p. etg ∈ L1

R(E1, T1,m1) car
∫
|g|dm1 ≤

∫
ϕf+dm1 +

∫
ϕf−dm1 <∞. Ceci

donne le deuxième item de la conclusion (le fait queϕf appartienne àL1
R(E1, T1,m1)) et donne aussi le troisième

item car :
∫
ϕfdm1 =

∫
gdm1 =

∫
ϕf+dm1 −

∫
ϕf−dm1

=

∫
f+dm−

∫
f−dm =

∫
fdm.

Enfin, comme pour le théorème de Fubini-Tonelli, le quatrième item de la conclusion s’obtient en changeant les
rôles dem1 etm2.

Le théorème de Fubini est souvent utilisé sous la forme du corollaire suivant :

Corollaire 7.2 Soit (E1, T1, m1) et (E2, T2, m2) des espaces mesurésσ-finis, (E, T, m) l’espace produit et
f : E → R une fonctionT -mesurable t.q. :

∫ ( ∫
|f(x1, x2)|dm2(x2)

)
dm1(x1) < +∞

ou ∫ (∫
|f(x1, x2)|dm1(x1)

)
dm2(x2) < +∞.
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Alors : ∫ ( ∫
f(x1, x2)dm2(x2)

)
dm1(x1) =

∫ ( ∫
f(x1, x2)dm1(x1)

)
dm2(x2). (7.9)

(Toutes les intégrales ayant bien un sens.)

DÉMONSTRATION : Le corollaire est une conséquence immédiate du théorème 7.3 et de l’équivalence (7.8).

Remarque 7.4 (contre-exemple lié au théorème de Fubini)On cherche ici à construire une fonction pour la-
quelle la conclusion du théorème de Fubini n’est pas vérifiée. Soit a une fonction (continue) deR dansR et
f : R2 → R définie parf(x, y) = a(x) si x ≥ 0 et x ≤ y < 2x, f(x, y) = −a(x) si x ≥ 0 et 2x ≤ y < 3x,
f(x, y) = 0 si x < 0 ou x ≥ 0 et y /∈ [x, 3x]. On poseb(x) = xa(x). On peut montrer que les hypothèses du
théorème de Fubini ne sont vérifiées que sib ∈ L1

R(R,B(R), λ). En prenant par exemplea(x) = 1/(1 + x)2, on
montre que

∫
(
∫
f(x, y)dy)dx 6=

∫
(
∫
f(x, y)dx)dy (voir l’exercice 7.5).

7.4 Mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens deRN

On a déjà vu queB(RN ) = B(RN−1) ⊗ B(R) pour toutN ≥ 1 (exercice 2.6 pourN = 2 et exercice 7.1). Le
paragraphe précédent permet alors de définir la mesure de Lebesgue sur les boréliens deRN (c’est-à-dire sur la
tribuB(RN), engendrée par les ouverts deRN ) pour toutN ≥ 1.

Définition 7.3 (Mesure de Lebesgue surB(RN))

1. La mesure de Lebesgue surB(R2) est la mesureλ⊗ λ, on la noteλ2.

2. Par récurrence surN , la mesure de Lebesgue surB(RN ),N ≥ 3, est la mesureλN−1 ⊗ λ, on la noteλN .

On noteL1(RN ) l’espaceL1
R(RN ,B(RN), λN ), et pourf ∈ L1(RN ), on note

∫
f(x)dλN (x) =

∫
f(x)dx.

On donne maintenant quelques propriétés de la mesure de Lebesgue surB(RN). Il s’agit de propriétés élémentaires
ou de généralisations simples de propriétés vues pour la mesure de Lebesgue surB(R). Les démonstrations seront
proposées en exercices.

Proposition 7.4 (Propriétés élémentaires deλN )
SoitN ≥ 2. On rappelle queλN est la mesure de Lebesgue surB(RN).

1. La mesureλN estσ-finie.

2. SoitA1, . . . , AN ∈ B(R). Alors,
∏N
i=1Ai ∈ B(RN) et

λN (

N∏

i=1

Ai) =

N∏

i=1

λ(Ai).

3. Soitα1, . . . , αN ∈ R etβ1, . . . , βN ∈ R t.q.αi < βi pour touti ∈ {1, . . . , N}. Alors :

λN (

N∏

i=1

]αi, βi[) =

N∏

i=1

λ(]αi, βi[) =

N∏

i=1

(βi − αi).
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4. SoitK un compact deRN (noter queK ∈ B(RN)). Alors,λN (K) < +∞.

5. SoitO un ouvert non vide deRN . Alors,λN (O) > 0.

6. Soitf, g ∈ C(RN ,R). Alorsf = g p.p. (c’est-à-direλN -p.p.) impliquef(x) = g(x) pour toutx ∈ RN .

7.Cc(RN ,R) ⊂ L1
R(RN ,B(RN), λN ). (En confondantf avec sa classe, on écrira donc souventCc(RN ,R) ⊂

L1
R(RN ).)

DÉMONSTRATION : CommeλN est une mesure produit, le fait queλN estσ-finie est (par récurrence surN ) une
conséquence du théorème donnant l’existence (et l’unicité) de la mesure produit (théorème 7.1) car ce théorème
donne que le produit de mesuresσ-finies estσ-finie.

La démonstration des autres propriétés fait l’objet de l’exercice 7.10.

Une propriété très importante deλN est sa “régularité", c’est-à-dire que pour tout élémentA deB(RN) et pour
toutε > 0, il existeO ouvert deRN etF fermé deRN tels que

F ⊂ A ⊂ O etλN (O \ F ) ≤ ε.

Cette propriété est une conséquence du fait que toute mesuresur B(RN), finie sur les compacts, est régulière
(proposition 7.5).

Proposition 7.5 (Régularité d’une mesure surB(RN), finie sur les compacts)
Soitm une mesure surB(RN ) t.q. m(K) < ∞ pour tout compactK de RN . (Noter que ceci est vrai pour
m = λN .) Alors :

1. Pour toutA ∈ B(RN) et pour toutε > 0, il existeO ouvert deRN etF fermé deRN tels que :

F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. (7.10)

2. Pour toutA ∈ B(RN), on am(A) = inf{m(O),O ouvert t.q.A ⊂ O}.

DÉMONSTRATION : Cette proposition fait l’objet de l’exercice 7.11.

On donne maintenant des généralisations au cas deλN de propriétés déjà vues pourλ.

Proposition 7.6 (Densité deCc dansL1(RN )) Pour toutN ≥ 1, l’espaceCc(RN , R) est dense dansL1(RN )
(c’est-à-dire que, pour toutf ∈ L1(RN ) et toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(RN , R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε).

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 7.12, elle découle essentiel-
lement de la régularité deλN . Cette démonstration est très voisine de celle faite pour lecasN = 1, théorème
5.5.

Comme cela a déjà été dit après le théorème 5.5, le résultat dedensité que nous venons d’énoncer n’est pas limité
à la mesure de Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure surB(RN), finie sur les compacts. Il est aussi vrai en
remplaçantCc parC∞

c . On obtient donc le théorème suivant :

Théorème 7.4 (Densité deC∞
c dansL1(RN )) SoitN ≥ 1 etµ sur une mesure surB(RN ), finie sur les compacts.

Alors, l’espaceC∞
c (RN , R) est dense dansL1(RN , B(RN), µ) (c’est-à-dire que, pour toutf ∈ L1(RN , B(RN),

µ) et toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(RN , R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε).

DÉMONSTRATION : La démonstration de ce théorème fait l’objet de l’exercice7.13.
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Proposition 7.7 (Invariance par translation)
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ etβ1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN . On poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t (de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN ). Pour toutA ∈ B(RN), on a alors
ϕ(A) = {ϕ(x), x ∈ A} ∈ B(RN ) etλN (ϕ(A)) =

∏N
i=1 |αi|λN (A).

Pourαi = 1 pour touti, cette propriété s’appelle “invariance par translation deλN ".

DÉMONSTRATION : Cette proposition a déjà été vue pourN = 1, proposition 2.9. La démonstration de la pro-
position 2.9 utilisait , par exemple, le fait que tout ouvertest réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints
2 à 2 (et la régularité deλ). La démonstration proposée ici pourN ≥ 1 utilise une récurrence surN et la partie
“unicité" du théorème 7.1 sur la mesure produit. Elle fait l’objet de l’exercice 7.14.

On peut aussi noter que la partie “unicité" du théorème 7.1 peut être faite (voir la remarque 7.1) avec le lemme
des classes monotones (exercice 2.13). Ce lemme pourrait aussi être utilisé pour démontrer la proposition 2.9 (au
lieu du théorème de régularité et du fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints 2 à
2).

Proposition 7.8 (Changement de variables simple)
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ etβ1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN . On poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t (de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN ). Alors :

1. Pour toutf ∈ M+ = M+(RN ,B(RN )), on af ◦ ϕ ∈ M+ et :

∫
fdλN =

N∏

i=1

|αi|
∫

(f ◦ ϕ)dλN .

2. Pour toutf ∈ L1 = L1
R(RN ,B(RN), λN ), on af ◦ ϕ ∈ L1 et :

∫
fdλN =

N∏

i=1

|αi|
∫

(f ◦ ϕ)dλN .

DÉMONSTRATION : La démonstration est une conséquence simple de la proposition 7.7. Elle fait l’objet de l’exer-
cice 7.15.

Noter aussi que
∏N
i=1 |αi| est la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne deϕ au pointx. Cette

matrice est notéeDϕ(x), elle ne dépend pas dex pour les applications considérées dans cette proposition.Cette
proposition sera généralisée au théorème 7.5.

7.5 Convolution

On rappelle queL1(RN ) = L1
R(RN , B(RN), λN ) et que, pourf ∈ L1(RN ),

∫
fdλN =

∫
f(x)dλN (x) =∫

f(x)dx (c’est-à-dire quedx signifie toujoursdλN (x)).

On note aussiL1(RN ) = L1
R(RN ,B(RN), λN ).

Soientf, g ∈ L1(RN ). On souhaite définir la fonction “convoluée" def etg, c’est-à-dire définirf ⋆ g par :

f ⋆ g(x) =

∫
f(t)g(x− t)dt. (7.11)

La définition de cette fonction nécessite les deux conditions suivantes :
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1. Il faut que la définition ne dépende pas des représentants choisis pourf etg.

2. Il faut que, ayant choisi des représentants pourf et g, encore notésf et g, la fonctiong(x− ·)f(·) appartienne
àL1(RN ) (au sens “il existeh ∈ L1(RN ) t.q.g(x− ·)f(·) = h p.p."). Ceci n’est pas immédiat car, en général,
le produit deux fonctions intégrables n’est pas une fonction intégrable.

La condition 1 est satisfaite, car, pourx ∈ RN , si f , f1, g etg1 sont des fonctions deRN dansR, on a :

f = f1 p.p., g = g1 p.p. ⇒ f(·)g(x− ·) = f1(·)g1(x − ·) p.p.. (7.12)

(p.p. signifiant iciλN -p.p..) En effet, il suffit de remarquer que sif = f1 p.p. etg = g1 p.p., il existeA,B ∈ B(RN)
t.q.λN (A) = λN (B) = 0, f = f1 surAc etg = g1 surBc. Pourx ∈ RN , on a alorsf(·)g(x−·) = f1(·)g1(x−·)
surAc ∩Bcx = (A ∪ Bx)c avecBx = {x− z, z ∈ B}. On en déduit bienf(·)g(x − ·) = f1(·)g1(x − ·) p.p. car
λN (A ∪Bx) ≤ λN (A) + λN (Bx) = λN (A) + λN (B) = 0 (on utilise ici la propriété d’invariance par translation
donnée dans la proposition 7.7).

On en déduit que, si Sif etf1 [resp.g etg1] sont des représentants d’un même élément deL1(RN ), on af(.)g(x−
.) ∈ L1(RN ) si et seulement sif1(.)g1(x− .) ∈ L1(RN ) et, sif(.)g(x− .) ∈ L1(RN ), on a

∫
f(t)g(x− t)dt =∫

f1(t)g1(x − t)dt.

On montre dans la proposition suivante que la condition 2 estsatisfaite pour presque toutx ∈ RN .

Proposition 7.9 (Convolution) Soientf, g ∈ L1(RN ) (que l’on confond avec l’un de leurs représentants). Alors :
– Pour presque toutx ∈ RN , la fonctiong(x− ·)f(·) appartient àL1(RN ) (en la confondant avec sa classe). On

pose donc :f ⋆ g(x) =

∫
f(t)g(x− t)dt. La fonctionf ⋆ g est donc définie p.p. surRN .

– f ⋆ g ∈ L1(RN ) (au sens “il existeh ∈ L1(RN ) t.q.f ⋆ g = h p.p.").
– ‖f ⋆ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

DÉMONSTRATION : On donne la démonstration pourN = 1 (le casN > 1 est similaire, en ayant d’abord montré
queλ2N = λN ⊗ λN ).

On choisit des représentants def et g, de sorte quef, g ∈ L1(R) = L1
R(R,B(R), λ). On souhaite appliquer le

théorème de Fubini (théorème 7.3) àH : R2 → R, définie parH(x, y) = f(y)g(x− y), avec les espaces mesurés
(Ei, Ti,mi) = (R,B(R), λ) pouri = 1, 2.

Commeλ estσ-finie, pour appliquer le théorème de Fubini, il suffit de vérifier queH estB(R2)-mesurable et que∫
(
∫
|H(x, y)|dx)dy <∞.

On montre d’abord queH estB(R2)-mesurable. On aH = H1 ◦ ψ avec :

H1 : (x, y) 7→ f(x)g(y), ψ : (x, y) 7→ (y, x− y).

La fonctionH1 est mesurable deR2 dansR (carf etg sont mesurables deR dansR, on applique ici la proposition
7.3) etψ est mesurable deR2 dansR2 car continue (R et R2 sont toujours munis de leur tribu borélienne). La
fonctionH est donc mesurable deR2 dansR comme composée de fonctions mesurables. On peut maintenant
calculer l’intégrale de|H | :

∫
(

∫
|H(x, y)|dx)dy =

∫
(

∫
|f(y)g(x− y)|dx)dy =

∫
|f(y)|(

∫
|g(x− y)|dx)dy.

La proposition 7.8 donne
∫
|g(x− y)|dx =

∫
|g(x)|dx = ‖g‖1, Donc :

∫
(

∫
|H(x, y)|dx)dy = ‖g‖1

∫
|f(y)|dy = ‖g‖1‖f‖1 <∞.
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Le théorème de Fubini peut donc s’appliquer. Il donne queH(x, ·) ∈ L1(R) pour presque toutx ∈ R. Donc,
g(x− ·)f(·) ∈ L1(R) pour presque toutx ∈ R. Ceci montre bien quef ⋆ g est définie p.p.. Le théorème de Fubini
donne alors aussi quef ⋆ g ∈ L1(R) (au sens “il existeh ∈ L1(R) t.q.f ⋆ g = h p.p.").

Enfin pour montrer que‖f ⋆ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1, il suffit de remarquer que :

‖f ⋆ g‖1 =

∫
|
∫
f(y)g(x− y)dy|dx ≤

∫
(

∫
|H(x, y)|dx)dy = ‖g‖1‖f‖1.

Remarque 7.5 On a vu précédemment queL1(RN ) muni de l’addition (loi de composition interne), de la multi-
plication par un scalaire (loi de composition externe) et dela norme‖ · ‖1 est un espace de Banach. L’ajout de la
convolution (loi de composition interne) confère àL1(RN ) la structure d’algèbre de Banach.

On sait aussi queCb(R,R) muni de l’addition, de la multiplication interne, de la multiplication par un scalaire et
de la norme de la convergence uniforme‖ · ‖u est aussi une algèbre de Banach. En fait, nous montrerons parla
suite qu’il existe un isomorphisme d’algèbre, appelé transformation de Fourier, entreL1(RN ) et son image (par
cette transformation) dansCb(RN ,R).

Remarque 7.6 On donne ici quelques propriétés supplémentaires de la convolution.

SoitN ≥ 1. Pourp ∈ [1,∞], on poseLp(RN ) = LpR(RN ,B(RN), λ).

1. Soitf, g ∈ L1(RN ). On a alorsf ⋆ g = g ⋆ f p.p.. Ceci découle de l’invariance par translation de la mesure de
Lebesgue (propositions 7.7 et 7.8) et est démontré dans l’exercice 7.19.

2. Soit1 < p < ∞. Soientf ∈ Lp(RN ) et g ∈ L1(RN ). Alors, f ⋆ g est définie p.p. surRN , f ⋆ g ∈ Lp(RN ) et
‖f ⋆ g‖p ≤ ‖f‖p‖g‖1. Cette propriété fait l’objet de l’exercice 7.21.

3. Soitp, q ∈ [1,∞] t.q. (1/p) + (1/q) = 1. Soientf ∈ Lp(RN ) et g ∈ Lq(RN ). Alors, f ⋆ g est définie partout
surRN etf ⋆ g ∈ Cb(RN ,R), voir l’exercice 8.6.

4. Soitp ∈ [1,∞]. Soientf ∈ Lp(RN ) et g ∈ C∞
c (RN ,R). Alors, f ⋆ g est définie partout surRN et f ⋆ g ∈

C∞(RN ,R), voir l’exercice 7.20.

5. (Régularisation par convolution) Soitf : RN → R. On dit quef ∈ L1
loc(R

N ) si f1K ∈ L1(RN ) pour tout
compactK deRN . On suppose quef ∈ L1

loc(R
N ). Soit k ∈ N et g ∈ Ckc (RN ,R). Alors, f ⋆ g est définie

partout surRN etf ⋆ g ∈ Ck(RN ,R) (voir l’exercice 7.20, noter queLp(RN ) ⊂ L1
loc(R

N )).

6. Soitf, g ∈ L1(RN ). On suppose quef et g sont à support compact (f à support compact signifie qu’il existe
K, compact deRN t.q.f = 0 p.p. surKc). Alors, la fonctionf ⋆ g est aussi à support compact. Ceci fait partie
de l’exercice 7.19.

La convolution est un outil très utile pour “régulariser" des fonctions. Elle est à la base de résultats de densité
fondamentaux que nous verrons dans le chapitre suivant (densité deC∞

c (RN ,R) dansLp(RN ) pourp < ∞, par
exemple).

Il est aussi intéressant de généraliser la convolution de fonctions en convolution de mesures. On commence par
remarquer qu’une fonctionf dansL1

loc(R
N ,B(RN), λN ) (voir la remarque 7.6) est entièrement déterminée par

la mesure qu’elle induit surB(RN ), c’est-à-dire par la mesurem définie parm = fλN . Ceci est précisé dans le
lemme suivant (en remarquant que

∫
ϕdm =

∫
ϕfdλN pour toutϕ ∈ Cc(RN ,R)).

Lemme 7.1 SoitN ≥ 1 et f, g ∈ L1
loc(R

N ,B(RN), λN ) t.q.
∫
fϕdλN =

∫
gϕdλN , pour toutϕ ∈ Cc(RN ,R).

Alors,f = g p.p..
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DÉMONSTRATION : SoitM ∈ N⋆. On noteBM la boule (fermée) de centre0 et rayonM dansRN et hM la
fonction défnie par :

hM (x) = f(x) − g(x) si x ∈ BM et |f(x) − g(x)| ≤M,
hM (x) = 0 si x ∈ BM ou |f(x) − g(x)| > M,
hM (x) = 0 si x 6∈ BM .

On ahM ∈ L1(RN ,B(RN), λN ) (carBM est un compact deRN ). CommeCc(RN ,R) est dense dansL1(RN ,
B(RN), λN ) (théorème 5.5 pourd = 1 et théorème 7.6 pourN ≥ 1), il existe une suite(ϕn)n∈N t.q.ϕn → hM
dansL1(RN ,B(RN), λN ) quandn→ ∞. On peut aussi supposer (quitte à extraire une sous suite) queϕn → hM
p.p. (théorème 6.3). Enfin, en remplaçantϕn parmax(min(ϕn,M),−M) on obtient :

ϕn ∈ Cc(RN ,R) pour toutn ∈ N,
ϕn → hM p.p.,
|ϕn| ≤M pour toutn ∈ N.

Commeϕn ∈ Cc(RN ,R), on a
∫
(f − g)ϕndλN = 0. Le théorème de convergence dominée (la domination est

parM1BM
|f − g|) donne alors

∫
hM (f − g)dλN = 0. En faisant maintenant tendreM vers l’infini, le théorème

de convergence monotone donne
∫
|f − g|dλN = 0, et doncf = g p.p.

Pour que la convolution de mesures soit une généralisation de la convolution de fonctions, on souhaite quem⋆µ =
(f ⋆g)λN , lorsquem = fλN etg = gλN avecf, g ∈ L1(RN ,B(RN), λN ) (et doncf ⋆g ∈ L1(RN ,B(RN), λN )).
Noter quem, µ etm ⋆ µ sont des mesures signées.

Soit f, g ∈ L1(RN ,B(RN), λN ). On posem = fλN et g = gλN . On a, pour toutϕ borélienne bornée deRN

dansR (par exemple,ϕ ∈ Cb(RN ,R)),

∫
(f ⋆ g)ϕdλN =

∫

Rd

(∫

Rd

f(x− y)g(y)dy

)
ϕ(x)dx.

(On rapelle quedx désignedλN (x)). En utilisant le théorème de Fubini (qui s’applique bien ici car
∫ ∫

|f(x −
y)g(y)ϕ(x)|dxdy ≤ ‖ϕ‖∞‖f‖1‖g‖1), puis avec le changement de variablez = x− y (poury fixé) on obtient :

∫
(f ⋆ g)ϕdλN =

∫

Rd

(∫

Rd

f(x− y)ϕ(x)dx

)
g(y)dy

=

∫

Rd

(∫

Rd

f(z)ϕ(z + y)dz

)
g(y)dy.

On a donc :
∫

(f ⋆ g)ϕdλN =

∫

RN

(∫

RN

ϕ(z + y)dm(z)

)
dµ(y) =

∫

R2N

ϕ(y + z)d(m⊗ µ)(z, y), (7.13)

où la dernière égalité découle de la définition dem⊗ µ. Plus précisément, sim etµ sont des mesures finies (c’est-
à-dire des applicationsσ-additives deB(RN) dansR+), la dernière égalité de 7.13 est donnée par le troisième item
du théorème de Fubini (théorème 7.3). Sim etµ sont des mesures signées, on se ramène au cas précédent avec la
décomposition de Hahn (proposition 2.6) qui donnem = m+ −m− etµ = µ+ − µ−. La mesurem⊗ µ est alors
définie à partir dem± ⊗ µ±.

On est ainsi amené à définirm ⋆ µ en utilisant le deuxième membre de (7.13) pour définir
∫
ϕd(m ⋆ µ).
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Définition 7.4 SoitN ≥ 1 etm, µ des mesures signées surB(RN). On définit la mesure signéeµ ⋆ ν surB(RN)
par :

m ⋆ µ(A) =

∫

B(R2N )

1A(x+ y)d(m⊗ µ)(x, y) pour toutA ∈ B(RN).

oùm ⊗ ν = m+ ⊗ µ+ +m− ⊗ µ− −m− ⊗ µ+ −m+ ⊗ µ− etm± µ± sont données par la décomposition de
Hahn dem etµ (proposition 2.6).

Le fait quem ⋆ µ est une mesure signée surB(RN) est facile (laσ-additivité dem ⋆ µ découle, par exemple, du
théorème de convergence dominée). On déduit de cette définition la proposition suivante.

Proposition 7.10 SoitN ≥ 1 etm, µ des mesures signées surB(RN ).

1. On a alors, pour toutϕ borélienne bornée deRN dansR (par exemple,ϕ ∈ Cb(RN ,R)) :
∫

RN

ϕd(m ⋆ µ) =

∫

B(R2N )

ϕ(x+ y)d(m⊗ µ)(x, y).

2. Sim etµ sont des probabilités, la mesurem ⋆ µ est aussi une probabilité.

3. Sif, g ∈ L1(RN ,B(RN), λN ),m = fλN etµ = gλN , on am ⋆ µ = (f ⋆ g)λN .

DÉMONSTRATION : Le premier item se démontre, comme souvent, en considérantdes fonctions étagées, puis en
écrivantϕ comme limite de fonctions étagées (bornées par la borne supérieure de|ϕ|, exercice 7.23). Le deuxième
item est immédiat en remarquant quem ⋆ µ(A) ≥ 0 si m et µ sont des mesures (positives) etm ⋆ µ(RN ) =
m(RN )µ(RN ). Enfin, le troisième item a été vu avant la proposition 7.10.

Remarque 7.7 Il aurait aussi été possible de définirm ⋆ µ grâce au théorème de Riesz dansC0(RN ,R) (théo-
rème 5.4 pourN ≥ 1). Si m, µ sont des mesures signées surB(RN ) (ou, directement, des formes linéaires
continues surC0(RN ,R)). On définit, l’applicationL deC0(RN ,R) dansR par :

L(ϕ) =

∫

RN

∫

RN

ϕ(x + y)dm(x)dµ(y), ∀ϕ ∈ C0(R
N ,R). (7.14)

L’applicationL est une forme linéaire continue surC0(RN ,R). Par le théorème de Riesz, il existe donc une unique
mesure de Radon, notéeτ (c’est la mesure convoluée dem etµ) t.q. :

L(ϕ) =

∫
ϕ(s)dτ(s). (7.15)

7.6 Formules de changement de variables

La proposition 7.8 donne un résultat sur les changements de variables “simples". On donne maintenant une géné-
ralisation dans le cas où les intégrales portent sur des ouverts bornés deRN .

Théorème 7.5 (Formules de changement de variables)
SoitN ≥ 1, U etV des ouverts bornés deRN etϕ unC1-difféomorphisme deU dansV (i.e.ϕ est une bijection
deU dansV , ϕ ∈ C1(U, V ) etϕ−1 ∈ C1(V, U)). On noteDϕ(y) la matrice jacobienne deϕ eny etDet(Dϕ)
la fonctiony 7→ Det(Dϕ(y)).
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1. Soitf ∈ M+ = M+(RN ,B(RN)). Alors,

(f ◦ ϕ)|Det(Dϕ)|1U ∈ M+ et
∫

V

f(x)dx =

∫

U

f(ϕ(y))|Det(Dϕ(y))|dy.

2. Soitf ∈ M(RN ,B(RN)) t.q.f1V ∈ L1 = L1
R(RN ,B(RN)). Alors,

(f ◦ ϕ)|Det(Dϕ)|1U ∈ L1 et
∫

V

f(x)dx =

∫

U

f(ϕ(y))|Det(Dϕ(y))|dy.

DÉMONSTRATION : Commeϕ est de classeC1, la fonction(f ◦ϕ)|Det(Dϕ)|1U est mesurable sif est mesurable.
Il est plus difficile de montrer l’égalité donnée dans l’item1 du théorème. Cette démonstration n’est pas faite ici.
Elle consiste à se ramener par un procédé de localisation au cas de changements de variables affines.

Le deuxième item du théorème est une conséquence facile du premier. En effet, soitf ∈ M(RN ,B(RN)) t.q.
f1V ∈ L1. En appliquant le premier item à la fonction|f | ∈ M+, on obtient que(f ◦ ϕ)|Det(Dϕ)|1U ∈ L1.
Puis en appliquant le premier item àf+ et f− et en faisant la différence, on obtient bien que

∫
V
f(x)dx =∫

U f(ϕ(y))|Det(Dϕ(y))|dy.

Un exemple de changement de variables

On conclut cette section en donnant l’exemple des coordonnées polaires pourN = 2.

Soitf ∈M+(R2, B(R2)) (ouf ∈ L1
R(R2, B(R2), λ2)). On veut calculer (par exemple)

∫
B1
f(x)dx, oùB1 est la

boule unité (ouverte) deR2, en passant en coordonnée polaires.

On a doncB1 = {x ∈ R2 ; |x| < 1}, où | · | est la norme euclidienne dansR2, c’est-à-dire|x|2 = x2
1 + x2

2 si
x = (x1, x2)

t ∈ R2.

On poseL = {(x1, 0)t, x1 ∈ [0, 1[} et on remarque queλ2(L) = λ([0, 1[) × λ({0}) = 0. Donc, en posant
V = B1 \ L, on a : ∫

B1

f(x)dx =

∫

B1\L
f(x)dx =

∫

V

f(x)dx(=

∫

V

fdλ2).

On pose aussiU =]0, 1[×]0, 2π[, de sorte queU etV sont de ouverts bornés deR2. L’applicationϕ : (r, θ)t 7→
(r cos θ, r sin θ)t est alors une bijection deU dansV . Elle est de classeC1 et son inverse est de classeC1 (ϕ et
ϕ−1 sont même de classeC∞). On peut calculer la matrice jacobienne deϕ et son déterminant :

Dϕ(r, θ) =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
, |Det(Dϕ(r, θ))| = r.

On peut donc appliquer le théorème 7.5, il donne :
∫

B1

f(x)dx =

∫

V

f(x)dx =

∫

U

f(r cos θ, r sin θ)rdλ2(r, θ) =

∫

]0,1[×]0,2π[

f(r cos θ, r sin θ)rdλ2(r, θ)

En appliquant maintenant le théorème de Fubini-Tonelli pour évaluer la dernière intégrale (sif ∈ L1 au lieu de
f ∈ M+, on raisonne d’abord sur|f | puis on utilise le théorème de Fubini), on obtient :

∫

B1

f(x)dx =

∫ 2π

0

(

∫ 1

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr)dθ.
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Si f(x) ne dépend que de|x|, c’est-à-dire si il existeψ t.q.f(x) = ψ(|x|), on obtient alors :

∫

B1

f(x)dx = 2π

∫ 1

0

ψ(r)rdr.

En particulier, on voit quef1B1 ∈ L1(R2) si et seulement sig ∈ L1
R(]0, 1[,B(R), λ), avecg définie parg(r) =

rψ(r) pourr ∈]0, 1[.

Prenons toujoursf ∈ M+(R2,B(R2)) (ou bienf ∈ L1
R(R2,B(R2), λ2)). Le raisonnement que nous venons de

faire pourB1 peut être fait pourBa = {x ∈ R2 ; |x| < a} aveca > 0. On obtient alors, pour touta > 0 :

∫

Ba

f(x)dx =

∫ 2π

0

(

∫ a

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr)dθ. (7.16)

En prenanta = n, n ∈ N⋆, dans (7.16), on obtient aussi, quandn→ ∞ (avec le théorème de convergence mono-
tone sif ∈ M+ et en raisonnement avecf± si f ∈ L1) :

∫
f(x)dx =

∫ 2π

0

(

∫ ∞

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr)dθ. (7.17)

7.7 Exercices

7.7.1 Mesure produit

Exercice 7.1 Corrigé 147 page 460
Montrer que, pour toutn ≥ 2, on aB(Rn) = B(Rn−1) ⊗ B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pourn = 2
dans l’exercice 2.6.]

Exercice 7.2 Corrigé 148 page 461
SoientE1, E2 deux ensembles,T1 une tribu surE1 etT2 une tribu surE2. On noteE = E1 × E2 et on rappelle
queT1 × T2 = {A1 ×A2, A1 ∈ T1,A2 ∈ T2}.

Montrer que l’algèbre engendrée parT1 × T2 est égale à l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
T1 × T2 c’est-à-dire que, pour toutA ∈ P(E),A appartient à l’algèbre engendrée parT1 × T2 si et seulement si il
existe(A(p))p=1,...,n ⊂ T1 × T2 t.q.A(p) ∩A(q) = ∅ si p 6= q etA = ∪np=1A

(p).

Exercice 7.3 (Exemple de mesure produit)Corrigé 149 page 462
Soitm1 etm2 des mesuresσ−finies, non nulles, sur(R,B(R)) et t.q.m1⊗m2(R2 \D) = 0, oùD = {(x, x), x ∈
R}. Montrer qu’il existea, α, β ∈ R t.q.m1 = αδa etm2 = βδa, oùδa est la mesure de Dirac ena.

Exercice 7.4 (Fonction dont les traces sont boréliennes)Corrigé 150 page 463
PourB ⊂ R2, on notet(B) l’ensemble desx1 ∈ R t.q. (x1, 0) ∈ B. On poseT = {B ⊂ R2; t(B) ∈ B(R)}.

Soit θ ∈]0, π2 [. Pourx = (x1, x2)
t ∈ R2, on poseg(x) = (x1 cos θ − x2 sin θ, x1 sin θ + x2 cos θ)t.

1. Montrer queT est une tribu contenantB(R2).

2. SoitA ⊂ R t.q.A 6∈ B(R). On poseB = A× {0}.

(a) Montrer queB 6∈ B(R2).

(b) On posef = 1B ◦ g. Montrer que la fonctionf n’est pas une fonction borélienne deR2 dansR mais que les
fonctionsf(x1, ·) etf(·;x2) sont boréliennes deR dansR, pour toutx1, x2 ∈ R.
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7.7.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Exercice 7.5 (Contre-exemple au théorème de Fubini)Corrigé 151 page 463
SoitL1 = L1

R(R,B(R), λ). Pour(x, y) ∈ R2, on pose :

f(x, y) =





1
(x+1)2 si x > 0 etx < y ≤ 2x

− 1
(x+1)2 si x > 0 et2x < y ≤ 3x

0 si x > 0 ety 6∈]x, 3x[
0 si x ≤ 0.

(7.18)

1. Montrer quef : R2 → R estB(R2)- mesurable.

2. Montrer que pour touty ∈ R, f(., y) ∈ L1 ; on poseφ(y) =
∫
f(x, y)dλ(x). Montrer queφ ∈ L1.

3. Montrer que pour toutx ∈ R, f(x, .) ∈ L1 ; on poseψ(x) =
∫
f(x, y)dλ(y). Montrer queψ ∈ L1.

4. Montrer que
∫
φdλ 6=

∫
ψdλ (φ etψ sont définies dans les questions précédentes).

5. Pourquoi le théorème de Fubini ne s’applique-t-il pas ici?

Exercice 7.6 (Intégrale d’une fonction positive)Corrigé 152 page 465
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ-fini, et f : E → R+ une application mesurable. On poseF = 1A avec
A = {(t, x) ∈ R × E; 0 < t < f(x)}.

1. Montrer queF estB(R) ⊗ T - mesurable

2. Montrer que
∫
fdm =

∫ +∞
0

m({x ∈ E; f(x) > t})dt et que
∫
fdm =

∫ +∞
0

m({x ∈ E; f(x) ≥ t})dt.
[Utiliser le théorème de Fubini-Tonelli.]

Exercice 7.7 (Une caractérisation deLp) Corrigé 153 page 466
On munitR [resp.R2] de sa tribu borélienne, notéeB(R) [resp.B(R2)].

Soit f une application mesurable deR dansR. Pour touty ∈ R+, on poseAy = {x ∈ R; |f(x)| > y}. Pour tout
y ∈ R⋆−, on poseAy = ∅.

1. Montrer que l’application(x, y)t 7→ 1Ay
(x) est mesurable deR2 dansR. [On pourra commencer par montrer

que{(x, y)t ∈ R2; |f(x)| > y} est un borélien deR2.]

Soitp ∈ [1,∞[. Poury ∈ R, on posegp(y) = |y|p−1λ(Ay) (en convenant quegp(0) = 0 si λ(A0) = ∞).

2.(a) Montrer que l’application(x, y)t 7→ |y|p−11Ay
(x) est mesurable positive deR2 dansR.

(b) Montrer quegp est intégrable surR si et seulement sif ∈ LpR(R,B(R), λ). [On pourra, par exemple, utiliser
le théorème de Fubini-Tonelli.]

Exercice 7.8 (Mesure de boules deR2)
On considère ici l’espace mesuré(R2,B(R2), λ2). Montrer queλ2({x ∈ R2; |x| < R}) = πR2 pour toutR > 0.

Exercice 7.9 (A propos de Fubini)
Soit, pourn ≥ 1, In = [1 − 1/n, 1 − 1/(n + 1)[ ; on poseϕn = n(n + 1)χIn

et f(x, y) =
∑

n≥1(ϕn(x) −
ϕn+1(x))ϕn(y).

1. Montrer quef : [0, 1]2 → R est bien définie et mesurable,

2. Montrer que, pour toutx ∈ [0, 1], y 7→ f(x, y) est intégrable sur[0, 1]et que, pour touty ∈ [0, 1], x 7→ f(x, y)
est intégrable sur[0, 1],

3. Montrer queF : x 7→
∫
[0,1]

f(x, y) dy etG : y 7→
∫
[0,1]

f(x, y) dx sont intégrables sur[0, 1]. Calculer alors∫
[0,1]

F (x) dx et
∫
[0,1]

G(y) dy. Peut on appliquer àf le théorème de Fubini ?

212



7.7.3 Mesure de Lebesgue surB(RN )

Exercice 7.10 (Propriétés élémentaires deλN ) Corrigé 154 page 467
SoitN ≥ 2. On rappelle queλN est la mesure de Lebesgue surB(RN).

1. SoitA1, . . . , AN ∈ B(R). Montrer que
∏N
i=1Ai ∈ B(RN) etλN (

∏N
i=1Ai) =

∏N
i=1 λ(Ai).

2. Soitα1, . . . , αN ∈ R etβ1, . . . , βN ∈ R t.q.αi < βi pour touti ∈ {1, . . . , N}. Montrer que

λN (
N∏

i=1

]αi, βi[) =
N∏

i=1

λ(]αi, βi[).

3. SoitK est un compact deRN (noter queK ∈ B(RN). Montrer queλN (K) < +∞.

4. SoitO un ouvert non vide deRN . Montrer queλN (O) > 0.

5. Soitf, g ∈ C(RN ,R). Montrer quef = g p.p. (c’est-à-direλN -p.p.) impliquef(x) = g(x) pour toutx ∈ RN .

6. Montrer queCc(RN ,R) ⊂ L1
R(RN ,B(RN), λN ).

Exercice 7.11 (Régularité deλN ) Corrigé 155 page 469
Soitm une mesure surB(RN) t.q.m(K) <∞ pour tout compactK deRN . (noter que ceci est vrai pourm = λN .)

1. SoientA ∈ B(RN) et ε > 0. Montrer qu’il existeO ouvert deRN etF fermé deRN tels que :

F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε.

2. SoitA ∈ B(RN). Déduire de la question précédente quem(A) = inf{m(O),O ouvert t.q.A ⊂ O}.

[On pourra s’inspirer de la démonstration de la régularité d’une mesure surB(R), finie sur les compacts (théorème
2.3).]

Exercice 7.12 (Densité deCc dansL1(RN ))
SoitN ≥ 1. Montrer que l’espaceCc(RN ,R) est dense dansL1(RN ) (c’est-à-dire que, pour toutf ∈ L1(RN )
et toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(RN ) t.q. ‖f − ϕ‖1 ≤ ε). [S’inspirer de la démonstration faite pour le casN = 1,
théorème 5.5.]

Exercice 7.13 (Densité deCc etC∞
c dansL1) Corrigé 156 page 471

Soitd ≥ 1 etµ une mesure sur les boréliens deRd. On suppose queµ vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1)µ est est finie sur les compacts deRd, c’est-à-dire queµ(K) < +∞ siK est un compact deRd,

(p2)µ est régulière, c’est-à-dire que pour toutA ∈ B(Rd) et toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ A ⊂ O
etµ(O \ F ) ≤ ε.

En fait, la propriété (p1) entraîne la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration n’est pas
demandée ici.

On noteL1
µ l’espaceL1

R(Rd,B(Rd), µ). Pourf ∈ L1
µ, on note‖f‖1 =

∫
|f |dµ. Enfin, pourx ∈ Rd, on note|x| la

norme euclidienne dex.

1. Soitϕ ∈ Cc(Rd,R) (c’est-à-direϕ continue deRd dansR et à support compact). Montrer queϕ ∈ L1
µ.

2. SoitK un compact deRd et η > 0. Pourx ∈ Rd, on poseϕ(x) = (η−d(x,K))+

η avecd(x,K) = inf{|x − y|,
y ∈ K}. Montrer queϕ ∈ Cc(Rd,R) et queϕ(x) = 1 si x ∈ K.

3. SoitA ∈ B(Rd) t.q.µ(A) < +∞.
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(a) Soitε > 0, montrer qu’il existeO ouvert etK compact t.q.K ⊂ A ⊂ O etµ(O \K) ≤ ε.

(b) Soitε > 0. Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖ϕ− 1A‖1 ≤ ε.

4. Soitf une fonction borélienne positive deRd dansR. On suppose quef ∈ L1
µ. Soitε > 0. Montrer qu’il existe

ϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε. [On pourra approcherf par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soitf ∈ L1
µ et ε > 0.

(a) Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε.

(b) Montrer qu’il existeψ ∈ C∞
c (Rd,R) t.q. ‖f − ψ‖1 ≤ ε. [On pourra montrer que, siϕ ∈ Cc(Rd,R), on a

‖ϕ−ϕn‖1 → 0, quandn→ ∞, avecϕn = ϕ⋆ρn et(ρn)n∈N⋆ une famille régularisante, voir la définition 8.4.]

6. (Continuité en moyenne?)

(a) Soitϕ ∈ Cc(Rd,R). Montrer que‖ϕ(· + h) − ϕ‖1 → 0 quandh→ 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convenablementf etµ) qu’on peut avoirf ∈ L1
µ

et‖f(· + h) − f‖1 6→ 0 quandh→ 0.

7. On suppose maintenant queΩ est un ouvert deRd et queµ est une mesure sur les boréliens deΩ, finie sur
les sous ensembles compacts deΩ. Indiquer brièvement comment on peut montrer la densité deCc(Ω,R) et
C∞
c (Ω,R) dansL1

R(Ω,B(Ω), µ).

Exercice 7.14 (Invariance par translation deλN ) Corrigé 157 page 472
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ et β1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN , on poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t, de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN .

1. SoitA ∈ B(RN), montrer queϕ(A) = {ϕ(x), x ∈ A} ∈ B(RN).

2. Montrer queλN (ϕ(A)) =
∏N
i=1 |αi|λN (A) pour toutA ∈ B(RN ). [On pourra faire une récurrence surN : La

proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de LebesguesurB(R), notéeλ. On suppose que le résultat est
vrai pourλN−1 (et pour toute familleα1, . . . , αN−1 ∈ R⋆, β1, . . . , βN−1 ∈ R). On le démontre alors pourλN
en posantm(A) = (

∏N
i=1 |αi|)−1λN (ϕ(A)) et en montrant quem est une mesure surB(RN ) égale àλN sur

B(RN−1) ⊗ B(R). On utilise pour conclure la partie “unicité" du théorème 7.1 sur la mesure produit.]

Exercice 7.15 (Changement de variables simple)Corrigé 158 page 473
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ etβ1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN . On poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t (de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN ).

1. Soitf ∈ E+ = E+(RN ,B(RN )), montrer quef ◦ ϕ ∈ E+ et que
∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN . [Utiliser

l’exercice 7.14.]

2. Soitf ∈ M+ = M+(RN ,B(RN)), montrer quef ◦ ϕ ∈ M+ et que
∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN .

3. Soitf ∈ L1 = L1
R(RN ,B(RN), λN ), montrer quef ◦ ϕ ∈ L1 et que

∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN .

Exercice 7.16 (Primitives de fonctionsLp) Corrigé 159 page 474
Soitp ∈ [1,∞[. On noteLp = LpR(]0, 1[,B(]0, 1[), λ). Soitf, g ∈ Lp. On définitF etG de[0, 1] dansR par, pour
x ∈ [0, 1],

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt (=

∫

]0,x[

fdλ), G(x) =

∫ x

0

g(t)dt (=

∫

]0,x[

gdλ).

1. Montrer queF etG sont des fonctions continues et qu’il existeC ∈ R t.q. |F (y) − F (x)| ≤ C|y − x|1− 1
p et

|G(y) −G(x)| ≤ C|y − x|1− 1
p , pour tousx, y ∈ [0, 1], x < y.
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2. On supposep > 1. Soitn ∈ N⋆ etk ∈ {0, . . . , n−1}. Montrer que, pour toutx ∈ [ kn ,
k+1
n ], on a(F (x), G(x)) ∈

An,k × Bn,k, oùAn,k etBn,k sont des intervalles deR (indépendants dex) dont les longueurs tendent vers0
quandn→ ∞. [Utiliser la question 1.]

3. On supposep > 2. Montrer queE = {(F (x), G(x)); x ∈ [0, 1]} est une partie négligeable deR2 (muni de la
mesure de Lebesgue sur les boréliens deR2). [En utilisant une majoration convenable des longueurs deAn,k et
Bn,k, inclureE (pour toutn ∈ N) dans une partie deR2 dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quandn→ ∞.]

Exercice 7.17 (Lemme de Comparaison)
Soitϕ une fonction décroissante deR⋆+ dansR+, on définit l’application deB(R) × B(R) dansR+ par :

Φ(A,B) =

∫ ∫

A×B
ϕ(|x − y|)dxdy.

SoientA,B ∈ B(R), a = λ(A), b = λ(B) (λ est la mesure de Lebesgue) etα, β ∈ R, α < b tels queA ⊂ [α, β]
etB ⊂ [α, β]. Montrer que

Φ(A,B) ≥ Φ([α, α + a], [β − b, b]).

Exercice 7.18
Soitϕ : R2 → R B(R2)-mesurable. Pourx ∈ R, on pose :fϕ(x) = ϕ(x, x).

1. Montrer quefϕ estB(R)-mesurable.

2. Soientϕ etψ : R2 → R B(R2)-mesurables. Montrer queϕ = ψ λ2-p.p. 6⇒ fϕ = fψ λ-p.p.. (λ2 est la mesure
de Lebesgue surB(R2) dont on suppose l’existence).

3. Soientϕ etψ : R2 → R B(R2)-mesurables t.q. :

(a)ϕ(x, .) etψ(x, .) sont continues p.p. enx ∈ R

(b) ϕ(, .y) etψ(., y) sont mesurables pour touty ∈ R

(Ces fonctions sont dites de “Carathéodory".)

(a) Montrer queϕ etψ sontB(R2)-mesurables.

(b) Montrer queϕ = ψ λ2-p.p.⇒ ϕ(x, .) = ψ(x, .) partout, p.p. enx ∈ R. En déduire que siϕ = ψ λ2-p.p,
alorsfϕ = fψ λ-p.p..

7.7.4 Convolution

Exercice 7.19 (Propriétés élémentaires de la convolution)Corrigé 160 page 476
Soitf, g ∈ L1(RN ) = L1

R(RN ,B(RN), λN ).

1. Montrer quef ⋆ g = g ⋆ f p.p.. [Utiliser l’invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

2. On suppose quef etg sont à support compact (f à support compact signifie qu’il existeK, compact deRN , t.q.
f = 0 p.p. surKc). Montrer que la fonctionf ⋆ g est alors aussi à support compact. [On désigne parB(0, α) la
boule ouverte de centre0 et de rayonα. Commef et g sont à support compact, il existea et b ∈ R+ tels que
f = 0 p.p. surB(0, a)c etg = 0 p.p. surB(0, b)c. Montrer quef ⋆ g = 0 p.p. surB(0, a+ b)c.]

Exercice 7.20 (ConvolutionLp − C∞
c ) Corrigé 161 page 477

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Soitf ∈ Lp(RN ) = LpR(RN , B(RN ), λN ) (ou f ∈ L1
loc(R

N )) et ρ ∈ C∞
c (RN ,R). On pourra

se limiter au casN = 1.
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1. Montrer que pour toutx ∈ RN , la fonctionf(·)ρ(x− ·) appartient àL1(RN ). On pose alors

f ⋆ ρ(x) =

∫
f(·)ρ(x− ·)dλN .

2. Montrer quef ⋆ ρ ∈ C∞(RN ,R).

3. On suppose maintenant quef est à support compact, c’est à dire qu’il existe un compact deR, notéK, t.q.
f = 0 p.p. surKc, montrer quef ⋆ ρ est aussi à support compact.

Exercice 7.21 (Inégalité de Young)Corrigé 162 page 478
Soient1 < p < +∞, f ∈ L1

R(RN ,B(RN), λN ) et g ∈ LpR(RN ,B(RN), λN ). Montrer quef ⋆ g est définie
p.p.,f ⋆ g ∈ LpR(RN ,B(RN), λN ) et ‖f ⋆ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p. [Ecrire

∫
(
∫
|f(x − y)g(y)|dy)pdx =

∫
(
∫
|f(x −

y)| 1q |f(x− y)| 1p |g(y)|dy)pdx, avecq = p
p−1 . Appliquer l’inégalité de Hölder puis le théorème de Fubini-Tonelli].

Exercice 7.22 (Itérations de convolution)
SoientL1 = L1

R(R,B(R), λ) et f ∈ L1 t.q. f = 0 p.p. surR−. On définit, pourn ∈ N⋆, f⋆n par :f⋆1 = f et

f⋆n = f⋆(n−1) ⋆ f pourn ≥ 1. Pourλ ≥ 0, on pose :g(α) =

∫ +∞

0

e−αt|f(t)|dt.

1.(a) Montrer quef⋆n est bien définie pour toutn ∈ N⋆, et quef⋆n = 0 surR−.

(b) Montrer, par récurrence sur n, que
∫ +∞
0 e−αt|f⋆n(t)|dt ≤ (g(α))n, pour toutα ≥ 0 et toutn ≥ 1.

(c) En déduire que
∫ x
0
|f⋆n(t)|dt ≤ eαx(g(α))n, pour toutα ≥ 0 toutn ≥ 1 et toutx ≥ 0.

2. Soith ∈ Cb(R,R). Montrer queh ⋆ f(x) est définie pour toutx ∈ R et queh ⋆ f ∈ Cb(R,R). Remarquer de
même queh ⋆ f⋆n ∈ Cb(R,R). On suppose maintenant que,h = 0 sur R− ; montrer que, pour toutx ∈ R,
h ⋆ f⋆n(x) → 0 quandn→ +∞.

Exercice 7.23 Soientµ et ν des mesures sur l’espace mesurable(R,B(R)). On définitµ ⋆ ν par :µ ⋆ ν(A) =∫
R2 1A(x+ y)dµ(x)dν(y).

1. Montrer queµ ⋆ ν est une mesure.

2. Montrer que siµ etν sont des probabilités, alorsµ ⋆ ν est une probabilité.

3. Montrer que siµ et ν sont des mesures de densités respectivesf et g (par rapport à Lebesgue), alorsµ ⋆ ν est
une mesure de densitéf ⋆ g.

7.7.5 Changement de variables

Exercice 7.24 (Fonction Gamma)

Pour toutx > 0, on poseΓ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

1. Montrer queΓ(x+ 1) = xΓ(x) pour toutx > 0. En déduire queΓ(n) = (n− 1)! pour tout entiern ≥ 1.

2. CalculerΓ(1
2 ). On pourra utiliser

∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

3. Montrer queΓ est de classeC∞ sur]0,∞[ et queΓ(n)(x) =

∫ ∞

0

(ln t)ntx−1e−tdt, pour toutn ≥ 1.

Exercice 7.25 (Calcul d’un volume)
Calculer le volume deE oùE = {(x, y, z) ∈ [0, 1]3; z ≥ 4xy}.
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Exercice 7.26Corrigé 163 page 479

1. Vérifier que sin ≥ 1

∫ n

0

sinx

x
dx =

∫ n

0

(

∫ ∞

0

e−xtdt) sinxdx.

2. CalculerFn(t) =

∫ n

0

e−xt sinxdx (t ≥ 0).

3. Calculer lim
n→+∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt. (Fn est définie à la question précédente.)

4. En déduire que lim
n→+∞

∫ n

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Exercice 7.27 (Coordonnées polaires)Corrigé 164 page 481

1. Calculer
∫
(R+)2

e−(x2+y2) dx dy (on rappelle quedx dy désignedλ2(x, y)). [On pourra utiliser le passage en
coordonnées polaires.]

2. Calculer
∫

R+

e−x
2

dx.

Exercice 7.28
SoientΩ = {(x, y) | 1 < x2 + 4y2 < 4 , x > 0 , y > 0},G = {(x, y) ∈ Ω | y < x}, Ω′ = {(x′, y′) | 1 < x′ <
4 , 0 < y′} etG′ = Ω′ ∩ {y′ < 1}.

1. Montrer qu’il existe un difféomorphismeT : Ω → Ω′ tel queT (G) = G′.

2. Soitf(x, y) = x2−4y2

4x2 si x 6= 0 etf(0, y) = 0. Montrer quef est borélienne surR2, intégrable surG et calculer
son intégrale.f est-elle intégrable surΩ ?

Exercice 7.29 (Sur volume de la boule unité dansRN )
On noteCN le volume de la boule unité dansRN . Montrer que, siρ > 0 etBN (ρ) désigne la boule de centre
0 et de rayonρ dansRN , on aλN (BN (ρ)) = ρNCN . En déduire la relation de récurrence suivante :CN+1 =

CN
∫ 1

0 (1 − u)N/2u−1/2 du.

Exercice 7.30 (Sur volume de la boule unité dansRN , suite)
On appelle fonction eulérienne de première espèce la fonctionB :]0,∞[2→ R définie parB(p, q) =

∫ 1

0
tp−1(1 −

t)q−1 dt.

1. Montrer queB est bien définie etC1 sur]0,∞[2.

2. Montrer queB(p, q) = 2
∫ π/2
0

sin(ϕ)2p−1 cos(ϕ)2q−1 dϕ =
∫∞
0

2u2p−1

(1+u2)p+q du. En déduireB(1/2, 1/2).

3. Montrer queB(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) [on pourra calculerΓ(p)Γ(q) en introduisant le difféomorphismeϕ(t, v) =

(tv, t(1 − v))]. En déduireΓ(1/2).

4. Calculer, en fonction deΓ, les constantesCN de l’exercice précédent.

Exercice 7.31 (Cordonnées polaires dansRN ) Corrigé 165 page 482
On noteSN−1 la sphère de centre0 et rayon1 dansRN (i.e.SN−1 = {x ∈ RN | |x| = 1}, où|.| désigne la norme
euclidienne usuelle). PourA ⊂ SN−1, on poseÃ = {tx , t ∈ [0, 1] , x ∈ A}.
Montrer que siA est un borélien deSN−1, alorsÃ est un borélien deRN .
On définit alors, quandA est un borélien deSN−1, σ(A) = NλN (Ã). Montrer queσ définit une mesure sur les
borélien deSN−1.
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Montrer que, pour toutf : RN → R mesurable positive ou intégrable on a

∫

RN

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫

SN−1

f(ρξ) dσ(ξ)

)
ρN−1 dρ.

Trouver alors lesα ∈ R tels quex→ |x|α soit intégrable surRN\B1 ou surB1, avecB1 = {x ∈ RN ; |x| ≤ 1}.

Exercice 7.32 (Changement de variablesW 1,1 croissant) Corrigé 166 page 484
Soitf ∈ L1

R(R,B(R), λ) t.q.f > 0 p.p.. Pourx ∈ R, on poseϕ(x) =
∫ x
−∞ f(t)dt. (On rappelle que, poura < b,

∫ b
a f(t)dt désigne

∫
1]a,b[fdλ.)

1. Montrer queϕ ∈ C(R,R) et queϕ est strictement croissante.

On noteIm l’image deϕ (Im est donc un intervalle dont les bornes sont0 et
∫
fdλ) et on noteψ : Im → R la

fonction inverse deϕ (ψ est donc continue deIm dansR).

On rappelle que siI est un intervalle deR etB(I) est sa tribu borélienne, on aB(I) = P(I) ∩ B(R).

PourA ⊂ R, on noteϕ(A) = {ϕ(x), x ∈ A}. PourA ⊂ Im, on noteψ(A) = {ψ(x), x ∈ A}.

2. Montrer que{ϕ(A), A ∈ B(R)} = B(Im) et que{ψ(A), A ∈ B(Im)} = B(R).

3. SoitI un intervalle deR. Montrer queλ(ϕ(I)) =
∫
I
fdλ.

4. SoitO un ouvert deR. Montrer queλ(ϕ(O)) =
∫
O fdλ. En déduire que, pour toutε > 0 il existeδ > 0 t.q. :

O ouvert,λ(O) ≤ δ ⇒ λ(ϕ(O)) ≤ ε.

5. SoitA ∈ B(R). Montrer queλ(ϕ(A)) =
∫
A
fdλ. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité deλ et la

question précédente.]

6. Soita, b ∈ R t.q.a < b.

(a) SoitB ∈ B(R). On poseg = 1B. Montrer que :

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

g(t)dt =

∫ b

a

g(ϕ(s))f(s)ds. (7.19)

[PrendreA = ψ(B ∩ Im)∩]a, b[ et utiliser la question précédente.]

(b) Montrer que (7.19) est encore vraie pourg ∈ E+(R, B(R)), puis pourg ∈M+(R, B(R)).

(c) Soit g : R → R mesurable. On suppose queg1]ϕ(a),ϕ(b)[ ∈ L1
R(R,B(R), λ). Montrer g ◦ ϕf1]a,b[ ∈

L1
R(R,B(R), λ) et que (7.19) est vraie.

NB : On peut montrer queϕ est dérivable p.p. et queϕ′ = f p.p.. La formule (7.19) est alors la formule habituelle
de changement de variable. Noter aussi que la fonctionϕ, restreinte à l’intervalle]a, b[, appartient à un espace
appeléW 1,1(]a, b[) (ce qui explique le titre de l’exercice).
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Chapitre 8

Densité, séparabilité et compacité

Ce chapitre est consacré en majeure partie aux espacesLpR(Ω,B(Ω), λN ) oùΩ un ouvert deRN ,N ≥ 1, B(Ω) est
la tribu borélienne deΩ, λN désigne la restriction àB(Ω) de la mesure de Lebesgue surB(RN) (aussi notéeλN )
et1 ≤ p ≤ ∞.

On notera toujoursLp(Ω) = LpR(Ω,B(Ω), λN ).

8.1 Théorèmes de densité pour les espacesLp(Ω)

8.1.1 Densité des fonctionsCc(Ω, R) dansLp(Ω)

Définition 8.1 SoientN ≥ 1, Ω un ouvert deRN etf une fonction définie deΩ dansR. On dit quef est à support
compact (dansΩ) si il existe un compactK ⊂ Ω tel quef = 0 surΩ \K.

On note souventsupp(f) l’adhérence dansΩ de l’ensemble desx ∈ Ω t.q.f(x) 6= 0. On peut montrer quef est à
support compact si et seulement sisupp(f) est compact.

Définition 8.2 SoientN ≥ 1, Ω un ouvert deRN etf une fonction définie deΩ dansR. On dit quef ∈ C∞
c (Ω,R)

si

1. f est de classeC∞ (deΩ dansR).

2. f est à support compact (dansΩ).

On note aussiD(Ω) = C∞
c (Ω,R).

Remarque 8.1 Si N = 1 et Ω =]0, 1[, la fonctionf définie parf(x) = x(x − 1) est de classeC∞ surΩ, mais
elle n’est pas à support compact. En effet, il n’existe pas decompact inclus dans]0, 1[ t.q. f soit nulle en dehors
de ce compact.

Par contre, sif est de classeC∞ sur]0, 1[ et si il existeε > 0 tel quef(x) = 0 pourx ∈]0, ε[ et pourx ∈]1−ε, 1[,
alorsf ∈ C∞

c (Ω,R).

Théorème 8.1 (Densité deCc(Ω,R) dansLp(Ω)) SoientN ≥ 1, p ∈ [1,+∞[ et Ω un ouvert deRN (par
exemple,Ω = RN ). Alors :

Cc(Ω,R) est dense dansLp(Ω) c’est-à-dire :

∀f ∈ Lp(Ω), ∀ε > 0, ∃ϕ ∈ Cc(Ω,R) t.q.‖f − ϕ‖p ≤ ε. (8.1)
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DÉMONSTRATION : La démonstration de ce résultat est faite dans l’exercice 6.4 pour le casΩ = R. La généralisa-
tion donnée ici se démontre de manière très voisine (grâce aurésultat de régularité, proposition 7.5), voir l’exercice
8.1.

Une conséquence importante du théorème 8.1 est la “continuité en moyenne" que l’on donne maintenant.

Théorème 8.2 (Continuité en moyenne)SoientN ≥ 1, p ∈ [1,+∞[,et f ∈ Lp(RN ). Alors,‖f(· + h) − f‖p
→ 0 quandh→ 0, c’est-à-dire :

∫
|f(x+ h) − f(x)|pdx→ 0, quandh→ 0.

DÉMONSTRATION : La démonstration est ici encore très similaire à la démonstration vue pourN = 1 dans
l’exercice 6.4, elle est proposée dans l’exercice 8.2.

Remarque 8.2 (Attention àL∞ !) Les deux résultats précédents sont faux dansL∞. Considérer par exemple le
casN = 1 et la fonctionf = 1R+ (qui appartient àL∞(R), en confondantf avec sa classe). On peut montrer que
(voir l’exercice 8.3) :

1. ∀ϕ ∈ C(R,R), ‖f − ϕ‖∞ ≥ 1

2
.

2. ∀h > 0, ‖f(· + h) − f‖∞ = 1.

8.1.2 Régularisation par convolution

Si a ∈ R+, on noteBa la boule fermée de centre0 et de rayona deRN .

Définition 8.3 (L1
loc)

SoientN ≥ 1 et Ω un ouvert deRN . Soitf : Ω → R. On définit quef est “localement intégrable surΩ" si
f1K ∈ L1(Ω) (au sens “il existeg ∈ L1(Ω) t.q.f = g p.p. surK") pour tout compactK ∈ Ω.

On noteL1
loc(Ω)(= L1

loc(Ω,B(Ω), λN )) l’ensemble des fonctions localement intégrables surΩ.

Remarque 8.3 SoientN ≥ 1 et Ω un ouvert deRN . Pour toutp tel que1 ≤ p ≤ +∞, on aLp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω)

(ceci est une conséquence immédiate du résultat d’inclusion entre les espacesLp, proposition 6.8).

Définition 8.4 (Famille régularisante) SoitN ≥ 1 et soitρ ∈ C∞
c (RN ,R) t.q. ρ ≥ 0, {x ∈ RN ; ρ(x) 6= 0} ⊂

B1 et
∫
ρ(x)dx = 1. On appelle famille régularisante (ou famille de noyaux régularisants) la famille de fonctions

(ρn)n∈N⋆ ⊂ C∞
c (RN ,R) définie par :ρn(x) = nNρ(nx), x ∈ RN , n ∈ N⋆.

Remarque 8.4 Dans la définition précédente, il est facile de vérifier que{x ∈ RN ; ρn(x) 6= 0} ⊂ B 1
n

et∫
ρn(x)dx = 1

Il existe bien des fonctions vérifiant les propriétés demandées pourρ dans la définition 8.4. PourN = 1, par
exemple, il suffit de prendreρ(x) = α exp( 1

x2−1 ) pourx ∈] − 1, 1[ et ρ(x) = 0 pourx 6∈] − 1, 1[, avecα > 0

choisi pour avoir
∫
ρ(x)dx = 1.

Lemme 8.1 SoientN ≥ 1, (ρn)n∈N⋆ une famille régularisante etf ∈ L1
loc(R

N ). Alors,f ⋆ ρn est définie partout
surRN etf ⋆ρn ∈ C∞(RN ,R). De plus, si il existea > 0 t.q.f = 0 p.p. surBca, on a alorsf ⋆ρn = 0 surBc

a+ 1
n

(f ⋆ ρn est donc à support compact).
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DÉMONSTRATION : La démonstration du fait quef ⋆ ρn ∈ C∞(RN ,R) est donnée dans l’exercice 7.20. La
seconde partie est donnée dans les exercices 7.20 et 7.19. L’indication de la seconde question de l’exercice 7.19
donne le support indiqué ici pourf ⋆ ρn.

Proposition 8.1 SoitN ≥ 1, (ρn)n∈N⋆ une famille régularisante. Soientp ∈ [1,+∞[ et f ∈ Lp(RN ). Alors,
f ⋆ ρn → f dansLp(RN ) lorsquen→ +∞.

DÉMONSTRATION : La démonstration est une conséquence du théorème de continuité en moyenne (théorème 8.2).
On choisit un représentant def , encore notéf . Pourn ∈ N⋆, on posefn = f ⋆ ρn. Pourx ∈ RN , on a :

fn(x) − f(x) =

∫
f(x− y)ρn(y)dy − f(x)

∫
ρn(y))dy

=

∫
(f(x− y) − f(x))ρn(y)dy,

et donc :

|fn(x) − f(x)|p ≤ (

∫
|f(x− y) − f(x)|ρn(y)dy)p.

Pourp > 1, on utilise l’inégalité de Hölder en écrivantρn = ρ
1
p
n ρ

1
q
n (avecq = p/(p− 1)) et on obtient (ce qui est

aussi immédiatement vrai pourp = 1) :

|fn(x) − f(x)|p ≤
∫

|f(x− y) − f(x)|pρn(y)dy(
∫
ρn(y)dy)

p
q

=

∫
|f(x− y) − f(x)|pρn(y)dy.

(8.2)

On remarque maintenant que l’application(x, y)t 7→ (f(y) − f(x)) est mesurable deR2 dansR (munis de leur
tribu borélienne), ceci est une conséquence (par exemple) de la proposition 7.3 et de la mesurabilité de la somme
d’applications mesurables. L’application(x, y)t 7→ (x, x − y) est mesurable deR2 dansR2 (car continue). Par
composition, l’application(x, y)t 7→ (f(x − y) − f(x)) est donc mesurable deR2 dansR. On en déduit, en
utilisant une nouvelle fois la mesurabilité de la composée d’applications mesurables (et du produit d’applications
mesurables), que(x, y)t 7→ |f(x− y) − f(x)|pρn(y) est mesurable (positive) deR2 dansR.

On peut donc appliquer le théorème de Fubini-Tonelli pour déduire de (8.2) que :
∫

|fn(x) − f(x)|pdx ≤
∫

(

∫
|f(x− y) − f(x)|pρn(y)dy)dx

=

∫
(

∫
|f(x− y) − f(x)|pρn(y)dx)dy

=

∫

B 1
n

‖f(· − y) − f‖ppρn(y)dy.
(8.3)

On utilise maintenant le théorème 8.2. Soitε > 0. Il existeη > 0 t.q. :

h ∈ RN , |h| ≤ η ⇒ ‖f(· − h) − f‖p ≤ ε.

On déduit donc de (8.3) que :
1

n
≤ η ⇒ ‖fn − f‖p ≤ ε.

Ce qui termine la démonstration.

Le deux résultats précédents permettent de démontrer le théorème de densité suivant :
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Théorème 8.3SoientN ≥ 1 etp ∈ [1,+∞[,C∞
c (RN ,R) est dense dansLp(RN ).

DÉMONSTRATION : La démonstration proposée ici utilise une méthode dite de “troncature et régularisation".

Pourf ∈ Lp(RN ), on dit quef est “à support compact" si il existeK compact deRN t.q.f = 0 p.p. surKc. On
noteA l’ensemble desf ∈ Lp(RN ) à support compact.

Etape 1. On montre dans cette étape queA est dense dansLp(RN ). Soit f ∈ Lp(RN ). Pourn ∈ N, on pose
fn = f1Bn

. Commefn → f p.p. quandn→ ∞ et |fn| ≤ |f | p.p. (pour toutn ∈ N), on peut appliquer le
théorème de convergence dominée dansLp (on utilise ici le fait quep < ∞). Il donne quefn → f dansLp(RN )
quandn→ ∞. Comme(fn)n∈N ⊂ A, on a bien montré la densité deA dansLp(RN ).

Etape 2. Soit maintenantf ∈ A. Pour conclure la démonstration, il suffit de montrer qu’il existe une suite
(fn)n∈N⋆ ⊂ C∞

c (RN ,R) t.q.fn → f dansLp(RN ) quandn→ ∞. Or cette suite est donné avecfn = f ⋆ ρn où
(ρn)n∈N⋆ est une famille régularisante. En effet, le lemme 8.1 donne que(fn)n∈N⋆ ⊂ C∞

c (RN ,R) et la proposi-
tion 8.1 donne quefn → f dansLp(RN ) quandn→ ∞.

On rappelle (remarque 8.2) queCc(RN ,R) (et donc aussiC∞
c (RN ,R)) n’est pas dense dansL∞(RN ). Il est

intéressant aussi de remarquer que le théorème précédent (théorème 8.3) est encore vrai si on remplace la mesure
de Lebesgue par une mesure sur les boréliens deRN (N ≥ 1), finie sur les compacts. Toutefois la démonstration
donnée ici doit alors être modifiée. Ceci est fait dans l’exercice 7.13 pourp = 1 (et la généralisation pour traiter
tous les casp ∈ [1,∞[ est assez simple).

8.1.3 Densité deC∞c (Ω, R) dansLp(Ω)

On a aussi un résultat de densité pour les fonctions définies sur un ouvert deRN .

Théorème 8.4 (Densité deD(Ω) dansLp(Ω)) SoientN ≥ 1, p ∈ [1,+∞[ etΩ un ouvert deRN . Alors,D(Ω) =
C∞
c (Ω,R) est dense dansLp(Ω).

DÉMONSTRATION : PourΩ 6= RN , on poseKn = {x ∈ RN ; d(x,Ωc) ≥ 1
n} ∩Bn si n ∈ N⋆.

Soientf ∈ Lp(Ω) et ε > 0. On remarque d’abord (en utilisant, comme pour le théorème précédent, le théorème
de convergence dominée dansLp) quef1Kn

→ f dansLp(Ω) quandn→ ∞. On peut donc choisirn0 ∈ N⋆ t.q.
‖f − fn0‖p ≤ ε.

On pose maintenantg = fn0 . On peut considérer queg ∈ Lp(RN ) et on ag = 0 p.p. surKc avecK = Kn0 .
En prenant une famille régularisante,(ρn)n∈N⋆ , le lemme 8.1 et la proposition 8.1 donnent queg ⋆ ρn → g dans
Lp(RN ) quandn→ ∞ et (g ⋆ ρn)n∈N⋆ ⊂ C∞

c (RN ,R). Il suffit alors de remarquer que la restriction deg ⋆ ρn à
Ω est à support compact dansΩ dès quen > n0 pour conclure la démonstration.

Ici aussi, le théorème 8.4 est encore vrai si on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure sur les boréliens de
Ω, finie sur les compacts. La démonstration donnée ici doit alors être modifiée (voir l’exercice 7.13).

8.2 Séparabilité deLp(Ω)

Proposition 8.2 SoientN ≥ 1, Ω un ouvert deRN etp tel que1 ≤ p < +∞. Alors, l’espaceLp(Ω) est séparable.

DÉMONSTRATION : La démonstration est l’objet de l’exercice 8.4 (et de 6.5 pour le carΩ = R).

Les espaces du typeL∞ ne sont, en général, pas séparables. L’exercice 8.5 montre que, par exemple,L∞
R (R,B(R),

λ) n’est pas séparable. Une adaptation simple de la démonstration de l’exercice 8.5 montre aussi que l’espace
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Cb(Rd,R) (ensemble des fonctions continues bornées deRd dansR), muni de la norme de la convergence uni-
forme, n’est pas séparable. Par contre l’espaceC0(Rd,R) (ensemble des fonctions continues deRd dansR tendant
vers0 quand le norme de la variable tend vers l’infini), mumi de la même norme, est séparable. Ceci est une
conséquence des deux premières questions de l’exercice 8.4(carCc est dense dansC0).

8.3 Compacité dans les espacesLp(Ω)

SoitE un espace vectoriel normé etA une partie deE ; on rappelle queA est (séquentiellement) compact si de
toute suite d’éléments deA on peut extraire une sous-suite qui converge. Notons que cette notion de compacité
“séquentielle" est équivalente à la notion ce compacité “deBorel -Lebesgue" (i.e. de tout recouvrement deA par
des ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini) dès queE est un espace métrique (ce qui est notre cas, car
E est un espace vectoriel normé).

Une partieA deE est dite relativement compacte si son adhérence est compacte (ou encore si il existe un compact
K deE tel queA ⊂ K).

Dans le cas oùE est un espace de dimension finie,A est compacte si et seulement siA est fermée bornée, etA est
relativement compacte si et seulement siA est bornée.

Ces deux caractérisations sont fausses si dim(E) = +∞. On sait par le théorème de Riesz que la boule unité
fermée d’un e.v.n.E est compacte si et seulement si la dimension deE est finie.

On s’intéresse ici au casE = Lp(Ω) (Ω ouvert non vide deRN ), espace vectoriel normé de dimension infinie,
et on voudrait caractériser les parties relativement compactes ; en particulier, étant donnée une suite de fonctions
deLp(Ω), sous quelles hypothèses peut-on en extraire une sous-suite qui converge? Une condition nécessaire évi-
dente est que la partie considérée soit bornée (une partie relativement compacte est toujours bornée). La deuxième
condition est, pour1 ≤ p < +∞ etΩ bornée, que la partie soit équicontinue en moyenne, au sens précisé dans le
théorème suivant :

Théorème 8.5 (Kolmogorov)SoitΩ ∈ B(RN) et 1 ≤ p < +∞ ; on considère ici l’espace mesuré(E, T,m)
= (Ω,B(RN), λN ). SoitA ⊂ Lp(Ω) ; A est relativement compacte si et seulement si :

1. Il existeC ∈ R t.q.‖f‖p ≤ C pour toutf ∈ A,

2. la partieA est équicontinue en moyenne, c’est-à-dire que pour toutε > 0, il existeδ > 0 t.q. :

pour toutf ∈ A, |h| ≤ δ ⇒ ‖f̃(· + h) − f̃‖p ≤ ε,

3. la partieA est “équi-petite à l’infini", c’est-à-dire que pour toutε > 0, il existea ∈ R+, t.q.
∫

Bc
a

|f̃ |pdm ≤ ε pour toutf ∈ A,

où f̃ est la prolongée def par 0 en dehors deΩ.

DÉMONSTRATION : La démonstration de ce théorème se fait en utilisant la densité de l’espace de fonctions
Cc(Ω,R) dansLp(Ω) et le théorème d’Ascoli que nous rappelons ci après (théorème 8.6). Elle est laissée à titre
d’exercice, le casp = 1 est donné dans l’exercice 8.8.

Théorème 8.6 (Ascoli)SoientK une partie compacte deR etA une partie de l’espace vectorielC(K,R) muni
de la norme uniforme ;A est relativement compacte si et seulement siA est bornée et uniformément équicontinue,
i.e.∀ ε > 0, ∃δ > 0 ; ∀ x, y ∈ K, |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε, ∀ f ∈ A.
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Corollaire 8.1 SoientΩ ∈ B(RN ), 1 ≤ p < +∞ et (fn)n∈N ⊂ Lp(Ω). On suppose que la familleA = {fn, n ∈
N} vérifie les conditions1, 2 et 3 du théorème de Kolmogorov. On peut alors extraire de(fn)n∈N une sous-suite,
notée(fϕ(n))n∈N, et il existef ∈ Lp(Ω) t.q.fϕ(n) → f dansLp(Ω) quandn→ ∞.

8.4 Compacité faible-⋆

On a introduit au chapitre 6 la convergence faible-⋆ dans le dual d’un espace de Banach. On a une propriété de
compacité très utile lorsque l’espace de Banach considéré est séparable :

Proposition 8.3 (Compacité faible-⋆ séq. des bornés deE′ siE est séparable)
SoitF un espace de Banach séparable etF ′ son dual topologique. Soit(Tn)n∈N une suite bornée deF ′. Alors, il
existe une sous-suite(Tnk

)k∈N etT ∈ F ′ t.q. la sous-suite(Tnk
)k∈N converge versT ⋆-faiblement dansF ′ (i.e.

Tnk
(u) → T (u) (dansR) pour tout élementu deF .)

DÉMONSTRATION : La démonstration va se faire en trois étapes. L’étape principale est probablement la deuxième
étape (qui décrit le “procédé diagonal").

On commence par remarquer que, commeF est séparable, il existe une partieA deF , dénombrable et dense.
CommeA est dénombrable, il existe uns suite(fp)p∈N⋆ t.q.A = {fp, p ∈ N⋆}. On note aussiC = supn∈N ‖Tn‖F ′

(on aC < +∞ car la suite(Tn)n∈N est bornée dansF ′).

Etape 1.Dans cette première étape, on montre, par récurrence, l’existence d’une suite d’applications strictement
croissantes(ψp)p∈N⋆ deN dansN t.q., pour toutp ∈ N⋆, la suite(Tψ1◦...◦ψp(n)(fp))n∈N converge dansR.

L’existence deψ1 découle du fait que la suite(Tn(f1))n∈N est bornée dansR (car |Tn(f1)| ≤ C‖f1‖F ). Puis,
pour p ≥ 1, en supposantψ1, . . . , ψp construits, on utilise le fait que la suite(Tψ1◦...◦ψp(n)(fp+1))n∈N est
bornée dansR. On obtient l’existence d’une application srtictement croissanteψp+1 de N dansN t.q. la suite
(Tψ1◦...◦ψp+1(n)(fp+1)n∈N converge dansR.

Etape 2.On noteϕn l’applicationψ1 ◦ . . . ◦ ψn. La deuxième étape consiste à définirψ deN dansN en posant

ψ(n) = ϕn(n), pourn ∈ N.

La fonctionψ est strictement croissante deN dansN. On va montrer que, pour toutp ∈ N⋆, la suite(Tψ(n)(fp))n∈N

converge dansR. En effet, soitp ∈ N⋆. Pourn > p, on a :

ψ(n) = ψ1 ◦ . . . ◦ ψp(ψp+1 ◦ . . . ◦ ψn(n)) = ϕp(ψp+1 ◦ . . . ◦ ψn(n)).

La suite (Tψ(n)(fp))n∈N est donc extraite de la suite(Tϕp(n)(fp))n∈N à partir den = p. Ceci prouve que
(Tψ(n)(fp))n∈N converge dansR.

Etape 3.On utilise maintenant la densité deA dansF . L’étape 2 nous donne, pour toutg ∈ A, la convergence
dansR de la suite(Tψ(n)(g))n∈N. La densité deA dansF et le fait que la suite(Tn)n∈N est bornée dansF ′ nous
permet d’en déduire que la suite(Tψ(n)(f))n∈N converge dansR pour toutf ∈ F . En effet, soitf ∈ F . Pour tout
g ∈ A et toutm,n ∈ N, on a

|Tψ(n)(f) − Tψ(m)(f)| ≤ 2C‖f − g‖F + |Tψ(n)(g) − Tψ(m)(g)|.

On en déduit facilement que la suite(Tψ(n)(f))n∈N est de Cauchy dansR et donc est convergente.

Pour toutf ∈ F , on noteT (f) la limite (dansR) de la suite(Tψ(n)(f))n∈N. Comme les applicationsTn sont
linéaires, l’applicationT est aussi linéaire (deF dansR). Puis, comme‖Tn‖F ′ ≤ C pour toutn ∈ N, on a aussi
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|T (f)| ≤ C‖f‖F pour toutf ∈ F . On a doncT ∈ F ′ et, finalement,Tψ(n) → T ⋆-faiblement dansF ′, quand
n→ ∞. Ce qui termine la démonstration.

La proposition 8.3 s’applique aux suites bornées deL∞(Ω). En effet, grâce au théorème 6.10 et à la proposition
8.2, l’espaceL∞(Ω) peut être identifié au dual de l’espaceL1(Ω), qui est un espace séparable (Ω est ici un borélien
deRN ). On a donc, par exemple, le résultat suivant :

Proposition 8.4 (Compacité faible-⋆ séquentielle des bornés deL∞)
Soitd ≥ 1. On noteL∞ l’espaceL∞

R (Rd,B(Rd), λd). Soit(un)n∈N une suite bornée deL∞, i.e. telle qu’il existe
M ∈ R+ t.q. ‖un‖∞ ≤ M pour toutn ∈ N. Alors, il existe une sous suite, encore notée(un)n∈N, et il existe
u ∈ L∞ t.q.un → u ⋆-faiblement dansL∞.

Dans le casp ∈]1,+∞[, on peut écrire une propriété de compacité faible :

Proposition 8.5 (Compacité faible séquentielle des bornésdeLp)
Soitd ≥ 1 etp ∈]1,+∞[. On noteLp l’espaceLpR(Rd,B(Rd), λd). Soit(un)n∈N une suite bornée deLp, i.e. telle
qu’il existeM ∈ R+ t.q. ‖un‖p ≤ M pour toutn ∈ N. Alors, il existe une sous suite, encore notée(un)n∈N, et
il existeu ∈ Lp t.q. un → u faiblement dansLp, c’est-à-dire t.q.

∫
(unv − uv)dm → 0 pour toutv ∈ Lq, où

q = p
p−1 .

On donne maintenant une conséquence, très utile pour les probabilités, de la proposition 8.3. Cette conséquence a
déjà été évoquée dans la remarque 6.27.

Proposition 8.6 Soitd ≥ 1 et(mn)n∈N une suite de mesures finies surB(Rd). On suppose quesupn∈N mn(Rd) <
+∞. Il existe alors une sous suite, encore notée(mn)n∈N, et une mesure finie surB(Rd) notéem t.q.

∫
ϕdmn →

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ C0(R

d,R).

De plus, si la suite(mn)n∈N est tendue, on a alorsmn → m étroitement. (Ce dernier résultat est aussi vrai si on
remplace l’hypothèse “(mn)n∈N est tendue" par “mn(Rd) → m(Rd)").

DÉMONSTRATION : On rappelle queC0(Rd,R) = {ϕ ∈ C(Rd,R), ϕ(x) → 0 quand|x| → ∞}. On mu-
nit C0(Rd,R) de la norme de la convergence uniforme, c’est-à-dire‖ϕ‖u = sup{|ϕ(x)|, x ∈ Rd}. L’espace
C0(Rd,R), muni de cette norme, est un espace de Banach séparable (alors que l’espaceCb(Rd,R) muni de cette
même norme n’est pas séparable).

On noteE l’espaceC0(Rd,R) (muni de la norme de la convergence uniforme). Pourn ∈ N et ϕ ∈ E, on pose
Ln(ϕ) =

∫
ϕdmn. La suite(Ln)n∈N est donc bornée dansE′, car on a

‖Ln‖E′ ≤ mn(R
d).

Il existe donc une sous suite de la suite(mn)n∈N, encore notée(mn)n∈N, et il existeL ∈ E′ t.q.
∫
ϕdmn → L(ϕ) pour toutϕ ∈ E.

L’applicationL est donc une application linéaire positive (c’est-à-direϕ ≥ 0 ⇒ L(ϕ) ≥ 0) deE dansR. D’après
le chapitre 5, il existe alors une mesure finiem sur les boréliens deRd t.q.L(ϕ) =

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ E (en

fait le théorème 5.2 donne ce résultat pourd = 1, la démonstration est semblable pourd > 1). Ceci donne bien le
résultat annoncé, c’est-à-dire

∫
ϕdmn →

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ C0(R

d,R).
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Il est intéressant de noter que simn est pour toutn ∈ N une probabilité, la mesurem n’est pas forcément une
probabilité et la suite(mn)n∈N peut ne pas converger étroitement versm. (Un exemple pourd = 1 consiste à
prendremn = δn etm = 0.)

Toutefois, si on suppose que la suite(mn)n∈N est tendue (ou si on suppose quemn(Rd) → m(R)), la proposition
6.28 (ou la propostion 6.25 pour le casmn(Rd) → m(R)) donne la convergence étroite demn versm, c’est-à-dire

∫
ϕdmn →

∫
ϕdm pour toutϕ ∈ Cb(R

d,R).

Du point de vue des probabilités, la conséquence de la proposition 8.6 est que si(Xn)n∈N est une suite de v.a.r.
dont la suite des lois est tendue, il existe alors une v.a.r.X et une sous suite de la suiteXn t.q. cette sous suite
converge en loi versX (cf. proposition 9.6 pour le cas de vecteurs aléatoires).

8.5 Exercices

Exercice 8.1 (Densité deCc(Ω,R) dansLp(Ω))
Soient,N ≥ 1, p ∈ [1,+∞[ etΩ un ouvert deRN . Montrer queCc(Ω,R) est dense dansLp(Ω), c’est-à-dire que
pour toutf ∈ Lp(Ω) et pour toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(Ω,R) t.q. ‖f − ϕ‖p ≤ ε. [Reprendre la démonstration
de l’exercice 6.4 qui traite le casΩ = R. Utiliser le résultat de régularité, proposition 7.5.]

Exercice 8.2 (Continuité en moyenne)
SoientN ≥ 1, p ∈ [1,+∞[ et f ∈ Lp(RN ). Montrer que‖f(· + h) − f‖p → 0 quandh → 0. [Reprendre la
démonstration vue pourN = 1 dans l’exercice 6.4]

Exercice 8.3 (Non densité deCc dansL∞) Corrigé 167 page 486
On considèref = 1R+ (qui appartient àL∞

R (R,B(R), λ), en confondantf avec sa classe).

1. Montrer que‖f − ϕ‖∞ ≥ 1
2 pour toutϕ ∈ C(R,R).

2. Montrer que‖f(· + h) − f‖∞ = 1 pour touth ∈ R⋆.

Exercice 8.4 (Séparabilité deLp(Ω), 1 ≤ p <∞) Corrigé 168 page 486
SoientN ≥ 1, Ω un ouvert deRN etp tel que1 ≤ p < +∞. Montrer que l’espaceLp(Ω) est séparable.

On pourra se limiter au casΩ = R et raisonner ainsi : Soitn ∈ N⋆, pour q = 0, 1, . . . , 2n2 − 1, on note :
Inq = [−n+ q

n ,−n+ q+1
n [. On pose :An = {f : R → R; f |In

q
= r, où r ∈ Q, etf = 0 sur [−n, n[c}. On pose

A =
⋃
n∈N⋆ An.

1. Montrer queA est dénombrable.

2. Montrer que, pour toutf ∈ Cc(R,R) et pour toutε > 0, il existeg ∈ A t.q.‖f − g‖p ≤ ε.

3. Conclure par la densité deCc(R,R) dansLp(R, ) (théorème 8.1).

Exercice 8.5 (Non séparabilité deL∞
R (R,B(R), λ)) Corrigé 169 page 487

On noteB l’ensemble desf appartenant àL∞(R,B(R), λ) t.q., pour toutn ∈ N, f = 0 p.p. sur]n, n + 1[ ou
f = 1 p.p. sur]n, n+ 1[.

1. Montrer queB est non dénombrable. [Construire une injection de l’ensemble des parties deN dansB.]

2. SoitA une partie dense deL∞
R (R,B(R), λ). Montrer que pour toutf ∈ B, il existeg ∈ A t.q.‖f − g‖∞ ≤ 1

4 .
En déduire qu’on peut construire une application injectivedeB dansA.
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3. Montrer queL∞
R (R,B(R), λ) n’est pas séparable.

Exercice 8.6 (ConvolutionLp − Lq) Corrigé 170 page 488
Pour1 ≤ p ≤ ∞, on noteLp = LpR(R,B(R), λ) etLp = LpR(R,B(R), λ).

1. Soit1 < p < +∞, q = p
p−1 , f ∈ Lp etg ∈ Lq.

(a) Montrer que pour toutx ∈ R, l’applicationf(·)g(x− ·) est intégrable.

On peut donc définir(f ⋆ g)(x) pour toutx ∈ R.

(b) Montrer que|(f ⋆ g)(x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q, pour toutx ∈ R.

(c) Montrer quef ⋆ g est continue surR.

2. Soit1 < p < +∞, q = p
p−1 .

(a) SoitF ∈ Lp etG ∈ Lq. Montrer qu’on peut définirF ⋆ G surR en posantF ⋆ G = f ⋆ g, avecf ∈ F et
g ∈ G. [Il suffit donc de démontrer quef ⋆ g ne dépend pas du choix def dansF etg dansG.]

(b) Montrer que l’application(F,G) 7→ F ⋆G est bilinéaire continue deLp×Lq dansCb(R,R) (on rappelle que
Cb(R,R) est l’ensemble des fonctions continues bornées deR dansR, muni de la norme de la convergence
uniforme).

(c) SoitF ∈ Lp etG ∈ Lq. Montrer queF ⋆ G ∈ C0(R,R) (c’est-à-dire que la fonctionF ⋆ G est continue de
R dansR et que(F ⋆ G)(x) → 0 quandx→ ±∞).

3. On prend maintenantp = 1 et q = +∞.

(a) Soitf ∈ L1 etg ∈ L∞. Montrer que(f⋆g)(x) est bien définie pour toutx ∈ R. Montrer quef⋆g ∈ Cb(R,R).

(b) SoitF ∈ L1 etG ∈ L∞. Montrer que(F ⋆ G)(x) est bien définie pour toutx ∈ R en posantF ⋆ G = f ⋆ g,
avecf ∈ F etg ∈ G.

(c) L’application(F,G) 7→ F ⋆ G est-elle continue deL1 × L∞ dansCb ?

(d) A-t-onF ⋆ G ∈ C0(R,R), pour toutF ∈ L1 etG ∈ L∞ ?

Exercice 8.7 (Caractérisation d’une fonction par son action sur C∞
c ) Corrigé 171 page 491

Soitd ∈ N⋆. On rappelle queλd est la mesure de Lebesgue sur les boréliens deRd et que l’élément d’intégration
par rapport àλd est notédx (au lieu dedλd(x)). On rappelle aussi que| · | dénote la norme euclidienne dansRd.
On se donne une fonctionρ ∈ C∞

c (Rd,R) t.q. :
– ρ(x) = 0 si x ∈ Rd, |x| ≥ 1,
– ρ(x) ≥ 0 si x ∈ Rd,
–
∫
ρ(x)dx = 1.

Pourn ∈ N⋆, on noteρn la fonction définie parρn(x) = ndρ(nx), de sorte que(ρn)n∈N⋆ est une famille de
noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soitf ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).

(a) Soitϕ ∈ C∞
c (Rd,R). Montrer quefϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).

On suppose maintenant que
∫
f(x)ϕ(x)dx = 0 pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R).

(b) Soitn ∈ N⋆. Montrerf ⋆ ρn(x) est bien défini pour toutx ∈ Rd et quef ⋆ ρn(x) = 0 pour toutx ∈ Rd.

(c) Montrer quef = 0 p.p..

2. Soit Ω un ouvert deRd et g ∈ L1
loc(Ω) (c’est-à-dire queg est une fonction deRd dansR t.q. g1K ∈

L1(Rd,B(Rd), λd) pour tout compactK deΩ).
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(a) Soitϕ ∈ C∞
c (Ω,R). Montrer quegϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd). (La fonctionϕ est prolongée par0 hors deΩ.)

On suppose maintenant que
∫
g(x)ϕ(x)dx = 0 pour toutϕ ∈ C∞

c (Ω,R).

(b) Soitn ∈ N⋆. On noteΩn l’ensemble desx ∈ Ω t.q. |x− y| > 1
n pour touty ∈ Ωc. Montrerg ⋆ ρn(x) est bien

définie pour toutx ∈ Ωn et queg ⋆ ρn(x) = 0 pour toutx ∈ Ωn.

(c) SoitK un compact deΩ, montrer queg1K = 0 p.p.. En déduire queg = 0 p.p. surΩ.

Exercice 8.8 (Théorème de compacité dansL1) Corrigé 172 page 493
On poseL1(]0, 1[) = L1

R(]0, 1[,B(]0, 1[), λ) etL1(R) = L1
R(R,B(R), λ) (où λ désigne la mesure de Lebesgue

surB(R) ou sa trace surB(]0, 1[)). Pourf ∈ L1(]0, 1[[), on identifief avec l’un de ses représentants et on notef̃
la fonction définie par̃f = f sur]0, 1[ et f̃ = 0 surR\]0, 1[.

SoitA une partie deL1(]0, 1[).

On rappelle queA est relativement compacte dansL1(]0, 1[) si et seulement siA est précompacte (c’est-à-dire que
pourε > 0 il existep ∈ N⋆ et f1, . . . , fp ∈ A t.q.A ⊂ ∪pi=1B(fi, ε), oùB(f, ε) désigne la boule ouverte dans
L1(]0, 1[) de centref et de rayonε).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, queA est relativement compacte dansL1(]0, 1[).

1. Montrer queA est une partie bornée deL1(]0, 1[).

2. Soitε > 0. Montrer qu’il existeα > 0 t.q. :

h ∈ R, |h| ≤ α, f ∈ A ⇒ ‖f̃(· + h) − f̃‖1 ≤ ε. (8.4)

Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, queA une partie bornée deL1(]0, 1[) et que pour
toutε > 0 il existeα > 0 vérifiant (8.4).

Soit ρ ∈ C∞
c (R,R) t.q. ρ ≥ 0, ρ(x) = 0 si |x| ≥ 1 et

∫
ρ(x)dx = 1. Pourn ∈ N⋆, on définitρn parρn(x) =

nρ(nx) si x ∈ R.

1. Soitε > 0. Montrer qu’il existen0 ∈ N⋆ t.q. :

n ∈ N⋆, n ≥ n0, f ∈ A ⇒ ‖f̃ ⋆ ρn − f̃‖1 ≤ ε. (8.5)

[On pourra remarquer quẽf ⋆ ρn(x) − f̃(x) =
∫

(f̃(x− y
n ) − f̃(x))ρ(y)dy.]

2. Soitn ∈ N⋆. Pourf ∈ A, on notefn la restriction à[0, 1] de la fonctionf̃ ⋆ ρn.

(a) Montrer qu’il existeC1, C2 > 0 ne dépendant que den, ρ et de la borne deA dansL1(]0, 1[) t.q. :

x ∈ [0, 1], f ∈ A ⇒ |fn(x)| ≤ C1,

x, y ∈ [0, 1], f ∈ A ⇒ |fn(x) − fn(y)| ≤ C2|x− y|.

En déduire que l’ensemble{fn, f ∈ A} est relativement compact dansC([0, 1], R) [Utiliser le théorème
d’Ascoli (théorème 8.6).]

(b) Montrer que l’ensemble{fn, f ∈ A} est relativement compact dansL1(]0, 1[ ).

3. Montrer que la partieA est relativement compacte dansL1(]0, 1[).
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Chapitre 9

Vecteurs aléatoires

9.1 Définition, propriétés élémentaires

Définition 9.1 (Vecteur aléatoire) Soitd ≥ 1 et (Ω,A) un espace probabilisable. On appelle vecteur aléatoire
(souvent noté v.a.) de dimensiond une application mesurable deΩ dansRd (oùRd est muni de la tribu borélienne).

Noter que la notation “v.a." signifie indifféremment “variable(s) aléatoire(s)" ou “vecteur(s) aléatoire(s)".

Proposition 9.1 Soitd > 1 et (Ω,A) un espace probabilisable. SoitX une application deΩ dansRd. On note
X1, . . . , Xd les composantes deX (de sorte deX = (X1, . . . , Xd)

t). On noteσ(X) la tribu engendrée parX (et
σ(Xi), pouri = 1, . . . , d la tribu engendrée parXi). On a alors :

1. σ(X) est la plus petite tribu contenant les tribusσ(X1), . . . , σ(Xd).

2.X est un v.a. si et seulement siXi est, pour touti ∈ {1, . . . , d}, une v.a.r..

DÉMONSTRATION : On rappelle queσ(X) = {X−1(B), B ∈ B(Rd)} et que, pour touti, σ(Xi) = {X−1
i (A),

A ∈ B(R)}. On noteC = {∏d
i=1Ai, Ai ∈ B(R) pour touti}. On rappelle queC ⊂ B(Rd) (voir l’exercice 7.10)

et queC engendreB(Rd) (c’est même encore vrai si on se limite à prendre pourAi des intervalles, ouverts, voir
l’exercice 2.7).

On noteT la plus petite tribu contenant les tribusσ(X1), . . . , σ(Xd). Soiti ∈ {1, . . . , d} etA ∈ B(R). En prenant
B =

∏d
j=1 Aj avecAj = R si j 6= i et Ai = A, on aX−1(B) ∈ σ(X) (carB ∈ C ⊂ B(Rd)) etX−1(B) =

X−1
i (A). On en déduitX−1

i (A) ∈ σ(X) et doncσ(Xi) ⊂ σ(X) pour touti ∈ {1, . . . , d}. Commeσ(X) est une
tribu, on a doncT ⊂ σ(X).

On montre maintenant l’inclusion inverse (c’est-à-direT ⊃ σ(X)). On remarque que, siB ∈ C on aB =
∏d
i=1 Ai

avec desAi appartenant àB(R). On a doncX−1(B) = ∩di=1X
−1
i (Ai) ∈ T (carX−1

i (Ai) ∈ σ(Xi) ⊂ T ). Or, il est
facile de voir que{B ∈ B(Rd), t.q.X−1(B) ∈ T } est une tribu. Cette tribu contientC, elle contient donc la tribu
engendrée parC, c’est-à-direB(Rd). On vient donc de montrer que{B ∈ B(Rd), t.q.X−1(B) ∈ T } = B(Rd),
c’est-à-dire queX−1(B) ∈ T pour toutB ∈ B(Rd), ou encore queσ(X) ⊂ T . On a bien, finalement,σ(X) = T ,
ce qui donne le premier item de la proposition.

Le deuxième item est un conséquence facile du premier. En effet, siX est un v.a., on a pour touti, σ(Xi) ⊂
σ(X) ⊂ A et doncXi est une v.a.r.. Réciproquement ; siXi est, pour touti, une v.a.r., on aσ(Xi) ⊂ A pour tout
i. CommeA est une tribu, on a doncA ⊃ T et commeT = σ(X) on en déduit queX est un v.a..
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La démonstration de la proposition 9.1 n’utilise pas vraiment le fait que lesXi soient des applications à valeurs
dansR. Elle se généralise donc facilement au cas où lesXi sont des applications à valeurs dansRdi .

Proposition 9.2 Soit p ∈ N, p ≥ 2, d1, . . . , dp ∈ N⋆. soit (Ω,A) un espace probabilisable et, pour touti ∈
{1, . . . , p}, Xi une application deΩ dansRdi . On noteX = (X1, . . . , Xd)

t, de sorte queX est une application
deΩ dansRd avecd = d1 + . . . + dp. Soitd ≥ 1 et (Ω,A) un espace probabilisable. SoitX une application de
Ω dansRd. On noteσ(X) la tribu engendrée parX (etσ(Xi), pouri = 1, . . . , p la tribu engendrée parXi). On
a alors :

1. σ(X) est la plus petite tribu contenant les tribusσ(X1), . . . , σ(Xp).

2.X est un v.a. (de dimensiond) si et seulement siXi est, pour touti ∈ {1, . . . , p}, un v.a. (de dimensiondi).

Définition 9.2 (Loi d’un v.a.) Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 et X un v.a. de dimensiond. On
appelle loi de probabilité deX , et on note cette loiPX , la probabilité surB(Rd) image parX deP (c’est-à-dire
PX(A) = P (X−1(A)) = P (X ∈ A) pour toutA ∈ B(Rd)). Si (X1, . . . , Xd) sont les composantes deX , La
probabilitéPX est aussi appelée loi conjointe de(X1, . . . , Xd).

Un exemple important est la loi normale multidimensionnelle.

Définition 9.3 (Loi normale multidimensionnelle) Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de
dimensiond. Soitm ∈ Rd etD une matrice (à coefficients réels, de tailled × d) s.d.p. (c’est-à-dire symétrique
définie positive). Le v.a.X a pour loiN (m,D) (loi normale de paramètrem etD) si PX = fλd avec :

f(x) =
1

(2π)d/2
√

det(D)
exp(−1

2
(x−m)tD−1(x−m)) pourx ∈ Rd.

SiD est seulement semi-définie positive (c’est-à-direDu · u ≥ 0 pour toutu ∈ Rd) au lieu d’être définie positive
(c’est-à-direDu·u > 0 pour toutu ∈ Rd,u 6= 0), la loi normaleN (0, D) est aussi définie, voir la proposition 9.11,
mais ce n’est pas une loi de densité (par rapport à la mesure deLebesgue), voir l’exercice 10.9 (et l’exercice 9.16
qui donne un exemple de loi normale bidimensionnelle qui n’est pas de densité).

Nous verrons dans la section 9.3 que siX est un v.a. suivant une loi normale multidimensionnelle,X est un v.a.
gaussien. L’extension de la définition de la loi normale multidimensionnelle au casD non inversible permettra
alors de dire que les v.a. gaussiens sont exactement ceux quisuivent une loi normale multidimensionnelle (propo-
sition 9.11).

Le fait que les composantes du v.a.X suivent une loi normale ne donne pas queX suit une loi normale multidimen-
sionnelle (voir, par exemple, l’exercice 10.10). Mais, si les composantes du v.a.X suivent une loi normale et sont
indépendantes, le v.a.X suit alors une loi normale multidimensionnelle (cf. l’exercice 9.11 ou l’exercice 10.10).

Définition 9.4 (i-ème projecteur) Soitd ≥ 1. On appelle i-ème projecteur deRd l’applicationπi, deRd dansR,
qui a un vecteur deRd fait correspondre sa i-ème composante dans la base canonique deRd.

Définition 9.5 (Probabilité marginale) Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé ,d ≥ 1 etX un vecteur aléatoire
de dimensiond. On appelle i-ème probabilité marginale du vecteur aléatoire X la mesure image dePX par le
i-ème projecteurπi. La remarque suivante montre que cette probabilité marginale est en fait la loi deXi notée
PXi

.

Remarque 9.1 Soit(Ω,A, P ) espace probabilisé ,d ≥ 1 etX = (X1, . . . , Xd)
t un vecteur aléatoire de dimension

d. On noteqi la i-ème probabilité marginale du vecteur aléatoireX . Soit B ∈ B(R), par définition de la loi
marginale, on a :

qi(B) = PX(π−1
i (B)) = P (X−1(π−1

i (B))).
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CommeXi = πi ◦X , on a donc :
qi(B) = P (X−1

i (B)).

La probabilitéqi est donc aussi la loi de la variable aléatoireXi.

Remarque 9.2 Soit(Ω,A, P ) espace probabilisé ,d > 1 etX = (X1, . . . , Xd)
t un vecteur aléatoire de dimension

d. La connaissance dePX entraîne la connaissance desPXi
. La réciproque est en général fausse.

On définit la densité d’une loi de manière analogue au cas scalaire.

Définition 9.6 (Loi de densité) Soit p une probabilité surB(Rd) (d ≥ 1), on dit quep est une probabilité de
densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) s’il existe uneapplication boréliennef deRd dansR+ t.q.p = fλd.

De même que dans le cas scalaire, on a un théorème qui permet decalculer des intégrales par rapport à la loi
image :

Théorème 9.1 (Loi image)Soitd ≥ 1, (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X un v.a. de dimensiond etPX la loi
deX . Soitϕ une application borélienne deRd dansR. On a alors (On rappelle queϕ(X) désigneϕ ◦X) :

1.ϕ(X) ∈ L1
R(Ω,A, P ) si et seulement siϕ ∈ L1

R(Rd,B(Rd), PX) ,

2. L’égalité ∫

Ω

ϕ(X)dP =

∫

Rd

ϕdPX ,

est vraie siϕ prend ses valeurs dansR+, ou siϕ est bornée ou encore siϕ(X) ∈ L1
R(Ω,A, P ).

Définition 9.7 (Fonction de répartition)
Soitd ≥ 1, (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X = (X1, . . . , Xd)

t un v.a. de dimensiond etPX la loi deX . On
appelle fonction de répartition du vecteur aléatoireX la fonction définie deRd dans[0, 1] par : FX(t1, . . . , td) =
P ([X1 ≤ t1, . . . , Xd ≤ td]).

Proposition 9.3 Soitd ≥ 1, (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX un v.a. de dimensiond de fonction de répartition
FX . Alors :

1. 0 ≤ FX(t) ≤ 1 pour toutt ∈ Rd ;

2. Sit, t′ ∈ Rd, t ≤ t′ (i.e. ti ≤ t′i, pour touti = 1, . . . , d), FX(t) ≤ FX(t′) ;

3. FX est continue à droite en tout point ;

4. FX(t1, . . . , td) → 1 lorsque(t1, . . . , td) → (+∞, . . . ,+∞) ;

5. FX(t1, . . . , td) → 0 lorsqueti → −∞ (à i fixé).

DÉMONSTRATION : La démonstration découle facilement des propriétés d’unemesure (monotonie, continuité
croissante et continuité décroissante.

Proposition 9.4 Soitd ≥ 1, (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX un v.a. de dimensiond de fonction de répartition
FX . SiFX ∈ Cd(Rd, [0, 1]), alors pX est une probabilité de densité (par rapport à Lebesgue) et cette densité,
notéefX , vérifie

fX =
∂dFX

∂x1 . . . ∂xd
λd-p.p.. (9.1)
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DÉMONSTRATION : On suppose qued = 1. Pour touta, b ∈ R, a < b, la définition deFX donnePX(]a, b]) =

FX(b) − FX(a). Mais, commeFX est de classeC1, on aFX(b) − FX(a) =
∫ b
a F

′
X(t)dt. En notantm la mesure

de densitéF ′
X par rapport àλ, on a doncPX(]a, b]) = m(]a, b]) pour touta, b ∈ R, a < b, ce qui est suffisant pour

dire quePX = m (en utilisant, par exemple, la proposition 2.5).

Pourd > 1, on notem la mesure de densité∂dFX/∂x1 . . . ∂xd par rapport àλd. Un raisonnement voisin du
précédent donnem(

∏d
i=1]ai, bi]) = PX(

∏d
i=1]ai, bi]) pour toutai, bi ∈ R, ai < bi, i = 1, . . . , d. On en déduit

m = PX avec la proposition 2.5.

Définition 9.8 (Espérance)Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d > 1 et X = (X1, . . . , Xd)
t un vecteur

aléatoire de dimensiond. On suppose queE(|Xi|) < ∞ pour tout i ∈ {1, . . . , d}. L’espérance deX , no-
téeE(X), est alors le vecteur deRd dont les composantes sont les espérances desXi, c’est-à-direE(X) =
(E(X1), . . . , E(Xd))

t.

Remarque 9.3 Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d > 1 et X = (X1, . . . , Xd)
t un vecteur aléatoire de

dimensiond t.q.E(|Xi|) < ∞ pour touti ∈ {1, . . . , d}. Soitu ∈ Rd. L’applicationu · X (qui àω ∈ Ω associe
u ·X(ω), on rappelle queξ · η est le produit scalaire canonique deξ etη dansRd) est une v.a.r. intégrable et il est
clair queE(u ·X) = u · E(X). L’applicationu 7→ E(u ·X) est donc l’application linéaire surRd représentée
parE(X).

Définition 9.9 (Variance, covariance)Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d > 1 etX = (X1, . . . , Xd)
t un

vecteur aléatoire de dimensiond. On suppose queE(X2
i ) < ∞ pour tout i ∈ {1, . . . , d}. On définit alors la

matrice de covariance deX , notée Cov(X), comme la matrice dont le coefficienti, j est donné par :

Cov(X)i,j = E((Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))) pour touti, j ∈ {1, . . . , d}.

On a doncCi,i = Var(Xi) etCi,j = Cov(Xi, Xj) (noter d’ailleurs que Cov(Xi, Xi) = Var(Xi)). Enfin, on peut
aussi noter que Cov(X) est l’espérance de la matrice(X − E(X))(X − E(X))t.

Remarque 9.4 Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé ,d > 1 etX = (X1, . . . , Xd)
t un vecteur aléatoire de

dimensiond t.q.E(X2
i ) < ∞ pour touti ∈ {1, . . . , d}. Pour toutu ∈ Rd, on a doncE((u ·X)2) < ∞ et il est

facile de voir (voir l’exercice 9.8) que Var(u · X) = utCov(X)u. La matrice Cov(X) est donc la matrice de la
forme quadratiqueu 7→ Var(u ·X), définie surRd. Cette matrice est donc symétrique et semi-définie positive. On
peut aussi noter que, pour toutu, v ∈ Rd, on autCov(X)v = E((u ·X)(v ·X)).

Comme dans le cas des v.a.r., on définit la convergence en loi de v.a. à partir de la convergence étroite (ou vague,
puisque c’est équivalent pour des probabilités) des lois des v.a.. La convergence étroite est définie dans la défini-
tion 6.20.

Définition 9.10 (Convergence en loi de v.a.)Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1, (Xn)n∈N une suite de
v.a. de dimensiond etX un v.a. de dimensiond. On dit queXn → X en loi, quandn→ ∞, si :

∫

Ω

ϕ(Xn)dP →
∫

Ω

ϕ(X)dP pour toutϕ ∈ Cb(R
d,R).

(Ce que est équivalent à dire quePXn
→ PX étroitement.)

Comme pour les v.a.r., il est possible de définir la convergence en loi pour une suite de v.a. définies sur des espaces
probabilisés différents (c’est-à-dire queXn est définie sur l’espace probabilisé(Ωn,An, Pn) dépendant den, et
X est définie sur (Ω,A, P )). Il suffit que tous les v.a. aient même dimension. Nous utiliserons parfois implicitement
cette définition plus générale.
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Ici, comme dans le cas des v.a.r., on remarque que la convergence en loi donne la tension de la suite des lois. Ceci
est donné dans la proposition 9.5.

Proposition 9.5 Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1, (Xn)n∈N une suite de v.a. de dimensiond etX un
v.a. de dimensiond. On suppose queXn → X en loi. La suite(PXn

)n∈N est alors tendue, c’est-à-dire

lim
a→+∞

P ({|Xn| > a}) = 0 uniformément par rapport àn.

DÉMONSTRATION : Le résultat est donnée par proposition 6.27 en prenantmn = PXn
.

La proposition 9.5 admet une réciproque partielle qui est due à la proposition 8.6. Nous donnons maintenant cette
réciproque (partielle).

Proposition 9.6 Soitd ≥ 1, (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N une suite de v.a. de dimensiond. On
suppose que la suite des lois desXn est tendue. Il existe alors un v.a.X (de dimensiond) et une sous suite de la
suite(Xn)n∈N t.q. cette sous suite converge en loi versX .

DÉMONSTRATION : Pourn ∈ N, on notemn la loi deXn. Comme(mn)n∈N est une suite tendue de probabilités
surB(Rd), la proposition 8.6 donne l’existence d’une probabilitém surB(Rd) t.q.mn → m étroitement. En
prenant un v.a.X t.q.PX = m (X n’est pas nécessairement défini sur le même espace probabilisé), on a donc la
convergence en loi deXn versX .

9.2 Indépendance

Définition 9.11 Soit p ∈ N, p ≥ 2, d1, . . . , dp ∈ N⋆. soit (Ω,A) un espace probabilisable et, pour touti ∈
{1, . . . , p},Xi un v.a. de dimensiondi. Les v.a.X1, . . . , Xp sont dits indépendants si les tribusσ(X1), . . . , σ(Xp)
(engendrées parX1, . . . , Xp) sont indépendantes (cf définition 2.24, p. 38)

La proposition suivante donne des “opérations" possibles sur l’indépendance.

Proposition 9.7 Soit p ∈ N, p ≥ 2, d1, . . . , dp ∈ N⋆. soit (Ω,A) un espace probabilisable et, pour touti ∈
{1, . . . , p}, Xi un v.a. de dimensiondi. On suppose que les v.a.X1, . . . , Xp sont indépendants. On se donne
maintenant une suite strictement croissantep0, . . . , pq (q ≥ 2) t.q. 1 = p0 < . . . < pq = p + 1 et, pour
i ∈ {1, . . . , q}, on noteYi le v.a.(Xpi−1 , . . . , Xpi−1)

t, qui est donc un v.a. de dimensionri = dpi−1 + . . .+ dpi−1

. On a alors

1. Les v.a.Y1, . . . , Yq sont indépendantes,

2. Siϕi est, pour touti ∈ {1, . . . , q}, une application borélienne deRri dansRsi (avecsi ∈ N⋆), les v.a.
ϕ1(Y1), . . . , ϕq(Yq) sont indépendants.

DÉMONSTRATION : le premier item est une conséquence immédiate de la proposition 2.11 (sur l’indépendance de
tribus) et de la proposition 9.2. Le second item est une conséquence immédiate du premier carσ(ϕi(Yi)) ⊂ σ(Yi)
pour touti.

Remarque 9.5 Soit(Ω,A) un espace probabilisable etX,Y deux v.a. (pas nécessairement de même dimension).
La proposition 9.7 montre que siX et Y sont indépendants, toute composante deX est indépendante de toute
composante deY . Réciproquement, si toute composante deX est indépendante de toute composante deY , on en
déduit queX etY sont indépendants. Ceci est encore une conséquence simple de la proposition 2.11.
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On donne maintenant une généralisation de la proposition 4.10.

Proposition 9.8 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,n ≥ 2 etX1, . . . , Xn des v.a. indépendants, de dimension
d1, . . . , dn ∈ N⋆.

1. Soit, pour touti ∈ {1, . . . , n}, une fonction borélienne, notéeϕi, deRdi dansR+. On a alors :

E(

n∏

i=1

ϕi(Xi)) =

n∏

i=1

E(ϕi(Xi)). (9.2)

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l’un des termes est nul.)

2. Soit, pour touti ∈ {1, . . . , n}, ϕi une fonction borélienne deRdi dansR. On suppose queϕ(Xi) est intégrable
pour touti = 1, . . . , n. La v.a.r.

∏n
i=1 ϕi(Xi) est alors intégrable et l’égalité (9.2) est vraie.

3. Soit, pour touti ∈ {1, . . . , n}, ϕi une fonction borélienne bornée deRdi dansR. Alors, l’égalité (9.2) est vraie.

N.B. Comme dans la proposition 4.10, l’item3 est donc une CNS pour que les v.a.X1, . . . , Xn soient indépendants.

DÉMONSTRATION : La démonstration suit pas à pas celle de la proposition 4.10, sans difficulté supplémentaire.

Remarque 9.6 Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé. La proposition 9.8 donne aussi des résultats quand les
fonctionsϕi sont à la valeurs dansRri avecri 6= 1. Par exemple, soitX,Y sont deux v.a. indépendants de
dimensionsd. On supposeX etY intégrables (c’est-à-direE(|X |) <∞ etE(|Y |) <∞). La v.a.r.X ·Y est alors
intégrable etE(X · Y ) = E(X) · E(Y ).

Plus généralement, soitX est un v.a. de dimensiond, Y est un v.a. de dimension̄d,X,Y indépendants. On suppose
queϕ est une fonction borélienne deRd dansRr etψ une fonction borélienne deRd̄ dansRr t.q.ϕ ◦X etψ ◦ Y
soient intégrables. On a alorsϕ ◦X · ψ ◦ Y intégrable etE(ϕ ◦X · ψ ◦ Y ) = E(ϕ ◦X) ·E(ψ ◦ Y ).

Enfin, siX1, . . . , Xn sont des v.a. indépendants de dimensiond (d ≥ 1), la formule donnée dans la proposition 6.30
se généralise et donne :

Cov(X1 + . . .+Xn) =

n∑

i=1

Cov(Xi).

Pour le montrer, il suffit de traiter le casn = 2 (qui est traité dans l’exercice 9.9) et de faire une récurrence surn.

On donne maintenant la généralisation de la proposition 4.12.

Proposition 9.9 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,n ≥ 2 etX1, . . . , Xn des v.a. de dimensiond1, . . . , dn ∈
N⋆. Ces v.a. sont indépendants si et seulement si on a, pour toutfamille {ϕi, i = 1, . . . n} t.q.ϕi ∈ Cc(Rdi ,R)
pour touti,

E(

d∏

i=1

ϕi(Xi)) =

d∏

i=1

E(ϕi(Xi)), (9.3)

(En convenant qu’un produit de termes est nul si l’un des termes est nul.)

DÉMONSTRATION : Ici encore, la démonstration suit pas à pas celle de la proposition 4.12, sans difficulté supplé-
mentaire.

Théorème 9.2 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)
Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé.
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1. SoitX , Y deux v.a.r.. Les v.a.r.X etY sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a.(X,Y )t (ou du couple
(X,Y )) estP(X,Y )t = PX ⊗ PY .

2. SoitX1, . . . , Xn (n ≥ 2) n v.a. de dimensiond1, . . . , dn ∈ N⋆. On poseZ = (X1, . . . , Xn)
t (Z est donc un

v.a. de dimensiond1 + . . .+ dn). Les v.a.X1, . . . , Xn sont indépendantes si et seulement si la loi du v.a.Z est
PZ = PX1 ⊗ . . .⊗ PXn

.

DÉMONSTRATION : La démonstration du premier item fait partie de l’exercice9.10. le second item est une géné-
ralisation assez simple (en faisant, par exemple, une récurrence surn pour se ramener au casn = 2).

On utilise souvent en théorie des probabilités une suite (finie ou infinie) de v.a.r. indépendantes ayant des lois
prescrites. Le théorème suivant montre qu’il existe effectivement un espace de probabilité et une suite de v.a.r.i.
sur cet espace ayant des lois prescrites.

Théorème 9.3 (Existence de v.a.r.i. de lois prescrites)
Soit(pn)n∈N⋆ une suite de probabilités surB(R). On a alors :

1. Pour toutn ∈ N⋆, il existe un espace probabilisé, noté(Ω,A, P ), et une suite finie de v.a.r. indépendantes,
notéesX1, . . . , Xn, t.q.PXk

= pk pour toutk ∈ {1, . . . , n}.

2. Il existe un espace probabilisé, noté(Ω,A, P ), et une suite de v.a.r. indépendantes, notée(Xn)n∈N⋆ t.q.PXn
=

pn pour toutn ∈ N⋆.

DÉMONSTRATION : Nous démontrons ici le premier item. Le second (plus difficile) sera admis. Soitn ∈ N⋆.
Un raisonnement par récurrence utilisant le théorème d’existence (et unicité) de la mesure produit (théorème 7.1)
permet de construire une mesurep surB(Rn) vérifiant, pour toute familleA1, . . . , An de boréliens deR :

p(

n∏

i=1

Ai) =

n∏

i=1

pi(Ai).

On a doncp = p1 ⊗ . . .⊗ pn.

On prend alors(Ω,A, P ) = (Rn,B(Rn), p) et, pour touti = 1, . . . , n,Xi est l’application qui aω ∈ Rn associe
sa i-ième composante. Enfin, on noteX = (X1, . . . , Xn)

t , de sorte queX est un v.a. de dimensionn.

Pour toutω ∈ Rn, on aX(ω) = ω, ceci prouve quePX = P . Puis, pour touti ∈ {1, . . . , n}, on aX(ω) = ωi (où
ωi désigne la i-ième composante deω). On en déduit quePXi

= pi. Enfin, commep = p1 ⊗ . . .⊗ pn, on a aussi
PX = pX1 ⊗ . . .⊗ pXn

. Le théorème 9.2 donne donc que les v.a.r.X1, . . . , Xn sont indépendantes.

On s’intéresse maintenant à la somme de v.a.i.

Proposition 9.10 (Loi de la somme de v.a. indépendantes)Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX , Y
deux v.a. indépendants de dimensiond. Alors,PX+Y = PX ⋆ PY .

DÉMONSTRATION : Soitϕ une fonction borélienne bornée deRd dansR. CommeX etY sont indépendants, on
aP(X,Y ) = PX ⊗ PY (par le théorème 9.2) et donc :

∫

Ω

ϕ(X + Y )dP =

∫

R2d

ϕ(x+ y)dP(X,Y )(x, y) =

∫

Rd

∫

Rd

ϕ(x + y)dPX(x)dPY (y).

La définition de la convolution de mesure donne (voir la définition 7.4 et la proposition 7.10 :
∫

Rd

∫

Rd

ϕ(x+ y)dPX(x)dPY (y) =

∫

Rd

ϕ(z)d(PX ⋆ PY )(z).

On en déduit que
∫
Ω
ϕ(X + Y )dP =

∫
Rd ϕ(z)d(PX ⋆ PY )(z), c’est-à-direPX+Y = PX ⋆ PY .
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9.3 Vecteurs gaussiens

Soitm ∈ R et σ > 0. On rappelle que la loi normaleN (m,σ2) est la probabilité (surB(R)) de densitéf avec,
pourx ∈ R,

f(x) =
1

σ
√

2π
exp− (x−m)2

2σ2 .

Pour introduire les v.a. gaussiens, il est utile de définir aussi la loi normaleN (m, 0). Cette loi normale est la
probabilité (surB(R)) δm (appelée “mesure de Dirac au pointm). Comme elle vérifie, pour tout fonctionϕ
borélienne deR dansR,

∫
ϕdδm = ϕ(m), il est facile de vérifier queN (m, 0) est la limite étroite, quandσ → 0,

σ > 0, deN (0, σ2).

Définition 9.12 Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de dimensiond. le v.a.X est un v.a.
gaussien siu ·X est, pour toutu ∈ Rd, une v.a.r. gaussienne.

Remarque 9.7 Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d > 1 et X un v.a. de dimensiond. On suppose que
chaque composante deX est une v.a.r. gaussienne. Alors, le vecteurX n’est pas nécessairement gaussien. Mais,
si les composantes deX sont indépendantes, le vecteurX est alors un v.a. gaussien. On peut aussi montrer que
si X est un v.a. gaussien et que les composantes deX sont indépendantes deux à deux (ou si on a seulement
Cov(Xi, Xj) = 0 pour touti, j t.q. i 6= j), alors les composantes deX sont indépendantes (voir l’exercice 10.10
pour tous ces résultats).

Les v.a. gaussiens sont les vecteurs qui suivent un loi normale multidimensionnelle, dont la définition et don-
née dans la définition 9.3, à condition d’étendre convenablement la définition 9.3 au casD non inversible. C’est
l’objectif de la proposition suivante.

Proposition 9.11 Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de dimensiond.

1. Soitm ∈ Rd et D une matrice s.d.p. (de tailled × d). SiX ∼ N (m,D), où N (m,D) est définie par la
définition 9.3, alorsX est un vecteur gaussien.

2. SiX est un vecteur gaussien. On posem = E(X) etD = Cov(X). Alors, la loi deX ne dépend que dem et
D. SiD est inversible on aX ∼ N (m,D) (oùN (m,D) est définie par la définition 9.3).

Ceci permet de définirN (m,D) dans le cas oùD est seulement symétrique semi-définie positive (etm ∈ Rd). On
définitN (m,D) comme étant la loi d’un vecteur gaussien de dimensiond t.q.m = E(X) etD = Cov(X) (on
peut montrer qu’un tel vecteur existe).

DÉMONSTRATION : Le premier item est démontré dans l’exercice 10.8 et le deuxième item est démontré dans
l’exercice 10.9.

Remarque 9.8 La notion de vecteur aléatoire gaussien (et de loi normale multidimensionnelle) généralise la no-
tion de variable aléatoire gaussienne (et de loi normale). Le théorème central limite que nous avons énoncé dans
la remarque 6.28 se généralise au cas vectoriel. Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé ,d ≥ 1 et (Xn)n∈N⋆ une
suite de v.a. de dimensiond i.i.d.. On suppose queE(|X1|2) < ∞. On poseE(X1) = m,D = Cov(X1) et, pour
n ∈ N⋆,

Yn =
1√
n

n∑

i=1

(Xi −m).

La suite(Yn)n∈N⋆ converge alors en loi vers tout v.a.Y dont la loi est la normale multidimensionnelleN (0, D).
(Voir la définition 9.3 et la proposition 9.11 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.) Ceci sera
démontré au chapitre 10 (théorème 10.4) en utilisant la transformation de Fourier.
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9.4 Exercices

9.4.1 Définition, propriétés élémentaires

Exercice 9.1 Soient(E, T ) un espace mesurable et(fk)k=1,...,N une famille de fonctions mesurables de(E, T )
dans(R,B(R)). Montrer que l’applicationf définie deE dansRN par :(x, . . . , x) 7→ f(x) = (f1(x), . . . fN(x))
est mesurable.

Exercice 9.2 On reprend les hypothèses de l’exercice 4.37. SoitY la longévité moyenne des 1000 ouvrières nées
le 7 mai. Déterminer une valeurx > 0 pour laquelle on a une probabilité inférieure à10−2 que|Y − 45| > x.

Exercice 9.3 (Problème de Buffon)On reprend les hypothèses de l’exercice 4.38. On suppose maintenant que
ℓ = d

2 . On lancen fois l’aiguille : quelle est la loi de la variable aléatoireZn, qui représente le nombre de
rencontres au cours desn lancers.
SoitFn la fréquence des rencontres au cours desn lancers ; estimer, à l’aide de l’inégalité de Bienaymé Tchebi-
cheff, le nombre de lancers permettant d’obtenir|F − 1

π | ≤ 0.05 avec une probabilité d’au moins 0.99.

Exercice 9.4
On va montrer ici que la connaissance des lois de probabilitémarginales ne détermine pas forcément la loi de
probabilité. On considère pour cela l’espace probabilisable (E, T ) = (]0, 1[×]0, 1[,B(R2) et on noteλN la mesure
de Lebesgue surB(RN ), etδ(a,b) la mesure de Dirac en(a, b). Soitp une probabilité sur(E, T ), on notep1 et p2

ses probabilités marginales.

1. Soit(a, b) ∈ E. Montrer quep = δ(a,b) si et seulement sip1 = δa etp2 = δb.

2. Soitp = λ2 sur(E, T ). Montrer quep1 = p2 = λ1 (sur(]0, 1[,B(R))).

3. On poseD = {(t, 1 − t), t ∈]0, 1[}, et on définit l’applicationf :]0, 1[ dansD parf(t) = (t, 1 − t).

(a) Montrer quef est mesurable.

(b) On définit la probabilitép sur(E, T ) par :p(Dc) = 0 et p(A) = λ(f−1(A)) pour toutA ∈ B(R2), A ⊂ D.
Montrer quep1 = p2 = λ1 et conclure.

Exercice 9.5 On considère deux variables aléatoires réelles indépendantesX etY qui ont pour loi de probabilité
conjointe la loi dans le planR2 de densitéf(x, y) = 1

2πσ2 exp
(
−x2+y2

2σ2

)
par rapport à la mesure de Lebesgue de

R2, σ étant un nombre réel donné. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoireZ = max(|X |, |Y |) ?

Exercice 9.6 SoientX1 etX2 des variables aléatoires d’un espace probabilisé(E, T, p) dans(R,B(R)) suivant
des lois de Poisson de paramètreλ1 etλ2 respectivement, montrer queX1+X2 suit une loi de Poisson de paramètre
λ1 +λ2. (On rappelle que la loi de Poisson est donnée parP =

∑
k∈N e

−λ λk

k! δk, oùδk désigne la mesure de Dirac
enk).

Exercice 9.7 (Convergence p.p. d’une série dansL2)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. On poseL2 = L2

R(E, T,m). Soit(fn)n∈N une suite deL2 t.q.
– La série de terme général‖fn‖2

2 converge dansR,
– (fn/fm)L2 = 0 pour toutn,m ∈ N, n 6= m.

1. Montrer que la série de terme généralfn converge dansL2 vers une fonctionF ∈ L2.
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2. Pourq ∈ N⋆, on pose

Aq = {y ∈ E t.q. pour toutN ∈ N il existem,n ∈ N t.q

m > n > N et |
m∑

p=n

fp(y)| ≥
1

q
}.

Montrer quem(Aq) = 0. En déduire que la série de terme généralfn converge versF p.p..

Soit maintenant(Ω, A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N une suite de v.a.r. indépendantes. On noteσ2
n la

variance deXn, et on suppose que
∑
n∈N σ

2
n < +∞. On poseSn =

∑n
k=0Xk.

3. Montrer que la suite de v.a.r.Sn converge presque sûrement vers une v.a.r.S de variance finie, et queσ2(Sn −
S) → 0 lorsquen→ +∞.

Exercice 9.8 (Matrice des moments, matrice de covariance)Corrigé 173 page 494
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité. SoitX un vecteur aléatoire de dimensiond (d ≥ 1), dont toutes les
coordonnées (notéesXi, i = 1, . . . , d) sont supposées être de carré intégrable. La matrice des moments d’ordre
2 du v.a.X est la matriceE(XXt), dont le terme(i, j) est le réelE(XiXj), et on rappelle que la matrice de
covariance deX , notée Cov(X), est la matriceE((X −E(X))(X − E(X))t) = E(XXt) −E(X)E(X)t, dont
le terme(i, j) est la covariance des v.a.r.Xi etXj . (La notationXt désigne le transposé du vecteurX .)

1. Soitu ∈ Rd, montrer queutE(XXt)u = E((u · X)2) et queutCov(X)u = Var(u · X) (On rappelle que
u ·X =

∑d
i=1 uiXi = utX).

2. Montrer que les matricesE(XXt) et Cov(X) sont symétriques et semi–définies positives.

3. Montrer que siA est une matricek × d et b un vecteur deRk, Y = AX + b, alorsE(Y ) = AE(X) + b et
Cov(Y ) = ACov(X)At.

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a.X prend p.s. ses valeurs dans un sous–espace affine de
Rd de dimension (inférieure ou) égale àd− 1, et que la loi deX n’est pas absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue deRd, notée _d (i.e. cette loi n’est pas à densité dansRd).

5. Montrer que si trois pointsx, y etz deR2 ne sont pas alignés, tout v. a.X de dimension 2 tel queP (X = x) > 0,
P (X = y) > 0 etP (X = z) > 0 a une matrice de covariance non dégénérée.

9.4.2 Indépendance

Exercice 9.9 (Covariance d’une somme de v.a.i.)Corrigé 174 page 495
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité etX,Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimensiond (d ≥ 1).
Montrer que Cov(X + Y ) = Cov(X)+Cov(Y ).

Exercice 9.10 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)Corrigé 175 page 496
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a.r..

1. Montrer queX etY sont indépendantes si et seulement si la loi du couple(X,Y ) estP(X,Y ) = PX ⊗ PY .

2. On suppose queX etY ont des densités par rapport àλ : PX = fλ etPY = gλ, avecf, g ∈ L1
R(R,B(R), λ) (et

positives p.p.). Montrer queX etY sont indépendantes si et seulement si la loi du couple(X,Y ) a pour densité
la fonction(x, y) 7→ f(x)g(y) par rapport àλ2.

Exercice 9.11 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle) Corrigé 176 page 496

238



Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX = (X1, . . . , Xd) (d > 1) un v.a. de dimensiond. On suppose que
lesXi sont des v.a.r. indépendantes et queXi ∼ N (mi, σ

2
i ), avecmi ∈ R etσi > 0 pour touti. Montrer queX

suit une loi normale multidimensionnelle et donnerm etD t.q.X ∼ N (m,D).

Exercice 9.12 (Somme de v.a. indépendantes et convolution)Corrigé 177 page 497
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi deX a une densité, notéef , par rapport à la mesure de Lebesgue. Montrer que la loi de
X + Y a aussi une densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) et l’exprimer en fonction def et de la loi de
Y .

2. On suppose queX ∼ N (µ, σ2) etY ∼ N (m, s2) (m,µ, s, σ ∈ R). Montrer queX +Y ∼ N (µ+m,σ2 + s2)
(le signe “∼" signifie “a pour loi").

Exercice 9.13 (Calcul deπ) Corrigé 178 page 498
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité,(Un)n∈N⋆ et (Vn)n∈N⋆ deux suites de variables aléatoires réelles de loi
uniforme sur l’intervalle[0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble). On pose
pour toutn ≥ 1 :

Xn = 1 siU2
n + V 2

n ≤ 1 etXn = 0 sinon,

et

Zn = 4
X1 + · · · +Xn

n
.

1. Déterminer, pour toutn ∈ N⋆, la loi deXn.

2. Montrer que la suite(Zn)n∈N⋆ converge en probabilité versπ.

3. Soitα ∈]0, 1[ et ε > 0. A l’aide de l’inégalité de Tchebychev, donner, en fonctiondeα et ε, une valeur de
n0 ∈ N⋆ t.q.

n ≥ n0 ⇒ P [|Zn − π| ≥ ε] ≤ α.

Exercice 9.14 (Indépendance des composantes d’un v.a.)Corrigé 179 page 500
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a. de dimension 2. On noteX1, X2 les composantes deX et
Y1, Y2 les composantes deY . On suppose queX etY ont même loi.

1. Montrer queX1 etY1 ont même loi.

2. On suppose queX1 etX2 sont des v.a.r. indépendantes. Montrer queY1 etY2 sont aussi des v.a.r. indépendantes.

Exercice 9.15 (Mesure produit et différence de deux v.a.r.i.i.d.) Corrigé 180 page 500

1. Soitm une mesure sur les boréliens deR. On suppose quem(R) > 0. Soitη > 0.

(a) Montrer qu’il existea ∈ R t.q.m(]a− η, a+ η[) > 0.

(b) On poseA = {(x, y) ∈ R2 t.q. |x− y| < 2η}. Déduire de la question précédente qu’il existea ∈ R t.q.

m⊗m(A) =

∫
m(]y − 2η, y + 2η[)dm(y) ≥ m(]a− η, a+ η[)2 > 0,

(On rappelle quem⊗m est une mesure surB(R2).)

2. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r. indépendantes et de même loi. Soitε > 0. Montrer que

P (|X − Y | < ε) = P ({ω ∈ Ω, |X(ω) − Y (ω)| < ε}) > 0.

[On pourra utiliser la première question avecm = PX = PY .]

Montrer que le résultat précédent peut être faux si on retirel’hypothèse d’indépendance (il faut donc montrer
qu’on peut trouver(Ω,A, P ),X , Y etε > 0 t.q.X etY soient des v.a.r. de même loi etP (|X − Y | < ε) = 0).
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9.4.3 Vecteurs gaussiens

Exercice 9.16 (Loi du couple(X,X) siX ∼ N (0, 1)) Corrigé 181 page 501

1. SoitA un borélien deR2. On poseT (A) = {x ∈ R t.q. (x, x)t ∈ A}. Montrer queT (A) est un borélien deR.
On posem(A) = λ(T (A)) (oùλ est mesure de Lebesgue surB(R)).

On a ainsi défini une applicationm deB(R2) dansR+.

2. Montrer que l’applicationm (définie ci dessus) est une mesure surB(R2) et que pour toute applicationϕ
borélienne positive deR2 dansR on a :

∫

R2

ϕ(x, y)dm(x, y) =

∫

R

ϕ(x, x)dx.

3. Soit(Ω,A, P ) est un espace de probabilité. etX une v.a.r. t.q.X ∼ N (0, 1).

(a) On poseZ = (X,X)t. Montrer que le v.a.Z est un vecteur gaussien et donner, poura ∈ R2, la loi dea · Z
(en fonction dea).

(b) Montrer la loi du v.a.(X,X)t a une densité par rapport à la mesurem définie dans les questions précédentes
et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a.(X,X)t n’a pas de densité par rapport à la mesure de
Lebesgue surB(R2).

N.B. la loi de(X,X)t est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur(X,X)t est gaussien (voir la proposi-
tion 9.11) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport à lamesure de Lebesgue surB(R2).
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Chapitre 10

Transformation de Fourier

10.1 Introduction et notations

La notion de série de Fourier permet d’analyser les fonctions définies d’un compact[a, b] de R dansR (ou C).
La notion de transformée de Fourier permet d’analyser les fonctions définies deR (ou RN ) dansR (ou C). La
transformée de Fourier est une notion employée par exemple en théorie du signal, en théorie des probabilités et
pour l’analyse des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite, on considèrera l’espace mesuré(RN , B(RN ), λN ) et on noteradλN (x) = dx. SoitN ≥
1, les espacesL1

C(RN , B(RN), λN ) et L1
C(RN , B(RN), λN ) ont été définis dans la section 4.10 et les espaces

L2
C(RN , B(RN), λN ) etL2

C(RN , B(RN ), λN ) ont été définis dans la section 6.2. On rappelle aussi que sif est
une fonction définie deRN dansC, la fonctionf est mesurable si et seulement si ses parties réelle et imaginaire
sont mesurables (chaque ensemble,RN , R ouC, étant muni de sa tribu borélienne). On peut, bien sûr, aussidéfinir
les espacesLpC(RN , B(RN), λN ) etLpC(RN , B(RN), λN ) pour toutp ∈ [1,∞].

Définition 10.1 (EspacesLpC(RN ,B(RN), λN )) SoitN ≥ 1, p ∈ [1,∞] et f une fonction mesurable deRN

dansC (c’est-à-diref−1(A) ∈ B(RN) pour toutA ∈ B(C)). On dit quef ∈ LpC(RN ,B(RN), λN ) si |f | ∈
LpR(RN ,B(RN), λN ) et on définit‖f‖p par ‖f‖p = ‖|f |‖p où ‖|f |‖p est la norme de|f | dansLp(RN ,B(RN),
λN ) (vue au chapitre 6). L’espaceLpC(RN ,B(RN ), λN ) est l’espaceLpC(RN ,B(RN), λN ) quotienté par le rela-
tion d’équivalence “= p.p.". C’est un espace de Banach (complexe), c’est-à-dire un e.v.n. (surC) complet.

Remarque 10.1Soit N ≥ 1, p ∈ [1,∞] et f une fonction définie deRN dansC. Il est facile de voir que
f ∈ LpC(RN ,B(RN), λN ) si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont dansLpR(RN ,B(RN ), λN ).

10.2 Transformation de Fourier dansL1

10.2.1 Définitions et premières propriétés

SoitN ≥ 1. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN et t = (t1, . . . , tN )t ∈ RN , on notex · t le produit scalaire euclidien
dex et t, c’est-à-direx · t =

∑N
i=1 xiti. Dans ce chapitre, On note aussiLpC(RN ) l’espaceLpC(RN ,B(RN), λN ),

pourp ∈ [1,∞].

Définition 10.2 (Transformée de Fourier dansL1)
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SoitN ≥ 1 et f ∈ L1
C(RN ). Pour t ∈ RN , l’application x 7→ e−ix·tf(x) (définie deRN dansC) appartient à

L1
C(RN ). On définit alorsf̂(t) par :

f̂(t) = (2π)−
N
2

∫
f(x)e−ix·tdx. (10.1)

La fonctionf̂ (définie deRN dansC) s’appelle transformée de Fourier def .

On noteC0(RN ,C) = {g ∈ C(RN ,C) t.q. g(t) → 0 quand|t| → +∞}. On rappelle queC0(RN ,C) est un
espace de Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme, c’est-à-dire :

‖ϕ‖u = max
x∈RN

|ϕ(x)|.

Proposition 10.1 SoitN ≥ 1. SoitF l’application qui àf (appartenant àL1
C(RN )) associe sa transformée de

Fourier.F est une application linéaire continue deL1
C(RN ) dansC0(RN ,C).

DÉMONSTRATION :
– Le théorème de continuité sous le signe

∫
(théorème 4.9) appliqué à la fonction(x, t) 7→ e−ix.tf(x) entraîne

immédiatement quêf est continue.
– On montre maintenant quêf ∈ C0(R,R).

– CasN = 1. On remarque que pourt 6= 0, on a, commeeiπ = −1,

f̂(t) = −(2π)−
1
2

∫
e−i(x−

π
t
)tf(x)dx,

et donc avec un changement de variable simple,

f̂(t) = −(2π)−
1
2

∫
e−iytf(y +

π

t
)dy.

On en déduit que

2f̂(t) = (2π)−
1
2

∫
e−ixt(f(x) − f(x+

π

t
))dx

et donc que|f̂(t)| ≤ 1
2 (2π)−

1
2 ‖f(·) − f(· + π

t )‖1. Le théorème de continuité en moyenne dansL1 (théo-

rème 5.6) donne alors le fait quêf(t) → 0 quand|t| → ∞.
– CasN > 1. On reprend la même méthode. Pourt 6= 0, t = (t1, . . . , tN)t, il existe j ∈ {1, . . . , N} t.q.
|tj | = maxk=1,...,N |tk|. On a alors, commeeiπ = −1, en notantej le j-ième vecteur de base deRN ,

f̂(t) = −(2π)−
N
2

∫
e
−i(x− π

tj
ej)·t

f(x)dx,

et donc avec un changement de variable simple,

f̂(t) = −(2π)−
N
2

∫
e−iy·tf(y +

π

tj
ej)dy.

On en déduit que|f̂(t)| ≤ 1
2 (2π)−

N
2 ‖f(·) − f(· + π

tj
ej)‖1. Le théorème de continuité en moyenne dansL1

(théorème 8.2) donne alors le fait quef̂(t) → 0 quand|t| → ∞.
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La tansformée a la propriété intéressante de transformer laconvolution en produit. Ceci est montré dans la propo-
sition suivante.

Proposition 10.2 Soientf etg ∈ L1
C(RN ), alors f̂ ⋆ g = (2π)

N
2 f̂ ĝ.

DÉMONSTRATION : Par la proposition 7.9, onf ⋆g ∈ L1
C(RN ) et pour p.p.x ∈ RN , f ⋆g(x) =

∫
f(x−y)g(y)dy.

On a donc, pour toutt ∈ RN ,

f̂ ⋆ g(t) = (2π)−
N
2

∫ (∫
f(x− y)g(y)dy

)
e−ix·tdx =

(2π)−
N
2

∫ (∫
f(x− y)g(y)e−i(x−y)·te−iy·tdy

)
dx.

En appliquant le théorème de Fubini (théorème 7.3) à la fonction (x, y) 7→ f(x − y)g(y)e−i(x−y)·te−iy·t (qui est
bien intégrable surR2N car son module est la fonction(x, y) 7→ |f(x− y)g(y)| dont l’intégrale surR2N est égale
à‖f‖1‖g‖1), on obtient :

f̂ ⋆ g(t) = (2π)−
N
2

∫ (∫
f(x− y)e−i(x−y)·tdx

)
g(y)e−iy·tdy.

Comme, pour touty ∈ RN ,
∫
f(x− y)e−i(x−y)·tdx =

∫
f(z)e−iz·tdz = (2π)

N
2 f̂(t), on en déduit :

f̂ ⋆ g(t) = f̂(t)

∫
g(y)e−iy·tdy = (2π)

N
2 f̂(t)ĝ(t),

ce qui est le résultat annoncé.

10.2.2 Théorème d’inversion

Il est naturel de se poser les deux questions suivantes :

(i) La transformée de Fourier d’une fonctionf caractérise-t-elle la fonctionf (c’est-à-dire sif̂ = ĝ, a-t-onf = g
p.p.) ?

(ii) peut-on retrouver la fonction à partir de sa transformée de Fourier ?

Les réponses à ces questions sont fournies par le théorème d’inversion de Fourier :

Théorème 10.1 (Inversion partielle de la transformée de Fourier) SoitN ≥ 1 et f ∈ L1
C t.q. f̂ ∈ L1

C. On a

alorsf =
̂̂
f(−.) p.p., c’est-à-dire :

f(t) = (2π)−
N
2

∫
f̂(x)eixtdx, pour presque toutt ∈ RN .

DÉMONSTRATION : La démonstration fait l’objet de l’exercice 10.1.

Une conséquence de ce théorème est l’injectivité de l’applicationF , qui fournit donc une réponse positive à la
question (i). En effet, soientf et g ∈ L1

C t.q. f̂ = ĝ ; alors par linéarité,̂f − g = 0 et doncf̂ − g ∈ L1
C. En

appliquant le théorème d’inversion, on a doncf = g p.p..
Ce théorème apporte aussi une réponse partielle à la question (ii) : on peut calculerf à partir def̂ dès quef̂ ∈ L1.
Il faut remarquer à ce propos queL1 n’est pas stable par transformation de Fourier (voir exercice 10.2).
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10.2.3 Régularité et décroissance à l’infini

Proposition 10.3 (Différentiabilité, dimension 1)

1. Soitf ∈ L1
C(R)∩C1(R,C) t.q.f ′ ∈ L1

C(R) (oùf ′ est la dérivée def ). Alors, pour toutt ∈ R, f̂ ′(t) = (it)f̂(t).

2. Soitf ∈ L1
C(R) t.q. (.)f ∈ L1

C(R) (où (.)f est l’application qui àx ∈ R associexf(x)). Alors, f̂ ∈ C1(R,C)

et, pour toutt ∈ R, f̂ ′(t) = (̂−i·)f(t).

DÉMONSTRATION : La démonstration du premier item consiste à faire une intégration par parties sur l’intervalle
[−n, n] puis à faire tendren vers l’infini (en remarquant quef(±n) → 0, quandn→ ∞, voir l’exercice 5.8).

Le deuxième item est une conséquence immédiate du théorème 4.10 (théorème de dérivation sous le signe
∫

).

La transformation de Fourier “transforme" donc la dérivation en multiplication par la fonction(i·), et la multiplica-
tion par(−i·) en dérivation. Cette propriété est utilisée, par exemple, pour la résolution d’équations différentielles
(qui sont ainsi transformées en équations algébriques).

Cette propriété se généralise au cas de la dimensionN et pour un ordrek de dérivation quelconque. On introduit
pour ce faire les notations suivantes : soientα = (α1, . . . , αN )t ∈ NN un “multi-indice" etf une fonction deRN

dansC. On définit|α| = α1 + α2 + . . . αN et :

Dαf =
( ∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

. . .
∂αN

∂xαN

N

)
f.

Proposition 10.4 (Différentiabilité, dimension N)

1. SoitN ≥ 1 et k ≥ 1. Soit f ∈ Ck(RN ,C) t.q. Dαf ∈ L1
C(RN ) pour toutα ∈ NN t.q. |α| ≤ k. Alors,

D̂αf(t) = (it)αf̂(t) pour toutt ∈ R et pour toutα ∈ NN t.q. |α| ≤ k, avec(it)α = (it1)
α1(it2)

α2 . . . (itN )αN .

2. Soitf t.q. (.)αf ∈ L1
C(RN ) pour toutα ∈ NN tel que|α| ≤ k. Alors,f̂ ∈ Ck(RN ,C) etDαf̂ = ̂(−i·)αf pour

toutα ∈ NN tel que|α| ≤ k.

La proposition 10.4 montre que la dérivabilité def entraîne la décroissance def̂ à l’infini (“plus f est dérivable,
plus f̂ décroît vite à l’infini"), et réciproquement. Cette remarque incite à définir l’espace des fonctions à décrois-
sance rapide (souvent appelé “espace de Schwartz"), notéS(RN ,C) ouSN en abrégé.

SN = {f ∈ C∞(RN ,C) t.q. pour toutα etβ ∈ NN , sup
x∈RN

|(x)αDβf(x)| < +∞}.

On va montrer l’invariance par transformation de Fourier decet espace. On commence par remarquer queSN ⊂
L1

C(RN ). En effet, sif ∈ SN , en prenant des choix convenables deα etβ dans la définition deSN , on remarque
qu’il existeC ∈ R t.q. (1 + |x|N+1)|f(x)| ≤ C. On en déduit quef ∈ L1

C(RN ). Plus généralement, sif ∈ SN,
on remarque que(·)βDαf ∈ L1

C(RN ) pour touta, β ∈ RN . On obtient alors la proposition 10.5.

Proposition 10.5 SoitN ≥ 1 etf ∈ S(RN ,C). Pour toutα, β ∈ NN on a :

̂
Dα
(
(−i·)βf

)
= (i·)α ̂(−i·)βf = (i·)αDβ f̂ , (10.2)

̂(−i·)αDβf = DαD̂βf = Dα[(i·)β f̂ ]. (10.3)
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DÉMONSTRATION : La démonstration est une adaptation simple de celle de la proposition 10.4.

La proposition 10.5 et le théorème 10.1 nous permettent alors de remarquer que la transformée de Fourier est une
bijection deSN dansSN .

Proposition 10.6 SoitN ≥ 1. L’applicationF qui àf associe sa transformée de Fourier est une bijection deSN
dansSN . De plus, pour toutf ∈ SN , on af =

̂̂
f(−·).

DÉMONSTRATION : En utilisant la proposition 10.5, on montre facilement queF envoieSN dansSN . Le théorème

d’inversion (théorème 10.1) donne alors quef est injective et quef =
̂̂
f(−.) pour toutf ∈ SN . De cette dernière

formule, on déduit queF est surjective (et donc bijective) deSN dansSN .

10.3 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Il est facile d’étendre la définition de la transformation deFourier à une mesure signée sur les boréliens deRN .
Plus précisément, sim est une mesure signée sur les boréliens deRN (N ≥ 1), la définition 10.3 définit la fonction
m̂ (continue et bornée deRN dansC) et, sim = fλN , avecf ∈ L1

R(RN ,B(RN), λN ) (c’est-à-dire quem est la
mesure signée de densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue sur les boréliens deRN ), on am̂(t) = f̂(t) pour
tout t ∈ RN .

Définition 10.3 (Transformée de Fourier d’une mesure signée)
SoitN ≥ 1 etm une mesure signée sur les boréliens deRN . Soitt ∈ RN , l’application x 7→ e−ix·t (définie de
RN dansC) appartient àL1

C(RN ,B(RN),m) (car elle est continue, donc borélienne, et bornée). On définit alors
m̂(t) par :

m̂(t) = (2π)−
N
2

∫
e−ix·tdm(x). (10.4)

La fonctionm̂ (définie deRN dansC) s’appelle transformée de Fourier dem.

On rappelle queCb(RN ,C) = {g ∈ C(RN ,C) t.q. supt∈RN |g(t)| < ∞} et queCb(RN ,C) est un espace de
Banach quand il est muni de la norme de la convergence uniforme.

Proposition 10.7 SoitN ≥ 1. Soitm une mesure signée sur les boréliens deRN . La fonctionm̂ appartient à
Cb(RN ,C).

DÉMONSTRATION : Le fait quem̂ est bornée est simple. On utilise la décomposition de Hahn (proposition 2.6),
c’est-à-dire le fait quem = m+ −m−, oùm± sont deux mesure finies étrangères. On remarque alors que, pour
tout t ∈ RN , on a|m̂(t)| ≤ |m|(RN ) < +∞, où |m| = m+ +m−.

La fait quem̂ est continue est une conséquence immédiate du théorème de continuité sous le signe
∫

(théorème 4.9)
appliqué à la fonction(x, t) 7→ e−ix.t (et avec les mesures finiesm±).

Comme pour la transformation de Fourier dansL1, on peut se demander sim̂ caractérise la mesure signéem et si
on peut retrouverm à partir dem̂. La proposition suivante s’intéresse à ces deux questions.

Proposition 10.8 SoitN ≥ 1.

1. Soitm etµ deux mesures signées sur les boréliens deRN . On suppose quêm = µ̂. alors,m = µ.
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2. Soitm une mesure signée sur les boréliens deRN . On suppose quêm ∈ L1
C(RN ). Alors,m = fλN avec

f = ˆ̂m(−·) p.p. (c’est-à-dire p.p. pour la mesureλN ).

DÉMONSTRATION : La démonstration de cette proposition fait l’objet de l’exercice 10.5.

Nous avons vu dans la section précédente qu’il y avait un lienentre les propriétés de décroissance def à l’infini
et les propriétés de régularité dêf (propositions 10.3, 10.4 et 10.5). Dans le même esprit, on peut remarquer que,
si f est une fonction deR dansR+, borélienne et intégrable, la continuité def̂ en0 donne une précision sur la
convergence vers0, quanda→ +∞, de

∫
]−a,a[c[ |f(x)|dx. Nous donnons dans le lemme 10.1 cette précision dans

le cas plus général d’une mesure (positive) finie. Ce lemme permet de démontrer le théorème 10.3 (lui-même utile
pour démontrer le théorème central limite, théorème 10.4).

Lemme 10.1 Soitm une mesure (positive) finie (et non nulle) surB(R). On poseM = m(R) et, pourt ∈ R,

ψ(t) =
√

2π
m̂(t) + m̂(−t)

2
.

(La fonctionψ prend donc ses valeurs dansR, et même dans[−M,M ], est continue en0 et ψ(0) = M .) On a
alors, pour touta > 0,

m({x, |x| ≥ a}) ≤ a

∫ 2/a

0

(M − ψ(t))dt.

DÉMONSTRATION : On peut supposerM = 1 (il suffit, siM 6= 1, de remplacer la mesurem par la mesurem/M ).
On remarque tout d’abord que pour toutt ∈ R on a

m̂(t) + m̂(−t) =
1√
2π

∫

R

(e−ixt + eixt)dm(x) =
2√
2π

∫

R

cos(xt)dm(x).

et donc

ψ(t) =

∫

R

cos(xt)dm(x).

On en déduit bien queψ(t) ∈ R, |ψ(t)| ≤ 1 et queψ(0) = 1.

Soita > 0, on poseε = 2/a etT =
∫ ε
0
(1 − ψ(t))dt. En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2)on

obtient

T =

∫ ε

0

( ∫

R

(1 − cos(xt))dm(x))dt =

∫

R

( ∫ ε

0

(1 − cos(xt))dt
)
dm(x) =

∫

R

(ε− sin(εx)

x
)dm(x).

Mais, (ε− sin(εx)
x ) = ε(1 − sin(εx)

εx ) ≥ ε/2 si |εx| ≥ 2, ce qui est vrai si|x| ≥ a carεa = 2. On a donc

T =

∫

R

(ε− sin(εx)

x
)dm(x) ≥ ε

2
m({x, |x| ≥ a}).

Obtient donc, finalement,

m({x, |x| ≥ a}) ≤ 2T

ε
≤ 2

ε

∫ ε

0

(1 − ψ(t))dt = a

∫ 2/a

0

(1 − ψ(t))dt.

Ce qui est le résultat annoncé.
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10.4 Transformation de Fourier dansL2

On aimerait ici définir la transformée de Fourier d’un élément deL2
C(RN ) = L2

C(RN , B(RN ), λN ). On rappelle
que l’espaceL2

C(RN ) est un espace de Hilbert et que le produit scalaire surL2
C(RN ) est défini par (en notant

dt = dλN (t)) :

(f/g)2 =

∫
f(t)g(t)dt.

Il est clair que la définition dêf qu’on a donnée pourf ∈ L1
C(RN ) ne s’applique pas pour un élément deL2

C(RN ).
Pour définir la transformée de Fourier d’un élément deL2

C(RN ), on va utiliser la densité deSN dansL2
C(RN )

(on peut montrer queSN ⊂ L2
C(RN ), comme on a montré queSN ⊂ L1

C(RN )). On va d’abord remarquer que la
transformée de Fourier envoieSN dansL2

C(RN ) et que c’est une isométrie pour la norme deL2
C(RN ). On utilisera

ensuite la densité deSN dansL2
C(RN ) pour définir la transformée de Fourier des éléments deL2

C(RN ).

Proposition 10.9 SoitN ≥ 1 et f, g ∈ SN (on a donc, en particulier,f, g ∈ L2
C(RN )). Alors f̂ , ĝ ∈ L2

C(RN ) et
(f/g)2 = (f̂ /ĝ)2. En particulier,‖f‖2 = ‖f̂‖2.

DÉMONSTRATION : Soit f, g ∈ SN . Commef, f̂ ∈ SN ⊂ L1
C(RN ), on peut appliquer le théorème d’inversion

(théorème 10.1). Il donnef =
̂̂
f(−·) et donc :

(f/g)2 =

∫
̂̂
f(−t)ḡ(t)dt = (2π)−

N
2

∫ (∫
eix·tf̂(x)dx

)
ḡ(t)dt.

On utilise maintenant le théorème de Fubini (théorème 7.3).Il s’applique carf̂ , ḡ ∈ L1
C(RN ). On obtient :

(f/g)2 = (2π)−
N
2

∫ (∫
eix·tḡ(t)dt

)
f̂(x)dx =

∫
¯̂g(t)f̂(t)dt = (f̂ /ĝ)2,

ce qui termine la démonstration.

La proposition 10.9 permet de définir, par un argument de densité, la transformée de Fourier dansL2
C(RN ).

Théorème 10.2SoitN ≥ 1. Il existe une application linéaire continuēF deL2
C(RN ) dansL2

C(RN ) t.q. :

1. Sif ∈ L1
C(RN ) ∩ L2

C(RN ), on a alorsF̄ (f) = f̂ p.p..

2. Pour toutf, g ∈ L2
C(RN ), on a(f/g)2 = (F̄ (f)/F̄ (g))2.

3. Pour toutf ∈ L2
C(RN ), on af = F̄ (F̄ (f))(−·).

4. F̄ est une bijection deL2
C(RN ) dansL2

C(RN ).

Pour f ∈ L2
C(RN ), F̄ (f) s’appelle la transformée de Fourier def . Compte tenu du premier item, on notera en

général,f̂ la transformée de Fourier def si f ∈ L1
C(RN ) (et alorsf̂ ∈ C0(RN ,C)) ou sif ∈ L2

C(RN ) (et alors
f̂ ∈ L2

C(RN )).

DÉMONSTRATION : L’application f 7→ f̂ est définie surSN , qui est un sous espace deL2
C(RN ), et prend ses

valeurs dansL2
C(RN ) (carSN ⊂ L2

C(RN ), en confondant, comme d’habitude, un élément deL2
C(RN ) avec l’un

de ses représentants). Comme cette application est linéaire, continue pour la norme deL2
C(RN ), et queSN est

dense dansL2
C(RN ) (carSN ⊃ C∞

c (RN ,C) etC∞
c (RN ,C) est dense dansL2

C(RN ), voir le théorème 8.4), on en
déduit que cette application se prolonge en une application, notéeF̄ , deL2

C(RN ) dansL2
C(RN ).

247



Plus précisément, soitf ∈ L2
C(RN ). Il existe(fn)n∈N ⊂ SN t.q. fn → f dansL2

C(RN ) quandn→ ∞. La suite
(fn)n∈N est donc de Cauchy dansL2

C(RN ). La proposition 10.9 donne alors que la suite(f̂n)n∈N est donc aussi
de Cauchy dansL2

C(RN ). Elle converge donc dansL2
C(RN ). On aimerait définir̄F (f) comme étant la limite (dans

L2
C(RN )) de la suite(f̂n)n∈N. Ceci est possible à condition que cette limite ne dépende que def et pas du choix

de la suite(fn)n∈N convergeant dansL2
C(RN ) versf . Or, ce dernier point est facile car si(gn)n∈N est une autre

suite convergeant dansL2
C(RN ) versf , on a‖f̂n − ĝn‖2 = ‖fn − gn‖2 → 0 quandn→ ∞. On a ainsi définīF

deL2
C(RN ) dans lui même.

La linéarité deF̄ découle immédiatement du fait que l’applicationf 7→ f̂ est linéaire deSN dansL2
C(RN ). Enfin,

soit f ∈ L2
C(RN ) et (fn)n∈N ⊂ SN t.q. fn → f dansL2

C(RN ). La proposition 10.9 donne que‖f̂n‖2 = ‖fn‖2

pour toutn ∈ N. En passant à la limite quendn→ ∞, on en déduit‖F̄ (f)‖2 = ‖f‖2. Ce qui prouve la continuité
deF̄ deL2

C(RN ) dansL2
C(RN ). On montre maintenant les 4 items du théorème.

1. Soitf ∈ L1
C(RN ) ∩ L2

C(RN ). En reprenant la démonstration du théorème 8.4, il est facile de voir qu’Il existe
une suite(fn)n∈N ⊂ C∞

c (RN ,C) t.q. fn → f dansL2
C(RN ) et L1

C(RN ) lorsquen → +∞ (car dans la
démonstration du théorème 8.4, la suite construite pour converger versf dansLp ne dépend pas dep). On en
déduit quef̂n → f̂ uniformément surRN lorsquen → +∞ (carfn → f dansL1

C(RN )) et quef̂n → F̄ (f)
dansL2

C(RN ) lorsquen→ +∞ (carfn → f dansL2
C(RN )) et donc que, après extraction éventuelle d’une sous

suite, on peut supposer quêfn → F̄ (f) p.p. quandn→ ∞. On en déduit bien quêf = F̄ (f) p.p..

2. Soitf, g ∈ L2
C(RN ). Il existe deux suites(fn)n∈N ⊂ SN et(gn)n∈N ⊂ SN t.q.fn → f , gn → g dansL2

C(RN ).
La proposition 10.9 donne(f̂n/ĝn)2 = (fn/gn)2 pour toutn ∈ N. En passant à la limite quandn→ ∞ on
obtient bien(F (f)/F (g))2 = (f/g)2.

3. Soitf ∈ L2. Soit (fn)n∈N ⊂ SN t.q. fn → f dansL2
C(RN ) quandn→ ∞. On a doncf̂n → F̄ (f) dans

L2
C(RN ), ce qui donne aussîfn(−·) → F̄ (f)(−·) dansL2

C(RN ) et donc ˆ̂
nf(−·) → F (F (f))(−·) dansL2

C(RN )

quandn → +∞. La proposition 10.6 donnefn =
ˆ̂
nf(−·) pour toutn ∈ N. On en déduit donc (par unicité de

la limite dansL2) quef = F (F (f))(−·) p.p..

4. L’injectivité de F̄ (deL2
C(RN ) dansL2

C(RN )) découle du fait que‖F̄ (f)‖2 = ‖f‖2 et queF̄ est linéaire. La
surjectivité est une conséquence immédiate du troisième item.

10.5 Résolution d’une EDO ou d’une EDP

On donne ici deux exemples simples d’utilisation de la transformation de Fourier pour la résolution d’une équation
différentielle (souvent notée EDO pour Equation Différentielle Ordinaire) ou d’une équation aux dérivées partielles
(souvent notée EDP pour Equation aux Dérivées Partielles).

SoitN ≥ 0, (a0, . . . , aN ) ∈ RN+1 etg ∈ S1 (donnés). On cherchef ∈ S1 qui vérifie :

aNf
(N)(x) + . . .+ a1f

′(x) + a0f(x) = g(x), pour toutx ∈ R. (10.5)

Si f ∈ S1 vérifie (10.5), elle vérifie nécessairement, par transformation de Fourier :

aN f̂ (N)(t) + . . .+ a1f̂ ′(t) + a0f̂(t) = ĝ(t), pour toutt ∈ R. (10.6)

c’est-à-dire :
aN(it)N f̂(t) + . . .+ a1itf̂(t) + a0f̂(t) = ĝ(t), pour toutt ∈ R. (10.7)
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En posantp(t) = aN(it)N + . . .+ a1it+ a0 et en supposant quep ne s’annule pas surR, on a alors :

f̂(t) =
ĝ(t)

p(t)
. (10.8)

Commeg ∈ S1 et quep ne s’annule par surR, on peut montrer queĝp ∈ S1. En utilisant maintenant le théorème
d’inversion, ou la proposition 10.6, on obtient :

f(t) =
ˆ̂
f(−t) =

(̂
ĝ

p

)
(−t), pour toutt ∈ R. (10.9)

On a donc montré quef est nécessairement donnée par (10.9). Réciproquement, il est facile de voir que la fonction
donnée par (10.9) est solution de (10.5), c’est donc l’unique solution dansS1 de (10.5) (en supposant quep ne
s’annule par surR).

SoitN ≥ 1, on chercheu : RN → R, de classeC2 (c’est-à-dire deux fois continûment dérivable) t.q.

−∆u(x) = 0, pour toutx ∈ RN . (10.10)

Cherchonsu ∈ SN (et donc∆u ∈ SN ) solution de (10.10). On a donĉ∆u = 0 (partout surRN ), c’est-à-dire
|t|2û(t) = 0 et doncû(t) = 0, pour toutt 6= 0. Commeû est continue, ceci entraîne queû = 0 (partout surRN ),
et doncu = 0. La fonction identiquement égale à0 est donc la seule solution de (10.10) dansSN .

On peut effectuer un raisonnement analogue si on chercheu de classeC2 et dansL2
R(RN ) (on peut aussi le faire

si u est seulement dansL2
R(RN ), il faut alors convenablement définir∆u). On obtient encore que la seule solution

de (10.10) estu = 0.

Par contre, ce résultat d’unicité n’est plus vrai si on ne demande pas àu d’être de carré intégrable. En effet, les
fonctions constantes sont toutes solutions de (10.10) (et on peut montrer que ce sont les seules fonctions, de classe
C2et bornées, solutions de (10.10)).

10.6 Fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire

Définition 10.4 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de dimensiond. On appelle fonction
caractéristique deX la fonction deRd dansC définie par :

ϕX(u) =

∫

Ω

eiX·udP = E(eiX·u), pouru ∈ Rd.

Dans la définition précédente, la fonctioneiX·u est bien intégrable surΩ (pour toutu ∈ Rd) car la fonction
x 7→ eix·u est continue bornée deRd dansC. En notantpX la loi deX , on remarque également queϕX =
(2π)d/2p̂X(−·). La section 10.3 donne alors quelques propriétés élémentaires de la fonction caractéristique d’un
v..a..

Proposition 10.10 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de dimensiond. La fonction caracté-
ristique deX vérifie alors les propriétés suivantes :

1.ϕX ∈ Cb(Rd, C).

2. La loi deX est entièrement déterminée parϕX (c’est-à-dire que siY est un autre v.a. de dimensiond et que
ϕX = ϕY , on a nécessairementpX = pY ).
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3. SiϕX ∈ L1
C(Rd,B(Rd), λd), la loi deX a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue surB(Rd), c’est-

à-direpX = fλd, et :

f(x) = (2π)−d
∫

Rd

e−ix·uϕX(u)du, λd-p.s. enx ∈ Rd.

DÉMONSTRATION : CommeϕX = (2π)d/2p̂X(−·), le premier item est donnée par la proposition 10.7 (qui donne
p̂X ∈ Cb(Rd,C)).

Le deuxième item est donnée par le premier item de la proposition 10.8.

Pour le troisième item, on remarque que le deuxième item de laproposition 10.8 donnepX = fλd avecf =
ˆ̂pX(−·), ce qui donneλd-p.s. enx ∈ Rd :

f(x) = (2π)−
d
2

∫

Rd

eix·tp̂X(t)dt = (2π)−d
∫

Rd

e−ix·tϕX(t)dt.

Les fonctions caractéristiques peuvent être utilisées pour montrer l’indépendance de v.a.r. (ou de v.a.). on donne
un exemple dans la proposition suivante.

Proposition 10.11 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,d > 1 etX1, . . . , Xd d v.a.r.. Alors, les v.a.rX1, . . . , Xd

sont indépendantes si et seulement si on aϕX(u) =
∏d
j=1 ϕXj

(uj) pour toutu = (u1, . . . , ud)
t ∈ Rd, oùX est

le v.a. de composantesX1, . . . , Xd.

DÉMONSTRATION : D’après le théorème 9.2 les v.a.r.X1, . . . , Xd sont indépendantes si et seulementpX =
pX1 ⊗ . . . ⊗ pXd

. Par la proposition 10.8, ces deux mesures sont égales si et seulement si leurs transformées de
Fourier sont égales, c’est-à-dire si et seulement si :

ϕX(u) =

∫

Rd

eix·ud(pX1 ⊗ . . .⊗ pXd
) pour toutu ∈ Rd.

Commeeix·u =
∏d
j=1 e

ixjuj pour toutx = (x1, . . . , xd)
t et toutu = (u1, . . . , ud)

t, la définition de la mesure
produit donne

∫

Rd

eix·ud(pX1 ⊗ . . .⊗ pXd
) =

d∏

j=1

ϕXj
(uj),

ce qui termine la démonstration de cette proposition.

Il est intéressant aussi de connaître le lien entre convergence en loi et convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. Nous donnons ce lien dans le deuxième item du théorème 10.3 (dû à Paul Lévy).

Théorème 10.3 (Convergence en loi et fonctions caractéristiques) Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1
et (Xn)n∈N⋆ un suite de v.a. de dimensiond.

1. On suppose que la fonction caractéristique deXn converge simplement (quandn→ ∞) vers une fonctionϕ
continue en0. Il existe alors un v.a.X t.q.Xn → X en loi, quandn→ ∞.

2. SoitX un v.a. de dimensiond. Alors,Xn → X en loi, quandn→ ∞, si et seulement siϕXn
(u) → ϕX(u),

quandn→ ∞, pour toutu ∈ Rd.
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DÉMONSTRATION : Le deuxième item du théorème est une conséquence facile du premier item. En effet, si
Xn → X en loi, on a, bien sûr,ϕXn

(u) → ϕX(u) pour toutu ∈ Rd (car la fonctionx 7→ eix·u est continue et
bornée deR dansC, pour toutu ∈ Rd). Réciproquement, on suppose queϕXn

(u) → ϕX(u) pour toutu ∈ Rd.
Comme la fonctionϕX est continue (et donc, en particulier continue en0), le premier item donne queXn converge
en loi vers un v.a.Y . Mais ceci donne queX et Y ont même fonction caractéristique et donc même loi. On en
déduit bien queXn tend versX en loi.

Nous démontrons maintenant le premier item du théorème 10.3. Cette démonstration se fait en deux étapes. Dans
la première étape on montre que la suite des lois desXn est tendue (on utilise ici le lemme 10.1 et la continuité de
ϕ). Puis dans la seconde étape on conclut grâce à la proposition 9.6.

Etape 1.On montre dans cette étape que la suite des lois desXn est tendue. Pour cela, il suffit de montrer que la
suite des lois de chaque composante desXn est tendue. Soit donci ∈ {1, . . . , d} et (X(i)

n )n∈N la suite desi-ème

composantes desXn. On notemn la loi deX(i)
n et, pour toutt ∈ R,

ψn(t) =
1

2
ϕ
X

(i)
N

(t) + ϕ
X

(i)
N

(−t) =
√

2π
m̂n(t) + m̂n(−t)

2

Le lemme 10.1 donne alors, pour touta > 0 etn ∈ N.

mn({x, |x| ≥ a}) ≤ a

∫ 2/a

0

(1 − ψn(t))dt. (10.11)

On aϕ
X

(i)
N

(t) = ϕXn
(tei) (ou ei est le i-ème vecteur de la base canonique deRd), la fonctionψn(t) converge

donc pour toutt ∈ R et sa limite est une fonctionψ (deR dansR) continue en0. Commeψn(0) = 1 pour tout
n ∈ N, on a aussiψ(0) = 1.

Soit ε > 0, commeψ est continue en0 etψ(0) = 1, il existea0 > 0 t.q.maxt∈[0,2/a0](1 − ψ(t)) ≤ ε, et donc

a0

∫ 2/a0

0

(1 − ψ(t))dt ≤ 2ε.

La fonctionψn converge simplement versψ et 0 ≤ (1 − ψn) ≤ 1 le théorème de convergence dominée donne
donc

lim
n→∞

a0

∫ 2/a0

0

(1 − ψn(t))dt = a0

∫ 2/a0

0

(1 − ψ(t))dt.

Il existe doncn0 t.q.

n ≥ n0 ⇒ lim
n→∞

a0

∫ 2/a0

0

(1 − ψn(t))dt ≤ 3ε.

Avec (10.11) on a donc
n ≥ n0 ⇒ mn({x, |x| ≥ a0}) ≤ 3ε.

D’autre part, en utilisant la continuité décroissante d’une mesure, pour toutn ∈ {1, . . . , n0 − 1} , il existean t.q.
mn({x, |x| ≥ an}) ≤ 3ε. En prenanta = max{a0, a1, . . . , an0−1} on a donc

mn({x, |x| ≥ a}) ≤ 3ε pour toutn ∈ N⋆.

Ceci montre bien que la suite(mn)n∈N⋆ est tendue et termine la première étape.

Etape 2.Dans cette seconde étape il suffit d’utiliser la proposition9.6. Cette proposition nous donne l’existence
d’une sous suite de la suite(Xn)n∈N⋆ et d’un v.a.X t.q. cette sous suite tende versX en loi. On en déduit, en
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particulier queϕX = ϕ. Il reste à montrer que toute la suite(Xn)n∈N⋆ tend versX en loi (et pas seulement une
sous suite). Pour le montrer, on raisonne par l’absurde. Si la suite(Xn)n∈N⋆ ne converge pas en loi versX , il existe
φ ∈ Cb(Rd,R) t.q.E(φ(Xn) 6→ E(φ(X). Il existe doncε > 0 et une sous suite de la suite(Xn)n∈N⋆ , que nous
noterons aussi(Xn)n∈N⋆ (pour ne pas alourdir les notations), t.q.

|E(φ(Xn)) − E(φ(X))| ≥ ε. (10.12)

Mais, la proposition 9.6 nous donne l’existence d’une sous suite de cette sous suite et d’un v.a.Y t.q. la sous suite
de la sous suite tende versY en loi. Comme la convergence en loi donne la convergence simple des fonctions
caratéristiques (et queϕXn

→ ϕ simplement), on en déduit queϕY = ϕ = ϕX . On a doncPX = PY . La sous
suite de la sous suite tend donc versX en loi. En contradiction avec (10.12). On a bien ainsi montréfinalement
queXn → X en loi.

On donne maintenant la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien.

Proposition 10.12 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé.

1. SoitX une v.a.r. gaussienne. On notem son espérance (donc,m = E(X) ∈ R) et σ2 sa variance (donc,
σ2 = E((X −m)2) ≥ 0) de sorte queX ∼ N (m,σ2). On a alors :

ϕX(u) = eimue−
σ2

2 u
2

, pour toutu ∈ R.

2. Soitd ≥ 1 etX une v.a gaussien de dimensiond. On notem son espérance (donc,m = E(X) ∈ Rd) etD
sa matrice de covariance (donc,D est une matrice symétrique, semi-définie positive, son terme à la lignej et
la colonnek est donné par la covariance des composantes d’indicesj et k deX) de sorte queX ∼ N (m,D)
(proposition 9.11). On a alors :

ϕX(u) = eim·ue−
1
2Du·u, pour toutu ∈ Rd.

DÉMONSTRATION : SoitX une v.a.r. gaussienne,X ∼ N (m,σ2). On suppose tout d’abord queσ2 = 0, on a
alorsX = m p.s. et donc, pour toutu ∈ R, ϕX(u) = eimu, ce qui est bien la formule annoncée. On suppose
maintenant queσ > 0, on a alors, pour toutu ∈ R :

ϕX(u) =

∫

R

eixu
1

σ
√

2π
exp

(
− (x−m)2

2σ2

)
dx.

Avec le changement de variabley = x−m
σ , on obtient :

ϕX(u) = eimu
∫

R

eiyσu
1√
2π
e

−y2

2 dy,

ce qui donneϕX(u) = eimu 1√
2π
ψ(σu) avecψ(t) =

∫
R
eiyte

−y2

2 dy pour toutt ∈ R. Comme la fonctiony 7→ ey
2

est paire, on a aussi :

ψ(t) =

∫

R

cos(yt)e
−y2

2 dy, pour toutt ∈ R.

Pour calculerψ(t), on remarque que le théorème de dérivabilité sous le signe intégrale s’applique (théorème 4.10)
et donne queψ est de classeC1 et

ψ′(t) =

∫

R

(−y) sin(yt)e
−y2

2 dy.
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En intégrant par parties cette dernière intégrale (en fait,on intègre par parties sur[−n, n] puis on fait tendren vers
l’infini), on obtient :

ψ′(t) = −
∫

R

t cos(yt)e
−y2

2 dy = −tψ(t), pour toutt ∈ R,

ce qui donneψ(t) = ψ(0)e
−t2

2 . Commeψ(0) =
∫

R
e

−y2

2 dy =
√

2π, on en déduit queψ(t) =
√

2πe
−t2

2 (pour

tout t ∈ R) et donc queϕX(u) = eimue
−σ2u2

2 , ce qui est bien la formule annoncée.

On suppose maintenant qued > 1 et queX est un v.a. gaussien. Soitu ∈ Rd. On aϕX(u) = E(eiX·u) = ϕX·u(1).
Pour connaîtreϕX(u), il suffit donc de connaître la fonction caractéristique de la v.a.r.X ·u. CommeX est un v.a.
gaussien, la v.a.r.X · u est une v.a.r. gaussienne. Sa moyenne estE(X · u) = E(X) · u = m · u et sa variance est
(voir l’exercice 173) :

σ2 = E((X · u−m · u)2) = E(ut(X −m)(X −m)tu) = utCov(X)u = utDu.

On a donc, d’après la première partie de cette démonstration(c’est-à-dire le casd = 1),

ϕX(u) = ϕX·u(1) = eim·ue−
utDu

2 ,

ce qui est bien la formule annoncée (carutDu = Du · u).

On montre enfin le théorème central limite.

Théorème 10.4 (Théorème central limite)Soit(Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 et (Xn)n∈N⋆ une suite
de v.a. de dimensiond i.i.d.. On suppose queE(|X1|2) < ∞. On poseE(X1) = m, D = Cov(X1) et, pour
n ∈ N⋆,

Yn =
1√
n

n∑

i=1

(Xi −m).

La suite(Yn)n∈N⋆ converge alors en loi vers tout v.a.Y dont la loi est la loi normale multidimensionnelleN (0, D).
(Voir la définition 9.3 et la proposition 9.11 pour la définition de cette loi normale multidimensionnelle.)

DÉMONSTRATION : D’après le théorème 10.3 et la proposition 10.12, il suffit de montrer que, pour toutu ∈ Rd,

lim
n→∞

ϕYn
(u) = e−

utDu
2 ,

oùϕYn
est la fonction caractéristique du v.a.Yn.

Soitu ∈ Rd. On a

ϕYn
(u) = E(eiYn·u) = E(e

i√
n

Pn
p=1(Xp−m)·u

) = E(
n∏

p=1

e
i√
n

(Xp−m)·u
).

Les v.a.Xp (p = 1, . . . , n) étant indépendants et identiquement distribués, on a donc, par la proposition 9.9 (cette
proposition est écrite pour des fonctions à valeurs réellesmais elle s’étend à des fonctions à valeurs complexes en
décomposant les fonctions en parties réelles et imaginaires),

ϕYn
(u) = E(e

i√
n

(X1−m)·u
)n. (10.13)
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On posezn = E(e
i√
n

(X1−m)·u
) et on calcule maintenantzn en faisant un développement limité des fonctionscos

et sin. Il existe deux fonctionsε1 et ε2 appartenant àCb(R,R) t.q. limx→0 εi(x) = 0, i = 1, 2 et

cos(x) = 1 − x2

2
+ x2ε1(x) et sin(x) = x+ x2ε2(x).

On en déduit que ∫

Ω

cos(
1√
n

(X1 −m) · u)dP = 1 − 1

2n

∫

Ω

((X1 −m) · u)2dP

+
1

n

∫

Ω

((X1 −m) · u)2ε1(
1√
n

(X1 −m) · u)dP,

et
∫

Ω

sin(
1√
n

(X1 −m) · u)dP =
1

2n

∫

Ω

(X1 −m) · udP +
1

n

∫

Ω

((X1 −m) · u)2ε2(
1√
n

(X1 −m) · u)dP.

CommeE(|X1|2) < +∞, le théorème de convergence dominée donne

lim
n→∞

∫

Ω

((X1 −m) · u)2εi(
1√
n

(X1 −m) · u)dP = 0 pouri = 1, 2.

D’autre part, on a
∫

Ω

((X1 −m) · u)2dP =

∫

Ω

ut(X1 −m)(X1 −m)tudP = ut
( ∫

Ω

(X1 −m)(X1 −m)tdP
)
u = utDu.

et ∫

Ω

(X1 −m) · udP =
( ∫

Ω

(X1 −m)dP
)
· u = 0.

En posanta =
utDu

2
, on a donc

∫

Ω

cos(
1√
n

(X1 −m) · u)dP = 1 − bn
n
,

∫

Ω

sin(
1√
n

(X1 −m) · u)dP =
cn
n
,

aveclimn→∞ bn = a et limn→∞ cn = 0. En posantan = bn+icn, on a donczn = (1−an
n

) aveclimn→∞ an = a.

Avec (10.13), ceci donne
ϕYn

(u) = znn = (1 − an
n

)n.

Commea ∈ R, le lemme 10.2 donne le résultat, c’est-à-direlimn→∞ ϕYn
(u) = e−a = e−

utDu
2 .

Lemme 10.2 Soita ∈ R et (an)n∈N une suite de nombres complexes t.q.limn→∞ an = a. On a alors

lim
n→∞

(1 − an
n

)n = e−a.

DÉMONSTRATION : Ce lemme est bien connu sian ∈ R pour toutn ∈ N. Il suffit de remarquer quean < n pour
n assez grand et quelimn→∞ n ln(1− an

n ) = − limn→∞ an = −a. La difficulté est ici quean peut ne pas être un
nombre réel.
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On posezn = 1 − an

n et yn = 1 − a
n . Comme la suite(an)n∈N est bornée (car elle est convergente), il existe

M ∈ R t.q. |an| ≤M pour toutn ∈ N. On a donc|zn| ≤ 1 + M
n (et aussi|yn| ≤ 1 + M

n ). On a alors (en écrivant

ϕ(1) − ϕ(0) =
∫ 1

0
ϕ′(t)dt avecϕ ∈ C∞(R,C) définie parϕ(t) = (tzn + (1 − t)yn)

n)

znn − ynn = n(zn − yn)

∫ 1

0

(tzn + (1 − t)yn)n−1dt.

Comme|tzn + (1 − t)yn| ≤ t|zn| + (1 − t)|yn| ≤ 1 +
M

n
≤ e

M
n (pour toutn ∈ N), on en déduit que

|znn − ynn | ≤ n|zn − yn|eM = |a− an|eM .

On a donclimn→∞ znn = limn→∞ ynn = limn→∞(1 − a
n )n = e−a.

.

10.7 Exercices

10.7.1 Transformation de Fourier dansL1

Exercice 10.1 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dansL1) Corrigé 182 page 503
SoitH(t) = e−|t|, t ∈ R. On pose, pourλ > 0 :

hλ(x) = (2π)−
1
2

∫

R

H(λt)eitxdt, x ∈ R. (10.14)

1. Montrer quehλ(x) = (
2

π
)

1
2

λ

λ2 + x2
, et
∫

R

hλ(x)dx = (2π)
1
2 .

2. Soitf ∈ L1
C(R,B(R), λ), montrer que pour toutx ∈ R, on a :

f ⋆ hλ(x) =

∫

R

H(λt)f̂(t)eixtdt. (10.15)

3. Soitg une fonction mesurable bornée deR dansC, continue en 0. Montrer queg ⋆ hλ(0) →
√

2πg(0) quand
λ→ 0. [Utiliser 1. et le théorème de convergence dominée.]

4. Soitf ∈ L1
C(R,B(R), λ), montrer que :

‖f ⋆ hλ −
√

2πf‖1 → 0 lorsqueλ→ 0. (10.16)

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avecg(y) =
∫
|f(x− y) − f(x)|dx.]

5. Déduire de ce qui précède le théorème d’inversion de Fourier, théorème 10.1.

Exercice 10.21. Calculer la transformée de Fourier de1[−a,a], a ∈ R+. En déduire queL1 n’est pas stable par
transformation de Fourier.

2. On posegn = 1[−n,n]. Calculerf ⋆ gn, et montrer qu’il existehn ∈ L1 t.q. ĥn = f ⋆ gn. Montrer que la suite
f ⋆ gn est bornée dansC0(R,R) alors que la suitehn n’est pas bornée dansL1. En déduire que la transformée
de Fourier n’est pas surjective deL1 dansC0.
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Exercice 10.3Soitf ∈ S, on poseL(f)(x) = f”(x) + xf(x).

1. Montrer queL(f) = 0 entraînef = 0.

2. Soitk ∈ S, montrer que l’équation différentielleh′(t) = k(t) a une solution dansS si et seulement si
∫
k(t)dt =

0.

3. Soitg ∈ S, étudier l’existence et l’unicité des solutions dansS de l’équationL(f) = g. On pourra remarquer
que pourh ∈ S, on a :

i
d

dt
(he−i

t3

3 ) − t2(he−i
t3

3 ) = ih′(t)e−i
t3

3 .

Exercice 10.4On noteLp l’espaceLpC(R,B(R), λ).

1. Soientf, g ∈ L1, montrer quef ĝ ∈ L1, gf̂ ∈ L1 et
∫
f ĝdλ =

∫
gf̂dλ.

2. SoitB = [− 1
2 ,

1
2 ]. Montrer que1B ⋆ 1B(t) = (1 − |t|)+.

3. On poseθn = (1 − |t|
n )+, n ∈ N⋆. Déduire de la question précédente que :

θ̂n(y) =
4√
2π

sin2(ny2 )

ny2
, ∀y ∈ R.

[Se ramener àθ1...]

4. Soitf ∈ L1 ∩ L∞ t.q. f̂(t) ∈ R+ pour toutt ∈ R. On se propose de montrer quêf ∈ L1 (et donc que le
théorème d’inversion s’applique)

(a) On noteϕn = θnf̂ ; montrer queϕn ↑ f̂ et
∫
ϕndλ ↑

∫
f̂dλ lorsquen→ +∞.

(b) Montrer qu’il existeα ≥ 0 indépendant den tel que
∫
θ̂n(y)dy = α, ∀n ∈ N⋆. En déduire quêf ∈ L1.

10.7.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Exercice 10.5 (Caractérisation dem par m̂) Corrigé 183 page 505
Soitd ≥ 1.

1. Soitm etµ deux mesures signées sur les boréliens deRd. On suppose quêm = µ̂.

(a) Soitϕ ∈ L1
C(Rd,B(Rd), λd). Montrer que

∫
ϕ̂dm =

∫
ϕ̂dµ.

(b) Montrer que
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ pour toutϕ ∈ S(Rd,C) (et donc pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R)).

(c) Montrer quem = µ (On rappelle qu’une fonction deϕ ∈ Cc(Rd,R) est limite uniforme de fonctions de
ϕ ∈ C∞

c (Rd,R)).

2. Soitm une mesure signée sur les boréliens deRd. On suppose quêm ∈ L1
C(Rd, B(Rd), λd). Montrer quem

est la mesure de densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue avecf = ˆ̂m(−·).

10.7.3 Transformation de Fourier dansL2

Exercice 10.6On note icif̂ la transformée de Fourier, pourf ∈ L1 ouL2.

1. Soientf, g ∈ S, Montrer quêfg = 1√
2π
f̂ ⋆ ĝ.

2. Soientf, g ∈ L2, Montrer quêfg = 1√
2π
f̂ ⋆ ĝ.
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10.7.4 Fonction Caractéristique d’une v.a.r.

Exercice 10.7 (Calcul de fonctions caractéristiques)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX une v.a. réelle. Calculer la fonction caractéristiqueϕX deX dans
les cas suivants :

1.X = a p.s. (a ∈ R).

2.X ∼ B(p) (loi de Bernoulli de paramètrep : P [X = 1] = p = 1 − P [X = 0]).

3.X suit une loi exponentielle de paramètreλ (avecλ > 0).

Exercice 10.8 (Loi normale et vecteur gaussien)
Soit (Ω, A, P ) un espace probabilisé,d ≥ 1 etX un v.a. de dimensiond. Soitm ∈ Rd etD une matrice s.d.p.
(de tailled × d). SiX ∼ N (m,D), oùN (m,D) est définie par la définition 9.3, montrer queX est un vecteur
gaussien.

Exercice 10.9 (Vecteurs gaussiens et densité)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,d ≥ 1 etX = (X1, . . . , Xd) un v.a. de dimensiond.
On suppose queX est un vecteur gaussien (c’est-à-dire que

∑d
i=1 aiXi suit une loi gaussienne pour touta1, . . . ,

ad ∈ R). On notem la moyenne deX etD la matrice de covariance deX . Montrer que la loi deX est de densité
par rapport à la mesure de Lebesgue (surRd) si et seulement siD est inversible. SiD est inversible, montrer que
la loi deX est la loiN (m,D) donnée dans la définition 9.3.

Exercice 10.10 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance) Corrigé 184 page 506
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,d ≥ 1 etX = (X1, . . . , Xd) un v.a. de dimensiond.

1. On suppose ici qued = 2.

(a) On suppose queX1 etX2 suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer queX est un vecteur
gaussien et que Cov(X1, X2) = 0.

(b) On suppose queX est un vecteur gaussien et que Cov(X1, X2) = 0. Montrer queX1 etX2 sont indépen-
dantes.

2. On suppose toujoursd = 2. Donner un exemple pour lequelX1 etX2 sont gaussiennes maisX n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir(Ω,A, P ) etX1, X2 de manière à avoir Cov(X1, X2) = 0
sans queX1, X2 soient indépendantes, voir l’exercice 4.44.]

3. On suppose queX est un vecteur gaussien et que les composantes deX sont indépendantes deux à deux. Montrer
queX1, . . . , Xd sont indépendantes.

Exercice 10.11 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson)Corrigé 185 page 508
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une v.a. de Poisson de paramètreλ (λ > 0). On rappelle que,

P [X = k] = e−λ λ
k

k! , pour toutk ∈ N et queE[X ] = λ, V ar[X ] = λ.

1. Calculer la fonction caractéristiqueϕX deX .

2. Soit(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de paramètreλ.

(a) Soitn > 1. Déduire de la question 1 la loi de la v.a.Yn =
∑n

p=1Xp.

(b) Utiliser le théorème central limite pour démontrer que

e−n
n∑

k=0

nk

k!
→ 1

2
quandn→ ∞.
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Exercice 10.12 (Sur les lois des grands nombres)Corrigé 186 page 509
Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etX une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-à-dire quePX = fλ, avec
f(x) = 1

π(1+x2) pourx ∈ R (on rappelle queλ désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR).

1. Montrer queX n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soitn ∈ N⋆, montrer queP ({|X | > n}) ≥ 1
nπ , où{|X | > n} = {ω ∈ Ω, |X(ω)| > n}. [On pourra remarquer

que 2
1+x2 ≥ 1

x2 pour toutx ≥ 1.]

3. Pourx ∈ R, on poseg(x) = e−|x|. Montrer que

2

1 + u2
=

∫

R

eiuxg(x)dx =
√

2πĝ(u) pour toutu ∈ R.

En déduire que la fonction caractéristique deX , notéeϕX vérifieϕX(u) = e−|u| pour toutu ∈ R. [On pourra
utiliser de théorème d’inversion de Fourier qui donneˆ̂g = g(−·) p.p. sig, ĝ ∈ L1

C(R,B(R), λ).]

On se donne maintenant une suiteX1, X2, . . . , Xn, . . . de v.a.r.i.i.d. et on suppose que la loi deX1 (et donc de
tous lesXn) est la loi de Cauchy. Pourn ∈ N⋆, on pose :

Zn =
1

n
(

n∑

p=1

Xp).

4. Soitn ∈ N⋆.

(a) Montrer que

ϕZn
(u) = ϕnX1

(
u

n
) pour toutu ∈ R.

(b) Donner la loi deZn.

5. Pourn ∈ N⋆, on poseAn = {|Xn| > n} etBn = ∪p≥nAp. on pose aussiB = ∩n∈N⋆Bn.

(a) Soitn ∈ N⋆. En utilisant la question 2, montrer que

P (Bcn) =
∏

p≥n
P (Acp) ≤

∏

p≥n
(1 − 1

pπ
).

En déduire queP (Bcn) = 0 et donc queP (Bn) = 1.

(b) Montrer queP (B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) maiselle peut aussi être faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]

(c) Soitω ∈ B. Montrer queXn(ω)
n 6→ 0 quandn→ ∞.

(d) Soitω ∈ Ω. Montrer que si la suite(Zn(ω))n∈N⋆ converge vers une limite finie on a alors

lim
n→∞

Xn(ω)

n
= 0.

[EcrireXn en fonction deZn etZn−1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite(Zn)n∈N⋆ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n→ ∞.
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6. Pour toutn ∈ N⋆, montrer que

Z2n − Zn =
Un + Vn

2
,

oùUn etVn sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite(Zn)n∈N⋆ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, à la suite(Zn)n∈N⋆ , les lois forte et faible des grands nombres ?

Exercice 10.13 (Sur la loi d’un vecteur aléatoire)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX un v.a. de dimensiond. Montrer que la loi deX est uniquement
déterminée par la donnée des lois de toutes les v.a.r.a · X , a ∈ Rd, |a| = 1. [On pourra utiliser la fonction
caractéristique deX .]

Exercice 10.14 (Limite en loi de Gaussiennes)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité,X une v.a.r. et(Xn)n∈N une suite de v.a.r. gaussiennes. On suppose que
Xn tend en loi versX , quandn→ ∞. On notemn l’espérance deXn etσ2

n la variance deXn (avecσn ≥ 0). Si
σn > 0, la v.a.r.Xn a donc pour loi une loi dont la densité par rapport à la mesure de Lebesgue est

fn(x) =
1√

2πσn
e
− (x−mm)2

2σ2
n pourx ∈ R.

Si σn = 0, la loi deXn estδmn
.

SiZ est une v.a.r., on noteϕZ la fonction caractéristique deZ (on rappelle queϕZ est une fonction continue deR
dansC et queϕZ(0) = 1). On rappelle que la fonction caractérisitique deXn est

ϕXn
(t) = e−

σ2
n
2 t2eimnt pourt ∈ R.

1. SoitZ une v.a.r.. Montrer qu’il existet ∈ R⋆ t.q. |ϕZ(t)| > 0.

2. Montrer que la suite(σ2
n)n∈N est convergente dansR. [On pourra utiliser la convergence de|ϕXn

(t)| vers
|ϕX(t)| pourt bien choisi.]

3. CalculerP ({Xn ≥ mn}) etP ({Xn ≤ mn}) et en déduire que la suite(mn)n∈N est bornée. [On pourra utiliser
le fait que la suite(PXn

)n∈N est tendue, d’après la proposition 9.5.]

4. Montrer que la suite(mn)n∈N est convergente. En déduire queX est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.15 (Caractérisation deX = 0 p.s.)
Soit (Ω,A, p) un espace probabilisé. SiZ est une v.a.r., on noteϕz la fonction caractéristique deZ, c’est-à-dire
ϕZ(t) = E(eiZt) pour toutt ∈ R.

1. SoitX une variable aléatoire réelle eta > 0. On suppose queϕX(t) = 1 pour toutt ∈ [−a, a].

(a) Montrer que, pour toutt ∈ [−a, a],
∫

Ω

[1 − cos(tX(ω))]dp(ω) = 0.

(b) Montrer queX = 0 p.s..

2. SoitX etY deux variables aléatoires réelles indépendantes.

(a) Montrer queϕX+Y = ϕXϕY .

(b) On suppose maintenant queX + Y etY ont même loi. Montrer queX = 0 p.s..

Exercice 10.16 (Indépendance et variables gaussiennes)
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Soit (Ω,A, p) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r.i.i.d. t.q.E(X) = 0 et Var(X) = 1.

On rappelle une caractérisation de l’indépendance avec lesfonctions caratéristiques, donnée dans la proposi-
tion 10.11 : SoitZ1, Z2 deux v.a.r., on noteZ le v.a. (de dimension 2) dont les composantes sontZ1 et Z2.
Les v.a.r.Z1 etZ2 sont indépendantes si et seulement si les fonctions caratéristiques deZ, Z1 etZ2 (notéesϕZ ,
ϕZ1 etϕZ2 ) vérifientϕZ(u1, u2) = ϕZ1(u1)ϕZ2 (u2) pour toutu1, u2 ∈ R.

1. On suppose dans cette question queX etY sont des v.a.r. gaussiennes. Montrer queX + Y etX − Y sont
des v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser le rappel.]

On suppose maintenant, pour toute la suite de l’exercice, queX + Y etX − Y sont indépendantes. Le but
des questions suivantes est de démontrer queX etY sont des variables gaussiennes. On note toujoursϕX la
fonction caractéristique deX .

2. Montrer quelimt→0
1−ϕX(t)

t2 = 1
2 . [Utiliser E(X) = 0, Var(X) = 1 et un développement limité des

fonctionscos et sin.]

3. Montrer queϕX(2t) = ϕX(t)3ϕX(−t) pour toutt ∈ R [Utiliser l’indépendance deX + Y etX − Y ].
Montrer queϕX(t) 6= 0 pour toutt ∈ R.

4. Soitρ(t) = ϕX(t)
ϕX(−t) . Montrer queρ(t) = ρ(t/2k)2

k

pour toutt ∈ R et toutk ∈ N. Montrer queρ(t) = 1

pour toutt ∈ R [utiliser la question 2]. Montrer queϕX prend ses valeurs dansR⋆+.

5. Montrer queϕX(t+ s)ϕX(t− s) = ϕX(t)2ϕX(s)2 pour toutt, s ∈ R. En déduire queϕX(nt) = ϕX(t)n
2

pour toutt ∈ R et toutn ∈ N.

6. Montrer queX (et donc aussiY ) est une v.a.r. gaussienne.

Exercice 10.17 (Un exemple. . . )
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité et(X,Y ) un couple de variables aléatoires réelles, à valeurs dans[−1, 1]2.
On suppose que la loi de ce couple a une densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue (surB(R2)) avec :

f(x, y) =
1 + xy(x2 − y2)

4
1[−1,1]2(x, y), (x, y)t ∈ R2.

1. Montrer que les lois des v.a.X etY ont des densités par rapport à la mesure de Lebesgue (surB(R)). Calculer
ces densités.X etY sont-elles indépendantes?

2. Calculer les espérances deX , Y etXY . Que vautcov(X,Y ) ?

3. Calculer les fonctions caractéristiques deX , Y etX + Y .
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Chapitre 11

Espérance conditionnelle et martingales

11.1 Espérance conditionnelle

Nous commençons par définir l’espérance conditionnée par une tribu.

Définition 11.1 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X une v.a.r. intégrable etB une tribu incluse dansA. On
appelle “Espérance, conditionnée parB, deX" ou “Espérance conditionnelle deX par rapport àB" l’ensemble
des applicationsZ deΩ dansR, B-mesurable, intégrable et t.q. :

E(ZU) = E(XU) pour toute applicationU deΩ dansR, B-mesurable, bornée. (11.1)

On noteE(X |B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1), les
applicationsZU etXU sont bien des v.a.r. intégrables).

Cette définition peut sembler un peu abrupte. On montrera dans la proposition 11.1 que, sous les hypothèses de la
définition 11.1, l’espérance conditionnelle existe, c’est-à-dire que l’ensembleE(X |B) est non vide, et queE(X |B)
est “unique", ceci signifiant que siZ1, Z2 ∈ E(X |B) , on a nécessairementZ1 = Z2 p.s..

L’ensembleE(X |B), défini dans la définition 11.1, est une ensemble de v.a.r. (car Z B-mesurable impliqueZ A-
mesurable) mais, en pratique, on confond cet ensemble avec l’un de ces éléments (comme on confond un élément
deLp avec l’un de ses représentants). SiZ est une v.a.r.B-mesurable intégrable et t.q.E(ZU) = E(XU) pour
toute v.a.r.U B-mesurable bornée, on écrira doncZ = E(X |B) p.s. au lieu d’écrireZ ∈ E(X |B).

Avant de démontrer l’existence et l’unicité de l’espéranceconditionnelle, donnons quelques exemples simples. Soit
(Ω,A, P ) un espace probabilisé etX une v.a.r. intégrable. Prenons tout d’abordB = {∅,Ω}. Il est alors facile de
voir (exercice 11.1) queE(X |B) est réduit à un seul élément et que cet élément est la fonctionconstante et égale
àE(X).

Soit maintenantA ∈ A t.q.0 < P (A) < 1 etB = {∅, A,Ac,Ω} (qui est bien une tribu incluse dansA). On peut
ici montrer (exercice 11.1) queE(X |B) est aussi réduit à un seul élément et cet élément est la fonctionZ définie
par :

Z =
E(X1A)

P (A)
1A +

E(X1Ac)

P (Ac)
1Ac .

La quantitéE(X1A)
P (A) s’appelle “espérance deX sachantA". On a ainsi fait le lien entre “espérance deX sachant

un événement" et “espérance deX par rapport à une tribu" (ou “selon une tribu").
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Dans les deux exemples précédents, l’ensembleE(X |B) était réduit à un seul élément. Voici maintenant un
exemple oùE(X |B) n’est pas réduit à un seul élément. On prendB ∈ A t.q. P (B) = 1 etBc 6= ∅ (c’est le
cas, par exemple, siP est une mesure diffuse, queA contient les singletons et queBc est formé d’un nombre fini
ou dénombrable de points deΩ). On prend encoreB = {∅, B,Bc,Ω}. Poura ∈ R, on poseZa = E(X)1B+a1Bc .
On peut alors montrer (exercice 11.2) queE(X |B) = {Za, a ∈ R}. L’ensembleE(X |B) n’est donc pas réduit à
un élément.

On montre maintenant l’existence et l’unicité de l’espérance, conditionnée par une tribu, d’une v.a.r. intégrable.

Proposition 11.1 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etB une tribu incluse dansA. SoitX une v.a.r. intégrable.
Alors :

1. (Existence)E(X |B) 6= ∅.

2. (Unicité)Z1, Z2 ∈ E(X |B) ⇒ Z1 = Z2 p.s..

DÉMONSTRATION : On démontre d’abord l’unicité deE(X |B). Puis, on démontre l’existence deE(X |B) si X
est de carré intégrable, puis l’existence siX est positive (et intégrable) et enfin l’existence siX est seulement
intégrable. En fait, la partie “existence siX est de carré intégrable" est inutile. Elle n’est pas utilisée pour la suite
de la démonstration mais elle est éventuellement intéressante pour la compréhension de l’espérance conditionnelle.

Unicité. SoitZ1, Z2 ∈ E(X |B). On poseU = sign(Z1 − Z2) (on rappelle que la fonctionsign est définie par
sign(s) = −1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple)sign(0) = 0). Comme la fonctionsign est
borélienne deR dansR et que(Z1 − Z2) estB-mesurable, la fonctionU est bienB-mesurable. Elle est aussi
bornée, on a donc en utilisant 11.1 avecZ = Z1 etZ = Z2, E(XU) = E(Z1U) etE(XU) = E(Z2U). Ceci
donneE((Z1 − Z2)U) = 0 et doncE(|Z1 − Z2|) = 0. On en déduitZ1 = Z2 p.s..

Existence siX est de carré intégrable.On notePB la restriction deP (qui est une mesure surA) à B (tribu
incluse dansA). La mesurePB est donc une probabilité surB. On noteH l’espace de HilbertL2

R(Ω,B, PB) et,
pourV ∈ H , on pose :

T (V ) =

∫

Ω

XV dP.

Il est clair queT (V ) est bien définie. En étant précis, on remarque queT (V ) =
∫
Ω
XvdP , oùv ∈ L2

R(Ω,B, PB)
est un représentant deV (et cette quantité ne dépend pas du représentant choisi). C’est pour définirT que nous
avons besoin queX soit de carré intégrable.

L’applicationT est linéaire continue deH dansR (et on a‖T ‖ ≤ ‖X‖2). On peut donc appliquer le théorème de
Riesz dans les espaces de Hilbert (théorème 6.9), il donne l’existence deZ ∈ L2(Ω,B, PB) t.q. :

T (V ) =

∫

Ω

ZV dP pour toutV ∈ H. (11.2)

CommeZ ∈ L2(Ω,B, PB), la fonctionZ est bienB-mesurable et intégrable (elle est même de carré intégrable).
On montrer maintenant queZ vérifie (11.1) (et donc queZ ∈ E(X |B)). SoitU une applicationB-mesurable
bornée deΩ dansR. On aU ∈ L2(Ω,B, PB), on peut donc utiliser (11.2) avec pourV la classe deU et on obtient

E(XU) = T (V ) =

∫

Ω

ZV dP = E(ZU).

L’applicationZ vérifie donc (11.1). ce qui prouve queZ ∈ E(X |B).

Plus précisément, un développement du raisonnement ci avant (que les courageux peuvent faire) permet d’inter-
préter l’applicationX 7→ E(X |B) comme l’opérateur de projection orthogonale deL2(Ω, A, P ) dans le sous
espace vectoriel fermé formé à partir deL2(Ω,B, PB).
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Existence siX est positive et intégrable.On utilise ici le théorème de Radon-Nikodym (théorème 6.11,qui se
démontre d’ailleurs avec le théorème de Riesz dans les espaces de Hilbert, théorème 6.9). On note toujourspB la
restriction deP àB (de sorte quePB est une probabilité surB).

PourB ∈ A, on posem(A) =
∫
ΩX1AdP . On définit ainsi une mesure finie,m, surA, c’est la mesure de densité

X par rapport àP . On note maintenantmB la restriction de cette mesure à la tribuB. La mesuremB est absolument
continue par rapport à la mesurePB (carB ∈ B, PB(B) = 0 implique queP (B) = 0 et doncX1B = 0 p.s. et
doncm(B) = 0 et doncmB(B) = 0). Le théorème de Radon-Nikodym (théorème 6.11) donne alorsl’existence
deZ, B-mesurable positive, t.q.mB = ZPB (c’est-à-dire quemB est la mesure surB de densitéZ par rapport à
PB).

La fonctionZ est intégrable car
∫
Ω ZdP =

∫
Ω ZdPB = mB(Ω) = m(Ω) = E(X) < +∞ (etE(Z) = E(X)). Il

reste à montrer queZ vérifie (11.1) (ce qui donnera queZ ∈ E(X |B)). On remarque tout d’abord queE(Z1B) =∫
Ω
Z1BdP = mB(B) =

∫
Ω
X1BdP = E(X1B) pour toutB ∈ B. Par linéarité positive, on a donc, pour toute

fonctionB-étagée positive,

E(ZU) =

∫

Ω

ZUdP =

∫

Ω

ZUdPB =

∫

Ω

Udm =

∫

Ω

UXdP = E(XU). (11.3)

Par convergence monotone, on en déduit alors que (11.3) est encore vraie pour toute fonctionsB-mesurable po-
sitive. Enfin, en utilisantU = U+ − U− (et en remarquant queZU et XU sont intégrables), on conclut que
(11.3) est vraie pour toute fonctionU B-mesurable bornée deΩ dansR. (On a ici repris un argument vu dans la
remarque 6.22.) L’applicationZ vérifie donc (11.1). Ce qui prouve queZ ∈ E(X |B).

Existence siX est seulement intégrable.Comme les fonctionsX+ etX− sont positives et intégrables, il existe
Z1 ∈ E(X+|B) etZ2 ∈ E(X−|B). On poseZ = Z1 −Z2. L’applicationZ estB-mesurable et intégrable (carZ1

etZ2 le sont) et, pour tout fonctionU B-mesurable bornée, on a :

E(ZU) = E(Z1U) − E(Z2U) = E(X+U) − E(X−U) = E(XU).

L’applicationZ vérifie donc (11.1). Ce qui prouve queZ ∈ E(X |B).

Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etB une tribu incluse dansA. On a défini l’espérance, conditionnée par
B, d’une v.a.r. intégrable. On va maintenant montrer qu’on peut étendre la définition à des v.a.r. qui ne sont pas
intégrables mais qui sont positives (la démonstration est déjà essentiellement dans la démonstration de la propo-
sition 11.1). Pour cela, on va commencer par donner une “p.s.-caractérisation" deE(X |B)" lorsqueX est une
v.a.r. positive et intégrable. Cette caractérisation n’utilisant pas l’intégrabilité deX on aura ainsi une définition de
E(X |B) lorsqueX est une v.a.r. positive. Ceci est fait dans la proposition 11.2 et la définition 11.2.

Proposition 11.2 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etB une tribu incluse dansA.

1. SoitX une v.a.r. intégrable positive. Alors,Z ∈ E(X |B) si et seulement siZ estB-mesurable, intégrable,≥ 0
p.s. et t.q. :

E(ZU) = E(XU), (11.4)

pour toute applicationU deΩ dansR, B-mesurable et positive.

2. SoitX une v.a.r. positive. On notēE(X |B) l’ensemble des applicationsB-mesurables positives vérifiant (11.4).
On a alors :

(a) (Existence)̄E(X |B) 6= ∅.

(b) (Unicité)Z1, Z2 ∈ Ē(X |B) ⇒ Z1 = Z2 p.s..
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DÉMONSTRATION : On commence par montrer le premier item. SiZ ∈ E(X |B), la fonctionZ est bienB-
mesurable intégrable et vérifie (11.1). Elle vérifie donc (11.4) en ajoutant “U bornée". Pour montrer queZ ≥ 0
p.s., on prendU = 1B avecB = {Z < 0} (U est bienB-mesurable bornée). On obtientE(ZU) = E(XU) ≥ 0.
CommeZU ≤ 0, on a doncZU = 0 p.s. et doncZ ≥ 0 p.s.. Enfin, pour montrer queZ vérifie (11.4) (c’est-à-
dire avecU B-mesurable positive mais non nécessairement bornée), il suffit d’utiliser le théorème de convergence
monotone (théorème 4.2) en introduisantUn = U1Bn

avec, pourn ∈ N, Bn = {U ≤ n}.

Réciproquement, siZ estB-mesurable, intégrable,≥ 0 p.s. et vérifie (11.4), il est facile de voir queZ vérifie (11.1).
En effet, siU estB-mesurable bornée, on utilise (11.4) avec les parties positive et négative deU pour obtenir (11.1).
Donc,Z ∈ E(X |B).

On montre maintenant le deuxième item de la proposition.

Existence.On reprend la démonstration de la proposition 11.1. On rappelle quepB est la restriction deP à B,
m = XP (c’est-à-dire la mesure de densitéX par rapport àP ) etmB est la restriction dem àB. La mesuremB
est absolument continue par rapport à la mesurePB. La mesurem n’est pas finie siX n’est pas intégrable. On ne
peut donc pas appliquer directement le théorème 6.11 (qui demande quemB soit finie). Pour résoudre cette petite
difficulté, on pose, pourn ∈ N mn = X1{n≤X<n+1} (qui est une mesure surA) etmn,B sa restrictionB. La
mesuremn,B est absolument continue par rapport à la mesurePB et est finie. Le théorème de Radon-Nikodym
donne alors l’existence deZn, B-mesurable positive, t.q.mn,B = ZnPB. On pose alorsZ =

∑
n∈N Zn. La

fonctionZ estB-mesurable positive, il reste à montrer queZ vérifie (11.4) (ce qui donnera queZ ∈ Ē(X |B)).
SoitU une applicationB-mesurable positive deΩ dansR. Pour toutn ∈ N, on a

E(ZnU) =

∫

Ω

ZnUdP =

∫

Ω

ZnUdPB =

∫

Ω

Udmn,B =

∫

Ω

UX1{n≤X<n+1}dP.

En sommant cette dernière égalité pourn ∈ N, on obtient (par le corollaire 4.1 sur les séries à termes positifs)

E(ZU) = E(XU).

L’applicationZ vérifie donc (11.4). Ce qui prouve queZ ∈ Ē(X |B).

Unicité. Soit Z1, Z2 ∈ Ē(X |B). prenonsU = (sign(Z1 − Z2))
+ (qui est bienB-mesurable et positive). On

a donc, par (11.4),E(Z1U) = E(Z2U) = E(XU), mais on ne peut rien en déduire car il est possible que
E(XU) = +∞. On va donc modifier légérementU . Soit n ∈ N⋆. On poseBn = {Z1 ≤ n} ∩ {Z2 ≤ n} et
Un = U1Bn

. La fonctionUn est encoreB-mesurable et positive et (11.4) donneE(Z1Un) = E(Z2Un). Comme
0 ≤ E(Z1Un) = E(Z2Un) ≤ n, on en déduitE((Z1 − Z2)Un) = 0. Mais,(Z1 − Z2)Un ≥ 0. En faisant tendre
n vers l’infini, le théorème de convergence monotone (théorème 4.1) donneE((Z1 − Z2)U) = 0, c’est-à-dire
E((Z1 − Z2)

+) = 0 et doncZ1 ≤ Z2 p.s.. En changeant les rôles deZ1 etZ2 on a aussiZ2 ≤ Z1 p.s.. D’où
Z1 = Z2 p.s..

Définition 11.2 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X une v.a.r. positive etB une tribu incluse dansA. On
appelle “Espérance, conditionnée parB, deX " ou “Espérance conditionnelle deX par rapport àB") l’ensemble
des applicationsZ deΩ dansR, B-mesurable, positive et t.q. :

E(ZU) = E(XU), (11.5)

pour toute applicationU deΩ dansR, B-mesurable et positive.
On noteĒ(X |B) cette espérance conditionnelle (c’est donc un ensemble de fonctions). (Noter que dans (11.1),
les applicationsZU etXU sont bien des v.a.r. positives, leur intégrale surΩ est donc bien définie et appartient à
R̄+).
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La proposition 11.2 nous donne l’existence et l’unicité (p.s.) de l’espérance conditionnelle lorsqueX est une
v.a.r. positive. Sous les hypothèses de la définition 11.2, si X est de plus intégrable, on a donc deux définitions
de l’espérance conditionnelle deX par rapport àB, notéeE(X |B) et Ē(X |B). La proposition 11.2 montre que
Z1 ∈ E(X |B) etZ2 ∈ Ē(X |B) impliqueZ1 = Z2 p.s.. En pratique, comme on confondE(X |B) avec l’un de ces
éléments et̄E(X |B) avec l’un de ces éléments, on a doncE(X |B) = Ē(X |B) p.s.. Il est donc inutile de conserver
la notationĒ(X |B) et on conservera la notationE(X |B) dans les deux cas, c’est-à-dire “X v.a.r. intégrable" et
“X v.a.r. positive".

Nous donnons maintenant quelques propriétés de l’espérance conditionnelle.

Proposition 11.3 Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,B une tribu incluse dansA etX une v.a.r.. Soitp ∈]1,∞]
etq le nombre conjugué dep (i.e.q = p/(p−1) sip < +∞ etq = 1 sip = ∞). On suppose queX ∈ LpR(Ω,A, P ).
SoitZ ∈ E(X |B). Alors,Z ∈ LpR(Ω,A, P ) etE(ZU) = E(XU) pour toute applicationU (deΩ dansR) B-
mesurable t.q.|U |q soit intégrable.

DÉMONSTRATION : La démonstration fait partie de l’exercice 11.6. En fait, le casp = 2 a déjà été vu dans la
démonstration de la proposition 11.1.

Proposition 11.4 (Inégalité de Jensen généralisée)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,B une tribu incluse dansA etX une v.a.r. de carré intégrable. Soitϕ une
fonction convexe deR dansR. On suppose queϕ(X) est intégrable. On a alorsE(ϕ(X)|B) ≥ ϕ(E(X |B)) p.s..

DÉMONSTRATION : D’après le lemme 11.1, commeϕ est convexe, il existec, fonction croissante deR dansR (et
donc fonction borélienne deR dansR) t.q., pour toutx, a ∈ R, ϕ(x) − ϕ(a) ≥ c(a)(x− a).

SoitZ ∈ E(X |B). On a donc pour toutω ∈ Ω :

ϕ(X(ω)) − ϕ(Z(ω)) ≥ c(Z(ω))(X(ω) − Z(ω)). (11.6)

On aimerait intégrer cette inégalité sur un élément (bien choisi) deB mais cela n’est pas possible car les v.a.r.ϕ(Z)
et c(Z)(X − Z) peuvent ne pas être intégrables (bien queZ etX soient intégrables). Pourp ∈ N⋆, on introduit
doncAp = {|Z| ≤ p} de sorte que les v.a.r.1Ap

c(Z)(X − Z) et 1Ap
ϕ(Z) sont intégrables (noter quec(Z) est

bornée surAp carc est croissante). On pose aussiA = {E(ϕ(X)|B)− ϕ(Z) < 0} etBp = Ap ∩A. Soitp ∈ N⋆,
l’inégalité (11.6) donne1Bp

(ϕ(X) − ϕ(Z)) ≥ 1Bp
c(Z)(X − Z) et donc, en intégrant surΩ :

∫

Bp

(ϕ(X) − ϕ(Z))dP ≥
∫

Bp

c(Z)(X − Z)dP. (11.7)

CommeZ et E(ϕ(X)|B) sontB-mesurables, on aBp ∈ B (et donc1Bp
estB-mesurable). On a aussic(Z)

B-mesurable (carc est borélienne) et donc1Bp
c(Z) B-mesurable. On en déduit :

∫

Bp

c(Z)(X − Z)dP = E(1Bp
c(Z)(X − Z)) = 0 (carZ ∈ E(X |B)),

et ∫

Bp

(ϕ(X) − ϕ(Z))dP = E(1Bp
(ϕ(X) − ϕ(Z))) = E

(
1Bp

(E(ϕ(X)|B) − ϕ(Z))
)
.

Avec (11.7), on en déduit : ∫

Bp

(E(ϕ(X)|B) − ϕ(Z))dP ≥ 0.

265



CommeE(ϕ(X)|B)−ϕ(Z) < 0 surBp (carBp ⊂ A), on a doncP (Bp) = 0 et doncP (A) = P (∪p∈N⋆Bp) = 0.
Ce qui donne bienE(ϕ(X)|B) ≥ ϕ(Z) p.s..

Lemme 11.1 Soitϕ une fonction convexe deR dansR, il existe alorsc, fonction croissante deR dansR (et donc
fonction borélienne deR dansR) t.q., pour toutx, a ∈ R, ϕ(x) − ϕ(a) ≥ c(a)(x − a).

DÉMONSTRATION : Si ϕ est dérivable surR, la fonctionc existe et est unique, elle est donnée parc = ϕ′.
L’existence dec est légérement plus difficile siϕ n’est pas dérivable sur toutR (et on perd l’unicité dec).

Soita ∈ R, on considère le fonctionha : x 7→ ϕ(x)−ϕ(a)
x−a qui est définie surR \ {a}. La convexité deϕ permet de

montrer queha est croissante (c’est-à-dire quex, y ∈ R \ {a}, x > y ⇒ ha(x) ≥ ha(y)). La fonctionha a donc
une limite à gauche (et à droite) en tout point, y compris au point a. On pose (par exemple) :

c(a) = lim
x→a,x<a

ha(x).

Il est facile de vérifier que la fonctionc ainsi définie est croissante deR dansR et vérifie, pour toutx, a ∈ R,
ϕ(x) − ϕ(a) ≥ c(a)(x − a).

On défnit maintenant l’espérance conditionnelle par rapport à une v.a.r. ou un v.a.

Définition 11.3 Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX une v.a.r. (ou un v.a. de dimensiond, d ≥ 1). SoitY
une v.a.r. intégrable ou une v.a.r. positive. On appelle “Espérance, conditionnée parX , deY " ou “Espérance
conditionnelle deY par rapport àX" (ou “Espérance conditionnelle deY sachantX") l’ensembleE(Y |σ(X)),
oùσ(X) est la tribu engendrée parX . On noteE(Y |X) cette espérance conditionnelle, de sorte queE(Y |X) =
E(Y |σ(X)). (L’ensembleE(Y |X) est donc un ensemble de v.a.r. et, comme d’habitude, on confondE(Y |X) avec
l’un de ces éléments.)

Pour caractériserE(Y |X) (sous les hypothèses de la définition 11.3) et pour calculer cette espérance condition-
nelle, on utilise, en général, le théorème 3.1 que nous rappelons sous une forme légérement plus précise (donnée
dans la démonstration du théorème 3.1).

Théorème 11.1 (Y mesurable par rapport àX) Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX , Y deux v.a.r.. On
noteσ(X) la tribu engendrée parX . Alors :
– La v.a.r.Y estσ(X)-mesurable si et seulement si il existef , fonction borélienne deR dansR, t.q.Y = f(X).
– La v.a.r.Y estσ(X)-mesurable bornée si et seulement si il existef , fonction borélienne bornée deR dansR,

t.q.Y = f(X).
– La v.a.r.Y estσ(X)-mesurable positive si et seulement si il existef , fonction borélienne positive deR dansR,

t.q.Y = f(X).

DÉMONSTRATION : La démonstration de ce théorème est donnée dans la démonstration du théorème 3.1.

Voici une conséquence immédiate de ce théorème, utilisée pour calculerE(Y |X)

Proposition 11.5 (Calcul deE(Y |X)) Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX , Y deux v.a.r.. SoitZ une
application deΩ dansR.

1. On suppose queY est intégrable. Alors,Z ∈ E(Y |X) si et seulement si il existeψ application borélienne deR
dansR t.q.Z = ψ(X), ψ(X) est intégrable et

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(Y ϕ(X)), (11.8)

pour toute applicationϕ deR dansR, borélienne bornée.
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2. On suppose queY est positive. Alors,Z ∈ E(Y |X) si et seulement si il existeψ application borélienne positive
deR dansR t.q.Z = ψ(X) et

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(Y ϕ(X)), (11.9)

pour toute applicationϕ deR dansR, borélienne positive.

DÉMONSTRATION : La démonstration est une conséquence facile du théorème 11.1.

La conséquence de la proposition 11.5 est que (sous les hypotèses de la proposition) l’on chercheE(Y |X) sous
la forme d’une fonctionψ(X) (avecψ de R dansR) vérifiant (11.8) (ou (11.9)). On raisonne, en général, par
“condition nécessaire surψ" et, comme on sait queE(X |Y ) existe, il est même inutile de vérifier que la fonction
ψ(X) que l’on trouve (qui est, en général, définie p.s.) est bien intégrable (ou positive).

La proposition 11.5 montre également que (sous les hypotèses de la proposition 11.5) la fonctionY est une fonction
deX (c’est-à-direY = ψ(X) pour un certainψ de R dansR) si et seulement siE(Y |X) = Y . Pour montrer
que la v.a.r.Y est une fonction d’une autre v.a.r.X , il suffit donc de montrer queE(Y |X) = Y . En comparaison,
le calcul de la covariance entreX et Y (après “normalisation") s’intéresse seulement à l’existence ou non d’une
dépendance affine deY en fonction deX . Voir, à ce propos, l’exercice 11.14.

Remarque 11.1 (Deux propriétés de l’espérance conditionnelle) Voici deux propriétés qui nous serons utiles
dans la section suivante. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé,B une sous tribu deA etX une v.a.r. intégrable.

1. SoitV une v.a.r.B-mesurable bornée. On a alorsE(XV |B) = V E(X |B) p.s.. (Voir l’exercice 11.4.)

2. On suppose queσ(X) et B sont des tribus indépendantes. On a alorsE[X |B] = E[X ] p.s.. En particulier, si
Y est une v.a.r. indépendante deX (c’est-à-dire queσ(X) et σ(Y ) sont des tribus indépendantes), on a alors
E[X |Y ] = E[X ] p.s.. (Voir l’exercice 11.5.)

11.2 Martingales

Définition 11.4 (Filtration et processus)Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé

1. On appelle ‘filtration" une suite de tribus(Bn)n∈N t.q.Bn ⊂ Bn+1 ⊂ A, pour toutn ∈ N.

2. On appelle “processus réel" une suite de v.a.r..

3. Soit(Bn)n∈N une filtration et(Xn)n∈N un processus réel. On dit que(Xn)n∈N est adapté à la filtration(Bn)n∈N

si, pour toutn ∈ N,Xn estBn-mesurable.

Définition 11.5 (Martingale) Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Bn)n∈N une filtration et(Xn)n∈N un pro-
cessus réel (c’est-à-dire une suite de v.a.r.).

1. (Martingale) La suite(Xn)n∈N est une martingale par rapport à la filtration(Bn)n si on a, pour toutn ∈ N,

(a)Xn estBn-mesurable et intégrable,

(b)E(Xn+1|Bn) = Xn p.s..

2. (Sous et sur martingale) la suite(Xn)n∈N est une sous-martingale [resp. sur-martingale] par rapport à la
filtration (Bn)n∈N si on a, pour toutn ∈ N,

(a)Xn estBn-mesurable et intégrable,

(b)E(Xn+1|Bn) ≥ Xn p.s. [resp.E(Xn+1|Bn) ≤ Xn p.s. ].
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Remarque 11.2Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Bn)n∈N une filtration et(Xn)n∈N une martingale par
rapport à la filtration(Bn)n. Pour toutn ∈ N, on a, comme1Ω estBn-intégrable bornée, etE(Xn+1|Bn) = Xn

p.s.,

E(Xn+1) =

∫

Ω

Xn+11ΩdP =

∫

Ω

E(Xn+1|Bn)1ΩdP =

∫

Ω

Xn1ΩdP = E(Xn).

On a doncE(Xn) = E(X0) pour toutn ∈ N.

Exemple 11.1 (Exemples de Martingales)Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé.

1. Soit (Bn)n∈N une filtration etX une v.a.r. intégrable. On poseXn = E(X |Bn). La suite(Xn)n∈N est une
martingale (par rapport à la filtration(Bn)n). (Voir l’exercice 11.21.)

2. SoitX0 une v.a.r. intégrable et(Jn)n∈N⋆ une suite de v.a.r. intégrable et de moyenne nulle. On suppose que
la suite formée deX0 et (Jn)n∈N⋆ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose alors, pourn ∈ N, Xn+1 =
Xn + Jn+1 et Bn la tribu engendrée parX0, . . . , Xn. La suite(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la
filtration (Bn)n). (Voir l’exercice 11.22.)

Définition 11.6 (Temps d’arrêt) Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Bn)n∈N une filtration etT une v.a. à
valeurs dansN∪ {+∞} (c’est-à-dire une application mesurable deΩ, muni de la tribuA, dansN∪ {+∞}, muni
de la tribu formée de l’ensemble des parties deN ∪ {+∞}). L’applicationT s’appelle un temps d’arrêt si, pour
toutn ∈ N, {T = n} ∈ Bn. SiT est un temps d’arrêt, on noteBT la tribu définie parBT = {A ∈ A t.q., pour
toutn ∈ N, A ∪ {T = n} ∈ Bn}.

Le théorème suivant montre qu’une martingale “arrêtée" estencore une martingale.

Théorème 11.2 (Martingale arrêtée à un temps d’arrêt)Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une
filtration (Bn)n∈N et (Xn)n∈N une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n). Soitν un temps d’arrêt. Pour
n ∈ N, on poseYn = Xν∧n (On rappelle queν∧n(ω) = min{ν(ω), n} et donc queXν∧n(ω) = Xmin{ν(ω),n}(ω),
pour toutω ∈ Ω.) Alors, la suite(Yn)n∈N est encore une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n).

DÉMONSTRATION : Soitn ∈ N, on aYn = Xn1{T>n} +
∑n

k=0Xk1{T=k}. On en déduit tout d’abord queYn est
intégrable (comme somme finie de fonctions intégrables). Puis, on montre queYn estBn-mesurable. Pour cela, on
remarque que{T = k} ∈ Bk ⊂ Bn, pourk ≤ n, et que

{T > n} =
(
∪nk=0 {T = k}

)c ∈ Bn.

Enfin, on remarque queXk estBn-mesurable pour toutk ≤ n. Grâce à la stabilité des fonctions mesurables par
somme et produit, on obtient bien, finalement, queYn estBn-mesurable.

Il reste maintenant à montrer queE(Yn+1|Bn) = Yn p.s., pour toutn ∈ N. Soitn ∈ N, on a

Yn+1 = Xn+11{T>n+1} +

n+1∑

k=0

Xk1{T=k} = Xn+11{T≥n+1} +

n∑

k=0

Xk1{T=k}.

Par linéarité de l’espérance conditionnelle, on a donc

E(Yn+1|Bn) = E(Xn+11{T≥n+1}|Bn) +

n∑

k=0

E(Xk1{T=k}|Bn).
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Comme{T ≥ n + 1} =
(
∪nk=0 {T = k}

)c ∈ Bn, la remarque 11.1 (et le fait queE(Xn+1|Bn) = Xn p.s.)
donneE(Xn+11{T≥n+1}|Bn) = 1{T≥n+1}E(Xn+1|Bn) = Xn1{T≥n+1}. Puis comme, pourk ∈ {0, . . . , n},
Xk1{T=k} estBn-mesurable, on aE(Xk1{T=k}|Bn) = Xk1{T=k}. On obtient ainsi

E(Yn+1|Bn) = Xn1{T≥n+1} +

n∑

k=0

Xk1{T=k} = Yn p.s..

Ce qui termine la démonstration.

On conclut cette section par un théorème, sans démonstration, sur la convergence des martingales.

Théorème 11.3 (Convergence p.s. d’une martingale)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Bn)n∈N une filtration et(Xn)n∈N une suite de v.a.r.. On suppose que
(Xn)n∈N est une martingale par rapport à(Bn)n∈N.

1. On suppose que la suite(Xn)n∈N est bornée dansL1
R(Ω,A, P ). Alors il existe une v.a.r. intégrable,X , t.q.

Xn → X p.s., quandn→ ∞.

2. On supposeXn ≥ 0 pour toutn ∈ N. Alors, il existe une v.a.r. intégrable,X , t.q.Xn → X p.s., quandn→ ∞.

On peut noter que le deuxième item du théorème 11.3 est une conséquence du premier car, pour une martingale,
on a toujoursE(Xn) = E(X0) pour toutn ∈ N (et lesXn sont toujours intégrales). SiXn ≥ 0, on a donc
‖Xn‖1 = E(X0) < +∞.

11.3 Exercices

11.3.1 Espérance conditionnelle

Exercice 11.1 (Espérance conditionnelle selon une tribu)Corrigé 187 page 511
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etY une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer queE[Y |B] est réduit à un élément et déterminerE[Y |B] (en fonction deY etB).

1. La tribuB la tribu grossière, c’est-à-direB = {∅,Ω}.

2. SoitB ∈ A t.q.0 < P [B] < 1. On prend pourB la tribu engendrée parB.

3. Soit(Bn)n∈N⋆ ⊂ A t.q.Bn ∩ Bm = ∅ si n 6= m, Ω = ∪n∈N⋆Bn et 0 < P (Bn) < 1 pour toutn ∈ N⋆. On
prend pourB la tribu engendrée par(Bn)n∈N⋆ (c’est-à-direB = {∪n∈JBn, J ⊂ N⋆}).

Exercice 11.2 (Espérance conditionnelle selon une tribu (2))

Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX une v.a.r. intégrable. SoitB ∈ A t.q.P (B) = 1 etBc 6= ∅ (c’est le cas,
par exemple, siP est une mesure diffuse, queA contient les singletons et queBc est formé d’un nombre fini ou
dénombrable de points deΩ). On poseB = {∅, B,Bc,Ω}. Poura ∈ R, on poseZa = E(X)1B + a1Bc . Montrer
queE(X |B) = {Za, a ∈ R}.

Exercice 11.3 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.)Corrigé 188 page 512
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle etY une variable aléatoire réelle intégrable.

1. On suppose qu’il existea ∈ R t.q.X = a p.s.. Donner un élément deE[Y |X ].

2. On suppose queX prend p.s. deux valeursx1 oux2 avecx1 6= x2. Donner un élément deE[Y |X ].
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3. On suppose queX est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable{xn, n ∈ N⋆} avec
P (X = xn) 6= 0 pour toutn ∈ N⋆. Donner un élément deE[Y |X ].

Exercice 11.4 (Egalité d’espérances conditionnelles)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,B une sous-tribu deA, X une v.a.r. intégrable etV une v.a.r.B-mesurable
bornée. Montrer queE[XV |B] = E[X |B]V p.s..

Exercice 11.5 (Espérance conditionnelle et indépendance)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé, etX une v.a.r. intégrable.

1. SoitY une v.a.r. indépendante deX . Montrer queE[X |Y ] = E[X ] p.s..

2. SoitB une sous tribu deA. On suppose queσ(X) etB sont des tribus indépendantes. Montrer queE[X |B] =
E[X ] p.s..

Exercice 11.6 (Espérance conditionnelle d’une v.a.r. appartenant à Lp)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,G une sous-tribu deA et Y une v.a.r. intégrable. On poseZ = E[Y |G]
(plus précisément, on confond ici, comme d’habitude, la classeE[Y |G] avec l’un de ses éléments).

1. On suppose, dans cette question, qu’il existeM ∈ R t.q. |Y | ≤ M p.s.. Montrer que|Z| ≤ M p.s.. et
queE[ZΦ] = E[Y Φ] pour toutΦ G−mesurable et intégrable.

2. Soitp ∈]1,∞[ etq = p
p−1 . On suppose que|Y |p est intégrable, montrer que|Z|p est intégrable et queE[ZΦ] =

E[YΦ] pour toutΦ G−mesurable et t.q.|Φ|q soit intégrable.

Exercice 11.7 (Calcul deE(exp(XY )|X) si Y ∼ N (0, 1)) Corrigé 189 page 514
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose queY suit une
loi gaussienne centrée réduite et queE[exp(X2/2)] < ∞. Montrer queexp(XY ) est intégrable et déterminer
E[exp(XY )|X ].

Exercice 11.8 (Espérance selon une somme de v.a.r.i.i.d)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités.

1. SoitX etY deux v.a.r. intégrables. Montrer queE(X |X+Y )+E(Y |X+Y )=X+Y . On suppose maintenant
queX etY sont indépendantes et de même loi. Montrer que

E(X |X + Y ) = E(Y |X + Y ) =
X + Y

2
.

2. Soitn ∈ N⋆ et X1, . . . , Xn des v.a.r. indépendantes, de même loi et intégrables. On note Sn =
∑n
k=1Xk.

Montrer queE(X1|Sn) = Sn/n.

Exercice 11.9 (Une condition nécessaire et suffisante pour avoir X = Y p.s.)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a.r. intégrables. On suppose queE[X |Y ] = Y p.s. et
E[Y |X ] = X p.s..

1. Soitc ∈ R. Montrer que

E [(X − Y )1X>c,Y>c] = E [(Y −X)1X>c≥Y ] ≤ 0.

En déduire queE [(X − Y )1X>c,Y>c] = 0, puis queP [X > c ≥ Y ] = 0.

2. Montrer queX = Y p.s..
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3. on suppose maintenant queX et Y sont de carré intégrables. Montrer qu’une démonstration (beaucoup) plus
directe de la question 2 est possible en calculantE((X − Y )2).
N.B. Le cas oùX et Y sont seulement intégrables (traité dans les questions 1 et 2) peut aussi se faire avec la
question 3 en “tronquant" les v.a.r.X etY .

Exercice 11.10 (Espérance du produit et produit des espérances) Corrigé 190 page 514
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a. intégrables t.q.XY est intégrable etE[X |Y ] = E(X)
p.s.. Montrer queE(XY ) = E(X)E(Y ).

Exercice 11.11 (Egalité de lois donne égalité d’espérancesconditionnelles)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX,Y, Z trois v.a.r.. On suppose queX et Y sont intégrables et que
(X,Z) ∼ (Y, Z).

1. Montrer queE[X |Z] = E[Y |Z] p.s..

2. Soitf une fonction borélienne deR dansR. On suppose quef(X) et f(Y ) sont intégrables (ou quef est à
valeurs dansR+). Montrer queE[f(X)|Z] = E[f(Y )|Z] p.s..

Exercice 11.12 (Convergence faible et espérances conditionnelles)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,B une sous-tribu deA, X une v.a. intégrable et(Xn)n∈N une suite de
v.a. intégrables. On suppose queXn → X faiblement dansL1(Ω,A, P ) quandn→ ∞ (ce qui est équivalent à
dire que, pour tout v.a.U bornée, on alimn→∞E[XnU ] = E[XU ]).

1. Montrer que pour toute v.a.U , B-mesurable et bornée, on a

lim
n→∞

E[E[Xn|B]U ] = E[E[X |B]U ].

2. Montrer queE[Xn|B] → E[X |B] faiblement dansL1(Ω,A, P ) quandn→ ∞.

Exercice 11.13 (Minoration d’une espérance conditionnelle)
Soit(Ω,A, P ) un espace de probabilité,B une sous-tribu deA et Y est une v.a.r. positive. SoitU une v.a.r. positive,
B-mesurable et t.q. pour toute v.a.r. positiveB-mesurableZ on aitE(Y Z) ≥ E(UZ). Montrer queE(Y |B) ≥ U
p.s..

Exercice 11.14 (Dépendance linéaire et dépendance non linéaire)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX,Y deux v.a.r. non constantes.

1. (Dépendance linéaire.) On poseX = X−E(X)√
Var(X)

etY = Y−E(Y )√
Var(Y )

.

(a) Montrer que|Cov(X,Y )| ≤ 1.

(b) Montrer que|Cov(X,Y )| = 1 si et seulement si il existeα, β ∈ R, α 6= 0, t.q.Y = αX + β.

(c) Donner un exemple pour lequelY = f(X) (avecf fonction borélienne deR dansR) et Cov(X,Y ) = 0.

2. (Dépendance.)

(a) On suppose queX etY sont indépendantes. Montrer queE(Y |X) = E(Y ).

(b) Montrer qu’il existef (fonction borélienne deR dansR) t.q.Y = f(X) si et seulementE(Y |X) = Y .

Exercice 11.15 (LorsqueE(Y |X) = X p.s.. . . ) Corrigé 191 page 515
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r. de carré intégrable.

On suppose queE(Y |X) = X p.s..
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1.(a) Soitϕ une fonction borélienne deR dansR. On suppose que la v.a.r.ϕ(X) est de carré intégrable. Montrer
que

∫
Ω Y ϕ(X)dP =

∫
ΩXϕ(X)dP .

(b) Montrer queE(Y ) = E(X) etE(XY ) = E(X2).

2.(a) Montrer queE(X2) ≤ E(Y 2).

(b) Montrer queY = X p.s. si et seulement siE(Y 2) = E(X2).

Exercice 11.16 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle) Corrigé 192 page 515
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(X,Y )t un v.a. gaussien de dimension 2, On notea l’espérance deX , b
l’espérance deY etD la matrice de covariance du v.a.(X,Y )t (on a doncD1,1 = Var(X), D2,2 = Var(Y ) et
D1,2 = D2,1 = Cov(X,Y )). On suppose que Var(Y ) > 0.

1. Calculerα, β ∈ R (en fonction dea, b etD) de manière à avoirE[X ] = E[α+βY ] etE[XY ] = E[(α+βY )Y ].

Avecα et β ainsi déterminés, on définit la fonction affinel deR dansR par l(s) = α + βs pours ∈ R et on
définit la v.a.r.Z parZ = X − l(Y ).

2. Montrer que(Z, Y )t est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z, Y ) = 0. En déduire queZ et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de l’exercice 10.10].

3. Montrer queE[X |Y ] = l(Y ) p.s.

4. Calculer (en fonction deD) Var(Z).

Dans la suite, on noteσ =
√

Var(Z) et, poura ∈ R on noteµa la loi normaleN (a, σ2).

5. Soitf une fonction borélienne bornée deR dansR. Poura ∈ R, on poseψ(a) =
∫

R
fdµa.

(a) Montrer queψ est une fonction continue (deR dansR) si σ > 0.

(b) Montrer queE[f(X)|Y ] = ψ(l(Y )) p.s.

Exercice 11.17 (Indépendance et espérance)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etB1,B2 deux sous-tribus deA. On poseB = σ(B1 ∪ B2) (c’est-à-dire que
B est la tribu engendrée parB1 etB2). On pose aussiC = {B1 ∩B2;B1 ∈ B1, B2 ∈ B2}.

1. Montrer queB = σ(C) (c’est-à-dire queB est la tribu engendrée parC).

Soit Y une v.a.r. intégrable. On noteσ(Y ) la tribu engendrée parY . On suppose queσ(Y ) et B1 sont
indépendantes deB2.

2. SoitU1 une v.a.r.B1-mesurable et bornée etU2 une v.a.r.B2-mesurable et intégrable. Montrer queY U1 et
U2 sont des v.a.r. indépendantes. En déduire queY U1U2 est intégrable et queE(Y U1U2) = E(Y U1)E(U2).

3. On poseZ1 = E[Y |B1] (la v.a.r.Z1 estB1-mesurable intégrable etE(Y U) = E(Z1U) pour toute v.a.r.
B1-mesurable bornée).

(a) Montrer queE(Y 1C) = E(Z11C) pour toutC ∈ C.

(b) Montrer queE(Y 1B) = E(Z11B) pour toutB ∈ B.

4. Montrer queE[Y |B] = E[Y |B1] p.s..

Exercice 11.18 (Espérance conditionnelle d’une somme)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xi)i∈N⋆ une suite de v.a.r.i.i.d.. On suppose queX1 est intégrable (on a
donc aussiXi intégrable pour touti ∈ N⋆). Pourn ∈ N⋆, on poseSn = X1 + · · · +Xn.

1. (Cette question reprend l’exercice 11.8.) Soitn > 1. Montrer que pour toutk ∈ {1, · · · , n}, E[Xk|Sn] =
E[X1|Sn] p.s.. [On pourra remarquer que les v.a.(X1, X2, · · · , Xk, · · · , Xn) et(Xk, X2, · · · , X1, · · · , Xn)
ont même loi.]
En déduire queE[X1|Sn] = Sn

n p.s..
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2. Soitn ∈ N⋆. On noteDn la tribu engendrée par l’ensemble des v.a.r.Sk, k ≥ n. Montrer queE[X1|Dn] =
E[X1|Sn] = Sn

n p.s.. [On pourra utiliser l’exercice 11.17 en choisissant convenablementB1 etB2.]

Exercice 11.19 (Convergence d’une suite d’espérance conditionnelles)
Soient(E, T, p) un espace probabilisé et(Tn)n∈N une famille de tribus surE t.q.Tn⊂ Tn+1, pour toutn ∈ N, et
∪n∈NTn = T . SoitX ∈ L2

R(E, T, p) etE(X |Tn) l’espérance conditionnelle deX par rapport à la tribuTn. Nous
allons montrer queE(X |Tn) converge versX dansL2

R(E, T, p) lorsquen→ +∞.

1. Montrer qu’il existee ∈ L2
R(E, T, p) et une sous-suite de la suite(E(X |Tn)n∈N qui converge faiblement verse

dansL2
R(E, T, p).

2. Montrer que
∫
XY dp =

∫
eY dp, pour toutY ∈ F = ∪n∈NL2

R(E, Tn, p).

3. Montrer queF = L2
R(E, T, p) et en déduire quee = X p.s..

4. Montrer que‖E(X |Tn)‖2 ≤ ‖X‖2 et en déduire que la suite(e(X,Tn))n∈N converge versX dansL2
R(E, T,

p).

Exercice 11.20 (Projection surL2(Ω, τ(X), P ) versus projection sur ev(X))
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités. SiB est une sous-tribu deA, on note encoreP la restriction deP àB,
de sorte que(Ω,B, P ) est encore un espace de probabilités. On rappelle queL2(Ω,B, P ) ⊂ L2(Ω,A, P ) et que
l’on peut considérerL2(Ω,B, P ) comme un s.e.v. deL2(Ω, A, P ). L’espaceL2(Ω,B, P ) est donc un s.e.v. fermé
deL2(Ω, A, P ).

SoitX ∈ L2(Ω,A, P ) (en choisissant un représentant deX ,X est donc une v.a.). On note ev(X) le s.e.v. engendré
parX (noter que ev(X) est un s.e.v. fermé deL2(Ω, A, P )).

Si V est un s.e.v. fermé deL2(Ω, A, P ), on notePV l’opérateur de projection orthogonale surV .

1. On suppose queX est constante et non nulle (c’est-à-dire qu’il existea ∈ R⋆ t.q.X = a p.s.). Montrer que
Pev(X) = PL2(Ω,τ(X),P ) (i.e. ev(X) = L2(Ω, τ(X), P )).

2. On suppose queX n’est pas constante. Montrer que pour toute sous-tribuB deA, Pev(X) 6= PL2(Ω,B,P ) (i.e.
ev(X) 6= L2(Ω,B, P )).

Remarque : SiY est une v.a. de carré intégrable, on aE[Y |X ] = E[Y |τ(X)] = PL2(Ω,τ(X),P ) Y.

11.3.2 Martingales

Exercice 11.21 (Martingale construite avec les espérancesd’une v.a.)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N. SoitX une v.a.r. intégrable. Montrer que
la suite(Xn)n∈N définie parXn = E[X |Bn] (pour toutn ∈ N) est une martingale par rapport à la filtration(Bn).

Montrer que(Xn)n∈N est aussi une martingale pour la filtration(Fn)n∈N définie parFn = τ(X1, . . . , Xn) (pour
toutn ∈ N).

Exercice 11.22 (Martingale d’un jeu équilibré)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X0 une v.a.r. intégrable et(Jn)n∈N⋆ une suite de v.a.r. intégrable et de
moyenne nulle. On suppose que la suite formée deX0 et (Jn)n∈N⋆ est une suite de v.a.r. indépendantes. On pose
alors, pourn ∈ N, Xn+1 = Xn + Jn+1 etBn la tribu engendrée parX0, . . . , Xn. Montrer que la suite(Xn)n∈N

est une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n).

Exercice 11.23 (Quelques propriétés des martingales)Corrigé 193 page 518
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Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N (c’est-à-dire d’une suite croissante de sous
tribus deA) et (Xn)n∈N une suite de de v.a.r. (c’est-à-dire un processus réel). On suppose queXn est intégrable
pour toutn ∈ N.

1. On suppose que(Xn)n∈N est une sous-martingale (par rapport à la filtration(Bn)n) Montrer que la suite
(E(Xn))n∈N est croissante.

2. On suppose que(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N). Montrer queE(Xn+m|Bn)
=Xn p.s. pour toutm ≥ 0.

3. Soitϕ une fonction convexe deR dansR. On suppose que(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration
(Bn)n∈N) et queϕ(Xn) est intégrable pour toutn ∈ N (on rappelle queϕ(Xn) est une notation pour désigner
ϕ ◦Xn). Montrer que(ϕ(Xn))n∈N est une sous-martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N).

Exercice 11.24 (Séries de Fourier et martingales)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etB une sous tribu deA. Montrer que

X ∈ L2(Ω,B, P ) ⇒ X+ ∈ L2(Ω,B, P ).

(L2(Ω,B, P ) = L2
R(Ω,B, P ).)

On prend maintenantΩ =]0, 1[, A = B(]0, 1[) et P = λ (la mesure de Lebesgue surB(]0, 1[)). On poseH =
L2

C(Ω,A, P ). Pourp ∈ Z, on définitep ∈ H parep(x) = exp(2iπpx) pourx ∈]0, 1[. On rappelle que{ep, p ∈ Z}
est une base hilbertienne deH . pourn ∈ N, on poseVn = ev{ep, −n ≤ p ≤ n} (c’est un s.e.v. fermé deH).

SoitX ∈ H . On sait queXn → X dansH , quandn→ ∞, avecXn = PVn
X où PVn

désigne l’opérateur de
projection orthogonale surVn (Xn est donc une somme partielle de la série de Fourier deX).

1. Montrer quePVn
(Xn+1) = Xn pour toutn ∈ N.

2. Soitn ∈ N⋆, monter qu’il n’existe pas de sous-tribuB deA t.q.Vn = L2
C(Ω,B, P ). [On pourra, par exemple,

commencer par remarquer queVn est formé de fonctions analytiques.]

3. Soitn ∈ N⋆. On poseBn = τ(ep, −n ≤ p ≤ n). A-t-onVn ⊂ L2
C(Ω,Bn, P ) ouL2

C(Ω,Bn, P ) ⊂ Vn ?

Exercice 11.25 (Quelques questions sur les temps d’arrêt)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N.

1. Soit(Xn)n∈N une suite de v.a.r., adaptée à la filtration(Bn)n∈N. SoitE ∈ B(R) et τ défini deΩ dansR par

τ(ω) = 1 siX1(ω) ∈ E et τ = 5 siX1(ω) 6∈ E.

Montrer queτ est un temps d’arrêt.

2. Soitν etτ deux temps d’arrêt par rapport à la filtration(Bn)n∈N. Montrer queν+ τ est encore un temps d’arrêt
(par rapport à la filtration(Bn)n∈N).

3. Soitν et τ deux temps d’arrêt, par rapport à la filtration(Bn)n∈N, et t.q.ν ≤ τ p.s.. SoitBν et Bτ les deux
tribus associées. Montrer queBν ⊂ Bτ . [Si T est un temps d’arrêt, on noteBT = {A ∈ A t.q., pour toutn ∈ N,
A ∩ {T = n} ∈ Bn}.]

Exercice 11.26 (Martingale arrêtée à un temps d’arrêt)

Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N et (Xn)n∈N, (φn)n∈N⋆ deux suites de v.a.r..
On suppose que, pour toutn ∈ N,Xn est intégrable et que, pour toutn ∈ N⋆, φn est bornée. Pourn ∈ N⋆, on pose
(∆X)n = Xn −Xn−1 et (φ ·X)n =

∑n
k=1 φk(∆X)k (ceci est une intégrale stochastique discrète).

274



1. On suppose que(Xn)n∈N est une martingale et que(φn)n∈N⋆ est prévisible (c’est-à-dire queφn+1 estBn-
mesurable pour toutn ∈ N). Montrer que((φ ·X)n)n∈N⋆ est une martingale.

2. (Exemple) Soitν un temps d’arrêt. On prend iciφn = 1{ν≥n} pour toutn ∈ N⋆. Montrer que(φn)n∈N⋆ est
prévisible et(φ · X)n = Xν∧n pour toutn ∈ N⋆. (On rappelle queν ∧ n(ω) = min{ν(ω), n} et donc que
Xν∧n(ω) = Xmin{ν(ω),n}(ω), pour toutω ∈ Ω.)
Remarque : La question précédente permet de montrer qu’une martingale arrêtée à un temps d’arrêt est encore
une martingale et donne donc une démonstration du théorème 11.2.

Exercice 11.27 (Caractérisation des martingales régulières)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N et(Xn)n∈N une martingale bornée dansL1

(c’est-à-dire t.q.sup{E(|Xn|), n ∈ N} <∞).

1. Montrer que la suite(Xn)n∈N est équi-intégrable si et seulement si(Xn)n∈N est une martingale régulière (c’est-
à-dire que la suite(Xn)n∈N converge dansL1

R(Ω,A, P )). [On pourra utiliser le théorème de Vitali.]

2. On suppose qu’il existeq > 0 t.q. sup{E(|Xn|q), n ∈ N} < ∞. Montrer que(Xn)n∈N est une martingale
régulière.

Exercice 11.28 (Une condition pour qu’un temps d’arrêt soitintégrable)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N et T un temps d’arrêt par rapport à la
filtration (Bn)n∈N.

1. On suppose qu’il existeε0 > 0 etn0 ∈ N t.q.

P [T > kn0] ≤ (1 − ε0)
k−1 pour toutk ∈ N⋆. (11.10)

Montrer queE[T ] <∞.

2. On suppose qu’il existeε0 > 0 etn0 ∈ N t.q.P [n + n0 ≥ T > n] ≥ ε0P [T > n] pour toutn ∈ N. Montrer
que l’inégalité (11.10) est vraie.

3. On suppose qu’il existeε0 > 0 et n0 ∈ N t.q. E[1{T≤n+n0}|Bn] > ε0 p.s., pour toutn ∈ N. Montrer que
P [T ∈]n, n+ n0]] ≥ ε0P [T > n]. En déduire queE[T ] <∞.

[On rappelle que pour une v.a.r.X , on aE[|X |] <∞ si et seulement si
∑

n∈N P [|X | ≥ n] <∞.]

Exercice 11.29 (On joue à pile ou face. . . )
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité et(Jn)n∈N⋆ une suite de v.a.r.i.i.d. de loim = 1

2δ1 + 1
2δ−1 (c’est-à-dire

que, pour toutn ∈ N⋆, P [Jn = 1] = P [Jn = −1] = 1/2). On poseX0 = 0 et, pourn ∈ N,Xn+1 = Xn + Jn+1.
Soita et b deux entiers strictement positifs et, pour toutω ∈ Ω,

T (ω) = inf{n ≥ 0 t.q.Xn(ω) = −a ouXn(ω) = b} si il existen ∈ N t.q.Xn(ω) ∈ {−a, b},
T (ω) = ∞ sinon.

On notepa = P ({ω ∈ Ω, t.q.XT (ω)(ω) = −a}) (pa est donc la probabilité queXn atteigne−a avantb). Pour
n ∈ N, on désigne parBn la tribu engendrée parX0, . . . , Xn et on pose, pourω ∈ Ω, Yn(ω) = Xmin(n,T (ω))(ω).

1. Montrer que(Bn)n∈N est une filtration et queT est un temps d’arrêt pour cette filtration.

2. Montrer queE[T ] <∞.

3. Montrer que(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N).

4. Montrer que(Yn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N) et quepa = b/(a+ b).

N.B. : On peut aussi montrer queE[T ] = ab.
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Exercice 11.30 (Il est temps de s’arrêter)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Fn)n∈N et (Xn)n∈N une suite de v.a.r., adaptée à la
filtration (Fn)n∈N. On suppose aussi queE[|Xn|] <∞ pour toutn ∈ N.

1. Montrer que pour tout temps d’arrêt (par rapport à(Fn)n∈N) τ borné,

E[|Xτ |] <∞.

On suppose dans la suite que pour tout temps d’arrêt (par rapport à(Fn)n∈N) τ borné,

E[Xτ ] = E[X0].

2. Soitn ∈ N etΛn ∈ Fn. On définitσn par

σn(ω) = n si ω ∈ Λn etσn(ω) = n+ 1 si ω 6∈ Λn.

Montrer queσn est un temps d’arrêt (par rapport à(Fn)n∈N).

3. Soitn ∈ N et νn défini parνn(ω) = n + 1 pour toutω ∈ Ω. Montrer queνn est aussi un temps d’arrêt (par
rapport à(Fn)n∈N).

4. En remarquant queXτ = Xτ1A+Xτ1Ac (pour tout temps d’arrêtτ et tout événementA), montrer que(Xn)n∈N

est une martingale.
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Deuxième partie

Corrigés d’exercices
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Chapitre 12

Motivation et objectifs

Corrigé 1 (Convergences simple et uniforme)
Construire une suite(fn)n∈N ⊂ C([0, 1],R) et f ∈ C([0, 1],R) t.q. fn → f simplement, quand n→ ∞, et
fn 6→ f uniformément, quand n→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, pourn ≥ 2 :
fn(x) = nx, pourx ∈ [0, 1

n ], fn(x) = n( 2
n − x), pourx ∈] 1

n ,
2
n ], fn(x) = 0, pourx ∈] 2

n , 1].

On a(fn)n∈N ⊂ C([0, 1],R). Pour toutx ∈ [0, 1], on a bienfn(x) → 0 quandn → ∞. Enfin (fn)n∈N ne tend
pas uniformément vers0 car‖fn‖u = max{|fn(x)| ; x ∈ [0, 1]} = 1 6→ 0, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 2 (Intégrale d’une fonction continue)
Une fonctiong : [0, 1] → R est dite “en escalier" s’il existen ≥ 1 et x0, . . . , xn t.q. 0 = x0 < x1 < ... <
xn−1 < xn = 1 etg constante sur chaque intervalle]xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1.
Pourg en escalier etx0, . . . , xn comme dans la définition ci dessus, on pose

∫ 1

0

g(x)dx =

n−1∑

i=0

ai(xi+1 − xi),

oùai est la valeur prise parg sur]xi, xi+1[.

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-à-dire que l’intégrale deg ne dépend que du choix
deg et non du choix desxi. Montrer que l’application qui àg associe l’intégrale deg est linéaire de l’ensemble
des fonctions en escalier dansR.

—————————————corrigé—————————————–
Soit n ≥ 1 et x0, . . . , xn t.q. 0 = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = 1 et g constante sur chaque intervalle
]xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ n− 1. On noteai est la valeur prise parg sur]xi, xi+1[.
Soit égalementm ≥ 1 et y0, . . . , ym t.q. 0 = y0 < y1 < ... < ym−1 < ym = 1 et g constante sur chaque
intervalle]yi, yi+1[, 0 ≤ i ≤ m− 1. On notebi est la valeur prise parg sur]yi, yi+1[.

Nous devons montrer que
∑n−1

i=0 ai(xi+1 − xi) =
∑m−1

i=0 bi(yi+1 − yi).

On considère l’union des pointsxi et des pointsyi, c’est-à-dire quez0, . . . , zp sont t.q.0 = z0 < z1 < ... <
zp−1 < zp = 1 et{zi, i ∈ {0, . . . , p}} = {xi, i ∈ {0, . . . , n}}∪{yi, i ∈ {0, . . . ,m}} (on a donc, en particulier,
p ≥ max{m,n}). On noteci est la valeur prise parg sur]zi, zi+1[.
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Pour touti ∈ {0, . . . , n}, il existeki ∈ {0, . . . , p} t.q.xi = zki
(en particulier,k0 = 0 etkn = p) et on a donc

xi+1 − xi =
∑ki+1−1

j=ki
(zj+1 − zj). Commeai = cj si ki ≤ j ≤ ki+1 − 1 (car ]zj , zj+1[⊂]xi, xi+1[), on en

déduit :

n−1∑

i=0

ai(xi+1 − xi) =

n−1∑

i=0

ki+1−1∑

j=ki

cj(zj+1 − zj) =

p−1∑

i=0

ci(zi+1 − zi).

De la même manière, on a
∑m−1

i=0 bi(yi+1−yi) =
∑p−1
i=0 ci(zi+1−zi), d’où l’on conclut

∑n−1
i=0 ai(xi+1−xi) =∑m−1

i=0 bi(yi+1 − yi).

On a bien montré que l’intégrale deg ne dépend que du choix deg et non du choix desxi.

On montre maintenant que l’application qui àg associe l’intégrale deg est linéaire de l’ensemble des fonctions
en escalier dansR (cet ensemble est bien un espace vectoriel surR).

Soit g et h deux fonctions en escalier etα, β ∈ R. Soit n ≥ 1 et x0, . . . , xn t.q. 0 = x0 < x1 < ... <
xn−1 < xn = 1 et g constante sur chaque intervalle]xi, xi+1[, 0 ≤ i ≤ n − 1. Soit égalementm ≥ 1
et y0, . . . , ym t.q. 0 = y0 < y1 < ... < ym−1 < ym = 1 et h constante sur chaque intervalle]yi, yi+1[,
0 ≤ i ≤ m − 1. On considère ici encore l’union des pointsxi et des pointsyi, c’est-à-dire quez0, . . . , zp sont
t.q.0 = z0 < z1 < ... < zp−1 < zp = 1 et{zi, i ∈ {0, . . . , p}} = {xi, i ∈ {0, . . . , n}}∪{yi, i ∈ {0, . . . ,m}}.
Les fonctionsg, h etαg + βh sont donc constantes sur chaque intervalle]zi, zi+1[ (ceci montre d’ailleurs que
αg + βh est bien une fonction en escalier et donc que l’ensemble des fonctions en escalier est bien un espace
vectoriel surR). En notantai la valeur deg sur]zi, zi+1[ et bi la valeur deh sur]zi, zi+1[, on obtient :

∫ 1

0

g(x)dx =

p−1∑

i=0

ai(zi+1 − zi),

∫ 1

0

h(x)dx =

p−1∑

i=0

bi(zi+1 − zi).

On en déduit queα
∫ 1

0
g(x)dx + β

∫ 1

0
h(x)dx =

∑p−1
i=0 (αai + βbi)(zi+1 − zi) =

∫ 1

0
(αg(x) + βh(x))dx car

αai + βbi est la valeur deαg + βh sur]zi, zi+1[.

Ceci prouve bien que l’application qui àg associe l’intégrale deg est linéaire de l’ensemble des fonctions en
escalier dansR.

—————————————————————————————–

2. Soitf ∈ C([0, 1],R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier(fn)n∈N t.q.f soit limite uniforme de(fn)n∈N lorsquen→ +∞.

—————————————corrigé—————————————–
Pourn ≥ 1, on choisit (par exemple)fn ainsi :
fn(x) = f( in ), si x ∈ [ in ,

i+1
n [, i ∈ {0, . . . , n − 1}. Pour bien définirfn sur tout[0, 1], on prend aussi

fn(1) = f(1).

La fonctionfn est bien en escalier (elle est constante sur chaque intervalle ] in ,
i+1
n [ pouri ∈ {0, . . . , n− 1}).

Elle converge uniformément versf , quandn → ∞, carf est uniformément continue. Plus précisément, on
a ‖fn − f‖u = max{|fn(x) − f(x)|, x ∈ [0, 1]} ≤ max{|f(x) − f(y)|, x, y ∈ [0, 1] ; |x − y| ≤ 1

n} → 0,
quandn→ ∞.

Noter que, pour ce choix defn, on a
∫ 1

0
fn(x)dx =

∑n−1
i=0 f( in ) 1

n . Cette somme est une “somme de riemann"

asociée àf et on va voir ci-après qu’elle converge vers
∫ 1

0 f(x)dx quandn→ ∞.
—————————————————————————————–
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(b) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions en escalier t.q.f soit limite uniforme de(fn)n∈N lorsquen → +∞.
Montrer que la suite(In)n∈N ⊂ R, où In est l’intégrale de la fonction en escalierfn, converge. Enfin,
montrer que la limiteI = limn→∞ In ne dépend que def , et non de la suite(fn)n∈N. On pose alors

∫ 1

0

f(x)dx = I.

—————————————corrigé—————————————–
Si g est une fonction en escalier, il est clair que la fonction|g| (définie par|g|(x)) = |g(x)|) est aussi en
escalier et que l’on a

|
∫ 1

0

g(x)dx| ≤
∫ 1

0

|g(x)|dx ≤ ‖g‖u.

On en déduit que, pour toutn,m ∈ N, |In−Im| = |
∫ 1

0
(fn−fm)dx| ≤ ‖fn−fm‖u. Comme la suite(fn)n∈N

converge (versf ) pour la norme‖ · ‖u, c’est une suite de Cauchy pour cette norme. La suite(In)n∈N est donc
de Cauchy dansR. La suite(In)n∈N est donc convergente dansR.

Soit maintenant une autre suite(gn)n∈N de fonctions en escalier t.q.f soit aussi limite uniforme de(gn)n∈N.
SoitJn l’intégrale de la fonction en escaliergn. On remarque que|In − Jn| ≤ ‖fn − gn‖u, d’où l’on déduit
quelimn→∞ In = limn→∞ Jn car‖fn− gn‖u ≤ ‖fn− f‖u + ‖gn− f‖u → 0, quandn→ ∞. La limite de
la suite(In)n∈N ne dépend donc que def , et non du choix de la suite(fn)n∈N.

—————————————————————————————–

3. Montrer que l’application qui àf associe l’intégrale def est linéaire deC([0, 1],R) dansR et que, pour tout

f ∈ C([0, 1],R), on a|
∫ 1

0

f(x)dx| ≤
∫ 1

0

|f(x)|dx ≤ max
x∈[0,1]

|f(x)|.

—————————————corrigé—————————————–
Soit f, g ∈ C([0, 1],R) et soitα, β ∈ R. On choisit deux suites de fonctions en escalier,(fn)n∈N et (gn)n∈N,
convergeant uniformément versf et g. La suite(αfn + βgn)n∈N est donc une suite de fonction en escalier
convergeant uniformément versαf + βg (qui appartient bien àC([0, 1],R)). En passant à la limite, quand
n → ∞ dans l’égalité

∫ 1

0
(αfn + βgn)(x)dx = α

∫ 1

0
fn(x)dx + β

∫ 1

0
gn(x)dx (démontrée précédemment), on

obtient
∫ 1

0 (αf + βg)(x)dx = α
∫ 1

0 f(x)dx+ β
∫ 1

0 g(x)dx.

Enfin, sif ∈ C([0, 1],R). On choisit(fn)n∈N suite de fonctions en escalier convergeant uniformément versf .
On a déjà vu que|

∫ 1

0
fn(x)dx| ≤

∫ 1

0
|fn(x)|dx ≤ ‖fn‖u. On obtient les inégalités désirées en passant à la limite

surn, car(|fn|)n∈N est une suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers|f | et‖fn‖u → ‖f‖u
quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 3 (Propriétés de l’intégrale des fonctions continues)
Soit (ϕn)n∈N ⊂ C([0, 1],R) etϕ ∈ C([0, 1],R). On suppose queϕn → ϕ simplement quandn→ ∞.

1. Montrer que silim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)| dx → 0, on a alors

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

—————————————corrigé—————————————–
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Ceci est une conséquence d’une inégalité vue dans l’exercice définissant l’intégrale d’une fonction continue :

|
∫ 1

0

(ϕn(x) − ϕ(x))dx| ≤
∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx.

—————————————————————————————–

2. Montrer que si(ϕn)n∈N converge uniformément versϕ, alors lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

—————————————corrigé—————————————–
Ceci est aussi une conséquence d’une inégalité vue dans l’exercice définissant l’intégrale d’une fonction conti-
nue :

|
∫ 1

0

(ϕn(x) − ϕ(x))dx| ≤ ‖ϕn − ϕ‖u.
—————————————————————————————–

3. Donner un exemple de suite(ϕn)n∈N qui converge versϕ simplement, mais non uniformément, t.q.

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, pourn ≥ 2 :
ϕn(x) = nx, pourx ∈ [0, 1

n ], ϕn(x) = n( 2
n − x), pourx ∈] 1

n ,
2
n ], ϕn(x) = 0, pourx ∈] 2

n , 1].

On a (ϕn)n∈N ⊂ C([0, 1],R). Pour toutx ∈ [0, 1], on aϕn(x) → 0 quandn → ∞. La suite(ϕn)n∈N

converge donc simplement vers0. Elle ne converge pas uniformément vers0, car‖ϕn‖u = 1 6→ 0. On a bien∫ 1

0 ϕn(x)dx = 1
n → 0 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

4. Donner un exemple de suite(ϕn)n∈N qui converge simplement versϕ t.q.

lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx 6=
∫ 1

0

ϕ(x) dx.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, pourn ≥ 2 :
ϕn(x) = n2x, pourx ∈ [0, 1

n ], ϕn(x) = n2( 2
n − x), pourx ∈] 1

n ,
2
n ], ϕn(x) = 0, pourx ∈] 2

n , 1].

On a(ϕn)n∈N ⊂ C([0, 1],R). Pour toutx ∈ [0, 1], on aϕn(x) → 0 quandn→ ∞. La suite(ϕn)n∈N converge
donc simplement vers0. Pourtant

∫ 1

0 ϕn(x)dx = 1 6→ 0 quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

5. Si la suite(ϕn)n∈N satisfait les deux conditions :

(a) Pour toutε, 0 < ε < 1, (ϕn)n∈N converge uniformément versϕ sur [ε, 1],

(b) Lesϕn sont à valeurs dans[−1,+1],

montrer que lim
n→∞

∫ 1

0

ϕn(x) dx =

∫ 1

0

ϕ(x) dx.

—————————————corrigé—————————————–
Par la condition(a), la suite(ϕn)n∈N converge simplement versϕ sur ]0, 1]. La condition(b) donne alors
ϕ(x) ∈ [−1, 1] pour toutx ∈]0, 1] (et donc aussi pour toutx ∈ [0, 1] carϕ est continue sur[0, 1]).
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Soit ε > 0. On utilise maintenant le fait que
∫ 1

0 f(x)dx =
∫ ε
0 f(x)dx +

∫ 1

ε f(x)dx, pour toutf ∈ C([0, 1],R),
pour obtenir :

|
∫ 1

0

(ϕn(x) − ϕ(x))dx| ≤ 2ε+ max
x∈[ε,1]

{|ϕn(x) − ϕ(x)|}.

D’après(a), il existen0 t.q.maxx∈[ε,1]{|ϕn(x)−ϕ(x)|} ≤ ε pourn ≥ n0. On a donc|
∫ 1

0 (ϕn(x)−ϕ(x))dx| ≤
3ε pourn ≥ n0. Ce qui prouve que

∫ 1

0 ϕn(x) →
∫ 1

0 ϕ(x)dx quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

6. Vérifier que la suite de fonctions définies parϕn(x) =
x
√
n

1 + nx2
satisfait les conditions énoncées à la question 5.

Donner l’allure générale du graphe de ces fonctions pour despetites valeurs den ; que devient le graphe lorsque
n→ ∞ ?

—————————————corrigé—————————————–
On a bienϕn ∈ C([0, 1],R) pour toutn ∈ N. Soitε > 0. Pour toutx ∈ [ε, 1] et toutn ∈ N, on a0 ≤ ϕn(x) ≤√
n

nε2 → 0 quandn → ∞. La condition(a) de la question 5 est donc vérifiée. La condition(b) est également
vérifiée en remarquant que2x

√
n ≤ 1 + nx2 pour toutx ≥ 0 et n ∈ N (on a doncϕn(x) ∈ [0, 1

2 ] pour tout

x ∈ [0, 1] et toutn ∈ N). La question 5 donne donc que
∫ 1

0
ϕn(x)dx→ 0 quandn→ ∞.

La fonctionϕn est croissante pourx ∈ [0, 1√
n
], elle atteint son maximum enx = 1√

n
, ce maximum vaut12

(ϕn ne converge donc pas uniformément vers0 quandn → ∞). La fonctionϕn est ensuite décroissante pour
x ∈ [ 1√

n
, 1] et tends vers0 pour toutx.

—————————————————————————————–
7. On suppose maintenant que la suite(ϕn)n∈N vérifie l’hypothèse suivante :

lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|2dx = 0. (12.1)

A-t-on lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx = 0 ? [On pourra par exemple utiliser (après l’avoir démontrée)l’inégalité

suivante : pour toutε > 0, il existecε ≥ 0, ne dépendant que deε, t. q.a ≤ ε+ cεa
2.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit ε > 0. On remarque que (poura ≥ 0) a ≤ ε + a2

ε (en fait, on a même2a ≤ ε + a2

ε ), le plus facile, pour

s’en convaincre, est de remarquer quea ≤ a2

ε si a ≥ ε (donca ≤ max{ε, a2

ε })). On a donc
∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx ≤ ε+
1

ε

∫ 1

0

(ϕn(x) − ϕ(x))2dx.

Par l’hypothèse (12.1), Il existen0 t.q. le dernier terme de l’inégalité précédente soit inférieur àε si n ≥ n0. On
a donc

∫ 1

0 |ϕn(x) − ϕ(x)|dx ≤ 2ε si n ≥ n0. On a bien montré quelimn→∞
∫ 1

0 |ϕn(x) − ϕ(x)|dx dx = 0.
—————————————————————————————–

8. Même question que ci dessus en remplaçant l’hypothèse (12.1) par :

∃p > 1; lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|pdx = 0.

—————————————corrigé—————————————–
la démonstration est identique à la précédente en remarquant quea ≤ ε+ ap

εp−1 , pour toutε > 0 et touta ≥ 0.
—————————————————————————————–
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9. On suppose qu’il existeC > 0 tel que

∫ 1

0

|ϕn(x)|2dx ≤ C, ∀n ∈ N, (12.2)

et que la suite(ϕn)n∈N converge uniformément sur[ε, 1], pour toutε > 0. Montrer que

lim
n→∞

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx = 0.

—————————————corrigé—————————————–
On utilise la même inégalité qu’à la question 7 avecε = 1

δ , c’est-à-direa ≤ 1
δ + δa2. On a donc, pour tout

x ∈ [0, 1], |ϕn(x)| ≤ 1
δ + δ|ϕn(x)|2.

On en déduit, pourη ∈]0, 1], en intégrant sur l’intervalle[0, η] :

∫ η

0

|ϕn(x)|dx ≤ η

δ
+ δ

∫ η

0

|ϕn(x)|2dx,

et donc, avec (1.10), ∫ η

0

|ϕn(x)|dx ≤ η

δ
+ δC.

De même, on a ∫ η

0

|ϕ(x)|dx ≤ η

δ
+ δ

∫ 1

0

ϕ2(x)dx.

Soit ε > 0, on choisitδ > 0 pour avoirδC ≤ ε et δ
∫ 1

0
ϕ2(x)dx ≤ ε, puis, on choisitη > 0 pour avoirηδ ≤ ε.

On a alors, pour toutn ∈ N :

∫ 1

0

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx ≤
∫ 1

η

|ϕn(x) − ϕ(x)|dx + 4ε.

Comme(ϕn)n∈N converge uniformément versϕ sur [η, 1], il existen0 t.q. |ϕn(x) − ϕ(x)| ≤ ε pour tout
x ∈ [η, 1] et toutn ≥ n0. On en déduit

∫ 1

0 |ϕn(x) − ϕ(x)|dx ≤ 5ε pour toutn ≥ n0. Ce qui prouve que

limn→∞
∫ 1

0
|ϕn(x) − ϕ(x)|dx = 0.

—————————————————————————————–

10. Construire un exemple de suite(ϕn)n∈N qui satisfasse aux hypothèses de la question précédente et qui ne soit
pas bornée (donc qui ne satisfasse pas aux hypothèses de la question 5).

—————————————corrigé—————————————–
On prend, pourn ≥ 2 :
ϕn(x) = n

√
nx, pourx ∈ [0, 1

n ], ϕn(x) = n
√
n( 2

n − x), pourx ∈] 1
n ,

2
n ], ϕn(x) = 0, pourx ∈] 2

n , 1].

On a (ϕn)n∈N ⊂ C([0, 1],R). Pour toutε > 0, ϕn → 0 uniformément sur[ε, 1] quandn → ∞. Enfin,∫ 1

0 |ϕn(x)|2dx ≤ 2 (car|ϕn(x)| ≤ √
n pourx ∈ [0, 2

n ]).
—————————————————————————————–

11. Peut-on remplacer l’hypothèse (12.2) par :

Il existep > 1 etC > 0 t.q.
∫ 1

0

|ϕn(x)|pdx ≤ C, pour toutn ∈ N ?

283



—————————————corrigé—————————————–
Oui, le raisonnement fait pourp = 2 s’adapte ici en remarquant quea ≤ 1

δ + δp−1ap (pourδ > 0 eta ≥ 0).
—————————————————————————————–

12. Peut-on remplacer l’hypothèse (12.2) par : il existeC > 0 t.q.
∫ 1

0

|ϕn(x)|dx ≤ C, pour toutn ∈ N ?

—————————————corrigé—————————————–
Non, il suffit de reprendre l’exemple de la question 4 :
ϕn(x) = n2x, pourx ∈ [0, 1

n ], ϕn(x) = n2( 2
n − x), pourx ∈] 1

n ,
2
n ], ϕn(x) = 0, pourx ∈] 2

n , 1].
—————————————————————————————–

Corrigé 4 (Normes définies par l’intégrale)
Soit E = C([−1, 1],R) l’espace des fonctions continues de[−1,+1] dansR. Pourϕ ∈ E, on pose‖ϕ‖1 =
∫ +1

−1 |ϕ(t)| dt et‖ϕ‖2 =
(∫ +1

−1 |ϕ(t)|2 dt
) 1

2

.

1. Montrer que(E, ‖ · ‖1) est un espace normé.

—————————————corrigé—————————————–
Il est clair que‖f‖1 ∈ R+ pour toutf ∈ E et que‖αf‖1 = |α|‖f‖1, ‖f+g‖1 ≤ ‖f‖1+‖g‖1 pour toutα ∈ R,
f, g ∈ E.

Il reste à vérifier que‖f‖1 = 0 impliquef = 0. Pour le montrer, il suffit de remarquer que sif 6= 0, il existe
t ∈ [−1, 1] t.q.a = f(t) 6= 0 et donc, par continuité def , il existeα, β ∈ [−1, 1], α < β etf > a/2 sur [α, β].
D’où l’on déduit‖f‖1 ≥ a

2 (β − α) > 0.
—————————————————————————————–

2. Pourn ∈ N, on définitϕn ∈ E par

ϕn(x) =





0 si −1 ≤ x ≤ 0

nx si 0 ≤ x ≤ 1
n

1 si 1
n ≤ x ≤ 1

(a) Montrer que si(ϕn)n∈N converge versϕ dans(E, ‖ · ‖1), alorsϕ(x) = 0 si x < 0 etϕ(x) = 1 si x > 0.

—————————————corrigé—————————————–
On a

∫ 0

−1 |ϕ(x)|dx ≤ ‖ϕn − ϕ‖1 pour toutn ∈ N. En faisant tendren vers∞ on en déduit
∫ 0

−1 |ϕ(x)|dx =
0 et donc (par continuité deϕ) queϕ = 0 sur [−1, 0].

Soit ε > 0. On a aussi
∫ 1

ε |ϕ(x) − 1|dx ≤ ‖ϕn − ϕ‖1 pour toutn t.q. 1/n ≤ ε. On en déduit, en faisant

tendren vers∞ que
∫ 0

ε |ϕ(x) − 1|dx = 0 et doncϕ = 1 sur [ε, 1]. Commeε est arbitraire, on a finalement
ϕ = 1 sur]0, 1]. Noter que ceci est en contradiction avecϕ = 0 sur[−1, 0] et la continuité deϕ en0. La suite
(ϕn)n∈N ne converge donc pas dans(E, ‖ · ‖1).

—————————————————————————————–

(b) En déduire que(E, ‖ · ‖1) n’est pas complet.

—————————————corrigé—————————————–
La suite(ϕn)n∈N est de Cauchy dans(E, ‖ · ‖1) (il suffit de remarquer que‖ϕn − ϕm‖1 ≤ 1

n sim ≥ n) et
ne converge pas dans(E, ‖ · ‖1) . L’espace(E, ‖ · ‖1) n’est donc pas complet.

—————————————————————————————–
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3. Montrer que(E, ‖ · ‖2) est un espace préhilbertien (c’est-à-dire que sa norme est induite par un produit scalaire)
mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace de Hilbert).

—————————————corrigé—————————————–

Pourf, g ∈ E, on pose(f/g)2 =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx. L’application (f, g) 7→ (f/g)2 est un produit scalaire

surE, c’est-à-dire que c’est une application bilinéaire deE × E dansR, symétrique et(f/f)2 = 0 implique
f = 0. Elle induit donc une norme surE qui est justement le la norme‖ · ‖2, c’est-à-dire‖f‖2 =

√
(f/f)2.

L’espace(E, ‖ · ‖2) est donc un espace préhilbertien (voir la partie du cours surles espaces de Hilbert pour plus
de précisions).

L’espace(E, ‖ · ‖2) n’est pas complet car la même suite qu’à la question précédente,(ϕn)n∈N, est de Cauchy
dans(E, ‖ · ‖2) (on a aussi‖ϕn − ϕm‖2 ≤ 1

n sim ≥ n) et ne converge pas dans(E, ‖ · ‖2) (un raisonnement
analogue à celui de la question précédente montre que si(ϕn)n∈N converge versϕ dans(E, ‖ · ‖2), alors
ϕ(x) = 0 si x < 0 etϕ(x) = 1 si x > 0, ce qui est en contradiction avec la continuité deϕ en0).

—————————————————————————————–

Corrigé 5 (Rappels sur la convergence des suites réelles)

1. Soitu = (un)n∈N une suite à valeurs dansR. On rappelle quelim supn→∞ un = limn→∞ supp≥n up. Montrer
quelim supn→∞ un est la plus grande valeur d’adhérence de u.

—————————————corrigé—————————————–
On notean = supp≥n up ∈ R. La suite(an)n∈N est décroissante donc convergente dansR, ceci montre que
lim supn→∞ un est bien définie. on posea = limn→∞ an = lim supn→∞ un.

On montre tout d’abord quea est une valeur d’adhérence de la suite(un)n∈N. On distingue 3 cas :

Cas 1 Il existen ∈ N t.q.an = −∞.

On a alorsup = −∞ pour toutp ≥ n et doncun → −∞ eta = −∞ est bien une valeur d’adhérence de la
suite(un)n∈N.

Cas 2an = ∞ pour toutn ∈ N.

pour toutn ∈ N, on asupp≥n up = ∞, il existe doncϕ(n) ≥ n t.q.uϕ(n) ≥ n. La suite(uϕ(n))n∈N est donc
une sous suite de la suite(un)n∈N, elle converge versa = ∞, donca est bien une valeur d’adhérence de la
suite(un)n∈N.

Cas 3an > −∞ pour toutn ∈ N et il existeq ∈ N t.q.aq <∞.

Dans ce cas, on aan ∈ R pour toutn ≥ q. Pour toutn ≥ q, il existeϕ(n) ≥ n t.q.an − 1
n ≤ uϕ(n) ≤ an

(par définition d’unsup). La suite(uϕ(n))n≥q est donc une sous suite de la suite(un)n∈N, elle converge vers
a = limn→∞ an, donca est bien une valeur d’adhérence de la suite(un)n∈N.

Il reste à montrer quea est supérieur ou égal à toutes les valeurs d’adhérence de la suite (un)n∈N. Soit b une
valeur d’adhérence de la suite(un)n∈N. Il existe doncϕ : N → N t.q. ϕ(n) → ∞ et uϕ(n) → b, quand
n → ∞. Commeaϕ(n) ≥ uϕ(n) pour toutn ∈ N, on a donc, en passant à limite quandn → ∞, a ≥ b. a est
donc la plus grande valeur d’adhérence de la suite(un)n∈N.

—————————————————————————————–

2. Siu = (un)n∈N est une suite à valeurs dansR, on sait (conséquence du résultat de la question précédente) qu’il
existe une suite extraite deu qui converge verslim supn→∞ un . Donner un exemple d’une suite de fonctions
(fn)n∈N deR dansR t.q. aucune sous suite ne converge simplement verslim supn→∞ fn (qui est définie par
(lim supn→∞ fn)(x) = lim supn→∞(fn(x)) pour toutx ∈ R).
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—————————————corrigé—————————————–
Commecard(P(N)) = card(R), il existeψ : R → P(N) bijective. On définit maintenantfn pour toutn ∈ N.

Soitx ∈ R,
– Si le cardinal deψ(x) est fini, on prendfn(x) = 1 pour toutn ∈ N.
– Si le cardinal deψ(x) est infini, on peut écrireψ(x) = {ϕx(p), p ∈ N} oùϕx est une fonction strictement

croissante deN dansN. on prend alorsfn(x) = 1 si n 6∈ ψ(x), fn(x) = 1 si n = ϕx(2q) avecq ∈ N et
fn(x) = 0 si n = ϕx(2q + 1) avecq ∈ N.

Avec ce choix de(fn)n∈N, lim supn→∞ fn est la fonction constante et égale à1. On montre maintenant que
aucune sous suite de(fn)n∈N ne converge simplement verslim supn→∞ fn. En effet, soitϕ : N → N t.q.
ϕ(n) → ∞ quandn → ∞. Il existex ∈ R t.q.ψ(x) = Im(ϕ) (carψ est surjective). Pour toutp ∈ N, on peut
trouvern ≥ p t.q.ϕ(n) = ϕx(2q + 1) pour un certainq ∈ N (car{ϕ(0), . . . , ϕ(p − 1)} ne peut pas contenir
{ϕx(2q + 1), q ∈ N}), on a doncfϕ(n)(x) = 0, ce qui montre quefϕ(n)(x) 6→ 1 quandn → ∞. La sous suite
(fϕ(n))n∈N ne converge donc pas simplement verslim supn→∞ fn.

—————————————————————————————–

3. Trouver l’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite(un)n∈N t.q. :

lim infn→∞ un = 0, lim supn→∞ un = 1 et limn→∞ |un+1 − un| = 0.

Donner un exemple d’une telle suite.

—————————————corrigé—————————————–
On noteA l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite(un)n∈N. D’après la question 1 (et son analogue avec
lim inf) on a0, 1 ∈ A etA ⊂ [0, 1]. On montre maintenant queA = [0, 1].

Soit a ∈]0, 1[. Pourn ∈ N, il existep ≥ n t.q. up > a (car supp≥n up ≥ 1). De même, il existeq > p t.q.
uq < a (car infq≥p uq ≤ 0). On poseϕ(n) = min{q > p ; uq < a}. On a doncuϕ(n) < a ≤ uϕ(n)−1 (noter
que ceci est aussi vrai siq = p+ 1, grâce au choix dep). Comme|uϕ(n) − uϕ(n)−1| → 0 quandn→ ∞ (noter
queϕ(n) → ∞ quandn → ∞ carϕ(n) > n), on auϕ(n) → a quandn → ∞ et donca ∈ A. ceci prouve que
A = [0, 1].

On obtient un exemple d’une telle suite de la manière suivante :

Pourn ∈ N il existe un unique(p, q) avecp ∈ N, 0 ≤ q ≤ p t.q.n = p(p+1)
2 + q, on pose alorsun = q

p+1 si

p = 2k aveck ∈ N, etun = p−q
p+1 si p = 2k + 1 aveck ∈ N.

—————————————————————————————–

Corrigé 6 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)
SoitE un ensemble. LorsqueA est une partie deE, on définit1A : E → R par :

1A(x) = 1, si x ∈ A,
1A(x) = 0, si x 6∈ A.

(12.3)

1A est appelée “fonction caractéristique deA" (elle est souvent aussi notéeχA).

1. Montrer que siA etB sont deux sous-ensembles disjoints deE, alors1A∪B = 1A + 1B. En déduire que si
(An)n∈N est une suite de sous-ensembles deE deux à deux disjoints, on a

∑
n∈N 1An

= 1∪n∈NAn
(on précisera

aussi le sens donné à “
∑

n∈N 1An
”).

—————————————corrigé—————————————–
Si A etB sont 2 parties deE, il est facile de voir que1A∪B(x) est différent de1A(x) + 1B(x) seulement si
x ∈ A ∩B. SiA etB sont deux parties disjointes deE, on a bien1A∪B = 1A + 1B.
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Si (An)n∈N est une suite de parties deE, on définit, pourx ∈ E :

∑

n∈N

1An
(x) = lim

n→∞

n∑

p=0

1An
(x),

cette limite existe toujours dansR+. Si les(An) sont disjoints 2 à 2, cette limite est0 si x 6∈ ∪n∈NAn et est1 si
x ∈ ∪n∈NAn (carx appartient alors à un seulAn).

—————————————————————————————–

2. Montrer que siB ⊂ A ⊂ E, on a1A\B = 1A − 1B.

—————————————corrigé—————————————–
Si x ∈ B, on a1A\B(x) = 1A(x) − 1B(x) = 0,

Si x ∈ A \B, on a1A\B(x) = 1A(x) − 1B(x) = 1,

Si x ∈ Ac, on a1A\B(x) = 1A(x) − 1B(x) = 0,

ceci donne bien1A\B = 1A − 1B.
—————————————————————————————–

3. Montrer que, pourA etB sous-ensembles deE, on a1A∩B = 1A1B.

—————————————corrigé—————————————–
Si x ∈ A ∩B, on a1A∩B(x) = 1A(x)1B(x) = 1,

Si x ∈ (A ∩B)c = Ac ∪Bc, on a1A∩B(x) = 1A(x)1B(x) = 0,

ceci donne bien1A∩B = 1A1B.
—————————————————————————————–

4. Soitf : E → R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrerquef s’écrit comme combi-
naison linéaire de fonctions caractéristiques.

—————————————corrigé—————————————–
Soita1,. . .,an les valeurs prises parf (noter queai 6= aj si i 6= j). On pose alorsAi = {x ∈ E ; f(x) = ai}.
On voit alors quef =

∑n
i=1 ai1Ai

.
—————————————————————————————–

Corrigé 7 (Limite uniforme dans R)

Soit (fn)n∈N ⊂ C(R+,R+). On suppose que(fn)n∈N converge uniformément versf (de sorte quef ∈
C(R+,R+)).

(a) On suppose que, pourn ∈ N, lima→+∞
∫ a
0
fn(x) dx existe dansR.

On note
∫ +∞
0

fn(x) dx cette limite.

Montrer, en donnant un exemple, quelima→+∞
∫ a
0
f(x) dx peut ne pas exister dansR.

—————————————corrigé—————————————–
Pourn ≥ 1, on définitfn par :

fn(x) = 1, si 0 ≤ x < 1,
fn(x) = 1

x , si 1 ≤ x ≤ n ;

287



fn(x) = n+ 1
n − x, sin < x < n+ 1

n ,
fn(x) = 0, six ≥ n+ 1

n .

La suite(fn)n∈N converge uniformément versf défnie par :
f(x) = 1, si 0 ≤ x < 1, f(x) = 1

x , si 1 ≤ x.
Plus précisément, on a‖fn − f‖u ≤ 1

n → 0 quandn→ ∞.

D’autre part, poura ≥ 1,
∫ a
0 f(x) dx = 1 + log(a) → ∞ quanda→ ∞.

—————————————————————————————–

(b) On suppose de plus quelimn→∞
∫ +∞
0 fn(x) dx et lima→+∞

∫ a
0 f(x) dx existent dansR. On note alors∫ +∞

0 f(x) dx cette dernière limite. A-t-on

lim
n→∞

∫ +∞

0

fn(x) dx =

∫ +∞

0

f(x) dx ?

—————————————corrigé—————————————–
Pourn ≥ 1, on définitfn par :

fn(x) = 1
n , si 0 ≤ x < n,

fn(x) = n+ 1
n − x, sin < x < n+ 1

n ,
fn(x) = 0, six ≥ n+ 1

n .

La suite(fn)n∈N converge uniformément vers0 car‖fn‖u = 1
n → 0 quandn→ ∞, mais1 ≤

∫ +∞
0

fn(x) dx
6→ 0 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 8 (Limites sup et inf d’ensembles)
Soit (An)n∈N une suite de parties d’un ensemble E. On note

lim inf
n→∞

An =
⋃

n∈N

⋂

p≥n
Ap et lim sup

n→∞
An =

⋂

n∈N

⋃

p≥n
Ap.

1. On suppose la suite(An)n∈N monotone, c’est-à-dire queAn ⊂ An+1, pour toutn ∈ N, ou queAn+1 ⊂ An,
pour toutn ∈ N.
Que sontlim infn→∞An et lim supn→∞An ?

—————————————corrigé—————————————–
On suppose queAn ⊂ An+1, pour toutn ∈ N, on a alors

lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = ∪n∈NAn.

On suppose queAn+1 ⊂ An, pour toutn ∈ N, on a alors
lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = ∩n∈NAn.

—————————————————————————————–

2. Même question que précédemment si la suite est définie par :A2p = A etA2p+1 = B, p ∈ N, A et B étant deux
parties données de E.

—————————————corrigé—————————————–
Dans ce cas, on alim infn→∞An = A ∩B et lim supn→∞ An = A ∪B.

—————————————————————————————–
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3. Montrer que :
1lim supn→∞An

= lim sup
n→∞

1An
,

lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An ,

lim inf
n→∞

An = {x ∈ E;
+∞∑

n=0

1Ac
n
(x) <∞} ,

lim sup
n→∞

An = {x ∈ E;

+∞∑

n=0

1An
(x) = ∞} .

—————————————corrigé—————————————–
On remarque d’abord que, si(Bn)n∈N ⊂ E, 1∩n∈NBn

= infn∈N 1Bn
et1∪n∈NBn

= supn∈N 1Bn
.

– Soitx ∈ E,

1lim supn→∞An
(x) = 1∩n∈N∪p≥nAp

(x) = inf
n∈N

1∪p≥nAp
(x) = inf

n∈N
(sup
p≥n

1Ap
(x))

= lim
n→∞

(sup
p≥n

1Ap
(x)) = lim sup

n→∞
1Ap

(x).

Donc1lim supn→∞An
= lim supn→∞ 1An

.

De même, soitx ∈ E,

1lim infn→∞An
(x) = 1∪n∈N∩p≥nAp

(x) = sup
n∈N

1∩p≥nAp
(x) = sup

n∈N

( inf
p≥n

1Ap
(x))

= lim
n→∞

( inf
p≥n

1Ap
(x)) = lim inf

n→∞
1Ap

(x).

Donc1lim infn→∞An
= lim infn→∞ 1An

.
– Si x ∈ lim infn→∞ An, il existen ∈ N t.q. x ∈ ∩p≥nAp, doncx ∈ ∪p≥mAp pour toutm ∈ N (on a, par

exemple,x ∈ Ap avecp = max{m,n}). On en déduitx ∈ ∩m∈N ∪p≥m Ap = lim supn→∞ An. Donc
lim infn→∞An ⊂ lim supn→∞An.

– Soit x ∈ E. On voit quex ∈ lim infn→∞An si et seulement si il existen ∈ N t.q. x ∈ Ap pour tout
p ≥ n, ce qui est équivalent à dire quex n’appartient àAcn que pour un nombre fini den ou encore que∑+∞
n=0 1Ac

n
(x) <∞. On a donc bienlim infn→∞An = {x ∈ E;

∑+∞
n=0 1Ac

n
(x) <∞}.

– Soit x ∈ E. On voit quex ∈ lim supn→∞ An si et seulement si, pour toutn ∈ N, il existe p ≥ n t.q.
x ∈ Ap, ce qui est équivalent à dire quex n’appartient àAn que pour un nombre infini den ou encore que∑+∞
n=0 1An

(x) = ∞. On a donc bienlim supn→∞An = {x ∈ E;
∑+∞

n=0 1An
(x) = ∞}.

—————————————————————————————–
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Chapitre 13

Tribus et mesures

13.1 Tribus

Corrigé 9 (Caractérisation d’une tribu)
SoitE un ensemble.

1. SoitT une partie deP(E) stable par union dénombrable, stable par passage au complémentaire et t.q.∅ ∈ T .
Montrer queT est une tribu, c’est-à-dire qu’elle vérifie aussiE ∈ T et qu’elle est stable par intersection
dénombrable.

—————————————corrigé—————————————–
– E ∈ T carE = ∅c et queT est stable par passage au complémentaire.
– T est stable par intersection dénombrable car, si(An) ⊂ T , on a(∩n∈NAn)c = ∪n∈NA

c
n ∈ T (carT est

stable par passage au complémentaire et par union dénombrable) et donc∩n∈NAn ∈ T (carT est stable par
passage au complémentaire).

—————————————————————————————–

2. L’ensemble des parties finies deE est-il une tribu ?

—————————————corrigé—————————————–
– SiE est fini, l’ensemble des parties finies deE est une tribu, c’est la tribuP(E).
– SiE est infini, l’ensemble des parties finies deE n’est pas une tribu, car il n’est pas stable par passage au

complémentaire (le complémentaire d’une partie finie est infinie. . . ).
—————————————————————————————–

Corrigé 10 (Tribu engendrée)
SoitE un ensemble.

1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus surE est une tribu surE.

—————————————corrigé—————————————–
Soit (Ti)i∈I une famille de tribus surI (I est un ensemble quelconque). On poseT = {A ⊂ E ; A ∈ Ti pour
tout i ∈ I} (T est bien l’intersection des tribusTi, i ∈ I). On montre queT est une tribu :
– ∅ ∈ T car∅ ∈ Ti pour touti ∈ I.
– T est stable par complémentaire car, siA ⊂ T , on aA ∈ Ti pour touti ∈ I, doncAc ∈ Ti pour touti ∈ I

(carTi est stable par passage au complémentaire), doncAc ∈ T .

290



– T est stable par union dénombrable car, si(An)n∈N ⊂ T , on aAn ∈ Ti pour touti ∈ I et toutn ∈ N donc
∪n∈NAn ∈ Ti pour touti ∈ I et toutn ∈ N (carTi est stable par union dénombrable), donc∪n∈NAn ∈ T ,

d’après l’exercice précédent, on en déduit queT est une tribu.
—————————————————————————————–

2. SoitA ⊂ P(E). On noteTA l’intersection de toutes les tribus surE contenantA (une partie deE appartient
donc àTA si et seulement si elle appartient à toutes les tribus contenantA, on remarquera qu’il y a toujours
au moins une tribu contenantA, c’est la tribuP(E)). Montrer queTA est la plus petite des tribus contenantA
(c’est la tribu engendrée parA).

—————————————corrigé—————————————–
D’après la question précédente,TA est bien une tribu. La définition deTA donne que toute tribu contenantA
doit contenirTA. TA est donc la plus petite tribu contenantA.

—————————————————————————————–

3. SoientA etB ⊂ P(E) etTA, TB les tribus engendrées parA etB. Montrer que siA ⊂ B alorsTA ⊂ TB.

—————————————corrigé—————————————–
TB est une tribu contenantB, donc contenantA. DoncTA ⊂ TB.

—————————————————————————————–

Corrigé 11 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) SoitT une tribu sur un ensembleE etF ⊂ E. Montrer queTF = {A∩ F, A ∈ T } est une tribu surF (tribu
trace deT surF ).

—————————————corrigé—————————————–
– ∅ ∈ TF car∅ = ∅ ∩ F et∅ ∈ T .
– SoitA ∈ TF . Il existeB ∈ T t.q.A = B ∩ F . On a doncF \A = (E \B) ∩ F ∈ TF carE \B ∈ T . TF

est donc stable par passage au complémentaire.
– Soit (An)n∈N ⊂ TF . Pour toutn ∈ N, il existeBn ∈ T t.q. An = Bn ∩ F . On a donc∪n∈NAn =

(∪n∈NBn) ∩ F ∈ TF car∪n∈NBn ∈ T . TF est donc stable par union dénombrable.
Ceci est suffisant pour dire queTF est une tribu surF .

—————————————————————————————–

(b) SiE est un espace topologique etT = B(E) (B(E) est la tribu borélienne deE), montrer que la tribu trace
surF , notéeTF , est la tribu engendrée par la topologie trace surF (tribu borélienne deF , notéeB(F )).
[Montrer queB(F ) ⊂ TF . Pour montrer queTF ⊂ B(F ), considérerC = {A ∈ P(E); A ∩ F ∈ B(F )} et
montrer queC est une tribu (surE) contenant les ouverts deE.] Si F est un borélien deE, montrer queTF
est égale à l’ensemble des boréliens deE contenus dansF .

—————————————corrigé—————————————–
On noteOF l’ensemble des ouverts deF , etOE l’ensemble des ouverts deE. Par définition de la topologie
trace,OF = {O ∩ F ,O ∈ OE}.

CommeOE ⊂ B(E), on aOF ⊂ TF = {B ∩F ,B ∈ B(E)} (Noter queTF = B(E)F , avec les notations de
la question précédente). On en déduit queB(F ) ⊂ TF carTF est une tribu surF contenantOF qui engendre
B(F ).

On montre maintenant queTF ⊂ B(F ). On poseC = {A ∈ P(E); A ∩ F ∈ B(F )}. ∅ ∈ C car∅ ∩ F = ∅ ∈
B(F ). C est stable par passage au complémentaire car, siA ∈ C, on a(E \A)∩F = F \A = F \ (A∩F ) ∈
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B(F ), donc(E \ A) ∈ C. Enfin, pour montrer queC est stable par union dénombrable, soit(An)n∈N ⊂ C,
on a(∪n∈NAn) ∩ F = ∪n∈N(An ∩ F ) ∈ B(F ), ce qui donne∪n∈NAn ∈ C et la stabilité deC par union
dénombrable.C est donc une tribu. Il est clair queOE ⊂ C car siO ∈ OE , on aO ∩ F ∈ OF ⊂ B(F ). La
tribu C contientOE , ce qui prouve queC contientB(E) et donc queA∩F ∈ B(F ) pour toutA ∈ B(E). Ceci
donne exactementTF ⊂ B(F ). On a bien montré finalement queTF = B(F ) (on rappelle queTF = B(E)F ,
avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant queF est un borélien deE, c’est-à-dire queF ∈ B(E). On a alorsTF ⊂ B(E) (car
A ∩F ∈ B(E) siA ∈ B(E)). Puis, soitA ⊂ F t.q.A ∈ B(E), on peut écrireA = A∩ F , doncA ∈ TF . On
a bien montré queTF = {A ⊂ F ; A ∈ B(E)}.

—————————————————————————————–

2. SoitE un ensemble infini etS = {{x}, x ∈ E}. Déterminer la tribu engendrée parS (distinguer les casE
dénombrable et non dénombrable).

—————————————corrigé—————————————–
On noteT (S) la tribu engendrée parS.
– On suppose queE est au plus dénombrable (c’est-à-dire dire fini ou dénombrable). D’après la stabilité de
T (S) par union dénombrable, la tribuT (S) doit contenir toutes les parties au plus dénombrables. Comme
toutes les parties deE sont au plus dénombrables, on en déduitT (S) = P(E).

– On suppose maintenant queE est infini non dénombrable. On noteA l’ensemble des parties deE au plus
dénombrables etB = {Ac, A ∈ A}. D’après la stabilité deT (S) par union dénombrable, la tribuT (S) doit
contenirA. Par stabilité deT (S) par passage au complémentaire,T (S) doit aussi contenirB.

on va montrer maintenant queA ∪ B est une tribu (on en déduit queT (S) = A ∪ B). On a∅ ∈ A ⊂ A ∪ B
et il est clair queA ∪ B est stable par passage au complémentaire (carA ∈ A impliqueAc ∈ B etA ∈ B
impliqueAc ∈ A). Enfin, si(An)n∈N ⊂ A ∪ B, on distingue 2 cas :

1er cas. SiAn ∈ A pour toutn ∈ N, on a alors∪n∈NAn ∈ A ⊂ A ∪ B.

2eme cas. Si il existen ∈ N t.q.An ∈ B on a alorsAcn ∈ A, doncAcn est au plus dénombrable et(∪p∈NAp)
c =

∩p∈NA
c
p ⊂ Acn est aussi au plus dénombrable,ce qui donne(∪p∈NAp)

c ∈ A et∪p∈NAp ∈ B ⊂ A ∪ B.

On a bien montré que∪n∈NAn ∈ A ∪ B. Ce qui prouve la stabilité par union dénombrable deA ∪ B.
Finalement,A ∪ B est donc une tribu contenantS et contenu dansT (S), ceci donneT (S) = A ∪ B.

—————————————————————————————–

Corrigé 12 (Tribu image)
SoientE etF des ensembles. PourA ⊂ P(E) (resp.P(F )) on noteT (A) la tribu deE (resp.F ) engendrée par
A.
Soitf : E → F une application.

1. Montrer que siT ′ est une tribu surF , alorsf−1(T ′) = {f−1(B); B ∈ T ′} est une tribu surE (tribu image
réciproque).

—————————————corrigé—————————————–
On démontre quef−1(T ′) est une tribu surE en remarquant quef−1(∅) = ∅,E \f−1(A) = f−1(F \A) (pour
toutA ⊂ F ) etf−1(∪n∈NAn) = ∪n∈Nf

−1(An) (pour toute suite(An)n∈N ⊂ P(F )).
—————————————————————————————–

2. Montrer que siT est une tribu surE, alorsT ′ = {B ⊂ F ; f−1(B) ∈ T } est une tribu surF (tribu image
directe).
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—————————————corrigé—————————————–
Ici aussi, on montre queT ′ est une tribu surF en remarquant quef−1(∅) = ∅, f−1(F \ A) = E \ f−1(A)
(pour toutA ⊂ F ) etf−1(∪n∈NAn) = ∪n∈Nf

−1(An) (pour toute suite(An)n∈N ⊂ P(F )).

Noter que, en général,{f(B), B ∈ T } n’est pas une tribu surF (par exemple, sif est non surjective,F 6∈
{f(B),B ∈ T }).

—————————————————————————————–

3. Montrer que pour tout ensembleC de parties deF on a :T (f−1(C)) = f−1(T (C)). [On pourra montrer d’abord
queT (f−1(C)) ⊂ f−1(T (C)). Puis, pour montrer quef−1(T (C)) ⊂ T (f−1(C)), montrer queT = {G ⊂ F ;
f−1(G) ∈ T (f−1(C))} est une tribu contenantC.]

—————————————corrigé—————————————–
f−1(T (C)) est une tribu surE (d’après la première question) contenantf−1(C) (carT (C) ⊃ C), elle contient
doncT (f−1(C)), ce qui donnef−1(T (C)) ⊃ T (f−1(C)).

Pour montrer l’inclusion inverse, c’est-à-diref−1(T (C)) ⊂ T (f−1(C)). On poseT = {G ⊂ F ; f−1(G) ∈
T (f−1(C))}. On montre d’abord queT est une tribu :
– ∅ ∈ T carf−1(∅) = ∅ ∈ T (f−1(C))
– T est stable par passage au complémentaire car, siA ∈ T , on af−1(A) ∈ T (f−1(C)) et f−1(F \ A) =
E \ f−1(A) ∈ T (f−1(C)), donc(F \A) ∈ T .

– T est stable par union dénombrable car, si(An)n∈N ⊂ T , on af−1(An) ∈ T (f−1(C)) pour toutn ∈ N et
f−1(∪n∈NAn) = ∪n∈Nf

−1(An) ∈ T (f−1(C)), donc∪n∈NAn ∈ T .
On a bien montré queT est une tribu. Il est immédiat queT ⊃ C (carf−1(B) ∈ T (f−1(C)) pour toutB ∈ C).
On en déduit queT contientT (C), c’est-à-dire quef−1(B) ∈ T (f−1(C)) pour toutB ∈ T (C). Ceci signifie
exactement quef−1(T (C)) ⊂ T (f−1(C)).

Les 2 inclusions nous donnent bienf−1(T (C)) = T (f−1(C)).
—————————————————————————————–

Corrigé 13 (π-système,λ-système)
SoitΩ un ensemble etF ⊂ P(Ω).

1. Montrer queF est une tribu si et seulement siF est unπ-système (c’est-à-dire stable par intersection finie) et un
λ-système (c’est-à-dire queF est stable par union dénombrable croissante,Ω ∈ F etA \ B ∈ F siA,B ∈ F
avecB ⊂ A).

2. On suppose queF est unλ-système. SoitC ∈ F . On poseG = {B ⊂ Ω t.q.C ∩ B ∈ F}. Montrer queG est
unλ-système.

—————————————corrigé—————————————–
En attente

—————————————————————————————–

Corrigé 14 (Tribu borélienne deR2)
On noteT la tribu (surR2) engendrée par{A×B; A, B ∈ B(R)}. On va montrer ici queT = B(R2).

1. Montrer que tout ouvert deR2 est réunion au plus dénombrable de produits d’intervalles ouverts deR. [S’inspirer
d’une démonstration analogue faite pourR au lieu deR2.] En déduire queB(R2) ⊂ T .

—————————————corrigé—————————————–
On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.1 (on peut reprendre aussi la démonstration de l’exercice 15).
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SoitO un ouvert deR2. Pour toutx = (x1, x2)
t ∈ O, il exister > 0 t.q. ]x1 − r, x1 + r[×]x2 − r, x2 + r[⊂ O.

Comme les rationnels sont denses dansR, on peut trouvery1 ∈ Q∩]x1 − r, x1[, z1 ∈ Q∩]x1, x1 + r[, y2 ∈
Q∩]x2 − r, x2[ et z2 ∈ Q∩]x2, x2 + r[. On a doncx ∈]y1, z1[×]y2, z2[⊂ O.

On note alorsI = {(y1, z1, y2, z2) ∈ Q4 ; ]y1, z1[×]y2, z2[) ⊂ O}. Pour toutx ∈ O, il existe donc(y1, z1, y2,
z2) ∈ I t.q.x ∈]y1, z1[×]y2, z2[. On en déduit que

O = ∪(y1,z1,y2,z2)∈I ]y1, z1[×]y2, z2[.

CommeI est au plus dénombrable (carQ4 est dénombrable), on en déduit queO ∈ T . On a ainsi montré que
T est une tribu contenant tous les ouverts deR2, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts deR2

(c’est-à-direB(R2)). Donc,B(R2) ⊂ T .
—————————————————————————————–

2. SoitA un ouvert deR etT1 = {B ∈ B(R); A × B ∈ B(R2)}. Montrer queT1 est une tribu (surR) contenant
les ouverts (deR). En déduire queT1 = B(R).

—————————————corrigé—————————————–
– ∅ ∈ T1 carA× ∅ = ∅ ∈ B(R2).
– On montre ici queT1 est stable par passage au complémentaire.

SoitB ∈ T1, on a doncBc ∈ B(R) etA × Bc = A × (R \ B) = (A × R) \ (A × B). Or, (A × R) est un
ouvert deR2 (carA etR sont des ouverts deR), on a donc(A×R) ∈ B(R2). D’autre part,(A×B) ∈ B(R2)
(carB ∈ T1). Donc,A×Bc = (A× R) \ (A×B) ∈ B(R2). Ce qui prouve queBc ∈ T1 et donc queT1 est
stable par passage au complémentaire.

– Enfin,T1 est stable par union dénombrable. En effet, si(Bn)n∈N ⊂ T1, on aA×(∪n∈NBn) = ∪n∈NA×Bn ∈
B(R2) (carA×Bn ∈ B(R2) pour toutn ∈ N). Donc,∪n∈NBn ∈ T1.

On a donc montré queT1 est une tribu, il reste à montrer queT1 contient les ouverts deR.

SoitB un ouvert deR. On a doncB ∈ B(R) et, commeA ×B est un ouvert deR2, on aA ×B ∈ B(R2). On
a doncB ∈ T1.

T1 est donc une tribu contenant les ouverts deR, donc contenantB(R). Donc,T1 = B(R).

La conséquence de cette question est donc :

A ouvert deR etB ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(R2). (13.1)

—————————————————————————————–

3. SoitB ∈ B(R) etT2 = {A ∈ B(R); A×B ∈ B(R2)}. Montrer queT2 = B(R).

—————————————corrigé—————————————–
On commence par remarquer que la question précédente donne queT2 contient les ouverts deR. En effet, soit
A un ouvert deR, la propriété (13.1) donneA×B ∈ B(R2), et doncA ∈ T2.

On montre maintenant queT2 est une tribu (on en déduira queT2 = B(R)).

– ∅ ∈ T2 car∅ ×B = ∅ ∈ B(R2).
– On montre ici queT2 est stable par passage au complémentaire.

SoitA ∈ T2, on aAc ∈ B(R) etAc ×B = (R ×B) \ (A×B). La propriété (13.1) donne(R ×B) ∈ B(R2)
car R est un ouvert deR. D’autre part,(A × B) ∈ B(R2) (carA ∈ T2). Donc,Ac × B ∈ B(R2). Ce qui
prouve queAc ∈ T2 et donc queT2 est stable par passage au complémentaire.

– Enfin,T2 est stable par union dénombrable. En effet, si(An)n∈N ⊂ T2, on a(∪n∈NAn) × B = ∪n∈N(An ×
B) ∈ B(R2) (carAn ×B ∈ B(R2) pour toutn ∈ N). Donc,∪n∈NAn ∈ T2.
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T2 est donc une tribu (surR) contenant les ouverts deR, ce qui prouve queT2 ⊃ B(R) et donc, finalement,
T2 = B(R).

—————————————————————————————–

4. Montrer queT ⊂ B(R2) (et donc queT = B(R2)).

—————————————corrigé—————————————–
La question précédente donne :

A,B ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(R2).

On a donc{A × B; A, B ∈ B(R)} ⊂ B(R2). On en déduitT ⊂ B(R2). Avec la question 1, on a finalement
T = B(R2).

—————————————————————————————–

Corrigé 15 (Tribu borélienne sur RN )

1. Montrer que la tribu borélienne deRN est égale à celle engendrée par l’ensemble de toutes les boules ouvertes
deRN . [On pourra montrer d’abord que tout ouvert deRN est réunion dénombrable de boules ouvertes deRN .]

—————————————corrigé—————————————–
SoitT la tribu engendrée par l’ensemble de toutes les boules ouvertes deRN . Comme les boules ouvertes sont
des ouverts, on aT ⊂ B(RN).

On montre maintenant l’inclusion inverse, c’est-à-direB(RN) ⊂ T . SoitO un ouvert deRN . Pour toutx ∈ O,
il existe r > 0 t.q. B(x, r) ⊂ O (où B(x, r) déisgne la boule ouverte de centrex et rayonr). Comme les
rationnels sont densesR, on peut donc trouvery ∈ QN et s ∈ Q⋆

+ = {t ∈ Q ; t > 0}, t.q.x ∈ B(y, s) ⊂ O.
On note alorsI = {(y, s) ∈ QN × Q⋆

+ ; B(y, s) ⊂ O}. On a alorsO = ∪(y,s)∈IB(y, s). CommeI est au plus
dénombrable (carQN+1 est dénombrable), on en déduit queO ∈ T et donc queB(RN ) ⊂ T (carT est une
tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre même queB(RN) est aussi la tribu engendrée par l’ensemble des boules
ouvertes à rayons rationnels et centre à coordonnées rationnelles.

—————————————————————————————–

2. Montrer que la tribu borélienne deRN est égale à celle engendrée par l’ensemble des produits d’intervalles
ouverts à extrémités rationnelles.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend le même raisonnement que dans la question précédente en remplaçantB(x, r) par P (x, r) =∏N
i=1]xi − r, xi + r[, avecx = (x1, . . . , xN )t.

—————————————————————————————–

3. Montrer que la tribu borélienne deR est engendrée par les intervalles]a, b] oùa, b ∈ R, a < b.

—————————————corrigé—————————————–
SoitC = {]a, b], a, b ∈ R, a < b} etT (C) la tribu engendrée parC. Comme]a, b] = ∩n>0]a, b+ 1

n [, on voit que
]a, b] ∈ B(R) pour touta, b ∈ R, a < b. Donc, on aC ⊂ B(R) et doncT (C) ⊂ B(R).

On montre maintenant l’inclusion inverse, c’est-à-direB(R) ⊂ T (C). Soit I =]a, b[ aveca, b ∈ R, a < b. On
peut écrireI = ∪n≥n0 ]a, b− 1

n ], avecn0 t.q. 1
n0
< b− a. On en déduit queI ∈ T (C). Puis, comme tout ouvert

non vide peut s’écrire comme réunion dénombrable d’intervalles ouverts à extrémités finies (voir le lemme 2.1
page 21), on obtient que tout ouvert appartient àT (C). Ceci permet de conclure queB(R) ⊂ T (C) et finalement
queB(R) = T (C).

—————————————————————————————–
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4. SoitS un sous ensemble dense deR. Montrer queB(RN) est engendrée par la classe des boules ouvertes (ou
bien fermées) telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennentS.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend le même raisonnement que dans la première question en remplaçantQN parSN (qui est dense dans
RN ) etQ⋆

+ parS⋆+ = {s ∈ S ; s > 0} (qui est dense dansR⋆+).
—————————————————————————————–

Corrigé 16
SoitE un ensemble etA ⊂ P(E).

1. Montrer queA est une algèbre (cf. définition 2.4) si et seulement siA vérifie les deux propriétés suivantes :

(a)E ∈ A,
(b)A,B ∈ A ⇒ A \B ∈ A.

—————————————corrigé—————————————–
– On suppose queA est une algèbre. Il est clair que(a) est vérifiée. Pour montrer(b) il suffit d’utiliser la

stabilité par intersection finie et par passage au complémentaire, cela donne bien queA \B = A ∩Bc ∈ A si
A,B ∈ A.

– On suppose maintenant queA vérifie (a) et (b).

On a alors∅ = E \E ∈ A, et donc∅, E ∈ A.

On remarque ensuite que, grâce à(b), Ac = E \A ∈ E siA ∈ A. On a donc la stabilité deA par passage au
complémentaire.

Soit maintenantA1, A2 ∈ A. On aA1 ∩A2 = A1 \Ac2, on en déduit queA1 ∩A2 ∈ A par(b) et la stabilité
deA par passage au complémentaire. Une récurrence surn donne alors queA est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité deA par union finie découle de la stabilité deA par intersection finie et par passage au
complémentaire car(∪np=0Ap)

c = ∩np=0A
c
p.

On a bien montré queA est une algèbre.
—————————————————————————————–

2. Soit(Ai)i∈I une famille d’algèbres (surE). Montrer que∩i∈IAi = {A ∈ P(E) ; A ∈ Ai pour touti ∈ I} est
encore une algèbre.

—————————————corrigé—————————————–
On peut montrer que∩i∈IAi est une algèbre en utilisant diretement la définition d’une algèbre. Onb peut aussi
le montrer en utilisant la première question, ce que nous faisons ici. On montre donc que∩i∈IAi vérifie (a) et
(b) :
– E ∈ ∩i∈IAi carE ∈ Ai pour touti ∈ I.
– SoitA,B ∈ ∩i∈IAi. Pour touti ∈ I, on aA,B ∈ Ai. On en déduitA \ B ∈ Ai (carAi est une algèbre) et

doncA \B ∈ ∩i∈IAi.
On a bien montré que∩i∈IAi est une algèbre.

—————————————————————————————–
Si C ⊂ P(E), la deuxième question permet donc de définir l’algèbre engendrée parC comme l’intersection de
toutes les algèbres surE contenantC.

Corrigé 17
SoitE un ensemble etC un ensemble de parties deE. On suppose que∅, E ∈ C, queC est stable par intersection
finie et que le complémentaire de tout élément deC est une union finie disjointe d’éléments deC, c’est-à-dire :

C ∈ C ⇒ ∃n ∈ N⋆ etC1, . . . , Cn ∈ C t.q.Cc = ∪np=1Cp etCp ∩ Cq = ∅ si p 6= q.
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On noteB l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments deC. Une partie deE est donc un élément deB si
et seulement si il existen ∈ N⋆ et (Ap)p=1,...,n ⊂ C t.q.Ap ∩Aq = ∅ si p 6= q etA = ∪np=1Ap.

1. Montrer queB est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.
—————————————corrigé—————————————–

On montre tout d’abord la stabilité deB par intersection finie. SoitA,B ∈ B. Il existeA1, . . . , An ∈ C et
B1, . . . , Bm ∈ C t.q.Ai ∩ Aj = ∅ si i 6= j, Bi ∩ Bj = ∅, si i 6= j, A = ∪ni=1Ai etB = ∪mj=1Bj . On a alors
A∩B = (∪ni=1Ai)∩ (∪mj=1Bj) = ∪ni=1 ∪mj=1 (Ai ∩Bj). CommeAi ∩Bj ∈ C (carC est stable par intersection
finie) pour touti, j et que(Ai ∩Bj) ∩ (Ak ∩Bl) = ∅ si (i, j) 6= (k, l), on en déduit queA ∩B ∈ B.

Une récurrence surn donne alors la stabilité deB par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité deB par passage au complémentaire. SoitA ∈ B. Il existeA1, . . . , An ∈ C
t.q.Ai ∩Aj = ∅ si i 6= j etA = ∪ni=1Ai. On a alorsAc = ∩ni=1A

c
i . CommeAci est une réunion finie disjointe

d’éléments deC, on a bienAci ∈ B. La stabilité deB par intersection finie donne alors queAc ∈ B. On a donc
bien montré la stabilité deB par passage au complémentaire.

—————————————————————————————–

2. Montrer que l’algèbre engendrée parC est égale àB.
—————————————corrigé—————————————–

On noteA l’agèbre engendrée parC. CommeA est stable par union finie et contientC, il est clair queA ⊃ B.
CommeB contientC, pour montrer l’inclusion inverse, il suffit de montrer queB est une algèbre (carA est
l’intersection de toutes les algèbres contenantC). On montre donc maintenant queB est une algèbre.

Pour montrer queB est une algèbre, on montre queB vérifie les quatre propriétés d’une algèbre.

– E, ∅ ∈ B carC ⊂ B etE, ∅ ∈ C.
– La question précédente montre queB est stable par par intersection finie et par passage au complémentaire.
– La stabilité deB par union finie découle facilement de la stabilité deB par intersection finie et par passage au

complémentaire, car∪ni=1Ai = (∩ni=1A
c
i )
c.

On a bien montré queB est une algèbre. CommeB ⊃ C, on a doncB ⊃ A et finalementB = A.
—————————————————————————————–

Corrigé 18
SoitE un ensemble. PourΣ ⊂ P(E), on dit queΣ est une classe monotone (surE) si Σ vérifie les deux propriétés
suivantes (de stabilité par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :
– (An)n∈N ⊂ Σ,An ⊂ An+1 pour toutn ∈ N ⇒ ∪n∈NAn ∈ Σ,
– (An)n∈N ⊂ Σ,An ⊃ An+1 pour toutn ∈ N ⇒ ∩n∈NAn ∈ Σ.

1. SoitΣ ⊂ P(E). Montrer queΣ est une tribu si et seulement siΣ est une classe monotone et une algèbre (cf.
exercice 2.9).

—————————————corrigé—————————————–
– SiΣ est une tribu,Σ est stable par union dénombrable et intersection dénombrable. On en déduit immédiate-

ment queΣ est une algèbre et une classe monotone.
– On suppose maintenant queΣ est une algèbre et une classe monotone. CommeΣ est une algèbre, pour montrer

queΣ est une tribu, il suffit de montrer queΣ est stable par union dénombrable.

Soit donc(An)n∈N ⊂ Σ etA = ∪n∈NAn. On veut montrer queA ∈ Σ. On remarque queA = ∪n∈NBn avec
Bn = ∪np=0An. CommeΣ est une algèbre, on aBn ∈ Σ pour toutn ∈ N. Puis, commeΣ est de stable par
union croissante (noter queBn ⊂ Bn+1) dénombrable, on en déduit queA ∈ Σ. On a bien montré queΣ est
stable par union dénombrable et donc queΣ est une tribu.
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Noter que l’hypothèse de stabilité deΣ par intersection décroissante dénombrable n’a pas été utilisé. Elle sera
utile à la question 4.

—————————————————————————————–

2. Donner un exemple, avecE = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.

—————————————corrigé—————————————–
Il y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des tribus. En voici un :Σ = {R}.

—————————————————————————————–

3. Soit(Σi)i∈I une famille de classes monotones (surE). Montrer que∩i∈IΣi = {A ∈ P(E) ; A ∈ Σi pour tout
i ∈ I} est encore une classe monotone.

—————————————corrigé—————————————–
– Soit (An)n∈N ⊂ ∩i∈IΣi t.q.An ⊂ An+1 pour toutn ∈ N. On a donc, pour touti ∈ I, (An)n∈N ⊂ Σi et

donc, puisqueΣi est une classe monotone,∪n∈NAn ∈ Σi. On en déduit que∪n∈NAn ⊂ ∩i∈IΣi.
– Soit (An)n∈N ⊂ ∩i∈IΣi t.q.An ⊃ An+1 pour toutn ∈ N. On a donc, pour touti ∈ I, (An)n∈N ⊂ Σi et

donc, puisqueΣi est une classe monotone,∩n∈NAn ∈ Σi. On en déduit que∩n∈NAn ⊂ ∩i∈IΣi.
Ceci montre bien que∩i∈IΣi est une classe monotone.

—————————————————————————————–

Si C ⊂ P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée parC comme l’intersection
de toutes les classes monotones surE contenantC.

4. (Lemme des classes monotones) SoitA une algèbre surE. On noteΣ la classe monotone engendrée parA et
on noteT la tribu engendrée parA.

(a) Montrer queΣ ⊂ T .

—————————————corrigé—————————————–
Σ est l’intersection de toutes les classes monotones surA. Une tribu étant aussi une classe monotone, la tribu
T (engendrée parA) est donc une classe monotone contenantA. On en déduit queΣ ⊂ T .

—————————————————————————————–

(b) SoitA ⊂ E. On poseΣA = {B ⊂ E ; A \B ∈ Σ etB \A ∈ Σ}. Montrer queΣA est une classe monotone.

—————————————corrigé—————————————–
– Soit(Bn)n∈N ⊂ ΣA, Bn ⊂ Bn+1 pour toutn ∈ N. On poseB = ∪n∈NBn. On va montrer queB ∈ ΣA.

On aA\B = A\∪n∈NBn = ∩n∈N(A\Bn). La suite(A\Bn)n∈N est une suite décroissante deΣ. Comme
Σ est une classe monotone, on en déduitA \B = ∩n∈N(A \Bn) ∈ Σ.

On montre aussi queB \A ∈ Σ. En effet,B \A = ∪n∈NBn \A = ∪n∈N(Bn \A) ∈ Σ par la stabilité de
Σ par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré queB ∈ ΣA. Ce qui donne la stabilité deΣ par union croissante dénombrable.
– De manière analogue, on va montrer la stabilité deΣ par intersection décroissante dénombrable. Soit

(Bn)n∈N ⊂ ΣA,Bn ⊃ Bn+1 pour toutn ∈ N. On poseB = ∩n∈NBn.

CommeA \ B = ∪n∈N(A \ Bn), on obtientA \ B ∈ Σ en utilisant la stabilité deΣ par union croissante
dénombrable.

CommeB \ A = ∩n∈N(Bn \ A), on obtientB \ A ∈ Σ en utilisant la stabilité deΣ par intersection
décroissante dénombrable.

On a doncB ∈ ΣA. Ce qui donne la stabilité deΣ par intersection décroissante dénombrable.
On a bien montré queΣA est une classe monotone.

—————————————————————————————–
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(c) (Question plus difficile.) Montrer queΣ est une algèbre. [Utiliser la question (b) et la première question de
l’exercice 2.9.] En déduire queT = Σ.

—————————————corrigé—————————————–
Pour montrer queΣ est une algèbre, il suffit de montrer queΣ vérifie les propriétés(a) et (b) de la première
question de l’exercice 2.9. Il est immédiat que la propriété(a) est vérifiée carE ∈ A ∈ Σ. Pour montrer(b),
on utilise la classe monotoneΣA définie à la question 4 pourA ⊂ E.

SoitA ∈ A. CommeA est une algèbre, on a doncA ⊂ ΣA. La classe monotoneΣA contientA, elle contient
doncΣ qui est l’intersection de toutes les classes monotones contenantA. On a donc :

A ∈ A, B ∈ Σ ⇒ B ∈ ΣA. (13.2)

On remarque maintenant que, pour toutA,B ∈ P(E), on a :

A ∈ ΣB ⇔ B ∈ ΣA.

On déduit donc de (13.2) :
A ∈ A, B ∈ Σ ⇒ A ∈ ΣB .

SiB ∈ Σ, la classe monotoneΣB contient doncA. Elle contient alors aussiΣ (qui est l’intersection de toutes
les classes monotones surE contenantA). On a donc montré :

B ∈ Σ, A ∈ Σ ⇒ A ∈ ΣB.

On en déduit queA \B ∈ Σ siA,B ∈ Σ.

On a bien montré queΣ vérifie la propriété(b) de la première question de l’exercice 2.9 et donc queΣ est
une algèbre.

Pour conclure, on remarqueΣ est une classe monotone et une algèbre. C’est donc une tribu (par la ques-
tion 1) contenantA. Elle contient doncT (qui est l’intersection de toutes les tribus contenantA) et on a bien,
finalement,Σ = T .

—————————————————————————————–

Corrigé 19 (Caractérisation de la tribu engendrée)
SoitE un ensemble etA ⊂ P(E). On dit queA est stable par intersection finie siA,B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A. On
dit queA est stable par différence si :

A,B ∈ A, B ⊂ A⇒ A \B = A ∩Bc ∈ A.

On dit queA est stable par union dénombrable disjointe si :

(An)n∈N ⊂ A, An ∩Am = ∅ pourn 6= m⇒ ∪n∈NAn ∈ A.

SoitC ⊂ P(E).

1. On noteZ l’ensemble des parties deP(E) stables par différence et stables par union dénombrable disjointe.
Montrer qu’il existeD ∈ Z t.q.C ⊂ D et :

A ∈ Z, C ⊂ A ⇒ D ⊂ A.

—————————————corrigé—————————————–
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On noteZr l’ensemble des éléments deZ contenantC. On remarque tout d’abord queZr 6= ∅ carP(E) ∈ Zr.
Puis, on noteD l’ensemble des parties deE appartenant à tous les éléments deZr (c’est-à-dire que, pour
A ∈ P(E), on aA ∈ D si, pour toutB ∈ Zr,A ∈ B).

Il est facile de voir queD est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et queD contientC
(car tous les éléments deZr vérifient ces trois propriétés). Enfin,A ∈ Zr ⇒ D ⊂ A, ce qui est bien la propriété
demandée.

—————————————————————————————–
Dans la suite, on note toujoursD cette partie deP(E). On suppose maintenant queC est stable par intersection
finie et queE ∈ C.

2. PourA ∈ P(E), on noteDA = {D ∈ D t.q.A ∩D ∈ D}.

(a) SoitA ∈ P(E). Montrer queDA est stable par union dénombrable disjointe et stable par différence.
—————————————corrigé—————————————–

Soit (Dn)n∈N ⊂ DA avecDn ∩Dm = ∅ si n 6= m. On va montrer que∪n∈NDn ∈ DA. On remarque tout
d’abord que∪n∈NDn ∈ D carDn ∈ D, pour toutn ∈ N, etD est stable par union dénombrable disjointe.
Puis,A∩ (∪n∈NDn) = ∪n∈N(Dn ∩A) ∈ D carDn ∩A ∈ D, pour toutn ∈ N, (Dn ∩A)∩ (Dm ∩A) = ∅,
si n 6= m, etD est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montréque∪n∈NDn ∈ DA. Ce qui
prouve queDA est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenantD1, D2 ∈ DA, avecD1 ⊂ D2. On va montrer queD2\D1 ∈ DA. Pour cela, on remarque que
D2\D1 ∈ D carD1, D2 ∈ D et queD est stable par différence. Puis,A∩(D2\D1) = (A∩D2)\(A∩D1) ∈ D
carA ∩ D1, A ∩ D2 ∈ D, (A ∩ D1) ⊂ (A ∩ D2) et D est stable par différence. On a donc montré que
D2 \D1 ∈ DA. Ce qui prouve queDA est stable par différence.

—————————————————————————————–

(b) SoitA ∈ C. Montrer queC ⊂ DA. En déduire queDA = D.
—————————————corrigé—————————————–

SoitB ∈ C. On aB ∈ D (carD ⊃ C) etA∩B ∈ C (carC est stable par intersection finie), doncA ∩B ∈ D.
Ceci montre queB ∈ DA et doncC ⊂ DA.

CommeDA est stable par différence, stable par union dénombrable disjointe et queDA contientC, la ques-
tion 1 donneDA ⊃ D et, finalement,DA = D.

—————————————————————————————–

(c) SoitA ∈ D. Montrer queDA = D. En déduire queD est stable par intersection finie.
—————————————corrigé—————————————–

SoitB ∈ C. On aB ∈ D (carD ⊃ C). CommeB ∈ C, la question précédente donneD = DB et donc
A ∈ DB. On a doncA ∩B ∈ D. Ceci montre queB ∈ DA et doncC ⊂ DA.

On en déduit, comme à la question précédente, queDA = D.

Soit maintenantB ∈ D. CommeD = DA, on aB ∈ DA et doncA∩B ∈ D. L’intersection de deux éléments
deD est donc aussi dansD. Ceci prouve bien la stabilité deD par intersection finie (une récurrence facile
donne que l’intersection d’un nombre fini d’éléments deD est aussi dansD).

—————————————————————————————–

3. Montrer queD est une tribu. En déduire queD est la tribu engendrée parC.
—————————————corrigé—————————————–

On remarque queE ∈ D (carE ∈ C ⊂ D) et queD est stable par complémentaire car, siA ∈ D, on aE\A ∈ D
carD est stable par différence (etE,A ∈ D avecA ⊂ E). Pour montrer queD est une tribu, il suffit de montrer
queD est stable par union dénombrable (non nécessairement disjointe).
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Soit (An)n∈N ⊂ D. CommeD est stable par complémentaire, on aussiAcn ∈ D, pour toutn ∈ N. Pour tout
n ∈ N, on pose :

Bn = An ∩ (∩n−1
i=0 A

c
i ).

On aBn ∈ D carD est stable par inteserction finie etBn ∩ Bm = ∅ si n 6= m (en notant queBn ⊂ An et
Bm ⊂ Acn sim > n). CommeD est stable par union dénombrable disjointe, on en déduit∪n∈NBn ∈ D et donc
∪n∈NAn ∈ D (car∪n∈NAn = ∪n∈NBn). Ceci prouve queD est stable par union dénombrable et donc queD
est une tribu.

On a ainsi montré queD est une tribu contenantC et donc contenant la tribu engendrée parC, notéeτ(C).
D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenantC appartient àZr (défini à la question 1) et donc que
τ(C) contientD. On a bien montré finalement queD = τ(C).

Remarque : l’hypothèse “E ∈ C" n’a été utilisée qu’une seule fois. Elle n’a été utilisée que pour montrer que
E ∈ D (dans la question 3). On peut remplacer cette hypothèse par “il existe une suite(En)n∈N ⊂ C t.q.
En∩Em = ∅, sin 6= m, etE = ∪n∈NEn". En effet, de cette hypothèse, on déduit aussiE ∈ D carD est stable
par union dénombrable disjointe etC ⊂ D. La suite du raisonnement de la question 3 donne alors aussi queD
est la tribu engendrée parC.

—————————————————————————————–

13.2 Mesures

Corrigé 20 (Exemples de mesures)
Soit E un ensemble infini non dénombrable. Pour toute partieA deE, on posem(A) = 0 si A est au plus
dénombrable, etm(A) = +∞ sinon. L’applicationm est-elle une mesure surP(E) ?

—————————————corrigé—————————————–
Oui, l’applicationm est une mesure surP(E). En effet, on a bienm(∅) = 0 et si (An)n∈N ⊂ P(E) on a
m(∪n∈NAn) =

∑+∞
n=0m(An) = 0 siAn est au plus dénombrable pour toutn ∈ N (car une réunion d’ensembles

au plus dénombrables est au plus dénombrable) etm(∪n∈NAn) =
∑+∞

n=0m(An) = ∞ si il existen ∈ N t.q.An
est infini non dénombrable. On a donc toujoursm(∪n∈NAn) =

∑+∞
n=0m(An) (noter d’ailleurs qu’il est inutile de

supposer lesAn disjoints 2 à 2).
—————————————————————————————–

Corrigé 21 (Mesure trace et restriction d’une mesure)
Soit (E, T,m) un espace mesuré

1. SoitF ∈ T . Montrer que la tribu trace deT surF , notéeTF , est incluse dansT (cette tribu est une tribu surF ).
Montrer que la restriction dem àTF est une mesure surTF . On l’appellera latracedem surF . Sim(F ) <∞,
cette mesure est finie.

—————————————corrigé—————————————–
SoitB ∈ TF , il existe doncA ∈ T t.q.B = A ∩ F . CommeF ∈ T , on a donc aussiB ∈ T .

On notemF la restriction dem àTF , on a doncmF (B) = m(B) pour toutB ∈ TF . Il est alors immédiat de
voir quemF (∅) = 0 et quemF estσ-additive surTF , mF est donc une mesure surTF . Sim(F ) < ∞, on a
mF (F ) = m(F ) < ∞, la mesuremF est donc finie (mais la mesurem peut ne pas être finie, c’est-à-dire que
l’on peut avoirm(E) = ∞).

—————————————————————————————–
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2. SoitA une tribu incluse dansT . La restriction dem àA est une mesure. Est-elle finie (resp.σ-finie) sim est
finie (resp.σ-finie) ?

—————————————corrigé—————————————–
On notema la restriction dem àA, on a doncma(B) = m(B) pour toutB ∈ A. Il est clair quema est une
mesure surA.

– Sim est finie, on ama(E) = m(E) <∞,ma est donc aussi une mesure finie.
– Sim estσ-finie, il existe une suite(An)n∈N ⊂ T t.q.∪n∈NAn = E etm(An) < ∞ pour toutn ∈ N. Mais,

comme lesAn ne sont pas nécessairement dansA, la mesurema peut ne pas êtreσ-finie. On peut construire
un exemple facilement de la manière suivante :
On suppose quem estσ-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple(E, T,m) = (R,B(R), λ))
et on prendA = {∅, E}. La mesurema n’est pasσ-finie. . .

—————————————————————————————–

Corrigé 22
Soit(E, T,m) un espace mesuré fini (“fini" signifie quem(E) <∞) et(An)n∈N, (Bn)n∈N des suites d’ensembles
mesurables tels queBn ⊂ An pour toutn ∈ N.

1. Montrer que(∪n∈NAn) \ ∪n∈NBn ⊂ ∪n∈N(An \Bn).

—————————————corrigé—————————————–
Soit x ∈ (∪n∈NAn) \ ∪n∈NBn, on a doncx ∈ ∪n∈NAn et x /∈ ∪n∈NBn, c’est-à-dire qu’il existep ∈ N t.q.
x ∈ Ap et que, pour toutn ∈ N, x /∈ Bn. On a doncx ∈ Ap \ Bp, ce qui prouve quex ∈ ∪n∈N(An \ Bn) et
donc que(∪n∈NAn) \ ∪n∈NBn ⊂ ∪n∈N(An \Bn).

—————————————————————————————–

2. Montrer quem(∪n∈NAn) −m(∪n∈NBn) ≤
∑

n∈N(m(An) −m(Bn)).

—————————————corrigé—————————————–
Puisquem(E) < ∞, on a, pour toutA,B ∈ T t.q.B ⊂ A, m(A \B) = m(A) −m(B). La monotonie dem,
la σ-sous additivité dem (et la question précédente) nous donne alors :

m(∪n∈NAn) −m(∪n∈NBn) = m((∪n∈NAn) \ (∪n∈NBn))

≤ m(∪n∈N(An \Bn)) ≤
∑+∞

n=0m(An \Bn) =
∑+∞

n=0(m(An) −m(Bn)).

—————————————————————————————–

Corrigé 23
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini et(An)n∈N ⊂ T t.q., pour toutn ∈ N, m(An) = m(E). Montrer que
m(∩n∈NAn) = m(E).

—————————————corrigé—————————————–
Commem(E) < ∞, on am(Ac) = m(E) − m(A) pour toutA ∈ T . Dem(An) = m(E), on déduit alors
m(Acn) = 0 pour toutn ∈ N. Parσ-sous additivité dem, on a alorsm(∪n∈NA

c
n) = 0. Comme∪n∈NA

c
n =

(∩n∈NAn)
c, on a doncm((∩n∈NAn)

c) = 0 et doncm(∩n∈NAn) = m(E).
—————————————————————————————–

Corrigé 24 (Sur la mesure d’une union. . . )
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Soit (Ω,A,m) un espace mesuré etn ∈ N⋆. SoitA1, . . . , An ∈ A etB ∈ A. On suppose quem(Ap) < ∞ pour
toutp. Montrer que

m(∪np=1(B ∩Ap)) =

n∑

k=1

(−1)k+1


 ∑

1≤i1<...<ik≤n
m(B ∩ (∩kj=1Aij ))


 .

—————————————corrigé—————————————–
En attente

—————————————————————————————–

Corrigé 25 (Contre exemples. . . )

1. Soitλ la mesure de Lebesgue surB(R) etA ∈ B(R) t.q.λ(A) = 0. A-t-on nécessairementA fermé ?

—————————————corrigé—————————————–
Non,A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exempleA = { 1

n , n ≥ 1}. On aλ(A) = 0 etA
n’est pas fermé (car0 appartient à l’adhérence deA sans être dansA).

—————————————————————————————–

2. Soit (E, T ) un espace mesurable etC ⊂ P(E) qui engendreT . On considèrem1 etm2 des mesures surT .
Montrer quem1(A) = m2(A) pour toutA ∈ C n’implique pas quem1 = m2 surT . [On pourra trouver un
exemple (facile) avec(E, T ) = (R,B(R)) etm1, m2 non finies. Un exemple avec(E, T ) = (R,B(R)) etm1,
m2 finies est aussi possible mais plus difficile à trouver. . .]

—————————————corrigé—————————————–
on prend(E, T ) = (R,B(R)).
– Exemple “facile" (avecm1,m2 non finies).

On prendC1 = {]a,∞[, a ∈ R}. On a bienT (C1) = B(R), c’est-à-dire queC1 engendreB(R) (voir la
proposition 2.2). On prend alorsm1 = λ etm2 = 2λ (c’est-à-direm2(B) = 2λ(B) pour toutB ∈ B(R)). On
a bienm1(B) = m2(B) pour toutB ∈ C1 (car on a alorsm1(B) = m2(B) = ∞). Maism1 6= m2 puisque,
par exemple,m1(]0, 1[) = 1 etm2(]0, 1[) = 2.

– Exemple “difficile" (avecm1,m2 finies).
On prend maintenantC2 = {B ∈ B(R) ; {−1, 0, 1} ∩ B = ∅} ∪ {{−1, 0}} ∪ {{0, 1}} (un élément deC2

est donc un borélien ne contenant ni−1 ni 0 ni 1, ou bien la partie{−1, 0}, ou bien la partie{0, 1}). On
montre d’abord queT (C2) = B(R). Il est clair queT (C2) ⊂ B(R) carC2 ⊂ B(R). Pour montrer l’inclusion
inverse, c’est-à-direB(R) ⊂ T (C2), on remarque que{0} = {−1, 0} ∩ {0, 1} ∈ T (C2) et donc que{−1} =
{−1, 0} \ {0} ∈ T (C2), {1} = {0, 1} \ {0} ∈ T (C2). Finalement on voit alors queB(R) ⊂ T (C2) car tout
borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni−1 ni 0 ni 1 (qui appartient donc àT (C2)), auquel on
ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s) élément(s) deT (C2) (qui sont les parties{0}, {−1} et{1}, on conclut
alors avec la stabilité par union finie de la tribuT (C2)).

On rappelle que, poura ∈ R, on noteδa la mesure de dirac surB(R). On a donc, pourB ∈ B(R), δa(B) = 1
si a ∈ B et δa(B) = 0 si a /∈ B. On prend alorsm1 = δ−1 + δ0 + δ1 et m2 = 2δ−1 + 2δ1. On a
clairementm1 = m2 sur C2 carm1(B) = m2(B) = 0 si B ∈ B(R) est t.q.{−1, 0, 1} ∩ B = ∅ et
m1({−1, 0}) = m2({−1, 0}) = m1({0, 1}) = m2({0, 1}) = 2. Enfin, on am1 6= m2 puisque, par exemple,
m1({0}) = 1 etm2({0}) = 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 26 (Résultat d’unicité)
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Soit (E, T ) un espace mesurable etm,µ deux mesures surT . SoitC ⊂ P(E). On suppose queC engendreT et
queC est stable par intersection finie.

On suppose quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ C.

1. On suppose queE ∈ C et quem(E) <∞. Montrer quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ T . [On pourra introduire
D = {A ∈ T, m(A) = µ(A)} et utiliser l’exercice 2.14.]

—————————————corrigé—————————————–
On poseD = {A ∈ T, m(A) = µ(A)}. La σ−additivité dem et µ montre queD est stable par union
dénombrable disjointe. Commem(E) < ∞, on peut aussi montrer queD est stable par différence (au sens de
l’exercice 2.14). En effet, siA,B ∈ D, avecB ⊂ A, on a (par additivité dem etµ) m(B)+m(A\B) = m(A)
etµ(B) + µ(A \ B) = µ(A). Commem(A) < ∞ etµ(A) < ∞, on a doncm(A \ B) = m(A) −m(B) et
µ(A \B) = µ(A) − µ(B), ce qui prouve quem(A \B) = µ(A \B) et donc queA \B ∈ D.

On utilise maintenant l’exercice 2.14. CommeD ⊃ C, C est stable par intersection finie etE ∈ C, la question 3
de l’exercice 2.14 permet de montrerD = τ(C) = T . (Plus précisément, commeD ⊃ C, on aD ∈ Zr, oùZr
est défini dans le corrigé 19. Puis, en utilisant queC est stable par intersection finie et queE ∈ C, la dernière
question de l’exercice 2.14 donne queD ⊃ τ(C).)

On a donc bien montré quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ T .
—————————————————————————————–

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite(En)n∈N ⊂ C t.q.En ∩ Em = ∅ si n 6=m,m(En) <∞ pour toutn ∈ N etE
= ∪n∈NEn. Montrer quem(A) = µ(A) pour toutA ∈ T .

—————————————corrigé—————————————–
Soit n ∈ N. PourA ∈ T , on posemn(A) = m(A ∩ En) et µn(A) = µ(A ∩ En) (noter queA ∩ En ∈ T ,
carA,En ∈ T ). On obtient ainsi deux mesures surT , mn et µn. Ces deux mesures sont égales surC (car
A ∩ En ∈ C puisqueC est stable par intersection finie).

On raisonne alors comme à la question précédente. On poseD = {A ∈ T, mn(A) = µn(A)} et le raisonnement
de la question récédente donne queD est stable par union dénombrable disjointe et (grâce àmn(E) <∞) queD
est stable par différence (au sens de l’exercice 2.14). On utilise maintenant la remarque de la fin de la question 3
de l’exercice 2.14. CommeD ⊃ C, C est stable par intersection finie etE est une union dénombrable disjointe
d’éléments deC, cette remarque donneD = τ(C) = T . On a donc, pour toutA ∈ T et toutn ∈ N :

m(A ∩ En) = mn(A) = µn(A) = µ(A ∩En).

On en déduit quem(A) = µ(A), pour toutA ∈ T , car, parσ−additivité dem et µ, m(A) =
∑

n∈N m(A ∩
En) =

∑
n∈N µ(A ∩En) = µ(A).

—————————————————————————————–

3. Avec(E, T ) = (R,B(R), donner un exemple pour lequelE ∈ C etm 6= µ.
—————————————corrigé—————————————–

Un exemple simple est obtenu en prenant pourC lensemble des ouverts deR, µ = 2m etm définie surT par
m(A) =card(A) siA a un nombre fini d’éléments etm(A) = +∞ sinon.

—————————————————————————————–

Corrigé 27 (Mesure atomique, mesure diffuse)
Soit (E, T ) un espace mesurable t.q.{x} ∈ T pour toutx ∈ E. Une mesurem surT est diffuse sim({x}) = 0
pour toutx ∈ E. Une mesurem surT est purement atomique si il existeS ∈ T t.q.m(Sc) = 0 etm({x}) > 0 si
x ∈ S.
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1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour(E, T ) = (R, B(R)) un exemple
de mesure purement atomique et un exemple de mesure diffuse.[Montrer que la mesure de Lebesgue surB(R)
est diffuse.]

—————————————corrigé—————————————–
Soitm une mesure purement atomique et soitS ∈ T t.q.m(Sc) = 0 etm({x}) > 0 si x ∈ S. Sim est diffuse,
on am({x}) = 0 pour toutx ∈ E, doncS = ∅ etm = 0.

On rappelle que, poura ∈ R, on noteδa la mesure de dirac surB(R). On a donc, pourB ∈ B(R), δa(B) = 1
si a ∈ B et δa(B) = 0 si a /∈ B. La mesureδa est (pour touta ∈ R) purement atomique, il suffit de prendre
S = {a}, on a bienδa(Sc) = 0 etδa({a}) = 1 > 0.

Un exemple de mesure diffuse sur(R,B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue surB(R).
—————————————————————————————–

2. Soitm une mesure diffuse surT . Montrer que tous les ensembles dénombrables sont de mesurenulle.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA une partie dénombrable deE. Il existe donc une suite(xn)n∈N ⊂ E t.q.A = {xn, n ∈ N} = ∪n∈N{xn}.
On a doncA ∈ T (car {xn} ∈ T pour toutn ∈ N et queT est stable par union dénombrable) etm(A) ≤∑+∞
n=0m({xn}) = 0 carm est diffuse.

—————————————————————————————–

3. Soitm une mesure surT . On suppose quem estσ-finie, c’est à dire qu’il existe(En)n∈N ⊂ T t.q.E = ∪n∈NEn
etm(En) < +∞ pour toutn ∈ N.

(a) Montrer que l’ensemble desx ∈ E t.q. m({x}) > 0 (de telsx sont appelés “atomes" dem) est au plus
dénombrable. [On pourra introduire l’ensembleAn,k = {x ∈ En; m(x) ≥ 1

k}.]

—————————————corrigé—————————————–
On poseA = {x ∈ E;m({x}) > 0}. Six ∈ A, il existen ∈ N t.q.x ∈ En et il existek ∈ N⋆ t.q.m({x}) ≥
1
k . On a doncx ∈ An,k. Ceci montre queA = ∪(n,k)∈N×N⋆An,k. Pour montrer queA est au plus dénom-
brable, il suffit de montrer queAn,k est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable d’ensembles au
plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit doncn ∈ N etk ∈ N⋆. Soitx1, . . . , xp p éléments distincts
deAn,k. Par monotonie et additvité dem, on a pk ≤ ∑p

n=1m({xn}) = m({x1, . . . , xp}) ≤ m(En) < ∞.
On en déduit quep ≤ km(En) < ∞ et donc queAn,k a un nombre fini d’éléments (ce nombre est inférieur
ou égal àkm(En)). On en déduit donc queA est au plus dénombrable.

—————————————————————————————–

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffusemd et une mesure purement atomiquema sur T telles quem =
md + ma. Montrer quemd et ma sont étrangères, c’est à dire qu’il existeA ∈ T t.q. md(A) = 0 et
ma(A

c) = 0.

—————————————corrigé—————————————–
On considère toujoursA = {x ∈ E; m({x}) > 0}. On remarque tout d’abord queA ∈ T (carA est au plus
dénombrable, d’après la question précédente, et que les singletons, c’est-à-dire les parties réduites à un seul
élément, sont dansT ). On pose alors, pour toutB ∈ T :

ma(B) = m(B ∩A), md(B) = m(B ∩Ac).

Il est facile de voir quemd etma sont des mesures surT et que, par additivité dem, on a bienm = ma+md.
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La mesuremd est diffuse car, six ∈ E, on amd({x}) = m({x}) = 0 si x ∈ Ac (carA contient tous les
points t.q.m({x}) > 0) etmd({x}) = m(∅) = 0 si x ∈ A (car{x} ∩Ac = ∅).

La mesurema est purement atomique. Il suffit de prendreS = A, on a bienma(S
c) = m(Ac ∩ A) = 0 et

ma({x}) = m({x}) > 0 si x ∈ S = A.

Enfin,ma etmd sont étrangères carmd(A) = 0 etma(A
c) = 0.

—————————————————————————————–

(c) Montrer que sim est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieureou égale à la mesure de tous les
autres singletons. Montrer que ceci peut-être inexact sim n’est queσ-finie.

—————————————corrigé—————————————–
On suppose quem est finie. SoitM = sup{m({x}), x ∈ E}. On veut montrer qu’il existex ∈ E t.q.M =
m({x}). On supposeM > 0 (sinon, il suffit de prendre n’importe quelx ∈ E pour avoirm({x}) = M ).
On va raisonner par l’absurde, on suppose donc quem({x}) < M pour toutx ∈ E. Par définition deM , Il
existe une suite(xn)n∈N ⊂ E t.q.m({xn}) → M quandn → ∞. Commem({xn}) < M pour toutn ∈ N,
on peut même supposer (quitte à extraire une sous suite) quem({xn}) < m({xn+1}) < M pour toutn ∈ N.
Quitte à supprimer les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer quem({x0}) > M

2 . Les pointsxn
sont alors tous distincts, ce qui donne

∑+∞
n=0m({xn}) = m({xn, n ∈ N}) ≤ m(E). Ceci est impossible car

m(E) <∞ etm({xn}) > M
2 pour toutn ∈ N (donc

∑+∞
n=0m({xn}) = ∞).

Exemple de mesureσ-finie pour laquelleM n’est pas atteint.

SurB(R) on définitm parm(B) =
∑∞

n=2(1 − 1
n )δn(B) (où δn est le mesure de Dirac au pointn ∈ N).

Pour montrer quem est une mesure, on peut remarquer, en posantN2 = {n ∈ N ; n ≥ 2}, quem(B) =∑
n∈N2;n∈B(1 − 1

n ). SiB = ∪p∈NBp avecBp ∩Bq = ∅ si p 6= q, on a

∑

p∈N

m(Bp) =
∑

p∈N

∑

n∈N2;n∈Bp

(1 − 1

n
) =

∑

(n,p)∈N2×N;n∈Bp

(1 − 1

n
)

(on utilise ici le lemme 2.3 page 31). Comme lesBp sont disjoints 2 à 2,n appartient àBp pour au plus 1p,
et commeB = ∪p∈NBp, on obtient

∑

(n,p)∈N2×N;n∈Bp

(1 − 1

n
) =

∑

n∈N2×N;n∈B
(1 − 1

n
) = m(B).

Ceci prouve laσ-additivité dem. Le fait quem(∅) = 0 est immédiat. On a donc bien montré quem est une
mesure.

La mesurem est bienσ-finie, il suffit de remarquer quem([−n, n]) < ∞ pour toutn ∈ N et queR =
∪n∈N[−n, n]. enfin, pour cette mesurem, on aM = sup{m({x}), x ∈ E} = 1 et il n’existe pas dex ∈ R
t.q.m({x}) = 1. En fait,m est purement atomique carm((N2)

c) = 0 et on a0 < m({x}), pour toutx ∈ N2.
—————————————————————————————–

4. Pour(E, T ) = (R,B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie dont l’ensemble des atomes
est infini.

—————————————corrigé—————————————–
Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite à la question précédente. Sur(R,B(R)
on définitm parm(B) =

∑∞
n=1

1
n2 δn(B). Une démonstration analogue à celle faite à la question précédente
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montre quem est bien une mesure surB(R), m est finie (on am(R) = π2

6 < ∞), m est atomique car
m((N⋆)c) = 0 et0 < m({x}) < 1, pour toutx ∈ N⋆. L’ensemble des atomes dem est infini, c’estN⋆.

—————————————————————————————–

Corrigé 28 (limites sup et inf d’ensembles)
Soit (E, T,m) un espace mesuré et(An)n∈N ⊂ T . On rappelle quelim supn→∞An = ∩n∈N ∪p≥n Ap et
lim infn→∞ An = ∪n∈N ∩p≥n Ap.
1. On suppose qu’il existen0 ∈ N t.q.m(∪p≥n0Ap) <∞. Montrer que

m(lim inf
n→∞

An) ≤ lim inf
n→∞

m(An) ≤ lim sup
n→∞

m(An) ≤ m(lim sup
n→∞

An).

—————————————corrigé—————————————–
– La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposition 2.3) donne :

m(lim inf
n→∞

An) = lim
n→∞

m(∩p≥nAp).

La monotonie dem donnem(∩p≥nAp) ≤ m(Aq) pour toutq ≥ n. On a donc

m(∩p≥nAp) ≤ inf
p≥n

m(Ap)

et donclimn→∞m(∩p≥nAp) ≤ limn→∞(infp≥nm(Ap)), c’est-à-dire :

m(lim inf
n→∞

An) ≤ lim inf
n→∞

m(An).

– Deinfp≥nm(Ap) ≤ supp≥nm(Ap), on déduit

lim inf
n→∞

m(An) ≤ lim sup
n→∞

m(An).

– Comme il existen0 ∈ N t.q. m(∪p≥n0Ap) < ∞, la propriété de continuité décroissante d’une mesure
(voir la proposition 2.3) donnem(lim supn→∞An) = limn→∞m(∪p≥nAp). La monotonie dem donne
m(∪p≥nAp) ≥ m(Aq) pour toutq ≥ n. On a donc

m(∪p≥nAp) ≥ sup
p≥n

m(Ap)

et donclimn→∞m(∪p≥nAp) ≥ limn→∞(supp≥nm(Ap)), c’est-à-dire :

m(lim sup
n→∞

An) ≥ lim sup
n→∞

m(An).

—————————————————————————————–

2. Donner un exemple (c’est-à-dire choisir(E, T,m) et (An)n∈N ⊂ T ) pour lequel :

lim sup
n→∞

m(An) > m(lim sup
n→∞

An).

—————————————corrigé—————————————–
On prend(E, T,m) = (R,B(R), λ) etAn = [n, n+ 1[, pour toutn ∈ N. On obtient alors :

lim sup
n→∞

m(An) = 1 > 0 = m(∅) = m(lim sup
n→∞

An).

—————————————————————————————–
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3. Donner un exemple avecm finie (c’est-à-direm(E) <∞) pour lequel

m(lim inf
n→∞

An) < lim inf
n→∞

m(An) < lim sup
n→∞

m(An) < m(lim sup
n→∞

An).

—————————————corrigé—————————————–
On prend(E, T,m)=([0, 4],B([0, 4]), λ) (plus précisément,λ est ici la restriction àB([0, 4]) deλ qui est une
mesure surB(R)) etA2n = [0, 2], A2n+1 = [1, 4] pour toutn ∈ N. On obtientlim supn→∞An = [0, 4] et
lim infn→∞An = [1, 2]. On a ainsi :

m(lim infn→∞An) = 1, lim infn→∞m(An) = 2, lim supn→∞m(An) = 3 etm(lim supn→∞An) = 4.
—————————————————————————————–

4. (⋆) (Lemme de Borel-Cantelli) On suppose que
∑

n∈N m(An) <∞.
Montrer quem(lim supn→∞ An) = 0.

—————————————corrigé—————————————–
De
∑

n∈Nm(An) < ∞ on déduit que
∑∞

p=nm(Ap) → 0 quandn → ∞ et donc quem(∪p≥nAp) → 0 quand
n→ ∞ (car, parσ-sous additivté dem, on am(∪p≥nAp) ≤

∑∞
p=nm(Ap)). Par continuité décroissante dem,

on en déduit alorsm(lim supn→∞ An) = 0.
—————————————————————————————–

Corrigé 29 (Petit ouvert dense. . . )(⋆⋆)
On considère ici l’espace mesuré(R,B(R), λ). Soitε > 0, peut-on construire un ouvert dense dansR de mesure
inférieure àε ? [On rappelle qu’une partieA deR est dense dansR siA = R ou encore si, pour toutx ∈ R et pour
toutε > 0, il existea ∈ A t.q. |x− a| < ε.]

—————————————corrigé—————————————–
La réponse est “oui". . . . Soitε > 0. CommeQ est dénombrable, il existeϕ : N → Q, bijective. On considère
alorsO = ∪n∈N]ϕ(n) − ε

2n+2 , ϕ(n) + ε
2n+2 [.O est bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dansR (car

O ⊃ Q etQ est dense dansR) et, parσ-sous additivité d’une mesure, on aλ(O) ≤ ε
∑+∞
n=0

1
2n+1 = ε.

—————————————————————————————–

Corrigé 30 (Non existence d’une mesure surP(R) exprimant la longueur) (⋆⋆)
On définit la relation d’équivalence sur[0, 1[ : xRy si x − y ∈ Q. En utilisant l’axiome du choix, on construit un
ensembleA ⊂ [0, 1[ tel queA contienne un élément et un seul de chaque classe d’équivalence. Pourq ∈ Q∩ [0, 1[,
on définitAq = {y ∈ [0, 1[; y = x + q ouy = x + q − 1, x ∈ A}, c’est-à-direAq = {y ∈ [0, 1[ ; y − q ∈ A ou
y − q + 1 ∈ A}.

1. Montrer que
⋃
q∈Q∩[0,1[Aq = [0, 1[.

—————————————corrigé—————————————–
Soit y ∈ [0, 1[, il existex ∈ A t.q. yRx (carA contient un élément dans chaque classe d’équivalence), c’est-
à-dire y − x ∈ Q. Commey − x ∈] − 1, 1[ (car x, y ∈ [0, 1[), on a doncy − x = q ∈ Q ∩ [0, 1[ ou
y − x + 1 = q ∈ Q∩]0, 1[. Ceci donney ∈ Aq. On a donc[0, 1[⊂ ∪q∈Q∩[0,1[Aq. CommeAq ⊂ [0, 1[ pour tout
q ∈ Q ∩ [0, 1[, on a finalement[0, 1[= ∪q∈Q∩[0,1[Aq.

Il est important aussi de remarquer que lesAq sont disjoints 2 à 2. En effet, siy ∈ Aq ∩Aq′ , il existex, x′ ∈ A
t.q.y−x = q ou(q−1) ety−x′ = q′ ou(q′−1). On en déduitx−x′ ∈ Q et doncx = x′ (carA contient un seul
élément de chaque classe d’équivalence). Ceci donneq = q′ = y − x (si y − x ∈ [0, 1[) ou q = q′ = y − x+ 1
(si y − x ∈] − 1, 0[).

—————————————————————————————–
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2. Montrer que sim est une application deP(R) dansR+, invariante par translation et vérifiantm([0, 1[) = 1,m
ne peut pas êtreσ- additive. En déduire la non-existence d’une mesurem, surP(R), invariante par translation
et t.q.m([a, b]) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b. En particulier, montrer que l’applicationλ⋆, définie en cours,
ne peut pas être une mesure surP(R).

—————————————corrigé—————————————–
On suppose quem est une mesure surP(R) vérifiantm([0, 1[) = 1. Laσ- additivité dem donne alors, avec la
première question,

1 =
∑

q∈Q∩[0,1[

m(Aq). (13.3)

Pourx ∈ R etB ∈ P(R), on noteB + x = {y + x, y ∈ B}. On suppose quem est invariante par translation,
on a doncm(B + x) = m(B) pour toutB ∈ P(R) et toutx ∈ R.

On remarque maintenant queAq = ((A + q) ∩ [0, 1[) ∪ ((A + q − 1) ∩ [0, 1[) pour toutq ∈ Q ∩ [0, 1[. De
plus, siy ∈ ((A + q) ∩ [0, 1[) ∩ ((A + q − 1) ∩ [0, 1[), il existex, x′ ∈ A t.q. y = x + q = x′ + q − 1,
doncx′ − x = 1, ce qui est impossible. Ceci montre que((A + q) ∩ [0, 1[) ∩ ((A + q − 1) ∩ [0, 1[) = ∅. On
a donc, en utilisant l’additivité dem, l’invariance par translation dem et le fait queA + q ⊂ [0, 2[, m(Aq) =
m((A+q)∩ [0, 1[)+m((A+q−1)∩ [0, 1[) = m((A+q)∩ [0, 1[)+m((A+q)∩ [1, 2[) = m(A+q) = m(A),
pour toutq ∈ Q ∩ [0, 1[. On en déduit

∑
q∈Q∩[0,1[m(Aq) = 0 si m(A) = 0 et

∑
q∈Q∩[0,1[m(Aq) = ∞ si

m(A) > 0, et donc
∑

q∈Q∩[0,1[m(Aq) 6= 1, en contradiction avec (13.3). Il n’existe donc pas de mesure sur
P(R), invariante par translation et t.q.m([0, 1[) = 1.

Sim est une mesure surP(R), invariante par translation et t.q.m([a, b]) = b− a pour touta, b ∈ R, a < b. On
montre quem[0, 1[= 1 en utilisant la continuité croissante dem et le fait que[0, 1[= ∪n≥1[0, 1− 1

n ]. Il est donc
impossible de trouver une telle mesure.
L’applicationλ⋆ définie en cours surP(R) (à valeurs dansR+) est invariante par translation et vérifieλ⋆([a, b])
= b− a pour touta, b ∈ R, a < b. Elle n’est donc pasσ-additive surP(R).

—————————————————————————————–

Corrigé 31
Soitm une mesure surB(R) t.q. pour tout intervalleI et toutx ∈ R on aitm(I) = m(I+x) (avecI+x = {a+x,
a ∈ I}) etm([0, 1]) = 1. Montrer que pour toutx ∈ R,m({x}) = 0 (i.e.m est diffuse). En déduire quem est la
mesure de Lebesgue surB(R). [On pourra découper[0, 1[ enq intervalles de longueur1/q.]

—————————————corrigé—————————————–
On posem({0}) = α. Soitx ∈ R. On prendI = {0} (I est bien un intervalle) de sorte queI + x = {x}. On a
alorsα = m({0}) = m(I) = m(I + x) = m({x}). On a donc montré quem({x}) = α pour toutx ∈ R. Pour
montrer queα = 0, il suffit, par exemple, de remarquer que, en utilisant laσ-additivité dem :

1 = m([0, 1]) ≥
∞∑

n=1

m({ 1

n
}) ≥

∞∑

n=1

α.

On en déduitα = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal à+∞ et l’inégalité est alors
fausse).

On a donc bien montré quem({x}) = 0 pour toutx ∈ R. Ceci donne, en particulier que1 = m([0, 1]) =
m([0, 1[) +m({1}) = m([0, 1[).
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Soit maintenantq ∈ N⋆. On am([ iq ,
i+1
q [) = m([0, 1

q [) pour touti ∈ {0, . . . , q − 1}, car[ iq ,
i+1
q [= [0, 1

q [+
i
q . On

en déduit :

1 = m([0, 1[) =

q−1∑

i=0

m([
i

q
,
i+ 1

q
[) = qm([0,

1

q
[),

et doncm([0, 1
q [) = 1

q . Ceci donne aussi, pour toutx ∈ R,m([x, x + 1
q [) = 1

q , car[x, x+ 1
q [= [0, 1

q [+x.

En utilisant l’additivité dem, on a donc, pour toutp ∈ N⋆ :

m([0,
p

q
[) =

p−1∑

i=0

m([
i

q
,
i+ 1

q
[) =

p

q
. (13.4)

De (13.4), on va déduirem([α, β[) = β − α pour toutα, β ∈ R t.q.α < β. En effet, soitα, β ∈ R t.q.α < β.
Comme[α, β[= [0, γ[+α, avecγ = β − α, on am([α, β[) = m([0, γ[). Il existe alors deux suites(rn)n∈N ⊂ Q⋆

+

et (sn)n∈N ⊂ Q⋆
+ t.q. rn ↑ γ et sn ↓ γ quandn→ ∞. Comme[0, rn[⊂ [0, γ[⊂ [0, sn[, on a, grâce à (13.4),

rn = m([0, rn[) ≤ m([0, γ[) ≤ m([0, sn[) = sn. Eh faisantn→ ∞, on en déduit quem([0, γ[) = γ et donc
m([α, β[) = β − α.

Enfin, commem({α}) = 0, on a aussi

m(]α, β[) = β − α, pour toutα, β ∈ R, α < β.

La partie “unicité" du théorème de Carathéodory donne alorsm = λ.
—————————————————————————————–

Corrigé 32 (Support d’une mesure sur les boréliens deRd)
Soitm une mesure surB(Rd). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour m. L’ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appellele supportdem. [On pourra, par exemple, considérer les pavés à
extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pourm.]

—————————————corrigé—————————————–
On noteA l’ensemble des ouverts deRd de mesure nulle pourm. L’ensembleA est non vide (car l’ensemble vide
est un ouvert deRd de mesure nulle). On pose :

O = ∪ω∈Aω.

L’ensembleO est donc la réunion de tous les ouverts deRd de mesure nulle. Il est clair queO est ouvert (car c’est
une réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts deRd de mesure nulle. Pour montrer queO est le plus
grand ouvert de mesure nulle, il suffit donc de montrer queO est de mesure nulle. Pour cela, on va montrer queO
est une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soitx = (x1, . . . , xd)
t ∈ O. Il existeω ∈ A t.q.x ∈ ω. Commeω est ouvert, il existeε > 0 t.q. :

d∏

i=1

]xi − ε, xi + ε[⊂ ω.

Pour touti ∈ {1, . . . , d} il existeγi,x ∈]xi − ε, xi[∩Q et δi,x ∈]xi, xi + ε[∩Q. On a donc :

x ∈
d∏

i=1

]γi,x, δi,x[⊂ ω ⊂ O.
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Par monotonie d’une mesure, on am(
∏d
i=1]γi,x, δi,x[) ≤ m(ω) = 0, et donc

m(

d∏

i=1

]γi,x, δi,x[) = 0.

CommeO = ∪x∈O{x}, on a aussi :

O = ∪x∈O
d∏

i=1

]γi,x, δi,x[= ∪x∈OPγx,δx
, (13.5)

en posantγx = (γ1,x, . . . , γd,x)
t, δx = (δ1,x, . . . , δd,x)

t et Pγ,δ =
∏d
i=1]γi, δi[ (si γ = (γ1, . . . , γd)

t et δ =
(δ1, . . . , δd)

t).

On remarque maintenant que, pour toutx ∈ O, γx, δx ∈ Qd. L’égalité (13.5) donne donc :

O = ∪(γ,δ)∈BPγ,δ,

oùB est une partie deQ2d etm(Pγ,δ) = 0 pour tout(γ, δ) ∈ B. CommeQ2d est dénombrable, la partieB est au
plus dénombrable et laσ−sous additivité d’une mesure donne alors quem(O) = 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 33 (Ensemble de Cantor)
On considère l’espace mesuré([0, 1],B([0, 1]), λ).
On poseC0 = [0, 1], a0

1 = 0, b01 = 1, etα0 = 1. Pourn ≥ 0, on construitCn+1 ⊂ [0, 1] de la manière suivante : on

supposeCn =
⋃2n

p=1[a
n
p , b

n
p ] connu, et on définitCn+1 =

⋃2n+1

p=1 [an+1
p , bn+1

p ] où, pourp = 1, . . . , 2n, an+1
2p−1 = anp ,

bn+1
2p−1 = anp +αn+1, an+1

2p = bnp −αn+1 etbn+1
2p = bnp , avecαn+1 = ρnαn

2 , et0 < ρn < 1. On poseC = ∩n≥0Cn
(C s’appelle “ensemble de Cantor", l’exemple le plus classique est obtenu avecρn = 2

3 pour toutn ∈ N).

1. Montrer queCn+1 ⊂ Cn.

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N et p ∈ {1, . . . , 2n}, la longueur de l’intervalle[anp , b

n
p ] estαn. Commeαn+1 < αn

2 et que
an+1
2p−1 = anp et bn+1

2p = bnp , on a[an+1
2p−1, b

n+1
2p−1] ∪ [an+1

2p , bn+1
2p ] ⊂ [anp , b

n
p ], pour toutn ∈ N et p ∈ {1, . . . , 2n}.

En prenant l’union surp ∈ {1, . . . , 2n}, on en déduitCn+1 ⊂ Cn.
—————————————————————————————–

2. Montrer queC est compact et
◦
C= ∅.

—————————————corrigé—————————————–
L’ensembleC est fermé (dansR) car c’est une intersection de fermés (chaqueCn est fermé). D’autre part
C ⊂ [0, 1],C est donc compact (car fermé et borné dansR).

Commeαn+1 < αn

2 , on a toujoursbnp < anp+1 (pour toutn ∈ N et p ∈ {1, . . . , 2n − 1}). Les intervalles
composantCn sont donc disjoints 2 à 2 et de longueurαn. Ceci montre quex, y ∈ [0, 1], (y−x) > αn implique
]x, y[6⊂ Cn. Commeαn → 0 quandn → ∞ (noter queαn ≤ 1

2n ), on en déduit queC = ∩n∈NCn ne contient

aucun intervalle ouvert (non vide) et donc que
◦
C= ∅.

—————————————————————————————–
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3. Montrer queC est non dénombrable.

—————————————corrigé—————————————–
On commence par définir, par récurrence surn ∈ N⋆, des pointsxc pourc ∈ {1, 2}n.

Pourn = 1, x(1) = a0
1 etx(2) = b01.

Soitn ≥ 1. Supposons quexc est construit pour toutc ∈ {1, 2}n et que pour chaquec ∈ {1, 2}n, xc ∈ {bn−1
p ,

p = 1, . . . , 2n−1} ∪ {an−1
p , p = 1, . . . , 2n−1}. On construit maintenantxc pour c ∈ {1, 2}n+1. Soit donc

c ∈ {1, 2}n+1, on posec = {c, b} avecc ∈ {1, 2}n etd ∈ {1, 2} et on distingue 4 cas :

(a)xc = bn−1
p , avecp ∈ {1, . . . , 2n−1}, d = 1. On pose alorsxc = an2p,

(b) xc = bn−1
p , avecp ∈ {1, . . . , 2n−1}, d = 2. On pose alorsxc = bn2p,

(c) xc = an−1
p , avecp ∈ {1, . . . , 2n−1}, d = 1. On pose alorsxc = an2p−1,

(d) xc = an−1
p , avecp ∈ {1, . . . , 2n−1}, d = 2. On pose alorsxc = bn2p−1.

Il est intéressant de noter, avec ces formules, que|xc − xc| ≤ αn ≤ 1
2n et quexc ∈ C.

On noteS l’ensemble des suites indéxées parN⋆, prenant leurs valeurs dans{1, 2}. Si c ∈ S, on notecn
l’élément de{1, 2}n formé par lesn premiers termes de la suite et on notexn = xcn

. La suite(xn)n∈N

est de Cauchy (car|xn+1 − xn| ≤ 1
2n ) et incluse dansC, elle converge donc vers un pointxc ∈ C. On

remarque que sic et c′ sont deux suites différentes, alorsxc 6= xc′ . En effet soitn ∈ N t.q. cn = c′n et
cn+1 6= c′n+1, on alors|xcm

− xc′m | ≥ (1 − ρn)αn pour toutm > n et donc, en passant à la limite quand
m → ∞, |xc − xc′ | ≥ (1 − ρn)αn, ce qui donnexc 6= xc′ . L’applicationc 7→ xc est donc une injection deS
dansC. Ceci montre queC est infini non dénombrable (carS est infini non dénombrable).

—————————————————————————————–

4. Montrer que siρn ne dépend pas den, alorsλ(C) = 0. En déduire que siA ∈ B([0, 1]), λ(A) = 0 n’entraîne
pas queA est dénombrable.

—————————————corrigé—————————————–
La construction des pointsanp et bnp donne

λ([an+1
2p−1, b

n+1
2p−1] ∪ [an+1

2p , bn+1
2p ]) = 2αn+1 = ρnαn = ρnλ([a

n
p , b

n
p ]).

En prenant l’union surp ∈ {1, . . . , 2n}, on en déduitλ(Cn+1) = ρnλ(Cn).

Si ρn ne dépend pas den, c’est-à-direρn = ρ pour toutn ∈ N et 0 < ρ < 1, on a doncλ(Cn+1) = ρλ(Cn).
Ceci donne, commeλ(C0) = 1, λ(Cn) = ρn pour toutn ∈ N. Par continuité décroissante deλ, on en déduit
λ(C) = limn→∞ λ(Cn) = 0.

—————————————————————————————–

5. Soit0 < ǫ < 1. Montrer qu’il existe une suite(ρn)n≥0 ⊂]0, 1[ t.q.λ(C) = ǫ.

—————————————corrigé—————————————–
Soit (εn)n∈N ⊂]ε, 1] t.q. ε0 = 1, εn+1 < εn pour toutn ∈ N et εn → ε quandn → ∞ (on peut prendre, par
exemple,εn = ε− 1−ε

n+1 ).

On prendρn = εn+1

εn
pour toutn ∈ N. On a bien0 < ρn < 1 et, commeλ(Cn+1) = ρnλ(Cn) (ceci a été

démontré à la question précédente), on a doncλ(Cn) = εn pour toutn ∈ N. Par continuité décroissante deλ,
on en déduitλ(C) = limn→∞ λ(Cn) = ε.

—————————————————————————————–
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6. Soitf lipschitzienne deR dansR. Montrer que siA est un compact de[0, 1] t.q.λ(A) = 0, alorsf(A) est un
compact deR t.q.λ(f(A)) = 0.

—————————————corrigé—————————————–
Commef est continue,f transforme les compacts en compacts. Donc,f(A) est bien un compact deR (et donc
appartient àB(R)).

On montre maintenant queλ(f(A)) = 0.

Soit L ∈ R t.q. |f(y) − f(x)| ≤ L|y − x| pour toutx, y ∈ R. On commence par montrer un petit résultat
préliminaire. SoitI = [a, b] un intervalle fermé de[0, 1] (I est donc compact). Commef est continue sur[a, b],
il existex, y ∈ [a, b] t.q.f(x) = m = min{f(z), z ∈ [a, b]} etf(y) = M = max{f(z), z ∈ [a, b]}. On a donc
f(I) ⊂ [m,M ] (en fait,f(I) = [m,M ]), d’où :

λ(f(I)) ≤M −m = f(y) − f(x) ≤ L|y − x| = Lλ(I). (13.6)

Soit η > 0. CommeA ∈ B(R), d’après la régularité deλ (voir le théorème 2.3), il existeO, ouvert deR,
t.q.A ⊂ O et λ(0) ≤ η. D’après le lemme 2.4 page 35,O est une union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints 2 à 2. En prenant éventuellement la restriction à[0, 1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée(In)n∈N, d’intervalles inclus dans[0, 1], disjoints 2 à 2 t.q.A ⊂ ∪n∈NIn ⊂ O. On en déduit∑+∞
n=0 λ(In) = λ(∪n∈NIn) ≤ η etf(A) ⊂ ∪n∈Nf(In) ⊂ ∪n∈Nf(In). On a doncλ(f(A)) ≤∑+∞

n=0 λ(f(In)).
En utilisant (13.6), on a doncλ(f(A)) ≤ L

∑+∞
n=0 λ(In) = L

∑+∞
n=0 λ(In) ≤ Lη. Commeη est arbitrairement

petit, on a doncλ(f(A)) = 0.
—————————————————————————————–

7. Construire une fonction continue deR dansR t.q. siA est un compact de[0, 1] t.q. λ(A) = 0, on n’a pas
forcémentλ(f(A)) = 0 (maisf(A) est un compact deR). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf
question 4) et un ensemble de Cantor de mesureǫ > 0 (cf question 5).]

—————————————corrigé—————————————–
On noteC l’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-à-dire avecρn = ρ pour toutn ∈ N et 0 < ρ < 1
(par exemple,ρ = 2

3 ). On noteapn, bpn, Cn les points et ensembles utilisés pour construireC et on note aussi
D = {apn, n ∈ N, p ∈ {1, . . . , 2n}} ∪ {bpn, n ∈ N, p ∈ {1, . . . , 2n}}. (Noter queD ⊂ C.)

Soitε > 0. On noteC̃ l’ensembleC obtenu à la question 5. On a doncλ(C) = ε. On notẽapn, b̃pn, C̃n les points
et ensembles utilisés pour construireC̃ et on note aussĩD = {ãpn, n ∈ N, p ∈ {1, . . . , 2n}} ∪ {b̃pn, n ∈ N,
p ∈ {1, . . . , 2n}}. (Noter queD̃ ⊂ C̃.)

Soitn ∈ N etp ∈ {1, . . . , 2n}. On construitf sur l’intervalle[bn+1
2p−1, a

n+1
2p ] en prenantf affine et t.q.f(bn+1

2p−1) =

b̃n+1
2p−1 etf(an+1

2p−1) = ãn+1
2p−1. On remarque quef est ainsi contruit de(∪n∈NC

c
n)∪D dans(∪n∈NC̃

c
n)∪ D̃ et est

strictement croissante. Comme(∪n∈NC
c
n)c = C et queC est d’intérieur vide,f est définie sur une partie dense

de[0, 1] et, comme(∪n∈NC̃
c
n)
c = C̃ et queC̃ est d’intérieur vide, l’image def est dense dans[0, 1].

Il est maintenant facile de définirf par densité sur tout[0, 1]. En effet, soitx ∈ [0, 1] \ (∪n∈NC
c
n) ∪D, il existe

une suite de points de(∪n∈NC
c
n) ∪D, notée(yn)n∈N, convergeant en croissant versx et une suite de points de

(∪n∈NC
c
n) ∪ D, notée(zn)n∈N, convergeant en décroissant versx (en fait, ces points peuvent même être pris

dansD). Commef et croissante, la suite(f(yn))n∈N converge donc en croissant vers un certainγ ∈ [0, 1] et
la suite(f(zn))n∈N converge en décroissant vers un certainδ ∈ [0, 1] (la croissance def donne aussi que ces
limites ne dépendent que du choix dex et non du choix des suites(yn)n∈N et(zn)n∈N). Commef est croissante,
on aγ ≤ δ et comme l’image def (définie pour l’instant seulement sur(∪n∈NC

c
n) ∪D) est dense dans[0, 1],

on a nécessairementγ = δ (l’intervalle γ, δ ne rencontre pas l’image def ). On peut donc poserf(x) = γ = δ.

313



La fonctionf est donc maintenant définie sur tout[0, 1] à valeurs dans[0, 1]. Elle est strictement croissante et
son image est dense dans[0, 1], elle est donc continue (par le même raisonnement que celui fait pour définirf(x)
en tout pointx ∈ [0, 1] \ (∪n∈NC

c
n)∪D). Comme une application continue transforme un compact en compact,

on a doncf([0, 1]) = [0, 1] et ceci prouve en particulier quef([0, 1]\ (∪n∈NC
c
n)∪D) = [0, 1]\ (∪n∈NC̃

c
n)∪D̃.

Commef(D) = D̃, on a aussif(C) = C̃. Pour quef soit définie surR et continue, on ajoutef(x) = 0 pour
x < 0 et f(x) = 1 pourx > 1. On a toujoursf(C) = C̃. Ceci donne bien le résultat désiré carλ(C) = 0 et
λ(C̃) = ε > 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 34 (Mesure complète)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Une partieB deE est dite “négligeable" si elle est incluse dans un élément de
T de mesure nulle. On noteNm l’ensemble des parties négligeables. On poseT = {A ∪N ; A ∈ T, N ∈ Nm}.

1. Montrer queT est une tribu et queT ∪ Nm ⊂ T .

—————————————corrigé—————————————–

(a) On montre d’abord queT est une tribu.
– ∅ ∈ T car∅ = ∅ ∪ ∅ et∅ appartient àT etNm (car il est de mesure nulle).
– T est stable par passage au complémentaire :

SoitC ∈ T . Il existeA ∈ T etN ∈ Nm t.q.C = A ∪N . CommeN ∈ Nm, il existeB ∈ T t.q.N ⊂ B et
m(B) = 0.

On remarque alors queCc = (A ∪N)c = Ac ∩N c = (Ac ∩Bc)∪ (Ac ∩N c ∩B). CommeAc ∩Bc ∈ T
(par les propriétés de stabilité deT ) et(Ac ∩N c∩B) ∈ Nm (car inclus dansB), on en déduit queCc ∈ T .
Donc,T est stable par passage au complémentaire.

– T est stable par union dénombrable :

Soit (Cn)n∈N ⊂ T . Il existe (An)n∈N ⊂ T et (Nn)n∈N ⊂ Nm t.q. Cn = An ∪ Nn pour toutn ∈ N.
Comme, pour toutn ∈ N,Nn ∈ Nm, il existeBn ∈ T t.q.Nn ⊂ Bn etm(Bn) = 0.

On a alors∪n∈NCn = (∪n∈NAn) ∪ (∪n∈NNn). On remarque que∪n∈NNn ⊂ B = ∪n∈NBn ∈ T et
m(B) = 0 par σ-sous additivité dem. Donc,∪n∈NNn ∈ Nm. comme∪n∈NAn ∈ T , on a finalement
∪n∈NCn ∈ T . Ce qui prouve bien queT est stable par union dénombrable.

On a bien montré queT est une tribu surE.

(b) On montre maintenant queT ∪ Nm ⊂ T .
– SiA ∈ T , on aA = A ∪ ∅. Comme∅ ∈ Nm, on en déduitA ∈ T . Donc,T ⊂ T .
– SiN ∈ Nm, on aN = ∅ ∪N . Comme∅ ∈ T , on en déduitN ∈ T . Donc,Nm ⊂ T .
Finalement, on a bienT ∪ Nm ⊂ T .

—————————————————————————————–
2. SoitA1, A2 ∈ T etN1, N2 ∈ Nm t.q.A1 ∪N1 = A2 ∪N2. Montrer quem(A1) = m(A2).

—————————————corrigé—————————————–
SoitB2 ∈ T t.q.N2 ⊂ B2 etm(B2) = 0. On a :

A1 ⊂ A1 ∪N1 = A2 ∪N2 ⊂ A2 ∪B2.

Donc, par monotonie et sous additivité dem, m(A1) ≤ m(A2 ∪ B2) ≤ m(A2) + m(B2) = m(A2). En
changeant les rôles deA1 etA2, on a aussim(A2) ≤ m(A1). On a doncm(A1) = m(A2).

—————————————————————————————–

PourB ∈ T , soitA ∈ T etN ∈ Nm t.q.B = A ∪N , on posem(B) = m(A). (La question précédente montre
que cette définition est cohérente.)
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3. Montrer quem est une mesure surT etm|T = m. Montrer quem est la seule mesure surT égale àm surT .

—————————————corrigé—————————————–

(a) On montre d’abord quem est une mesure surT .

Comme∅ = ∅ ∪ ∅ et∅ ∈ T ∩ Nm, on am(∅) = m(∅) = 0.

Soit maintenant(Cn)n∈N ⊂ T t.q.Cn ∩ Cm = ∅ si n 6= m. Il existe(An)n∈N ⊂ T et (Nn)n∈N ⊂ Nm t.q.
Cn = An ∪ Nn pour toutn ∈ N. Comme, pour toutn ∈ N, Nn ∈ Nm, il existeBn ∈ T t.q.Nn ⊂ Bn et
m(Bn) = 0.

On a donc∪n∈NCn = (∪n∈NAn) ∪ (∪n∈NNn). On a déjà vu que∪n∈NNn ∈ Nm. Par définition dem, on a
doncm(∪n∈NCn) = m(∪n∈NAn). CommeCn ∩Cm = ∅ si n 6= m, on a aussiAn ∩Am = ∅ si n 6= m (car
Ap ⊂ Cp pour toutp). Laσ-additivité dem (et la définition dem(Cn)) donne(nt) alors :

m(∪n∈NCn) = m(∪n∈NAn) =
∑

n∈N

m(An) =
∑

n∈N

m(Cn).

Ce qui prouve laσ-additivité dem.

(b) On montre maintenant quem|T = m.

SiA ∈ T , on aA = A ∪ ∅. Comme∅ ∈ Nm, on a donc (A ∈ T , on le savait déjà, et)m(A) = m(A). Donc,
m|T = m.

(c) Enfin, on montre quem est la seule mesure surT égale àm surT .

Soit m̃ une mesure surT égale àm surT .

SoitC ∈ T . Il existeA ∈ T etN ∈ Nm t.q.C = A ∪N . CommeN ∈ Nm, il existeB ∈ T t.q.N ⊂ B et
m(B) = 0. On a alorsA ⊂ C ⊂ A ∪ B. La monotonie dẽm, le fait quem̃ = m surT et la sous additivité
dem donnent :

m(A) = m̃(A) ≤ m̃(C) ≤ m̃(A ∪B) = m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) = m(A).

On a doncm̃(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve quẽm = m.

—————————————————————————————–

4. Montrer queNm = Nm ⊂ T .

—————————————corrigé—————————————–
On a déjà vu (à la question 1) queNm ⊂ T .
– Il est facile de voir queNm ⊂ Nm. En effet, soitN ∈ Nm. Il existeB ∈ T t.q.N ⊂ B etm(B) = 0. Comme
T ⊂ T et quem = m surT , on a donc aussiB ∈ T etm(B) = 0. Ce qui prouve queN ∈ Nm.

– Soit maintenantN ∈ Nm. Il existeC ∈ T t.q.N ⊂ C etm(C) = 0. CommeC ∈ T , il existeA ∈ T ,
M ∈ Nm etB ∈ T t.q.m(B) = 0 etC = A ∪M ⊂ A ∪ B. la définition dem donne quem(C) = m(A),
on a doncm(A) = 0. On en déduitm(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) = 0, et donc, commeC ⊂ A ∪B, on a bien
C ∈ Nm.

On a bien montré queNm = Nm ⊂ T .
—————————————————————————————–

L’exercice 4.18 page 101 montre la différence “dérisoire",du point de vue de l’intégration, entre(E, T,m) et son
complété(E, T ,m).
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Corrigé 35 (Série commutativement convergente dansR)
Soit (an)n∈N ⊂ R. Le but de l’exercice est de montrer que si la série

∑
n∈N aϕ(n) est convergente pour toute

bijectionϕ : N → N, alors la série
∑

n∈N an est absolument convergente.

Pour montrer ce résultat, on suppose, par exemple, que
∑
n∈N a

+
n = ∞. Montrer qu’il existeϕ : N → N,

bijective, t.q.
∑n

p=0 aϕ(p) → ∞ quandn→ ∞. Conclure.
—————————————corrigé—————————————–

On suppose que la série
∑

n∈N an n’est pas absolument convergente.
La suite(

∑n
p=0 |ap|)n∈N converge donc en croissant vers∞. Comme|ap| = a+

p +a−p et quea+
p = max{ap, 0} ≥ 0

eta−p = max{−ap, 0} ≥ 0, les deux suites(
∑n

p=0 a
+
p )n∈N et (

∑n
p=0 a

−
p )n∈N sont donc aussi croissantes et l’une

des deux, au moins, converge vers∞.
On suppose que la suite(

∑n
p=0 a

+
p )n∈N converge vers∞ (un raisonnement analogue à ce qui suit permettrait de

traiter le cas où la suite(
∑n

p=0 a
−
p )n∈N converge vers∞). On va construire ci-après une bijectionϕ deN dansN

t.q.
∑n
p=0 aϕ(p) → ∞ quandn→ ∞. Ceci prouvera que la série

∑
n∈N aϕ(n) est non convergente pour au moins

une bijection deN dansN.

On noteP = {n ∈ N, an ≥ 0} etN = {n ∈ N, an < 0} (de sorte queP ∩N = ∅ etP ∪N = N). Soitϕ1 etϕ2

les deux applications strictement croissantes deN dansN t.q.P = {ϕ1(n), n ∈ N} etN = {ϕ2(n), n ∈ N}.

On comnence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante(an)n∈N ⊂ N t.q.a0 = 0 et :

aϕ2(n) +

an+1−1∑

p=an

aϕ1(p) ≥ 1. (13.7)

Pour montrer l’existence d’une telle suite(an)n∈N, on posea0 = 0. Puis, on raisonne par récurrence surn. Si
a0, . . . , an sont contruits, l’existence dean+1 découle du fait que

∑∞
p=an

aϕ1(p) =
∑∞

p=ϕ1(an) a
+
p = ∞.

la construction de la suite(ϕ(n))n∈N se fait alors en prenantϕ1(a0), . . . , ϕ1(a1 − 1) puisϕ2(0) puisϕ1(a1), . . . ,
ϕ1(a2 − 1) puisϕ2(1). . . puisϕ1(an), . . . , ϕ1(an+1 − 1) puisϕ2(n). . .

Pour décrire précisément cette applicationϕ, on poseb0 = 0 et, pourn ∈ N, bn+1 = bn + an+1 − an + 1 (la suite
(bn)n∈N est strictement croissante et tend donc vers∞ quandn→ ∞). On définit alors, pour toutn ∈ N, ϕ(q)
losrqueq ∈ {bn, . . . bn+1 − 1} par :

ϕ(bn + p) = ϕ1(an + p) pourp ∈ {0, . . . , an+1 − an − 1},
ϕ(bn+1 − 1) = ϕ2(n).

On a bien ainsi défini une application deN dansN carbn+1 − 1 = bn + p, pourp = an+1 − an. L’application
ϕ est surjective car{ϕ(q), q ∈ N} = P ∪N}. Elle est injective car chaque valeur deϕ1 etϕ2 n’est prise qu’une
seule fois parϕ. Enfin, on a bien

∑n
p=0 aϕ(p) → ∞ quandn→ ∞. En effet, on remarque que, grâce à (13.7) :

bn+1−1+p∑

q=0

aϕ(q) ≥
bn+1−1∑

q=0

aϕ(q) ≥ n,

pour toutp ≥ 0 et toutn ∈ N. Ce qui donne, pour toutn ∈ N, lim infp→∞
∑p
q=0 aϕ(q) ≥ n, et donc

p∑

q=0

aϕ(q) → ∞, quandp→ ∞.

—————————————————————————————–
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Corrigé 36 (Mesure surS1)
On considèreS1 = {(x, y)t ∈ R2, |x|2 + |y|2 = 1} (S1 est donc le cercle unité deR2). Pourz = (x, y)t ∈ S1,
il existe un uniqueθz ∈ [0, 2π[ t.q. x = cos(θz) et y = sin(θz). Pourα ∈ [0, 2π[ et z ∈ S1 on poseRα(z) =
(cos(θz + α), sin(θz + α))t. Noter queRα est une bijection deS1 surS1 (c’est la rotation d’angleα).

Définir une tribuT surS1, t.q. T contienne les parties de la forme{(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈]α, β[} avec−∞ <
α < β < ∞, et une mesureµ surT de sorte que(S1, T, µ) soit un espace mesuré avecµ(S1) = 1 et t.q.µ soit
invariante par rotation (c’est à dire que, pour toutA ∈ T etα ∈ [0, 2π[, on aitRα(A) = {Rα(z), z ∈ A} ∈ T et
µ(Rα(A)) = µ(A)). [On pourra utiliser la tribu borélienne deR, notéeB(R), et la mesure de Lebesgue surB(R).]

—————————————corrigé—————————————–
On noteΘ l’applicationz 7→ θz deS1 dansR (cette application est bijective deS1 dans[0, 2π[). On prend alors
T = {Θ−1(B), B ∈ B(R)}. C’est bien une tribu surS1 (voir l’exercice 2.4).

Soit−∞ < α < β < ∞ etE = {(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈]α, β[}. On aE ⊂ S1 et, siz ∈ S1, on az ∈ E si et
seulement si il existek ∈ Z t.q.θz + 2kπ ∈]α, β[. Ceci prouve que

E = ∪k∈ZΘ−1(]α− 2kπ, β − 2kπ[),

et donc queE ∈ T carΘ−1(]α− 2kπ, β − 2kπ[) ∈ T pour toutk ∈ Z.

On définit maintenantµ. Soit A ∈ T . On poseΘA = {θz, z ∈ A}. CommeA ∈ T , il existeB ∈ B(R)
t.q.A = Θ−1(B), et doncA = Θ−1(B ∩ [0, 2π[). CommeΘ est une bijection deS1 dans[0, 2π[, on a alors
ΘA = B ∩ [0, 2π[∈ B(R). On poseµ(A) = 1

2πλ(ΘA), oùλ est la mesure de Lebesgue surB(R).

µ est bien une mesure surT . En effet, on a2πµ(∅) = λ(Θ∅) = λ(∅) = 0. Puis, si(An)n∈N est une suite d’éléments
deT , disjoints2 à 2, la suite(ΘAn

)n∈N est une suite d’éléments deB(R), disjoints2 à 2. La σ−additvité deµ
découle alors de celle deλ.

Il reste à montrer queµ est invariante par rotation. Soitα ∈ [0, 2π[ etA ∈ T . Comme on l’a vu précédemment, il
existeB ∈ B(R) t.q.A = Θ−1(B ∩ [0, 2π[). On a doncA = {(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈ B ∩ [0, 2π[}. Pourβ ∈ R,
on noteBβ = {θ + β, θ ∈ B}. On a alors :

Rα(A) = {(cos(θ + α), sin(θ + α))t, θ ∈ B ∩ [0, 2π[}
= {(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈ Bα ∩ [α, 2π + α[}

= {(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈ Bα ∩ [α, 2π[} ∪ {(cos(θ), sin(θ))t, θ ∈ Bα−2π ∩ [0, α[}
= Θ−1(Bα ∩ [α, 2π[) ∪ Θ−1(Bα−2π ∩ [0, α[).

La propriété d’invariance par translation deλ permet de dire queBβ ∈ B(R) pour toutβ ∈ R. On a donc
Rα(A) ∈ T et, par additivité d’une mesure et définition deµ,

2πµ(Rα(A)) = λ(Bα ∩ [α, 2π[) + λ(Bα−2π ∩ [0, α[).

L’invariance par translation deλ donneλ(Bα−2π ∩ [0, α[) = λ(Bα ∩ [2π, α+ 2π[) et donc :

2πµ(Rα(A)) = λ(Bα ∩ [α, 2π[) + λ(Bα ∩ [2π, α+ 2π[) = λ(Bα ∩ [α, α + 2π[)

= λ(B ∩ [0, 2π[).

Ce qui donne bienµ(Rα(A)) = µ(A).
—————————————————————————————–
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13.3 Probabilités

Corrigé 37 (Lemme de Borel-Cantelli)
Soient(E, T, p) un espace probabilisé et(An)n∈N ⊂ T . On poseBn = ∪k≥nAk etA = ∩n∈NBn (on rappelle
queA = lim supn→∞An).

1. Montrer que si
∑

n∈N p(An) < +∞ alorsp(A) = 0.
—————————————corrigé—————————————–

Cette question a été corrigée dans le corrigé 28.
—————————————————————————————–

2. On suppose que, pour toutn ∈ N⋆, les événementsA1, . . . , An sont indépendants. On suppose aussi que∑
n∈N p(An) = ∞. Montrer quep(A) = 1.

—————————————corrigé—————————————–
Comme cela a été vu dans le corrigé 28, la propriété de continuité décroissante d’une mesure (voir la proposi-
tion 2.3) dommep(A) = limn→∞ p(Bn). Il suffit donc de montrer quep(Bn) = 1 pour toutn ∈ N.

Soit n ∈ N. Si il existek ≥ n t.q. p(Ak) = 1, on a, par monotonie dep, quep(Bn) ≥ p(Ak) = 1 et donc
p(Bn) = 1. On suppose maintenant quep(Ak) < 1 pour toutk ≥ n. CommeBcn = ∩k≥nAck, la continuité
décroissante dep et l’indépendance desAk donne :

p(Bcn) = lim
m→∞

m∏

k=n

p(Ack) = lim
m→∞

m∏

k=n

(1 − p(Ak)).

Commeln(1 − x) ≤ −x pour toutx < 1 (ou, de manière équivalente,ln(u) ≤ u − 1 pour toutu > 0, ceci est
une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonctionln), on a, pourm > n :

ln(

m∏

k=n

(1 − p(Ak))) =

m∑

k=n

ln(1 − p(Ak)) ≤ −
m∑

k=n

p(Ak).

De l’hypothèse
∑
n∈N p(An) = ∞, on déduitlimm→∞ ln(

∏m
k=n(1 − p(Ak))) = −∞, et doncp(Bcn) = 0.

Ceci donne bienp(Bn) = 1 et termine la démonstration.
—————————————————————————————–
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Chapitre 14

Fonctions mesurables, variables aléatoires

14.1 Fonctions mesurables

Corrigé 38 (Caractérisation des fonctions mesurables)(⋆)
Soient(E, T ) un espace mesurable etf une application deE dansR ;

1. Montrer queTf = {B ∈ P(R) ; f−1(B) ∈ T } est une tribu.

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est un cas particulier (avecF = R) de la question 2 de l’exercice 2.4, voir le corrige 12 page 292.

—————————————————————————————–

2. SoitC un ensemble qui engendreB(R), montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est mesurable,
(ii) f−1(C) ∈ T , pour toutC ∈ C.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque quef mesurable signifie simplement queTf (définie à la question précédente) contientB(R).

Le sens (i)⇒ (ii) est immédiat carC ⊂ B(R).

Pour le sens (ii)⇒ (i), on remarque queTf est une tribu. Donc, siTf contientC, on a aussiTf contient
T (C) = B(R). Ceci donnef mesurable. Donc, on a bien (ii)⇒ (i)

—————————————————————————————–

Corrigé 39 (Composition de fonctions mesurables)
Soit (E, T ) et (F, S) deux espaces mesurables. Soitf : E → F etϕ : F → R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose quef etϕ sont mesurables. Montrer queϕ ◦ f est mesurable (deE dansR).

—————————————corrigé—————————————–
E est muni de la tribuT , F est muni de la tribuS etR est muni de la tribu borélienne.

SoitB ∈ B(R), on remarque que(ϕ ◦ f)−1(B) = f−1(ϕ−1(B)). Commeϕ−1(B) ∈ S carϕ est mesurable (de
F dansR), on a doncf−1(ϕ−1(B)) ∈ T car f est mesurable (deE dansF ). Ceci montre bien queϕ ◦ f est
mesurable (deE dansR).

—————————————————————————————–

Corrigé 40 (R ou R+. . . )
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Soitϕ : R → R, ϕ ≥ 0. On munitR (au départ et à l’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer queϕ est mesurable
(on dit aussi borélienne) si et seulement siϕ est mesurable quand on la considère comme une application deR
dansR+ (R+ étant aussi muni de la tribu borélienne).

—————————————corrigé—————————————–
On supposeϕ mesurable deR dansR. SoitB un borélien deR+, on a doncB ∩ R ∈ B(R) (voir la définition
3.1 page 53). Commeϕ prend ses valeurs dansR et queϕ est mesurable deR dansR, on a doncϕ−1(B) =
ϕ−1(B ∩ R) ∈ B(R). Ceci donne donc queϕ est mesurable deR dansR+.

Réciproquement, on suppose maintenantϕ mesurable deR dansR+ (maisϕ ne prend jamais la valeur∞, on
peut donc la considérer comme étant deR dansR). Soit B ∈ B(R). On a donc aussiB ∈ B(R+) et donc
ϕ−1(B) ∈ B(R) carϕ est mesurable deR dansR+. Ceci prouve queϕ est mesurable deR dansR.

—————————————————————————————–

Corrigé 41 (Stabilité deM)

1. Soient(E, T ), (E′, T ′), (E′′, T ′′) des espaces mesurables,f (resp.g) une application deE dansE′ (resp. deE′

dansE′′). On suppose quef et g sont mesurables. Montrer queg ◦ f est une application mesurable deE dans
E′′.

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est identique à celle de l’exercice 3.3 (voirle corrigé 39) avecE′′ au lieu deR. La démonstration
est semblable :

SoitB ∈ T ′′, on remarque que(g ◦ f)−1(B) = f−1(g−1(B)). Commeg−1(B) ∈ T ′ carg est mesurable (de
E′ dansE′′), on a doncf−1(g−1(B)) ∈ T carf est mesurable (deE dansE′). Ceci montre bien queg ◦ f est
mesurable (deE dansE”).

—————————————————————————————–

2. Soit(E, T ) un espace mesurable, on munitR de la tribu des boréliensB(R) ; soientf et g des fonctions mesu-
rables deE dansR.

(a) Montrer quef+(= sup(f, 0)), f−(= − inf(f, 0)) sont des fonctions mesurables deE dansR.

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est démontrée dans la proposition 3.7 page 60.

—————————————————————————————–

(b) Montrer quef + g, fg et |f | sont des fonctions mesurables deE dansR.

—————————————corrigé—————————————–
Le fait quef + g, fg ∈ M est démontré dans la proposition 3.5 et le fait que|f | ∈ M est démontré dans la
proposition 3.7 (car|f | prend ses valeurs dansR et |f | ∈ M+, on conclut avec l’exercice 3.4, corrigé 40).

—————————————————————————————–

3. Soient(E, T ) un espace mesurable,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR. On suppose que
la suite(fn(x))n∈N converge (dansR) pour toutx ∈ E. On posef(x) = limn→+∞fn(x) (pour toutx ∈ E).
Montrer quef est une fonction mesurable deE dansR.

—————————————corrigé—————————————–
La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.5 page 58 (propriété 3).

—————————————————————————————–
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4. Soit (E, T ) un espace mesurable, on suppose qu’il existeA ∈ T dont les sous-ensembles ne soient pas tous
mesurables. Il existe doncB ⊂ A t.q.B /∈ T . Montrer queh = 1B − 1A\B n’est pas mesurable (deE dansR),
alors que|h| l’est.

—————————————corrigé—————————————–
{1} ∈ B(R) alors queh−1({1}) = B /∈ T , donch n’est pas mesurable. Par contre|h| = 1A est mesurable car
A ∈ T .

—————————————————————————————–

Corrigé 42 (Mesurabilité des fonctions continues)
Soitf une application deR dansR. On munitR (au départ et à l’arrivée) de la tribu borélienne

1. On supposef continue. Montrer quef est mesurable (on dit aussi quef est borélienne).

—————————————corrigé—————————————–
Soit O un ouvert deR. Commef est continue,f−1(O) est aussi un ouvert deR, doncf−1(O) ∈ B(R).
Comme l’ensemble des ouverts des ouverts engendreB(R), on en déduit quef est mesurable (on utilise ici le
caractérisation de la mesurabilité donnée à la proposition3.2 page 56).

—————————————————————————————–

2. On supposef continue à droite (resp. gauche). Montrer quef est mesurable.

—————————————corrigé—————————————–
On supposef continue à droite. Pourn ∈ N⋆, on définitfn par :

fn(x) =





0 si x ≤ −n,
f( pn ) si p−1

n < x ≤ p
n , p ∈ {−n2 + 1, . . . , n2}

0 si x > n,

de sorte que

fn =

n2∑

p=−n2+1

f(
p

n
)1] p−1

n
, p

n
].

On afn ∈ E car ]p−1
n , pn ] ∈ B(R) pour toutn et p. Soit x ∈ R. Pourn > |x|, on afn(x) = f( pn ) avec

p
n − 1

n ≤ x ≤ p
n (p dépend den, x est fixé). Commef est continue à droite enx, on a doncfn(x) → f(x)

quandn → ∞ (car pn → x, avecpn ≥ x). La deuxième caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page
59) donne alorsf ∈ M.

—————————————————————————————–

3. On supposef croissante. Montrer quef est mesurable.

—————————————corrigé—————————————–
Soitα ∈ R. On poseA = f−1([α,∞[). On supposeA 6= ∅ (si A = ∅, on a bienA ∈ B(R)). Si x ∈ A, on
a f(x) ≥ α et, commef est croissante, on a aussif(y) ≥ α pour touty ≥ x. Donc,[x,∞[⊂ A. En posant
a = inf A ∈ R∪{−∞}, on en déduit que]a,∞[⊂ A ⊂ [a,∞[.A est donc nécessairement un intervalle (dont la
borne supérieure est∞), ce qui prouve queA ∈ B(R). Comme{[α,∞[, α ∈ R} engendreB(R), on en déduit
quef est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la caractérisation de la mesurabilité donnée à la proposition
3.2 page 56).

—————————————————————————————–

Corrigé 43 (Egalité presque partout)
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1. Soientf et g des fonctions continues deR dansR etλ la mesure de Lebesgue ; montrer quef = g λ p.p. si et
seulement sif = g.

—————————————corrigé—————————————–
Si f = g (c’est-à-diref(x) = g(x) pour toutx ∈ R), on a bienf = g λ p.p. carf = g sur∅c etλ(∅) = 0.

Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive. En effet, siO est un ouvert non vide, il existeα, β ∈ R t.q.α < β et ]α, β[⊂ O, on a donc0 < β−α =
λ(]α, β[) ≤ λ(O).

On suppose maintenant quef = g λ p.p., il existeA ∈ B(R) t.q.λ(A) = 0 etf = g surAc. On a alors{f(x) 6=
g(x)} ⊂ A. Or, {f(x) 6= g(x)} = (f − g)−1(R⋆) est un ouvert car(f − g) est continue (deR dansR) et R⋆

est un ouvert deR. Donc{f(x) 6= g(x)} ∈ B(R) et la monotonie deλ donneλ({f(x) 6= g(x)}) ≤ λ(A) = 0.
On en déduit que{f(x) 6= g(x)} = ∅ (car un ouvert non vide est toujours de mesure de Lebesgue strictement
positive) et doncf = g.

—————————————————————————————–

2. Soientf etg des fonctions deR dansR etδ0 la mesure de Dirac en 0 ; montrer quef = g δ0 p.p. si et seulement
si f(0) = g(0).

—————————————corrigé—————————————–
Si f(0) = g(0), on prendA = {0}c. On a bienA ∈ B(R), δ0(A) = 0 et f = g surAc carAc = {0}. Donc,
f = g δ0 p.p..

Réciproquement, on suppose maintenant quef = g δ0 p.p., il existe doncA ∈ B(R) t.q. f = g surAc et
δ0(A) = 0. Commeδ0(A) = 0, on a donc0 /∈ A, c’est-à-dire0 ∈ Ac et doncf(0) = g(0).

—————————————————————————————–

Corrigé 44
Soitf : RN × R dansR. On munitRp de sa tribu borélienne (pour toutp ∈ N⋆). on suppose quef est mesurable
par rapport àx ∈ RN , pour touty ∈ R, et quef est continue a gauche par rapport ay ∈ R, pour toutx ∈ RN .
Pourn > 1 etp ∈ Z, on pose :anp = p

n , p ∈ Z ; on définit la fonctionfn, n > 1, deRN × R dansR par :

fn(x, y) = f(x, anp ), si y ∈ [anp , a
n
p+1[

On se limite àN = 1.

1. Montrer quefn converge simplement versf lorsquen→ +∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soit (x, y)t ∈ R2. Pour toutn ∈ N⋆, on a doncfn(x, y) = f(x, pn ) avecpn ≤ y < p

n + 1
n . Noter quex ety sont

fixés et quep dépend den. Quandn→ ∞, on a doncpn → y avecpn ≤ y. Commef(x, ·) est continue à gauche
eny, on a doncf(x, pn ) → f(x, y) quandn→ ∞, c’est-à-direfn(x, y) → f(x, y) quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

2. Montrer quefn est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait queA×B ∈ B(R2) siA, B ∈ B(R).
Ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 43.]

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N⋆. Pourp ∈ Z, on posegp = f(·, pn ). On a donc, par hypothèse,gp mesurable deR dansR.

SoitC ∈ B(R). Soit (x, y)t ∈ R2. Il existe doncp ∈ Z t.q. y ∈ [ pn ,
p+1
n [. On a alorsfn(x, y) = gp(x) et donc

fn(x, y) ∈ C si et seulementgp(x) ∈ C. On en déduit que :
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f−1
n (C) = ∪p∈Z(g−1

p (C) × [
p

n
,
p+ 1

n
[).

Commegp est mesurable, on ag−1
p (C) ∈ B(R). On a aussi[ pn ,

p+1
n [∈ B(R) et doncg−1

p (C)× [ pn ,
p+1
n [∈ B(R2)

(ceci est démontré dans l’exercice 2.6 page 43). CommeB(R2) est stable par union dénombrable, on en déduit
f−1
n (C) ∈ B(R2) et doncfn mesurable deR2 dansR.

—————————————————————————————–

3. Montrer quef est mesurable.

—————————————corrigé—————————————–
Commefn mesurable pour toutn ∈ N⋆ et quefn(x, y) → f(x, y), quandn → ∞, pour tout(x, y)t ∈ R2, la
propriété 3 de la proposition 3.5 donne quef est mesurable (deR2 dansR).

—————————————————————————————–

Corrigé 45 (Tribu de Borel sur B(R+))

1. Montrer que{[0, β[, β ∈ R⋆+} engendreB(R+).

—————————————corrigé—————————————–
On noteC1 = {[0, β[, β ∈ R⋆+}.

– Comme[0, β[ est un ouvert deR+ pour toutβ ∈ R⋆+, on aC1 ⊂ B(R+) et doncT (C1) ⊂ B(R+).
– Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a{[β,∞], β ∈ R⋆+} ⊂ T (C1).

Comme[0,∞] = [0, 1[∪[1,∞] ∈ T (C1), on a aussi{[α,∞], α ∈ R+} ⊂ T (C1).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors{[α, β[, α, β ∈ R+, α < β} ⊂ T (C1).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que{]α, β[, α, β ∈ R+, α < β} ⊂ T (C1) et
{]β,∞], β ∈ R+} ⊂ T (C1).

Comme tout ouvert deR+ est une réunion au plus dénombrable d’intervalles du type]α, β[ (avecα, β ∈
R+ ∩Q), [0, β[ (avecβ ∈ R+ ∩Q) et ]β,∞] (avecβ ∈ R+ ∩Q), on en déduit que tout ouvert deR+ est dans
T (C1) et doncB(R+) ⊂ T (C1).

On a bien montré queB(R+) = T (C1).
—————————————————————————————–

2. Montrer que{[0, β[, β ∈ Q ∩ R⋆+} engendreB(R+).

—————————————corrigé—————————————–
On noteC2 = {[0, β[, β ∈ Q ∩ R⋆+}. Si β ∈ R⋆+, on remarque que[0, β[= ∪α∈Q∩R⋆

+,α<β
[0, α[. On en déduit

que[0, β[∈ T (C2). On a doncC1 ⊂ T (C2) etT (C1) ⊂ T (C2).

CommeT (C1) = B(R+), on a aussiT (C2) = B(R+).
—————————————————————————————–

3. Montrer que{]0, β[, β ∈ R⋆+} n’engendre pasB(R+).

—————————————corrigé—————————————–
On prend un ensembleE (ayant au moins 2 éléments) et une tribuT surE différente deP(E) (par exemple,
T = {∅, E}). Soit alorsA ⊂ E, A /∈ T . On définitf deE dansR+ parf(x) = ∞ si x ∈ A et f(x) = 0 si
x /∈ A. CommeA /∈ T , la fonctionf est non mesurable. On a pourtantf−1(]0, β[) = ∅ ∈ T pour toutβ ∈ R⋆+.
Ceci montre que{]0, β[, β ∈ R⋆+} n’engendre pasB(R+).

—————————————————————————————–
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Corrigé 46
Soit f une fonction mesurable deR dansR (R est muni de sa tribu borélienne, notéeB(R)). On se propose de
montrer que le graphe def est un borélien deR2. On admettra le résultat suivant, vu en TD :

A,B ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(R2). (14.1)

On munit aussiR2 de sa tribu borélienne. Pourx, y ∈ R, on poseF (x, y) = f(x) etH(x, y) = y.

1. Montrer queF etH sont mesurables deR2 dansR.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(R). On aF−1(A) = f−1(A) × R. Commef est mesurable,f−1(A) ∈ B(R). CommeR ∈ B(R),
(14.1) donnef−1(A) × R ∈ B(R2) et doncF−1(A) ∈ B(R2). On a doncF mesurable deR2 dansR.

Le fait queH est mesurable se démontre de manière semblable en remarquant queH−1(A) = R × A (ou en
utilisant la continuité deH).

—————————————————————————————–

2. On poseG(f) = {(x, y)t ∈ R2 ; y = f(x)} (G(f) est donc le graphe def ). Montrer queG(f) ∈ B(R2).

—————————————corrigé—————————————–
L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a doncF − H mesurable. On en déduit que
G(f) ∈ B(R2) en remarquant queG(f) = (F −H)−1({0}) et{0} ∈ B(R).

—————————————————————————————–

Corrigé 47 (mesurabilité au sens de Lusin)
Soitm une mesure surB(RN ), finie sur les compacts deRN . On rappelle (cf. cours) quem est nécessairement
régulière (c’est-à-dire que pour toutA ∈ B(RN ) et pour toutε > 0, il existeF fermé etO ouvert t.q.F ⊂ A ⊂ O
etm(O \ F ) < ε).

Soit f ∈ RN → R. On dit quef est “mesurable au sens de Lusin" si pour tout compactK et pour toutε > 0, il
existeK1 compact,K1 ⊂ K, t.q.m(K \K1) ≤ ε etf|K1

∈ C(K1,R).

1. On suppose, dans cette question, quef = 1A avecA ∈ B(RN). Montrer quef est mesurable au sens de Lusin.
[ConstruireK1 avecK, F etO, oùF etO sont donnés par la régularité dem appliquée à l’ensembleA.]

—————————————corrigé—————————————–
SoitK compact etε > 0. Par la régularité dem, il existeF fermé etO ouvert t.q.F ⊂ A ⊂ O etm(O\F ) < ε.
On prendK1 = (K ∩ F ) ∪ (K ∩Oc).

Les ensemblesK ∩ F etK ∩ Oc sont fermés (car l’intersection d’un compact et d’un fermé est un compact).
L’ensembleK1 est donc compact car il est l’union de deux compacts. CommeK1 = K \ (O \ F ), on a bien
K1 ⊂ K et (K \K1) ⊂ (O \ F ). On en déduitm(K \K1) ≤ m(O \ F ) ≤ ε.

On montre maintenant quef|K1
∈ C(K1,R). Soitx ∈ K1. On distingue deux cas :

Premier cas.Si x ∈ K ∩F , on a alorsx ∈ O. CommeO est ouvert il existeδ t.q.B(x, δ) ⊂ O (oùB(x, δ) est
la boule ouverte de centrex et de rayonδ). On a doncK1 ∩B(x, δ) ⊂ K ∩ F ⊂ A. Ce qui prouve quef|K1

est
constante et égale à1 surK1 ∩B(x, δ) et doncf|K1

est continue enx (car constante dans un voisinage dex).

Deuxième cas.Si x ∈ K ∩Oc, on raisonne de manière similaire. On ax ∈ F c. CommeF c est ouvert il existe
δ t.q.B(x, δ) ⊂ F c. On a doncK1 ∩B(x, δ) ⊂ K ∩Oc ⊂ Ac. Ce qui prouve quef|K1

est constante et égale à
0 surK1 ∩B(x, δ) et doncf|K1

est continue enx.
—————————————————————————————–
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2. On suppose, dans cette question, quef est étagée (c’est-à-diref ∈ E(RN ,B(RN)). Montrer quef est mesurable
au sens de Lusin.

—————————————corrigé—————————————–
Il existen ∈ N⋆, A1, . . . , An ∈ B(RN ) et a1, . . . , an ∈ R t.q. f =

∑n
i=1 ai1Ai

. On posefi = 1Ai
, de sorte

quef =
∑n
i=1 aifi.

SoitK compact etε > 0. Par la question 1, pour touti ∈ {1, . . . , n}, il existeK(i)
1 compact,K(i)

1 ⊂ K, t.q.

m(K \K(i)
1 ) ≤ ε/n et (fi)|

K
(i)
1

∈ C(K
(i)
1 ,R). On prend alors :

K1 = ∩ni=1K
(i)
1 .

On a bienK1 compact (car intersection de compacts),K1 ⊂ K. On a aussi(K \ K1) = ∪ni=1(K \ K(i)
1 ) et

donc :

m(K \K1) ≤
n∑

i=1

m(K \K(i)
1 ) ≤ ε.

Enfin, f|K1
est continue carf|K1

=
∑n

i=1 ai(fi)|K1
et (fi)|K1

est continue (puisque(fi)K(i)
1

est continue et

K1 ⊂ K
(i)
1 ).

—————————————————————————————–

3. On suppose quef est mesurable (c’est-à-diref ∈ M(RN ,B(RN)). Montrer quef est mesurable au sens de
Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le
théorème d’Egorov, Théorème 3.2, et la question précédente.]

—————————————corrigé—————————————–
Commef ∈ M(RN ,B(RN )), il existe(fn)n∈N ⊂ E(RN ,B(RN)) t.q.fn → f p.p..

SoitK compact etε > 0. Par la question 2, pour toutn ∈ N, il existeK(n)
1 compact,K(n)

1 ⊂ K, t.q.m(K \
K

(n)
1 ) ≤ 2−n et (fn)|

K
(n)
1

∈ C(K
(n)
1 ,R). On prend tout d’abord :

K2 = ∩n∈NK
(n)
1 .

On a bienK2 compact (car intersection de compacts),K2 ⊂ K. On a aussi(K \K2) = ∪n∈N(K \ K(n)
1 ) et

doncm(K \K2) ≤
∑
n∈N m(K \K(n)

1 ) ≤ 2ε. Enfin,(fn)|K2
est continue pour toutn ∈ N.

Pour trouverK1, on utilise maintenant théorème d’Egorov. Commefn → f p.p. surK2 et quem(K2) <∞, il
existeA ∈ B(Rn) t.q.A ⊂ K2,m(K2 \A) ≤ ε etfn → f uniformément surA. En utilisant la régularité dem
, on trouve aussiF ⊂ A, F fermé etm(A \ F ) ≤ ε. On prend alorsK1 = F .

On a bienK1 compact (carK1 est fermé dans le compactK2),K1 ⊂ K. On a(K \K1) = (K \K2) ∪ (K2 \
A) ∪ (A \ F ) et doncm(K \ K1) ≤ 4ε. Enfin f|K1

est continue carf|K1
est limite uniforme de la suite de

fonctions continues((fn)|K1
)n∈N.

—————————————————————————————–

Corrigé 48 (V.a. mesurable par rapport à une autre v.a.)
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Dans cet exercice, on démontre le théorème 3.1. SoitX etY deux variables aléatoires réelles définies sur un espace
de probabilités(Ω,A, P ). On veut veut montrer queY est mesurable par rapport à la tribu engendrée parX (notée
τ(X) si et seulement si il existe une fonction boréliennef deR dansR telle queY = f(X) (c’est-à-dire , plus
précisément, queY = f ◦X).

1. Montrer que siY est de la formeY = f(X) où f est une fonction borélienne deR dansR, alorsY estτ(X)-
mesurable.

—————————————corrigé—————————————–
On rappelle que la tribu engendrée parX estτ(X) = {X−1(B), B ∈ B(R)}.

SoitB ∈ B(R), on aY −1(B) = X−1(f−1(B)). Commef est borélienne (c’est-à-dire mesurable deR dansR,
oùR est muni de la tribu borélienne), on af−1(B) ∈ B(R) et doncX−1(f−1(B)) ∈ τ(X). Ce qui prouve que
T estτ(X)-mesurable.

—————————————————————————————–

On suppose maintenant queY estτ(X)-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite deréels(aj) tels queaj 6= ak pourj 6= k et une suite
d’événements(Aj) disjoints deux à deux tels que

Y =
∑

j

aj1Aj
.

On suppose aussi que∪jAj = Ω. Montrer que, pour toutj, Aj ∈ τ(X) et qu’il existe une fonction borélienne
f : R → R telle queY = f(X).

—————————————corrigé—————————————–
Soit j ∈ N. Comme lesAi sont disjoints deux à deux,ai 6= ak si i 6= k et∪iAi = Ω, on aAj = Y −1({aj}).
Comme{aj} ∈ B(R) etY estτ -mesurable, on en déduit queAj ∈ τ(X). (On rappelle aussi queτ(X) ⊂ A
carX est une v.a. sur(Ω,A, P ).)

Pour touti, il existeBi ∈ B(R) t.q.Ai = X−1(Bi) (carAi ∈ τ(X)). Comme lesAi sont disjoints deux à deux,
on a, sii 6= j, Bi ∩Bj∩ Im(X) = ∅ (avec Im(X) = {X(ω), ω ∈ Ω}). On peut donc supposer lesBi disjoints
deux à deux en remplaçant chaqueBi (i > 0) parBi \ ∪j<iBj .
On posef =

∑
i ai1Bi

. La fonctionf est bien une fonction borélienne deR dansR. Si ω ∈ Ω, il existei t.q.
ω ∈ Ai (carΩ = ∪iAi), on a doncX(w) ∈ Bi et doncf(X(ω)) = ai = Y (ω). Ce qui donne bienf(X) = Y .

—————————————————————————————–

3. Soitn un entier. On définit la fonctionφn : R → R par :φn(x) = 1
n [nx] où [·] désigne la partie entière. ([x] est

le plus grand entier inférieur ou égal àx.)

(a) Montrer que, pour toutx ∈ R, φn(x) converge versx, quandn→ ∞.
—————————————corrigé—————————————–

Soit x ∈ R. Pour toutn ∈ N⋆, on a0 ≤ nx − [nx] < 1 et donc0 ≤ x − φn(x) <
1
n . Ce qui prouve que

φn(x) → x quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

(b) On poseYn = φn(Y ). Montrer queYn estτ(X) mesurable.
—————————————corrigé—————————————–

On remarque tout d’abord queφ1 est borélienne. En effet, pourp ∈ Z, on aφ−1
1 ({p}) = [p, p + 1[ ∈ B(R).

Puis, pourB ∈ B(R), on a
φ−1

1 (B) = ∪p∈Z∩B[p, p+ 1[∈ B(R).
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Soitn ∈ N⋆. Commex 7→ nx est continue, c’est une application borélienne. Par composition (et produit par
(1/n)), on en déduit que la fonctionφn est borélienne. On montre alors queYn estτ(X)-mesurable, comme
dans la première question car, pourB ∈ B(R), on aY −1

n (B) = Y −1(φ−1
n (B)) ∈ τ(X).

—————————————————————————————–

4. Terminer la preuve du théorème.
—————————————corrigé—————————————–

Soit n ∈ N⋆. Comme l’ensemble des valeurs prises parYn (définie dans la troisième question) est au plus
dénombrable, on peut appliquer la deuxième question. On obtient l’existence defn : R → R, borélienne, t.q.
Yn = fn(X).

On noteA l’ensemble des réelsx pour lesquels la suite(fn(x))n∈N⋆ est convergente.A est donc aussi l’ensemble
des réelsx pour lesquels la suite(fn(x))n∈N⋆ est de Cauchy. On en déduit queA ∈ B(R) carA peut s’écrire :

A = ∩n∈N⋆ ∪N∈N⋆ ∩p,q≥N (fp − fq)
−1([− 1

n
,
1

n
]).

On pose maintenantf(x) = limn→∞ fn(x) si x ∈ A etf(x) = 0 si x ∈ Ac. La fonctionf est borélienne carf
est limite simple des fonction boréliennesfn1Ac quandn→ ∞.

Enfin, siω ∈ Ω, on aYn(ω) = fn(X(ω)). La troisième question donne queYn(ω) = φn(Y (ω)) → Y (ω).
On a doncX(ω) ∈ A et doncfn(X(ω)) → f(X(ω)). Ceci donneY (ω) = f(X(ω)). On a bien montré que
Y = f(X) avecf borélienne.

—————————————————————————————–
Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonctionf est unique. On notePX la loi deX .

5. Soitf etg deux fonctions boréliennes t.q.Y = f(X) = g(X). Montrer que

PX(f = g) = 1.

—————————————corrigé—————————————–
SoitB = {x ∈ R, f(x) = g(x)}. On aB = (f − g)−1({0}) ∈ B(R). Siω ∈ Ω, on af(X(ω)) = g(X(ω)) =
Y (ω) et doncX(ω) ∈ B. Ceci prouve queX−1(B) = Ω et donc quePX(B) = P (X−1(B)) = 1, c’est-à-dire
PX(f = g) = 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 49 (Composition de v.a.)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé. SoitN une variable aléatoire à valeurs dansN⋆ et (Yn)n∈N une suite de
variables alélatoires réelles. (c’est-à-dire à valeurs dansR, muni de la tribu des boréliens). On définitZ par

∀ω ∈ Ω , Z(ω) = YN(ω)(ω).

Montrer queZ est une variable aléatoire.
—————————————corrigé—————————————–

SoitB ∈ B(R). Pourn ∈ N, on pose :

An = {N = n} = {ω ∈ Ω, N(ω) = n}

et
Bn = Y −1

n (B) = {Yn ∈ B} = {ω ∈ Ω, Yn(ω) ∈ B}.
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(Notre que l’ensemble desAn,n ∈ N⋆, forme une partition deΩ.) On va montrer queZ−1(B) = ∪n∈N⋆(An∩Bn).
En effet, pour toutω ∈ Ω, on aω ∈ AN(ω) et, siω ∈ Z−1(B), on aZ(ω) = YN(ω)(ω) ∈ B. On a donc
ω ∈ AN(ω) ∩BN(ω), ce qui donne bienω ∈ ∪n∈N⋆(An ∩Bn).

Réciproquement, siω ∈ ∪n∈N⋆(An ∩ Bn), il existen ∈ N⋆ t.q.ω ∈ An ∩ Bn. On a doncZ(ω) = Yn(ω) ∈ B.
On a bien montré queZ−1(B) = ∪n∈N⋆(An ∩Bn).

CommeN etYn sont des v.a.r., on aAn, Bn ∈ A, pour toutn ∈ N⋆. On en déduit queZ−1(B) ∈ A. Ceci donne
bien queZ est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer queZ =
∑
n∈N⋆ 1An

Yn.
—————————————————————————————–

Corrigé 50 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes)
Soit (E,A, P ) un espace probabilisé.

1. (Indépendance de 2 évènements) SoitA1, A2 ∈ A. Montrer queA1 et A2 sont indépendants (c’est-à-dire
P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2)) si et seulement si les tribusτ({A1}) etτ({A2}) sont indépendantes (c’est-à-dire
P (B1 ∩B2) = P (B1)P (B2) pour toutB1 ∈ τ({A1}) etB2 ∈ τ({A2})).

—————————————corrigé—————————————–
On aτ({A1}) = {∅, A1, A

c
1, E} et τ({A2}) = {∅, A2, A

c
2, E}.

Si les tribusτ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes on donc :

P (B1 ∩B2) = P (B1)P (B2) pour toutB1 ∈ {∅, A1, A
c
1, E} et tout{∅, A2, A

c
2, E}. (14.2)

En prenant, dans (14.2),B1 = A1 etB2 = A2, on en déduit queA1 etA2 sont indépendants.

Réciproquement, on suppose queA1 et A2 sont indépendants. Pour montrer queτ({A1}) et τ({A2}) sont
indépendantes, il suffit de montrer (14.2). On remarque toutd’abord que (14.2) est vraie siB1 = ∅ ouE et si
B2 = ∅ ouE (l’hypothèse d’indépendance deA1 etA2 est même inutile). Puis, on remarque que l’hypothèse
d’indépendance deA1 etA2 donne que (14.2) est vraie siB1 = A1 etB2 = A2. Enfin, on remarque queC1 et
C2 indépendants implique queC1 etCc2 sont indépendants. En effet, on a :

P (C1 ∩ Cc2) = P (C1 \ (C1 ∩ C2)) = P (C1) − P (C1 ∩C2).

CommeC1 etC2 sont indépendants, on en déduit :

P (C1 ∩ Cc2) = P (C1) − P (C1)P (C2) = P (C1)(1 − P (C2)) = P (C1)P (Cc2).

En appliquant cette propriété avecC1 = A1 etC2 = A2, on montre donc queA1 etAc2 sont indépendants. En
prenant maintenantC1 = Ac2 etC2 = A1, on montre alors queAc1 etAc2 sont indépendants. Enfin, En prenant
C1 = A2 et C2 = A1, on montre queAc1 et A2 sont indépendants. On a ainsi montré que (14.2) est vraie,
c’est-à-dire que les tribusτ({A1}) et τ({A2}) sont indépendantes.

—————————————————————————————–
2. (Indépendance den évènements,n ≥ 2) Soitn ≥ 2,A1, . . . , An ∈ A. Montrer que les événementsA1, . . . , An

vérifient “P (∩i∈IAi) =
∏
i∈I P (Ai) pour toutI ⊂ {1, . . . , n}" si et seulement si les tribusτ({A1}), . . . ,

τ({An}) sont indépendantes (c’est-à-direP (∩ni=1Bi) =
∏n
i=1 P (Bi) pour toutBi ∈ τ({Ai}), i ∈ {1, . . . , n}).

—————————————corrigé—————————————–
Pourp ∈ {0, . . . , n}, on introduit la propriétéPp suivante :

P (∩ni=1Bi) =

n∏

i=1

P (Bi) siBi ∈ τ({Ai}) pouri ≤ p et

Bi ∈ {∅, Ai, E} pouri > p.
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Il est facile de voir que la propriétéP0 est équivalente à “P (∩i∈IAi) =
∏
i∈I P (Ai) pour toutI ⊂ {1, . . . , n}".

La propriétéPn signifie que les tribusτ({A1}), . . . , τ({An}) sont indépendantes.

Le fait quePn impliqueP0 est immédiat. On suppose maintenant queP0 est vérifiée et va montrer quePn
est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence surp. On suppose donc quePp−1 est vérifiée pour unp ∈
{1, . . . , n} et on doit montrer quePp est vérifiée. Pour montrer quePp est vérifiée, il suffit de prendre lesBi
t.q.Bi ∈ τ({Ai}) pouri ≤ p − 1, Bp = Acp etBi ∈ {∅, Ai, E} pouri < p et de montrer queP (∩ni=1Bi) =∏n
i=1 P (Bi) (car les autres choix deBp sont directement donnés parPp−1). Or, on a, pour ce choix desBi :

P (∩ni=1Bi) = P (∩ni=1Ci) − P (∩ni=1Di),

avecCi = Di = Bi si i 6= p, Cp = E etDp = Ap. En utilisantPp−1 on aP (∩ni=1Ci) =
∏n
i=1 P (Ci) et

P (∩ni=1Di) =
∏n
i=1 P (Di) et donc :

P (∩ni=1Bi) = (
∏

i6=p
P (Bi))(P (E) − P (Ap))

= (
∏

i6=p
P (Bi))P (Acp) =

n∏

i=1

P (Bi).

On a ainsi montré quePp est vérifiée. Par récurrence (finie) surp, on montre donc quePn est vérifiée, ce qui
prouve que les tribusτ({A1}), . . . , τ({An}) sont indépendantes.

—————————————————————————————–

3. En donnant un exemple (avecn ≥ 3), montrer que l’on peut avoirn évévements, notésA1, . . . , An, indépen-
dants deux à deux, sans que les événementsA1, . . . , An soient indépendants.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, par exemple,E = {1, 2, 3, 4}, A = P(E) etP donnée parP ({i}) = 1

4 , pouri ∈ {1, 2, 3, 4}. Puis,
on choisitA1 = {1, 2}, A2 = {1, 3} etA3 = {2, 3}. Les trois évévementsA1, A2, A3 sont bien indépendants
deux à deux (carP (Ai ∩ Aj) = P (Ai)P (Aj) = 1

4 si i, j ∈ {1, 2, 3}, i 6= j) mais ne sont pas indépendants car
0 = P (A1 ∩A2 ∩A3) 6= 1

8 = P (A1)P (A2)P (A3).
—————————————————————————————–

4. SoitA ∈ A.

(a) On suppose queA ∈ A1 etA ∈ A2 et queA1 etA2 sont deux tribus indépendantes (et contenues dansA).
Montrer queP (A) ∈ {0, 1}.

—————————————corrigé—————————————–
CommeA ∈ A1, A ∈ A2 et queA1 et A2 sont deux tribus indépendantes, on doit avoirP (A ∩ A) =
P (A)P (A), c’est-à-direP (A)(1 − P (A)) = 0 et doncP (A) ∈ {0, 1}.

—————————————————————————————–

(b) Montrer queP (A) ∈ {0, 1} si et seulement siA est indépendant de tous les éléments deA.

—————————————corrigé—————————————–
Si A est indépendant de tous les éléments deA, A est indépendant avec lui même. On en déduit, comme à la
question précédente queP (A) ∈ {0, 1}.

Réciproquement, on suppose maintenant queP (A) ∈ {0, 1} et on distingue deux cas.
Premier cas.On suppose queP (A) = 0. On a alors pour toutB ∈ A,A∩B ⊂ A et donc (par monotonie deP )
0 ≤ P (A∩B) ≤ P (A) = 0. On en déduitP (A∩B) = 0 = P (A)P (B). Ce qui prouve queA est indépendant
de tous les éléments deA.
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Deuxième cas.On suppose queP (A) = 1. On a alorsP (Ac) = 0 et, pour toutB ∈ A, P (A ∩ B) =
1 − P ((A ∩ B)c) = 1 − P (Ac ∪ Bc). Or (par monotonie etσ-sous addivité deP ) P (Bc) ≤ P (Ac ∪ Bc) ≤
P (Ac)+P (Bc) = P (Bc). Donc,P (Ac∪Bc) = P (Bc) et doncP (A∩B) = 1−P (Bc) = P (B) = P (A)P (B).
Ce qui prouve queA est indépendant de tous les éléments deA.

—————————————————————————————–

5. Soitn ≥ 1 etA1, . . . , An ∈ A. Montrer que les événementsA1, . . . , An sont indépendants si et seulement si
les v.a.1A1 , . . . , 1An

sont indépendantes.
—————————————corrigé—————————————–

Si X est une v.a.r., la tribu engendrée parX estτ(X) = {X−1(B), B ∈ B(R)}. PourA ∈ A, on a donc
τ(1A) = {∅, A,Ac, E}, c’est-à-direτ(1A) = τ({A}). L’indépendance des événementsA1, . . . , An corres-
pond (par la définition 2.25) à l’indépendance des tribusτ({A1}), . . . , τ({A1}). L’indépendance des v.a.r.
1A1 , . . . , 1An

correspond (par la définition 3.12) ) à l’indépendance des tribus τ(1A1), . . . , τ(1An
). Comme

τ({Ai}) = τ(1Ai
), pour touti, on en déduit que les événementsA1, . . . , An sont indépendants si et seulement

si les v.a.1A1 , . . . , 1An
sont indépendantes.

—————————————————————————————–

Corrigé 51 (De loi uniforme à loi donnée)
Soit (E,A, P ) un espace de probabilités,X une v.a.r. etU une v.a.r. de loiU([0, 1]). SoitF la fonction de réparti-
tion deX (i.e.F (x) = P (X ≤ x) pourx ∈ R). Pouru ∈ R, on définitG(u) de la manière suivante :

G(u) = inf{x ∈ R; F (x) ≥ u}, si u ∈]0, 1[,
G(u) = 0, si u 6∈]0, 1[.

On poseY = G(U) (c’est-à-direY (ω) = G(U(ω)) pour toutω ∈ E).

1. Soitu ∈ ]0, 1[, montrer que{x ∈ R; F (x) ≥ u} 6= ∅, inf{x ∈ R; F (x) ≥ u} ∈ R et

{x ∈ R;F (x) ≥ u} = [G(u),+∞[.

—————————————corrigé—————————————–
Grâce à la propriété de continuité croissante d’une mesure (proposition 2.3) on sait queF (x) → 1 quand
x → +∞. Il existe doncx1 ∈ R t.q.F (x) ≥ u pour toutx ≥ x1. Ce qui prouve que{x ∈ R; F (x) ≥ u} 6= ∅
(etG(u) ≤ x1).
Grâce à la propriété de continuité décroissante d’une mesure (proposition 2.3) on sait queF (x) → 0 quand
x → −∞. Il existe doncx2 ∈ R t.q.F (x) ≤ u pour toutx ≤ x2. Ce qui prouve queinf{x ∈ R; F (x) ≥ u} ∈
R (etG(u) ≥ x2).
CommeF est une fonction croissante, l’ensemble{x ∈ R;F (x) ≥ u} est donc un intervalle dont les bornes
sontG(u) et +∞. Enfin, la continuité décroissante deF donne la continuité à droite deF et donc le fait que
G(u) ∈ {x ∈ R;F (x) ≥ u}, ce qui donne bien

{x ∈ R;F (x) ≥ u} = [G(u),+∞[.

—————————————————————————————–

2. Montrer queY est une v.a.r..
—————————————corrigé—————————————–

La fonctionG est une fonction deR dansR, décroissante sur]0, 1[ et nulle sur le complémentaire de]0, 1[. Pour
toutα ∈ R, l’ensembleG−1([α,+∞[) est donc un intervalle inclus dans]0, 1[ auquel on ajoute]0, 1[c siα ≤ 0.
On a donc

G−1([α,+∞[) ∈ B(R) pour toutα ∈ R.
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Ceci prouve queG est une fonction borélienne. Par composition de fonctions mesurable,G(U) est donc mesu-
rable deE muni de la tribuA dansR muni de la tribu borélienne. Ceci montre queG(U) est une v.a.r.

—————————————————————————————–

3. Montrer queY a la même loi queX . [On pourra montrer queP (G(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)), pour tout
x ∈ R.]

—————————————corrigé—————————————–
Soitx ∈ R etu ∈]0, 1[, la question 1 montre que

F (x) ≥ u⇐⇒ x ≥ G(u).

On a donc, pourω ∈ E,

U(ω) ∈]0, 1[ etF (x) ≥ U(ω) ⇐⇒ U(ω) ∈]0, 1[ etx ≥ G(U(ω))

CommeU a pour loiU([0, 1]), on aP ({ω ∈ E t.q.U(ω) 6∈]0, 1[}) = 0. L’égalité précédente donne donc

P ({ω ∈ E t.q.F (x) ≥ U(ω)}) = P ({ω ∈ E t.q.x ≥ G(U(ω))}).

c’est-à-direP (G(U) ≤ x) = P (U ≤ F (x)). Enfin, soitx ∈ R. CommeU ∼ U([0, 1]) etF (x) ∈ [0, 1] on a
P (U ≤ F (x)) = F (x). On a doncP (G(U) ≤ x) = F (x) = P (X ≤ x). Les v.a.r.X etY ont même fonction
de répartition et donc même loi.

—————————————————————————————–

Corrigé 52 (Convergence en mesure)(⋆⋆)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR.

1. Montrer que si il existef etg fonctions mesurables deE dansR telles que(fn)n∈N converge en mesure versf
etg, alorsf = g p.p..
[On pourra commencer par montrer que, pour toutδ > 0,m({x ∈ E ; |f(x) − g(x)| > δ}) = 0].

—————————————corrigé—————————————–
Pourh : E → R et δ > 0, on note toujours{h > δ} = {x ∈ E ; h(x) > δ}, {h ≥ δ} = {x ∈ E ; h(x) ≥ δ},
{h < δ} = {x ∈ E ; h(x) < δ} et{h ≤ δ} = {x ∈ E ; h(x) ≤ δ}.

Soitδ > 0. Pour toutx ∈ E et toutn ∈ N, on a|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− g(x)|. On en déduit
{|f − fn| ≤ δ

2} ∩ {|fn − g| ≤ δ
2} ⊂ {|f − g| ≤ δ} et donc, en passant au complémentaire,

{|f − g| > δ} ⊂ {|f − fn| >
δ

2
} ∪ {|fn − g| > δ

2
}. (14.3)

Par sous additivité dem, on a doncm({|f − g| > δ}) ≤ m({|f − fn| > δ
2}) +m({|fn− g| > δ

2}). En passant
à la limite quandn→ ∞, on en déduitm({|f − g| > δ}) = 0.

On remarque maintenant que{x ∈ E ; f(x) 6= g(x)} = {|f − g| > 0} = ∪n∈N⋆{|f − g| > 1
n} et donc, par

σ-sous additivité dem, on obtientm({x ∈ E ; f(x) 6= g(x)}) ≤∑∞
n=1m({|f − g| > 1

n}) = 0 et doncf = g
p.p..

—————————————————————————————–

2. Montrer que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M et (gn)n∈N ⊂ M converge en mesure vers
g ∈ M, alors(fn + gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf + g ∈ M.

—————————————corrigé—————————————–
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Soitδ > 0. En reprenant la démonstration de (14.3), on montre que

{|f + g − (fn + gn)| > δ} ⊂ {|f − fn| >
δ

2
} ∪ {|g − gn| >

δ

2
}.

Par sous additivité dem, ceci donnem({|f+g− (fn+gn)| > δ}) ≤ m({|f−fn| > δ
2})+m({|g−gn| > δ

2})
et donc quem({|f + g − (fn + gn)| > δ}) → 0 quandn → ∞. On a bien montré quefn + gn → f + g en
mesure quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

3. On suppose maintenant quem est une mesure finie. Montrer que si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure vers
f ∈ M et(gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versg, alors(fn gn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf g ∈ M.
[On pourra commencer par montrer que, si(fn)n∈N ⊂ M converge en mesure versf ∈ M, alors, pour tout
ε > 0, il existen0 et k0 ∈ N tels que, sin ≥ n0 et k ≥ k0, on am({x ∈ E ; |fn(x)| ≥ k}) ≤ ε]. Donner un
contre-exemple au résultat précédent lorsquem(E) = ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Pourk ∈ N etn ∈ N, la démonstration de (14.3) donne ici{|fn| > k} ⊂ {|f | > k

2} ∪ {|fn − f | > k
2} et donc

m({|fn| > k}) ≤ m({|f | > k

2
}) +m({|fn − f | > k

2
}. (14.4)

On poseAk = {|f | > k
2}. On a(Ak)k∈N ⊂ T , Ak+1 ⊂ Ak pour toutk ∈ N et∩k∈NAk = ∅ (carf prend ses

valeurs dansR). CommeE est de mesure finie, on am(Ak) <∞ (pour toutk) et on peut appliquer la continuité
décroissante dem. Elle donne :

m(Ak) → 0, quandn→ ∞. (14.5)

Soit ε > 0. Par (14.5), il existek0 ∈ N t.q.m(Ak0) ≤ ε
2 . Par la convergence en mesure defn versf , il existe

alorsn0 t.q.m({|fn − f | > k0
2 } ≤ ε

2 pour toutn ≥ n0 et l’inégalité (14.4) donnem({|fn| > k0}) ≤ ε si
n ≥ n0. On en déduit (comme{|fn| > k} ⊂ {|fn| > k0} si k ≥ k0) :

n ≥ n0, k ≥ k0 ⇒ m({|fn| > k}) ≤ ε. (14.6)

On montre maintenant quefngn → fg en mesure.

Soit δ > 0, on veut montrer quem({|fngn − fg| > δ} → 0 quandn→ ∞. Pour cela, on remarque que
|fngn − fg| ≤ |fn||gn − g| + |g||fn − f |. Pourk ∈ N⋆, on a donc

{|fn| ≤ k} ∩ {|gn − g| ≤ δ

2k
} ∩ {|g| ≤ k} ∩ {|fn − f | ≤ δ

2k
} ⊂ {|fngn − fg| ≤ δ}

et, en passant au complémentaire,

{|fngn − fg| > δ} ⊂ {|fn| > k} ∪ {|gn − g| > δ

2k
} ∪ {|g| > k} ∪ {|fn − f | > δ

2k
},

ce qui donne

m({|fngn − fg| > δ}) ≤ m({|fn| > k}) +m({|gn − g| > δ

2k
})

+m({|g| > k}) +m({|fn − f | > δ

2k
}).

(14.7)
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Soit ε > 0. Il existek0 etn0 de manière à avoir (14.6). En utilisant (14.5) avecg au lieu def , il existe aussik1

t.q.m({|g| > k}) ≤ ε pourk ≥ k1. On choisit alorsk = max{k0, k1}. En utilisant la convergence en mesure
defn versf et degn versg, il existen1 t.q.m({|gn− g| > δ

2k}) ≤ ε etm({|fn− f | > δ
2k}) ≤ ε pourn ≥ n1.

Finalement, avecn2 = max{n0, n1} on obtient :

n ≥ n2 ⇒ m({|fngn − fg| > δ}) ≤ 4ε.

Ce qui prouve la convergence en mesure defngn versfg, quandn→ ∞.

Pour obtenir un contre-exemple à ce résultat sim(E) = ∞, on prend(E, T,m) = (R,B(R), λ). Pourn ≥ 1
on définitfn par fn(x) = 1

n pour toutx ∈ R et on définitgn par gn(x) = x pour toutx ∈ R. Il est clair
quefn → 0 en mesure,gn → g en mesure, avecg(x) = x pour toutx ∈ R, et fngn 6→ 0 en mesure car
m({|fngn| > δ}) = ∞ pour toutn ∈ N⋆ et toutδ > 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 53 (Convergence presque uniforme et convergence p.p.)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ M (c’est-à-dire une suite de fonctions mesurables deE dansR)
et f ∈ M. On suppose quefn → f presque uniformément (c’est à dire que pour toutε > 0 il existeA ∈ T t.q.
m(A) ≤ ε etfn → f uniformément surAc). Montrer quefn → f p.p., quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
SoitAn ∈ T t.q.m(An) ≤ 1

n et fn → f uniformément surAcn. On poseA = ∩n∈N⋆An, de sorte queA ∈ T et
m(A) = 0 carm(A) ≤ m(An) ≤ 1

n pour toutn ∈ N⋆.

Soit x ∈ Ac, il existen ∈ N⋆ t.q. x ∈ An et on a doncfn(x) → f(x) quandn→ ∞. Commem(A) = 0, ceci
donne bienfn → f p.p., quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 54 (Théorème d’Egorov) (⋆⋆)

Soient(E, T,m) un espace mesuré fini,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR, etf une fonction
mesurable deE dansR. On suppose quefn → f p.p., lorsquen→ +∞.
Pourj ∈ N⋆ etn ∈ N, on définit :

An,j = {x ; |f(x) − fn(x)| ≥
1

j
}, etBn,j =

⋃

p≥n
Ap,j (14.8)

1. Montrer que àj fixé, lim
n→+∞

m(Bn,j) = 0.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque d’abord queAn,j = (|f − fn|)−1([1j ,∞[) ∈ T car|f − fn| ∈ M. On a donc aussiBn,j ∈ T .

D’autre part, commefn → f p.p., lorsquen → +∞, il existeC ∈ T t.q.m(C) = 0 et fn(x) → f(x), quand
n→ ∞, pour toutx ∈ Cc.

On va montrer quem(Bn,j) → 0, quandn→ ∞ (on rappelle quej ∈ N⋆ est fixé), en utilisant la continuité dé-
croissante dem. On remarque en effet quem(Bn,j) <∞ (pour toutn ∈ N) carm(E) <∞ (et c’est seulement
ici que cette hypothèse est utile), puis queBn+1,j ⊂ Bn,j pour toutn ∈ N. La continuité de décroissante dem
donne donc

m(Bn,j) → m(∩n∈NBn,j).
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Or, six ∈ ∩n∈NBn,j, on ax ∈ Bn,j pour toutn ∈ N. Donc, pour toutn ∈ N, il existep ≥ n t.q. x ∈ An,j ,
c’est-à-dire|f(x) − fn(x)| ≥ 1

j . Commej est fixé, ceci montre quefn(x) 6→ f(x) quandn→ ∞, et donc que
x ∈ C. On en déduit que∩n∈NBn,j ⊂ C et donc quem(∩n∈NBn,j) = 0 et finalement quem(Bn,j) → 0,
quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

2. Montrer que, pour toutε > 0, il existeA tel quem(A) ≤ ε etfn → f uniformément surAc lorsquen→ +∞.
En déduire le théorème d’Egorov (théorème 3.2).

[On chercheraA sous la forme :
⋃

j∈N⋆

Bnj ,j, avec un choix judicieux denj .]

—————————————corrigé—————————————–
Soit ε > 0. pour toutj ∈ N⋆, la question précédente donne qu’il existen(j) ∈ N t.q.m(Bn,j) ≤ ε

2j . On pose
B = ∪j∈N⋆Bn(j),j , de sorte queB ∈ T et, parσ-sous additivité dem :

m(B) ≤
∞∑

j=1

m(Bn(j),j) ≤
∞∑

j=1

ε

2j
= ε.

On montre maintenant quefn → f uniformémement surBc (ce qui conclut la question en prenantA = B).

CommeB = ∪j∈N⋆(∪p≥n(j)Ap,j), on a, en passant au complémentaire,Bc = ∩j∈N⋆(∩p≥n(j)A
c
p,j).

Soit η > 0. Il existej ∈ N⋆ t.q. 1
j ≤ η. Soitx ∈ Bc, commex ∈ ∩p≥n(j)A

c
p,j , on a doncx ∈ Acp,j pour tout

p ≥ n(j), c’est-à-dire :

p ≥ n(j) ⇒ |fn(x) − f(x)| ≤ 1

j
≤ η.

Commen(j) ne dépend que dej (et donc que deη) et pas dex ∈ Bc, ceci prouve la convergence uniforme de
fn versf surBc.

—————————————————————————————–

3. Montrer, par un contre exemple, qu’on ne peut pas prendreε = 0 dans la question précédente.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, par exemple,(E, T,m) = (]0, 1[,B(]0, 1[, λ) (plus précisément,λ est ici la restriction àB(]0, 1[) de
λ, qui est une mesure surB(R)).

Pourn ∈ N⋆, on prendfn = 1]0, 1
n

[, de sorte quefn → 0 p.p., quandn→ ∞ (et même,fn(x) → 0 pour tout
x ∈]0, 1[).

Soit maintenantB ∈ B(]0, 1[) t.q.λ(B) = 0. On va montrer quefn ne peut pas tendre uniformément vers0 sur
Bc (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendreε = 0 dans la question précédente, c’est-à-direε = 0 dans le
théorème d’Egorov).

Soitn ∈ N⋆, Il est clair queBc∩]0, 1
n [6= ∅ (car sinon,]0, 1

n [⊂ B et donc1
n = λ(]0, 1

n [) ≤ λ(B) = 0). Il existe
doncx ∈ Bc t.q.fn(x) = 1. On a donc

sup
x∈Bc

|fn(x)| = 1,

ce qui prouve bien quefn ne tends pas uniformément vers0 surBc, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

334



4. Montrer, par un contre exemple, que le résultat du théorème d’Egorov est faux lorsquem(E) = +∞.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, par exemple,(E, T,m) = (R,B(R)λ).

Pourn ∈ N, on prendfn = 1]n,n+1[, de sorte quefn → 0 p.p., quandn→ ∞ (et même,fn(x) → 0 pour tout
x ∈ R).

Soit maintenant0 < ε < 1 etB ∈ B(R) t.q.λ(B) ≤ ε. On va montrer quefn ne peut pas tendre uniformément
vers0 surBc (ceci prouve bien que théorème d’Egorov peut être mis en défaut sim(E) = ∞).

Soitn ∈ N, Il est clair queBc∩]n, n+ 1[6= ∅ (car sinon,]n, n+ 1[⊂ B et donc1 = λ(]n, n+ 1[) ≤ λ(B) ≤ ε,
en contradiction avecε < 1). Il existe doncx ∈ Bc t.q.fn(x) = 1. On a donc

sup
x∈Bc

|fn(x)| = 1,

ce qui prouve bien quefn ne tends pas uniformément vers0 surBc, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

Corrigé 55 (Convergence en mesure et convergence p.p.)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR, et f une fonction
mesurable deE dansR. On rappelle que, par définition, la suite(fn)n∈N converge en mesure versf si :

∀ ε > 0, lim
n→+∞

m({x ∈ E; |fn(x) − f(x)| > ε}) = 0. (14.9)

1. On suppose ici quem(E) < +∞.

(a) Montrer que si(fn)n∈N tend versf presque partout, alors(fn)n∈N tend versf en mesure [Utiliser le théorème
d’Egorov.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit ε > 0, on veut montrer quem({|fn − f | > ε}) = m({x ∈ E; |fn(x) − f(x)| > ε}) → 0, quand
n→ ∞, c’est-à-dire que

∀δ > 0, ∃n0, t.q.
n ≥ n0 ⇒ m({|fn − f | > ε}) ≤ δ.

(14.10)

Soit doncδ > 0. D’après le théorème d’Egorov (théorème 3.2 page 63), il existeA ∈ T t.q.m(A) ≤ δ
et fn → f uniformément surAc. La convergence uniforme surAc nous donne donc l’existence den0 t.q.,
|fn(x) − f(x)| ≤ ε pour toutx ∈ Ac, si n ≥ n0. On a donc, pourn ≥ n0, {|fn − f | > ε} ⊂ A, et donc
m({|fn − f | > ε}) ≤ m(A) ≤ δ. On a bien montré (14.10) et donc la convergence en mesure defn versf ,
quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

(b) Montrer par un contrexemple que la réciproque de la question précédente est fausse.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend ici un exemple vu au début de la section 4.7 pour montrer que la convergence dansL1 n’entraîne
pas la convergence presque partout.

On prend(E, T,m) = ([0, 1[,B([0, 1[), λ) (on a bienm(E) <∞) et on construit ainsi la suite(fn)n∈N :
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Soitn ∈ N. Il existe un uniquep ∈ N⋆ et (p−1)p
2 ≤ n < p(p+1)

2 . On pose alorsk = n − (p−1)p
2 et on prend

fn = 1[ k
p
, k+1

p
[. Il faut noter ici quek + 1 ≤ p(p+1)

2 − (p−1)p
2 = p et donck+1

p ≤ 1.

Lorsquen→ ∞, on ap → ∞ et doncm({|fn| > 0}) = 1
p → 0. Ce qui prouve, en particulier, quefn → 0

en mesure, quandn→ ∞.

Enfin, on remarque que, pour toutx ∈ [0, 1[, fn(x) 6→ 0 quandn→ ∞. En effet, soitx ∈ [0, 1[. Soitn ∈ N.
On choisitp ∈ N⋆ t.q. (p−1)p

2 ≥ n, il existe alorsk ∈ N t.q. 0 ≤ k ≤ p − 1 et x ∈ [kp ,
k+1
p [, de sorte que

fϕ(n)(x) = 1 en choisissantϕ(n) = (p−1)p
2 + k. On a ainsi construit(fϕ(n))n∈N, sous suite de(fn)n∈N

(carϕ(n) ≥ n pour toutn ∈ N) t.q. fϕ(n)(x) 6→ 0 quandn → ∞. ceci montre bien quefn(x) 6→ 0 quand
n→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 56 (Convergence en mesure et fonctions continues)
Soit (Ω,A,m) un espace mesuré,(Xn)n∈N une suite de fonctions mesurables deΩ dansR et X une fonction
mesurable deΩ dansR. On suppose queXn → X en mesure, quandn→ ∞.

1. Soitϕ une fonction uniformément continue deR dansR. Montrer queϕ(Xn) → ϕ(X) en mesure, quand
n→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soitε > 0. Commeϕ est uniformément continue, il existeη > 0 t.q.

|x− y| ≤ η ⇒ |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ ε.

On a donc{|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε} ⊂ {|Xn −X | > η} et

m({|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε}) ≤ m({|Xn −X | > η}).

CommeXn → X en mesure, on alimn→∞m({|Xn −X | > η}) = 0, on a donc aussi

lim
n→∞

m({|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε}) = 0.

Ce qui prouve queϕ(Xn) → ϕ(X) en mesure, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

2. On suppose, dans cette question, quem est une probabilité (on a doncm(Ω) = 1, les fonctions mesurables
sont des v.a.r. et la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soitϕ une fonction continue deR
dansR. Montrer queϕ(Xn) → ϕ(X) en probabilité, quandn→ ∞. [On pourra commencer par remarquer que
lima→+∞m({|X | ≥ a}) = 0.]

—————————————corrigé—————————————–
Le fait quelima→+∞m({|X | ≥ a}) = 0 est une conséquence de la continuité décroissante d’une mesure (on
utilise ici quem est finie).

Soit ε > 0 et δ > 0. Il existea ∈ R+ t.q.m({|X | ≥ a}) ≤ δ. Commeϕ est uniformément continue sur
[−a− 1, a+ 1], il existeη > 0 t.q.

x, y ∈ [−a− 1, a+ 1], |x− y| ≤ η ⇒ |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ ε.

En posant̄η = min{η, 1} > 0, on a aussi

x ∈ [−a, a], |x− y| ≤ η̄ ⇒ |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ ε.
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On a donc{|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε} ⊂ {|Xn −X | > η̄} ∪ {|X | ≥ a} et

m({|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε}) ≤ m({|Xn −X | > η̄}) +m({|X | ≥ a})
≤ m({|Xn −X | > η̄}) + δ.

CommeXn → X en mesure, on alimn→∞m({|Xn −X | > η̄}) = 0, il existe doncn0 t.q.

n ≥ n0 ⇒ m({|Xn −X | > η̄}) ≤ δ.

on a donc
n ≥ n0 ⇒ m({|ϕ(Xn) − ϕ(X)| > ε}) ≤ 2δ.

Ce qui prouve queϕ(Xn) → ϕ(X) en mesure, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

3. On prend ici(Ω,A,m) = (R,B(R), λ). Montrer, en donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convena-
blementXn etX), qu’on peut avoirXn → X en mesure (quandn→ ∞) etϕ(Xn) 6→ ϕ(X) en mesure pour
certaines fonctionsϕ continues deR dansR.

—————————————corrigé—————————————–
On prendX(x) = x etXn(x) = x+1/n pour toutx ∈ R etn ∈ N⋆. On a bienXn → X en mesure. On choisit
ϕ définie parϕ(x) = x2 pour toutx ∈ R, on a donc, pourx ∈ R, ϕ(Xn(x)) − ϕ(X(x)) = 2x/n + 1/n2.
On en déduit queλ({ϕ(Xn(x)) − ϕ(X(x)) ≥ ε}) = +∞ pour toutε > 0 et toutn ∈ N⋆. Ce qui montre que
ϕ(Xn) 6→ ϕ(X) en mesure.

—————————————————————————————–

Corrigé 57 (Essentiellement uniforme versus presque uniforme)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Pourf ∈ M, on poseAf = {C ∈ R, |f | ≤ C p.p.}. Si Af 6= ∅, on pose
‖f‖∞ = inf Af . SiAf = ∅, on pose‖f‖∞ = ∞.

1. Soitf ∈ M t.q.Af 6= ∅. Montrer que‖f‖∞ ∈ Af .
—————————————corrigé—————————————–

CommeAf 6= ∅ et‖f‖∞ = inf Af , il existe une suite(an)n∈N ⊂ Af t.q.an ↓ ‖f‖∞ quandn→ ∞.

Soitn ∈ N, dean ∈ Af on déduit qu’il existeBn ∈ T t.q.m(Bn) = 0 et |f(x)| ≤ an pour toutx ∈ Bcn.

On poseB = ∪n∈NBn. On a doncB ∈ T et, parσ-additivité dem, m(B) = 0 (carm(B) ≤∑n∈Nm(Bn)).
Enfin, pour toutx ∈ Bc = ∩n∈NB

c
n, on a|f(x)| ≤ an pour toutn ∈ N. En faisantn→ ∞, on en déduit que

|f(x)| ≤ ‖f‖∞. On a donc|f | ≤ ‖f‖∞ p.p., c’est-à-dire‖f‖∞ ∈ Af .
—————————————————————————————–

2. Soient(fn)n∈N ⊂ M etf ∈ M.

(a) On suppose, dans cette question, que‖fn − f‖∞ → 0 quandn→ ∞ (on dit quefn → f essentiellement
uniformément). Montrer quefn → f presque uniformément.

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N, il existeAn ∈ T t.q.m(An) = 0 et |(fn − f)(x)| ≤ ‖fn − f‖∞ pour toutx ∈ Acn. On
poseA = ∪n∈NAn. On a doncA ∈ T , m(A) = 0, |(fn − f)(x) ≤ ‖fn − f‖∞ pour toutx ∈ Ac. Comme
‖fn − f‖∞ → 0 quandn→ ∞, on en déduit quefn → f uniformément surAc. Enfin, commem(A) ≤ ε
pour toutε > 0, on a bien montré la convergence presque uniforme defn versf .

—————————————————————————————–
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(b) En donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convenablement(E, T,m), (fn)n∈N etf ), montrer qu’on
peut avoirfn → f presque uniformément, quandn→ ∞, et‖fn − f‖∞ 6→ 0.

—————————————corrigé—————————————–
On prend, par exemple,(E, T,m) = (R,B(R), λ), f = 0 etfn = 1[0, 1

n
] pour toutn ∈ N⋆.

Soit ε > 0. On choisitA = [0, ε], de sorte quem(A) = ε. On a bienfn → 0 uniformément surAc, quand
n→ ∞, carfn = 0 surAc pour toutn t.q. 1

n < ε. Donc,fn → f presque uniformément quandn→ ∞.

Maisfn ne tends pas vers0 essentiellement uniformément, quandn→ ∞, car‖fn‖∞ = 1 pour toutn ∈ N⋆

(en effet,fn ≤ 1 sur toutR, fn = 1 sur[0, 1
n ]) etλ([0, 1

n ]) > 0, pour toutn ∈ N⋆).
—————————————————————————————–

Corrigé 58 (Mesurabilité des troncatures)
Soit (X, T ) un espace mesurable etf une fonction mesurable deX dansR (R est muni, comme toujours quand
on ne le précise pas, de la tribu borélienne). Poura > 0, on définit la fonction “tronquée” :

fa(x) =





a si f(x) > a
f(x) si |f(x)| ≤ a
−a si f(x) < −a

Montrer quefa est mesurable.
—————————————corrigé—————————————–

Soita > 0. On définitTa deR dansR par :

Ta(s) =





a si s > a
s si |s| ≤ a
−a si s < −a

La fonctionTa peut aussi s’écrireTa(s) = max{−a,min{a, s}} pours ∈ R. On remarque que la fonctionTa
est continue deR dansR. Elle est donc borélienne (c’est-à-dire mesurable deR dansR, avecR muni de sa tribu
borélienne).

Commefa = Ta ◦ f , on en déduit quefa est mesurable car c’est la composée d’applications mesurables.
—————————————————————————————–

Corrigé 59 (Exemple de tribu engendrée)
Dans cet exercice, on s’intéresse à la tribuτ(X) engendrée par la variable aléatoireX définie surΩ, muni de la
tribuA, à valeurs dansR, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question,Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A = P(Ω)) etX est la variable aléatoire
définie parX(ω) = 1 lorsqueω est pair,X(ω) = 0 sinon. Montrer queτ(X) est formé de 4 éléments.

—————————————corrigé—————————————–
Par la définition de la tribu engendrée (Définition 3.6) on aτ(X) = {X−1(A), A ∈ B(R)}. SoitA ∈ B(R).
CommeX−1(A) = {ω ∈ Ω t.q. X(ω) ∈ A}, X−1(A) ne peut prendre que 4 valeurs, selon que0 et 1
appartiennent ou non à A. Plus précisément, on distingue4 cas possibles :

Cas 1.1, 0 ∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {0, 1}). On a alorsX−1(A) = Ω.
Cas 2.1 ∈ A et0 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {1}). On a alorsX−1(A) = {2, 4, 6}.
Cas 3.0 ∈ A et1 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {0}). On a alorsX−1(A) = {1, 3, 5}.
Cas 4.1 6∈ A et0 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = ∅). On a alorsX−1(A) = ∅.

On a ainsi montré queτ(X) = {Ω, {2, 4, 6}, {1, 3, 5}, ∅}.
—————————————————————————————–
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2. (Cas den tirages à pile ou face) Soitn ∈ N⋆, Ω = {0, 1}n, A = P(Ω)) etk ∈ {1, · · · , n}. La variable aléatoire
X représente lek-ième tirage,X est donc l’applicationω = (ω1, · · · , ωn) 7→ ωk. Montrer queτ(X) est ici
aussi formé de 4 éléments.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(R). Comme à la question précédenteX−1(A) dépend du fait que0 et 1 appartiennent ou non àA.
On poseB = {ω = (ω1, · · · , ωn) ∈ Ω t.q.ωk = 1}. On a ainsi :
X−1(A) = Ω, si 0, 1 ∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {0, 1}),
X−1(A) = B, si 1 ∈ A et0 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {1}),
X−1(A) = Bc, si 0 ∈ A et1 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {0}),
X−1(A) = ∅, si 1 6∈ A et0 6∈ A (c’est le cas, par exemple, siA = {2}).
On a donc iciτ(X) = {Ω, B,Bc, ∅}.

—————————————————————————————–

3. Dans cette question, on prendΩ = R, A = B(R) et, pour toutω ∈ Ω, X(ω) = ω − [ω], où [ω] désigne la
partie entière deω (c’est-à-dire[ω] = max{n ∈ Z, t.q. n ≤ ω}. Si C est un borélien inclus dans[0, 1[ (ce
qui est équivalent à direC ∈ B([0, 1[)), on poseϕ(C) = ∪k∈ZCk, avecCk = {x + k, x ∈ C}. Montrer que
τ(X) = {ϕ(C), C ∈ B([0, 1[)}.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(R). La v.a.X prend ses valeurs dans[0, 1[. On a doncX−1(A) = X−1(C) avecC = A ∩ [0, 1[.
CommeB([0, 1[) = {A ∩ [0, 1[, A ∈ B(R)} (ceci est démontré, par exemple, dans l’exercice 2.3) on a donc :

τ(X) = {X−1(C), C ∈ B([0, 1[)}.

Pour terminer la démonstration, Il suffit donc de démontrer queX−1(C) = ϕ(C) siC ∈ B([0, 1[).

SoitC ∈ B([0, 1[). Pourω ∈ Ω on aX(ω) ∈ C si et seulementω − [ω] ∈ C, c’est-à-dire si et seulement si
ω = n + z avecn ∈ Z et z ∈ C (on utilise ici le fait queC ⊂ [0, 1[). Ceci montre bien queX(ω) ∈ C si et
seulementω ∈ ϕ(C). On a doncX−1(C) = ϕ(C), ce qui termine la démonstration.

—————————————————————————————–

Corrigé 60 (Fonctions constantes)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une variable aléatoire (réelle). Poura ∈ R, on poseϕ(a) =
P (X−1(] − ∞, a])) (on note souventX−1(] − ∞, a]) = {X ≤ a}). La fonctionϕ est donc la fonction de
répartition de la probabilitéPX .

1. Montrer queϕ est une fonction croissante deR dansR et quelima→+∞ ϕ(a) = 1, lima→−∞ ϕ(a) = 0.
—————————————corrigé—————————————–

Ces propriétés ont été vues au paragraphe 2.6.3 en utilisantles propriété de monotonie et de continuité croissante
et décroissante dePX (proposition 2.3). On les redémontre ici avec les mêmes propriétés de monotonie et de
continuité croissante et décroissante utilisées avecP au lieu dePX (mais cela ne change fondamentalement la
démonstration !).

Soita < b, on a{X ≤ a} ⊂ {X ≤ b} et donc, par monotonie deP , ϕ(a) = P ({X ≤ a}) ≤ P ({X ≤ a}) =
ϕ(b). Ce qui montre bien la monotonie deϕ.

Pour montrer quelima→+∞ ϕ(a) = 1, on utilise la continuité croissante deP . Soit (an)n∈N ⊂ R t.q. an ↑
+∞ (c’est-à-direan+1 ≥ an pour toutn ∈ N et limn→∞ an = +∞). On poseAn = {X ≤ an}. On a
An ⊂ An+1 pour toutn ∈ N et ∪n∈NAn = Ω. Par continuité croissante deP (Proposition 2.3), on a donc
ϕ(an) = P (An) → P (Ω) = 1 quandn→ ∞. Ce qui prouve quelima→+∞ ϕ(a) = 1.
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Pour montrer quelima→−∞ ϕ(a) = 0, on utilise la continuité décroissante deP . Soit (an)n∈N ⊂ R t.q.
an ↓ −∞ (c’est-à-direan+1 ≤ an pour toutn ∈ N et limn→∞ an = −∞). On poseBn = {X ≤ an}. On a
Bn+1 ⊂ Bn pour toutn ∈ N, P (Bn) < ∞ pour toutn ∈ N et∩n∈NBn = ∅. Par continuité décroissante deP
(Proposition 2.3), on a doncϕ(an) = P (Bn) → P (∅) = 0 quandn→ ∞. Ce qui prouve quelima→−∞ ϕ(a) =
0.

—————————————————————————————–
On suppose maintenant que, pour toutB ∈ B(R), on aP (X−1(B)) = 0 ou1.

2. Montrer qu’il existeα ∈ R t.q.X = α p.s..
—————————————corrigé—————————————–

On poseA = {a ∈ R t.q. ϕ(a) ≤ 1
2}. L’ensembleA est non vide, carlima→−∞ ϕ(a) = 0. Il est majoré

car lima→+∞ ϕ(a) = 1. L’ensembleA admet donc une borne supérieure que nous notonsα. Commeϕ est
croissante, on aϕ(a) ≤ 1

2 si a < α etϕ(a) > 1
2 si a > α.

On utilise maintenant le fait queP (X−1(B)) = 0 ou 1 pour toutB ∈ B(R), on en déduit queϕ(a) = 0 ou
1 pour touta ∈ R et donc queϕ(a) = 0 si a < α et ϕ(a) = 1 si a > α. Par continuité décroissante deP ,
on montre alors queϕ(α) = P ({X ≤ α}) = 1 (car{X ≤ α} = ∩n∈N⋆{X ≤ α + 1/n}) et, par continuité
croissante deP , on montre queP ({X < α}) = 0 (car {X < α} = ∪n∈N⋆{X ≤ α − 1/n}). On a donc
P ({X = α}) = P ({X ≤ α}) − P ({X < α}) = 1, c’est-à-direX = α p.s..

—————————————————————————————–
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Chapitre 15

Fonctions intégrables

15.1 Intégrale surM+ et surL1

Corrigé 61 (Sup de mesures)
Soit (E, T ) un espace mesurable et(mn)n∈N une suite de mesures surT . On suppose quemn+1(A) ≥ mn(A)
pour toutA ∈ T et toutn ∈ N. On posem(A) = sup{mn(A), n ∈ N} pourA ∈ T .

1. (Lemme préliminaire) Soit(an,p)n,p∈N ⊂ R+ et (ap)p∈N ⊂ R+ t.q. an+1,p ≥ an,p, pour toutn, p ∈ N, et
an,p → ap quandn → ∞, pour toutp ∈ N. Montrer

∑∞
p=0 an,p → ∑∞

p=0 ap (dansR+) quandn → ∞. [On

pourra utiliser
∑N
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 ap.]

—————————————corrigé—————————————–
On remarque tout d’abord que la suite(

∑∞
p=0 an,p)n∈N est croissante, elle admet donc une limite dansR+. Pour

N ∈ N, on passe à la limite quandn→ ∞ dans les inégalités
∑N

p=0 an,p ≤
∑∞

p=0 an,p ≤
∑∞
p=0 ap.

On obtient
∑N

p=0 ap ≤ limn→∞
∑∞
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 ap.

On passe maintenant à la limite quandN → ∞ pour obtenir∑∞
p=0 ap ≤ limn→∞

∑∞
p=0 an,p ≤

∑∞
p=0 ap.

On a donclimn→∞
∑∞

p=0 an,p =
∑∞

p=0 ap.
—————————————————————————————–

2. Montrer quem est une mesure.

—————————————corrigé—————————————–
–m(∅) = supn∈N mn(∅) = 0.
– Soit(Ap)p∈N ⊂ T t.q.Ap ∩Aq = ∅ si p 6= q. On poseA = ∪n∈NAn. On a :
m(A) = supn∈N mn(A) = limn→∞mn(A) = limn→∞

∑∞
p=0mn(Ap).

En utilisant la question précédente avecan,p = mn(Ap), on en déduitm(A) =
∑∞

p=0m(Ap).
—————————————————————————————–

3. Soitf ∈ E+(E, T ). (On rappelle queE+(E, T ) est l’ensemble des fonctions étagées deE dansR+.) Montrer
que

∫
fdm = supn∈N(

∫
fdmn).

—————————————corrigé—————————————–
Soit{a1, . . . , ap} ⊂ R⋆+ et{A1, . . . , Ap} ⊂ T t.q.f =

∑p
i=1 ai1Ai

.
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On a
∫
fdmn =

∑p
i=1 aimn(Ai), la suite(

∫
fdmn)n∈N est donc croissante. Puis, en passant à la limite surn,

on obtient :
limn→∞(

∑p
i=1 aimn(Ai)) =

∑p
i=1 ai limn→∞(mn(Ai)) =

∑p
i=1 aim(Ai) =

∫
fdm, et donc∫

fdm = limn→∞(
∫
fdmn) = supn∈N(

∫
fdmn).

—————————————————————————————–

4. Soitf ∈ M+(E, T ). (On rappelle queM+(E, T ) est l’ensemble des fonctions mesurables deE dansR+.)

(a) Montrer que(
∫
fdmn)n∈N est une suite croissante majorée par

∫
fdm.

—————————————corrigé—————————————–
Soit f ∈ M+. Soit(fp)p∈N ⊂ E+ t.q.fp ↑ f quandp → ∞. D’après la question précédente, on a (pour tout
n et toutp)

∫
fpdmn ≤

∫
fpdmn+1 ≤

∫
fpdm.

En passant à la limite surp (avecn fixé) on en déduit
∫
fdmn ≤

∫
fdmn+1 ≤

∫
fdm. La suite(

∫
fdmn)n∈N

est donc croissante et majorée par
∫
fdm.

—————————————————————————————–

(b) Montrer que
∫
fdmn →

∫
fdm quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On poseAf = {g ∈ E+, g ≤ f}. On sait que

∫
fdm = supg∈Af

∫
gdm et que

∫
fdmn = supg∈Af

∫
gdmn

pour toutn ∈ N. La question 2 donne que
∫
gdm = supn∈N

∫
gdmn pour toutg ∈ E+. On en déduit :

∫
fdm = sup

g∈Af

(sup
n∈N

∫
gdmn) = sup

n∈N

( sup
g∈Af

∫
gdmn) = sup

n∈N

∫
fdmn,

ce qui, avec la question précécdente, donne bien
∫
fdmn →

∫
fdm quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

5. Soitf ∈ L1
R(E, T, m). Montrer quef ∈ L1

R(E, T,mn) pour toutn ∈ N et que
∫
fdmn →

∫
fdm quand

n→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On a|f | ∈ M+∩L1

R(E, T, m). la question 4 donne
∫
|f |dmn ≤

∫
|f |dm, on en déduit quef ∈ L1

R(E, T,mn)
pour toutn ∈ N.
la question 4 donne aussi que∫
f+dmn →

∫
f+dm et∫

f−dmn →
∫
f−dm.

Ces 2 convergences ayant lieu dansR, on en déduit que
∫
fdmn →

∫
fdm quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 62 (Somme de mesures)
Soientm1 etm2 deux mesures sur l’espace mesurable(E, T ).

1. Montrer quem = m1 +m2 est une mesure.

—————————————corrigé—————————————–

(a)m(∅) = m1(∅) +m2(∅) = 0,
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(b) Soit(An)n∈N ⊂ T t.q.An ∩ Am = ∅ si n 6= m. On a :

m(∪n∈NAn) = m1(∪n∈NAn) +m2(∪n∈NAn).

Commemi(∪n∈NAn) = limn→∞
∑n

p=0mi(Ap) pouri = 1, 2, on en déduit

m(∪n∈NAn) = lim
n→∞

n∑

p=0

(m1(Ap) +m2(Ap)) = lim
n→∞

n∑

p=0

m(Ap),

ce qui prouve bien laσ-additivité dem.

Ceci montre bien quem est une mesure.
—————————————————————————————–

2. Montrer qu’une applicationf mesurable deE dansR est intégrable pour la mesurem si et seulement si elle est
intégrable pour les mesuresm1 etm2. Si f est intégrable pour la mesurem, montrer que

∫
fdm =

∫
fdm1 +∫

fdm2.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ T , on poseϕ = 1A. La définition dem donne immédiatement

∫
ϕdm =

∫
ϕdm1 +

∫
ϕdm2. (15.1)

Par linérarité de l’intégrale, (15.1) est aussi vrai pourϕ ∈ E+.

Soit maintenantϕ ∈ M+. Il existe(ϕn)n∈N ⊂ E+ t.q.ϕn ↑ ϕ quandn→ ∞. On écrit (15.1) avecϕn au lieu
deϕ et on fait tendren vers l’infini. La définition de l’intégrale surM+ donne alors (15.1).

On a donc montré que (15.1) était vrai pour toutϕ ∈ M+.

Soit f ∈ M, en écrivant (15.1) avecϕ = |f | on obtient bien quef ∈ L1(E, T,m) si et seulement sif ∈
L1(E, T,m1) ∩ L1(E, T,m2).

Enfin, si f ∈ L1
R(E, T, m), on écrit (15.1) avecϕ = f+ et ϕ = f−, la différence donne bien

∫
fdm =∫

fdm1 +
∫
fdm2.

—————————————————————————————–

3. Soit(mn)n∈N une famille de mesures (positives) sur(E, T ) et(αn)n∈N ⊂ R⋆+ . On pose, pourA ∈ T ,m(A) =∑
n∈N αnmn(A). Montrer quem est une mesure surT ; soit f une application mesurable deE dansR et

intégrable pour la mesurem ; montrer que
∫
fdm =

∑
n∈N αn

∫
fdmn.

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N. n définitm̃n parm̃n(A) = αnmn(A) pour toutA ∈ T . Il est facile de voir quẽmn est une mesure
surT , queL1

R(E, T,mn) = L1
R(E, T, m̃n) et que

∫
fdm̃n = αn

∫
fdmn pour toutf ∈ L1

R(E, T,mn).

On pose maintenant , par récurrence surn, µ0 = m̃0 etµn = µn−1 + m̃n pourn ∈ N⋆. La question précédente
montre, par récurrence surn, queµn est une mesure surT et donne quef ∈ L1

R(E, T, µn si et seulement
si f ∈ ∩p≤nL1

R(E, T, m̃n) = ∩p≤nL1
R(E, T,mn). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par

récurrence surn : ∫
fdµn =

n∑

p=0

∫
fdm̃n =

n∑

p=0

αn

∫
fdmn.
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Pour toutA ∈ T , on am(A) =
∑
n∈N αnmn(A) = supn∈N µn(A). On peut donc utiliser les résultats de l’exer-

cice précédent. On obtient quem est une mesure surT et quef ∈ L1
R(E, T,m) impliquef ∈ L1

R(E, T, µn)
pour toutn ∈ N et

∫
fdm = limn→∞

∫
fdµn. Si f ∈ L1

R(E, T,m) on a doncf ∈ L1
R(E, T,mn) pour tout

n ∈ N et
∫
fdm = limn→∞

∑n
p=0 αp

∫
fdmp, c’est-à-dire

∫
fdm =

∑

n∈N

αn

∫
fdmn.

—————————————————————————————–

Corrigé 63 (Mesure de Dirac)
Soit δ0 la mesure de Dirac en 0, définie surB(R). (cf exemple 2.1.) Soitf ∈ M+, calculer

∫
fdδ0.

—————————————corrigé—————————————–
Commeδ0({0}c) = 0, on af = f(0)1{0} p.p., on en déduit

∫
fdδ0 = f(0)δ0({0}) = f(0).

—————————————————————————————–

Corrigé 64 (Restrictions de la mesure de Lebesgue)
SoitA etB deux boréliens deR t.q.A ⊂ B. On noteλA [resp.λB ] la restriction àB(A) [resp.B(B)] de la mesure
de Lebesgue surB(R). Soit f ∈ L1

R(B,B(B), λB). Montrer quef|A ∈ L1
R(A,B(A), λA) et que

∫
f|AdλA =∫

f1AdλB . [Considérer d’abord le casf ∈ E+ puisf ∈ M+ et enfinf ∈ L1.]

—————————————corrigé—————————————–
On rappelle queB(A) = {C ∈ B(R) ; C ⊂ A} etB(B) = {C ∈ B(R) ; C ⊂ B} (voir l’exercice 2.3).

1. Soitf ∈ E+(B,B(B)). Il existe donca1, . . . , ap ∈ R+ etA1, . . . , Ap ∈ B(B) ⊂ B(R) t.q.f =
∑p

i=1 ai1Ai
.

La fonctionf1A appartient donc aussi àE+(B,B(B)) (carAi ∩A ∈ B(B)) et elle s’écrit

f =

p∑

i=1

ai1Ai
1A =

p∑

i=1

ai1Ai∩A,

de sorte que ∫
f1AdλB =

p∑

i=1

aiλ(Ai ∩A).

La fonctionf|A (c’est-à-dire la restriction def àA) est définie surA, elle s’écritf|A =
∑p
i=1 ai1Ai∩A. Cette

fonction appartient àE+(A,B(A)) carAi ∩A ∈ B(A) pour touti et on a

∫
f|AdλA =

p∑

i=1

aiλ(Ai ∩A).

On a bien montré que

∫
f1AdλB =

∫
f|AdλA, (15.2)

pour toutf ∈ E+(B,B(B)).
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2. Soit f ∈ M+(B,B(B)). il existe (fn)n∈N ⊂ E+(B,B(B)) t.q. fn ↑ f , quandn→ ∞. On a donc aussi
(fn1A)n∈N ↑ f1A et (fn|A)n∈N ↑ f|A , quandn→ ∞. Commefn|A ∈ E+(A,B(A)), la caractérisation de la
mesurabilité positive (proposition 3.3) donnef|A ∈ M+(A,B(A)). On a aussif1A ∈ M+(B,B(B)). Puis,
en écrivant (15.2) avecfn au lieu def et en passant à la limite quandn→ ∞, la définition de l’intégrale sur
M+(A,B(A)) et surM+(B,B(B)) donne (15.2).

On a donc montré (15.2) pour toutf ∈ M+(B,B(B)).

3. Soit f ∈ L1
R(B,B(B), λB). On remarque d’abord quef|A ∈ M(A,B(A)). En effet, siC ∈ B(R), on a

(f|A)−1(C) = f−1(C) ∩ A ∈ B(A). Puis, on applique (15.2) à|f |, qui appartient àM+(B,B(B)), pour
obtenir ∫

|f|A |dλA =

∫
|f ||AdλA =

∫
|f |1AdλB <

∫
|f |dλB <∞,

ce qui montre quef|A ∈ L1
R(A,B(A)), λA).

Enfin, en appliquant (15.2) avecf+ etf− au lieu def , on obtient
∫
f+1AdλB =

∫
f+

|AdλA =

∫
(f|A)+dλA <∞

et ∫
f−1AdλB =

∫
f−

|AdλA =

∫
(f|A)−dλA <∞,

ce qui donne, en faisant la différence,

∫
f1AdλB =

∫
f|AdλA.

—————————————————————————————–

Corrigé 65 (Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions continues)
Soitf ∈ C([0, 1], R). Montrer quef ∈ L1

R([0, 1], B([0, 1]), λ) et que

∫
fdλ =

∫ 1

0

f(x)dx

(cette dernière intégrale est à prendre au sens de “l’intégrale des fonctions continues" vue au Chapitre 1). On
rappelle que l’on note (un peu abusivement. . . ) parλ la restriction àB([0, 1]) de la mesure de Lebesgue (aussi
notéeλ. . . ) surB(R).

—————————————corrigé—————————————–
Soit g : [0, 1] → R une fonction en escalier. Il existe doncp ∈ N⋆, une famille(αi)i∈{0,...,p}, avec :α0 = 0,
αi < αi+1, pour touti ∈ {0, . . . , p− 1}, αp = 1, et une famille(ai)i∈{0,...,p−1} ⊂ R tels que :

g(x) = ai, ∀x ∈]αi, αi+1[, ∀i ∈ {0, . . . , p− 1}.

On sait que
∫ 1

0

g(x)dx =

p−1∑

i=0

ai(αi+1 − αi).

D’autre part, cette fonctiong est mesurable (c’est-à-direg ∈ M([0, 1],B([0, 1])) car, pour toutC ⊂ R, g−1(C)
est une réunion (finie) d’intervalles du type]αi, αi+1[ à laquelle on ajoute éventuellement certains des pointsαi.
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On a doncg−1(C) ∈ B([0, 1]). On a bien montré queg ∈ M([0, 1],B([0, 1])). Enfin, comme les singletons sont
de mesure nulle, on a|g| =

∑p−1
i=0 |ai|1]αi,αi+1[ p.p., et donc

∫
|g|dλ =

p−1∑

i=0

|ai|(αi+1 − αi) <∞.

Donc,g ∈ L1
R([0, 1],B([0, 1]), λ). Finalement, puisqueg =

∑p−1
i=0 ai1]αi,αi+1[ p.p., on a aussi

∫
gdλ =

p−1∑

i=0

ai(αi+1 − αi).

On a donc montré queg ∈ L1
R([0, 1],B([0, 1]), λ) et

∫
gdλ =

∫ 1

0

g(x)dx. (15.3)

Soit maintenantf ∈ C([0, 1],R). On remarque tout d’abord quef est mesurable (parce que, par exemple, les
ouverts de[0, 1] engendreB([0, 1]) et que l’image réciproque, parf , d’un ouvert de[0, 1] est un ouvert de
[0, 1], donc un élément deB([0, 1])). Puis, on remarque quef ∈ L1

R([0, 1],B([0, 1], λ) car
∫
|f |dλ ≤ ‖f‖u =

maxx∈[0,1] |f(x)| <∞.

On compare maintenant
∫
fdλ et

∫ 1

0
f(x)dx.

Il existe une suite de fonctions en escalier,(fn)n∈N, t.q.fn → f uniformément sur[0, 1], c’est-à-dire‖fn−f‖u →
0, quandn→ ∞.

La définition de l’intégrale des fonctions continues donne
∫ 1

0 fn(x)dx→
∫ 1

0 f(x)dx quandn→ ∞.

D’autre part, on a aussi
∫
fndλ→

∫
fdλ, quandn→ ∞, car|

∫
fndλ−

∫
fdλ| ≤

∫
|fn−f |dλ ≤ ‖fn−f‖u → 0,

quandn→ ∞. En passant à la limite quandn→ ∞ dans (15.3) avecfn au lieu deg, on obtient bien
∫
fdλ =

∫ 1

0

f(x)dx.

—————————————————————————————–

Corrigé 66 (Fonctions continues et fonctions intégrables)
Soitm une mesure finie surB([0, 1]). Montrer queC([0, 1],R) ⊂ L1

R([0, 1], B([0, 1]), m).

—————————————corrigé—————————————–
Soitf ∈ C([0, 1],R). On montre tout d’abord quef est mesurable.

SoitO un ouvert deR. Commef est continue, l’ensemblef−1(O) = {x ∈ [0, 1], f(x) ∈ O} est une ouvert de
[0, 1] et doncf−1(O) ∈ B([0, 1]). Les ouverts deR engendrant la tribu borélienne deR, on en déduit quef est
mesurable de[0, 1] (muni de sa tribu borélienne) dansR (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant quef est intégrable. Comme la fonctionf est continue sur le compact[0, 1], elle est bornée.
Il existe doncM ∈ R+ t.q. |f | ≤M sur [0, 1]. On a donc, par monotonie de l’intégrale surM+ :

∫
|f |dm ≤Mm([0, 1]) <∞.

On a doncf ∈ L1
R([0, 1], B([0, 1]), m).

—————————————————————————————–
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Corrigé 67 (f positive intégrable impliquef finie p.p.)

Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. Montrer que si
∫
fdm < +∞, alorsf < +∞ p.p..

—————————————corrigé—————————————–
SoitA = f−1({∞}). On aA ∈ T carf est mesurable et{∞} ∈ B(R+).

Pour toutn ∈ N⋆, on af ≥ n1A, donc, par monotonie de l’intégrale,
∫
fdm ≥ nm(A), ou encore

m(A) ≤ 1

n

∫
fdm.

En passant à la limite quandn→ ∞, on en déduitm(A) = 0. On a doncf < ∞ p.p. carf(x) < ∞ pour tout
x ∈ Ac.

—————————————————————————————–

Corrigé 68 (Une caractérisation de l’intégrabilité)
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini,u une fonction mesurable deE dansR. Pourn ∈ N, on poseAn = {x ∈
E, |u(x)| ≥ n} etBn = {x ∈ E, n < |u(x)| ≤ n+ 1}.

1. Montrer que :

∫
|u|dm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

nm(Bn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

m(An) < +∞. (15.4)

—————————————corrigé—————————————–
On remarque tout d’abord queBn, An ∈ T pour toutn ∈ N et que :

∑

n∈N

n1Bn
≤ |u| ≤

∑

n∈N

(n+ 1)1Bn
.

On en déduit (en utilisant le théorème de convergence monotone et la monotonie de l’intégrale) que :

∑

n∈N

nm(Bn) ≤
∫

|u|dm ≤
∑

n∈N

(n+ 1)m(Bn). (15.5)

Si
∫
|u|dm < +∞, on a donc

∑
n∈N nm(Bn) <∞.

Réciproquement, si
∑

n∈N nm(Bn) <∞, on a aussi
∑

n∈N(n+1)m(Bn) <∞ car
∑
n∈N m(Bn) ≤ m(E) <

∞ (remarquer queBn ∩Bm = ∅ si n 6= m). On déduit donc de (15.5) que
∫
|u|dm < +∞.

On a ainsi montré que : ∫
|u|dm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

nm(Bn).

On peut utiliser le même raisonnement en remplaçantBn parCn = {x ∈ E, n ≤ |u(x)| < n + 1}. On a donc
aussi : ∫

|u|dm < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

nm(Cn). (15.6)
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Pour terminer la question, il suffit de montrer que :

+∞∑

n=0

nm(Cn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

m(An) < +∞. (15.7)

Pour montrer (15.7), on remarque queCn = An \ An+1 pour toutn ∈ N et donc, commeAn+1 ⊂ An et que
m(An+1) ≤ m(An) ≤ m(E) <∞ :

m(Cn) = m(An) −m(An+1).

On en déduit que, pour toutn ∈ N, on a :

n∑

p=0

pm(Cp) =
n∑

p=0

pm(Ap) −
n∑

p=0

pm(Ap+1)

=

n∑

p=0

pm(Ap) −
n+1∑

p=1

(p− 1)m(Ap) =

n∑

p=1

m(Ap) − nm(An+1).

On a donc :
n∑

p=0

pm(Cp) ≤
n∑

p=1

m(Ap), (15.8)

et :
n∑

p=1

m(Ap) =

n∑

p=0

pm(Cp) + nm(An+1). (15.9)

Si
∑+∞
n=0m(An) < +∞, on déduit donc de (15.8) que

∑+∞
n=0 nm(Cn) < +∞.

Réciproquement, si
∑+∞

n=0 nm(Cn) < +∞. On a, par (15.6),
∫
|u|dm < ∞ et donc, commen 1An+1 ≤ |u|,

on a aussinm(An+1) ≤
∫
|u|dm < ∞. On déduit donc de (15.9) que

∑∞
n=1m(An) < ∞. Commem(A0) ≤

m(E) <∞, on a bien finalement
∑∞
n=0m(An) <∞.

On a bien montré (15.7), ce qui termine la question.
—————————————————————————————–

2. Soitp ∈]1,+∞[, montrer que|u|p est une fonction mesurable et que :

∫
|u|pdm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

npm(Bn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

np−1m(An) < +∞. (15.10)

—————————————corrigé—————————————–
La fonction|u|p est mesurable car composée d’une fonction mesurable et d’une fonction continue.

On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :

∑

n∈N

npm(Bn) ≤
∫

|u|pdm ≤
∑

n∈N

(n+ 1)pm(Bn). (15.11)

Si
∫
|u|pdm < +∞, on a donc

∑
n∈N n

pm(Bn) <∞.
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Réciproquement, si
∑
n∈N n

pm(Bn) < ∞, on a aussi
∑∞
n=1(n + 1)pm(Bn) ≤ ∑∞

n=1 2pnpm(Bn) < ∞ et
m(B0) ≤ m(E) <∞. On a donc

∑∞
n=0(n+ 1)pm(Bn) <∞. Ceci donne

∫
|u|pdm < +∞ par (15.11).

On a ainsi montré que : ∫
|u|pdm < +∞ ⇔

+∞∑

n=0

npm(Bn) < +∞.

Ici aussi, on peut utiliser le même raisonnement en remplaçantBn parCn = {x ∈ E, n ≤ |u(x)| < n+ 1}. On
a donc aussi : ∫

|u|pdm < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

npm(Cn) < +∞. (15.12)

Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :

+∞∑

n=0

npm(Cn) < +∞ ⇔
+∞∑

n=0

np−1m(An) < +∞. (15.13)

Pour montrer (15.13), on utilise, comme dans la question précédente queCn = An \ An+1 pour toutn ∈ N et
donc :

m(Cn) = m(An) −m(An+1).

On en déduit que, pour toutn ∈ N,

N∑

n=0

npm(Cn) =

N∑

n=0

npm(An) −
N∑

n=0

npm(An+1)

=

N∑

n=0

npm(An) −
N+1∑

n=1

(n− 1)pm(An)

=

N∑

n=1

(np − (n− 1)p)m(An) −Npm(AN+1).

On a donc :
N∑

n=0

npm(Cn) ≤
N∑

n=1

(np − (n− 1)p)m(An), (15.14)

et :
N∑

n=1

(np − (n− 1)p)m(An) =

N∑

n=0

npm(Cn) +Npm(AN+1). (15.15)

Pour conclure, on remarque que
np − (n− 1)p

np−1
→ p quandn→ ∞. Il existe doncα, β > 0 t.q. αnp−1 ≤

np − (n− 1)p ≤ βnp−1 pour toutn ∈ N⋆.

Si
∑∞
n=0 n

p−1m(An) <∞, on déduit alors de (15.14) que
∑+∞
n=0 nm(Cn) < +∞.

Réciproquement, on suppose que
∑+∞
n=0 n

pm(Cn) < +∞. On a alors, par (15.12),
∫
|u|pdm < ∞ et donc,

commeN 1AN+1 ≤ |u|, on a aussiNpm(An+1) ≤
∫
|u|pdm <∞. On déduit alors de (15.15) que

∞∑

n=0

np−1m(An) <∞.
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On a bien montré (15.13), ce qui termine la question.
—————————————————————————————–

Corrigé 69 (Sur la convergence en mesure)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N et (gn)n∈N deux suites de fonctions mesurables deE dansR. Soit
f et g deux fonctions mesurables deE dansR. On suppose quefn → f en mesure etgn → g en mesure, quand
n→ ∞.

1. On suppose, dans cette question, quef ∈ L1
R(E, T, m) et queg ∈ L1

R(E, T, m).

(a) Montrer que pour toutε > 0 il existek1 ∈ N t.q. :

k ≥ k1 ⇒ m({x ∈ E ; |g(x)| ≥ k}) ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
Pourk ∈ N⋆, on poseAk = {x ∈ E ; |g(x)| ≥ k}. On a donc∩k∈N⋆Ak = ∅. Commeg est intégrable,
on am(Ak) ≤ ‖g‖1/k < +∞. On peut donc appliquer la continuité décroissante dem, on obtient que
m(Ak) → 0 quandk → +∞. Ce qui donne le résultat souhaité.

—————————————————————————————–

(b) Montrer que pour toutε > 0 il existen0 etk0 ∈ N t.q. :

n ≥ n0, k ≥ k0 ⇒ m({x ∈ E ; |fn(x)| ≥ k}) ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
Soitk ∈ N⋆ etn ∈ N. On a

{|fn| ≥ k} ⊂ {|f | ≥ k − 1} ∪ {|fn − f | ≥ 1},

et donc
m({|fn| ≥ k} ≤ m({|f | ≥ k − 1}) +m({|fn − f | ≥ 1}).

Soit ε > 0. Commef est intégrable, il existe (comme à la question précédente)k0 t.q.

k ≥ k0 ⇒ m({|f | ≥ k − 1}) ≤ ε.

Puis commefn → f en mesure, il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒ m({|fn − f | ≥ 1}) ≤ ε.

On a donc
k ≥ k0, n ≥ n0 ⇒ m({|fn| ≥ k} ≤ 2ε.

Ce qui donne le résultat souhaité.
—————————————————————————————–

(c) Montrer quefg ∈ M et fngn → fg en mesure, quandn→ ∞. [On pourra remarquer quefngn − fg =
fn(gn − g) + g(fn − f).]

—————————————corrigé—————————————–
Soit δ > 0 et ε > 0. On remarque que

{|fngn − fg| ≥ δ} ⊂ {|fn(gn − g)| ≥ δ

2
} ∪ {|g(fn − f)| ≥ δ

2
}.
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Pour toutk > 0, on a donc

{|fngn − fg| ≥ δ} ⊂ {|fn| ≥ k} ∪ {|gn − g| ≥ δ

2k
} ∪ {|g| ≥ k} ∪ {|fn − f | ≥ δ

2k
}.

Grâce aux deux questions précédentes, il existe donck1, k0 etn0 t.q. aveck = max{k1, k0},

n ≥ n0 ⇒ m({|fngn − fg| ≥ δ}) ≤ 2ε+m({|gn − g| ≥ δ

2k
}) +m({|fn − f | ≥ δ

2k
}).

En utilisant les convergences en mesure defn etgn, on obtient alors l’existence den1 t.q.

n ≥ n1 ⇒ m({|fngn − fg| ≥ δ}) ≤ 4ε.

Ce qui prouve quefngn → fg en mesure.
—————————————————————————————–

(d) (Question plus difficile.) En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ), Donner un exemple pour lequelfg 6∈ L1
R(E,

T, m).
—————————————corrigé—————————————–

On peut, par exemple, prendref et g définies parf(x) = g(x) = 1/
√
x pourx ∈]0, 1[ et f(x) = g(x) = 0

si x 6∈]0, 1[. (Et on prendfn = f etgn = g pour toutn ∈ N.)
—————————————————————————————–

2. En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ), Donner un exemple pour lequelfngn 6→ fg en mesure, quandn→ ∞
(pour cet exemple, on a doncf 6∈ L1

R(E, T, m) oug 6∈ L1
R(E, T, m)).

—————————————corrigé—————————————–
On peut prendre, par exemple,

fn(x) =
x

n(x2 + 1)
, pour toutn ∈ N etx ∈ R.

gn(x) = x2 + 1, pour toutn ∈ N etx ∈ R.

—————————————————————————————–

Corrigé 70 (Sur l’inégalité de Markov)
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1

R(E, T, m).

1. Montrer que pour touta > 0, on aam({|f | > a}) ≤
∫

{|f |>a}
|f | dm.

—————————————corrigé—————————————–
Comme|f | ∈ M+, la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déjà été vue dans le cours (voir l’inégalité (4.8)).

Soita > 0. On remarque que|f |1{|f |>a} ≥ a1{|f |>a}. Par monotonie de l’intégrale, on en déduit :

am({|f | > a}) =

∫
a1{|f |>a}dm ≤

∫
|f |1{|f |>a}dm =

∫

{|f |>a}
|f |dm.

—————————————————————————————–

2. Montrer que pour touta > 0, on am({|f | > a}) ≤ (

∫
|f | dm)/a. (Ceci est l’inégalité de Markov.)

—————————————corrigé—————————————–

Comme
∫

{|f |>a}
|f |dm ≤

∫
|f |dm, cette question découle immédiatement de ma précédente.

—————————————————————————————–

351



3. Montrer que
lim
a→∞

am({|f | > a}) = 0. (15.16)

—————————————corrigé—————————————–
Soit (an)n∈N ⊂ R t.q.an → ∞, quandn→ ∞. On posegn = |f |1{|f |>an}. On agn → 0 p.p. quandn→ ∞
et, pour toutn ∈ N, |gn| ≤ |f | p.p.. Grâce au théorème de convergence dominée, on en déduitque

∫
gndm→ 0

quandn→ ∞ et donc, avec la question 1,anm({|f | > an}) → 0 quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (15.16) dans les 2 cas suivants :
(E, T,m) = (R,B(R), λ) et (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

—————————————corrigé—————————————–
Dans le cas(E, T,m) = (R,B(R), λ), il suffit de prendref = 1R.

Dans le cas(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ), on peut prendre, par exemple,f définie parf(x) = 1
x| ln(2x)| pour

x ∈]0, 1[. La fonctionf est mesurable mais n’est pas intégrable. Poura > 0, on aam({|f | > a}) = axa avec
xa > 0 t.q.xa| ln(2xa)| = 1

a . On axa → 0 quanda → ∞ et doncam({|f | > a}) = axa = 1
| ln(2xa)| → 0 quand

a→ ∞.
—————————————————————————————–

Corrigé 71 (Sur f ≥ 0 p.p.)
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1

R(E, T, m). Montrer que les 2 conditions suivantes sont équivalentes :

1. f ≥ 0 p.p.,

2.
∫
A
f dm ≥ 0 pour toutA ∈ T .

—————————————corrigé—————————————–
– On suppose d’abord quef ≥ 0 p.p.. SoitA ∈ T , on a alorsf1A ≥ 0 p.p. et donc, par monotonie de l’intégrale

surL1 (proposition 4.4 page 83),
∫
A
fdm =

∫
f1Adm ≥ 0.

En fait, pour être tout à fait précis, la proposition 4.4 est énoncée avec l’hypothèse “f ≥ g” et non seulement
“f ≥ g p.p.". Toutefois il est clair que cette proposition est aussi vraie avec seulement “f ≥ g p.p.". Il suffit
de remarquer que, sif ≥ g p.p., il existeB ∈ T t.q.m(B) = 0 et f ≥ g surBc. On a doncf1Bc ≥ g1Bc .
Si f, g ∈ L1, la proposition 4.4 donne alors

∫
f1Bcdm ≥

∫
g1Bcdm. On en déduit

∫
fdm ≥

∫
gdm car∫

fdm =
∫
f1Bcdm et

∫
gdm =

∫
g1Bcdm (voir la proposition 4.5 page 84).

– On suppose maintenant que
∫
A
f dm ≥ 0 pour toutA ∈ T . Soitn ∈ N⋆, on choisitA = An = {f ≤ − 1

n} =

{x ∈ E : f(x) ≤ − 1
n}, de sorte quef1An

≤ − 1
n1An

. La monotonie de l’intégrale surL1 (proposition 4.4 page
83) donne alors ∫

f1An
dm ≤ − 1

n
m(An).

Comme
∫
f1An

dm ≥ 0 par hypothèse, on a donc nécessairementm(An) = 0.

Parσ-sous additivité dem, on en déduit quem({f < 0}) = m(∪n∈N⋆{f ≤ − 1
n}) = 0, et doncf ≥ 0 p.p..

—————————————————————————————–

Corrigé 72
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1(= L1

R(E, T,m)).

1. Montrer que :∀ε > 0, ∃ δ > 0 t.q.∀A ∈ T ,m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε. [Introduirefn = inf(|f |, n)].

—————————————corrigé—————————————–
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On posefn = inf(|f |, n). Comme|f | − fn → 0 p.p. (et même partout), quandn→ ∞, et que0 ≤ |f | − fn ≤
|f | ∈ L1, on peut appliquer le théorème de convergence dominée à la suite (|f | − fn)n∈N (ou la proposition
4.6). Il donne que

∫
(|f | − fn)dm→ 0 quandn→ ∞.

Soitε > 0, il existe doncn ∈ N t.q.
∫
(|f | − fn)dm ≤ ε. PourA ∈ T , on a donc :

∫

A

|f |dm ≤
∫

A

(|f | − fn)dm+

∫

A

fndm ≤
∫

(|f | − fn)dm+

∫

A

fndm

≤ ε+ nm(A).

En prenantδ = ε
n , on en déduit :

A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ 2ε.

NB : Au lieu d’appliquer le théorème de convergence dominée àla suite(|f | − fn)n∈N, on peut aussi faire
cet question en appliquant le théorème de convergence monotone à la suite(fn)n∈N et en utilisant le fait que
f ∈ L1.

—————————————————————————————–

2. Montrer que :∀ε > 0, ∃C ∈ T t.q. :

(i) m(C) < +∞,

(ii)
∫

Cc

|f |dm ≤ ε,

(iii) sup
C

|f | < +∞,

[ConsidérerCn = {x ∈ E ;
1

n
≤ |f(x)| ≤ n}, et montrer que pourn ≥ n0 oùn0 est bien choisi,Cn vérifie

(i), (ii) et (iii). ]

—————————————corrigé—————————————–

Pourn ∈ N⋆, on poseCn = {x ∈ E ;
1

n
≤ |f(x)| ≤ n}.

Soitn ∈ N⋆, on a|f | ≤ n surCn et 1
nm(Cn) ≤

∫
|f |dm < ∞. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées si

on prendC = Cn.

Soit ε > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisirn de manière avoir aussi (ii). Pour cela, on pose
gn = f1Cc

n
, de sorte quegn → 0 p.p. (et même partout) et|gn| ≤ |f | p.p. (et même partout), pour toutn ∈ N⋆.

On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée à la suite(gn)n∈N (ou la proposition 4.6). Il donne
que

∫
|gn|dm → 0 quandn→ ∞. Il existe doncn ∈ N⋆ t.q. (ii) soit vérifiée. En prenantC = Cn, on a donc

(i), (ii) et (iii).
—————————————————————————————–

Corrigé 73 (m−mesurabilité)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 etf une application deAc dansR. Montrer que :
il existeg mesurable deE dansR t.q. f = g p.p. si et seulement si il existe(fn)n∈N, suite de fonctions étagées,
t.q.fn → f p.p., quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
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– On suppose d’abord qu’il existeg mesurable deE dansR t.q.f = g p.p.. Il existe doncB ∈ T t.q.m(B) = 0
etf = g surBc (etBc ⊂ Ac, i.e.A ⊂ B).

Commeg ∈ M, la deuxième caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.6 page 59) donne l’existence
d’une suite(fn)n∈N ⊂ E t.q.fn(x) → g(x) pour toutx ∈ E. On a donc aussifn(x) → f(x) pour toutx ∈ Bc.
Commem(B) = 0, on a bienfn → f p.p..

– On suppose maintenant qu’il existe(fn)n∈N ⊂ E t.q. fn → f p.p.. Il existe doncB ∈ T t.q. m(B) = 0
et fn(x) → f(x) pour toutx ∈ Bc (on a donc aussiBc ⊂ Ac). On posegn = fn1Bc et on définitg par
g(x) = f(x) si x ∈ Bc et g(x) = 0 si x ∈ B. Avec ces choix degn et g, on a(gn)n∈N ∈ E et gn(x) → g(x)
pour toutx ∈ E. On a donc, par la proposition 3.6,g ∈ M. On a aussif = g p.p. carf = g surBc et
m(B) = 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 74 (Mesure complète, suite de l’exercice 2.32)
On reprend les notations de l’exercice 2.32 page 49. On note donc (E, T ,m) le complété de l’espace mesuré
(E, T,m).

Montrer queL1
R(E, T,m) ⊂ L1

R(E, T ,m). Soit f ∈ L1
R(E, T ,m), montrer qu’il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.

f = g p.p. et que
∫
fdm =

∫
gdm.

—————————————corrigé—————————————–

1. On commence par montrer queL1
R(E, T,m) ⊂ L1

R(E, T ,m).

CommeT ⊂ T , on aM(E, T ) ⊂ M(E, T ), M+(E, T ) ⊂ M+(E, T ), E(E, T ) ⊂ E(E, T ) et E+(E, T ) ⊂
E+(E, T ). Puis, commem = m surT , on a

∫
fdm =

∫
fdm pour toutf ∈ E+(E, T ). Si f ∈ M+(E, T ),

il existe une suite(fn)n∈N ⊂ E+(E, T ) t.q. fn ↑ f quandn→ ∞, la définition de l’intégrale surM+ donne
alors : ∫

fdm =

∫
fdm, pour toutf ∈ M+(E, T ). (15.17)

Soit f ∈ L1
R(E, T, m), on a doncf ∈ M(E, T ) ⊂ M(E, T ) et (15.17) donne

∫
|f |dm =

∫
|f |dm < ∞.

Donc,f ∈ L1
R(E, T ,m). En appliquant (15.17) àf±, on montre aussi que

∫
fdm =

∫
fdm.

2. On va montrer la deuxième partie de la question en raisonnant en 3 étapes :
(a) SoitC ∈ T . Il existe doncA ∈ T ,N ∈ Nm t.q.C = A ∪N . Il existeB ∈ T t.q.N ⊂ B etm(B) = 0. On

a {1A 6= 1C} ⊂ N ⊂ B. Donc,{1A 6= 1C} ∈ Nm = Nm, c’est-à-dire1A = 1C m-p.p. etm-p.p.. En fait,
commeNm = Nm, il est identique de dire “m-p.p." et “m-p.p.", on dira donc simplement “p.p.".

(b) Soitf ∈ E(E, T ). Il existea1, . . . , an ∈ R etC1, . . . , Cn ∈ T t.q.f =
∑n
i=1 ai1Ci

. D’après (a), on trouve
A1, . . . , An ∈ T t.q.1Ai

= 1Ci
p.p., pour touti. On pose alorsg =

∑n
i=1 ai1Ai

, de sorte queg ∈ E(E, T ) et
g = f p.p..

(c) Soitf ∈ L1
R(E, T ,m). Commef ∈ M(E, T ), il existe (d’après la proposition 3.6)(fn)n∈N ⊂ E(E, T )

t.q. fn(x) → f(x) pour toutx ∈ E. D’après (b), pour toutn ∈ N, il existegn ∈ E(E, T ) t.q. fn = gn p.p..
Pour toutn ∈ N, il existeAn ∈ T t.q.m(An) = 0 et fn = gn surAcn. On poseA = ∪n∈NAn. On aA ∈ T ,
m(A) = 0 et fn = gn surAc, pour toutn ∈ N. On définit alorsg parg = f surAc et g = 0 surA. On a
g ∈ M(E, T ) carg est limite simple de(gn1Ac) ∈ E(E, T ) (cf. proposition 3.6) etf = g p.p. (carf = g sur
Ac).

Comme|f |, |g| ∈ M+(E, T ) et|f | = |g| p.p., on a∞ >
∫
|f |dm =

∫
|g|dm. Puis, comme|g| ∈ M+(E, T ),

(15.17) donne
∫
|g|dm =

∫
|g|dm. On en déduit donc queg ∈ L1

R(E, T, m).

Enfin, en utilisant le fait quef+ = g+ p.p.,f− = g− p.p. et (15.17) (avecg+ etg−) on a aussi :
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∫
fdm =

∫
f+dm−

∫
f−dm =

∫
g+dm−

∫
g−dm

=

∫
g+dm−

∫
g−dm =

∫
gdm.

On a bien trouvég ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f = g p.p. et

∫
fdm =

∫
gdm.

—————————————————————————————–

Corrigé 75 (Petit lemme d’intégration)
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M(E, T ). (On rappelle queM(E, T ) est l’ensemble des fonctions
mesurables deE dansR.)

1. On suppose (dans cette question) quef ∈ L1
R(E, T, m). Montrer que

(An)n∈N ⊂ T, m(An) → 0 ⇒
∫
f1An

dm→ 0. (15.18)

—————————————corrigé—————————————–
Commef ∈ L1

R(E, T, m), La question 1 de l’exercice 4.14 page 100 donne :
∀ε > 0, ∃η > 0 t.q. (A ∈ T ,m(A) ≤ η) ⇒

∫
f1Adm ≤ ε.

Ceci donne (15.18). . .
—————————————————————————————–

2. On prend (dans cette question)(E, T,m) = (R,B(R), λ). Donner un exemple def ∈ M(E, T ) t.q.f ≥ 0 (de
sorte quef ∈ M+(E, T )), pour lequel (15.18) est faux.

—————————————corrigé—————————————–
On prendf(x) = x1R+(x) etAn =]n, n + 1/n[. On am(An) → 0 (quandn → ∞) et

∫
f1An

dλ ≥ 1 pour
toutn ∈ N. Donc,

∫
f1An

dλ 6→ 0.
—————————————————————————————–

3. On suppose (dans cette question) quem(E) <∞ et quef > 0 (c’est à diref(x) > 0 pour toutx ∈ E). Montrer
que

(An)n∈N ⊂ T,

∫
f1An

dm→ 0 ⇒ m(An) → 0. (15.19)

On pourra utiliser le fait que, pourp ∈ N⋆,An ⊂ {f < 1
p} ∪ {x ∈ An; f(x) ≥ 1

p}.

—————————————corrigé—————————————–
On a{f < 1

p+1} ⊂ {f < 1
p}, ∩p∈N⋆{f < 1

p} = ∅ etm({f < 1
p}) < ∞, pour toutp ∈ N⋆ (carm(E) < ∞).

La propriété de continuité décroissante de la mesurem donne alors quem({f < 1
p}) → 0 quandp→ ∞.

Soit ε > 0. Il existe doncp ∈ N⋆ t.q.m({f < 1
p}) ≤ ε. On a alorsm(An) ≤ ε+m({x ∈ An; f(x) ≥ 1

p}) ≤
ε + p

∫
f1An

dm. Comme
∫
f1An

dm → 0, il existe doncn0 t.q.m(An) ≤ 2ε pourn ≥ n0. Ce qui prouve
(15.19).

—————————————————————————————–
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4. On prend (dans cette question)(E, T,m) = (R,B(R), λ) (de sorte quem(E) = ∞). Montrer que sif ∈ L1
R(E,

T, m) etf > 0, alors (15.19) est faux. Donner un exemple def ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f > 0.

—————————————corrigé—————————————–
On prendAn =]n, n+ 1[. En appliquant la proposition 4.6 page 85 (ou le théorème de convergence dominée) à
la suite(f1An

)n∈N, on obtient que
∫
f1An

dλ→ 0 (quandn→ ∞). D’autre partλ(An) = 1 6→ 0. La propriété
(4.35) est donc fausse.

On obtient un exemple def ∈ L1
R(R,B(R), λ) t.q.f > 0 en prenantf(x) = exp(−|x|).

—————————————————————————————–

Corrigé 76 (Fatou sans positivité)
Soit(E, T,m) un espace mesuré. Soit(fn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m), f ∈ L1
R(E, T, m) eth ∈ M(E, T ). (On rappelle

queM(E, T ) est l’ensemble des fonctions mesurables deE dansR.)

1. On suppose quefn → h p.p. quandn→ ∞, fn ≥ f p.p. pour toutn ∈ N, et on suppose qu’il existeC ∈ R t.q.∫
fndm ≤ C pour toutn ∈ N.

(a) Montrer qu’il existe(gn)n∈N ⊂ L1
R(E, T, m) etg ∈ L1

R(E, T, m) t.q.
– fn = gn p.p., pour toutn ∈ N, f = g p.p.,
– gn(x) → h(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ E,
– gn ≥ g pour toutn ∈ N.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0 etfn(x) → h(x) pour toutx ∈ Ac.
Pour toutn ∈ N, soitAn ∈ T t.q.m(An) = 0 etfn(x) ≥ f(x) pour toutx ∈ (An)c.
On poseB = A ∪ (∪n∈NAn). On aB ∈ T , m(B) = 0, fn(x) → h(x) pour toutx ∈ Bc et fn(x) ≥ f(x)
pour toutx ∈ Bc.
On pose, pourn ∈ N, gn = fn1Bc +h1B etg = f1Bc +h1B. On a bien(gn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m), g ∈ L1
R(E,

T, m) et les 3 conditions demandées sont vérifiées.
—————————————————————————————–

(b) Montrer queh ∈ L1
R(E, T, m).

—————————————corrigé—————————————–
On applique le lemme de Fatou à la suite(gn − g)n∈N ⊂ M+ (noter aussi que(h− g) ∈ M+).
On obtient

∫
(h− g)dm ≤ lim infn→∞

∫
(gn − g)dm ≤ C −

∫
gdm <∞.

On en déduit que(h− g) ∈ L1
R(E, T, m) et donch = h− g + g ∈ L1

R(E, T, m).
—————————————————————————————–

2. (question plus difficile) On reprend les hypothèses de la question précédente sauf “fn ≥ f p.p., pour toutn ∈ N"
que l’on remplace par l’hypothèse (plus faible) “il existeD ∈ R t.q.

∫
fndm ≥ D pour toutn ∈ N". Donner un

exemple pour lequelh /∈ L1
R(E, T, m). [Prendre(E, T,m) = (R,B(R), λ).]

—————————————corrigé—————————————–
On prendfn = 1[1/n,n+1/n] − n21[0,1/n[ eth = 1R+ . On afn → h p.p.,

∫
fndm = 0 eth /∈ L1

R(E, T, m).
—————————————————————————————–

Corrigé 77
SoientT > 0 etf ∈ L1 = L1([0, T ],B([0, T ]), λ) (λ désigne donc ici la mesure de Lebesgue surB([0, T ]).
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1. Soitn ∈ N. Montrer que la fonctionx 7→ enxf(x) appartient àL1.

—————————————corrigé—————————————–
La fonctionx 7→ enx est continue donc mesurable (de[0, 1] dansR, tous deux munis de la tribu borélienne). La
fonctionx 7→ enxf(x) est donc mesurable comme produit de fonctions mesurables.

On remarque ensuite que
∫
|enxf(x)|dλ(x) ≤ en‖f‖1 < ∞. On en déduit que la fonctionx 7→ enxf(x)

appartient àL1.
—————————————————————————————–

On suppose, dans la suite de l’exercice, quef ≥ 0 p.p. et qu’il existeM ∈ R+ t.q. que
∫
enxf(x) dλ(x) ≤ M

pour toutn ∈ N.

2. Montrer quef = 0 p.p.. [Appliquer le théorème de convergence monotone.]

—————————————corrigé—————————————–
On poseA = {f > 0} = {x ∈ E ; f(x) > 0} etB = A \ {0}. Commef est mesurable, on aA,B ∈ B([0, 1]).

Pourn ∈ N, on posegn(x) = enx|f(x)| pourx ∈ [0, 1]. On agn ∈ M+ etgn ↑ g avecg définie par :

g(x) = ∞, si x ∈ B,
g(x) = 0, si x ∈]0, 1] \B,
g(0) = |f(0)|.

Le théorème de convergence monotone donne queg ∈ M+ et
∫
gndm →

∫
gdm quandn→ ∞. Comme

gn = en·f p.p., on a
∫
gndm =

∫
enxf(x)dλ(x) ≤M et donc, en passant à limite quandn→ ∞,

∫
gdm ≤M .

On a aussihn ↑ g avechn = n1B + |f(0)|1{0}. La définition de l’intégrale surM+ donne alors
∫
gdm =

limn→∞ nλ(B) et donc
∫
gdm = ∞ si λ(B) > 0. Comme

∫
gdm ≤ M , on a doncλ(B) = 0 et donc aussi

λ(A) = 0. Ce qui donnef = 0 p.p..
—————————————————————————————–

3. On suppose de plus quef est continue. Montrer quef(x) = 0 pour toutx ∈ [0, T ].

—————————————corrigé—————————————–
On pose toujoursA = {f > 0} = {x ∈ E ; f(x) > 0}. Commef est continue, l’ensembleA est un ouvert de
[0, 1]. SiA 6= ∅, il existe un intervalle ouvert non vide inclus dansA et doncλ(A) > 0 en contradiction avec le
résultat de la question précédente qui donneλ(A) = 0. On a doncA = ∅, c’est-à-diref = 0 sur tout[0, 1].

—————————————————————————————–

15.2 EspaceL1

Corrigé 78 (Mesure de densité)
Soit (E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M+. PourA ∈ T , on poseµ(A) =

∫
A fdm.

1. Montrer queµ est une mesure surT .
—————————————corrigé—————————————–

On rappelle que, par définition, pour toutA ∈ T , on a
∫
A fdm =

∫
f1Adm avecf1A = 0 surAc et f1A = f

surA (on a bienf1A ∈ M+ et donc
∫
A
fdm est bien définie).

On montre maintenant queµ est une mesure.

Il est clair queµ(∅) = 0 carf1A = 0 (sur toutE) siA = ∅. Pour montrer queµ est un mesure, il reste à montrer
queµ estσ-additive.
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Soit (An)n∈N ⊂ T t.q. An ∩ Am = ∅ si n 6= m. On poseA = ∪n∈NAn et on remarque que1A(x) =∑
n∈N 1An

(x) pour toutx ∈ E et doncf1A(x) =
∑

n∈N f1An
(x) pour toutx ∈ E. Le premier corollaire du

théorème de convergence monotone (corollaire 4.1) donne alors
∫
f1Adm =

∑

n∈N

∫
f1An

dm,

c’est-à-direµ(A) =
∑

n∈N µ(An). Ceci prouve queµ estσ-additive et donc queµ est une mesure.
—————————————————————————————–

2. Soit g ∈ M. Montrer queg ∈ L1
R(E, T, µ) si et seulement sifg ∈ L1

R(E, T,m) (on posefg(x) = 0 si
f(x) = ∞ etg(x) = 0). Montrer que, pourg ∈ L1

R(E, T, µ),
∫
gdµ =

∫
fgdm.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne en 3 étapes :

(a) Soitg ∈ E+ \ {0}. Il existe donca1, . . . , ap ∈ R⋆+ etA1, . . . , Ap ∈ T t.q. g =
∑p

i=1 ai1Ai
. On a alors (en

posantfg(x) = 0 si f(x) = ∞ etg(x) = 0) fg =
∑p

i=1 aif1Ai
∈ M+ et :

∫
fgdm =

p∑

i=1

ai

∫
f1Ai

dm =

p∑

i=1

aiµ(Ai) =

∫
gdµ.

(Ce qui, bien sûr, est aussi vrai pourg = 0.)

(b) Soitg ∈ M+. Il existe alors(gn)n∈N ⊂ E+ t.q. gn ↑ g. L’item précédent donne que
∫
fgndm =

∫
gndµ.

Avec le théorème de convergence monotone (pourµ et pourm, puisquefgn ↑ fg en posant toujoursfg(x) =
0 si f(x) = ∞ etg(x) = 0), on en déduit quefg ∈ M+ et :

∫
fgdm =

∫
gdµ. (15.20)

(c) Soit maintenantg ∈ M. En appliquant (15.20) à|g| ∈ M+, on a :
∫

|fg|dm =

∫
f |g|dm =

∫
|g|dµ,

et donc :
fg ∈ L1

R(E, T,m) ⇔ g ∈ L1
R(E, T, µ).

En fait, on peut ne pas avoirfg ∈ L1
R(E, T, m) car fg peut prendre les valeurs±∞. L’assertion “fg ∈

L1
R(E, T,m)" est à prendre, comme d’habitude, au sens “il existeh ∈ L1

R(E, T, m) t.q. fg = h p.p.". Ceci
est vérifié car si

∫
|fg|dm <∞, on a|fg| <∞ p.p.. Il suffit alors de changerfg sur un ensemble de mesure

nulle pour avoir une fonction mesurable prenant ses valeursdansR.

Si g ∈ L1
R(E, T, µ), en écrivant (15.20) avecg+ et g− (qui sont bien des éléments deM+) et en faisant la

différence on obtient bien que
∫
fgdm =

∫
gdµ.

—————————————————————————————–

Corrigé 79
Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteL1 l’espaceL1

R(E, T,m). Soit (fn)n∈N ⊂ L1 et f ∈ L1. On suppose
que, pour toutn ∈ N, fn ≥ 0 p.p., quefn → f p.p. et que

∫
fndm →

∫
fdm lorsquen → +∞. Montrer que

fn → f dansL1. [on pourra examiner la suite(f − fn)
+.]
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—————————————corrigé—————————————–
On posehn = (f − fn)

+. On a donc(hn)n∈N ⊂ L1
R(E, T,m) ethn → 0 p.p.. De plus, commefn ≥ 0 p.p., on a

0 ≤ hn ≤ f+ p.p.. En effet, soitx ∈ E t.q.hn(x) 6= 0. On a alors, sifn(x) ≥ 0 (ce qui est vrai pour presque tout
x), 0 < hn(x) = f(x) − fn(x) ≤ f(x) = f+(x).

Commef+ ∈ L1
R(E, T,m), on peut appliquer le théorème de convergence dominée à cette suite(hn)n∈N, il donne

quehn → 0 quandn→ ∞, c’est-à-dire
∫

(f − fn)
+dm→ 0, quandn→ ∞. (15.21)

On remarque ensuite que
∫

(f − fn)
−dm =

∫
(f − fn)

+dm−
∫

(f − fn)dm,

et donc, comme
∫
fndm→

∫
fdm lorsquen→ +∞,

∫
(f − fn)

−dm → 0, quandn→ ∞. (15.22)

De (15.21) et (15.22), on déduit ∫
|f − fn|dm→ 0, quandn→ ∞,

c’est-à-direfn → f dansL1
R(E, T, m), quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 80 (Théorème de Beppo-Lévi)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1 (= L1

R(E, T,m)) etf : E → R, t.q. :

(i) fn → f p.p. lorsquen→ +∞.

(ii) La suite(fn)n∈N est monotone, c’est-à-dire :
fn+1 ≥ fn p.p., pour toutn ∈ N,
ou
fn+1 ≤ fn p.p., pour toutn ∈ N.

1. Construire(gn)n∈N ⊂ L1(= L1
R(E, T,m)) et g ∈ M t.q. fn = gn p.p.,f = g p.p.,gn(x) → g(x) pour tout

x ∈ E, etgn+1 ≥ gn pour toutn ∈ N (ougn+1 ≤ gn pour toutn ∈ N).

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant defn, que l’on note encorefn.

L’hypothèse (i) donne qu’il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 etfn(x) → f(x) pour toutx ∈ Ac.

L’hypothèse (ii) donne que la suite(fn)n∈Nest monotone. On suppose que cette suite est monotone croissante
(le cas “monotone décroissante" est similaire). Il existe alors, pour toutn ∈ N, An ∈ T t.q.m(An) = 0 et
fn+1 ≥ fn surAcn.

On poseB = A ∪ (∪n∈NAn). On a doncB ∈ T etm(B) = 0. Puis on posegn = fn1Bc et on définitg par
g(x) = f(x) si x ∈ Bc et g(x) = 0 si x ∈ B. On a bienf = g p.p., (gn)n∈N ⊂ L1

R(E, T,m)), fn = gn
p.p. etgn+1 ≥ gn (pour toutn ∈ N). Enfingn(x) → g(x) pour toutx ∈ E, et g ∈ M carg est limite simple
d’éléments deM (voir la proposition 3.5 sur la stabilité deM).

On remarque aussi que, pour toutn ∈ N, fn etgn sont deux répresentants du même élément deL1
R(E, T, m) et∫

fndm =
∫
gndm.

—————————————————————————————–
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2. Montrer quef ∈ L1 ⇔ lim
n→+∞

∫
fndm ∈ R.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend la suite(gn)n∈N et la fonctiong construites à la question précédente et on distingue maintenant les
2 cas de l’hypothèse (ii).

Cas 1 : La suite(gn)n∈N est supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a(gn − g0) ↑ (g − g0) quandn→ ∞ et, comme(gn − g0) ∈ M+ pour toutn ∈ N, on peut
utiliser le théorème de convergence monotone dansM+ (théorème 4.1). Il donne ((g − g0) ∈ M+ et)

∫
(gn − g0)dm→

∫
(g − g0)dm quandn→ ∞. (15.23)

On sait déjà que(g− g0) ∈ M et que
∫
|g− g0|dm =

∫
(g− g0)dm car(g− g0) ∈ M+. la propiétée (15.23)

donne alors que(g−g0) ∈ L1
R(E, T,m) si et seulement si la limite de la suite (croissante)(

∫
(gn−g0)dm)n∈N

est dansR (c’est-à-dire différente de∞).

Commegn, g0 ∈ L1
R(E, T, m), on a

∫
(gn − g0)dm =

∫
gndm−

∫
g0dm et donc(g − g0) ∈ L1

R(E, T, m)
si et seulement si la limite de la suite (croissante)(

∫
gndm)n∈N est dansR.

Enfin, commeg = (g − g0) + g0 et queg0 ∈ L1
R(E, T, m), on ag ∈ L1

R(E, T, m) si et seulement
(g − g0) ∈ L1

R(E, T, m) et finalement on obtient bien queg ∈ L1
R(E, T, m) si et seulement la limite de la

suite (croissante)(
∫
gndm)n∈N est dansR.

On conclut en remarquant que
∫
fndm =

∫
gndm pour toutn ∈ N etf = g p.p.. Plus précisement :

– Si la limite de la suite (croissante)(
∫
fndm)n∈N est dansR, on obtient queg ∈ L1) et donc quef ∈

L1
R(E, T,m) au sens “il existeg ∈ L1

R(E, T, m) t.q. f = g p.p." (on confond doncf et la classe deg,
c’est-à-dire{h ∈ L1

R(E, T, m) ; h = g p.p.}).
– Réciproquement, sif ∈ L1

R(E, T,m), cela signifie qu’il existeh ∈ L1
R(E, T, m) t.q.f = h p.p. (on a donc

confonduf et la classe deh). Commef = g p.p., on a aussih = g p.p.. Commeg ∈ M, on obtient donc
queg ∈ L1

R(E, T, m) et donc(g − g0) ∈ L1
R(E, T, m) ce qui donne, par (15.23), que la limite de la suite

(croissante)(
∫
fndm)n∈N est dansR.

Cas 2 : La suite(gn)n∈N est supposée monotone décroissante.

La démonstration est très voisine de la précécende. On remarque que(g0 − gn) ↑ (g0 − g) quandn→ ∞ et,
comme(g0 − gn) ∈ M+ pour toutn ∈ N, on peut utiliser le théorème de convergence monotone dansM+

(théorème 4.1). Il donne ((g0 − g) ∈ M+ et)
∫

(g0 − gn)dm→
∫

(g0 − g)dm quandn→ ∞. (15.24)

On sait déjà que(g−g0) ∈ M et que
∫
|g−g0|dm =

∫
(g0−g)dm car(g0−g) ∈ M+. La propriété (15.24)

donne alors que(g−g0) ∈ L1
R(E, T,m) si et seulement si la limite de la suite (croissante)(

∫
(g0−gn)dm)n∈N

est dansR (c’est-à-dire différente de∞).

Commegn, g0 ∈ L1
R(E, T, m), on a

∫
(g0− gn)dm =

∫
g0dm−

∫
gndm et donc(g− g0) ∈ L1

R(E, T, m) si
et seulement si la limite de la suite (décroissante)(

∫
gndm)n∈N est dansR (c’est-à-dire différente de−∞).

Enfin, commeg = (g − g0) + g0 et queg0 ∈ L1
R(E, T, m), on ag ∈ L1

R(E, T, m) si et seulement
(g − g0) ∈ L1

R(E, T, m) et finalement on obtient bien queg ∈ L1
R(E, T, m) si et seulement la limite de la

suite (décroissante)(
∫
gndm)n∈N est dansR.

On conclut en remarquant que
∫
fndm =

∫
gndm pour toutn ∈ N etf = g p.p., comme dans le premier cas.
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—————————————————————————————–

3. On suppose ici quef ∈ L1, montrer quefn → f dansL1, lorsquen→ +∞.

—————————————corrigé—————————————–
On utilise toujours la suite(gn)n∈N et la fonctiong construites à la première question.

Commef ∈ L1
R(E, T,m) on a g ∈ L1

R(E, T, m) et la propriété (15.23) (ou la propriété (15.24)) donne∫
gndm→

∫
gdm quandn→ ∞ et donc

∫
|gn − g|dm→ 0 quandn→ ∞.

(On a utilisé ici le fait que(gn − g) a un signe constant et queg ∈ L1
R(E, T, m).)

Comme‖fn − f‖1 =
∫
|gn − g|dm, on en déduit quefn → f dansL1

R(E, T, m), quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

Corrigé 81 (Préliminaire pour le théorème de Vitali)
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ L1(= L1

R(E, T,m)).

1. Montrer que pour toutε > 0, il existeδ > 0 t.q. :

A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε.

[Choisir un représentant def et introduirefn = inf(|f |, n)].

—————————————corrigé—————————————–
En choisissant un représentant def , cette question est démontrée à la question 1 de l’exsercice4.14.

—————————————————————————————–

2. Soitε > 0, montrer qu’il existeC ∈ T t.q.m(C) < +∞ et
∫

Cc

|f |dm ≤ ε. [Choisir un représentant def et

considérerCn = {x ∈ E ;
1

n
≤ |f(x)|}.]

—————————————corrigé—————————————–
On choisit un représentant def , encore notéf et pose, pour toutn ∈ N⋆, Cn = {|f | ≥ 1

n}.

Comme|f | ≥ 1
n1Cn

, on a, par monotonie de l’intégrale,m(Cn) ≤ n‖f‖1 <∞ pour toutn ∈ N⋆.

On pose maintenantgn = |f |1Cc
n
. On remarque quegn(x) → 0 pour toutx ∈ E et que|gn| ≤ |f |. On peut

donc appliquer le théorème de convergence dominée à la suite(gn)n∈N (ou la proposition préliminaire 4.6). Il
donne que

∫
gndm→ 0 quandn→ ∞.

Soit ε > 0, il existe doncn0 ∈ N⋆ t.q.
∫
gndm ≤ ε. On prend alorsC = Cn0 , on a bienm(C) < +∞ et∫

Cc |f |dm ≤ ε.
—————————————————————————————–

Corrigé 82 (Théorème de Vitali)
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1(= L1

R(E, T,m)) etf : E → R t.q.fn → f p.p..
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1. On supposem(E) < +∞. Montrer que :f ∈ L1 et fn → f dansL1 lorsquen → +∞ si et seulement si
(fn)n∈N est équi-intégrable i.e. : Pour toutε > 0, il existeδ t.q. (A ∈ T , n ∈ N,m(A) ≤ δ ⇒

∫
A |fn|dm ≤ ε).

[Pour montrer le sens⇒, utiliser la question 1 de l’exercice 4.29. Pour le sens⇐, remarquer que
∫
|fn−f |dm =∫

A |fn − f |dm+
∫
Ac |fn − f |dm, utiliser le théorème d’Egorov et le lemme de Fatou...]

—————————————corrigé—————————————–
Sens(⇒) Soit ε > 0. D’après l’exercice 4.29 (première question), il existe, pour toutn ∈ N, δn > 0 t.q. :

A ∈ T, m(A) ≤ δn ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε. (15.25)

On ne peut pas déduire de (15.25) l’équi-intégrabilité de(fn)n∈N car on peut avoirminn∈N δn = 0.

Commef ∈ L1, il existe aussiδ > 0 t.q. :

A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε. (15.26)

On va déduire l’équi-intégrabilité de la suite(fn)n∈N en utilisant (15.25) et (15.26).

SoitA ∈ T , on a :
∫

A

|fn|dm ≤
∫

A

|fn − f |dm+

∫

A

|f |dm ≤
∫

|fn − f |dm+

∫

A

|f |dm. (15.27)

Commefn → f dansL1 quandn→ ∞, il existen0 ∈ N t.q. ‖fn − f‖1 ≤ ε si n > n0. Pourn > n0 et
m(A) ≤ δ, (15.27) et (15.26) donne donc

∫
A
|fn|dm ≤ 2ε. On choisit alorsδ = min{δ0, . . . , δn0 , δ} > 0 et on

obtient, avec aussi (15.25) (pour toutn ≤ n0) :

n ∈ N, A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ 2ε.

Ce qui donne l’équi-intégrabilité de la suite(fn)n∈N.

Sens (⇐)
on veut montrer ici quef ∈ L1 et‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞.

Soitε > 0. L’équi-intégrabilité de la suite(fn)n∈N donne l’existence deδ > 0 t.q. :

n ∈ N, A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ 2ε. (15.28)

Pour toutn ∈ N, on choisit maintenant un représentant defn, encore notéfn. Commefn → f p.p., il existe
B ∈ T t.q.m(B) = 0 et fn → f surBc. En remplaçantf parf1Bc (ce qui ne changef que sur un ensemble
de mesure nulle, donc ne change pas les hypothèses du théorème), on a alorsf ∈ M carf est limite simple
de la suite(fn1Bc)n∈N ⊂ M (noter quef est bien à valeurs dansR). Commem(E) < ∞, on peut utiliser le
théorème d’Egorov (théorème 3.2), il donne l’existence deA ∈ T t.q.fn → f uniformément surAc, c’est-à-dire
supx∈Ac |fn(x) − f(x)| → 0 quandn→ ∞. On a donc aussi, pour ce choix deA,

∫

Ac

|fn − f |dm ≤ m(E) sup
x∈Ac

|fn(x) − f(x)| → 0, quandn→ ∞.
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Il existe doncn0(ε) ∈ N t.q.
∫
Ac |fn − f |dm ≤ ε pour toutn ≥ n0(ε). Avec (15.28), on en déduit, pour tout

n ≥ n0(ε) :

∫
|fn − f |dm ≤

∫

Ac

|fn − f |dm+

∫

A

|fn|dm+

∫

A

|f |dm ≤ 2ε+

∫

A

|f |dm.

Pour majorer le dernier terme de l’inégalité précédente, onutilise le lemme de Fatou sur la suite(|fn|1A)n∈N

(qui est bien dansM+). Commelim infn→∞ |fn|1A = |f |1A, il donne avec (15.28),
∫

A

|f |dm ≤ lim inf
n→∞

∫
|fn|1A ≤ ε.

On a donc, finalement,

n ≥ n0(ε) ⇒
∫

|fn − f |dm ≤ 3ε. (15.29)

En choissisantn = n0(1), on déduit de (15.29) quefn − f ∈ L1 et donc quef = (f − fn) + fn ∈ L1. Cette
appartenance étant, comme d’habitude à prendre au sens “il existeg ∈ L1 t.q. f = g p.p." (en fait, ici, comme
nous avons remplacéf parf1Bc ci dessus, on a mêmef ∈ L1).

Puis, (15.29) étant vraie pour toutε > 0, on a bien montré que‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

2. On suppose maintenantm(E) = +∞. Montrer que :f ∈ L1 et fn → f dansL1 lorsquen → +∞ si et
seulement si(fn)n∈N est équi-intégrable et vérifie :∀ ε > 0, ∃C ∈ T , m(C) < +∞ et

∫
Cc |fn|dm ≤ ε pour

toutn. [Pour montrer le sens⇒, utiliser l’exercice 4.29. Pour le sens⇐, utiliser l’exercice 4.29, le lemme de
Fatou et le résultat de la question 1.]

—————————————corrigé—————————————–
Sens (⇒)

(a) L’hypothèsem(E) <∞ n’a pas été utilisée à la question précédente. La même démonstration donne donc ici
l’équi-intégrabilité de la suite(fn)n∈N

(b) On utilise maintenant la deuxième question de l’exercice 4.29.

Soit ε > 0. Pour toutn ∈ N, il existeCn ∈ T t.q.m(Cn) < ∞ et
∫
Cc

n
fndm ≤ ε. Commef ∈ L1, il existe

aussiD ∈ T t.q.m(D) < ∞ et
∫
Dc fdm ≤ ε. Enfin, commefn → f dansL1 quandn→ ∞, il existen0

t.q.‖fn − f‖1 ≤ ε pour toutn ≥ n0.

On choisit maintenantC = D∪ (∪n0
n=0Cn), de sorte quem(C) < m(D) +

∑n0

n=0m(Cn) <∞,Cc ⊂ Dc et
Cc ⊂ Ccn si n ≤ n0. Ce choix deC nous donne, pour toutn ≥ n0,

∫

Cc

|fn|dm ≤
∫

Dc

|f |dm+

∫
|fn − f |dm ≤ 2ε,

et, pour toutn ≤ n0, ∫

Cc

|fn|dm ≤
∫

Cc
n

|fn|dm ≤ ε.

On a doncm(C) <∞ et
∫
Cc |fn|dm ≤ 2ε pour toutn ∈ N.
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Sens (⇐)
on veut montrer ici quef ∈ L1 et‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞.

Soitε > 0. La deuxième hypothèse donne l’existence deC ∈ T t.q.m(C) <∞ et
∫

Cc

|fn|dm ≤ ε pour toutn ∈ N. (15.30)

Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellementf sur un ensemble de
mesure nulle) quef ∈ M. En appliquant le lemme de Fatou à la suite(|fn|1Cc)n∈N ⊂ M+, on déduit de
(15.30) que ∫

Cc

|f |dm ≤ ε. (15.31)

La première hypothèse (c’est-à-dire l’équi-intégrabilité de la suite(fn)n∈N) donne l’existence deδ > 0 t.q.

n ∈ N, A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε. (15.32)

On peut maintenant utiliser le théorème d’Egorov sur la suite (fn|C )n∈N (qui converge p.p. versf|C ) dans
l’espace mesurable(C, TC) oùTC est la tribu{B ∈ T ; B ⊂ C}. Il donne l’existence deA ⊂ C, A ∈ T , t.q.
m(A) ≤ δ etfn → f uniformément surAc ∩ C. On en déduit que

∫

Ac∩C
|fn − f |dm ≤ m(C) sup

x∈Ac∩C
|fn(x) − f(x)| → 0 quandn→ ∞.

Il existe doncn0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

Ac∩C
|fn − f |dm ≤ ε. (15.33)

Enfin, en appliquant le lemme de Fatou à la suite(|fn|1A)n∈N ⊂ M+, on déduit de (15.32) que
∫

A

|f |dm ≤ ε. (15.34)

Il suffit maintenant de remarquer que
∫

|fn − f |dm ≤
∫

Ac∩C
|fn − f |dm+

∫

A

|fn|dm+

∫

A

|f |dm

+

∫

Cc

|fn|dm+

∫

Cc

|f |dm,

pour déduire de (15.33), (15.32), (15.34), (15.30) et (15.31) que

n ≥ n0 ⇒
∫

|fn − f |dm ≤ 5ε.

On conclut comme à la question précédente. En prenant d’abord ε = 1, on montre quef ∈ L1 puis, comme
ε > 0 est arbitraire, on montre quefn → f dansL1 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–
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3. Montrer que le théorème de convergence dominée de Lebesgue peut être vu comme une conséquence du théo-
rème de Vitali.

—————————————corrigé—————————————–
Soient(fn)n∈N ⊂ L1 etF ∈ L1 t.q. |fn| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.
En utilisant l’exercice 4.29 surF , on montre facilement l’équi-intégrabilité de la suite(fn)n et l’existence, pour
toutε > 0, deC ∈ T t.q.m(C)<∞ et

∫
Cc |fn|dm≤ ε pour toutn ∈ N (noter que sim(E)<∞ cette propriété

est immédiate en prenantC = E). Il est alors facile de montrer le théorème de convergence dominée à partir du
théorème de Vitali.

—————————————————————————————–

Corrigé 83 (Théorème de “Vitali-moyenne")
Soit (E, T,m) un espace mesuré. On noteL1 = L1

R(E, T, m). Soit(fn)n∈N ⊂ L1 etf ∈ M(E, T ).

1. On suppose quem(E) <∞. On se propose ici de montrer que “f ∈ L1 et‖fn− f‖1 → 0 quandn→ ∞" si et
seulement si on a les deux propritées suivantes :
p1.fn → f en mesure, quandn→ ∞,
p2. La suite(fn)n∈N est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-à-dire que la convergencepour la norme deL1 implique p1 et p2).
—————————————corrigé—————————————–

On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soitη > 0. On a alors :

m({|fn − f | ≥ η}) ≤ 1

η

∫
|fn − f |dm→ 0, quandn→ ∞.

Ce qui donne quefn → f en mesure, quandn→ ∞.

Pour montrer l’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour toutA ∈ T , on a :
∫

A

|fn|dm ≤
∫

|fn − f |dm+

∫

A

|f |dm.

Soit ε > 0. Commef ∈ L1, il existe (voir la proposition 4.9)δ > 0 t.q.

m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε.

Comme‖fn − f‖1 → 0, quandn→ ∞, il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

|fn − f |dm ≤ ε.

On en déduit :

(n ≥ n0 etm(A) ≤ δ) ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ 2ε. (15.35)

Puis, pour toutn ∈ N, il existe (voir la proposition 4.9)δn > 0 t.q.

m(A) ≤ δn ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε. (15.36)
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En posantδ = min{δ, δ0, . . . , δn} on a donc, avec (15.35) et (15.36) :

(n ∈ N etm(A) ≤ δ) ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ 2ε.

Ce qui montre l’équi-intégrabilité de(fn)n∈N.
—————————————————————————————–

(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant quefn → f en mesure, quandn→ ∞, et que(fn)n∈N

est équi-intégrable.

i. Montrer que pour toutδ > 0 etη > 0, il existen ∈ N t.q. :p, q ≥ n⇒ m({|fp − fq| ≥ η} ≤ δ.
—————————————corrigé—————————————–

On remarque que, pour toutp, q ∈ N et toutx ∈ E, |fp − f |(x) ≤ η
2 et |fq − f |(x) ≤ η

2 implique
|fp − fq|(x) ≤ η. On a donc{|fp − fq| ≥ η} ⊂ {|fp − f | ≥ η

2} ∪ {|fp − f | ≥ η
2}. Ce qui donne :

m({|fp − fq| ≥ η}) ≤ m({|fp − f | ≥ η

2
}) + {|fq − f | ≥ η

2
}.

Commefn → f en mesure, il existen ∈ N t.q. :

p ≥ n⇒ m({|fp − f | ≥ η

2
}) ≤ δ

2
,

on en déduit :
p, q ≥ n⇒ m({|fp − fq| ≥ η}) ≤ δ.

—————————————————————————————–

ii. Montrer que la suite(fn)n∈N est de Cauchy dansL1.
—————————————corrigé—————————————–

Soitp, q ∈ N etη > 0, on a :

‖fp − fq‖1 =

∫

{|fp−fq|≥η}
|fp|dm+

∫

{|fp−fq|≥η}
|fq|dm+ ηm(E). (15.37)

Soit ε > 0. D’après l’équi-intégrabilité de(fn)n∈N, il existeδ > 0 t.q.

(A ∈ T, m(A) ≤ δ etn ∈ N) ⇒
∫

A

|fn| ≤ ε. (15.38)

On commence à choisirη > 0 t.q. ηm(E) ≤ ε. Puis, la question précédente donne l’existence den t.q.
m({|fp − fq| ≥ η}) ≤ δ si p, q ≥ n. On a donc, par (15.38) :

∫

{|fp−fq|≥η}
|fp| ≤ ε et

∫

{|fp−fq|≥η}
|fq| ≤ ε si p, q ≥ n.

Finalement, (15.37) donne :

p, q ≥ n⇒ ‖fp − fq‖1 ≤ 3ε.

La suite(fn)n∈N est donc de Cauchy dansL1.
—————————————————————————————–
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iii. Montrer quef ∈ L1 et que‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞.
—————————————corrigé—————————————–

CommeL1 est complet, il existeg ∈ L1 t.q. fn → g dansL1, quandn→ ∞. On peut supposerg ∈ L1

(en confondantg avec l’un de ses représentants). La question (a) donne alorsquefn → g en mesure, quand
n→ ∞. Commefn → f en mesure, on a donc nécessairementf = g p.p.. ce qui donne bienf ∈ L1 et
‖fn − f‖1 = ‖fn − g‖1 → 0, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

2. On ne suppose plus quem(E) < ∞. Montrer que “f ∈ L1 et ‖fn − f‖1 → 0 quandn→ ∞ si et seulement si
on a les propriétés suivantes :
p1.fn → f en mesure, quandn→ ∞,
p2. la suite(fn)n∈N est équi-intégrable,
p3. pour toutε > 0, il existeA ∈ T t.q.m(A) <∞ et, pour toutn ∈ N,

∫
Ac |fn|dm ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
Etape 1On montre tout d’abord le sens direct.

Les propriétés p1 et p2 ont déjà été démontrées dans la question 1-(a) (car l’hypothèsem(E) < ∞ n’avait pas
été utilisée).

Pour démontrer la propriété p3, on utilise la proposition 4.9 du cours. Soitε > 0. pour toutn ∈ N, Il existe
Bn ∈ T t.q.m(Bn) <∞ et ∫

Bc
n

|fn|dm ≤ ε. (15.39)

Il existe aussiB ∈ T t.q.m(B) <∞ et ∫

Bc

|f |dm ≤ ε. (15.40)

En remarquant que ∫

Bc

|fn|dm ≤
∫

|fn − f |dm+

∫

Bc

|f |dm,

on obtient, en utilisant le fait que‖fn − f‖1 → 0, quandn→ ∞, et (15.40), l’existence den0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

Bc

|fn|dm ≤ 2ε.

En prenantA = B ∪ (∪n0
p=0Bp), on obtient alors (avec (15.39))m(A) <∞ et :

n ∈ N ⇒
∫

Ac

|fn|dm ≤ 2ε.

Etape 2On montre maintenant la réciproque.

On reprend la même méthode que dans le casm(E) <∞.

On remarque tout d’abord que pour toutδ > 0 etη > 0, il existen ∈ N t.q. :p, q ≥ n⇒ m({|fp−fq| ≥ η} ≤ δ.
La démonstration est la même que précédemment (l’hypothèsem(E) <∞ n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite(fn)n∈N est de Cauchy dansL1. Soitp, q ∈ N,A ∈ T etη > 0, on a :

‖fp − fq‖1 ≤
∫

Ac

(|fp| + |fq)|dm+

∫

{|fp−fq|≥η}
(|fp| + |fq|)dm+ ηm(A). (15.41)
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Soitε > 0. D’après l’équi-intégrabilité de(fn)n∈N, il existeδ > 0 t.q.

(B ∈ T, m(B) ≤ δ etn ∈ N) ⇒
∫

B

|fn| ≤ ε. (15.42)

D’après la propriété p3, il existeA ∈ T t.q.m(A) <∞ et

n ∈ N ⇒
∫

Ac

|fn|dm ≤ ε. (15.43)

On commence à choisirη > 0 t.q.ηm(A) ≤ ε. Maintenant queδ et η sont fixés, il existen ∈ N t.q.m({|fp −
fq| ≥ η}) ≤ δ si p, q ≥ n. On a donc, par (15.42),

∫
{|fp−fq |≥η} |fp| ≤ ε et

∫
{|fp−fq|≥η} |fq| ≤ ε si p, q ≥ n.

Avec (15.41) et (15.43), on obtient alors :

p, q ≥ n⇒ ‖fp − fq‖1 ≤ 5ε.

La suite(fn)n∈N est donc de Cauchy dansL1.

On conclut, comme dans le casm(E) < ∞, quef ∈ L1 et ‖fn − f‖1 → 0, quandn→ ∞ (car l’hypothèse
m(E) <∞ n’avait pas été utilisée pour cette partie).

—————————————————————————————–

Corrigé 84 (Continuité dep 7→ ‖ · ‖p)
Soient(E, T,m) un espace mesuré etf ∈ M(E, T ).

1. Pourp ∈ [1,+∞[, on pose‖f‖p =
(∫

|f |pdm
) 1

p

(noter que|f |p ∈ M+) et on dit quef ∈ Lp si ‖f‖p < +∞.

On poseI = {p ∈ [1,+∞[, f ∈ Lp}.

(a) Soientp1 etp2 ∈ [1,+∞[, etp ∈ [p1, p2]. Montrer que sif ∈ Lp1 ∩ Lp2 , alorsf ∈ Lp. En déduire queI est
un intervalle. [On pourra introduireA = {x; |f(x)| ≤ 1}.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit α ∈ R⋆+. On remarque queαp ≤ αp2 si 1 ≤ α et αp ≤ αp1 si α ≤ 1. On en déduit que|f |p ≤
|f |p1 + |f |p2 (en fait, on a|f |p ≤ |f |p1 surA = {|f | ≤ 1} et |f |p ≤ |f |p2 surAc) et donc quef ∈ Lp si
f ∈ Lp1 ∩ Lp2 .

On suppose queI 6= ∅. On posea = inf I et b = sup I. On a donc1 ≤ a ≤ b ≤ ∞ et I ⊂ [a, b]. On montre
maintenant que]a, b[⊂ I (ce qui donne queI est bien un intervalle dont les bornes sonta etb).

Soit p ∈]a, b[. La défintion dea et b permet d’affirmer qu’il existep1 ∈ I t.q. p1 < p et qu’il existep2 ∈ I
t.q. p2 > p. On a doncf ∈ Lp1 ∩ Lp2 et p ∈]p1, p2[, d’où l’on déduit quep ∈ I. on a donc bien monté que
]a, b[⊂ I et donc queI est un intervalle.

—————————————————————————————–

(b) On montre sur des exemples que les bornes deI peuvent être ou ne pas être dansI. On prend pour cela :
(E, T,m) = ([2,+∞[,B([2,∞[), λ) (λ est ici la restriction à[2,∞[ de la mesure de Lebesgue surB(R)).
CalculerI dans les deux cas suivants :

i. f(x) = 1
x , x ∈ [2,+∞[.

ii. f(x) = 1
x(ln x)2 , x ∈ [2,+∞[.

—————————————corrigé—————————————–
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i. f(x) = 1
x , x ∈ [2,+∞[. Soit 1 ≤ p < ∞. Pour savoir sif ∈ Lp ou non, on utilise le théorème de

convergence monotone et l’intégrale des fonctions continues sur un intervalle compact deR.

Pourn ∈ N, on posefn = |f |p1[2,n]. On a donc(fn)n∈N ⊂ M+ et fn ↑ |f |p ce qui donne, grâce au
théorème de convergence monotone,

∫
fndλ→

∫
|f |pdλ, quandn→ ∞.

Les intégrales ci dessus sont des intégrales sur[2,+∞[, muni de la mesure de Lebesgue sur les boréliens. La
comparaison entre l’intégrale des fonctions continues et l’intégrale de Lebesgue (voir les exercices corrigés
64 et 65) donne que ∫

fndλ =

∫ n

2

1

xp
dx.

On distingue maintenant les casp = 1 etp > 1.

Si p > 1, on a
∫
fndλ = 1

p−1 ( 1
2p−1 − 1

np−1 ) → 1
p−1

1
2p−1 <∞, quandn→ ∞. On a doncf ∈ Lp.

Si p = 1, on a
∫
fndλ = ln(n) − ln(2) → ∞ quandn→ ∞. On a doncf 6∈ L1.

On a doncI =]1,∞[.

ii. f(x) = 1
x(ln x)2 , x ∈ [2,+∞[. Pour1 < p < ∞, on a clairementf ∈ Lp car la fonctionf est positive

et majorée par 1
ln(2)2 g où g est la fonction de l’exemple précédent, c’est-à-direg(x) = 1

x . Pourp = 1, on
utilise la même méthode que pour l’exemple précédent :

Pourn ∈ N, on posefn = |f |1[2,n], de sorte quefn ↑ |f | = f et donc
∫
fndλ→

∫
|f |dλ, quandn→ ∞.

On a ici, quandn→ ∞,
∫
fndλ =

∫ n

2

1

x(ln x)2
dx = ln(2)−1 − ln(n)−1 → ln(2)−1 <∞.

On en déduit quef ∈ L1, doncI = [1,∞[.

—————————————————————————————–

(c) Soit (pn)n∈N ⊂ I et p ∈ I, (I désigne l’adhérence deI dansR), t.q. pn ↑ p (ou pn ↓ p). Montrer que∫
|f |pndm→

∫
|f |pdm quandn→ +∞. [On pourra encore utiliser l’ensembleA].

—————————————corrigé—————————————–
On utilise iciA = {|f | ≤ 1} ∈ T .

(a) On suppose d’abord quepn ↑ p quandn→ ∞. On posegn = |f |pn1A et hn = |f |pn1Ac , de sorte que
gn ∈ L1, hn ∈ L1 et ∫

gndm+

∫
hndm =

∫
|f |pndm.

On remarque alors quehn ↑ h = |f |p1Ac , quandn→ ∞. Comme(hn)n∈N ⊂ M+, le théorème de conver-
gence monotone donne ∫

hndm→
∫
hdm, quandn→ ∞. (15.44)
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Noter que ceci est vrai même sip 6∈ I (dans ce cas, on a, en fait,
∫
hdm = ∞).

On remarque maintenant quegn → g = |f |p1A p.p., quandn→ ∞, et que0 ≤ gn ≤ |f |p0 car la suite
(gn)n∈N est ici décroissante. Commep0 ∈ I, on a|f |p0 ∈ L1 et on peut appliquer le théorème de convergence
dominée (ou la proposition 4.6). Il donne

∫
gndm→

∫
gdm, quandn→ ∞. (15.45)

Avec (15.44) et (15.45) on obtient, quandn→ ∞,
∫

|f |pndm =

∫
gndm+

∫
hndm→

∫
gdm+

∫
hdm =

∫
|f |pdm,

(b) On suppose maintenant quepn ↓ p quandn→ ∞ et on reprend la même méthode que ci dessus. On pose
gn = |f |pn1A ethn = |f |pn1Ac , de sorte quegn ∈ L1, hn ∈ L1 et

∫
gndm+

∫
hndm =

∫
|f |pndm.

les rôles degn et hn sont inversés par rapport au cas précécent : On remarque quegn ↑ g = |f |p1A, quand
n→ ∞. Comme(gn)n∈N ⊂ M+, le théorème de convergence monotone donne

∫
gndm→

∫
gdm, quandn→ ∞. (15.46)

Ceci est vrai même sip 6∈ I (dans ce cas, on a, en fait,
∫
gdm = ∞).

On remarque quehn → h = |f |p1Ac p.p., quandn→ ∞, et que0 ≤ hn ≤ |f |p0 car la suite(hn)n∈N est ici
décroissante. Commep0 ∈ I, on a|f |p0 ∈ L1 et on peut appliquer le théorème de convergence dominée (ou
la proposition 4.6). Il donne ∫

hndm→
∫
hdm, quandn→ ∞. (15.47)

Avec (15.46) et (15.47) on obtient, quandn→ ∞,
∫

|f |pndm =

∫
gndm+

∫
hndm→

∫
gdm+

∫
hdm =

∫
|f |pdm.

La conséquence de cette question est que l’applicationp 7→ ‖f‖p est continue deI dansR+, oùI est l’adhérence
deI dansR. Dans la suite de l’exercice, on va introduire le casp = ∞ et montrer la continuité dep 7→ ‖f‖p sur
l’adhérence deI dansR+.

—————————————————————————————–

2. On dit quef ∈ L∞ s’il existeC ∈ R t.q. |f | < C p.p.. On note‖f‖∞ = inf{C ∈ R t.q. |f | < C p.p.}. Si
f 6∈ L∞, on pose‖f‖∞ = +∞.

(a) Montrer quef ≤ ‖f‖∞ p.p.. A-t-onf < ‖f‖∞ p.p. ?

—————————————corrigé—————————————–
Si ‖f‖∞ = +∞, on a, bien sûr,f ≤ ‖f‖∞ p.p.. On suppose donc maintenant que‖f‖∞ < +∞. Par
définition d’une borne inférieure, il existe(Cn)n∈N ⊂ {C ∈ R t.q. |f | < C p.p.} t.q.Cn ↓ ‖f‖∞ quand
n→ ∞. Pour toutn ∈ N, il existeAn ∈ T t.q.m(An) = 0 et |f | < Cn surAcn.
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On poseA = ∪n∈NAn. On a doncA ∈ T , m(A) = 0 et |f(x)| < Cn pour toutn ∈ N, si x ∈ Ac. Comme
Cn ↓ ‖f‖∞ quandn→ ∞, on en déduit|f | ≤ ‖f‖∞ surAc et donc que|f | ≤ ‖f‖∞ p.p..

En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ) etf(x) = 1 pour toutx ∈ R. On a‖f‖∞ = 1 et l’assertionf < ‖f‖∞
p.p. est fausse.

Noter aussi que‖f‖∞ = inf{C ∈ R t.q. |f | ≤ C p.p.}.
—————————————————————————————–

On poseJ = {p ∈ [1,+∞]; f ∈ Lp} ⊂ R+.

(b) Remarquer queJ = I ouJ = I ∪ {+∞}. Montrer que sip ∈ I et+∞ ∈ J , alors[p,+∞] ⊂ J . En déduire
queJ est un intervalle deR+.

—————————————corrigé—————————————–
Soitp ∈ I et on suppose que∞ ∈ J . Soitq ∈]p,∞[. Comme|f | ≤ ‖f‖∞ p.p., On a|f |q ≤ ‖f‖q−p∞ |f |p p.p..
On en déduit quef ∈ Lq, c’est-à-direq ∈ I. On a ainsi montré que]p,∞[⊂ I et donc[p,∞] ⊂ J .

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On posea = inf J et b = supJ , de sorte queJ ⊂ [a, b].
Puis, soitp t.q. a < p < b. On a nécessairementa < ∞ et il existep1 ∈ I t.q. p1 < p. On ab ≤ ∞ et il
existep2 ∈ J t.q.p < p2. Si p2 ∈ I, on utilise la question 1 pour montrer quep ∈ I et sip2 = ∞ la première
partie de cette question donne quep ∈ I. On a bien ainsi montré que]a, b[⊂ J . J est donc un intervalle dont
les bornes sonta et b.

Noter aussi queinf I = inf J et sup I = supJ .
—————————————————————————————–

(c) Soit(pn)n∈N ⊂ I t.q.pn ↑ +∞. On suppose que‖f‖∞ > 0 (noter quef = 0 p.p.⇔ ‖f‖∞ = 0).

i. Soit 0 < c < ‖f‖∞. Montrer quelim inf
n→+∞

‖f‖pn
≥ c. [On pourra remarquer que

∫
|f |pdm ≥ cpm({x,

|f(x)| ≥ c}.]
—————————————corrigé—————————————–

Comme|f |p ≥ cp1{|f |≥c}, la monotonie de l’intégrale donne bien

∫
|f |pdm ≥ cpm({|f | ≥ c}),

et donc, comme
∫
|f |pdm 6= 0,

‖f‖p ≥ cm({|f | ≥ c}) 1
p . (15.48)

Commec < ‖f‖∞, on am({|f | ≥ c}) > 0, d’où l’on déduit quem({|f | ≥ c}) 1
p → 1 quandp → ∞

(p ∈ [1,∞[).

En passant à la limite inférieure quandn→ ∞ dans (15.48) pourp = pn, on obtient alors

lim inf
n→∞

‖f‖pn
≥ c.

Commec est arbitrairement proche de‖f‖∞, on en déduit :

lim inf
n→∞

‖f‖pn
≥ ‖f‖∞. (15.49)

—————————————————————————————–
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ii. On suppose que‖f‖∞ < +∞. Montrer que :lim sup
n→+∞

‖f‖pn
≤ ‖f‖∞. [On pourra considérer la suite

gn =
( |f |
‖f‖∞

)pn

et noter quegn ≤ g0 p.p..]

—————————————corrigé—————————————–
Comme f

‖f‖∞
≤ 1 p.p. et quepn ≥ p0 (car la suite(pn)n∈N est croissante), on agn ≤ g0 p.p. et donc∫

gndm ≤
∫
g0dm, d’où l’on déduit (en notant que toutes les normes def sont non nulles) :

‖fn‖pn
≤ ‖f‖∞(

∫
g0dm)

1
pn .

En remarquant que
∫
g0dm 6= 0, on obtient bien, en passant à la limite supérieure dans cette inégalité,

lim sup
n→∞

‖f‖pn
≤ ‖f‖∞. (15.50)

—————————————————————————————–

iii. Déduire de (a) et (b) que‖f‖pn
→ ‖f‖∞ lorsquen→ +∞.

—————————————corrigé—————————————–
On distingue deux cas :
Cas 1 On suppose ici que‖f‖∞ = ∞. (15.49) donne alors que‖f‖pn

→ ∞ et donc‖f‖pn
→ ‖f‖∞

quandn→ ∞.
Cas 2 . On suppose ici que‖f‖∞ < ∞, de sorte que0 < ‖f‖∞ < ∞. Les assertions (15.49) et (15.50)

donnent alorslim supn→∞ ‖f‖pn
≤ ‖f‖∞ ≤ lim infn→∞ ‖f‖pn

et donc que‖f‖pn
→ ‖f‖∞ quand

n→ ∞.
—————————————————————————————–

3. Déduire des deux parties précédentes quep→ ‖f‖p est continue deJ dansR+, oùJ désigne l’adhérence deJ
dansR (c’est-à-direJ = [a, b] si J = |a, b|, avec1 ≤ a ≤ b ≤ +∞, et | désigne] ou [).

—————————————corrigé—————————————–
Si f = 0 p.p., on aJ = J = [1,∞] et‖f‖p = 0 pour toutp ∈ J . Donc,p→ ‖f‖p est continue deJ dansR+.

On suppose maintenant quef n’est pas “= 0 p.p.". On a donc‖f‖p > 0 pour toutp ∈ [1,∞].

On poseJ = [a, b] (si J 6= ∅). On distingue 3 cas :
Cas 1 . Soitp ∈]a, b[, de sorte quep ∈ I.

(a) Soit(pn)n∈N ⊂ I t.q.pn ↑ p. La question 1-c donne que‖f‖pn
pn

→ ‖f‖pp quandn→ +∞. On en déduit que
‖f‖pn

→ ‖f‖p quandn→ ∞ (pour s’en convaincre, on peut remarquer queln(‖f‖pn
) = 1

pn
ln(‖f‖pn

pn
) →

1
p ln(‖f‖pp) = ln(‖f‖p)). Ceci donne la continuité à gauche deq→ ‖f‖q au pointp.

(b) Soit(pn)n∈N ⊂ I t.q.pn ↓ p. La question 1-c donne aussi‖f‖pn
pn

→ ‖f‖pp quandn→ +∞ et on en déduit,
comme précédemment, que‖f‖pn

→ ‖f‖p quandn→ ∞. Ceci donne la continuité à droite deq → ‖f‖q
au pointp.

Cas 2 . On prend icip = a et on supposea 6= ∞ (sinona = b et ce cas est étudié au Cas 3). Soit(pn)n∈N ⊂ I
t.q.pn ↓ a.

(a) On suppose d’abord quea ∈ I. Ici encore, la question 1-c donne‖f‖pn
pn

→ ‖f‖aa quandn → +∞ et on en
déduit que‖f‖pn

→ ‖f‖a quandn→ ∞. Ceci donne la continuité à droite deq → ‖f‖q au pointa.
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(b) On suppose maintenant quea 6∈ I, de sorte que‖f‖a = ∞. La question 1-c donne alors‖f‖pn
pn

→ ∞ quand
n→ +∞ et donc‖f‖pn

→ ∞ quandn→ ∞. Ceci donne la continuité à droite deq → ‖f‖q au pointa.

Cas 2 . On prend icip = b. Soit(pn)n∈N ⊂ I t.q.pn ↑ a.

(a) On suppose d’abord queb ∈ I. Ici encore, la question 1-c donne‖f‖pn
pn

→ ‖f‖bb quandn → +∞ et on en
déduit que‖f‖pn

→ ‖f‖b quandn→ ∞. Ceci donne la continuité à gauche deq → ‖f‖q au pointb.

(b) On suppose maintenant queb 6∈ I.

Si b 6= ∞, on a donc‖f‖b = ∞. La question 1-c donne alors‖f‖pn
pn

→ ∞ quandn → +∞ et donc
‖f‖pn

→ ∞ quandn→ ∞. Ceci donne la continuité à gauche deq → ‖f‖q au pointb.

Si b = ∞, la continuité à gauche deq → ‖f‖q au pointb a été démontré à la question 2-c-iii.

—————————————————————————————–

Corrigé 85 (Continuité d’une application deL1 dansL1)
Soient(E, T,m) un espace mesuré fini et soitg une fonction continue deR dansR t.q. :

∃C ∈ R⋆+ ; |g(s)| ≤ C|s| + C, ∀s ∈ R. (15.51)

1. Soitu ∈ L1
R(E, T, m). Montrer queg ◦ u ∈ L1

R(E, T, m).

—————————————corrigé—————————————–
u est mesurable deE (muni de la tribuT ) dansR (muni de la tribuB(R)) et g est borélienne (c’est-à-dire
mesurable deR dansR, muni de la tribuB(R)). On en déduit queg ◦ u est mesurable (deE dansR).

Puis, comme|g ◦ u(x)| = |g(u(x))| ≤ C|u(x)| + C pour toutx ∈ E, on a
∫

|g ◦ u|dm ≤ C‖u‖1 + Cm(E).

Donc,g ◦ u ∈ L1
R(E, T, m).
—————————————————————————————–

On poseL1 = L1
R(E, T,m). Pouru ∈ L1, on poseG(u) = {h ∈ L1

R(E, T,m); h = g ◦ v p.p.} ∈ L1, avec
v ∈ u.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, c’est àdire queG(u) ne dépend pas du choix dev dansu.

—————————————corrigé—————————————–
Soientv, w ∈ u. Il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 etv = w surAc. On a donc aussig ◦ v = g ◦ w surAc et donc
g ◦ v = g ◦w p.p.. On en déduit que{h ∈ L1

R(E, T,m); h = g ◦ v p.p.} = {h ∈ L1
R(E, T,m); h = g ◦w p.p.}.

G(u) ne dépend donc pas du choix dev dansu.
—————————————————————————————–

3. Soit(un)n∈N ⊂ L1. On suppose queun → u p.p. et qu’il existeF ∈ L1 t.q. |un| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N.
Montrer queG(un) → G(u) dansL1.

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant deun, encore notéeun. On choisit aussi des représentants deu et
F , notés toujoursu et F . Commeun → u p.p. quandn→ ∞ et queg est continu, il est facile de voir que
g ◦ un → g ◦ u p.p.. On a doncG(un) → G(u) p.p..

On remarque aussi que|g ◦un| ≤ C|un|+C ≤ CF +C p.p. et donc|G(un)| ≤ CF +C p.p., pour toutn ∈ N.
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CommeCF + C ∈ L1, on peut appliquer le théorème de convergence dominée, il donne queG(un) → G(u)
dansL1 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

4. Montrer queG est continue deL1 dansL1. [On pourra utiliser la question 3. et le théorème appelé “réciproque
partielle de la convergence dominée".]

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. On suppose queG n’est pas continue deL1 dansL1. Il existe doncu ∈ L1 et
(un)n∈N ⊂ L1 t.q.un → u dansL1 etG(un) 6→ G(u) dansL1 quandn→ ∞.

CommeG(un) 6→ G(u), il existeε > 0 etϕ : N → N t.q.ϕ(n) → ∞ quandn→ ∞ et :

‖G(uϕ(n)) −G(u)‖1 ≥ ε pour toutn ∈ N. (15.52)

(La suite(G(uϕ(n)))n∈N est une sous suite de la suite(G(un))n∈N.)

Commeuϕ(n) → u dansL1, on peut appliquer le théorème appelé “réciproque partielle de la convergence
dominée" (théorème 4.7). Il donne l’existence deψ : N → N et deF ∈ L1 t.q.ψ(n) → ∞ quandn → ∞,
uϕ◦ψ(n) → u p.p. et|uϕ◦ψ(n)| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N. (La suite(uϕ◦ψ(n))n∈N est une sous suite de la suite
(uϕ(n))n∈N).

On peut maintenant appliquer la question 3 à la suite(uϕ◦ψ(n))n∈N. Elle donne queG(uϕ◦ψ(n)) → G(u) dans
L1 quandn→ ∞. Ce qui est en contradiction avec (15.52).

—————————————————————————————–

15.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Corrigé 86 (Inégalité de Jensen)
Rappel : Une fonctionf deR dansR est convexe si et seulement si pour touta ∈ R il existeca t.q.f(x)− f(a) ≥
ca(x− a) pour toutx ∈ R.

Soitf une fonction convexe deR dansR etX une v.a. sur un espace de probabilité(Ω,A, P ). On suppose queX
etf(X) sont intégrables. Montrer l’inégalité de Jensen, c’est-à-dire :

∫
f(X)dP ≥ f(

∫
XdP ).

[Utiliser le rappel aveca bien choisi.]
—————————————corrigé—————————————–

On utilise le rappel aveca = E(X) =
∫
XdP . On obtient pour toutω ∈ Ω

f(X(ω)) − f(a) ≥ X(ω) − a.

Comme les fonctionsf(X) − f(a) etX − a sont intégrables, la monotonie de l’intégrale donne alors
∫

(f(X) − f(a))dP ≥
∫

(X − a)dP.

Comme
∫
Xdp = a, on en déduit

∫
(f(X) − f(a))dP ≥ 0, ce qui donne le résultat demandé.

—————————————————————————————–
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Corrigé 87 (Sur l’équi-intégrabilité )
Soit(E,A, P ) un espace de probabilité et(Xn)n∈N une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite(Xn)n∈N est
équi-intégrable si

∫
A
|Xn|dP → 0, quandP (A) → 0 (avecA ∈ A), uniformément par rapport àn ∈ N. Montrer

l’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim
a→∞

sup
n∈N

∫

{|Xn|>a}
|Xn|dP = 0,

2. sup
n∈N

∫
|Xn|dP < +∞ et (Xn)n∈N équi-intégrable.

—————————————corrigé—————————————–
Démonstration de1 ⇒ 2

Pour montrer que la suite(Xn)n∈N est bornée dansL1
R(E,A, P ), on remarque simplement qu’il existea0 ∈ R+

t.q.

sup
n∈N

∫

{|Xn|>a0}
|Xn|dP ≤ 1.

On a alors, pour toutn ∈ N,
∫

|Xn|dP =

∫

{|Xn|>a0}
|Xn|dP +

∫

{|Xn|≤a0}
|Xn|dP ≤ 1 + a0.

Ce qui donne bien une borne pour‖Xn‖1.

On montre maintenant l’équi-intégrabilité. Soitε > 0, il existea ∈ R⋆+ t.q.

sup
n∈N

∫

{|Xn|>a}
|Xn|dP ≤ ε.

On choisitδ = ε/a, on a alors pour toutA ∈ A t.q.P (A) ≤ δ et toutn ∈ N,
∫

A

|Xn|dP =

∫

A∩{|Xn|>a}
|Xn|dP +

∫

A∩{|Xn|≤a}
|Xn|dP ≤ ε+ aδ = 2ε.

Ce qui prouve l’équi-intégrabilité de la suite(Xn)n∈N.

Démonstration de2 ⇒ 1

On poseM = supn∈N

∫
|Xn|dP . On a doncM < +∞ et pour touta ∈ R⋆+ et pour toutn ∈ N (par (4.8)),

P ({|Xn| > a}) ≤ M

a
.

Soit ε > 0. D’aprés l’équi-intégrabilité de la suite(Xn)n∈N il existeδ > 0 t.q.

n ∈ N, A ∈ A, P (A) ≤ δ ⇒
∫

A

|Xn|dP ≤ ε.

On choisit alorsa0 = M/δ. On a pour touta ≥ a0 et pour toutn ∈ N,

P ({|Xn| > a}) ≤M/a ≤ δ

et donc ∫

{|Xn|>a}
|Xn|dP ≤ ε.

On a bien ainsi montré la propriété 1.
—————————————————————————————–
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Corrigé 88 (Caractérisation de l’indépendance)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,n ≥ 2 etX1, X2, . . . , Xn, n variables aléatoires réelles. Montrer que
l’indépendance de(X1, X2, . . . Xn) est équivalente à la propriété suivante :

∀(a1, . . . , an) ∈] −∞,+∞[n, P [X1 ≤ a1, . . . , Xn ≤ an] =

n∏

i=1

P [Xi ≤ ai]. (15.53)

(La notationP [X ≤ a] est identique àP ({X ≤ a}), elle désigne la probabilité de l’ensemble{ω ∈ Ω, X(ω) ≤
a}.)

—————————————corrigé—————————————–
Le fait que l’indépendance de(X1, X2, . . . Xn) entraîne la propriété (15.53) car immédiat car l’ensemble{Xi ≤
ai} appartient à la tribu engendrée parXi (pour toutai ∈ R et i ∈ {1, . . . , n}).

On montre maintenant la réciproque, c’est-à-dire que (15.53) entraîne l’indépendance de(X1, X2, . . . Xn). On
noteD = {] − ∞, a], a ∈ R} et C = D ∪ {R} (on a doncA ∈ C si et seulement siA ∈ D ou A = R).
L’hypothèse (15.53) donne

P [∩ni=1{Xi ∈ Ai}] =

n∏

i=1

P [{Xi ∈ Ai}] pour toutAi ∈ D.

Mais, commeR = ∪n∈N] −∞, n] une conséquence facile de la continuité croissante deP est que

P [∩ni=1{Xi ∈ Ai}] =
n∏

i=1

P [{Xi ∈ Ai}] pour toutAi ∈ C. (15.54)

.
Nous allons, à partir de (15.54), montrer, par récurrence sur q (q allant de1 àn+ 1), la propriété suivante :

P [∩ni=1{Xi ∈ Ai}] =

n∏

i=1

P [{Xi ∈ Ai}]

pour toutAi ∈ B(R) t.q.Ai ∈ C si i ≥ q.

(15.55)

Par définition de v.a.r. indépendantes (définition 3.12), lapropriété (15.55) pourq = n+ 1 donne l’indépendance
de(X1, X2, . . . , Xn).

Pourq = 1, la propriété (15.55) est donnée par (15.54). Soit maintenant q ∈ {1, . . . , n} t.q. (15.55) soit vraie. On
montre maintenant que (15.55) est encore vraie pourq + 1 au lieu deq (ce qui termine la récurrence).

SoitAi ∈ B(R) donnés pouri 6= q, avecAi ∈ C si i > q. Pour toutAq ∈ B(R), on définitm(Aq) etµ(Aq) de la
manière suivante :

m(Aq) = P [∩ni=1{Xi ∈ Ai}], µ(Aq) =

n∏

i=1

P [{Xi ∈ Ai}].

La σ-aditivité deP donne quem etµ sont des mesures surB(R). L’hypthèse de récurence (c’est-à-dire le fait que
(15.55) est vraie) donne que ces deux mesures sont égales surC. On peut alors appliquer la proposition 2.5 (carC
engendreB(R), C est stable par intersection finie etR ∈ C,m(R) < ∞). Elle donne quem = µ (sur toutB(R)).
Ce qui montre que (15.55) est encore vraie pourq + 1 au lieu deq.

On a bien terminé la récurrence et montré ainsi l’indépendance de(X1, X2, . . . , Xn).

N.B. Une démonstration (probablement plus directe) de cette dernière implication peut se faire en utilisant une
généralisation de la proposition 2.5 àRn. Cette méthode permet déviter la récurrence surq.

—————————————————————————————–
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Corrigé 89 (Sign(X) et |X | pour une gaussienne)
Pours ∈ R, on pose sign(s)=1 si s > 0, sign(s)=-1 si s < 0 et sign(0)= 0. Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé

etX une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-à-direPX = fλ avec, pourx ∈ R, f(x) = 1√
2πσ

e−
x2

2σ2 , oùσ > 0 est

la racine carré de la variance deX). Montrer que sign(X) et |X | sont indépendantes et préciser leurs lois. Même
question avec sign(X) etX2.

—————————————corrigé—————————————–
On poseY =sign(X) et Z = |X |. Pour montrer queY et Z sont indépendantes il suffit de montrer que
E(ϕ(Y )ψ(Z)) = E(ϕ(Y ))E(ψ(Z)) pour toutes fonctionsϕ et ψ boréliennes bornées deR dansR (en fait,
par définition de l’indépendance, il suffit de considérerϕ = 1A etψ = 1B avecA,B ∈ B(R)).

Soitϕ, ψ boréliennes bornées deR dansR. On a

E(ϕ(Y )ψ(Z)) =

∫

Ω

ϕ(sign(X))ψ(|X |)dP =

∫

R

ϕ(sign(x))ψ(|x|)f(x)dx =

ϕ(1)

∫

R+

ψ(x)f(x) + ϕ(−1)

∫

R−

ψ(−x)f(x)dx

= (ϕ(1) + ϕ(−1))

∫

R+

ψ(x)f(x)dx,

en utilisantf(−x) = f(x).

En prenantψ = 1R, on aE(ϕ(Y )) = 1
2 (ϕ(1) + ϕ(−1)) car

∫
R+
f(x)dx = 1

2 .

En prenantϕ = 1R, on aE(ψ(Z)) =
∫

R+
ψ(x)2f(x)dx.

On en déduit queE(ϕ(Y )ψ(Z)) = E(ϕ(Y ))E(ψ(Z)) pour toutes fonctionsϕ et ψ boréliennes bornées deR
dansR et donc queY et Z sont indépendantes. On obtient aussi quePY = 1

2 (δ1 + δ−1) et PZ = gλ avec
g = 2f1R+ (c’est-à-dire quePZ est la mesure de densitég par rapport à la mesure de Lebesgue). Noter que
E(ϕ(Y )) =

∫
R
ϕdPY etE(ϕ(Z)) =

∫
R
ϕdPZ si ϕ est borélienne bornée deR dansR, ce qui caractérisePY et

PZ (voir (4.27) ou le théorème 4.11, par exemple).

Pour montrer l’indépendance de sign(X) etX2, on remarque queX2 = Z2. CommeY etZ sont indépendantes,
les v.a.r.Y etZ2 sont aussi indépendantes (voir la proposition 3.10) et doncsign(X) etX2 sont indépendantes.

Il reste à trouver la loi deX2. On a, pourϕ borélienne bornée deR dansR, en utilisantf(−x) = f(x),

E(ϕ(X2)) =

∫

R

ϕ(x2)f(x)dx = 2

∫

R+

ϕ(x2)f(x)dx =

∫

R+

ϕ(y)
f(
√
y)

√
y

dy.

Ce qui donnePX2 = hλ avech(x) = f(
√
x)√
x

pourx > 0 eth(x) = 0 pourx ≤ 0.
—————————————————————————————–

Corrigé 90 (V.a. gaussiennes dépendantes)
Soit(Ω,A, P ) un espace de probabilités,σ1 > 0, σ2 > 0 etX1, X2 deux variables aléatoires réelles indépendantes
et telles que :

X1 ∼ N (0, σ2
1) et X2 ∼ N (0, σ2

2).

(le signe “∼" signifie “a pour loi".) Construire deux v.a.Y1 et Y2 t.q. X1 ∼ Y1, X2 ∼ Y2 et Y1 et Y2 soient
dépendantes.

—————————————corrigé—————————————–
En attente.

—————————————————————————————–
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Corrigé 91 (V.a. gaussiennes dépendantes, à covariance nulle)
soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilités etX , S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q.X ∼ N (0, 1) etS a pour
loi PS = 1

2δ1 + 1
2δ−1. (Il est possible de construire un espace de probabilités etdes v.a. indépendantes ayant des

lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer queSX ∼ N (0, 1).
—————————————corrigé—————————————–

Pourx ∈ R, on posef(x) = 1√
2π
e−

1
2x

2

de sorte que la loi deX est de densitéf par rapport à la mesure de
Lebesgue. SoitA ∈ B(R), on note−A = {−x, x ∈ A}. Commef est paire, on a :

P (X ∈ (−A)) =

∫

−A
f(x)dx =

∫

A

f(−x)dx =

∫

A

f(x)dx = P (X ∈ A).

On remarque maintenant queP (SX ∈ A) = P (S = 1, X ∈ A) + P (S = −1, X ∈ (−A)). CommeS etX
sont indépendantes, on a :

P (S = 1, X ∈ A) = P (S = 1)P (X ∈ A) =
1

2
P (X ∈ A),

P (S = −1, X ∈ (−A)) = P (S = −1)P (X ∈ (−A)) =
1

2
P (X ∈ (−A)).

CommeP (X ∈ (−A)) = P (X ∈ A), on en déduitP (SX ∈ A) = P (X ∈ A). Les v.a.r.SX etX ont donc
même loi, et doncSX ∼ N (0, 1).

—————————————————————————————–

2. Montrer queSX etX sont dépendantes.
—————————————corrigé—————————————–

On raisonne par l’absurde. On suppose queSX et X sont indépendantes. La proposition 4.10 donne alors
E(|SX ||X |) = E(|SX |)E(|X |) (noter que la fonctions 7→ |s| est borélienne positive). Comme|S| = 1 p.s.,
on a donc :

E(X2) = E(|SX ||X |) = E(|SX |)E(|X |) = E(|X |)2.
CommeE(|X |) < +∞, on en déduit que Var(|X |) = 0, ce qui est impossible car|X | n’est pas égale p.s. à sa
moyenne (sinon, la loi de|X | serait une masse de Dirac et non pas une loi de densité par rapport à la mesure de
Lebesgue).

—————————————————————————————–

3. Montrer que Cov(SX,X) = 0.
—————————————corrigé—————————————–

CommeSX ∼ N (0, 1) etX ∼ N (0, 1), on aE(SX) = E(X) = 0. CommeS etX sont indépendantes (et
S etX2 intégrables), on a (proposition 4.10)SX2 intégrable etE(SX2) = E(S)E(X2) = 0. On en déduit
Cov(SX,X) = E([SX − E(SX)][X − E(X)]) = E(SX2) = E(S)E(X2) = 0.

—————————————————————————————–

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus l’existence de S, mais on suppose qu’il existeY v.a. gaussienne
indépendante deX . Montrer que siY ∼ N (0, σ2), avecσ > 0, il est possible d’utiliserY pour construireS,
v.a. indépendante deX et telle quePS = 1

2δ1 + 1
2δ−1.

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de prendreS = sign(Y ) avecsign(s) = −1 si s < 0, sign(s) = 1 si s > 0 et (par exemple)
sign(0) = 0 (la fonctionsign est une fonction borélienne deR dansR). On a bienX etS indépendantes (par la
proposition 3.10, mais la preuve est facile ici car la tribu engendrée parϕ(Y ) est incluse dans celle engendrée
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parY dés queϕ est borélienne). Enfin, on aP (S = 1) = P (Y > 0) = 1
2 = P (Y < 0) = P (S = −1), ce qui

donne bienPS = 1
2δ1 + 1

2δ−1.
—————————————————————————————–

Corrigé 92 (Limite p.s. et indépendance)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r. etX,Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout
n ∈ N⋆, Xn etY sont indépendantes et on suppose queXn → X p.s., quandn→ ∞. Montrer queX etY sont
indépendantes.

—————————————corrigé—————————————–
Soitφ, ψ ∈ Cc(R,R). CommeXn etY sont indépendantes, on a (voir la proposition 4.10), pour tout n ∈ N⋆,

E(ϕ(Xn)ψ(Y )) = E(ϕ(Xn))E(ψ(Y )). (15.56)

Commeϕ est continue, on aϕ(Xn) → ϕ(X) p.s. etϕ(Xn)ψ(Y ) → ϕ(X)ψ(Y ) p.s.. les convergences sont
dominées car|ϕ(Xn)| ≤ sup{ϕ(x), x ∈ R} (et|ψ(Y )| ≤ sup{ψ(x), x ∈ R}). On peut donc utiliser le théprème de
convergence dominée, il donnelimn→∞E(ϕ(Xn)ψ(Y )) = E(ϕ(X)ψ(Y )) et limn→∞E(ϕ(Xn)) = E(ϕ(X)).
En passant à la limite dans (15.56), on en déduit que

E(ϕ(X)ψ(Y )) = E(ϕ(X))E(ψ(Y )).

La proposition 4.12 permet de conclure queX etY sont indépendantes.
—————————————————————————————–

Corrigé 93 (Conséquence du lemme de Borel-Cantelli. . . )
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a.r.i.i.d. de loi normale centrée réduite (c’est-à-
dire que la loi deX1 est la mesure de densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue avecf(x) = 1√

2π
exp(−x2

2 )

pour toutx ∈ R).

1. Montrer que pour toutx > 0, P (|Xn| > x) ≤
√

2
π

1
x exp(−x

2

2 ).

—————————————corrigé—————————————–
Soitx > 0, on a

xP (|Xn| > x) = 2x

∫ ∞

x

1√
2π
e−

t2

2 dt ≤
√

2

π

∫ ∞

x

te−
t2

2 =

√
2

π
e−

x2

2 .

—————————————————————————————–

2. Montrer quelim supn→∞
|Xn|√
2 ln(n)

= 1 p.s..

—————————————corrigé—————————————–
Soita ≥ 1. Pourn ∈ N⋆, on poseAn,a = {|Xn| > a

√
2 ln(n)} etAa = ∩n∈N ∪k≥n Ak,a. On va montrer les

deux propriétés suivantes :
(p1)P (Aa) = 0 si a > 1.
(p2)P (A1) = 1.
La propriété (p2) donne queP ({lim supn→∞

|Xn|√
2 ln(n)

≥ 1}) = 1 car

A1 ⊂ {lim sup
n→∞

|Xn|√
2 ln(n)

≥ 1}.
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La propriété (p1) donne queP ({lim supn→∞
|Xn|√
2 ln(n)

> 1}) = 0 car

{lim sup
n→∞

|Xn|√
2 ln(n)

> 1} ⊂ ∪p∈N⋆Aa+ 1
p
,

etP (∪p∈N⋆Aa+ 1
p
) ≤∑∞

p=1 P (Aa+ 1
p
) = 0. Il reste à montrer (p1) et (p2).

Démonstration de (p1).On aP (∪k≥nAk,a) ≤
∑∞
k=n P (Ak,a). La 1ere question donne alors, avecb = a2 > 1

P (∪k≥nAk,a) ≤
√

2

π

1

a
√

2 ln(k)

1

kb
→ 0, quandn→ ∞,

car c’est le reste d’une série convergente. Par continuité décroissante deP on a doncP (Aa) = 0.

Démonstration de (p2).On a

P (∪k≥nAk,1) = 1 − P (∩k≥nAck,1) = 1 − lim
m→∞

P (∩mk=n(Ack,1)). (15.57)

(On a utilisé ici la continuité décroissante deP ). On utilise maintenant l’indépendance desXn, on obtient, pour
m > n,

bn,m = P (∩mk=n(Ack,1)) =

m∏

k=n

P (Ack,1).

Si on montre quelimm→∞ bn,m = 0 (pour toutn), on aura, par (15.57),P (∪k≥nAk,1) = 1 pour toutn et donc,
par continuité décroissante deP , P (A1)=1. Ce qui montre(p1).

Il reste donc à montrer quelimm→∞ bn,m = 0. Pour cela, on remarque que, sibn,m 6= 0, on a

ln(bn,m) =
m∑

k=n

ln(P (Ack,1)) =
m∑

k=n

ln(1 − P (Ak,1)).

Commeln(1 − u) ≤ −u pouru ∈ [0, 1[, on en déduit

ln(bn,m) ≤ −
m∑

k=n

P (Ak,1) ≤ −
m∑

k=n

√
2

π

1√
2 ln(k)

1

k
,

et doncln(bn,m) → −∞ quandm → ∞ car la série de terme général1/(k
√

ln(k)) est divergente. On a donc
finalementlimm→∞ bn,m = 0 ce qui termine la démonstration de(p1) (et termine l’exercice).

—————————————————————————————–

Corrigé 94 (Sur la somme de v.a.r.i.i.d. intégrables)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r.i.i.d. etN une v.a. à valeurs dansN⋆. On pose
SN = X1 + . . .+XN (c’est-à-dire que, pourω ∈ Ω, SN (ω) =

∑N(ω)
n=1 Xn(ω)).

Pourn ∈ N⋆, on poseAn = {ω ∈ Ω, N(w) = n}.

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r.N,X1, . . . , Xn, . . . sont indépendantes. Pourn ∈ N⋆, on pose
Yn =

∑n
p=1Xp etZn =

∑n
p=1 |Xp|.
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(a) Soitn ∈ N⋆. Montrer que1An
et Yn sont des v.a.r. indépendantes et que1An

etZn sont des v.a.r. indépen-
dantes. [On pourra utiliser la proposition 3.10.]

—————————————corrigé—————————————–
On utilise la proposition 3.10. Comme fonction borélienne de R dansR on choisitϕ = 1{n} et comme
fonction borélienne deRn dansR on choisitψ(x1, . . . , xn) =

∑n
k=1 xi. La proposition 3.10 donne alors que

ϕ(N) et ψ(X1, . . . , Xn) sont des v.a.r. indépendantes. Ceci montre que1An
et Yn sont indépendantes car

ϕ(N) = 1An
etψ(X1, . . . , Xn) = Yn.

En prenant maintenantψ(x1, . . . , xn) =
∑n

k=1 |xi|, on montre aussi que1An
etZn sont indépendantes.

—————————————————————————————–

(b) On suppose queN etX1 sont intégrables . Montrer queSN est intégrable et calculerE(SN ) en fonction de
E(N) etE(X1). [On pourra remarquer queSN =

∑∞
n=1 1An

Yn et |SN | ≤∑∞
n=1 1An

Zn.]
—————————————corrigé—————————————–

SN est bien une v.a.r. (SN prend ses valeurs dansR et est mesurable comme limite de fonctions mesurables).
Comme|SN | ≤ ∑∞

n=1 1An
Zn, on a grâce a l’indépendance de1An

et Zn (et le théorème de convergence
monotone)

E(|SN |) =
∞∑

n=1

E(1An
)E(Zn) =

∞∑

n=1

nP (N = n)E(|X1|) = E(N)E(|X1|).

Ceci prouve queSN est intégrable. Cela prouve aussi que la série de terme général 1An
Yn est absolument

convergente dansL1
R(Ω,A, P ). Cette série est donc aussi convergente dans le même espace et on obtient ainsi

(grâce a l’indépendance de1An
etYn)

E(SN ) =

∞∑

n=1

E(1An
)E(Yn) =

∞∑

n=1

nP (N = n)E(X1) = E(N)E(X1).

—————————————————————————————–

2. On suppose maintenant queAn ∈ σ(X1, . . . , Xn) pour toutn ∈ N⋆ (oùσ(X1, . . . , Xn) est la tribu engendrée
parX1, . . . , Xn).

(a) Montrer que1{n≤N} etXn sont des v.a.r. indépendantes.
—————————————corrigé—————————————–

On poseBn = {N ≥ n}. On a doncBcn = ∪n−1
k=1Ak. CommeAk ∈ σ(Xk) ⊂ σ(X1, . . . , Xn−1) pour

1 ≤ k ≤ n − 1, on a doncBn ∈ σ(X1, . . . , Xn−1) et doncσ(1Bn
) ⊂ σ(X1, . . . , Xn−1). Enfin, comme

σ(X1), . . . , σ(Xn) sont des tribus indépendantes, la proposition 2.11 donne l’indépendance deσ(Xn) et
σ(X1, . . . , Xn−1). On a donc l’indépendance deσ(Xn) et σ(1Bn

), c’est-à-dire l’indépendance deXn et
1Bn

.
—————————————————————————————–

(b) On suppose queN etX1 sont intégrables . Montrer queSN est intégrable et calculerE(SN ) en fonction de
E(N) etE(X1). [On pourra écrireSN =

∑∞
n=1 1{n≤N}Xn.]

—————————————corrigé—————————————–
On reprend la démonstration de la question 1(b). On a|SN |) ≤ ∑∞

n=1 1{n≤N}|Xn|. Avec le théorème de
convergence monotone et l’indépendance de1{n≤N} et |Xn|, on a donc

E(|SN |) ≤
∞∑

n=1

E(1{n≤N})E(|Xn|) =

∞∑

n=1

P ({n ≤ N})E(|X1|) = E(N)E(|X1|),
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car
∑∞
n=1 P ({n ≤ N}) =

∑∞
k=1 kP (N = k) = E(N). Comme à la question 1(b), ceci montre queSN est

intégrale et que la série de terme générale1{n≤N}Xn est absolument convergente (et donc convergente) dans
L1

R(Ω,A, P ). On obtient ainsi

E(SN ) =

∞∑

n=1

E(1{n≤N})E(Xn) =

∞∑

n=1

P ({n ≤ N})E(X1) = E(N)E(X1).

—————————————————————————————–
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Chapitre 16

Mesures sur la tribu des boréliens

Corrigé 95
Soit (fn)n∈N ⊂ C1(]0, 1[, R) convergeant simplement vers la fonctionf :]0, 1[→ R ; on suppose que la suite
(f ′
n)n∈N (⊂ C(]0, 1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale à1.

1. A-t-onf ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′ = 1 ?

—————————————corrigé—————————————–
La réponse est “non". La fonctionf peut même ne pas être continue, comme le montre l’exemple suivant :

Pourn ∈ N, n ≥ 4, on définitgn de[0, 1] dansR par

gn(x) = 1, si 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

gn(x) = 1 + n2(x− 1
2 ), si 1

2 < x ≤ 1
2 + 1

n ,
gn(x) = 1 − n2(x− 1

2 − 2
n ), si 1

2 + 1
n < x ≤ 1

2 + 2
n ,

gn(x) = 1, si 1
2 + 2

n < x ≤ 1.

Il est facile de voir quegn ∈ C([0, 1],R) et quegn(x) → 1 pour toutx ∈ [0, 1].

Pourn ≥ 4, on définitfn par :

fn(x) =

∫ x

0

gn(t)dt, pour toutx ∈]0, 1[,

de sorte quefn ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′
n = gn sur]0, 1[. On a donc bien que(f ′

n)n∈N converge simplement vers la
fonction constante et égale à1. (On prend n’importe quelles fonctionsC1 pourfn, 0 ≤ n ≤ 3).

On remarque maintenant que, pourn ≥ 4, fn(x) = x pour toutx ∈]0, 1
2 ] et quefn(x) = x + 1 pour tout

x ∈] 12 + 2
n , 1[. On en déduit que(fn)n∈N converge simplement vers la fonctionf :]0, 1[→ R définie par

f(x) = x pour toutx ∈]0, 1
2 ] etfn(x) = x+ 1 pour toutx ∈] 12 , 1[. Cette fonction n’est pas continue en1

2 , donc
f 6∈ C1(]0, 1[, R).

—————————————————————————————–

2. On suppose maintenant que la suite(f ′
n)n∈N converge dansL1

R(]0, 1[,B(]0, 1[), λ) vers la fonction constante et
égale à1. A-t-on f ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′ = 1 ?

—————————————corrigé—————————————–
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La réponse maintenant est “oui". En effet, soit0 < x < 1. Commefn ∈ C1(]0, 1[, R), on afn(x) = fn(
1
2 ) +∫ x

1
2
f ′
n(t)dt, c’est-à-dire

fn(x) = fn(
1

2
) + sx

∫
f ′
n1Ix

dλ, (16.1)

avecsx = 1 et Ix =]12 , x[ si x ≥ 1
2 , sx = −1 et Ix =]x, 1

2 [ si x < 1
2 .

Quandn→ ∞, on a

|
∫
f ′
n1Ix

dλ−
∫

1Ix
dλ| ≤ ‖f ′

n − 1‖1 → 0,

etfn(x) → f(x) (ainsi quefn(1
2 ) → f(1

2 )). On déduit donc de (16.1), quandn→ ∞,

f(x) = f(
1

2
) + sx

∫
1Ix

dλ,

c’est-à-diref(x) = f(1
2 ) + x− 1

2 .

On a bien montré quef ∈ C1(]0, 1[, R) etf ′ = 1.
—————————————————————————————–

Corrigé 96 (Intégrale impropre)
On définit l’applicationf deR dansR par :

f(x) = 0, si x ≤ 0,
f(x) = x2 sin 1

x2 , si x > 0.

1. Montrer quef est continue et dérivable en tout point deR.
—————————————corrigé—————————————–

La fonctionf est continue et dérivable en tout point deR⋆ et on af ′(x) = 0 pourx < 0 etf ′(x) = 2x sin 1
x2 −

2
x cos 1

x2 si x > 0.

Pour montrer la continuité et la dérivablité def en0, il suffit de remarquer que, pour toutx > 0, on a|f(x)| ≤ x2

et donc| f(x)−f(0)
x−0 | ≤ x. On en déduit quef est continue et dérivable en0 et quef ′(0) = 0.

—————————————————————————————–

2. Soit0 < a < b < ∞. Montrer quef ′1]a,b[ ∈ L1
R(R,B(R), λ). On pose

∫ b
a
f ′(t)dt =

∫
f ′1]a,b[dλ. Montrer

que :

f(b) − f(a) =

∫ b

a

f ′(t)dt.

—————————————corrigé—————————————–
La fonctionf ′ est continue sur]0,∞[. La restriction def ′ à [a, b] est donc continue (on utilise ici le fait que
a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou l’exercice 4.5) :

f ′
|[a,b] ∈ L1([a, b],B([a, b]), λ[a,b)),

où λ[a,b) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de[a, b] (c’est-à-dire la restriction àB([a, b]) de la
mesure de Lebesgue surB(R)) et l’intégrale (de Lebesgue) def ′

|[a,b] coïncide avec l’intégrale des fonctions
continues, c’est-à-dire : ∫

f ′
|[a,b]dλ[a,b) =

∫ b

a

f ′(x)dx.
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Le terme de droite de l’égalité précédente est à prendre au sens de l’intégrale des fonctions continues. Comme
f est de classeC1 sur un intervalle ouvert contenant[a, b], il est alors classique que :

∫ b

a

f ′(x)dx = f(b) − f(a).

Pour se convaincre de cette dernière égalité, on rappelle que f et x 7→
∫ x
a f

′(t)dt sont deux primitives def ′,
leur différence est donc constante sur[a, b].

Enfin, commef ′
|[a,b] ∈ L1([a, b],B([a, b]), λ[a,b)), il est facile d’en déduire quef ′1]a,b[ ∈ L1

R(R,B(R), λ) et
que ∫

f ′
|[a,b]dλ[a,b) =

∫
f ′1]a,b[dλ.

Plus précisement, on posef ′ = g et on considère d’abord le casg|[a,b] ∈ E+([a, b], B([a, b]) puis g|[a,b] ∈
M+([a, b], B([a, b]) et enfing|[a,b] ∈ L1([a, b], B([a, b]), λ[a,b)), comme dans l’exercice 4.4. Ceci termine la
question.

Un autre moyen de montrerf ′1]a,b[ ∈ L1
R(R,B(R), λ) est de procéder de la manière suivante :

La fonctionf ′ est la limite simple, quandn→ ∞, de la suite(fn)n∈N⋆ oùfn est défnie, pourn ∈ N⋆, par :

fn(x) =
f(x+ 1

n ) − f(x)
1
n

, pour toutx ∈ R.

La fonctionf est mesurable (c’est-à-dire borélienne carR est muni de la tribu de Borel). Grâce à la stabilité
de l’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition 3.5), on en déduit quefn est mesurable pour tout
n ∈ N⋆ et donc quef ′ est mesurable (comme limite simple de fonctions mesurables). La fonctionf ′1]a,b[ est
donc aussi mesurable (comme produit de fonctions mesurables). La mesurabilité def ′1]a,b[ est donc vraie pour
touta, b ∈ R (noter cependant quef ′ n’est pas continue en0).

Pour montrer quef ′1]a,b[ est intégrable, il suffit de remarquer quef ′ est bornée sur]a, b[, car f ′ est conti-
nue sur[a, b] (on utilise ici le fait quea > 0) et queλ(]a, b[) < ∞. On a donc bien montré quef ′1]a,b[ ∈
L1

R(R,B(R), λ).
—————————————————————————————–

3. Soita > 0.

(a) Montrerf ′1]0,a[ 6∈ L1
R(R,B(R), λ).

—————————————corrigé—————————————–
La restriction def ′ à ]0, a[ est continue, c’est donc une fonction mesurable (c’est-à-dire borélienne) de]0, a[
dansR. On en déduit facilement quef ′1]0,a[ est borélienne deR dansR. (On a aussi vu à la question précé-
dente quef ′ était borélienne. Ceci montre également quef ′1]0,a[ est borélienne.)

On af ′1]0,a[ = g11]0,a[ − g21]0,a[, avec :

g1(x) = 2x sin
1

x2
etg2(x) =

2

x
cos

1

x2
si x ∈]0, a[.

Il est clair queg11]0,a[ ∈ L1
R(R,B(R), λ) (carg1 est continue et bornée sur]0, a[). Pour montrer quef ′1]0,a[ 6∈

L1
R(R,B(R), λ), il suffit donc de montrer queg21]0,a[ 6∈ L1

R(R,B(R), λ). Pour cela, on remarque maintenant
que :

|g2(x)| ≥
√

2

√
nπ − π

4
, si

1√
nπ + π

4

≤ x ≤ 1√
nπ − π

4

, n ≥ n0, (16.2)
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avecn0 ∈ N⋆ t.q. 1√
n0π−π

4

≤ a. On déduit alors de (16.2), par monotonie de l’intégrale, que, pour tout

N ≥ n0 :

∫
|g2|1]0,a[dλ ≥

N∑

n=n0

√
2

√
nπ − π

4
(

1√
nπ − π

4

− 1√
nπ + π

4

)

=
N∑

n=n0

√
2

√
nπ + π

4 −√nπ − π
4√

nπ + π
4

,

et donc :

∫
|g2|1]0,a[dλ ≥

N∑

n=n0

√
2π

2
√
nπ + π

4 (
√
nπ + π

4 +
√
nπ − π

4 )

≥
N∑

n=n0

√
2π

4(nπ + π
4 )
.

En faisant tendreN vers∞, on en déduit que
∫
|g2|1]0,a[dλ = ∞ et donc queg21]0,a[ 6∈ L1

R(R,B(R), λ) et
f ′1]0,a[ 6∈ L1

R(R,B(R), λ).
—————————————————————————————–

(b) Pour0 < x < a, on poseg(x) =
∫ a
x
f ′(t)dt. Montrer queg(x) a une limite (dansR) quandx → 0, avec

x > 0, et que cette limite est égale àf(a)−f(0). (Cette limite est aussi notée
∫ a
0
f ′(t)dt, improprement. . . car

f ′1]0,a[ 6∈ L1
R(R,B(R), λ), la restriction def ′ à ]0, a[ n’est donc pas intégrable pour la mseure de Lebesgue

sur ]0, a[.)
—————————————corrigé—————————————–

On ag(x) = f(a) − f(x), pour toutx > 0. Commef est continue en0, on en déduit bien queg(x) a une
limite (dansR) quandx→ 0, avecx > 0, et que cette limite est égale àf(a) − f(0).

—————————————————————————————–

Corrigé 97
Soit f ∈ L1

R(R,B(R), λ). On définitF : R → R par :F (x) =
∫
f1[0,x]dλ(=

∫ x
0 f(t)dt), pourx ≥ 0, et

F (x) = −
∫
f1[x,0]dλ(= −

∫ 0

x
f(t)dt) pourx < 0. Montrer queF est uniformément continue.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque que, pour toutx, y ∈ R, x < y,

F (y) − F (x) =

∫
f1]x,y[dλ =

∫

]x,y[

fdλ.

Soit ε > 0, commef ∈ L1
R(R,B(R), λ), l’exercice 4.14 (ou l’exercice 4.29) montre qu’il existeδ > 0 t.q.

A ∈ B(R), λ(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|f |dλ ≤ ε.

Soitx, y ∈ R, x < y. On a donc, commeλ(]x, y[) = y − x,

|y − x| ≤ δ ⇒ |F (y) − F (x)| ≤
∫

]x,y[

|f |dλ ≤ ε,
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ce qui montre bien la continuité uniforme deF .
—————————————————————————————–

Corrigé 98 (Intégrabilité et limite à l’infini)
Soitf ∈ L1

R(R,B(R), λ) = L1.

1. On suppose quef(x) admet une limite quandx→ ∞. Montrer que cette limite est nulle.

—————————————corrigé—————————————–

On posel = limx→∞ f(x) et on supposel 6= 0. Il existe alorsa ∈ R t.q. |f(x)| ≥ |l|
2 pour toutx > a. On en

déduit, par monotonie de l’intégrale surM+,

∫
|f |dλ ≥

∫

]a,∞[

|l|
2
dλ = ∞,

en contradiction avec l’hypothèsef ∈ L1.
—————————————————————————————–

2. On suppose quef ∈ C(R,R) ; a-t-on : lim
x→+∞

f(x) = 0 ?

—————————————corrigé—————————————–
La réponse est “non", comme le montre l’exemple suivant. On définit, pourn ∈ N, n ≥ 2, fn par :

fn(x) = 0, si x ≤ n− 1
n2 ,

fn(x) = n2(x − n+ 1
n2 ), si n− 1

n2 < x ≤ n,
fn(x) = −n2(x− n− 1

n2 ), si n < x ≤ n+ 1
n2 ,

fn(x) = 0, si x > n+ 1
n2 .

Puis, on posef(x) =
∑

n≥2 fn(x) pour toutx ∈ R. On remarque que, pour toutx ∈ R, la série définissant
f(x) a au plus 1 terme non nul. Plus précisément, il existen (dépendant dex) t.q.f = fn dans un voisinage de
x. On en déduit quef prend ses valeurs dansR et quef est continue (car lesfn sont continues).

Commefn ∈ M+ pour toutn, le premier corollaire du théorème de convergence monotone(corollaire 4.1)
donne quef ∈ M+ et ∫

fdm =
∑

n≥2

∫
fndm =

∑

n≥2

1

n2
<∞.

On a doncf ∈ C(R,R) ∩ L1
R(R,B(R), λ) etf(x) 6→ 0 quandx→ ∞ carfn(n) = 1 pour toutn ∈ N, n ≥ 2.

—————————————————————————————–

3. On suppose quef est uniformément continue. A-t-onlimx→+∞ f(x) = 0 ? [On pourra commencer par montrer
que, pour toutη > 0 et toute suite(xn)n∈N de réels t.q.limn→∞ xn = +∞, on a :

lim
n→+∞

∫ xn+η

xn−η
|f(x)|dλ(x) = 0.] (16.3)

—————————————corrigé—————————————–
On commence par montrer le résultat prélimaire suggéré. Soientη > 0 et (xn)n∈N ⊂ R t.q. limn→+∞ xn =
+∞.
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On posefn = |f |1]xn−η,xn+η[. On a, pour toutx ∈ R, fn(x) → 0 quandn→ ∞ (on a mêmefn(x) = 0 pour
n t.q.xn − η > x). On a aussi|fn| ≤ |f | ∈ L1. On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée
(ou la proposition préliminaire 4.6). Il donne que

∫
fndm→ 0, c’est-à-dire :

∫
|f |1]xn−η,xn+η[dλ→ 0, quandn→ ∞. (16.4)

On montre maintenant quef(x) → 0 quandx→ ∞.

On raisonne par l’absurde. On suppose quef(x) 6→ 0 quandx → ∞. Il existe doncε > 0 et une suite
(xn)n∈N ⊂ R t.q.xn → ∞ quandn→ ∞ et |f(xn)| ≥ ε pour toutn ∈ N.

La continuité uniforme def donne l’existence deη > 0 t.q.

x, y ∈ R, |x− y| ≤ η ⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε

2
.

On a donc|f(x)| ≥ ε
2 pourx ∈]xn− η, xn+ η[ et toutn ∈ N. On en déduit que

∫
|f |1]xn−η,xn+η[dλ ≥ εη > 0

pour toutn ∈ N, ce qui est en contradiction avec (16.4).

On a donc bien finalement montré quef(x) → 0 quandx→ ∞.
—————————————————————————————–

4. On suppose quef ∈ C1(R,R) etf ′ ∈ L1 ; a-t-on : lim
x→+∞

f(x) = 0 ?

—————————————corrigé—————————————–
Commef ∈ C1, on a, poury > x, f(y) − f(x) =

∫ y
x
f ′(t)dt =

∫
]x,y[

f ′dλ. Commef ′ ∈ L1, l’exercice 5.7
donne quef est uniformément continue. La question précédente donne alors quef(x) → 0 quandx → ∞
(c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilisef ∈ L1).

Une autre démonstration possible est :
Commef ∈ C1, on af(x) = f(0) +

∫
]0,x[

f ′dλ. Commef ′ ∈ L1, on en déduit quef(x) a une limite (dansR)

quandx → ∞. En effet, le théorème de convergence dominée donne que
∫
]0,x[

f ′dλ →
∫
]0,∞[

f ′dλ (dansR)
quandx → ∞. Enfin, la première question donne que la limite def(x) quandx → ∞ est nécessairement0 (et
ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point qu’on utilisef ∈ L1).

—————————————————————————————–

Corrigé 99 (Egalité p.p. de fonctions continues)
On munitRN de la tribu borélienneB(RN) et de la mesure de LebesgueλN . Soientf et g ∈ C(RN ,R) t.q.
f = g p.p.. Montrer quef = g partout. [On dira donc quef ∈ L1(RN ,B(RN), λn) est continue si il existe
g ∈ C(RN ,R) t.q.f = g p.p. (plus précisément on devrait écrireg ∈ f ). Dans ce cas on identifief avecg.]

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. Soitx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN . On suppose quef(x) 6= g(x). Commef et g sont
continues, il existeα > 0 t.q.f(y) 6= g(y) pour touty ∈ ∏N

i=1]xi−α, xi+α[. On en déduit queλN ({f 6= g}) ≥
λN (

∏N
i=1]xi − α, xi + α[) = αN > 0, en contradiction avecf = g p.p..

—————————————————————————————–

Corrigé 100 (Continuité en moyenne)
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Pourf ∈ L1 = L1
R(R,B(R), λ) eth ∈ R, on définitfh (“translatée" def ) par :fh(x) = f(x + h), pourx ∈ R.

(noter quefh ∈ L1).

1. Soitf ∈ Cc = Cc(R,R), montrer que‖fh − f‖1 → 0 lorsqueh→ 0.

—————————————corrigé—————————————–
Commef ∈ Cc, f est uniformément continue, ce qui donne

sup
x∈R

|f(x+ h) − f(x)| → 0 quandh→ 0.

Soit a > 0 t.q. f = 0 sur [−a, a]c. Pourh ∈ R t.q. |h| ≤ 1, on a donc, commef(x + h) − f(x) = 0 si
x 6∈ [−a− 1, a+ 1],

∫
|f(x+ h) − f(x)|dx ≤ (2a+ 2) sup

x∈R

|f(x+ h) − f(x)| → 0, quandh→ 0,

et donc que‖f(· + h) − f‖1 → 0 quandh→ 0.
—————————————————————————————–

2. Soitf ∈ L1, montrer que‖fh − f‖1 → 0 lorsqueh→ 0.

—————————————corrigé—————————————–
L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donnequef(· + h) ∈ L1 pour touth ∈ R. On veut
maintenant montrer que‖f(· + h) − f‖1 → 0 quandh→ 0.

Soit ε > 0. D’après la densité deCc dansL1 (théorème 5.5), il existeϕ ∈ Cc t.q. ‖f − ϕ‖1 ≤ ε. L’invariance
par translation de la mesure de Lebesgue donne‖f(· + h) − ϕ(· + h)‖1 = ‖f − ϕ‖1. On a donc, pour tout
h ∈ R :

‖f(·+ h) − f‖1 ≤ 2‖f − ϕ‖1 + ‖ϕ(· + h) − ϕ‖1 ≤ 2ε+ ‖ϕ(· + h) − ϕ‖1.

D’après la première question, il existeη > 0 t.q.

|h| ≤ η ⇒ ‖ϕ(· + h) − ϕ‖1 ≤ ε.

Donc,

|h| ≤ η ⇒ ‖f(· + h) − f‖1 ≤ 3ε.

Ce qui prouve bien quef(· + h) → f dansL1, quandh→ 0.
—————————————————————————————–

Corrigé 101 (Sur la concentration d’un borélien)
Soit−∞ ≤ a < b ≤ +∞,A ∈ B(]a, b[) etρ ∈]0, 1[. On suppose queλ(A∩]α, β[) ≤ ρ(β − α) pour toutα, β t.q.
a ≤ α < β ≤ b. Montrer queλ(A) = 0. [On pourra, par exemple, commencer par montrer queλ(A∩O) ≤ ρλ(O)
pour tout ouvertO de]a, b[.]

Conséquence de cet exercice : SoitA ∈ B(]a, b[) t.q. λ(A) > 0. Alors, pour toutρ < 1, il existeα, β t.q.
a ≤ α < β ≤ b etλ(A∩]α, β[) ≥ ρ(β − α).

—————————————corrigé—————————————–
SoitO un ouvert de]a, b[. CommeO est un ouvert deR, il peut s’écrire comme une réunion dénombrable d’in-
tervalles ouverts disjoints2 à 2 (lemme 2.4). On a doncO = ∪n∈NIn avecIn ∩ Im = ∅ si n 6= m et, pour tout
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n ∈ N, In =]an, bn[ aveca ≤ an ≤ bn ≤ b. La σ−additivité deλ et l’hypothèseλ(A∩]α, β[) ≤ ρ(β − α) pour
toutα, β t.q.a ≤ α < β ≤ b donne alors :

λ(A ∩O) =
∑

n∈N

λ(A∩]an, bn[) ≤ ρ
∑

n∈N

(bn − an) = ρ
∑

n∈N

λ(]an, bn[) = ρλ(O). (16.5)

Soit maintenantε > 0. D’après la régularité deλ (et le fait queA ∈ B(]a, b[) ⊂ B(R)), il existeO ouvert deR
t.q.A ⊂ O et λ(O \ A) ≤ ε. En remplaçantO parO∩]a, b[, on peut supposer queO est un ouvert de]a, b[. En
utilisant (16.5) et l’additivité deλ, on a donc :

λ(A) = λ(A ∩O) ≤ ρλ(O) = ρ(λ(A) + λ(O \A)) ≤ ρ(λ(A) + ε).

Commeε > 0 est arbitrairement petit, on en déduitλ(A) ≤ ρλ(A), ce qui n’est possible (commeρ < 1) que si
λ(A) = 0 ou siλ(A) = ∞.

Il reste donc à montrer que le casλ(A) = ∞ est impossible. Pour cela, on pose, pour toutn ∈ N,An = A∩[−n, n].
Soitn ∈ N, la monotonie deλ donneλ(An∩]α, β[) ≤ λ(A∩]α, β[), on a donc aussiλ(An∩]α, β[) ≤ ρ(β − α)
pour toutα, β t.q.a ≤ α < β ≤ b. Commeλ(An) < ∞, la démonstration précédente, appliquée àAn au lieu de
A, donneλ(An) = 0. Enfin, commeA = ∪n∈NAn, on en déduitλ(A) = 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 102 (Points de Lebesgue)
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR, parL1 l’espaceL1

R(R, B(R), λ) et parL1 l’espace
L1

R(R, B(R), λ). On notedt = dλ(t).

1. Soit(I1, . . . , In) des intervalles ouverts non vides deR t.q. chaque intervalle n’est pas contenu dans la réunion
des autres. On poseIk =]ak, bk[ et on suppose que la suite(ak)k=1,...,n est croissante. Montrer que la suite
(bk)k=1,...,n est croissante et que les intervalles d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints2 à2.

—————————————corrigé—————————————–
Soit k ∈ {1, . . . , n}. Commeak ≤ ak+1, on abk < bk+1 (sinonIk+1 ⊂ Ik). La suite(bk)k∈{1,...,n} est donc
(strictement) croissante.

Soitk ∈ {1, . . . , n}. On abk ≤ ak+2 (sinonIk ∪ Ik+2 =]ak, bk+2[ et doncIk+1 ⊂ Ik ∪ Ik+2 carak ≤ ak+1 <
bk+1 ≤ bk+2). On a doncIk ∩ Ik+2 = ∅. ceci prouve (avec la croissance de(ak)k=1,...,n) que les intervalles
d’indices impairs [resp. pairs] sont disjoints2 à2.

—————————————————————————————–

2. Soit J une famille finie d’intervalles ouverts non vide deR dont la réunion est notéeA. Montrer qu’il existe une
sous-famille finie de J, notée(I1, . . . , Im), formée d’intervalles disjoints2 à 2 et t.q.λ(A) ≤ 2

∑m
k=1 λ(Ik).

[Utiliser la question 1.]

—————————————corrigé—————————————–
On commence par montrer la propriété suivante :

Pour toute famille finie, notée J, d’intervalles ouverts nonvide deR, il existe une sous famille, notée K, t.q. :

(a) Chaque élément de K n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments de K,

(b) La réunion des éléments de K est égale à la réunion des éléments de J.

Cette propriété se démontre par récurrence sur le nombre d’éléments de J. Elle est immédiate si J a1 élément
(on prend K= J). Soitn ∈ N⋆. On suppose que la propriété est vraie pour toutes les familles den éléments. Soit
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J une famille de(n+ 1) éléments. Si chaque élément de J n’est pas contenu dans la réunion des autres éléments
de J, on prend K= J. Sinon, on choisit un élément de J, notéI, contenu dans la réunion des autres éléments de J.
On applique alors l’hypothèse de récurrence à la famille J\{I}, on obtient une sous famille de J\{I} (et donc
de J), notée K, vérifiant bien les assertions(a) et (b) (en effet, La réunion des éléments de J\{I} est égale à la
réunion des éléments de J). Ceci termine la démonstration dela propriété désirée.

Soit maintenant J une famille finie d’intervalles ouverts non vide deR dont la réunion est notéeA (remarquer
queA ∈ B(R)). Grâce à la propriété démontrée ci dessus, on peut supposer que chaque élément de J n’est pas
contenu dans la réunion des autres éléments de J. On noteJ1, . . .Jn les éléments deJ , Ji =]ai, bi[, i = 1, . . . , n.
En réordonnant, on peut aussi supposer que la suite(ak)k=1,...,n est croissante. On peut alors appliquer la
question 1, elle donne, en posantP = {i = 1, . . . , n; i pair} et I = {i = 1, . . . , n; i impair} que les familles
(Ji)i∈P et (Ji)i∈I sont formées d’éléments disjoints 2 à 2, de sorte que :

λ(∪i∈P Ji) =
∑

i∈P
λ(Ji), λ(∪i∈IJi) =

∑

i∈I
λ(Ji).

Enfin, commeA = ∪ni=1Ji, la sous-additivité deλ donneλ(A) ≤∑i∈P λ(Ji) +
∑

i∈I λ(Ji).
Une sous-famille de J satisfaisant les conditions demandées est alors(Ji)i∈P si

∑
i∈P λ(Ji) ≥ ∑

i∈I λ(Ji) et
(Ji)i∈I si

∑
i∈I λ(Ji) >

∑
i∈P λ(Ji).

—————————————————————————————–

On se donne maintenantf ∈ L1 et on suppose qu’il existea > 0 t.q.f = 0 p.p. sur[−a, a]c. Le but de l’exercice
est de montrer que :

n

2

∫ 1
n

− 1
n

f(x+ t)dt → f(x), pour presque toutx ∈ R, quandn→ ∞. (16.6)

Pourε > 0, on définitf⋆ε deR dansR par :

f⋆ε (x) = sup
h≥ε

1

2h

∫ h

−h
|f(x+ t)|dt. (16.7)

3.(a) Montrer quef⋆ε est bornée.

—————————————corrigé—————————————–

Soit x ∈ R. On a, pourh ≥ ε, 1
2h

∫ h
−h |f(x + t)|dt ≤ 1

2ε‖f‖1 doncf⋆ε (x) ∈ R et |f⋆ε (x)| ≤ 1
2ε‖f‖1. La

fonctionf⋆ε est donc bornée par12ε‖f‖1.
—————————————————————————————–

(b) Montrer quef⋆ε est borélienne. [On pourra montrer quef⋆ε est le sup de fonctions continues.]
—————————————corrigé—————————————–

Soith > 0. On définitfh deR dansR parfh(x) =
∫ h
−h |f(x+ t)|dt. La fonctionfh est continue car
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|fh(x+ η) − fh(x)| = |
∫ h

−h
(|f(x+ η + t)| − |f(x+ t)|)dt|

≤
∫ h

−h
|f(x+ η + t) − f(x+ t)|dt

≤
∫

|f(x+ η + t) − f(x+ t)|dt = ‖f(· + η) − f‖1 → 0, quandη → 0,

par le théorème de continuité en moyenne. (Ceci donne même lacontinuité uniforme.)

On en déduit quef⋆ε est borélienne comme “sup" de fonctions continues. En effet, siα ∈ R on a

(f⋆ε )−1(]α,∞[) = ∪h≥ε(
1

2h
fh)

−1(]α,∞[)

et donc(f⋆ε )−1(]α,∞[) est un ouvert, et donc aussi un borélien.
—————————————————————————————–

(c) Montrer quef⋆ε (x) → 0 quand|x| → ∞.
—————————————corrigé—————————————–

Soit η > 0. On a (avec la notation de la question précédente), pour toutx ∈ R, 1
2hfh(x) ≤ η si h ≥ ‖f‖1

2η .

D’autre part, on afh(x) = 0 sih ≤ ‖f‖1

2η et |x| ≥ a+ ‖f‖1

2η . On en déduit que0 ≤ f⋆ε (x) ≤ η si |x| ≥ a+ ‖f‖1

2η .
Ceci prouve quef⋆ε (x) → 0 quand|x| → ∞.

—————————————————————————————–

4. Poury > 0, on poseBy,ε = {x ∈ R, f⋆ε (x) > y}.

(a) Montrer que toutx ∈ By,ε est le centre d’un intervalle ouvertI(x) t.q.

i. λ(I(x)) ≥ 2ε,

ii. 1
λ(I(x))

∫
I(x) |f |dλ > y.

Montrer que parmi les intervallesI(x), x ∈ By,ε, ainsi obtenus, il en existe un nombre finiI(x1), . . . , I(xn)
dont la réunion recouvreBy,ε. [On pourra d’abord remarquer queBy,ε est borné.]

—————————————corrigé—————————————–

Si x ∈ By,ε, il existeh ≥ ε t.q. 1
2h

∫ x+h
x−h |f(t)|dt = 1

2h

∫ h
−h |f(x + t)|dt > y. On choisit alorsI(x) =

]x− h, x+ h[. On a bien i. et ii..

By,ε est borné carf⋆ε (x) → 0 quand|x| → ∞. By,ε est donc fermé et borné (donc compact). De plus, Si
z ∈ By,ε, il existex ∈ By,ε t.q. |x − z| < ε. On a doncz ∈ I(x). Ceci montre que{I(x), x ∈ By,ε} forme
un recouvrement ouvert deBy,ε. Par compacité, on peut donc en extraire un sous recouvrement fini. Il existe
doncx1, . . . , xn ∈ By,ε t.q.By,ε ⊂ ∪ni=1I(xi).

—————————————————————————————–

(b) Montrer queλ(By,ε) ≤ 2
y‖f‖1. [Utiliser la question 2.]

—————————————corrigé—————————————–
En appliquant la question 2 à la famille{I(xi), i ∈ {1, . . . , n}}, il existeE ⊂ {1, . . . , n} t.q. I(xi) ∩ I(xj)
= ∅ si i, j ∈ E i 6= j etλ(By,ε) ≤ λ(∪ni=1I(xi)) ≤ 2

∑
i∈E λ(I(xi)). Commeλ(I(xi)) < 1

y

∫
I(xi)

|f(t)|dt
et commeI(xi) ∩ I(xj) = ∅, si i, j ∈ E i 6= j, on a aussi

∑
i∈E λ(I(xi)) <

1
y

∫
|f(t)|dt et doncλ(By,ε) ≤

2
y‖f‖1.

—————————————————————————————–
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On définit maintenantf⋆ deR dansR+ par :

f⋆(x) = sup
h>0

1

2h

∫ h

−h
|f(x+ t)|dt. (16.8)

5. Montrer quef⋆ est borélienne et queλ({f⋆ > y}) ≤ 2
y‖f‖1, pour touty > 0.

—————————————corrigé—————————————–
f⋆ est borélienne (deR dansR+) car c’est le “sup" de fonctions continues deR dansR.

On remarque ensuite que{f⋆ > y} = {x ∈ R, f⋆(x) > y} = ∪n∈N⋆By, 1
n

et queBy, 1
n

⊂ By, 1
n+1

(car

f⋆1
n

≤ f⋆1
n+1

). Par continuité croissante deλ, on a doncλ({f⋆ > y}) = limn→∞ λ(By, 1
n
) ≤ 2

y‖f‖1.
—————————————————————————————–

6. Montrer (16.6) sif admet un représentant continu. [cette question n’utilise pas les questions précédentes.]
—————————————corrigé—————————————–

On confondf (qui est dansL1) avec ce représentant continu. On a alorsn
2

∫ 1
n

− 1
n

f(x + t)dt → f(x) pour tout

x ∈ R, quandn→ ∞. En effet, pour toutx ∈ R et toutn ∈ N⋆, par continuité def , il existeθx,n ∈]x− 1
n , x+ 1

n [

t.q. n2
∫ 1

n

− 1
n

f(x + t)dt = f(θx,n). Pour toutx ∈ R, on a bienf(θx,n) → f(x), quandn → ∞ (par continuité

enx def ).
—————————————————————————————–

7. Montrer (16.6). [Approcherf , dansL1 et p.p., par une suite d’éléments deCc(R,R), notée(fp)p∈N. On pourra
utiliser (f − fp)

⋆.]
—————————————corrigé—————————————–

On confondf (qui est dansL1) avec l’un de ses représentants (de sorte quef ∈ L1). Par densité deCc(R,R)
dansL1, il existe une suite(fp)p∈N ⊂ Cc(R,R) t.q. fp → f dansL1. Après extraction éventuelle d’une sous
suite, on peut supposer aussi quefp → f p.p..

Pourx ∈ R, n ∈ N⋆ etp ∈ N, on a :

|f(x) − n

2

∫ 1
n

− 1
n

f(x+ t)dt| ≤ |f(x) − fp(x)| + |fp(x)

−n
2

∫ 1
n

− 1
n

fp(x+ t)dt| + (f − fp)
⋆(x).

(16.9)

Pourm ∈ N⋆ etp ∈ N, on pose :

Am,p = {(f − fp)
⋆ >

1

m
}, Bm,p = ∩q≥pAm,q etB = ∪m∈N⋆(∪p∈NBm,p).

On remarque que, par la question 5,λ(Am,p) ≤ 2m‖f − fp‖1 → 0 quandp → ∞ (avecm fixé). On a donc
λ(Bm,p) ≤ infq≥p λ(Am,q) = 0. On en déduit, parσ-sous-additivité deλ, queλ(B) = 0.

On choisitC ∈ B(R) t.q.λ(C) = 0 etfp(x) → f(x) pour toutx ∈ Cc.

On va maintenant montrer (grâce à (16.9)) que(f(x)− n
2

∫ 1
n

− 1
n

f(x+ t)dt) → 0 pour toutx ∈ (B ∪C)c (ce qui

permet de conclure carλ(B ∪ C) = 0).

Soit doncx ∈ (B ∪ C)c et soit η > 0. Commex ∈ Cc, il existe p1 ∈ N t.q. |f(x) − fp(x)| ≤ η pour
p ≥ p1. Commex ∈ Bc, x ∈ ∩m∈N⋆(∩p∈NB

c
m,p). On choisitm ∈ N⋆ t.q. 1

m ≤ η. On ax ∈ ∩p∈NB
c
m,p =
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∩p∈N ∪q≥p Acm,q ⊂ ∪q≥p1Acm,q. Il existe doncp ≥ p1 t.q. x ∈ Acm,p, on en déduit(f − fp)
⋆(x) ≤ 1

m ≤ η.

Enfin,p étant maintenant fixé, la question 6 donne l’existence den1 ∈ N t.q. |fp(x) − n
2

∫ 1
n

− 1
n

fp(x + t)dt| ≤ η

pourn ≥ n1. On a donc|f(x) − n
2

∫ 1
n

− 1
n

f(x+ t)dt| ≤ 3η pourn ≥ n1. Ce qui termine la démonstration.
—————————————————————————————–

Corrigé 103 (Convergence vague et convergence etroite)
Soit (mn)n ∈ N une suite de mesures (positives) finies surB(Rd) (d ≥ 1) etm une mesure (positive) finie sur
B(Rd). On suppose que :
–
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞, pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R).
– mn(Rd) → m(Rd) quandn→ ∞.

1. Soitϕ ∈ Cc(Rd,R). Montrer que
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞. [On pourra utiliser le fait queϕ est limite

uniforme d’une suite d’élement deC∞
c (Rd,R).]

—————————————corrigé—————————————–
Soit ρ ∈ C∞

c (Rd,R) t.q. ρ ≥ 0,
∫

Rd ρ(x)dx = 1 et ρ(x) = 0 si |x| ≥ 1. Pourp ∈ N⋆, on définitρp par
ρp(x) = pdρ(px) pourx ∈ Rd, de sorte que

∫
Rd ρp(x)dx = 1 et ρ(x) = 0 si |x| ≥ 1/p. La suite(ρp)p∈N⋆

s’appelle “suite régularisante" (ou “suite de noyaux régularisants").

Soitψ ∈ Cc(Rd,R), on définit la suite(ψp)p∈N⋆ en posantψp(x) =
∫
ψ(y)ρp(x − y)dy, pour toutx ∈ Rd.

Commeρp etψ sont des fonctions à support compact, il est clair queψp est aussi une fonction à support compact.
Grâce au théorème de dérivabilité sous le signe intégral (théorème 4.10), il est assez facile de voir queψp est
indéfiniment dérivable. On a donc(ψp)p∈N⋆ ⊂ C∞

c (Rp,R). Enfin, du fait queψ est uniformément continue,
on déduit queψp converge uniformément (surRd) versψ quandp → ∞. Plus précisément, en notant‖ · ‖u la
norme de la convergence uniforme, on a, pour toutp ∈ N⋆,

‖ψp − ψ‖u ≤ sup
z∈Rd, |z|≤1/p

‖ψ(· + z) − ψ‖u,

dont on déduit bien‖ψp − ψ‖u → 0 quandp→ ∞.

Soitε > 0. On remarque maintenant que, pourp ∈ N⋆ et toutn ∈ N,
∫
ψdmn −

∫
ψdm =

∫
(ψ − ψp)dmn +

∫
ψpdmn −

∫
ψpdm+

∫
(ψp − ψ)dm,

on a donc

|
∫
ψdmn −

∫
ψdm| ≤ ‖ψp − ψ‖u(sup

n∈N

mn(R
d) +m(Rd))

+|
∫
ψpdmn −

∫
ψpdm|.

Commesupn∈N mn(Rd) + m(Rd) < ∞ (car limn→∞mn(Rd) = m(Rd)), il existe doncp0 ∈ N⋆ t.q., pour
toutn ∈ N,

|
∫
ψdmn −

∫
ψdm| ≤ ε+ |

∫
ψp0dmn −

∫
ψp0dm|.

Commeψp0 ∈ C∞
c (Rd,R), la première hypothèse sur la suite(mn)n∈N donne qu’il existen0 t.q. n ≥ n0

implique|
∫
ψp0dmn −

∫
ψp0dm| ≤ ε. on a donc, finalement,

n ≥ n0 ⇒ |
∫
ψdmn −

∫
ψdm| ≤ 2ε.
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Ce qui prouve bien que
∫
ψdmn →

∫
ψdm, quandn→ ∞, pour toutψ ∈ Cc(Rd, R).

—————————————————————————————–

2. Pourp ∈ N⋆, on noteBp la boule fermée de centre0 et de rayonp (pour la norme euclidienne deRd). Montrer
qu’il existe une suite(ϕp)p∈N⋆ ⊂ Cc(Rd,R) t.q., pour toutp ∈ N⋆, 0 ≤ ϕp ≤ 1, ϕp = 1 surBp etϕp ≤ ϕp+1.
On utilise cette suite(ϕp)p∈N⋆ dans les questions suivantes.

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de prendreϕp définie ainsi :

ϕp(x) = 1 si x ∈ Bp,
ϕp(x) = p+ 1 − |x| si x ∈ Bp+1 \Bp,
ϕp(x) = 0 si x 6∈ Bp+1.

—————————————————————————————–

3. Soitε > 0.

(a) Montrer qu’il existep0 ∈ N⋆ t.q. :p ≥ p0 ⇒
∫

(1 − ϕp)dm ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
On utilise ici le théorème de convergence dominée, la suite(1− ϕp)p∈N⋆ converge p.p. vers0 et est dominée
par la fonction constante et égale à 1 (qui est bien une fonction intégrable pour la mesurem). On a donc
limp→∞

∫
(1 − ϕp)dm = 0, ce qui donne le résultat demandé.

—————————————————————————————–

(b) Montrer que, pour toutp ∈ N⋆,
∫

(1 − ϕp)dmn →
∫

(1 − ϕp)dm quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On a

∫
(1 − ϕp)dmn = mn(Rd) −

∫
ϕpdmn. commeϕp ∈ Cc(Rd,R), on a

∫
ϕpdmn →

∫
ϕpdm (quand

n→ ∞). D’autre part, on alimn→∞mn(Rd) = m(Rd). On a donc finalement, quandn→ ∞,
∫

(1 − ϕp)dmn → m(Rd) −
∫
ϕpdm =

∫
(1 − ϕp)dm.

—————————————————————————————–

(c) Montrer qu’il existep1 ∈ N⋆ t.q. :n ∈ N, p ≥ p1 ⇒
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
D"après a), il existep2 t.q.

∫
(1 − ϕp2 )dm ≤ ε/2. D’après b), il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

(1 − ϕp2)dmn ≤
∫

(1 − ϕp2)dm+ ε/2.

On a donc

n ≥ n0 ⇒
∫

(1 − ϕp2)dmn ≤ ε.

Comme(1 − ϕp) ≤ (1 − ϕp2) si p ≥ p2, on a aussi

n ≥ n0, p ≥ p2 ⇒
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ ε.

D"autre part, le théorème de convergence dominée donne (comme en a) que, pour toutn ∈ N,

lim
p→∞

∫
(1 − ϕp)dmn = 0.
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Pour toutn ∈ 0, . . . , n0, il existe doncp2,n t.q.

p ≥ p2,n ⇒
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ ε.

On choisit doncp1 = max{p2,maxn=0,...,n0 p2,n} et on obtient bienp ∈ N⋆ et :

n ∈ N, p ≥ p1 ⇒
∫

(1 − ϕp)dmn ≤ ε.

—————————————————————————————–

4. Montrer que
∫
ϕdmn →

∫
ϕdm, quandn→ ∞, pour toutϕ ∈ Cb(Rd,R) (on dit alors que la suite(mn)n∈N

converge étroitement versm).
—————————————corrigé—————————————–

Soitϕ ∈ Cb[Rd,R) et ε > 0. En écrivant queϕ = ϕϕp + ϕ(1 − ϕp), on a, pour toutp ∈ N⋆,

|
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm| ≤ |

∫
ϕϕpdmn −

∫
ϕϕpdm|

+‖ϕ‖u
∫

(1 − ϕp)dmn + ‖ϕ‖u
∫

(1 − ϕp)dm.

Les questions 2a) et 2c) permettent de trouverp0 ∈ N⋆ etn0 ∈ N t.q. les deux derniers de la précédente inégalité
soient inférieurs àε pourp = p0 et n ≥ n0. Puis, commeϕϕp0 ∈ Cc(Rd,R), il existen1 t.q. le premier du
membre de droite de la précédente inégalité soit inférieur àε pourp = p0 etn ≥ n1. On a donc finalement

n ≥ max{n0, n1} ⇒ |
∫
ϕdmn −

∫
ϕdm| ≤ 3ε.

Ce qui prouve la convergence étroite demn versm (quandn→ ∞).
—————————————————————————————–

5. Indiquer brièvement comment obtenir le même résultat (c’est-à-dire le résultat de la question 4) si on remplace
“Rd" (dans les hypothèses et dans la question 4) par “Ω ouvert deRd".

—————————————corrigé—————————————–
Pour la question 1, on remarque que toute fonction deCc(Ω,R) est limite uniforme de fonctions appartenant à
C∞
c (Ω,R) (la démonstration, semblable au casΩ = Rd utilise le fait que, siϕ ∈ Cc(Ω,R), la distance entre le

support deϕ, qui est compact, et le complémentaire deΩ, qui est ouvert, est strictement positive. On rappelle
que le support deϕ est l’adhérence de l’ensemble des points oùϕ est non nulle).

Pour la question 2, on construit (avec la fonction “distance") une suiteϕp comme demandée en remplaçant
simplementBp parBp ∩ {x ∈ Ω, d(x,Ωc) ≥ 1/p}, avecd(x,Ωc) = max{|x− y|, y ∈ Ωc}.

Pour les questions 3 et 4, on remplace simplementRd parΩ.
—————————————————————————————–
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Chapitre 17

Les espacesLp

17.1 EspacesLp, 1 ≤ p ≤ ∞
Corrigé 104
Soit (E, T,m) un espace mesuré,p ∈ [1,∞[ etA ∈ T . On poseF = {f ∈ LpR(E, T, m); f = 0 p.p. surA}.
Montrer queF est fermé (dansLpR(E, T, m)).

—————————————corrigé—————————————–
Soient(fn)n∈N ⊂ F etf ∈ LpR(E, T,m) t.q.fn → f dansLpR(E, T, m).

Grâce à l’inégalité de Hölder (inégalité (6.3) pour1 < p < ∞ ou inégalité (6.13) qui contient aussi le casp = 1),
on a, pour toutg ∈ LqR(E, T,m) avecq = p

p−1 ,

|
∫
fngdm−

∫
fgdm| ≤

∫
|(fn − f)g|dm ≤ ‖fn − f‖p‖g‖q → 0, quandn→ ∞,

et donc ∫
fngdm→

∫
fgdm, quandn→ ∞. (17.1)

On prend alorsg = (|f |)p−11{f>0}1A− (|f |)p−11{f<0}1A ∈ LqR(E, T,m) si p > 1 et on prendg = 1{f>0}1A−
1{f<0}1A ∈ L∞

R (E, T,m) si p = 1.

Commefng = 0 p.p., on déduit de (17.1) que
∫
|f |p1Adm = 0 et donc quef = 0 p.p. surA.

Un autre démonstration est possible en utilisant la réciproque partielle du théorème de convergence dominée (théo-
rème 6.3).

—————————————————————————————–

Corrigé 105
Soit p ∈ [1,∞] etC = {f ∈ Lp(R,B(R), λ); f ≥ 0 p.p.}. Montrer queC est d’intérieur vide pourp < ∞ et
d’intérieur non vide pourp = ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Casp <∞
Soitf ∈ C et soitε > 0. On va construireg ∈ Lp(R,B(R), λ) t.q.g 6∈ C et‖f−g‖p ≤ ε. Commeε est arbitraire,
ceci montrera bien quef n’est pas dans l’intérieur deC et donc, commef est arbitraire, queC est d’intérieur vide.
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On choisit, comme d’habitude, un représentant def . On poseAn = {0 ≤ f ≤ n} ∈ B(R). La suite(An)n∈N est
croissante et∪n∈NAn = {f ≥ 0}. Par continuité croissante deλ, on a doncλ(An) → λ({f ≥ 0}) = ∞ quand
n→ ∞. Il existe doncn ∈ N⋆ t.q.λ(An) > 0. On choisit cette valeur den et on poseA = An.

On prend maintenantm > (n+1
ε )p (ce choix sera bientôt compréhensible. . . ) et, pouri ∈ Z, on poseBi =

A ∩ [ im ,
i+1
m [. Comme lesBi sont disjoints 2 à 2 et que∪i∈ZBi = A, on aλ(A) =

∑
i∈Z λ(Bi). Il existe donc

i ∈ Z t.q.λ(Bi) > 0. On choisit cette valeur dei et on poseB = Bi (noter queλ(B) ≤ 1/m).

On construit maintenantg en prenantg(x) = f(x) si x ∈ Bc etg(x) = −1 si x ∈ B. On ag mesurable et :
∫

|g|pdm =

∫

Bc

|g|pdm+

∫

B

|g|pdm ≤
∫

|f |pdm+ λ(B) <∞.

On a doncg ∈ Lp(R,B(R), λ) (etg ∈ Lp(R,B(R), λ) en confondantg avec sa classe d’équivalence). On a aussi
g 6∈ C carλ(B) > 0 et g < 0 surB. Enfin‖f − g‖pp ≤ (n + 1)pλ(B) ≤ (n+1)p

m ≤ εp (par le choix dem), donc
‖f − g‖p ≤ ε.

Ceci montre bien queC est d’intérieur vide.

Casp = ∞
On prendf = 1R ∈ L∞(R,B(R), λ) (et doncf ∈ L∞(R,B(R), λ) en confondantf avec sa classe d’équivalence).
On noteB(f, 1) la boule (dansL∞) de centref et de rayon1. Soit g ∈ B(f, 1). On a |1 − g| = |f − g| ≤
‖f − g‖∞ ≤ 1 p.p.. On en déduit queg ≥ 0 p.p. et donc queg ∈ C. La fonctionf appartient donc à l’intérieur de
C, ce qui prouve queC est d’intérieur non vide.

—————————————————————————————–

Corrigé 106 (Convergence essentiellement uniforme)
Soit (E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N une suite de fonctions mesurables deE dansR et f une fonction
mesurable deE dansR.

Montrer que‖fn − f‖∞ → 0, quandn→ ∞, si et seulement si il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn → f
uniformément surAc, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On suppose que‖fn − f‖∞ → 0, quandn→ ∞.

Soitn ∈ N, on a|fn − f | ≤ ‖fn − f‖∞ p.p. (voir, par exemple, l’exercice corrigé 4.32). Il existe doncAn ∈ T
t.q.m(An) = 0 et |(fn − f)(x)| ≤ ‖fn − f‖∞ pour toutx ∈ Acn.

On poseA = ∪n∈NAn, on a alors, parσ−additivité dem,m(A) = 0 et, pour toutn ∈ N :

sup
x∈Ac

|fn(x) − f(x)| ≤ ‖fn − f‖∞.

On en déduit quefn → f uniformément surAc, quandn→ ∞. Ce qui donne la propriété désirée.

Réciproquement, on suppose maintenant qu’il existeA ∈ T t.q.m(A) = 0 et fn → f uniformément surAc,
quandn→ ∞.

Soitn ∈ N, on a, pour toutx ∈ Ac, |fn(x) − f(x)| ≤ supy∈Ac |fn(y)− f(y)|. Commem(A) = 0, on en déduit :

|fn − f | ≤ sup
y∈Ac

|fn(y) − f(y)| p.p.,

et donc :
‖fn − f‖∞ ≤ sup

y∈Ac

|fn(y) − f(y)|.
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Commefn → f uniformément surAc, quandn→ ∞, ceci donne bien‖fn − f‖∞ → 0, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

Corrigé 107 (Densité et continuité en moyenne)

1. Soitp ∈ [1,∞[. Montrer queCc(R,R) est dense dansLpR(R, B(R), λ). Soitf ∈ LpR(R,B(R), λ), montrer que
‖f − f(· + h)‖p → 0 quandh→ 0.

—————————————corrigé—————————————–
Densité deCc dansLp

On reprend ici la démonstration faite pourp = 1 (voir le théorème 5.5)

Il est clair queCc(R,R) ⊂ Lp = LpR(R,B(R), λ). En confondant un élément deLp avec sa classe d’équiva-
lence, on a donc aussiCc(R,R) ⊂ Lp = LpR(R,B(R), λ) (ceci est aussi vrai pourp = ∞). L’objectif est donc
de montrer que pour toutf ∈ Lp et toutε > 0, il existeϕ ∈ Cc(R,R) t.q. ‖f − ϕ‖p ≤ ε. On va raisonner en
plusieurs étapes (fonctions caractéristiques,E+, M+ et enfinLp).

(a) On suppose ici quef = 1A avecA ∈ B(R) etλ(A) <∞.
Soitε > 0. On prend la même fonctionϕ que pourp = 1 (démonstration du téorème 5.5). On aϕ ∈ Cc(R,R),
ϕ = 1 surK, ϕ = 0 surOc et 0 ≤ ϕ ≤ 1 (partout). Les ensemblesK et O sont t.q.K ⊂ A ⊂ O et
λ(O \K) ≤ 2ε. On en déduit quef − ϕ = 0 surK ∪Oc et0 ≤ |f − ϕ| ≤ 1, ce qui donne

‖f − ϕ‖pp ≤ λ(O \K) ≤ 2ε,

et donc
‖f − ϕ‖p ≤ (2ε)

1
p .

Commeε est arbitrairement petit, ceci termine la première étape.

(b) On suppose ici quef ∈ E+ ∩ Lp. Commef ∈ E+, il existe a1, . . . , an > 0 et A1, . . . , An ∈ T t.q.
f =

∑n
i=1 ai1Ai

. Commef ∈ Lp, on a, pour touti, api λ(Ai) ≤
∫
|f |pdm <∞. Donc,λ(Ai) <∞.

Soit ε > 0, l’étape 1 donne, pour touti, l’existence deϕi ∈ Cc(R,R) t.q. ‖1Ai
− ϕi‖p ≤ ε. On pose

ϕ =
∑n

i=1 aiϕi ∈ Cc(R,R) et on obtient‖f − ϕ‖p ≤ (
∑n

i=1 ai)ε (ce qui est bien arbitrairement petit).

(c) On suppose ici quef ∈ M+ ∩ Lp.
Soit ε > 0. Commef ∈ M+, il existe une suite(fn)n∈N ⊂ E+ t.q. fn ↑ f quandn→ ∞. La suite
(f−fn)n∈N est donc dominée parf ∈ Lp. Le théorème de convergence dominée donne alors que(f−fn) →
0 dansLp quandn→ ∞. On peut donc choisirg = fn ∈ E+ t.q.‖f − g‖p ≤ ε.

L’étape 2 donne alors l’existence deϕ ∈ Cc(R,R) t.q. ‖g − ϕ‖p ≤ ε. D’où l’on déduit‖f − ϕ‖p ≤ 2ε. Ce
qui termine l’étape 3.

(d) On suppose enfin quef ∈ Lp.
Soit ε > 0. Commef± ∈ M+ ∩ Lp, l’étape 3 donne qu’il existeϕ1, ϕ2 ∈ Cc(R,R) t.q.‖f+ − ϕ1‖p ≤ ε et
‖f− − ϕ2‖p ≤ ε. On pose alorsϕ = ϕ1 − ϕ2. On aϕ ∈ Cc(R,R) et‖f − ϕ‖p ≤ 2ε. Ce qui prouve bien la
densité deCc(R,R) dansLp.

Continuité en moyenne

On raisonne ici en 2 étapes :
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(a) Soitϕ ∈ Cc(R,R). La fonctionϕ est donc uniformément continue, ce qui donne

sup
x∈R

|ϕ(x+ h) − ϕ(x)| → 0 quandh→ 0.

Soit a > 0 t.q.ϕ = 0 sur [−a, a]c. Pourh ∈ R t.q. |h| ≤ 1, on a donc, commeϕ(x + h) − ϕ(x) = 0 si
x 6∈ [−a− 1, a+ 1],

∫
|ϕ(x+ h) − ϕ(x)|pdx ≤ (2a+ 2) sup

x∈R

|ϕ(x+ h) − ϕ(x)|p → 0, quandh→ 0.

On en déduit que‖ϕ(· + h) − ϕ‖p → 0 quandh→ 0.

(b) Soitf ∈ Lp. L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue donne quef(·+h) ∈ Lp pour touth ∈ R.
On veut maintenant montrer que‖f(· + h) − f‖p → 0 quandh→ 0.

Soitε > 0. D’après la densité deCc dansLp, il existeϕ ∈ Cc t.q.‖f −ϕ‖p ≤ ε. L’invariance par translation
de la mesure de Lebesgue donne‖f(· + h) − ϕ(· + h)‖p = ‖f − ϕ‖p. On a donc, pour touth ∈ R :

‖f(·+ h) − f‖p ≤ 2‖f − ϕ‖p + ‖ϕ(· + h) − ϕ‖p ≤ 2ε+ ‖ϕ(· + h) − ϕ‖p.

D’après la première étape, il existeη > 0 t.q.

|h| ≤ η ⇒ ‖ϕ(· + h) − ϕ‖p ≤ ε.

Donc,

|h| ≤ η ⇒ ‖f(· + h) − f‖p ≤ 3ε.

Ce qui prouve bien quef(· + h) → f dansLp, quandh→ 0.

—————————————————————————————–

2. Les assertions précédentes sont-elles vraies pourp = ∞?

—————————————corrigé—————————————–
Les assertions précédentes sont fausses pourp = ∞, comme cela est montré dans l’exercice 8.3.

(a) On a bienCc(R,R) ⊂ L∞
R (R,B(R), λ) mais le résultat de densité est faux. On prend, par exemple,f = 1]0,1[.

Il est facile de voir que‖f − ϕ‖∞ ≥ 1
2 , pour toutϕ ∈ Cc(R,R).

(b) On prend ici aussif = 1]0,1[. Il est facile de voir que‖f(· + h) − f‖∞ = 1 pour touth 6= 0.

—————————————————————————————–

Corrigé 108 (Produit Lp − Lq)
Soient (E, T,m) un espace mesuré,p ∈ [1,+∞] et q le conjugué dep (i.e. q = p

p−1 ). Soient(fn)n∈N ⊂
LpR(E, T,m), (gn)n∈N ⊂ LqR(E, T,m), f ∈ LpR(E, T,m) et g ∈ LqR(E, T,m) t.q. fn → f dansLpR(E, T,
m) etgn → g dansLqR(E, T,m). Montrer que

∫
fngndm→

∫
fgdm lorsquen→ +∞.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque d’abord que le lemme 6.2 (ou la proposition 6.9 pour avoir aussi le casp = ∞ ouq = ∞) donne que
fg ∈ L1

R(E, T,m) et fngn ∈ L1
R(E, T,m) pour toutn ∈ N. Puis, on utilise l’inégalité de Hölder (lemme 6.2 et

proposition 6.9) pour obtenir

|
∫
fngndm−

∫
fgdm| ≤ |

∫
(fn − f)gndm| + |

∫
f(gn − g)dm|

≤ ‖fn − f‖p‖gn‖q + ‖f‖p‖g − gn‖q → 0, quandn→ ∞,
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car‖fn − f‖p → 0, ‖g − gn‖q → 0 (quandn→ ∞) et la suite(‖gn‖q)n∈N est bornée car la suite(gn)n∈N est
convergente dansLq.

—————————————————————————————–

Corrigé 109
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L1

R(E, T, m), (gn)n∈N ⊂ L∞
R (E, T, m), f ∈ L1

R(E, T, m) et g
∈ L∞

R (E, T, m). On suppose quefn → f dansL1
R(E, T, m).

1. On suppose quegn → g dansL∞
R (E, T, m). Montrer quefngn → fg dansL1

R(E, T, m).

—————————————corrigé—————————————–
Cette question a été faite dans l’exercice 6.7, corrigé 108.

—————————————————————————————–

2. On suppose maintenant quegn → g p.p.. Montrer par un contre exemple qu’on peut ne pas avoirfngn → fg
dansL1

R(E, T,m).

—————————————corrigé—————————————–
On prend(E, T,m) = (R,B(R), λ). On prendf = g = 0 et, pourn ∈ N⋆,

fn = gn =
√
n1]0, 1

n
[.

On a bien(fn)n∈N ⊂ L1
R(E, T,m), (gn)n∈N ⊂ L∞

R (E, T,m), f ∈ L1
R(E, T,m) etg ∈ L∞

R (E, T,m) (comme
d’habitude, on confond un élément deLp avec sa classe d’équivalence).

On a aussifn → 0 dansL1
R(E, T, m) (car‖fn‖1 = 1√

n
), gn → 0 p.p. etfngn 6→ 0 dansL1

R(E, T, m) car

‖fngn‖1 = 1 pour toutn ∈ N.
—————————————————————————————–

3. On suppose maintenant quegn → g p.p. et qu’il existeM ∈ R t.q. ‖gn‖∞ ≤ M . Montrer qu’on a alors
fngn → fg dansL1

R(E, T,m).

—————————————corrigé—————————————–
On remarque d’abord quefg ∈ L1

R(E, T,m) etfngn ∈ L1
R(E, T,m) pour toutn ∈ N (voir la proposition 6.9).

Puis, on écrit

|
∫
fngndm−

∫
fgdm| ≤

∫
|fn − f ||gn|dm+

∫
|f ||gn − g|dm. (17.2)

Le premier terme du membre de droite de cette inégalité tend vers0 car il est majoré parM‖fn − f‖1 qui tend
vers0 quandn→ ∞.

Pour montrer que le deuxième terme de cette inégalité tend aussi vers0, on posehn = |f ||gn−g|. On ahn → 0
p.p. cargn → g p.p., quandn→ ∞. On a aussi0 ≤ hn ≤ 2M |f | ∈ L1

R(E, T,m) (en effet, commegn → g
p.p. et|gn| ≤M p.p., on a aussi|g| ≤M p.p.). On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée. Il
donne que

∫
hndm → 0. On en déduit que le deuxième terme de (17.2) tend vers0 quandn→ ∞ et donc que

fngn → fg dansL1
R(E, T, m) quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 110 (Inégalité de Hardy)
Soit p ∈]1,∞[. On noteLp l’espaceLpR(]0,∞[,B(]0,∞[), λ) (λ est donc ici la mesure de Lebesgue sur les boré-
liens de]0,∞[).

Soit f ∈ Lp. Pourx ∈]0,∞[, on poseF (x) = 1
x

∫
f1]0,x[dλ. Le but de l’exercice est de montrer queF ∈ Lp et

‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.
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1. On suppose, dans cette question, quef ∈ Cc(]0,∞[) (c’est-à-dire quef est continue et à support compact dans
]0,∞[).

(a) MontrerF ∈ C1(]0,∞[) ∩ Lp. Montrer quexF ′(x) = −F (x) + f(x) pour toutx > 0.
—————————————corrigé—————————————–

On poseG(x) =
∫
f1]0,x[dλ pourx ∈]0,∞[. Commef est continue, la fonctiong est de classeC1 sur]0,∞[

(etG′ = f ). On en déduit queF est aussi de classeC1 sur]0,∞[.

Commef est à support compact dans]0,∞[, il existea,A ∈]0,∞[, a ≤ A, t.q. f(x) = 0 si x < a ou
x > A. La fonctionf est bornée (car continue sur le compact[a,A] et nulle en dehors de ce compact), on
noteM = sup{|f(x)|; x ∈ [a,A]}. On a alors|F (x)| ≤ M(A−a)

x 1[a,∞[(x) pour toutx ∈]0,∞[. On en déduit
queF ∈ Lp carp > 1 (et on aussiF ∈ L∞).

CommexF (x) = G(x), on a bienxF ′(x) + F (x) = G′(x) = f(x) pour toutx ∈]0,∞[.
—————————————————————————————–

(b) On suppose, dans cette question, quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0,∞[.

Montrer que
∫∞
0 F p(x)dx = p

p−1

∫∞
0 F p−1(x)f(x)dx. [On pourra utiliser une intégration par parties.]

Montrer que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N⋆. En intégrant par parties (entreF p et1) sur]0, n[, on obtient :

∫ n

0

F p(x)dx = −
∫ n

0

pF p−1F ′(x)xdx + F p(n)n

=

∫ n

0

pF p(x)dx −
∫ n

0

pF p−1f(x)dx + F p(n)n,

et donc :

(p− 1)

∫ n

0

F p(x)dx =

∫ n

0

pF p−1f(x)dx − F p(n)n.

Comme0 ≤ F p(n)n ≤ 1
np−1M(A − a) → 0, quandn→ ∞ (où a,A,M sont définis à la question précé-

dente) et queF, f ∈ Lp, on en déduit :
∫ ∞

0

F p(x)dx =
p

p− 1

∫ ∞

0

F p−1(x)f(x)dx.

En utilisant l’inégalité de Hölder (entref ∈ Lp etF p−1 ∈ L p
p−1 ) on déduit de la précédente inégalité :

∫ ∞

0

F p(x)dx ≤ p

p− 1
‖f‖p

( ∫ ∞

0

F p(x)dx
) p−1

p ,

et donc (commeF ∈ Lp) ‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

—————————————————————————————–

(c) Monter que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p (on ne suppose plus quef(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0,∞[).

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de considérerH(x) = 1

x

∫
|f |1]0,x[dλ pour x > 0. La question précédente donne queH ∈ Lp et

‖H‖p ≤ p
p−1‖f‖p. Comme|F (x)| ≤ H(x) pour toutx > 0, on a donc‖F‖p ≤ ‖H‖p ≤ p

p−1‖f‖p.
—————————————————————————————–
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2. On ne suppose plus quef ∈ Cc(]0,∞[).

(a) Montrer qu’il existe(fn)n∈N ⊂ Cc(]0,∞[) t.q ‖fn − f‖p → 0 quandn→ ∞. [On pourra utiliser la densité
deCc(R,R) dansLpR(R, B(R), λ), exercice 6.4.]

—————————————corrigé—————————————–
On définitg par g = f sur ]0,∞[ et g = 0 sur ] − ∞, 0]. On a doncg ∈ Lp(R, B(R), λ). il existe donc
(gn)n∈N ⊂ Cc(R,R) t.q. gn → g dansLp(R, B(R), λ) quandn→ ∞. On notegn la restriction de la
fonction gn à ]0,∞[. La suite(gn)n∈N converge donc versf dansLp, mais les fonctionsgn ne sont pas
nécessairement à support compact dans]0,∞[. Il faut donc les modifier “légèrement".

On se donne une fonctionϕ ∈ C(R,R) t.q.ϕ = 0 sur]−1, 1[ etϕ = 1 sur]−2, 2[c. On poseϕm(x) = ϕ(mx)
pour x ∈ R et m ∈ N⋆. Le théorème de convergence dominée donne alors que, pour tout n ∈ N, on a
ϕmgn → gn dansLp(R, B(R), λ) quandm → ∞. Pour toutn ∈ N, on peut donc choisirmn ∈ N⋆ t.q.
‖ϕmn

gn − gn‖p ≤ 1
n+1 . On posefn = ϕmn

gn, on a bien(fn)n∈N ⊂ Cc(]0,∞[) et ‖fn − f‖p → 0 quand
n→ ∞.

—————————————————————————————–

(b) Montrer queF ∈ C(]0,∞[) ∩ Lp et que‖F‖p ≤ p
p−1‖f‖p.

—————————————corrigé—————————————–
On poseG(x) =

∫
f1]0,x[dλ pourx ∈]0,∞[. On remarque queG ∈ C(]0,∞[) car si0 < x < y < ∞, on

a (en utilisant l’inégalité de Hölder)|G(x) − G(y)| ≤
∫
|f |1]x,y[dλ ≤ ‖f‖p(y − x)1−

1
p . On a donc aussi

F ∈ C(]0,∞[).

Soit (fn)n∈N ⊂ Cc(]0,∞[) t.q.‖fn− f‖p → 0 quandn→ ∞. On poseFn(x) = 1
x

∫
fn1]0,x[dλ. On a donc

Fn ∈ Lp et
‖Fn‖p ≤

p

p− 1
‖fn‖p. (17.3)

Pourx ∈]0,∞[, on a (en utilisant l’inégalité de Hölder)|Fn(x) − F (x)| ≤ 1
x‖fn − f‖px1− 1

p . On en déduit
queFn → F p.p.. Il suffit alors d’appliquer le lemme de Fatou à la suite(|Fn|p)n∈N pour déduire de (17.3)
queF ∈ Lp et‖F‖p ≤ p

p−1‖f‖p.
—————————————————————————————–

3. Montrer quesup{ ‖F‖p

‖f‖p
, f ∈ Lp, ‖f‖p 6= 0} = p

p−1 (dans cette formule,F est donné comme précédemment à

partir def ). [On pourra considérer la suite(fn)n∈N⋆ définie parfn(t) = t−
1
p 1]1,n[(t) pourt ∈]0,∞[.]

—————————————corrigé—————————————–

Soitn ≥ 2 etfn définie parfn(t) = t−
1
p 1]1,n[(t) pourt ∈]0,∞[. On afn ∈ Lp et‖fn‖p = (logn)

1
p .

On poseFn(x) = 1
x

∫
fn1]0,x[dλ et on cherche maintenant à minorer‖Fn‖p. On remarque queFn(x) ≥ 0 pour

toutx ∈]0,∞[ et :

Fn(x) =
p

p− 1

1

x
(x

p−1
p − 1), pourx ∈ [1, n]. (17.4)

Soitη > 0. Il existeA > 1 t.q. :

x > A⇒ x
p−1

p − 1 ≥ (1 − η)x
p−1

p ,

et donc, en utilisant (17.4), on obtient :

n > A⇒ ‖Fn‖p ≥
p

p− 1
(1 − η)(

∫ n

A

1

x
dx)

1
p =

p

p− 1
(1 − η)(log n− logA)

1
p .
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Comme‖fn‖p = (logn)
1
p , on en déduit quelim supn→∞

‖Fn‖p

‖fn‖p
≥ p

p−1 (1 − η). Commeη > 0 est arbitraire-

ment petit, on a donclim supn→∞
‖Fn‖p

‖fn‖p
≥ p

p−1 , ce qui donne :

sup{‖F‖p‖f‖p
, f ∈ Lp, ‖f‖p 6= 0} ≥ p

p− 1
.

La mojoration donnée à la question 3 permet de conclure :

sup{‖F‖p‖f‖p
, f ∈ Lp, ‖f‖p 6= 0} =

p

p− 1
.

—————————————————————————————–

Corrigé 111 (Continuité d’une application deLp dansLq)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini,p, q ∈ [1,∞[ etg une application continue deR dansR t.q. :

∃C ∈ R⋆+ ; |g(s)| ≤ C|s| p
q + C, ∀s ∈ R. (17.5)

1. Soitu ∈ LpR(E, T,m). Montrer queg ◦ u ∈ LqR(E, T,m).

—————————————corrigé—————————————–
Cet exercice est très voisin de l’exercice 4.35 correspondant au casp = q = 1, le corrigé des 3 premières
questions va donc suivre essentiellement le corrigé 85.

La fonctionu est mesurable deE (muni de la tribuT ) dansR (muni de la tribuB(R)) etg est borélienne (c’est-
à-dire mesurable deR dansR, muni de la tribuB(R)). On en déduit, par composition, queg ◦ u est mesurable
(deE dansR).

Pours ∈ [−1, 1], on a|g(s)| ≤ 2C et donc|g(s)|q ≤ 2qCq. Pours ∈ R \ [−1, 1], on a|g(s)| ≤ 2C|s| p
q et

donc|g(s)|q ≤ 2qCq|s|p. On a donc, pour touts ∈ R, |g(s)|q ≤ 2qCq + 2qCq|s|p. On en déduit que, pour tout
x ∈ E, |g ◦ u(x)|q = |g(u(x))|q ≤ 2qCq + 2qCq|u(x)|p, et donc :

∫
|g ◦ u|qdm ≤ 2qCq‖u‖pp + 2qCqm(E),

ce qui donneg ◦ u ∈ LqR(E, T,m).
—————————————————————————————–

On poseLr = LrR(E, T,m), pourr = p et r = q. Pouru ∈ Lp, on poseG(u) = {h ∈ LqR(E, T,m); h = g ◦ v
p.p.}, avecv ∈ u. On a doncG(u) ∈ Lq et cette définition a bien un sens, c’est à dire queG(u) ne dépend pas
du choix dev dansu.

—————————————corrigé—————————————–
La démonstration du fait que cette définition a bien un sens est essentiellement identique à celle du casp = q = 1
(exercice 4.35, corrigé 85). Elle n’est pas demandée ici.

—————————————————————————————–

2. Soit(un)n∈N ⊂ Lp. On suppose queun → u p.p., quandn→ ∞, et qu’il existeF ∈ Lp t.q. |un| ≤ F p.p.,
pour toutn ∈ N. Montrer queG(un) → G(u) dansLq.

—————————————corrigé—————————————–
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Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant deun, encore notéeun. On choisit aussi des représentants deu et
F , notés toujoursu et F . Commeun → u p.p. quandn→ ∞ et queg est continu, il est facile de voir que
g ◦ un → g ◦ u p.p.. On a doncG(un) → G(u) p.p..

On remarque aussi que|g ◦ un| ≤ C|un|
p
q + C ≤ C|F | p

q + C p.p. et donc|G(un)| ≤ C|F | p
q + C p.p., pour

toutn ∈ N.

CommeF ∈ F p, on a|F | p
q ∈ Lq. Les fonctions constantes sont aussi dansLq (carm(E) < ∞). On a donc

C|F | p
q + C ∈ Lq. On peut alors appliquer le théorème de convergence dominéedansLq (théorème 6.1), il

donne queG(un) → G(u) dansLq quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

3. Montrer queG est continue deLp dansLq.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. On suppose queG n’est pas continue deLp dansLq. Il existe doncu ∈ Lp et
(un)n∈N ⊂ Lp t.q.un → u dansLp etG(un) 6→ G(u) dansLq quandn→ ∞.

CommeG(un) 6→ G(u), il existeε > 0 etϕ : N → N t.q.ϕ(n) → ∞ quandn→ ∞ et :

‖G(uϕ(n)) −G(u)‖q ≥ ε pour toutn ∈ N. (17.6)

(La suite(G(uϕ(n)))n∈N est une sous suite de la suite(G(un))n∈N.)

Commeuϕ(n) → u dansLp, on peut appliquer le théorème 6.3 (“réciproque partielle de la convergence dominée
dansLq"). Il donne l’existence deψ : N → N et deF ∈ Lp t.q.ψ(n) → ∞ quandn→ ∞, uϕ◦ψ(n) → u p.p.
et |uϕ◦ψ(n)| ≤ F p.p., pour toutn ∈ N. (La suite(uϕ◦ψ(n))n∈N est une sous suite de la suite(uϕ(n))n∈N).

On peut maintenant appliquer la question 2 à la suite(uϕ◦ψ(n))n∈N. Elle donne queG(uϕ◦ψ(n)) → G(u) dans
Lq quandn→ ∞. Ce qui est en contradiction avec (17.6).

—————————————————————————————–

4. On considère ici(E, T,m) = ([0, 1],B(R), λ) et on prendp = q = 1. On suppose queg ne vérifie pas (17.5).
On va construireu ∈ L1 t.q.G(u) 6∈ L1.

(a) Soitn ∈ N⋆, montrer qu’il existeαn ∈ R tel que :|g(αn)| ≥ n|αn| et |αn| ≥ n.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. On suppose que|g(s)| < n|s| pour touts t.q. |s| ≥ n. On poseM = max{|g(s)|,
s ∈ [−n, n]}. On aM < ∞ car g est continue sur le compact[−n, n] (noter quen est fixé). en posant
C = max{n,M}, on a donc :

|g(s)| ≤ C|s| + C, pour touts ∈ R,

en contradiction avec l’hypothèse queg ne vérifie pas (17.5).

Il existe doncs, t.q. |s| ≥ n et |g(s)| ≥ n|s|. Ceci prouve l’existence deαn.
—————————————————————————————–

(b) On choisit une suite(αn)n∈N⋆ vérifiant les conditions données à la question précédente. Montrer qu’il existe
α > 0 t.q.

+∞∑

n=1

α

|αn|n2
= 1.

—————————————corrigé—————————————–
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Commeαn ≥ n, on a 1
|αn|n2 ≤ 1

n3 et donc :

0 < β =
∑

n∈N⋆

1

|αn|n2
<∞.

On choisit alorsα = 1
β .

—————————————————————————————–

(c) Soit (an)n∈N⋆ une suite définie par :a1 = 1 et an+1 = an − α

|αn|n2
(oùαn etα sont définies dans les 2

questions précédentes). On poseu =
∑+∞

n=1 αn1[an+1,an[. Montrer queu ∈ L1 etG(u) 6∈ L1.

—————————————corrigé—————————————–

Pourn ≥ 2, on aan = 1 −∑n−1
p=1

α

|αp|p2
.

Grâce au choix deα, on a doncan > 0 pour toutn ∈ N⋆, etan ↓ 0, quandn→ ∞.

La fonctionu est bien mesurable et, par le théorème de convergence monotone (plus précisément, on utilise
sa première conséquence, le corollaire 4.1) :

∫
|u|dλ =

∑

n∈N⋆

|αn|(an − an+1) =
∑

n∈N⋆

α

n2
<∞.

Donc,u ∈ L1 et aussiu ∈ L1 en confondant, comme d’habitude,u avec sa classe.

on remarque ensuite queg ◦ u =
∑+∞

n=1 g(αn)1[an+1,an[. On a donc :
∫

|g ◦ u|dλ =
∑

n∈N⋆

|g(αn)|(an − an+1) ≥
∑

n∈N⋆

α

n
= ∞.

ceci montre queg ◦ u 6∈ L1 et doncG(u) 6∈ L1.
—————————————————————————————–

Corrigé 112 (Convergence p.p. et convergence des normes, par Egorov)
Soit(E, T,m) un espace mesuré et1 ≤ p ≤ ∞. On noteLp l’espaceLpR(E, T,m). Soit(fn)n une suite d’éléments
deLp etf ∈ Lp. On suppose quefn → f p.p., quandn→ ∞.

1. Montrer que‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p. [Traiter séparément le cas1 ≤ p <∞ etp = ∞.]
—————————————corrigé—————————————–

On suppose quelim infn→∞ ‖fn‖p <∞ (sinon, l’inégalité à démontrer est immédiate). Comme d’habitude, on
choisit des représentants defn et def (qui sont donc dansLp).
Pourp < ∞, on utilise le lemme de Fatou (lemme 4.6) à la suite(gn)n∈N où gn = |fn|p. Commegn → |f |p
p.p., Il donne : ∫

|f |pdm ≤ lim inf
n→∞

∫
|fn|pdm.

On en déduit que‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p.
Pourp = ∞, il existeA ∈ T t.q.m(Ac) = 0 et fn(x) → f(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ A. Pour tout
n ∈ N, il existeAn ∈ T t.q.m(Acn) = 0 et fn(x) ≤ ‖fn‖∞ pour toutx ∈ An. On poseB = A ∩ (∩n∈NAn),
de sorte queB ∈ T etm(Bc) = 0. Pourx ∈ B, on a :

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim inf
n→∞

fn(x) ≤ lim inf
n→∞

‖f‖∞.
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On en déduit que‖f‖∞ ≤ lim infn→∞ ‖fn‖∞.
—————————————————————————————–

2. En prenant(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) (oùλ est la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[), donner
un exemple pour lequel la suite(‖fn‖p)n∈N converge dansR et‖f‖p < limn∈N ‖fn‖p. [On pourra aussi traiter
séparément les cas1 ≤ p <∞ etp = ∞.]

—————————————corrigé—————————————–

Pourp <∞, on peut prendrefn = n
1
p 1]0, 1

n
[ (etf = 0 p.p.).

Pourp = ∞, on peut prendrefn = 1]0, 1
n

[ (etf = 0 p.p.).
—————————————————————————————–

Pour la suite de l’exercice, on suppose que‖fn‖p → ‖f‖p, quandn→ ∞.

3. Dans cette question, on suppose quep = 1.

(a) On suppose quem(E) < ∞. Pour toutn ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn. On choisit
aussi un représentant def , encore notéf . SoitA ∈ T et ε > 0. On suppose quefn → f uniformément sur
Ac. Montrer qu’il existen0 t.q. :

n ≥ n0 ⇒
∫

A

|fn|dm ≤ ε+

∫

A

|f |dm.

—————————————corrigé—————————————–
Pourn ∈ N, on a : ∫

A

|fn|dm =

∫

A

|f |dm+

∫

A

(|fn| − |f |)dm

=

∫

A

|f |dm+ ‖fn‖1 − ‖f‖1 +

∫

Ac

(|f | − |fn|)dm.
(17.7)

Soit ε > 0. Par convergence uniforme defn versf surAc (qui est de mesure finie carm(E) < ∞), il existe
n1 t.q.

n ≥ n1 ⇒
∫

Ac

(|f | − |fn|)dm ≤
∫

Ac

|fn − f |dm ≤ ε.

Comme‖fn‖1 → ‖f‖1, quandn→ ∞, il existe n2 t.q. n ≥ n2 ⇒ ‖fn‖1 − ‖f‖1 ≤ ε. Pourn0 =
max(n1, n2), on a donc :

n ≥ n0 ⇒
∫

A

|fn|dm ≤
∫

A

|f |dm+ 2ε.

ce qui donne le résultat demandé.
—————————————————————————————–

(b) On suppose quem(E) < ∞. Montrer quefn → f dansL1, quandn→ ∞. [On pourra utiliser le théorème
d’Egorov.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit ε > 0. D’après la proposition 4.9 page 91, il existeδ > 0 t.q.

(A ∈ T, m(A) ≤ δ) ⇒
∫

A

|f |dm ≤ ε.

Le théorème d’Egorov (théorème 3.2) donne l’existence deA ∈ T t.q.m(A) ≤ δ et fn → f uniformément
surAc. On a donc :
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∫
|fn − f |dm ≤

∫

Ac

|fn − f |dm+

∫

A

|fn|dm+

∫

A

|f |dm.

On a
∫
A |f |dm ≤ ε. Par la question précédente, il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

A

|fn|dm ≤
∫

A

|f |dm+ 2ε ≤ 3ε.

Par convergence uniforme defn versf surAc, il existen1 t.q.

n ≥ n1 ⇒
∫

Ac

|fn − f |dm ≤ m(E) sup
Ac

|fn − f | ≤ ε.

On a donc finalement :

n ≥ max(n0, n1) ⇒
∫

|fn − f |dm ≤ 5ε.

Ce qui prouve quefn → f dansL1, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

(c) On suppose quem(E) = ∞. Soitε > 0. Montrer qu’il existeC ∈ T t.q. :

m(C) <∞ et
∫

Cc

|f |dm ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est résolue dans la proposition 4.9 page 91.

—————————————————————————————–

(d) On suppose quem(E) = ∞. Montrer quefn → f dansL1, quandn→ ∞.
—————————————corrigé—————————————–

Soit ε > 0. La question précédente donne l’existence deC ∈ T t.q.m(C) <∞ et
∫
Cc |f |dm ≤ ε.

La proposition 4.9 donne ici aussi l’existence deδ > 0 t.q. (A ∈ T, m(A) ≤ δ) ⇒
∫
A |f |dm ≤ ε.

Le théorème d’Egorov (appliqué à la mesure définie parmC(B) = m(B ∩ C) pourB ∈ T , qui est bien une
mesure finie surT ) donne l’existence deA ∈ T t.q.m(A ∩ C) ≤ δ et fn → f uniformément surAc. On a
donc :

∫
|fn − f |dm ≤

∫

Ac∩C
|fn − f |dm+

∫

A∪Cc

|fn|dm+

∫

A∪Cc

|f |dm.

Par le choix deA et deC, on a
∫
A∪Cc |f |dm =

∫
(A∩C)∪Cc |f |dm ≤

∫
A∩C |f |dm +

∫
Cc |f |dm ≤ 2ε.

En reprenant la question 3a, on remarque que l’hypothèsem(E) < ∞ n’a été utilisée que pour dire que
m(Ac) <∞. Ici, commem(Ac ∩ C) <∞, la même démonstration donne donc qu’il il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

A∪Cc

|fn|dm ≤
∫

A∪Cc

|f |dm+ 2ε ≤ 4ε.

Enfin, par convergence uniforme defn versf surAc, il existen1 t.q.

n ≥ n1 ⇒
∫

Ac∩C
|fn − f |dm ≤ m(C) sup

Ac

|fn − f | ≤ ε.
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On a donc :

n ≥ max(n0, n1) ⇒
∫

|fn − f |dm ≤ 7ε.

Ce qui prouve quefn → f dansL1, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

4. Dans cette question, on suppose que1 < p < ∞. Montrer quefn → f dansLp, quandn→ ∞. [S’inspirer de
la méthode suggérée pour le casp = 1.]

—————————————corrigé—————————————–
On traite directement le cas général (c’est-à-direm(E) ≤ ∞). Soit ε > 0. Comme|f |p ∈ L1, La proposition
4.9 donne l’existence deC ∈ T t.q.m(C) < ∞ et

∫
Cc |f |pdm ≤ ε. Elle donne ici aussi l’existence deδ > 0

t.q. (A ∈ T, m(A) ≤ δ) ⇒
∫
A
|f |pdm ≤ ε.

On applique maintenant le théorème d’Egorov avec la mesuremC (comme à la question précédente) et pour
les suites(fn)n∈N et (|fn|p)n∈N. On obtient (en prenant l’union des ensembles donnés par le théorème pour
ces deux suites) l’existence deA ∈ T t.q.m(A ∩ C) ≤ δ, fn → f uniformément surAc et |fn|p → |f |p
uniformément surAc . On a :

∫
|fn − f |pdm ≤

∫

Ac∩C
|fn − f |pdm+ 2p

∫

A∪Cc

|fn|pdm+ 2p
∫

A∪Cc

|f |pdm.

Par le choix deA et deC, on a
∫
A∪Cc |f |pdm =

∫
(A∩C)∪Cc |f |pdm ≤

∫
A∩C |f |pdm +

∫
Cc |f |pdm ≤ 2ε.

Comme à la question précédente, en reprenant la question 3a,on obtient qu’il existen0 t.q.

n ≥ n0 ⇒
∫

A∪Cc

|fn|pdm ≤
∫

A∪Cc

|f |pdm+ 2ε ≤ 4ε.

En fait, pour montrer cette inégalité avec la question 3a, onremplace (17.7) par :
∫

A∪Cc

|fn|pdm =

∫

A∪Cc

|f |pdm+

∫

A∪Cc

(|fn|p − |f |p)dm

=

∫

A∪Cc

|f |pdm+ ‖fn‖pp − ‖f‖pp +

∫

Ac∩C
(|f |p − |fn|p)dm,

et on utilise la convergence de‖fn‖pp vers‖f‖pp, la convergence uniforme de|fn|p vers |f |p et le fait que
m(C) <∞.

Enfin, par convergence uniforme defn versf surAc, il existen1 t.q.

n ≥ n1 ⇒
∫

Ac∩C
|fn − f |pdm ≤ m(C) sup

Ac

|fn − f |p ≤ ε.

On a donc :

n ≥ max(n0, n1) ⇒
∫

|fn − f |pdm ≤ 2p(7ε).

Ce qui prouve quefn → f dansLp, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

5. Dans cette question, on suppose quep = ∞ et que(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ). Donner un exemple pour
lequelfn 6→ f dansL∞, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
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Pourn ≥ 2, on posef = 1] 12 ,1[
et on définitfn ainsi :

fn(x) = 0 si 0 ≤ x ≤ 1
2 ,

fn(x) = n(x− 1
2 ) si 1

2 ≤ x ≤ 1
2 + 1

n ,
fn(x) = 1 si 1

2 + 1
n ≤ x ≤ 1.

On a bien, quandn→ ∞, fn → f p.p.,‖fn‖∞ → ‖f‖∞ et fn 6→ f dansL∞ (car‖fn − f‖∞ = 1 pour tout
n ≥ 2).

—————————————————————————————–

Corrigé 113 (Conv. p.p. et conv. des normes, par Fatou)
Soit (E, T,m) un espace mesuré. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(E, T, m).

Soit p ∈ [1,∞[, (fn)n∈N une suite d’éléments deLp et f ∈ Lp. On suppose quefn → f p.p. et que‖fn‖p →
‖f‖p, quandn→ ∞.

1. On suppose quep = 1. Pourn ∈ N, on posegn = |fn| + |f | − |fn − f | (en ayant choisi des représentants de
fn etf ). Montrer quegn ≥ 0 pour toutn ∈ N. En utilisant le lemme de Fatou, montrer quefn → f dansL1.

—————————————corrigé—————————————–
Comme|f − fn| ≤ |f |+ |fn|, on a biengn ≥ 0.Commegn tends p.p. vers2|f |, le lemme de Fatou (lemme 4.6)
donne : ∫

2|f |dm ≤ lim inf
n→∞

∫
gndm.

Comme‖fn‖1 → ‖f‖1, on alim infn→∞
∫
gndm = 2

∫
|f |dm − lim supn→∞

∫
|f − fn|dm. On a donc :

∫
2|f |dm ≤ 2

∫
|f |dm− lim sup

n→∞

∫
|f − fn|dm.

On en déduit quelim supn→∞
∫
|f − fn|dm ≤ 0, et donc quefn → f dansL1.

—————————————————————————————–

2. On suppose maintenant quep ∈]1,∞[. En utilisant le lemme de Fatou pour une suite convenable, montrer que
fn → f dansLp.

—————————————corrigé—————————————–
On prend maintenantgn = 2p|fn|p + 2p|f |p− |fn− f |p. Comme|f − fn| ≤ |f |+ |fn| ≤ 2 max{|fn|, |f |}, on
a |f − fn|p ≤ 2pmax{|fn|, |f |}p ≤ 2p|fn|p + 2p|f |p. On a doncgn ≥ 0. Commegn tends p.p. vers2p+1|f |p,
le lemme de Fatou (lemme 4.6) donne :

∫
2p+1|f |pdm ≤ lim inf

n→∞

∫
gndm.

Comme‖fn‖p → ‖f‖p, on a

lim inf
n→∞

∫
gndm = 2p+1

∫
|f |pdm− lim sup

n→∞

∫
|f − fn|pdm.

On a donc ∫
2p+1|f |pdm ≤ 2p+1

∫
|f |pdm− lim sup

n→∞

∫
|f − fn|pdm.

On en déduit quelim supn→∞
∫
|f − fn|pdm ≤ 0, et donc quefn → f dansLp.

—————————————————————————————–
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Corrigé 114 (CompacitéLp − Lq)
Dans cet exercice,(E, T,m) est un espace mesuré. Pour tout1 ≤ r ≤ ∞, on noteLr l’espaceLrR(E, T,m) (etLr
l’espaceLrR(E, T,m)).

1. Soitr > 1 et (gn)n∈N une suite bornée deLr. Montrer que la suite(gn)n∈N est équi-intégrable, c’est-à-dire
que :

∀ε > 0, ∃δ > 0 t.q.n ∈ N, A ∈ T, m(A) ≤ δ ⇒
∫

A

|gn|dm ≤ ε.

[Utiliser l’inégalité de Hölder.]
—————————————corrigé—————————————–

En utilsant l’inégalité de Hölder (inégalité (6.3)) entrer ∈]1,∞] et son conjugué et les fonctionsgn et 1A, on
obtient, pour toutA ∈ T de mesure finie :

∫

A

|gn|dm ≤ ‖gn‖rm(A)1−
1
r .

SiC est un majorant de{‖gn‖r, n ∈ N}, il suffit donc de prendreδ > 0 t.q.Cδ1−
1
r ≤ ε (ce qui est possible car

r > 1) pour avoir le résultat demandé.
—————————————————————————————–

Soit1 ≤ p < q ≤ ∞ et (fn)n∈N une suite bornée deLq. On suppose dans toute la suite quefn → f p.p. quand
n→ ∞.

2. (CompacitéLp − Lq.) On suppose quem(E) <∞.

(a) Montrer quef ∈ Lq (au sens “il existeg ∈ Lq t.q.f = g p.p.").
—————————————corrigé—————————————–

Pour chaquen ∈ N, on choisit un représentant defn, encore notéfn. Il existeA ∈ T t.q. m(A) = 0 et
fn(x) → f(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ Ac. On poseg(x) = f(x) pourx ∈ Ac et g(x) = 0 pour
x ∈ A, de sorte queg = f p.p. etg(x) = limn→∞ fn1Ac(x) pour toutx ∈ E.

Si q <∞, on applique le lemme de Fatou à la suite(|fn|q)n∈N. Il donne :
∫

|g|qdm ≤ lim inf
n→∞

∫
|fn|qdm ≤ Cq,

oùC est un majorant de{‖fn‖q, n ∈ N}. On a doncg ∈ Lq et doncf ∈ Lq (au sens demandé).

Si q = ∞, comme|fn| ≤ ‖fn‖∞ p.p., on déduit deg(x) = limn→∞ fn1Ac(x) pour toutx ∈ E le fait que
‖g‖∞ ≤ C p.p., oùC est un majorant de{‖fn‖∞, n ∈ N}. On a donc, ici aussi,g ∈ L∞ et doncf ∈ L∞

(au sens demandé).
—————————————————————————————–

(b) Montrer quefn → f dansLp quandn→ ∞. [Utiliser la question 1 avecgn = |fn − f |p et un théorème du
cours.]

—————————————corrigé—————————————–
La suite(gn)n∈N est bornée dansLr, avecr = q

p > 1. Elle est donc équi-intégrable (par la question 1).
Comme elle converge p.p. vers0 et quem(E) < ∞, le théorème de Vitali (théorème 4.8) donne que la suite
(gn)n∈N converge vers0 dansL1 et donc quefn → f dansLp quandn→ ∞.

—————————————————————————————–
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3. On suppose quem(E) = ∞.

(a) SoitB ∈ T t.q.m(B) <∞. Montrer quefn1B → f1B dansLp quandn→ ∞.
—————————————corrigé—————————————–

On définit la mesuremB surT en posantm(A) = m(A ∩ B) pour toutA ∈ T . la mesuremB est finie.
On peut donc appliquer la question 2 avec cette mesure. On obtient quefn → f , quandn→ ∞, dans
l’espaeLpR(E, T,mB). Ceci qui donne quefn1B → f1B dansLp quandn→ ∞ (car,

∫
|fn − f |p1Bdm =∫

|fn − f |pdmB).
—————————————————————————————–

(b) On prend ici(E, T,m) = (R,B(R), λ), q = 2, p = 1, f = 0. Donner un exemple pour lequel(fn)n∈N ⊂ L1,
fn 6→ 0 dansL1 quandn→ ∞ (et (fn)n∈N bornée dansL2, fn → 0 p.p. quandn→ ∞).

—————————————corrigé—————————————–
On peut prendre, par exemple,fn = 1]n,n+1[.

—————————————————————————————–

Corrigé 115 (Caractérisation deL∞)
Soit (X,T,m) un espace mesuré. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(X,T,m). Soit f une application de
X dansR. On suppose que pour toutn ∈ N⋆ il existe fn ∈ L∞ et gn ∈ L1 t.q. f = fn + gn, ‖fn‖∞ ≤ 1 et
‖gn‖1 ≤ 1

n . Montrer quef ∈ L∞ et‖f‖∞ ≤ 1.
—————————————corrigé—————————————–

On remarque d’abord quef est mesurable carf1 et g1 sont mesurables. Puis, pour montrer quef ∈ L∞, on peut,
par exemple, procéder de la manière suivante.

Soit ε > 0. Soitn ∈ N⋆. Comme|fn| ≤ 1 p.p., on a|f | ≤ 1 + |gn| p.p. et donc

m({|f | ≥ 1 + ε}) ≤ m({|gn| ≥ ε}).

Puis, commem({|gn| ≥ ε}) ≤ 1
ε

∫
|gn|dm ≤ 1

nε , on en déduit (quandn→ ∞) m({|f | ≥ 1 + ε}) = 0.

Finalement, comme{|f | > 1}) = ∪n∈N⋆{|f | ≥ 1 + 1
n}, la σ-additivité dem donnem({|f | > 1}) = 0 et donc

|f | ≤ 1 p.p.. Ceci donne bienf ∈ L∞ et‖f‖∞ ≤ 1.

NB. Une autre méthode consiste à utiliser le théorème 6.3. Ildonne que, après extraction éventuelle d’une sous
suite, on agn → 0 p.p. (quandn→ ∞). On a doncfn → f p.p.. De‖fn‖∞ ≤ 1, on déduit alors‖f‖∞ ≤ 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 116 (Exemples de v.a. appartenant àLq)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX une v.a. (réelle). Dans les trois cas suivants, donner les valeurs de
q ∈ [1,∞] pour lesquels la variable aléatoireX appartient à l’espaceLq(Ω,A, P ) :

1.X suit une loi exponentielleE(λ) (λ > 0) (c’est-à-dire que la loi deX a une densitéf par rapport à la mesure
de Lebesgue, avecf(x) = λ exp(−λx)1]0,+∞[ pourx ∈ R).

—————————————corrigé—————————————–
Soitq ∈ [1,∞[, on a :

∫

Ω

|X |qdP =

∫

R

|x|qdPX(x) =

∫ ∞

0

xqλ exp(−λx)dx <∞,

car la fonctionx 7→ |x|qλ exp(−λx) est intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue surR+. On a donc
X ∈ Lq(Ω,A, P ).
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Soit maintenantq = ∞. Pour touta > 0, on a, avecA =]a,∞[ :

P [X > a] =

∫

Ω

1A(X)dP =

∫

R

1A(x)dPX(x) =

∫ ∞

a

λ exp(−λx)dx > 0,

carλ exp(−λx) > 0 pour toutx > a. DoncX 6∈ L∞(Ω,A, P ).
—————————————————————————————–

2.X suit une loi de Cauchy de paramètrec > 0 (la loi deX a une densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue,
avecf(x) = 1

π
c

x2+c2 pourx ∈ R).
—————————————corrigé—————————————–

Il suffit ici de considérer le casq = 1. On a :
∫

Ω

|X |dP =

∫

R

|x|dPX(x) ≥ c

π

∫ ∞

0

x

x2 + c2
dx ≥ c

π

∫ ∞

c

1

2x
dx = ∞.

On a doncX 6∈ L1(Ω,A, P ), ce qui donne aussiX 6∈ Lq(Ω,A, P ) pour toutq ∈ [1,∞] (carLq(Ω,A, P ) ⊂
L1(Ω,A, P ) pourq > 1).

—————————————————————————————–

3.X suit une loi géométriqueG(p) (p ∈]0, 1[) (c’est-à-dire queP ({X = k}) = p(1 − p)k−1, pour toutk ∈ N⋆).
—————————————corrigé—————————————–

On noteAk = {X = k} = {ω ∈ Ω, X(ω) = k} etA = ∪∞
k=1Ak. Parσ-additivité deP , on aP (A) =∑∞

k=1 P (Ak) =
∑∞

k=1 p(1 − p)k−1 = 1. On a doncP (Ac) = 0.

Soitq ∈ [1,∞[, on a :

∫

Ω

|X |qdP =

∫

A

|X |qdP =
∞∑

k=1

∫

Ak

|X |qdP =
∞∑

k=1

kqp(1 − p)k−1 <∞,

car la série de terme généralkqp(1 − p)k−1 est convergente (pour le voir, il suffit, par exemple, de remarquer
que

lim
k→∞

(k + 1)qp(1 − p)k

kqp(1 − p)k−1
= lim
k→∞

(k + 1)q(1 − p)

kq
= 1 − p < 1.

On a doncX ∈ Lq(Ω,A, P ).

Soit maintenantq = ∞. Pour touta > 0, on aP [X > a] ≥ P (Ak) > 0 si k > a. On a doncX 6∈ L∞(Ω,A, P ).
—————————————————————————————–

17.2 Espaces de Hilberts, espaceL2

Corrigé 117
Soit (E, T,m) un espace mesuré et(fn)n∈N une suite d’élements deL2

R(E, T,m) deux à deux orthogonaux.
Montrer que la série

∑
n∈N fn converge (dansL2) si et seulement si

∑
n∈N ‖fn‖2

2 est convergente (dansR).

—————————————corrigé—————————————–
CommeL2

R(E, T,m) est un espace complet, la série
∑

n∈N fn est convergente dansL2
R(E, T,m) si et seulement

la suite des sommes partielles,(
∑n

k=0 fk)n∈N, est de Cauchy (dansL2). Cette suite des sommes partielles est de
Cauchy si et seulement si elle vérifie :
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∀ ε > 0, ∃ n0 t.q.m ≥ n ≥ n0 ⇒ ‖
m∑

k=n

fk‖2
2 ≤ ε. (17.8)

Le fait que lesfn soient deux à deux orthogonaux nous donne (théorème de Pythagore) que

‖
m∑

k=n

fk‖2
2 =

m∑

k=n

‖fk‖2
2.

L’assertion 17.8 est donc équivalente à dire que la suite(
∑n
k=0 ‖fk‖2

2)n∈N est de Cauchy (dansR), ce qui est
équivalent à dire que la série

∑
n∈N ‖fn‖2

2 est convergente (dansR).
—————————————————————————————–

Corrigé 118 (Lp n’est pas un espace de Hilbert sip 6= 2)
Montrer queLpR(R, B(R), λ) (muni de sa norme usuelle) n’est pas un espace de Hilbert si1 ≤ p ≤ ∞, p 6= 2.
[Pourp 6= 2, chercher des fonctionsf et g mettant en défaut l’identité du parallèlogramme, c’est-à-dire l’identité
(6.18) page 141.]

—————————————corrigé—————————————–
On prendf = 1]0,1[ et g = 1]1,2[, de sorte quef ∈ LpR(R, B(R), λ), g ∈ LpR(R, B(R), λ) (avec la confusion
habituelle entre une classe et l’un de ses représentants) etque :

‖f‖p = ‖g‖p = 1, ‖f + g‖p = ‖f − g‖p = 2
1
p .

Pourp 6= 2, on a donc‖f + g‖2
p + ‖f − g‖2

p = 2(2
2
p ) 6= 4 = 2‖f‖2

p + 2‖g‖2
p.

L’identité du parallèlogramme, c’est-à-dire l’identité (6.18) page 141, n’est donc pas satisfaite (pourp 6= 2), ce qui
prouve que, pourp 6= 2, la norme‖ · ‖p (surLpR(R, B(R), λ)) n’est pas induite par un produit scalaire.

—————————————————————————————–

Corrigé 119 (projection sur le cône positif deL2)
Soit (X,T,m) un espace mesuré etE = L2

R(X,T,m). On poseC = {f ∈ E, f ≥ 0 p.p.}.

1. Montrer queC est une partie convexe fermée non vide deE.

—————————————corrigé—————————————–
– C 6= ∅ car0 ∈ C.
– Soitf, g ∈ C et t ∈ [0, 1]. On atf + (1 − t)g ∈ L2 = L2

R(X,T,m), carL2 est un e.v., ettf + (1 − t)g ≥ 0
p.p.. On a donctf + (1 − t)g ∈ C, ce qui prouve queC est convexe.

– Soit(fn)n∈N ⊂ C t.q.fn → f dansL2 quandn→ ∞. On veut montrer quef ∈ C (pour en déduire queC
est fermée).

Pour toutϕ ∈ L2, on a
∫
fnϕdm→

∫
fϕdm (car|

∫
fnϕdm−

∫
fϕdm| ≤ ‖fn − f‖2‖ϕ‖2).

On choisitϕ = f− ∈ L2. Commefnf− ≥ 0 p.p., on en déduit−
∫
(f−)2dm =

∫
ff−dm ≥ 0. Ce qui

prouve quef− = 0 p.p. et donc quef ≥ 0 p.p.. On a donc montré quef ∈ C et donc queC est fermée.

Pour montrer queC est fermée, il est aussi possible d’utiliser la réciproque partielle du théorème de conver-
gence dominée (théorème 6.3).

—————————————————————————————–
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2. Soitf ∈ E. Montrer quePCf = f+.

—————————————corrigé—————————————–
On af+ ∈ C. Pour montrer quePCf = f+, on utilise la première caractérisation de la projection (proposition
6.15).

Soitg ∈ C, on a(f − f+/f+ − g)2 = −(f−/f+ − g)2 =
∫
f−gdm ≥ 0 (on a utilisé ici le fait quef−f+ = 0

p.p.). La proposition 6.15 donne alorsPCf = f+.
—————————————————————————————–

Corrigé 120 (Exemple de non existence de la projection sur uns.e.v. fermé)
Dans cet exercice, on donne un exemple t.q. :
E est un espace de Banach réel,F est un sous espace vectoriel fermé deE, g ∈ E \ F (et doncd(g, F ) =
inf{‖g − f‖E, f ∈ F} > 0. . . ) et il n’existe pas d’élémentf ∈ E t.q.d(g, F ) = ‖g − f‖E.

On prendE = C([0, 1],R), on munitE de la norme habituelle,‖f‖E = max{|f(x)|, x ∈ [0, 1]}. On pose
F = {f ∈ E; f(0) = 0,

∫ 1

0
f(x)dx = 0}. Enfin, on prendg ∈ E défini parg(x) = x, pour toutx ∈ [0, 1].

1. Montrer queE est un espace de Banach (réel).

—————————————corrigé—————————————–
Il est clair queE est un e.v. surR et que‖ · ‖E est une norme surE, c’est la norme associée à la convergence
uniforme. On montre maintenant queE est complet.

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy deE. Pour toutε > 0, il existe doncn(ε) t.q. :

x ∈ [0, 1], n,m ≥ n(ε) ⇒ |fn(x) − fm(x)| ≤ ε. (17.9)

De (17.9) on déduit que, pour toutx ∈ [0, 1], la suite(fn(x))n∈N est de Cauchy. Il existe doncf : [0, 1] → R
t.q. fn(x) → f(x) quandn→ ∞, pour toutx ∈ [0, 1]. Pour montrer que la convergence defn versf est
uniforme, il suffit de reprendre (17.9) avec unx fixé et unn fixé (n ≥ n(ε)) et de faire tendrem verts∞, on
obtient :

x ∈ [0, 1], n ≥ n(ε) ⇒ |fn(x) − f(x)| ≤ ε, (17.10)

ce qui donne bien la convergence uniforme defn versf . Comme lesfn sont continues, on en déduit quef est
continue (comme limite uniforme de fonctions continues), c’est-à-diref ∈ E. Enfin, (17.10) donne‖fn−f‖E ≤
ε si n ≥ n(ε) et doncfn → f dansE, quandn→ ∞. Ce qui prouve queE est complet.

—————————————————————————————–

2. Montrer queF est un sous espace vectoriel fermé deE.

—————————————corrigé—————————————–

On noteT et S les applications deE dansR définies parT (f) = f(0) et S(f) =
∫ 1

0 f(x)dx. Il s’agit donc
d’applications linéaires deE dansR. Elles sont également continues car|T (f)| ≤ ‖f‖E et |S(f)| ≤ ‖f‖E pour
toutf ∈ E.

On en déduit queF est un s.e.v. fermé deE en remarquant queF = KerT ∩ KerS.
—————————————————————————————–

3. Soitf ∈ F . Montrer que‖g − f‖E ≥ 1/2. [On pourra remarquer que
∫ 1

0
|(g − f)(x)|dx ≥

∫ 1

0
(g − f)(x)dx =

1/2.]

—————————————corrigé—————————————–
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Comme(g − f)(x) ≤ |(g − f)(x)| pour toutx ∈ [0, 1], on a bien

∫ 1

0

(g − f)(x)dx ≤
∫ 1

0

|(g − f)(x)|dx.

On remarque ensuite que, puisquef ∈ F , on a
∫ 1

0 (g − f)(x)dx =
∫ 1

0 g(x)dx =
∫ 1

0 xdx = 1
2 . Et donc :

1

2
≤
∫ 1

0

|(g − f)(x)|dx.

Puis, comme
∫ 1

0
|(g − f)(x)|dx ≤ ‖g − f‖E, on en déduit que‖g − f‖E ≥ 1/2.
—————————————————————————————–

4. Montrer qu’il n’existe pas d’élémentf ∈ F t.q.‖g − f‖E = 1/2.

—————————————corrigé—————————————–

Dans le raisonnement de la question précédente, on remarqueque les‖g−f‖E > 1/2 sauf si
∫ 1

0 |(g−f)(x)|dx =

‖g − f‖E et
∫ 1

0 (g − f)(x)dx =
∫ 1

0 |(g − f)(x)|dx.

Soit f ∈ F t.q. ‖g − f‖E = 1/2. On a donc
∫ 1

0 (g − f)(x)dx =
∫ 1

0 |(g − f)(x)|dx et
∫ 1

0 |(g − f)(x)|dx =
‖g − f‖E. On en déduit que(g − f)(x) = |(g − f)(x)| = ‖g − f‖E = 1/2 pour toutx ∈ [0, 1]. En effet, si il
existe, par exemple,x0 ∈ [0, 1] t.q. (g− f)(x0) < |(g− f)(x0)|, on peut alors trouver (par continuité deg− f )
un intervalle ouvert non vide sur lequel(g−f) < |(g−f)| et on en déduit

∫ 1

0 (g−f)(x)dx <
∫ 1

0 |(g−f)(x)|dx
(un raisonnement analogue donne|(g − f)(x)| = ‖g − f‖E pour toutx ∈ [0, 1]).

On a donc montré quef(x) = g(x)− 1
2 = x− 1

2 pour toutx ∈ [0, 1] ce qui est en contradiction avecf(0) = 0.
—————————————————————————————–

5. Montrer qued(g, F ) = 1/2. [On pourra, par exemple, montrer que‖g − fn‖E → 1/2, avecfn défini par
fn(x) = −βnx, pourx ∈ [0, 1/n], fn(x) = (x − 1/n) − βn/n, pourx ∈ [1/n, 1], et βn choisi pour que
fn ∈ F .]

—————————————corrigé—————————————–
Soit n ∈ N⋆ et fn définie parfn(x) = −βnx, pourx ∈ [0, 1/n], fn(x) = (x − 1/n) − βn/n, pourx ∈
[1/n, 1]. En prenantβn = (n− 1)2/(2n− 1) on a

∫ 1

0
fn(x)dx = 0 et doncfn ∈ F . On remarque ensuite que

‖fn − g‖E = 1/n− βn/n→ 1/2 quandn→ ∞. On en déduit qued(g, F ) = 1/2.
—————————————————————————————–

Corrigé 121 (Lemme de Lax-Milgram)
Soit E est un espace de Hilbert réel eta une application bilinéaire deE × E dansR. On note(·/·) le produit
scalaire dansE et‖ · ‖ la norme dansE. On suppose qu’il existeC ∈ R etα > 0 t.q. :

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ E (continuité dea),

a(u, u) ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ E (coercivité dea).

Soit T ∈ E′. On va montrer, dans cet exercice, qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q. T (v) = a(u, v) pour tout
v ∈ E (ceci est le lemme de Lax-Milgram).
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1. On suppose, dans cette question, quea est symétrique. On définit une application bilinéaire, notée (·/·)a de
E×E dansR par(u/v)a = a(u, v). Montrer que(·/·)a est un produit scalaire surE et que la norme induite par
ce produit scalaire est équivalente à la norme‖·‖. En déduire qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q.T (v) = a(u, v)
pour toutv ∈ E. [Utiliser le théorème de représentation de Riesz.]

—————————————corrigé—————————————–
L’application(·/·)a : E × E → R est symétrique, linéaire par rapport à son premier argument, et(u/u)a > 0
pouru ∈ E \ {0} (grâce à la coercivité dea). C’est donc un produit scalaire surE.

La norme induite par ce produit scalaire est équivalente à lanorme surE, notée‖ · ‖. En effet, les hypothèses de
continuité et coercivité dea donnent

√
α‖u‖ ≤ ‖u‖a ≤

√
C‖u‖, ∀u ∈ E.

CommeT est dansE′, c’est-à-dire linéaire et continu pour la norme‖ · ‖, T est aussi linéaire et continu pour
la norme‖ · ‖a. Or,E muni de la norme‖ · ‖a est un espace de Hilbert car la norme‖ · ‖a est induite par un
produit scalaire etE est complet avec cette norme car il est complet avec la norme‖ · ‖ qui est équivalente. On
peut donc appliquer le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) avecE muni de la norme‖ · ‖a. Il
donne qu’il existe un et seulu ∈ E t.q.T (v) = (u/v)a pour toutv ∈ E, c’est-à-dire qu’il existe un et un seul
u ∈ E t.q. :

T (v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

—————————————————————————————–

2. On ne suppose plus quea est symétrique.

(a) Soitu ∈ E, Montrer que l’applicationv 7→ a(u, v) est un élément deE′. En déduire qu’il existe un et un seul
élément deE, notéeAu, t.q.(Au/v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

—————————————corrigé—————————————–
L’applicationψu : E → R, définie parψu(v) = a(u, v) pour toutv ∈ E, est bien linéaire deE dansR.
Elle est aussi continue car|ψu(v)| = |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ pour toutv dansE. On a doncψu ∈ E′ (et
‖ψu‖E′ ≤ C‖u‖).

Commeψu ∈ E′, le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) donne qu’il existe un élément deE,
notéAu t.q. (Au/v) = ψu(v) pour toutv ∈ E, c’est-à-dire :

(Au/v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

—————————————————————————————–

On note, dans la suiteA l’application qui àu ∈ E associeAu ∈ E.

(b) Montrer queA est linéaire continue deE dansE.

—————————————corrigé—————————————–
Soit u1, u2 ∈ E, α1, α2 ∈ R. On notew = α1u1 + α2u2. Commea est linéaire par rapport à son premier
argument, on a :

a(w, v) = α1a(u1, v) + α2a(u2, v) pour toutv ∈ E,

et donc(Aw/v) = α1(Au1/v) + α2(Au2/v) pour toutv ∈ E, ou encore

(Aw − α1Au1 − α2Au2/v) = 0 pour toutv ∈ E.
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On en déduit queAw = α1Au1 − α2Au2 (il suffit de prendrev = Aw − α1Au1 − α2Au2 dans l’égalité
précédente) et donc queA est une application linéaire deE dansE.

Pour montrer la continuité deA, on remarque que (pour toutu ∈ E) |(Au/v)| = |a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖ pour
toutv ∈ E. D’où l’on déduit, en prenantv = Au, que‖Au‖ ≤ C‖u‖.

L’applicationA est donc linéaire continue deE dansE.

Il est important, pour la suite, de remarquer que la coercivité dea donne :

α‖u‖2 ≤ a(u, u) = (Au/u) ≤ ‖Au‖‖u‖, pour toutu ∈ E,

et donc :

‖u‖ ≤ 1

α
‖Au‖, pour toutu ∈ E. (17.11)

—————————————————————————————–

(c) Montrer queIm(A) est fermé

—————————————corrigé—————————————–
Soient(fn)n∈N ⊂ Im(A) etf ∈ E t.q.fn → f dansE quandn→ ∞. On veut montrer quef ∈ Im(A).

Commefn ∈ Im(A), il existe, pour toutn ∈ N, un ∈ E t.q.Aun = fn. L’inégalité (17.11) donne alors, pour
toutn,m ∈ N,

‖un − um‖ ≤ 1

α
‖fn − fm‖.

La suite(fn)n∈N étant de Cauchy (car convergente), on en déduit que la suite(un)n∈N est de Cauchy et donc
convergente (carE est complet).

Il existe doncu ∈ E t.q. un → u (dansE) quandn→ ∞. D’où l’on déduit, commeA est continue, que
fn = Aun → Au (dansE) quandn→ ∞. On a doncf = Au, ce qui prouve quef ∈ Im(A) et donc que
Im(A) est fermé.

—————————————————————————————–

(d) Montrer que(Im(A))⊥ = {0}.

—————————————corrigé—————————————–
Soitu ∈ (Im(A))⊥. On a donc(Av/u) = 0 pour toutv ∈ E. On prendv = u, on obtient, grâce à la coercivité
dea :

α‖u‖2 ≤ a(u, u) = (Au/u) = 0,

et doncu = 0. Ceci prouve bien que(Im(A))⊥ = {0}.
—————————————————————————————–

(e) Montrer queA est bijective et en déduire qu’il existe un et un seulu ∈ E t.q.T (v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

—————————————corrigé—————————————–
L’inégalité (17.11) donne l’injectivité deA. Pour montrer la surjectivité deA, on remarque queIm(A) est un
s.e.v. fermé deE, on a doncE = Im(A) ⊕ (Im(A))⊥ (cf. théorème 6.8). Comme(Im(A))⊥ = {0}, on a
doncE = Im(A), c’est-à-direA surjective.

On a bien bien montré queA est bijective.

Le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) donnel’existence d’un et un seulz ∈ E t.q.

T (v) = (z/v), ∀v ∈ E.
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D’autre part, la définition deA donne :

a(u, v) = (Au/v), ∀v ∈ E.

Pouru ∈ E, on a donc :
(T (v) = a(u, v), ∀v ∈ E) ⇔ (z = Au).

La bijectivité deA donne l’existence d’un et d’un seulu ∈ E t.q.Au = z. On a donc un et un seulu ∈ E t.q.
T (v) = a(u, v) pour toutv ∈ E.

—————————————————————————————–

Corrigé 122 (Exemple de projection dansL2)
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[, parLp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et par
Lp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

Soitg ∈ L2.

1. Soitv ∈ L2 etφ ∈ C∞
c (]0, 1[,R) (on rappelle queφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R) signifie queφ est une application de]0, 1[
dansR, de classeC∞, et qu’il existeK ⊂]0, 1[, K compact, t.q.φ(x) = 0 pour toutx ∈]0, 1[\K) . Montrer
quevgφ′ ∈ L1.

—————————————corrigé—————————————–
Comme d’habitude, on va confondre un élément deLp avec l’un de ses représentants.

Commeg, v ∈ L2, on avg ∈ L1 (d’après le lemme 6.2). Puis, commeφ′ ∈ C∞
c (]0, 1[,R), on aφ′ ∈ L∞ et

donc (par la proposition 6.9)vgφ′ ∈ L1.
—————————————————————————————–

On poseC = {v ∈ L2 ; v ≤ 1 p.p.,
∫
vgφ′dλ ≤

∫
φdλ, pour toutφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R), φ ≥ 0}. (On rappelle que
φ ≥ 0 signifieφ(x) ≥ 0 pour toutx ∈]0, 1[.)

2. Montrer queC est un convexe fermé non vide deL2.

—————————————corrigé—————————————–
– C 6= ∅ car0 ∈ C.
– On montre la convexité deC. Soientv, w ∈ C et t ∈ [0, 1]. On a tv + (1 − t)w ∈ L2 (car L2 est un

e.v.). Du fait quev ≤ 1 p.p. etw ≤ 1 p.p., on déduit immédiatement (commet ≥ 0 et (1 − t) ≥ 0) que
tv + (1 − t)w ≤ t+ (1 − t) = 1 p.p.. Enfin, soitφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R), φ ≥ 0. Commet ≥ 0 et (1 − t) ≥ 0, on
remarque que

t
∫
vgφ′dλ ≤ t

∫
φdλ,

(1 − t)
∫
wgφ′dλ ≤ (1 − t)

∫
φdλ.

Ce qui donne, en additionnant, ∫
(tv + (1 − t)w)gφ′dλ ≤

∫
φdλ.

On en déduit que(tv + (1 − t)w) ∈ C et donc queC est convexe.
– On montre enfin queC est fermée. Soient(vn)n∈N ⊂ C et v ∈ L2 t.q. vn → v dansL2 quandn→ ∞. On

veut montrer quev ∈ C.

On remaque tout d’abord que, grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz (inégalité (6.14)), on a :
∫
vnwdλ→

∫
vwdλ, quandn→ ∞, ∀w ∈ L2. (17.12)
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On prendw = v1v>1 ∈ L2 dans (17.12). Commevnw ≤ w p.p., on a
∫
vnwdλ ≤

∫
wdλ. On déduit alors de

(17.12) que
∫
vwdλ ≤

∫
wdλ et donc que

∫
(v − 1)v1v>1dλ ≤ 0. Commev(v − 1)1v>1 ≥ 0 p.p., on a donc

nécessairementv(v − 1)1v>1 = 0 p.p. et doncλ({v > 1}) = 0, c’est-à-direv ≤ 1 p.p..

Soit maintenantφ ∈ C∞
c (]0, 1[,R), φ ≥ 0. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Hölder, on a :

∫
vngφ

′dλ→
∫
vgφ′dλ, quandn→ ∞.

En effet,|
∫
vngφ

′dλ−
∫
vgφ′dλ| ≤ ‖φ′‖∞

∫
|vn − v||g|dλ ≤ ‖φ′‖∞‖vn − v‖2‖g‖2 → 0, quandn→ ∞.

Du fait que, pour toutn ∈ N,
∫
vngφ

′dλ ≤
∫
φdλ, on obtient donc, passant à limite quandn→ ∞, que∫

vgφ′dλ ≤
∫
φdλ. Ce qui montre bien quev ∈ C.

On a bien montré queC est fermée.
—————————————————————————————–

3. On désigne par1 la fonction constante et égale à1 sur]0, 1[. Soitu ∈ C. Montrer que :
(‖u− 1‖2 ≤ ‖v − 1‖2 pour toutv ∈ C) ⇔ (

∫
(1− u)(u− v)dλ ≥ 0 pour toutv ∈ C).

—————————————corrigé—————————————–
On remarque d’abord que

(‖u− 1‖2 ≤ ‖v − 1‖2 pour toutv ∈ C) ⇔ u = PC1.

On utilise maintenant la première caractérisation de la projection (proposition 6.15), elle donne que

u = PC1 ⇔ ((1 − u/u− v)2 ≥ 0 pour toutv ∈ C),

et donc que

u = PC1 ⇔ (

∫
(1 − u)(u− v)dλ ≥ 0 pour toutv ∈ C). (17.13)

—————————————————————————————–

4. Soitu ∈ C t.q.‖u− 1‖2 ≤ ‖v − 1‖2 pour toutv ∈ C. On suppose queu, g ∈ C1(]0, 1[, R).

(a) Montrer que(ug)′(x) ≥ −1 pour toutx ∈]0, 1[.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il existec ∈]0, 1[ t.q. (ug)′(c) < −1. Par continuité de(ug)′ enc,
il existe donca, b t.q.0 < a < c < b < 1 et (ug)′(x) < −1 pour toutx ∈]a, b[.

On peut construireϕ ∈ C∞
c (]0, 1[,R) t.q. ϕ ≥ 0, ϕ(c) > 0 et ϕ = 0 sur ]a, b[c. une telle fonctionϕ est

obtenue, par exemple, en prenant :

ϕ(x) = ϕ0(
2y − (a+ b)

b− a
), x ∈]0, 1[, (17.14)

avec :
ϕ0(x) = exp 1

x2−1 , x ∈] − 1, 1[,

ϕ0(x) = 0, x ∈ R\] − 1, 1[.
(17.15)

Commeu ∈ C, on a, d’après la définition deC (carϕ est un choix possible pourφ) :

∫ b

a

u(x)g(x)ϕ′(x)dx =

∫
ugϕ′dλ ≤

∫
φdλ =

∫ b

a

ϕ(x)dx.
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Commeug est de classeC1 sur [a, b], on peut intégrer par parties sur[a, b] pour obtenir (noter queϕ(a) =

ϕ(b) = 0)
∫ b
a −(ug)′(x)ϕ(x)dx ≤

∫ b
a ϕ(x)dx, ou encore :

∫ b

a

((ug)′(x) + 1)ϕ(x)dx ≥ 0.

Ce qui impossible car((ug)′ + 1)ϕ est une fonction continue négative, non identiquement nulle sur[a, b] (car
non nulle au pointc).

—————————————————————————————–

(b) Soitx ∈]0, 1[ t.q.u(x) < 1. Montrer que(ug)′(x) = −1.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne encore par l’absurde. On suppose donc qu’il existe c ∈]0, 1[ t.q. u(c) < 1 et (ug)′(c) 6= −1.
Comme on sait déjà que(ug)′(x) ≥ −1 pour toutx ∈]0, 1[, on a donc(ug)′(c) > −1.

Par continuité deu et (ug)′ enc, il existe donca, b, avec0 < a < c < b < 1, et δ > 0 t.q.u(x) ≤ 1 − δ et
(ug)′(x) > −1 + δ pour toutx ∈]a, b[.

On utilise la même fonctionϕ qu’à la question précédente, c’est-à-dire donnée, par exemple, par (17.14) et
(17.15). La propriété importante est queϕ ∈ C∞

c (]0, 1[,R) soit t.q.ϕ ≥ 0, ϕ(c) > 0 etϕ = 0 sur]a, b[c.

On va montrer que pourε > 0 assez petit, on au+ εϕ ∈ C.

On remarque d’abord queu + εϕ ∈ L2 (pour toutε > 0). Puis, en prenant0 < ε ≤ ε1 = δ
‖ϕ‖∞

, on a
u + εϕ ≤ 1 p.p.. Enfin, soitφ ∈ C∞

c (]0, 1[,R), φ ≥ 0}. On a, en utilisant une intégration par parties sur un
intervalle compact de]0, 1[ contenant le support deφ :

∫
((u + εϕ)g)φ′dλ = −

∫
(ug)′φdλ− ε

∫
(ϕg)′φdλ.

En utilisant le fait que(ug)′ ≥ −1 (partout) et(ug)′ > −1 + δ sur]a, b[, on en déduit

∫
((u+ εϕ)g)φ′dλ ≤

∫
φdλ − δ

∫ b

a

φ(x)dx − ε

∫ b

a

(ϕg)′φdλ ≤
∫
φdλ,

si 0 < ε ≤ δ
M , avecM = maxx∈[a,b] |(ϕg)′(x)| <∞ car(ϕg)′ est continue sur[a, b].

En prenantε = min(ε1, ε2) > 0, on obtient doncu+ εϕ ∈ C. Commeu = PC1, on peut maintenant prendre
v = u+ εϕ dans la caractérisation dePC1, on obtient, commeε > 0 :

∫ b

a

(1 − u(x))ϕ(x)dx =

∫
(1 − u)ϕdλ ≤ 0.

Ce qui est impossible car(1 − u)ϕ est une fonction continue positive, non identiquement nulle sur]a, b[ (car
non nulle enc).

—————————————————————————————–

(c) Montrer queu est solution du problème suivant :
(ug)′(x) ≥ −1, pour toutx ∈]0, 1[,
u(x) ≤ 1, pour toutx ∈]0, 1[,
(1 + (ug)′(x))(u(x) − 1) = 0, pour toutx ∈]0, 1[.
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—————————————corrigé—————————————–
Cette question est immédiate. On a déjà vu que(ug)′(x) ≥ −1, pour toutx ∈]0, 1[. Commeu ∈ C, on a
u ≤ 1 p.p.. Mais, commeu est continue sur]0, 1[, l’ensemble{u > 1} est un ouvert, cet ensemble est donc
vide (car un ouvert de mesure de Lebesgue nulle est toujours vide). On a doncu ≤ 1 partout. Enfin, le fait que
(1 + (ug)′(x))(u(x) − 1) = 0, pour toutx ∈]0, 1[, découle de la question précédente qui montre justement
que(1 + (ug)′(x)) = 0 si u(x) < 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 123 (Approximation dansL2)
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR, parLp l’espaceLpR(R, B(R), λ) et parLp l’espace
LpR(R, B(R), λ). On notedt = dλ(t).
Pourf ∈ L2 etk ∈ N⋆, on définitTkf deR dansR par :

Tkf(x) = k

∫ n(x)+1
k

n(x)
k

f(t)dt, (17.16)

oùn(x) est l’entier deZ tel que
n(x)

k
≤ x <

n(x) + 1

k
(l’entiern dépend donc dex).

1. Soitk ∈ N⋆ et f ∈ L2. Montrer queTkf ∈ L2 (plus précisément,Tkf ∈ L2 et on confond alors, comme
d’habitude,Tkf avec{g ∈ L2, g = Tkf p.p.}) et que‖Tkf‖2 ≤ ‖f‖2, pour toutk ∈ N⋆.

—————————————corrigé—————————————–

Commef1] n
k
,n+1

k
[ ∈ L1 pour toutn ∈ Z, Tk(x) est bien définie pour toutx ∈ R. On posecn = k

∫ n+1
k

n
k

f(t)dt,

pourn ∈ Z, de sorte queTk(x) = cn pour toutx ∈ [nk ,
n+1
k [.

Tkf est mesurable car(Tkf)−1(A) = ∪n∈Z,cn∈A[nk ,
n+1
k [∈ B(R), pour toutA ⊂ R.

Pourn ∈ Z etx ∈ [nk ,
n+1
k [, on a (en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz)

(Tk(x))
2 = c2n ≤ k

∫ n+1
k

n
k

f2(t)dt.

On en déduit (on utilise ici le premier corollaire du théorème de convergence monotone, corollaire 4.1) :

∫
(Tkf)2dλ =

∑

n∈Z

1

k
c2n ≤

∑

n∈Z

∫ n+1
k

n
k

f2(t)dt =

∫
f2dλ.

On a doncTkf ∈ L2 et‖Tkf‖2 ≤ ‖f‖2.
—————————————————————————————–

2. Soitf ∈ Cc(R,R) (i.e. f continue deR dansR et à support compact). Montrer queTkf → f dansL2 quand
k → ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soita > 0 t.q.f = 0 sur [−a, a]c. Commef est uniformément continue, on aTkf → f uniformément (surR)
quandk → ∞. En remarquant queTkf = 0 sur[−a− 1, a+ 1]cpour toutk ∈ N⋆, on en déduit

‖Tkf − f‖2
2 =

∫
(Tkf − f)2dλ ≤ 2(a+ 1)‖Tkf − f‖2

∞ → 0, quandk → ∞.

—————————————————————————————–
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3. Soitf ∈ L2. Montrer queTkf → f dansL2 quandk → ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soit ε > 0. Par densité deCc(R,R) dansL2, il existeϕ ∈ Cc(R,R) t.q. ‖f − ϕ‖2 ≤ ε. CommeTk est un
opérateur linéaire, on a, en utilisant la question 1 :

‖Tkf − f‖2 ≤ ‖Tkf − Tkϕ‖2 + ‖Tkϕ− ϕ‖2 + ‖ϕ− f‖2 ≤ 2‖ϕ− f‖2 + ‖Tkϕ− ϕ‖2. (17.17)

La question 2 donne l’existence dek0 ∈ N t.q. le dernier terme de (17.17) soit inférieur àε pourk ≥ k0. On a
donc‖Tkf − f‖2 ≤ 3ε pourk ≥ k0, ce qui prouve queTkf → f , dansL2, quandk → ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 124 (Projections orthogonales)
On poseH = L2

R(] − 1,+1[,B(]− 1,+1[), λ). (On rappelle queB(] − 1,+1[) est la tribu borélienne de] − 1, 1[
etλ la mesure de Lebesgue surB(] − 1,+1[).) SoitF = {f ∈ H t.q.

∫
]−1,+1[

f dλ = 0}. SoitG = {f ∈ H t.q.∫
]−1,0[

f dλ =
∫
]0,1[

f dλ}.

1. Montrer queF et G sont des sous-espaces vectoriels fermés deH . Déterminer les sous-espacesF⊥, G⊥ et
F ∩G.

—————————————corrigé—————————————–
Pourf ∈ H , on poseT (f) =

∫
]−1,+1[

f dλ etS(f) =
∫
]−1,0[

f dλ−
∫
]0,1[

f dλ.

L’inégalité de Cauchy Scharwz entref et 1]−1,+1[, pourT , etf et (1]−1,0[ − 1]0,1[), pourS, montre queT (f)
etS(f) sont bien définis pour toutf ∈ H et que, pour toutf ∈ H :

|T (f)| ≤
√

2‖f‖2, |S(f)| ≤
√

2‖f‖2.

On en déduit queT etS sont des éléments deH ′ et donc queF = KerT etG = KerS sont des s.e.v. fermés de
H .

De plus, commeT 6= 0 etS 6= 0, on adim(F⊥) = dim(G⊥) = 1. Pour s’en convaincre, il suffit de prendrev ∈
F⊥, v 6= 0 (un telv existe carT 6= 0 etH = F ⊕F⊥). Pour toutw ∈ F⊥, on a alorsw = w− T (w)

T (v) v+ T (w)
T (v) v.

On en déduit que(w − T (w)
T (v) v) ∈ F ∩ F⊥ = {0} et donc quew ∈ Rv = vect{v}. Ce qui donneF⊥ = Rv et

doncdim(F⊥) = 1. Un raisonnement semblable donnedim(G⊥) = 1.

Soit f l’élément deH t.q. f = 1 p.p.. On a clairementf ∈ F⊥ (car(f/h)2 = T (h) = 0 pour touth ∈ F ) et
donc, commedimF⊥ = 1, F⊥ = Rf .

Soit g l’élément deH t.q. g = 1 p.p. sur] − 1, 0[ et g = −1 sur ]0, 1[. On a clairementg ∈ G⊥ (car(g/h)2 =
S(h) = 0 pour touth ∈ G) et donc, commedimG⊥ = 1,G⊥ = Rg.

Il reste à déterminerF ∩G. Soith ∈ F ∩G. On a donc
∫
]−1,0[

h dλ =
∫
]0,1[

h dλ, carh ∈ G, et donc, comme

h ∈ F , 0 =
∫
]−1,+1[

f dλ = 2
∫
]−1,0[

h dλ = 2
∫
]0,1[

h dλ. Ce qui donne
∫
]−1,0[

h dλ =
∫
]0,1[

h dλ = 0.

Réciproquement, sih ∈ H est t.q.
∫
]−1,0[ h dλ =

∫
]0,1[ h dλ = 0, on a bienS(h) = T (h) = 0 et donc

h ∈ F ∩G. On a donc :

F ∩G = {h ∈ H ;

∫

]−1,0[

h dλ =

∫

]0,1[

h dλ = 0}.

—————————————————————————————–

423



2. Calculer, pourg ∈ H , les projections orthogonalesPF (g) etPG(g) deg surF etG.

—————————————corrigé—————————————–
Soit h ∈ H . Commeh − PFh ∈ F⊥, il existeα ∈ R t.q. h − PFh = α p.p.. CommePFh ∈ F , on a
T (PFh) = 0. On en déduit que2α =

∫ 1

−1
h(t)dt et donc

PFh = h− 1

2

∫ 1

−1

h(t)dt p.p..

Commeh − PGh ∈ G⊥, il existeβ ∈ R t.q.h − PGh = β p.p. sur] − 1, 0[ eth − PGh = −β p.p. sur]0, 1[.
CommePGh ∈ G, on aS(PGh) = 0. On en déduit que2β =

∫ 0

−1
h(t)dt−

∫ 1

0
h(t)dt et donc

PGh = h− 1
2 (
∫ 0

−1 h(t)dt−
∫ 1

0 h(t)dt) p.p. sur] − 1, 0[,

PGh = h+ 1
2 (
∫ 0

−1
h(t)dt−

∫ 1

0
h(t)dt) p.p. sur]1, 0[.

—————————————————————————————–

Corrigé 125 (Projection orthogonale dansL2)
On poseL2 = L2

R(R,B(R), λ) (muni de sa structure hilbertienne habituelle) et, pourα, β ∈ R donnés,α < β,
C = {f ∈ L2; α ≤ f ≤ β p.p.}.

1. Montrer queC est vide si et seulement siαβ > 0.

—————————————corrigé—————————————–
– Si αβ > 0 (c’est-à-direα et β non nuls et de même signe), on a alors pour toutf ∈ C, f ≥ γ =

min(|α|, |β|) > 0 p.p.. Donc,
∫
f2dλ ≥ γ2λ(R) = ∞, en contradiction avecf ∈ L2. On a doncC = ∅.

– On suppose maintenantαβ ≤ 0. On a alorsα ≤ 0 ≤ β et donc0 ∈ C. Ce qui prouve queC 6= ∅.
—————————————————————————————–

2. On suppose maintenant queαβ ≤ 0. Montrer queC est une partie convexe fermée non vide deL2. Soitf ∈ L2,
montrer quePCf(x) = max{min{f(x), β}, α} pour presque toutx ∈ R. (PCf désigne la projection def sur
C.)

—————————————corrigé—————————————–

(a) On sait déjà queC 6= ∅. On montre maintenant queC est convexe. Soientf, g ∈ C et t ∈ [0, 1]. On a
tf + (1 − t)g ∈ L2 carL2 est un e.v.. Puis, du fait queα ≤ f ≤ β p.p. etα ≤ g ≤ β p.p., on déduit
immédiatement queα ≤ tf + (1 − t)g ≤ β p.p.. Donc,tf + (1 − t)g ∈ C.

Pour montrer queC est fermée, soient(fn)n∈N ⊂ C et f ∈ L2 t.q.fn → f dansL2, quandn→ ∞. On peut
montrer queα ≤ f ≤ β p.p. comme dans le corrigé 122 (question 2) ou (pour changer de méthode. . . ) de la
manière suivante :

D’après le théorème 6.3 (réciproque partielle de la convergence dominée), il existe une sous suite de la suite
(fn)n∈N convergeant p.p. versf , c’est-à-dire il existeϕ : N → N t.q. ϕ(n) → ∞ quandn→ ∞ et
fϕ(n) → f p.p. quandn→ ∞. Commeα ≤ fϕ(n) ≤ β p.p., on en déduitα ≤ f ≤ β p.p., et donc quef ∈ C.
ce qui prouve queC est fermée.

(b) On montre maintenant quePCf = max{min{f, β}, α}.

On confond comme d’habitudef avec l’un de ses représentants, et on définitg par

g = max{min{f, β}, α} = α1{f<α} + f1{α≤f≤β} + β1{f>β}.
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g est donc une fonction mesurable deR dansR. Puis, comme|g| ≤ |f | p.p., on a bieng ∈ L2 (et doncg ∈ L2

avec la confusion habituelle). Enfin, il est immédiat queα ≤ g ≤ β p.p.. Donc,g ∈ C.

Pour montrer queg = PCf , on utilise la première caractérisation de la projection (proposition 6.15). Soit
h ∈ C, on a :

(f − g/g − h)2 =

∫
(f − g)(g − h)dλ

=

∫
(f − α)(α − h)1{f<α}dλ+

∫
(f − β)(β − h)1{f>β}dλ ≥ 0,

carα ≤ h ≤ β p.p.. On en déduit queg = PCf .

—————————————————————————————–

Corrigé 126
Soit (E, T,m) un espace mesuré etLp = LpR(E, T,m).

1. On suppose ici qu’ il existeA etB ∈ T t.q.A ∩B = ∅, et0 < m(B) < +∞, 0 < m(A) < +∞. Montrer que
Lp est un Hilbert si et seulement sip = 2. [On pourra utiliser l’identité du parallèlogramme avec des fonctions
deLp bien choisies.]

—————————————corrigé—————————————–
On sait déjà queL2 est un espace de Hilbert.

On suppose maintenant quep 6= 2 (etp ∈ [1,∞]) et on va montrer queLp n’est pas un espace de Hilbert. Pour
cela , On posef = 1A et g = 1B. On a bienf, g ∈ Lp. On va montrer que l’identité du parallèlogramme n’est
pas vérifiée pour ces deux fonctions. On distingue les casp <∞ etp = ∞.

Premier cas :p <∞. On posea = m(A) et b = m(B) (noter quea, b ∈]0,∞[). On a :

1

2
(‖f + g‖2

p + ‖f − g‖2
p) = (a+ b)

2
p , ‖f‖2

p + ‖g‖2
p = a

2
p + b

2
p .

On en déduit12 (‖f+g‖2
p+‖f−g‖2

p)−‖f‖2
p+‖g‖2

p = (a+b)α(1−ha(t)) avecα = 2
p ethα(t) = tα+(1−t)α,

t = a
a+b ∈]0, 1[.

Un étude de la fonctionhα montre que :
– Siα ∈]0, 1[, on ahα(t) > 1 pour toutt ∈]0, 1[,
– Siα ∈]1,∞[, on ahα(t) < 1 pour toutt ∈]0, 1[.
L’identité du parallèlogramme n’est donc pas vérifiée pour ces fonctionsf et g, ce qui prouve que la norme de
Lp n’est pas induite pas un produit scalaire.
Deuxième cas :p = ∞. Dans ce cas, on a :

1

2
(‖f + g‖2

p + ‖f − g‖2
p) = 1, ‖f‖2

p + ‖g‖2
p = 2.

On en déduit12 (‖f + g‖2
p+ ‖f − g‖2

p)−‖f‖2
p+ ‖g‖2

p = −1 6= 0. L’identité du parallèlogramme n’est donc pas
vérifiée pour ces fonctionsf etg, ce qui prouve que la norme deLp n’est pas induite pas un produit scalaire.

—————————————————————————————–

2. Montrer que pourm = δ0 (mesure de Dirac en0), LpR(R,B(R),m) est un Hilbert pour toutp ∈ [1,+∞].
—————————————corrigé—————————————–

Soit f ∈ LpR(R,B(R),m). On a‖f‖p = |f(0)| (noter que tous les représentants def ont la même valeur en0
carm({0}) > 0).
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Il est facile de voir que la norme deLp est induite pas un produit scalaire, notée(·/·), ce produit scalaire est
défini par :

(f/g) = f(0)g(0), pourf, g ∈ Lp.

L’espaceLp est donc un espace de Hilbert.
—————————————————————————————–

Corrigé 127 (Espacel2)
On notem la mesure du dénombrement surP(N), c’est-à-direm(A) = card(A) siA est fini etm(A) = ∞ siA
n’est pas fini.

On notel2 = L2
R(N,P(N),m).

1. Montrer que chaque élément del2 ne contient qu’un seul élément de l’espaceL2
R(N, P(N), m).

—————————————corrigé—————————————–
(Noter d’abord quem est bien une mesure surP(N).)

Soientf, g ∈ L2 = L2
R(N,P(N),m) t.q.f = g p.p.. Pour toutn ∈ N, on af(n) = g(n) carm({n}) = 1 > 0.

On en déduit quef = g. Ceci montre bien que chaque élément del2 ne contient qu’un seul élément de l’espace
L2.

—————————————————————————————–
2. Montrer que l’inégalité de Cauchy-Schwarz surl2 donne :

(
∑

n∈N

anbn)
2 ≤

∑

n∈N

a2
n

∑

n∈N

b2n

pour toutes suites(an)n∈N, (bn)n∈N ⊂ R+ t.q.
∑
n∈N a

2
n <∞ et

∑
n∈N b

2
n <∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soient(an)n∈N, (bn)n∈N ⊂ R+ t.q.

∑
n∈N a

2
n < ∞ et

∑
n∈N b

2
n < ∞ (on peut aussi prendrean, bn ∈ R au

lieu deR+).
On définitf, g : N → R parf(n) = an etg(n) = bn pourn ∈ N. Les fonctionsf et g sont mesurables (toute
fonction deN dansR est mesurable car la tribu choisie surN estP(N)) et on a bienf, g ∈ L2 car :

∫
f2dm =

∑

n∈N

a2
n <∞ et

∫
g2dm =

∑

n∈N

b2n <∞. (17.18)

En effet, pour montrer (17.18), il suffit, par exemple, de remarquer que

f2 =
∑

n∈N

a2
n1{n} etg2 =

∑

n∈N

g2
n1{n}

et d’utiliser le premier corollaire du théorème de convergence monotone (corollaire 4.1).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors quefg ∈ L1
R(N,P(N),m), c’est-à-dire :

∑

n∈N

|anbn| <∞,

et que(f/g)2 ≤ ‖f‖2‖g‖2. On en déduit :

(
∑

n∈N

anbn)
2 ≤

∑

n∈N

a2
n

∑

n∈N

b2n.

—————————————————————————————–
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3. Soitϕ : N⋆ → N⋆, bijective. Montrer que
∑

n∈N⋆
ϕ(n)
n2 = ∞. [On pourra commencer par montrer que∑n

p=1
1

ϕ(p) ≤∑n
p=1

1
p pour toutn ∈ N⋆ puis utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit n ∈ N⋆. On peut ordonner l’ensemble desϕ(p), p ∈ {1, . . . , n}, selon l’ordre croissant, c’est-à-dire :
{ϕ(p), p ∈ {1, . . . , n}} = {p1, . . . , pn} avecpi < pi+1 pour touti ∈ {1, . . . , n− 1} (on utilise ici l’injectivité
deϕ). Commeϕ prend ses valeurs dansN⋆, on ap1 ≥ 1. On en déduit (par récurrence finie suri) quepi ≥ i,
pour touti ∈ {1, . . . , n}, et donc :

n∑

p=1

1

ϕ(p)
=

n∑

i=1

1

pi
≤

n∑

p=1

1

p
. (17.19)

On utilise maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz de la question précédente avecap =

√
ϕ(p)

p , bp = 1√
ϕ(p)

pourp = 1, . . . , n etap = bp = 0 pourp > n, on obtient :

(

n∑

p=1

1

p
)2 = (

n∑

p=1

apbp)
2 ≤

n∑

p=1

ϕ(p)

p2

n∑

p=1

1

ϕ(p)
.

En utilisant (17.19), on en déduit :
n∑

p=1

1

p
≤

n∑

p=1

ϕ(p)

p2
,

et donclimn∈N

∑n
p=1

ϕ(p)
p2 ≥ limn∈N

∑n
p=1

1
p = ∞.

(Noter que cette démonstration reste vraie lorsqueϕ est seulement injective.)
—————————————————————————————–

Corrigé 128 (Isométrie d’un espace de Hilbert avecl2)
SoitH un espace de Hilbert réel, de dimension infinie et séparable.Soit {en, n ∈ N} une base hilbertienne deH
(une telle base existe, cf. proposition 6.17).

Pouru ∈ H , on définitau ∈ l2 (l2 est défini à l’exercice 6.35) parau(n) = (u/en)H , pour toutn ∈ N. (On
montrera tout d’abord queau est bien un élément del2.)

Montrer que l’applicationA : u 7→ au (est linéaire et) est une isométrie deH dansl2, c’est-à-dire que‖au‖l2 =
‖u‖H pour toutu ∈ H .

Montrer queA est bijective (il faut donc montrer que, pour touta ∈ l2, il existeu ∈ H t.q.a = au).

—————————————corrigé—————————————–
La fonctionau est mesurable deN dansR (toute fonction deN dansR est mesurable car la tribu choisie surN
estP(N)). En notantm la mesure du dénombrement surP(N) (voir l’exercice 6.35, corrigé 127), on a

∫
a2
udm =∑

n∈N(u/en)
2
H . L’égalité de Bessel (voir la proposition 6.18) donne alorsqueau ∈ l2 et‖au‖l2 = ‖u‖H.

Il est immédiat de voir que l’applicationA : u 7→ au est linéaire, l’applicationA est donc une isométrie deH
dansl2 (ceci donne, en particulier, queA est injective). Il reste à montrer queA est surjective.

Soit a ∈ l2. On notean = a(n) pourn ∈ N, de sorte que(an)n∈N ⊂ R et
∑

n∈N a
2
n < ∞. Pourn ∈ N, on pose

fn =
∑n
p=1 apep. La suite(fn)n∈N est de Cauchy dansH car, pourm > n, ‖fm − fn‖2

H =
∑m

p=n+1 a
2
p ≤∑∞

p=n+1 a
2
p → 0 quandn → ∞. Il existe doncu ∈ H t.q.fn → u, dansH , quandn→ ∞. Le troisième item de

la proposition 6.18 page 150 donne alors quea = au. Ceci montre bien queA est surjective.
—————————————————————————————–
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Corrigé 129 (Convergence p.s. et borneL2 donne convergenceL1)
Cet exercice reprend l’exercice 6.19 (pourq = 2 etp = 1) avec les termes probabilites et une méthode légèrement
différente. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé et(Xn)n∈N une suite de v.a.r.. On suppose
– Xn → 0 p.s., quandn→ ∞.
– E(X2

n) ≤ 1, pour toutn ∈ N.

1. Soitε > 0. Montrer queE(|Xn|) ≤ ε+
√
P (|Xn| > ε) pour toutn ∈ N.

—————————————corrigé—————————————–
On obtient, avec Cauchy-Scharwz,

E(|Xn|) =

∫

|Xn|≤ε
|Xn|dP +

∫

|Xn|>ε
|Xn|dP ≤ ε+

√
E(X2

n)
√
P (|Xn| > ε).

—————————————————————————————–

2. Montrer queXn → 0 dansL1
R(Ω,A, P ).

—————————————corrigé—————————————–
Soitε > 0, la convergence p.s. implique la convergence en probabilité. Il existe doncn0 ∈ N t.q.

n ≥ n0 ⇒ P (|Xn| > ε) ≤ ε2.

Avec la question 1, on a donc
n ≥ n0 ⇒ E(|Xn|) ≤ 2ε.

Ce qui prouve queXn → 0 dansL1.
—————————————————————————————–

3. Montrer, en donnant un exemple, que les hypothèses données au début de l’exercice n’entrainent pas les hypo-
thèses du théorème de convergence dominée.

—————————————corrigé—————————————–
On peut prendre(Ω,A, P ) = (]0, 1[,B(R), λ) etXn = n1]1/(n+1),1/n[ pourn ≥ 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 130 (Identités de Wald)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,(Xn)n∈N⋆ une suite v.a.r.i.i.d. etN une v.a. à valeurs dansN⋆. On pose
SN = X1 + . . .+XN (c’est-à-dire que, pourω ∈ Ω, SN (ω) =

∑N(ω)
n=1 Xn(ω)).

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r.N,X1, . . . , Xn, . . . sont indépendantes. Pourn ∈ N⋆, on pose
An = {ω ∈ Ω, N(w) = n} (on note, en général,An = {N = n}), Yn =

∑n
p=1Xp etZn =

∑n
p=1 |Xp|.

(a) Soitn ∈ N⋆. Montrer que1An
et Yn sont des v.a.r. indépendantes et que1An

etZn sont des v.a.r. indépen-
dantes.

(b) On suppose queN etX1 sont intégrables . Montrer queSN est intégrable et calculerE(SN ) en fonction de
E(N) etE(X1). [On pourra remarquer queSN =

∑∞
n=1 1An

Yn et |SN | ≤∑∞
n=1 1An

Zn.]

(c) On suppose queN et X1 sont de carré intégrable, montrer queSN est de carré intégrable et calculer sa
variance en utilisant les variances deN etX1.

2. On suppose maintenant que{N = n} ∈ σ(X1, . . . , Xn) pour toutn ∈ N⋆ (où σ(X1, . . . , Xn) est la tribu
engendrée parX1, . . . , Xn) et queE(X1) = 0.

(a) Montrer que1{n≤N} etXn sont des v.a.r. indépendantes.

(b) Reprendre les questions1(b) et 1(c). [On pourra écrireSN =
∑
n∈N⋆ 1{n≤N}Xn et utiliser, pour la ques-

tion 1(c), l’exercice 6.24.]
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N.B. : Le casE(X1) 6= 0 peut aussi être traité. Il se ramène au casE(X1) = 0 en considérantYn = Xn −
E(Xn).

—————————————corrigé—————————————–
En attente

—————————————————————————————–

17.3 Théorème de Radon-Nikodym et Dualité dansLp

Corrigé 131 (Fonctions absolument continues)
Soit−∞ < a < b < +∞. On admet les 2 résultats suivant :
– Toute fonction monotone définie sur[a, b], à valeurs dansR, est dérivable en presque tout point de]a, b[.
– Soitf ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ). Pourx ∈ [a, b], on poseF (x) =
∫
f1]a,x[dλ. La fonctionF est alors dérivable

en presque tout point de]a, b[ et on aF ′ = f p.p..

1. (Fonctions monotones.) Soitf une fonction monotone croissante définie sur[a, b] et à valeurs dansR.

(a) Montrer quef ′ ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que

∫
f ′1]a,b[dλ ≤ f(b) − f(a).

[On pourra poserf(x) = f(b) pour x > b, considérerfn(x) = n(f(x + 1
n ) − f(x)) et remarquer que

fn → f ′ p.p. sur]a, b[.]
—————————————corrigé—————————————–

On remarque tout d’abord quef est mesurable (de]a, b[, muni de la tribu borélienne, dansR, muni de la
tribu borélienne) car l’image réciproque parf d’un intervalle deR est un intervalle de]a, b[). Comme|f | est
bornée (parmax(|f(b)|, |f(a)|)), on a aussif ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ).

On posef(x) = f(b) pour x > b (de sorte quef est maintenant monotone croissante, et donc mesu-
rable, de]a,∞[ dansR), et on définit pourn ∈ N⋆ la fonction fn par fn(x) = n(f(x + 1

n ) − f(x))
pourx ∈]a, b[. Pourn ∈ N, la fonctionfn est donc mesurable (de]a, b[ dansR) positive et (en notant que
f ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ) etf(· + 1
n ) ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ)) on a :

∫

]a,b[

fndλ = f(b) − n

∫

]a,a+ 1
n

[

fdλ ≤ f(b) − f(a) (17.20)

Commef est dérivable p.p., on afn → f ′ p.p. sur ]a, b[, c’est-à-dire qu’il existeA ∈ B(]a, b[) t.q.
λ(]a, b[\A) = 0 et fn(x) → f ′(x) pour toutx ∈ A. On poseg(x) = f ′(x) si x ∈ A et g(x) = 0 si-
non. Le lemme de Fatou appliqué à la suitefn donne (par (17.20)) queg est mesurable positive (de]a, b[ dans
R+) et ∫

]a,b[

gdλ ≤ f(b) − f(a).

On a doncf ′ ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ) (au sens où l’on confondf ′ et la classe deg carf ′ = g p.p.) et

∫

]a,b[

f ′dλ ≤ f(b) − f(a).

—————————————————————————————–
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(b) Donner un exemple pour lequel l’inégalité de la questionprécédente est stricte. (Les courageux pourront
chercher un exemple pour lequelf est continue. . . )

—————————————corrigé—————————————–
Un exemple facile est obtenu en prenantf(x) = 0 si x ∈ [a, a+b2 ] et f(x) = 1 si x ∈]a+b2 , b]. On a alors
f ′ = 0 p.p. etf(b) − f(a) = 1.

On peut obtenir un exemple avecf continue en construisantf à partir de l’ensemble de Cantor (f est prise
constante sur chacun des intervalles ouverts formant le complémentaire de l’ensemble de Cantor, on a ainsi
f ′ = 0 p.p.).

—————————————————————————————–

2. (Fonctions absolument continues.)
Une fonction définie sur[a, b] et à valeurs dansR est diteabsolument continuesi pour toutε > 0 il existeδ > 0
tel que pour toute famille finie d’intervalles deux à deux disjoints(]ak, bk[)1≤k≤n dont la somme des longueurs
est inférieure àδ, on a

∑n
k=1 |f(bk) − f(ak)| < ε.

(a) Montrer que “absolue continuité” implique “uniforme continuité”.
—————————————corrigé—————————————–

Il suffit de prendren = 1, on remarque alors que :

a ≤ a1 < b1 ≤ b, b1 − a1 ≤ δ ⇒ |f(b1) − f(a1)| < ε.

Ce qui donne l’uniforme continuité def .
—————————————————————————————–

(b) Montrer que l’ensemble des fonctions absolument continues sur[a, b] forme un espace vectoriel.
—————————————corrigé—————————————–

Soit f, g deux fonction absolument continues. Soitε > 0, il existe δ1 > 0 [resp.δ2 > 0] t.q. pour toute
famille finie d’intervalles deux à deux disjoints(]ak, bk[)1≤k≤n dont la somme des longueurs est inférieure à
δ1 [resp.δ2], on a

∑n
k=1 |f(bk) − f(ak)| < ε [resp.

∑n
k=1 |g(bk) − g(ak)| < ε]. On en déduit que pour toute

famille finie d’intervalles deux à deux disjoints(]ak, bk[)1≤k≤n dont la somme des longueurs est inférieure à
δ = min(δ1, δ2) > 0, on a

n∑

k=1

|(f + g)(bk) − (f + g)(ak)| < 2ε.

Ce qui prouve quef + g est absolument continue.

Il est facile de voir queαf est absolument continue sif est absolument continue etα ∈ R.

L’ensemble des fonctions absolument continues sur[a, b] forme donc un espace vectoriel.
—————————————————————————————–

3. (Fonctions absolument continues et fonctions monotones.) Une fonctionf définie sur[a, b] (et à valeurs dans
R) est diteà variation bornées’il existeC t.q. pour toute subdivision du segment[a, b], a = x0 < x1 < ... <
xn = b, on ait

∑n
k=1 |f(xk) − f(xk−1)| ≤ C. Pour une fonctionf à variation bornée, on peut définir, pour

a < x ≤ b, V xa [f ] par :

V xa [f ] = sup{
n∑

k=1

|f(xk) − f(xk−1)| , a = x0 < x1 < ... < xn = x, n ∈ N⋆}.

On pose aussiV aa [f ] = 0.
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(a) Montrer que toute fonction absolument continue est à variation bornée.

(b) Montrer pour toute fonctionf (définie sur[a, b] et) absolument continue, la fonctionx 7→ V xa [f ] est absolu-
ment continue sur[a, b]. En déduire que toute fonction absolument continue (définiesur[a, b]) est la différence
de deux fonctions absolument continues monotones croissantes (et est donc dérivable en presque tout point
de]a, b[).

—————————————corrigé—————————————–
La question 3 est admise.

—————————————————————————————–

4. Soit f ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ). Pourx ∈ [a, b], on poseF (x) =

∫
f1]a,x]dλ. Montrer queF absolument

continue.
—————————————corrigé—————————————–

Cette question est une conséquence de la proposition 4.9 du cours. Soitε > 0, il existeδ > 0 t.q.

(A ∈ B(]a, b[), λ(A) ≤ δ) ⇒
∫

A

|f |dλ ≤ ε.

Si (]ak, bk[)1≤k≤n est une famille finie d’intervalles deux à deux disjoints dont la somme des longueurs est
inférieure àδ, on poseA = ∪nk=1]ak, bk[. On aλ(A) =

∑n
k=1(bk − ak) ≤ δ et donc

∫
A
|f |dλ ≤ ε. On en

déduit le résultat désiré car :
n∑

k=1

|F (bk) − F (ak)| =

n∑

k=1

∣∣
∫

]ak,bk[

fdλ
∣∣ ≤

n∑

k=1

∫

]ak,bk[

|f | dλ =

∫

A

|f |dλ ≤ ε.

—————————————————————————————–

5. SoitF une fonction absolument continue et monotone croissante de[a, b] dansR. On prolonge cette fonction
sur R en posantF (x) = F (a) si x < a et F (x) = F (b) si x > b. Une version étendue du théorème de
Carathéodory (cette version étendue est donnée par le théorème de Lebesgue-Stieltjes, théorème 2.5, pour ce
résultat il suffit deF continue croissante) donne l’existence d’une (et une seule) mesuremF sur B(R) t.q.
mF (]α, β[) = F (β) − F (α) pour toutα, β ∈ R, α < β.

(a) Montrer quemF est absolument continue par rapport àλ. [Utiliser la régularité deλ et l’absolue continuité
deF .]

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(R) t.q.λ(A) = 0. On veut montrer quemF (A) = 0 (ceci donnera bien quemF est absolument
continue par rapport àλ).

Soit ε > 0. CommeF est absolument continue sur[a, b], il existeδ > 0 t.q. pour toute famille finie d’inter-
valles (de[a, b]) deux à deux disjoints(]ak, bk[)1≤k≤n dont la somme des longueurs est inférieure àδ, on a∑n

k=1 |F (bk) − F (ak)| < ε. CommeF est constante et égale àF (a) sur ] − ∞, a] et constante et égale à
F (b) sur [b,+∞[, cette propriété est aussi vrai si les intervalles sont des intervalles deR non nécessairement
inclus dans[a, b].

Par la régularité deλ, il existe un ouvertO ⊃ A t.q.λ(O) ≤ δ. Cet ouvertO peut s’écrire comme une réunion
au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux àdeux,O = ∪∞

k=1]ak, bk[ (avec éventuellement
ak = bk pour certaines valeurs dek). Pout toutn ∈ N⋆, on a

∑n
k=1(bk−ak) ≤

∑∞
k=1(bk−ak) = λ(O) ≤ δ

et donc :

mF (∪nk=1]ak, bk[) =

n∑

k=1

(F (bk) − F (ak)) ≤ ε.
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En faisant tendren vers l’infini, la continuité croissante demF donne :

mF (O) = lim
n→∞

mF (∪nk=1]ak, bk[) ≤ ε,

et doncmF (A) ≤ ε (carA ⊂ O). Commeε > 0 est arbitrairement petit, on en déduit bienmF (A) = 0.
—————————————————————————————–

(b) Montrer qu’il existeg ∈ L1
R(R,B(R), λ) t.q. F (β) − F (α) =

∫
g1]α,β[dλ, pour toutα, β ∈ R, α < β.

Montrer queg = F ′ p.p. sur]a, b[.
—————————————corrigé—————————————–

CommemF est absolument continue par rapport àλ, le théorème de Radon-Nikodym (théorème 6.11) donne
l’existence deg ∈ M+(R,B(R)) t.q.mF = gλ. On a donc, pour toutα, β ∈ R, avecα < β :

F (β) − F (α) = mF (]α, β[) =

∫
g1]α,β[dλ.

En faisant tendreα vers−∞ et β vers +∞, on en déduit
∫
gdλ = F (b) − F (a) < ∞ et doncg ∈

L1(R,B(R), dλ) (au sens de la confusion habituelle, c’est-à-dire “il existeh ∈ L1(R,B(R), dλ) t.q. g = h
p.p.").

Pour toutx ∈ [a, b], on aF (x) = F (a)+
∫
g1]a,x[dλ. Le deuxième résultat admis donné au début de l’énoncé

donne donc queF est dérivable p.p. sur]a, b[ etF ′ = g p.p. sur]a, b[.
—————————————————————————————–

6. SoitF une fonction absolument continue de[a, b] dansR. Montrer queF est dérivable en presque tout point de
]a, b[, queF ′ ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que pour toutx ∈ [a, b] on a

F (x) − F (a) =

∫
F ′1]a,x[dλ.

—————————————corrigé—————————————–
D’après la question 3-(b), la fonctionF est la différence de deux fonctions absolument continues monotones
croissantes, notéesF1 etF2. On peut alors appliquer la question 5-(b) àF1 etF2, elle donne queF1 etF2 sont
dérivables p.p. sur]a, b[, queF ′

1, F
′
2 ∈ L1

R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que, pour toutx ∈ [a, b] :

F1(x) − F1(a) =

∫
F ′

11]a,x[dλ, F2(x) − F2(a) =

∫
F ′

21]a,x[dλ.

CommeF = F1 − F2, on en déduit queF est dérivable p.p. sur]a, b[, queF ′ ∈ L1
R(]a, b[,B(]a, b[), λ) et que,

pour toutx ∈ [a, b] :

F (x) − F (a) =

∫
F ′1]a,x[dλ.

—————————————————————————————–

Corrigé 132 (DualitéL1-L∞ par le théorème de Radon-Nikodym)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini etT ∈ (L1

R(E, T,m))′. On suppose queT est positive, c’est à dire que, pour
f ∈ L1

R(E, T,m), f ≥ 0 p.p. impliqueT (f) ≥ 0.

1. PourA ∈ T , on poseµ(A) = T (1A). Montrer queµ est bien définie et queµ est une mesure finie surT .

Attention, il y a toujours cette confusion malheureuse de notations, la même lettreT désigne la tribu surE et un
élément de(L1

R(E, T,m))′.
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On noteLr = LrR(E, T,m) etLr = LrR(E, T,m) (pourr = 1 et r = ∞).

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ T (tribu surE), commem est une mesure finie, on a1A ∈ L1 (et donc1A ∈ L1 en confondant un
élément deL1 avec sa classe dansL1). On peut définirµ(A) parT (1A).

Pour montrer queµ est une mesure surT , on remarque tout d’abord queµ(∅) = T (1∅) = T (0) = 0. Puis, soit
(An)n∈N ⊂ T t.q.An ∩ Am = ∅ si n 6= m. On poseA = ∪n∈NAn. En utilisant le théorème de convergence
dominée, on remarque que

∑N
n=0 1An

→ 1A dansL1 quandN → ∞ (en effet, on a bien une convergence p.p.
et une domination par1E qui est intégrable). CommeT ∈ (L1)′, on a donc

∑N
n=0 T (1An

) = T (
∑N
n=0 1An

) →
T (1A) quandN → ∞. Avec la définition deµ, on en déduit :

N∑

n=0

µ(An) → µ(A) quandN → ∞.

Ce qui montre bien queµ est une mesure surT .

Pour montrer queµ est finie, il suffit de remarquer queµ(E) = T (1E) ∈ R (noter que1E ∈ L1).
—————————————————————————————–

2. En utilisant le théorème de Radon-Nikodym, montrer qu’ilexisteg ∈ M+ t.q. T (1A) =
∫
g1Adm pour tout

A ∈ T .

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ T t.q.m(A) = 0. On a donc1A = 0 p.p.. On en déduit queµ(A) = T (1A) = 0 (la fonction1A est un
élément de la classe de0 dansLp).

La mesureµ est donc absolument continue par rapport à la mesurem. On peut appliquer le théorème de Radon-
Nikodym (théorème 6.11), il donne l’existence deg ∈ M+ t.q. :

T (1A) = µ(A) =

∫
g1Adm pour toutA ∈ T. (17.21)

—————————————————————————————–

3. Montrer queg ∈ L∞
R (E, T,m) (plus précisément, il existeh ∈ L∞

R (E, T,m) t.q. h = g p.p.). [On pourra
montrer que‖g‖∞ ≤ ‖T ‖(L1)′ en choissisant bienA dans la formule trouvée à la question précédente.]

—————————————corrigé—————————————–
On prendA = {g > ‖T ‖(L1)′}. Sim(A) > 0, on a, avec (17.21), en remarquant que‖1A‖1 = m(A) :

‖T ‖(L1)′m(A) <

∫
g1Adm = T (1A) ≤ ‖T ‖(L1)′m(A),

ce qui est impossible. On a doncm(A) = 0, ce qui prouve queg = h p.p. avech définie parh = g surAc et
h = 0 surA. Commeh ∈ L∞, on a doncg ∈ L∞ (au sens “il existeh ∈ L∞

R (E, T,m) t.q.h = g p.p.").

On a aussi montré que‖g‖∞ = ‖h‖∞ ≤ ‖T ‖(L1)′ .
—————————————————————————————–

4. Montrer queT (f) =
∫
gfdm pour toutf ∈ L1

R(E, T,m).

—————————————corrigé—————————————–
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Grâce à (17.21), on a, pour toutf = 1A avecA ∈ T :

T (f) =

∫
gfdm. (17.22)

Par linéarité deT (surL1) et par linéarité de l’intégrale, on en déduit que (17.22) est encore vraie sif ∈ E+∩L1

(on confond encoref et sa classe).

Puis, sif ∈ M+ ∩ L1, il existe (fn)n∈N ∈ E+ t.q. fn ↑ f quandn→ ∞. Commef ∈ L1 et gf ∈ L1, le
théorème de convergence dominée donnefn → f dansL1 et gfn → gf dansL1 quandn→ ∞ (noter que
(fn)n∈N est dominée parf et (gfn)n∈N est dominée pargf ). En écrivant (17.22) avecf = fn et en faisant
n→ ∞, on en déduit (17.22). L’égalité (17.22) est donc vraie pourtoutf ∈ M+ ∩ L1.

Soit enfinf ∈ L1 (on confondf avec l’un de ses représentants). On écrit alors (17.22) pourf = f+ ∈ M+∩L1

etf = f− ∈ M+ ∩ L1. En faisant la différence on en déduit (17.22).

L’égalité (17.22) est donc vraie pour toutf ∈ L1.
—————————————————————————————–

Corrigé 133 (Décomposition d’une mesure)
Soit d > 1 etm une mesure sur les boréliens deRd. On suppose quem(Rd) < +∞. On noteB(Rd) l’ensemble
des boréliens deRd etλd la mesure de Lebesgue surB(Rd). On pose

α = sup{m(C), C ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0},

1. Montrer qu’il existeC ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0 etα = m(C).
—————————————corrigé—————————————–

Soit (Cn)n∈N une suite deB(Rd) t.q.λd(Cn) = 0 pour toutn et supn∈Nm(Cn) = α. On poseC = ∪n∈NCn.
On a doncλd(C) = 0 (parσ-sous additivité deλd) etm(C) = α (par monotonie dem et définition deα).

—————————————————————————————–

SoitC ∈ B(Rd) t.q.λd(C) = 0 etα = m(C).
PourA ∈ B(Rd), on poseν(A) = m(A ∩ C) etµ(A) = m(A ∩Cc).

2. Montrer queµ etν sont des mesures surB(Rd) et queν est étrangère àλd.
—————————————corrigé—————————————–

Commem(∅) = 0, on a aussiν(∅) = µ(∅) = 0. Laσ-addivité dem donne laσ-addivité deν etµ. Ceci prouve
queµ etν sont des mesures.

Commeλd(C) = 0 etν(Cc) = m(C ∩Cc) = 0, les mesuresν etλd sont étrangères.
—————————————————————————————–

3. Montrer queµ est absolument continue par rapport aλd. En déduire qu’il existe une fonctionf borélienne de
Rd dansR+ t.q.m = fλd + ν.

—————————————corrigé—————————————–
SoitB ∈ B(Rd) t.q.λd(B) = 0. On poseD = C ∪ (B ∩ Cc). On a donc0 ≤ λd(D) ≤ λd(C) + λd(B) = 0
et doncα = m(C) ≤ m(D) ≤ α. Ce qui prouve quem(D) = α. Commem(D) = m(C) + m(B ∩ Cc) =
α +m(B ∩ Cc), on a doncm(B ∩ Cc) = 0, c’est-à-direµ(B) = 0 (on a utilisé ici que fait queα < +∞, ce
qui est dû au fait quem est une mesure finie). On a ainsi montré queµ << λd. On peut maintenant appliquer le
théorème de Radon-Nikodym (théorème 6.11), il donne l’existence d’une fonctionf borélienne deRd dansR+

t.q.µ = fλd.

Pour toutA ∈ B(Rd), on am(A) = m(A∩C)+m(A∩Cc) = ν(A)+µ(A). On a doncm = µ+ν = fλd+ν.
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—————————————————————————————–
N.B. Dans ce corrigé, on a essentiellement repris la démonstration de la proposition 2.4 (qui considère un cas
plus général) et utilisé pour conclure le théorème de Radon-Nikodym.

Corrigé 134 (Une démonstration de la dualitéLp − Lq pour p < 2)
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ−fini et 1 ≤ p < 2. On poseq = p/(p−1) et on noteLr l’espaceLrR(E, T,m)
(pourr = p, r = q et r = 2). SoitT ∈ (Lp)′. (Attention aux notations maladroites carT représente à la fois la
tribu surE et la forme linéaire continue surLp. . . , cette confusion de notations sera corrigée dans une prochaine
version !)

1. On considére d’abord le cas oùm(E) < +∞.

(a) Montrer queL2 ⊂ Lp et que l’injection canonique deL2 dansLp est continue.

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est faite dans la proposition 6.8 page 135. Enparticulier, l’inégalité (6.12) donne‖f‖p ≤
C‖f‖2 pour toutf ∈ L2 avecC ne dépendant que dep etm(E). En fait, sim(E) > 0, le plus petitC
possible dans cette inégalité estC = (m(E))

1
p
− 1

2 (voir la remarque 6.6).
—————————————————————————————–

(b) Montrer qu’il existeg ∈ L2 t.q.T (f) =
∫
fgdm pour toutf ∈ L2.

—————————————corrigé—————————————–
On appelleS la restriction deT aL2. La question précédente montre queS est bien défini est queS ∈ (L2)′.
CommeL2 est un espace de Hilbert, le théorème de représentation de Riesz (théorème 6.9) donne l’existence
(et l’unicité) deg ∈ L2 t.q.S(f) = (f/g)2 =

∫
fgdm pour toutf ∈ L2. CommeS = T surL2, on a donc

bien :

T (f) =

∫
fgdm pour toutf ∈ L2. (17.23)

—————————————————————————————–

(c) Montrer que la fonctiong, trouvée à la question précédente, appartient àLq [distinguer les casp > 1 etp = 1.
Dans le casp > 1, on pourra considérer les fonctionsfn = |g|(q−2)g1{|g|≤n}. Dans le casp = 1, prendre
f = sgn(g)1A oùA = {|g| > ‖T ‖(Lp)′}.]

—————————————corrigé—————————————–
Dans toute la suite, on posera aussiLr = LrR(E, T,m) (pourr = p, r = q etr = 2).

Casp > 1. Dans ce cas, on a2 < q < ∞. On confond, comme d’habitude,g avec l’un de ses représentants,
de sorte queg ∈ L2. On pose alorsfn = |g|(q−2)g1{|g|≤n}. La fonctionfn est mesurable (comme produit de
fonctions mesurables et bornée, on a doncfn ∈ L∞ ⊂ L2 ⊂ Lp.
On peut donc prendref = fn dans (17.23), on obtient

∫
fngdm = T (fn) et donc, en notantBn = {|g| ≤ n} :

∫

Bn

|g|qdm = T (fn) ≤ ‖T ‖(Lp)′‖fn‖p.

Comme‖fn‖pp =
∫
Bn

|g|p(q−1)dm =
∫
Bn

|g|qdm, on en déduit :

(

∫

Bn

|g|qdm)
1
q ≤ ‖T ‖(Lp)′ . (17.24)
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On remarque maintenant que|g|q1Bn
↑ |g|q quandn→ ∞. On peut donc appliquer le théorème de conver-

gence monotone à la suite(|g|q1Bn
)n∈N, l’inégalité (17.24) donne alors :

(

∫
|g|qdm)

1
q ≤ ‖T ‖(Lp)′ .

On a doncg ∈ Lq (etg ∈ Lq en confondantg avec sa classe d’équivalence dansLq) et‖g‖q ≤ ‖T ‖(Lp)′ .

Cas p = 1. Dans ce cas, on aq = ∞. On confond aussig avec l’un de ses représentants, de sorte que
g ∈ L2. On pose maintenantA = {|g| > ‖T ‖(L1)′} et f = sgn(g)1A. La fonctionf est donc étagée et on a
f ∈ L∞ ⊂ L2 ⊂ L1.

On obtient alors, avec (17.23) :
∫

A

|g|dm =

∫
fgdm = T (f) ≤ ‖T ‖(L1)′‖f‖1 = ‖T ‖(L1)′(m(A)). (17.25)

Or, sim(A) > 0, on a (par la définition deA),
∫
A |g|dm > ‖T ‖(L1)′m(A), en contradiction avec (17.25). On

a doncm(A) = 0, ce qui donneg ∈ L∞ (etg ∈ L∞ en confondantg avec sa classe d’équivalence dansL∞)
et‖g‖∞ ≤ ‖T ‖(L1)′ .

—————————————————————————————–

(d) Si f ∈ Lp, montrer quefn = f1{|f |≤n} ∈ L2. En déduire que il existeg ∈ Lq t.q. T (f) =
∫
fgdm, pour

toutf ∈ Lp.

—————————————corrigé—————————————–
La fonctiong recherchée est, bien sûr, celle trouvée dans les questions précédentes.

Soit f ∈ Lp. On confondf avec l’un de ses représentants, de sorte quef ∈ Lp. Pourn ∈ N, on pose
fn = f1{|f |≤n}. La fonctionfn est donc mesurable (comme produit de fonctions mesurables)et bornée,
doncfn ∈ L∞ ⊂ L2. On peut donc prendref = fn dans (17.23), on obtient :

T (fn) =

∫
fngdm pour toutn ∈ N. (17.26)

Le théorème de convergence dominée dansLp (théorème 6.1) donne quefn → f dansLp quandn→ ∞
(la suite(fn)n∈N converge bien p.p. versf et est dominée par|f | ∈ Lp). CommeT ∈ (Lp)′, on a donc
T (fn) → T (f) quandn→ ∞. D’autre part, commeg ∈ Lq, on a

∫
fngdm →

∫
fgdm quandn→ ∞ (en

effet, l’inégalité de Hölder donne|
∫
fngdm−

∫
fgdm| ≤ ‖fn−f‖p‖g‖q). On déduit donc de (17.26), quand

n→ ∞, queT (f) =
∫
fgdm.

—————————————————————————————–

2. On considére maintenant le cas oùm(E) = +∞. Commem estσ-finie, on peut écrireE = ∪n∈NAn, avec
An ⊂ An+1 etm(An) < +∞. On noteTn = {A ∈ T ,A ⊂ An},mn = m|Tn

etLr(mn) = LrR(An, Tn,mn)
(r = p ou q).

(a) Soitn ∈ N. Pourf ∈ Lp(mn), on poseTn(f) = T (f̃) avecf̃ = f p.p. surAn et f̃ = 0 p.p. sur(An)c.
Montrer queTn ∈ (Lp(mn))

′ et qu’il existegn ∈ Lq(mn) t.q. :

Tn(f) =

∫
fgndmn, ∀f ∈ Lp(mn).

—————————————corrigé—————————————–

436



On a déjà vu queTn est une tribu surAn (tribu trace) et quemn est une mesure surTn (mesure trace, voir
l’exercice 2.16 par exemple).

Attention ici aussi à la confusion de notations entreTn tribu etTn forme linéaire surLp(mn).

La définition deTn est cohérente car, sif ∈ Lp(mn), on confondf avec l’un de ses représentants et la
fonction f̃ est alors p.p. égale àf prolongée par0 hors deAn, qui est bien un élément deLp. On a donc
f̃ ∈ Lp (avec la confusion habituelle) etT (f̃) est bien défini (il ne dépend du représentant choisi dans la
classe def ).

On remarque aussi queTn est linéaire et que, pourf ∈ Lp(mn),

|Tn(f)| = |T (f̃)| ≤ ‖T ‖(Lp)′‖f̃‖Lp = ‖T ‖(Lp)′‖f‖Lp(mn).

Donc,Tn ∈ (Lp(mn))′ et ‖Tn‖(Lp(mn))′ ≤ ‖T ‖(Lp)′ . Commemn(An) = m(An) < ∞, on peut alors
utiliser la première partie, elle donne qu’il existegn ∈ Lq(mn) t.q. :

Tn(f) =

∫
fgndmn, ∀f ∈ Lp(mn).

La première partie donne aussi :

‖gn‖Lq(mn) ≤ ‖Tn‖(Lp(mn))′ ≤ ‖T ‖(Lp(m))′ . (17.27)

—————————————————————————————–
On utilise(gn)n∈N dans les questions suivantes.

(b) Montrer que sim ≥ n, gn = gm p.p. surAn.

—————————————corrigé—————————————–
Soitf ∈ Lp = LpR(E, T,m) t.q.f = 0 p.p. surAcn. On notefn la restriction def àAn etfm la restriction def
àAm. En confondant, comme d’habitude, un élément deLp avec l’un de ses représentants, on afn ∈ Lp(mn),
fm ∈ Lp(mm) etTn(fn) = Tm(fm) = T (f). Donc,

∫
fngndmn =

∫
fmgmdmm.

Commefn = fm = f surAn et quemn est aussi la restriction demm surAn, on a donc :
∫
fn(gn − gm)dmn = 0.

En prenantf = sign(gn − gm)1{gn 6=gm} surAn etf = 0 surAcn (on a ici choisi des représentants pourgn et
gm), on en déduitgn = gm mn-p.p. surAn, c’est-à-diregn = gm p.p. surAn, carmn est la restriction dem
surAn (p.p. est alors pris au sensm-p.p.).

—————————————————————————————–

(c) On définitg : E → R parg = gn surAn.

i. Montrer queg ∈ Lq(E). (Distinguer les casq < +∞ etq = +∞.)

—————————————corrigé—————————————–
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Plus précisément, on peut choisir, pour toutn ∈ N un représentant degn de manière à avoirgn = gm sur
toutAn pourm ≥ n. On peut alors définirg : E → R parg = gn surAn. La fonctiong est mesurable de
E dansR (cargn est mesurable deAn dansR).

Casp > 1. (c’est-à-direq <∞). Dans ce cas, on remarque quehn ↑ |g| quandn→ ∞ avechn défini par
hn = |gn| surAn ethn = 0 surAcn. Le théorème de convergence monotone donne alors :

∫
|g|qdm = lim

n→∞

∫
hqndm = lim

n→∞

∫
|gn|qdmn.

Comme
∫
|gn|qdmn ≤ ‖T ‖q(Lp)′ (d’après 17.27), on en déduit queg ∈ Lq (et ‖g‖q ≤ ‖T ‖(Lp)′ ). Donc,

g ∈ Lq (en confondantg avec sa classe).

Casp = 1. (c’est-à-direq = ∞). Dans ce cas, on a, par (17.27),‖gn‖L∞(mn) ≤ ‖T ‖(L1)′ pour toutn ∈ N.
On en déduit que‖g‖∞ ≤ ‖T ‖(L1)′ (car{g > ‖T ‖(L1)′} = ∪n∈N{gn > ‖T ‖(L1)′}). Donc,g ∈ L∞ (en
confondantg avec sa classe).

—————————————————————————————–

ii. Montrer queT (f) =
∫
fgdm, pour toutf ∈ Lp.

—————————————corrigé—————————————–
Soitf ∈ Lp, on posefn = f1An

. D’après théorème de convergence dominé dansLp (théorème 6.1), on a
fn → f dansLp quandn→ ∞. Donc :

T (fn) → T (f) quandn→ ∞. (17.28)

Or,T (fn) = Tn(hn), oùhn est la restriction defn àAn. On remarque alors que

Tn(hn) =

∫
gnhndmn =

∫
gfndm.

Commeg ∈ Lq, l’inégalité de Hölder donne que
∫
gfndm. →

∫
gfdm quandn→ ∞ (car |

∫
gfndm.−∫

gfdm| ≤ ‖g‖q‖fn − f‖p → 0 quandn→ ∞).

On a doncT (fn) = Tn(hn) →
∫
gfdm quandn→ ∞, ce qui, avec (17.28) donneT (f) =

∫
fgdm.

—————————————————————————————–

17.4 Convergence faible, faible-⋆, étroite, en loi. . .

Corrigé 135
Soient(E, T,m) un espace mesuré,(fn)n∈N ⊂ L2 = L2(E, T,m) et f ∈ L2 t.q. la suite(fn)n∈N tende faible-
ment versf dansL2, c’est-à-dire :

∫
fnϕdm→

∫
fϕdm pour toute fonctionϕ ∈ L2.

1. Montrer que‖f‖2 ≤ lim infn→+∞ ‖fn‖2.

—————————————corrigé—————————————–
Commefn → f faiblement versf dansL2 (quandn→ ∞) et quef ∈ L2, on a :

∫
fnfdm→

∫
f2dm = ‖f‖2

2 quandn→ ∞.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
∫
fnfdm ≤ ‖fn‖2‖f‖2. On en déduit, en faisant tendren vers l’infini :

‖f‖2
2 = limn→∞

∫
fnfdm = lim infn→∞

∫
fnfdm ≤ lim infn→∞ ‖fn‖2‖f‖2

= ‖f‖2 lim infn→∞ ‖fn‖2,

et donc‖f‖2 ≤ lim infn→∞ ‖fn‖2.
—————————————————————————————–

2. On suppose de plus que‖fn‖2 → ‖f‖2 lorsquen→ +∞. Montrer que la suite(fn)n∈N tend versf dansL2.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque que‖fn − f‖2

2 = (fn − f/fn − f)2 = ‖fn‖2
2 + ‖f‖2

2 − 2
∫
fnfdm. On a‖fn‖2

2 → ‖f‖2
2 et,

commefn → f faiblement dansL2, on a aussi
∫
fnfdm →

∫
f2dm = ‖f‖2

2, quandn→ ∞. On en déduit
donc que‖fn − f‖2 → 0 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 136 (Convergence faible)
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ−fini. Pour1 ≤ r ≤ ∞, on noteLr l’espaceLrR(E, T,m). Soit1 ≤ p < ∞ et
q = p/(p− 1). Soit(fn)n∈N ⊂ Lp etf ∈ Lp.

1. Montrer quefn → f faiblement dansLp quandn→ ∞ (voir la dénition 6.17) si et seulement si
∫
fngdm→

∫
fgdm, ∀g ∈ Lq. (17.29)

—————————————corrigé—————————————–
Le cours (théorème de dualité 6.10 page 157) donne que{ϕg, g ∈ Lq} = (Lp)′, avecϕg défini parϕg(f) =∫
fgdm (pourf ∈ Lp). Ceci donne bien le résultat demandé (c’est-à-dire :fn → f faiblement dansLp si et

seulement siϕg(fn) → ϕg(f) pour toutg ∈ Lq).
—————————————————————————————–

2. Montrer que‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p si fn → f faiblement dansLp, quandn→ ∞. [Utiliser (6.53) avec un
choix convenable deg.]

—————————————corrigé—————————————–
Soient(fn)n∈N ⊂ Lp etf ∈ Lp t.q.fn → f faiblement dansLp, quandn→ ∞. On confondf avec l’un de ses
représentant et on poseg = |f |p−1sign(f). La fonction est mesurable (comme produit de fonctions mesurables).
On a aussig ∈ Lq et, commeq(p− 1) = p, ‖g‖qq = ‖f‖pp. On en déduit, par l’inégalité de Hölder :

∫
fngdm ≤ ‖fn‖p‖g‖q = ‖fn‖p(

∫
|f |pdm)1−

1
p .

Quandn→ ∞, on obtient :
∫

|f |pdm =

∫
fgdm = lim

n→∞

∫
fngdm ≤ lim inf

n→∞
‖fn‖p(

∫
|f |pdm)1−

1
p ,

et donc‖f‖p ≤ lim infn→∞ ‖fn‖p.
—————————————————————————————–

On suppose dans les questions suivantes (questions3 à7) que :

m(E) <∞, fn → f p.p., ∃C t.q.‖fn‖p ≤ C, ∀n ∈ N. (17.30)
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3. On suppose, dans cette question, quep > 1.

(a) SoitN ∈ N etg ∈ Lq t.q. g = 0 p.p. surEcN avecEN = ∩n≥N{x ∈ E; |fn(x) − f(x)| ≤ 1}. Montrer que∫
fngdm→

∫
fgdm, quandn→ ∞.
—————————————corrigé—————————————–

Pour définirEN , on a, comme d’habitude, confondu les fonctionsfn etf avec l’un de leurs représentants.

On remarque queg(fn − f) → 0 p.p. et que, pourn ≥ N , |g(fn − f)| ≤ |g| p.p.. Commeg ∈ Lq ⊂ L1 (car
m(E) < ∞), on peut appliquer le théorème de convergence dominée. Il donne queg(fn − f) → 0 dansL1

et donc : ∫
gfndm→

∫
gfdm, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

(b) Montrer quefn → f faiblement dansLp. [Pourg ∈ Lq, introduiregN = g1EN
.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit g ∈ Lq (on confondg avec l’un de ses représentants). On posegN = g1EN

avecEN = ∩n≥N{x ∈ E;
|fn(x) − f(x)| ≤ 1}. On a alors :

∫
fngdm−

∫
fgdm =

∫
fn(g − gN )dm+

∫
fngNdm

−
∫
fgNdm+

∫
f(gN − g)dm.

(17.31)

CommegN → g p.p. quandN → ∞ (carfn → f p.p. quandn→ ∞), et que|gN | ≤ |g| p.p. (pour toutN ),
on peut appliquer le théorème de convergence dominée dansLq (théorème 6.1) carg ∈ Lq et q < ∞ (on a
besoin ici de l’hypothèsep > 1). Il donne :

gN → g dansLq, quandN → ∞. (17.32)

Soitε > 0. En utilisant l’inégalité de Hölder, l’hypothèse‖fn‖p ≤ C et (17.32), on peut donc choisirN t.q. :

|
∫
fn(gN − g)dm| ≤ ‖fn‖p‖gN − g‖q ≤ C‖gN − g‖q ≤ ε, (17.33)

pour toutn ∈ N et :

|
∫
f(gN − g)dm| ≤ ‖f‖p‖gN − g‖q ≤ ε, (17.34)

Puis,N étant fixé, la question précédente nous donne, quandn→ ∞,
∫
fngNdm →

∫
fgNdm.

Il existe doncn(ε) t.q.

n ≥ n(ε) ⇒ |
∫
fngNdm−

∫
fgNdm| ≤ ε. (17.35)

Avec (17.33), (17.34) et (17.35), on déduit alors de (17.31):

n ≥ n(ε) ⇒ |
∫
fngdm−

∫
fgdm| ≤ 3ε.

Ce qui prouve bien la convergence faible defn versf dansLp.
—————————————————————————————–
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(c) Donner un exemple avec(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) pour lequelfn 6→ f dansLp.

—————————————corrigé—————————————–

On prendfn = n
1
p 1]0, 1

n
[. On a‖fn‖p = 1, fn → 0 p.p. etfn 6→ 0 dansLp (quandn→ ∞).

—————————————————————————————–

4. On suppose, dans cette question, quep = 1. Montrer que‖f‖1 ≤ lim infn→∞ ‖fn‖1. Donner un exemple avec
(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) pour lequelfn 6→ f faiblement dansL1, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Le fait que‖f‖1 ≤ lim infn→∞ ‖fn‖1 est une conséquence immédiate du lemme de Fatou, lemme 4.6 (en
choisisant des représentants pourfn etf ).

On peut prendre, comme exemple,fn = n1]0, 1
n

[. On afn → 0 p.p.,‖fn‖1 = 1 et
∫
fnϕdm → 1 6= 0 si

ϕ = 1]0,1[ (doncfn 6→ 0 faiblement dansL1, quandn→ ∞).
—————————————————————————————–

5. On suppose, dans cette question, quep > 1 et on prend1 ≤ r < p. Montrer quefn → f dansLr, quand
n→ ∞. [On pourra, par exemple, utiliser le théorème de Vitali pour la suite(gn)n∈N avecgn = |fn − f |r.]

—————————————corrigé—————————————–
On posegn = |fn − f |r. On agn → 0 p.p. et, pour toutA ∈ T , on obtient en utilisant l’inégalité de Hölder
avec les fonctionsgn et1A et les exposantspr et son conjugué :

∫

A

gndm =

∫

A

|fn − f |r ≤ (

∫

A

|fn − f |pdm)
r
p (m(A))1−

r
p

≤ ‖fn − f‖rp(m(A))1−
r
p .

On en déduit, comme‖fn‖p ≤ C :
∫

A

gndm ≤ (C + ‖f‖p)r(m(A))1−
r
p ,

d’où l’on déduit que la suite(gn)n∈N est équiintégrable. Le théorème de Vitali (théorème 4.8, voir aussi l’exer-
cice 4.30) donne alors quegn → 0 dansL1, d’où l’on conclut quefn → f dansLr, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

6. Pour cette question, on retire dans (6.54) l’hypothèsem(E) <∞ et on suppose quep > 1. Montrer quefn → f
faiblement dansLp.

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit ici de reprendre la même démonstration qu’à la question 3 avecEN remplacé par̃EN = EN ∩ AN où
(An)n∈N ⊂ T est t.q.∪n∈NAn = E, An+1 ⊃ An pour toutn ∈ N etm(An) <∞ pour toutn ∈ N.

—————————————————————————————–

7. Dans cette question, on conserve l’hypothèse (6.54) maison ne suppose plus quef ∈ Lp. Montrer quef
appartient nécessairement àLp.

—————————————corrigé—————————————–
Le fait quef ∈ Lp est une conséquence immédiate du lemme de Fatou (appliqué à la suite(|fn|p)n∈N).

—————————————————————————————–

441



8. On prend maintenant(E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et on définitfn, pourn ∈ N par fn = 1 p.p. sur
]2k/n, (2k+ 1)/n[ pourk ∈ N, (2k+ 1)/n ≤ 1 etfn = −1 p.p. sur]2k− 1/n, 2k/n[ pourk ∈ N⋆, 2k/n ≤ 1.
Montrer quefn → 0 faiblement dansLp, pour tout1 ≤ p < ∞. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0, 1],R) dansL1.]

—————————————corrigé—————————————–
On se limite àn pair (la démonstration pourn impair est similaire).

On prend d’abordϕ ∈ C([0, 1],R). On a alors :

∫
fnϕdλ =

n
2 −1∑

k=0

∫ 2k+1
n

2k
n

(ϕ(x) − ϕ(x+
1

n
))dx.

On en déduit :

|
∫
fnϕdλ| ≤

∫ 1− 1
n

0

|ϕ(x) − ϕ(x+
1

n
)|dx→ 0 quandn→ ∞. (17.36)

Soit maintenantϕ ∈ L1. Soitε > 0. Il existeψ ∈ C([0, 1],R) t.q.‖ϕ− ψ‖1 ≤ ε. On a alors :

|
∫
fnϕdλ| ≤ |

∫
fnψdλ| + |

∫
fn(ψ − ϕ)dλ| ≤ |

∫ 1

0

fnψdλ| + ε.

Commeψ ∈ C([0, 1],R), on peut utiliser (17.36) (avecψ au lieu deϕ). Il existe doncn(ε) t.q. |
∫ 1

0 fnψdλ| ≤
ε pourn ≥ n(ε), et donc :

n ≥ n(ε) ⇒ |
∫
fnϕdλ| ≤ 2ε,

ce qui donne bien
∫
fnϕdλ→ 0, quandn→ ∞, pour toutϕ ∈ L1.

On en déduit bien quefn → 0 faiblement dansLp pour tout1 ≤ p < ∞ en utilisant la question 1 et le fait que
Lq ⊂ L1 pour toutq ≥ 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 137 (Convergence faible et non linéarité)
On désigne parλ la mesure de Lebesgue sur les boréliens de]0, 1[, parLp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ) et par
Lp l’espaceLpR(]0, 1[, B(]0, 1[), λ).

1. (Unicité de la limite faible). Soit(un)n∈N ⊂ L1 et u, v ∈ L1. On suppose queun → u faiblement dansL1,
quandn → ∞, (c’est-à-dire queT (un) → T (u) pour toute applicationT linéaire continue deL1 dansR) et
queun → v faiblement dansL1.

(a) Montrer que
∫
(u− v)φdλ = 0, pour toutφ ∈ L∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soitφ ∈ L∞. On sait que l’applicationw 7→

∫
wφdλ est une applicationT linéaire continue deL1 dansR

(voir la section 6.3). On a donc, quandn→ ∞ :
∫
unφdλ→

∫
uφdλ et

∫
unφdλ→

∫
vφdλ.

On en déduit bien que
∫
uφdλ =

∫
vφdλ c’est-à-dire

∫
(u − v)φdλ = 0.

—————————————————————————————–
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(b) Montrer queu = v p.p.. [Choisir convenablementφ dans l’égalité précécente.]

—————————————corrigé—————————————–
On choisit des représentants deu et v et on prendφ = sign(u − v)1{u 6= v}. La fonctionφ est mesurable
(et même étagée) et bornée, doncφ ∈ L∞ (ouφ ∈ L∞ avec la confusion habituelle). Ce choix deφ dans la
question précédente donne alors‖u− v‖1 = 0 et doncu = v p.p..

—————————————————————————————–

2. (Convergence forte contre convergence faible) Soit(vn)n∈N ⊂ L∞ et v ∈ L∞. On suppose qu’il existeC > 0
t.q.‖vn‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et quevn → v p.p., quandn→ ∞.

(a) Montrer quevn → v dansLp, quandn→ ∞, pour tout1 ≤ p <∞.

—————————————corrigé—————————————–
Ceci est une conséquence immédiate du théorème de convergence dominée dansLp (pour 1 ≤ p < ∞,
théorème 6.1). En effet, on avn → v p.p., |vn| ≤ C1]0,1[ p.p. (pour toutn ∈ N) et la fonctionC1]0,1[

appartient àLp.
—————————————————————————————–

(b) Donner un exemple pour lequelvn 6→ v dansL∞.

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de prendrevn = 1]0, 1

n
[ (plus précisément,vn est l’élément deL∞ donc1]0, 1

n
[ est l’un des représen-

tants) etv = 0. On a(vn)n∈N ⊂ L∞, ‖vn‖∞ = 1, pour toutn ∈ N, vn → 0 p.p. etvn 6→ 0 dansL∞ (quand
n→ ∞),

—————————————————————————————–

(c) Soit(un)n∈N ⊂ L1 etu ∈ L1. On suppose que‖un‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et queun → u faiblement dans
L1, quandn→ ∞. Montrer que

∫
unvndλ→

∫
uvdλ, quandn→ ∞. [Ecrirevn = v + (vn − v).]

—————————————corrigé—————————————–
On remarque que ∫

unvndλ =

∫
unvdλ +

∫
un(vn − v)dλ. (17.37)

Commeun → u faiblement dansL1, on a
∫
unvdλ→

∫
uvdλ, quandn→ ∞.

Le deuxième terme de (17.37) tends vers0 car |
∫
un(vn − v)dλ| ≤ ‖un‖∞‖vn − v‖1 ≤ C‖vn − v‖1 → 0,

quandn→ ∞, car on a montré précédemment quevn → v dansL1.

On en déduit bien que
∫
unvndλ→

∫
uvdλ, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

On se donne maintenant une fonctionϕ ∈ C(R,R).

3. Soitu ∈ L∞. Montrer queϕ ◦ u ∈ L∞.

—————————————corrigé—————————————–
– Commeϕ ∈ C(R,R), ϕ est borélienne (c’est-à-dire mesurable deR dansR, R étant muni de la tribu de

Borel). On en déduit queϕ ◦ u est mesurable comme composée de fonctions mesurables.
– On noteM = max{|ϕ(s)|, |s| ≤ ‖u‖∞}. On aM <∞ (carϕ est continue sur le compact[−‖u‖∞, ‖u‖∞])

et |ϕ ◦ u| ≤M p.p. car|u| ≤ ‖u‖∞ p.p.. On en déduit queϕ ◦ u ∈ L∞ et‖ϕ ◦ u‖∞ ≤M .
—————————————————————————————–
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4. Soitu ∈ L∞ etv, w ∈ u. Montrer que{h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ v p.p.} = {h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ w p.p.}.

—————————————corrigé—————————————–
On av = w p.p. et doncϕ◦ v = ϕ◦w p.p., puisque, pourx ∈]0, 1[. u(x) = v(x) impliqueϕ(u(x)) = ϕ(v(x)).

Si h : ]0, 1[→ R, on a donc :
h = ϕ ◦ u p.p. ⇔ h = ϕ ◦ v p.p.,

ce qui donne bien{h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ v p.p.} = {h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ w p.p.}.
—————————————————————————————–

Grâce aux 2 questions précédentes, pouru ∈ L∞, on pose, siv ∈ u :
ϕ(u) = {h ∈ L∞ ; h = ϕ ◦ v p.p.}, de sorte queϕ(u) ∈ L∞.

On se donne maintenant(un)n∈N ⊂ L∞. On suppose qu’il existeC > 0 t.q. ‖un‖∞ ≤ C pour toutn ∈ N et
qu’il existeu ∈ L1 etf : ]0, 1[→ R t.q. :
– un → u faiblement dansL1, quandn→ ∞,
– ϕ(un) → f p.p., quandn→ ∞.

Le but de l’exercice est de comparerf etϕ(u).

5. Montrer que|
∫
u1Adλ| ≤ Cλ(A) pour toutA ∈ B(]0, 1[). Montrer queu ∈ L∞ que‖u‖∞ ≤ C.

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(]0, 1[). De l’hypothèse‖un‖∞ ≤ C, on déduit :

|
∫
un1Adλ| ≤ ‖un‖∞‖1A‖1 ≤ Cλ(A). (17.38)

Commeun → u faiblement dansL1 quandn → ∞, on a
∫
un1Adλ →

∫
u1Adλ quandn → ∞. On déduit

donc de (17.38), quandn→ ∞ :

|
∫
u1Adλ| ≤ Cλ(A). (17.39)

On choisit alors un représentant deu et on prend dans (17.39),A = A+ = {u > C}. Si λ(A+) > 0, on a∫
u1A+dλ > Cλ(A+), en contradiction avec (17.39). Ce qui prouve queλ(A+) = 0.

On prend ensuiteA = A− = {u < −C}. Si λ(A−) > 0, on a|
∫
u1A−dλ| =

∫
(−u)1A−dλ > Cλ(A−), en

contradiction avec (17.39). Ce qui prouve queλ(A−) = 0.

On a doncλ({|u| > C}) = λ(A+) + λ(A−) = 0. Ce qui donneu ∈ L∞ et‖u‖∞ ≤ C.
—————————————————————————————–

6. On suppose, dans cette question, queϕ est affine (c’est-à-dire qu’il existeα, β ∈ R t.q.ϕ(s) = αs + β pour
touts ∈ R). Montrer quef = ϕ(u) p.p.. [Utiliser, en particulier, la question 1.]

—————————————corrigé—————————————–
On rappelle d’abord (voir la section 6.3) que si(wn)n∈N ⊂ L1 et w ∈ L1, la suite(wn)n∈N tends vers w
faiblement dansL1 (quandn→ ∞) si et seulement

∫
wnφdλ→

∫
wφdλ pour toutφ ∈ L∞.

Soitφ ∈ L∞, on a
∫
ϕ(un)φdλ =

∫
(αun +β)φdλ = α

∫
unφdλ+β

∫
φdλ. Commeun → u faiblement dans

L1, on en déduit que
∫
ϕ(un)φdλ → α

∫
uφdλ + β

∫
φdλ =

∫
ϕ(u)φdλ (quandn→ ∞). Ceci montre que

ϕ(un) → ϕ(u) faiblement dansL1 quandn→ ∞.
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On utilse maintenant le fait queϕ(un) → f p.p.. En notantM = max{|ϕ(s)|, |s| ≤ C}, on aM < ∞ et
|ϕ(un)| ≤ M p.p. (car|un| ≤ C p.p.) pour toutn ∈ N. On peut donc appliquer le théorème de convergence
dominée (car les fonctions constantes sont intégrables, sur (]0, 1[,B(]0, 1[), λ)). Il donnef ∈ L1 etϕ(un) → f

dansL1 quandn→ ∞. On en déduit alors aussi queϕ(un) → f faiblement dansL1 quandn→ ∞ (il suffit de
remarquer que|

∫
ϕ(un)φdλ−

∫
fφdλ| ≤ ‖ϕ(un) − f‖1‖φ‖∞ → 0, quandn→ ∞, pour toutφ ∈ L∞).

Par la question 1 (unicité de la limite faible), on peut donc conclure quef = ϕ(u) p.p..
—————————————————————————————–

7. On suppose, dans cette question, queϕ est injective. Montrer qu’il existev ∈ L∞ t.q. un → v p.p. quand
n→ ∞. En déduire quev = u etf = ϕ(u) p.p..

—————————————corrigé—————————————–
Pour chaquen ∈ N, on choisit un représentant deun, encore notéun. Comme|un| ≤ C p.p. (pour toutn ∈ N)
et ϕ(un) → f p.p., il existeA ∈ B(]0, 1[) t.q. λ(A) = 0, |un(x)| ≤ C, pour toutx ∈ Ac et toutn ∈ N, et
ϕ(un(x)) → f(x), quandn→ ∞, pour toutx ∈ Ac.

Soit x ∈ Ac. La suite(un(x))n∈N est incluse dans le compact[−C,C]. Soit a une valeur d’adhérence de
cette suite (c’est-à-dire la limite d’une sous suite convergente). Par continuité deϕ, ϕ(a) est alors une valeur
d’adhérence de de la suite(ϕ(un(x)))n∈N. Or, la suite(ϕ(un(x)))n∈N converge versf(x). Donc,ϕ(a) =
f(x). Commeϕ est injective, ceci montre que la suite(un(x))n∈N n’a qu’une seule valeur d’adhérence et donc
qu’elle est convergente (on rappelle qu’une suite dans un compact, qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence, est
convergente). On pose alorsv(x) = limn→∞ un(x).

On a ainsi définiv p.p. (carλ(A) = 0), et on aun → v p.p.. On a aussi obtenu queϕ(v) = f p.p. (car
ϕ(v(x)) = f(x) pour toutx ∈ Ac).

Comme|un| ≤ C p.p. (pour toutn), le théorème de convergence dominée donne queun → v dansL1 (quand
n→ ∞). On en déduit, comme à la question précédente, queun → v faiblement dansL1. La question 1 (unicité
de la limite faible) donne alorsu = v p.p..

Enfin, on a déjà montré queϕ(v) = f p.p. et doncϕ(u) = f p.p..
—————————————————————————————–

8. (Astuce de Minty) On suppose, dans cette question, queϕ est croissante.

(a) Soitv ∈ L∞. Montrer que
∫

(f − ϕ(v))(u − v)dλ ≥ 0. [Utiliser la croissance deϕ et la question 2 (c).]

—————————————corrigé—————————————–
Soitv ∈ L∞. Commeϕ est croissante, on a(ϕ(un)−ϕ(v))(un−v) ≥ 0 p.p. et donc

∫
(ϕ(un)−ϕ(v))(un−

v)dλ ≥ 0.

On remarque maintenant que :
– (ϕ(un) − ϕ(v)) → (f − ϕ(v)) p.p. (quandn→ ∞) et‖ϕ(un) − ϕ(v)‖∞ ≤M1 +M2 (pour toutn) avec
M1 = max{|ϕ(s)|, |s| ≤ C} etM2 = max{|ϕ(s)|, |s| ≤ ‖v‖∞} (pour toutn).

– (un − v) → (u− v) faiblement dansL1 (quandn→ ∞) et‖un − v‖∞ ≤ C + ‖v‖∞.
On peut utiliser la question 2 (c) et en déduire que

∫
(ϕ(un) − ϕ(v))(un − v)dλ →

∫
(f − ϕ(v))(u − v)dλ

quandn→ ∞ et donc : ∫
(f − ϕ(v))(u − v)dλ ≥ 0.

—————————————————————————————–

(b) Soitw ∈ L∞. Montrer que
∫
(f − ϕ(u))wdλ ≤ 0. [Utiliser la question précédente avecv = u+ (1/n)w.]

445



—————————————corrigé—————————————–
La question précédente avecv = u+ (1/n)w donne :

∫
(f − ϕ(u+

1

n
w))wdλ ≤ 0.

Commeϕ est continue, on aϕ(u + 1
nw) → ϕ(u) p.p. quandn→ ∞. On a aussi|ϕ(u + 1

nw)| ≤ M p.p.,
pour toutn ∈ N, avecM = max{|ϕ(s)|, |s| ≤ ‖u‖∞+‖w‖∞}. Le théorème de convergence dominée donne
alors(f − ϕ(u+ 1

nw)) → (f − ϕ(u)) dansL1, quandn→ ∞, et donc, commew ∈ L∞ :

∫
(f − ϕ(u+

1

n
w))wdλ →

∫
(f − ϕ(u))wdλ.

On en déduit que
∫
(f − ϕ(u))wdλ ≤ 0.

—————————————————————————————–

(c) Montrer quef = ϕ(u) p.p..

—————————————corrigé—————————————–
On choisit des représentants def etϕ(u) et on pose

w = sign(f − ϕ(u))1{f 6=ϕ(u)}.

La question précédente donne alors, avec ce choix dew, ‖f − ϕ(u)‖1 = 0 et doncf = ϕ(u) p.p..
—————————————————————————————–

9. On définitun, pourn ∈ N, parun = 1 p.p. sur]2k/2n, (2k+ 1)/2n[ pourk ∈ {0, . . . , n− 1}, etun = −1 p.p.
sur]2k − 1/2n, 2k/2n[ pourk ∈ {1, . . . , n}.

(a) Montrer que
∫
unφdλ→ 0, quandn→ ∞, pour toutφ ∈ C([0, 1],R).

—————————————corrigé—————————————–
Cette question et la suivante ont déjà faites dans le corrigé136. On reprend la même démonstration.

Soitφ ∈ C([0, 1],R). On a :

∫
unφdλ =

n−1∑

k=0

∫ k
n

+ 1
2n

k
n

(φ(x) − φ(x +
1

2n
))dx.

On en déduit, grâce à la continuité uniforme deφ :

|
∫
unφdλ| ≤

∫ 1− 1
2n

0

|φ(x) − φ(x+
1

2n
)|dx→ 0 quandn→ ∞. (17.40)

—————————————————————————————–

(b) Montrer queun → 0 faiblement dansL1, quandn → ∞. [On pourra, par exemple, utiliser la densité de
C([0, 1],R) dansL1.] Montrer queun 6→ 0 dansL1, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–

Soitφ ∈ L1. Soitε > 0. Il existeψ ∈ C([0, 1],R) t.q.‖φ− ψ‖1 ≤ ε. On a alors :
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|
∫
unφdλ| ≤ |

∫
unψdλ| + |

∫
un(ψ − φ)dλ| ≤ |

∫ 1

0

unψdλ| + ε.

Commeψ ∈ C([0, 1],R), on peut utiliser la question précédente. Il existe doncn(ε) t.q. |
∫ 1

0 unψdλ| ≤ ε
pourn ≥ n(ε), et donc :

n ≥ n(ε) ⇒ |
∫
unφdλ| ≤ 2ε.

Ceci donne que
∫
unφdλ → 0, quandn→ ∞, pour toutφ ∈ L1.

On en déduit bien queun → 0 faiblement dansL1 carL∞ ⊂ L1.

D’autre part,un 6→ 0 dansL1, quandn→ ∞, car‖un‖1 = 1 pour toutn ∈ N.
—————————————————————————————–

(c) Donner un exemple de fonctionϕ ∈ C(R,R) pour lequelϕ(un) → f p.p. etf 6= ϕ(0) p.p.. (et doncϕ n’est
pas croissante et n’est pas injective).

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de prendreϕ(s) = s2 pour touts ∈ R. On a alorsϕ(un) = 1 p.p. pour toutn ∈ N et doncϕ(un) → f
p.p. avecf = 1 p.p. alors queϕ(0) = 0 p.p..

—————————————————————————————–

(d) Donner un exemple de fonctionϕ ∈ C(R,R) croissante pour lequelϕ(un) → f p.p. (et doncf = ϕ(0) p.p.,
par la question 8, etϕ est non injective, par les questions 7 et 9 (b)).

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de prendreϕ(s) = 0 pour touts ∈ R. On a alorsϕ(un) = 0 p.p. pour toutn ∈ N et doncϕ(un) → f
p.p. avecf = ϕ(0) = 0 p.p..

—————————————————————————————–

Corrigé 138 (Convergence faible et convergence forte dansL1)
Soit (X,T,m) un espace mesuré fini. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(X,T, m). Soit (fn)n∈N ⊂ L1,
f ∈ L1 etC ∈ R. On suppose que
– fn → f faiblement dansL1, quandn→ ∞ (c’est-à-dire que

∫
fngdm→

∫
fgdm pour toutg ∈ L∞).

– Pour toutn ∈ N, fn ≥ C p.p..

1. Montrer quef ≥ C p.p..
—————————————corrigé—————————————–

Comme d’habitude, on choisit des représentants pourf et fn, n ∈ N. On poseg = 1A avecA = {f < C}.
Commeg ∈ L∞, on a ∫

fngdm→
∫
fgdm, quandn→ ∞. (17.41)

Mais, commefn ≥ C p.p., on a
∫
fngdm =

∫
A
fndm ≥ Cm(A). on en déduit, grâce à (17.41),

∫

A

fdm =

∫
fg ≥ Cm(A) =

∫

A

Cdm.

On a donc
∫

(C − f)1Adm ≤ 0. Comme(C − f)1A ≥ 0, on a donc nécessairement(C− f)1A = 0 p.p.. Enfin,
commef < C surA, on a doncm(A) = 0. Ce qui donnef ≥ C p.p..

—————————————————————————————–
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2. On suppose maintenant quef = C p.p..
Montrer quefn → f dansL1 (c’est-à-direlimn→∞ ‖fn − f‖1 = 0).

—————————————corrigé—————————————–
En prenantg = 1X , on a

∫
fndm →

∫
fdm, quandn→ ∞. On remarque maintenant quefn ≥ C = f p.p..

On a donc

‖fn − f‖1 =

∫
|fn − f |dm =

∫
(fn − f)dm→ 0, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 139 (Convergence étroite de mesures)
Soit (mn)n∈N une suite de mesures finies surB(R) (on rappelle que “mn finie" signifie que “mn(R) <∞") etm
une mesure finie surB(R). On rappelle queCb(R,R) ⊂ L1

R(R,B(R),mn), pour toutn ∈ N, et queCb(R,R) ⊂
L1

R(R,B(R),m).

On suppose que : ∫
gdmn →

∫
gdm, pour toutg ∈ Cb(R,R).

Soit f ∈ C(R,R). On ne suppose pas quef est bornée, mais on suppose quef ∈ L1
R(R,B(R),mn) pour tout

n ∈ N.

1. On poseα = supn∈N mn(R). Montrer queα <∞.
—————————————corrigé—————————————–

La fonction constante et égale à1 appartient àCb(R,R). L’hypothèse donne doncmn(R) → m(R), quand
n→ ∞. La suite(mn(R))n∈N est donc bornée (car convergente dansR). Ce qui donneα <∞.

—————————————————————————————–

2. On suppose, dans cette question, que :

β = sup
n∈N

∫
|f |2dmn <∞.

(a) Soitϕ une fonction continue deR dansR, à support compact et t.q.0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 pour toutx ∈ R. Montrer
qu’il existeC ∈ R, ne dépendant que deα etβ (définis ci dessus), t.q. :

∫
|f |ϕdm ≤ C.

—————————————corrigé—————————————–
En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∫
|f |ϕdmn ≤ (

∫
f2dmn)

1
2 (

∫
ϕ2dmn)

1
2 ≤ β

1
2mn(R)

1
2 ≤ (αβ)

1
2 .

Comme|f |ϕ ∈ Cc(R,R) ⊂ Cb(R,R), l’hypothèse donne
∫

|f |ϕdm = lim
n→∞

∫
|f |ϕdmn.

On déduit donc de la majoration précédente que
∫
|f |ϕdm ≤ (αβ)

1
2 .

—————————————————————————————–
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(b) Montrer quef ∈ L1
R(R,B(R),m).

—————————————corrigé—————————————–
On définitϕ1 en posant :

ϕ1(x) = 1, si 0 ≤ x ≤ 1,
ϕ1(x) = 2 − x, si 1 < x ≤ 2,
ϕ1(x) = 0, si 2 < x,
ϕ1(x) = ϕ1(−x), si x < 0.

Puis, pourp ≥ 2, ϕp(x) = ϕ1(
x
p ) pourx ∈ R.

La question précédente donne
∫
|f |ϕpdm ≤ (αβ)

1
2 pour toutp ≥ 1. Comme la suite(ϕp)p≥1 converge

simplement et en croissant vers la fonction constante égaleà1, le théorème de convergence monotone donne
que

∫
|f |dm ≤ (αβ)

1
2 et donc quef ∈ L1

R(R,B(R),m).
—————————————————————————————–

(c) Montrer que
∫
fdmn →

∫
fdm, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On utilise encore la suite(ϕp)p≥1 définie à la question précédente et on remarque que, pour toutp ≥ 1,

|
∫
fdmn −

∫
fdm| ≤

∫
|f |(1 − ϕp)dmn +

∫
|f |(1 − ϕp)dm

+|
∫
fϕpdmn −

∫
fϕpdm|.

(17.42)

Soitε > 0. Pour toutp ≥ 1, on a|f |(1− ϕp) ≤ |f | p.p.. Comme(1− ϕp) → 0 p.p. etf ∈ L1
R(R,B(R),m),

on peut appliquer le théorème de convergence dominée. Il donne
∫
|f |(1 − ϕp)dm → 0 quandp → ∞. Il

existe doncp0 ≥ 1 t.q.

p ≥ p0 ⇒
∫

|f |(1 − ϕp)dm ≤ ε.

En utilisant encore le théorème de convergence dominée (lesconstantes étant intégrables pour la mesurem),
il existe aussip1 ≥ 1 t.q.

p ≥ p1 ⇒ β

∫
(1 − ϕp)dm < ε2.

On choisit maintenantp = max(p0, p1). Comme(1 − ϕp) ∈ Cb(R,R), on a donc
∫
(1 − ϕp)dmn →∫

(1 − ϕp)dm quandn→ ∞. Il existe doncn0 t.q.

n ≥ n0 ⇒ β

∫
(1 − ϕp)dmn < ε2.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que(1 − ϕp)
2 ≤ (1 − ϕp), on en déduit, pourn ≥ n0,

∫
|f |(1 − ϕp)dmn ≤ β

1
2 (

∫
(1 − ϕp)dmn)

1
2 ≤ ε.

Enfin, commefϕp ∈ Cb(R,R), on a
∫
fϕpdmn →

∫
fϕpdm quandn→ ∞. Il existe doncn1 t.q.

n ≥ n1 ⇒ |
∫
fϕpdmn −

∫
fϕpdm| ≤ ε.
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Finalement, avec ce choix dep = max(p0, p1), on déduit donc de (17.42) que

n ≥ max(n0, n1) ⇒ |
∫
fdmn −

∫
fdm| ≤ 3ε.

Ceci prouve bien que
∫
fdmn →

∫
fdm, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

3. On ne suppose plus quesup
n∈N

∫
|f |2dmn <∞.

Montrer (en choississant convenablement(mn)n∈N,m etf ) que l’on peut avoirf 6∈ L1
R(R,B(R),m).

—————————————corrigé—————————————–
On peut prendre, par exemple,m0 = 0 et, pourn ≥ 1, mn =

∑n
p=1

1
p2 δp (où δp est la masse de Dirac enp). On

prendf définie parf(x) = x pour toutx ∈ R. Les hypothèses sur la suite(mn)n∈N etm sont bien vérifiées avec
m =

∑∞
p=1

1
p2 δp.

On a bienf ∈ L2
R(R,B(R),mn) ⊂ L1

R(R,B(R),mn) pour toutn ∈ N maisf 6∈ L1
R(R,B(R),m).

—————————————————————————————–

Corrigé 140 (Convergence faible et convexité)
Dans cet exercice(E, T,m) est un espace mesuré et on suppose que la mesurem estσ−finie.. Pour tout1 ≤ r ≤
∞, on noteLr l’espaceLr(E, T,m) (etLr l’espaceLr(E, T,m)). Soit1 ≤ p <∞, (un)n∈N une suite bornée de
Lp etu ∈ Lp t.q.un → u faiblement dansLp quandn→ ∞ (on rappelle que ceci signifieT (un) → T (u), quand
n→ ∞, pour toutT dans(Lp)′, c’est-à-dire dans le dual topologique deLp).

1. On poser = p/(p− 1) si p > 1 etr = ∞, si p = 1. Montrer que, pour toutv ∈ Lr :
∫
unvdm →

∫
uvdm.

—————————————corrigé—————————————–
Soitv ∈ Lr. Pour toutw ∈ Lp, on poseT (w) =

∫
wvdm. Comme cela a été vu en cours, l’inégalité de Hölder

(proposition 6.9) donne queT ∈ (Lp)′, on a doncT (u) = limn→∞ T (un).
—————————————————————————————–

Soitϕ ∈ C1(R,R). On suppose queϕ est strictement convexe (ce qui est équivalent à dire queϕ′ est strictement
croissante).

2. Soita ∈ R. Pourx ∈ R, on poseha(x) = ϕ(x) − ϕ(a) − ϕ′(a)(x − a).

(a) Montrer queha(x) > 0 si x 6= a.
—————————————corrigé—————————————–

Soit x 6= a. Le théorème des accroissements finis donne qu’il existey ∈]a, x[, si x > a, ou y ∈]x, a[, si
x < a, t.q.ϕ(x) − ϕ(a) = ϕ′(y)(x− a). On a doncha(x) = (ϕ′(y) − ϕ′(a))(x − a) > 0.

—————————————————————————————–

(b) Montrer queha est décroissante sur] −∞, a[ et croissante sur]a,∞(.
—————————————corrigé—————————————–

La fonctionha est de classeC1 et, pour toutx ∈ R, on ah′a(x) = ϕ′(x) − ϕ′(a). on a donch′a(x) < 0 si
x < a eth′a(x) > 0 si x > a.

—————————————————————————————–
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Soit 1 ≤ q < ∞. On suppose maintenant que la suite(ϕ(un))n∈N est bornée dansLq et qu’elle converge
faiblement dansLq, quandn→ ∞, vers une (classe de) fonction(s)ϕ ∈ Lq.

Précision de notation : On choisit un représentant pourun. On désigne alors parϕ(un) la fonction (deE dans
R) x 7→ ϕ(un(x)). Cette fonction est supposée être dansLq et on l’identifie, comme d’habitude, avec l’élément
deLq qu’elle représente.

Pourn ∈ N, on posefn = [ϕ(un) − ϕ(u) − ϕ′(u)(un − u)].

Précision de notation : Ici aussi, pour définirfn, on choisit un représentant pouru. On désigne alors parϕ(u) et
ϕ′(u) les fonctionsx 7→ ϕ(u(x)) etx 7→ ϕ′(u(x)).

3. Soitk ∈ R⋆+ etB ∈ T t.q.m(B) <∞. On poseAk = {|u| ≤ k} (c’est-à-direAk = {x ∈ E t.q. |u(x)| ≤ k}.

Montrer que
∫
fn1Ak

1Bdm →
∫

(ϕ− ϕ(u))1Ak
1Bdm, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
la fonctionϕ′ est continue surR. Elle est donc bornée sur[−k, k]. On en déduit queϕ′(u)1Ak

∈ L∞. Comme
m(B) < ∞, on a doncϕ′(u)1Ak

1B ∈ Lr pour toutr ∈ [1,∞] en en particulier sir est le conjugué dep
(c’est-à-direr = p/(p− 1) si p > 1 etr = ∞, si p = 1). La question 1 donne donc :

∫
ϕ′(u)1Ak

1B(un − u)dm→ 0, quandn→ ∞.

Puis, commeϕ(un) → ϕ faiblement dansLq et que1Ak
1B ∈ Lr où r est maintenant le conjugué deq, on a

aussi : ∫
ϕ(un)1Ak

1Bdm→
∫
ϕ1Ak

1Bdm, quandn→ ∞.

Enfin, on remarque queϕ(u)1Ak
1B ∈ L1 (carm(B) < ∞ etϕ bornée sur[−k, k]). Ce qui donne finalement

quefn1Ak
1B ∈ L1 pour toutn ∈ N et que

∫
fn1Ak

1Bdm→
∫
(ϕ− ϕ(u))1Ak

1Bdm, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

4. Montrerϕ ≥ ϕ(u) p.p.. [Utiliser les questions 2(a) et 3.]
—————————————corrigé—————————————–

La question 2(a) donne quefn ≥ 0 p.p.. On a donc, grâce à la question 3, avec les notations de laquestion 3 :
∫

(ϕ− ϕ(u))1Ak
1Bdm ≥ 0, (17.43)

pour toutk ∈ R⋆+ et toutB ∈ T t.q.m(B) <∞.

On va déduire de (17.43) queϕ ≥ ϕ(u) p.p.. Pour cela, On choisit des représentants deu et ϕ et on pose
N = {ϕ− ϕ(u) < 0} = {x ∈ E ; ϕ(x) − ϕ(u(x)) < 0}.

Commem estσ−finie, il existe une suite(Ep)p∈N⋆ ⊂ T t.q.E = ∪p∈N⋆Ep, m(Ep) < ∞ et Ep ⊂ Ep+1

pour toutp ∈ N⋆. Commeu prend ses valeurs dansR, on a donc aussiE = ∪p∈N⋆(Ep ∩ Ap) et finalement
N = ∪p∈N⋆Np, avecNp = N ∩ Ep ∩Ap.
Soitp ∈ N⋆, on prendk = p etB = Ep ∩N dans (17.43), de sorte queAk ∩B = Ap ∩Ep ∩N = Np. Comme
ϕ− ϕ(u) < 0 surNp, on obtient que(ϕ− ϕ(u))1Np

= 0 p.p. et doncm(Np) = 0. CommeN = ∪p∈N⋆Np, on
a finalementm(N) = 0 et doncϕ ≥ ϕ(u) p.p..

—————————————————————————————–

On suppose maintenant queϕ = ϕ(u) p.p..
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5. SoitB ∈ T t.q. m(B) < ∞, k ∈ R⋆+ et Ak = {|u| ≤ k}. Montrer que(fn)n∈N admet une sous suite
convergeant p.p. vers0 surAk ∩B.

—————————————corrigé—————————————–
La question 2(a) donnefn ≥ 0 p.p. (pour toutn) et la question 3 donne quefn1Ak∩B = fn1Ak

1B ∈ L1 et
‖fn1Ak

1B‖1 =
∫
fn1Ak

1Bdm → 0, quandn→ ∞. D’après la réciproque partielle de convergence dominée
(théorème 4.7), la suite(fn1Ak

1B)n∈N admet donc une sous suite convergeant p.p. vers0. Autrement dit, il
existe une application strictement croissanteψ deN dansN t.q. (fψ(n))n∈N converge p.p. vers0 surAk ∩B.

—————————————————————————————–

6. (Question plus difficile.) Montrer que(fn)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. vers0 surE. [Utiliser le
fait que la mesurem estσ−finie et un “procédé diagonal".]

—————————————corrigé—————————————–
On reprend la suite(Ep)p∈N⋆ introduite à la question 4 (c’est-à-dire(Ep)p∈N⋆ ⊂ T t.q. E = ∪p∈N⋆Ep,
m(Ep) <∞ etEp ⊂ Ep+1 pour toutp ∈ N⋆).

La question 5 donne que pour toutp ∈ N⋆, la suite(fn)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. vers0 sur
Ap ∩ Ep. Plus précisément, le raisonnement de la question 5 donne que de toute sous suite de la suite(fn)n∈N

on peut extraire une sous suite convergeant p.p. vers0 surAp ∩ Ep. CommeE = ∪p∈N⋆(Ap ∩ Ep), le procédé
diagonal va nous permettre ci après de construire une sous suite de la suite(fn)n∈N convergeant p.p. vers0 sur
E.

Dans une première épape, on montre, par récurrence, l’existence d’une suite d’applications strictement crois-
santes(ψp)p∈N⋆ deN dansN t.q., pour toutp ∈ N⋆, la suite(fψ1◦...◦ψp(n))n∈N converge p.p. vers0 surAp∩Ep.
L’existence deψ1 découle de de la question 5 aveck = 1 et B = E1. Puis, pourp ≥ 1, en supposant
ψ1, . . . , ψp construits, on utilise le raisonnement de la question 5 avecla suite(fψ1◦...◦ψp(n))n∈N, k = p + 1
etB = Ep+1. On obtient l’existence d’une application srtictement croissanteψp+1 de N dansN t.q. la suite
(fψ1◦...◦ψp+1(n))n∈N converge p.p. vers0 surAp+1 ∩Ep+1. Ce qui termine la récurrence.

La deuxième étape consiste à définirψ deN dansN en posant

ψ(n) = ψ1 ◦ . . . ◦ ψn(n), pourn ∈ N.

La fonctionψ est strictement croissante deN dansN et on va montrer que la suite(fψ(n))n∈N converge p.p. vers
0 (surE). En effet, soitp ∈ N⋆. Pourn > p, on a :

ψ(n) = ψ1 ◦ . . . ◦ ψp(ψp+1 ◦ . . . ◦ ψn(n)).

La suite(fψ(n))n∈N est donc extraite, à partir den = p, de la suite(fψ1◦...◦ψp(n) )n∈N. Ceci prouve que
(fψ(n))n∈N converge p.p. vers0 surAp ∩ Ep. CommeE = ∪p∈N⋆(Ap ∩ Ep), on en déduit bien que la suite
(fψ(n))n∈N converge p.p. vers0 (surE).

—————————————————————————————–

7. Soitx ∈ E t.q. fn(x) → 0, montrer queun(x) → u(x). [Soit b ∈ R, limite d’une sous suite de la suite
(un(x))n∈N. Utiliser la question 2 pour montrer queb = u(x).]

—————————————corrigé—————————————–
Le pointx est ici fixé. On posea = u(x). On remarque alors quefn(x) = ha(un(x)) (avecha défini à la
question 2).

Si la suite(un(x))n∈N est non bornée, on peut supposer, après extraction éventuelle d’une sous suite, queun(x)
6∈ [a− 1, a+ 1] pour toutn (on peut même supposer que|un(x)| → +∞ quandn→ ∞). On a donc, grâce à la
question 2 :

fn(x) = ha(un(x)) ≥ min(ha(a+ 1), ha(a− 1)) > 0,
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en contradiction aveclimn→∞ fn(x) = 0. La suite(un(x))n∈N est donc bornée.

Si b est une valeur d’adhérence de la suite(un(x))n∈N, il existe une sous suite de la suite(un(x))n∈N, encore
notée(un(x))n∈N, t.q. b = limn→∞ un(x). On a donclimn→∞ fn(x) = ha(b). Commelimn→∞ fn(x) = 0,
la question 2(a) donneb = a. On a ainsi montré queu(x) est la seule valeur d’adhérence de la suite bornée
(un(x))n∈N, ce qui prouve queu(x) = limn→∞ un(x).

—————————————————————————————–

8. Montrer que(un)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. versu.
—————————————corrigé—————————————–

La question 6 montre que la suite(fn)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. vers0. Il existe doncψ
strictement croissante deN dansN t.q. la suite(fψ(n))n∈N converge p.p. vers0. Le raisonnement de la question 7
montre que

x ∈ E, lim
n→∞

fψ(n)(x) = 0 ⇒ lim
n→∞

un(x) = u(x).

On en déduit que(uψ(n))n∈N converge p.p. versu.
—————————————————————————————–

9. On suppose ici quep > 1. Montrer queun1B → u1B dansLr pour toutr ∈ [1, p[ et toutB ∈ T t.q.m(B) <∞.
[Utiliser l’exercice 6.19.]

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. On suppose qu’il exister ∈ [1, p[ etB ∈ T t.q.m(B) < ∞ etun1B 6→ u1B dans
Lr. Il existe alorsε > 0 et une sous suite de la suite(un)n∈N, notée(ug(n))n∈N (avecg strictement croissante
deN dansN), t.q.

n ∈ N ⇒ ‖ug(n)1B − u1B‖r ≥ ε. (17.44)

La suite(ug(n))n∈N vérifie les mêmes propriétés que la suite(un)n∈N. Par la question 8, on peut donc extraire
de(ug(n))n∈N une sous suite convergeant p.p. versu. Cette sous suite, notée(ug◦ψ(n))n∈N (avecψ strictement
croissante deN dansN), étant bornée dansLp, l’exercice 6.19 (corrigé 114 page 411) donne queug◦ψ(n))1B →
u1B dansLr, en contradiction avec (17.44).

—————————————————————————————–

10. En prenant(E, T,m) = (R,B(R), λ) et ϕ(s) = s2, donner un exemple pour lequelun 6→ u p.p. surE
(toutefois, d’après la question 8,(un)n∈N admet une sous suite convergeant p.p. versu).

—————————————corrigé—————————————–
Il suffit de reprendre l’exemple vu en cours pour montrer que la convergenceL1 n’entraîne pas la convergence
p.p.

Pourn ∈ N, il existe un uniquem ∈ N⋆ t.q.n ∈ {m(m−1)
2 , . . . , m(m+1)

2 − 1} et on a :

n =
m(m− 1)

2
+ k aveck ∈ {0, . . .m− 1}.

On prend alorsun = 1] k
m
, k+1

m
].

On remarque que‖un‖pp = 1
m pourn ∈ {m(m−1)

2 , . . . , m(m+1)
2 − 1} et doncun → 0 dansLp quandn→ ∞.

Commeϕ(un) = un, on a aussiϕ(un) → 0 dansLq quandn→ ∞ (et doncϕ = ϕ(u)). Enfin, pour cet
exemple,un 6→ 0 p.p.

—————————————————————————————–

Corrigé 141 (Produit de convergences faibles)
Soit (E, T,m) un espace mesuré fini. Pourp ∈ [1,∞], on noteLp l’espaceLpR(E, T, m). Soitα, β > 0. Pour
a ∈ R+, on définitψa deR+ dansR parψa(t) = (tα − aα)(tβ − aβ).
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1. Soita ∈ R+. Montrer queψa(t) > 0 pour toutt ∈ R+, t 6= a.

Soit (fn)n∈N une suite de fonctions positives appartenant àL∞ et lα, lβ, lα+β ∈ L∞. On suppose que la suite
(fn)n∈N est bornée dansL∞ et quefγn → lγ ⋆-faiblement dansL∞, quandn→ ∞, pourγ = α, γ = β et
γ = α+ β.

On rappelle quefγn → lγ ⋆-faiblement dansL∞ signifie que
∫
fγnϕdm →

∫
lγϕdm, quandn→ ∞, pour tout

ϕ ∈ L1.

2. Soitϕ ∈ L1 t.q.ϕ ≥ 0 p.p.. Montrer que
∫
laϕdm ≥ 0.

3. Montrer quelα ≥ 0 p.p..

4. Montrer quelα+β ≥ lαlβ p.p.. [On pourra utiliserψa(t) ≥ 0 avect = fn(x) eta = (lα(x))
1
α .]

5. On suppose maintenant quelα+β = lαlβ p.p.. On posef = l
1
α
α etgn = (fαn − fα)(fβn − fβ).

(a) Montrer quegn → 0 dansL1, quandn→ ∞.

(b) Montrer qu’il existeϕ : N → N strictement croissante t.q.gϕ(n) → 0 p.p., quandn→ ∞. Montrer que
fϕ(n) → f p.p., quandn→ ∞. [Utiliser la question 1.]

(c) Montrer quefn → f dansLq, quandn→ ∞, pour toutq ∈ [1,∞[.

—————————————corrigé—————————————–
En attente. . .

—————————————————————————————–

Corrigé 142 (Produit de convergences faibles (2))
Soit(X,T,m) un espace mesuré fini (c’est-à-direm(X) < +∞). On noteL2 l’espaceL2

R(X,T,m). Soit(un)n∈N

et (vn)n∈N deux suites bornées deL2 et u, v ∈ L2. On suppose que les suites(un)n∈N et (vn)n∈N convergent
faiblement dansL2 versu etv. On rappelle que ceci signifie que

lim
n→∞

∫
unw dm =

∫
uw dm et lim

n→∞

∫
vnw dm =

∫
vw dm pour toutw ∈ L2.

1. On suppose, dans cette question seulement, quevn = un p.p., pour toutn ∈ N (et doncu = v p.p.). Montrer
queun → u dansL2 (quandn→ ∞) si et seulement si

∫
u2
ndm→

∫
u2dm (quandn→ ∞).

—————————————corrigé—————————————–
On remarque que

‖un − u‖2
2 =

∫
u2
ndm+

∫
u2dm− 2

∫
unudm. (17.45)

Commeun → u faiblement dansL2, on alimn→∞
∫
unudm =

∫
u2dm. On déduit alors facilement de (17.45)

queun → u dansL2 si et seulement silimn→∞
∫
u2
ndm =

∫
u2dm.

—————————————————————————————–

On suppose pour toute la suite de l’exercice que
∫
unvn dm →

∫
uv dm (quandn→ ∞) et qu’il existe une

fonctionϕ deR dansR t.q.
– ϕ continue et il existeC ∈ R t.q.ϕ(s) ≤ C + C|s| pour touts ∈ R.
– vn = ϕ(un) p.p., pour toutn ∈ N.

2. Soitw ∈ L2, montrer que, quandn→ ∞,
∫

(ϕ(un) − ϕ(w))(un − w) dm →
∫

(v − ϕ(w))(u − w) dm. (17.46)
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—————————————corrigé—————————————–
On commence par remarquer queϕ(w) ∈ L2 (grâce aux hypothèses surϕ etm(X) < +∞). On a alors

∫
(ϕ(un) − ϕ(w))(un − w) =

∫
(vnun − vnw − ϕ(w)un + ϕ(w)w)dm.

Les convergences faibles deun etvn versu etv donnent

lim
n→∞

∫
unϕ(w)dm =

∫
uϕ(w)dm et lim

n→∞

∫
vnwdm =

∫
vwdm.

Enfin on a, par hypothèse,limn→∞
∫
unvndm =

∫
uvdm. On en déduit que bien que

lim
n→∞

(ϕ(un) − ϕ(w))(un − w)dm =

∫
(v − ϕ(w))(u − w)dm.

—————————————————————————————–

3. On suppose queϕ est croissante.

(a) Soitw̄ ∈ L2 et t ∈ R. Montrer que
∫

(v − ϕ(u + tw̄))tw̄ dm ≤ 0.

[Utiliser (17.46).] En déduire que
∫

(v − ϕ(u))w̄ dm = 0.
—————————————corrigé—————————————–

On utilise ici (17.46) avecw = u+ tw̄. On obtient, quandn→ ∞,
∫

(ϕ(un) − ϕ(u + tw̄))(un − u− tw̄) dm→ −
∫

(v − ϕ(u+ tw̄))tw̄ dm.

Commeϕ est croissante, on a(ϕ(un) − ϕ(u + tw̄))(un − u − tw̄) ≥ 0 p.p. et donc
∫

(ϕ(un) − ϕ(u +
tw̄))(un − u− tw̄)dm ≥ 0. On en déduit, quandn→ ∞,

∫
(v − ϕ(u+ tw̄))tw̄ dm ≤ 0.

En prenantt = 1
m (m ∈ N⋆), on a donc

∫
(v − ϕ(u + w̄

m ))w̄ ≤ 0. En appliquant le théorème de convergence
dominée (remarquer que|(v − ϕ(u + w̄

m ))w̄| ≤ F p.p. avecF = (|v| + C + C|u| + C|w̄|)|w̄| ∈ L1), on
obtient, quandm→ ∞, ∫

(v − ϕ(u))w̄dm ≤ 0.

De même, en prenantt = − 1
m , on montre

∫
(v − ϕ(u))w̄dm ≥ 0. On a donc

∫
(v − ϕ(u))w̄dm = 0.

—————————————————————————————–

(b) Montrer quev = ϕ(u) p.p..
—————————————corrigé—————————————–

On choisitw̄ = 1A−1Ac , avecA = {v−ϕ(u) ≥ 0}. La question précédente donne alors
∫
|v−ϕ(u)|dm = 0

et doncv = ϕ(u) p.p..
—————————————————————————————–

4. On suppose queϕ strictement croissante. Pourn ∈ N, on poseGn = (ϕ(un) − ϕ(u))(un − u).

(a) Montrer queGn → 0 dansL1 quandn→ ∞ (utiliser (17.46)).
—————————————corrigé—————————————–

En prenantw = u dans (17.46), on obtientlimn→∞
∫
Gndm = 0. Commeϕ est croissante, on aGn ≥ 0

p.p., pour toutn ∈ N et donc‖Gn‖1 =
∫
Gndm. On en déduit bien queGn → 0 dansL1.

—————————————————————————————–
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(b) Montrer qu’il existe une sous suite de la suite(Gn)n∈N, notée(Gψ(n))n∈N (avecψ strictement croissante de
N dansN) t.q.Gψ(n) → 0 p.p.. En déduire queuψ(n) → u p.p. (utiliser la croissance stricte deϕ).

—————————————corrigé—————————————–
CommeGn → 0 dansL1, il existe une sous suite de la suite(Gn)n∈N, notée(Gψ(n))n∈N (avecψ strictement
croissante deN dansN) t.q. Gψ(n) → 0 p.p. (c’est la réciproque partielle du théorème de convergence
dominée). Il existe doncA ∈ T t.q.m(A) = 0 etGψ(n)(x) → 0 (quandn→ ∞) si x ∈ Ac.

Soitx ∈ Ac. On posea = u(s). Pours ∈ R, on posef(s) = (ϕ(s)−ϕ(a))|s− a|. Commeϕ est strictement
croissante continue, la fonctionf est aussi strictement croissante continue. Elle admet doncune fonction
réciproque, notéeg, qui est continue. Comme|f(uψ(n)(x)| = Gψ(n)(x) → 0, on af(uψ(n)(x)) → 0 et donc
uψ(n)(x) = g(f(uψ(n)(x)) → g(0) = a. On a donclimn→∞ uψ(n)(x) = u(x) pour toutx ∈ Ac. Ce qui
prouve bien queuψ(n) → u p.p..

—————————————————————————————–
(c) Montrer queun → u dansLp pour toutp ∈ [1, 2[.

—————————————corrigé—————————————–
On montre queun → u dansLp pour toutp ∈ [1, 2[ en raisonnant pas l’absurde. On suppose qu’il existe
p ∈ [1, 2[ t.q. (un)n∈N ne converge par versu dansLp. Il existe alorsε > 0 et une sous suite de la suite
(un)n∈N qui reste en dehors de la boule (deLp) de centreu et de rayonε. Par le raisonnement de la question
précédente, de cette sous suite, un peut extraire une sous suite, notée(un)ψ(n) qui converge p.p. versu.
Comme la suite(un)n∈N est bornée dansL2, on peut alors montrer que cette sous suite converge dansLp

versu (c’est une conséquence, vue en exercice, du théorème de Vitali). En contradiction avec le fait que cette
sous suite reste en dehors de la boule (deLp) de centreu et de rayonε. On a ainsi montré queun → u dans
Lp pour toutp ∈ [1, 2[.

—————————————————————————————–

Corrigé 143 (Conv. étroite et conv. des mesures des intervalles)
Soit (mn)n∈N une suite de mesures surB(R) etm une mesure surB(R). On suppose quemn → m étroitement,
quandn→ ∞, et quem est diffuse (c’est-à-dire quem({x}) = 0 pour toutx ∈ R). Soit I un intervalle deR,
montrer quemn(I) → m(I) quandn→ ∞. Montrer (en donnant un contre-exemple) que cette propriété peut être
fausse sim n’est pas diffuse.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque tout d’abord quemn(I) → m(I) si I = R, car

∫
1Rdmn →

∫
1Rdm.

Soit maintenanta ∈ R, on va montrer quemn(I) → m(I) si I =]−∞, a] ou I =]−∞, a]. Pour cela, on définit,
pourp ∈ N⋆, ϕp, ψp ∈ Cb(R,R) en posant :

ϕp(x) = 1 si x ≤ a− 1
p ,

ϕp(x) = −p(x− a) si a− 1
p < x < a,

ϕp(x) = 0 si a ≤ x,
ψp(x) = ϕp(x− 1

p ) pour toutx ∈ R.

Commeϕp ≤ 1I ≤ ψp on a
∫
ϕpdmn ≤ mn(I) ≤

∫
ψpdmn pour toutp, n ∈ N. En passant à la limite quand

n→ ∞, on a donc, pour toutp ∈ R :
∫
ϕpdm ≤ lim inf

n→∞
mn(I) ≤ lim sup

n→∞
mn(I) ≤

∫
ψpdm.

Le théorème de convergence dominée donnelimp→∞
∫
ϕpdm = m(] − ∞, a[) et limp→∞

∫
ψpdm = m(] −

∞, a]). On en déduit :

m(] −∞, a[) ≤ lim inf
n→∞

mn(I) ≤ lim sup
n→∞

mn(I) ≤ m(] −∞, a]).
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Commem(] −∞, a]) = m(] −∞, a[) +m({a}) = m(] −∞, a[) = m(I), on a, finalement,

m(I) ≤ lim inf
n→∞

mn(I) ≤ lim sup
n→∞

mn(I) ≤ m(I),

c’est-à-direlimn→∞mn(I) = m(I).

En écrivant quemn(J) = m(R)−m(Jc), il est facile de voir que l’on a aussimn(J) → m(J) pour tout intervalle
J de la forme[a,+∞[ ou ]a,+∞[. Enfin, sia, b ∈ R, a < b, un intervalle, notéK, dont les bornes sonta etb peut
s’écrire comme différence de deux intervalles dont les bornes supérieures sonta etb et dont la borne inférieure est
−∞. On en déduit alors facilement quemn(K) → m(K), ce qui termine la démonstration.

La propriété démontré peut être fausse sim n’est pas diffuse. Pour le voir, il suffit de prendre, par exemple,
m = δ0 etmn = δ1/n pour toutn ∈ N⋆. On a bienmn → m étroitement et pourI =]−∞, 0] (par exemple) on a
limn→∞mn(I) = 0 6= 1 = m(I).

—————————————————————————————–

Corrigé 144 (Convergence en loi)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX une v.a. réelle de loi uniforme sur[−1, 1].

1. Montrer que−X est une v.a. de même loi queX .
—————————————corrigé—————————————–

On poseY = −X et on cherche à déterminer la loi de la v.a.r.Y . Soitϕ une fonction borélienne bornée de
R dansR (il suffit en fait de prendre pourϕ la fonction caractéristique d’un borélien deR). En posantψ(x) =
ϕ(−x) pour toutx ∈ R, On remarque que

∫
Ω ϕ(Y )dP =

∫
Ω ϕ(−X)dP =

∫
Ω ψ(X)dP =

∫
R
ψ(x)dPX (x) =∫

R
ϕ(−x)dPX(x). CommeX ∼ U(−1, 1), on a donc :

∫

Ω

ϕ(Y )dP =
1

2

∫ 1

−1

ϕ(−x)dx =
1

2

∫ 1

−1

ϕ(x)dx,

ce qui prouve queY ∼ U(−1, 1).
—————————————————————————————–

2. Donner un exemple de suite(Xn)n∈N de v.a. t.q. :

(a) (Xn)n∈N converge en loi versX ,

(b) (Xn −X)n∈N ne converge pas en loi vers0.

—————————————corrigé—————————————–
On prendXn = −X pour toutn ∈ N. On a doncPXn

= PX pour toutn ∈ N, ce qui donne bien la convergence
en loi deXn versX quandn→ ∞. Mais,Xn −X = −2X pour toutn ∈ N, et doncXn −X ne converge pas
en loi vers0 carP0 = δ0 etP−2X 6= δ0. (Il est facile de voir, en raisonnant comme à la première question, que
−2X ∼ U(−2, 2).)

—————————————————————————————–
3. Donner un exemple de trois v.a.X,Y, Z t.q.X etY aient la même loi, mais sans queXZ etY Z aient la même

loi.
—————————————corrigé—————————————–

On prendY = −X (toujours avecX ∼ U(−1, 1)) etZ = X . les v.a.r.X etY ont donc même loi. Mais, on va
montrer queXZ etY Z n’ont pas la même loi. En effet, soitϕ une fonction borélienne bornée deR dansR. On
a : ∫

Ω

ϕ(XZ)dP =

∫

Ω

ϕ(X2)dP =
1

2

∫ 1

−1

ϕ(x2)dx =

∫ 1

0

ϕ(x2)dx

=

∫ 1

0

ϕ(s)
1

2
√
s
ds.
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Ce qui prouve quePXZ = gλ avecg(x) = 1
2
√
x

pourx ∈]0, 1[ etg(x) = 0 si x 6∈]0, 1[. CommeXY = −XZ,

on aPXY = hλ avech(x) = g(−x) pourx ∈ R. On en déduit quePXZ 6= PXY .
—————————————————————————————–

Corrigé 145 (Conv. en loi + conv. en probabilité)
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité,X une v.a. réelle et(Xn)n∈N, (Yn)n∈N deux suites de v.a. réelles t.q. :

Xn → X en loi,Yn → 0 en probabilité, quandn→ ∞.

Montrer que
Xn + Yn → X en loi, quandn→ ∞.

[On pourra utiliser la convergence vague.]
—————————————corrigé—————————————–

D’après la proposition 6.25, il suffit de démontrer la convergence vague dePXn+Yn
versPX quandn→ ∞,

c’est-à-dire quelimn→∞
∫
Ω ϕ(Xn + Yn)dP =

∫
Ω ϕ(X)dP pour toutϕ ∈ Cc(R,R).

Soitϕ ∈ Cc(R,R). On a
∫
Ω ϕ(Xn + Yn)dP −

∫
Ω ϕ(X)dP = An +Bn avec :

An =

∫

Ω

ϕ(Xn + Yn)dP −
∫

Ω

ϕ(Xn)dP, Bn =

∫

Ω

ϕ(Xn)dP −
∫

Ω

ϕ(X)dP.

On sait déjà quelimn→∞Bn = 0 (carXn → X en loi). Il suffit donc de montrer quelimn→∞ An = 0.

Soit η > 0. Commeϕ ∈ Cc(R,R), ϕ est uniformément continue surR (on rappelle, par contre, queϕ ∈
Cb(R,R) 6⇒ ϕ uniformément continue), il existe doncε > 0 t.q. :

x, y ∈ R, |x− y| ≤ ε⇒ |ϕ(x) − ϕ(y)| ≤ η.

On en déduit, pour toutn ∈ N, avec‖ϕ‖u = maxx∈R |ϕ(x)|(< ∞) :

|An| ≤
∫

|Yn|≤ε
|ϕ(Xn + Yn) − ϕ(Xn)|dP +

∫

|Yn|>ε
|ϕ(Xn + Yn) − ϕ(Xn)|dP
≤ η + 2‖ϕ‖uP [|Yn| > ε].

CommeYn → 0 en probabilité, il existen0 (dépendant seulement deε et donc deη etϕ) t.q. :

n ≥ n0 ⇒ 2‖ϕ‖uP [|Yn| > ε] ≤ η,

et donc :
n ≥ n0 ⇒ |An| ≤ 2η.

Ce qui prouve quelimn→∞An = 0 et termine la démonstration.
—————————————————————————————–

Corrigé 146 (Conv. en loi versus conv. en probabilité)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité,X une v.a. réelle et(Xn)n∈N une suite de v.a. réelles.

1. On suppose, dans cette question, queXn → X en probabilité, quandn→ ∞. Montrer que :

Xn → X en loi, quandn→ ∞.

[Remarquer qu’il suffit de démontrer une convergence vague dePXn
versPX .]
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—————————————corrigé—————————————–
Soit ϕ ∈ Cc(R,R). Nous allons montrer que

∫
Ω ϕ(Xn)dP →

∫
Ω ϕ(X)dP , quandn→ ∞ (ce qui prouve la

convergence vague dePXn
versPX , quandn→ ∞, voir la définition 6.20).

Soit ε > 0. Commeϕ ∈ Cc(R,R), ϕ est uniformémement continue (ceci serait faux si on prenantϕ arbitraire-
ment dansCb(R,R)). Il existe doncη > 0 t.q. :

x, y ∈ R, |x− y| ≤ η ⇒ ϕ(x) − ϕ(y) ≤ ε.

On en déduit que

|
∫

Ω

ϕ(Xn) − ϕ(X)dP | ≤
∫

|Xn−X|≤η
|ϕ(Xn) − ϕ(X)|dP

+

∫

|Xn−X|>η
|ϕ(Xn) − ϕ(X)|dP ≤ ε+ 2‖ϕ‖uP (|Xn −X | > η),

avec‖ϕ‖u = max{|ϕ(s)|, s ∈ R} < ∞. CommeXn → X en probabilité, quandn→ ∞, il existen0 ∈ N
t.q. :

n ≥ n0 ⇒ 2‖ϕ‖uP (|Xn −X | > η) ≤ ε.

On a donc finalement

n ≥ n0 ⇒ |
∫

Ω

ϕ(Xn) − ϕ(X)dP | ≤ 2ε,

ce qui prouve bien que
∫
Ω
ϕ(Xn)dP →

∫
Ω
ϕ(X)dP , quandn→ ∞.

Pour conclure, on utilise la proposition 6.25 (qui donne quesi (mn)n∈N etm sont des probabilités surB(R),
la convergence étroite demn versm, quandn→ ∞, est équivalente à la convergence vague demn versm).
On obtient ainsi la convergence étroite dePXn

versPX c’est-à-dire la convergence en loi deXn versX , quand
n→ ∞.

—————————————————————————————–

2. On suppose qu’il existea ∈ R t.q.X = a p.s.. On suppose aussi queXn → X en loi, quandn→ ∞. Montrer
que :

Xn → X en probabilité, quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
Soit η > 0, on va montrer queP (|Xn − X | > η) → 0, quandn→ ∞. Pour cela, on choisit une fonctionϕ
continue bornée deR dansR et t.q.ϕ(x) = 1 si |x − a| ≥ η, ϕ(a) = 0 et 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1 pour toutx ∈ R.
(Une telle fonction est facile à construire, il suffit de la prendre affine par morceaux). Commeϕ ∈ Cb(R,R), on
a
∫
Ω
ϕ(Xn)dP →

∫
Ω
ϕ(X)dP , quandn→ ∞. CommeX = a p.s. etϕ(a) = 0, on a

∫
Ω
ϕ(X)dP = 0. Enfin,

commeϕ(x) = 1 si |x − a| ≥ η etϕ ≥ 0, on a
∫
Ω
ϕ(Xn)dP ≥ P (|Xn −X | > η). On en déduit finalement

queP (|Xn −X | > η) → 0 quandn→ ∞ et donc queXn → X en probabilité quandn→ ∞.
—————————————————————————————–
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Chapitre 18

Produits d’espaces mesurés

18.1 Mesure produit

Corrigé 147
Montrer que, pour toutn ≥ 2, on aB(Rn) = B(Rn−1) ⊗ B(R). [S’inspirer de la démonstration faite pourn = 2
dans l’exercice 2.6.]

—————————————corrigé—————————————–
On noteT = B(Rn−1) ⊗B(R), c’est-à-dire la tribu (surRn) engendrée par{A×B; A ∈ B(Rn−1), B ∈ B(R)}.
On veut montrer queT = B(Rn).

Etape 1,B(Rn) ⊂ T .

Soit O un ouvert deRn. On va montrer queO ∈ T . On supposeO 6= ∅ (on sait déjà que∅ ∈ T ). Pour tout
x = (x1, . . . , xn)

t ∈ O, il exister > 0 t.q.
∏n
i=1]xi−r, xi+r[⊂ O. Comme les rationnels sont denses dansR, on

peut trouver, pour touti ∈ {1, . . . , n}, yi ∈ Q∩]xi−r, xi[ etzi ∈ Q∩]xi, xi+r[. On a doncx ∈ ∏n
i=1]yi, zi[⊂ O.

On note alorsI = {(y, z) ∈ Q2n ;
∏n
i=1]yi, zi[⊂ O} (avecy = (y1, . . . , yn)

t et z = (z1, . . . , zn)
t). Pour tout

x ∈ O, il existe donc(y, z) ∈ I t.q.x ∈ ∏n
i=1]yi, zi[. On en déduit queO = ∪(y,z)∈I

∏n
i=1]yi, zi[.

L’ensemble
∏n−1
i=1 ]yi, zi[ est un ouvert deRn−1, il appartient donc àB(Rn−1) (qui est la tribu engendrée par les

ouverts deRn−1). L’ensemble]yn, zn[ appartient àB(R). Donc,
∏n
i=1]yi, zi[∈ B(Rn−1) × B(R). CommeI est

au plus dénombrable (carQ2n est dénombrable), on en déduit queO ∈ T . On a ainsi montré queT est une tribu
contenant tous les ouverts deRn, et donc contenant la tribu engendrée par les ouverts deRn (c’est-à-direB(Rn)).
Donc,B(Rn) ⊂ T .

Etape 2,B(Rn) ⊃ T .

On reprend ici aussi le même démarche que dans l’exercice 2.6.

1. SoitA un ouvert deRn−1 etT1 = {B ∈ B(R); A×B ∈ B(Rn)}. On montre d’abord queT1 est une tribu (sur
R)
– ∅ ∈ T1 carA× ∅ = ∅ ∈ B(Rn).
– On montre ici queT1 est stable par passage au complémentaire. SoitB ∈ T1, on a doncBc ∈ B(R) et
A×Bc = A× (R \B) = (A×R) \ (A×B). Or,(A×R) est un ouvert deRn (carA est un ouvert deRn−1

etR est un ouvert deR), on a donc(A × R) ∈ B(Rn). D’autre part,(A ×B) ∈ B(Rn) (carB ∈ T1). Donc,
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A×Bc = (A×R) \ (A×B) ∈ B(Rn). Ce qui prouve queBc ∈ T1 et donc queT1 est stable par passage au
complémentaire.

– Enfin,T1 est stable par union dénombrable. En effet, si(Bp)p∈N ⊂ T1, on aA× (∪p∈NBp) = ∪p∈NA×Bp ∈
B(Rn) (carA×Bp ∈ B(Rn) pour toutp ∈ N). Donc,∪p∈NBp ∈ T1.

On a donc montré queT1 est une tribu.

On montre maintenant queT1 contient les ouverts deR.

SoitB un ouvert deR. On a doncB ∈ B(R) et, commeA× B est un ouvert deRn, on aA×B ∈ B(Rn). On
a doncB ∈ T1.

T1 est donc une tribu contenant les ouverts deR, donc contenantB(R). Donc,T1 = B(R).

La conséquence de ce résultat est :

A ouvert deRn−1 etB ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(Rn). (18.1)

2. SoitB ∈ B(R) etT2 = {A ∈ B(Rn−1); A×B ∈ B(Rn)}. On va montrer queT2 = B(Rn−1).

On commence par remarquer que (18.1) donne queT2 contient les ouverts deRn−1. En effet, soitA un ouvert
deRn−1, la propriété (18.1) donne queA×B ∈ B(Rn), et doncA ∈ T2.

On montre maintenant queT2 est une tribu (on en déduira queT2 = B(Rn−1)).

– ∅ ∈ T2 car∅ ×B = ∅ ∈ B(Rn).
– On montre ici queT1 est stable par passage au complémentaire. SoitA ∈ T2, on aAc ∈ B(Rn−1) etAc×B =

(Rn−1 × B) \ (A × B). La propriété (18.1) donne(Rn−1 × B) ∈ B(Rn) carRn−1 est un ouvert deRn−1.
D’autre part,(A × B) ∈ B(Rn) (carA ∈ T2). Donc,Ac × B ∈ B(Rn). Ce qui prouve queAc ∈ T2 et donc
queT2 est stable par passage au complémentaire.

– Enfin,T2 est stable par union dénombrable. En effet, si(Ap)p∈N ⊂ T2, on a(∪p∈NAp)×B = ∪p∈N(Ap×B) ∈
B(Rn) (carAp ×B ∈ B(Rn) pour toutp ∈ N). Donc,∪p∈NAp ∈ T2.

T2 est donc une tribu (surRn−1) contenant les ouverts deRn−1, ce qui prouve queT2 ⊃ B(Rn−1) et donc,
finalement,T2 = B(Rn−1).

On a donc obtenu le résultat suivant :

A ∈ B(Rn−1), B ∈ B(R) ⇒ A×B ∈ B(Rn). (18.2)

3. On montre maintenant queT ⊂ B(Rn) (et donc queT = B(Rn)).

Grâce à (18.2), on a{A× B; A ∈ B(Rn−1), B ∈ B(R)} ⊂ B(Rn). On en déduit queT ⊂ B(Rn). On a donc
bien, avec l’étape 1,T = B(Rn).

Corrigé 148
SoientE1, E2 deux ensembles,T1 une tribu surE1 etT2 une tribu surE2. On noteE = E1 × E2 et on rappelle
queT1 × T2 = {A1 ×A2, A1 ∈ T1,A2 ∈ T2}.

Montrer que l’algèbre engendrée parT1 × T2 est égale à l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de
T1 × T2 c’est-à-dire que, pour toutA ∈ P(E),A appartient à l’algèbre engendrée parT1 × T2 si et seulement si il
existe(A(p))p=1,...,n ⊂ T1 × T2 t.q.A(p) ∩A(q) = ∅ si p 6= q etA = ∪np=1A

(p).

—————————————corrigé—————————————–
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On noteA l’algèbre engendrée parT1 × T2 etB l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments deT1 × T2.

CommeA contientT1 × T2 et queA est stable par union finie, il est immédiat queB ⊂ A. Pour montrer que
B = A, il suffit alors de montrer que queB est une algèbre (puisqueA est la plus petite algèbre contenantT1 ×T2

et queB contientT1 × T2).

Pour montrer queB est une algèbre, on montre d’abord (étape 1) queT1×T2 est stable par intersection finie et que
le complémentaire d’un élément deT1 ×T2 est la réunion de 2 éléments disjonts deT1 ×T2 (en fait, pour montrer
queB est une algèbre, il suffirait de savoir que le complémentaired’un élément deT1 × T2 est une union finie
disjointe d’éléments deT1×T2). Puis, on en déduit (étape 2) queB vérifie les propriétés(a) et(b) de la question 1
de l’exercice 2.9 (corrigé 16), ce qui donne queB est bien une algèbre.

Etape 1.Propiétés deT1 × T2.
– SoientA1, B1 ∈ T1 etA2, B2 ∈ T2. On a clairement(A1 × A2) ∩ (B1 × B2) = (A1 ∩ A2) × (B1 ∩ B2).

CommeT1 etT2 sont stables par intersection finie, on en déduit que(A1 ×A2)∩ (B1 ×B2) ∈ T1 × T2 et donc
queT1 × T2 est stable par intersection finie.

– SoientA1 ∈ T1 etA2 ∈ T2. On remarque que(A1×A2)
c = (E1×Ac2)∪(Ac1×A2). Comme(E1×Ac2) ∈ T1×T2,

(Ac1×A2) ∈ T1×T2 et que(E1 ×Ac2)∩ (Ac1 ×A2) = ∅, on a bien montré que le complémentaire d’un élément
deT1 × T2 est la réunion de 2 éléments disjontsT1 × T2.

Etape 2.On montre maintenant queB vérifie les propriétés(a) et(b) de la question 1 de l’exercice 2.9. La propriété
(a) est immédiate carE = E1 × E2 ∈ T1 × T2 ⊂ B. Pour montrer(b), on montre d’abord queB est stable par
passage au complémentaire.

SoitB ∈ B. Il existe (B(q))q=1,...,m ⊂ T1 × T2 t.q.B(p) ∩ B(q) = ∅ si p 6= q etB = ∪mq=1B
(q). On a alors

Bc = ∩mq=1(B
(q))c. Le complémentaire d’un élément deT1 ×T2 est la réunion de 2 éléments disjonts deT1 ×T2.

Pout toutq, il existe doncCq,1, Cq,2 ∈ T1 × T2 t.q. (B(q))c = Cq,1 ∪ Cq,2 et Cq,1 ∩ Cq,2 = ∅. On a donc
Bc = ∩mq=1(Cq,1 ∪ Cq,2) = ∪ϕ∈I(∩mq=1Cq,ϕ(q)) où I désigne l’ensemble des applications de{1, . . . ,m} dans
{1, 2}. Ceci prouve queBc ∈ B. En effet, on remarque d’abord que, pour toutϕ ∈ I, on a∩mq=1Cq,ϕ(q) ∈ T1 ×T2

carT1 × T2 est stable par intersection finie. Puis, pourϕ, ψ ∈ I ϕ 6= ψ, il existek ∈ {1, . . . ,m} t.q. ϕ(k) 6=
ψ(k). On a donc(∩mq=1Cq,ϕ(q)) ∩ (∩mq=1Cq,ψ(q)) = ∅ car∩mq=1Cq,ϕ(q) ⊂ Ck,ϕ(k), ∩mq=1Cq,ψ(q) ⊂ Ck,ψ(k) et
Ck,ϕ(k) ∩ Ck,ψ(k) = ∅. On a donc bien montré queBc est une union finie disjointe d’éléments deT1 × T2,
c’est-à-dire queBc ∈ B.

On montre maintenant queB vérifie la propriété(b) de la question 1 de l’exercice 2.9. SoitA,B ∈ B. Comme on
vient de voir queBc ∈ B, Il existe(A(p))p=1,...,n ⊂ T1 × T2 et (C(q))q=1,...,m ⊂ T1 × T2 t.q.A(p) ∩ A(q) = ∅
si p 6= q, C(p) ∩ C(q) = ∅ si p 6= q, A = ∪np=1A

(p) et Bc = ∪mq=1C
(q). On a alorsA \ B = A ∩ Bc =

(∪np=1A
(p))∩(∪mq=1C

(q)) = ∪np=1∪mq=1 (A(p)∩C(q)). On en déduit queA\B ∈ B. En effet,A(p)∩C(q) ∈ T1×T2

pour toutp et toutq (carT1 × T2 est stable par intersection finie) et(A(p1) ∩ C(q1)) ∩ (A(p2) ∩ C(q2)) = ∅ si
(p1, q1) 6= (p2, q2) (carA(p1) ∩A(p2) = ∅ si p1 6= p2 etC(q1) ∩ C(q2) = ∅ si q1 6= q2).

On a donc montré queB vérifie les propriétés(a) et (b) de la question 1 de l’exercice 2.9, ce qui donne queB est
bien une algèbre et donc queB = A.

—————————————————————————————–

Corrigé 149 (Exemple de mesure produit)
Soitm1 etm2 des mesuresσ−finies, non nulles, sur(R,B(R)) et t.q.m1⊗m2(R2 \D) = 0, oùD = {(x, x), x ∈
R}. Montrer qu’il existea, α, β ∈ R t.q.m1 = αδa etm2 = βδa, oùδa est la mesure de Dirac ena.

—————————————corrigé—————————————–
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On remarque d’abord queR2 \D est un ouvert deR2, donc appartient àB(R2). la quantitém1 ⊗m2(R2 \D) est
donc bien définie.

La construction de la mesurem1 ⊗m2 donne (voir la démonstration du théorème 7.1) :

m1 ⊗m2(R
2 \D) =

∫
m2(R \ {x})dm1(x).

Cette égalité est aussi une conclusion du théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) avecf = 1A,A = R2 \D.

De l’hypothèsem1 ⊗m2(R2 \ D) = 0, on déduit donc quem2(R \ {x}) = 0 m1-p.p.. Commem1(R) 6= 0, il
existe donca ∈ R t.q.m2(R \ {a}) = 0. Ceci donne quem2 = αδa avecα = m2({a}). Commem2 6= 0, on a
α > 0.

Dans la construction de la mesurem1⊗m2 (démonstration du théorème 7.1), on aurait pu inverser les rôles dem1

etm2. On aurait obtenu la même mesurem1 ⊗m2 (grâce à la partie “unicité" du théorème 7.1). On a donc aussi:

m1 ⊗m2(R
2 \D) =

∫
m1(R \ {x})dm2(x).

(Cette égalité est aussi une conclusion du théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) avecf = 1A,A = R2 \D.)

Commem2 = αδa, on a doncm1 ⊗m2(R2 \D) = αm1(R \ {a}). De l’hypothèsem1 ⊗m2(R2 \D) = 0, on
déduit doncm1(R \ {a}) = 0, ce qui donnem1 = βδa avecβ = m1({a}). (On peut aussi remarquer que, comme
m1 6= 0, on aβ > 0.)

—————————————————————————————–

Corrigé 150 (Fonction dont les traces sont boréliennes)
PourB ⊂ R2, on notet(B) l’ensemble desx1 ∈ R t.q. (x1, 0) ∈ B. On poseT = {B ⊂ R2; t(B) ∈ B(R)}.

Soit θ ∈]0, π2 [. Pourx = (x1, x2)
t ∈ R2, on poseg(x) = (x1 cos θ − x2 sin θ, x1 sin θ + x2 cos θ)t.

1. Montrer queT est une tribu contenantB(R2).

2. SoitA ⊂ R t.q.A 6∈ B(R). On poseB = A× {0}.

(a) Montrer queB 6∈ B(R2).

(b) On posef = 1B ◦ g. Montrer que la fonctionf n’est pas une fonction borélienne deR2 dansR mais que les
fonctionsf(x1, ·) etf(·;x2) sont boréliennes deR dansR, pour toutx1, x2 ∈ R.

—————————————corrigé—————————————–
En attente. . .

—————————————————————————————–

18.2 Fubini-Tonelli et Fubini

Corrigé 151 (Contre-exemple au théorème de Fubini)
SoitL1 = L1

R(R,B(R), λ). Pour(x, y) ∈ R2, on pose :

f(x, y) =





1
(x+1)2 si x > 0 etx < y ≤ 2x

− 1
(x+1)2 si x > 0 et2x < y ≤ 3x

0 si x > 0 ety 6∈]x, 3x[
0 si x ≤ 0.

(18.3)
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1. Montrer quef : R2 → R estB(R2)- mesurable.

—————————————corrigé—————————————–
On poseA = {(x, y)t ∈ R2 ; x > 0, x < y ≤ 2x} et, pourn ∈ N⋆, An = {(x, y)t ∈ R2 ; x > 0,
x < y < 2x + 1

n}. An est, pour toutn ∈ N⋆, un ouvert deR2, il appartient donc àB(R2). On en déduit que
A = ∩n∈N⋆An ∈ B(R2).

De même, en posantB = {(x, y)t ∈ R2 ; x > 0, 2x < y ≤ 3x} et, pourn ∈ N⋆, Bn = {(x, y)t ∈ R2 ; x > 0,
2x < y < 3x+ 1

n}, on montre queB = ∩n∈N⋆Bn ∈ B(R2).

On pose maintenantg(x, y) = 1
(|x|+1)2 pour (x, y)t ∈ R2. La fonctiong est continue deR2 dansR, elle est

donc mesurable (R2 etR étant munis de la tribu borélienne).

On remarque maintenant quef = g1A − g1B. On en déduit quef est mesurable (carf est une somme de
produits de fonctions mesurables).

—————————————————————————————–

2. Montrer que pour touty ∈ R, f(., y) ∈ L1 ; on poseφ(y) =
∫
f(x, y)dλ(x). Montrer queφ ∈ L1.

—————————————corrigé—————————————–
On noteL1 = L1

R(R,B(R), λ).

Soit y ∈ R. La fonctionf(·, y) est mesurable deR dansR (voir la proposition 7.2). Elle appartient aussi àL1

(et donc àL1 en confondantf(·, y) avec sa classe dansL1) car
∫
|f(., y)|dλ = 0 si y ≤ 0 et

∫
|f(., y)|dλ ≤ y

si y > 0 carf(x, y) = 0 si x 6∈ [0, y] et |f(x, y)| ≤ 1 pour toutx, y. On peut définirφ(y).

Poury ≤ 0, on aφ(y) = 0 et poury > 0, on a :

φ(y) =
∫
f(·, y)dλ = −

∫ y
2

y
3

1
(x+1)2 dx+

∫ y
y
2

1
(x+1)2 dx

= − 3
y+3 + 4

y+2 − 1
y+1

= 2y
(y+3)(y+2)(y+1) .

La fonctionφ est continue donc mesurable deR dansR. elle prend ses valeurs dansR+, on peut donc calculer
son intégrale surR :

∫
φdλ = lim

n→∞

∫ n

0

(− 3

y + 3
+

4

y + 2
− 1

y + 1
)dy = −3 ln 3 + 4 ln(2).

Ceci donne bien, en particulier,φ ∈ L1 (en confondantφ avec sa classe dansL1).
—————————————————————————————–

3. Montrer que pour toutx ∈ R, f(x, .) ∈ L1 ; on poseψ(x) =
∫
f(x, y)dλ(y). Montrer queψ ∈ L1.

—————————————corrigé—————————————–
Soitx ∈ R. La fonctionf(x, ·) est mesurable deR dansR (voir la proposition 7.2). Elle appartient aussi àL1

(et donc àL1 en confondantf(x, ·) avec sa classe dansL1) car
∫
|f(x, ·)|dλ = 0 si x ≤ 0 et

∫
|f(x, ·)|dλ ≤ 3x

si x > 0 carf(x, y) = 0 si y 6∈ [0, 3x] et |f(x, y)| ≤ 1 pour toutx, y. On peut donc définirψ(x).

Pourx ≤ 0, on aψ(x) = 0 et pourx > 0, on a :

ψ(x) =

∫
f(x, ·)dλ =

∫ 2x

x

1

(x + 1)2
dy −

∫ 3x

2x

1

(x+ 1)2
dy = 0

On a doncψ ∈ L1 et
∫
ψ(x)dx = 0.

—————————————————————————————–
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4. Montrer que
∫
φdλ 6=

∫
ψdλ (φ etψ sont définies dans les questions précédentes).

—————————————corrigé—————————————–
On a déjà montré que

∫
φdλ = −3 ln 3 + 4 ln(2) 6= 0 =

∫
ψdλ.

—————————————————————————————–

5. Pourquoi le théorème de Fubini ne s’applique-t-il pas ici?

—————————————corrigé—————————————–
Le théorème de Fubini ne s’applique pas ici car la fonctionf n’est pas intégrale pour la mesure produit, c’est-
à-dire la mesure de Lebesgue surR2, notéeλ2. On peut d’ailleurs le vérifier en remarquant (par le théorème de
Fubini-Tonelli) que :

∫
|f |dλ2 =

∫
(

∫
|f(x, y)|dλ(y))dλ(x) =

∫ ∞

0

2x

(x + 1)2
dx = ∞.

—————————————————————————————–

Corrigé 152 (Intégrale d’une fonction positive)
Soit (E, T,m) un espace mesuréσ-fini, et f : E → R+ une application mesurable. On poseF = 1A avec
A = {(t, x) ∈ R × E; 0 < t < f(x)}.

1. Montrer queF estB(R) ⊗ T - mesurable

—————————————corrigé—————————————–
Commef ∈ M+, il existe(fn) ∈ E+ t.q.fn ↑ f quandn→ ∞. On a alorsA = ∪n∈NAn avecAn = {(t, x) ∈
R+ ×R; 0 < t < fn(x)}. Pour montrer queF est mesurable (c’est-à-dire queA ∈ B(R)⊗ T ), il suffit donc de
montrer queAn ∈ B(R) ⊗ T pour toutn ∈ N.

Soit doncn ∈ N. Il existea1, . . . , ap ∈ R⋆+ etB1, . . . , Bp ∈ T t.q.Bi ∩ Bj = ∅ si i 6= j etfn =
∑p

i=1 ai1Bi
.

On a doncAn = ∪pi=1]0, ai[×Bi ∈ B(R) ⊗ T car ]0, ai[×Bi ∈ B(R) × T ⊂ B(R) ⊗ T pour touti.
—————————————————————————————–

2. Montrer que
∫
fdm =

∫ +∞
0 m({x ∈ E; f(x) > t})dt et que

∫
fdm =

∫ +∞
0 m({x ∈ E; f(x) ≥ t})dt.

[Utiliser le théorème de Fubini-Tonelli.]

—————————————corrigé—————————————–
On peut appliquer le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) à la fonctionF , il donne :

∫
(

∫
F (t, x)dλ(t))dm(x) =

∫
(

∫
F (t, x)dm(x))dλ(t). (18.4)

Pourx ∈ E,
∫
F (t, x)dλ(t) = λ(]0, f(x)[) = f(x).

Pourt ∈ R. Si t ≤ 0, on aF (t, ·) = 0. Donc,
∫
F (t, x)dm(x) = 0. Si t > 0, on aF (t, ·) = 1{f>t}. Donc,∫

F (t, x)dm(x) = m({f > t}).
On déduit donc de (18.4) :

∫
f(x)dm(x) =

∫

R+

m({f > t})dλ(t) =

∫ ∞

0

m({x ∈ E; f(x) > t})dt.

Pour avoir l’égalité avecm({f ≥ t}) au lieu dem({f > t}), on reprend le même raisonnement en remplaçant
F parG = 1B avecB = {(t, x) ∈ R×E; 0 < t ≤ f(x)}. On remarque d’abord queB estB(R)⊗T -mesurable.
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En effet, on aB = ∩n∈N⋆Bn avecBn = {(t, x) ∈ R ×E; 0 < t < fn(x)} etfn = f + 1
n . Commefn ∈ M+,

la première question donneBn ∈ B(R) ⊗ T . On en déduit queB ∈ B(R) ⊗ T . On peut maintenant appliquer
le théorème de Fubini-Tonelli à la fonctionG, il donne :

∫
(

∫
G(t, x)dλ(t))dm(x) =

∫
(

∫
G(t, x)dm(x))dλ(t). (18.5)

Pourx ∈ E,
∫
G(t, x)dλ(t) = λ(]0, f(x)]) = f(x).

Pourt ∈ R. Si t ≤ 0, on aG(t, ·) = 0. Donc,
∫
G(t, x)dm(x) = 0. Si t > 0, on aG(t, ·) = 1{f≥t}. Donc,∫

G(t, x)dm(x) = m({f ≥ t}).
On déduit donc de (18.5) :

∫
f(x)dm(x) =

∫ ∞

0

m({x ∈ E; f(x) ≥ t})dt.

—————————————————————————————–

Corrigé 153 (Une caractérisation deLp)
On munitR [resp.R2] de sa tribu borélienne, notéeB(R) [resp.B(R2)].

Soit f une application mesurable deR dansR. Pour touty ∈ R+, on poseAy = {x ∈ R; |f(x)| > y}. Pour tout
y ∈ R⋆−, on poseAy = ∅.

1. Montrer que l’application(x, y)t 7→ 1Ay
(x) est mesurable deR2 dansR. [On pourra commencer par montrer

que{(x, y)t ∈ R2; |f(x)| > y} est un borélien deR2.]

—————————————corrigé—————————————–
On poseB = {(x, y)t ∈ R2; |f(x)| > y}, de sorte queB = (F −G)−1(]0,∞[) oùF etG sont définies par :

F (x, y) = |f(x)|, G(x, y) = y, (x, y)t ∈ R2.

La fonctionx 7→ |f(x)| est mesurable (deR dansR) ainsi que l’applicationy 7→ 1(application constante).
La proposition 7.3 nous donne alors queF est mesurable deR2 dansR (puisqueB(R2) = B(R) ⊗ B(R)).
La fonctionG est aussi mesurable deR2 dansR (il suffit de remarquer qu’elle est continue, ou d’utiliser une
nouvelle fois la proposition 7.3). La fonctionF − G est donc mesurable deR2 dansR, ce qui prouve que
B ∈ B(R2). La fonction1B est donc mesurable deR2 dansR.

On remarque maintenant que1B(x, y)1R×R+(x, y) = 1Ay
(x) pour tout(x, y)t ∈ R2. L’application(x, y)t 7→

1Ay
(x) est donc mesurable deR2 dansR car elle est égale à un produit de fonctions mesurables.

—————————————————————————————–

Soitp ∈ [1,∞[. Poury ∈ R, on posegp(y) = |y|p−1λ(Ay) (en convenant quegp(0) = 0 si λ(A0) = ∞).

2.(a) Montrer que l’application(x, y)t 7→ |y|p−11Ay
(x) est mesurable positive deR2 dansR.

—————————————corrigé—————————————–
L’application(x, y)t 7→ |y|p−11Ay

(x) est mesurable comme produit de fonctions mesurables. Cetteapplica-
tion est, bien sûr, à valeurs dansR+. Elle est donc mesurable positive deR2 dansR.

—————————————————————————————–

(b) Montrer quegp est intégrable surR si et seulement sif ∈ LpR(R,B(R), λ). [On pourra, par exemple, utiliser
le théorème de Fubini-Tonelli.]

466



—————————————corrigé—————————————–
On poseH(x, y) = |y|p−11Ay

(x) pour (x, y)t ∈ R2. La question précédente donne queH ∈ M+(R2,
B(R2)). On peut donc appliquer le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) à la fonctionH , il donne :

∫
(

∫
H(x, y)dλ(x))dλ(y) =

∫
(

∫
H(x, y)dλ(y))dλ(x). (18.6)

Poury ∈ R, on a
∫
H(x, y)dλ(x) = |y|p−1λ(Ay) = gp(y) (en convenant quegp(0) = 0 si λ(A0) = ∞).

Ceci donne, en particulier, quegp est mesurable deR dansR+ (car l’une des conclusions du théorème 7.2 est
quey 7→

∫
H(x, y)dλ(x) est mesurable deR dansR+).

Pourx ∈ R, on a

∫
H(x, y)dλ(y) =

∫
|y|p−11[0,|f(x)|[(y)dλ(y) =

∫ |f(x)|

0

|y|p−1dy

=
1

p
|f(x)|p.

L’égalité (18.6) donne alors : ∫
gpdλ =

1

p

∫
|f |pdλ. (18.7)

Si f ∈ LpR(R,B(R), λ), on remarque d’abord quegp prend ses valeurs dansR+ car

λ(Ay) ≤
1

|y|p
∫

|f |pdλ <∞ pour touty > 0.

La fonctiongp est donc mesurable deR dansR+ et (18.7) donne alors quegp ∈ L1
R(R,B(R), λ).

Réciproquement, sigp ∈ L1
R(R,B(R), λ), (18.7) donne quef ∈ LpR(R, B(R), λ).

On a donc bien montré :
gp ∈ L1

R(R,B(R), λ) ⇔ f ∈ LpR(R,B(R), λ).

—————————————————————————————–

18.3 Mesure de Lebesgue surB(RN)

Corrigé 154 (Propriétés élémentaires deλN )
SoitN ≥ 2. On rappelle queλN est la mesure de Lebesgue surB(RN).

1. SoitA1, . . . , AN ∈ B(R). Montrer que
∏N
i=1Ai ∈ B(RN) etλN (

∏N
i=1Ai) =

∏N
i=1 λ(Ai).

—————————————corrigé—————————————–
On va démontrer cette question en supposant tout d’abord queλ(Ai) <∞ pour touti. Le cas général s’obtient
alors en utilisantAi∩ [−p, p] au lieu deAi et en faisant ensuite tendrep vers l’infini. On obtient bien la propriété
voulue (en convenant que0 ×∞ = 0). Cette méthode est décrite dans la remarque 7.2.

On démontre donc, par récurrence surN , la propriété suivante :

A1, . . . , AN ∈ B(R), λ(Ai) <∞ pour touti⇒∏N
i=1Ai ∈ B(RN) etλN (

∏N
i=1Ai) =

∏N
i=1 λ(Ai).

(18.8)
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La propriété (18.8) est vraie pourN = 2. En effet, on sait queB(R2) = B(R) ⊗ B(R) (proposition 7.1) et que
λ2 = λ⊗ λ (définition 7.3). On a donc bien (avec la défintion d’une mesure produit, théorème 7.1) :

A1, A2 ∈ B(R), λ(A1) <∞, λ(A2) <∞
⇒ A1 ×A2 ∈ B(R2) etλ2(A1 ×A2) = λ(A1)λ(A2).

On suppose maintenant que la propriété (18.8) est vraie pourun certainN ≥ 2, et on la démontre pourN + 1.

Soit doncA1, . . . , AN+1 ∈ B(R) t.q. λ(Ai) < ∞ pour tout i. Par (18.8), on a
∏N
i=1Ai ∈ B(RN) et

λN (
∏N
i=1Ai) =

∏N
i=1 λ(Ai). On rappelle queB(RN+1) = B(RN ) ⊗ B(R) (proposition 7.1) et queλN+1 =

λN⊗λ (définition 7.3). On en déduit que
∏N+1
i=1 Ai = (

∏N
i=1Ai)×AN+1 ∈ B(RN )×B(R) ⊂ B(RN)⊗B(R) =

B(RN+1) et

λN+1(

N+1∏

i=1

Ai) = λN (

N∏

i=1

Ai)λ(AN+1) =

N+1∏

i=1

λ(Ai).

ce qui donne bien (18.8) avecN + 1 au lieu deN et termine donc la démonstration par récurrence.
—————————————————————————————–

2. Soitα1, . . . , αN ∈ R etβ1, . . . , βN ∈ R t.q.αi < βi pour touti ∈ {1, . . . , N}. Montrer que

λN (
N∏

i=1

]αi, βi[) =
N∏

i=1

λ(]αi, βi[).

—————————————corrigé—————————————–
Cette question est une conséquence immédiate de la précédente en prenantAi =]αi, βi[.

—————————————————————————————–

3. SoitK est un compact deRN (noter queK ∈ B(RN). Montrer queλN (K) < +∞.

—————————————corrigé—————————————–
CommeK est compact, il est borné. Il existe donca ∈ R⋆+ t.q.K ⊂∏N

i=1]− a, a[. On en déduit queλN (K) ≤
λN (

∏N
i=1] − a, a[) =

∏N
i=1 λ(] − a, a[) = (2a)N <∞.

—————————————————————————————–

4. SoitO un ouvert non vide deRN . Montrer queλN (O) > 0.

—————————————corrigé—————————————–
Soit x = (x1, . . . , xN )t ∈ O. CommeO est ouvert, il existeε > 0 t.q.

∏N
i=1]xi − ε, xi + ε[⊂ O. On a donc

λN (O) ≥ λN (
∏N
i=1]xi − ε, xi + ε[) =

∏N
i=1 λ(]xi − ε, xi + ε[) = (2ε)N > 0.

—————————————————————————————–

5. Soitf, g ∈ C(RN ,R). Montrer quef = g p.p. (c’est-à-direλN -p.p.) impliquef(x) = g(x) pour toutx ∈ RN .

—————————————corrigé—————————————–
SoitO = {f 6= g} = {x ∈ RN ; f(x) 6= g(x)}. Commef etg sont continues,O est ouvert. Commef = g p.p.,
on a nécessairementλN (O) = 0. Enfin, la question précédente donne alors queO = ∅ et donc quef(x) = g(x)
pour toutx ∈ RN .

—————————————————————————————–

6. Montrer queCc(RN ,R) ⊂ L1
R(RN ,B(RN), λN ).
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—————————————corrigé—————————————–
Soit f ∈ Cc(RN ,R). Commef est continue, on af mesurable deRN dansR (RN et R étant munis de leur
tribu borélienne, on dit aussi quef est borélienne). Commef est à support compact, il existea ∈ R⋆+ t.q.f = 0

surKc avecK =
∏N
i=1[−a, a]. Enfin,f est bornée, il existe doncM t.q. |f(x)| ≤M pour toutx ∈ RN . On en

déduit que
∫
|f |dλN ≤M(2a)N <∞ et donc quef ∈ L1

R(RN ,B(RN), λN ).
—————————————————————————————–

Corrigé 155 (Régularité deλN )
Soitm une mesure surB(RN) t.q.m(K) <∞ pour tout compactK deRN . (noter que ceci est vrai pourm = λN .)

1. SoientA ∈ B(RN) et ε > 0. Montrer qu’il existeO ouvert deRN etF fermé deRN tels que :

F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend ici la démonstration de la régularité d’une mesure surB(R), finie sur les compacts (théorème 2.3).

On appelleT l’ensemble desA ∈ B(RN) t.q. pour toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé vérifiantF ⊂ A ⊂ O

etm(O \ F ) ≤ ε. On va montrer queT est une tribu contenantC = {∏N
i=1]ai, bi[, −∞ < ai < bi < ∞ pour

tout i ∈ {1, . . . , N}}. CommeC engendreB(RN) (voir l’exercice 2.7, ou le corrigé 15, il est même démontré
qu’on peut, dans la définition deC, se limiter au cas où lesai etbi sont dansQ), ceci donneraT = B(RN ).

On démontre tout d’abord queC ⊂ T . Soit−∞ < ai < bi <∞ pour touti ∈ {1, . . . , N} etA =
∏N
i=1]ai, bi[.

Soitε > 0. On veut montrer qu’il existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ A ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε.

Soitn0 ∈ N t.q.(2/n0) < bi−ai pour touti ∈ {1, . . . , N}. Pourn ≥ n0, on poseFn =
∏N
i=1[ai+(1/n), bi−

(1/n)] etO = A. On a bienFn fermé,O ouvert etFn ⊂ A ⊂ O. On remarque ensuite queO \Fn ⊂ Cn avec :

Cn = ∪Nq=1Cn,q, Cn,q =

N∏

i=1

I
(n)
i,q ,

I
(n)
i,q =]ai, bi[ si i 6= q, I(n)

q,q =]aq, aq +
1

n
[∪]bq −

1

n
, bq[.

Soit q ∈ {1, . . . , N}. On aCn+1,q ⊂ Cn,q (pour toutn ≥ n0), ∩n≥n0Cn,q = ∅ et, commem est finie sur les
compacts,

m(Cn,q) ≤ m(

N∏

i=1

[ai, bi]) <∞.

On peut donc utiliser la propriété de continuité décroissante d’une mesure. On obtientm(Cn,q) → 0 quand
n→ ∞. On a alors aussim(Cn) ≤ ∑N

q=1m(Cn,q) → 0 quandn→ ∞. Il existe doncn t.q.m(Cn) < ε. On
prenantF = Fn, on a bien alorsO ouvert,F fermé etm(O \ F ) ≤ ε. Ce qui montre queA ∈ T et donc que
C ⊂ T .

On montre maintenant queT est une tribu. On remarque tout d’abord que∅ ∈ T (il suffit de prendreF = O = ∅)
et queT est stable par passage au complémentaire (car, siF ⊂ A ⊂ O, on aOc ⊂ Ac ⊂ F c etF c\Oc = O\F ).
Il reste à montrer queT est stable par union dénombrable.

Soit (An)n∈N ⊂ T etA = ∪n∈NAn. On veut montrer queA ∈ T . On va commencer par traiter le cas (simple)
oùm(A) <∞ puis le cas (plus difficile) oùm(A) = ∞.
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Premier cas.On suppose quem(A) < ∞. La démonstration est ici identique à celle faite pourN = 1. Soit
ε > 0. Pour toutn ∈ N, il existeOn ouvert etFn fermé t.q.Fn ⊂ An ⊂ On etm(On \Fn) ≤ (ε/2n). On pose
O = ∪n∈NOn et F̃ = ∪n∈NFn. On aF̃ ⊂ A ⊂ O,m(O \ F̃ ) ≤ 2ε, car(O \ F̃ ) ⊂ ∪n∈N(On \Fn), etO ouvert
maisF̃ n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisquem(A) < ∞, on a aussim(F̃ ) < ∞. Par continuité croissante dem on am(∪np=0Fn) →
m(F̃ ), quandn → ∞, d’où (puisquem(F̃ ) < ∞) m(F̃ ) −m(∪np=0Fn) → 0. On prend alorsF = ∪np=0Fn

avecn assez grand pour quem(F̃ )−m(F ) ≤ ε. On a bienF ⊂ A ⊂ O,O ouvert,F fermé etm(O \F ) ≤ 3ε.
Ceci prouve queA ∈ T .

Deuxième cas.On suppose maintenant quem(A) = ∞ (et le raisonnement précédent n’est plus correct si
m(F̃ ) = ∞). On raisonne en 3 étapes, en adaptant la démonstration faite pourN = 1 :

(a) Soitp = (p1, . . . , pN ) ∈ ZN . On remarque d’abord queAn ∩
∏N
i=1[pi, pi+1[∈ T pour toutn ∈ N. En effet,

soitn ∈ N et ε > 0. Il existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ An ⊂ O etm(O \ F ) ≤ ε. Pourk ∈ N⋆, on a
donc

Fk = F ∩
N∏

i=1

[pi, pi + 1 − 1

k
] ⊂ An ∩

N∏

i=1

[pi, pi + 1[⊂ Ok

= O ∩
N∏

i=1

]pi −
1

k
, pi + 1[.

On aFk fermé,Ok ouvert et(Ok \ Fk) ⊂ (O \ F ) ∪Dk, avec :

Dk = ∪Nq=1Dk,q, Dk,q =

N∏

i=1

J
(k)
i,q ,

J
(k)
i,q =]pi −

1

k
, pi + 1[ si i 6= p,

J (k)
q,q =]pq −

1

k
, pq[∪]pq + 1 − 1

k
, pq + 1[.

En utilisant la continuité décroissante dem et le fait quem est finie sur les compacts (ce qui donnem(Dk) ≤
m(
∏N
i=1[pi − 1, pi + 1]) < ∞), on démontre (comme pour lesCn précédemment) quem(Dk) → 0 quand

k → ∞. Il existe donck ∈ N⋆ t.q.m(Dk) ≤ ε et doncm(Ok \ Fk) ≤ m(O \ F ) + m(Dk) ≤ 2ε. Ce qui
donne bien queAn ∩∏N

i=1[pi, pi + 1[∈ T .

(b) Soitp = (p1, . . . , pN ) ∈ ZN . Commem(A ∩∏N
i=1[pi, pi + 1[) <∞, on peut maintenant utiliser le premier

cas avecA ∩∏N
i=1[pi, pi + 1[= ∪n∈N(An ∩∏N

i=1[pi, pi + 1[). Il donne queA ∩∏N
i=1[pi, pi + 1[∈ T pour

toutp = (p1, . . . , pN) ∈ ZN .

(c) On montre enfin queA ∈ T . Soit ε > 0. Pour toutp = (p1, . . . , pN ) ∈ ZN , il existe un ouvertOp et un
ferméFp t.q.Fp ⊂ A ∩∏N

i=1[pi, pi + 1[⊂ Op etm(Op \ Fp) ≤ ε/(2|p|), en posant|p| =
∑N

i=1 |pi|. On
prendO = ∪p∈ZNOp etF = ∪p∈ZNFp. On obtientF ⊂ A ⊂ O,m(O \ F ) ≤ 3Nε etO est ouvert. Il reste à
montrer queF est fermé.

Soit (xn)n∈N ⊂ F t.q. xn → x (dansRN ) quandn→ ∞. On veut montrer quex ∈ F . Il existe p =

(p1, . . . , pN ) ∈ ZN t.q.x ∈∏N
i=1]pi − 1, pi + 1[. Il existe doncn0 ∈ N t.q.xn ∈ ∏N

i=1]pi − 1, pi + 1[ pour
toutn ≥ n0. Commexn ∈ ∪q∈ZNFq et queFq ⊂ ∏N

i=1[qi, qi + 1[ pour toutq = (q1, . . . , qN )t ∈ ZN , on
a doncxn ∈ ∪q∈Ep

Fq, pour toutn ≥ n0, oùEq = {q = (q1, . . . , qN )t ∈ ZN ; qi ∈ {pi, pi − 1} pour tout
i ∈ {1, . . . , N}}. CommeEq est de cardinal fini et queFq est fermé pour toutq, l’ensemble∪q∈Ep

Fq est
donc aussi fermé, on en déduit quex ∈ ∪q∈Ep

Fq ⊂ F et donc queF est fermé.
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Ceci montre bien queA ∈ T et termine la démonstration du fait queT est une tribu. Comme cela a déjà été
dit, on en déduit queT = B(RN).

—————————————————————————————–

2. SoitA ∈ B(RN). Déduire de la question précédente quem(A) = inf{m(O),O ouvert t.q.A ⊂ O}.

—————————————corrigé—————————————–
Par monotonie dem on am(A) ≤ m(O) si A ⊂ O, doncm(A) ≤ inf{m(O), O ouvert t.q.A ⊂ O}. Il reste
donc à montrer quem(A) ≥ inf{m(O),O ouvert t.q.A ⊂ O}.

Soitε > 0, d’après la question précédente, il existeO ouvert etF fermé t.qF ⊂ A ⊂ O etm(O \F ) ≤ ε. On a
donc aussim(O \A) ≤ ε et doncm(O) = m(A) +m(O \A) ≤ m(A) + ε. Ceci montre bien queinf{m(O),
O ouvert t.q.A ⊂ O} ≤ m(A).

—————————————————————————————–

Corrigé 156 (Densité deCc etC∞
c dansL1)

Soitd ≥ 1 etµ une mesure sur les boréliens deRd. On suppose queµ vérifie les deux propriétés suivantes :

(p1)µ est est finie sur les compacts deRd, c’est-à-dire queµ(K) < +∞ siK est un compact deRd,

(p2)µ est régulière, c’est-à-dire que pour toutA ∈ B(Rd) et toutε > 0, il existeO ouvert etF fermé t.q.F ⊂ A ⊂ O
etµ(O \ F ) ≤ ε.

En fait, la propriété (p1) entraîne la propriété (p2) (voir la proposition 7.5) mais cette démonstration n’est pas
demandée ici.

On noteL1
µ l’espaceL1

R(Rd,B(Rd), µ). Pourf ∈ L1
µ, on note‖f‖1 =

∫
|f |dµ. Enfin, pourx ∈ Rd, on note|x| la

norme euclidienne dex.

1. Soitϕ ∈ Cc(Rd,R) (c’est-à-direϕ continue deRd dansR et à support compact). Montrer queϕ ∈ L1
µ.

2. SoitK un compact deRd et η > 0. Pourx ∈ Rd, on poseϕ(x) = (η−d(x,K))+

η avecd(x,K) = inf{|x − y|,
y ∈ K}. Montrer queϕ ∈ Cc(Rd,R) et queϕ(x) = 1 si x ∈ K.

3. SoitA ∈ B(Rd) t.q.µ(A) < +∞.

(a) Soitε > 0, montrer qu’il existeO ouvert etK compact t.q.K ⊂ A ⊂ O etµ(O \K) ≤ ε.

(b) Soitε > 0. Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖ϕ− 1A‖1 ≤ ε.

4. Soitf une fonction borélienne positive deRd dansR. On suppose quef ∈ L1
µ. Soitε > 0. Montrer qu’il existe

ϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε. [On pourra approcherf par une fonction étagée.]

5. (Densité.) Soitf ∈ L1
µ et ε > 0.

(a) Montrer qu’il existeϕ ∈ Cc(Rd,R) t.q.‖f − ϕ‖1 ≤ ε.

(b) Montrer qu’il existeψ ∈ C∞
c (Rd,R) t.q. ‖f − ψ‖1 ≤ ε. [On pourra montrer que, siϕ ∈ Cc(Rd,R), on a

‖ϕ−ϕn‖1 → 0, quandn→ ∞, avecϕn = ϕ⋆ρn et(ρn)n∈N⋆ une famille régularisante, voir la définition 8.4.]

6. (Continuité en moyenne?)

(a) Soitϕ ∈ Cc(Rd,R). Montrer que‖ϕ(· + h) − ϕ‖1 → 0 quandh→ 0.

(b) Montrer, en donnant un exemple (c’est-à-dire en choisissant convenablementf etµ) qu’on peut avoirf ∈ L1
µ

et‖f(· + h) − f‖1 6→ 0 quandh→ 0.

7. On suppose maintenant queΩ est un ouvert deRd et queµ est une mesure sur les boréliens deΩ, finie sur
les sous ensembles compacts deΩ. Indiquer brièvement comment on peut montrer la densité deCc(Ω,R) et
C∞
c (Ω,R) dansL1

R(Ω,B(Ω), µ).
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—————————————corrigé—————————————–
En Attente. . .

—————————————————————————————–

Corrigé 157 (Invariance par translation deλN )
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ et β1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN , on poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t, de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN .

1. SoitA ∈ B(RN), montrer queϕ(A) = {ϕ(x), x ∈ A} ∈ B(RN).

—————————————corrigé—————————————–
On poseT = {A ∈ B(RN) t.q.ϕ(A) ∈ B(RN)}.

Commeϕ est bijective, il est facile de montrer queT est une tribu. En effet, il suffit de remarquer queϕ(RN ) =
RN , ϕ(Ac) = (ϕ(A))c etϕ(∪n∈NAn) = ∪n∈Nϕ(An).

Commeϕ est continue,ϕ transforme les compacts en compacts. On noteC l’ensemble des compacts deRN ,
on a doncC ⊂ T (on rappelle que les compacts sont des boréliens). Comme l’ensemble des compacts deRN

engendreB(RN ) (noter que tout ouvert peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts), on a donc
T = B(RN ). Ce qui donne bienϕ(A) ∈ B(RN ) pour toutA ∈ B(RN ).

—————————————————————————————–

2. Montrer queλN (ϕ(A)) =
∏N
i=1 |αi|λN (A) pour toutA ∈ B(RN ). [On pourra faire une récurrence surN : La

proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de LebesguesurB(R), notéeλ. On suppose que le résultat est
vrai pourλN−1 (et pour toute familleα1, . . . , αN−1 ∈ R⋆, β1, . . . , βN−1 ∈ R). On le démontre alors pourλN
en posantm(A) = (

∏N
i=1 |αi|)−1λN (ϕ(A)) et en montrant quem est une mesure surB(RN ) égale àλN sur

B(RN−1) ⊗ B(R). On utilise pour conclure la partie “unicité" du théorème 7.1 sur la mesure produit.]

—————————————corrigé—————————————–
On procède par récurrence surN . La proposition 2.9 donne le résultat pour la mesure de Lebesgue surB(R),
c’est-à-dire pourN = 1 en posantλ1 = λ. On suppose maintenant que le résultat est vrai pourN − 1
avec un certainN ≥ 2, c’est-à-dire queλN−1(ψ(B)) =

∏N−1
i=1 |αi|λN−1(B) pour toutB ∈ B(RN−1),

α1, . . . , αN−1 ∈ R⋆, β1, . . . , βN−1 ∈ R etψ définie parψ(y) = (α1y1 + β1, . . . , αN−1yN−1 + βN−1)
t pour

touty = (y1, . . . , yN−1)
t ∈ RN−1, et on démontre le résultat pourN .

Soit doncα1, . . . , αN ∈ R⋆, β1, . . . , βN ∈ R etϕ définie parϕ(x) = (α1x1 +β1, . . . , αNxN +βN)t pour tout
x = (x1, . . . , xN )t ∈ RN .

PourA ∈ B(RN), on posem(A) = (
∏N
i=1 |αi|)−1λN (ϕ(A)).

On montre tout d’abord quem est une mesure. On a bienm(∅) = 0 carϕ(∅) = ∅. Puis, soit(An)n∈N ⊂ B(RN)
avecAn ∩ Am = ∅ si n 6= m. On aϕ(∪n∈NAn) = ∪n∈Nϕ(An) avecϕ(An) ∩ ϕ(Am) = ∅ si n 6= m (car
ϕ est bijective). Donc,λN (ϕ(∪n∈NAn)) =

∑
n∈N λN (ϕ(An)) et doncm(∪n∈NAn) =

∑
n∈N m(An). Ce qui

prouve laσ-additivité dem et donc le fait quem est une mesure surB(RN ).

On montre maintenant quem(A1×A2) = λN−1(A1)λ(A2) pour toutA1 ∈ B (RN−1) et pour toutA2 ∈ B(R)
t.q.λN−1(A1) <∞ etλ(A2) <∞.

Soit doncA1 ∈ B(RN−1) et A2 ∈ B(R) t.q. λN−1(A1) < ∞ et λ(A2) < ∞. On am(A1 × A2) =

(
∏N
i=1 |αi|)−1λN (ϕ(A1 ×A2)).

On poseψ(y) = (α1y1 + β1, . . . , αN−1yN−1 + βN−1)
t, pour touty = (y1, . . . , yN−1)

t ∈ RN−1, et τ(z) =
αNz + βN , pour toutz ∈ R. On a doncϕ(A1 × A2) = ψ(A1) × τ(A2). L’hypothèse de récurrence et la

472



proposition 2.9 donne queλN−1(ψ(A1)) =
∏N−1
i=1 |αi|λN−1(A1) < ∞ et queλ(τ(A2)) = αNλ(A2) < ∞.

CommeλN = λN−1 ⊗ λ (car c’est la définition deλN ) on en déduit :

λN (ϕ(A1 ×A2)) = λN−1(ψ(A1))λ(τ(A2)) =

N−1∏

i=1

|αi|λN−1(A1)αNλ(A2),

et donc :

m(A1 ×A2) = (

N∏

i=1

|αi|)−1λN (ϕ(A1 ×A2)) = λN−1(A1)λ(A2).

On peut maintenant conclure. Commem est une mesure surB(RN) = B(RN−1) ⊗ B(R)vérifiantm(A1 ×
A2) = λN−1(A1)λ(A2) pour toutA1 ∈ B(RN−1) et pour toutA2 ∈ B(R) t.q.λN−1(A1) < ∞ et λ(A2) <
∞, la partie “unicité" du théorème 7.1 donne quem = λN−1 ⊗ λ, c’est-à-direm = λN . On a donc bien
λN (ϕ(A)) =

∏N
i=1 |αi|λN (A) pour toutA ∈ B(RN).
—————————————————————————————–

Corrigé 158 (Changement de variables simple)
SoientN ≥ 1, α1, . . . , αN ∈ R⋆ etβ1, . . . , βN ∈ R. Pourx = (x1, . . . , xN )t ∈ RN . On poseϕ(x) = (α1x1 +
β1, . . . , αNxN + βN )t (de sorte queϕ est une bijection deRN dansRN ).

1. Soitf ∈ E+ = E+(RN ,B(RN )), montrer quef ◦ ϕ ∈ E+ et que
∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN . [Utiliser

l’exercice 7.14.]

—————————————corrigé—————————————–
SoitA ∈ B(RN) et f = 1A. On a alorsf ◦ ϕ = 1B avecB = ϕ−1(A). En appliquant l’exercice 7.14 (corrigé
157) à l’inverse deϕ, notéψ, on a doncλN (B) = λN (ψ(A)) = (

∏N
i=1 |αi|)−1λN (A), c’est-à-dire :

∫
fdλN = λN (A) = (

N∏

i=1

|αi|)λN (B) = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f ◦ ϕdλN .

Soit maintenantf ∈ E+ \ {0}. Il existe donca1, . . . , an ∈ R⋆+ etA1, . . . , An ∈ B(RN) t.q. f =
∑n
i=1 aifi,

avecfi = 1Ai
. On a alors, par linéarité de l’intégrale :

∫
fdλN =

n∑

i=1

ai

∫
fidλN = (

N∏

i=1

|αi|)
n∑

i=1

ai

∫
fi ◦ ϕdλN

= (

N∏

i=1

|αi|)
∫ n∑

i=1

aifi ◦ ϕdλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f ◦ ϕdλN .

(Ce qui est, bien sûr, aussi vrai sif = 0.)
—————————————————————————————–

2. Soitf ∈ M+ = M+(RN ,B(RN)), montrer quef ◦ ϕ ∈ M+ et que
∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN .

—————————————corrigé—————————————–
Il existe(fn)n∈N ⊂ E+ t.q.fn ↑ f quandn→ ∞. On a donc aussi(fn ◦ ϕ)n∈N ⊂ E+ etfn ◦ ϕ ↑ f ◦ ϕ quand
n→ ∞ (ce qui donne, en particulier quef ◦ ϕ ∈ M+). La question précédente donne :

∫
fndλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
fn ◦ ϕdλN .
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La définition de l’intégrale surM+ donne alors, quandn→ ∞ :

∫
fdλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f ◦ ϕdλN .

—————————————————————————————–

3. Soitf ∈ L1 = L1
R(RN ,B(RN), λN ), montrer quef ◦ ϕ ∈ L1 et que

∫
fdλN =

∏N
i=1 |αi|

∫
(f ◦ ϕ)dλN .

—————————————corrigé—————————————–
Commef est mesurable deRN dansR etϕ est mesurable deRN dansRN (RN et R étant munis de leur tribu
borélienne), on a bienf ◦ ϕ mesurable deRN dansR.

En appliquant la question précédente à la fonction|f | on obtient que
∫
|f | ◦ ϕdλN =

∫
|f ◦ ϕ|dλN < ∞ car∫

|f |dλN <∞. On a doncf ◦ ϕ ∈ L1.

Enfin, en remarquant que(f ◦ ϕ)+ = f+ ◦ ϕ et (f ◦ ϕ)− = f− ◦ ϕ et en utilisant la question précédente avec
f+ etf−, on obtient : ∫

f+dλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f+ ◦ ϕdλN ,

∫
f−dλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f− ◦ ϕdλN .

En faisant la différence, on en déduit :

∫
fdλN = (

N∏

i=1

|αi|)
∫
f ◦ ϕdλN .

—————————————————————————————–

Corrigé 159 (Primitives de fonctionsLp)
Soitp ∈ [1,∞[. On noteLp = LpR(]0, 1[,B(]0, 1[), λ). Soitf, g ∈ Lp. On définitF etG de[0, 1] dansR par, pour
x ∈ [0, 1],

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt (=

∫

]0,x[

fdλ), G(x) =

∫ x

0

g(t)dt (=

∫

]0,x[

gdλ).

1. Montrer queF etG sont des fonctions continues et qu’il existeC ∈ R t.q. |F (y) − F (x)| ≤ C|y − x|1− 1
p et

|G(y) −G(x)| ≤ C|y − x|1− 1
p , pour tousx, y ∈ [0, 1], x < y.

—————————————corrigé—————————————–
On noteL1 = L1

R(]0, 1[,B(]0, 1[), λ).F (etG) sont bien définies partout sur[0, 1] carf1[0,x] ∈ L1 (etg1[0,x] ∈
L1) pour toutx ∈ [0, 1] (on confond, comme d’habitude, un élément deL1 ouLp avec l’un de ses représentants).

Soitx, y ∈ [0, 1], x < y. En utilisant l’inégalité de Hölder avecf et1[x,y], on obtient, avecq = p/(p− 1) :

|F (y) − F (x)| = |
∫
f1[x,y]dλ| ≤ ‖f‖p‖1[x,y]‖q ≤ ‖f‖p|y − x|1− 1

p . (18.9)

On a de même :
|G(y) −G(x)| ≤ ‖g‖p|y − x|1− 1

p . (18.10)

Ce qui donne les inégalités demandées en prenantC = max(‖f‖p, ‖g‖p).
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Les inégalités (18.9) et (18.10) donnent aussi la continuité (uniforme) deF etG lorsquep > 1 (et donc1 −
(1/p) > 0), mais pas pourp = 1.

Pourp = 1, on montre la continuité deF (et deG par un raisonnement semblable) en remarquant que, pour
x, y ∈ [0, 1], x < y :

|F (y) − F (x)| ≤
∫

|f |1[x,y]dλ→ 0, quandλ([x, y]) = y − x→ 0,

ceci découle de l’exercice 4.14 et donne même la continuité uniforme deF comme cela a été démontré dans
l’exercice 5.7.

—————————————————————————————–

2. On supposep > 1. Soitn ∈ N⋆ etk ∈ {0, . . . , n−1}. Montrer que, pour toutx ∈ [ kn ,
k+1
n ], on a(F (x), G(x)) ∈

An,k × Bn,k, oùAn,k etBn,k sont des intervalles deR (indépendants dex) dont les longueurs tendent vers0
quandn→ ∞. [Utiliser la question 1.]

—————————————corrigé—————————————–
On pose toujoursC = max(‖f‖p, ‖g‖p). Pourx ∈ [ kn ,

k+1
n ], on a, avec1q = 1 − 1

p > 0 :

|F (x) − F (
k

n
)| ≤ C(

1

n
)

1
q , |G(x) −G(

k

n
)| ≤ C(

1

n
)

1
q .

On en déduit que(F (x), G(x)) ∈ An,k ×Bn,k avec :

An,k = [F (
k

n
) − C(

1

n
)

1
q , F (

k

n
) + C(

1

n
)

1
q ],

Bn,k = [G(
k

n
) − C(

1

n
)

1
q , G(

k

n
) + C(

1

n
)

1
q ].

On a bienλ(An,k) = λ(Bn,k) = 2C( 1
n )

1
q → 0 quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

3. On supposep > 2. Montrer queE = {(F (x), G(x)); x ∈ [0, 1]} est une partie négligeable deR2 (muni de la
mesure de Lebesgue sur les boréliens deR2). [En utilisant une majoration convenable des longueurs deAn,k et
Bn,k, inclureE (pour toutn ∈ N) dans une partie deR2 dont la mesure de Lebesgue tend vers 0 quandn→ ∞.]

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N⋆, on poseHn = ∪n−1

k=0An,k × Bn,k ∈ B(R2) = B(R) ⊗ B(R). La question précédente donne
E ⊂ Hn. On en déduit queE ⊂ H avecH = ∩n∈NHn ∈ B(R2).

On utilise maintenant l’hypothèsep > 2 pour montrer queλ2(H) = 0 (et donc queE est négligeable). En effet,
on a, pour toutn ∈ N⋆ :

λ2(H) ≤ λ2(Hn) ≤
n−1∑

k=0

λ2(An,k ×Bn,k) =

n−1∑

k=0

λ(An,k)λ(Bn,k)

≤ n4C2(
1

n
)

2
q = 4C2n1− 2

q ,

avecC = max(‖f‖p, ‖g‖p) et 1
q = 1 − 1

p . Commep > 2, on aq < 2 et doncn1− 2
q → 0 quandn→ ∞. Ceci

donne queλ2(Hn) → 0 quandn→ ∞ et donc queλ2(H) = 0.
—————————————————————————————–
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18.4 Convolution

Corrigé 160 (Propriétés élémentaires de la convolution)
Soitf, g ∈ L1(RN ) = L1

R(RN ,B(RN), λN ).

1. Montrer quef ⋆ g = g ⋆ f p.p.. [Utiliser l’invariance par translation de la mesure de Lebesgue et sa conséquence
pour les changements de variables simples (propositions 7.7 et 7.8).]

—————————————corrigé—————————————–
On confond, comme d’habitudef (etg) avec l’un de ses représentants, et on choisit comme représentant def ⋆g
(qui est définie comme un élément deL1(RN )) la fonction définie parf ⋆ g(x) =

∫
f(y)g(x − y)dλN (y) si

f(·)g(x − ·) ∈ L1(RN ). On sait que cette fonction est définie p.p. carf(·)g(x − ·) ∈ L1(RN ) pour presque
toutx ∈ RN . On choisit de manière analogue comme représentant deg ⋆ f la fonction définie parg ⋆ f(x) =∫
g(y)f(x− y)dλN (y) si g(·)f(x− ·) ∈ L1(RN ).

Soitx ∈ RN un point pour lequelf ⋆g est définie. On a doncf(·)g(x−·) ∈ L1(RN ). On poseh(·) = f(·)g(x−
·). On utilise alors la proposition 7.8 (changement de variables simples) avecϕ définie parϕ(y) = −y+ x pour
touty ∈ RN . Elle donneh ◦ ϕ ∈ L1(RN ) et :

∫
h(ϕ(y))dλN (y) =

∫
h(y)dλN (y).

Commeh(ϕ(y)) = f(ϕ(y))g(x − ϕ(y)) = f(x − y)g(y), on en déduit queg ⋆ f est définie au pointx et que
g ⋆ f(x) = f ⋆ g(x).

Ceci montre bien quef ⋆ g = g ⋆ f p.p..
—————————————————————————————–

2. On suppose quef etg sont à support compact (f à support compact signifie qu’il existeK, compact deRN , t.q.
f = 0 p.p. surKc). Montrer que la fonctionf ⋆ g est alors aussi à support compact. [On désigne parB(0, α) la
boule ouverte de centre0 et de rayonα. Commef et g sont à support compact, il existea et b ∈ R+ tels que
f = 0 p.p. surB(0, a)c etg = 0 p.p. surB(0, b)c. Montrer quef ⋆ g = 0 p.p. surB(0, a+ b)c.]

—————————————corrigé—————————————–
Comme pour la question précédente, on confondf (et g) avec l’un de ses représentants, et on choisit comme
représentant def ⋆ g la fonction définie parf ⋆ g(x) =

∫
f(y)g(x− y)dλN (y) si f(·)g(x− ·) ∈ L1(RN ).

Soita, b ∈ R+ t.q.f = 0 p.p. surB(0, a)c etg = 0 p.p. surB(0, b)c. (RN est muni d’une norme, notée‖ · ‖.)

Soit x ∈ B(0, a + b)c. On va montrer quef(·)g(x − ·) = 0 p.p. (et donc quef ⋆ g(x) = 0, noter aussi que
f(·)g(x− ·) est mesurable carf etg le sont).

Commef = 0 p.p. surB(0, a)c, on a aussif(·)g(x− ·) = 0 p.p. surB(0, a)c. Commeg = 0 p.p. surB(0, b)c,
on af(·)g(x− ·) = 0 p.p. surB(x, b)c (cary ∈ B(x, b)c ⇐⇒ (x− y) ∈ B(0, b)c). On a donc :

f(·)g(x− ·) = 0 p.p. surB(0, a)c ∪B(x, b)c. (18.11)

OrB(0, a)∩B(x, b) = ∅ cary ∈ B(0, a)∩B(x, b) implique‖y‖ < a et‖x−y‖ < b et donc‖x‖ = ‖x−y+y‖ <
a+ b, en contradiction avecx ∈ B(0, a+ b)c. On a doncB(0, a)c ∪B(x, b)c = (B(0, a) ∩B(x, b))c = RN et
(18.11) donne alorsf(·)g(x− ·) = 0 p.p. et doncf ⋆ g est définie au pointx etf ⋆ g(x) = 0.

On a bien montré quef ⋆ g = 0 p.p. surB(0, a+ b)c et donc quef ⋆ g est à support compact.
—————————————————————————————–
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Corrigé 161 (ConvolutionLp − C∞
c )

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Soitf ∈ Lp(RN ) = LpR(RN , B(RN ), λN ) (ou f ∈ L1
loc(R

N )) et ρ ∈ C∞
c (RN ,R). On pourra

se limiter au casN = 1.

1. Montrer que pour toutx ∈ RN , la fonctionf(·)ρ(x− ·) appartient àL1(RN ). On pose alors

f ⋆ ρ(x) =

∫
f(·)ρ(x− ·)dλN .

—————————————corrigé—————————————–
On rappelle quef ∈ L1

loc(R
N ) si f ∈ M = M(RN ,B(RN)) etf1K ∈ L1(RN ) pour tout compactK deRN .

On a doncLp(RN ) ⊂ L1
loc(R

N ) (pour tout1 ≤ p ≤ ∞) car sif ∈ Lp(RN ), on a bienf ∈ M et, grâce à
l’inégalité de Hölder,f1K ∈ L1(RN ) (et‖f1K‖1 ≤ ‖f‖p‖1K‖q <∞,avecq = p/(p− 1)).

On suppose donc dans la suite de ce corrigé quef ∈ L1
loc(R

N ) car cette hypothèse est plus générale que
f ∈ Lp(RN ). Pour simplifier la rédaction, on se limite au casN = 1.

Soit x ∈ R. La fonctionf(·)ρ(x − ·) est mesurable (c’est-à-dire ici borélienne carR est muni de sa tribu de
Borel) carf est mesurable etρ(x − ·) est mesurable (car continue). Commeρ est à support compact, il existe
a ∈ R+ t.q. ρ = 0 sur [−a, a]c. On a doncρ(x − ·) = 0 surKc

x avecKx = [x − a, x + a], ce qui permet de
montrer quef(·)ρ(x − ·) ∈ L1(R) car |f(·)ρ(x − ·)| ≤ |f1Kx

|‖ρ‖u, avec‖ρ‖u = max{|ρ(z)|, z ∈ R} < ∞,
etf1Kx

∈ L1(R).

La fonctionf ⋆ ρ est donc définie sur toutR.
—————————————————————————————–

2. Montrer quef ⋆ ρ ∈ C∞(RN ,R).

—————————————corrigé—————————————–
Comme dans la question précédente, on va utilisera ∈ R+ t.q. ρ = 0 sur [−a, a]c et ‖ρ‖u = max{|ρ(z)|,
z ∈ R} (on va aussi utiliser les normes des dérivées deρ, ‖ρ(k)‖u). On raisonne maintenant en 3 étapes.

Etape 1.On commence par montrer quef ⋆ ρ est continue en tout point deR. Soitx0 ∈ R. La continuité de
f ⋆ ρ enx0 découle du théorème de continuité sous le signe

∫
, théorème 4.9. En effet, on pose, pourx, y ∈ R :

F (x, y) = f(y)ρ(x− y).

On aF (x, ·) ∈ L1(R) pour toutx ∈ R et f ⋆ ρ(x) =
∫
F (x, ·)dλ. La fonctionF vérifie alors les 2 hypothèses

suivantes :

(a)x 7→ F (x, y) est continue enx0, pour touty ∈ R,

(b) |F (x, y)| ≤ G(y) pour toutx ∈]x0 − 1, x0 + 1[ et pour touty ∈ R, en prenantG = |f1K |‖ρ‖u avec
K = [x0 − 1 − a, x0 + 1 + a].

CommeK est compact, on aG ∈ L1(R) et le théorème 4.9 donne bien la continuité def ⋆ ρ enx0.

Etape 2.On montre maintenant quef ⋆ ρ est dérivable en tout point et que(f ⋆ ρ)′ = f ⋆ ρ′. Soitx0 ∈ R. Pour
montrer la dérivabilité def ⋆ ρ enx0, on utilise le théorème de dérivabilité sous le signe

∫
, théorème 4.10. On

reprend la même fonctionF que dans l’étape 1, elle vérifie les 2 hypothèses suivantes :

(a)x 7→ F (x, y) est dérivable pour toutx ∈]x0 − 1, x0 + 1[ et pour touty ∈ R,
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(b) |∂F∂x (x, y)| = |f(y)ρ′(x − y)| ≤ H(y) pour toutx ∈]x0 − 1, x0 + 1[ et pour touty ∈ R, en prenant
H = |f1K |‖ρ′‖u avecK = [x0 − 1 − a, x0 + 1 + a].

CommeK est compact, on aH ∈ L1(R) et le théorème 4.10 donne bien la dérivabilité def ⋆ ρ enx0 et le fait
que(f ⋆ ρ)′(x0) = f ⋆ ρ′(x0).

Etape 3.On montre enfin quef ⋆ ρ ∈ C∞(R,R). Pour cela, on va montrer, par récurrence surk, quef ⋆ ρ ∈
Ck(R,R) et (f ⋆ ρ)(k) = f ⋆ ρ(k) pour toutk ∈ N (ce qui donne bienf ⋆ ρ ∈ C∞(R,R)).

L’étape 1 montre quef ⋆ ρ ∈ C0(R,R) (et on a bien(f ⋆ ρ)(0) = f ⋆ ρ = f ⋆ ρ(0)). On suppose maintenant
quef ⋆ ρ ∈ Ck(R,R) et (f ⋆ ρ)(k) = f ⋆ ρ(k) pour un certaink ∈ N. L’étape 2 appliquée àρ(k) (qui appartient
aussi àC∞

c (R,R)) au lieu deρ donne alors quef ⋆ ρ(k) est dérivable et que sa dérivée estf ⋆ ρ(k+1). L’étape 1
appliquée àρ(k+1) donne quef ⋆ρ(k+1) ∈ C(R,R). On a donc bien finalement montré quef ⋆ρ ∈ Ck+1(R,R)
et (f ⋆ ρ)(k+1) = f ⋆ ρ(k+1). Ce qui termine la récurrence.

—————————————————————————————–

3. On suppose maintenant quef est à support compact, c’est à dire qu’il existe un compact deR, notéK, t.q.
f = 0 p.p. surKc, montrer quef ⋆ ρ est aussi à support compact.

—————————————corrigé—————————————–
Commef et ρ sont à support compact, on démontre quef ⋆ ρ est aussi à support compact, comme cela a été
fait dans l’exercice 7.19 (corrigé 160). Plus précisément,si f = 0 p.p. surB(0, a)c et ρ = 0 surB(o, b)c, on a
f ⋆ ρ = 0 surB(0, a+ b)c (voir le corrigé 160).

—————————————————————————————–

Corrigé 162 (Inégalité de Young)
Soient1 < p < +∞, f ∈ L1

R(RN ,B(RN), λN ) et g ∈ LpR(RN ,B(RN), λN ). Montrer quef ⋆ g est définie
p.p.,f ⋆ g ∈ LpR(RN ,B(RN), λN ) et ‖f ⋆ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p. [Ecrire

∫
(
∫
|f(x − y)g(y)|dy)pdx =

∫
(
∫
|f(x −

y)| 1q |f(x− y)| 1p |g(y)|dy)pdx, avecq = p
p−1 . Appliquer l’inégalité de Hölder puis le théorème de Fubini-Tonelli].

—————————————corrigé—————————————–
Pour simplifier les notations, on ne traite ici que le casN = 1. On suppose aussi quef etg ne sont pas nulles p.p.
(sinon, il est immédiat quef ⋆ g est définie partout etf ⋆ g(x) = 0 pour toutx ∈ R).

On confondf etg avec l’un de leurs représentants.

Pourx, y ∈ R, on poseH(x, y) = g(y)f(x − y). La première partie de la démonstration de la proposition
sur la convolution (proposition 7.9) montre queH , et donc|H |, estB(R2)-mesurable. On peut alors utiliser les
deux premières conclusions du théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) pour affirmer que|g(·)f(x − ·)| ∈
M+(R,B(R)) pour toutx ∈ R et queϕ ∈ M+(R,B(R)) avecϕ définie parϕ(x) =

∫
|g(·)f(x− ·)|dλ pour tout

x ∈ R. Par composition de fonctions mesurables, on a donc aussiϕp ∈ M+(R,B(R)).

Soitx ∈ R. Les fonctions|f(x− ·)| 1q et |f(x− ·)| 1p |g(·)| sont aussi mesurables. On peut alors utiliser l’inégalité
de Hölder avecq = p/(p− 1). elle donne :

(ϕ(x))p = (

∫
|f(x− ·)| 1q |f(x− ·)| 1p |g(·)||dλ)p

≤ (

∫
|f(x− ·)|dλ) p

q (

∫
|f(x− ·)||g(·)|pdλ)

≤ ‖f‖
p
q

1 (

∫
|f(x− ·)||g(·)|pdλ).

(18.12)
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Noter que (18.12) est vraie si|f(x − ·)||g(·)|p ∈ L1(R) et si |f(x − ·)||g(·)|p 6∈ L1(R). Dans ce dernier cas on
obtient seulementϕ(x)p ≤ ∞. On a aussi utiliser la proposition 7.8 pour dire que

∫
|f(x − ·)|dλ =

∫
|f |dλ =

‖f‖1.

On peut maintenant utiliser le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) avec les fonctions|f | et |g|p. Il donne :
∫
ϕ(x)pdλ(x) ≤ ‖f‖

p
q

1

∫
(

∫
|f(x− ·)||g(·)|pdλ)dλ(x)

≤ ‖f‖
p
q

1

∫
(

∫
|f(x− y)||g(y)|pdλ(x))dλ(y)

≤ ‖f‖
p
q

1 ‖f‖1‖g‖pp = ‖f‖p1‖g‖pp.

(18.13)

Ceci donne queϕ ∈ Lp(R) et, en particulier queϕ(x) < ∞ p.p., c’est-à-direλ(A) = 0 avecA = {ϕ = ∞}
(noter queA ∈ B(R) puisqueϕ ∈ M+). Pour toutx ∈ Ac, on a doncg(·)f(x − ·) ∈ L1(R) et on peut définir
g ⋆ f(x) parg ⋆ f(x) =

∫
g(y)f(x− y)dλ(y).

La fonctiong ⋆ f est donc définie p.p.. On remarque maintenant qu’elle est égale p.p. à une fonction mesurable.
En effet, les fonctionsH+ etH− sontB(R2)-mesurables (d’après la première partie de la démonstration de la
proposition 7.9, on rappelle queH(x, y) = g(y)f(x − y)). Les deux premières conclusions du théorème 7.2)
donnent alors(g(·)f(x − ·)± ∈ M+(R,B(R)) pour toutx ∈ R et queϕ1, ϕ2 ∈ M+(R,B(R)) avecϕ1 etϕ2

définies par, pourx ∈ R,

ϕ1(x) =

∫
(g(·)f(x− ·))+dλ, ϕ2(x) =

∫
(g(·)f(x− ·))−dλ.

On pose alorsh = ϕ1 − ϕ2 surAc eth = 0 surA. On a bien queh est mesurable (deR dansR) eth = g ⋆ f p.p..

On remarque enfin queh ∈ Lp(R) car |h| ≤ ϕ p.p. etϕ ∈ Lp(R). On en déduit bien queg ⋆ f ∈ Lp(R) (avec la
confusion habituelle entreg ⋆ f et la classe deh dansLp(R)).

Le fait que‖g ⋆ f‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p est conséquence immédiate de (18.13) puisqueg ⋆ f ≤ ϕ p.p..

Enfin, le raisonnement fait dans la première question de l’exercice (7.19) montre que, pour toutx ∈ R, f(·)g(x−
·) ∈ L1(RN ) si et seulementf(x − ·)g(·) ∈ L1(RN ) et que ces deux fonctions ont alors même intégrale. Ceci
permet de montrer quef ⋆ g est aussi définie p.p. et quef ⋆ g = g ⋆ f p.p.

—————————————————————————————–

18.5 Changement de variables

Corrigé 163

1. Vérifier que sin ≥ 1

∫ n

0

sinx

x
dx =

∫ n

0

(

∫ ∞

0

e−xtdt) sinxdx.

—————————————corrigé—————————————–
Soit n ∈ N, la fonctionx 7→ sin x

x est continue que[0, n] en posantsin xx = 1 pourx = 0, elle est donc bien
intégrable pour l’espace mesuré([0, n],B([0, n]), λ).

Pour toutx > 0, on aex· ∈ M+(R+,B(R+)). Pour calculer
∫∞
0 e−xtdt, on remarque que, pour toutp ∈ N, on

a
∫ p
0 e

−xtdt = [−e
−xt

x ]p0 = 1
x − e−xp

x . Quandp→ ∞, on en déduit, avec le théorème de convergence monotone,
que

∫∞
0
e−xtdt = 1

x . On obtient bien :
∫ n

0

sinx

x
dx =

∫ n

0

(

∫ ∞

0

e−xtdt) sinxdx.
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—————————————————————————————–

2. CalculerFn(t) =

∫ n

0

e−xt sinxdx (t ≥ 0).

—————————————corrigé—————————————–
Pourt = 0, on a

∫ n
0
e−xt sinxdx =

∫ n
0

sinxdx = 1 − cosn. Donc,Fn(0) = 1 − cosn.

Soit maintenantt > 0. Comme les fonctionsx 7→ e−xt etx 7→ sinx sont indéfiniment dérivables surR, on peut
calculer

∫ n
0
e−xt sinxdx en intégrant deux fois par parties :

∫ n

0

e−xt sinxdx = −
∫ n

0

te−xt cosxdx − [e−xt cosx]n0

= −
∫ n

0

t2e−xt sinxdx− [te−xt sinx]n0 − [e−xt cosx]n0 .

Ce qui donne :

(t2 + 1)

∫ n

0

e−xt sinxdx = 1 − te−nt sinn− e−nt cosn.

et donc :

Fn(t) =

∫ n

0

e−xt sinxdx =
1 − te−nt sinn− e−nt cosn

t2 + 1
.

—————————————————————————————–

3. Calculer lim
n→+∞

∫ ∞

0

Fn(t)dt. (Fn est définie à la question précédente.)

—————————————corrigé—————————————–
Pour toutn ∈ N, Fn est continue deR+ dansR, elle est donc mesurable deR+ dansR.

On a, pour toutn ∈ N et toutt ≥ 0, te−nt ≤ te−t ≤ 1/e. On en déduit :

|Fn(t)| ≤ (2 +
1

e
)

1

t2 + 1
pour toutt ∈ R + et pour toutn ∈ N.

(en fait, on a même0 ≤ Fn(t) ≤ 1
t2+1 .) Commet 7→ 1

t2+1 est intégrable sur(R+,B(R+), λ), ceci donne que
Fn ∈ L1(R+,B(R+), λ) pour toutn ∈ N.

Enfin commeFn(t) → 1
t2+1 quandn→ ∞, pour toutt > 0, on peut appliquer le théorème de convergence

dominée à la suite(Fn)n∈N, il donne :

∫ ∞

0

Fn(t)dt→
∫ ∞

0

1

t2 + 1
dt =

π

2
, quandn→ ∞.

—————————————————————————————–

4. En déduire que lim
n→+∞

∫ n

0

sinx

x
dx =

π

2
.

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N. On définitH deR2 dansR par

H(x, t) = e−xt sinx1[0,n](x)1[0,∞](t).
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La fonctionH estB(R2)-mesurable et elle appartient àL1(R2) car, par le théorème de Fubini-Tonelli :
∫

|H(x, t)|dλ2(x, t) ≤
∫ n

0

| sinx|(
∫ ∞

0

e−xtdt)dx =

∫ n

0

| sinx|
x

dx <∞,

car la fonctionx 7→ | sin x|
x est continue que[0, n] en posant| sin x|x = 1 pourx = 0, elle est donc bien intégrable

pour l’espace mesuré([0, n],B([0, n]), λ).

On peut donc appliquer le théorème de Fubini à la fonctionH , il donne, avec la première question :
∫ n

0

sinx

x
dx =

∫ n

0

(

∫ ∞

0

e−xtdt) sinxdx =

∫ ∞

0

(

∫ n

0

e−xt sinxdx)dt

=

∫ ∞

0

Fn(t)dt.

La question 3 donne alorslimn→∞
∫ n
0

sin x
x dx = limn→∞

∫∞
0 Fn(t)dt = π

2 .
—————————————————————————————–

Corrigé 164 (Coordonnées polaires)

1. Calculer
∫
(R+)2

e−(x2+y2) dx dy (on rappelle quedx dy désignedλ2(x, y)). [On pourra utiliser le passage en
coordonnées polaires.]

—————————————corrigé—————————————–
Pourx, y ∈ R, on posef(x, y) = e−(x2+y2)1R+(x)1R+(y). On af ∈ M+(R2, B(R2)) (noter quef est le
produit de fonctions mesurables). On peut donc lui appliquer la formule (7.17) :

∫
f(x, y)dλ2(x, y) =

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

f(r cos θ, r sin θ)rdr

)
dθ.

On a donc : ∫

(R+)2
e−(x2+y2)dλ2(x, y) =

π

2

∫ ∞

0

e−r
2

rdr.

Puis, comme
∫ n
0 e−r

2

rdr = 1
2 (1 − e−n

2

) et que, par le théorème de convergence monotone,

lim
n→∞

∫ n

0

e−r
2

rdr =

∫ ∞

0

e−r
2

rdr,

on en déduit
∫∞
0 e−r

2

rdr = 1
2 et donc

∫

(R+)2
e−(x2+y2)dλ2(x, y) =

π

4
.

—————————————————————————————–

2. Calculer
∫

R+

e−x
2

dx.

—————————————corrigé—————————————–
On applique le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) à la fonctionf défnie à la question précédente. Il
donne : ∫

f(x, y)dλ2(x, y) =

∫

R

(∫

R

f(x, y)dy

)
dx,
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et donc
π

4
=

∫

(R+)2
e−(x2+y2)dλ2(x, y) =

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−y
2

dy

)
e−x

2

dx

=

(∫ ∞

0

e−x
2

dx

)2

.

On en déduit que
∫∞
0 e−x

2

dx =
√
π

2 .
—————————————————————————————–

Corrigé 165 (Cordonnées polaires dansRN )
On noteSN−1 la sphère de centre0 et rayon1 dansRN (i.e.SN−1 = {x ∈ RN | |x| = 1}, où|.| désigne la norme
euclidienne usuelle). PourA ⊂ SN−1, on poseÃ = {tx , t ∈ [0, 1] , x ∈ A}.
Montrer que siA est un borélien deSN−1, alorsÃ est un borélien deRN .
On définit alors, quandA est un borélien deSN−1, σ(A) = NλN (Ã). Montrer queσ définit une mesure sur les
borélien deSN−1.
Montrer que, pour toutf : RN → R mesurable positive ou intégrable on a

∫

RN

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫

SN−1

f(ρξ) dσ(ξ)

)
ρN−1 dρ.

Trouver alors lesα ∈ R tels quex→ |x|α soit intégrable surRN\B1 ou surB1, avecB1 = {x ∈ RN ; |x| ≤ 1}.

—————————————corrigé—————————————–
Cet exercice est trop difficile à faire complètement sans indications.

PourR ∈ R+, on noteBR = {x ∈ RN ; |x| ≤ R}.

1. On montre tout d’abord quẽA est un borélien deRN si A est un borélien deSN−1. Pour cela, on poseT =
{A ∈ B(SN−1) ; Ã ∈ B(RN)}.

On montre queT est une tribu. En effet,̃A = ∅ ∈ B(RN) si A = ∅ et donc∅ ∈ T . Puis, on remarque

queT est stable par complémentaire car, pourA ∈ T , ˜SN−1 \A = B1 \ Ã ∈ B(RN), ce qui montre que
SN−1 \A ∈ T . Enfin, il est facile de voir queT est stable par union dénombrable car, pour(An)n∈N ⊂ T , on a

˜∪n∈NAn = ∪n∈NÃn ∈ B(RN ) et donc∪n∈NAn ∈ T . On a bien montré queT est une tribu.

SoitC l’ensemble des fermés deSN−1. SiA ∈ C, on voit queÃ est un fermé deRN . En effet, si(tn, xn)n∈N ⊂
[0, 1] × A est t.q.tnxn → y dansRN , on peut supposer, par compacité de[0, 1] et deSN−1, après extraction
d’une sous suite encore notée(tn, xn)n∈N, quetn → t ∈ [0, 1] et xn → x ∈ SN−1 quandn→ ∞. On en
déduit quey = tx ∈ Ã, ce qui prouve quẽA est fermé. Comme les fermés sont des boréliens, on a doncC ⊂ T .

Pour conclure, il suffit de remarquer que la tribu engendrée parC (surSN−1) estB(SN−1). On en déduit bien
queB(SN−1) = T .

2. Il est facile de montrer queσ est une mesure. Il suffit en effet de remarquer que∅̃ = ∅ (et doncσ(∅) = 0) et que,
pour(An)n∈N ⊂ T t.q.An ∩ Am = ∅ si n 6= m, on a, avecA = ∪n∈NAn, Ã = ∪n∈NÃn et Ãn ∩ Ãm = ∅ si
n 6= m. On déduit alors laσ-additivité deσ de laσ-additivité deλN .

3. On va montrer maintenant :
∫

RN

f(x) dx =

∫ ∞

0

(∫

SN−1

f(ρξ) dσ(ξ)

)
ρN−1 dρ, (18.14)
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pour toutf = 1E avecE ∈ B(RN). Cette démonstration est difficile (le reste de la démonstration sera plus
facile). On raisonne en 3 étapes.

Etape 1.PourA ∈ B(SN−1) et pour0 ≤ r < R < ∞, on poseAr,R = {ρξ, ρ ∈ [r,R[, ξ ∈ A}. Dans cette
étape, on prendf = 1E avecE = Ar,R et on montre alors que les deux membres de (18.14) sont bien définis et
sont égaux.

Pour montrer queAr,R ∈ B(RN ), il suffit de remarquer queAr,R = AR \Ar avecAa = ∪t∈Qa
tÃ, Qa = {t ∈

Q⋆
+, t < a} si a > 0 (etA0 = ∅). CommeÃ ∈ B(RN ), on atÃ ∈ B(RN) pour toutt > 0 (voir la proposition

7.7) et doncAa ∈ B(RN) pour touta ≥ 0. On en déduit queAr,R ∈ B(RN).

On calcule maintenantλN (Ar,R) (qui est le membre de gauche de (18.14)). D’après la proposition 7.8, on a
λN (tÃ) = tNλN (Ã) pour toutt > 0. la continuité croissante d’une mesure donne alorsλN (Aa) = aNλN (Ã)
pour touta > 0 et donc :

λN (Ar,R) = λN (AR \Ar) = λN (AR) − λN (Ar) = (RN − rN )λN (Ã)

=
RN − rN

N
σ(A).

Soitρ > 0. Si ρ 6∈ [r,R[, on af(rξ) = 0 pour toutξ ∈ SN−1. On a donc

f(ρ·) = 1∅ ∈ M+(SN−1,B(SN−1))

et
∫
f(ρ·)dσ = 0. Si ρ ∈ [r,R[, onaf(rξ) = 1 pour toutξ ∈ A et f(rξ) = 0 pour toutξ ∈ SN−1 \ A. Donc,

f(ρ·) = 1A ∈ M+(SN−1,B(SN−1)) et
∫
f(ρ·)dσ = σ(A). On en déduit que la fonctionρ 7→

∫
f(ρ·)dσ est

égale àσ(A)1[r,R[, elle appartient donc àM+(R⋆+,B(R⋆+), λ) et on a :
∫ ∞

0

(∫

SN−1

f(ρξ) dσ(ξ)

)
ρN−1 dρ =

∫

R⋆
+

σ(A)1[r,R[(ρ)ρ
N−1dρ

= σ(A)

∫ R

r

ρN−1dρ = σ(A)
RN − rN

N
.

On a bien montré que les deux membres de (18.14) étaient bien définis et étaient égaux.

Etape 2.On poseD = {Ar,R, 0 ≤ r < R <∞,A ∈ B(SN−1)}. On montre ici queD engendreB(RN).

On a déjà vu queD ⊂ B(RN). Donc,T (D) ⊂ B(RN ). Pour montrer l’inclusion inverse, on va montrer que tout
ouvert deRN peut s’écrire comme une union au plus dénombrable d’éléments deD.

On commence par remarquer qu’il existe une partie dénombrable deSN−1, dense dansSN−1 (ceci découle de la
séparabilité deRN ). SoitS une telle partie. On peut alors démontrer (on ne détaille pasici cette démonstration,
assez simple) que six ∈ O, O ouvert deRN , il existe une boule ouverte deSN−1 dont le centre est dansS
et donc le rayon est rationnel, on noteA cette boule, et il exister,R ∈ Q t.q. x ∈ Ar,R ⊂ O. On en déduit
facilement queO est une union au plus dénombrable d’éléments deD (voir l’exercice 2.7 pour des résultats
semblables). Ce résultat montre que les ouverts deRN sont dansT (D) et donc queB(RN) ⊂ T (D).

On a bien finalementB(RN ) = T (D).

Etape 3.On montre dans cette étape que (18.14) est vraie pour toutf = 1E avecE ∈ B(RN).

En admettant que le deuxième membre de (18.14) est bien définipour toutE ∈ B(RN), on peut définir une
mesurem surB(RN) en posant

m(E) =

∫ ∞

0

(∫

SN−1

1E(ρξ) dσ(ξ)

)
ρN−1 dρ.
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On a montré quem = λN surD (Etape 1) et queD engendreB(RN) (Etape 2). Le fait que deux mesures sur
une tribuT soient égales sur une famille engendrantT est insuffisant pour dire qu’elles sont égales surT (voir
exercice 2.20), mais cela est suffisant si cette famille est une “semi-algèbre" (une familleC est une semi-algèbre
si ∅, ∅c ∈ C, C est stable par intersection finie, et le complémentaire de tout élèment deC est une réunion finie
disjointe d’éléments deC), et si les mesures sont finies. C’est ainsi que nous allons montrer que (18.14) est vraie
pour toutf = 1E avecE ∈ B(RN).

SoitR > 0. On noteDR = {E ∈ D ; E ⊂ BR} etBR = B(BR) = {A ∈ B(RN) ; A ⊂ BR}. L’étape 2 donne
que la tribu engendrée (surBR) parDR, notéeT (DR), est égale àBR.

On remarque tout d’abord que siC ∈ DR, (BR \ C) est la réunion disjointe d’au plus 3 éléments deDR.
On en déduit, comme dans l’exercice 7.2, que l’algèbre engendrée parDR surBR (voir la définition 2.4 pour
la définition d’une algèbre), notéeAR, est l’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de DR. Soit
E ∈ AR. Il est alors facile de montrer (par linéarité de l’intégrale et avec l’étape 1) que les deux membres de
(18.14) sont bien définis et égaux sif = 1E .

On noteMR l’ensemble des élémentsE ∈ B(BR) t.q. les deux membres de (18.14) soient bien définis et
égaux sif = 1E . Une application facile du théorème de convergence monotone donne queMR est une classe
monotone. (en fait, si(En)n∈N ⊂ MR est une suite décroissante, on applique le théorème de convergence
monotone à la suite1BR

− 1En
alors que si(En)n∈N ⊂ MR est une suite croissante, on applique le théorème

de convergence monotone à la suite1En
). MR est donc une classe monotone qui contientAR, MR contient

donc la classe monotone engendrée parAR, or, le lemme sur les classes monotones (exercice 2.13) montre que
cette classe monotone est égale à la tribu engendrée parAR, elle même égale à la tribu engendrée parDR. Ceci
montre queMR = B(BR) et donc que les deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux si f = 1E avec
E ∈ B(BR).

En appliquant une nouvelle fois le théorème de convergence monotone, il est alors facile de conclure que les
deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux sif = 1E avecE ∈ B(RN).

4. La fin de la démonstration est maintenant facile (elle utilise un raisonnement souvent utilisé dans des exercices
précédents). Par linéarité de l’intégrale, on montre que les deux membres de (18.14) sont bien définis et égaux
si f ∈ E+(RN ,B(RN )), puis, par convergence monotone, sif ∈ M+(RN ,B(RN)). Enfin, on traite le cas
f ∈ L1(RN ) en décomposantf = f+ − f−.

5. Comme application simple de (18.14) pourf ∈ M+(RN ,B(RN)), on trouve quex → |x|α est intégrable sur
RN\B1 si et seulement siα+N − 1 < −1 et est intégrable surB1 si et seulement siα+N − 1 > −1.

—————————————————————————————–

Corrigé 166 (Changement de variablesW 1,1 croissant)
Soitf ∈ L1

R(R,B(R), λ) t.q.f > 0 p.p.. Pourx ∈ R, on poseϕ(x) =
∫ x
−∞ f(t)dt. (On rappelle que, poura < b,

∫ b
a f(t)dt désigne

∫
1]a,b[fdλ.)

1. Montrer queϕ ∈ C(R,R) et queϕ est strictement croissante.

On noteIm l’image deϕ (Im est donc un intervalle dont les bornes sont0 et
∫
fdλ) et on noteψ : Im → R la

fonction inverse deϕ (ψ est donc continue deIm dansR).

On rappelle que siI est un intervalle deR etB(I) est sa tribu borélienne, on aB(I) = P(I) ∩ B(R).

PourA ⊂ R, on noteϕ(A) = {ϕ(x), x ∈ A}. PourA ⊂ Im, on noteψ(A) = {ψ(x), x ∈ A}.

2. Montrer que{ϕ(A), A ∈ B(R)} = B(Im) et que{ψ(A), A ∈ B(Im)} = B(R).

3. SoitI un intervalle deR. Montrer queλ(ϕ(I)) =
∫
I
fdλ.
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4. SoitO un ouvert deR. Montrer queλ(ϕ(O)) =
∫
O
fdλ. En déduire que, pour toutε > 0 il existeδ > 0 t.q. :

O ouvert,λ(O) ≤ δ ⇒ λ(ϕ(O)) ≤ ε.

5. SoitA ∈ B(R). Montrer queλ(ϕ(A)) =
∫
A
fdλ. [On pourra, par exemple, utiliser la régularité deλ et la

question précédente.]

6. Soita, b ∈ R t.q.a < b.

(a) SoitB ∈ B(R). On poseg = 1B. Montrer que :

∫ ϕ(b)

ϕ(a)

g(t)dt =

∫ b

a

g(ϕ(s))f(s)ds. (18.15)

[PrendreA = ψ(B ∩ Im)∩]a, b[ et utiliser la question précédente.]

(b) Montrer que (18.15) est encore vraie pourg ∈ E+(R,B(R)), puis pourg ∈ M+(R,B(R)).

(c) Soit g : R → R mesurable. On suppose queg1]ϕ(a),ϕ(b)[ ∈ L1
R(R,B(R), λ). Montrer g ◦ ϕf1]a,b[ ∈

L1
R(R,B(R), λ) et que (18.15) est vraie.

NB : On peut montrer queϕ est dérivable p.p. et queϕ′ = f p.p.. La formule (18.15) est alors la formule
habituelle de changement de variable. Noter aussi que la fonctionϕ, restreinte à l’intervalle]a, b[, appartient à un
espace appeléW 1,1(]a, b[) (ce qui explique le titre de l’exercice).

—————————————corrigé—————————————–
En Attente

—————————————————————————————–
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Chapitre 19

Densité, séparabilité et compacité dansLp

Corrigé 167 (Non densité deCc dansL∞)
On considèref = 1R+ (qui appartient àL∞

R (R,B(R), λ), en confondantf avec sa classe).

1. Montrer que‖f − ϕ‖∞ ≥ 1
2 pour toutϕ ∈ C(R,R).

—————————————corrigé—————————————–
Soitϕ ∈ C(R,R). On va montrer que‖f −ϕ‖∞ ≥ 1

2 − ε pour tout0 < ε < 1/2 (ce qui donne bien finalement
‖f − ϕ‖∞ ≥ 1

2 ).

Soit donc0 < ε < 1/2.

On suppose tout d’abord queϕ(0) ≥ 1
2 . Il existe alors, par continuité deϕ, δ > 0 t.q.ϕ(x) ≥ 1

2 − ε pour tout
x ∈ [−δ, 0]. On a doncϕ(x) − f(x) ≥ 1

2 − ε pour presque toutx ∈ [−δ, 0], ce qui prouve queλ({|ϕ − f | ≥
1
2 − ε}) ≥ λ([−δ, 0]) = δ > 0. On a donc‖f − ϕ‖∞ ≥ 1

2 − ε.

On suppose maintenant queϕ(0) ≤ 1
2 . De manière analogue, il existeδ > 0 t.q. ϕ(x) ≤ 1

2 + ε pour tout
x ∈ [0, δ]. On a alorsf(x) − ϕ(x) ≥ 1

2 − ε pour presque toutx ∈ [0, δ], ce qui prouve queλ({|f − ϕ| ≥
1
2 − ε}) ≥ λ([0, δ]) = δ > 0. On a donc aussi‖f − ϕ‖∞ ≥ 1

2 − ε.

Commeε > 0 est arbitrairement petit, on a bien montré que‖f − ϕ‖∞ ≥ 1
2 .

—————————————————————————————–

2. Montrer que‖f(· + h) − f‖∞ = 1 pour touth ∈ R⋆.

—————————————corrigé—————————————–
Pourh > 0, on a|f(·+h)−f(·)| = 1 p.p. sur[−h, 0] et doncλ({|f(·+h)−f(·)| ≥ 1}) ≥ λ([−h, 0]) = h > 0,
ce qui prouve que‖f(· + h) − f‖∞ ≥ 1. Comme il est clair que|f(· + h) − f(·)| ≤ 1 p.p., on a finalement
‖f(· + h) − f‖∞ = 1.

Pourh < 0, on a|f(· + h) − f(·)|∞ = 1 p.p. sur[0,−h] et doncλ({|f(· + h) − f(·)| ≥ 1}) ≥ λ([0,−h]) =
−h > 0, ce qui prouve que‖f(·+ h)− f‖∞ ≥ 1. Comme il est clair aussi que|f(·+ h)− f(·)| ≤ 1 p.p., on a
finalement‖f(· + h) − f‖∞ = 1.

—————————————————————————————–

Corrigé 168 (Séparabilité deLp(Ω), 1 ≤ p <∞)
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SoientN ≥ 1, Ω un ouvert deRN etp tel que1 ≤ p < +∞. Montrer que l’espaceLp(Ω) est séparable.

On pourra se limiter au casΩ = R et raisonner ainsi : Soitn ∈ N⋆, pour q = 0, 1, . . . , 2n2 − 1, on note :
Inq = [−n+ q

n ,−n+ q+1
n [. On pose :An = {f : R → R; f |In

q
= r, où r ∈ Q, etf = 0 sur [−n, n[c}. On pose

A =
⋃
n∈N⋆ An.

1. Montrer queA est dénombrable.

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N⋆. A f ∈ An, on associe l’ensemble des valeurs prises parf sur les intervallesInq , q = 0, 1, . . . , 2n2−
1. On construit ainsi une bijection deAn dansQ2n2

, ce qui prouve queAn est dénombrable carQ2n2

est
dénombrable.

On en déduit queA est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.
—————————————————————————————–

2. Montrer que, pour toutf ∈ Cc(R,R) et pour toutε > 0, il existeg ∈ A t.q.‖f − g‖p ≤ ε.

—————————————corrigé—————————————–
Soitf ∈ Cc(R,R) et soitε > 0.

Commef est à support compact, il existea ∈ R+ t.q.f = 0 sur[−a, a]c.
Commef est uniformément continue, il existeδ > 0 t.q. |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε.

On choisit maintenantn ∈ N⋆ t.q.n ≥ a et1/n ≤ δ. On construit alorsg ∈ An de la manière suivante :

g(x) = 0, si x ∈ [−n, n[c,

g(x) = rq , si x ∈ [−n+ q
n ,−n+ q+1

n [, q ∈ {0, 1, . . . , 2n2 − 1},

avecrq ∈ Q t.q. |f(−n+ q
n ) − rq| ≤ ε et rq = 0 si f(−n+ q

n ) = 0.

On ag ∈ A (carg ∈ An), |g(x) − f(x)| ≤ 2ε pour toutx et |g(x) − f(x)| = 0 si x ∈ [−a− 1, a+ 1]c. On en
déduit : ∫

|g(x) − f(x)|pdx ≤ 2(a+ 1)2pεp.

On peut donc trouverg ∈ A arbitraiement proche def en normeLp.
—————————————————————————————–

3. Conclure par la densité deCc(R,R) dansLp(R, ) (théorème 8.1).

—————————————corrigé—————————————–
Soit f ∈ Lp(R) et soitε > 0. Par le théorème 8.1, il existeg ∈ Cc(R,R) t.q. ‖g − f‖p ≤ ε. Par la question
précédente, il existeh ∈ A t.q. ‖g − h‖p ≤ ε. On a donc‖f − h‖p ≤ 2ε. Ce qui prouve queA est dense dans
Lp(R). CommeA est dénombrable, on en déduit queLp(R) est séparable.

—————————————————————————————–

Corrigé 169 (Non séparabilité deL∞
R (R,B(R), λ))

On noteB l’ensemble desf appartenant àL∞(R,B(R), λ) t.q., pour toutn ∈ N, f = 0 p.p. sur]n, n + 1[ ou
f = 1 p.p. sur]n, n+ 1[.

1. Montrer queB est non dénombrable. [Construire une injection de l’ensemble des parties deN dansB.]

—————————————corrigé—————————————–
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SoitP une partieN. On construitϕ(P ) ∈ B en prenantϕ(P ) = 1 p.p. sur]n, n+ 1[ si n ∈ P , ϕ(P ) = 0 p.p.
sur]n, n+ 1[ si n 6∈ P etϕ(P ) = 0 p.p. surR−.

ϕ est bien injective car, siP,Q ∈ P(N), P 6= Q, il existen ∈ P t.q.n 6∈ Q (ou il existen ∈ Q t.q.n 6∈ P). On
a alorsϕ(P ) = 1 p.p. sur]n, n+1[ etϕ(Q) = 0 p.p. sur]n, n+1[ (ouϕ(P ) = 0 p.p. sur]n, n+1[ etϕ(Q) = 1
p.p. sur]n, n+ 1[). On en déduit que‖ϕ(P ) − ϕ(Q)‖∞ ≥ 1 carλ(]n, n+ 1[) > 0, et doncϕ(P ) 6= ϕ(Q).

CommeP(N) est non dénombrable (et non fini), l’ensembleB est aussi non dénombrable (et non fini).
—————————————————————————————–

2. SoitA une partie dense deL∞
R (R,B(R), λ). Montrer que pour toutf ∈ B, il existeg ∈ A t.q.‖f − g‖∞ ≤ 1

4 .
En déduire qu’on peut construire une application injectivedeB dansA.

—————————————corrigé—————————————–
Soitf ∈ B. Par densité deA dansL∞

R (R,B(R), λ), il existeg ∈ A t.q.‖f− g‖∞ ≤ 1
4 . On peut donc construire

(grâce à l’axiome du choix) une applicationψ deB dansA t.q.‖f − ψ(f)‖∞ ≤ 1
4 pour toutf ∈ B.

On monte maintenant queψ est injective. En effet, soitf1, f2 ∈ B t.q. ψ(f1) = ψ(f2). On a alors, avec
g = ψ(f1) = ψ(f2), ‖f1−f2‖∞ ≤ ‖f1−g‖∞+‖f2−g‖∞ ≤ 1

2 . Ceci prouve quef1 = f2 car‖f1−f2‖∞ ≥ 1
si f1 6= f2 (il suffit de remarquer qu’il existen ∈ N t.q. |f1 − f2| = 1 p.p. sur]n, n+ 1[).

—————————————————————————————–

3. Montrer queL∞
R (R,B(R), λ) n’est pas séparable.

—————————————corrigé—————————————–
Si L∞

R (R,B(R), λ) est séparable, il existeA (au plus) dénombrable, dense dansL∞
R (R,B(R), λ). La question

précédente permet de construire une injection deB deA. Ce qui est en contradiction avec le fait queB est non
dénombrable (et non fini).

—————————————————————————————–

Corrigé 170 (ConvolutionLp − Lq)
Pour1 ≤ p ≤ ∞, on noteLp = LpR(R,B(R), λ) etLp = LpR(R,B(R), λ).

1. Soit1 < p < +∞, q = p
p−1 , f ∈ Lp etg ∈ Lq.

(a) Montrer que pour toutx ∈ R, l’applicationf(·)g(x− ·) est intégrable.

—————————————corrigé—————————————–
Soitx ∈ R. L’applicationf(·)g(x− ·) est mesurable car les applicationsf etg(x− ·) sont mesurables. Puis,
on déduit de l’inégalité de Hölder (inégalité (6.3)) quef(·)g(x− ·) ∈ L1 et :

‖f(·)g(x− ·)‖1 ≤ ‖f‖p‖g(x− ·)‖q = ‖f‖p‖g‖q.

—————————————————————————————–

On peut donc définir(f ⋆ g)(x) pour toutx ∈ R.

(b) Montrer que|(f ⋆ g)(x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q, pour toutx ∈ R.

—————————————corrigé—————————————–
Soit x ∈ R. On a|(f ⋆ g)(x)| = |

∫
f(·)g(x − ·)dλ| ≤

∫
|f(·)g(x − ·)|dλ = ‖f(·)g(x − ·)‖1. En utilisant

l’inégalité montrée dans la question précédente, on a donc :

|(f ⋆ g)(x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q.

—————————————————————————————–
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(c) Montrer quef ⋆ g est continue surR.

—————————————corrigé—————————————–
Soitx, h ∈ R. On a :

|f ⋆ g(x+ h) − f ⋆ g(x)| ≤
∫

|f(·)g(x+ h− ·) − f(·)g(x− ·)|dλ
≤ ‖f‖p‖g(x+ h− ·) − g(x− ·)‖q = ‖f‖p‖g(· − h) − g‖q.

Le théorème de continuité en moyenne dansLq (exercice 6.4, corrigé 107, le cas général de la mesure de
Lebesgue surRN est donné dans le théorème 8.2) donne que‖g(·−h)−g‖q → 0, quandh→ 0. Ceci prouve
la continuité (et même la continuité uniforme) def ⋆ g surR.

—————————————————————————————–

2. Soit1 < p < +∞, q = p
p−1 .

(a) SoitF ∈ Lp etG ∈ Lq. Montrer qu’on peut définirF ⋆ G surR en posantF ⋆ G = f ⋆ g, avecf ∈ F et
g ∈ G. [Il suffit donc de démontrer quef ⋆ g ne dépend pas du choix def dansF etg dansG.]

—————————————corrigé—————————————–
Soitf1, f2 ∈ F etg1, g2 ∈ G. Commef1 = f2 p.p. etg1 = g2 p.p., on a aussi, pour toutx ∈ R, f1(·)g1(x−
·) = f2(·)g2(x− ·) p.p. et doncf1 ⋆ g1(x) = f2 ⋆ g2(x).

Pour toutx ∈ R, on peut donc définirF ⋆ G(x) en posantF ⋆ G(x) = f ⋆ g(x), avecf ∈ F et g ∈ G (car
f ⋆ g(x) ne dépend pas du choix def etg dansF etG).

—————————————————————————————–

(b) Montrer que l’application(F,G) 7→ F ⋆G est bilinéaire continue deLp×Lq dansCb(R,R) (on rappelle que
Cb(R,R) est l’ensemble des fonctions continues bornées deR dansR, muni de la norme de la convergence
uniforme).

—————————————corrigé—————————————–
On note‖ · ‖u la norme de la convergence uniforme (on rappelle que, surCb(R,R), elle coïncide avec la
norme‖ · ‖∞).

SoitF ∈ Lp etG ∈ Lq. Si f ∈ F , g ∈ G, on a déjà vu que, pour toutx ∈ R :

|F ⋆ G(x)| = |f ⋆ g(x)| ≤ ‖f‖p‖g‖q = ‖F‖p‖G‖q.

On en déduit‖F ⋆ G‖u = sup{|F ⋆ G(x)|, x ∈ R} ≤ ‖F‖p‖G‖q. Ce qui prouve bien la continuité de la
forme bilinéaire(F,G) 7→ F ⋆ G deLp × Lq dansCb(R,R).

—————————————————————————————–

(c) SoitF ∈ Lp etG ∈ Lq. Montrer queF ⋆ G ∈ C0(R,R) (c’est-à-dire que la fonctionF ⋆ G est continue de
R dansR et que(F ⋆ G)(x) → 0 quandx→ ±∞).

—————————————corrigé—————————————–
On considère tout d’abord le casf ∈ Cc(R,R) et g ∈ Cc(R,R). On sait déjà quef ⋆ g est continue (par
exemple, parce quef ∈ Lp et g ∈ Lq). D’autre part, commef et g sont à support compact, il existea > 0
et b > 0 t.q.f = 0 surBc(0, a) etg = 0 surBc(0, b). On en déduit quef ⋆ g = 0 surBc(0, a+ b) (ceci est
démontré, par exemple, dans l’exercice 7.19, corrigé 160).On a doncf ⋆ g ∈ Cc(R,R) ⊂ C0(R,R).

Soit maintenantF ∈ Lp etG ∈ Lq. Le théorème de densité dans les espacesLp (exercice 6.4, corrigé 107,
ou encore théorème 8.1 pour un cas plus général) donne l’existence de deux suites(fn)n∈N ∈ Cc(R,R) et
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(gn)n∈N ∈ Cc(R,R) t.q. fn → F dansLp et gn → G dansLq, quandn→ ∞. La continuité de la forme
bilinéaire(F,G) 7→ F ⋆ G deLp × Lq dansCb(R,R) montre alors quefn ⋆ gn → F ⋆ G dansCb(R,R)
(c’est-à-dire uniformément), quandn→ ∞. Or fn ⋆ gn ∈ C0(R,R), pour toutn ∈ N, etC0(R,R) est fermé
dansCb(R,R), on a doncF ⋆ G ∈ C0(R,R).

—————————————————————————————–

3. On prend maintenantp = 1 et q = +∞.

(a) Soitf ∈ L1 etg ∈ L∞. Montrer que(f⋆g)(x) est bien définie pour toutx ∈ R. Montrer quef⋆g ∈ Cb(R,R).

—————————————corrigé—————————————–
On procède ici comme dans le cas1 < p, q <∞.

Soitx ∈ R. L’applicationf(·)g(x − ·) est mesurable car produit d’applications mesurables. Puis, l’inégalité
de Hölder pour le casp = 1, q = ∞ (proposition (6.9)) donnef(·)g(x− ·) ∈ L1 et :

‖f(·)g(x− ·)‖1 ≤ ‖f‖1‖g(x− ·)‖∞ = ‖f‖1‖g‖∞.

On peut donc définir(f ⋆g)(x) pour toutx ∈ R et on a|(f ⋆g)(x)| ≤ ‖f‖1‖g‖∞. Ceci donnesup{|(f ⋆g)(x)|,
x ∈ R} ≤ ‖f‖1‖g‖∞ et donc quef est bornée.

Pour montrer quef ⋆ g est continue surR, on utilise l’invariance par translation de la mesure de Lebesgue
pour écrire, pour toutx ∈ R :

f ⋆ g(x) =

∫
f(x− ·)g(·)dλ.

Soitx, h ∈ R. On a donc :

|f ⋆ g(x+ h) − f ⋆ g(x)| ≤
∫

|f(x+ h− ·)g(·) − f(x− ·)g(·)|dλ
≤ ‖f(x+ h− ·) − f(x− ·)‖1‖g‖∞ = ‖f(· − h) − f‖1‖g‖∞.

Le théorème de continuité en moyenne dansL1 (théorème 5.6) donne que‖f(·−h)−f‖1 → 0, quandh→ 0.
Ceci prouve la continuité (et même la continuité uniforme) def ⋆ g surR.

On a donc bienf ⋆ g continue et bornée, c’est-à-diref ⋆ g ∈ Cb(R,R).
—————————————————————————————–

(b) SoitF ∈ L1 etG ∈ L∞. Montrer que(F ⋆ G)(x) est bien définie pour toutx ∈ R en posantF ⋆ G = f ⋆ g,
avecf ∈ F etg ∈ G.

—————————————corrigé—————————————–
La démonstration est identique à celle du cas1 < p, q <∞. Elle n’est pas redonnée ici.

—————————————————————————————–

(c) L’application(F,G) 7→ F ⋆ G est-elle continue deL1 × L∞ dansCb ?

—————————————corrigé—————————————–
La réponse est “oui" car nous avons vu que‖f ⋆ g‖u = sup{|(f ⋆ g)(x)|, x ∈ R} ≤ ‖f‖1‖g‖∞.

—————————————————————————————–

(d) A-t-onF ⋆ G ∈ C0(R,R), pour toutF ∈ L1 etG ∈ L∞ ?

—————————————corrigé—————————————–
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La réponse est “non". On prend, par exemple,G = 1 p.p. etF ∈ L1, F 6= 0. On a alorsF ⋆ G(x) =
∫
Fdλ

pour toutx ∈ R. Donc,F ⋆ G(x) 6→ 0, quandx→ ±∞, etF ⋆ G 6∈ C0(R,R).
—————————————————————————————–

Corrigé 171 (Caractérisation d’une fonction par son actionsur C∞
c )

Soitd ∈ N⋆. On rappelle queλd est la mesure de Lebesgue sur les boréliens deRd et que l’élément d’intégration
par rapport àλd est notédx (au lieu dedλd(x)). On rappelle aussi que| · | dénote la norme euclidienne dansRd.
On se donne une fonctionρ ∈ C∞

c (Rd,R) t.q. :
– ρ(x) = 0 si x ∈ Rd, |x| ≥ 1,
– ρ(x) ≥ 0 si x ∈ Rd,
–
∫
ρ(x)dx = 1.

Pourn ∈ N⋆, on noteρn la fonction définie parρn(x) = ndρ(nx), de sorte que(ρn)n∈N⋆ est une famille de
noyaux régularisants (voir le chapitre 8 du cours).

1. Soitf ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).

(a) Soitϕ ∈ C∞
c (Rd,R). Montrer quefϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).

—————————————corrigé—————————————–
La fonctionfϕ est mesurable car produit de fonctions mesurables. Elle estintégrable car on a

|f(x)ϕ(x)| ≤ |f(x)|‖ϕ‖u,

pour toutx ∈ Rd (avec‖ϕ‖u = max{|ϕ(x)|, x ∈ R} < ∞ carC∞
c (Rd,R) est inclus dansCb(Rd,R)) et

donc : ∫
|f(x)ϕ(x)|dx ≤ ‖f‖1‖ϕ‖∞ <∞.

Ce qui donne bienfϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).
—————————————————————————————–

On suppose maintenant que
∫
f(x)ϕ(x)dx = 0 pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R).

(b) Soitn ∈ N⋆. Montrerf ⋆ ρn(x) est bien défini pour toutx ∈ Rd et quef ⋆ ρn(x) = 0 pour toutx ∈ Rd.

—————————————corrigé—————————————–
Soit x ∈ Rd. On poseϕ(y) = ρn(x − y) pour y ∈ Rd (n est fixé). On a doncϕ ∈ C∞

c (Rd,R) (car
ρn ∈ C∞

c (Rd,R)) etfϕ = f(·)ρn(x− ·).
La première question donnef(·)ρn(x− ·) = fϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd) etf ⋆ ρn(x) est donc bien défini. De
plus, l’hypothèse satisfaite parf donne :

f ⋆ ρn(x) =

∫
f(y)ρn(x− y)dy =

∫
f(y)ϕ(y)dy = 0

—————————————————————————————–

(c) Montrer quef = 0 p.p..

—————————————corrigé—————————————–
La proposition 8.1 donnef ⋆ ρn → f dansL1(Rd,B(Rd), λd) quandn→ ∞. Commefn = 0 p.p., on en
déduit quef = 0 p.p.

—————————————————————————————–
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2. Soit Ω un ouvert deRd et g ∈ L1
loc(Ω) (c’est-à-dire queg est une fonction deRd dansR t.q. g1K ∈

L1(Rd,B(Rd), λd) pour tout compactK deΩ).

(a) Soitϕ ∈ C∞
c (Ω,R). Montrer quegϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd). (La fonctionϕ est prolongée par0 hors deΩ.)

—————————————corrigé—————————————–
SoitK un compact deΩ t.q.ϕ = 0 surKc. On a alorsgϕ = g1Kϕ.
Commeg1K ∈ L1(Rd,B(Rd), λd), la question 1(a) donnegϕ ∈ L1(Rd, B(Rd), λd).

—————————————————————————————–

On suppose maintenant que
∫
g(x)ϕ(x)dx = 0 pour toutϕ ∈ C∞

c (Ω,R).

(b) Soitn ∈ N⋆. On noteΩn l’ensemble desx ∈ Ω t.q. |x− y| > 1
n pour touty ∈ Ωc. Montrerg ⋆ ρn(x) est bien

définie pour toutx ∈ Ωn et queg ⋆ ρn(x) = 0 pour toutx ∈ Ωn.

—————————————corrigé—————————————–
Soitx ∈ Ωn. On poseϕ(y) = ρn(x− y) poury ∈ Rd (n etx sont fixés). On a doncϕ ∈ C∞

c (Rd,R). comme
ρn(z) = 0 si |z| ≥ 1/n, on aϕ = 0 surKc oùK est la boule fermée de centrex et de rayon1/n, c’est-à-dire
K = B(x, 1/n). Commex ∈ Ωn, on aK ⊂ Ω. La fonctionϕ (ou, plus précisément, la restriction deϕ àΩ)
appartient donc àC∞

c (Ω,R)).

On agϕ = g(·)ρn(x− ·). On conclut comme dans la question 1(b) :
La question 2(a) donneg(·)ρn(x− ·) = gϕ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd) etg ⋆ ρn(x) est donc bien défini. De plus,
l’hypothèse satisfaite parg donne :

g ⋆ ρn(x) =

∫
g(y)ρn(x− y)dy =

∫
g(y)ϕ(y)dy = 0

—————————————————————————————–

(c) SoitK un compact deΩ, montrer queg1K = 0 p.p.. En déduire queg = 0 p.p. surΩ.

—————————————corrigé—————————————–
On noteα la distance deK àΩc, c’est-à-direα = inf{|y−z|, y ∈ K, z ∈ Ωc}. Cette distance est strictement
positive carK est compact,Ωc est fermé etK ∩Oc = ∅ (le fait que cette distance est strictement positive est
démontré, par exemple, dans la démonstration du théorème 5.5). Soitn0 ∈ N⋆ t.q. 1/n0 < α, de sorte que
K ⊂ Ωn pour toutn ≥ n0 (avecΩn défini dans la question 2(b)).

La question 2(b) donne alors que, pour toutn ≥ n0, g ⋆ ρn est bien défini surK etg ⋆ ρn = 0 surK.

Pour passer à limite surn (et montrer queg = 0 p.p. surK), on poseK̃ = {z ∈ Rd; d(z,K) ≤ 1/n0} (où
d(z,K) est la distance dez àK, c’est-à-dired(z,K) = inf{|z − y|, y ∈ K}). K̃ est un compact deRd et
comme1/n0 < α, on aK̃ ⊂ Ω. On en déduit :

g1K̃ ∈ L1(Rd,B(Rd), λd).

La proposition 8.1 donne alorsg1K̃ ⋆ ρn → g1K̃ dansL1(Rd,B(Rd), λd), quandn→ ∞. On a donc aussi,
en prenant la restriction àK de ces fonctions :

(g1K̃ ⋆ ρn)|K → g|K dansL1(K,B(K), λd), quandn→ ∞. (19.1)

Soitn ≥ n0. On remarque queg1K̃ ⋆ ρn = g ⋆ ρn surK. En effet, pourx ∈ K et y 6∈ K̃, on a|x − y| >
1/n0 ≥ 1/n et doncρn(x− y) = 0. On en déduit, pour toutx ∈ K,

g1K̃ ⋆ ρn(x) =

∫
g1K̃(x)ρn(x− y)dy =

∫
g(x)ρn(x − y)dy = g ⋆ ρn(x).
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On a bien montré queg1K̃ ⋆ρn = g ⋆ρn surK. Commeg ⋆ρn = 0 surK (question 2(b)), on déduit de (19.1)
queg = 0 p.p. surK.

Pour montrer queg = 0 p.p. surΩ, on remarque queΩ = ∪n∈N⋆Kn, avecKn = Ωn ∩ Bn (où Ωn est
l’adhérence deΩn etBn est la boule fermée de centre0 et de rayonn). CommeKn est un compact deΩ , la
démonstration précédente donneg = 0 p.p. surKn, pour toutn ∈ N⋆. On en déduit queg = 0 p.p. surΩ.

—————————————————————————————–

Corrigé 172 (Théorème de compacité dansL1)
On poseL1(]0, 1[) = L1

R(]0, 1[,B(]0, 1[), λ) etL1(R) = L1
R(R,B(R), λ) (où λ désigne la mesure de Lebesgue

surB(R) ou sa trace surB(]0, 1[)). Pourf ∈ L1(]0, 1[[), on identifief avec l’un de ses représentants et on notef̃
la fonction définie par̃f = f sur]0, 1[ et f̃ = 0 surR\]0, 1[.

SoitA une partie deL1(]0, 1[).

On rappelle queA est relativement compacte dansL1(]0, 1[) si et seulement siA est précompacte (c’est-à-dire que
pourε > 0 il existep ∈ N⋆ et f1, . . . , fp ∈ A t.q.A ⊂ ∪pi=1B(fi, ε), oùB(f, ε) désigne la boule ouverte dans
L1(]0, 1[) de centref et de rayonε).

Partie I (condition suffisante). On suppose, dans cette partie, queA est relativement compacte dansL1(]0, 1[).

1. Montrer queA est une partie bornée deL1(]0, 1[).

2. Soitε > 0. Montrer qu’il existeα > 0 t.q. :

h ∈ R, |h| ≤ α, f ∈ A ⇒ ‖f̃(· + h) − f̃‖1 ≤ ε. (19.2)

Partie II (condition nécessaire). On suppose, dans cette partie, queA une partie bornée deL1(]0, 1[) et que pour
toutε > 0 il existeα > 0 vérifiant (19.2).

Soit ρ ∈ C∞
c (R,R) t.q. ρ ≥ 0, ρ(x) = 0 si |x| ≥ 1 et

∫
ρ(x)dx = 1. Pourn ∈ N⋆, on définitρn parρn(x) =

nρ(nx) si x ∈ R.

1. Soitε > 0. Montrer qu’il existen0 ∈ N⋆ t.q. :

n ∈ N⋆, n ≥ n0, f ∈ A ⇒ ‖f̃ ⋆ ρn − f̃‖1 ≤ ε. (19.3)

[On pourra remarquer quẽf ⋆ ρn(x) − f̃(x) =
∫

(f̃(x− y
n ) − f̃(x))ρ(y)dy.]

2. Soitn ∈ N⋆. Pourf ∈ A, on notefn la restriction à[0, 1] de la fonctionf̃ ⋆ ρn.

(a) Montrer qu’il existeC1, C2 > 0 ne dépendant que den, ρ et de la borne deA dansL1(]0, 1[) t.q. :

x ∈ [0, 1], f ∈ A ⇒ |fn(x)| ≤ C1,

x, y ∈ [0, 1], f ∈ A ⇒ |fn(x) − fn(y)| ≤ C2|x− y|.
En déduire que l’ensemble{fn, f ∈ A} est relativement compact dansC([0, 1], R) [Utiliser le théorème
d’Ascoli (théorème 8.6).]

(b) Montrer que l’ensemble{fn, f ∈ A} est relativement compact dansL1(]0, 1[ ).

3. Montrer que la partieA est relativement compacte dansL1(]0, 1[).

—————————————corrigé—————————————–
En attente. . .

—————————————————————————————–
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Chapitre 20

Vecteurs aléatoires

20.1 Définition, propriétés élémentaires

Corrigé 173 (Matrice des moments, matrice de covariance)
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité. SoitX un vecteur aléatoire de dimensiond (d ≥ 1), dont toutes les
coordonnées (notéesXi, i = 1, . . . , d) sont supposées être de carré intégrable. La matrice des moments d’ordre
2 du v.a.X est la matriceE(XXt), dont le terme(i, j) est le réelE(XiXj), et on rappelle que la matrice de
covariance deX , notée Cov(X), est la matriceE((X −E(X))(X − E(X))t) = E(XXt) −E(X)E(X)t, dont
le terme(i, j) est la covariance des v.a.r.Xi etXj . (La notationXt désigne le transposé du vecteurX .)

1. Soitu ∈ Rd, montrer queutE(XXt)u = E((u · X)2) et queutCov(X)u = Var(u · X) (On rappelle que
u ·X =

∑d
i=1 uiXi = utX).

—————————————corrigé—————————————–
L’applicationZ 7→ E(Z) est linéaire, on en déduit que

utE(XXt)u = E(utXXtu) = E((u ·X)2).

Cette égalité appliquée au vu v.a.X − E(X) donneutCov(X)u = Var(u · X) car u · X − E(u · X) =
u · (X − E(X)).

—————————————————————————————–

2. Montrer que les matricesE(XXt) et Cov(X) sont symétriques et semi–définies positives.
—————————————corrigé—————————————–

Il est facile de voir queE(XXt) et Cov(X) sont des matrices symétriques (car pour toutes v.a.r.Y, Z on a
E(Y Z) = E(ZY )). La question précédente donneutE(XXt)u ≥ 0 etutCov(X)u ≥ 0 pour toutu ∈ Rd, ce
qui signifie que les matricesE(XXt) et Cov(X) sont semi–définies positives.

—————————————————————————————–

3. Montrer que siA est une matricek × d et b un vecteur deRk, Y = AX + b, alorsE(Y ) = AE(X) + b et
Cov(Y ) = ACov(X)At.

—————————————corrigé—————————————–
CommeX est un v.a. de carré intégrable, la fonctionY est aussi un v.a. de carré intégrable. En utilisant la
linéarité de l’applicationZ 7→ E(Z), on calcule son espérance et sa variance :

E(Y ) = E(AX + b) = AE(X) + E(b) = AE(X) + b,
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Cov(Y ) = E([A(X − E(X))][A(X − E(X))]t)
= E(A[X − E(X)][X − E(X)]tAt)

= AE([X − E(X)][X − E(X)]t)At = ACov(X)At.

—————————————————————————————–

4. Montrer que si Cov(X) n’est pas inversible, alors le v.a.X prend p.s. ses valeurs dans un sous–espace affine de
Rd de dimension (inférieure ou) égale àd− 1, et que la loi deX n’est pas absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue deRd, notée _d (i.e. cette loi n’est pas à densité dansRd).

—————————————corrigé—————————————–
Si Cov(X) n’est pas inversible, il existeu ∈ Rd, u 6= 0, t.q. Cov(X)u = 0. On a donc Var(u · X) =
utCov(X)u = 0, ce qui donneu ·X = E(u ·X) p.s.. On poseβ = E(u ·X) et on a donc :

X ∈ H p.s. avecH = {v ∈ Rd t.q.u · v = β}.

Commeu 6= 0, l’ensembleH est un sous–espace affine deRd de dimension égale àd− 1.

L’ensembleH étant de dimensiond − 1, on aλd(H) = 0. Or on aPX(H) = P (X ∈ H) = 1 6= 0. On en
déduit quePX n’est par absolument continue par rapport àλd et donc quePX n’est pas une loi de densité par
rapport àλd (voir le théorème 6.11).

—————————————————————————————–

5. Montrer que si trois pointsx, y etz deR2 ne sont pas alignés, tout v. a.X de dimension 2 tel queP (X = x) > 0,
P (X = y) > 0 etP (X = z) > 0 a une matrice de covariance non dégénérée.

—————————————corrigé—————————————–
On raisonne par l’absurde. Soitx, y et z trois points deR2 non alignés etX un v.a. de dimension 2 tel que
P (X = x) > 0, P (X = y) > 0 et P (X = z) > 0. On suppose que la matrice de covariance deX est
dégénérée. La question précédente donne alors qu’il existeune droite deR2 (c’est-à-dire un sous–espace affine
deR2 de dimension égale à1), notéeD, t.q.X ∈ D p.s.. CommeP (X = x) > 0, on a donc{X = x}∩D 6= ∅.
En prenantω ∈ {X = x} ∩ D, on déduitx = X(ω) ∈ D. On montre de même quey, z ∈ D. Ce qui est
impossible car les trois pointsx, y et z ne sont pas alignés.

—————————————————————————————–

20.2 Indépendance

Corrigé 174 (Covariance d’une somme de v.a.i.)
Soit (Ω,A, P ) est un espace de probabilité etX,Y deux vecteurs aléatoires indépendants de dimensiond (d ≥ 1).
Montrer que Cov(X + Y ) = Cov(X)+Cov(Y ).

—————————————corrigé—————————————–
CommeX et Y sont des v.a. indépendants, toute composante deX est indépendante de toute composante deY
(voir, par exemple, la remarque 9.5). On en déduit :

E([X − E(X)][Y − E(Y )]t) = E([Y − E(Y )][X − E(X)]t) = 0

et donc :
Cov(X + Y ) = E([X − E(X) + Y − E(Y )][X − E(X) + Y − E(Y )]t)

= E([X − E(X)][X − E(X)]t) + E([X − E(X)][Y − E(Y )]t)
+E([Y − E(Y )][X − E(X)]t) + E([Y − E(Y )][Y − E(Y )]t)

= E([X − E(X)][X − E(X)]t) + E([Y − E(Y )][Y − E(Y )]t)
= Cov(X) + Cov(Y ).

—————————————————————————————–

495



Corrigé 175 (Loi d’un couple de v.a. indépendantes)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a.r..

1. Montrer queX etY sont indépendantes si et seulement si la loi du couple(X,Y ) estP(X,Y ) = PX ⊗ PY .
—————————————corrigé—————————————–

On suppose tout d’abord queX et Y sont indépendantes. SoitA,B ∈ B(R). On a, par définition deP(X,Y ),
P(X,Y )(A×B) = P (X ∈ A, Y ∈ B). CommeX etY sont indépendantes, on aP (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈
A)P (X ∈ B), ce qui donne :

P(X,Y )(A×B) = PX(A)PY (B).

Or,PX ⊗PY vérifie aussiPX ⊗PY (A×B) = PX(A)PY (B). La partie “unicité" du théorème 7.1 donne alors
P(X,Y ) = PX ⊗ PY .

Réciproquement, on suppose maintenant queP(X,Y ) = PX ⊗ PY , on a donc, pour toutA,B ∈ B(R), P (X ∈
A, Y ∈ B) = P(X,Y )(A×B) = PX ⊗ PY (A× B) = PX(A)PY (B). ce qui prouve que les tribus engendrées
parX etY sont indépendantes, c’est-à-dire queX etY sont indépendantes.

—————————————————————————————–

2. On suppose queX etY ont des densités par rapport àλ : PX = fλ etPY = gλ, avecf, g ∈ L1
R(R,B(R), λ) (et

positives p.p.). Montrer queX etY sont indépendantes si et seulement si la loi du couple(X,Y ) a pour densité
la fonction(x, y) 7→ f(x)g(y) par rapport àλ2.

—————————————corrigé—————————————–
CommePX = fλ etPY = gλ, on a, pour toutA,B ∈ B(R),

PX ⊗ PY (A×B) = PX(A)PY (B) =

∫

A

fdλ

∫

B

gdλ.

Le théorème 7.2 donne alors :

PX ⊗ PY (A×B) =

∫

A×B
f(x)g(y)dλ2(x, y).

Ce qui donnePX⊗PY = Fλ2, avecF (x, y) = f(x)g(y) pourx, y ∈ R. la mesurePX⊗PY est donc la mesure
de densitéF par rapport àλ2. La question 2 est alors une conséquence immédiate de la première question.

—————————————————————————————–

Corrigé 176 (V.a. suivant une loi normale multidimensionelle)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX = (X1, . . . , Xd) (d > 1) un v.a. de dimensiond. On suppose que
lesXi sont des v.a.r. indépendantes et queXi ∼ N (mi, σ

2
i ), avecmi ∈ R etσi > 0 pour touti. Montrer queX

suit une loi normale multidimensionnelle et donnerm etD t.q.X ∼ N (m,D).
—————————————corrigé—————————————–

Comme lesXi (i = 1, . . . , d) sont des v.a.r. indépendantes, la loi deX est le produit des loisPXi
, i = 1, . . . , d,

c’est-à-direPX = PX1 ⊗ . . . ⊗ PXd
. Cette propriété est donnée dans le théorème 9.2 (elle découle du fait que

P (X1 ∈ A1, . . . , Xd ∈ Ad) = P (X1 ∈ A1) . . . P (Xd ∈ Ad) si A1, . . . Ad sontd boréliens deR). Ceci donne
que pour toute fonctionϕ borélienne bornée deRd dansR, on a :

∫

Ω

ϕ(X)dP =

∫

Rd

ϕ(x)dPX (x) =

∫

R

. . .

∫

R

ϕ(x1, . . . , xd)dPX1(x1) . . . dPXd
(xd).

Comme, pouri = 1, . . . , d,Xi ∼ N (mi, σ
2
i ), on aPXi

= fiλ avec, pourx ∈ R,

fi(x) =
1√

2πσi
e
− (x−mi)

2

2σ2
i .
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On en déduit

∫

Ω

ϕ(X)dP =
(2π)

− d
2

∏d
i=1 σi

∫

R

. . .

∫

R

ϕ(x1, . . . , xd)e
− Pd

i=1
(xi−mi)

2

2σ2
i dx1 . . . dxd.

Ce qui donne : ∫

Ω

ϕ(X)dP = (2π)
− d

2
1√

detD

∫

Rd

ϕ(x)e−
1
2 (x−m)tD−1(x−m)dx,

oùdx désigne l’intégration par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd (c’est-à-diredx = dλd(x)), D désigne la
matrice diagonale dont les temes diagonaux sontσ2

1 , . . . , σ
2
d etm = (m1, . . . ,md)

t. Ceci montre bien queX suit
une loi normale multidimensionnelle avecX ∼ N (m,D) (voir la définition 9.3).

—————————————————————————————–

Corrigé 177 (Somme de v.a. indépendantes et convolution)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a.r. indépendantes.

1. On suppose que la loi deX a une densité, notéef , par rapport à la mesure de Lebesgue. Montrer que la loi de
X + Y a aussi une densité (par rapport à la mesure de Lebesgue) et l’exprimer en fonction def et de la loi de
Y .

—————————————corrigé—————————————–
Comme lesX et Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple(X,Y ) estPX ⊗ PY (théorème 9.2). On a
donc, pour toute fonctionϕ borélienne bornée deR dansR :

∫

Ω

ϕ(X + Y )dP =

∫

R2

ϕ(x + y)dP(X,Y )(x, y)

=

∫

R

∫

R

ϕ(x+ y)dPX(x)dPY (y).

CommePX = fλ, on a alors :
∫

Ω

ϕ(X + Y )dP =

∫

R

(∫

R

ϕ(x + y)f(x)dx

)
dPY (y).

A y fixé, on utilise le changement de variablex+ y = z, on obtient :

∫

Ω

ϕ(X + Y )dP =

∫

R

(∫

R

ϕ(z)f(z − y)dz

)
dPY (y),

et donc, en utilisant le théorème de Fubini (théorème 7.3) oule théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2) si on
se limite à des fonctionsϕ positives (ce que l’on peut faire) :

∫

Ω

ϕ(X + Y )dP =

∫

R

(∫

R

f(z − y)dPY (y)

)
ϕ(z)dz =

∫

R

g(z)ϕ(z)dz,

avecg(z) =
∫

R
f(z − y)dPY (y) pour toutz ∈ R. Ceci montre que(X + Y ) est une v.a.r. dont la loi a pour

densité la fonctiong (par rapport à la mesure de Lebesgue).
—————————————————————————————–
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2. On suppose queX ∼ N (µ, σ2) etY ∼ N (m, s2) (m,µ, s, σ ∈ R). Montrer queX +Y ∼ N (µ+m,σ2 + s2)
(le signe “∼" signifie “a pour loi").

—————————————corrigé—————————————–
On peut supposer, bien sûr,s ≥ 0 et σ ≥ 0 (car σ et σ n’interviennent que par leur carré). Nous allons
commencer par deux cas particuliers faciles.

Cas 1Si s = σ = 0, on aX = µ p.s. etY = m p.s. et doncX + Y = m + µ p.s., ce qui donne bien
X + Y ∼ N (m+ µ, 0).

Cas 2Si s = 0 etσ > 0, on aY = m p.s. et doncX + Y = X +m p.s.. La densité deX + Y (par rapport à
Lebesgue) est alors la densité deX translatée dem, ce qui donne bienX + Y ∼ N (m + µ, σ2). De même, si
s > 0 etσ = 0, on aX + Y ∼ N (m+ µ, s2).

Cas 3On suppose maintenant ques, σ > 0. L’énoncé de cet exercice suggère (implicitement) de fairecette
question en utilisant la question précédente. Nous allons procéder ainsi dans ce corrigé (mais d’autres méthodes
sont possibles, voir le N.B. ci après). La question précédente donne que(X +Y ) est une v.a.r. dont la loi a pour
densité la fonctiong (par rapport à la mesure de Lebesgue) vérifiant, pourx ∈ R :

g(x) =
1√
2πs

1√
2πσ

∫

R

e−
(x−y−µ)2

2σ2 e−
(y−m)2

2s2 dy.

Soitx ∈ R. On posēx = x−m− µ et on utilise le changement de variablez = y−m
s . On obtient :

g(x) =
1

2πsσ

∫

R

e−
(x̄−sz)2

2σ2 e−
z2

2 dz =
1

2πσ

∫

R

e−
1

2σ2 (x̄2−2szx̄+(s2+σ2)z2)dz.

En remarquant que(x̄2 − 2szx̄+ (s2 + σ2)z2) = (
√
s2 + σ2z − 1√

s2+σ2
sx̄)2 + ( σ2

s2+σ2 x̄
2), on a aussi, avec le

changement de variable
√
s2+σ2

σ z − 1
σ
√
s2+σ2

sx̄ = z̄ :

g(x) =
1

2πσ
e
− 1

2(s2+σ2)
x̄2
∫

R

e
− 1

2σ2 (
√
s2+σ2z− 1√

s2+σ2
sx̄)2

dz

=
1

2π
√
s2 + σ2

e
− 1

2(s2+σ2)
x̄2
∫

R

e−
1
2 z̄

2

dz̄.

Comme
∫

R
e−

1
2 z̄

2

dz̄ =
√

2π et x̄ = x−m− µ, on a donc

g(z) =
1√

2π
√
s2 + σ2

e
− 1

2(s2+σ2)
(x−m−µ)2

.

Ce qui donne bienX + Y ∼ N (µ+m,σ2 + s2).

N.B. Cette question peut aussi être résolue en utilisant la transformée de Fourier que nous verrons au chapitre 10.
Elle est résolue ainsi (avec, plus généralement,aX + bY , a, b ∈ R, au lieu deX + Y ) dans le corrigé 184,
question 1(a)), sur “V.a. gaussiens, indépendance, covariance").

—————————————————————————————–

Corrigé 178 (Calcul deπ)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité,(Un)n∈N⋆ et (Vn)n∈N⋆ deux suites de variables aléatoires réelles de loi
uniforme sur l’intervalle[0, 1]. On suppose que toutes ces v.a. sont indépendantes (dans leur ensemble). On pose
pour toutn ≥ 1 :

Xn = 1 siU2
n + V 2

n ≤ 1 etXn = 0 sinon,
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et

Zn = 4
X1 + · · · +Xn

n
.

1. Déterminer, pour toutn ∈ N⋆, la loi deXn.
—————————————corrigé—————————————–

On noteD = {(x, y) ∈ R2, t.q.x2 + y2 ≤ 1} etψ = 1D, de sorte queψ est une fonction borélienne deR2 dans
R (carD ∈ B(R2)) et queXn = 1D(Un, Vn) = ψ(Un, Vn) pourn ∈ N⋆.

Soitn ∈ N⋆. CommeUn etVn sont des v.a.r. et queψ est borélienne deR2 dansR, la fonctionXn est donc une
v.a.r.. CommeXn ne prend que les valeurs1 et0, la loi deXn estPXn

= pδ1+(1−p)δ0 oùp = P (U2
n+V 2

n ≤ 1).
Pour calculerp, on utilise le fait queUn et Vn sont indépendantes, on obtient (avec le théorème 9.2 sur la loi
d’un couple de v.a.) :

P (U2
n + V 2

n ≤ 1) =

∫

Ω

1D(Un, Vn)dP =

∫

R

∫

R

1D(x, y)dPUn
(x)dPVn

(y).

CommeUn ∼ U(0, 1) etVn ∼ U(0, 1), on en déduit (en utilisant les coordonnées polaires) :

p =

∫ 1

0

∫ 1

0

1D(x, y)dxdy =
π

2

∫ 1

0

rdr =
π

4
.

DoncpXn
= π

4 δ1 + (1 − π
4 )δ0.

—————————————————————————————–

2. Montrer que la suite(Zn)n∈N⋆ converge en probabilité versπ.
—————————————corrigé—————————————–

On utilise les notations introduites dans la première question. Pourn ∈ N⋆, on poseYn = 4Xn, c’est-à-dire
Yn = 4ψ(Un, Vn). Comme les v.a.r.(Un)n∈N⋆ , (Vn)n∈N⋆ sont indépendantes (dans leur ensemble), la pro-
position 9.7 donne la suite(Yn)n∈N⋆ est une suite de v.a.r. indépendantes. De plus, commeYn = 4Xn, on a
PYn

= π
4 δ4 + (1 − π

4 )δ0. La suiteYn est donc une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables (onaE(Yn) = π et
E(Y 2

n ) = 4π). On peut appliquer la proposition 6.31 (loi faible des grands nombres), il donne queZn tend en
probabilité versE(Y1), c’est-à-dire versπ.

—————————————————————————————–

3. Soitα ∈]0, 1[ et ε > 0. A l’aide de l’inégalité de Tchebychev, donner, en fonctiondeα et ε, une valeur de
n0 ∈ N⋆ t.q.

n ≥ n0 ⇒ P [|Zn − π| ≥ ε] ≤ α.

—————————————corrigé—————————————–
On reprend ici la démonstration de la proposition 6.31.

En utilisant l’inégalité de Bienaymé Tchebychev (lemme 4.10), on a :

p(|Zn − π| ≥ ε) = p((Zn − π)2 ≥ ε2) ≤ 1

ε2
E((Zn − π)2).

Puis, en posantSn =
∑n

i=1 Yi, on aZn = Sn

n et doncE((Zn − π)2) = 1
n2E((Sn − nπ)2) = Var(Sn)

n2 . La
proposition 6.30 donne Var(Sn) = nVar(Y1) = nπ(4 − π). On en déduit finalement

p(|Zn − π| ≥ ε) ≤ 1

ε2
nπ(4 − π)

n2
=
π(4 − π)

nε2
.

Il suffit donc de prendren0 t.q. π(4−π)
n0ε2

≤ α pour avoirP (|Zn − π| ≥ ε) ≤ α.
—————————————————————————————–
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Corrigé 179 (Indépendance des composantes d’un v.a.)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a. de dimension 2. On noteX1, X2 les composantes deX et
Y1, Y2 les composantes deY . On suppose queX etY ont même loi.

1. Montrer queX1 etY1 ont même loi.
—————————————corrigé—————————————–

Soitϕ ∈ Cb(R,R). En utilisant la définition dePX etPY et le fait quePX = PY , on obtient
∫

Ω

ϕ(X1)dP =

∫

R2

ϕ(x1)dPX(x1, x2) =

∫

R2

ϕ(x1)dPY (x1, x2)

=

∫

Ω

ϕ(Y1)dP.

Comme
∫

R
ϕdPX1 =

∫
Ω ϕ(X1)dP et

∫
R
ϕdPY1 =

∫
Ω ϕ(Y1)dP , on en déduit quePX1 = PY1 .

—————————————————————————————–

2. On suppose queX1 etX2 sont des v.a.r. indépendantes. Montrer queY1 etY2 sont aussi des v.a.r. indépendantes.
—————————————corrigé—————————————–

CommeX1 etX2 sont indépendantes, on aPX = PX1 ⊗ PX2 (théorème 9.2). CommePX = PY , on a aussi,
d’après la première question,PX1 = PY1 et de mêmePX2 = PY2 . On en déduit quePY = PY1 ⊗ PY2 , ce qui
prouve queY1 etY2 sont des v.a.r. indépendantes (théorème 9.2).

—————————————————————————————–

Corrigé 180 (Sur la différence de deux v.a.r.i.i.d.)

1. Soitm une mesure sur les boréliens deR. On suppose quem(R) > 0. Soitη > 0. Montrer qu’il existea ∈ R
t.q.m(]a− η, a+ η[) > 0. En déduire que

m⊗m(A) =

∫
m(]y − 2η, y + 2η[)dm(y) ≥ m(]a− η, a+ η[)2 > 0,

avecA = {(x, y) ∈ R2 t.q. |x− y| < 2η}. (On rappelle quem⊗m est une mesure surB(R2).)
—————————————corrigé—————————————–

Pouri ∈ Z, on poseai = iη, de sorte queR = ∪i∈Z]ai − η, ai + η[. Parσ-sous additivité dem, on a donc
0 < m(R) ≤∑i∈Z m(]ai − η, ai + η[). Il existe donci ∈ Z t.q.m(]ai − η, ai + η[) > 0.

On remarque d’abord queA est un borélien deR2 carA est un ouvert deR2. Par définition dem⊗m, on a

m⊗m(A) =

∫

R

(∫

R

1A(x, y)dm(x)

)
dm(y) =

∫
m(]y − 2η, y + 2η[)dm(y).

poury ∈]a− η, a+ η[, on a]a− η, a+ η[⊂ [y− 2η, y+ 2η[ et doncm(]y− 2η, y+ 2η[) ≥ m(]a− η, a+ η[).
On a donc ∫

m(]y − 2η, y + 2η[)dm(y) ≥
∫

]a−η,a+η[
m(]a− η, a+ η[)dm

= m(]a− η, a+ η[)2 > 0.

—————————————————————————————–

2. Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r. indépendantes et de même loi. Soitε > 0. Montrer que

P (|X − Y | < ε) = P ({ω ∈ Ω, |X(ω) − Y (ω)| < ε}) > 0.
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[On pourra utiliser la première question avecm = PX = PY .]
—————————————corrigé—————————————–

On poseB = {ω ∈ Ω t.q. |X(ω) − Y (ω)| < ε} et B̄ = {(x, y) ∈ R2 t.q. |x − y| < ε}. On noteP(X,Y ) la loi
du v.a. (de dimension 2)(X,Y ). On a

P (|X − Y | < ε) =

∫

Ω

1BdP =

∫

R2

1B̄dP(X,Y ).

CommeX etY sont indépendantes, on a, en notantm la loi commune aX etY , P(X,Y ) = m⊗m. On a donc
(avec la première question avec2η = ε et en remarquant quem(R) = 1 > 0),

P (|X − Y | < ε) = m⊗m(B̄) > 0.

—————————————————————————————–

20.3 Vecteurs gaussiens, théorème central limite

Corrigé 181 (Loi du couple(X,X) siX ∼ N (0, 1))

1. SoitA un borélien deR2. On poseT (A) = {x ∈ R t.q. (x, x)t ∈ A}. Montrer queT (A) est un borélien deR.
On posem(A) = λ(T (A)) (oùλ est mesure de Lebesgue surB(R)).

—————————————corrigé—————————————–
L’applicationx 7→ (x, x)t est continue deR dansR2, elle donc borélienne. CommeT (A) est l’image réciproque
deA par cette application, on a bienT (A) ∈ B(R).

—————————————————————————————–

On a ainsi défini une applicationm deB(R2) dansR+.

2. Montrer que l’applicationm (définie ci dessus) est une mesure surB(R2) et que pour toute applicationϕ
borélienne positive deR2 dansR on a :

∫

R2

ϕ(x, y)dm(x, y) =

∫

R

ϕ(x, x)dx.

—————————————corrigé—————————————–
Pour montrer quem est une mesure, on remarque quem(∅) = 0 (carT (∅) = ∅) etm estσ-additive (ce qui
découle simplement du fait queA ∩B = ∅ ⇒ T (A) ∩ T (B) = ∅).

On montre ensuite que
∫

R2 ϕ(x, y)dm(x, y) =
∫

R
ϕ(x, x)dx pourϕ = 1A, avecA ∈ B(R2) (c’est une consé-

quence immédiate de la définition dem), puis pourϕ étagée positive (par linéarité), puis pourϕ borélienne
positive (car une telle fonction est limite croissante de fonctions étagées positives).

—————————————————————————————–

3. Soit(Ω,A, P ) est un espace de probabilité. etX une v.a.r. t.q.X ∼ N (0, 1).

(a) On poseZ = (X,X)t. Montrer que le v.a.Z est un vecteur gaussien et donner, poura ∈ R2, la loi dea · Z
(en fonction dea).

—————————————corrigé—————————————–
Soita = (a1, a2)

t ∈ R2. On poseα = a1 + a2, de sorte quea · Z = αX .

Si α = 0, on aPa·Z = P0 = N (0, 0) (qui est bien une loi gaussienne).
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Si α 6= 0. Soitϕ une application borélienne bornée deR ansR on a :
∫

Ω

ϕ(a · Z)dP =

∫

R

ϕ(αx)
1√
2π
e−

x2

2 dx =

∫

R

ϕ(y)
1√

2π|α|
e−

y2

2α2 dy.

Ce qui prouve quea · Z ∼ N (0, |α|). Le v.a.Z est donc bien un vecteur gaussien.
—————————————————————————————–

(b) Montrer la loi du v.a.(X,X)t a une densité par rapport à la mesurem définie dans les questions précédentes
et donner cette densité. En déduire que la loi du v.a.(X,X)t n’a pas de densité par rapport à la mesure de
Lebesgue surB(R2).

—————————————corrigé—————————————–
Soitϕ borélienne bornée deR2 dansR. On a :

∫

Ω

ϕ(X,X)dP =

∫

R

ϕ(x, x)
1√
2π
e−

x2

2 dx.

On en déduit que la loi du v.a.(X,X)t estfm avecf borélienne deR2 dansR et t.q.f(x, x) = 1√
2π
e−

x2

2

pourx ∈ R. Commem est étrangère àλ2, loi du v.a.(X,X)t n’a pas de densité par rapport àλ2 (qui est la
mesure de Lebesgue surB(R2)).

—————————————————————————————–

N.B. la loi de(X,X)t est une loi normale bidimensionnelle car le vecteur(X,X)t est gaussien (voir la proposi-
tion 9.11) mais ce n’est pas une loi de densité par rapport à lamesure de Lebesgue surB(R2).
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Chapitre 21

Transformation de Fourier

21.1 Transformée de Fourier dansL1

Corrigé 182 (Résultat partiel d’inversion de Fourier dansL1)
SoitH(t) = e−|t|, t ∈ R. On pose, pourλ > 0 :

hλ(x) = (2π)−
1
2

∫

R

H(λt)eitxdt, x ∈ R. (21.1)

1. Montrer quehλ(x) = (
2

π
)

1
2

λ

λ2 + x2
, et
∫

R

hλ(x)dx = (2π)
1
2 .

—————————————corrigé—————————————–
Soitx ∈ R. CommeH est paire, on a(2π)

1
2hλ(x) =

∫
R
e−|λt| cos(tx)dt et donc

(2π)
1
2hλ(x) = 2 lim

n→∞

∫ n

0

e−λt cos(tx)dt.

En intégrant deux fois par parties, on remarque que
∫ n

0

e−|λt| cos(tx)dt =
1

λ
− (

x

λ
)2
∫ n

0

e−|λt| cos(tx)dt + an,

aveclimn→∞ an = 0. Ceci donne
∫ n

0

e−|λt| cos(tx)dt =
λ

λ2 + x2
(1 + λan),

et donchλ(x) = ( 2
π )

1
2

λ
λ2+x2 .

Pour calculer
∫

R
hλ(x)dx, on utilise le changement de variablex = λy, on obtient

∫

R

hλ(x)dx = (
2

π
)

1
2

∫

R

1

1 + x2
dy = (2π)

1
2 .

—————————————————————————————–
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2. Soitf ∈ L1
C(R,B(R), λ), montrer que pour toutx ∈ R, on a :

f ⋆ hλ(x) =

∫

R

H(λt)f̂(t)eixtdt. (21.2)

—————————————corrigé—————————————–
Noter queλ désigne ici à la fois le paramètreλ introduit au début de l’énoncé et la mesure de Lebesgue. Cette
maladresse de notation semble toutefois sans gravité.

Commef ∈ L1
C(R,B(R), λ) ethλ ∈ L∞

R (R,B(R), λ), f ⋆ hλ(x) est défini pour toutx ∈ R et on a :

f ⋆ hλ(x) =

∫

R

f(t)hλ(x− t)dt = (2π)−
1
2

∫

R

f(t)

(∫

R

H(λy)ei(x−t)ydy

)
dt.

Commef ∈ L1
C(R,B(R), λ) et H(λ·) ∈ L∞

R (R,B(R), λ), on peut utiliser le thérorème de Fubini (théo-
rème 7.3) pour inverser l’ordre d’intégration et obtenir :

f ⋆ hλ(x) = (2π)−
1
2

∫

R

H(λy)eixy
(∫

R

f(t)e−itydt

)
dy

=

∫

R

H(λy)eixy f̂(y)dy.

—————————————————————————————–

3. Soitg une fonction mesurable bornée deR dansC, continue en 0. Montrer queg ⋆ hλ(0) →
√

2πg(0) quand
λ→ 0. [Utiliser 1. et le théorème de convergence dominée.]

—————————————corrigé—————————————–
On utilise maintenant le fait quehλ ∈ L1

R(R,B(R), λ) et g ∈ L∞
C (R,B(R), λ) pour remarquer queg ⋆ hλ(x)

est défini pour toutx ∈ R. Pourx = 0, on a :

g ⋆ hλ(0) =

∫

R

g(x)hλ(x)dx =

(
2

π

) 1
2
∫

R

λ

λ2 + x2
g(x)dx.

Avec le changement de variabley = x
λ , on obtient :

g ⋆ hλ(0) =

(
2

π

) 1
2
∫

R

g(λy)
1

1 + y2
dy.

Comme|g(λy) 1
1+y2 | ≤ ‖g‖u 1

1+y2 (avec‖g‖u = supx∈R |g(x)|) et que la fonctiony 7→ 1
1+y2 est intégrable sur

R, on peut utiliser le théorème de convergence dominée pour endéduire (grâce à la continuité deg en0) :

lim
λ→0

g ⋆ hλ(0) =

(
2

π

) 1
2

g(0)

∫

R

1

1 + y2
dy = (2π)

1
2 g(0).

—————————————————————————————–

4. Soitf ∈ L1
C(R,B(R), λ), montrer que :

‖f ⋆ hλ −
√

2πf‖1 → 0 lorsqueλ→ 0. (21.3)

[On pourra utiliser la continuité en moyenne et la question précédente avecg(y) =
∫
|f(x− y) − f(x)|dx.]
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—————————————corrigé—————————————–
Comme

∫
R
hλ(y)dy =

√
2π, on a :

‖f ⋆ hλ −
√

2πf‖1 =

∫

R

|
∫

R

(f(x− y) − f(x))hλ(y)dy|dx

≤
∫

R

(∫

R

|f(x− y) − f(x)|hλ(y)dy
)
dx.

En utilisant le théorème de Fubini-Tonelli (théorème 7.2),on en déduit :

‖f ⋆ hλ −
√

2πf‖1 ≤
∫

R

(∫

R

|f(x− y) − f(x)|dx
)
hλ(y)dy = g ⋆ hλ(0),

avecg(y) =
∫
|f(x− y) − f(x)|dx.

Le théorème de continuité en moyenne dansL1 (théorème 5.6, écrit pour de fonctions à valeurs réelles mais
la généralisation est immédiate pour des fonctions à valeurs complexes) donne queg est continue en0 et donc
aussi continue deR dansR (en remarquant que|g(y)−g(z)| ≤ g(y−z)|) et donc aussi mesurable deR dansC.
Ellle est également bornée (car|g(y)| ≤ 2‖f‖1, pour touty ∈ R). On peut donc utiliser la question précédente,
elle donne quelimλ→0 g ⋆ hλ(0) = 0 et donc quelimλ→0 ‖f ⋆ hλ −

√
2πf‖1 = 0.

—————————————————————————————–

5. Déduire de ce qui précède le théorème d’inversion de Fourier, théorème 10.1.
—————————————corrigé—————————————–

On noteL1 = L1
C(R,B(R), λ). Soit f ∈ L1 (on a doncf̂ ∈ C0(R,C)). On suppose quêf ∈ L1. Soit

(λn)n∈N ⊂ R⋆+ une suite t.q.limn→∞ λn = 0. Commef ∈ L1, la question précédente nous donne que
f ⋆ hλn

→
√

2πf dansL1 et la question 2 nous donne pour toutn ∈ N et toutx ∈ R :

f ⋆ hλn
(x) =

∫

R

H(λnt)f̂(t)eixtdt.

On utilise maintenant le théorème de convergence dominée qui s’applique parce quêf ∈ L1 et que l’on a, pour
toutx et toutn, |H(λnt)f̂(t)eixt| ≤ |f̂(x)|. Commelimn→∞H(λnx) = 1, pour toutx ∈ R, on a donc, pour
toutx ∈ R :

lim
n→∞

f ⋆ hλn
(x) =

∫

R

f̂(t)eixtdt =
√

2π
̂̂
f(−x).

Enfin, commef ⋆ hλn
→

√
2πf dansL1, on peut supposer, après extraction d’une sous suite, quef ⋆ hλn

→√
2πf p.p.. On a donc, finalement (par unicité de la limite dansR),

√
2πf =

√
2π
̂̂
f(−·) p.p., c’est-à-dire

f =
̂̂
f(−·) p.p..

—————————————————————————————–

21.2 Transformée de Fourier d’une mesure signée

Corrigé 183 (Caractérisation dem par m̂)
Soitd ≥ 1.

1. Soitm etµ deux mesures signées sur les boréliens deRd. On suppose quêm = µ̂.
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(a) Soitϕ ∈ L1
C(Rd,B(Rd), λd). Montrer que

∫
ϕ̂dm =

∫
ϕ̂dµ.

—————————————corrigé—————————————–
On remarque que

∫
ϕ̂dm = (2π)−

d
2

∫ (∫
e−ix·tϕ(x)dx

)
dm(t). (Les intégrales sont toutes surRd). La me-

sure signéem peut se décomposer en différence de deux mesures positives étrangèresm = m+ − m−

(décomposition de Hahn, proposition 2.6). Comme
∫ ∫

|e−ix·tϕ(x)|dxdm±(t) = ‖ϕ‖1m
±(Rd) < +∞,

on peut utiliser le théorème de Funini-Tonelli (théorème 7.2) avec les mesuresλd etm+ et les mesuresλd et
m−. On obtient ainsi :

∫
ϕ̂dm = (2π)−

d
2

∫ (∫
e−ix·tdm(t)

)
ϕ(x)dx =

∫
m̂(x)ϕ(x)dx.

Le même raisonnement donne
∫
ϕ̂dµ =

∫
µ̂(x)ϕ(x)dx. Commem̂(x) = µ̂(x) pour toutx ∈ Rd, on en

déduit bien
∫
ϕ̂dm =

∫
ϕ̂dµ.

—————————————————————————————–

(b) Montrer que
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ pour toutϕ ∈ S(Rd,C) (et donc pour toutϕ ∈ C∞

c (Rd,R)).
—————————————corrigé—————————————–

CommeS(Rd,C) ⊂ L1
C(Rd,B(Rd), λd), la question précédente donne

∫
ϕ̂dm =

∫
ϕ̂dµ pour toutϕ ∈

S(Rd,C). Or, l’applicationϕ 7→ ϕ̂ est une bijection dansS(Rd,C) (proposition 10.6). On a donc
∫
ϕdm =∫

ϕdµ pour toutϕ ∈ S(Rd,C).
—————————————————————————————–

(c) Montrer quem = µ (On rappelle qu’une fonction deϕ ∈ Cc(Rd,R) est limite uniforme de fonctions de
ϕ ∈ C∞

c (Rd,R)).
—————————————corrigé—————————————–

Soit ϕ ∈ Cc(Rd,R) et (ϕn)n∈N ⊂ C∞
c (Rd,R) t.q. ϕn → ϕ, uniformément surRd, quandn→ ∞. La

question précédente donne
∫
ϕndm =

∫
ϕndµ pour toutn ∈ N. On utilise alors le théorème de convergence

dominée (ce qui est possible car les mesuresm± etµ± sont des mesures finies), il donne
∫
ϕdm =

∫
ϕdµ.

La proposition 5.4 donne alorsm = µ.
—————————————————————————————–

2. Soitm une mesure signée sur les boréliens deRd. On suppose quêm ∈ L1
C(Rd, B(Rd), λd). Montrer quem

est la mesure de densitéf par rapport à la mesure de Lebesgue avecf = ˆ̂m(−·).

21.3 Fonction caractéristique d’un v.a.

Corrigé 184 (V.a. gaussiens, indépendance, covariance)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités,d ≥ 1 etX = (X1, . . . , Xd) un v.a. de dimensiond.

1. On suppose ici qued = 2.

(a) On suppose queX1 etX2 suivent des lois gaussiennes et sont indépendantes, montrer queX est un vecteur
gaussien et que Cov(X1, X2) = 0.

—————————————corrigé—————————————–
CommeX1 etX2 suivent des lois gaussiennes, il existem1,m2 ∈ R etσ1, σ2 ∈ R+ t.q.Xk ∼ N (mk, σ

2
k)

pouri = 1, 2. On a doncϕXk
(u) = eiumke−

σ2
k

u2

2 pourk = 1, 2 et pour toutu ∈ R.
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Soita1, a2 ∈ R. On calcule alors la fonction caractéristique de la v.a.r.a1X1 + a2X2. Soitu ∈ R, on a :

ϕa1X1+a2X2(u) =

∫

Ω

ei(a1X1+a2X2)udP =

∫

Ω

eia1X1ueia2X2udP

En utilisant l’indépendance deX1 etX2, on en déduit :

ϕa1X1+a2X2(u) =

∫

Ω

eia1X1udP

∫

Ω

eia2X2udP = ϕX1 (a1u)ϕX2(a2u).

Ce qui donneϕa1X1+a2X2(u) = eiu(a1m1+a2m2)e−
u2(σ2

1a2
1+σ2

2a2
2)

2 . Comme la loi d’une v.a.r. est entièrement
déterminée par sa fonction caractéristique (voir la proposition 10.10), on en déduit quea1X1 + a2X2 ∼
N (m,σ2) avecm = a1m1 + a2m2 etσ =

√
σ2

1a
2
1 + σ2

2a
2
2. Ceci prouve bien queX est un vecteur gaussien.

L’indépendance deX1 etX2 permet aussi de calculer la fonction caractéristique deX . Soitu = (u1, u2)
t ∈

R2 :

ϕX(u) =

∫

Ω

ei(X1u1+X2u2)dP = ei(u1m1+u2m2)e−
u2
1σ2

1+u2
2σ2

2
2 .

Ceci prouve que la matrice de covariance deX est diagonale (proposition 10.12) et donc que

Cov(X1, X2) = 0.

—————————————————————————————–

(b) On suppose queX est un vecteur gaussien et que Cov(X1, X2) = 0. Montrer queX1 etX2 sont indépen-
dantes.

—————————————corrigé—————————————–
D’après la proposition 10.11, pour montrer queX1 etX2 sont indépendantes, il suffit de montrer queϕX(u) =∏2
j=1 ϕXj

(uj) pour toutu = (u1, u2)
t ∈ R2. Ceci est une conséquence facile du fait que Cov(X1, X2) =

0. En effet, la matrice de covariance deX est alors diagonale et on a bien (grâ ce à la proposition 10.12), en
reprenant les notations de la question précédente (c’est-à-direXk ∼ N (mk, σ

2
k) pouri = 1, 2),

ϕX(u) = ei(u1m1+u2m2)e−
u2
1σ2

1+u2
2σ2

2
2 = ϕX1(u1)ϕX2(u2),

c’est-à-direϕX(u) =
∏2
j=1 ϕXj

(uj) pour toutu = (u1, u2)
t ∈ R2.

—————————————————————————————–

2. On suppose toujoursd = 2. Donner un exemple pour lequelX1 etX2 sont gaussiennes maisX n’est pas un
vecteur gaussien. [On pourra, par exemple, choisir(Ω,A, P ) etX1, X2 de manière à avoir Cov(X1, X2) = 0
sans queX1, X2 soient indépendantes, voir l’exercice 4.44.]

—————————————corrigé—————————————–
On considère les deux v.a.r.S et X de l’exercice 4.44 et on prendX1 = SX etX2 = X . Les v.a.r.X1 et
X2 sont gaussiennes (on aX1 ∼ N (0, 1) etX2 ∼ N (0, 1)), elles sont dépendantes et on a Cov(X1, X2) = 0
(voir l’exercice 4.44). On en déduit que le v.a.X = (X1, X2) n’est pas gaussien (sinon les v.a.r. seraient
indépendantes, d’après la question précédente).

—————————————————————————————–

3. On suppose queX est un vecteur gaussien et que les composantes deX sont indépendantes deux à deux. Montrer
queX1, . . . , Xd sont indépendantes.

—————————————corrigé—————————————–

507



La démonstration est ici similaire à celle de la question 1(b). D’après la proposition 10.11, pour montrer que
les v.a.r.X1, . . . , Xd sont indépendantes, il suffit de montrer queϕX(u) =

∏d
j=1 ϕXj

(uj) pour toutu =

(u1, . . . , ud)
t ∈ Rd. Ceci est une conséquence facile du fait que les v.a.r.X1, . . . , Xd sont indépendantes deux

à deux. En effet, cette hypothèse d’indépendance deux à deuxdonne que la matrice de covariance deX est
diagonale et on a alors (grâce à la proposition 10.12), avecXk ∼ N (mk, σ

2
k) pouri = 1, . . . , d,

ϕX(u) = ei
Pd

k=1 ukmke−
Pd

k=1 u2
k

σ2
k

2 = ϕX1 (u1) . . . ϕXd
(ud),

c’est-à-direϕX(u) =
∏d
j=1 ϕXj

(uj) pour toutu = (u1, . . . , ud)
t ∈ Rd.

—————————————————————————————–

Corrigé 185 (Suite de v.a.r.i.i.d. de Poisson)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité etX une v.a. de Poisson de paramètreλ (λ > 0). On rappelle que,

P [X = k] = e−λ λ
k

k! , pour toutk ∈ N et queE[X ] = λ, V ar[X ] = λ.

1. Calculer la fonction caractéristiqueϕX deX .
—————————————corrigé—————————————–

Soitu ∈ R, on a

ϕX(u) =

∫

Ω

eiXudP =
∑

k∈N

eikue−λ
λk

k!
= e−λ

∑

k∈N

(λeiu)k

k!
= eλ(eiu−1).

—————————————————————————————–

2. Soit(Xn)n∈N⋆ une suite de v.a. indépendantes et de Poisson de paramètreλ.

(a) Soitn > 1. Déduire de la question 1 la loi de la v.a.Yn =
∑n

p=1Xp.
—————————————corrigé—————————————–

Soitu ∈ R. On aϕYn
(u) =

∫
Ω e

iYnudP =
∫
Ω

∏n
p=1 e

iXpudP . Comme les v.a.r.X1, . . . , Xn sont indépen-
dantes, on en déduit que

ϕYn
(u) =

n∏

p=1

∫

Ω

eiXpudP = enλ(eiu−1).

Comme la loi d’une v.a.r. est entièrement déterminée par sa fonction caractéristique (proposition 10.10), on
en déduit queYn est une v.a. de Poisson de paramètrenλ.

—————————————————————————————–

(b) Utiliser le théorème central limite pour démontrer que

e−n
n∑

k=0

nk

k!
→ 1

2
quandn→ ∞.

—————————————corrigé—————————————–
On suppose maintenant queλ = 1. la suite(Xn)n∈N⋆ est une suite de v.a.r.i.i.d. de carrés intégrables et on a
E(X1) = 1 et Var(X1) = 1. Pourn ∈ N⋆, on pose

Zn =
1√
n

n∑

i=1

(Xi − 1) =
1√
n

(Yn − n).
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Le théorème central limite (théorème 10.4) donne que la suite (PZn
)n∈N⋆ converge étroitement vers la loi

normaleN (0, 1). Comme une loi normale est diffuse (c’est-à-dire qu’elle necharge pas les points), on en
déduit queP (Zn ≤ 0) tend vers1/2 quandn→ ∞ (voir l’exercice 6.61 et noter queP (Zn ≤ 0) = PZn

(]−
∞, 0[)). Or,P (Zn ≤ 0) = P (Yn ≤ n) et, commeYn est une v.a. de Poisson de paramètren, on a :

P (Yn ≤ n) =

n∑

k=0

P (Yn = k) =

n∑

k=0

e−n
nk

k!
.

On a donce−n
∑n

k=0
nk

k! → 1/2, quandn→ ∞.
—————————————————————————————–

Corrigé 186 (Sur les lois des grands nombres)
Soit(Ω,A, P ) un espace probabilisé etX une v.a.r. dont la loi est la loi de Cauchy c’est-à-dire quePX = fλ, avec
f(x) = 1

π(1+x2) pourx ∈ R (on rappelle queλ désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens deR).

1. Montrer queX n’est pas une v.a.r. intégrable.

2. Soitn ∈ N⋆, montrer queP ({|X | > n}) ≥ 1
nπ , où{|X | > n} = {ω ∈ Ω, |X(ω)| > n}. [On pourra remarquer

que 2
1+x2 ≥ 1

x2 pour toutx ≥ 1.]

3. Pourx ∈ R, on poseg(x) = e−|x|. Montrer que

2

1 + u2
=

∫

R

eiuxg(x)dx =
√

2πĝ(u) pour toutu ∈ R.

En déduire que la fonction caractéristique deX , notéeϕX vérifieϕX(u) = e−|u| pour toutu ∈ R. [On pourra
utiliser de théorème d’inversion de Fourier qui donneˆ̂g = g(−·) p.p. sig, ĝ ∈ L1

C(R,B(R), λ).]

On se donne maintenant une suiteX1, X2, . . . , Xn, . . . de v.a.r.i.i.d. et on suppose que la loi deX1 (et donc de
tous lesXn) est la loi de Cauchy. Pourn ∈ N⋆, on pose :

Zn =
1

n
(

n∑

p=1

Xp).

4. Soitn ∈ N⋆.

(a) Montrer que

ϕZn
(u) = ϕnX1

(
u

n
) pour toutu ∈ R.

(b) Donner la loi deZn.

5. Pourn ∈ N⋆, on poseAn = {|Xn| > n} etBn = ∪p≥nAp. on pose aussiB = ∩n∈N⋆Bn.

(a) Soitn ∈ N⋆. En utilisant la question 2, montrer que

P (Bcn) =
∏

p≥n
P (Acp) ≤

∏

p≥n
(1 − 1

pπ
).

En déduire queP (Bcn) = 0 et donc queP (Bn) = 1.

(b) Montrer queP (B) = 1. [Cette question est une conséquence de la question (a) maiselle peut aussi être faite
directement en appliquant le lemme de Borel-Cantelli et la question 2.]
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(c) Soitω ∈ B. Montrer queXn(ω)
n 6→ 0 quandn→ ∞.

(d) Soitω ∈ Ω. Montrer que si la suite(Zn(ω))n∈N⋆ converge vers une limite finie on a alors

lim
n→∞

Xn(ω)

n
= 0.

[EcrireXn en fonction deZn etZn−1.]

(e) Déduire des trois questions précédentes que la suite(Zn)n∈N⋆ ne converge pas p.s. vers une limite finie quand
n→ ∞.

6. Pour toutn ∈ N⋆, montrer que

Z2n − Zn =
Un + Vn

2
,

oùUn etVn sont deux v.a.r. indépendantes, de loi de Cauchy.
En déduire que la suite(Zn)n∈N⋆ ne converge pas en probabilité.

7. Pour quelles raisons ne peut-on appliquer, à la suite(Zn)n∈N⋆ , les lois forte et faible des grands nombres ?

—————————————corrigé—————————————–
En attente

—————————————————————————————–
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Chapitre 22

Espérance conditionnelle et martingales

22.1 Espérance conditionnelle

Corrigé 187 (Espérance conditionnelle selon une tribu)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etY une variable aléatoire réelle intégrable. Dans les trois cas suivants,
montrer queE[Y |B] est réduit à un élément et déterminerE[Y |B] (en fonction deY etB).

1. La tribuB la tribu grossière, c’est-à-direB = {∅,Ω}.
—————————————corrigé—————————————–

SoitZ une application deΩ dansR, B-mesurable. Soita ∈ Im(Z) (on suppose, bien sûr,Ω 6= ∅). On a alors
{Z = a} = {ω ∈ Ω; Z(ω) = a} 6= ∅. CommeZ estB-mesurable, on a donc{Z = a} = Ω. Une application
B-mesurable est donc une fonction constante (réciproquement, une fonction constante est bienB-mesurable). Si
Z ∈ E(Y |B), il existe donca ∈ R t.q.Z(ω) = a pour toutω ∈ Ω. Le réela doit alors vérifierE(aU) = E(UY )
pour tout applicationU , B-mesurable deΩ dansR. On a doncab = E(ab) = E(bY ) = bE(Y ) pour tout
b ∈ R. La seule solution est donca = E(Y ). L’ensembleE[Y |B] est donc réduit à un seul élément, la fonction
constante et égale àE(Y ).

—————————————————————————————–

2. SoitB ∈ A t.q.0 < P [B] < 1. On prend pourB la tribu engendrée parB.
—————————————corrigé—————————————–

SoitZ une application deΩ dansR, B-mesurable. Les patiesB etBc sont non vides (car de probabilité stric-
tement positive). Soitω1 ∈ B et a = Z(ω1). On a alors{Z = a} = {ω ∈ Ω; Z(ω) = a} 6= ∅. CommeZ est
B-mesurable, on a donc{Z = a} = B ouΩ et donc{Z = a} ⊃ B. De même, soitω2 ∈ Bc et b = Z(ω2), on
a {Z = b} ⊃ Bc. Une applicationB-mesurable est donc une fonction constante surB etBc. Réciproquement,
une fonction constante surB etBc est bienB-mesurable.

Si Z ∈ E(Y |B), il existe donca, b ∈ R t.q.Z = a1B + b1Bc . Les réelsa, b doivent alors vérifierE(ZU) =
E(UY ) pour tout applicationU B-mesurable deΩ dansR, c’est-à-dire :

aαP (B) + bβP (Bc) = α

∫

B

Y dP + β

∫

Bc

Y dP pour toutα, β ∈ R.

CommeP (B) > 0 etP (Bc) = 1 − P (B) > 0, la seule solution est donc :

a =

∫
B
Y dP

P (B)
et b =

∫
Bc Y dP

P (Bc)
.
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L’ensembleE[Y |B] est donc réduit à un seul élément, la fonctionZ définie par

Z =

∫
B
Y dP

P (B)
1B +

∫
Bc Y dP

P (Bc)
1Bc .

—————————————————————————————–

3. Soit(Bn)n∈N⋆ ⊂ A t.q.Bn ∩ Bm = ∅ si n 6= m, Ω = ∪n∈N⋆Bn et 0 < P (Bn) < 1 pour toutn ∈ N⋆. On
prend pourB la tribu engendrée par(Bn)n∈N⋆ (c’est-à-direB = {∪n∈JBn, J ⊂ N⋆}).

—————————————corrigé—————————————–
On reprend le même raisonnement que dans les deux questions précédentes. On remarque d’abord qu’une
applicationZ de Ω dansR estB-mesurable si et seulement si il existe une suite(αn)n∈N⋆ ⊂ R t.q. Z =∑
n∈N⋆ αn1Bn

. (Cette Série est bien convergente en tout point deΩ car lesBn sont disjoints deux à deux.

Si Z ∈ E(Y |B), il existe donc(an)n∈N⋆ ⊂ R t.q.Z =
∑

n∈N⋆ an1Bn
. La suite(an)n∈N⋆ doit alors être telle

queZ soit intégrable et queE(ZU) = E(UY ) pour tout applicationU B-mesurable bornée deΩ dansR,
c’est-à-dire t.q. ∑

n∈N⋆

|an|P (Bn) < +∞ et
∑

n∈N⋆

αnanP (Bn) =
∑

n∈N⋆

αn

∫

Bn

Y dP,

pour toute suite bornée(αn)n∈N⋆ ⊂ R. CommeP (Bn) > 0, la seule solution est donc :

an =

∫
Bn

Y dP

P (Bn)
pour toutn ∈ N⋆.

Comme on sait que l’ensembleE[Y |B] est non vide, il est inutile de vérifier que la fonctionZ trouvée est
intégrable (puisque cette fonction est la seule fonction pouvant appartenir àE[Y |B]). L’ensembleE[Y |B] est

donc réduit à un seul élément. Cet élément est la fonctionZ définie parZ =
∑
n∈N⋆

R

Bn
Y dP

P (Bn) 1Bn
.

—————————————————————————————–

Corrigé 188 (Espérance conditionnelle selon une v.a.r.)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé,X une variable aléatoire réelle etY une variable aléatoire réelle intégrable.

1. On suppose qu’il existea ∈ R t.q.X = a p.s.. Donner un élément deE[Y |X ].
—————————————corrigé—————————————–

On utilise la proposition 11.5. SoitZ ∈ E[Y |X ], il existe alorsψ, fonction borélienne deR dansR, t.q.
Z = ψ(X), ψ(X) est intégrable et, pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne bornée,

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(Y ϕ(X)).

On a doncZ = ψ(a) p.s. et en prenant pourϕ une fonction t.q.ϕ(a) = 1 dans l’égalité précédente, on obtient
ψ(a) = E(Y ). On a donc finalementZ = E(Y ) p.s.. La fonction constante et égale àE(Y ) est un élément de
E[Y |X ]. Plus précisément, la fonctionψ(X) est un élément deE[Y |X ], dès queψ est une fonction borélienne
deR dansR et t.q.ψ(a) = E(Y ).

—————————————————————————————–

2. On suppose queX prend p.s. deux valeursx1 oux2 avecx1 6= x2. Donner un élément deE[Y |X ].
—————————————corrigé—————————————–

On poseA1 = {X = x1} etA2 = {X = x2}. On suppose queP (A1) > 0 etP (A2) > 0 (sinon, on est ramené
à la question précédente). Noter queA1∩A2 = ∅ etP (A1)+P (A2) = 1. On utilise encore la proposition 11.5.
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SoitZ ∈ E[Y |X ], il existe alorsψ, fonction borélienne deR dansR, t.q.Z = ψ(X), ψ(X) est intégrable et,
pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne bornée,

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(Y ϕ(X)). (22.1)

On a doncZ = ψ(x1)1A1 +ψ(x2)1A2 p.s.. Soitα1, α2 ∈ R, en prenant pourϕ une fonction borélienne bornée
deR dansR t.q.ϕ(x1) = a1 etϕ(x2) = a2 dans l’égalité (22.1), on obtient :

ψ(x1)α1P (A1) + ψ(x2)α2P (A2) = α1

∫

A1

Y dP + α2

∫

A2

Y dP,

pour toutα1, α2 ∈ R. CommeP (Ai) > 0 pouri = 1, 2, on en déduit queψ(xi) =

R

Ai
Y dP

P (Ai)
, pouri = 1, 2, et

donc que

Z =

∫
A1
Y dP

P (A1)
1A1 +

∫
Ai
Y dP

P (Ai)
1A2 p.s..

Ici encore, la fonctionψ(X) est un élément deE[Y |X ] dès queψ est une fonction borélienne deR dansR et

t.q.ψ(xi) =

R

Ai
Y dP

P (Ai)
pouri = 1, 2 (un exemple possible est doncψ(xi) =

R

Ai
Y dP

P (Ai)
pouri = 1, 2 etψ(x) = 0

pourx 6∈ {x1, x2}).
—————————————————————————————–

3. On suppose queX est une v.a. prenant p.s. ses valeurs dans un ensemble dénombrable{xn, n ∈ N⋆} avec
P (X = xn) 6= 0 pour toutn ∈ N⋆. Donner un élément deE[Y |X ].

—————————————corrigé—————————————–
On peut supposer que lesxn sont différents deux à deux. Pourn ∈ N⋆, on poseAn = {X = xn}. Les ensembles
An sont disjoints deux à deux,P (An) > 0 pour toutn ∈ N⋆ et

∑∞
n=1 P (An) = 1.

On utilise encore la proposition 11.5. SoitZ ∈ E[Y |X ] (Noter que, comme on sait queE(Y |X) est non vide,
il existeZ ∈ E(Y |X)). Il existe alorsψ, fonction borélienne deR dansR, t.q.Z = ψ(X), ψ(X) est intégrable
et, pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne bornée,

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(Y ϕ(X)). (22.2)

On a doncZ =
∑

n∈N⋆ ψ(xn)1An
p.s.. Soit(αn)n∈N⋆ ⊂ R une suite bornée deR. Dans l’égalité (22.2), on

prend pourϕ une fonction borélienne bornée deR dansR t.q.ϕ(xn) = αn pour toutn ∈ N⋆ (un telϕ existe,
on peut prendre, par exemple,ϕ(x) = 0 si x est différent de tous lesxn), on obtient :

∑

n∈N⋆

ψ(xn)αnP (An) =
∑

n∈N⋆

αn

∫

An

Y dP,

pour toute suite bornée(αn)n∈N⋆ ⊂ R. CommeP (An) > 0 pour toutn ∈ N⋆, on en déduit queψ(xn) =
R

An
Y dP

P (An) , pour toutn ∈ N⋆, et donc que

Z =
∑

n∈N⋆

∫
An

Y dP

P (An)
1An

p.s..

Enfin, ici encore, la fonctionψ(X) est un élément deE[Y |X ] dès queψ est une fonction borélienne deR dansR

et t.q.ψ(xn) =
R

An
Y dP

P (An) pour toutn ∈ N⋆. Un exemple possible est doncψ(xn) =
R

An
Y dP

P (An) pour toutn ∈ N⋆

etψ(x) = 0 pourx 6∈ {xn, n ∈ N⋆}. Cet exemple donne la fonction
∑

n∈N⋆

R

An
Y dP

P (An) 1An
.

—————————————————————————————–
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Corrigé 189 (Calcul deE(exp(XY )|X) si Y ∼ N (0, 1))
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose queY suit une
loi gaussienne centrée réduite et queE[exp(X2/2)] < ∞. Montrer queexp(XY ) est intégrable et déterminer
E[exp(XY )|X ].

—————————————corrigé—————————————–
La v.a.r.exp(XY ) est positive. On calcule

∫
Ω
eXY dP en utilisant l’indépendance deX etY (et le théorème 9.2,

qui donne queP(X,Y ) = PX ⊗ PY ) et le fait queY ∼ N (0, 1) :

∫

Ω

eXY dP =

∫

R

∫

R

exy
1√
2π
e−

y2

2 dydPX(x).

En remarquant quexy − y2

2 = − 1
2 (x − y)2 + 1

2x
2 on obtient :

∫

Ω

eXY dP =
1√
2π

∫

R

(∫

R

e
−(x−y)2

2 )dy

)
e

x2

2 dPX(x) =

1√
2π

∫

R

(∫

R

e
−z2

2 dz

)
e

x2

2 dPX(x),

et donc
∫
Ω e

XY dP =
∫

R
e

x2

2 dPX(x) = E(e
X2

2 ) < +∞. Ce qui donne queeXY est une v.a.r. intégrable.

Selon la proposition 11.5 on cherche un élément deE[eXY |X ] sous la formeψ(X) où ψ est une fonction bo-
rélienne deR dansR, t.q.Z = ψ(X), ψ(X) est intégrable et, pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne
bornée,

E(ψ(X)ϕ(X)) = E(eXY ϕ(X)).

Soitϕ une application borélienne bornée deR dansR, on calculeE(eXY ϕ(X)) en utilisant, comme précédem-
ment, l’indépendance deX etY et le fait queY ∼ N (0, 1) :

E(eXY ϕ(X)) =
1√
2π

∫

R

∫

R

exyϕ(x)e−
y2

2 dydPX(x) =

1√
2π

∫

R

(∫

R

e
−(x−y)2

2 dy

)
e

x2

2 ϕ(x)dPX (x).

On a doncE(eXY ϕ(X)) =
∫

R
e

x2

2 ϕ(x)dPX (x) = E(e−
X2

2 ϕ(X)). Ceci nous montre quee−
X2

2 est un élément

deE[ eXY | X ] et donc (comme on confondE[ eXY | X ] avec l’un de des éléments)E[eXY |X ] = e−
X2

2 p.s..
—————————————————————————————–

Corrigé 190 (Espérance du produit et produit des espérances)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilités etX , Y deux v.a. intégrables t.q.XY est intégrable etE[X |Y ] = E(X)
p.s.. Montrer queE(XY ) = E(X)E(Y ).

—————————————corrigé—————————————–
Grâce à la proposition 11.5 on a, pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne bornée,

E(E[X |Y ]ϕ(Y )) = E(Xϕ(Y ))

CommeE[X |Y ] = E(X) p.s., on en déduit, pour toute applicationϕ deR dansR,borélienne bornée,

E(X)E(ϕ(Y )) = E(Xϕ(Y )). (22.3)
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Soit n ∈ N⋆. Pours ∈ R, on poseTn(s) = max{−n,min{s, n}}. La fonctionTn est borélienne (car conti-
nue) bornée (parn) de R dansR. On peut donc utiliser (22.3) avecϕ = Tn. On obtientE(X)E(Tn(Y )) =
E(XTn(Y )).

CommeY est intégrable, on a, par convergence dominée,limn→∞E(Tn(Y )) = E(Y ) (noter que|Tn(Y )| ≤ |Y |).
CommeXY est intégrable (et c’est uniquement ici que cette hypothèseest utilisée), on a, par convergence dominée,

lim
n→∞

E(XTn(Y )) = E(XY )

(noter que|XTn(Y )| ≤ |XY |).
En passant à limite quandn→ ∞ sur l’égalitéE(X)E(Tn(Y )) = E(XTn(Y )), on a doncE(X)E(Y ) =
E(XY ).

—————————————————————————————–

Corrigé 191 (LorsqueE(Y |X) = X p.s.. . . )
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé etX,Y deux v.a.r. de carré intégrable.

On suppose queE(Y |X) = X p.s..

1.(a) Soitϕ une fonction borélienne deR dansR. On suppose que la v.a.r.ϕ(X) est de carré intégrable. Montrer
que

∫
Ω
Y ϕ(X)dP =

∫
Ω
Xϕ(X)dP .

(b) Montrer queE(Y ) = E(X) etE(XY ) = E(X2).

2.(a) Montrer queE(X2) ≤ E(Y 2).

(b) Montrer queY = X p.s. si et seulement siE(Y 2) = E(X2).

—————————————corrigé—————————————–
En attente

—————————————————————————————–

Corrigé 192 (V.a. gaussien et espérance conditionnelle)
Soit (Ω,A, P ) un espace probabilisé et(X,Y )t un v.a. gaussien de dimension 2, On notea l’espérance deX , b
l’espérance deY etD la matrice de covariance du v.a.(X,Y )t (on a doncD1,1 = Var(X), D2,2 = Var(Y ) et
D1,2 = D2,1 = Cov(X,Y )). On suppose que Var(Y ) > 0.

1. Calculerα, β ∈ R (en fonction dea, b etD) de manière à avoirE[X ] = E[α+βY ] etE[XY ] = E[(α+βY )Y ].
—————————————corrigé—————————————–

On aE[X ] = a,E[Y ] = b,E[Y 2] = Var(Y ) + E[Y ]2 = D2,2 + b2 et

E[XY ] = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] +E[X ]E[Y ] = D1,2 + ab.

On cherche doncα etβ t.q.
α+ bβ = a,
bα+ (D2,2 + b2)β = D1,2 + ab.

CommeD2,2 6= 0, ce système de 2 équations à 2 inconnues (qui sontα etβ) a bien une unique solution. Cette
solution est

β =
D1,2

D2,2
, α = a− b

D1,2

D2,2
.

—————————————————————————————–
Avecα et β ainsi déterminés, on définit la fonction affinel deR dansR par l(s) = α + βs pours ∈ R et on
définit la v.a.r.Z parZ = X − l(Y ).
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2. Montrer que(Z, Y )t est un v.a. gaussien. Montrer que Cov(Z, Y ) = 0. En déduire queZ et Y sont des v.a.r.
indépendantes [On pourra utiliser la question 1(b) de l’exercice 10.10].

—————————————corrigé—————————————–
Soita1, a2 ∈ R. On va montrer que la v.a.r.a1Z + a2Y suit une loi gaussienne (ceci montre bien que le vecteur
aléatoire(Z, Y )t est un vecteur gaussien). CommeZ = X − l(Y ) = X − α− βY , on a

a1Z + a2Y = a1X + (a2 − a1β)Y − a1α.

Comme(X,Y )t est un v.a. gaussien, la v.a.r.a1X + (a2 − a1β)Y suit une loi gaussienne. Il existe doncm ∈ R
etσ ∈ R+ t.q.a1X + (a2 − a1β)Y ∼ N (m,σ2). On a alors

a1X + (a2 − a1β)Y − a1α ∼ N (m− a1α, σ
2).

ceci prouve quea1X + (a2 − a1β)Y − a1α suit une loi gaussienne. La v.a.r.a1Z + a2Y suit donc une loi
gaussienne pour touta1, a2 ∈ R. Ceci prouve bien que le vecteur aléatoire(Z, Y )t est un vecteur gaussien.

On calcule maintenant Cov(Z, Y ). On rappelle queZ = X − (α + βY ). On remarque d’abord queE[Z] =
E[X ] − E[α+ βY ] = 0 (grâce à la première relation satisfaite parα etβ). Puis,

Cov(Z, Y ) = E[ZY ] = E[XY ] − E[(α + βY )Y ].

La seconde relation satisfaite parα etβ donne alors Cov(Z, Y ) = 0.

Comme(Z, Y )t est un vecteur gaussien et que Cov(Z, Y ) = 0, la question 1(b) de l’exercice 10.10 donne que
Z etY sont indépendantes.

—————————————————————————————–
3. Montrer queE[X |Y ] = l(Y ) p.s.

—————————————corrigé—————————————–
La v.a.r.l(Y ) est intégrable (car sa loi est gaussienne). Pour montrer queE[X |Y ] = l(Y ) p.s., il suffit, d’après la
proposition 11.5, de montrer queE(l(Y )ϕ(Y )) = E(Xϕ(Y )) pour toute applicationϕ deR dansR, borélienne
bornée.

Soit doncϕ de R dansR, borélienne bornée. CommeZ et Y sont indépendantes et queE[Z] = 0, on a
E[Zϕ(Y )] = E[Z]E[ϕ(Y )] = 0. CommeZ = X − l(Y ) on a donc

E[Xϕ(Y )] = E[l(Y )ϕ(Y )].

Ce qui prouve bien queE[X |Y ] = l(Y ) p.s.
—————————————————————————————–

4. Calculer (en fonction deD) Var(Z).
—————————————corrigé—————————————–

CommeE[Z] = 0 etE[Z l(Y )] = E[Z]E[l(Y )] = 0, on a

Var(Z) = E[Z2] = E[XZ] = E[X2] − E[Xl(Y )]
= E[X2] − αE[X ] − βE[XY ].

Il suffit maintenant d’utiliser les valeurs deα etβ et le fait que

E[X2] = D1,1 + a2, E[X ] = a, E[X,Y ] = D1,2 + ab.

On obtient

Var(Z) = D1,1 −
D2

1,2

D2,2

—————————————————————————————–
Dans la suite, on noteσ =

√
Var(Z) et, poura ∈ R on noteµa la loi normaleN (a, σ2).
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5. Soitf une fonction borélienne bornée deR dansR. Poura ∈ R, on poseψ(a) =
∫

R
fdµa.

(a) Montrer queψ est une fonction continue (deR dansR) si σ > 0.
—————————————corrigé—————————————–

On utilise ici le théorème 4.9. On remarque que

ψ(a) =
1√
2πσ

∫

R

f(x)e
−(x−a)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

∫

R

F (x, a)dx,

avecF (x, a) = f(x)e
−(x−a)2

2σ2 . La fonctiona 7→ F (x, a) est continue, pour toutx ∈ R. Pour montrer queψ est
continue, il suffit (d’après le théorème 4.9) de montrer que la fonctionx 7→ F (x, a) est dominée, localement
uniformément par rapport àa, par une fonction intégrable. Nous montrons maintenant cette domination.

SoitM > 0. Pour touta ∈] −M,M [ et toutx ∈ R, on a|F (x, a)| ≤ gM (x) avec

gM (x) = |f(x)|e
−((|x|−M)+)2

2σ2 .

(La vérification de|F (x, a)| ≤ gM (x) peut se faire en distinguant les casx ∈ [−M,M ],x > M etx < −M .)
La fonctiongM est bien intégrable (pour la mesure de Lebesgue). Le théorème 4.9 donne alors queψ est
continue sur] −M,M [. CommeM est arbitraire, on en déduit queψ est continue surR.

—————————————————————————————–
(b) Montrer queE[f(X)|Y ] = ψ(l(Y )) p.s.

—————————————corrigé—————————————–
Si σ > 0, la fonctionψ est continue, elle est donc borélienne. On remarque aussi queψ est bornée (en effet,
soitM ∈ R+ t.q. |f(x)| ≤M pour toutx ∈ R. On a alors aussi|ψ(a)| ≤M pour touta ∈ R).

Si σ = 0, on aψ(a) = f(a) pour touta ∈ R. La fonctionψ est donc aussi borélienne bornée.

Commeψ est borélienne,ψ(l(Y )) est donc une v.a.r.. Commeψ est bornée, la v.a.r.ψ(l(Y )) est bornée et
donc intégrable. Pour montrer queE[f(X)| Y ] = ψ(l(Y )) p.s., il suffit, comme à la question précédente (cf
proposition 11.5), de montrer queE[ψ(l(Y ))ϕ(Y )] = E[f(X)ϕ(Y )] pour toute applicationϕ deR dansR,
borélienne bornée.

Soit doncϕ borélienne bornée deR dansR. On a, commeZ etY sont indépendantes,

E[f(X)ϕ(Y )] = E[f(Z + l(Y ))ϕ(Y )]

=

∫

R

(∫

R

f(z + l(y))dPZ(z)

)
ϕ(y)dPY (y).

On utilise maintenant le fait queZ ∼ N (0, σ2), on en déduit
∫

R

f(z + l(y))dPZ(z) =

∫

R

f(z + l(y))dµ0(z).

le changement de variablez = z + l(y) donne alors
∫

R

f(z + l(y))dµ0(z) =

∫

R

f(z)dµl(y)(z) = ψ(l(y)).

On a donc, finalement,

E[f(X)ϕ(Y )] =

∫

R

ψ(l(y))ϕ(y)dPY (y) = E[ψ(l(Y ))ϕ(Y )].

Ce qui prouve bienE[f(X)|Y ] = ψ(l(Y )) p.s..
—————————————————————————————–
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22.2 Martingales

Corrigé 193 (Quelques propriétés des martingales)
Soit (Ω,A, P ) un espace de probabilité muni d’une filtration(Bn)n∈N (c’est-à-dire d’une suite croissante de sous
tribus deA) et (Xn)n∈N une suite de de v.a.r. (c’est-à-dire un processus réel). On suppose queXn est intégrable
pour toutn ∈ N.

1. On suppose que(Xn)n∈N est une sous-martingale (par rapport à la filtration(Bn)n). Montrer que la suite
(E(Xn))n∈N est croissante.

—————————————corrigé—————————————–
Soitn ∈ N. Comme(Xn)n∈N est une sous-martingale, on aE(Xn+1|Bn) ≥ Xn p.s. et donc

E(E(Xn+1|Bn)) ≥ E(Xn).

Or (comme les fonctions constantes sontBn-mesurables bornées),

E(E(Xn+1|Bn)) = E(Xn+1).

On a doncE(Xn+1) ≥ E(Xn).
—————————————————————————————–

2. On suppose que(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N). Montrer queE(Xn+m|Bn)
=Xn p.s. pour toutm ≥ 0.

—————————————corrigé—————————————–
Pourm = 0, le fait queE(Xn|Bn) = Xn p.s., pour toutn ∈ N, découle du fait queXn estBn-mesurable. On
montre maintenant la propriété demandée par récurrence surm ∈ N⋆.

Pourm = 1 le fait queE(Xn+1|Bn) = Xn p.s., pour toutn ∈ N, est donné dans la définition de martingale.

Soitm ∈ N⋆. On suppose queE(Xn+m|Bn) =Xn p.s., pour toutn ∈ N. On veut montrer queE(Xn+m+1|Bn)
= Xn p.s., pour toutn ∈ N. Soit n ∈ N. Comme(Xn)n∈N est une martingale, on aE(Xn+m+1|Bn+m) =
Xn+m p.s. et donc :

E(Xn+m+1U) = E(Xn+mU) pour toutU Bn+m-mesurable bornée.

CommeBn ⊂ Bn+m, on a donc aussi

E(Xn+m+1U) = E(Xn+mU) pour toutU Bn-mesurable bornée.

L’hypothèse de récurrence donneE(Xn+m|Bn) = Xn p.s.. On a donc :

E(Xn+mU) = E(XnU) pour toutU Bn-mesurable bornée.

On a en déduit :
E(Xn+m+1U) = E(XnU) pour toutU Bn-mesurable bornée.

Ce qui montre queE(Xn+m+1|Bn) = Xn p.s. et termine la récurrence.
—————————————————————————————–

3. Soitϕ une fonction convexe deR dansR. On suppose que(Xn)n∈N est une martingale (par rapport à la filtration
(Bn)n∈N) et queϕ(Xn) est intégrable pour toutn ∈ N (on rappelle queϕ(Xn) est une notation pour désigner
ϕ ◦Xn). Montrer que(ϕ(Xn))n∈N est une sous-martingale (par rapport à la filtration(Bn)n∈N).

—————————————corrigé—————————————–
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On remarque tout d’abord queϕ(Xn) est bienBn-mesurable (carXn estBn-mesurable etϕ est borélienne), pour
toutn ∈ N. Pour montrer que(ϕ(Xn))n∈N est une sous-martingale, il suffit alors d’utiliser le proposition 11.4
sur l’inégalité de jensen. Soitn ∈ N. La proposition 11.4 donne

E(ϕ(Xn+1)|Bn) ≥ ϕ(E(Xn+1|Bn)) p.s..

CommeE(Xn+1|Bn) = Xn p.s., on en déduitE(ϕ(Xn+1)|Bn) ≥ ϕ(Xn) p.s., ce qui montre bien que
(ϕ(Xn))n∈N est une sous-martingale.

—————————————————————————————–

That’s all folks
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