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Introduction

Analyse numérique des équations aux dérivées partielles et
calcul scientifique

Pour aborder le calcul numérique (& l’aide d’un outil informatique) des solutions d’un probléme
“réel", on passe par les étapes suivantes :
Description qualitative des phénomeénes physiques Cette étape, effectuée par des spécia-
listes des phénomeénes que lon veut quantifier (ingénieurs, chimistes, biologistes etc...)
consiste a répertorier tous les mécanismes qui entrent en jeu dans le probléme qu’on étudie.

Modélisation Il s’agit, a partir de la description qualitative précédente, d’écrire un modele
mathématique. On supposera ici que ce modele ameéne a un systéme d’équations aux dérivées
partielles (EDP). Selon les hypothéses effectuées, la modélisation peut aboutir & plusieurs
modeles, plus ou moins complexes. Dans la plupart des cas, on ne saura pas calculer une
solution analytique, explicite, du modele ; on devra faire appel a des techniques de résolution
approchée.

Analyse mathématique du modéle mathématique Méme si 'on ne sait pas trouver une so-
lution explicite du modele, il est important d’en étudier les propriétés mathématiques, dans
la mesure du possible. Il est bon de se poser les questions suivantes :

— Le probléme est-il bien posé, c’est-a-dire y a-t-il existence et unicité de la solution ?

— Les propriétés physiques auxquelles on s’attend sont elles satisfaites par les solutions
du modeéle mathématique ? Si 'inconnue est une concentration, par exemple, peut-on
prouver que la solution du modeéle censé représenter le modele physique est toujours
positive 7

— Y a-t-il continuité de la solution par rapport aux données?

Discrétisation et résolution numérique Un probléme posé sur un domaine continu (espace—
temps) n’est pas résoluble tel quel par un ordinateur, qui ne peut traiter qu'un nombre fini
d’inconnues. Pour se ramener a un probléme en dimension finie, on discrétise ’espace et/ou
le temps. Si le probléme original est linéaire on obtient un systeme linéaire. Si le probléme
original est non linéaire (par exemple 8’il s’agit de la minimisation d’une fonction) on aura un
systéme non linéaire & résoudre par une méthode ad hoc (méthode de Newton. . .)

Analyse numérique Il s’agit maintenant de I’analyse mathématique du schéma numérique. En
effet, une fois le probléme discret obtenu, il est raisonnable de se demander si la solution de ce
probléme est proche et en quel sens, du probléme continu. De méme, si on doit mettre en ceuvre
une méthode itérative pour le traitement des non-linéarités, il faut étudier la convergence de
la méthode itérative proposée.

Mise en ceuvre, programmation et analyse des résultats La partie mise en ceuvre est une
grosse consommatrice de temps. Actuellement, de nombreux codes commerciaux de type
"boite noire" existent, qui permettent en théorie de résoudre "tous" les problemes. Il faut
cependant procéder a une analyse critique des résultats obtenus par ces codes, qui ne sont
pas toujours compatibles avec les propriétés physiques attendues. . .

Principales méthodes de discrétisation

Méthodes de différences finies et volumes finis

On considére un domaine physique Q C R?, ot1 d est la dimension de I’espace. Le principe des
méthodes de différences finies (DF) consiste & se donner un certain nombre de points du domaine,
qu’on notera (x1 ...zx) C (R?)N. On approche I'opérateur différentiel en espace en chacun des z;



par des quotients différentiels. Il faut alors discrétiser la dérivée en temps : on pourra par exemple
considérer un schéma d’Eulerlﬂ Les méthodes de volumes finis (VF) sont adaptées aux équations de
conservation et utilisées en mécanique des fluides depuis plusieurs décennies. Le principe consiste a
découper le domaine 2 en des volumes de contréle; on intégre ensuite ’équation de conservation
sur les volumes de controéle; on approche alors les flux sur les bords du volume de contréle par
exemple par une technique de différences finies.

Méthodes variationnelles, méthodes d’éléments finis
On met le probleme d’équations aux dérivées partielles sous la forme dite variationnelle :

a(uvv) = (fa U)H Vv € Ha
u € H,

ou H est un espace de Hilbertﬂ bien choisi (par exemple parce qu’il y a existence et unicité de la
solution dans cet espace), ( -, - )g le produit scalaire sur H et a une forme bilinéaire sur H. Dans
un tel cadre fonctionnel, la discrétisation consiste a remplacer H par un sous espace de dimension
finie Hy, construit par exemple a l’aide de fonctions de base éléments finis qu’on introduira plus
loin :

a(ug,vr) = (f,vp)n Vv € Hy,
ug € Hg,

Méthodes spectrales

L’idée de ces méthodes est de chercher une solution approchée sous forme d’un développement
sur une certaine famille de fonctions. On peut par exemple écrire la solution approchée sous la
forme u = Y7 | a;(u)p;, ot les p; sont des fonctions polynomiales. On choisit la base p; de maniére
a ce que les dérivées de «; et p; soient faciles a calculer. Ces derniéres méthodes sont réputées
coliteuses, mais précises. Elles sont d’ailleurs plus souvent utilisées comme aide a la compréhension
des phénomenes physiques sur des problémes modeles que dans des applications industrielles.

Quelques exemples d’équations aux dérivées partielles

Equation de Poisson Soit d la dimension de 'espace (en général, d = 1,2 ou 3), I’équation de
Poisson s’écrit :

—div(kVu) = f,
ou
— le symbole div représente 'opérateur divergence, qu’on définit de la maniére suivante
pour w: x = (z1,...,74)" € RY = w(x) = (wi(21,...,Ta), ..., wa(T1,...,74) € R® on
définit

d
divw = Zaiwi, (1)

i=1

la notation 0; désignant la dérivée partielle par rapport a x; ;

1. Leonhard Paul Euler, né le 15 avril 1707 & Bale et mort le 18 septembre 1783 a Saint-Pétersbourg, est un
mathématicien et physicien suisse, qui passa la plus grande partie de sa vie en Russie et en Allemagne. Euler
fit d’importantes découvertes dans des domaines aussi variés que le calcul infinitésimal et la théorie des graphes.
Il introduisit également une grande partie de la terminologie et de la notation des mathématiques modernes, en
particulier pour 'analyse mathématique, comme pour la notion d’une fonction mathématique. Il est également connu
pour ses travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.

2. David Hilbert (1862-1943) est un trés grand mathématicien allemand du XX—eme siécle. Il est en particulier
connu pour les vingt-trois problémes qu’il a énoncés comme défis aux mathématiciens. Certains de ces problémes
sont & ce jour non résolus. Un espace de Hilbert H ou espace hilbertien est un espace vectoriel normé complet dont
la norme, notée || - ||, découle d’un produit scalaire ( -, * )z : pour tout u € H, ||ul|?, = (u,u)f.



— le symbole nabla V (parfois aussi appelé del) représente le gradient, défini, pour une
fonction scalaire v : R — R, par :
oLu
Vu= (2)
Ogu
En une dimension d’espace, ’équation de Poisson s’écrit donc :
() = f
Le réel k est un coefficient de diffusion et le terme —kVu est un fluzx de diffusion. Il peut s’agir
de la diffusion d’une espéce chimique, dans ce cas, x est le coefficient de diffusion (souvent

noté D, en m/s?) de la loi de Fick qui donne le flux de diffusion J (quantité de matiere par
unité de surface et de temps) en fonction de la concentration u :

J = —ku’ en dimension 1 qui devient J = —kVu en dimension supérieure

Il peut s’agir d’une diffusion thermique, et on parle dans ce cas plus souvent de conduction.
Le coefficient de diffusion est souvent noté A et on l'appelle la conductivité thermique (en
W m~! K7!). La loi de Fourier (1807) donne la densité de flux de chaleur j (en W m~2) en
fonction de la température u (en Kelvin)

J = =M’ en dimension 1 qui devient J = —AVu en dimension supérieure

Dans le cas d’une conduction électrique, le coefficient de diffusion est dans ce cas noté o et
on I'appelle la conductivité électrique (en W m~! K~1). La loi d’Ohm donne la densité de
courant électrique j (en m/s?) en fonction du potentiel électrique u :

J = —ou’ en dimension 1 qui devient j = —oVu en dimension supérieure
Avec un coefficient constant x = 1, ’équation de Poisson s’écrit en une dimension d’espace
—u” = f. En deux dimensions d’espace, elle s’écrit —Au = f avec Au = 8% u + 8§yu,
ol 92, u (respectivement (93yu) désigne la dérivée partielle seconde de w par rapport a x
(respectivement y). Dans le cas f = 0, on obtient ’équation de Laplace —Au = 0.

Equation de la chaleur Elle s’écrit :
ou— Ay =0

ou Oyu désigne la dérivée partielle de u par rapport au temps ¢t : la fonction u est ici une
fonction du temps et de 'espace. C’est la version “instationnaire" de I’équation de Laplace.

Equation de transport En une dimension d’espace, elle s’écrit :
O+ cOyu =0

ol ¢ est un réel (la vitesse de transport) et d,u désigne la dérivée partielle de w par rapport a
la variable d’espace x. Si on se donne comme condition initiale u(x, 0) = ug(x), la solution de
léquation au temps t est u(x,t) = ug(x — ct) (ceci est facile & vérifier au moins dans le cas
régulier). En dimension supérieure, cette équation devient :

du+cVu=0
Equation des ondes Elle s’écrit :

Utt—AUZO

Classification Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles linéaire, de degré 2,
de la forme :

AD? u+ B2 u+ CO2u=0

zy vy
L’appellation elliptique, parabolique ou hyperbolique d’une équation aux dérivées partielles de cette
forme correspond a la nature de la conique décrite par I’équation caractéristique correspondante,
c’est-a-dire :

Az? + Bxy + Cy? = 0.



— Si B2 — 4AC < 0, I'équation est dite elliptique;
— Si B? —4AC = 0, elle est dite parabolique;
— si B2 —4AC > 0, elle est dite hyperbolique.

Vérifiez que I’équation de Laplace est elliptique alors que I’équation des ondes est hyperbolique.

Equations non linéaires Notons que tous les exemples que nous avons présentés sont des
équations aux dérivées partielles linéaires, c’est-a-dire des équations qui ne font pas intervenir que
des termes linéaires en u et ses dérivées.

L’appellation elliptique, parabolique ou hyperbolique s’étend & des équations qui ne sont pas
forcément linéaires ni de degré 2. On dira par exemple que ’équation du p-laplacien, qui s’écrit
div(|Vu[P=2Vu) = 0, avec p > 2 est une équation elliptique non linéaire (c’est ’équation de Laplace
dans le cas p = 2).

Bien siir, de nombreux modeles comportent des équations non linéaires comme par exemple
I’équation hyperbolique non linéaire de Biirgers qui s’écrit :

ou+ (u?), =0 tcR+ 2z€cR

avec la condition initiale u(x,0) = up(x). Une telle équation est dite hyperbolique non linéaire.



1

Différences finies et volumes finis
pour les problemes de diffusion
stationnaires

1.1 Principe des deux méthodes

1.1.1 Cas de la dimension 1
On considere le probléme unidimensionnel
—u"(z) = f(z) Vxe]0;1] (1.1)
u(0) =u(1)=0 (1.2)

ou f € C(]0;1]). Les conditions aux limites considérées ici sont dites de type Dirichlet[]
homogene (le terme homogene désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par exemple la
diffusion de la chaleur dans un barreau conducteur chauffé (terme source f) dont les deux extrémités
sont plongées dans de la glace.

Méthode de différences finies

Sur la figure on se donne une subdivision de [0;1], c’est-a-dire une suite de points

(Tk)k=0,. N+1 tels que 0 = g < 21 < 23 < ... < ay < &n41 = 1. Pour ¢ = 0,..., N, on
Xo=0 X4 Xi—q Xj Xit1 XN XNt =1
| ‘ > —+ . ‘ ‘ > X
h1/2 hi—l/z hi+1/2 hN+1/2

FIGURE 1.1 — Maillage unidimensionnel en différences finies

note h; 1,2 = Tip1 — x; et on définit le pas du maillage par :

h = Jax hit1/2 (1.3)

Pour simplifier 'exposé, on se limitera dans un premier temps & un pas constant :
hit12="n Vi=0,...,N.

Le principe de la méthode des différences finies consiste & écrire ’équation aux dérivées partielles ((1.1))
aux points de discrétisation x; :

—u"(x;) = f(zy) Vi=1,...,N

1. Johann Peter Gustav Dirichlet, mathématicien allemand, né & Diiren en 1805 et mort & Gottingen en 1859. 11
a effectué ses études supérieures a Paris ou il a cotoyé les plus grands mathématiciens francais de ’époque, dont
Legendre, Laplace, Poisson et Fourier. Il retourne ensuite en 1825 en Allemagne ou il travaille en particulier avec son
ami Jacobi et avec Gauss, dont il reprendra en la chaire & 1’Université de Gottingen. Il eut entre autres comme éleve
Riemann et Kronecker (qui a donné son nom au fameux symbole). Les travaux de Dirichlet ont surtout porté sur les
séries de Fourier et arithmétique.



1.1 Principe des deux méthode$. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

puis & approcher 'opérateur différentiel (ici —u’) par un quotient différentiel, de maniére a en déduire
un systeme d’équations en fonction d’inconnues discrétes censées représenter des approximations de u
aux points de discrétisation. Voici comment on proceéde pour I’équation de Poisson unidimensionnelle.
Effectuons d’abord un développement de Taylor en z;, en supposant que u € C4([0;1]) :

/ h? " h? " h (4)
u(zit1) = u(z;) + hu'(2;) + U (zi) + 5 U (z) + 214 (Gi) (1.4)
h? h3 ht
u(zi_1) = u(z;) — hu'(x;) + ?u"(zi) = Fu’”(xi) + ﬂu(‘l)(m) (1.5)

avec (; € [z;;xit1] et n; € [zi—1;x;]. En additionnant, on obtient :
u(zitr) +ulzior) = 2u(z;) + h2u” (z;) + O(h?)
I semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde —u”(z;) par le quotient différentiel :

2u(w;) — u(@i—1) — u(@it1)
2
Sous des hypotheses de régularité sur u, on peut montrer [lemme [1.14] que cette approximation est
d’ordre 2 au sens :

2u(x;) — w(wi—1) — u(@it1)
h2

On appelle erreur de consistance au point z; la quantité R;. L’approximation de u”(z;) par un

quotient différentiel suggere de considérer les équations discrétes suivantes :

Ri = ’U,//(ifi) + = O(h2)

2u; — Uj—1 — Uig1 .
= = f(x;) i=1,...,N
dont les inconnues discretes sont les u;, ¢ = 1,..., N. Notons que la premiére équation fait intervenir

up tandis que la derniere fait intervenir uy 1. Ces valeurs ne sont pas a proprement parler des
inconnues, puisqu’elles sont données par les conditions aux limites (|1.2)). On pose donc ug = 0 et
un+1 = 0. Le systeme complet d’équations s’écrit donc

2u; — U1 — Uiq1

2 = f(=;) i=1,...,N (1.6a)

ug =0 (1.6b)

UN+1 = 0 (1.60)
Remarque 1.1 — Inconnues discrétes et solution exacte. Attention & ne pas confondre u;
et u(x;) : les équations discrétes ([1.6) font intervenir les inconnues discrétes u;, i = 1,..., N et
non pas les valeurs u(x;), ¢ = 1,..., N de la solution exacte. En général, ces valeurs ne sont pas

les mémes. Si la discrétisation a été effectuée correctement (comme c’est le cas ici et comme nous
le démontrerons mathématiquement plus loin), la résolution du systéme discret nous permettra
d’obtenir des valeurs u;, ¢ = 1,..., N des inconnues discretes qui seront des bonnes approximations
des valeurs u(x;), i = 1,..., N de la solution exacte que nous ne pouvons pas, dans le cas général,
calculer explicitement.

Méthode des volumes finis

Sur la figure [1.2] on se donne non plus des points mais des volumes de contrdle K;, i =1,..., N
avec K; = }xi,l/g ; a:iH/g[ et on note h; = x;y1/2 — T;_1/2. Pour chaque volume de contrdle K,
on se donne un point z; € K;. On pourra considérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point
possible) z; = 1/2(241/2 + 7;_1/2). On integre I'équation —u” = f sur K; :

Tit1/2 Tit1/2
/ —u’(z)dx = / f(z)da

i—1/2 i—1/2

et on pose :

ek [ oy

hi i—1/2

10



1.1 Principe des deux méthode$. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Ky Ki_y K; KN
Xi/2=0  x X3/2 Xie3/2 . Xi-a/ X; Xi+1/2 N-1/2 x XAN+1/2 =1
f ® T T *® T ® N, 1 & T > X
hy hi_y h; hN
hi—1/2
FIGURE 1.2 — Maillage unidimensionnel en volumes finis
On obtient :

—U/(il'i+1/2) +Ul($i_1/2) = hzfz 1= 1,...,N (17)
Cette équation est un bilan de flux. La quantité Fi_;’_l/g = —u/(x;11/2) est le flux de diffusion en
Ti11/2. Pour la premiere maille (4 = 1), on obtient plus particulierement :

—u'(23/2) +u'(0) = b1 f1 (1.8)
et pour la derniére (i = N) :

—u'(1) + ' (zn_1/2) = hn fn (1.9)

On cherche donc a approcher les flux —u'(;41/2) aux interfaces ;1 /o des mailles et les flux u'(0)
et u/'(1) au bord. Notons que lopérateur a approcher est ici d’ordre 1, alors qu'il était d’ordre
2 en différences finies pour la méme équation. On se donne une inconnue par maille (ou volume
de controle i) que 'on note u; et on espére approcher ainsi la valeur u(z;) (ou hi / x, w)- En
supposant u suffisamment réguliere, on peut effectuer deux développements de Taylor a l'ordre 2 de
u entre w11 et w; /o et entre z; et x;4 /o ; en soustrayant ces développements de Taylor 'un de
Iautre, on se rend compte qu’il est “raisonnable” [exercice [13| d’approcher le terme u'(;41/2) dans
Iéquation (|1.7) par le quotient différentiel :

it1) — ULy !
M7 avec hi+1/2 = 7(}” + hi+1)’
hit1/2 2

au sens ou 'erreur de consistance sur les flux, définie par :
u(wiv1) — u(w;)
hiv1y2
est d’ordre 1 si u € C?([0;1],R) [lemme [1.28]. Le schéma numérique s’écrit donc :

Ui+1 — Uy U; — W

Ri+1/2 = U/($i+1/2) -

1—1 .
—hifi  i=2... N-1 1.10
hit1/2 hi—1/2 d (1.10)

Pour les premiere et N—eme équations, on tient compte des conditions aux limites de Dirichlet ho-

mogenes ([1.2)) et on approche u/(0) dans 1'équation (1.8) (respectivement u’(1) dans 'équation (1.9)))
par (u(x1) —0)/hy /o (respectivement (0—u(zn))/hn1/2), ce qui donne comme premiere et derniere
équations du schéma numérique :

U2 — U1 Ui

_ gy 111
h3 /2 hy/2 i (111)

2\ UN —UN-1
=h 1.12
hny1/2 hn_1/2 nIw (1.12)

La encore, comme dans le cas des différences finies, il faut faire attention parce que les équations
discrétes ((1.10))-(1.12) font intervenir les inconnues discrétes u;, @ = 1,..., N et non pas les valeurs
u(z;), 1 =1,..., N de la solution exacte. En général, ces valeurs ne sont pas les mémes.

Remarque 1.2 — Comparaison des deux schémas. Si le pas du maillage est constant h; = h,
Vi =1,...,N (on dit aussi que le maillage est uniforme), on peut montrer [exercice [1] que les
équations des schémas volumes finis et différences finies coincident aux conditions de bord et au
second membre pres. Si le maillage n’est pas uniforme, les deux schémas différent.
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1.1 Principe des deux méthode$. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Autres conditions limites

Conditions de Dirichlet non homogénes Supposons que les conditions aux limites en 0 et
en 1 soit maintenant de type Dirichlet non homogenes, c’est-a-dire
u(0) =a
(0) (1.13)
u(l) =5
avec a et b pas forcément nuls. Dans ce cas :

1. les équations discrétes du schéma auzx différences finies (|1.6) restent identiques mais les valeurs
ug et uny1 sont maintenant données par ug = a et uy41 =0b;

2. les équations discretes du schéma de volumes finis associés aux neceuds internes restent
identiques mais les valeurs u/(0) et u/(1) sont maintenant approchées par (u(z1) —a)/hy/2
et (b —u(zy))/hny1/2, ce qui donne comme premiere et derniere équations du schéma
numérique :

U2 — U1 Ui

—a
= h f1, 1.14
h3 /2 hiso H ( )

b—uN UN —uUN

—1
— =h . 1.15
hny1/2 hn_1/2 ~fw (1.15)

Conditions de Neumann et Fourier On appelle condition de Neumannﬂ une condition qui
impose une valeur de la dérivée, par exemple :

W (0) =a (1.16)

On appelle condition de Foum’mﬂ ou condition de Robinﬂ une condition [11] qui impose une relation
entre la valeur de la dérivée et la valeur de la solution, par exemple,

u' (1) +au(l) =b (1.17)

avec a > 0. Cette condition est donc un mélange des conditions de Dirichlet et de Neumann et est
souvent utilisée pour exprimer une condition de transfert, thermique par exemple, entre un milieu
et Pextérieur.

Enfin, on dit que les conditions aux limites sont mixtes si elles sont de type différent sur des
portions de frontiere du domaine : on a des conditions mixtes dans le cas unidimensionnel si, par
exemple, on a une condition de Dirichlet en 0 et une condition de Neumann en 1.

Prenons par exemple le cas de conditions mixtes, en considérant 1’équation en ¢ = 0 avec
les conditions et (1.17) en x = 1. Voyons comment tenir compte de ces nouvelles conditions
limites avec les méthodes différences finies et volumes finis :

Schéma aux différences finies, maillage uniforme Pour approcher la condition de Neumann
en 0, on effectue un développement de Taylor & 'ordre 1 en O :

zmmzﬁgﬁ%ﬂ9+dm=a

Ceci suggere 1’équation discréte suivante pour ug en écrivant que :
Up — Uo
h

2. Karl Gottried Neumann est un mathématicien allemand, né en 1832 a Koénigsberg et mort 1925 a Leipzig. Il fut
I'un des pionniers de la théorie des équations intégrales. Il a laissé son nom aux conditions aux limites mentionnées
ici.

3. Joseph Fourier est un mathématicien et physicien francais, né en 1768 a Auxerre et mort en 1830 a Paris. 11
est connu pour ses travaux sur la décomposition de fonctions périodiques en séries trigonométriques convergentes
appelées séries de Fourier et leur application au probléme de la propagation de la chaleur. Il a participé a la révolution,
a échappé de peu a la guillotine et a été nommé préfet de 'Isére par Napoléon. Il a fait construire la route entre
Grenoble et Briancon et fondé en 1810 I’Université Royale de Grenoble, dont il fut le recteur. L’université scientifique
de Grenoble et I'un des laboratoires de mathématiques de cette université portent son nom.

4. Victor Gustave Robin est un mathématicien francais né en 1855 et mort en 1897 qui a travaillé en particulier
en thermodynamique et sur la théorie du potentiel.

=a & uyg=1u, —ah

12



1.1 Principe des deux méthode$. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Rappelons que pour la condition de Dirichlet homogene, la valeur de ug était simplement
prise comme 1y = 0. De la méme manieére, on écrit un développement limité pour la dérivée
dans la condition de Fourier (1.17)) :

u(l) —u(zy)
h

ce qui suggere 'approximation suivante :

+e(h) +ou(l) =0

UN+1 — UN un + bh
h T oUNG N T oh

Schéma de volumes finis La condition de Neumann est particulierement simple & prendre en
compte, puisque le schéma de volumes finis fait intervenir I'approximation du flux «’(0) dans
I’équation (|1.8)), que l'on discrétise donc par :

U — U
a+ ——2=mf (1.18)
h3 /2
On tient compte ensuite de la condition de Fourier (1.17)) pour approcher le terme u'(1) dans
Iéquation (|1.8)) : on peut par exempleﬂ approcher u/(1) par b— auy ce qui nous donne comme
N—eéme équation discrete :

UN —UN-1

Fyiio—Fy_12=hnfy avec Fniip=oauy—b et Fy_1=— (1.19)

hn_1/2

1.1.2 Cas de la dimension 2 ou 3

On consideére maintenant le probléeme de Laplace en dimension 2 ou 3 sur un ouvert borné 2 de
R?, d = 2 ou 3, avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes :

—Au=f sur Q (1.20a)
{u(x) =0 sur 002 (1.20b)

ou f est une fonction de € dans R.

Méthode de différences finies

Supposons pour simplifier que le domaine 2 soit un carré (c’est-a-dire d = 2, le cas rectangulaire
se traite tout aussi facilement). On se donne un pas de maillage constant h et des points z; ; =
(th,jh),i=1,...,N,j=1,...,N. En effectuant les développements limités de Taylor comme au
paragraphe dans les deux directions [exercice , on approche —82»2u(a:i’j) (respectivement
—dFu(w; ;) par :

2u(@ij) — u(@iv1,5) — w(@io1,y) 2u(@i;) — u(Tij+1) — U(fﬂi,j—l))
h? h?

Ce type d’approche est limité a des géométries simples. Pour mailler des géométries compliquées,

on utilise souvent des triangles (tétraeédres en dimension 3), auquel cas la méthode des différences

finies est plus difficile & généraliser car on ne peut pas approcher la dérivée seconde comme en

maillages cartésiens.

(respectivement par

Méthode de volumes finis

On suppose maintenant que  est un ouvert polygonal de R? et on se donne un maillage 7~ de
Q, c’est-a-dire, en gros, un découpage de ) en volumes de controle polygonaux K. En intégrant
Iéquation (|1.20a)) sur K, on obtient :

/K—Audx:/dex

5. Ce n’est pas la seule possibilité [exercice .
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1.1 Principe des deux méthodes. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation :

| Vu() - nk(@) dya) = /K f(z)da

OK
ot dy(z) désigne I'intégrale par rapport & la mesure uni-dimensionnelle sur le bord de Pouvert 2 et
ou ng désigne le vecteur normal unitaire & 0K extérieur & K. Comme K est polygonal, on peut
décomposer 0K en arétes o qui sont des segments de droite et en appelant Ex 'ensemble des arétes
de OK (trois arétes dans le cas d’un triangle), on a :

- /VU ' nK,ad’Y(ff):/Kf(x)dx

oeEx VO

oll ng , désigne le vecteur normal unitaire & o extérieur & K (noter que ce vecteur est constant sur o).
On cherche donc maintenant & approcher la dérivée normale Vu - ng , de maniére consistante sur
chaque aréte o. On se donne des inconnues discrétes notées (ux)xe7 qui, on lespere, vont s’avérer
étre des approximations de u(zg). Pour une aréte o = K|L séparant les volumes de controle K et
L, il est tentant d’approcher la dérivée normale Vu - nk , par le quotient différentiel :

u(zp) — u(rk)
dr.1,
ol dg 1, est la distance entre les points i et x;. Cependant, cette approximation ne pourra étre
justifiée que si la direction du vecteur défini par les deux points zx et xy est la méme que celle de
la normale ng ,, c’est-a-dire si le segment de droite z gz, est orthogonal a aréte K|L. Pour un
maillage triangulaire & angles strictement inférieurs & 7 /2, ceci est facile & obtenir en choisissant les
points zx comme intersection des médiatrices du triangle K ﬁ a I'image de la figure Supposons

\ dr,r,

Fi1cURE 1.3 — Exemple de volumes de contréle pour la méthode des volumes finis en deux dimensions
d’espace

que cette hypothese, dite d’orthogonalité du maillage, soit satisfaite; on approche donc Vu - ng|s
u(xr) —u(x

% et en notant |o| la longueur de ’aréte o, on approche :

K,L

ur —u
/Vu “ngdy par Fg, = |a|u
o dr,r

pour tout o € £k et pour tout K € T. Le schéma volumes finis s’écrit donc :

S Fieo = |Klfc o fx= % /K f(x) da (1.21)

oc€EK

6. Les médiatrices d’un triangle se coupent en un point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle, alors que
les médianes se coupent au barycentre, qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle ; ces deux points coincident
dans le cas d’un triangle équilatéral.
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1.2 Analyse de la méthode des difffiencrEfiaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

|K| étant la mesure de K et ou les flux numériques Fg , sont définis (en tenant compte des
conditions limites pour les arétes du bord) par :

_ |0|w sioc=K|L
P dx. 1,
K,o0 — UK
— o] sicCONetoelk
dK,O’

oll di» est la distance entre le point xx et 'aréte o.

Comparaison des méthodes

Cette introduction aux différences finies et volumes finis nous permet de remarquer que les
différences finies sont particulierement bien adaptées dans le cas de domaines rectangulaires ou
parallélepipédiques, pour lesquels on peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens
dans le cas présent) c’est-a-dire dont on peut indexer les mailles par un ordre (4,j) naturel.

Daus le cas de domaines plus complexes, on maille souvent & l’aide de triangles (ou tétraedres) et
dans ce cas la méthode des différences finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit
aux volumes finis, dont on vient de donner le principe, soit aux éléments finis, que nous aborderons
ultérieurement.

1.1.3 Questions d’analyse numérique
Voici un certain nombre de questions du domaine de ’analyse numérique, auxquelles nous
tenterons de répondre dans la suite :

1. Le probléme obtenu en dimension finie (avec des inconnues localisées aux nceuds du maillage
dans le cas de la méthode des différences finies et dans les mailles dans le cas de la méthode
des volumes finis) admet-il une (unique) solution ?

2. La solution du probléme discret satisfait-elle les propriétés physiques qui sont vérifiées par la
solution du modele mathématique 7

3. La solution du probleme discret converge-t-elle vers la solution du probleme continu lorsque
le pas du maillage h tend vers 0?7 Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace,
le pas du maillage est défini par :

h= sup |x;41 — a4 (1.22)

i=1,...,

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espace, il est défini par :

h= sup [|i11/5 = Zi1/a|- (1.23)

1=1,...,
en deux dimensions d’espace, le pas h est défini par :

h = sup diam(K) avec diam(K)= sup d(z,y)
KeT z,ye K

ou le maillage T est I'ensemble des volumes de controle K. Notons que la réponse a cette
question de convergence n’est pas évidente a priori. La solution discréte peut converger vers
la solution continue, elle peut aussi converger vers autre chose que la solution du probleme
continu et, enfin, elle pourrait ne pas converger du tout.

1.2 Analyse de la méthode des différences finies

On cherche a discrétiser le probleme aux limites suivant :
—u"(z) + c(z)u(z) = f(z) 0<z<1
(0) =

u (1.24)
u(l) =

0
0
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1.2 Analyse de la méthode des HilbrmErERaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

ouc€eC([0;1,Ry) et f€C([0;1],R), qui peut modéliser par exemple un phénomeéne de diffusion-
réaction d’une espéce chimique. On se donne un pas du maillage constant h = 1/(N + 1) et une
subdivision de ]0; 1], notée (zk)k=0,.. N+1 avec g =0 < 21 < 23 < ... < zy < Ty41 = 1. Soit
u; 'inconnue discrete associée au nceud 4, ¢ = 1,..., N. On pose uy = uy4+1 = 0. On obtient les
équations discrétes en approchant u”(z;) par quotient différentiel par développement de Taylor,
comme au paragraphe [I.1.1] On obtient le systéme suivant :

2u; — U1 — Uiq1

2 +Ciu1‘:fi iZl,...,N
u = 0 (1.25)
uny1 =0
avec ¢; = c(x;) et f; = f(x;). On peut écrire ces équations sous forme matricielle :
AhUh = bh avec
[2 + ¢ h? —1 0 (O [ ] [ f17]
-1 2+ Co h2 -1
Ap = % 0 0 ,Up = et by, =
: -1 24+cn_1 h? -1
.0 0 -1 24 enh? Luy ] LN
(1.26)
Ui
Remarque 1.3 — Notations pour les vecteurs et matrices. Un vecteur : u = sera
un

aussi noté, par souci de simplicité, u = (ug,...,un) (ces deux égalités signifiant que les composantes
de u dans la base canonique de RY sont ui, us, ..., uy. Attention toutefois & ne pas confondre
cette notation avec u! = (uy ... uy), qui est une matrice 1 x N ; c’est la matrice transposée de u
vu comme une matrice N x 1. On peut écrire le produit scalaire de deux vecteurs u et v de RY
avec ces notations :
N
u - v= Zuﬂ}i = 'U,tV = vtu.
i=1
Les questions suivantes surgissent alors naturellement :
1. Le systéme admet-il une unique solution ?
2. A-t-on convergence de U, vers u et en quel sens?
Nous allons répondre par l'affirmative a ces deux questions. Commengcons par la premiere.

Proposition 1.4 Soit ¢ = (cy,...,cn) € RN tel que ¢; > 0 pour i = 1,..., N ; alors la matrice
Ay, définie dans ([1.26]) est symétrique définie positive et donc inversible.

Démonstration. La matrice Aj est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définie positive. Soit
v =(v1...v5), on pose vg = vy+1 = 0. Calculons le produit scalaire Apv - v=v!A,v. On a:

24 c1h? -1 0 V1

o] | 7!

0 —1 2+CNh2 UN

c’est-a-dire :

N
1
AhV TV = ﬁ Z”Ui (_'Ui—l + (2 =+ cih2)vi - Ui+1)
1=1

N N
9 1
= Zcivi +i3 Zvi (—vie1 4+ vi +v; —viy1)
i=1 i=1

16



1.2 Analyse de la méthode des difffiencrEfiaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

On a donc, par changement d’indice, et puisqu’on a posé vg =0 et vny41 =0 :

N 1 N N
Apv - v = E Cﬂ),?-i-ﬁ E v (v; —vi—1) — E Vj—1 (Uj—’l}j_l)
i=1 i=1 j=2
N ) N
2 2 2
= E v+ E (vi —vi—1)” + vy
i=1 i=1
N L N+1
2 2
= E vy + 72 E (vi —vi—1)
i=1 i=1
>0 VV:(Ul,...,UN)ERN
Si on suppose Apv - v =0, on a alors :
N
E cihzvf:Oetvi—vi_lzo Vi=1,...,N+ 1.
i=1
On adonc vy =wv2 =... =vy =vg = vn4+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées méme si les ¢;
sont nuls. Ceci démontre que la matrice Ay, est bien définie. .
Remarque 1.5 — Existence et unicité de la solution. On a montré ci-dessus que Ay est

symétrique définie positive, donc inversible, ce qui entraine ’existence et 1'unicité de la solution
de . On aurait pu aussi démontrer 1’existence et I'unicité de la solution de directement,
en montrant que le noyau de Ay, est réduit a {0} [exercice . On rappelle qu’en dimension finie,
toute application linéaire injective ou surjective est bijective.

Remarque 1.6 — Caractére défini et conditions limites. Dans la démonstration de la
proposition sic; >0 pourtout i =1,..., N le terme Zf\il c;h?v? = 0 permet de conclure que
v; = 0 pour tout i = 1,..., N. Par contre, si on n’a que ¢; > 0 (ou, bien méme ¢; = 0 pour tout
i=1,...,N), on peut encore montrer que v; = 0 pour tout i = 1,..., N grice aux conditions aux
limites de Dirichlet homogenes (représentées par le fait qu’on pose vg = 0 et vy41 = 0 qui permet
d’écrire alors les équations 1 et N sous la méme forme que 1’équation i) ; on a en effet v; = v;_;

pour tout 7 =1,..., N et vg = 0. En particulier, la matrice de discrétisation de —u" par différences
finies avec conditions aux limites de Neumann homogenes :
_ U/I — f
u'(0)=0 (1.27)
W'(1)=0

donne une matrice Ay qui est symétrique et semi définie positive, mais non définie [exercice . De
fait la solution du probléme continu (|1.27) n’est pas unique, puisque les fonctions constantes sur
[0;1] sont solutions de (1.27).

Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de la convergence.

Définition 1.7 — Matrice d’inverse a coefficients positifs, ou IP-matrice, ou matrice
monotone. Soit A € My (R) de coefficients a; ;, 4,7 = 1,...,N. On dit que A est & coefficients
positifs (ou A > 0) sia;; >0, Vi,j=1,...,N. On dit que A est d’inverse a coefficients positifs
(ou en abrégé IP-matrice), ou que A est monotone (c’est la terminologie classique, mais pas la plus
claire...) si A est inversible et A=! > 0, c.a.d. que tous les coefficients de A~1 sont positifs ou nuls.ﬂ

L’avantage des schémas dont la matrice est une IP-matrice est de satisfaire la propriété de conser-
vation de la positivité qui peut étre cruciale dans les applications physiques :

Proposition 1.8 — Caractérisation des matrices d’inverse a coefficients positifs. Soit
A € Mn(R) de coefficients a; ;, ¢, =1,..., N ; alors A est une IP-matrice (ou matrice monotone)
si et seulement si

Vo e RV, [Av > 0] = v > 0. (1.28)

7. Voir les exercices sur les matrices d’inverse a coefficients positifs du polycopié de L3 a I'adresse :
https://www.i2m.univ-amu.fr/perso/raphaele.herbin/PUBLI/anamat.pdf.
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1.2 Analyse de la méthode des HilbrmErERaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

(Les inégalités s’entendent composante par composante.)

Démonstration. Supposons d’abord que A vérifie et montrons que A inversible et que A~ a des
coefficients positifs ou nuls. Si z est tel que Az = 0, alors Az > 0 et donc, par hypothése, > 0. Mais on a
aussi Az < 0, soit A(—z) > 0 et donc par hypotheése, z < 0. On en déduit z = 0, ce qui prouve que A est
inversible. La propriété donne alors que y > 0 = A~ 1y > 0. En prenant y = e; on obtient que les
coefficients de la premiére colonne de A~ sont positifs, puis en prenant y = e; on obtient que les coefficients
de la i-itme colonne de A~1 sont positifs pour ¢ = 2,..., N. Par conséquent, A1 a tous ses coefficients
positifs.

Réciproquement, supposons maintenant que A est inversible et que A~1 a des coefficients positifs. Soit
z € RN tel que Az =y >0, alors = A~ 1y > 0. Donc A conserve la positivité. .

Remarque 1.9 — Principe du maximum. On appelle principe du maximum continu le fait que
si f > 0 alors le minimum de la fonction u solution du probléme [T.24] est atteint sur les bords. Cette
propriété mathématique correspond a l'intuition physique qu’on peut avoir du phénomene : si on
chauffe un barreau tout en maintenant ses deux extrémités a une température fixe, la température
aux points intérieurs du barreau sera supérieure a celle des extrémités. Il est donc souhaitable que
la solution approchée satisfasse la méme propriété [exercice [3].

Lemme 1.10 — Monotonie de la matrice de discrétisation. Soit ¢ = (c1,...,cny) € RY et
Ap € My (R) définie en (1.26). Si¢; >0, Vi=1,...,N alors A, est une IP-matrice.

Démonstration. On va montrer que si v € RN, Apv > 0 alors v > 0. On peut alors utiliser la proposition

pour conclure. Soit v = (v1,...,vx) € RY. Posons v = vn+1 = 0. Supposons que Apv > 0, on a donc
Vi—1 2 Vi1 .
722 +(ﬁ+ci)vﬁ ;12 >0 i=1,...,N (1.29)
Soit p = min {’L e{l,...,N}v; =minj— . N vj}. Supposons que p > 1, on a alors :
Vp — Up—1 Vp — Upt1 . Vp—1 — U Vpt] — U
pr + cpvp + 10}1727# > 0 soit encore cpup > —2 2 LT p+h2 2 >0
Par hypothese, ¢, > 0.
— Sicp >0,onadoncv, >0etdoncwv; >0,Vi=1,...,N.

— Sicp =0, on doit alors avoir vp_1 = vp = vp41 ce qui est impossible car p est le plus petit indice ¢ tel
que v; = min;j—1,. . N vj. Donc dans ce cas le minimum ne peut pas étre atteint pour p > 1 et on a
donc une contradiction.

On a ainsi finalement montré que min;c(y,... N3 v = 0, on a donc v > 0. .

Définition 1.11 — Erreur de comnsistance. On appelle erreur de consistance la quantité
obtenue en remplacant 'inconnue par la solution exacte dans le schéma numérique. Dans le cas du
schéma (|1.25]), erreur de consistance au point x; est donc définie par :

2u(x;) —u(x;—1) — u(xir1

Ry = 20 2 ) T 0@ (e — (1.30)
L’erreur de consistance R; est donc I’erreur qu’'on commet en remplacant 'opérateur —u’ par le
quotient différentiel

2u(z;) —u(xi—1) — u(xiyr)

h2

Cette erreur peut étre évaluée si u est suffisamment réguliere en effectuant des développements de
Taylor.

Définition 1.12 — Ordre du schéma. On dit qu'un schéma de discrétisation a N points est
d’ordre p s'il existe C' € R, ne dépendant que de la solution exacte, tel que Ierreur de consistance
satisfait :

max (R;) < Ch?,

i=1,...,

ou h est le le pas du maillage défini par (1.3)).
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1.2 Analyse de la méthode des HilbrmErERaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Définition 1.13 — Consistance du schéma. On dit qu'un schéma de discrétisation est consis-
tant si

~max_(R;) — 0 lorsque h — 0

1=1,...

ou N est le nombre de points de discrétisation.

Lemme 1.14 Si la solution de (1.24) vérifie u € C*([0;1]), le schéma (1.25)) est consistant d’ordre
2 et on a plus précisément :

h2
|R;| < — sup |[u'?] Vi=1,...,N (1.31)

)

Démonstration. Par développement de Taylor, on a :
h? h3 h*
w(zip1) = u(w;) + b (z) + ?u"(:vi) + gu’"(:vi) + ﬂu“) (&) (1.32)

’ h? " h? " ht (4)
u(zi—1) = u(z;) — hu'(z;) + JU (zi) — Eu (zi) + Y (n:) (1.33)
En additionnant ces deux égalités, on obtient que :
u(x; + u(z;) — 2u(z; h?

h? 24
ce qui entraine que :

h2
|Ri| < — sup [u®)] (1.34)
12 10:1)

Remarque 1.15 — Sur P’erreur de consistance.

1. Si on note Uy, : (u(x;))i=1..n le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactes de la
solution de (|1.24) et Up, = (u1 ... un) la solution de (1.25)), on a :

R=An(U, —Up) (1.35)

ot R € RY est le vecteur de composantes R;, i = 1,..., N, erreur de consistance en x; définie
en (L:30).

2. On peut remarquer que si u(* = 0, les développements de Taylor se résument & :

2u(;) — u(@i—1) — u(@it1)
12

et on a donc R; = 0, pour tout i = 1,..., N et donc u; = u(z;) pour tout ¢ = 1...N. Dans
ce cas (rare!), le schéma de discrétisation donne la valeur exacte de la solution en x;, pour
tout i =1,...,N. Cette remarque est bien utile lors de la phase de validation de méthodes
numériques et/ou programmes informatiques pour la résolution de I’équation . En effet,
si on choisit f telle que la solution soit un polyndme de degré inférieur ou égal a 3, alors on
doit avoir une erreur entre solution exacte et approchée inférieure a I’erreur machine.

_u”(mi) —

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu’une notion de stabilité,
qui consiste en une borne sur la solution approchée, indépendante du maillage.

Proposition 1.16 — Stabilité du schéma. Le schéma (1.25]) est stable, au sens ou la norme
infinie de la solution approchée est bornée par un nombre ne dépendant que de f.
Plus précisément, la matrice de discrétisation Ay satisfait :

B 1
145 oo < 3 (1.36)

inégalité qui peut aussi s’écrire comme une estimation sur les solutions du systeme (|1.26|) :
Yy

1
1Tk lle < Gl flloo (1.37)

19



1.2 Analyse de la méthode des HilbrmErERaiRs ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Démonstration. On rappelle que par définition, si M € My (R),

Mv
[M|loo =  sup & avec ||v]|lco = sup  |v4l.

veRN v#£0 [lv]loo i=1,...,N
Pour montrer que ||A;1||oO < 1/8, on décompose la matrice Ay, sous la forme Ay = Agp, + diag(c;) ot Agp
est la matrice de discrétisation de 'opérateur —u'’ avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes et

2 -1 0

(1 0 0
1 -1 . 0 c2
Aon = — et diag(c;) = . . (1.38)
h? : ) 0
0 1 2 0 0 c¢n

Les matrices Agy, et Ap, sont inversibles et on a :
-1 —1 _ 4—1 -1 -1 —1 _ 4—1 -1
Agn — Ay = Agn AnA; " — Ag, AonAy, T = Ay, (Ap — Aon) A,
Comme diag(c;) > 0, on a Ay > Agp et comme Agp, et Ap sont des IP-matrices, on en déduit que

0< A;l < Aghl composante par composante. On peut maintenant remarquer que si B € My (R) et si B >0
(c’est-a-dire B;; > 0 pour tout i et j), on a

N N
||Bllooc = sup sup |(Bv)i| = sup sup E Bjjv;| c’est-a-dire |Bljooc = sup E By;.
N i=1,...,N
Jj=1 Jj=1

verRdN i=1,...,N veRN i=1,...,
llvll=1 llvll=1
On a donc
N N
A, = (A, His < (Agn)ij
A sup L )ig < sup on )i
i=1,...,N 4 i=1,...,N 4
j=1 j=1
car A;l < Aahl d’ott on déduit que ||A;1Hoo < ||Aghl||(><> 1l ne reste plus qu’a estimer ||Ao_hl||(><> Comme
Aahl >0, o0na ||Aahl||Do = ||AahleHoo avec e = (1,...,1). Soit d = A07h16 € RN. On veut calculer ||d||oo, o1 d
vérifie Agpd = e. Or le systéme linéaire Agpd = e n’est autre que la discrétisation par différences finies du
probléme
W =1
w(0) =0 (1.39)
u(l) =0

dont la solution exacte est up(z) = (1 — z)/2 qui vérifie ué4) (z) = 0. On en conclut, par la remarque
que ug(x;) = d;j, ¥i=1...N. Donc ||d||cc = sup;—; n W ot h = 1/(N + 1) est le pas de discrétisation.
Ceci entraine que

Heob) )

d < su
Il < sup [ 7552 = &

5

et donc que ||A;1HOo <1/8. .

Remarque 1.17 — Sur la stabilité. L’inégalité (1.37)) donne une estimation sur les solutions
approchées indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimation que 1’on recherchera par
la suite comme garant de la stabilité d’un schéma numérique.

Définition 1.18 — Erreur de discrétisation. On appelle erreur de discrétisation en z;, la
différence entre la solution exacte en x; et la i-éme composante de la solution donnée par le schéma
numérique

e; =u(z;) —u; Vi=1,...,N (1.40)
Théoréme 1.1 Soit u la solution exacte de
—u' +ecu=f
u(0) =0
u(l) =0

On suppose u € C4([0;1]). Soit uy, la solution de (1.25). Alors l'erreur de discrétisation définie
par (|1.40) satisfait

1
1< @ 2
o] < g [u® ch

yeeny

Le schéma est donc convergent d’ordre 2.
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1.3 Elliptique 1D 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Démonstration. Soit Uy = (U1,...,Un) et Up, = (u(z1),...,u(zy)), on cherche & majorer ||Uj, — Up||co. On
a A(Up — Up) = R ou R est l'erreur de consistance [remarque . On a donc

= _ 1 1 1
1% = Unlloo < 147 loel1Rlloe < 5 % 75 1u@ oo = o lu®

Remarque 1.19 — Sur la convergence. On peut remarquer que la preuve de la convergence
s’appuie sur la stabilité (elle-méme déduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance.
Dans certains livres d’analyse numérique, vous trouverez la “formule" : stabilité + consistance
= convergence. Il faut toutefois prendre garde au fait que ces notions de stabilité et consistance
peuvent étre variables d'un type de méthode a un autre comme nous le verrons en étudiant la
méthode des volumes finis, par exemple.

Remarque 1.20 — Controle des erreurs d’arrondi. On cherche a calculer la solution ap-

prochée de —u” = f. Le second membre f est donc une donnée du probléme. Supposons que des

erreurs soient commises sur cette donnée (par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de

mesure). On obtient alors un nouveau systéme, qui s’écrit AUy, = by, + €, oU €;, représente la

discrétisation des erreurs commises sur le second membre. Si on résout A,U;, = by, + €, au lieu de
nUn = by, Perreur commise sur la solution du systeme s’écrit :

ApU by, I la solution du syst ‘écrit

Eh = ﬁh — Uh = A;lé‘h
On en déduit que

1
1Enlloe < g llenlloo

On a donc une borne d’erreur sur ’erreur qu’on obtient sur la solution du systéme par rapport a
Perreur commise sur le second membre. Le probléme des erreurs relatives est beaucoup plus subtil
[exercice [7].

Volumes finis pour un probleme elliptique unidimensionnel

Ecriture du schéma

On va étudier la discrétisation par volumes finis du probléme (|1.1)-(1.2]). On utilise ici la notation
u” plutdt que 92, u puisque I'inconnue u ne dépend que de la variable .

Définition 1.21 — Maillage volumes finis. On appelle maillage volumes finis de 'intervalle
[0;1], un ensemble de N mailles (K;)i=1,.. .~ tel que K; = |x;_1/2;%;41/2[ et on note h; =
Tiy1/2 —Ti—1/2- On se donne également N points (7;)i=1,... v situés dans les mailles K;. On a donc :

0:$1/2<CE1<£L‘3/2<...<.’L'1'_1/2<.’L'7;<.’Ei+1/2<...<$N+1/2:].

On notera hi+1/2 =241 — T; et h = max;—; . n h;. Pour des questions de notations, on posera
également xg =0 et xy41 = 1.

On rappelle que pour obtenir un schéma volumes finis, on part de la forme intégrale (bilan des flux)
obtenue en intégrant 'équation (1.1)) sur K :

—u'(x; +1/2) +u/ (2, — 1/2) = /K f(z)dz. (1.41)
On pose

1
fizm/mf(mdx

et on introduit les inconnues discrétes (u;);=1.. n (une par maille) et les équations discrétes du
schéma numérique :

Fi+l/2_Fi—1/2:hifi Z: ].,...,N, (142)
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1.3 Elliptique 1D 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

ou Fiy1/o est le flux numérique en x;,1/2 qui devrait étre une approximation raisonnable de
—u'(x;11/2). On pose alors

Ui41 — Wy .
F¢+1/2=—7h‘+1/2 i=1,...,N,
Uy
F1/2 = —ma
unN
Fyii2 = Tinie’

Notons que les flux F} /5 et Fiy /2 tiennent compte des conditions aux limites de Dirichlet homogenes
u(0) = u(1) = 0. On peut aussi écrire :

Ui+1 — U

Fi+1/2:_ Z-:O,...7]V7 (143)
hit1/2
Ugp = UN+1 = 0. (144)
On peut écrire le systéme linéaire obtenu sur (ui,...,uy) sous la forme

AhUh = bh avec (AhUh)i = hf

1wy —uy i — Ui
(u Ui41 U U 1) ot (bh)i — (1.45)
hit1/2 hi—1/2

Remarque 1.22 — Non consistance au sens des différences finies. L’approximation de
—u"(z;) par

1 (Ui —Uip1 | Ui — Uz;l)

hi hiv1/2 hi—1/2

n’est pas consistante dans le cas général [exercice [L1].

On peut montrer que les deux schémas différences finies et volumes sont identiques au bord prés dans
le cas d’un maillage uniforme lorsque z; est supposé étre le centre de la maille (voir I'exercice [1f).

Analyse mathématique du schéma

On va démontrer ici qu’il existe une unique solution (uy,...uy) au schéma (|1.42)-(1.44)) et que
cette solution converge, en un certain sens, vers la solution de probléme continu (|1.1)-(1.2)) lorsque
le pas du maillage tend vers 0.

Proposition 1.23 — Existence de la solution du schéma volumes finis. Soit f € C([0;1])
et u € C%([0;1]) solution du probleme (1.1))-(1.2)). Soit (K;)i=1... n le maillage de la définition
Alors il existe une unique solution up = (uq,...,un) de (1.42)-(1.44]).

Démonstration. Ce résultat se déduit facilement de la proposition suivante, qui donne la stabilité du shéma,
c’est-a-dire une estimation a priori sur les solutions approchées. Si f; = 0 pour tout ¢+ = 1,..., N, la
proposition [[.:25] nous donne que ||Dyuy|| = 0 ott Dyur est la dérivée discréte et donc u; — u;—1 = 0 pour
tout ¢ = 1... N ; mais comme ug = 0, on en déduit que u; = 0 pour tout ¢ = 1... N. Ceci démontre I'unicité

de (u;)i=1...n solution de (1.42)-(1.44) et donc son existence, puisque le systéme ([1.42)-(1.44) est un systéme

linéaire carré d’ordre N. (On rappelle qu'une matrice carrée d’ordre N est inversible si et seulement si son
noyau est réduit a {0}). .

Nous allons maintenant prouver la stabilité, sous forme d’une estimation dite a priori, car on
effectue une majoration sur une fonction dont on n’a pas forcément prouvé I'existence : on établit
lestimation a priori en premier et on en déduit ’existence.

Pour démontrer cette propriété, on commence par introduire une dérivée discréte des fonctions
constantes par mailles, qui nous servira dans la suite des démonstrations.

Définition 1.24 — Dérivée discréte. On considére le maillage (K;);=1, . n de la définition
Soit v une fonction constante par mailles sur les mailles K;, qui représente une approximation
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1.3 Elliptique 1D 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

d’une fonction définie sur [0;1] et nulle en 0 et en 1. En posant vg = vx+1 = 0, on peut définir une
dérivée discrete de v par les pentes
Vi4+1 — U

pi+1/2: ’L:O,,N

hit1/2

On peut alors définir une fonction D7v, constante par intervalle et égale & p; /o sur 'intervalle
Kit1/2 = ]2i ;2541 La norme L? de Dyv est définie par :

N N N (’U ) )2
i+1 — Ui
17002201 = Z/ ID7ol® =Y hivije Plajp =) 7 —
=0

Kiv1/2 i=0 i hene
hi + h;
(On rappelle que h; 1/ = ZTH_I)
Proposition 1.25 — Stabilité : estimation a priori sur les solutions approchées. Soit

f € L*([0;1]). On considere le maillage (K;);—1..n dela déﬁnitionm; pouri=1,..., N, on note
fi la valeur moyenne de f sur la maille K;. Si u7 est la fonction constante par maille dont les valeurs
sur les mailles sont des valeurs (uq,...,uy) qui vérifient le schéma volumes finis ([1.42)-(1.44]), alors

[1D7urllee < |[fllz (1.46)

Démonstration. La preuve de cette proposition est calquée sur I’estimation a priori qu’on peut faire sur les
solutions du probléme continu : en effet, si u est une solution qu’on supposera aussi réguliére que ’on Veutﬂ

du probléme (|1.1] . ., alors

lu'llL2gosap < IfllL2(c0,1)) (1.47)

Nous allons donc mener les preuves de (1.47) et (T.46]) en paralléle. Soit u € C2(]0;1[) solution de (T.1)-(T.2)
et soit (u1,...,un) solution de (1.42)-(1.44).
Estimation continue. On multiplie (1.1) par v et on intégre entre 0 et 1 :

1 1
— / v (2)u(z) de = / f(@)u(z)dx
0 0

On intégre par parties et on utilise les conditions aux limites (|1.2]) :

/(u/(:c))Qda::/ f(z)u(z)dz
0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite, on obtient

1
/ (W' (2))? de < || fll 2 goapllell 2 gosap
0

On utilise alors I'inégalité de Poincaré qui s’écrit (voir Proposition plus bas) [[ull 20,1 < W' llL2q0;1p)-

On en déduit ((1.47)).

Estimation discréte. On multiplie (1.42) par u; et on somme sur ¢ :

N N
§ : Uij+1 — U Ui — Uj—1 _z : e
<_ h. + h. )uz - hzfzuz
i=1

py i+1/2 i—1/2

On somme par parties en utilisant uo = uny4+1 =0. On a :

N
Z+Z - thzuz

2 : uz+l
1/2
i=1 hityy
En effectuant un changement d’mdlce sur la deuxleme somme, on obtient :
N N-1

Z Uit1 — Uj Uit1 — Uj Z
- U; + ) Ui+1 = hi fiug;

h h
i1 i+1/2 im0 i+1/2

en regroupant les sommes, on a donc :

N
Z i fius

P
8. En fait la solution unique de (1.1)-(T.2) appartient & I’espace H'(]0;1[), comme on le verra plus tard.

i—o 'L+1/2
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Par définition de D7—u on a

_ 2
ID7ur|2, —Z / 7“”1 us)
N

Kiy1/2 1+1/2

E:m“_”

'L+1/2

On a donc

N
ID7urlfs <D hifiu
i=1

On utilise alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite :

1 1
N N 2 /N 2
E hi fiug < E hi f? E hiu?
i=1 i=1 i=1

Or, toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

N N 1 2 N
D hif? =) hizg (/ f(x)dx> <Z/ f@)*de = |I£]72.
i—1 =1 [ K; i—1 YK

On obtient donc alors ||(D7uy)? HLz 0.1 < IIfllz2qo,ipllurlizego,ip- On utilise maintenant I'inégalité de

Poincaré discréte (voir Proposition plus bas), qui s’écrit HUT||L2(]0 ap S 1D7urlpzqgosip, pour en
déduire (|1.46)).

Il nous faut maintenant donner les démonstrations des inégalités de Poincaré continue et discrete
que nous avons utilisées dans la preuve ci-dessus.

Proposition 1.26 — Inégalité de Poincaré, cas continu et discret.
Inégalité de Poincaré pour une fonction réguliére Soit u € C*([0;1]) telle que u(0) = 0.
Alors
lullLzqo;ip < llu'llz2gosap (1.48)
lull zoegosap < llw'llz2gosap (1.49)

Inégalité de Poincaré dans le cadre discret On considére le maillage (K;);=1, . n de la défini-
tion [I:21} Soit v une fonction constante par mailles sur les mailles K; et soit Dyv sa “dérivée
discrete” au sens de la définition [[L.24] Alors :

[vllz2qo;1 < D7Vl L2 0 1)) (1.50)
[vllco < [D7vllL2051D (1.51)

Démonstration. La encore, on va effectuer les démonstrations en parallele, vu que la démonstration de
I'inégalité “discrete” copie la démonstration de 'inégalité continue.
Le cas continu.

On écrit que u est I'intégrale de sa dérivée, en utilisant le fait que w(0) =0 :

u(:v):/ u'(s)ds
0

On a donc :

x 1
Ju(e)] < / Ju (5)] ds < / [ (5)] ds
0 0

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite, on obtient que
|u(a;)|2 ||’LL ||L2(]O 10 vV 6]07 1[7 (152)

ce qui donne immédiatement ((1.49). On integre ensuite I'inégalité (1.52)) entre 0 et 1 pour aboutir & ([1.48).
Inégalité de Poincaré discréte. En tenant compte du fait que vg = 0, on écrit que :

1
v = Z(Uk — Vg—1)-
=1

24



1.3 Elliptique 1D 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

On majore :

N+1 1
|
v; V — U h Dyv(s)ds
[vi] < g v, — vp—1| < E k12— [ ; |Drv(s)

On utilise I’ megahte de Cauchy—Schwarz a droite |v;|? < ||D7~U||L2 qosp: €@ qui donne tout de suite (1.51)

et en intégrant entre 0 et 1, on aboutit au résultat ||v||12q0,1 < D7Vl L2(0;1)- Notons que dans les deux

démonstrations, on obtient que [|ulloo < [lullL2(j0;1p) €t que lulle < W/ |lL2(0;1p- .
Définition 1.27 — Erreur de consistance sur le flux. Soit u : [0;1] — R solution du
probleme —. On se donne une subdivision de [0;1]. On appelle F‘i+1/2 = —u/(T541/2) le
flux exact en ;41 /9 et F+1/2 —(w(wir1) — u(x;))/hit1/2, Vapproximation du flux exact utilisée
pour construire le flux numérique Fii /o = —(uiy1 — u;)/hit1/2. On dit que le flux numérique est

consistant d’ordre p s’il existe C' € R} ne dépendant que de u telle que l'erreur de consistance sur
le flux, définie par :

Riy1y2 = Fij1po — Fiy 0, (1.53)
vérifie

|Ris1/2] < ChP. (1.54)
Lernme 1 28 — Consistance du flux de diffusion. Soit u € C?([0;1]) solution du pro-
bleme (L.I)-(L.2). Le flux numérique Fjq /o = % est consistant d’ordre 1. Plus précisément

il existe C ne dépendant que de ||u”’||» tel que I'erreur de consistance sur les flux définie par (1.53))

vérifie :

w(@it1) — u(zi)
hiti/2

N

|Ri+1/2| = ‘—U/(.’Ei+1/2> + Ch (155)

Démonstration. La démonstration de ce résultat s’effectue facilement a l'aide de développements de Taylor
[exercice ol 'on montre aussi que si ;1,2 est au centre de U'intervalle [ ;xit1], Verreur de consistance
sur les flux est d’ordre 2, i.e. il existe C' € R4 ne dépendant que de u telle que Riy1/2 < Ch2. Notez que cette
propriété de consistance est vraie sur les flux et non pas sur Popérateur —u’’ [remarque et exercice [11].

Définition 1.29 — Conservativité. On dit que le schéma volumes finis (1.42))-(1.44]) est conser-
vatif, au sens ou, lorsqu’on considere une interface x;; /5 entre deux mailles K; et K;1, le flux
numérique entrant dans une maille est égal a celui sortant de l'autre.

C’est grace a la conservativité et a la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du
schéma, volumes finis.

Théoréme 1.2 — Convergence du schéma volumes finis. On suppose que la solution u
du probleme (L.I)-(L.2) vérifie u € C?([0;1]). On pose e; = u(x;) — u; pour i = 1,...,N et
ep = eny+1 = 0. On note e la fonction constante par mailles et égale a e; sur la maille ¢ et Dyer
sa dérivée discrete, au sens de la définition 1l existe C' > 0 ne dépendant que de u tel que (on
rappelle que h = sup,_; _n hi) :

al (€ix1 — €)%\ 1/2
IDrerllLzqoap = (Z ?) < Ch, (1.56)
=0
N 1/2
lerllzzgoan = (D he?) "~ < Ch (1.57)
=1
lerlloe =, max feif < Ch (1.58)

=1,...,

Démonstration. écrivons le schéma volumes finis ainsi que l’equatlon exacte 1ntegree sur la
maille K; FHl/Q — Fi_1/2 = hifi ou FZ+1/2 est deﬁm dans le lemme et soustrayons Fit1/2 —
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Fiy1/2 — pi_l/Q + F;_1/2 = 0. En introduisant R; /0 = fi+1/2 - Fi*+1/2, on obtient :

Flivjg—Fiyipp = F_ g+t Fici2=—Rit12+ Ri—1)2
ce qui s’écrit encore, au vu de la définition de e;,

€i4+1 — €4 € —€i—1

Rij1/2+ Ri_1)2

hit1y2 hi—1/2
On multiplie cette derniere égalité par e; et on somme de 1 & N :
N
€i41 — —
TR DT ) DESES p ot
’ hiy1/2 hz 1/2
=1
ce qui s’écrit encore :
N
€it1 — €; €it1 — €;
Z AL e+ Z e = Z —Rit1/06i + Z Rit1/2€i41
im1 'L+1/2 hz+l/2
En réordonnant les termes, on obtlent, en remarquant queeg=0eteny; =0:
N ( 2 N
€it1 — €;
pDLETE S AR
i=0 /2 i=0
Mais
N ( 1
€i+1 — €4 €i4+1 —€;\2 2 2
Z ! i) th+1/2 lh Z) :/ (Drer(s))“ds = HDT6T|‘L2(]O;1[)~
— hit1/2 i+1/2 0
De plus, R;41/2 < Ch (par le lemme [1.28). On a donc
N N | | 1
eit1 — €;
IDTer|?200.1p < Chz leivr —ei| = Chzhi+1/2y =Ch [ |Drer|dt
(J051[) h:
; X i+1/2 0
=0 =0
et, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a ||Drer|p2(o;1p < Ch. On a ainsi démontré (1.56). On ob-
tient (1.57) et - ) par I'inégalité de Poincaré discréte [proposfclon m .

Rappels : espaces fonctionnels et normes discrétes On rappelle qu'une fonction u de
I'espace de Lebesgueﬂﬂ L2(]0; 1) admet une dérivée faible dans L*(]0;1]) s'il existe v € L*(]0;1])
telle que

/O1 w(@)g (z) dz = — /01 o(2)p(x) dz (1.59)

pour toute fonction p € C1(]0;1[) ott C1(]0;1[) désigne I'espace des fonctions de classe C* & support
compact dans ]0; 1[. On peut montrer que v est unique [1]. On notera v = Du. On peut remarquer
que si u € C1([0;1]) et si on note v sa dérivée classique, alors Du = u’ presque partout. On note
H(]0;1[) Pensemble des fonctions de L2(]0;1[) qui admettent une dérivée faible dans L?(]0; 1[) :

H'(0;1]) = {u € L*(0;1]) ; Du € L*(051])}.

9. Henri-Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien francais. Il est reconnu pour sa théorie d’intégration
publiée initialement dans son mémoire Intégrale, longueur, aire & 'université de Nancy en 1902. Il fut I'un des grands
mathématiciens francais de la premiére moitié du XX-éme siecle.

10. Une fonction f de ]0;1[ dans R est intégrable au sens de Lebesgue si f est mesurable et

1
/ |f]dt < 4o0.
0

L’espace L2(]0;1[) désigne I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue,
pour la relation d’équivalence égale presque partout, ce qui permet de définir une norme sur L2(]0; 1[) par

1 1/2
lullLzgoiip = (/ u? dt)
0

qui en fait un espace complet. Cette norme est associée au produit scalaire

1
(u7v)L2(]O;l[) = / uv dt
0

qui en fait un espace de Hilbert [8].
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C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :
(u, V) E1 o1 = /(] ; (u(z)v(z) dz + Du(z)Dv(z)) dz.
0;1

Tout élément de H'(]0; 1[) (au sens classe d’équivalence de fonctions) admet un représentant continu
et on peut donc définir les valeurs en 0 et en 1 d’une “fonction” de H*(]0;1[) :

H5(10:1)) = {u € H'(J0;1[) ;u(0) = u(1) = 0}.
Pour u € H'(]0;1[), on note :

[ull g = (/Ol(Du(x))2 dx)

C’est une norme sur H} qui est équivalente & la norme || - |1 définie par

= (/ w(o)de+ [ (Du(a) dx)l/ :

ce qui se démontre grace a l'inégalité de PoincaréE qu’on rappelle :

1/2

Proposition 1.30 — Inégalité de Poincaré, cas uni-dimensionnel.

lull 20,1y < | Dul|z2qo ) pour tout u € Hé(]O;l[). (1.60)

La démonstration de cette proposition a été faite dans le cadre de la preuve de la stabilité du
schéma en une dimension [proposition [1.25] pour des fonctions réguliéres mais la méme preuve
s’applique dans le cas d’une fonction H'.

Norme H! discréte Soit maintenant 7 un maillage volumes finis de [0;1] [définition [1.21], on
note X (7) l'ensemble des fonctions de [0; 1] dans R, constantes par maille de ce maillage. Pour
v € X(T), on note v; la valeur de v sur la maille i ; on peut écrire les normes L? et L™ de v :

)

N
l01Z2g0:0p = D_hiv? et [ll=qoap = max_ v
-

Par contre, la fonction v étant constante par maille, elle n’est pas dérivable au sens classique, ni
méme au sens faible. On peut toutefois définir une norme H' discréte de v comme suit :

N o\ /2
V; — V;
vl = (Z hiviy2 (L> )
1=0

hit1/2
ce qui est la norme L? de la dérivée discréte Do [définition [1.24]. On peut montrer [exercice [18§
que si uy : ]0; 1] — R est définie par ur(z) = u;, Vo € K; o (u;);=1,.. n solution de (1.42)-(1.44
alors |ur|1 7 converge dans L?(]0;1[) lorsque h tend vers 0, vers | Dul[z2(10,;17), ot u est la solution

du probléeme (1.1)-(1.2).

Dimensions supérieures

En une dimension d’espace, on a obtenu une estimation d’erreur en norme H} discréte et
en norme L°°. En dimension supérieure ou égale a 2, on aura une estimation en h, en norme
H} discrete, en norme L?, mais pas en norme L. Ceci tient au fait que 'injection de Sobolev
H'(]0;1]) € €(]0;1]) n’est vraie qu’en dimension 1. La démonstration de l'estimation d’erreur en
norme L? se prouve alors directement & partir de 'estimation en norme H} discréte, grace a
une ”inégalité de Poincaré discrete", équivalent discret de la célebre inégalité de Poincaré continue,
que ’on rappelle (voir pour la dimension 1).

Lemme 1.31 — Inégalité de Poincaré. Soit { un ouvert borné de RY et u € HZ (L), alors
[ull2(0) < diam(Q)[|Dul|r2(0)}-

11. Henri Poincaré (1854-1912) est un mathématicien, physicien et philosophe francais. C’est probablement I'un
des plus grands hommes de science de cette époque.
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Prise en compte de discontinuités

On considére ici un barreau conducteur constitué de deux matériaux de conductivités A\ et Ao
différentes et dont les extrémités sont plongées dans de la glace. On suppose que le barreau est de
longueur 1, que le matériau de conductivité A; (resp. A2) occupe le domaine ; =]0;1/2[ (resp.
Q9 =]1/2,1[). Le probléme de conduction de la chaleur s’écrit alors :

(=Mi(@)) = f(z)  2€]0;1/2(
(=Xa(x)u) = f(x)  x€]1/2;1]
u(0) = u(1) =0,

— (Mu)(1/2) = =(A2u)(1/2)

Remarque 1.32 La derniére égalité traduit la conservation du flux de chaleur a U'interface z = 1/2.
On peut noter que comme A est discontinu en ce point, la dérivée u’ le sera forcément elle aussi.

(1.61)

On choisit de discrétiser le probléeme par volumes finis. On se donne un maillage volumes finis
comme défini par la définition [1.21] en choisissant les mailles telles que la discontinuité de A\ soit
située sur un interface de deux mailles qu’on note Kj et Ki41. On a donc, avec les notations du
paragraphe Ty1/2 = 0.5. La discrétisation par volumes finis s’écrit alors

Fipio—Fi1pp=hifi i=1,...,N,

ot les flux numériques F; /o sont donnés par

i1 — Wi A osiag >1/2,
Fit1/2 = *MM avec A, = { ' . e /
hi+1/2 Ao S1 Tjt1/2 < 1/2

Il ne reste donc plus qu’a calculer le flux Fy 11,2, approximation de (Au’)(2y41/2) (avec x441/2 = 1/2).
On introduit pour cela une inconnue auxiliaire u41/2 que 'on pourra éliminer plus tard et on écrit
une discrétisation du flux de part et d’autre de I'interface :
Uk41/2 — Uk

by ’
2

Uk+1 — Uk41/2
hrpqt :
2

Fii12=—M (1.62)

s

Fry1/2 (1.63)

L’élimination (et le calcul) de I'inconnue se fait en écrivant la conservation du flux numérique :

Ug1/2 — Uk A\ Uk+1 — Uk41/2
= —A2

-\
! hy hiy1

On en déduit la valeur de w1 /2
A A
o Uk T Uyl

. hit1
’uk+1/2 - Y T 2
hi

On remplace w1 /o par cette valeur dans I'expression du flux Fj /o et on obtient :
2M1 Ao
heda + b
Si le maillage est uniforme, on obtient
Fit12=— 20102 <uk+1 — uk) .
A1+ Ao h

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyenne harmonique des conductivités A\; et Ao.
Notons que lorsque A1 = Az, on retrouve la formule habituelle du flux.

Fri12 = (Up+1 — ug)-
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Diffusion bidimensionnelle

Différences finies

On considére maintenant le probléme de diffusion dans un ouvert € de R? :

{—Au:f dans 2

1.64
u=20 sur 0f) ( )

Le probléme est bien posé au sens ot si f € C1(9), alors il existe une unique solution u € C(Q)NC?(Q),
solution de (1.64)). Si f € L%(Q)et si Q est convexe (ou & bord régulier) alors il existe une unique
fonction u € H?(2) au sens faibleE de (1.64), c’est-a-dire qui vérifie :

/ Vu(z) - Vo(z)dx = / f(z)v(z)dx Yo € H ().
Q Q

On peut montrer que si u € C2(f2), alors u est solution de si et seulement si u est solution
faible de . Pour discrétiser le probléme, on se donne un certain nombre de points, alignés dans
les directions z et y, comme représentés sur la figure (on prend un pas de maillage uniforme
et égal a h). Certains de ces points sont a l'intérieur du domaine €2, d’autres sont situés sur la
frontiere 9€2. Comme en une dimension d’espace, les inconnues discretes sont associées aux noeuds

—— L

FIGURE 1.4 — Discrétisation par différences finies en dimension 2 d’espace

du maillage. On note {P;,i € I} les points de discrétisation et on écrit ’équation aux dérivées
partielles en ces points :
0%u P) 0%u
ox2 " oy?
Dans le cas de points points “vraiment intérieurs', tel que le point P; sur la figure [I.4] i.e. dont
tous les points voisins sont situés a l'intérieur de €2, les quotients différentiels

2u(P1) —u(Pg) —U(P3) ot 2U(P1)—U(P5) —’U,(P4)
h2 h2

sont des approximations consistantes a l'ordre 2 de —d?u(P;) et —02u(Py;). Par contre, pour un

—Au(P;) (P:) = f(Py).

point “proche" du bord tel que le point P, les mémes approximations (avec les points P, Ps,
Py et Ps) ne seront que d’ordre 1 en raison des différences de distance entre les points (faire les
développements de Taylor pour s’en convaincre).

12. Par définition, H?(2) est I’ensemble des fonctions de L?(2) qui admet des dérivées faibles jusqu’a 'ordre 2
dans L2(Q).
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Une telle discrétisation amene a un systeéme linéaire A,U;, = b, ou la structure de Ay, en
particulier sa largeur de bande, c’est-a-dire le nombre de diagonales non nulles, dépend de la
numérotation des noeuds. On peut montrer que la matrice Aj, est une IP-matrice (au sens de la
définition [I.7] et que le schéma est stable. De la consistance et la stabilité, on déduit, comme en une
dimension d’espace, la convergence du schéma.

Volumes finis
Probléme modéle

On considére le probléme modeéle suivant (qui peut modéliser par exemple la conduction de la
chaleur) :

—div(\;Vu(z)) = f(z) xeQ; i=1,2 (1.65)

ou 'opérateur divergence div est défini par , A1 > 0 et A2 > 0 sont les conductivités thermiques
dans les domaines 1 et Qg avec 1 =]0;1[x]0;1[ et Q2 =1]0;1[x]1;2[. On appelle'; =]0;1[x {0},
Iy ={1} x]0;2[, T3 =]0;1] x {2} et Ty = {0} x ]0;2[ les frontieres extérieures de € et on note
I =]0;1[ x {1} l'interface entre €y et o (voir figure [1.5]). Dans la suite, on notera A la conductivité
thermique sur Q avec Ao, = A, 4 = 1,2. On va considérer plusieurs types de conditions aux limites

| <~ -

! Ty

1251

T

Iz

Q3

f—————

FIGURE 1.5 — Domaine d’étude

en essayant d’expliquer leur sens physique. On rappelle que le flux de chaleur par diffusion q est
donné par la loi de Fourier q = —AVu - m ou n est le vecteur normal unitaire a la surface a travers
laquelle on calcule le flux.

Conditions aux limites de type Fourier sur I'y UT'3 On suppose qu'il existe un transfert ther-
mique entre les parois I'; et I's et 'extérieur. Ce transfert est décrit par la condition de
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FourierE qui exprime que le flux transféré est proportionnel a la différence de température
entre 'extérieur et 'intérieur :

—AVu - n(z) = a(u(x) — text), Ve el UTs. (1.66)
ol « > 0 est le coefficient de transfert thermique, n, le vecteur unitaire normal & 02 extérieur
A Q et ueyt est la température extérieure (donnée).

Conditions aux limites de type Neumann sur I's On suppose que la paroi I's est parfaite-
ment isolée et que le flux de chaleur a travers cette paroi est donc nul. Ceci se traduit par
une condition dite de Neumann homogéne :

—AVu - n =0, Vo € Ts. (1.67)

Conditions aux limites de type Dirichlet sur I'y Sur la paroi I'y, on suppose que la tempé-
rature est fixée. Ceci est une condition assez difficile a obtenir expérimentalement pour un
probléme de type chaleur, mais qu’on peut rencontrer dans d’autres problémes pratiques.

u(z) = g(z), Vo € Ty. (1.68)

Conditions sur l’interface I On suppose que l'interface I est par exemple le siege d’une réaction
chimique surfacique 6 qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a donc un saut
du flux de chaleur au travers de 'interface I. Ceci se traduit par la condition de saut suivante :

7)\1VU1(£C) TNy — )\QV’U,Q(SC) CNg = 0(13) rxel (169)

ou n,; désigne le vecteur unitaire normal a I et extérieur a €2; et 6 est une fonction donnée.

Discrétisation par volumes finis

On se donne un maillage admissible T de Q
o= |J K
KeT

Par admissible, on entend un maillage tel qu’il existe des points (z ) ke situés dans les mailles,
tels que chaque segment xxy, soit orthogonal & laréte K|L séparant la maille K de la maille L,
comme visible sur la figure Cette condition permet d’obtenir une approximation consistante du

FI1GURE 1.6 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volumes finis

13. Robin dans la littérature anglo-saxonne
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flux de diffusion (c’est-a-dire de la dérivée normale sur 'aréte K|L) avec deux inconnues discrétes
(voir la proposition ci-dessous). Dans le cas présent, le domaine representé sur la figure
étant rectangulaire, cette condition est particulierement facile a vérifier en prenant un maillage
rectangulaire. Par souci de simplicité, on prendra ce maillage uniforme et on notera h, = 1/n le
pas de discrétisation dans la direction z et h, = 1/p le pas de discrétisation dans la direction y.
Le maillage est donc choisi de telle sorte que l'interface I coincide avec un ensemble d’arétes du
maillage qu’on notera &;. On a donc

I=Jo,
oc€elr

ot le signe ~ désigne adhérence de I’ensemble. On se donne ensuite des inconnues discrétes (ug ) ke
associées aux mailles et (u,)sce associées aux arétes.

Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence par établir les bilans par maille en intégrant
Péquation sur chaque maille K (notons que ceci est faisable en raison du fait que I’équation est
sous forme conservative, c¢’est-a-dire sous la forme — div(flux) = f). On obtient donc :

/K —div(\Vu(z))de = /K f(x)dz,

soit encore, par la formule de Stokes,

/ AVau(z) - n(@)dy(z) = m(K) f,
OK

ol n est le vecteur unitaire normal & 02 extérieur a € et dy désigne le symbole d’intégration sur la
frontiere. On décompose ensuite le bord de chaque maille K en arétes du maillage :

oK = | o,
oc€fK
ou £k représente 'ensemble des arétes de K. On obtient alors :
Z —AiVu - ng o dy(z) =m(K)fx
oeEx V7
oll Nk est le vecteur unitaire normal a o extérieur a K. On écrit alors le schéma numérique
Z FK,O’ = m(K)fK7
oc€lk

ol Fx  est le flux numérique a travers o, qui approche le flux exact
Fro= / —AVu - ng . dy(z). (1.70)
g

Pour obtenir le schéma numérique, il nous reste & exprimer le flux numérique F , en fonction des

inconnues discrétes (ug ) ge7 associées aux mailles et (u, ) ece associées aux arétes (ces derniéres
seront ensuite éliminées) :

U — UK

Fgo= *>\i

)

m(o) (1.71)

dK7O'

ol dg ., est la distance du point xx & l'aréte o et m(o) est la longueur de l'aréte o (voir figure
L’équation associée a 'inconnue ug est donc :

Z Fro=m(K)fk
c€lK

On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il nous reste maintenant a écrire une équation
pour chaque aréte, afin d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.

En ce qui concerne les arétes intérieures, on écrit la conservativité du flux, ce qui nous permettra
d’éliminer les inconnues associées aux arétes internes. Soit 0 = K|L C €; On a alors :

FK,o’ = _FL,O' (172)
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On vérifiera par le calcul (voir 'exercice [24]) que, apres élimination de u,, ceci donne

m(o
Fgo=—-Frs= )\i#(ulf —ur) (1.73)

ound, =d(xzg,zr), et d( -, - ) désigne la distance euclidienne.

Définition 1.33 — Consistance du flux. On appelle erreur de consistance associée au flux (1.71))
I’expression :

RK,J = FK,J - F;;'J
ot Fi, est le flux exact défini par (L.70) et

Froo =y M) UK
’ dK,a

)

ol z, est U'intersection de o avec aréte K|L, u la solution exacte. On dit que le flux numérique
donné par lexpression (1.71)) est consistant si

=0

h(lTH)rLo Ker | Rk
occ&(K)
ot h(T') est le pas du maillage, i.e. h(T) = maxge7 diam(K) avec diam(K) = sup, ,ye g2 d(z, ).
On vérifie facilement que si u est suffisamment réguliére et si le segment x iz, est colinéaire au
vecteur normal n alors le flux numérique est consistant. Cette propriété, alliée a la propriété de
conservativité des flux, permet de démontrer la convergence du schéma, comme on ’a fait dans le
cas unidimensionnel.

Remarque 1.34 — Cas du maillage cartésien de la figure [1.5. Dans le cas du maillage
carésien considéré pour notre probleme, il est naturel de choisir les points zx comme les centres de
gravité des mailles. Comme le maillage est uniforme, on a donc dg,, = h, /2 (respectivement h,/2)
et |o| = hy (respectivement |o| = h;) pour une aréte o verticale (respectivement horizontale).

Ecrivons maintenant la discrétisation des conditions aux limites et interface :

Condition de Neumann sur I's Sur I's, on a la condition de Neumann (1.67) \;Vu - n = 0,
qu’on discrétise par 0 € Ex et 0 C I'g, Fx o = 0.

Condition de Dirichlet sur I'y La discrétisation de la condition de Dirichlet ([1.68) peut s’ef-
fectuer de la maniere suivante :

1
— d .
(o) /Ug(y) 1(y)
L’expression du flux numérique est alors :

m(o)

Uy =

Uy — UK
Fiog = MoK

)

dK,a
Condition de Fourier sur I'y UT's Sur I';y UT'3 on a la condition de Fourier (1.66]) :
—AiVu - n = a(u(z) — Uext) Veel1Ul's
qu’on discrétise par
U — UK
Fro= —m(a))\iT =m(0)a(tuy — Uext) pour o C I'; UT's.
K,o
Apreés élimination de u, [exercice 24], on obtient :

Fio = arim(o)

=%t adis (UK — Uext) (1.74)
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1.5 Exercices 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

Condition de saut pour le flux sur I Si 0 = K|L € &, la discrétisation de la condition de
saut ([1.69)) se discrétise facilement en écrivant :

Fro+Fro,=0, avec 6, = |—1‘ / 0(z) dvy(z). (1.75)
g o

Apres élimination de 'inconnue u,, [exercice [24], on obtient

Fro = Aim(o)

— _ _ 1.
, Ndry + dedry [)\Q(UK UL) + dLJ(gU] ( 76)

On a ainsi éliminé toutes les inconnues u,, ce qui permet d’obtenir un systéme linéaire dont les
inconnues sont les valeurs (ux)ger-

Remarque 1.35 — Implantation informatique de la méthode. Lors de I'implantation
informatique, la matrice du systéme linéaire est construite par aréte (contrairement & une matrice
éléments finis, dont nous verrons plus tard la construction par élément), c’est-a-dire que pour
chaque aréte, on additionne la contribution du flux au coefficient de la matrice correspondant a
I’équation et & 'inconnue concernées.

Exercices

Enoncés
Exercice 1 — Différences et volumes finis avec conditions de Dirichlet non homogénes.
On considere le probleme :
—u’(z) +sin(u(z)) = fz) €01
uw(0) =a (1.77)
u(l)=»>

1. Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probléme (1.77]).
Pour le schéma volumes finis, on utilisera ’approximation

Tity1/2
/ sin(u(x))dr ~ (2;11/2 — Ti-1/2) sin(u(x;))
Ti-1/2

2. Comparer les schémas ainsi obtenus.

Exercice 2 — Différences et volumes finis avec conditions mixtes. On considere le pro-
bleme :

@)= @) weloi]
u(0) —u'(0) = a
u'(1)=0b

(1.78)

Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le probléme (L.78]),
et comparer les schémas ainsi obtenus.

Exercice 3 — Différences finies et principe du maximum. On considere le probléme :
—u"(z) + c(z)u(z) = f(2) 0<z<1, (1.79a)
u(0) = a, (1.79b)
u(l) = b, (1.79c¢)

ot c € C([0;1],Ry), f € C([0;1],R) et (a,b) € R2.

1. Donner la discrétisation par différences finies de ce probléme. On appelle U}, la solution approchée
c’est-a~dire Uy, = (uq,...,un) ol u; est U'inconnue discréte en x; = th ou h = ﬁ le pas du
maillage.

2. On suppose ici que ¢ =0 et f > 0. Montrer que u; > min(a,b) pour tout i =1,..., N.
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Exercice 4 — Equation de diffusion réaction. On s’intéresse au probleme elliptique unidi-
mensionnel suivant :

—u"(z)+2u(x)=2  z€]0;1]
u(0) =1 (1.80)
w(1)+u(l)=0
1. Ecrire une discrétisation de (T.80) par différences finies pour un maillage uniforme. écrire le
systéme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (1.80) par volumes finis de (1.80) pour un maillage uniforme. Ecrire
le systeme linéaire obtenu.

Remarque 1.36 Forme conservative et non conservative. Les deux exercices suivants
concernent la discrétisation d’une équation de transport-diffusion sous forme non-conservative
(exercice [5]) puis conservative (exercice @ On a déja vu dans le cours qu’en une dimension d’espace,
le terme de diffusion unidimensionnel est de la forme —u” (tout du moins dans le cas d’un matériau
homogene de conductivité constante). On appelle terme de transport un terme de la forme v(z)u’(x),
dite non conservative, ou (v(x)u(x))’, dite conservative, ot v est la vitesse de transport donnée
et u l'inconnue, qui est la quantité transportée (une concentration de polluant, par exemple).
Remarquez d’abord que si la vitesse v est constante, les deux formes sont identiques, puisque
(v(2)u(z)) = v (x)u(z) + v(z)u' (z) = v(z)u' (z). La deuxiéme forme est dite conservative car elle
est obtenue & partir de I’écriture de la conservation de la masse (par exemple) sur un petit élement
x + 0x, en passant a la limite lorsque dx tend vers 0. La premiére forme, non conservative, apparait
dans des modeles de mécanique de fluides (écoulements compressibles polyphasiques, par exemple).

Exercice 5 — Equation de transport-diffusion sous forme non-conservative.
Soient v € C([0;1],R4) et a,b € R. On considére le probléme suivant :
—u"(z) +v(z)0zu(z) =0 x€]0;1]
u(0) =a (1.81)
u(l) =b.
On admettra qu’il existe une unique solution u € C([0;1],R) N C%(J0;1[,R) & ce probléeme. On
cherche a approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de

maillage h = 1/N + 1 uniforme, des inconnues discrétes uq,...,uy censées approcher les valeurs
w(x1),...,u(zy). On consideére le schéma aux différences finies suivant :

2 —Uip1 — wim1 . ViU — Ui—1)

o + ; -0 i=1,...,N
P (1.82)
un+1 =0,
ot v; = v(x;) pour ¢ = 1,..., N. Noter que le terme de transport v(z;)u’(z;) est approché par

v(2i)(u(Tiq1/2) — u(w;_12))/h. Comme la vitesse v; est positive ou nulle, on choisit d’approcher
u(w;11/2) par la valeur amont, c’est-a-dire u(x;), d’ott le schéma (|1.82)).

1. Montrer que le systéme (1.82)) s’écrit sous la forme MU = b avec U = (uy,...,uy), b € RN et
M est une matrice telle que :

(a) MU > 0= U >0 (les inégalités s’entendent composante par composante) ;
(b) M est inversible;
(c) SiU est solution de MU = b alors min(a,b) < u; < max(a,b).
2. Montrer que M est une M-matrice, ¢’est-a-dire que M vérifie :
(a) mi;>0pouri=1,...,n;
(b) m;; <Opouri,j=1,...,n,i#7j;
(c) M est inversible;
(d) M~ >o.
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Exercice 6 — Equation de transport-diffusion sous forme conservative. Il est conseillé
d’étudier 'exercice [Bl avant celui-ci.
Soit v € C([0;1],Ry) N C1(J0;1[,R), et on considére le probléme :
—u"(2) + (vu)'(z) =0, z€]0;1],
u(0) = a, (1.83)
u(l) =b.
On admettra qu'il existe une unique solution u € C([0;1],R) N C%(J0;1[,R) & ce probléme. On
cherche ici encore a approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un

pas de maillage h = 1/(N + 1) uniforme, des inconnues discrétes uy,...,uy censées approcher les
valeurs u(z1),...,u(xy). On considére le schéma aux différences finies suivant :
2ui = Uit 7 Uimy | Dok gt T g o =0 i=1,...,N
h h 1.84
upg = a ( . )
uny1 =b
ol V1172 = v((%; + i41)/2), pour i = 0,..., N. Noter que le terme de convection (vu)’(z;) peut

étre approché par :

U($i+1/2)u($i+1/2) - U($i71/2)u($i71/2)
- .
Comme v(x;11/2) = 0, on choisit d’approcher u(z;y1/2) par la valeur amont, c’est-a-dire u(z;).
C’est une valeur amont dans le sens ou elle est choisie en amont de 1’écoulement, si ’'on suppose
que v est la vitesse de ’écoulement. On dit que le schéma est décentré amont.

1. Montrer que le systeme (1.84)) s’écrit sous la forme MU = B avec U = (u1,...,uyn), , B € RV ;
2. Pour U = (uy,...,uy) et W = (wy,...,wy) € RY, calculer MU - W, et en déduire I'expression
de (M!*W);, pour i =1,..., N (on distinguera les cas i =2,...,N —1,i=1eti= N;
3. Soit W € RV :
(a) montrer que si M'W >0 alors W >0 ;
(b) en déduire que si U € RY est tel que MU > 0 alors U > 0.
4. Montrer que M est une M-matrice ;

5. Montrer que U solution de ([1.84) peut ne pas vérifier min(a,b) < u; < max(a,b).

Exercice 7 — Conditionnement efficace. Soit f € C([0;1]). Soit N € N*, N impair. On
pose h = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par , issue d’une discrétisation par différences
finies (vue en cours) du probléme —. Pour u € RY, on note u1,...,un les composantes
de u. Pour u € RN, on dit que u > 0 si u; > 0 pour tout i € {1,...,N}. Pour u, v € RV, on
note u + v = YN ww;. On munit RY de la norme suivante : pour u € RN, [lu]| = max{|u;],
i € {1,...,N}}. On munit alors My(R) de la norme induite, également notée | - ||, c’est-a-
dire || B|| = max{||Bul|, u € RY tel que |ju|| = 1}, pour tout B € My(R).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur I’erreur relative
1. Existence et positivité de A~1. Soient b € RY et u € RN tel que Au = b. Remarquer que Au = b
peut s’écrire :
Ui — Uj—1 Uj — Ui41
RS>
Uy = 0

=b; Vie{l,...,N}
(1.85)
UN+1 = 0

Montrer que b > 0 = u > 0. [On pourra considérer p € {0,..., N + 1} tel que u, = min{u;,
j €{0,...,N +1}.] En déduire que A est inversible.
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2. On considere la fonction ¢ € C([0; 1], R) définie par ¢(x) = (1/2)z(1 — z) pour tout = € [0;1].
On définit alors ¢ € RY par ¢; = ¢(ih) pour tout i € {1,..., N}. Montrer que (A¢); = 1 pour
tout i € {1,...,N}.

3. Calcul de ||A71|| — Soient b € RN et u € RV tels que Au = b. Montrer que |lu| < (1/8)]/b]|
[Calculer A(u = ||b||¢) avec ¢ défini & la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que
|A=1|| < 1/8 puis montrer que ||A7!|| = 1/8.

4. Calcul de [|A]| — Montrer que [|A| = 5.

5. Conditionnement pour la norme || - | — Calculer |A~!||[|A|. Soient b, §, € RY. Soient u,
5y € RY tel que Au = b et A(u+6,) = b+ 8. Montrer que
[0 | -1 |9
< [A7AlE
] Il

Montrer qu’un choix convenable de b et §, donne 1’égalité dans I'inégalité précédente.

Partie II Borne réaliste sur ’erreur relative : Conditionnement efficace On se donne

maintenant f € C([0;1],R) et on suppose (pour simplifier...) que f(z) > 0 pour tout = € ]0;1].

On prend alors, dans cette partie, b; = f(ih) pour tout ¢ € {1,..., N}. On considére aussi le vecteur

o défini a la question 2 de la partie 1.

1. Montrer que hzilil bip; — fol f(z)p(x)dx quand N — oo et que vazl bip; > 0 pour tout N.
En déduire qu’il existe a > 0, ne dépendant que de f tel que h Zf\il bip; = B pour tout N € N*.

2. Soit u € RV tel que Au = b. Montrer que N ||u > Zivzl u; =u - Ap > B/h (avec § donné a la
question 1). Soit &, € RY et §, € RV tel que A(u + 6,) = b + &,. Montrer que

16 < | £l qosap [|6]]
[l 83 ]|

3. Comparer [[A7| [|A] et || fllzeo;1p/86 quand N — oco.

Exercice 8 — Conditionnement en réaction diffusion 1D. On s’intéresse au conditionnement
pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par différences finies du probléme
aux limites suivant :

—u’(@) +u(z) = f(z) z€]0:]

u(0) =0 (1.86)

u(l) =0

Soit N € N*. On note U = (u;);=1..~ une valeur approchée de la solution u du probléme ([1.86)

aux points (j/(N +1));_; n-

1. Montrer que la discrétisation par différences finies de ce probléme sur maillage uniforme
de pas h = 1/(N + 1) consiste & chercher U comme solution du systéme linéaire = AU =
(f(4/(N +1))),;=; n ot lamatrice A € My (R) est définie par A = (N + 1)2B+1d ot Id désigne
la matrice identité et

2 -1 0 ... O
-1 2 -1
B=1o0 0
-1 2 -1
| 0 0 -1 2]
2. Valeurs propres de la matrice B. — On rappelle que le probléme aux valeurs propres
—u"(z) = du(z) x€]0;1]
u(0) =0 (1.87)
u(l) =0
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admet la famille (A, ur)ren<, A\ = (k7)? et ug(x) = sin(krx) comme solution. Montrer que
les vecteurs Ur = (ux(j/(N +1))),-;  n sont des vecteurs propres de la matrice B. En déduire
toutes les valeurs propres de la matrice B.

3. En déduire les valeurs propres de la matrice A.

4. En déduire le conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice A.

Exercice 9 — Erreur de consistance. On considere la discrétisation & pas constant par le
schéma aux différences finies symétrique a trois points du probleme (L.1)-(1.2]) avec f € C([0;1]).
Soit N € N*; N impair. On pose h = 1/(N + 1). On note u la solution exacte, x; = ih, pour
i=1,...,N les points de discrétisation, et (u;);=1,... n la solution du systéme discrétisé.

1. Ecrire le systéme linéaire obtenu.

2. Montrer que si f est constante, alors

max |u; — u(z;)| = 0.
1<i<N

3. Soit N fixé, et max |u; — u(x;)| = 0. A-t-on forcément f est constante sur [0;1]?

1<i<N
Exercice 10 — Probléeme elliptique 1D et discrétisation par différences finies. Soit
f €C%([0;1]). On s’intéresse au probléme suivant [5] :
/
@)+ @)z elon
w(0) = a (1.88)
u(l)=1»>

On admet que ce probléme admet une et une seule solution u et on suppose que u € C4(]0;1[). On

cherche une solution approchée de par la méthode des différences finies. Soit N € N*, et

h =1/(N +1). On note u; la valeur approchée recherchée de u au point ih, pour i =0,--- , N 4+ 1.

On utilise les approximations centrées les plus simples de v’ et u” aux points ¢h, ¢ =1,..., N. On

pose up = (u1,- - ,un).

1. Montrer que uy, est solution d’un systeéme linéaire de la forme Apuy = by, ; donner Ay, et by,.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de Ierreur de
consistance (on rappelle que I'on a supposé u € C4).

3. Soit v € R, montrer que A,v > 0 = v > 0 (ceci s’entend composante par composante). Cette
propriété s’appelle conservation de la positivité. En déduire que Ay est une IP-matrice.

4. On définit 0 par
1 2
9(3:):—§(l+x)21n(1+x)—|—g(x2—|—2x)ln2 x e [0;1].

(a) Montrer qu'il existe C' > 0, indépendante de h, tel que

—0(@i—1) +20(z;) — O(ziy1) | O(zig1) — O(wi-1) 2
—1| < CR2.
1EN h2 T o ) Ch

(b) On pose ), = (61,--- ,0x). Montrer que (A0)); >1—Ch? pouri=1,...,N.
(c) Montrer qu’il existe M > 0 ne dépendant pas de h tel que |4, || < M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définir, de uy, vers u.

6. Que peut on dire si u € C* mais seulement u € C? ou C? ?

7. On remplace dans (|1.88) 1%: par au’(z) avec o donné (par exemple o = 100). On utilise pour
approcher (1.88)) le méme principe que précédemment (approximations centrées de u’ et u”. Que
peut on dire sur la consistance, la stabilité, la convergence du schéma numérique 7

I Exercice 11 — Non consistance des volumes finis.
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1. Montrer que la discrétisation de 'opérateur —u” par le schéma volumes finis n’est pas toujours
consistante au sens des différences finies (voir remarque , i.e. que l'erreur de consistance
définie par

1 /—u(z; + u(z; u(x;) —ul(zi—
PO P B BTC ) B
hi hitv1/2 hi—1/2

ne tend pas toujours vers 0 lorsque h tend vers 0.

2. Ecrire un schéma de différences finies consistant aux points z;, en supposant que x; est le
centre de la maille K; :]xi_%,xH%, pouri=1,...,N.

Exercice 12 — Condition de Fourier. On reprend ici la discrétisation du flux sortant en 1
pour le probléme comme la condition de Fourier en 1 et la condition de Neumann
en 0. On reprend les notations du paragraphe[L.1.1] et pour simplifier on note h = hx et on suppose
que zy est au milieu de la N—eme maille, de sorte que hx41/2 = h/2. On modifie ’approximation

de ’équation (1.8)) : au lieu d’approcher w'(1) par b — cup, on introduit une onconnue auxiliaire
UN41/27UN -1
hn_1/2
1. Montrer que par cette méthode, en éliminant I'inconnue auxiliaire ux /2, on obtient comme
N-—éme équation discrete non plus (|1.19) mais I’équation suivante :

un41/2 censée approcher la valeur u(1), on approche ensuite u’(1) par

1 UN — UN—
Fnyi/2—Fn_1/2 = hnfn avec Fyyi/0 = m(au]v —b)et Fy_1/0= —A;lNilJ/\;l
(1.89)

2. Calculer 'erreur de consistance sur le flux approché Fn /o en 1 dans le cas des discrétisa-
tions (1.19) et (1.89)). Montrer qu’elle est d’ordre 1 dans le premier cas, et d’ordre 2 dans le
second.

Exercice 13 — Consistance des flux.

1. Montrer que si u € C2([0;1]), le flux défini par (1.43) est consistant d’ordre 1 dans le cas du
maillage général décrit dans la figure[1.2] ;

2. Montrer que si u € C*([0;1]), le flux défini par (L.43) est d’ordre 2 si 2;41/0 = (Tiy1 +23)/2.

Exercice 14 — Convergence des VF par une méthode DF. Cet exercice est inspiré de
Uarticle de Forsyth, P.A. and P.H. Sammon, paru en 1988 (Appl. Num. Math. 4, 877-394) et
intitulé : “Quadratic Convergence for Cell-Centered Grids.”

Soit f € C([0,1],R), on rappelle qu’il existe une unique solution v € C2([0, 1], R) du probléme
suivant

—u"(z) = f(z), =€(0,1), (1.90)
u(0) =0, (1.91)
u(1) = 0. (1.92)

Dans la suite, cette solution exacte sera notée u. Afin de calculer une approximation numérique de
u, on se donne un maillage, noté T, de I'intervalle ]0, 1], constitué de N cellules (ou volumes de
contrdle), notées K;, i = 1,..., N, et des familles de points de ]0, 1[, notés x;, t =0,...,N + 1 et
Titis 1=0,...,N qui vérifient :

ro=x1=0<m <x%<---<xi_%<xi<mi+%<-~-<3:N<xN+%:xN+1:1,

1
2

K; :]szé ) :L'iJr% [7
et on note

hi:Ii+%7$- 1 i:17...,N, hi+%:xi+1—x¢,i:0,...,N,

74727
h=max{h;,i=1,...,N}.

Dans la suite, on va s’intéresser a la convergence d’un schéma numérique lorsque h — 0, et on
considére une famille de tels maillages tels qu'il existe a > 0 tel que min{h;, i =1,...,N} > ah
(on dit que les maillages sont quasi-uniformes).
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1. Schéma volumes finis

En notant (u;);=1,.. n les inconnues discretes, expliquer rapidement comment une discréti-
sation par volumes finis pour 'approximation du probléme (1.90)—(1.92)) améne au schéma

suivant
FH;—FZ-,;:/ flz) deyi=1,...,N (1.93)
2 2 Kl
e S
FH% = hi-s—% ,t=0,...,N, (1.94)
up = un+1 =0, (1.95)

2. Consistance des flux
Montrer que le flux numérique F; 1 défini par ((1.94) approche de maniére consistante (au
sens des différences finies) le flux continu —u’(x; +%), dans les deux cas suivants :

(a) on considére que u; est une approximation de u(x;), ot x; est un point quelconque de
K;
(b) on considére que u; est une approximation de la moyenne de u sur la maille i.
3. Ecriture matricielle et monotonie de la matrice

(a) Montrer que le schéma volumes finis vu comme une approximation de —u”(x;) s’écrit
sous la forme matricielle suivante.

AU =, (1.96)
ou U = (ug,...,un)t, b= (by,...,bn)", avec (1.95]) et avec A et b définis par

1 Uit1 — Uj U; — Ui—1 .
AUi:—<— + ) —1,....N, 1.97
(AU) W s ) (1.97)
Ug = UN4+1 = 07 (198)
1
b = — / f(z) da,i=1,...,N. (1.99)
hi K;

(b) Montrer que la matrice A est une IP-matrice (ou matrice monotone), c.a.d. que pour
tout Ve RY | AV >0 = V > 0 (au sens composante par composante). (On pourra
introduire ig = min{s € {0,...,N + 1} ; v; = a} avec a = min{v;,i =0,..., N 4+ 1}).
En déduire que le schéma (1.93)-(1.95) admet une solution unique.

On suppose dans toute la suite que z; est le centre de la maille K;. Soit U = (u(zq),...,u(zN)).
On pose

5 _u(@igr) —u(z)

r=AU-U), et, pour i =0,..., N, R = +u’($i+%).

hi+é

On définit V = (vy,...,on)t € RN parv; = MJ:L...,N.

4. Succédané de consistance

(a) Montrer que

1
R 1= —Z(hiJrl - hi)u”(xH%) + heH%(h), i=1,...,N—1,

1 1
R% - 71h1UN(0) + hE%(h), RN+% = ihN'U/N(l) + h€N+%(h),

avec max;—i, . N 5i+%(h) — 0 lorsque h — 0, pour tout ¢ =1,..., N.
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(b) Mountrer que

SO T Ry i (h),i=1,... N —1, (1.100)
hiJr% 2 2
2’[]1
2
ZN o Ryyr + hiyy1 (). (1.102)
hN 2 2

avec max;=1, N niJr%(h) — 0 lorsque h — 0.
En déduire que r; = (AV); + n;(h) avec n;(h) — 0 lorsque h — 0.
Soient ¢ la fonction définie sur [0, 1] par ¢(z) = 32(1 — z), et ® = (¢1,...,¢n) € RV défini
par ¢; = p(x;).
5. Stabilité
(a) Montrer qu'il existe W € RY tel que A(® — W) = 1 ot 1 est le vecteur de RV dont
toutes les composantes sont égales a 1 et donner ’expression de W.
(b) En déduire que
AU — |b]|oo (@ = W)) <0 et A(U + [|b]|oo(® — W)) > 0. (1.103)
(c) Montrer que |[A7! || < 1.
6. Convergence
Déduire des questions 5. et 6. que |[U — Ul|oo — 0 lorsque h — 0.

7. Estimation d’erreur
On suppose maintenant que f € C*([0,1],R), et donc u € C3([0, 1], R). Quel est 'ordre du

schéma (1.93)—(1.95]) ?

Exercice 15 — Conditions aux limites de Neumann. On considere ici ’équation le probleme
de diffusion réaction avec conditions aux limites de Neumann homogenes (correspondant a une
condition physique de flux nul sur le bord) :

—u"(x) +cu(z) = f(z) z€]0;1]
uw'(0)=0 (1.104)
W'(1)=0

avec ¢ € RY et f € C([0;1]). Donner la discrétisation de ce probleme par :

1. différences finies;

2. volumes finis.

Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibles. Proposer une maniere de faire en sorte
que le probleme soit bien posé, compatible avec ce qu’on connait du probleme continu.

Exercice 16 — Conditions aux limites de Fourier (ou Robin). On considére le probléme :
(@) + culw) = f(z) @ €]051]
uw'(0) —a(u—u) =0 (1.105)
(1) +alu—u)=0

avec c € Ry, f € C([0;1]), « € RY et u € R. Donner la discrétisation de ce probleme par :

1. différences finies;

2. volumes finis.

Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’un systéme linéaire de N équations & N inconnues,
en explicitant matrice et second membre (N est le nombre de noeuds internes en différences finies,
de mailles en volumes finis).
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Exercice 17 — Différences finies et volumes finis pour les conditions de Fourier. On
cherche & calculer une approximation de la fonction u : [0;1] — R vérifiant

—u” =f dans]0;1] (1.106a)
u(0) —u'(0) = ¢ (1.106b)
u(l) + /(1) =d (1.106¢)

ol f est une fonction continue de [0;1] dans R. On va étudier pour cela un schéma de différences
finies (partie A) et de volumes finis (partie B). Les deux parties sont indépendantes.

Partie A — Approximation par différences finies

On consideére le schéma de différences finies & pas constant h = 1/N pour le probléme (|1.106) :

ug — “ ;uo =c (1.107a)
2ui — Ui —uy ‘

u “h; Yitl _ f@)  i=1,...,N, (1.107b)
we + N = d (1.107¢)

1. En respectant U'ordre des équations, écrire le schéma de différences finies (1.107)) sous la forme
AU = b ou A est une matrice et U et b des vecteurs qu’on explicitera.

2. Soit U = (ug, u1,...,un,un+1) € RVN*2 5 on pose V = (vg,v1,...,Un,UN11), avec vy = ug/h,
UN4+1 = un41/h, et v; = u; pour i =1,..., N. Montrer que AU - V > 0si U # 0. En déduire
qu’il existe une unique solution au systéme linéaire (|1.107).

3. Peut on mettre le systéme sous une forme équivalente AU = b ot A est une matrice symétrique
définie positive ?

4. Soit A la matrice définie a la question 1. Montrer que si V = (vo, v1,...,vn,vn51) € RVF2 est
tel que AV > 0 (composante par composante, ¢’est-a-dire (AV'); > 0 pour tout ¢ =0,..., N +1),
alors v; > 0pourt=0,...,N + 1.

5. On définit Perreur de consistance en 2; = ih par R; = (AU —b); (o A est la matrice définie par
la question 1), avec U = (ug, ..., un+1) et @; = u(éh), i = 0,..., N+1 oi u est la solution exacte
de ({1.106)). Donner I'ordre de ’erreur de consistance du schéma en x; = ¢th pour i =0,...,N +1
(en supposant u suffisamment réguliere).

6. On définit la fonction ¢ de [0;1] dans R par p(z) = —22 + 4, et ¢ € RV*2 par ¢; = ¢(x;) pour
i=0,...,N+1.

(a) Montrer que Ap = S avec S = (sg,81,..-,5N,SN+1) €t So =4+h,s;, =2pouri=1,...,N
et syr1 =1+ h.
(b) Soit U la solution du systéeme AU = b et soit

u:max( max (M> Lbo] |bN+1\)
. N 2 ) 4 )

i=1,...,

Montrer que A(U + p¢) > 0 et que A(U — ug) < 0. En déduire que ||U||oo < 4u et que
|A=Y| < 4. On rappelle que pour une matrice carrée M a n lignes et n colonnes :

M
Mo = mag 107 e
R el

7. En déduire que le schéma est convergent et donner son ordre de convergence.
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Partie B — Approximation par volumes finis

On se donne maintenant un ensemble de N mailles (K;)i=1,... v, telles que K; = |x;_q /2 ;%41/2[
avec T1/2 = 0 < 2372 < Tj—1/2 < Tip12 < ... < Tyy1/2 =1 et onnote hy = ;4172 — Ti_1/2. On
se donne également N points (x;);=1,... n situés dans les mailles K;. On a donc :

O=mpp<z1<w3/0<...<Ti_10 <@ <Tyqp12<...<Tng12=1
On notera zo = 0 et xny1 = 1, hjp1/2 = Ty — @3 pour ¢ = 0,..., N et h = max;—1,
[figure [1.2].
1. Ecrire un schéma de volumes finis associé & ce maillage pour le probléme .
2. Ecrire le schéma sous la forme AU = b ol A est une matrice U et b des vecteurs qu’on explicitera.
3

. Montrer qu’il existe une unique solution au systéme linéaire AU = b défini a la question
précédente.

4. Soit A la matrice définie a la question 2. Montrer que si V = (vo, v1,...,vn,vn51) € RVF2 est
tel que AV > 0, alors v; > 0 pour i =0,..., N + 1.

5. Donner 'ordre de consistance sur les flux.

6. Donner une estimation d’erreur pour ce schéma.

Exercice 18 — Convergence de la norme H' discréte. Montrer que si u7 : ]0;1[ — R est

définie par ur(x) = u;, Vo € K; ot (u;)i=1,.. n solution de (1.42)-(L.44), alors |ur|1,7 converge
dans L?(]0; 1[) lorsque h tend vers 0, vers || Dul|,2(j0.1), ot u est la solution du probleme (L.1I))-(L.2).

Exercice 19 — Probléeme elliptique 1d, discrétisation par volumes finis. Soient a, b > 0,
c,deRet feC([0;1],R) ; on cherche & approcher la solution u du probléme suivant :

—u"’(z) + av'(z) + b(u(z) — f(x)) =0 z€[0;1] (1.108)
u(0) =c (1.109)
u(l) =d (1.110)

On suppose que ([1.108)-(1.109)-(1.110) admet une solution unique u € C%([0;1],R). Soient N € N*
et hi,...,hxy > 0 tels que Ziil hi = 1. On pose 1,2 = 0 de sorte que xx41/2 =1 et :

Tip1/2 = Ti—1/2 + i i=1,...,N

hi+1/2:% Z:1,...,N—1

1 Tity1/2

fi:E

fz)dz i=1,...,N

Ti—1/2

Pour approcher la solution u de (1.108)-(1.109)-(1.110]), on propose le schéma numérique suivant :

Fi+1/2 - Fi,1/2 + bh;u; = bh;f; i€ {1, o ,N}, (1.111)

avec (Fit1/2)icfo,..., N} donné par les expressions suivantes :

Fippp=——2 "% pqu,  i=1,...,N—1 (1.112)
hit1/2
UL — C d—upn
Flo=—F7"— F = 1.113
1/2 I /2 + ac N+1/2 Tin /2 + aun ( )
En tenant compte des expressions (1.112]) et ((1.113)), le schéma numérique (|1.111)) donne donc un
systeme de IV équations a N inconnues ui,...,uy :

1. Expliquer comment, & partir de ((1.108)), (1.109) et (L1.110]), on obtient ce schéma numérique.

2. Existence de la solution approchée.
(a) On suppose ici que ¢ =d = 0 et f; = 0 pour tout ¢ € {1,...,N}. Montrer qu’il existe
un unique vecteur U = (u1,...,uy) € RV solution de (I.111]). Ce vecteur est obtenu en
prenant u; = 0, pour tout i € {1,..., N}. (On rappelle que dans (1.111]) les termes F;; /o

et F;_1/ sont donnés par (1.112) et (1.113))
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(b) On revient maintenant au cas général (c’est-a-dire ¢,d € Ret f € C([0; 1], R). Montrer qu'il
existe un unique vecteur U = (uy,...,ux) € RY solution de (I.111)). (On rappelle, encore
une fois, que dans (1.111)) les termes Fj /5 et F;_; /o sont donnés par (1.112) et (1.113))

Soient «, > 0. On suppose, dans tout la suite de l'exercice, qu’il existe h > 0 tel que

1 .z .
ah < h; < Bh, pour tout i € {1,..., N}. On note u; = = fzfjll//; w(z)dx, pour i = 1,..., N.

On rappelle que u est la solution exacte de (|1.108)-(1.109))-(1.110).

3. Non consistance du schéma au sens des différences finies

(a) Montrer que le systéme peut se mettre sous la forme AU = B, ou B est définie par

B _bf1+—+— (1.114)
hy
B; = bf; z':2,...,N—1 (1.115)
2d
By =bfn+ 5 (1.116)
hN

(b) On pose R = AU — B avec U = (uy,...,uy). Vérifier que pour tout i € {1,..., N}, R;
peut se mettre sous la forme :

Ri= R+ R?
ol Sup;_1 N | Ril |< Cy et SUPi=1,...,.N | R? < Cah.

(c¢) On se restreint dans cette question au casota=0,b>0, f=0,c=1,d= g‘/g, N = 2gq,
h; = h si i est pair et h; = h/2 si i est impair avec h = 2/3N. Montrer que || R|o ne tend
pas vers 0 avec h.

4. Consistance des flux. En choisissant convenablement (FiH /2)146{0,“,7 N}, montrer que :
Fi+1/2 — Fi71/2 + bh;u; = bh; f;, i € {1, ceey N}, (1.117)

et que (FZ-H/Q)ie{O’MN} vérifie les égalités suivantes :

_ U; — U, _ .
Fiorjo= 2" 4 au; + Riy1po  i€{l,...,N -1}, (1.118)
hi+1/2
F M et R F _ATUN Ly R (1.119)
ac = au .
/2=~ /2 1/2 N+1/2 v /2 N N+1/2
avec :
|Ris12] <Cih i €40,...,N}, (1.120)
ou C7 € R et (4 ne dépend que de «, 3 et u.
5. Estimation d’erreur. On pose e; = u; — u;, pour i € {1,...,N} et E = (e,...,en).

(a) Montrer que F est solution du systéme (de N équations) suivant :
Gi+1/27Gi—1/2+bhiei :0, 1€ {1,...,N}, (1121)
avec (Gz‘+1/2)ie{0,...,N} donné par les expressions suivantes :

€i+1 — €

Gi+1/2 = — +a€i+Ri+1/2 1€ {1,,N—1} (1122)

hi+1/2

G2 = 5 /2 + Ry GNy12 = % /2 +aen + Ryy1/2 (1.123)

(b) En multipliant (1.121]) par e; et en sommant sur ¢ = 1,..., N, montrer qu’il existe Cy € R,
ne dépendant que de «, [ et u tel que :

N
Z(ei_H - 61')2 S 02h3 (1124)

=0

avec eg = eny1 = 0.
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(c) Montrer qu'il existe C3 € R, ne dépendant que de «, 3, et u tel que :

le;] < Csh, pour tout ¢ € {1,...,N}. (1.125)
6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette question, que f(z) < d < ¢, pour tout € [0;1].
Montrer que u; < ¢, pour tout ¢ € {1,..., N}. (On peut aussi montrer que u(z) < ¢, pour tout
z€0;1].)
7. On remplace, dans cette question, (|1.112)) et (1.113) par :
Fipnjp= - 7% gy ie{l,...,N—1} (1.126)
hitv1/2
UL — ¢ d—uyn
Fijp=—"7"— F = - d 1.127
1/2 72 + auy N+1/2 i /2 +a ( )

Analyser brievement le nouveau schéma obtenu (existence de la solution approchée, consistance
des flux, estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 20 — Un probléme de rayonnement. On cherche a résoudre un modele de diffusion
thermique avec rayonnement volumique (dans un matériau comme le verre, par exemple) avec une
discrétisation par différences finies et une méthode de monotonie.

Le modele (simplifié) consiste a chercher la fonction u de [0,1] & valeurs dans R solution du
probleme suivant :

— KU

u*(y))dy = 0 pour z €]0,1], (1.128)

1
1
" 4
@+ [ ) -
o Vl|z—yl

u(0) = c1, u(l) = co. (1.129)

Pour n > 1, on pose h =1/(n+1).

1. Montrer que la discrétisation de (|1.128])-(1.129|) par différences finies avec un pas uniforme
h = % consiste a chercher le vecteur v de R™ solution de

Au+ R(u) = b, (1.130)

ou A est une matrice n X n et b un vecteur de R™ qu’on explicitera et ou R est une application
de R™ dans R™, dont les composantes, calculées par une méthode d’intégration numérique
que 'on précisera, sont données par :

) = 2 — e (g =) o (U = 1)+ 5 e (u — 16), i€{l,...,n}
GE{L,om}, G V=1l 2Vi 2vn+1—i

(1.131)

Pour trouver une solution de ({1.130f), on se donne 3 > 0 et on utilise la méthode itérative suivante :

(0)

Initialisation v(©) € R™, u,’ =1 pour tout 7 € {1,...,n}.

(1.132)
Itérations Au* ™Y + gu*+D) = _R(u®) + gu® + b,
Dans toute la suite, on prendra x = 10, ¢; = 1, co = 2, et on note m ’élément de R™ dont

toutes les composantes sont égales & 1 (c’est-a-dire m = u(?)) et M 'élément de R™ dont toutes les
composantes sont égales a 2.

2. (Propriété de A) Soient 5 > 0 et u € R™. Montrer que Au+ fu > 0= u > 0.
3. (Propriété de R)
(a) Soient u e R, m<u< M,eti,je{l,...,n}.
Montrer que 0;R;(u) < 0 pour i # j et O;R;(u) < 128.
(b) Soient u,v € R", m <u<v<M,et >128. Montrer que Su — R(u) < fv — R(v).
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4. (Sous et sur solutions) Montrer que Am + R(m) < bet AM + R(M) > b.
0

5. On choisit 8 > 128. Montrer, par récurrence sur k, que pour tout k > 0,
m < u) < kD < M.
En déduire qu’il existe u € R” tel que u¥) — u quand k — 400 et que Au + R(u) = b,
m<u<< M.
TIET . 4, (0) _ . 0 _
6. On initialise maintenant la méthode (1.132) par v, = 2 au lieu de uj = 1 (pour tout
t=1,...,n). La méthode converge-t’elle ?
7. On discrétise maintenant le probleme (|1.128)-(1.129)) par la méthode des volumes finis, avec
1

un pas uniforme h = =

(a) Montrer que le probléme discrétisé consiste encore a chercher un vecteur v de R™ solution
d’un systéme non linéaire de la forme (1.130]), et donner la matrice A et les vecteurs b et
R(u) correspondants.

(b) Construire un algorithme de la forme ([1.132)) adapté & cette nouvelle discrétisation et
qui converge.

Exercice 21 — Discrétisation 2D par différences finies. Ecrire le systéeme linéaire obtenu
lorsqu’on discrétise le probleme

—Au=f dansQ=1]0;1[x]0;1]
u=20 sur 0f)

par différences finis avec un pas uniforme h = 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer
I’existence et 'unicité de la solution du systéme linéaire obtenu.

| corrigé pfs6|| Exercice 22 — Probléme elliptique 2d et différences finies. Soit 2 =]0; 1[> € R2. On se
propose d’étudier deux schémas numériques pour le probléme suivant :

ou
—Au(x,y)—i—kafx(x,y):f(x,y) (l‘7y)EQ
u=20 sur 0f)

(1.133)

ol k > 0 est un réel donné et f € C(2) est donnée. On note u la solution exacte de (1.133) et on
suppose que u € C*(9).

1. Principe du maximum — Montrer que pour tout ¢ € Cl(Q) tel que ¢ = 0 sur 91, on a :

ou
[ vula) - Velwyao + [ k5 @eta) do = [ f(@)pla)da

En déduire que si f < 0 sur Q, on a alors u < 0 sur . Soit N € N; on pose h = 1/(N+1) et u; ;
est la valeur approchée recherchée de u(ih, jh), (i,5) € {0,..., N +1}2 On pose f; ; = f(ih,jh),

pour tout (i,j) € {1,..., N}?. On s’intéresse a deux schémas de la forme :
aoui,j — alui,l,j — aguiﬂyj — a3ui,j,1 — a4ui,j+1 = f@j V(Z,j) S {1, ey N}2 (1 134)
u; ;=0 (i,5) € '

ol ag, ai, az, as et ay sont données (ce sont des fonctions données de h) et v = {(i,5) ;
(th,jh) € 00} (v dépend aussi de h). Le premier schéma, centré pour la discrétisation de la
dérivée O, u, noté schéma [I], correspond au choix suivant des a; :

4 1 n k 1 n k 1
= — a1 = — —_— Ao = — —_— asa = Qg = ——.

h? TR T an > h2 " 2n ST 2
Le deuxieéme schéma, décentré pour la discrétisation de la dérivée 9, u, noté schéma [I], correspond
au choix suivant des a; :

4 k 1 k 1

:ﬁ+ﬁ al:ﬁ+ﬁ a2:a3:a/4:—

ao

ao
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2. Consistance — Donner une majoration de l’erreur de consistance en fonction de k, h et des
dérivées de u, pour les schémas [I] et [II]. Donner 'ordre des schémas [I] et [II].

3. Principe du maximum discret — Dans le cas du schéma [II] montrer que si (w; ;) vérifie :
R o L S <0 Y(i,5) € {1 N}2
apWs, 5 A1Wi—1,5 A2Wi41,5 azWs; j—1 A4W; j4+1 X (2W) sy
on a alors

w;; < max (wn,m) v(i,j) € {1,...,N}?
(n,m)€y

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma [I] si h vérifie une condition a déterminer.

4. Stabilité — Montrer que le schéma [II] et le schéma [I] sous la condition trouvée en 3. sont
stables (au sens ||U]|c < C||f||co, avec une constante C' & déterminer explicitement, ot U =
{wi;} i, j)efo.....n+132 est solution de (1.134)). [On pourra utiliser la fonction ¢(z,y) = y?/2].
En déduire que dans le cas du schéma [II] et du schéma [I] sous la condition trouvée en 3. le
probléeme admet, pour tout f, une et une seule solution.

5. Convergence — Les schémas [I] et [II] sont-ils convergents ? (au sens max; jye{o,...,N+1}2(|%ij —
u(ih, jh)|) = 0 quand h — 0). Quel est 'ordre de convergence de chacun des schémas ?

6. Commentaires — Quels sont, a votre avis, les avantages respectifs des schémas [I] et [II] ?

I Exercice 23 — Implantation de la méthode des volumes finis. On considére le probléme
de conduction du courant électrique

—div(u;Vo(z)) =0 2€Q; i=1,2 (1.135)

ou ¢ représente le potentiel électrique, j = —uVe(z) est donc le courant électrique, uy > 0,
2 > 0 sont les conductivités thermiques dans les domaines Q; et avec Qs, avec Q3 =]0;1[ x ]0; 1]
et Qo = ]0;1] x ]1;2[. On appelle T'; = ]0;1[ x {0}, Ty = {1} x ]0;2[, T's = ]0;1[ x {2} et
I'y = {0} x]0;2[ les frontieres extérieures de 2 et on note I =]0;1[ x {0}, 'interface entre Oy et
Qs (voir Figure . Dans la suite, on notera u la conductivité électrique sur Q avec pla, = 4,
i=1,2.

On suppose que les frontieres I'y et I'y sont parfaitement isolées. Le potentiel électrique étant
défini & une constante pres, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domaine, pour que le
probléme soit bien posé.

La conservation du courant électrique impose que

/j~n+/j~n=0
I I's

ou n désigne le vecteur unitaire normal a la frontiere 02 et extérieure a €.
Enfin, on suppose que l'interface I est le siege d’une réaction électrochimique qui induit un saut
de potentiel. On a donc pour tout point de 'interface I :

do(z) — p1(x) =(x) Vxel

ou ¢; désigne la restriction de ¢ au sous domaine 3. La fonction ¢ est donc discontinue sur 'interface
1. Notons que, par contre, le courant électrique est conservé et on a donc

(=uVo - n)a(z) + (-pVe - n)hi(z) =0 Vzel
1. Ecrire le probléme complet, avec conditions aux limites.

2. Discrétiser le probleme par la méthode des volumes finis, avec un maillage rectangulaire uniforme,
(considérer deux inconnues discrétes pour chaque aréte de l'interface) et écrire le systéme linéaire
obtenu sur les inconnues discretes.

Exercice 24 — Elimination des inconnues d’arétes. On se place ici dans le cadre des
hypothéses et notations du paragraphe [1.4.2]:

1. Pour chaque aréte interne o = K|L, calculer la valeur u, en fonction de ug et ur et en déduire
que les flux numériques Fg , et Fy, , vérifient bien (1.73);
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2. Pour chaque aréte o C I'y UT'3, telle que o € Ek, calculer u, en fonction de ux et montrer que
Fg  vérifie bien (1.74)) ;

3. Pour chaque aréte o € &;, avec 0 = K|L, K € €4, calculer la valeur u, en fonction de ug et uy,
et en déduire que les flux numériques Fi , et Fr , vérifient bien (1.76) ;

4. Ecrire le systéme linéaire que satisfont les inconnues (ug)ker-

1.5.2 Corrigés

Exercice [1|— Différences et volumes finis avec conditions de Dirichlet non homogeénes.

1. Le schéma différences finies pour I’équation s’écrit :
1 . .
5l (2Ui — Uj—1 —ui+1) +sinu; = f; i=1,...,N
ug = a
UN+1 = b
ce qui s’écrit encore

2’11,1‘ — Ui+1 — Ug

-1 +sinu; =f; i=2,...,N—1

B2
2u1 —us — a . _
— gz +sinu; = fi
2uny —uny—_1 — b .
% +sinuy = fn
Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :
Fi+1/2—Fi,1/2—|—hSinui :hfl 1= 1,,N (1136)
avec :
Fz‘+1/2=—7ui+1h_ i 1=1,...,N—1
U — a b—uyn
Fippe——2"% p __v—un
1/2 h/2 N+1/2 h/2

En remplacant les expressions des flux dans ’équation ([1.136). On obtient :

2Uu; — U1 — Uy

_1+sinui:fi 1=2,...,N—1

h2
3uy —ug — 2
ot T s T 2a :22 a4 +sinuy =2f;
3uny —un—_1 — 2b
unN L;LZ;[ ! +sinuy = 2fn

2. La différence entre les deux schémas réside uniquement dans les conditions aux limites.

Exercice [3| — Différences finies et principe du maximum.

1. On se donne N points de discrétisation et on écrit I’équation(|1.79a)) en chaque point x;, i =

1,..., N. Avec la discrétisation donnée dans le cours pour u”(z), on obtient, en tenant compte
des conditions limites (|1.79b])-(|1.79c)
1 .
ﬁ(QUz‘—Uz‘+1—W-1)+C($i)uz‘=f($i)7 i=1,...,N,
ug = a
UN+1 = b.
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ce qui donne le schéma suivant :

1 .

ﬁ(Qui — U1 — Ui—1) + c(@i)u; = f(3), i=2,...,N-1,
1 1

ﬁ(2u1 —ug) + c(h)ur = et f(h)

1

1

ﬁ(QUN — ’LI,N71) + C(l — h)uN = ﬁb—'_ f(]. — h)

2. Supposons a < b (lautre cas se traite de maniére similaire). On note ici encore uy = a et
un41 = b. Soit 4o =min{i; 0 <i< N +1 et u; =minj—; y11u;}. Cest donc le plus petit des
indices i pour lesquels u; est minimum. Si ig > 0, on a

1 1

ﬁ(uio — Uig+1) + ﬁ(uio — Ujg—1) = 0,
ce qui entraine u;, — u;y+1 = 0 et u;;, — u;,—1 = 0. Or la deuxieéme égalité est impossible par
définition de ig. On a donc ig = 0 et u; > a pour tout ¢ = 1,..., N.

Exercice |5| — Equation de transport-diffusion sous forme non-conservative.

1. La matrice M et le second membre B sont donnés par :

(MU); = 2ui—u¢;21—ur1 Ui(ui;’ui—l)’ pouri=2,... N (#4_%1)@
0
2u1 — U9 ViUl B
(MU)I = T + h et B =
- QUN—’LLN,1 ’UN(UN—UNfl) 0
(MU)N = h2 * h b

(a) Supposons MU > 0. Soit ig = min{i; u; = min; u;}.

i. Siiozl,comme%}ligw—f—”l—g“}&ona

1 U1 U1 — U2

— + —)u + —20
<h2 h)ot 2

et comme u; — ug < 0, ceci entraine u; > 0.

ii. Si2<ig<N-—-1,ona:

Ui, — Uj Ui, — Ujy— v; (Us, — Uy —
i 210+1 + i zzo 1 + z( B0 i 1) >0
h h h
Mais par définition de ip, on a u;, — uj,+1 < 0 et , et u;, — u;,—1 < 0 donc ce cas est

impossible.
iii. Siig=N,ona:
1 1 1 S

ﬁUN + ﬁ(u]\; —un-_1)+ Evi(uN —un-1) = 0.

Or par définition de ig = N, on a uy < un_1, et donc uy > 0.
On a donc montré que si MU > 0 alors U > 0.

(b) Comme MU > 0=-U >0, on a donc (en prenant U puis —U) MU =0 = U = 0, ce qui
prouve que M est inversible,

(c) Soit U solution de MU = b. Posons U= (up,u1,...,UN,UN+1), AVEC Uy = Gg et UN+1 = a1.
Remarquons d’abord que le minimum et le maximum des composantes u; de U ne peuvent
étre atteints pour ¢ = 1,..., N que si les u; sont tous égaux (auquel cas u; = ag = a; pour
tout ¢ =0,...,N +1). En effet, pour i =1,..., N, on a :

1 1 1
—2(uz — ui—l—l) =+ 72(% — ui_l) =+ 7’01'(114 — Ui—l) = 0 (1137)

h h h

Soit 49 = min{i;u; = minju;} et iy = min{é;u; = max; u;}. Par définition de i, on a

Uiy — Uig+1 < 0 et u;, —uiy—1 < 0 donc (1.137)) est impossible si 1 < ig < N. Donc i =1
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ou N. Soit ¢; = min{é; u; = max; u;}, on a w;, — w41 > 0 et uy, —u;—1 > 0 et (1.137) est
encore impossible si 1 <i; < N.
On en déduit que ig =0 ou N + 1 et i1 =0 ou N + 1, ce qui prouve que min(a,b) < u; <
max(a,b).
2. (a) Par définition, m, ; = % + %vi avec v; > 0, ce qui prouve le résultat.

(b) Par définition, m; ; est soit nul, soit égal a —# + %vi si j =14 — 1, soit égal a —% si
7 =14 1, ce qui prouve le résultat.

(c) On a montré que M est inversible & la question précédente.

(d) D’apres la question 1.2, on sait que si MU > 0, alors U > 0. Soit e; le i—éme vecteur de la
base canonique. On a e; = M (M ~1)e; > 0, et donc M ~te; > 0, ce qui montre que tous les
coefficients de M ! doivent étre positifs.

Exercice [7l — Conditionnement efficace.

Partie I
1. Soit w = (u1,...,un). On a
1 1 .
N ﬁ(ui—ui_l)—l—ﬁ(ui—uiﬂ):bi Vi=1,...N

Uy =un41 =0
Supposons b; > 0,¥i=1,...,N, et soit p € {0,..., N+1} tel que up, = min(u;, i =0,...,N+1).
— Sip=0ouN+1,alorsu; >0Vi=0,N +1 et donc u > 0.
— Sipe{l,...,N}, alors

1

ﬁ(up —Up-1) + 75 (Up — Upy1) 20

h
et comme up, — up—1 < 0 et up — upq < 0, on aboutit a une contradiction.

Montrons maintenant que A est inversible. On vient de montrer que si Au > 0 alors v > 0. On
en déduit par linéarité que si Au < 0 alors u < 0, et donc que si Au = 0 alors u = 0. Ceci
démontre que lapplication linéaire représentée par la matrice A est injective donc bijective (car
on est en dimension finie).

2. Soit ¢ € C([0;1],R) tel que p(z) = 1/22(1 — z) et ¢; = (i), i = 1, N, ot z; = ih. (A¢); est
le développement de Taylor a 'ordre 2 de ¢ (z;), et comme @ est un polyndme de degré 2, ce
développement est exact. Donc (4¢); = ¢”(z;) = 1.

3. Soient b € RY et u € RY tels que Au=5. On a :
(A(u = [[bll@))i = (Au)i £ [[bl|(Ad)s = bi £ [|b]].
Prenons d’abord b; = b; + [|b]| = 0, alors par la question (1),
w4+ bl =0  Vi=1,...,N.
Si maintenant on prend b; = b; — ||b]| < 0, alors
u; — ||bll¢ps <O Vi=1,...,N.

On a donc —||bl|¢; < ||b]|¢s-
On en déduit que [|u]loc < ||0]] |@lloo 5 OF [|Plloo = 1/8, d’0l ||ul|ee < ||b]|/8. On peut alors écrire
que pour tout b € RV,
A7 b < S0, dome M 0le Lo oy < L
8 15]] o0 8 8
On montre que ||[A7!|| = 1/8 en prenant le vecteur b défini par b(z;) = 1, Vi = 1,...,N.
On a en effet A7'b = ¢, et comme N est impair, 3i € {1,...,N} tel que x; = 1/2; or
[elloe = (1/2) = 1/8.
4. Par définition, on a [|A| = supy, -1 [[Az[, et donc [|A| = max;—1 n >>;_; ylai |, dott le
résultat.
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5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme || - |,
cond(A) = ||A[[||[A7Y|| = 53». Comme A, = &, on a :

ol (LAl

bl < A= g 120 ,
loulf < ol < 1ol

< A1l

d’ou le résultat.

Pour obtenir 1’égalité, il suffit de prendre b = Au ol u est tel que ||u| =1 et || Au|| = ||A]|, et dp
tel que ||0y]| = 1 et ||A18]| = [|A71]|. On obtient alors

Il _ L sl
el ~ AT Tl
D’ou I'égalité.
Partie 2
1. Soient (M et f(") les fonctions constantes par morceaux définies par
N w(ih)=¢; siz€lz;—h/2;2;+h/2] i=1,...,N
‘p(x):{o size[0;h/2] ou ze]l-h/2;1]

f(h)(:C):{f(ih)_bi siz €l —h/2;2;+h/2[  i=1,...,N
fih) =0 sizc[0;h/2] ou z¢€]l—h/2;1]

Comme f € C([0;1],R) et ¢ € C%([0;1],R), la fonction f; (resp. ¢p) converge uniformément
vers f (resp. @) lorsque h — 0. On a donc

N 1
hz bipi = / FM(2)p™ () dz — / f(x)p(x) dz lorsque h — 0.
i=1 0

Comme b; >0et f; >0,Vi=1,...,N, on a évidemment :

SN—Zblcpl>OetSN%/f z)dx =B > 0 lorsque h — 0

Donc il existe Ny € Ntel quesi N > Ny, Sy > 3/2, et donc Sy > o = min(Sp, S1 ... Sn,,8/2) >
0.

2. On a N|jul| = Nsup;_q y |ui| > Zf\il u;. D’autre part, Ap = (1 ... l)t donc u - Ap =
Zil u;;oru - Ap = Alu - ¢ = Au - p car A est symétrique donc :

«

N
U'A«J:me@E

d’apres la question 1. Comme &, = A7'd,, on a donc [|d, [ < A7 [|6]] et comme N|jul| > £,
on obtient :

[0l }M [ £l oo
RIEES
Jull 0]
Or hN =1 et on a donc bien :
[8ull o [fllo 19|l
IIUII 8a[|b]]

3. Le conditionnement cond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre 1/h?%, et donc tend vers l'infini
lorsque le pas du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la
variation relative ||0,]|/||u| est inférieure & une constante multipliée par la variation relative de
10]]/1]0]]- Cette derniere information est nettement plus utile et réjouissante pour la résolution
effective du systéme linéaire.

Exercice [9) — Erreur de consistance.
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1. Si f est constante, alors —u’ est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur de u sont nulles.
Donc par I'estimation sur erreur de consistance, on a R; = 0 pour tout ¢ =1,..., N. Si
on appelle U le vecteur de composantes u; et U le vecteur de RN de composantes u(zx;), on peut
remarquer facilement que U — U = AR, ol R est le vecteur de composantes R;. On a donc
U—-U=0,cq.fd.

2. Tl est facile de voir que f n’est pas forcément constante, en prenant f(z) = sin 27z, et h = 1/2,
on n’a donc qu’'une seule inconnue uy qui vérifie u; = 0, et on a également u(1/2) = sint = 0.

Exercice [I1] — Non consistance des volumes finis. 1. Par développement de Taylor, pour
i=1,...,N, il existe & € [z;,x;41] tel que :

h3
w(zigr) = w(@i) + hig1ou! (2:) + 1/2h7 pu” () + %mum(&),

et donc

1 hit1/2 + hi71/2u
hi 2

ol |p;| < Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisitme de u. Il est facile de voir que,

en général, R;, ne tend pas vers 0 lorsque h tend vers 0 (sauf dans des cas particuliers).

En effet, prenons par exemple f = 1, h; = h pour i pair, h; = h/2 pour i impair et

vy = (Tig1/2 + Ti—12)/2 pour i =1,...,N. On a dans ce cas u” = —1, u"" =0 et donc :

) —1/4 siiest pair
"] +1/2 sii est impair.

R;, = "(aci)—&—u”(xi)—l-pi i=1,...,N,

On en conclut que sup{|R;|,i =1,...,N} 4 0 lorsque h — 0.
Notons cependant que si on définit la fonction R constante par morceaux et égale a R; sur
chaque maille tend vers 0 faiblement dans L' lorsque h — 0.

2. Par développement de Taylor,

1
u(wipr) = (@) + hoy g (2:) + §h?+%““($i) + h’ei(h),
1
w(@i—1) = u(z;) — h_gu'(z) + §h?7%uu(xi) + h2e;_1(h).

avec, pour k =i — 1,4, ex(h) — 0 lorsque h — 0. En multipliant la premiére équation par

h;_ 1 et la deuxieme par h; 1 eten additionnant, il vient

1
= §hi+ 1hi i (s +hi1))u”(z:) +he(h),

2 T3
avec e(h) = ¢;_1(h) + €;-1(h) — 0 lorsque h — 0. On a donc

2 u(@ipr) —u(w;) | u(@i-1) — u(@;)
"
_ )= — h
u” () Frs T s ( hirs + o +e(h),

=3

i3 (u(@ir) —u(@;)) +hig g (u(@io1) —u(w))

ce qui suggere le schéma suivant

2 [_ Ujp1 — Uy | Uy — Uj—1
hl—_‘_%—&-hi_% hi+% hi_l

}:f@mi:Z”wN—l, (1.138)

Exercice — Volumes finis 1D, consistance des flux.
1. Siu € C?%(]0,1]), par développement de Taylor, pour i =1,..., N :

1
w(wiy1) = u(®;) + hiyrjou (z:) + §h?+1/2uﬂ(5i+1/2)~

Donc

|Ul($i) _ U(Ii-i-l) — ’U,(SCZ)

- | < Al oo
i+1/2
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De plus,
|/ (ir1/2) — ' (23)] < Bl[u”|]oo-
Par inégalité triangulaire, on obtient donc que

u(Tiv1) — u(w;)

h | < 2Bl e,
i+1/2

|U'($z‘+1/2) -
ce qui prouve que le flux est consistant d’ordre 1.

(i1 + i)

2. Dans le cas ot u € C3([0;1]) et @412 = 5 ,

on a

hiv1/2
5
Un développement de Taylor entre x;41 et x;, 1,2 puis entre x; 1/, et x; donne alors

1 1
u(@iy1) = w(@iy1/2) + §hi+1/2ul(xi+1/2) + gh?+1/zu”(ﬂfi+1/2) +

1 1 1
“(xz) = U($i+1/2) - ihi+1/2u/(l‘i+1/2) + §h22+1/2u”<xi+1/2) - ?h?+1/2u//l(Ci+1/2

Tit+l — Tigp1/2 = Lip1/2 — Li =

ﬂhfﬂ/ﬂm(mﬂ/z)

avec 1i41/2, € [Tiy1/2, Tit1] et iy1/2, € [T, Ti41/2]. Par soustraction, on obtient

1 1

(u(@igr) —u(z;)) —u'(xig1/2) = ﬂh?+1/2(uﬁ(77i+1/2) +u"(Civ1/2))s

hivi/2
de sorte que

w(xipr) — u(z;) 1

|zhi+—1/21 — U/ (iq1/2)] < EhQHU"Hoo-
Le flux est donc consistant d’ordre 2.

Exercice [16|— Conditions aux limites de Fourier (ou Robin).
1. La discrétisation par différences finies donne comme i—&me équation (voir par exemple exercice
ol :
1 .
ﬁ@ui_ui—l—uiﬁ-l)"’ciui:fi i=1,...,N.
Il reste donc a déterminer les inconnues ug et uyy1 a l'aide de la discrétisation des conditions
aux limites, qu’on approche par :

Uy — U _
0 4 a(up— ) =0,
h
u —u ~
%_FQ(UNH_U):O
ou ug et un1 sont les valeurs approchées en xy et xy4+1, on a donc par élimination :
L (05 2) et o )
u=———-——|au——) et u =—lau+ — ).
T a=1/h h N T A 1)/n h

Ce qui termine la définition du schéma.

2. Par volumes finis, la discrétisation de 1’équation s’écrit
Fi+1/2 - F¢—1/2 = hz‘fz‘ai =1,...,N,

et les seuls flux “nouveaux" sont encore Fi /5 et Fiyy1/2, qu'on obtient a partir de la discrétisation
des conditions aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manieres. On peut, par exemple,
discrétiser la condition aux limites en 0 par :

Uy — Ug

hy
2

Fijo 4+ a(ug —u) =0, avec Fy /5 =
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On a ddans ce cas —a(ug — ) X % = —uq +ug d’olt on déduit que ug = 2t2U ot qui conduit

N . ahi1+2
a l'expression :

F1/2 = (2(’(1,1 - 17) - O(hl’LNI,) .

>

ah1 —+ 2
Le calcul est semblable pour Fy /2

Exercice — Probléme elliptique 1D et discrétisation par volumes finis.

1. On integre (1.108)) sur une maille [x;_; /2, %;41/2] et on obtient :

Tity1/2
—u/ (ig1/2) + 0 (@521 72) + alu(@ip2) — u(zim1)2)] + b w(x)dz = bh; f;.  (1.139)

Ti—1/2

Pour justifier le schéma numérique proposé on remarque que :

U($i+1) = U($i+1/2) + (Tig1 — $i+1/2)ul(xi+1/2) +1/2(2i41 — $i+1/2)2uﬂ(§i)

avec & € [11/2,Zi11] et de méme

u(z;) = U($i+1/2) + (w; — $i+1/2)ul($z‘+1/2) +1/2(wi — xi+1/2)2u”(%>
avec 7; € [T;_1/2, %], dont on déduit :
1
w(zip1) — u(zi) = hip1ou/ (Tig1/2) + g(h12+1ul/(§i) — hiu" (7))

De plus en utilisant le fait que x; est le milieu de [z;_; /25 Tit1 /2] on a (voir démonstration plus
loin)

udz = u(z;)h; + o1t ()R (1.140)
xT

i—1/2
D’ott le schéma numérique.

Démontrons la formule (|1.140). Pour cela il suffit (par changement de variable) de démontrer
que si u € C?(R), alors pour tout o > 0, on a :

«
1
/ udz = 2au(0) + gu”(ai)a?’. (1.141)

—a
Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec reste intégral, qu’on obtient en remarquant
que si on pose p(t) = u(tz), alors ¢’ (t) = zu(tz), et " (t) = 2%u” (tz). Or p(1)—¢(0) = fol ' (t)dt,
et par inégration par parties, on obtient donc :

p(1) = p(0) + (0) + / (1)1 — t)ds.
On en déduit alors que

uw(x) = u(0) + zu'(0) + /01 o2 (tx)(1 — t)dt.
En intégrant entre —« et «, on obtient alors :

o 1
/ u(z) dz = 20u(0) + A, avec A = / a2 (tx)(1 — t) dt da.
0

—Q

Comme la fonction «” est continue elle est minorée et majorée sur [—a, a]. Soient donc m =
min[_q o u” et M = min_, 4 u”. Ces deux valeurs sont atteintes par u” puisqu’elle est continue.
On a donc u”([~a, a]) = [m, M]. De plus, la fonction (z,t) — x2(1 — t) est positive ou nulle sur
[—a,a] x [0;1]. On peut donc minorer et majorer A de la maniére suivante

1 1
m/ r?(1—t)dt dnggM/ 2*(1 —t)dtda.
0 0
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Or

1
1
/ 22(1—t)dt doz = =o?
0 3

On en déduit que %a?’m <AL loz?’M, et donc que

3
1
A= gag’y

avec v € [m, M| ; mais comme u” est continue, elle prend toutes les valeurs entre m et M, il
existe donc 8 € [—a, a] tel que v = u” (), ce qui termine la preuve de ([1.141)).
2. (a) On multiplie ((1.111)) par u; et on somme pour i = 1,..., N. On obtient aprés changement
d’indice que

i=N

Z (Uz‘+1 - Ui)2 +

a
— hiyye 24

On a donc u; = 0 pour tout ¢ = 1... N, d’ou en mettant le schéma sous la forme matricielle
AU = B on déduit que I'application linéaire représentée par la matrice A est injective donc
bijective (grice au fait qu’on est en dimension finie) et donc que (1.111]) admet une unique
solution.

3. (a) Evident.
(b) On pose R = AU — B. On a donc R; = REU + RZ@), avec

1 [ (U1 — U U — Ui
R(-l):—* |:< i+1 z_u/ z; )_( g J l_u/ T )]’
) hz hi+1/2 ( +1/2) hi—1/2 ( 1/2)

2 a . _ _
R = 3o [(@ — u(wigaj2)) = (i1 — ulwign)))
De plus on remarque que
B 1 Tiy1/2 h; h? hf
=g . udr = u(Tip1/2) — ?ul(xi—&-lﬂ) + EUN(I”I/Q) - ﬂu(s)(di)
(1.142)
1 e b & i
Uip1 = / udz = u(wiy1/2) + ilul(xi+1/2) + i“"(l‘iﬂm) — Ly B)(5;)
hist Lo 2 6 24
(1.143)

avec d; € [T;_1/2,Tip1/2] et §; € [i41/2, Tit3/2]. Ce qui implique que :

i1 — Ui L, 1 [ (3) 3 3) 3}
Bat1 7% (g, S (@541 y2) (it —hi) + — 5 )b d;)h?
ey U (@ig1j2) + U (Zop ) (v —hi) + o Firs L (6i)hiyr +u(di)

et donc
1 (i1 — /
P ; =5 + K;,
h; { hit1/2 " (:EZ—H/Q)} *
avec

1 hiit 1
S| = |§u"($i+1/2) ( ;Lz - 1) + ol < Ch
et
1

K=
= |hihi+1/2

[w® @i, +u® (@)n?] | < Cn,
ot C' ne dépend que de u. De plus si on pose L; = (u; — u(w;41/2))/hi par développement

de Taylor, il existe C ne dépendant que de u telle que |L;| < Ch. Finalement on conclut
que [RM| =] =8 + Siy1| < Cret |R?Y| = | - K; + K,y +a(L; — Li_1)| < Cah.
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4. Reprendre les résultats précédents. Pour |R;y1/3| < Ch reprendre calcul du 3 |R;y1/s| =
|hi(=S; — K; + L;)|.
5. (a) On pose e; = u; —u,;. Cette définition implique que e; est solution du systéme ((1.121])-(1.123)).

(b) Un calcul similaire & celui de la question 2. donne que

2 i=N i=N
€1+1 Cl 2
b E hie; + E [ +3 E (€it1—e;)” = E Riiy/2(eip1 —€i)
=0 1= =0

0
D’ou en utilisant le fait que ah < h; < Bh et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

=y i=N 1/2 1/2
ah Z (i1 —e)” < ( (€it1 — 61’)2) <Z Rz+1/2>

=0

et en utilisant m, et le fait que Zl o hi = 1 entraine N < -, on déduit :

1=N ﬂ
Z (eip1 —ei)” < C1ah3-

i=0
En remarquant que e; = Z] v~ (ej11 — €;) on a pour tout 0 < i < N que
Jj=ti 12 3 1/2
€; < €, 1—6'2 2.1/2< C1*h3 Nl/2
J+ J o

Jj=0

et donc |e;| < ¥ Sl’gh, pour tout 0 < i < N.

Exercice — Probléme elliptique 2d et différences finies. On note (z,y) les coordonnées
d’un point de R2.
1. En multipliant la premiére équation de (1.133) par ¢ et en intégrant par parties, on trouve, pour
tout ¢ € C1(Q) tel que p = 0 sur IR :
du(z,y)
Vu(@,y) - Vo(e,y) dedy+ | k—=p(,y) de= | f(z,y)e(z,y)drdy. (1.144)
Q Q

Q

On suppose maintenant que f < 0 sur 2. On se donne une fonction ¢ € C*(R,R) tel que
P(s) =0si s <0et(s)>0sis>0.(On peut choisir, par exemple, 1 (s) = s? pour s > 0 et
s) = 0 pour s < 0) et on prend dans ((1.144)) ¢ = ) o u. On obtient ainsi :

it
[ vt Fute )l dedys [ K@) do = [ i) dedy <0

(1.145)

En notant G la primitive de ¢ s’annulant en 0, on a :

2 Glute ) = wluta,y) e (2,9)

Comme u = 0 sur 052, on obtient donc :

Ou 0
| Kot dedy = [ k3 Glutw) dedy = [ KGlutz,pins drfe.p) =0,

ol n, désigne la premiére composante du vecteur normal n & 9§ extérieur a Q, et dy(z,y) le
symbole d’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur 0f). De (|1.145))
on déduit alors :

[ ¥/ ute, ) |Vute, ) dedy <0

Q

et donc, comme ¢’ > 0 et que la fonction (z,y) — ¢’ (u(z,y))|Vu(x,y)|? est continue :
W (u(z,y))[Vu(z,y)|* = 0,¥(z,y) € Q.
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Ceci donne aussi

Vi (u(z,y)) = 0,Y(z,y) € Q.
La fonction 1) o u est donc constante sur Q, comme elle est nulle sur 99, elle est nulle sur €, ce
qui donne u < 0 sur .

2. On s’intéresse ici a la consistance au sens des différences finies. On pose donc @; ; = u(ih, jh)
pour 4,5 € {0,...,N +1}2. On a bien @; ; = 0 pour (i, j) € v, et pour (i,5) € {1,...,N}?, on
pose Rij = aoll;j — a1Ui—1,j — Q2Ui41,j — A3l j—1 — Aal;j+1 — [fij-

3. On rappelle que u est solution de , R;; est donc l'erreur de consistance du schéma. Dans
le cas du schéma [I] on a :

Ui — Uigr,j — Uiz1,j | 2Uij = Uigpr — Uij—1 o Uit1,j — Ui-1
h? h? T 2h i
Comme u € C*(Q), il existe &; €]0;1[ et 1;; € ]0;1] tel que :

Rij =

2 3 4
Uiv1,j = Ui ; + hOyu(ih, jh) + %aiu(ih,jh) + %8§u(z‘h,jh) + ;—48§u(z‘h + &ijh, jh)
(1.146)

W1, = U; ; — hdyu(ih, jh) + h;aﬁ(ih,jh) - %Bﬁﬁu(ih,jh) + Z—zaﬁu(z‘h + nijh, jh).
(1.147)
On obtient des formules analogues pour #; j+1 et @;;—1 ; de plus, comme u est solution de
(L133), on a
fij = —02u(ih, jh) — O;u(ih, jh) + kdyu(ih, jh).
On en déduit
Ryl < 0l + 2 0l + 202

ot ||0%ul|s désigne la norme uniforme sur Q de la dérivée quatriéme de u par rapport & x
(notations analogues pour [|95ullo et [|03u]lo). On obtient finalement |R;;| < C1h? ot Cy ne
dépend que de u et k. Comme pour h petit, on a h? < h, on en déduit que schéma [I] est donc
d’ordre 2.

Pour le schéma [II], on a :

2ij = Wigrg —Uiry | 2y~ Ui Z W1 Uy T Wi I
h? h? h v

Rij =

D’oti 'on déduit
h? h? kh
et donc |R;;| < Cah ot Cy ne dépend que de u et k. Le schéma [II] est donc d’ordre 1.
4. Dans le cas du schéma [I1], la famille {w;;,i,j € {0,..., N + 1}?} vérifie Vi, j € {1,..., N} :
1 1k 1 1
7z (Wij = wiv1g) + <h2 + h> (wij = wi-1,5) + 35 (Wig = Wigg1) + 55 (Wi = wij—1) <O

On pose M = max{w;j, (i,j) € {0,...,N + 1}*} et m = max{w;j, (i,j) € v}. Noter que
¥={0,...,N+1}*\{1,...,N}2. On a bien siir m < M et il reste donc & montrer que M < m.
Soit A ={(i,7) € {0,...,N +1}* w; ; = M} et soit (B,&) € A tel que i = max{i ; (,j) € A}
et j =max{j; (i,j) € A}. On distingue deux cas :

— Sii€{0,N+1}ouje€{0,...,N+1}, on aalors (B,5) € v et donc M = wg; < m.
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— Sinon, on a i € {0, N + 1} et j € {0, N + 1}, et donc (B,5) € {1,..., N}2. On en déduit
que :

1 1 k
oz Wi —win ) + (55 + 5 ) (wig —wisyg) +

1 1
3z (wig —wig) + 35 (wi5 —wijy) <0, (1.148)

ce qui est impossible car w; ; = M et donc

w3 — Wi >0,
Wi 5 ij+1 20
wz i wiﬂ,} > 07
w; 5 — wiyy 5 >0,

noter que la derniére inégalité est bien stricte car (i +1,5) € A (c’est l'intérét du choix de

). On a donc bien montré que M < m.
Dans le cas du schéma [IT], sion a i € {0, N +1} et j € {0, N + 1}, et donc (B,5) € {1,..., N}?,

le méme raisonnement que celui du schéma 1 donne :

2~ ap ) Wi i) + (g gy ) (Wi~ wieag)
1 1
+ 33 (g = wig) + 55 (ug —uigoy) < 0. (1.149)

On ne peut conclure & une contradiction que si 73 — 4= > 0. Le schéma [II] vérifie

< Vi,je{l,...,N}?
wij < (g}ggy(wk,/z) i,5 €4 }

lorsque h vérifie la condition (dite condition de CFL (pour Courant-Levy-Friedriechs, voir section

h< s (1.150)

5. La fonction ¢ vérifie ¢, =0, ¢, = y et ¢y, = 1 et donc —A¢ + k% = —1. On pose maintenant
¢i.; = ¢(ih, jh) pour i,j € {a,...,N + 1}* (Noter que ¢ ne vérifie pas la condition ¢; ; = 0 si
(1,7) € v). Comme ¢py = Prze = Ouzzs = Pyyyy = 0, les calculs de la question 2 montrent que
pour les schémas [I] et [I1] :

ag®i; — A1¢i—1,j — G2Pit1,5 — A3P; j—1 — Aa; j41 = —1

pour i,j € {1,..., N}?. En posant w; j = u; j+C¢; ; pour (1,5) € {0,..., N+1}? (et U solution

de (1.134)) on a donc :
AoW; j — AIW;—1j — GaWiy1,j — A3W; j—1 — AaW; ;41 = fi; —C Vi,je{l,...,N}

On prend C = || f]|, de sorte que f; ; — C < 0 pour tout (4, j) pour le schéma [II] et pour le
schéma [I] avec h < 2/k, la question 3 donne alors pour (i,5) € {1,..., N},

C
w;; < max{wgy, (k0) € v} < 5
car u; ; = 0 si (i,7) € v et —maxq$ = 1/2. On en déduit pour (i,5) € {1,...,N}? w;; <

C/2 =1/2||f||oc. Pour montrer que —w;; < 1/2f||oc, on prend maintenant w;; = C;j — u;
pour (i,j) € {0,..., N +1}?, avec C' = || f| . On a donc

AQWi,j — A1Wi—1,j — A2Wit1,j — A3W;j—1 — AaW; j41 = —C — f; ; < 0,Vi,j € {1,..., N}.

Ici encore, pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la condition h < 2/k, la question 3 donne

C
wij < max{wge, (kl) € v} = b
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donc u;; > —C/2 = —|| f|leo/2 pour tout(i, j) € {1,..., N}2. Pour le schéma [II] ou le schéma [I]
avec la condition h < 2/k, on a donc :
1Uloo < 1/2[|f]|so- (1.151)

Le systeme peut étre vu comme un systéme linéaire de N? équation, & N2 inconnues
(qui sont les u; ; pour (i,j) € {1,..., N}2). Si le second membre de ce systéme linéaire est nul,
I'inégalité (I) prouve que la solution est nulle. Le systeme admet donc, pour tout
f, au plus une solution. Ceci est suffisant pour affirmer qu’il admet, pour tout f, une et une
seule solution.

6. Pour (i,j) € {0,..., N +1}? on pose e;; = u(ih, jh) — u; j. On a donc, pour les schémas [I] et
[IT], avec les notations de la question 2 :
Ap€ij — @1€;-1,; — A2€i41,j — A3€i ;-1 — Q€ j41 = Rij, Vi, j € {1,..., N}
avec les questions 2 et 4, on a donc, pour le schéma [I], si h < 2/k :
max{|e;;|, (1,7) € {1,..., N}*} < 1/2C1h?,
ou C; et Cy ne dépendent que de u et k (et sont données & la question 2). Les deux schémas

sont convergents. Le schéma [I] converge en “h?" et le schéma [II] en “A".

7. Le schéma [1] converge plus vite mais a une condition de stabilité k& < 2/h. Le schéma [II] est
inconditionnellement stable.

Exercice — Implantation de la méthode des volumes finis.
1. Le probleme complet s’écrit :

—div(g; Vo)(z) =0 x € Qy i=1,2
Vo(z) - n(z)=0 relyUly
[ mVe)  n@dra) + [ Vo) - n@r@) -0 (L.152)
¢2(x) — ¢1(x) =0 Ve el

—(uVe - n)la(x) — (V¢ - n)i(z) =0 Vrel

2. On se donne le méme maillage rectangulaire uniforme qu’a l'exercice précédent. On note ¢
I'inconnue associée a la maille K ou ¢y si on référence la maille K par son numéro k = n(j—1)+i
oui€{l,...,n}etje{l,...,2p}. Pour une maille intérieure, I’équation obtenue est la méme
que (1.154) en remplacant A, par fiy,.

Etudions maintenant le cas d’une maille proche de 'interface. Comme indiqué, on va considérer
deux inconnues discrétes par aréte de l'interface. Soient K et L ayant en commun laréte o C I,
K est située au dessous de L. Les équations associées a K et L s’écrivent alors

> Frko=0 et > Fr,=0
oc€€K o€l

Pour les arétes o € Ex autres que 7, le flux s’écrit de maniere habituelle

Pk — dm
FK,U_/J/].T
g
avec 0 = K| M. Pour l'aréte 0 = &, on a Fi o = p11 2=22m(0) et Fp, , = dL_d5 (o), ol
- : =0, Ko = M1—g—m\0) et L'y o = fo—7—=m(0), ou les

deux inconnues discrétes ¢F et ¢ sont reliées par les relations :

63 =67 = o (= i [ Wl (0))
FK7O' + FL,(7 =0. ’

On peut alors éliminer ¢F et ¢ ; en utilisant par exemple ¢} = 1), + ¢, et en remplacant
dans la deuxieme équation, on obtient :
07 — b b5 o=

—H1 +
dK,U dL,o'

=0,
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ce qui donne :

br = g (i + L2~ P2y,

diﬁ + L o dK,J dL,o’ dL,o’

En remplacant cette expression dans les flux, on obtient :

Hip2
e p— + -
wdrp,o + podi o (x =91+ o)

FKJ = _FL,G‘ = m(U)
On peut alors écrire I’équation discréte associée a une maille de numéro k située sous 'interface
(avec k=n(p—1)+i,i=2,...,n—1). On pose :

12 _ H1

pdr o + p2dg s do
(g est donc la moyenne harmonique pondérée entre p et p2). Notons que pour une aréte de I,
de = hy, et m(o) = h,. L’équation associée a la maille k s’écrit donc :
hy "

h h
)w - Mla(uk—l +Ug41) — 1 iw_n - uzhfywﬁn = —mh—zim

h hm ,UfIhm
A -2 -
( M, TR T T,

ol v¥; est le saut de potentiel a travers I’aréte o; de 'interface considérée ici. De méme, ’équation

associée a une maille k avec k =np+1, 7= 2,...,n — 1 située au dessus de I'interface s’écrit :
(2 My gty h””) hy( + 1) - I + h“"w
— — — Jug — p1— (ug—1 +u — U1 Ukt — P Uk—py = — ;.
H1 h, H1 hy K hy k= M h, k—1 k+1 H1 h, k+ 1224 h, k 1224 Iy

La discrétisation des conditions aux limites de Neumann sur I's et I'y est effectuée de la méme
maniére que pour le cas du probléme thermique, voir exercice

Il ne reste plus qu’a discrétiser la troisieme équation du probléme , qui relie les flux sur la
frontiere I'y avec les flux sur la frontiere I's. En écrivant la méme condition avec les flux discrets,
on obtient :

n 2h, n 2h,
my, 5 (Ui = upi) + 2 ) 5 (umi = u)) =0,
PR LY i=1 Y

ol j1p,; représente l'inconnue discrete sur la 7—eme aréte de I'y et pp; I'inconnue discréte sur la
i—eme aréte de I's et k(i) = n(p — 1) 4+ 4 est le numéro de la maille jouxtant la i—¢me aréte de T's.
Remarquons que tel qu’il est posé, le systéme n’est pas inversible : on n’a pas assez d’équations
pour éliminer les inconnues up; et umg,;,7 = 1...N. On peut par exemple pour les obtenir
considérer une différence de potentiel fixée entre I'y et I's, et se donner un potentiel fixé sur I';.

Exercice @ — Elimination des inconnues d’arétes.

1.

On a vu au paragraphe que si o est une aréte du volume de controle K, alors le flux
numérique Fr , s’écrit :
—ug

uo'
Fro=Ni——

I, m(o). (1.153)

On cherche a éliminer les inconnues auxiliaires u,. Pour cela, si o est une aréte interne, o = K|L,
on écrit la conservativité du flux numérique F , = —F o, ce qui entraine, si ¢ n’est pas une
aréte de l'interface I, que :

On en déduit que
1 1 o UK ur,
ug(dK,a * dL,U) B dK,U * dL,O"

soit encore que

drodro ( UK ur,
Uy = : ’ ( + )
da dK,a dL,o’
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Remplacons alors dans (|1.153)). On obtient :
dro ( UK ur UK Ai (dLo dro
P (S G ) ) = (s )
B ! d(r dK,a * dL,o’ dK,a da dK,a AR K dK,a K
On obtient donc finalement bien la formule (1.73)).

2. Considérons maintenant le cas d’une aréte o C I'; UT's, ou 'on a une condition de Fourier, qu’on
a discrétisée par :

Fro= *m(U)Aiw =m(o)a(uy — Uegt)-
dK,U
On a donc
1 i
Uy = 7A( Ky auewt)
o+ dKla dK,U

On remplace cette expression dans 1’égalité précédente. Il vient :

o - m(o)a 1 N i
Ko — — . d UK + QUezt — QUegt — Tuezt )
o+ . K,o K,o

dr,o

Ce qui, apres simplifications, donne exactement ((1.74)).

3. Counsidérons maintenant une aréte o = K|L appartenant a Uinterface I. La discrétisation de la
condition de saut de flux sur I. S’écrit :

Fico + Fro = / 0(x)d(z) = m(0)d,

Supposons que K (resp. L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp. A2). En remplacant

Fr o et Fr , par leurs expressions, on obtient :
Uy — U Uy — U
= K )\2771(0')7[1 =m(0)b,.

—\im(o) i

dK,o
On en déduit que

A Ao ) (AluK A,
o = - 90-) .
“ (dK7O' * dL,o’ dK,O' * dL,O'

En remplacant u, dans I'expression de Fk , on obtient :

K,o *00 -

1
dK,a di(l + dr dK,a dL7o' dK,O’ dL,U

7 7m(0))\ 1 - <A1UK+>\2U,L MUK )\QuK).

En simplifiant, on obtient :
m(a))\l

o —L
K AMdr o + Aodk &

<>\2UL — AUr — dL,a'eo'),
ce qui est exactement (1.76). On obtient alors l'expression Fy, , = m(0)0, — Fk » ce qui donne,
apres simplifications :

F Aam(o)

== 7 IX — di 50 -
’ )\1dL,g+)\2dK,a[ 1wz = txe) + dico o]

On vérifie bien que Fx, + FL o = m(0)0,.

4. Le systeéme linéaire que satisfont les inconnues (ug)kenm s'écrit AU = b avec U = (ug)ke7-
Pour construire les matrices A et b, il faut se donner une numérotation des mailles. On suppose
qu’on a n X 2p mailles ; on considére un maillage uniforme du type de celui décrit sur la figure[1.5
et on note hy = 1/n (resp. by = 1/p) la longueur de la maille dans la direction z (resp. y). Comme
le maillage est cartésien, il est facile de numéroter les mailles dans 1’ordre “lexicographique" ;
c’est-a-dire que la k—éme maille a comme centre le point z; ; = ((¢ — 1/2)hg, (§ — 1/2)hy), avec

61



1.5 Exercices 1. DIFFERENCES ET VOLUMES FINIS EN DIFFUSION STATIONNAIRE

k =n(j —1) 4. On peut donc déterminer le numéro de la maille (et de 'inconnue associée) k a
partir de la numérotation cartésienne (i, j) de la maille.

k=n(j—1)+i

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, on a pour tout X € 7 : m(K) = hgh,,
pour toute aréte intérieure verticale ¢ : d, = hym(o) = h, et pour toute aréte intérieure
horizontale, d, = hy et m(c) = h,. Pour chaque numéro de maille, nous allons maintenant
construire ’équation correspondante.
— Mailles internes —i=2,...,n—1;j=2,...,p—1,p+1,...,2p — 1. L’équation associée
a une maille interne K s’écrit

Z Fg o =m(K)fk.

c€EK

Avec lexpression de Fi , donnée par ([1.73), ceci améne & :

h
i(uk+1 +uk_1) = hmhyfk, (1154)

h: h ha
2/\m, ( + y) U — )\m,i(uk—n + uk+n) - >\m
h, he

hy  he
avecm=1sij<p—letm=2sij=2p+1.
— Mailles du bord I'y — Les mailles du bord T'y sontrepérées par les indices (n,j),j = 2 a
p—1,j=p+1a2p—1, (on exclut pour l'instant les coins). L’équation des flux est la
méme que pour les mailles internes, mais le flux sur la frontiere I'; est nul. Ceci donne :

h
iukfl = hxhyfkv

h: h ha
Arn (2 + y) U — )\mi(ukfn + ukJrn) - )\m
h, o

hy = hy
aveck=n(j—1)+n,j=2ap—1,7=p+1la2p—letm=1sij<p—1,m=2si
Jjzp+l
— Mailles de bord T’y — Les mailles du bord T'y sont repérées par les indices (1,7),j =2 a
p—1,7=p+1a2p— 1. Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur une aréte de
Iy, le flux Fk , est donné par :

Fro=—m 22K m(0)
dKU

avec g, = m%o’ J9(y) . On en tire équation relative 4 la maille k =n(j — 1)+ 1,5 =
2,...,p—1,p+1,.. 2p—1.

hy h hy h h
A'm (2 + By) Ug — >\7n (uk n + uk—i—n) - Anziuk+1 - hxhyfk + QJAWnga

hy hy hy hy hy
avec g; = go, et m=1sij<p—-1,m=2sij>p+1.

— Mailles du bord I'y UT's — Pour j =1, ot j = 2p,i =2...n — 1. On tient compte ici de la
condition de Fourier sur la maille qui appartient au bord, pour laquelle I'expression du flux

est :
ary,m(o)
FK,J - 7('”1( - Uemt)-
)\m + OédKJ
Pour une aréte o horizontale, on note : Cp, = %. Comme le maillage est uniforme,

CFr,o est égal a

20ch,

Cp=——"t
"o, +ahy,’

et ne dépend donc pas de o. Les équations s’écrivent donc :

h hy hy hy
A <2hy + . + CF) )\1 Uktn — >\1 (Uk+1 + up—1) = hahy fr + MiCrtest,
T ] y

k=2,...,n—1,
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2h hy h h

M| =2+ = 4+Cp ) ur — Ao uk—n — o2 (Up1 + up—1) =
e |y Iy hy

- ha:hyfk: + )\QCFuexh
E=n(2p—-1)+2,...,2np—1,
— Mailles des coins extérieurs — Il suffit de synthétiser les calculs déja faits
— coinsud-est : 1 =1,7=1,k=1 ;

un bord Dirichlet, un bord Fourier

3hy Dy h hy
AL (flgc+f1y+0F> )\I]TZU2 )\lh Unt1 = hehy fi + M COrtee: + ——
— coin sud-ouest : i =

i =1n,j5 =1,k =n ; un bord Fourier, un bord Neumann :
h h h h

M E+Z24+0 - 2

1 (hx + I + F) 1

Up—1 — A1
ha
— coin nord-ouest : 4

2h,
I
he 191

T U2n = hzhyfn + AlcFuezt
hy

i = 2n,7 = 2p,k = 2np. On a encore un bord Fourier, un bord
Neumann, et I’équation s’écrit :

hy | he h e
Ao (hz + hfy + CF) U2np — AQiUQHP 1= A2 o=

h, U2n(p—1) = hzhyf2np + A Cpueg
— coin nord-est : i =1,7=2p k =n(2p—1)+ 1 un bord Dirichlet, un bord Fourier
3h hy h z 2h
A2 Y+ 2+ O ) up— Ao Zupr1— Ao (up—n = hahy i+ AoCruest, + =2 Aagk.
hy — hy hy hy hg
— Interface — L’expression du flux sur une aréte de l'interface est donnée par On pose
pour chaque aréte o de 'interface
SI,o = m(a)

)

Mdr o+ Xedk.o

Notons que dans le cas du maillage uniforme considéré, ce coefficient est égal a
2h,
Sp = —————
! (A1 + A2)hy,’

et qu’il est indépendant de 'aréte o. Tenant compte de ce flux, on obtient, pour k =
np—1)+ii=2,...,N—1

2hy Dy hy hy hy hy
A | — Y424 oSt | up— /\1—uk+1—)\1 Uk — 1—)\1—uk n )qSIukJrn =h hyfk-i-)\lSI 9
hy hy hy hy hy
avec
= [ @)ir(o)
Et de méme, pour k =np+i,i=2,...,N —1

)

2hy  hg hy, hy, ha h
A1 ( h + b + )\151) Up— )\2 Uk+1_/\2 Uk 1—>\2h U ) —A2S1Uk—n = hyhy frt+A2 10;
T Yy Y

Il ne reste plus qu’a traiter les coins des interfaces

—i=1,j=p k=n(p—1)+ 1. Dirichlet sous l'interface

3hy  hg hy

M —2+—=+A -2
1(’% +hy+ 231>Uk 1

2h
L U1 — AN Uk — A1 81U+ = Pzhy [+ A1 SI i+ —2A\1g;
ha hy by
—i=1,7j=p+1 k=np+ 1, Dirichlet, dessus de l'interface
3hy  hg h
Ao (hz + hfy + /\18[) uk_/\2i’w€+l )\2

Uk-m A2S1Uk—n = hahy fr+X25T y@ —|—2 y)\ggj
—i=n,j=pk=n(p—1)+n. Neumann, sous l'interface

A1 (ZI + ZZ + /\251) U — A1 Zwuk 1— A1 Zy = ALSTUEn = hxhykar/\lSI@Q.
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— i=mn,j=p+ 1,k =np+ n, Neuman, dessus de l'interface

h h h h h
Ao 44 = 1S Uk—Agiuk_l—)\giuk_;,_n—/\zS[uk_n = hxhy k+>\2517y0i.
hy hy hy hy 2

On a ainsi obtenu 2np équations a 2np inconnues. Notons que chaque équation fait
intervenir au plus 5 inconnues.
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2.1

2

Discrétisation en temps des
problemes paraboliques

Dans 'introduction, on a vu comme exemple type de probleme parabolique ’équation de la
chaleur instationnaire :

oyu — Au = f,

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1 de la fonction u, qu’on note O;u, ainsi que le
laplacien de u, Au, qui est un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace défini (en deux dimensions
d’espace) par Au = 02, u + agyu, ot 92, u désigne la dérivée partielle d’ordre 2 de u par rapport a
x. Pour que ce probléme soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontiere
de €2, et une condition initiale en ¢t = 0.

Dans la suite de ce chapitre, on va considérer ce probleme en une dimension d’espace seulement,
car c’est la discrétisation en temps qui nous importe ici. Au temps ¢t = 0, on se donne une condition
initiale ug, et on considere des conditions aux limites de type Dirichlet homogene. Le probléeme
unidimensionnel s’écrit :

Opu — 92,u =0, Vo €]0;1], Vt€]o,T],
u(z,0) = up(x), Vo €10;1], (2.1)
u(0,t) = u(l,t) =0, Vt€]o,T],

ou u(x,t) représente la température au point x et au temps ¢.

Propriétés du probleme continu et discrétisation espace-temps
On admettra le théoreme d’existence et unicité suivant

Théoréme 2.1 — Résultat d’existence et unicité. Si ug € C(]0;1[,R) alors il existe une
unique fonction u € C?(]0;1[x]0, T[,R) NC([0;1] x [0;T],R) qui vérifie (2.1).

On a méme u € C*(]0;1[x]0,T[,R) : c’est Ueffet régularisant de I'équation de la chaleur.

Proposition 2.1 — Principe du maximum. Sous les hypotheses du théoreme soit u la
solution du probléme (2.1));
1. si ug(x) > 0 pour tout x € [0;1], alors u(z,t) > 0, pour tout ¢ > 0, pour tout = € |0;1[;

2. [JullLee os1yxjo,7p < lwollzoeqosip-

Ces derniéres propriétés peuvent étre importantes par rapport au modele physique ; supposons par
exemple que u représente une fraction massique. Par définition de la fraction massique, celle-ci
est toujours comprise entre 0 et 1. La proposition nous dit que la quantité v donnée par le
modele mathématique supposé représenter la fraction massique d’une espece qui diffuse dans un
milieu, par exemple, est aussi comprise entre 0 et 1, des que la fraction massique initiale ug est dans
l'intervalle [0; 1] ce qui est plutét une bonne nouvelle : le modéle mathématique respecte les bornes
de la physique. Mais on ne peut pas en général calculer la solution de de maniere analytique.
On a recours a la discrétisation en temps et en espace pour se ramener a un systéeme d’équations de
dimension finie. Il est souhaitable pour la validité du calcul que la solution approchée obtenue par
la résolution de ce systeme, qui est supposée approcher une fraction massique soit aussi comprise
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2.2

2.2.1

2.2 Euler explicite 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

a tout instant entre 0 et 1. On dit souvent d’une méthode de discrétisation (ou d’un schéma de
discrétisation) qu’elle (ou il) est robuste ou stable s’il préserve les bornes imposées par la physique
(0 et 1 dans le cas de la fraction massique évoquée ci-dessus).

Pour calculer une solution approchée, on choisit pour l'instant de discrétiser par différences
finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc a se donner un ensemble de points t,,,
n=1,..., M de lintervalle |0, T[, et un ensemble de points x;, i = 1,..., N. Pour simplifier, on
considére un pas constant en temps et en espace. Soit h = 1/(N + 1) le pas de discrétisation en
espace, et k = T/M, le pas de discrétisation en temps. On pose alors t,, = nk pour n =0,..., M et
x; =th pour i =0,..., N + 1. Comme on a des conditions de Dirichlet homogenes, les valeurs de u
en zg = 0 et xx4+1 = 1 ne sont pas des inconnues. On cherche a calculer une solution approchée
du probléme (2.1) en calculant des valeurs uz(-n), i=1,...,Netn=1,...,M, censées étre des
approximations des valeurs u(z;,t,), i=1,...,N,et n=1,..., M.

Discrétisation par un schéma d’Euler explicite en temps

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire la premieére équation
de (2.1) en chaque point x; et temps t,, & approcher la dérivée en temps Oyu(x;, t,) par le quotient
différentiel :

u(@i, tng1) — u(@i, tn)
k )

et la dérivée en espace —92,u(x;,t,) par le quotient différentiel :

1
ﬁ(2u(zi,tn) —u(zi—1,tn) — u(@iyr1, tn)).

Remarque 2.2 — Autres discrétisations en espace. On a choisi ici une discrétisation en
espace de type différences finies en espace mais on aurait aussi bien pu prendre un schéma de
volumes finis ou d’éléments finis.

On obtient le schéma suivant :
NG 1

%jLﬁ(zuE") —u{™ — V) =0, i=1,...N, n=1,...,M, (2.2a)
W = uo(z), i=1,...,N, (2.2b)
u? =ulP), =0, Vn=1,...,M. (2.2¢)

Le schéma est dit explicite car la formule ([2.2a)) donne u" ™ de maniére explicite en fonction des

%

(u(n))i:17,,,)N. De fait, on peut réécrire la formule (2.2a) de la maniére suivante :

2

k
u = = x@2ul™ — W) - ugi)l) avec = e
Consistance
Définition 2.3 — Erreur de consistance, Euler explicite. Avec les notations du paragraphe

on pose ﬂgn) = u(x;,t,) la valeur exacte de la solution en x; et t,, du probléme (2.1) ; lerreur

de consistance du schéma (2.2)) en (z;,t,), notée Rg"), est définie comme la somme des erreurs de
consistance en temps et en espace :
Rgn) = Egn) + }A%Z(n), avec
(2.3)
a§n+1) —(n) 2a(n) _ _gn) _(n)

n —u; S(n i U; 1 — U
RE ) = A — Owu(zmi, t,) et RZ(- ) — —02, u(zi ty) — 2 ! +1
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2.2.3

2.2 Euler explicite 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

Proposition 2.4 — Consistance, Euler explicite. Le schéma (2.2)) est consistant d’ordre 1
en temps et d’ordre 2 en espace, c’est-a-dire qu’il existe C' € Ry ne dépendant que de u tel que

Perreur de consistance R(™) = (Rg"), e Rg\?))t définie par (2.3) vérifie

IR™| = max |R™|<C(k+h?). (2.4)
i=1,..,N' "

Démonstration. On a vu lors de I’étude des problémes elliptiques que ’erreur de consistance en espace ﬁin)

est d’ordre 2 [formule ] Un développement de Taylor en temps donne facilement que }sz") est d’ordre 1
en temps. .

Stabilité
Par la proposition la solution exacte vérifie
[ull o go;1pxj0.77) < llwollzee(os1p

Nous allons voir que si I'on choisit correctement les pas de temps et d’espace, on peut avoir
I’équivalent discret sur la solution approchée.

Définition 2.5 — Stabilité d’un schéma de discrétisation temps-espace. On dit qu’'un
schéma est L>°-stable si la solution approchée qu’il donne est bornée en norme infinie, indépendam-
ment du pas du maillage.

Proposition 2.6 — Stabilité, Euler explicite. Si la condition de stabilité

k 1
Sy (2:3)
est vérifiée, alors le schéma ([2.2) est L>°-stable au sens ou :
(n)
max |u; | < ||w .
=1, 0N ‘ i | X ” 0”00
n=1,....M
Démonstration. On peut écrire le schéma sous la forme
ugn+1) = uz(.n) — A(?ugn) — uz(.:l)l - ugi)l)
soit encore :
uEnJrl) =(1- 2/\)u§"> + /\uz(.ﬁ)l + )\ugi)l.
Sio<A<1/2,onaA>0et1—2X>0, et la quantité uz(.n+1> est donc combinaison convexe de ugn), ugT_L)l

(n)

() Soit p™ =max;—1 N u,; ', on a alors :

i1
u§n+1) <@ =20 +2p™ £ 2™ vi=1,... N,

et u

et donc uEnJ"l) < (™. On a donc, en passant au maximum sur i que (™1 < 1™ On montre de la méme
maniére que

. 1 .
min u§n+ ) >  min ugn)
i=1,...,N i=1,...,N
P 1 . 1 . N .
On en déduit maxizl,m,N(ugnJr >) < max u? et mlnl-zlvl"]\;(ugnJr )) > min u? d’ott le résultat. .

Notons que la condition de stabilité est trés contraignante sur le pas de temps : en effet, pour
obtenir une bonne précision en espace, on veut pouvoir choisir un pas d’espace petit. .., mais du
coup on doit prendre un pas de temps “tout petit”, puisque le pas de temps doit étre de ’ordre du
carré du pas d’espace. Ceci engendre trop de temps calcul, de sorte que le schéma d’Euler explicite
est rarement utilisé pour les problemes paraboliques dans les codes industriels.

Convergence
Définition 2.7 — Erreur de discrétisation. Soit u la solution excate du probléme (2.1]) et
(u(n))”zl’“‘]@M la solution du schéma Euler explicite (2.2). Pour i =1,...Net n=1,...,M, on

7 i=1,...
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note ﬁgn) = u(x;,t,) et on appelle erreur de discrétisation au point (x;,t,) la quantité

(n)

n _ ~(n)
e =1u;  —u

L’erreur de discrétisation associée au schéma ([2.2)) est alors

le™lo = masx_[ef")].
Théoréme 2.2 — Convergence du schéma d’Euler explicite. Sous les hypotheses du théo-
réme et sous la condition de stabilité (2.5), il existe C € Ry ne dépendant que de u tel

que
eV < €D oo + TC(k+h?)  Vi=1,...,N, n=0,...,M—1.

Ainsi, si ||e§0) lloo = 0 alors max;—1_.n ||e§”) || tend vers 0 lorsque k et h tendent vers 0 pour tout
n=1,... M. Le schéma (2.2)) est donc convergent.

Démonstration. On a donc, par définition (2.3 de 'erreur de consistance,

_(n+1 _ =(n) _ =(n) _ ~(n)
ug" ) uﬁ") " 2“in - “: - uiil — pm
k h2 I
D’autre part, le schéma numérique s’écrit :
+1 (n) (n) (n)
ugn ) _ ugn) N 2u; " —u; ) — Uiy —0
k h? '

La différence des deux équations précédentes donne :
+1 (n) (n) (n)
ez(n ) _ el(.n) N 2, —ey — ey R
k h? S

soit encore (") = (1— 2)\)61@) + )\egi)l + )\egi)l + kREn) ;or (1— 2)\)e£n) + )\egi)l + )\egi)l < Jlel™ || car

i

A < 1/2 et donc, grace A la consistance du schéma (‘inégalité (2.4)) on a :
e V< ™ oo + KO + h2).

On a donc par récurrence |[e(® 1) ||oo < ||€(®]| 00 + MEC(k + h?) ce qui démontre le théoréme. .

2.2.4 Exemple de non convergence

Montrons que si la condition de stabilité (2.5), i.e. A\ < 1/2, n’est pas respectée, on peut
construire une condition initiale pour laquelle le schéma n’est pas stable.

Soit ug € C([—1;1],R) qui vérifie : uo(x)
uo(x) =0
up(z) #0 size]-1;-14¢]
up(x) =0 six>—-1+¢ \
Un exemple de fonction qui vérifie ces condi- : . : z
tions est représenté sur la figure ci-contre. 1 —l4e¢ 1
On considere le probleme :
ou— 02 u=0 Vze]-1;1] Vt>0
u(z,0) = up(x) Ve el]-1;1] (2.6)

u(l,t) =u(-1,t) =0 VE>0

On peut montrer que la solution exacte u de (2.6)) vérifie u(x,t) > 0,Vx € |—-1;1[,Vt > 0. En
particulier, pour un temps 7' > 0 donné, on a u(0,7") > 0. Soit M € N et k = T/M. Soit ugn) la
solution approchée par (2.2)), censée approcher u(x;,t,) (i € {—N,...,N},n € N). On va montrer

que u! = 0 pour des pas de temps k et h ne respectant pas la condition (2.5)) ; ceci montre que le

schéma ne peut pas converger. Calculons u}! :

udt = (1= 20w~ + M !
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Donc u}! dépend de :
u™=Y gur [—~h;h]

u™=2 sur [~2h; 2A]

u® sur [~Mh; Mh] = [-Th/k;Th/k|

Par exemple, si on prend h/k = 1/(2T) on obtient [-Th/k;Th/k] = [-1/2;1/2], et donc, si
e < 1/2, on a u}! = 0. On peut donc remarquer que si h/k = 1/(2T), méme si h — 0 et k — 0,
ud! = 0 ne tend pas vers u(0,7) > 0 lorsque m — +00. Le schéma ne converge pas ; notons que ceci
n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence puisqu’ici, la condition k/h? < 1/2
n’est pas satisfaite.

Stabilité au sens des erreurs d’arrondi

On considere le schéma d’Euler explicite pour I’équation (2.1). On rappelle que ﬂgn) désigne

la solution exacte du probléme continu (2.1)) en (x;,¢,). Soit (uin))?:ﬁﬁ‘."'j\,M la solution du schéma

Euler explicite (2.2)). On désigne enfin par (vfn))?;l’"::']’vM la solution effectivement calculée par
Pordinateur, qui est différente de (ugn))?::fj'_'_']’vM en raison des erreurs d’arrondi de l'ordinateur

utilisé pour les calculs. On peut écrire :
al(n) _ )

o™ — @™ — M oy ),

i i
On a vu (théoreme [2.2) que I'erreur de discrétisation e!™ = @™ — u{™ tend vers 0 lorsque h et k
tendent vers 0, sous condition de stabilité (2.5), c’est-a-dire A < 1/2. Pour contréler l'erreur entre la

. n =1,....M , . s . n =1,....M
solution (ug ))?:1 % du schéma (2.2)) et la solution numérique obtenue (vl( ))?:1 %, on cherche
a estimer 'amplification de ’erreur commise sur la donnée initiale en raison des erreurs arrondis.
Le schéma (2.2) peut s’écrire sous la forme UM™Y = ANU™) | ott Ay est une matrice réelle carrée

d’ordre IV, souvent appelée matrice d’amplification, qui est définie par .

[1—2\ A 0 e 0 7
A 1—-2x A :
Ay = 0 0 (2.7)
: . A 1—-2X A
L0 .0 X 1—2)]
Définition 2.8 — Stabilité au sens des erreurs d’arrondi. Supposons que l'on commette

une erreur €¥ sur la condition initiale. La nouvelle condition initiale u°, s’écrit donc @° = u® 4 £°.

A cette nouvelle condition initiale correspond une nouvelle solution calculée (™ = u(™) + (™), On

dit que le schéma est stable au sens des erreurs d’arrondi s’il existe C' > 0 indépendant de n tel que
8(”) g 08(0).

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma (2.2)) soit stable au sens des erreurs
d’arrondi. Pour cela, on aura besoin du petit lemme d’algébre linéaire suivant.

Lemme 2.9 — Valeurs propres du laplacien discret unidimensionnel. L’ensemble VP (K )
des valeurs propres de la matrice Ky définie par

(2 -1 0 ... 0]

-1 2 -1 :
Ex=10 . " " (28)

-1 2 -1

L0 0 -1 2]
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est donné par :

Ky) = {dsin? 2" i—1....N
VP(N) = {asin® 5 = L )

Démonstration. Les valeurs propres de K peuvent se calculer a partir des valeurs propres de 'opérateur
continu ; commencons donc par chercher u solution du probléme au valeur propre continu :

—u" 4+ ou=0,
{u(O) =u(l)=0.
Cherchons u(z) sous la forme :
u(z) = acosv/az + bsin Vazx
Comme u(0) = 0, on a a = 0. De méme, u(1) = Bsiny/a = 0 et donc y/a = kx. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de 'opérateur continu sont donc (k27r2, sin sz) ke N*. Pour k=1,...,N, soit
v(F) € RV tel que quk) = sin kmih. Calculons K nyv(*) :
(o), = o8, 4 2o ol
et donc
(Knv®)); = —sinkn(i — 1)h + 2sin knih — sin k(i + 1)h.
En développant, on obtient
(Knv®)); = — sin krih cos(—kmwh) — cos kmih sin(—kmh) 42 sin kmwih —sin krih cos kwh — cos krih sin krh.
Apres simplification, il vient (Kyv®)); = —2sin kmrih(—1 + cos kmh). Or, coskrh = 1 — 2sin? % On a
donc (Knv(®)); = 2sin krih x (2sin? %) = 4sin? kg—h(v(k))i, Vk=1...N.Onah = Nil’ et donc les
valeurs propres de K s’écrivent puj, = 4sin? %, k=1,...,N. .

On peut maintenant démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.10 — Stabilité au sens des erreurs d’arrondi, Euler explicite. On suppose
que A = k/h? < 1/2. Alors le schéma (2.2)) est stable au sens des erreurs d’arrondi.

Démonstration. Soit donc une condition initiale perturbée w(® = w(® + ¢(® 3 laquelle on associe une
nouvelle solution calculée (™ = u(®) + (™), On a (™ = A’]Qs(o), ol Ay est la matrice d’amplification

définie par (2.7). Comme Ap est symétrique, Ay est diagonalisable dans R. Soient p1,...,un les valeurs
propres de Ap, et e1,...,en les vecteurs propres associés, c’est-a-dire tels que Aye; = pie;,Vi=1,...N.
Décomposons la perturbation £(°) sur la base des vecteurs propres :

N N

5(0) = Zaiei, et donc A7V€(O) = Zaiﬂ?ei = E(n)'
i=1 i=1

Si on prend par exemple : e = a;e;, on obtient e = a;pjre;. 11y a diminution de I'erreur d’arrondi sur
e g
sup |u| < 1.
i=1...N
c’est-a-dire si p(An) < 1 ot p(An) désigne le rayon spectral de A. Calculons p(An). On écrit Ay = I —AKn
ou Ky est la matrice symétrique définie positive, définie par : Soit VP(An) 'ensemble de valeurs propres
de A. Alors VP(AN) = {1 — Ap,p € VP(Kn))}. Or d’apres le lemme VP(Kpy) = {4sin? ﬁ,j =

1,...,N}. Pour que e < €9 il faut donc que :

j 1
sup |1 —4\sin? L\ <1 & asin2 2T <~
j=1,....N 2(N +1) 2(N+1) 2

Une condition suffisante pour avoir une diminution de 'erreur est donc que A < 1/2. .

2.2.6 Stabilité au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumannﬂ consiste a étudier 'impact du schéma sur un
mode de Fourier isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solution du probléme continu,
on remplace les conditions de Dirichlet homogeénes du probleme par des conditions périodiques,
et pour alléger les notations, on considére Uintervalle ]0; 27| comme intervalle d’étude en espace
plutdt que Vintervalle 0;1]. .

1. John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physicien américain d’origine hongroise, a apporté d’im-
portantes contributions tant en mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle, en théorie des ensembles, en
informatique, en sciences économiques ainsi que dans beaucoup d’autres domaines des mathématiques et de la
physique. Il a de plus participé aux programmes militaires américains.
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Remarque 2.11 — Attention, complexes. ... Ici et dans tout le paragraphe on travaille
avec des nombres complexes car on utilise 'analyse de Fourier. On va donc utiliser des fonctions
de R a valeurs dans C ; en particulier, la notation 7 ne peut plus étre utilisée comme indice des
inconnues de discrétisation, car i désigne dans toute cette section le complexe imaginaire pur tel
que i2 = —1 ; on notera donc j I'indice de discrétisation en espace.

Probléme continu avec conditions aux limites périodiques On considére le probleme avec
conditions aux limites périodiques et donnée initiale uy € C([0;27],C) (attention : ug est donc a
valeurs dans C)

Opu — 92,u =0, vt €]0,T7, Vo €]0; 27, (2.9a)
u(0,t) = u(2m,t), vt €]0,T7, (2.9b)
u(zx,0) = ug(x). (2.9¢)

Le probléme ([2.9)) est bien posé, au sens oli, commeon suppose que uy € C([0; 2], C), il existe
une unique u € C%(]0;27[x]0,T[, C) solution de . De plus ug € LZ(]0; 27[). On rappelle que
I'espace L% des fonctions mesurables de R a valeurs dans C est un espace de Hilbert ; une base
hilbertienne de L2(]0; 27r[)E| est la famille {¢,, p € Z}, ol ¢, est le p-ieme mode de Fourier défini
par

Pp R — C,
z > P

On décompose donc la condition initiale dans cette base hilbertienne : ug = >_ 7 ¢,(0)¢, (au

sens de la convergence dans L?). Dans un premier temps, calculons formellement les solutions
de (2.9) sous la forme d'un développement dans la base hilbertienne : u(x,t) = > 7 cp(t)Pp(2).
En supposant qu’on ait le droit de dériver terme a terme, on a alors :

Opu(x,t) Zc e'PT ot 82 Zc p? ePT

PEL PEL

En remplacant dans 'équation (2.9a]), on obtient : ¢, (t) = p®c,(t), c’est-a-dire, en tenant compte

de la condition initiale, ¢, (t) = ¢,(0) e?’t. On a donc finalement :

=Y cp(0)er e, (2.10)

PEZ

Justifions maintenant ce calcul formel. On a : Zpez|cp(0)|2 = [Ju’)|2: < +o0. De plus, en
dérivant terme & terme, on obtient : du — 2, u = 0. La condition de périodicité est bien
vérifiée par u donnée par . Enfin on a bien u(x,t) — ug(z) lorsque ¢ — 0, donc la condition
initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a amortissement des coefficients de Fourier ¢,(0)
lorsque ¢ croit, c’est-a-dire qu’on a ¢,(t) < ¢,(0), Vt > 0.

Discrétisation du probléme Si on utilise le schéma d’Euler explicite, pour la di_scrétisation de
[2-9) avec comme condition initiale le p-itme mode de Fourier : u’(z) = 1, (x) = €""* pour p € Z
fixé, on obtient
ulmt = (1 2)\) )4 /\u —|— Al avee A = k/h? (2.11a)
i = L =F/ :

u(;(as) = eI pour j=1,...,N avec h = 27/(N +1) (2.11b)

2. Soit H un espace de Hilbert, (vp)pcz est une base hilbertienne de H si (¢p)pez est une famille orthonormée
telle que Vv € H, 3(vp)icz CR ;v = ZpEZ vpYp au sens de la convergence dans H, avec vp = (z,¢p) ou ( +, )
désigne le produit scalaire sur H.
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On a bien uf = ul ., =0, et uél) = (1 —2)\)eih ) ePU=Dh 4 )\ eiP(H+DR - donc u§-1) = eirih ¢,
avec
& =1—2\+ e " el
=1—-2X+2)\cosph
h
—1-2\+ 2/\(1 — 2sin? %)
. pm
=14\ 2(7) 2.12
sin (Y1 (2.12)

Le coeflicient ¢, s’appelle facteur d’amplification associé au p-ieme mode de Fourier v,. Il est facile
(n) .

alors de calculer u;

= gpu§.0),u§-2) = (fp)ng- ), et par récurrence sur n,u = (&) "u

On dit que le schéma est stable au sens de Von Neumann s’il conserve la proprlété d’amortissement
des modes de Fourier du cas continu, vu plus haut, c’est-a-dire si |§,| < 1 pour tout p € Z. Pour
cela, il faut et il suffit que

1
—1<1—-4X sinz(NLL) < 1, cest-a-dire A < 3

Une condition suffisante pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann est donc que
A < 1/2 (on rappelle que A = k/h?) ; c’est la méme condition que pour la stabilité au sens des
erreurs d’arrondis et au sens de la norme L*°.

Convergence du schéma avec la technique de Von Neumann Soit u € C2(]0; 27[x]0, T[, C)
la solution exacte de (2.9)) ; on a donc
u(jh, nk) Z ¢p(0 _pznkei”jh
pEL
ot h =27 /(N + 1) est le pas de discrétisation en espace et k = T/M le pas de discrétisation en
temps. Soit u(n) Papproximation de u(jh,nk) obtenue par le schéma d’Euler explicite (2.11) ; on a

g") > pez cp( )(&p)™ €I et on cherche & montrer la convergence de la solution approchée vers

la solution exacte au sens suivant :

Proposition 2.12 — Convergence par la technique Von Neumann. Soient ug = Zpez cn(0)p,

u la solution du probléme (2.9)), et ( (") ,j=1,...,N,n=1,..., M) la solution approchée obtenue
par le schéma d’Euler explicite |D On suppose que

> " lep(0)] < +oo. (2.13)

PEL

On alors la majoration d’erreur suivante :

, alors |u(jh,nk:)—u§-n)\ <&Vj=1,...,N¥Vn=1,..., M.

DN | =

k
Ve >0, dn >0 tel que si k < ﬁg

Démonstration. Pour alléger les notations, on va montrer le résultat pour n = M. Le résultat pour tout
n < M se déduit facilement en remplacant dans la démonstration M par n et T = kM par t, = kn.

On pose egM) = u(jh, kM) — ui.M). Par I’hypotheése (2.13), pour tout £ € R+, il existe A € R tel que
2Z|p‘2A lep(0)] < e. On écrit alors :

e = N " ()T eI 4N ep(0)(e T - ghh)etrn,
|pI<A Ip|>A

On a donc :

2
|e§-M)| < xM) 4o Z lep(0)] < XM 4 2¢, avec XM) = Z lep(0)|]le P T —fII,V[\
lp[>A lpl<A
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2.3.1

2.3 Euler implicite et Crank Nicolson 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

Montrons maintenant que X(M) — 0 lorsque h — 0. On a vu que Ep =1 —4X sin? %. Or, sin? % =

# +O(h*) et A= % On a donc 4\ sin? % = p?k + O(kh?), et on déduit que
T
= —1In

T/k
&)M = (1 — 4\sin? %) et donc Ing) = . (1 — 4\sin? %) = —Tp? + O(h?)

2
Il s’ensuit que 5{,\4 — e P T lorsque h — 0. Tous les termes de X tendent vers 0, et X est une somme finie;
(

- , M
on a donc ainsi montré que e; ) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. .

Remarque 2.13 On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homogeéne sur
[0;1], en effectuant le développement de u par rapport aux fonctions propres de 'opérateur "
avec conditions aux limites de Dirichlet : u(z,t) = ¢, (¢) sin(nwz). L’avantage du développement
en série de Fourier est qu’il fonctionne pour n’importe quel opérateur linéaire, sans avoir besoin
de la connaissance de ses fonctions propres, a condition d’avoir pris des conditions aux limites
périodiques.

Schéma implicite et schéma de Crank-Nicolson

Le 0-schéma

Commengons par un petit rappel sur les équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse
numérique de licence). On considére le probléme de Cauchy :

y'(t)=fly@t) t>0
y(0) = o
Soit k un pas (constant) de discrétisation, on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite
pour la discrétisatision de ce probleme s’écrivent respectivement :
y( D) — ()

Euler explicite : — = fy™), n>o0, (2.14)

(n+1) _ y(n)
k

avec () = yy. On rappelle également que le f-schéma, ot # est un parameétre de I'intervalle [0;1]
s’écrit :

yUt ) =y 4 kO (D) + k(1 - 0)f(y™).

Remarquons que pour 8 = 0 on retrouve le schéma explicite et pour 8 = 1 le schéma
implicite . On peut facilement adapter le f-schéma a la résolution des équations paraboliques.
Par exemple, le #-schéma pour la discrétisation en temps du probléme , avec une discrétisation
par différences finies en espace s’écrit :

Euler implicite : = f(y("H)), n >0, (2.15)

aD g2l 4l ) (1= o) (20l + ™) + )

i _ i+1 i+1 S
3 = 2 t + % e n=0,i=1,...
ugo):uo(xi) 1=1,...,N,
ug") = u%ﬂl =0,Vn > 0.
(2.16)

Si 8 = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite; si # = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas ou

6 = 1/2 ce schéma s’appelle schéma de CrankﬂNicolsonEl Notons que dés que 6 > 0, le schéma est
. .. N s s . .. (n+1) . (n)
implicite, au sens ot on n’a pas d’expression explicite de u; en fonction des u; .

3. John Crank, 6 février 19163 octobre 2006, mathématicien britannique
4. Phyllis Nicolson, 21 Septembre 1917—6 Octobre 1968, mathématicienne britannique
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2.3 Euler implicite et Crank Nicolson 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

2.3.2 Consistance et stabilité

Proposition 2.14 — Consistance du 6-schéma. Le 6 schéma ([2.16]) pour la discrétisation du
probléme (2.1)) est d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps si § = 3, et d’ordre 1 sinon.

Démonstration. On pose U} = u(zj,tn),h = L. Comme dpu(xj,tn) + 02,u(zj,tn) = 0, on a par

N+1-
définition de ’erreur de consistance :

) _ 1 1) _ )y, O o)) (1) _ Dy L L0 ) () _(n)
B = 2@ — g™+ o5 (Y - atY - aY) + o (22 + )+ )

On va montrer, en effectuant des dévelopements limités, que :

<Ck+h%)si0#1L, et ’R;")

(n) g1
‘Rj SC(k?+h?)sib=3.

Dans ce but, décomposons Rg.n)
R;.") = T].(n) + 9XJ<.H+1> +(1 - 9)XJ<.n>, avec

ﬁ(n+1) _ ﬁ§,n)

(n) _ 73

nsm

(1) _ 1 _(nt1) | (n+1) | (n1)
Xj —ﬁ(f2ui +a;_y 7 Uy ),

(ny _ 1 —(n) | —(n) | —(n)
Xjn = ﬁ<—2uin +u£1+uiil>.

Effectuons un développement limité pour calculer Tj(") :

n k
T\ = (9yu) (), tn) + 2 @F)(j tn) + R1 avec |Ra| < O,

x(nt
J

Faisons de méme pour ;

XJ(.n+1) = 82, u(xj,tnt1) + Ra avec |Ra| < Ch2.

Or
B2 u(xj tni1) = B2 u(xj, tn) + kIS u(zy, tn) + Rs avec |R3| < Ck?,
et donc
XY = (2, u(zj, tn) + +kO2,pu(xj,tn) + Ra) avec |Ra| < C(h? + k?).
De méme pour X](.n)7 ona :
XJ(") = Ozzu(xj,tn) + Rs, avec |Rs| < CK2.
En regroupant, on obtient que
n k
R = 0puay, tn) + S 0Fulej tn) + 002wy, tn) + kR Ju(es, tn) + (1= 0)0Fulzs, tn) + R,
avec R = R1+0R4+(1—0)Rs et R < C(k%2+h2). Mais Opu(zj, tn)+02,u(z;,tn) = 0 et donc 92 u(z;, tn) =
—8%u(zj,tn). On en déduit que
n 1
R = dyu(xj, tn) + k(5 = 0)0Fu(x, tn) + O2pules, tn) + R,

Le schéma est donc d’ordre 2 en temps et en espace si § = 1/2. Si 0 # 1/2 on a un schéma d’ordre 2 en
espace et d’ordre 1 en temps. .

Proposition 2.15 — Stabilité au sens de Von Neumann.

— Si 6 > 1/2, le 6-schéma est inconditionnellement stable. En particulier, les schémas d’Euler
implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement stables.

— Si 6 < 1/2, le schéma est stable a condition que : A < ﬁ.

On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est stable que si A < 1/2.

Démonstration. On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur [0;1] par des conditions périodiques

2 .
sur [0;27]. La solution exacte sécrit alors u(z,t) = Z cp(0) e~ Pt eiP?  Prenons comme condition initiale

pEL .
le p-iéme mode de Fourier : ug = vp, c’est-a-dire up(z) = e?*. On a :
(n+1) (n) _ k (n+1) (n+1) (n+1) (n) (n) (n)
ujn — ujn =2 (70(2ujn — ujril — ujil )—(1-— 0)(2ujn — ujil — “jil))

ce qui s’écrit encore, avec A = k/h? :

(1 +20ul 200D — Agu{TTY = (1 - 221 - 0)ul™ + A1 — 0l + A1 - 0)ul),.
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2.3 Euler implicite et Crank Nicolson 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

(0)

En discrétisant la condition initiale ug, on obtient u; = eIl et on cherche le facteur d’amplification &p tel
que ug.l) = £pu§o) =& eIt en appliquant le schéma ci-dessus pour n = 0, on obtient :
(14 2X0)Ep — A& [e™ PR 4 PR = [1 — 2X(1 — 0)] + A(1 — 0)[e PP 4 PP
et donc :
1—2X(1—0)+2X(1—0)cosph 1 —4X(1 —0)sin? ph/2
= (1 +2X0) — 2Xcosph T 11 aMsin? R

Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il faut que |£,| < 1 pour tout p ; comme
1+ 4\0sin? ph > 0, il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

1 — 4X(1 — 0) sin? ’;h <1+ a0sin2 21, (2.17)
ph h
AN(1 = O)sin® B — 1 < 1+ 420 sin’ p2 (2.18)
L’inégalité (2.17) est toujours vérifiée. En ce qui concerne I'inégalité (2.18)), on distingue deux cas :
1. Sif>1/2alors 0 <1—0 < 0 et dans ce cas (2.18) est toujours vraie.
2. Sif < 1/2, on veut que :
h h 1 AN
4)\((1 — 0)sin? Ph psin2 P ) < 2, soit encore A < — ((1 — 20) sin? p—) .
2 2 2 2
1
Une condition suffisante est donc : A < —— si 0 < —.
2(1 — 26) 2
2.3.3 Convergence du schéma d’Euler implicite
Prenons 8 = 1 dans le 6-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :
n+1) (n+1) (n+1) (n) o 2
(1+2\)u; —Au;y = Augyy ) =y avec A = k/h%. (2.19)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann. On va montrer
de plus qu’il est inconditionnellement L°°-stable :

Proposition 2.16 — Stabilité L>* pour Euler implicite. Si (ugn))

schéma (2.19)), alors :

j=1,...,N est solution du

max u§n+ ) < max ugn) < max u;o) (2.20)
J J ; j :
de méme :
min "™ > min « > min «” (2.21)
j=1,..,N 7 j=1,...,.N 7 j=1,...N J

Le schéma ([2.19)) est donc L stable.

Démonstration. Prouvons l’estimation -7 la preuve de || est similaire. Soit jo tel que u(n+1)

max u(n+1) Par définition du schéma d’Euler implicite (2 , on a :
j=1,...,N

(n) (n+1) (n+1) (nt+1) _  (n+1) (n+1) _ (n+1) (n+1) GRS (n+1)
= (20w ™ = Ao 77 = dugd = gt A g, Ujo—1 )+ Ay Ujot1 ) 2 U

(n)

P . 1
On en déduit u(.o+ ) <max;—i,.. N u; ', ce qui prouve que max;—i,... N u§n+ ) <maxj—1,.. N ug ). Donc

le schéma est L°° stable. .
Théoréme 2.3 — Convergence, Euler implicite. Soit e(™ = (e§“),...,e§$)) Perreur de

discrétisation, définie par e( ™ = = u(z;,tn) — ( )

(ugn))j:1,___71v solution du schéma ([2.19)). Alors
M

pour j = 1,..., N, avec u solution de (2.1]) et

n=1,...,
e oo < e oc + TC(k + h?)

Si |9 o = 0, le schéma est donc convergent d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
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2.4 Exercices 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

Démonstration. En utilisant la définition de I’erreur de consistance, on obtient :
(n+1) (n) (n) _ (n) (n)
(1+2X)e; —Ae;p — ey =€ +RR,
et donc [|e("t1D) || o < ||e(™ |00 + kC(k + h2). On en déduit, par récurrence sur n, que
eV log < [le@loc + TC(k + h2),

ce qui montre la convergence du schéma. .
On peut montrer que le schéma saute-mouton
(n+1) _  (n—1) (n) _ o, (n) (n)
u; u; _ Y 2u; 4wy
2k h?
est d’ordre 2 en espace et en temps [exercice . Malheureusement il est aussi inconditionnellement

instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma de Dufort-Frankel,
qui s’écrit :

(n+1) (n—1) (n)
u; —uy _ u;

2k h?

Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable [exercice [33].

(n+1) (n—1) (n)
—y Ay ) tuih

Remarque 2.17 — Cas de la dimension 2. Soit £ un ouvert borné de R?, on considére le
probléeme suivant :

Ou—Au=0 z€Q te€]0,T]
u(z,0) =up(z) z€Q
u(z,t) =g(t) x€0Q Vte€]o,T|

Si le domaine est rectangulaire, ce probleme se discrétise facilement a I’aide de 6 schéma en temps
et de différences finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme
dans le cas 1D, la consistance, la stabilité, la L stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann.

Exercices

Enoncés
Exercice 25 — Existence de solutions “presque classiques". Soit ug € L?(]0;1[). On
s’intéresse au probleme :
du(z,t) — 02, u(x,t) =0, x€]0;1], teRY,
u(0,t) = u(l,t) =0, teRY, (2.22)
u(z,0) = up(x), x €]0;1].
1. On définit w: [0;1] x R} — R par :
u(z,t) = Z e g, sin(nmz) xe€[0;1] teRY,
neN*
avec :

/0 1 up() sin(nmz)de

i
/ sin?(nnx)dr
0
Montrer que u est bien définie de [0;1] x R% dans R et est solution de ([2.22]) au sens suivant :
u e C™([0;1] x RT,R)
Opu(x,t) — 92, u(x,t) =0 Ve e [0;1] VteR%
u(0,t) =u(l,t) =0 vVt € RY

lim fJu( ) = wollz2 o1y — O

Ay =

(2.23)
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2.4 Exercices 2. PROBLEMES PARABOLIQUES

2. Montrer qu'il existe une unique fonction u solution de (2.23)).

Exercice 26 — Discrétisation par différences finies. Soit ug € C(]0;1[). On s’intéresse au
probleme :
Opu(w,t) + Opu(z,t) — 02, u(z,t) =0 x€l]0;1] t€)0,T|
w(0,t)=a W' (1,t) =0 te Ry (2.24)
u(z,0) = up(x) x €10;1]

avec T > 0, a et b € R donnés.

Ecrire une discrétisation espace-temps du probléme avec le schéma d’Euler explicite en
temps et par différences finies avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré
amont pour le terme d’ordre 1 dyu(z,t).

Exercice 27 — Exemple de schéma non convergent. Soit ug € L?(]—4;4[). On note u
I'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de 1’exercice précédent) du probléme
suivant :

Opu(w,t) — 02 u(z,t) =0 x€]-4;4] t€]0;1]
u(—4,t) =u(d,t) =0  te]o;1] (2.25)
u(z,0) = ug(x) x €]—4;4].
On sait que la solution de (2.25) est de classe C*° sur [—4,4]x]0, 1] (voir exercice précédent). On
admettra que si ug > 0 p.p. sur |—4;4[ et ug # 0 (dans L?(]—4;4])) alors u(z,t) > 0 pour tout
x € ]—4;4] et tout ¢ €]0,1].
On suppose maintenant que ug € C([—4,4],R), ug(—4) = ug(4) = 0, ug = 0 sur |—4; 4], ug nulle
sur [—3,4] et qu’il existe a €] — 4, —3] t.q. ug(a) > 0. On a donc u(z,t) > 0 pour tout = € |—4;4].
Avec les notations du cours, on considére la solution de (2.25) donnée par le schéma d’Euler
explicite ([2.2)) avec le pas de temps k = 1/(M +1) et le pas d’espace h = 8/(N +1) (M,N € N*, N
impair). La solution approchée est définie par les valeurs u}" pour i € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2}
et n € {0,...,M +1}. La valeur u} est censée étre une valeur approchée de @}’ = u(ih,nk).
1. Donner les équations permettant de calculer u}" pour i € {—(N + 1)/2,...,(N + 1)/2} et
ne{0,...,M+1}.
2. On suppose maintenant que k = h. Montrer que u’ =0 pour i > 0 et n € {0,...,M +1}. En
déduire que max{|uMtt — @M i€ {—(N +1)/2,...,(N +1)/2} ne tend pas vers 0 quand

i

h — 0 (c’est-a-dire quand N — o00).

Exercice 28 — Schémas explicites centré et décentré. Soient o > 0, u > 0, T > 0 et
ug : R = R. On s’intéresse au probléme suivant :
Ou(w,t) + adyu(w,t) — pd2 u(z,t) =0 = €]0;1] ¢ €0, T
uw(0,¢) = u(1,¢) =0 t €]0, T (2.26)
u(z,0) = up(x) t€]0;1]
On rappelle que d;u = Ou/dt, Oyu = Ou/dx et 02, ,u = 0%u/dx%. On suppose qu'il existe u €
C*4([0;1] x [0;T)) solution (classique) de (2.26) (noter que ceci implique ug(0) = ug(1) = 0). On
pose A = min{ug(z), z € [0;1]} et B = max{ug(x), x € [0;1]} (noter que A < 0 < B).
On discrétise le probleme (2.26). On reprend les notations du cours. Soient h = 1/(N + 1) et
k=T/M (N, M € N*).
1. Propriétés de la solution de (2.26]).
(a) Montrer que A < u(x,t) < B pour tout (z,t) € [0;1] x [0;T] [Pour montrer u(z,t) < B,
on pourra, par exemple, multiplier la premiere équation de (2.26]) par ¢(u) et integrer sur
[0;1] x [0;77], avec ¢ € CH(R,R), p(s) =0si s < Bet ¢/(s) > 0si s> B]. En déduire que
Hu('vt)”L‘”(}O;l[) < ||UOHLOO(]O;1[) pour tout t € [0 ; T]
(b) Montrer que ||u(.,t)|[z20;17) < [[uollz2qo;1p) pour tout ¢ € [0;T7.
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2. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (2.26), on considére le schéma
suivant :

n+1 n n n n n n
U T Uy auf —u ) M(Ui+1 —2u} +uj ) .
3 + 5 — % =0 ¢=1,...,N n=0,... M—1
uy = upyq =0 n=1,...,M
ud = ug(ih) i=0,...,N+1.

(2.27)

On pose @' = u(ih,nk) pour i =0,...,N+1letn=0,..., M.

(a) Consistance. Montrer que lerreur de consistance du schéma ([2.27)) est majorée par Cy(k+h),
ou C ne dépend que de u, T, « et p.

(b) Stabilité. Sous quelle condition sur k et h (cette condition peut dépendre de « et p) a-t-on
A < ul < B pour tout ¢ € {0,...,N + 1} et tout n € {0,..., M} ? Sous cette condition,
en déduire [|u"|loo < |luollzeqo;1p pour tout n € {0,..., M} (avec ||u"||oo = max{|uf],
1€{0,...,N+1}})

(c) Estimation d’erreur. On pose e = u}' — u?. Sous la condition sur k et h trouvée précédem-
ment, montrer que |e}'| < Ca(k + h) pour tout ¢ € {0,...,N + 1} et tout n € {0,..., M}
avec C5 ne dépendant que de u, T, « et p.

3. Schéma explicite centré. On change dans le schéma (2.27) la quantité (a/h)(ul — ul ;) par

(/2h)(uiyy — uiy).

(a) Consistance. Montrer que l’erreur de consistance est maintenant majorée par C3(k + h?),
ou C3 ne dépend que de u, T, « et p.

(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (2.27)).

Exercice 29 — Schéma implicite et principe du maximum. Cet exercice est le pendant
instationnaire des exercices |§| et @ il est donc utile d’avoir effectué ces deux exercices avant celui-ci.

1. Forme non conservative — Soient 7' > 0, v € C'([0;1],R4), a,b € R et ug € C([0;1]). On
considere le probleme d’évolution suivant :
Ou(w,t) — 02, u(z,t) +v(2)dpu(z,t) =0, =€]0;1], t€]0,T],
u(0,t) = a, u(1,t) =b, t €]0,T7, (2.28)
u(,0) = uo(x),
dont on cherche a approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de

I’exercice [p| pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma d’Euler implicite en
temps avec un pas de temps uniforme k = % ou P>1.

(a) Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U =

(ugp))izlw‘N,pzlw,p, ou ugp) est censé étre une approximation de u(x;,t,), ou t, = pk,p =

0,...,P.
(b) Montrer que

min(min ug, min(a, b)) < ugp) < max(max ug, max(a, b)) i

[051] [051]

I
—

(2.29)

2. Forme conservative — Soit T' > 0, et up € C(]0;1]). On considére maintenant le probléme
d’évolution suivant :

opu(z,t) — 02 u(z,t) + 0y (vu)(z,t) =0, = €]0;1[, t€]0, T,
u(0) = a, u(1) =0,
u(z,0) = up(x).

dont on cherche & approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma

de la question 2 de l'exercice [] pour la discrétisation en espace, et on discrétise par le schéma

d’Euler implicite en temps avec un pas de temps uniforme k = % ou P>1.
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(a) Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet une solution qu’on notera U =
() ()

(u;”")i=1,..Np=1,.,p, OU u; ~ est censé étre une approximation de u(x;,t,), ou t, = pk,
p=0,...,P.
(b) Montrer que sia >0, b > 0 et ug > 0, alors onaul(.p) >0,i=1,...,Netp=1,...,P.

3. Le cas bi-dimensionnel — On considére maintenant Q =]0;1[*; soient v € C*(£, (R4)2) (v(x)
est donc un vecteur de R?), a € C(9Q,R) et ug € C(2,Ry). En s’inspirant des schémas étudiés
aux questions précédentes, donner une discrétisation en espace et en temps des deux problémes
suivants (avec pas uniforme) :

O —Au+v - Vu =0,
u(z,t) = a,xz € 9N, t €]0,T7,

u( - ,0) = up.

0w — Au + div(vu) = 0,
u(z,t) = a,x € 00, t €]0,T7,
u( +,0) = up.

Exercice 30 — Discrétisation d’un probléme parabolique. On s’intéresse a des schémas
numériques pour le probleme parabolique :

| suggestions pis4] Byu+ pu —e02,u=0 (x,t) € RYx]0,T]
u(1,t) =u(0,t) =0 t €]0,T[ (2.30)
u(z,0) = up(x) x €10;1]
ottug € C([0;1]) et € > 0 sont donnés. On admettra que qu'il existe une unique solution u € C*(R,R)
de .
1. Euler explicite

(a) Ecrire le schéma d’approximation de par différences finies & pas constant (noté h, et
tel que Nh = 1), centré en espace (c’est-a-dire en approchant u’'(ih) par o-(u((i + 1)h) —
u((i — 1)h)) et w”(ih) par 25 (u((i + 1)h) +u((i — 1)h) — 2u(ih))), et avec le schéma d’Euler
explicite & pas constant (noté k, avec T = Mk) en temps.

(b) Montrer que I'erreur de consistance est majorée par C(k + h?) ou C ne dépend que de la
solution exacte de ([2.30)).

(c) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t-on le résultat de stabilité ||u" o < [|[u°]c0, V0 < M
ou u" désigne la solution approchée au temps t,, = nk 7

(d) Donner un résultat de convergence pour ce schéma.
2. Euler implicite — Mémes questions qu’en 1. en remplacant Euler explicite par Euler implicite.
3. Crank Nicolson

(a) En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours) construire un schéma d’ordre 2
(espace et temps).

(b) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t’on [[u"|2 < ||u®|2,Vn < M ?
(c¢) Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

4. Approximation décentrée amont — Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on
remplace approximation de d,u par une approximation décentrée amont (c’est-a-dire qu’on
Vs w(ih)—u((i—1)h)
approche u’(ih) par ————==.
(a) Quel est 'ordre des schémas obtenus ?
(b) Sous quelle(s) condition(s) sur k et h a-t-on [[u"]|o < [|u°|leo ou |Jullz < [[u|l2,Vn < M ?

(c) Donner un résultat de convergence pour ces schémas.
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@I Exercice 31 — Equation de diffusion-réaction. Soit uy une fonction donnée de [0;1] dans
R. On s’intéresse ici a la discrétisation du probléme suivant :

ou(t,x) — 92 ut,z) —u(t,z) =0 teRT z€[0;1] (2.31)

u(t,0) =u(t,1) =0,t € R} u(0,2) =up(xr) xe€l[0;1]. (2.32)

On note u la solution de (2.31), , et on suppose que u est la restriction & Ry x [0;1] d’une
fonction de classe C*° de R? dans R.

Pour h = ﬁ (N € N*) et k > 0, on pose z; = ith,i € {0,...,N 4+ 1}, t, = nk,n € N,

uy = u(z;,tn), et on note ul la valeur approchée recherchée de @} .
On considere deux schémas numériques, ([2.33)—(2.35)) et (2.34)—(2.35) définis par les équations

suivantes :
ut— (Wl - 20t . ,
d 7 OB 2h2 : —ul™=0,neN,ie{l,...,N}, (2.33)
w20l _
! ’ O Zh2 ! —ul=0,neN,ie{l,...,N}, (2.34)
ugtt =uit =0, n € N; u) =ug(z;),= i €{0,..., N +1}. (2.35)
Pour n € N, on note u" = (uf,...,u%) € RV,
1. Consistance. Soit T > 0. Pour n € N, et ¢ € {1,..., N}, on note R} l'erreur de consistance

(définie en cours) du schéma numérique (2.33)), (2.35)) [resp. du schéma numérique (2.34), ([2.35)].
Montrer qu’il existe C' € R, ne dépendant que de u et T, t. q. |R?| < C(k + h?), pour tout
ie{l,...,N} et tout n € N, t.q. kn < T.

2. Montrer que le schéma , [resp. , ] demande, a chaque pas de temps, la
résolution du systéme linéaire Au"t! = q [resp. Bu"t! = b] avec A, B € RV'N et a,b € RY a
déterminer.

Montrer que B est inversible (et méme s.d.p.) pour tout h > 0 et k > 0. Montrer que A est
inversible (et méme s.d.p.) pour tout h > 0 et k € ]0;1][.

3. (Stabilité) Pour n € N, on pose [[u"[|oc = sup;eqq, .. w3 [uf']- Soit T > 0. On considére le schéma
([2:34), (2:35). Montrer qu'il existe Cy (T') € R, ne dépendant que de T, t.q. [|u" s < C1(T)||uo oo,
pour tout A > 0, k > 0, et n € N tel que kn < T
Soit @ € [0;1]. On considére le schéma , . Montrer qu’il existe Co(T, ) € R, ne
dépendant que de T et de o, t.q. [|u™]|co < C2(T, @)||uol|co, Pour tout h > 0, k €]0,af, et n € N
tel que kn < T.

4. (Estimation d’erreur) Pour n € Net i € {1,..., N}, on pose e =u} — ul. Soit T > 0. Donner,
pour kn < T, des majorations de |[e" ||« en fonction de T, C, C1(T), Co(T, o) (définis dans les
questions précédentes), k et h pour les deux schémas étudiés.

Exercice 32 — Discrétisation par volumes finis. Ecrire une discrétisation espace-temps du
probléme (2.24]) de I'exercice [26] avec le schéma de Crank-Nicolson en temps, et par volumes finis
avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le terme d’ordre

1 Ozu(x,t).
| corrigé pfo1|| Exercice 33 — Schémas “saute-mouton” et Dufort-Frankel. On considére le probleme
suivant :
SEeeF]] () - ue ) =0 reloil 1e0.T]
w(0,8) = u(1,£) = 0 t €0, 7], (2.36)
u(z,0) = uo(x) x €10;1].

Pour trouver une solution approchée de ((2.36])), on considére le schéma “saute-mouton"
n+1 (n—1)
ui o Tuy T Uy~ 2uf Fufy, i=1
2k h? T

n+l _  n+1 __ _
uy  =uny, =0 n=1,...,M —1,

..’N_l, 7’7;:1,...,1\4_17 (2.37)

ol (ug)jzl,m,N et (u})jzl,wN sont supposés connus, h = 1/N, k =T/M.
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1. Montrer que le schéma (2.37)) est consistant. Quel est son ordre ?

2. Montrer que le schéma (2.37) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.
On modifie “légérement" le schéma (2.37) en prenant

n+1 (n—1) n n+1 (n—1) n
ul " — u — (Ul 4w )+ u
J J j—1 J j j+1 .
= =1,...,N =1,...,M -1
2k' h2 .7 ) ) n ) ) )
uptt = uit =0 n=1,...,M—1,

(2.38)

(schéma de Dufort-Frankel).
3. Montrer que le schéma ij est consistant avec (2.36)) quand h, k — 0 sous la condition % — 0.
4. Montrer que ([2.38) est inconditionnellement stable.

Exercice 34 — Schéma de Gear. On considére le probleme suivant :
o — 02 u=0 Vre]0;1] Vt€]o,T]
u(z,0) = up(x) Vz €10;1] (2.39)

w(0,¢) =u(1,¢) =0 Vt€)0,T]

On suppose que ug € C(]0;1[,R) . On rappelle que dans ce cas, il existe une unique fonction
u € C?(]0;1[x]0, T[,R)yNC([0;1] x [0;T],R) qui vérifie (2.39). On cherche une approximation de la
solution de ce probleme, par une discrétisation par différences finies en espace et en temps. On se
donne un ensemble de points {t,}, n =1,..., M de Uintervalle |0, T'[, et un ensemble de points {x;},
i=1,...,N. Pour simplifier, on considére un pas constant en temps et en espace. Soit h = 1/(N +1)
le pas de discrétisation en espace, et k = %, le pas de discrétisation en temps. On pose alors
t, =nk pourn=20,...,M et z; =ih pour i = 0,..., N + 1. On cherche a calculer une solution
approchée du probleme ; plus précisement, on cherche a déterminer des approximations ugn)
de u(z;,t,) pouri=1,...,Nyetn=1,..., M.
On consideére le schéma suivant :

3ugn+1) . 4ul(n) + u(n—l) 2u§n+1) - u(7L+1) . u(n+1)

o iy 2;' 4l —09  i=1,...N n=1,....M
ud = ug(;) i1=1,...,N,
up = uy () i=1,...,N,
u(()n):ug\?il:O Yn=1,...,M,

ot uy(x;) = u(x,, k) est supposée connue.
1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

2. Montrer que le schéma s’écrit sous forme matricielle :

untt = pwn
ol
2 —1 0 e 0]
it -1 2 -1 0 - 0
1 ok 0 -1 2 -1 0
urtt=1 ,B:@m+ﬁm4,A: .
n+1 ‘-
Y 0 0 -1 2 -1
| 0 0 -1 2|
et W™ ne dépend que de U™ = (uf™' .. u?v_l)t et U = (up - uﬁ,)t Donner

I'expression de W™ en fonction de U™~! et U™.

3. En posant V" = (U" U"‘l)t € R?M mettre le schéma sous la forme V"1 = MV™. Donner
la matrice M en fonction de A.
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4. Montrer que j est valeur propre de M si et seulement si u? — 48u + 3 = 0 ou 3 est une valeur
propre de la matrice B.

5. Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont toutes de module strictement inférieur & 1.

6. Montrer qu’il existe C' € R, qui ne dépend pas de n, tel que |U"|y < C, ou | - |2 désigne la
norme euclidienne dans R¥.

| corrigé pfo3]| Exercice 35 — Probléme parabolique non linéaire. On se propose, dans cet exercice, de
montrer 'existence d’une solution faible au probléme —, a partir de D'existence de la
solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce probléme est la fonction u
de [0;1] x [0;T] dans R, elle doit étre solution des équations suivantes :

Opu(z,t) — 02, (o(u))(x,t) = v(z,t) 2 €]0;1] t€o,T], (2.40)
9 (p(u))(0,t) = 9x(p(u))(1,t) =0 ¢ €]0,T7, (2.41)
u(z,0) =up(z) x€]0;1], (2.42)

ou ¢, v, T, ug sont donnés et sont t.q.
e T>0,ve L>*(]0;1[x]0,T]),
e  croissante, lipschitzienne de R dans R,
o ug € L>(]0;1]) et ¢(up) lipschitzienne de [0;1] dans R.

Un exemple important est donné par ¢(s) = ayssi s <0, ¢(s) =010 < s < Letp(s) =az(s—L)
si s > L, avec oy, ap et L donnés dans R%. Noter pour cet exemple que ¢’ = 0 sur ]0, L[. Les
ensembles |0; 1] et D =]0;1[x]0, T sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue
sur cette tribu.

On appelle “solution faible" de (2.40)-(2.42) une fonction u vérifiant :
u € L*(]0;1[x]0, T']), (2.43)

/D (e, By, ) + o, 1)02,0(x, 1) + vz, (1)) da dt

1
+ / uo(z)Y(x,0)dz = 0,V € CF'(R?),  (2.44)
0

ouy € C’%l (R?) signifie que 1 est une fonction de R? dans R deux fois continfiment dérivable par
rapport a x, une fois continiment dérivable par rapport a t et telle que

Dpp(0,1) = Dpp(1,6) =0Vt € [0;T] et (@, T)=0 Vzel0;l] (2.45)

1. Solution classique versus solution faible — On suppose, dans cette question seulement, que ¢ est
de classe C2, v est continue sur [0;1] x [0; 7] et ug est continue sur [0;1]. Soit u € C*(R% R) ; on
note encore u la restriction de u 3]0;1[x]0, T[. Montrer que u est solution de (2.43)-(2.44) si et
seulement si u vérifie (2.40)-(2.42) au sens classique (c’est-a-dire pour tout (z,t) € [0;1] x [0; 7).
On cherche maintenant une solution approchée de —.

Soient N, M € N*. On pose h = % et k= % On va construire une solution approchée de (2.40)-
a partir de la famille {u?, i =1,...,N,n=0,..., M} (dont on va prouver 'existence et
l'unicité) vérifiant les équations suivantes :

1 ih
ud = f/ uo(x)dz, i=1,...,N, (2.46)
hJi-in
n+l _ . n ur_erl —9 un+1 + u?_’l+1
w Ty plin) Z 2ol ) o) iy N =0, M =1, (247)
k h? '
avec ugﬂ = u?“, u"Ntll = uT]{,H, pour tout n =0,...,M — 1 et, pour tout ¢ =1,..., N, pour

tout n=20,...,M,
1 (n+1)k

ih
v = — v(z,t) dzdt.
kh nk /(i—l)h ( )
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2. Existence et unicité de la solution approchée. Soit n € {0,..., M — 1}. On suppose connue la
famille {u}, i = 1,..., N}. On va prouver dans cette question Pexistence et I'unicité de la famille
{ultt i =1,..., N} vérifiant (2.47) (avec ugH = u?“ u"NTl = uﬁfrl).

(a) Soit a > 0, pour s € R, on pose g,(s) = s+ ap(s). Montrer que g, est une application
strictement croissante bijective de R dans R.

(b) Soit W = (w;)i=1,.. n € RY ; on pose Wy = w; et Wn4+1 = Wy. Montrer qu’il existe un et
un seul couple (u,w) € RN x RN w = (u;)i=1,. N, w = (w;)i=1....N, tel que :

o(u;) = w;, pour tout i € {1,..., N}, (2.48)
2tk _ n n . N
u; + T2 Wi = ﬁ(wi,l + Wit1) + ul’ + ko, pour tout i =1,..., N. (2.49)

On peut donc définir une application F de RY dans RY par w + F(w) = w ol w est

solution de (2.48)—(2.49).

(c) On munit RV de la norme usuelle || - ||«. Montrer que I'application F est strictement
contractante. [On pourra utiliser la monotonie de ¢ et remarquer que, si a = p(«a) et
b=¢(B),onala—p]=(1/L)|a—10|, ot L ne dépend que de ¢.]

(d) Soit {ul'™,i=1,..., N} solution de (2.47). On pose w = (w;)i=1... N, avec w; = p(ul*1)
pour i € {1,..., N}. Montrer que w = F(w).

(e) Soit w = (w;)i=1,..n t.q. w = F(w). Montrer que pour tout ¢ € {1,..., N} il existe
ul™ € R tel que wZ = o(u™). Montrer que {u™,i=1,..., N} est solution de (2.47).

(f) Montrer qu’il existe une unique famille {u?Jrl, i=1,..., N} solution de (2.47).
3. Estimation L°°(]0;1[x]0,T[) sur u. On pose A = ||uo||r=qop et B = [[v|L=qo[xjo, -

Montrer, par récurrence sur n, que u? € [-A —nkB, A + nkB] pour tout ¢ = 1,..., N et
tout n = 0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer avec 1 t.q. u"+1 = mln{u”+1
j=1,...,N}]

En dedulre qu'il existe cyy 07 € Ry toq. [[u” ||z qos1p < Cug,o7-

4. Estimation de la dérivée par rapport &  de ¢(u). Montrer qu'’il existe C; (ne dépendant que de
T, v, v et ug) t.q., pour tout n =0,..., M — 1,

M-1N-1

h
> S () ot < ok (250)
n=0 i=1
[Multiplier (2.47) par u't! et sommer sur i et sur n et utiliser 'inégalité a? — ab > ; - %]

5. Estimation de la dérivée par rapport a t de ¢(u). Montrer qu’il existe Cy (ne dépendant que de
T, o, v et ug) t.q.

M-1 N+1

Z h Z ufpr) = e(ui))? < Cak. (2.51)
et

Z (p(ulth) — p(uh))? < Cah, pour tout n € {0,..., M} (2.52)

[indication : multiplier (2 par p(ul ™) — p(ul) et sommer sur i et n]

Dans la suite de l’exercice, 11 s’agit de passer a la limite (quand N, M — oo) pour trouver une
solution de —.

Pour M € N* donné, on prend N = M? (et donc h et k sont donnés et k = T/h), on définit
(avec les ul" trouvés dans les questions précédentes) une fonction, up, sur [0;1] x [0; 7] en posant

t—nk

n +1Dk—t
iy 4 (DR

up(z,t) = k w (), sit € [nk, (n+1)k]
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et
W™ (z) = u, six €](i — Dhyih[,i=1,...,N,n=0,..., M.

Enfin, on définit p(up) par ¢(up)(z,t) = p(un(z,t)).

6. Montrer que les suites (up)aren+ et (@(up))aren sont bornées dans L>°(]0; 1[x]0, T'[) (on rappelle
que h est donné par M).

7. Montrer qu’il existe C' (ne dépendant que de T', ¢, v et ug) tel que l'on ait, pour tout M € N* :
(a) Pour tout ¢ € [0;T],

/R p(un) (& + 1,t) — plun) (@, ) dz < O,

pour tout n € R%, avec ¢(up)( - ,t) prolongée par 0 hors de [0;1].
(b) [le(un)( - 1) = @(un)( - ,8)llz2qo1p < C|t — s/, pour tout ¢,s € [0;T7.
Une conséquence des questions 6 et 7 ( que I'on admet ici est que 1’on peut trouver une suite

(Bn)nen et u € L°(]0;1[x]0, T|) telle que, en posant u,, = uy, (on rappelle que k, = Tvhy,),
lon ait, quand n — oo,

(a) h, —0etk,—0,

(b) u, — u dans L*°(]0;1[x]0,T[) pour la topologie faible-,

(c) ¢(un) = p(u) dans LP(]0;1[x]0,T]), pour tout p € [1, c0].
8. Montrer que la fonction u ainsi trouvée est solution de ,.
Remarque : On peut aussi montrer 1'unicité de la solution de ,.

Suggestions

Exercice 27] — Exemple de schéma non convergent.
1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

N+1 N +1 N+1
— ;—,..., ;—}et i}—%—i—nalorsu?:&

Sine{0,...,M+ 1}, ie{

En déduire que ul =0 pour n € {0,..., M +1} et i € {0, cee %} et conclure.

Exercice — Discrétisation d’un probléme parabolique.
1. Calculer l'erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :

[u™ oo < [fu°]loc-

Pour étudier la convergence du schéma, majorer l'erreur de discrétisation : e = uj —u} ou uj
. ) i . R o _
est solution du schéma, et @} est la solution du probléme (2.30)) en x; = jh et t, = nk.

Méme chose pour les questions suivantes. . .
Exercice — Equation de diffusion-réaction.
1. Effectuer des développements de Taylor. ..
3. Montrer par récurrence que max;—1, ., N uj < (14+k)" maxj—1, . N u?. et que min;—; . N ugn) >
. 0
(14 k)"minj—y N u§ ).
4. Utiliser ’équation, le schéma, et I’erreur de consistance.

Exercice [33] — Schémas “saute-mouton" et Dufort-Frankel.
1. Effectuer des développements de Taylor pour majorer I'erreur de consistance.
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2. Montrer que le facteur d’amplification &,, obtenu par I’analyse de stabilité de Von Neumann
satisfait

nt1— & =& 1=0, n>2

Etudier ensuite les racines de 1’équation r2

module, supérieure a 1.

— ar —1 =0 et montrer que I'une de ses racines est, en

4. Reprendre la méthode développée a la question 2, en montrant que ’équation caractéristique
pour £ est maintenant

p(r) =ar* +br+c=0,
avec
1 1 2 cos(ph) 1 1

p= 2SN o
ok T 2 T T g

Etudier ensuite les racines de cette équation.

Corrigés
Exercice— Existence de solutions “presque classiques". Onnote || - [|2 = || - ||z2¢o;1p
1. Pour n € N* on a
1 1
1-— 2 1
/ sin?(nmz) de = / de = -,
et

1 1 1/2
2
/ |ug(z) sin(nrz)| dz < ||ugll2 (/ sinz(mr:c)d:r> = \2[||u0||2.
0 0

La quantité a,, est donc bien définie et |a,| < v/2|ug||2. Pour tout ¢t > 0 et x € [0,1], on a
|e_"2”2t2an sin(nrz)| < \/iHu()ng_"%%2 Vn € N*.

Ceci montre que la série
Z e, sin(nma)
n>0

est absolument convergente et donc que u est bien définie pour tout ¢ > 0 et tout = € [0;1] et
méme pour tout € R. On remarque ensuite que u est de classe C*° sur R x R, en appliquant
les théorémes classiques de dérivation terme a terme d’une série. En effet, soit € > 0, pour tout
reERett>cona

22,2 2,2_2
e ™ g, sin(nrx)| < V2||uoll2e™ ™ ¢, ¥n € N*
Comme (x,t) — e T, sin(nmt) est continue (pour tout n € N*), on en déduit que u est
continue sur Rx]e, oo, et finalement sur Rx]0, oo car € > 0 est arbitraire. Pour dériver terme
a terme la série définissant u, il suffit également d’obtenir sur |e,c0[xR (pour tout € > 0)
une majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série

convergente (indépendant de (z,t) € Rx]e, co[. On obtient cette majoration en remarquant que,
pour (x,t) € Rx]e, o0,

22,2 . 2 2.2
| —n?r2e ™™ ™ Va, sin(nmz)| < n?r2e™™ ™ = V/2|ugo
On montre ainsi finalement que u est de classe C' par rapport a t et que

22,2
Opu(x,t) = Z —n?n?e™" ™ Vq, sin(nwz), z € R, t > 0.
n>0
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En itérant ce raisonnement on montre que u est de classe C°° par rapport a ¢ sur R x R} . Un
raisonnement similaire montre que u est de classe C* par rapport a z sur R x R% et que I'on
peut dériver terme & terme la série définissant u. On obtient donc aussi

Z —n2p2e Tt ap sin(nrz),r € Rt > 0,

n>0
et ceci donne dyu = 92, u sur R x R} et donc aussi un [0;1] x R%. Le fait que u(0,t) = u(1,t)
pour tout ¢ > 0 est immédiat car sinnnt = sin 0 = 0, pour tout n € N*. Il reste & montrer que
u( - ,t) = ug dans L2(]0;1[) quand ¢t — 0. On définit e,, € L2(]0; 1) par e,(z) = v2sin(n7rz).
La famille {e,,,n € N*} est une base hilbertienne de L?(]0;1[). On a donc :

N o]
li > i = s L2051 > ak =2|uol3.
Ngrg)(}( ap, Sin mm) ug dans L=(]0;1]) et > a; lluoll3

n=1

On remarque maintenant que
u(, t) = up() = ule,t) = u™ (2, 6) + u™ (@t) - uf™ (@) - ug" (@) - uo (@),

avec
N
22,2
u™ (2,1) = E ane " " Usin(nmz) et Uo E ap, sin(nmrz)
n=1

Il est clair que, pour tout N € N*, on a u™( - [t) — u(()N)

uniformément sur R, quand ¢t — 0,
et donc u™M)( - 1) — u(()N) dans L?(]0;1[) quand ¢ — 0. Comme la famille (sinnmz),en- est

une base hilbertienne de L%(]0,1]), on a f01 sinnrx sinmmrx dx =0 si n # m ; on rappelle que

fol sin? nrzdzr = 1, on a donc
. (V) 2 2 ,—2n’nt? } - 2 _ ., (N)_ 2
lu( -, )= (- )5 = Z a;, 2 Z a, = |jug ' —uollz — 0 lorsque N — oo,
n=N-+1 n=N+1

on en déduit que u( - ,t) = ug quand ¢t — 0 dans L?(]0;1[).
2. On note w la différence de deux solutions de (2.23)). On a donc

weC™([0;1] x R*,R),

W — Wy = 0 sur [0;1] x RY,
w(0,t) =w(1,t) =0 pour ¢ > 0,
w(.,t) =0 dans L*(J0;1[)  quand t — 0.

Soit 0 < e < T < co. On integre I’équation ww; — wwm = 0 sur ]0;1[x]e, T[. En utilisant une
intégration par parties (noter que w € C*°([0;1] x [, T]), on obtient :

1 /1
5/ (a?T)dx—f/ xadx—l—// 2(x,t) dedt = 0.
0

D’ott 'on déduit [|w(.,T)|l2 < ||w(.,&)|l2. Comme w(.,t) — 0 dans L?*(]0;1[) quand ¢t — 0,
on a |lw(., )|l — 0 lorsque € — 0 et donc ||w(.,T)|]2 = 0. Comme T > 0 est arbitraire, on a
finalement w(x,t) = 0, Vt € [0;1], ce qui montre bien 1'unicité de la solution de (2.23)).

Exercice — Exemple de schéma non convergent.

1. La formule pour calculer u est :

N+1 N+1
ul = up(ih,0), i=— + +

2 2
Soit maintenant n € {0,...,M}. On a :
urtl = j= N+ N+
! 2 2
n n k. " n , N+1 N+1
uiH:ui+ﬁ(ui+1+ui—1*2uz)a Z:quLl,...,Tfl.
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2. On va montrer, par récurrence (finie) sur n, que :

N+1 N +1 N +1
Sine{0,...,M+1}, i€ {— ;_ ey ;_ } et > —T—F—l—nalorsuzl =0. (2.53)

o , ) N+1

Pour initialiser la récurrence, on suppose que n =0 et ¢ > - On a alors
N+1 8

h> —— ——— =-2>-3

METTYT N+
et donc uY = 0. Soit maintenant n € {0,..., M}. On suppose que ’hypothése de récurrence est
vérifiée jusqu’au rang n, et on démontre la propriété au rang n+1. Soit donc i € {—%, ey %}
tel que ¢ > —&FH + (n+1). Alors

— Sii:%onabienuf\fﬂzo.

— Sii< %, les indices @ — 1, 7 et ¢ + 1 sont tous supérieurs ou égaux a f% + n, et donc

par hypothése de récurrence,

2k k k
’U,:H_l = ’LL,:Z <]. — ]7,2> + ﬁu?-‘rl + ﬁu?_l = O

On a donc bien démontré (2.53). On utilise maintenant I’hypothese k = h, c’est—a—dire ﬁ =

8

NI On a alors

N+1
ST M= —2M 1)+ M+ 1= (M 1) <0,

On en déduit que sin € {0,...,M + 1} et i > 0, alors i > —% + n. On en déduit que u]’ =0
pour n € {0,...,M + 1} et i € {0,...,%}. On remarque alors que

N +1 N+1 N +1
max{|u£\/]+1—uﬁw+1|,i€{— ;— Seee ;_ }}/max{|u?4+1|,i€{0,...,;—}}

> inf u(z,1) >0,

Vv

[0,4]
et donc ne tend pas vers 0 quand h — 0.
Exercice — Schémas explicites centré et décentré.

1. Schéma explicite décentré
(a) Propriétés de la solution de ([2.26]).
i.  On multiplie la premiere équation de (2.26) par ¢(u) et on integre sur [0;1] x [0;T],
avec ¢ € CH(R,R), p(s) =0si s < Bet ¢(s) >0si s> B]. On en déduit que A4 <
u(z,t) < B pour tout (z,t) € [0;1] x [0;T] et que que [[u(., )| ooy < l[wollz=qo;p
pour tout t € [0;T].
ii. Il faut montrer que [|u(.,t)|2qo1p < lluollz2(o;1) pour tout ¢ € [0;T7.
(b) Par définition, l'erreur de consistance en (x;,t,) s’écrit : On s’intéresse ici a 'ordre du

schéma au sens des différences finies. On suppose que u € C*([0; 1] x [0;77]) est solution de
(2.26)) et on pose

ul =wu(ih,nk),i=0,...,N, k=0,..., M.

Pouri=1,....N—1let k=1,...,M — 1, Verreur de consistance en (x;,t;) est définie
par :
n 1 N —n « —~Nn N M N —n N
R = E(uv e u) — E(uz — Ui ) — ﬁ(uifl —2ui + ). (2.54)
Soiti e {1,..., N—1}, k€ {l,..., M —1}. On cherche une majoration de R} en utilisant

des développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe
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(c)

(d)

(glatf) € [0,1] X [OaT]a = 1,...,4,tq.:

k2
’(_L;H‘l - ﬂzn + k@tu(zh, nk) + Eutt(ﬁl, tl), (255)
h2
h2 ) h3 h4
ﬂ?—l = ﬂf - haﬂfu(ihv nk) + gaxxu(lha nk) - Faacacxu(ihy nk) - ﬂaxwacacu(&‘); t3)7
(2.57)
h2 h3 h4
al oy = ) + hoyu(ih, nk) + ?agmu(ih, nk) + Famu(z'h, nk) + ﬂ<9mmu(54, t4).
(2.58)

On en déduit :

R} =0wu(ih,nk) + gutt(fl, t1) + adyu(ih, nk) + agagxu(fg, t2)
2
- ﬂﬂ (azmxazu(g.?), t3) + Mazzxmu(£47 t4))

et donc, comme u est solution de (2.26)), pour h assez petit, on a |R}| < Ci(h + k) ou C4
ne dépend que de u. Le schéma (2.27)) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en espace.

Cherchons les conditions pour que u?‘H

uj 1. On peut réécrire le schéma ([2.27) :

s’écrive comme combinaison convexe de u’, ul’ ; et

1 ak  2uk wk ak  uk
ult = au; +buiy, +cui |, aveca =1~ o ?,b: =l et ¢ = 74—?.
Il est facile de voir que a+b+c =1, et que b > 0, ¢ > 0. Il reste a vérifier que a > 0; pour
cela, il faut et il suffit que O‘Tk + 2},;721@ < 1. Cette condition sécrit encore :
h2
< —. 2.59
S ah+2u ( )

Si h et k vérifient la condition (2.59)), on pose : M™ = max,—; yul (resp. m" =

min;—1__n u?. Comme u™! est une combinaison convexe de u?,u? | et u? {, on a alors :
7 7 7 Pi—1 1+1»

u?“ <M™i=1,...,N (resp. u?“ >m", i=1,...,N) et donc : M"*1 < M™ (resp.
m" Tt > m"). On a ainsi montré que :

[u" oo < [lu"loo-

On a de méme :

lu™ oo < 1| oo-

[utfloo < [l oo
En sommant ces inégalités, on obtient :
[u"[loo < flu°]|oc-

Donc, sous la condition (2.59)), on a [|[u" ! ||s < [|u"]|eo et donc ||u™||so < ||| o0, pour tout
n=1,...,N.

En retranchant I'égalité (2.54) au schéma (2.27)), on obtient I’équation suivante sur e} :

E(ei —el) + E(ei —ei ) — ﬁ(ez;l —2e; +ei ) = R
ce qu’on peut encore écrire :
ka ku ku
n+1l __ n n n
ei = (1_7_2ﬁ)62 +elilﬁ+le
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Sous la condition de stabilité (2.59), on obtient donc :

e < e o+ Ca(k+ AR,
il < e e+ Cilk+ ),
RS : - :

lefl < el + Ci(k+h)k,

Siat=0,ona || =0, alors on éduit des inégalités précédentes que |el'| < C1T(k + h)
pour tout n € N. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.
2. Schéma explicite centré.

(a) Consistance. En utilisant les développements de Taylor (2.55) (2.57) et (2.58), et les
développements suivants :

3

2
up_q =uy — hdyu(ih,nk) + %aixu(ih, nk) — %&Emu(&, ts),

h? h3
ujy = up + hoyu(ih,nk) + 7(931u(ih, nk) + F(?mzu(ﬁ& te),

on obtient maintenant :
2

k h
Ry = Ow(ih,nk) + Suu(&y, ) + adyu(ih,nk) + oz

12 (aTTru(£5a t5) + ,Ufazmrcu(gf}a tﬁ))

. h?
7uazzu(1ha nk) - Mﬂ (ammrzu(g& t3) + ,Ufazmmxu(flla t4)) 3

On en déduit que

(b) Le schéma s’écrit maintenant :

~ ~ ~ ~ 2uk ~ pk ok . pk  ak

n+1 __ n n n _ _ —

u T = auy + bu  +cuy g, aveca—lf—hz, =07 etc—h2+ W
Remarquons que 'on a bien : a +b+¢=1. Pour que u?“ soit combinaison convexe de

ui, ui g et up g, il faut et il suffit donc que @ > 0, b > 0, et ¢ < 0. L’inégalité ¢ > 0 est
toujours vérifiée. Les deux conditions qui doivent étre vérifiées par h et k s’écrivent donc :
i. a>0,ie 1—- 2}%’“ > 0, soit encore
h2
k< —.
2p
ii. b > 0i.e. ’;L—l; — O‘Tk > 0, soit encore
o
< —.
= 2
Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :

H Lo
h< —ethk< —h" 2.60
2ae 20 ( )

Pour obtenir une borne d’erreur, on procéde comme pour le schéma (2.27)) : on soustrait la
définition de ’erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

1 ~ T ~
el =ael' +bel, | + cel  + kR}.

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentré, on obtient donc que si €? = 0, on
a le?] < Cy(k + h?), avec Cy = TCs.

Exercice |31| — Equation de diffusion-réaction.
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1. Notons Rz(n) Ierreur de consistance en (z;,ty). Pour le schéma (2.33]), on a donc par définition :

(n) a"tt —a 1 —(n+1) _ o(ntl) _ Z(ndl)y _ ondl _ pn) A
R; :%—Fﬁ(mﬂ — Uy — Uy ) —ut =R+ RY
ou

~ artl _ gn

est I'erreur de consistance en temps et

in 1
R} = 5 (2u ™ —ai ) — ) — (9w tn))

h? ’
est erreur de consistance en espace. On a vu (voir ((1.31))) que
A h? *u
ol < D qup |28 )|, vie {1, N
s Fpal otn)] ViEd }

Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2 :

k2
w(Zi, tn1) = w(xs, ty) + kOpu + 3utt(:vi, &n)

avec &, € [tn,tny1]. Donc

u(xi, ty —u(x;, ty, k
( +1) ( ) — O = Suge(Ti, &n)
k 2
Comme &, € [0;T], et ug admet un maximum (a x; fixé) dans [0;7] (qui est compact), on a
donc

k
< *I(I)l_aiz]qutt(mh -

)

Par conséquent,
2

12 o)

4

< ® max jug (@, )] +
X 2 [O;T] tt\ L1y

u
( : atn-‘rl)

nl — |R" + R» gu
R = |B + Ry i

<&

+ |Br

Donc |R?| < C(k + h?) avec
1

1. 0%
C = gmax | [Jueell=(os1x 1071 gl 5z lle=os1x 0571 | -

Le calcul de ’erreur de consistance pour le schéma (2.34]) s’effectue de maniére semblable.

2. Le schéma ([2.33)) est complétement implicite alors que le schéma (2.34]) ne I'est que partiellement,
puisque le terme de réaction est pris & I'instant n. Le schéma (2.33)) s’écrit AU = U™ avec

urtl = (Ut ueth), Un = (U7, . UR) et

[1+2\—k .} 0o ... 0 T
—A 1422 —k =\ . 0
A= 0
: 0
0 0 - 1+2\—k

ol A = k/h?. Notons que par définition, A est symétrique. De méme, le schéma (2.34)) s’écrit
BU™! = U™ avec

142X -1 0o ... 0
) -1 142X 0
B = 0 -1
1+k&
| 0 0 -1 142X\
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On a donc A = AAy, ou Aj, est définie en 1} avec ¢; = %, et B = %_H Ay, avec ¢; = %
Dans les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la proposition Notons que
I’hypothése k € ]0; 1] est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurer la positivité de

C;.

3. Le schéma (2.34)) s’écrit (1 + k:) ul = ul T+ A2 —ulE — uf). On montre facilement
par récurrence que max,;—i,... " < (1+k)"maxj=1, N u?, (voir preuve de la stabilité L
d’Euler implicite page et que mlnj 1,..N u(n) > (1+k)"minj—, N u . On en déduit que

U™ || oo < (14 E)™|luo]|oo- Or (1 + k)" (1 + k)T/k car kn < T. Or
(14 k)T/* = exp <k€n(1 + k)) exp(i:k) =el.

On en déduit le résultat, avec C;(T) = eT. De méme, pour le schéma (2.33)), on montre par
récurrence que :

|
(1K)
Mais pour k €]0, «f, avec o € ]0; 1], on a :

1 1
= <1+ Bk avec 6:7(1_60.

4™ e < u].

On en déduit par un calcul similaire au précédent que (1 — k)T/ k< ePT d’on le résultat avec
CQ(T, Oé) = eBT.

4. Par définition de lerreur de consistance, on a pour le schéma (2.33))

—(n+1) - z +1 (n+1)
G R SR
L h2 Uj

et donc, en notant eg-n) =uj — u(-n) Verreur de discrétisation en (xj,¢,), on a :

(n+1) (n+1) (n+1) _ (n) (n,1)

e; (120 —k)—Aej T — Aejy .+ EkR;
On obtient donc, de maniére similaire & la question 3 (en considérant e;:H) = max e§-”+1) puis

EZ'H) = min eﬁm_l))

1
Tl < 1™+ kCk + 7).

Par récurrence sur n, on obtient alors

n 1 "
e < (12 ) OO+ 1)+ 10

d’ott [[e™]|oe < Co(T, a)(TC(k+h?)+]/e°|| o). De méme, pour le schéma (2.34), on écrit I'erreur
de consistance :

St on o (n4) n+1 (n+1)
Uy —u” +uj 2u
J J Ujt1 _ un _ R(_”az)

k h2 J

et donc :
eI 20) = 2el™ 1Y = 2l = e (14 k) + KRS

Par des raisonnements similaires a ceux de la question 3 on obtient alors :
e < (1 k" (1e® | + KOk + b))

d’ou
1e™ oo < CLT) (||| + EC(k + h2)).

Exercice [33] — Schémas “saute-mouton" et Dufort-Frankel.
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1. On s’intéresse ici a 'ordre du schéma au sens des différences finies. On suppose que u €
C*([051] x [0;T7]) est solution de (2.36]) et on pose

a?:U(]h,nk),]:O,,N,k:O,,M

L’erreur de consistance est définie par :

—n+1 —n—1 —n —n —n
s — U u’_, —2u” +u’
R? = -2 I J i N-1,k=1,....,M—1.
vl 2k h2 ‘7 Y ) )
On cherche une majoration de R’ en utilisant des développement de Taylor. Soit j € {1,..., N—
1} ke{l,..., M —1}. Nl existe (&,t;) € [0;1] x [0;T],i=1,...,4, t.q.:
2 3

n ,, . k . k
UjH = uj + koyu(jh, nk) + ?Utt(]ha nk) + Futtt(fla t1),
2 3

I , k . k
uj 1 _ U? — k&gu(jhmk‘) + ?Utt(jhvnk) - Futtt(f%]k)’

B _ ) h2 5 ) h3 ) h4
uy_y = u; — hdyu(jh,nk) + ?amu(]h,nk) - Eapmu(jh, nk) — ﬂﬁmmu(fg,tg),
3 4

2

On en déduit :
2 2

_ k ) h
R} = Opu(jh, nk)—i—ﬁ (weee (&1, t1) + e (&2, t2)) =02, u(jh, Nk)—ﬂ (Orz22u(€3,t3) + Ozzaau(8a,ta))

et donc, comme u est solution de (2.36),|R}| < C1(k* 4+ h?), ot C; ne dépend que de u. Le
schéma (2.37)) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie" les conditions aux limites dans
(2.36)). Plus précisément, on s’intéresse a (2.36)avec z € R (au lieu de z € ]0;1[) et on remplace
les conditions aux limites par des conditions de périodicité (exactement comme on l’a vu au
paragraph. Enfin, on prend une condition initiale de type "mode de Fourier", avec p € R
arbitraire, et uy défini par ug(z) = e?, z € R. La solution exacte est alors u(z,t) = e P’t eiPT,
x €R, t € Ry, cest-a-dire u( - ,t) = e Pt ug, t € Ry. Le facteur d’amplification est donc, pour
tout t € R4, le nombre e~P’t. Ce facteur est toujours, en module, inférieur a 1. On va maintenant
chercher la solution du schéma numérique sous la forme :

up =& e jeZneN, (2.61)

ol & et & € R sont donnés (ils donnent u? et ul pour tout j € Z) et &, € R est & déterminer
de manieére & ce que la premiere équation de ) soit satisfaite. Ce facteur &, va dépendre
de k,h et p. Pour k et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann si, pour tout
p € R, la suite (&, )nen est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs de k
et h) dit instable au sens de Von Neumann. Un calcul immédiat donne que la famille des u,
définie par , est solution de la premiére équation si et seulement si la suite (&,)nen vérifie
(on rappelle que & et &; sont donnés) :

n — Sn— 2
Snt1 —&n—1 _ —5 (cosph —1)&n, n > 2,

2k ~ h?
ou encore, en posant a = 4k/h?(cosph —1) <0 :
Ent1 —a&p —&n1 =0, n =2 (2.62)
Le polynéme associé est
r—ar—1=0 (2.63)
En excluant le cas « = —2 (qui correspond & une racine double), ce polynéme admet deux

racines distinctes 71,72 réelles, et comme r175 = 1, 'un de ces nombres est, en module, supérieur

a 1. La solution de (2.62) est donc
& =Arl +Bry, Vn >0 (2.64)
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ol A et B sont déterminés par & et & (de sorte que &g = A+ B, & = Ary + Brg). Ceci montre
que (&,)n est une suite non bornée (sauf pour des choix particuliers de &y et &1, ceux pour
lesquels &1 = &ro et donc A = 0, ou ro est la racine de de module inférieur a 1). Ce
schéma est donc instable au sens de Von Neumann, pour tout & > 0 et A > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéresse maintenant a la quantité S (qui est
toujours l'erreur de consistance) :

—n+1 n—1 -n -n+1 -n—1 —
gn = Q_kUj S ;ui )+uj+1,j:1,...,N—1, k=0,... M—1
En reprenant la technique de la question 1, il existe (&,¢;),i=1,...,6 t.q.
h2 2 k‘2
S} = 2 (wee (€15 1) + ueee (2, t2)) — 2 (Ozzzzu(€3,t3) — Oaaau(€a,ta))+ o7,2 htt(§5at5) 57,2 5 it (6, t6)-

Ce qui donne, avec Cy ne dépendant que de u,

2
197 < Cy <h2+k2 i )

2 ) =1

N-1, k=0,...,M—1.

geeey

Le schéma est donc consistant quand h — 0 avec k/h — 0.

4. On reprend la méthode développée a la question 2, la suite (&,), doit maintenant vérifier la
relation suivante (avec &y, &1 donnés).

Ent1—&n—1 2COS(ph)£ IR !
2k N h? " h?

c’est a dire :

1 1 2 cos(ph) 1 1
a — ) = > 2.
St (Qk h2> h? Sn 7 Gnt ( 2k> 0,n2>2

L’équation caractéristique est maintenant :

,n=2

1 1 2 cos(ph) 1 1
— a2 _ _ _
p(r) =ar®+br+c=0 avec a_ﬁ—'_ﬁ b——T et =g o
Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffit d’apres (2.64) de montrer que les
deux racines du polynéme p sont de module inférieur ou égal a 1. On note r; et ry ces deux

racines (qui peuvent étre confondues) et on distingue 2 cas :

(a) Les racines de p ne sont pas réelles. Dans ce cas, on a |r1| = |ra] = et v =|c¢/al] < 1 car
k> 0.

(b) Les racines de p sont réelles. Dans ce cas, on remarque que 173 = ¢/a < 1 et 'une des
racines, au moins, est donc entre —1 et 1 (strictement). De plus on a

2 2 cos ph 2 2 cos ph
p(1) = e >0 et p(*l):ﬁ+ S > 0,

et autre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens large).
On en déduit que le schéma (2.38)) est stable au sens de Von Neumann.

Exercice Discrétisation d’un probléme parabolique non linéaire.

1. Solution classique versus solution faible — Soit u € C(R? R); notons u sa restriction & D =
10, 1[x]0, T[; notons que 'on a bien u G L°°(]0 1[x]o0, [) Supposons que u satisfait (2.40)-

(2.42), et montrons qu’alors u vérifie . Soit ¢ € C (Rz) En multipliant (2.40] - par 9 et

en intégrant sur D, on obtient :
/ Opu(z, t)(z,t) de dt — / 02, (p(u))(x, t)(2, ) de dt = / v(x, t)p(x,t)dedt. (2.65)
D D D

Par intégration par parties, il vient :

/Datu(@t)z/)(x,t)dxdt:/o u(x,T)w(x,T)dx—/O u(w,O)w(x,O)dx—/Du(x,t)@tz/}(a:,t)dxdt.
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Comme ¢ € C"(R?) on a donc ¢(x,T) = 0 pour tout x € [0;1] et comme u vérifie ( [2:42), on a
u(z,0) = up(z ) On en déduit que

1
/ Opu(z, t)(z,t) dedt = f/ uo(x)Y(z,0)dz 7/ O (z, t)u(z, t) de dt. (2.66)
D 0 D

Intégrons par parties le deuxiéme terme de (2.65)) :

T
/D 02, (p(w)) (z, 1) (x, t) dz dt = /O [0z (p(u)) (1, ) (1, 1) — Dz (p(u))(0,)3p(0,1)] dt
— /D 0z (p(u))(z, )0t (x,t) dzdt  (2.67)

et comme u vérifie , on a
Oa (p(u))(0,t) = Ou(p(u))(1,t) =0 ¢ €]0,T.

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant par parties, on obtient :

/D 02, (o (u)) (, )i (a, £) dar dt = — /D o) (2, )02, b (x, ) da dt. (2.68)

En remplacant dans (2.66)) et (2.68]) dans (2.65]), on obtient . Réciproquement, supposons
que u satisfait (2.44), et soit ¢ continiiment différentiable a support compact dans D. En
intégrant par parties et en tenant compte que v et toutes ses dérivées sont nulles au bord
de D, on obtient :

/D [—0uu(z,t) + 02, (p(u)) (2, t) — v(z, t)]|¢(z,t) dzdt = 0,V € C°(D).

Comme u est réguliere, ceci entraine que 1'équation (2.40) est satisfaite par u. On prend ensuite
NS C’%’l(Rz), et on integre (2.44) par parties ; en tenant compte de (2.45)), on obtient :

- /1 (x,0)y(x,0)dx —/ Opu(z, t)(z,t) dxdt—f—/ Oz (p(w)(1,t)(1,t)dt

1
/ 0:( )(0,t)1(0, t) dt+/ ﬂct)da:dt—l—/ uo(x)Y(z,0)dz = 0.
0
(2.69)
En regroupant et en utilisant le fait que u satisfait (2.40]), on obtient :

/ (o () — (0 (, 0) da + / B (0 () (1, ) (1, ) dt — / B (ip(u)) (0, £)0(0, ) dt = 0.
0 0 0

En choisissant successivement une fonction ¢ nulle en x = 0 et £ = 1 puis nulle en x = 1 et
t =T et enfin nulle en x = 0 et t = T, on obtient que u satisfait la condition initiale (2.42)) et
les conditions aux limites (2.41]), ce qui conclut la question.

2. Existence et unicité de la solution approchée — Soit n € {0,..., M — 1}. On suppose connue la
famille {u?,i=1,..., N}, et on veut prouver dans cette question l’existence et 'unicité de la
famille {u”Jrl i= 1 ., N} vérifiant avec uf Tt = ut et uitl =it

(a) L’application s — s est strictement croissante, et par hypothese sur ¢, ’application
s+ ap(s) est croissante ; on en déduit que g, est strictement croissante, comme somme
d’une fonction strictement croissante et d’une fonction croissante. D’autre part, comme ¢ est
croissante, on a ¢(s) < ¢(0), Vs < 0, et donc limg_, o g4(s) = —00. De méme, p(s) = ¢(0),
Vs > 0, et donc limg_, 4o ga(s) = +00. La fonction g, est continue et prend donc toutes les
valeurs de l'intervalle | — 0o, +00[ ; comme elle est strictement croissante, elle est bijective.

(b) Posons a = % ; 'équation (2:49) s'écrit alors :

k .
ga(u;) = ﬁ(mi—l + Wit1) +ui’ + kv}, pour tout ¢ =1,..., N.
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(c)

(d)

()

Par la question précédente, il existe donc un unique u; qui vérifie cette équation ; il suffit
alors de poser ¢(u;) = w; pour déterminer de maniére unique la solution de (2.48))-(2.49).
On peut donc définir une application F de RY dans RY par w + F(w) = w ot w est

solution de (2.48)—(2.49).

Soit w! et w? € RN et soit w! = F(w') et w? = F(w?). Par définition de F, on a :

2k ko, _ _ _ _ ‘
up —u? + ﬁ(w1 —w?) = ﬁ((w},l +wi,,) — (Wi +Wi,)) Vi=1,...,N. (2.70)
Comme ¢ est monotone, le signe de w} — w? = p(ul) — p(u?) est le méme que celui de
u} —u?, et donc
2k 2k
lup — u? +ﬁ(w1—w )W = |u} —u?] + 2|w}—wi2|. (2.71)

Et comme ¢ est lipschitzienne de rapport L, on a

lwi —wi| = lp(u;) — e(uf)] < Lluj — ufl,
d’ou :
2 1 2
lul —u?| > |w — w;|. (2.72)
On déduit donc de (]2_70[),(]2_71[) et(]m[) que
2k k _ _ .
*| 2|+ﬁ|wil —wi| < h2 (‘wzl 1 371|+|w}+1—w?+1|) Vi=1,...,N.
On a donc
1
lwi —w?| < ~ max |w; —w:| Vi=1,...,N.
1+ fo i=1..N

d’ott on déduit que ||w! — w?| o < C||[w! — W?||o avec C =

donc bien strictement contractante.
Si {uft!,i=1,..., N} est solution de et w; = p(ul ) pour i€ {l,...,N}, alors
on remarque que (U?H)i:l,...,N et (w,)z 1,....n vérifient - avec W; = w; pour
i=1,...,N. On en déduit que w = F(w).
Par définition de F, on a F(w) = w avec (,w) € RN x RN, 4 = (U;)i=1,..n, W =
(@i)i:17_“7]\[, t.q. (,0(171') = @i, Vi = 1,...,N et

- 2k _ k
Comme F(w) = w, on a donc w; = w; et on obtient l'existence de u; = u; tel que
w; = e(u™) pour i = 1,..., N. Il suffit alors de remplacer u)Z et w; par p(ul™! dans
([2.73) pour conclure que {u’-”rl i=1,...,N} est solution de
On vient de montrer dans les questions precedentes que {u"+1 i=1,...,N} est solution
de (2.47) si et seulement si w défini par w; = @(ul™) est solution de w = F(w), ott F est

définie par (2.48]) — (2.49)). Comme F' est une application strictement croissante, il existe un
unique point fixe w = F(w) ; par définition de F, il existe donc une unique famille {u"“}

t=1,..., N solution de (2.47].

— (wim1 +wipr) +ul + kvl Vi=1,...,N. (2.73)

n+1

3. Estimation L*°(]0;1[x]0,T) sur u — La relation a démontrer par récurrence est clairement
vérifiée au rang n = 0, par définition de A. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang n, et
démontrons—la au rang n 4 1. La relation (2.47)) s’écrit encore :

k k
u =l () — () + (Pl — i) + ket
pouri=1,...,Netn=0,...,M — 1. Supposons que i est tel que u?“ = minj—1, . N u?“.

Comme ¢ est croissante, on a dans ce cas :

e — !t =0 et ) — @) >0,
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et on en déduit que

mln u > ul — kB
j=1,..N J

d’ou, par hypothése de récurrence

min v >—-A—nkB - kB
j=1,...,.N J

Un raisonnement similaire en considérant maintenant ¢ tel que u"+1 = max;—1,. . N u}”l conduit

\

a

max /"' <uf +kB < A+nkB+ kB
j=1,...,N

On a donc bien :
~A—(n+1DkB<uM <A+ (n+1)kB Vi=1,...,N, Y¥n=0,....,M
On en déduit alors que [|u™ | Lo (j0;1]) < Cug,0, 7> AVEC Cug,v,7 = A+ BT.

4. Estimation de la dérivée par rapport a x de ¢(u) — En multipliant (2.47) par u?ﬂ et en
sommant sur i, on obtient A,, + B,, = C},, avec

n+1 N

+1 +1 +1
Z i ’I’L+1 Bn _ Z @(u?fl ) - 2@(”7 ) + @(u;:»l )un+1 Zvn ’ﬂ+1
) (3

h2

i=1

> _® on obtient :

o1 ye s ) _
En utilisant I'inégalité a* — ab = %5 — %,

1 ny\2
Ap 2 Qpi1 — oy, avec ay, = % E_:(UZ)

En développant B,,, on obtient :
N

B, = —E(Z(Sﬁ’(u;ﬁf) e(u )Pt —I—Z ul ) + o(ul ) upth).

i=1
Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N-1 N

By = =75 (3 (e(ui™) —o(uf)uf! = Y (—o(wi™) + o(ufh)ui ™).
i=0 i=1
En tenant compte du fait que ugﬂ =yt u;(;;ll = uﬁ,ﬂ pour tout n = 0,...,M — 1, on
obtient alors que :
N—1
Z (uihh) = p(u ™)) (it —u ™).

i=1

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

thgZ (i) = o )>.

Enfin, on majore C,

Bcuo,v,T
—
L’égalité A, + B,, = C,, entraine donc :

Cn <

Be
n+1 n+1\\2 uo,v, T
Qpt1 — h2 Z 1+1 —pul))* < —
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En sommant pour n =0 a M — 1, et en notant que ap; > 0,0n obtient alors :

M-1N-1

Be
T O O (el — et < Pt g g

n=0 i=1
R h .2 .
Il reste a remarquer que ag < 55¢,, ,, ¢ Pour conclure que :

M—-1N-1

h 1
Z Z :fll oul™))? < C’lg, avec C1 = Ley, o0 (B+ =

CuoﬂhT)'
2
n=0 i=1

5. Estimation de la dérivée par rapport & ¢ de ¢(u) — Multiplions (2 par p(ult) — p(u?) et
sommons pour ¢ = 1,..., N. On obtient :

Ap + By = Cy, (2.74)

avec

En utilisant le caractere lipschitzien de ¢, on obtient la minoration suivante :

WMZ ufth) = (). (2.75)

En développant B,,, on obtient :

1 N
Bn=—1s (Zw(u?ff) — Pl () = plu)

=1

3 () + ) () - so(um). (2.76)

i=1

Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

1 N-1

B =~z (L) = ol D) = o)
=0 N

F Yol ) 4 ) = ) ) )

En tenant compte du fait que uftt = uf*! et u?,trll = uﬁ,ﬂ pour tout n =10,...,M — 1, on

obtient alors :

N-1
B, hi Z (i) = e TN ((uiy) = e(uf ™) = (plufyy) — e(uf))).

2

En utilisant & nouveau la relation a(a —b) > % — b2 , on obtient :

BTH»I Bna avec ﬂ’n - 2h2 Z 7,+1 - So(u;n))2 (278)
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Enfin, on majore C), par :

N
k
n+1 n 2 > n

"\2Lkz o(ul)) +C;k/Ch. (2.79)
En utilisant (2.74)), (2.75)), (2.78) et (2.79)), on obtient :

k
ul ) )2 — B, < C—. 2.
mz () + Bus1 = B < C7 (2.:80)

En sommant sur n, on obtient d’une part, en utilisant le fait que 5, > 0 :

M-1 N

> D (el ™) — p(up))? < 2LCY + 2L ok (2.81)

n=0 i=1

d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terme est positif, on obtient par (2.80) une
majoration sur Gy, et donc sur 3, pour tout n < M :

C

Bn < 5t Bo- (2.82)
11 ne reste donc plus qu’a majorer By pour obtenir (2.51)) et (2.52). Par définition, on a
N-1
B8y = Z p(uf) — W(“&l)
0 2h? '

i=1

En utilisant le fait que ¢ est lipschitzienne et que la différence entre u et u?,; est en h, on
obtient (2.52) & partir de (2.81)) et (2.51]) & partir de (2.82)).

6. Par définition de la fonction uy, et grace au résultat de la question 3, on a :

t—nk  (ni1 m+1Dk—t,
sup (1) < = [y loo + =l oo < ugor

x€](i—1)h,ih| k
t€[nk,(n+1)k]

ce qui prouve que la suite (up)pren+ est bornée dans L>°(]0; 1[x]0, T[). Comme ¢ est continue,
on en déduit immédiatement que (¢(up))pren+ est bornée dans L (]0; 1[x]0,T)
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3

Méthodes variationnelles

3.1 Exemples de problémes variationnels

3.1.1 Probléme de Dirichlet
Soit  un ouvert borné de R, d > 1. On considére le probléme suivant :

—Au=f dans (3.1)
u=0 sur 0f2

ot f € C(Q) et Au = d?u+ 03u ol I'on désigne par O2u la dérivée partielle d’ordre 2 par rapport a
la i-eme variable.

Définition 3.1 — Solution classique. On appelle solution classique de (3.1) une fonction
u € C?(2) qui vérifie (3.1).

Soit u € C?(Q) une solution classique de ([B.1]) et soit ¢ € C°(Q) ott C(2) désigne 'ensemble

des fonctions de classe C* & support compact dans €. On multiplie (3.1)) par ¢ et on intégre sur Q2
(on appellera par la suite fonction test une telle fonction ¢) pour obtenir :

| ~su@pta dr = [ @) a.

Notons que les deux intégrales présentes dans cette équation sont bien définies, puisque Au € C(2)
et f € C(2). Par intégration par parties (formule de Green), on a :

d
/Q—Au(x)gp(:r)dx:—;/ﬂ@iu(:ﬂ)@(x) dz

d d
= ;/Qé)iu(x)aiﬁp(:c) dx + ;/{m Ou ni(s)p(s) dy(s),

ou n; désigne la i—eme composante du vecteur unitaire normal & la frontiere 02 de Q) extérieur a 2
et dvy désigne le symbole d’intégration pour la mesure de Lebesgue sur 2. Comme ¢ est nulle sur
0%, on obtient :

d
> [ du@dip()ds = [ fayel) da.
=179 Q
ce qui s’écrit encore :
/ Vu(z) - Ve(z)dr = / f(x)p(x)de. (3.2)
Q Q
Donc toute solution classique de (3.1)) satisfait (3.2)). Prenons maintenant comme fonction test ¢,
non plus une fonction de C2°(£2) mais une fonction de H} (). On rappelle que I'espace H} () est

défini comme I'adhérence de C°(2) dans H'(Q) = {u € L*(Q); Du € L?(Q)} ot Du désigne la
dérivée faible de u, au sens de la définition suivante :
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Définition 3.2 — Dérivée par transposition, dérivée faible. Soit 2 un ouvert de RV,
N > 1 ;soit D(Q2) = D(2) et D*(2) son dual algébrique, c’est-a-dire 'ensemble des formes linéaires
sur D(Q) ;
e Soit f € L .(Q), on appelle dérivée par transposition de f par rapport a sa i-eme variable la
forme linéaire D; f sur D(Q)) définie par :

(Dif.9) ooy = = | Dig i

ou 0;p désigne la dérivée partielle classique de ¢ par rapport a sa i-éme variable. Donc D; f
est un élément de D*(Q). Noter que si f € C*(Q), alors D;f n’est autre que 9;f car on
confond 0, f et Ty, s (qui est I’élément de D*(2) induit par 0;f). Il s’agit donc bien d’une
généralisation de la notion de dérivée.

Si la forme linéaire D; f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable, cette
fonction est unique & un ensemble de mesure nulle pres |7, Lemme 1.1], et on dit que cette
fonction est la dérivée faible de f dans la direction i.

e Soit T' € D*(Q) ; on définit la dérivée par transposition D;T de T par :
(DiT, ) p+ () p2) = —(T, 0ip) D+ (). D(2)> Vo € D(Q).

On rappelle que l'espace H'(2) muni du produit scalaire

d
(u,v) g1 :/Qu(x)v(x) dac—&-;/QDiu(x)Div(ac) dz (3.3)

est un espace de Hilbert. Les espaces H'(Q) et H () font partie des espaces dits de Sobolev |1,
7). Si p € H}(Q), par définition, il existe (o, )nen C CZ(Q) telle que ¢, — ¢ dans H' lorsque
n — 400, c¢’est-a-dire qu’on a

len — 3 = llon — @l32 + > 1 Dign — Digpl32 — 0 lorsque n — +oo.
Pour chaque fonction ¢, € C°(2) on a par (3.2) :

Z z(pn( )dx = 0 f($)90n(x) dz Vn € N. (34)

Or la i-éme dérivée partielle 9;¢,, = 0y, /0z; converge vers D;p dans L? donc dans L? faible
lorsque n tend vers oo et ¢, tend vers  dans L?(£2). On a donc :

/au )Oion(x dx—>/8u (z) dz lorsque n — +00

/ f(@)pn(x)de — / f(z)e(x) dz lorsque n — 400

L égalité (3.4) est donc vérifiée pour toute fonction ¢ € HE(£2). Montrons maintenant que si u
est solution classique de alors u € H}(Q). En effet, si u € C*(Q), alors u € C(Q) et donc
u € L*(Q) ; de plus d;u € C(2) donc d;u € L?(2). On a donc bien u € H (). Il reste & montrer
que u € Hg (). Pour cela on rappelle les théorémes de trace suivants (voir |7, chapitre 1]).

Théoréme 3.1 — Existence de ’opérateur trace. Soit {2 un ouvert (borné ou non borné)
de R%, d > 1, de frontiere 99 lipschitzienne, alors 1’espace C°(€2) des fonctions de classe C* et &
support compact dans Q est dense dans H 1(Q). On peut donc définir par continuité I'application
trace qui est linéaire continue de H'(Q) dans L?(99), définie par y(u) = u|gq si u € C°(Q) et par
y(u) = lim y(u,)siue HY(Q), u= lim u,,
n—-+o0o o0

n—-+
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ott (Un)neny C C°(Q). Dire que 'application (linéaire) v est continue est équivalent & dire qu’il
existe C' € R, tel que

v ()|l 200y < Cllull g1 (o) pour tout u € Hl(Q) (3.5)
Notons que v(H'(R)) C L?(Q) mais v(H(Q)) # L*(89Q). On note H'/2(Q) = v(H'(Q)).

Remarquons que si €2 est un ouvert borné, alors Q est compact et donc toutes les fonctions C> sont
a support compact dans 2.

Théoréme 3.2 — Noyau de I'opérateur trace. Soit  un ouvert borné de R de frontiere 95
lipschitzienne et v Popérateur trace défini par le théoréme (3.1]). Alors

Kery = H}(Q).

Siu € C?(2) est une solution classique de (3.1)), alors v(u) = ulpo = 0 donc u € Ker~ et par le
théoréme ceci prouve que u € Hg ().

Nous avons ainsi montré que toute solution classique de vérifie u € H}(Q) et Degalité (3.2).
Cette remarque motive 'introduction de solutions plus générales qui permettent de s’affranchir de
la régularité C2 et qu’on appellera solutions faibles.

Définition 3.3 — Formulation faible. Soit f € L%(Q2), on dit que u est solution faible de (3.1]
si u € H () est solution de

N

> [ Dule)Dip()de = [ fpt@)de Vo e H@) (3.6)

=179 Q
Définition 3.4 — Formulation variationnelle. Soit f € L?(Q); on dit que u est solution
variationnelle de (3.1)) si u € HJ () est solution du probléme de minimisation :

1
Ju) < J(w) Yve H}(Q) avec J(v)= 5/ Vo(z) - Vou(z)de f/ flx)v(x)dx  (3.7)
Q Q

oll on a noté :
d
/ Vu(z) - Vo(z)dr = Z/ D;u(z)D;p(z) dz.
Q = Ja

On cherche a montrer 'existence et I'unicité de la solution de (3.6]) et (3.7). Pour cela, on utilise
le théoreme de LaXEI—MilgramH qu’on rappelle ici :

Théoréme 3.3 — Lax-Milgram. Soit H un espace de Hilbert, soit ¢ une forme bilinéaire
continue coercive sur H et T' € H'. Il existe un unique élément u € H tel que

a(u,v) = T(v) Yvoe H (3.8)
De plus, si a est symétrique, u € H est I'unique solution du probleme de minimisation suivant :

J(u) < J() (3.9)
ou J est définie de H dans RY par :

1
J(v) = 5&(1}, v) — T(v). (3.10)
Démonstration.

— Si a est symétrique I'existence et l'unicité de u est immédiate par le théoréme de représentation de
Riesz (car dans ce cas a est un produit scalaire et la forme linéaire définie par ¢ fﬂ f(z)p(z)dz est
continue pour la norme associée & ce produit scalaire).

1. Peter Lax, mathématicien américain d’origine hongroise contemporain
2. Arthur Milgram (1912-1948), mathématicien américain
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— Si a est non symétrique, on considére l'application de H dans H, qui & u associe Au, défini par
(Au,v) = a(u,v), Yv € H. L’application qui & u associe Au est linéaire continue et (Au,v) < a(u,v) <
M ||u||||v|| car a est continue. D’autre part, par le théoréme de représentation de Riesz, on a existence
et unicité de ¥ € H tel que T'(v) = (¢, v), pour tout v € H. Donc u est solution de a(u,v) = T'(v),
Vv € H si et seulement si Au = . Pour montrer l’existence et 1'unicité de w, il faut donc montrer que
A est bijectif.

— Montrons d’abord que A est injectif. On suppose que Au = 0. On a (Au,u) > of|lul|? par
coercitivité de a et comme |[Au|l||v]| > (Au,v), on a donc ||Au|| > «flul|. En conclusion, si
Au=0=u=0.

— Montrons maintenant que A est surjectif. On veut montrer que AH = H. Pour cela, on va montrer
que AH est fermé et AHT = {0}. Soit w € AH ; il existe alors une suite (vn)neny C H telle que
Avp, — w dans H.

— Montrons que la suite (vn)pen converge dans H. On a :
|Avn — Avml| = ||A(vn — vm)|l 2 allvn — vmll

donc la suite (vn)pen est de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un certain v € H. Comme
A est continue, on a donc : Av, — Av dans H et donc w = Av € AH.

— Montrons maintenant que AH ' = {0}. Soit vo € AH ", comme a est coercive, on a af|vg||? <
a(vo,v0) = (Avg,vp) = 0, on en déduit que vy = 0, ce qui prouve que AH ' = {0}.
Pour conclure la preuve du théoréme, il reste & montrer que si a est symétrique, le probléme de minimisa-

tion (3.9)) est équivalent au probleme (3.8) Soit w € H solution unique de (3.8)) ; montrons que u est solution
de (3.9). Soit w € H, on va montrer que J(u + w) > J(u).

1
J(u+w):Ea(u—i-w,u—‘rw)—T(u-i—w)

= %a(u,u) + % la(u, w) + a(w,w)] + %a(w, w) — T(u) — T(w)

%a(u,u) + %a(w,w) + a(u, w) — T(u) — T(w)

1
= J(w) + sa(w,w) > J(w) + 5|l

Donc J(u + w) > J(u) sauf si w = 0.

Réciproquement, supposons maintenant que w est solution du probléme de minimisation et montrons
que u est solution du probléme (3.8). Soit w € H et t >0 ;ona J(u+tw)—J(u) > 0et J(u—tw)—J(u) >0
car u minimise J. On en déduit que :

1 1
ta(u, w) — tT(w) + §t2a(w, w)=>0 et —ta(u,w)+tT(w)+ EtQa(w, w) >0
Comme t est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalités par ¢ :
1 1
a(u,w) — T(w) + §ta(w7 w) =0 et —a(u,w)+T(w)+ ita(w,w) >0

On fait alors tendre ¢ vers 0 et on obtient a(u,w) = T'(w) pour tout w € H, ce qui montre que u est bien

solution du probléme . .
Montrons que 'on peut appliquer le théoréeme de Lax-Milgram pour les problémes (3.6) et (3.7).

Proposition 3.5 — Existence et unicité de la solution de (3.1)). Si f € L?(Q), il existe un

unique u € HE () solution de (3.6) et (3.7).

Démonstration. Montrons que les hypothéses du théoréme de Lax—Milgram sont vérifiées. L’espace H =
H} () est un espace de Hilbert et :

a(u,v) = / Vu(z) - Vu(z)dz T(v) = / f(z)v(z)dz.
Q Q
Montrons que T' € H'; en effet, la forme T est linéaire et on a T'(v) < || fllz2llvll2 < ||fllz2llvllg1. On en
déduit que T est une forme linéaire continue sur HJ (), ce qui est équivalent & dire que T € H~1(2) (dual
topologique de H}(1)).
Montrons que a est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité de a se démontre en écrivant que

a(u,v) = / Vu(z) - Vo(z)de < [[Vullp2[[Vol g2 < [lufl g ol g
Q

Les caracteéres bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant que a est coercitive. En effet :

N
_ . - . . 1 ull?
a(v,v) 7/QV’U(£C) Vu(z)dz = ;ADlv(x)D,v(m) dz > diam ()2 + 1|| 171

par I'inégalité de Poincaré. Comme T € H' et comme a est linéaire, continue, coercitive donc le théoréme
de Lax—Milgram s’applique : on en conclut qu’il existe une unique fonction u € Hé (2) solution de (3.6) et
comme a est symétrique, u est I'unique solution du probléme de minimisation associée. .
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Définition 3.6 — Solution forte dans H?. Soit f € L?(), on dit que u est solution forte
de (3.1)) dans H? si u € H*(Q) N H} () vérifie —Au = f dans L?(1Q).

Remarquons que si u est solution forte C2 de (3.1)), alors u est solution forte H?. De méme, si
u est solution forte H? de (3.1]) alors u est solution faible de (3.1). Les réciproques sont fausses.
On admettra le théoréme de régularité (dont la preuve est difficile), qui s’énonce de la maniére
suivante :

Théoréme 3.4 — Régularité. Soit Q un ouvert borné de R?, d > 1 On suppose que  a une
frontiere de classe C? ou que (2 est convexe a frontiere lipschitzienne. Si f € L2(Q) et si u € Hi(Q)
est solution faible de , alors u € H%(Q) et il existe Cy > 0 ne dépendant que de f et  tel que
llullgrz < Collf|lz2- De plus, si f € H™(2) alors u € H™T2(Q), et il existe C,, > 0 ne dépendant
que de f et Q tel que ||ul|gm+z < Ol f|lzm-

Remarque 3.7 — Différences entre les méthodes de discrétisation. Lorsqu’on adopte
une discrétisation par différences finies, on discrétise directement terme a terme le probleme (3.1)).
Lorsqu’on adopte une méthode de volumes finis, on discrétise le bilan obtenu en intégrant (3.1))
sur chaque maille. Lorsqu’on utilise une méthode variationnelle, on discrétise la formulation
variationnelle dans le cas de la méthode de Ritz, la formulation faible dans le cas de la
méthode de Galerkin [section [3.2].

Remarque 3.8 — Sur la prise en compte des conditions aux limites. Remarquons égale-
ment que dans la formulation faible 7 les conditions aux limites de Dirichlet homogenes u = 0
sont prises en compte dans 'espace u € H}(Q) et donc également dans I’espace d’approximation
Hy . En revanche pour le probléme de Neumann homongene, les conditions aux limites ne sont pas
explicitées dans 'espace fonctionnel (voir exercice .

Probleme de Dirichlet non homogéne

On se place ici en dimension 1 d’espace, d = 1 et on consideére le probleme suivant :
u' = f sur |0;1]
u(0) =a (3.11)
u(l)=»>
ou a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non
homogeéne ; comme a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dans H*'(Q) et non
plus dans H}(Q). Cependant, pour se ramener & Pespace Hg(£2) on va utiliser une technique dite

de reléevement ; on va s’assurer en particulier que le probléme est bien posé grace au théoréme de
Lax—Milgram et a la coercivité de la forme bilinéaire

a(u,v) = /Qu'(x) o' (z)dz sur HY ().

On pose u = up + @ ol ug est définie par ug(z) = a + (b — a)z. On a en particulier uy(0) = a et
up(1) =b. On a alors u(0) =0 et w(1) = 0. La fonction u vérifie donc le systéme :

- 17” = fv
u(0) =0,
(1) =0,

dont on connait la formulation faible et dont on a vu qu’il est bien posé au paragraphe [3.1.1] 11
existe donc une unique fonction u € H'(Q) vérifiant u = ug + u ot u € H{ () est I'unique solution
du probléeme

/0 o (z)v' (z) de = /0 fxw(z)de Yo e Hi(]0;1[).
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De maniere plus générale, soit u; € H;b(]O;l[) = {v € H';v(0) = aetv(l) = b}, et soit
u € H}(]0;1[) Punique solution faible du probléme :

u - ul + f7

u(0) =

u(l) =

Alors @ 4 u est I'unique solution faible de (3.11)), ¢’est-a-dire la solution du probléme
u € Hy y(10;1)

/ u'(m)v’(x)dxz/ f(x)v(z)dz, Yo e Hy(0;1]).
0 0

Il est facile de montrer que u ne dépend pas du relévement choisi, voir exercice [40}
Considérons maintenant le cas de la dimension d’espace d = 2. Soit Q un ouvert borné de R?,
on considere le probleme :

(3.12)

—Au=f dans (),
u=yg sur 0f2.

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogene, on veut construire un relevement, c’est-a-
dire une fonction ug € H(Q2) tel que y(ug) = g ol ¥ est Papplication trace. On ne peut plus le
faire de maniere explicite comme en dimension 1. En particulier, on rappelle qu’en dimension 2,
I'espace H'(2) n’est pas inclus dans I'espace C(Q2) des fonctions continues, contrairement au cas de
la dimension 1. Mais par le théoréme de trace (théoreme [3.1)), si g € HY/2(9), il existe ug € H* ()
tel que g = v(ug). On cherche donc u sous la forme u = @ + ug avec u € H(Q) et ug € H(Q) telle
que y(ug) = g. Soit v € H} () ; on multiplie par v et on intégre sur Q :

/Q—Au(x)v(x)dx:/ﬂf(x)v(z) dx

c’est-a-dire :

/QVu(x) - Vou(zx) dx:/gf(a:)v(m) dz

Comme u = ug + u, on a donc :

i€ Ho(Q),
/QVﬂ(x) - Vou(z)dz = /Qf(x)v(x) dx—/VuO(x) - Vu(z)de Yo e H} (Q)

Cependant, en dimension supérieure ou égale a 2, il souvent difficile de construire le relevement .
Il est donc usuel, dans la mise en ceuvre des méthodes d’approximation (par exemple par éléments
finis), de servir de de la formulation suivante, qui est équivalente & la formulation (3.13]) :

u € {ve HY(Q);y(v) = g sur 0Q},
/Vu )Wo(x dx—/f z)dz Yo € H(Q).

(3.13)

Probléme avec conditions aux limites de Fourier

On considére ici le probléme de diffusion avec conditions aux limites de type Fourier (ou Robin
dans la littérature anglo-saxonne).

{ —Au=f dans Q, (3.14)

Vu - n+Au=0 sur df,
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ot Q est un ouvert borné de R%, d = 1, 2 ou 3 et 9N sa fronticre; f € C2(Q); n est le vecteur
unitaire normal & JQ, extérieur a Q et A(z) > 0, Vo € 0Q, est un coefficient qui modélise par
exemple un transfert thermique a la paroi. Supposons qu’il ex1ste u € C2(Q) vérifiant - Soit
@ € C®(Q) une fonction test. On multiplie formellement par ¢ et on inteégre sur 2. On
obtient :

- [ Au@p(e)ds = [ f@ypla) da

Par intégration par parties, on a alors

/Q Vu(@)Vo(@)de — [ Vu(z) - n@)p) dyz) = / f(@)p(x) dz

o0
Notons que la fonction ¢ n’est pas & support compact et que la condition aux limites
Vu - n=-X\u
va donc intervenir dans cette formulation. En remplacant on obtient :
Vu(z) - Vo(z)dz + [ du(@)p(@)dy(z) = | flz)p(z)de, V¥ peC®(Q).
Q 1) Q
Par densité de C>(2) dans H'(f2), on a donc également

lLvmm~v¢@mx+/,m /f r)der  Vyoec HY(Q).

o0

Définition 3.9 — Solution faible. On dit que u est solution faible de ([3.14]) si u est solution
de :
u € HY(Q)
(3.15)
/Vu(x) - Vo(z) + dx/ Az)u( da?f/f r)dr Vv e HY(Q)
Q

o0

On peut remarquer que sous les hypothéses f € L?(Q) et A € L>°(9), toutes les intégrales de
sont bien définies. On rappelle que si ¢ € L?(Q) et ¢ € L?(Q), alors ¢ € LY(Q). Pour vérifier que
le probléme est bien posé, on a envie d’appliquer le théoréme de Lax—Milgram. Définissons
pour cela la forme bilinéaire a : H'(2) x H'(Q) — R par :

a(u,v) /Vu - Vo(z dx—!—/)\ (z)v(z) dz. (3.16)

Il est facile de voir que a est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui associer une forme
quadratique définie par :

1
E(v) = 3 Vo(z) - Vou(z)dx + Az)v*(z) dy(z) — [ f(z)v(z)dz. (3.17)
Q o0 Q
Définition 3.10 — Solution variationnelle. On dit que u est solution variationnelle de (3.14))

si u vérifie :
u € HY(Q),
{ﬂng@ Yo € HY(Q),
ou E est défini par .

Lemme 3.11 On suppose que A € L (99). Alors la forme bilinéaire définie par (3.16)) est continue
sur H1(Q) x HY(Q).

(3.18)

Démonstration. On a :

a(u,v):/Vu(x)Vv(x)dx—l—/ A@)u(z)v(x) dvy(x)
Q

a0
< Vullpz @y VUl L2 ) + M Lee ooy llull L2 a0y IVl L2 a0y (3-19)
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Or par le théoréme de trace et plus particulierement grace a la continuité de la trace (3.5, on a
lullz2 00y < Cllullgi(q)-
On en déduit que
a(u, v) < Mljul| g1 flv]l g2
avec M = 1+ C?||\|| L (8€2). Donc a est bilinéaire continue. .

Lemme 3.12 Soit A € L>(91) tel qu’il existe A > 0 tel que A(x) > A p.p. sur 92 Alors la forme
bilinéaire a définie par (3.16)) est coercitive.

Démonstration. Montrons qu’il existe o > 0 tel que a(v,v) > «||v||2, pour tout v € H' ou
a(v,v) = / Vou(z) - Vu(z) d:):Jr/ Aaz)v?(z) dy(z).
Q Q

Attention, comme v € H'(Q) et non Hé (€2), on ne peut pas écrire I'inégalité de Poincaré, qui nous permettrait
de minorer fQ Vou(z) - Vo(z)dz. On va montrer 'existence de a par I’absurde. On suppose que a n’est pas
coercive, c’est-a-dire que :

Yo >0, JveHY(Q); alv,v) < alv]?.
On a donc en particulier, en prenant o = 1/n :

vneN, 3w, € H(Q); avn,vn) < %anqul

Dans cette derniére assertion, on peut prendre v, de norme 1, puisque 'inégalité est homogéne de degré 2.
On a donc :

1
VneN, o, HY(Q); lonllgi) =1 a(vn,vn) < -

Or, par le théoréme de Rellich, toute suite bornée (vy ), ey de H(Q), est relativement compacte dans L2(€2).
Comme on a [[vn| 1oy = 1, il existe donc une sous-suite encore notée (vn)nen C H(Q) telle que vy,

converge vers v dans L2(Q) lorsque n tend vers +oco. De plus, comme :
1
a(Vn,vn) = / Voup(z) © Vup(z)dz +/ Avp (z)vn (z) de < — — 0 lorsque n — +o0
n
Q oQ
On en déduit que, chaque terme étant positif :

/ Von(z) + Vop(z)de —p—400 0 (3.20)
Q

/ A (2)vn () dz —n— 400 O (3.21)
o0
On a donc : Vv, — 0 dans L2(2) lorsque n — 4-00. On en déduit que
/ O;vn (z)pdz — 0 lorsque n — 400, pour i =1,...,d.
Q
Donc par définition de la dérivée faible (1.59)), on a aussi
/ v (2)0;0(z) dz — 0 lorsque n — +o00.
Q

Comme v, — v dans L2(Q2) lorsque n — 400, on peut passer & la limite et écrire que fQ v(z)0ip(z) = 0.
On en déduit que la dérivée faible D;v existe et est nulle dans Q. La fonction v est donc constante par
composante connexe. Mais par , on a v = 0 sur 9f et la trace d’une fonction constante est la constante
elleeméme. On a donc

v =0 dans
On a ainsi montré que
D;vn — Div et v, — v = 0 dans L? (22) lorsque n — +o00.

Par conséquent, v, — 0 dans H() lorsque n — +o0o, ce qui contredit le fait que anHHl(Q) =1.0Ona
ainsi montré la coercivité de a. .

Proposition 3.13 Soit f € L?(Q) et A € L>=(Q) tel que A > A p.p. avec A > 0 alors il existe un
unique u solution de (3.15)) qui est aussi 'unique solution de (3.18]).

3.1.4 Condition de Neumann
Considérons maintenant le probleme (3.14)) avec A = 0, on obtient le probleme :

—Au=f dans(

3.22
@ =0 sur 02 ( )
on
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qu’on appelle probleme de Dirichlet avec conditions de Neumann homogeénes. En intégrant la
premiére équation du systéme, il est facile de voir qu’une condition nécessaire d’existence d’une

solution de (3.22]) est que :
/ —Au(z)dx = @(az) dz = / flx)dz=0
Q o0 On Q

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogene, soit :

ou

%:9

la condition de compatibilité devient

/Qf(f) dz + /ian(x) dvy(z) = 0.

Remarquons que si a = 0, la forme bilinéaire est
a(u,v) = / Vu(z) - Vu(z)de,
Q

et que celle-ci n’est pas coercive sur H'(Q). De fait, il est clair que la solution de (3.22) n’est pas
unique, puisque si u est solution de (3.22]) alors u + ¢ est aussi solution, pour tout ¢ € R. Pour
éviter ce probléme on va chercher les solutions de (3.22) & moyenne nulle. On cherche donc &

résoudre (3.22)) dans I'espace
H= {v € HI(Q);/ v(z)de = 0}
Q

On admettra que a est coercive sur H (ceci est vrai grace a I'inégalité de Poincaré—WirtingerEE[).
Le probleme

u € H,
a(u,v)z/fv Yv e H,

admet donc une unique solution.

Formulation faible et formulation variationnelle

Nous donnons ici un exemple de probleme pour lequel on peut établir une formulation faible,
mais pas variationnelle. On se place en une dimension l’espace N =1 et on considére 2 =]0;1] et
f € L*(]0;1[). On s’intéresse au probleéme dit d’advection diffusion :

—u"+u ' =f,  dans]0;1]
{u(O) =u(1) =0. (3.23)

Cherchons une formulation faible. Par la méme méthode qu’au paragraphe [3.1.1] on choisit v €
H}(Q), on multiplie ([3.23)) par v et on intégre par parties :

/Q o (2 (z) dz + /Q o (z)v(z) dz = /Q F(2)o(z) da.

Il est donc naturel de poser :

a(u,v) z/Qu’(x)v’(a:) dx—|—/

u(z)v(z)dx et T()= | f(z)v(x)da.
Q Q

3. L’inégalité de Poincaré-Wirtinger s’énonce de la facon suivante : soit  un ouvert borné de R? de frontiere
lipschitzienne, alors il existe C' € R4, ne dépendant que de Q tel que pour tout u € H'(2), on a :

2
2 gy < Clulla g+ 20m()) ™ / u(e)de) .

Q

4. Wilhelm Wirtinger, 1865-1945, mathématicien autrichien, dont les travaux portent sur plusieurs domaines des
mathématiques.
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Il est évident que T est une forme linéaire continue sur H{ () (c’est-a-dire T € H~1(2)) et que la
forme a est bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive. En effet, on a :

o, ) = /Q W2 () do + /Q o (@)u(z) de = /Q W2 (z) dz + / %(uz)/(x) dz.

Q

Or, comme u € H}(Q), on a u = 0 sur 9 et donc

/(uz)’(z) dr = u*(1) — u?(0) = 0.
Q

On en déduit que :

a(u,u) = /Ol(u’)2 dz,

et par 'inégalité de Poincaré (1.31]), on conclut que a est coercive sur Hg(£2). On en déduit par le
théoréme de Lax-Milgram, Pexistence et 'unicité de u € H}(]0;1]) solution du probléme :

/0 (u' () (z) + u'(z)v(z))de = /0 f@)v(x) da.

Méthodes de Ritz et Galerkin

Principe général de la méthode de Ritz

On se place sous les hypothéses suivantes :

H est un espace de Hilbert
a est une forme bilinéaire continue, coercive et symétrique (3.24)
TeH

On cherche a calculer u € H telle que :
a(u,v) =T (v) Vv € H, (3.25)

ce qui revient & calculer u € H solution du probléme du probléme de minimisation (3.9)), avec J
définie par (3.10). L’idée de la méthode de Ritzlﬂ est de remplacer H par un espace Hy C H de
dimension finie (ou dim Hy = N) et de calculer uy solution de

{UN € Hy

J(un) < J(v) Vve Hy (3.26)

en espérant que uy soit “proche’ (en un sens & définir) de wu.

Théoréme 3.5 Sous les hypotheses (3.24)), si Hy est un sous-espace vectoriel de H et dim Hy <
+o0 alors le probleme (3.26]) admet une unique solution.

Démonstration. Puisque Hy est un espace de dimension finie inclus dans H, c’est donc aussi un espace
de Hilbert. On peut donc appliquer le théoréme de Lax—Milgram et on en déduit I'existence et I'unicité de
un € Hp solution de (3.26)), qui est aussi solution de a(un,v) = T(v), Vv € Hy. .

Nous allons maintenant exposer une autre méthode de démonstration du théoréme qui a
I’avantage d’étre constructive et qui nous permet d’introduire les idées principales des méthodes
numériques envisagées plus loin. Comme l’espace Hpy considéré dans le théoréme est de
dimension N, il existe une base (¢1,...,¢n). Si u € Hy, on peut donc développer u = > " | u;¢;.
On note : U = (uy,...,uy) € RN, L’application & qui & u associe U est une bijection de Hy dans
R¥. On peut donc définir

N
j=Jot 1 cad j(U)=J(u), pour U= (uy,...,uy) € RY et u = ZuZ(;Sl (3.27)
i=1

5. Walter Ritz, né le 22 février 1878 a Sion et mort le 7 juillet 1909 a Goéttingen, est un physicien suisse. Il a
inventé la méthode dite de Ritz dans le cadre du calcul des valeurs propres de 'opérateur bi-harmonique
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On a donc
A N N L
= 20<Z i, Zuz¢z> - T(Z Ui¢i> 5 Z Z a($i, ¢;) = > wiT(h),
i=1 i=1 i=1 i=1 j=1 ;
et J(u) peut s’écrire sous la forme :
1
J(u) = §UthU - U'G =jU),

ot K € MN:N(R) est définie par Kij = a(¢i, ¢;) et ou G; = T(¢;). Chercher uy solution de (3.26])
est donc équivalent & chercher U € RY solution de :

1
J(U)<§(V) YV eRN,  avec jWU:§WKV—V@. (3.28)

Il est facile de vérifier que la matrice K est symétrique définie positive. Donc j est une fonctionnelle
quadratique sur RY et on a donc existence et unicité de U € RY tel que j(U) < j(V), VV € RV,
La solution du probléeme de minimisation est aussi la solution du systeme linéaire U = G ;
on appelle souvent K la matrice de rigidité. Le résultat suivant est une conséquence immédiate du
résultat général de minimisation dans RY (voir par exemple |12, chapitre 3]).

Proposition 3.14 — Existence et unicité de la solution du probléme de minimisation.
Soit j : RN — R définie par (3.27). Il existe un unique u € RY solution du probléme de minimisa-

tion (3.28).

Résumé sur la technique de Ritz
1. On se donne Hy C H.
2. On trouve une base de Hy.
3. On calcule la matrice de rigidité K et le second membre G. Les coefficients de K sont donnés
par K;; = a(¢i, ¢;).
4. On minimise j par la résolution de KV = G.
5. On calcule la solution approchée u(N) = Zf\il Ui ;.

On appelle Hy 'espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fondamental pour le dévelop-
pement de la méthode d’approximation. Le choix de Hy est formellement équivalent au choix de la
base (¢;)i=1,... nv. Pourtant, le choix de cette base est capital méme si u®) ne dépend que du choix
de Hy et pas de la base.

Choix de la base Un premier choix consiste a choisir des bases de fagon récursive, selon le
schéma :

{ base de Hy11} = { base de Hy} U {¢pn+1}-

Les bases sont donc emboitées les unes dans les autres. Considérons par exemple H = H'(]0;1]),
et I'espace d’approximation Hy = Vect{d1,da,...,¢n_1}, avec ¢;(z) = 2~ i =1,...,N. On
peut remarquer la matrice de rigidité K résultante est une matrice pleine. Or, on veut justement
éviter les matrices pleines car les systémes linéaires associés sont coiiteux (en temps et mémoire) &
résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une base (¢;), 7 =1,..., N de telle sorte que
(66,65) = Nidyy ot Gy =4 DI (3.29)
W\Pi, @) = A% OU Y10 sinon. '
On a alors £ = diag(A1,...,An) et on a explicitement :
N
T(¢;
WM =3 (¢4) 4.
i=1 a(@ia QOZ)
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Considérons par exemple le probleme de Dirichlet . Si ¢; est la i—eme fonction propre de
lopérateur —A avec conditions aux limites de Dirichlet, associée & la valeur propre A;, on obtient
bien la propriété souhaitée, car la matrice K est alors diag(A1, ..., An). Malheureusement, il est
rare que ’on puisse connaitre explicitement les fonctions propres de I'opérateur concerné.

Un deuxieme choix consiste & choisir des bases telles que la base de Hy n’est pas forcément
incluse dans celle de Hy 1. La technique des éléments finis qu’on verra au chapitre suivant, est un
exemple de ce choix. La matrice IC obtenue n’est pas diagonale, mais elle est creuse, c¢’est-a-dire
qu'un grand nombre de ses coefficients sont nuls. Par exemple, pour des éléments finis appliqués a
un opérateur du second ordre, on peut avoir un nombre de coefficients non nuls de l'ordre de 0(V).

Convergence de ’approximation de Ritz Une fois qu’on a calculé uy solution de , il
faut se préocupper de savoir si u(V) est une bonne approximation de u solution de (3.25)), c’est-a-dire
de savoir si u™) — wu lorsque N — +00. Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la notion
de consistance.

Définition 3.15 — Consistance. Sous les hypotheses (3.24]), on dit que 'approximation de Ritz
définie par l'espace Hy C H avec dim Hy = N < 400 est consistante si d(H, Hy) tend vers 0
lorsque N — 400, c'est-a-dire d(w, HN) = N— 400 0, Vw € H ou encore inf, ey ||w—v] = No100 0,
Yw e H.

L’autre notion fondamentale pour prouver la convergence est la stabilité, elle-méme obtenue grace a
la propriété de coercivité de a. Par stabilité, on entend estimation a priori sur la solution approchée,
c’est-a-dire une estimation sur la solution approchée avant méme de savoir si elle existe ; la solution
approchée u™) est solution de ou encore de :

{a(u(N),v) =T(v) YveHy

3.30
U(N) € Hy ( )

On a lestimation a priori suivante sur uy :

Proposition 3.16 — Stabilité. Sous les hypotheses du théoreme |3.24] on a :

Hu(N)HH < T[] 1 )
@

Démonstration. Le caractére coercif de a nous permet d’écrire aflu™|? < a(u®™),u()). Or comme
u) est solution de (B:30), on a a(u™), u™M)) = T(u(N)). Comme T est linéaire continue, on obtient
T (™) < |IT g ™ .

Il est naturel de s’intéresser a ’erreur que 'on commet lorsqu’on remplace la résolution de la
formulation faible (3.25[) par la résolution de la formulation faible en dimension finie . Il nous
faut pour cela pouvoir quantifier la norme de I'erreur commise ||u — u” || z. Un premier pas dans
cette direction est le lemme suivant, souvent appelé lemme de Céaﬂ qui permet de controler ’erreur
de discrétisation par erreur d’interpolation, définie comme la distance entre u € H solution de
et ’espace Hy d’approximation.

Définition 3.17 — Erreur d’interpolation, erreur de discrétisation. Soit H un espace
de Hilbert réel et a une forme bilinéaire continue symétrique coercive. Soit T" une forme linéaire
continue et 7' € H', et soit M > 0 et a > 0 tels que a(u,v) < M||ullg||v]z et alu,u) > ofjul%.
Soit u € H 'unique solution du probléme :

a(u,v) =T(v) Yve H (3.31)

On appelle erreur d’interpolation la distance d(u, Hy) entre la solution du probléme continu ((3.31)
et espace d’approximation Hpy, définie par d(u, Hy) = inf{||u — v||g,v € hn}. Soit Hy C H tel
que dim Hy = N et soit «(N) € Hy 1'unique solution de

a(u™) | v) = T(v) Yv e Hy

6. Jean Céa, mathématicien francais contemporain, voir http://www.jean-cea.fr
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On appelle erreur de discrétisation la quantité ||u — u™| .

Lemme 3.18 — Lemme de Céa. Sous les hypotheses de la définition [3.17}
M
lu—u™lg < \/——d(u, Hy). (3.32)

Démonstration. On procéde en deux étapes.
1. On va montrer que u(™) est la projection de u sur Hy pour le produit scalaire (+, * )a induit par
a, défini de H X H par (u,v)q = a(u,v). On note ||ulla = v/a(u,u), la norme induite par le produit
scalaire a. La norme || - ||o est équivalente & la norme || - ||z : en effet, grace a la coercivité et la
continuité de la forme bilinéaire a, on peut écrire af|u|?; < ||ul|2 < M|lul|%,. Donc (H, | - |la) est
un espace de Hilbert. Soit u la solution de (3.31)) et soit v = Pp u la projection orthogonale de u
sur Hy relative au produit scalaire a( -, - ). Par définition de la projection orthogonale, on a donc
v —u € Hy;. Soit encore a(v — u,w) = 0, Vw € Hy. On en déduit que a(v,w) = a(u,w) = T(w),
VYw € Hy et donc que v = u). On a donc montré que u™N) est la projection orthogonale de v sur
Hp, c’est-a-dire u) = Py u.
2. On va établir une estimation de la norme de la différence entre u et uy ; par définition de P, on a :
= Pryull2 < u—vl2 Vo€ iy,
ce qui s’écrit endore (puisque Ppyu = u(M))
a(u—u(N),u—u(N))éa(u—v,u—v) Yv € Hy.
Par coercivité et continuité de la forme bilinéaire a, on a donc :
«a u—u(N)H%I <alu—u™ u—u™) <alu—v,u—v) < Mlu—v|% Vve Hy.

On en déduit que :

M
flu —u™ g <y /EHu —vllg  Wv€Hy.

En passant & I'inf sur v, on obtient alors :

M
lu—u™lg <4/ — inf Jlu—v|g
o vEHyN

Ce qui est exactement (3.32)).

3.2.2 Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypotheses suivantes :

H est un espace de Hilbert
a est une forme bilinéaire continue et coercive (3.33)
TeH
Remarquons que maintenant, a n’est pas nécessairement symétrique, les hypotheses (3.33)) sont
donc plus générales que les hypotheses ([3.24)). On considére le probléeme
ueH

a(u,v)=Tw) veH (3:34)

Par le théoréme de Lax—Milgram, il y a existence et unicité de u € H solution de (3.34]). Le principe
de la méthode de Galerkinm est similaire & celui de la méthode de Ritz. On se donne Hy C H, tel
que dim Hy < +00 et on cherche a résoudre le probleme approché :

u(N) € Hy
a(u™ v) =T(v) Yve Hy

7. Boris Grigoryevich Galerkin, né le 20 février 1871 a Polotsk en Biélorussie et mort le 12 juillet 1945, est un
mathématicien et un ingénieur russe réputé pour ses contributions & 1’étude des treillis de poutres et des plaques
élastiques. Son nom reste lié & une méthode de résolution approchée des structures élastiques, qui est I'une des bases
de la méthode des éléments finis.

(Pn) (3.35)
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Remarque 3.19 — Orthogonalité de ’erreur avec ’espace d’approximation. Comme
Hpy C H, on peut choisir v € Hy dans (3.34) ; en soustrayant (3.35)) a cette équation, on obtient
a(u—u™ ) =0, Vv € Hy. (3.36)

(N)

La différence entre u et son approximation u'""’ est donc orthogonale a ’espace d’approximation.

Par le théoreme de Lax—Milgram, on a immédiatement :

Théoréme 3.6 — Existence et unicité, méthode de Galerkin. Sous les hypotheses Hy C H
et dim Hy = N, il existe un unique u\) € Hy solution de (3.35).

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner une autre méthode, constructive, de
démonstration de l’existence et unicité de uy qui permettra d’introduire la méthode de Galerkin.

Comme dim Hy = N, il existe une base (41 ...¢n) de Hy. Soit v € Hy, on peut donc développer
N

v sur cette base v = Zvigbi, et identifier v au vecteur (v1,...,vy) € RY. En écrivant que u
i=1
satisfait (3.35)) pour tout v =¢;,i=1,...,N :
a(ua¢1):T(¢l) Vi:la"'aNa
et en développant u sur la base (¢;);=1,... N, on obtient :
N
> a(gj.¢i)u; =T(¢;)  Vi=1,...,N.
j=1
On peut écrire cette derniére égalité sous forme d’un systéme linéaire : KU = G,
,CZJ = a(¢]a¢1) et gZ = T(QSZ)’ pour Zv.] = 17 ce. 7?N'

La matrice I n’est pas en général symétrique.

Proposition 3.20 Existence et unicité de la solution du systéme linéaire. Sous les
hypotheses du théoréme le systeme linéaire (3.2.2]) admet une solution.

Démonstration. On va montrer que K est inversible en vérifiant que son noyau est réduit & {0}. Soit w € RY
tel que Kw = 0. Décomposons w sur la base (¢1,...,¢n) de Hy. On a donc Z;\Izl a(¢j, ps)wj = 0.
Multiplions cette relation par w; et sommons pour ¢ =1 a N, on obtient :

N N
Z Za(¢j,¢,‘)w]-wi =0.
i=1  j=1

Soit encore a(w, w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine que w = 0. On en déduit que w; =0,V; =1,..., N,
ce qui acheéve la preuve. .

Remarque 3.21 Si a est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente a celle de Ritz.

En résumé, la méthode de Galerkin comporte les mémes étapes que la méthode de Ritz, c’est-a-dire :
1. On se donne Hy C H

On trouve une base de Hy

On calcule K et G

On résout KU =G

On écrit uNV) = Efil Ui Pj.

La seule différence avec la méthode de Ritz est que I’étape 4 n’est pas issue d’un probléme de
minimisation. Comme pour la méthode de Ritz, il faut se poser la question du choix du sous-espace
Hy et de sa base, ainsi que de la convergence de 'approximation de u solution de ([3.34)) par u@V)
obtenue par la technique de Galerkin. En ce qui concerne le choix de la base {¢1,...,¢dn}, les

possibilités sont les mémes que pour la méthode de Ritz (voir paragraphe |3.2.1)). De méme, la
notion de consistance est identique a celle donnée pour la méthode de Ritz (définition [3.15) et la

AN I
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démonstration de stabilité est identique a celles effectuée pour la méthode de Ritz (proposition
3.16)).

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on a encore un contréle de I'erreur de discrétisation
|lu — u™) || par I'erreur d’interpolation d(u, Hy), mais avec une constante plus grande que celle
du lemme de Céa

Lemme 3.22 Sous les hypotheéses du théoreme ([3.6)), si u est la solution de (3.34)) et uy la solution
de (3.35), alors

M
= u i < =d(u, Hy). (3.37)

ot M et a sont tels que : a|[v||* < a(v,u) < M||v||? pour tout v dans H (les réels M et « existent
en vertu de la continuité et de la coercivité de a). Noter que la constante M/« est supérieure & la

constante /M /a du lemme

Démonstration. Comme la forme bilinéaire a est coercive de constante a, on a :
allu —u™M % < a(u — u™) u —uN))

On a donc, pour tout v € H :
aHufu(N)H%{ <alu—u™ u—v)+a(u— o™ v—ulM)

Or a(u —uM™) v —uM) = a(u,v — uM) — a(u™), v — uN)) et par définition de u et uN), on a :
a(u,v —uM) = T(w —u™M) et a(u™), v — ™)) = T(w — (M),

On en déduit que :

aflu — u™ | < a(u —u®™

,U— V) Yv € Hy,
et donc, par continuité de la forme bilinéaire a :
alu — ™ |1F < Mlju— o™ llu— vl

On obtient donc :

M
lu =™y < o llu—vla  YveHy,
ce qui entraine (3.37)). .

Remarque 3.23 On peut remarquer que 'estimation ([3.37)) obtenue dans le cadre de la métode
de Galerkin est moins bonne que 'estimation (3.32)) obtenue dans le cadre de la méthode de Ritz.
Ceci est moral, puisque la méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

Grace au théoréme on peut remarquer que u(N) converge vers u dans H lorsque N tend vers
+oo dés que d(u, Hy) — 0 lorsque N — +o00. C’est donc 1a encore une propriété de consistance
dont nous avons besoin. La propriété de consistance n’est pas toujours facile a montrer directement.
On utilise alors la caractérisation suivante :

Proposition 3.24 — Caractérisation de la consistance. Soit V' un sous espace vectoriel de
H dense dans H On suppose qu’il existe une fonction ry : V' — Hy telle que ||v — ry(v)||g — 0
lorque N — 400 ; alors

d(u, Hy) — 0 lorque N — +o0.

Démonstration. Soient v € V et w = vy (v). Par définition, on a

d(u, Hy) < lu = rv @)l < llu —vllg + [[v — 7y ()]l#
Comme V est dense dans H, pour tout € > 0, il existe v € V, tel que ||u — v||g < €. Choisissons v qui vérifie
cette derniére inégalité. Par hypothese sur 7y,

Ve > 0, 3Ny tel que si N > Ny alors ||[v —ry(v)||g < e.
Donc si N > Np, on a d(u, Hy) < 2e. On en déduit que d(u, Hy) — 0 quand N — +o0. .

3.2.3 Méthode de Petrov-Galerkin

La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente a la méthode de Galerkin. On cherche toujours a
résoudre :
ue H

a(u,v) =T(v) YveH (3.38)
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Mais on choisit maintenant deux sous-espaces Hy et Viy de H, tous deux de méme dimension finie
dim Hy = dim Viy = N. On cherche une approximation de la solution du probléme dans I’espace
Hy et on choisit comme fonction test les fonctions de base de V. On obtient donc le systéme :

u € Hy
{a(u,v) =T() YvelVy (3.39)

On appelle Hy l'espace d’approximation et Vi U'espace des fonctions test. Si (¢1,...,¢n) est une
base de Hy et (11,...,1%x) une base de Vi, en développant u™) sur la base de (¢1,...,on).
uN) =3 u;¢; et en écrivant (3.39) pour v = ;, on obtient :

u e HN
{a(mwi) =T(¢) Yi=1,...,N (3.40)

Le systeme a résoudre est donc :
KU =6

ot K est une matrice carrée d’ordre N de coefficients K; ; = a(¢;,¢;) et G; = T(¢;), pour
i=1,...,N.

Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une facon particuliere de choisir les bases des espaces
d’approximation pour les méthodes de Ritz et Galerkin.

Principe

On se limitera dans le cadre de ce cours a des problemes du second ordre. L’exemple type sera
le probléeme de Dirichlet (3.1), qu’on rappelle ici :

—Au=f dans
u=20 sur 0f)

et I'espace de Hilbert sera 1'espace de Sobolev H!(Q) ou H}(Q).
On se limitera a un certain type d’éléments finis, dits de Lagrange. Donnons les principes
généraux de la méthode.

Eléments finis de Lagrange Soient  C R? (ou R3) et H l'espace fonctionnel dans lequel on
recherche la solution. Par exemple H}(Q) s’il s’agit du probléme de Dirichlet . On cherche
Hy C H = H}(Q) et les fonctions de base ¢1,...,¢y. On va déterminer ces fonctions de base a
partir d’'un découpage de €2 en un nombre fini de cellules appelées éléments. la procédure est la
suivante :

1. On construit un maillage T de Q (en triangles ou rectangles) que 'on appelle éléments ; un
élément générique sera noté K.

2. Dans chaque élément, on se donne des points que ’on appelle neuds.

3. On définit Hy par Hy = {u: Q — R/ujx € Py, VK € T} N H ol P, désigne I'ensemble des
polynémes de degré inférieur ou égal a k. Le degré des polyndémes est choisi de maniére a ce
que u soit entierement déterminée par ses valeurs aux nocuds. Pour une méthode d’éléments
finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont également les degrés de liberté, c’est-a-dire
les valeurs qui déterminent entiérement la fonction recherchée.

4. On construit une base {¢;,...,¢n} de Hy tel que le support de ¢; soit “le plus petit possible".
Les fonctions ¢; sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 3.25 — Eléments finis non conformes. Notons qu’on a introduit ici une méthode
d’éléments finis dite conforme, au sens ou 'espace d’approximation Hpy est inclus dans l'espace
H. Dans une méthode non conforme, on n’aura plus Hy C H et par conséquence, on devra aussi
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construire une forme bilinéaire approchée a7 ; on pourra voir & ce sujet I'exercice [50] ot on exprime
la méthode des volumes finis comme une méthode déléments finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit Q =]0;1[ C R et soit H = HJ([0;1]); on cherche un espace
Hy d’approximation de H. Pour cela, on divise U'intervalle ]0;1[ en N intervalles de longueur
h=1/(N +1). On pose x; =i, i = 0, N + 1. Les étapes 1. a 4. décrites précédemment donnent
dans ce cas :

1. Construction des éléments : on construit n + 1 éléments K; = |x; ;2,41[, ¢ =0,..., N.

2. Noeeuds : on a deux nceuds par élément ; x; et x;41 sont les noeuds de K;, i =0,..., N. Le fait
que Hy C H}(]0;1]) impose que les fonctions de Hy soient nulles en zg = 0 et zy41 = 1.
On appelle x4, ...,z N les nceuds libres et g, x 41 les nceuds liés. Les degrés de liberté sont
donc les valeurs de w en z1,...,zy. Aux noeuds liés, on a u(zg) = u(zyy1) = 0.

3. Choix de I’espace : on choisit comme espace de polyndémes P; = {ax +b,a,b € R} et on pose :
Hy ={u:Q = R|ug, € P1Vi=1...N,uecC(Q) =C([0;1]) et u(0) = u(1) = 0}.

Il est facile de vérifier qu'on a bien Hy C H = H}(]0;1[). En effet, si u € Hy alors u est
continue et bornée sur ]0;1[) et donc u € L?(2). De plus la dérivée faible Du de u est une
fonction définie presque partout et constante par morceaux qui est intégrable. Enfin si v € HV,
on a u(0) = u(1) = 0 ce qui prouve que u € H}(]0;1]).

4. choix de la base de Hy : si on prend les fonctions de type 1 de la méthode de Ritz, on choisit
les fonctions décrites sur la figure On a donc Hy = Vect{¢1}, Hz = Vect{¢1, P2, ¢3} et
H; = Vect{¢1, P2, P3, P4, b5, g, ¢7} olt Vect désigne le sous espace engendré par la famille
considérée. Avec ce choix, on a donc H; C H3 C H7. Si maintenant on choisit des fonctions

14 @4 @2 @5 2 L @: o7
i
\ o /}\ N
U n vor
/ v/
\ ANY; AW
; s / P
/ : -\
. \A ] / .\ ! \
/ \ . \ -\
. s/ . ] \ \
/ \ ! / \ ! .\
/ ; AL
: \ I/ \ \
/ ! A\ f7 ! \
: ‘ Mo \ !
, / \ 2! :

FI1GURE 3.1 — Fonctions de forme de type 1 — espaces emboités

de forme de type 2, on peut définir ¢; pour ¢ =1 a N par :
¢; : continue et affine par morceau sur les intervalles [x;_1 ; x;41]
supp(¢i) = [Ti—1;Tit1]
bi(z;) =1
¢i(zi-1) = ¢i(ziy1) =0
11 est facile de voir que ¢; € Hy et que {¢1,...,¢dn} engendre Hy, c'est-a-dire que pour tout
u € Hy, il existe (uy,...,uy) € RY tel que u = Zf\il u;¢;. On a représenté sur la figure

les fonctions de base obtenue pour Hs (a gauche) et H7 (& droite). On peut remarquer que
dans ce cas, les espaces d’approximation ne sont plus inclus les uns dans les autres.

(3.41)
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FIGURE 3.2 — Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une dimension d’espace.

Exemple en dimension 2 Soit Q un ouvert polygonal de R? et H = H}(Q). Les étapes de
construction de la méthode des éléments finis sont encore les mémes.

1. éléments : on choisit des triangles.

2. neceuds : on les place aux sommets des triangles. Les noeuds z; €  (intérieurs a ) sont libres
et les neeuds x; € 9N (sur la frontiére de € sont liés. On notera ¥ ’ensemble des nceuds libres,
Y r I'ensemble des nceuds liés et ¥ = X7 U Xp.

3. espace d’approximation : ’espace des polynomes est I’ensemble des fonctions affines, noté P;.
Une fonction p € P; est de la forme :

p:R? 5 R
x = (x1,22) — a121 + asxa + b

avec (a,az,b) € R3. L’espace d’approximation Hy est donc défini par :

Hy :{u e C(Q);ulx € P1, VK et u(x;) =0, Va; € Zp}
4. base de Hy : On choisit comme base de Hy la famille de fonctions {¢;}, i = 1,..., N ou
N = card(X)) et ¢; est définie, pour ¢ =1 & N, par :
¢; est affine par morceaux
di(z;) =1 (3.42)
Gile) =0 Vj#1
La fonction ¢; associée au noeud x; a donc ’allure présentée sur la figure Le support de

chaque fonction ¢;, c’est-a-dire I’ensemble des points ou ¢; est non nulle, est constitué de
I’ensemble des triangles dont x; est un sommet.

En résumé Les questions a se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc :
la construction du maillage ;

un choix cohérent entre éléments, nceuds et espace des polynoémes ;

la construction de l'espace d’approximation Hy et de sa base {¢; }i=1.. .~ ;

la construction de la matrice de rigidité K et du second membre G ;

Gk N

I’évaluation de d(u, Hy) en vue de lanalyse de convergence.

3.3.2 Maillage de I’espace Hy et de sa base ¢y
Construction des éléments

Soit © € R? un ouvert borné polygonal. On construit un maillage de Q en divisant Q en parties
fermées {Ky}e=1,..,r ol L est le nombre d’éléments.
Les principes pour la construction du maillage sont :
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oi(z)

FIGURE 3.3 — Fonction de forme de type 2 (fonction de P;) en deux dimensions d’espace

~ ”
”
SQ _

N
S

FIGURE 3.4 — Exemple de triangles bons (& gauche) et mauvais (& droite)

— Eviter les angles trop grands ou trop petits. On préférera par exemple les triangles de gauche
plutét que ceux de droite dans la figure

— Mettre beaucoup d’éléments 1a ot u varie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connait
a priori les zones de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluer ’erreur entre la
solution exacte du probléme et la solution calculée et de remailler les zones ou celle-ci est
jugée trop grande.

— On peut éventuellement mélanger des triangles et des rectangles, mais ceci n’est pas toujours
facile.

Il existe un tres grand nombre de logiciels de maillages en deux ou trois dimensions d’espace. On
pourra pour s’en convaincre utiliser les moteurs de recherche sur internet avec les mots clés : “mesh
2D structured", “mesh 2D unstructured", “mesh 3D structured", “mesh 3D unstructured"'. Le mot
“mesh" est le terme anglais pour maillage, les termes 2D et 3D réferent a la dimension de l’espace
physique. Le terme “structured" (structuré en francais) désigne des maillages que dont on peut
numéroter les éléments de facon cartésienne, le terme “unstructured’ (non structuré) désigne tous
les autres maillages. L’avantage des maillages “structurés" est qu’ils nécessitent une base de données
beaucoup plus simple que les maillages non structurés, car on peut connaitre tous les noeuds voisins
a partir du numéro global d’un nceud d’un maillage structuré, ce qui n’est pas le cas dans un
maillage non structuré (voir paragraphe suivant pour la numérotation des noeuds). La figure
montre un exemple de maillage de surface structuré ou non-structuré.

Choix des nceuds

On se donne une famille {S;};=1,.. p de M points de Q de composantes (zi,yi), pour i =
1,...,M.

117



3.3 Méthode des éléments finis 3. METHODES VARIATIONNELLES

FIGURE 3.5 — Exemple de maillage structuré (& gauche) et non-structuré (& droite) d’une surface;
Gmsh : a three-dimensional finite element mesh generator with built-in pre-and post-processing
facilities, dévelippé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle — http://www.geuz.org/gmsh/

Le maillage éléments finis est défini par éléments {K,}s—1..1 et les noeuds {S;}i=1.. . Ces
éléments et nceuds ne peuvent bien stir pas étre choisis indépendamment. Dans le cas général, on
choisit tous les éléments de méme type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombre
fixe de nceuds par élément, ce qui détermine le nombre total de nceuds. Chaque noeud appartient
donc a plusieurs éléments. Dans le cas d’'un maillage structuré tel que celui qu’on a décrit dans
la figure [[.5] une numérotation globale des nceuds est suffisante pour retrouver les éléments dont
font partie ce nceud, ainsi que tous les voisins du nceud. Par contre, dans le cas d’un maillage
non structuré (un maillage en triangles, par exemple), on aura besoin d’une numérotation locale
des noeuds c’est-a-dire une numérotation des noeuds de chaque élément, pour £k =1,..., Ny ou Ny
est le nombre de noeuds par élément ; on aura également besoin d’une numérotation globale des
nceuds et d’une table de correspondance, 1'une qui donne pour chaque élément, les numéros dans la
numérotation globale des noeuds qui lui appartiennent :

i’ = mnotation globale (¢,7) r-éme nceud de I’élément ¢

Amélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que l'erreur entre la solution exacte u recherchée et la
solution u(N) obtenue par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par une constante fois
la distance entre H et Hy. On a donc intérét a ce que cette distance soit petite. Pour ce faire, il
parait raisonnable d’augmenter la dimension de 1’espace Hpy. Pour cela, on a deux possibilités :

— augmenter le nombre d’éléments : on augmente alors aussi le nombre global de noeuds, mais
pas le nombre local.

— augmenter le degré des polynémes : on augmente alors le nombre de noeuds local, donc on
augmente aussi le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléments. Ce deuxiéme
choix (augmentation du degré des polyndémes) ne peut se faire que si la solution est suffisam-
ment réguliére ; si la solution n’est pas réguliére, on n’arrivera pas a diminuer d(H, Hy) en
augmentant le degré des polynomes.
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3.4 Exercices

3.4.1 Enoncés
Exercice 36 — Dérivée par transposition, dérivée faible. Soit f la fonction définie par
f(x) = é sur ]0, 1.
1. La fonction f est-elle dans un espace LP(]0,1[) ?

2. Montrer que f est la dérivée par transposition de la fonction g définie par g(z) = —Inz. La
fonction f est-elle une dérivée faible de g7

Exercice 37 — Fonctions H' en une dimension. Montrer que si u € H*(]0;1[) alors u est
continue. En déduire que H2(]0;1[) ¢ C*([0;1]).

I Exercice 38 — Minimisation de la semi-norme. Soit {2 un ouvert borné de R™. On suppose
que sa frontiere est de classe C! par morceaux. Etant donné une fonction ug € H'(£2), on désigne

par ug + HE(Q) I'ensemble {ug + v,v € HE(2)}.

1. Montrer qu'il existe une unique fonction u € ug + Hg(2) tel que :

lul1,0 = inf [v]1,0.
’U€U0+Hé(ﬂ)

2. Caractériser u comme étant la solution d’un probléme aux limites.

Exercice 39 — Formulation faible pour le probléme de Dirichlet unidimensionnel.
Soit f € L%(]0;1[). On s’intéresse au probléme suivant :

—u"(x) = f(z), v €]0;1], (3.43)
u(0) =0 (3.44)
u(1) = 0. (3.45)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.45]).

Exercice 40 — Relévement. Soient a et b € R, et f € C(R,R).
1. Soient ug et u; définies de [0;1] dans R par ug(z) = a + (b — a)x et ui(z) = a + (b — a)z?.
Montrer qu'’il existe un unique @ (resp. ) tel que u = ug + @ (resp. v = w3 + @ ) soit solution de
(3.11)). Montrer que u = v.
2. Mémes questions en supposant maintenant que ug et u; sont des fonctions de C?([0;1]) telles
que ug(0) = u1(0) = a et ug(l) = uy (1) = 0.

Exercice 41 — Lax-Milgram. Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appliquer
le théoréme de Lax—Milgram, dans le cas du probléme suivant :

[ Rl ZE | —u"() = f(z), we[0;1],

W' (0) =0, (3.46)

| comrigé pl127]| Exercice 42 — Conditions aux limites de Fourier et Neumann. Soit f € L*(]0;1[). On
s’intéresse au probléme suivant :

—u(z) +u(z) = f(z z€]0;1

/ () + u(z) f/() J051] (3.47)

u'(0) —u(0) =0 /(1) =-1.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.47)); y-a-t-il existence et
unicité des solutions faibles de (3.47)) ?
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Exercice 43 — Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis. Soit f € L2(]0;1]).
On s’intéresse au probléme suivant :

— (@) — &) + u(a) = [ (@), @ €051, .
w(0) +u'(0) =0, u(l) =1 '
1. Donner une formulation faible du probléme de la forme
Trouver u € H'(]0;1]);u(1) = 1, (3.49)
a(u,v) =T (v), Vv € H.

ot H={v e H'(]0;1]);v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire sur H*(]0; 1[)
et une forme linéaire sur H'(]0;1[), & déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible 7

Exercice 44 — Un probléme non linéaire. Soit 2 =0, 1] et soit ¢ une fonction continue de
R dans R telle qu'il existe M > 0 avec |p(s)| < M pour tout s € R.

| suggestions pf123| O g'intéresse & D'existence et I'approximation d’une fonction u € H} (), solution faible du

probleme

—u" + (p(w) = f,

ot f € L%(Q) est donnée. On définit le sens faible suivant :

u e Hi(Q), Yo e HY(Q), / [/ (@) (2) = p(u(@) v/ (2)] do = /Q f(@)v(@) da. (3.50)

Q

Pour tout n € N, soit V,, C H}(Q) un sous-espace de dimension finie tel que

Yu € H}(Q), nlg%o vin‘gn |lu —v|| g1 () = 0.

1. Soit n € N et w € V,,. Montrer qu’il existe une et une seule fonction z solution de

Z (@) (z) dz = / [f(a:)v(x) —i—gp(w(x))v'(x)] de, (3.51)

z €V, YveV,, /
Q

Q
et qu'il existe C' > 0 ne dépendant ni de w ni de n telle que l'on ait ||2’[| 120y < C.

2. Montrer que, pour tout n € N, il existe au moins une fonction, notée u,, € V,,, solution du
probléme

Uy € Vi, YV €V, /
Q

[u;(x)v'@) — o(un(@)) v'(x)} da = /Q F(@)o(z) de. (3.52)

3. a) Montrer que, de la suite (u,)nen, on peut extraire une sous-suite, notée (tyn))nen, telle
qu'il existe une fonction u € Hq(9), avec uy(n) tendant vers u dans L*(Q) et uy,

tendant vers v’ faiblement dans L?(€2).
b) Prouver que u est solution du probléme (3.50).

¢) En déduire que uj,,,, tend vers v’ dans L2(Q).

Exercice 45 — Conditions mixtes. Soit Q un ouvert borné R¢, d = lou2, de frontiére
00 =TqUTy, avec Ty NI = 0; on suppose que la mesure d — 1 dimensionnelle de Ty est non nulle,

et soit f € L?(2). On s’intéresse ici au probléme suivant :
—Au(z) = f(z), z € Q,
u(z) =0, z €T, (3.53)
Vu(z) - n(z) =0, x € Ty,
ott m est la normale unitaire & ) extérieure a €.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.53) telle qu’on puisse
appliquer le théoreme de Lax-Milgram. (On rappelle que 'inégalité de Poincaré donnée en bas de
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page m pour les fonctions de H3 () est encore valable pour les fonctions de H'(£2) dont la trace
est nulle sur un sous-ensemble de 92 de mesure ((d — 1)-dimensionnelle) non nulle.)

| comrigé pli2gl| Exercice 46 — Probléme elliptique pour un probléme avec conditions mixtes. Soit Q
un ouvert borné R4, d =1 ou 2, de fronticre 9Q = I'y UT, avec Ty NIy = 0; on suppose que la
mesure d — 1 dimensionnelle de I'y est non nulle. On s’intéresse ici au probleme suivant :

—div(p(z)Vu(z)) + q(z)u(z) = f(z),z € Q
u(z) = go(z),x € Io, (3.54)
p(x)Vu(z) - n(x) + ou(z) = g1(x),z € Iy,
olt f € L?(Q2), p € L>®(R), est telle qu’il existe a > 0 t.q. p(z) = a p.p., ¢ € L®(Q), ¢ >0, 0 € Ry,
go € L?(Ty) est telle qu’il existe g € H*(Q) t.q. v(9)|Ir, = g0, 91 € L*(T'1) et n est la normale
unitaire a 02 extérieure a €.

1. Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.54)) telle qu’on puisse
appliquer le théoreme de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question que p € C*(Q), ¢ € C(€) go € C(Ty) et g € C(I'y). Soit
u € C%(Q). Montrer que u est solution faible si et seulement si u est une solution classique de
(13.54).

Exercice 47 — Probléme de Neumann homogeéne. On considére le probleme suivant :
—Au+u=f dans(,

[sugzesions 2]
Vu-n=20

ott © est un ouvert borné de R de frontiere réguliere de classe C? et de normale unitaire extérieure
n,et f € L3(Q).
1. Montrer que si u est une solution réguliere de (3.55)) et ¢ € C°°(R9), alors

/Q(Vu : V<p+ug0)dx:/gfgpdaz

3.55
sur ( )

En déduire que u est solution de la formulation faible qui consiste & trouver u € H'(£2) tel que
/(Vu - Vv +ww)dr = / fode Vo€ HY(Q). (3.56)
Q Q

2. Montrer que si u est une solution réguliere de classe C? de (3.56) et ¢ € C(R?), alors u est
solution de (3.55).

corrigé p | Exercice 48 — Condition inf-sup. Soit V un espace de Hilbert réel de produit scalaire ( - ; - )
induisant une norme || - ||. On se donne a( - ; - ) une forme bilinéaire continue sur V' x V, avec
M comme constante de continuité. Soit L une forme linéaire continue sur V. On suppose de plus
qu’il existe une solution v € V' au probleme suivant :

a(u,v) = L(v), Yv € V. (3.57)

Soit V3, un sous-espace de V' de dimension finie. On suppose qu’il existe 8, € Ry telle que :

nf (( sup (a(vn; wh))) > B (3.58)

i
(v €Visllvnll=1) \ (wheVi,|lwn || =1)

On cherche alors uy, solution de :

up € Vi,
b (3.59)
a(up,vy) = L(vy) Yo, € V)
1. Montrer que le probléme ((3.59) admet une unique solution.
2. Soit u la solution de (3.57)) et uy, la solution de (3.59)). Montrer que :
M
U — <14+ — ) inf |Ju—wv]. 3.60
o=l < (145 ) inf = ol (3.60)
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Exercice 49 — Condition inf-sup pour un probléme mixte. Soient V et ) deux espaces de
Hilbert, onnote ( -, - )v, || - llvet (-, - )g, |l - |l leurs produits scalaires et normes respectives,
et on consideére le probléme suivant :

Trouver u € V, p € @, tels que
a(u,v) +b(v,p) = (f,v)u, Vv €V, (3.61)
b(u, q) = (9:9)q, Vg € Q.

ou a est une forme bilinéaire continue et coercive sur V' et b est une application bilinéaire continue
de V x @ dans R. Pour (u,p) et (v,q) éléments de V' x @, on pose :

B(u,piv,q) = a(u,v) +b(v,p) + b(u, q),
Fv,q) = (f,v)u+(9:9)q-
et on munit V' x @ d’une norme notée |( -, - )|, définie par ||(v,q)|| = [Jv|lv + |l¢ll¢ pour
(v,q) €V x Q.

1. Montrer que B est une forme bilinéaire continue sur V' x Q.
2. Montrer que le probléme (3.61)) est équivalent au probléme :

(3.62)

Trouver (u,p) € V x @, tels que
B(u,p;v,q) = F(v,q),Y(v,q) € V x Q.

On considére maintenant des espaces d’approximation (par exemple construits par éléments finis).
Soient donc (Vi )nen et (Qn)nen des espaces de Hilbert de dimension finie tels que V,, C V et
Qn C Q, pour tout n € N.

3. On suppose dans cette question que la condition suivante (dite condition “inf-sup") est satisfaite :

b
Il existe B € RY (indépendant de n) tel que inf sup (1w, q) > Bllgllo- (3.63)
9€Qn wev,, |lwllv
llwllv#0
a) Montrer qu’il existe o € R* tel que :
() vl
Pour tout q € Q,, et v € V,,, B(v,q;v, —q) = af|v||%. (3.64)

(b) Soit (v, q) € V,, x @y, montrer qu'il existe w € V;, tel que ||lw||yv = |l¢llg et b(w, q) > ,6’||q||€2
Montrer que pour ce choix de w, on a :

B(v,q;w,0) > =M|llvllwllv + Bllald,

ou M est la constante de continuité de a.

(c¢) En déduire qu’il existe des réels positifs C; et Co indépendants de n tels que
B(v,q;w,0) = —Ci[vll} + Callqll-
(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour tout a; > 0,a2 > 0 et € >0, on a
araz < Laf +ead.)
(d) Soit v € R%. Montrer que si y est suffisamment petit, on a :
B(v,q;v 4+ yw, —q) = Cs]||v][3, + [lql|3]-
et
[(v +yw, =g)|| < Cul[(v, q)ll,
ou C3 et C4 sont deux réels positifs qui ne dépendent pas de n.

(e) En déduire que la condition suivante (dite de stabilité) est satisfaite :

Il existe 6 € R’ indépendant de n, tel que pour tout (u,p) € Vj, X Qp,

B(u,p;v,q
sp  BB) 5 gy ). (3.65)
(0.0)eVaxQn, (W
[I(v,q)[I#0
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4. On suppose maintenant que la condition ([3.65) est satisfaite.
(a) Montrer que pour tout p € Q,

b(v,p)
sup 70 = 0|lpllg-
(0.0)eVaxQn, (V)]
1(v,a) 110

(b) En déduire que pour tout p € @,

b(v, p

sp 208 5 s,
(0,0)eVi x@Qn, VIV

[(v,q)||#0

5. Déduire des questions précédentes que la condition ([3.63) est satisfaite si et seulement si la
condition (3.65]) est satisfaite.

| Exercice 50 — Volumes finis vus comme des éléments finis non conformes. Soit un
ouvert borné polygonal de R? et 7 un maillage admissible au sens des volumes finis (voir page

[22) de Q.

1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (3.1)) se rameéne & chercher (ug)ger, qui
vérifie :

Z To(ur — ug) + Z To ug = m(K) fx (3.66)

0€E€mt, 0=K|L 0€Eext, 0EEK

ol &yt représente 'ensemble des arétes internes (celles qui ne sont pas sur le bord) Eeyt ’ensemble
des arétes externes (celles qui sont sur le bord), et

% sio € &, 0 = K|L,

dxo+dr e
L v (367)
o
Si o € Eext, 0 € Ex,
K,o
(voir figure [1.6]).

2. On note H7(9) le sous-espace de L?*(f)) formé des fonctions constantes par maille (c.a.d.
constantes sur chaque élément de T). Pour v € H7 (), on note uk la valeur de u sur K. Montrer
que (ug)keT est solution de (3.67)) si et seulement si u € Hy () est solution de :

u € Hr(Q),
ar(u,v) = Tr(v), Vv € H7(Q),

ol a7 est une forme bilinéaire sur Hy () (& déterminer), et T est une forme linéaire sur Hy ()
(&4 déterminer).

(3.68)

3.4.2 Suggestions pour les exercices

Exercice Rappel ; par définition, I'ensemble ug + Hy est égal a I'ensemble {v = ug + w,w €
H}}

1. Montrer que le probléme s’écrit sous la forme : J(u) < J(v),Yv € H, ou H est un espace de
Hilbert, avec J(v) = a(v,v), oul a est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test a support compact dans la formulation faible.

Exercice Considérer les espaces Hi; = {v € H'(]0,1]);v(1) = 1} et H{; = {v €
H'(]0,1[); v(1) = 0}

Exercice — Un probléme non linéaire.

2. On pourra utiliser le théoréeme du point fixe de Brouwer : toute fonction continue d’une
boule fermée B d’un espace vectoriel normé de dimension finie & valeurs dans la boule B admet au
moins un point fixe.
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Exercice Considérer comme espace de Hilbert 'ensemble {u € H'(Q);u = 0 sur ['y}.

Exercice 1. On rappelle que I'espace des fonctions de C°°(R?) restreintes & 2 est dense dans
HY(Q).
2. On admettra que I'image de H'(Q) par I'application trace est dense dans L2(99).

Exercice 1. Intégrer ’équation sur la maille et approcher les flux sur les arétes par des
quotients différentiels.

2. Pour montrer que (3.66) entraine (3.68]), multiplier par vg, ot v € Hy (), et développer. Pour
montrer la réciproque, écrire v comme combinaison linéaire des fonctions de base de Hy(£2), et
prendre pour v la fonction caractéristique de la maille K. (|3.66))

Corrigés
Exercice [38]

1. Par définition, on sait que

ful 0 = / Z|3u )2 da)

ou O;u désigne la dérivée partielle de u par rapports a sa i—eéme variable. Attention ceci
| * |1,0 définit une semi-norme et non une norme sur l'espace H'(Q). Cependant sur Hg(£2)
c’est bien une norme, grace a l'inégalité de Poincaré. On rappelle que H}(Q) = ker(y) =
{u e H'(Q) tel que y(u) =0}, ot v est I'opérateur de trace linéaire et continu de H'(€2) dans
L?(Q) (voir théoréme . Le probléme consiste & minimiser

N 3
(/ Z|5iu2dac>
Q=1

sur ug + Hg(2). Tentons de nous ramener a minimiser une fonctionnelle sur Hg(£2). Soit
v € ug + HE (). Alors v = ug + w avec w € H}(Q), et donc :

N N
|v|iQ:|u0+w|iQ:/ > 103 (uo + w)[® dx:/ Z‘(&iu0)2+(8iw)2+2(8iuo) (8;w)
Q =1 Q =1

N
= luolto+lola+2 [ 3 0ol da
=1

Ainsi chercher & mimimiser |v|;,o sur ug + Hg () revient & minimiser J sur H}(Q), ou J est
définie par :

J(w)—H11ng)2</ Z\8u08w|d:v+ /Zaw )

Pour montrer 'existence et 'unicité du minimum de J, nous allons mettre ce probleme sous une
forme faible, puis utiliser le théoreme de Lax—Milgram pour en déduire I'existence et 1'unicité
d’une solution faible, et finalement conclure que la fonctionnelle J(w) admet un unique infimum.
On pose :

N

N
a(w,v) = / Z (Q;wdw) dz, Yw,v € HY(Q) et L(v)= 7/ Z (Diupdiv) dx, Vv € Hi(Q)

Voyous si les hypothéses de Lax-Milgram sont vérifiées. La forme a(w, v) est clairement symétrique,
on peut changer 'ordre de w et de v dans ’expression sans changer la valeur de I'intégrale. La
forme a(w,v) est bilinéaire. En effet, elle est linéaire par rapport au premier argument, puisque :
Vu,v,w € HH Q) et VA, u € R, on a : a(Aw + pu,v) = Aa(w,v) + pa(u,v). Ainsi par symétrie,
elle est aussi linéaire par rapport au second argument. Donc elle est bien bilinéaire. Pour montrer
que la forme a(w, v) est continue, on utilise la caractérisation de la continuité des applications
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bilinéaires. On va donc montrer 'existence de C' € Ry tel que |a(u,v)| < C|lul| g ||v|| g pour
tous u, v € H}(Q). Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

1

3

N N ) % ~ 2
/Q;(aiuaiv) dz| < (/Q;(aiu) dx) (/Q;(&-v) dx) e

La forme a est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coercive, c¢’est-a-dire qu’il existe
a >0 tel que a(v,v) = al[v]|3, pour tout v € Hj ().

la(u, v)| =

N
a(v,v) = /Q;(alv(m))2 dz = /QVU(;U) - Vo(z)dz > mﬂvﬂip,

grace a l'inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici :

0]l 220) < e DNVV]L2(0), Yo € Hy(9Q). (3.69)
On aurait pu utiliser directement I’equivalence des normes de |[v||%;, et de |v|1,o aussi donnée
par I'inégalité de Poincaré. En effet : [|v[|gn = [|v]|22 + 3 |22 |22 = [, (v* + Vv?) L'inégalité
de Poincaré peut s’ecrire aussi : [|[v]|p2 < ¢(Q)||Vulr2 = ¢(Q)|v|1.0
Donc a est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive. Par le méme genre de

raisonnement, on montre facilement que L est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypotheses
de Lax-Milgram sont vérifiées, et donc le probleme :

Trouver u € H}(Q) tel que a(u,v) = L(v) pour tout v € H{ ()
admet une unique solution dans Hg (2). De plus, comme a est symétrique, la fonctionnelle .J

admet un unique minimum.

2. On va maintenant caractériser u comme étant la solution d’un probléme aux limites. Soit
p € D(R), donc ¢ est a support compact dans Q. On a :

a(u,p) = L(p) Yo € D(Q),

et donc :
/Vu(z)V(:c)god:c: 7/ Vug(z)V(x)p(x)de.
Q Q

Comme u et ug € H(Q), et comme ¢ est réguliére, on peut intégrer par parties ; en remarquant
que ¢ est nulle sur 91, on a donc :

—/QAu(x)¢(a:)dx=/QAUO(x)¢($)dw~

On en déduit que —Au = Aug. Comme u € H}(Q), ceci revient a résoudre le probléme aux
limites & = u — ug € H*(Q), tel que —A% = 0 dans Q et © = ug sur 9.

Exercice [39|— Formulation faible pour le probléme de Dirichlet unidimensionnel. Soit
p € C°(]0;1]), on multiplie la premieére équation de (3.45)), on intégre par parties et on obtient :

1 1
/ ' ()¢ (z) dox = / f(@)p(z) da. (3.70)
0 0

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de
Hilbert pour les fonctions duquel ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux
limites. Comme f € L%(]0;1[), le second membre de est bien défini des que ¢ € L%(]0;1]). De
méme, le premier membre de est bien défini des que v’ € L2(J0;1[ et ¢’ € L2(]0;1[). Comme
de plus, on doit avoir u =0 en 0 et en 1, il est naturel de choisir par définition H = H}(]0;1]) =
{u € L?()0;1[; Du € L%*(J0;1[) et u(0) = u(1) = 0}. ( Rappelons qu’en une dimension d’espace
H(]0;1]) € C([0;1]) et donc u(0) et u(1) sont bien définis). Une formulation faible naturelle est
donc de trouver u € H = {u € HZ(2);v(0) = v(1) = 0} tel que :

a(u,v) =T(v), Yve H avec a(u,v):/o o (z)v' (z)dz et T(v):/O f(x)v(x)dz
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La formulation variationnelle associée (notons que a est clairement symétrique) consiste a trouver
u € H tel que :

J(u) = vmellr; J(w) avec J(v)= %a(u, v) —T(v)

Le fait que a soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive etque T' € H' a été prouvé
(dans le cas plus général de la dimension quelconque) lors de la démonstration de la proposition

Exercice 1. Comme f € C(R,R), et comme —u” = f, on a u € C%(R,R). Or ug € C*(R,R)
et uj =0 ; de méme, u; € C*(R,R) et v} = 2(b — a). Les fonctions u et U doivent donc vérifier

-u'=f 7w =f+2(b—a)
w0)=0 et <qu(0)=0
(1) = 0. u(1l) = 0.

Donc @ est 'unique solution du probléme : trouver @ € H(Q) tel que

a(u,p) =T(p) V€ H}(Q)

avec

a(u, ) = /0 o) @ et T / f@

et W est 'unique solution du probléeme u € H{(Q2) tel que :

o, 0) =T(p) VpeHLQ) avec T(p)= / (F(z) +2(b — a))pl()da

Montrons maintenant que u = v. Remarquons que w = u — v vérifie

w” =0
w(0) =w(1) =0
ce qui prouve que w € H}(Q) est solution de a(w,¢) =0, Vo € HE(Q) d'ott w = 0.
2. Le méme raisonnement s’applique pour ug et u; € C?([0;1]) tel que ug(0) = u1(0) = a et
ul(()) == ul(l) =b.
Exercice On introduit les espaces :
Hy, ={ve H'(j0;1]);0(1) = 1} (3.71)
Hio={veH (J0;1]);v(1) = 0} (3.72)

Soit ug : ]0;1[ — R, définie par ug(z) = . On a bien ug(1) = 1, et ug € Hj ;. Cherchons alors u
sous la forme u = ug + u, avec u € Hl1 0

/01 (@) (2) dz — w (1)o(1) + ' / f(@)vdz,¥ € Hi .
Comme v(1) = 0 et «/(0) = 0, on obtient donc :
/ 2)dz = / fa
ou encore :
1 ' )
/ ) de = / F@)o(z) da —/0 (@) () dz = /0 F@)o() dz —/0 v (2) da.
car u) = 1.
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Exercice Soit v € Cg°([0;1]), on multiplie la premieére équation de (3.48)) et intégre par
parties :

/0 u'(z)v'(x) dz — v/ (1)v(1) + u'(0)v(0) +/O u(z)v(zr)de = /0 f(z)v(z)dx

En tenant compte des conditions aux limites sur u en 0 et en 1, on obtient :

1 1 1
/ o' (z)v' () dw + / w(z)v(z) dz + u(0)v(0) = ; f@)p(x)dz —v(1). (3.73)

0 0

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un espace de
Hilbert pour les fonctions duquel (3.73)) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux
limites. Comme f € L?(]0;1[), le second membre de est bien défini des que v € L2(]0;1]).

De méme, le premier membre de est bien défini dés que u € H'(J0;1[ et v € H1(]0;1]) = =
{u € L?(J0;1[; Du € L?(J0;1]). I est donc naturel de choisir H = H(]0;1[). On obtient ainsi la
formulation faible suivante :

ue H={ue H(Q)},
a(u,v) =T(v),Yv € H,

ou a(u,v) fo dsc—i—fo (x)dz + u(0)v(0) et T'(v fo Ydz — v(1).
La formulatlon Varlatlonnelle associée (notons que a est clalrement symetrlque), s’écrit :

{ Trouver u € H,
J(u) = min J(v)

avec J(v) = Sa(u,v) — T(v)

Pour montrer l'existence et 1'unicité des solutions de (3.73]), on cherche & appliquer le théoréme
de Lax—Milgram. On remarque d’abord que T' est bien une forme linéaire sur H, et que de plus,
par l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

)| = I/ f(@yv(e) de| + o) < [1£llzgoaplollzgoap + oD (3.74)

Montrons maintenant que |[v(1)] < 2||v||g1(j0;17)- Ce résultat est une conséquence du théoreme de
trace, voir cours d’EDP. Dans le cas présent, comme ’espace est de dimension 1, la démonstration
est assez simple en remarquant que comme v € H'(]0;1[), on peut écrire que v est intégrale de sa
dérivée. On a en particulier :

1
v(1) = v(2) —|—/ o' (t)dt,

et donc par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1

[o(D)] = Jo(z)] +/x o' ()ldt < Jo(2)] + [[v"[| 2o s1p-
En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 on obtient :

O] < [lo@)lzrgoap + v llz2qosap-
Or [v]lzrgo;ip < llv(@)llL2gos1p)- De plus

vl z2gos1p + 1Vl 22qo;1p < 2max({v(@)lL2qoap, 1Vl z2gos1p)
on a donc

(HU||L2(]O;1[)+||'U/HL2(}0;1[)>2 < 4maX(HU($)||2L2(]o;1[)v ||7/||2L2(]0;1[)) < 4(||UH%2(]0;1[)+||U/||2L2(]0;1[))-

On en déduit que

lo(D)] < lvllz2qoap + 10 1z2qosap < 2lvllargosap-
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En reportant dans (3.74), on obtient :
T@) < (Ifllz2gosap + 2ol go:ap

ce qui montre que 7' est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci-dessus pour montrer que |v(1)| < 2[|v|[z1qo;1p
s’applique de la méme maniére pour montrer que

|v(a)] < 2||v||g1o;1p) pour tout a € [0;1]. (3.75)

Ceci est une conséquence du fait que H'(]0;1[) s’injecte contintiment dans C([0;1]).

Il est clair que a est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caractére symétrique n’est
pas nécessaire pour ’application du théoréme de Lax—Milgram). Montrons que a est continue. On
a :

o) < [ W @lar [ i@l + o)lo)
< N llzzgoaplv'llzzgoap + lullzzgoapllvllzzgoiap + [w(0)[v(0)]
Gréce & (3.75)), on en déduit que

la(u, v)| < [Ju'll2qoap v 12 gosap + lull2goap lvlliz2 oy + 4wl argoiap loll argoiap
< 6l|ullgrqosapllvll arqosap-

On en déduit que a est continue. Soit u € H(]0;1[) ; par définition de a, on a :

a(u,u) = / (u/ (2))? d + / (u())? dz + u(0)? > [lull s gounp-

Ceci prouve que la forme a est coercive. Par le théoréme de Lax—Milgram, on en déduit ’existence
et I'unicité des solutions faibles de (3.73).

Exercice Soit p € H={v e H(Q):u=0sur Iy}
Multiplions la premiére équation de (3.53) par ¢ € H. On obtient :

/Vu )dw+/ Vu - n(x dx—/f
Toul'y

et comme Vu.n =0 sur I'; et ¢ =0 sur I'g, on obtient donc

[ vute) - Vota) = [ 1@t

On obtient donc la formulation faible pour laquelle il faut trouver v € H tel que

/Q Vu(z) - Vo(z)dz = /Q F@)u(z)dz

Notons que cette formulation ne differe de la formulation faible du probleme que par la donnée
de la condition aux limites de Dirichlet sur I'g et non 02 dans 'espace H. La condition de Neumann
homogene est implicitement prise en compte dans la formulation faible.

La démonstration du fait que cette formulation satisfait les hypotheéses du théoréeme de Lax—
Milgram est similaire a celle de la proposition en utilisant, pour la coercivité, le fait que les
fonctions & trace nulle sur une partie du bord de 2 (de mesure non nulle) vérifient encore l'inégalité
de Poincaré.

Exercice [46l

1. Multiplions la premiére équation de (3.54)) par ¢ € C*°(2) et intégrons sur Q. Par la formule de
Green, on obtient :

/Q p()Vu(z) - Vip(z) do— /@ p{e)Vula) - n(e)e(o) dot /Q 4(2)u(z)p(z) dz = / S
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En tenant compte des conditions aux limites sur u et en prenant ¢ nulle sur I'y, on obtient alors

a(u, ) =T(p)

a(u,p) = /Q (p(2)Vu(z).Vo(z) + ¢(z)u(z)p(z)) dz + /F o(z)u(z)p(z)dy(z), (3.76)
et

T(p) = /Q f(@)pla) do + / 01(2)p(2)d (2). (3.77)

1
Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet non homogeéne, on choisit donc u €
H%mgo (Q) = {u € HY(Q);u = go sur ['x}, qu’on peut aussi décomposer en : u = U+ avec
u € Hp, () (“relevement” de u) et up € HE () = {u € H(Q);u = 0 sur I}, Une
formulation faible naturelle est alors :

{ we HE , (Q)
a(u,v) =T(v),Vv € H%OVO(Q),
ou encore :
u=1uy+u
u € Hp,o(9) (3.78)

a(w,v) =T(v) — T(ug),Yv € H%070(Q),

L’espace H = HII‘O,O(Q) muni de la norme H' est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer
que l'application a définie de H x H dans R est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soient
(u,v) € H x H, alors
a(u,v) < pllzee@ IVull L2 Vol L2 @)+l e @ el 22 @ 10l L2 @) o llv (W)l L2 @) 17 (0) [ 22 (60 -

Par le théoréme de trace, il existe C ne dépendant que de € tel que

[v(w)llz200) < Callullai (@) et |7 (v)[z200) < Callvllai(9)-
On en déduit que

a(u,v) < (|Ipllz= (@) + lall= () + oC3) llullmr @) l|v] 71 ()

ce qui montre que a est continue. La démonstration de la coercivité de a est similaire a la
démonstration du lemme Enfin, il est facile de voir que T' définie par (3.77) est une forme
linéaire. On en déduit que le théoreme de Lax—Milgram s’applique.

2. On a déja vu a la question précédente que si u est solution de (3.78]), alors u est solution de
(3-54)). Il reste & démontrer la réciproque. Soit donc u solution de (3.78)), et soit ¢ € C(Q)(C H).
En utilisant la formule de Green, et en notant que ¢ est nulle sur 9€2, on obtient :

/Q(— div(pVu)(z) + q(z)u(z) — f(2))p(x) dz = 0,Ve € C°().
Comme u € C?(12), on en déduit que :

—div(pVu)(z) + q(z)u(z) — f(x) = 0,Vz € Q.

Comme u € H}
a

200y o ; 1
0,00 €t w € C%(Q), on a aussi u = g sur I'g. Prenons maintenant ¢ € Hy, , on

/ p(2)Vu(2)Vio(z) dz + / g(@)u(z)p(z) dz + / o (@)u(@)p(z)dy(z)
Q Q I
_ / f(x)dz + / 9(2)p(x)d(2).
Q I
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Par intégration par parties, il vient donc :

‘é—dwwuwwu»wwdx+/‘mwvmm-wwwMde

I
+A;wmwwumww+lﬁumuqux
~ [ f@e@ e+ [ @@,
[9) I'y
Or on a montré que — div(pVu) + qu = 0. On a donc :
A}mmvww~n@»~m@%wﬂ@MWMﬂw=a V.0 € HY, po-

On en déduit que pVu - n+ ou — g1 = 0 sur I'; et donc u vérifie bien (3.54)).

Exercice [48l

1.

Pour montrer que le probléeme (3.59)) admet une unique solution, on aimerait utiliser le théoréme
de Lax—Milgram. Comme V}, C V un Hilbert, que a une forme bilinéaire continue sur V x V', et
que L est une forme linéaire continue sur V, il ne reste qu’a montrer la coercivité de a sur Vj,.
Mais la condition n’entraine pas la coercivité de a sur V},. Il suffit pour s’en convaincre de
considérer la forme bilinéaire a(u,v) = uyus — v1ve sur Vj, = R2, et de vérifier que celle-ci vérifie
la condition sans étre pour autant coercive. Il faut trouver autre chose. ..

On utilise le théoréme représentation de F. Riesz, que ’on rappelle ici : Soit H un espace de
Hilbert et T' une une forme lineaire continue sur H, alors il existe un unique ¢ € H tel que
T(v) = (¢,v) Yv € H. Soit A l'opérateur de Vj, dans Vj, défini par a(u,v) = (Au,v) pour tout
v € V. Comme L est une forme linéaire continue sur V}, C V, par le théoreme de Riesz, il existe
un unique ¢ € Vj, tel que L(v) = (¥, v), pour tout v € V},. Le probléme s’écrit donc

Trouver u € V}, tel que (Au,v) = (1, v), pour tout v € V4.

Si A est bijectif de Vj, dans Vj, alors u = A=, est donc la solution unique de (3.59). Comme
V), est de dimension finie, il suffit de montrer que A est injectif. Soit donc w € V}, tel que Aw = 0,
on a dans ce cas ||[Aw|| = 0 et donc

sup a(w,v) = 0.
(vEVh,,|lv]|=1)

Or par la condition (3.58)), on a

inf sup a(w,v) = B, > 0.
wE Vi, w#0 (vEVh,llv]|=1) ’

On en déduit que w = 0, donc que A est bijectif et que le probleme (3.59) admet une unique
solution. On peut remarquer de plus que si A est inversible,

nf sup  a(w,v) = |[A7Y 7, (3.79)
vEVRIIvl=1 yevy, |lv]|=1

et donc si (3.58)) est vérifiée, alors

1
AN < = 3.80
A7 < 5 (3.80)

En effet, par définition,

-1

A—l
A7~ = sup 1A= ]| = inf %
veViwzo V]| veVi,v£0 [|A™o]|

AL ue g =

= 1m = A ,W).
feviuzo || fll revillisi=1 (4f,w)

inf sup
FeEVIIfI=1 wev,, |lw||=1
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2. Soit v € V},, v # 0 ; par I'inégalité triangulaire, on a :

[ = unll < flu— o[l + [lv = unl]. (3.81)
Mais grace a (3.80)), on a :
v —unll = AT A —up)|
1
< —||A(v —wu
Bh” (v —un)l
sup a(v — up, w)

Bh WEVR,[lw[[=1)

< = sup (a(v,w) — a(up, w))
Bh wevi,w(=1)
! sup (a(v,w) — a(u,w)),

Bh wevi,wll=1)

car a(up,w) = L(w) = a(u,w). On a donc

lo—up|| < sup a(v —u,w)

Bh wevi, |lw]|=1)

By s My =l
h weVi,[lwll-1)

M
< o=l

Bn
En reportant dans (3.81)), il vient alors

M
v = unll <l = vl + Z-llo =, Vo € Va,

et donc
M
u—up|| <1+ —) inf [|u—v].
=il < (145 ) inf =l
Exercice [0

1. Soit K un volume de controle du maillage volumes finis. On intégre (3.1)) sur K et en utilisant
la formule de Stokes, on obtient :

Z Vu(z) - ng,.dy(z) = m(K)fx,
oefk g
avec les notations du paragraphe [[.1.2]
On approche cette équation par :
Z FK,O’ = m(K)fK7
o€fK

ol Fx  est le flux numérique a travers o, qu'on approche par :

mio .
d}(’o.(—f—;lﬁo.(UK —UL) Sl 0 € gint ﬂEK,
FK,O’ =
m(o) .
——Ug Sio € et NEK.
dK,a

On obtient donc bien le schéma ([3.66) - (3.67)

2. Soit v = (vi) ke € H7(2) une fonction constante par volumes de controle.
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On multiplie I'équation (3.66]) par Vi et on somme sur K. On obtient

Z Z To(ug —up)vg + Z Teurg Vi | = Zm(K)vaK.
K

KeT \ 0€€int 0€EextNEK
oc=K|L

Remarquons maintenant que le premier membre de cette égalité est aussi égal, en sommant sur
les arétes du maillage & :

Z (to(ug —up)vr) + 7o (ur, — ug)vr) + Z ToUK, VK,

oe€ TEEeat
oc=K|L

ou K, désigne le volume de contrdle dont o est une aréte (du bord) dans la deuxiéme sommation.
On obtient donc :
ar(u,v) = Tr(V), Yo € Hr(Q), (3.82)

avec

ar(u,v) = Z To(ug —ur)(vg —vp) + Z Uk, VK ot TT(v) = Zm(K)vaK.

oc€e€ o€Eest K
oc=K|L

On a donc montré que si u = (ux)ge7 la solution de (3.66) - (3.67), alors u est solution de (3.82).

Montrons maintenant la réciproque. Soit 1k la solution caractéristique du volume de controle K|
définie par

lsize K
1K($)={

0 sinon ,

Prenons v = 1x dans (3.82)), on obtient alors
Z To(ug —up) + Z Tourx = m(K)fi.
0€Eint 0€EextNEK

On retrouve donc bien (3.66).
Notons qu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisation de la formulation faible (3.6]) par
une méthode de discrétisation non conforme, puisque Hr ¢ H'(2).
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4.1
4.1.1

4

Eléments finis de Lagrange

La construction d’une méthode d’éléments finis nécessite la donnée d’un maillage, de noeuds
et d’un espace de polynomes, qui doivent étre choisis de maniere cohérente. Les éléments finis de
type Lagrange font intervenir comme degrés de liberté (c’est-a-dire les valeurs qui permettent de
déterminer entierement une fonction) les valeurs de la fonction aux noeuds. Ils sont tres largement
utilisés dans les applications. Il existe d’autres familles d’éléments finis, comme les éléments finis de
type Hermite qui font intervenir les valeurs des dérivées directionnelles.

Dans ce cours, nous n’aborderons que les éléments finis de type Lagrange et nous renvoyons aux
ouvrages cités en introduction pour d’autres éléments.

Espace d’approximation

Cohérence locale

Soit 7 un maillage de 2 ; pour tout élément K de 7, on note Xx ’ensemble des noeuds de
I’élément. On suppose que chaque élément a Ny noeuds K : X = {aq,...,an,}, qui ne sont pas
forcément ses sommets.

On note P un espace de dimension finie constitué de polyndmes, qui définit la méthode d’éléments
finis choisie.

Définition 4.1 — Unisolvance, élément fini de Lagrange. Soit 7 un maillage de €2 ; soit K
un élément de 7 et L = (a;)i=1,... n, un ensemble de nceuds de K. Soit P un espace de polynémes
de dimension finie. On dit que le triplet (K, Xk, P) est un élément fini de Lagrange si 'ensemble
Yk est P-unisolvant, c’est-a-dire si pour tout (aq,...,an,) € RV, il existe un unique élément
f € P tel que f(a;) = «a;, Vi=1...N;. Pour i = 1,..., Ny, on appelle degré de liberté la forme
linéaire ¢; définie par (;(p) = p(a;), p € P. La propriété d’unisolvance équivaut & dire que la famille
(¢i)i=1,...,n, forme une base de l’espace dual P’ de P.

La P-unisolvance revient a dire que toute fonction de P est entierement déterminée par ses
valeurs aux nceuds de K.

Exemple 4.2 — Elément fini P1. Prenons en dimension 1 1’élément K = [a1,as] avec L =
{a1,as} et P =Py (ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & 1). D’apres la définition
précédente, 'ensemble Y est P-unisolvant s’il existe une unique fonction f de P telle que :

f(a’l) = o,
f(ag) = (9.
Or toute fonction f de P s’exprime sous la forme f(x) = Az + p et le systéme :
Aal +p=o1,
Aaz + (= ao,

détermine A\ et p de maniére unique.
De méme si on considere le cas d = 2. On prend comme élément K un triangle et comme noeuds
les trois sommets aq, as et ag du triangle. Soit P = Py = {f : R = R; f(z) = Az1 + paoy + v}

Pensemble des fonctions affines. Alors le triplet (K, Yk, P) est un élément fini de Lagrange car
f € P est entiérement déterminée par f(a1), f(az2) et f(as).
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Définition 4.3 — Fonctions de base locales. Si (K,YXk,P) est un élément fini de Lagrange,
alors toute fonction f de P peut s’écrire :

Ny
F=>"fla)fi,
i=1

avec f; € P et f;(a;) = d;5. Les fonctions f; sont appelées fonctions de base locales.

Pour I’élément fini de Lagrange P1 en dimension 2, les fonctions de base locales sont décrites

sur la figure

@2

FIGURE 4.1 — Fonctions de base locales pour ’élément fini de Lagrange P1 en dimension 2

Remarque 4.4 — Condition nécessaire d’unisolvance. Pour que le triplet (K, Xx,P) soit
un élément fini de Lagrange, il faut, mais il ne suffit pas, que dim P = card X x. Par exemple si
P = P1 et qu’on prend comme nceuds du triangle deux sommets et le milieu de I’aréte joignant les
deux sommets, (voir figure , (K,Xk,P) n’est pas un élément fini de Lagrange.

FIGURE 4.2 — Exemple de triangle a trois nceuds qui n’est pas un élément fini de Lagrange

Définition 4.5 — Interpolée. Soit 7 un maillage de Q et K € T ; on suppose que (K, Yk, P)
un élément fini de Lagrange et soit v € C(K,R). L’interpolée de v sur K est la fonction IIxv € P
définie par :

Ny

v =Y v(a:)fi,

i=1

ou (a;)i=1,....n, sont noeuds de K et (f;)i=1,....n, les fonctions de base locales associées.
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Soit maintenant v € C(€,R), on suppose que pour tout K € T, (K, Xk, P) est un élément fini
de Lagrange ; alors 'interpolée de v sur Q2 est la fonction continue ITv dont la restriction & chaque
élément K est la fonction Ilgv.

On montre sur la figure [f.3] un exemple d’interpolée pour I’élément fini de Lagrange P1 en dimension
1. L’étude de ||v — ITv|| va nous permettre d’établir une majoration de l'erreur de consistance

f(z)

FIGURE 4.3 — Interpolée P1 sur [a1,as] (en trait pointillé) d’une fonction réguliére (en trait continu)

Proposition 4.6 — Critére de détermination. Soit (K, X, P) un triplet constitué d’un élément,
d’un ensemble de nceuds et d’un espace de polyndmes, tel que dim P = card ¥ = Ny. Si

AfeP;f=0sur X (4.1)
ousiVie{l...Ng}, 3f; € P, fi(a;) = d;; alors (K, %, P) est un élément fini de Lagrange.

Démonstration. Soit :
P — RNV
[ (f(ai))gzLNZ

L’application 9 est linéaire de P dans RN¢, et, par hypothése card s = dim P. Donc 9 est une application
linéaire continue de P dans R™V¢, avec dim P = dim(R™V¢) = N,. Si (K, X, P) vérifie la condition (d.1)) alors
1 est injective. En effet, si ¢(f) = 0, alors f(a;) =0, Vi =1,..., Ny et donc par hypothese, f = 0. Donc
1) est une application linéaire, 1 est injective de P dans R™V¢ avec dimP = N,. On en déduit que 1) est
bijective. Donc toute fonction de P est entiérement déterminée par ses valeurs aux nceuds : (K, X, P) est
donc un élément fini de Lagrange.

On montre facilement que si la deuxiéme condition est vérifiée alors 1) est surjective. Donc v est bijective
et (K,X,P) est un élément fini de Lagrange. .

Proposition 4.7 — CS pour un élément fini de Lagrange. Soit (K,Y,P) un élément fini
de Lagrange, ol 3 est 'ensemble des nceuds de K et P un espace de fonctions de dimension finie
et soit F' une bijection de K dans K, ot K est une maille d’un maillage éléments finis. On pose
Y=FX)etP={f: K —R;foF € P} (voir figure . Alors le triplet (K, X, P) est un élément
fini de Lagrange.

Démonstration. On suppose que les hypothéses de la proposition sont réalisées et on veut montrer que
I'ensemble ¥ est P-unisolvant. Soient ¥ = (a1,...,an,) et (a1,...,an,) € RN¢. On veut montrer qu’il
existe une unique fonction f € P telle que :

flaj))=a; VYi=1,...,Ny
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F

FIGURE 4.4 — Transformation F'

Comme par hypothese (F,E,@ est un élément fini de Lagrange, ’ensemble ¥ est P)-unisolvant et il existe
donc une unique fonction f € P telle que :

f@)=o; Vi=1,...,Ny
ol (@;)i=1,...,n, désignent les noeuds de K. Soit F' la bijection de K sur K ; on pose f = foF~l Par
hypothése, a; = F(a;) et on a donc f(a;) = f o F~'(a;) = f(@;) = ;. On a ainsi montré V’existence de f
telle que f(a;) = ay.

Montrons maintenant que f est unique. Supposons qu’il existe f et g € P telles que :

fla;)=g(a;)) =a; Vi=1,...,Ny
Soit h = f — g on a donc :

h(a;) =0 Vi=1...Ny
On a donc ho F(a;) = h(a;) = 0. Or ho F' € P et comme I’ensemble 3 est P)-unisolvant, on en déduit que
hoF = 0. Comme, pour tout € K, on a h(z) = ho Fo F~(z) = ho F(F~!(z)) = 0, on en conclut que
h - 0 [

Définition 4.8 — Eléments affine-équivalents. Sous les hypotheses de la proposition si
la bijection F est affine, on dit que les éléments finis (K, %, P) et (K, X, P) sont affine-équivalents.

Remarque 4.9 Soienti(R' , 2, P) et (K,%,P) deux léments finis affine-équivalents. Si les fonctions

de base locales de (K,%,P) (resp. de (K,%,P)) sont affines, alors celles de K (resp. K) le sont

aussi et on a
fi:fioF7

_ i=1,...,card X.
fi=fioF !,

La preuve de cette remarque fait I’'objet de ’exercice

Proposition 4.10 — Interpolation. Sous les hypotheses de la proposition soient Il et
Ik les opérateurs d’interpolation respectifs sur K et K (voir définition 4.5). Soient v € C (K,R),
alorson a llgvo F =Mz (vo F).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que IIxvo F et Iz (vo F) sont toutes deux des fonctions définies
de K a valeurs dans R, voir figure Remarquons ensuite que, par définition de l'interpolée, IIgv € P.
Comme (K, s, P) est 1’61ément de référence, on a donc Ixvo F' € P. On a aussi, par définition de I’interpolée :
Hi(vo F) € P. On en déduit que Ilxv o F et Iz (v o F) sont toutes deux des fonctions de P. Comme
I'ensemble K est ¥)-unisolvant (car (K,3,P) est un élément fini de Lagrange), toute fonction de P est
uniquement déterminée par ses valeurs aux nceuds de . Pour montrer I'égalité de Ilgv o F et Tz (voF),il
suffit donc de montrer que :

HR(UOF)(ai):HKUOF(ZLi), i=1,..., Ny, (4.2)
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K

Hg(voF) kv

R

FIGURE 4.5 — Opérateurs d’interpolation Iz et Ik

ot N; = card £. Décomposons Iz (v o F) sur les fonctions de base locales (fj),7 = 1,..., Ny ; on obtient :
Ne Ne
I (vo F)(a;) = Z vo F(a;)fj(a;) = Z vo F(a;)8i; = vo F(a;) = v(as).
j=1 j=1

Mais on a aussi :
Mgvo F(a;) = Ugv(F(a;)) = rv(a;) = v(ai)

d’ou I'égalité. .

4.1.2 Construction de Hy et conformité

Nous allons considérer deux cas : le cas oil I'espace H est I’espace H! tout entier et le cas oll
'espace H est l'espace H}

Cas des conditions de Dirichlet non homogénes

Placons-nous ici dans le cas ot H = H*(Q), ot Q C R? est un ouvert borné polygonal (si d = 2,
polyedrique si d = 3). Soit 7 un maillage éléments finis, avec T = (Ky)¢=1,....1, ol les éléments finis
K, sont fermés et tels que UéLlee = Q. Soit § = (Si)i=1,....m Vensemble des noeuds du maillage
éléments finis, avec S; € Q, Vi = 1,..., M. On cherche & construire une méthode d’éléments
finis de Lagrange ; donc a chaque élément Ky, ¢ = 1,..., L, est associé un ensemble de nceuds
¥y =S8N K, et un espace Py de polynémes. On veut que chaque triplet (K, 3, Py) soit un élément
fini de Lagrange. On définit les fonctions de base globales (¢;)i=1....am par :

oi |k, € Pe Vi=1,..., M, VW=1;...,L, (4.3)
?:i(S;5) = d;5 Vi=1,...,M, Vi=1,...,M. (4.4)

Chaque fonction ¢; est définie de maniére unique, grace au caractére unisolvant du couple (X4, Py),
¢ =1,...,M. On pose Hy = Vect(¢1,...,¢n) ; pour obtenir une méthode d’éléments finis
conforme, il reste & s’assurer que Hy C H'.

Une maniere de construire ’espace H est de construire un maillage a partir d’un élément de
référence, grace & la proposition suivante, qui se déduit facilement de la proposition [4.7]

Proposition 4.11 — Elément fini de référence. Soit 7 un maillage constitué d’éléments K.
On appelle élément fini de référence un élément fini de Lagrange (K, Y, P), ot ¥ est I'ensemble
des noeuds de K et P un espace de fonctions, de dimension finie, tel que, pour tout autre élément
K € T, il existe une bijection F': K — K telle que ¥ = F(X) et P = {f: K = R; fo F € P} (voir
figure [£.4)). Le triplet (K, X, P) est un élément fini de Lagrange.

Proposition 4.12 — Critére de conformité, cas H'. Soit  un ouvert polygonal (ou poly-
edrique) de R, d = 2 ou 3. Soit T = (K¢)e=1,...,r., un maillage éléments finis de Q,8 = (S;)i=1,... .M
Pensemble des nceuds de maillage (notons que les cotés de Ky sont des arétes en 2D et des faces
en 3D). On se place sous les hypotheses de la proposition m ; soient (¢;);=1,... m les fonctions
de base globales, vérifiant et et on suppose de plus que les hypotheses suivantes sont
vérifiées :

Pour toute aréte (ou face si d = 3) e = Ky, NKy,, ona : Xy, Ne=34,Ne et Py, |c = Pu,|., (4.5)

€
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ot Py, |e (resp. Py, |c) désigne 'ensemble des restrictions des fonctions de Py, (resp. Pe,) a €),
Si € est un coté de Ky, ensemble ¥, Ne, est Pyl.) — unisolvant. (4.6)

alors Hy C C(Q) et Hy € H*(Q). On a donc ainsi construit une méthode d’éléments finis
conformes.

Démonstration. Pour montrer que Hy C C(Q) et Hy C H(Q), il suffit de montrer que pour chaque
fonction de base globale ¢;, on a ¢; € C(Q) et ¢; € H'(Q). Or par hypothese, , chaque fonction ¢; est
polynoémiale par morceaux. De plus, grace a I’hypothése , on a raccord des polynomes sur les interfaces
des éléments, ce qui assure la continuité de ¢;. Il reste & montrer que ¢; € H'(Q2) pour tout s =1,..., M.
Comme ¢; € C(Q), il est évident que ¢; € L?(Q) (car  est un ouvert borné, donc ¢; € L=(Q) C L?(Q).

Montrons maintenant que les dérivées faibles D;¢;, j =1,...,d, appartiennent & L2(Q). Par définition,
la fonction ¢; admet une dérivée faible dans L2(f2) s’il existe une fonction 9; ; € L%(€) telle que :

/¢i($)3j¢(z) dz:*/wij(w)@(x)dlﬂ (4.7)
Q Q

pour toute fonction ¢ € C(£2) (on rappelle que C}(£2) désigne I’ensemble des fonctions de classe C! & support

compact et que 9; désigne la dérivée classique par rapport a la j-éme variable). Or, comme Q= Uj:l Ky,
on a :

L
/ Si(@Dypla)de =Y / 61(2) D, p(a) da. (48)
Q =1 Ky

Sur chaque élément Ky, la fonction ¢; est polynémiale. On peut donc appliquer la formule de Green et on a :

/ ¢i(z)0jp(z) dr = / ¢i(z)p(z)n; (z)dy(z) — / 0j¢i(x)e(x) da,
Ky 8K,

K
ot nj(x) est la j-éme composante du vecteur unitaire normal & 0K, en z, extérieur a K,. Mais, si on note
Eint Vensemble des arétes intérieures du maillage (i.e. celles qui ne sont pas sur le bord), on a :

L

X = Z/ax ¢i(z)p(x)n; (x)dy(z) = /_ bi(x)(z)nj (z)dvy(z)

=1 o0

+ ) / [($i(@)e(@)n; (@) |, + ($i(@)e(@)n; (@)K, | dr().  (4.9)
€EEint
ou Ky, et Ky, désignent les deux éléments dont ¢ est I'interface.
Comme ¢ est a support compact,

/ ¢i(z)p(z)n;(z)dy(x) =0
09

Comme ¢; et ¢ sont continues et comme n; (ac)|K£1 = —nj(x)|K€2 pour tout = € €, on en déduit que X = 0.
En reportant dans (4.8)), on obtient donc que :

L

/ bi(@)djp(x)de ==

Q =1

Soit 9;,; la fonction de €2 dans R définie presque partout par

Yij|o = —0jp;.
Ky

/ 8;64(2) () da.
Ky

Comme 0;¢; est une fonction polynémiale par morceaux, 1; ; € L2%(Q) qui vérifie (7)), ce qui termine la
démonstration. .

Cas des conditions de Dirichlet homogénes

Placons-nous mainteant dans le cas ott H = H}(£2). On décompose alors 'ensemble S des nceuds
du maillage S = Sipt U Sewt 00 Sing = {Si,i =1,..., N} C Q est 'ensemble des noeuds intérieurs a
Det Sezt ={S;,i=N+1,...,M} C I est 'ensemble des noeuds de la frontiere. Les fonctions de

base globales sont alors les fonctions ¢;,i =1,..., N telles que
¢ilk, € Pe,¥i=1,...,N, ¥Y&=1,...,L (4.10)
¢:(S;) =06;;,Vj=1,...,N, (4.11)
et on pose 1 encore Hy = Vect{¢1,...,dn}. On a alors encore le résultat suivant :
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Proposition 4.13 — Critére de conformité, cas H}. Soit 2 un ouvert polygonal (ou poly-
édrique) de R, d = 2 ou 3. Soit T = (K;)¢=1.....z un maillage éléments finis de Q, S = (S;)i=1.. v =
Sint U Sezt Uensemble des neeuds du maillage. On se place sous les hypotheéses de la proposition [£.7}

On suppose que les fonctions de base globale (¢;)i=1,....as vérifient (4.10) et (4.11)) et que les
conditions (4.5)) et (4.6) sont vérifiées. Alors on a : Hy C C(Q) et Hy C HE ()

Démonstration. La preuve de cette proposition est laissée a titre d’exercice. .

Remarque 4.14 — Eléments finis conformes dans H?(Q2). On a construit un espace d’ap-
proximation Hy inclus dans C(Q). En général, on n’a pas Hy C C'(Q) et donc on n’a pas non
plus Hy C H?(2) (en dimension 1 d’espace, H2(2) C C*(£)). Méme si on augmente le degré de
I’espace des polyndmes, on n’obtiendra pas l'inclusion Hy C Cl(Q). Si on prend par exemple les
polynomes de degré 2 sur les éléments, on n’a pas de condition pour assurer le raccord, des dérivées
aux interfaces. Pour obtenir ce raccord, les éléments finis de Lagrange ne suffisent pas : il faut
prendre des éléments de type Hermite, pour lesquels les degrés de liberté ne sont plus seulement les
valeurs de la fonction aux nceuds, mais aussi les valeurs de ses dérivées aux noeuds. Les éléments finis
de Hermite seront par exemple bien adaptés a I'approximation des problemes elliptiques d’ordre 4,
dont un exemple est 1’équation :

A’y = f dans Q (4.12)

ol Q est un ouvert borné de R?, A%y = A(Au), e avec des conditions aux limites adéquates, que
nous ne détaillerons pas ici. On peut, en fonction de ces conditions aux limites, trouver un espace
de Hilbert H et une formulation faible de (4.12]), qui s’écrit :

Au(z)Ap(z)de = | f(z)p(r)de
Q Q

we H, VoeH.

Pour que cette formulation ait un sens, il faut que Au € L?(Q) et Ap € L*(Q) et donc que
H C H?(Q). Pour construire une approximation par éléments finis conforme de ce probléme, il faut
donc choisir Hy C H?(f2) et le choix des éléments finis de Hermite semble donc indiqué.

Exemples

Pour chaque méthode d’élément fini de Lagrange, on définit :

1. un élément de référence K

2. des fonctions de base locales sur K

3. une bijection Fy de K sur Ky, pour £ =1,..., L, ou L est le nombre déléments du maillage.
Elément fini de Lagrange P1 sur triangle (d = 2)

Le maillage du domaine est constitué de L triangles (Ky),=1.... 1, et les polynémes d’approximation

sont de degré 1. EaragraphElément fini de référence On choisit le triangle K de sommets (0,0),
(1,0) et (0,1) et P = {9 : K — R(z,y) — az + by + ¢, (a,b,c) € R3}.

Proposition 4.15 — Unisolvance de 1’élément fini P1. Soit ¥ = (@;)i=1,23 avec a; =
(0,0),@2 = (1,0) et as = (0,1), et

P={; K = R;(Z,§) — a+ bz + i, (a,b,c) € R3},
alors 'ensemble ¥ est P)-unisolvant.

Démonstration. Soit (a1, az,as3) € R3 et 3 € P. On suppose que (a;) = o, i = 1,2, 3. La fonction 1 est
de la forme ¥(z,y) = a + bz + cy et on a donc :

a=aoa
a+b=as
a+c=as
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d’oli ¢ = a1, by = a2 — a1 et by = a3 — ap. La connaissance de 1 aux nceuds (a;);=1,2,3 détermine donc
entierement la fonction . .

Fonctions de bases locales Les fonctions de base locales sur ’élément fini de référence K sont
définies par ¢; € P¢;(a;) = d;;, ce qui détermine les fonctions ¢; de maniére unique, comme on
vient de le voir. On a donc

0 (Z,h) =1-T—7

Transformation F;, On construit ici une bijection affine qui transforme K le triangle de référence
en un autre triangle K du maillage. On cherche donc ¢ : K — K, telle que

Fa)=a; i=1,...,3

ol X = (a;)i=1,2,3 est I’ensemble des sommets de K. Notons (z;,y;) les coordonnées de a;,7 = 1,2, 3.
Comme Fy est une fonction affine de R? dans R?, elle s’écrit sous la forme.

Fy(z,9) = (b1 + % + 619, B2 + 2% + 627)
et on cherche B;,7;,60;, ©=1,2 tels que :

F((0,0)) = (w1, 1)
Fy((1,0)) = (w2, y2)
F((0,1)) = (z3,93)-

Une résolution de systéeme élémentaire amene alors a :

o (mit (= 21)T+ (23— 21)Y
RC ( Y1+ (Y2 —y1)Z + (ys — 1)y >

D’apres la remarque si on note ¢y, k = 1,2,3 les fonctions de base locales de I’élément de
référence (I_(, i,f) et ¢,f), k =1,2,3 les fonctions de base locales de 1’élément (K, Xy, Py), on a
](f) _ Qbk ° szl
Si on note maintenant (¢;);=1,.. n les fonctions de base globales, on a :

14
¢i = i)a

K, =

ot i = ng(¢, k) est I'indice du k-éme nceud de I’élément ¢ dans la numérotation globale, et le tableau
ng(L, Ny) ainsi introduit permet de relier la numérotation locale d’'un noeud dans un élément a sa
numérotation globale ; sa dimension est L x Ny, ou L est le nombre d’éléments du maillage et N,
est le nombre de nceuds par élément. Notons que 1’élément fini de Lagrange ainsi défini vérifie les
critéeres de cohérence et . Pour compléter la définition de ’espace d’approximation Hp, il
ne reste qu’a déterminer les “noeuds liés', de la facon dont on a traité le cas de espace H}((2).

Il faut également insister sur le fait que cet élément est trés souvent utilisé, en raison de sa facilité
d’implantation et de la structure creuse des systemes linéaires qu’il génere. Il est particulierement
bien adapté lorsqu’on cherche des solutions dans l'espace H(f2). Il se généralise facilement en trois
dimensions d’espace, ou on utilise alors des tétraedres, avec toujours comme espace de polynéme
I’espace des fonctions affines.

Elément fini triangulaire P2

Comme le titre du paragraphe ’indique, on considére un maillage triangulaire, et un espace de
polynoémes de degré 2 pour construire ’espace d’approximation.
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Elément fini de référence On choisit comme élément fini de référence le triangle de sommets
(0,0), (1,0) et (0,1), voir Figure [1.6]et on prend pour ¥ :

= ={(0,0),(1,0),(0,1),(1/2,1/2),(0,1/2), (1/2,0)}

3

0,1)
(0,0,1)

(1/2,172)
5 4 0.12.17)
0,1/2)

(12,0,1/2)

* *
1 6 2
(0,0) (12,0) (1,0)
(1,0,0) (1/2,172,0) (0,1,0)

FIGURE 4.6 — Elément de référence pour les éléments finis P2 avec coordonnées cartésiennes (en
bleu) et barycentriques (en rouge) des noeuds

Fonctions de base locales Les fonctions de base locales sont définies a partir des coordonnées
barycentriques. On rappelle que les coordonnées barycentriques d’un point & du triangle K de
sommets a1, as et asz sont les réels A1, Ao, Az tels que :

T = \ai + \aas + A3as.

FIGURE 4.7 — Les droites \; = 3 (en tirets) et A\; = 0 (en pointillés).

Dans le cas du triangle de référence K de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), les coordonnées
barycentriques d’un point & de coordonnées cartésiennes = et y sont donc \y =1 —x —y, Ay =z,
A3 = y. Par définition, on a 2:3:1 Ai = 1et A\; = 0 (car le triangle K est I’enveloppe convexe
de l'ensemble de ses sommets). On peut alors déterminer les fonctions de base en fonction des
coordonnées barycentriques des six noeuds de K exprimés par leurs coordonnées barycentriques
a; = (1,0,0), as = (0,1,0), as — (0,07 1), ay — (0,%,%), as = (%,0,%) et ag = (%,%,0) Les
fonctions de base ¢;, i = 1,...,6 appartiennent a l’espace des polynémes du second degré Ps et
sont telles que

di(aj) = 0i;, Vi,j=1,...,6.

141



4.2.3

4.2 Exemples 4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Commengons par ¢; ; on veut que ¢1(a;) = 1 et ¢;(a;) =0, Vi = 2,...,6. La fonction ¢,
définie par ¢1(x,y) = 2A1 (A1 — 1/2) convient (voir figure . Par symétrie, on définit ¢o(z,y) =
2X2(A2 —1/2) et ¢3(x,y) = 2A3(A3 —1/2). Les fonctions de base associées aux nceuds ay, as, ag sont
alors ¢q(x,y) = 4\ads, ds5(x,y) = 4A1 A3 et Pg(x,y) = 4A1 Xa. Il est facile de voir que ces fonctions
forment une famille libre d’éléments de Py et comme card ¥ = card Ps, Pensemble ¥ est Py est
bien unisolvant.

Transformation F;, La bijection F; qui permet de passer de ’élément fini de référence K a
I’élément K, a déja été vue dans le cas de I'élément fini P1 c’est la fonction affine définie par :

 (z1+ (w2 — z1)z + (23 — 21)Y
Fé(l’yy) - <y1 + (yz — yl)l‘ + (y?::)_ yll)y)

ou (z;,y;), 1 = 1,2,3 sont les coordonnées respectives des trois sommets du triangle K. Comme cette
transformation est affine, les coordonnées barycentriques restent inchangées par cette transformation.

On peut généraliser les éléments finis P1 et P2 aux éléments finis Pk sur triangles, pour k > 1.
On prend toujours le méme élément de référence, dont on divise chaque c6té en k intervalles. Les
extrémités de ces intervalles sont les noeuds du mailage. On a donc 3k nceuds, qu’on peut repérer

par leurs coordonnées barycentriques, qui prennent les valeurs 0, %, %, ..., 1. On peut montrer que
siw e H* alors
lun = ullr ) < CHF[ull oo oy (4.13)
Eléments finis sur quadrangles
Cas rectangulaire
On prend comme élément fini de référence le carré K = [~1;1] x [~1;1] et comme nceuds les

coins de ce carré a; = (1,—1), ag = (1,1), a3 = (=1,1) et ag = (—1,—1). On prend comme espace de
polynomes P = {f : K - R; f € Q1} ou Q1 = {f : R? = R; f(x,y) = a+bx+cy+day, (a,b,c,d) €
R*}. L’ensemble ¥ est P-unisolvant. Les fonctions de base locales sont les fonctions :

bi(@y) =+ D=1 baley) = {l+ Dy +1)

Baa,y) = — 3@ Dy +1) dalry) = 1~y 1)

La transformation F; permet de passer de 'élément de référence carré K & un rectangle quelconque
du maillage Ky. Si on considere un rectangle K, paralleéle aux axes, dont les nceuds sont notés
(x1,11), (2,91), (x2,y2), (x1,¥2), les nceuds du rectangle Ky, la bijection Fy s’écrit :

1 ((962 —zr1)r+ 22+ Il)

Fy(z,y) = 5
«(z,9) 2\ (2 —y1)y+vy2 + 11

Considérons maintenant le cas d’un maillage quadrangulaire quelconque. Dans ce cas, on choisit
toujours comme élément de référence le carré unité. La transformation Fy qui transforme 1’élément
de référence en un quadrangle K, est toujours affine, mais par contre, les composantes de Fy((z,y))
dépendent maintenant de z et de y [exercice |60]. En conséquence, le fait que f € Q; n’entraine plus
que f o Fy € Qy. Les fonctions de base seront donc des polynémes Q; sur I'élément de référence K,
mais pas sur les éléments courants K.

Eléments finis d’ordre supérieur Comme pour un maillage triangulaire, on peut choisir un
espace de polyndémes d’ordre supérieur, @i, pour les fonctions de base de 1’élément de référence
K = [~1;1] x [~1;1]. On choisit alors comme ensemble de nceuds : ¥ = ¥y, = {(z,y) € K, (z,y) €
{-1,-1+ %, -1+ %, ..., 1}2. On peut montrer facilement que 1’ensemble ¥, est Qp-unisolvant. La
encore, si la solution exacte de probléme continu est suffisamment réguliére, on peut démontrer la
méme estimation d’erreur que dans le cas des triangles [4].

142



4.3

4.3.1

4.3 Analyse d’erreur 4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Exprimons par exemple ’espace des polynémes Qs. On a :

Q= {f:R—=R; f(z) = a1 + asx + azy + aszy + asz?

+ agy® + arzy® + agx’y + agr*y?a; eRi=1,. .., 9} (4.14)
L’espace Q2 comporte donc neuf degrés de liberté. On a donc besoin de neuf nceuds dans ¥ pour

que I'ensemble ¥ soit Q,-unisolvant [exercice . On peut alors utiliser comme nceuds sur le carré
de référence [—1;1] x [-1;1] :

i = {(_17 _1)a (_1’ 0)5 (_1’ _1)7 (0’ _1)7 (O’ O)a (07 1)v (L _1)a (la 0)7 (L 1)}
En général, on préfere pourtant supprimer le nceud central (0,0) et choisir :
2 =%\ {(0,0)}
Il faut donc un degré de liberté en moins pour l'espace des polynémes. On définit alors :
Q5 ={f:R—=R; f(z) = a1 + asx + agy + aszy + asz’
+ agy® + arry® + agz’y) avec a; €R, i =1,...,8 (4.15)

L’ensemble ¥* est Q3-unisolvant [exercice et on peut montrer que 1’élément fini Q2 ainsi défini
est aussi précis (et plus facile & mettre en ceuvre que I’élément Q2).

Analyse d’erreur

Erreur d’interpolation et erreur de discrétisation

Soit  =10; 1], on considére un maillage classique, défini par les N + 2 points (;)i—o...N+1, avec
zo=0et zyy1 =1etonnote h; =x;41 —x;,i=0,...,N+1et h=max{|h;|, i=0,...,N+1}.
On va montrer que si u € H?(]0;1[), alors on peut obtenir une majoration de I'erreur d’interpolation
llu — ur|| g1, ot us est interpolée de u, définie par

N
ur = ZU(%)@ (4.16)

ol ¢; est la fonction de base associée au noeud ;. On rappelle [exercice que siu € H'(]0;1])
alors u est continue. En particulier, on a donc H?(]0;1[) € C'*([0;1]). Remarquons que ce résultat
est 1ié & la dimension 1 [1]. On va démontrer le résultat suivant sur lerreur d’interpolation.

Théoréme 4.1 — Majoration de ’erreur d’interpolation, dimension 1. Soit u € H2(]0; 1)
et soit uy son interpolée sur Hy = Vect{¢;, i =1,..., N}, ou ¢; désigne la i-éme fonction de base
élément fini P1 associée au noeud z; d’un maillage éléments finis de ]0; 1] ; soit uy l'interpolée de u,
définie par . Alors il existe C; € R ne dépendant que de u, tel que

Hu — UIHHl < C]h
Démonstration. On veut estimer

lu—urlfn = lu—urld +u—url?

ott [v]o = ||v]|z2 et |v|1 = ||Dv||2. Calculons |u — us|? :

1 N T4l
fu— ur|? :/ \u’—u}|2dx:2/ [ (@) — u)(2) Pda.
0 i=0 Y %i

Or pour = €]z;, w;y1][ il existe & €]x;, xi41] tel que

(o) = LD _ ey,
On a donc :

Tip1 Tiql
/ u' () *UQ(w)Ide=/ u' (z) — o (&:)]* da.

i i
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On en déduit que :
xT
/ u'(t) dt
13

Tit1 Tiq1
/ |u/($)*“/1(90)|2d9«”=/
' Tii1 . o
g/ |:/ |u”(t)\2dt:| |z — &|dx
z; &i

i

2
dx

© Tit1
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or |z — &;| < h; et / [u (#)|2 dt < / |u (t)|2 dt, et donc
i T

Tit Tit1
/ o (@) — u) (2)] do < h? / [’ (8)[2 dt.
xT

i E2)

En sommant ces inégalités pour ¢ = 0 & NN, on obtient alors

1
lu —ur|? < h2/ lu' (£)|2 dt. (4.17)
0

1
1l reste maintenant & majorer |u — ur|2 = / |u —ur|?dz. Pour = € [zi,2i+1], on a
0

T 2
u(z) —ur(2)]* = {/ (u'(t) — U'z(t))dt] :

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :
xr
lu(e) —ur(@)]* < |o — ] / (u'(t) — uf(8)* dt
T;

et |x — z;| < h; pour tout © € [z;, x;+1]. Par des calculs similaires aux précédents, on obtient donc :

x Tit1 Ti+1
lu(z) — ur(z)|? < / hi [/ u”(t)|2dt:| dzh; < h?/ [u (£)|2 dt.

k3 i i

En intégrant sur [z;, x;4+1], il vient :

Tiq1 Tiq1
/ u(z) — ur(z)|* dz < by / (u"(t))? at,
T x

i i

et en sommant sur¢=1,...,N :

1 1
/ (u(z) —ur(z))?de < h* / (u” (t))? dt.
0 0

On a donc |u — uslo < h2|ulz, out |u|2 = ||u’|| 2, ce qui entraine, avec (4.17) :
llu—urllF, <h*fulf +hr%ul3 < 1+ h*)h?ul3

On en déduit le résultat annoncé avec Cr = v/2|uls. .
On en déduit, grace au lemme de Céa (lemme [3.18) le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Corollaire 4.16 — Estimation d’erreur des éléments P1 en dimension 1. Soit Q =]0,1] ;
soit f € L?(Q) et u € Hg(2) Punique solution du probléme

/u’(z) v'(z)dz = /f(a:)v(z) dz, Yo € H5(Q)
Q

et w7, approximation éléments finis P1 obtenue sur un maillage admissible 7 de pas hr =
max;—1, . n{|hi|}. Alors il existe C' € R ne dépendant que de Q et f tel que ||u — ur| < Ch.

Démonstration. Par le théoréme de régularité on a u € H2(Q) et donc on peut appliquer le théoréme
d’interpolation [£-I] On conclut par une inégalité triangulaire et le lemme de Céa. .

Ce résultat se généralise au cas de plusieurs dimensions d’espace [4] sous des conditions géomé-
triques sur le maillage, nécessaires pour obtenir le résultat d’interpolation. Comme exemple, on
donne ci-dessous sans démonstration un résultat d’interpolation pour un maillage triangulaire en
deux dimensions d’espace, pour lequel intervient une condition d’angle.

Théoréme 4.2 — Majoration de ’erreur d’interpolation, dimension 2, triangles. Soit
Q2 un ouvert polygonal convexe de R?. Soit 7 un maillage triangulaire de Q. On note a7 I'angle
minimum de tous les triangles du maillage et on suppose que a7 > 0. Soit u € H?(2) et soit u;
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son interpolée sur ’espace vectoriel Hy engendré par les fonctions de base P1 associées aux noeuds
du maillage T. Il existe C; € R ne dépendant que de u, tel que

Cr
sin a

lw = wrll e <

On en déduit, toujours grace au lemme de Céa, I'estimation d’erreur suivante.

Corollaire 4.17 — Estimation d’erreur des éléments P1 en dimension 2. Sous les hypo-
theses du théoréme ; soit f € L*(Q) et u € H} () P'unique solution du probléeme

/ Vu(z) - Vo(z)dx = /f(x)v(x) dz, Yv € Hy(Q)
Q

et soit ug I'approximation éléments finis P1 obtenue sur une famille de maillages triangulaires 7
de pas hy = max;=1,. n{|hi|}. On suppose qu’il existe 0 < a < 7 tel que pour tout maillage T
de la famille considérée, a > a. Alors il existe C' € R ne dépendant que de Q et f et « tel que
lu —url| < Ch.

Remarque 4.18 — Sur les techniques d’estimation d’erreur. Lorsqu’on a voulu montrer
des estimations d’erreur pour la méthode des différences finies, on a utilisé le principe de positivité,
la consistance et la stabilité en norme L°°. En volumes finis et éléments finis, on n’utilise pas le
principe de positivité. En volumes finis, la stabilité en norme L? est obtenue grace & 'inégalité de
Poincaré discréte et la consistance est en fait la consistance des flux. Notons qu’en volumes finis
on se sert aussi de la conservativité des flux numériques pour la preuve de convergence. Enfin, en
éléments finis, la stabilité est obtenue grace a la coercivité de la forme bilinéaire et la consistance
provient du contréle de 'erreur d’interpolation.

Remarque 4.19 — Sur la positivité. Méme si le principe de positivité n’est pas explicitement
utilisé pour les preuves de convergence des éléments finis et volumes finis, il est toutefois intéressant
de voir a quelles conditions ce principe est respecté, car il est parfois trés important en pratique.

Reprenons d’abord le cas du schéma volumes finis sur un maillage 7 admissible pour la
discrétisation de 1’équation .

—Au=f dans
u=20 sur Of).

Rappelons que le schéma volumes finis s’écrit :

Z ( Z Tr,L(ug —ur) + Z TK,auK> = |K|fk, (4.18)

KeC \ocExnéin G CERNEnnt
avec
S |K|L| ot Ty = |o|
’ d(zgk,xr) 7 d(zk,00)]

ou |K|, (resp. |o|) désigne la mesure de Lebesque en dimension d (resp. d — 1) de K (resp. o) et
d( -, - ) la distance euclidienne.

Notons que les coefficients 7x 1, et Tk , sont positifs, grace au fait que le maillage est admissible,
et donc TRaf = d(zk,xr)nkr, ot xxxf désigne le vecteur d’extrémités xx et xy et ngp la
normale unitaire & K|L sortante de K. En conséquence, le schéma s’écrit comme une somme
de termes d’échange entre les mailles K et L, avec des coefficients 7, positifs. C’est grace a cette
propriété que I'on montre facilement que le principe de positivité est vérifié, voir [6].

Considérons maintenant la méthode des éléments finis P1, pour la résolution du probleme
sur maillage triangulaire. Si le maillage satisfait la condition faible de Delaunay, qui stipule que
la somme de deux angles opposés a une méme aréte doit étre inférieure a m, alors le principe du
maximum est vérifiée (voir On sait [4]). Ce résultat peut se retrouver en écrivant le schéma éléments
finis sous la forme d’un schéma volumes finis, voir [6].
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Super convergence

On considére ici un ouvert  polygonal convexe de R%, d > 1 et on suppose que f € L?(Q).
On s’intéresse a I'approximation par éléments finis P1 de la solution v € H{ () du probléme
. On suppose qu’on a démontré une estimation d’erreur ordre h en norme L? entre la solution
exacte u et la solution approchée par éléments finis P1 comme par exemple sous les hypothéses
des corollaires ou Si la solution u de (3.1)) est dans H?, il se produit un petit miracle car
on peut montrer grace a une technique astucieuse, dite méthode d’Aubin-Nitsche, que I'erreur de
discrétisation en norme L? est en fait d’ordre 2.

Théoréme 4.3 — Super convergence, méthode d’Aubin-Nitsche . Soit {2 un ouvert poly-
gonal convexe de RY, d > 1; soit f € L?(f2), et u € H}(Q) solution de
/ Vu(z) - Vo(z)de = / f(x)v(z)dz, Yo € Hy (Q). (4.19)
Q Q

On définit uy € Hy, la solution approchée obtenue par éléments finis P1, sur un maillage éléments
finis 7 et soit A+ = maxgcr diam K ; 'espace Hy est donc I'espace vectoriel engendré par les
fonctions de base associées aux nceuds du maillage ; on suppose qu’il existe C' > 0 dépendant de f
et éventuellement de la régularité du maillage tel que

HU—UT”HI(Q) < C”f”LZ(Q)hT. (4.20)
Alors il existe Cs € R ne dépendant que de 2 et f tel que :
[ — urll 20y < Coh3. (4.21)

Démonstration. Soit maintenant e; = u — uy et w € H} () vérifiant

/Vw(m) - Vip(z)de = / e (2)y(z) dz, Voo € HE (). (4.22)
Q Q
Notons que w est la solution faible du probléme

— Aw = e dans Q2
{w = 0 sur 9Q.

Comme e € L%(), par le théoréme il existe C € Ry ne dépendant que € tel que
lwll g2 ) < CrllerllLz(q)-

Or, en choisissant ¥ = e dans , on obtient

ler 1220y = / er(@)er(s) de = / Vu(e) - Ver(a) da. (4.23)
Q Q

Soit w7 la solution approchée par éléments finis P1 du probléme (4.22)), c.a.d solution de :
wr € Hy,
(4.24)
Vwr(z) - Vu(z)de = | er(z)v(z)de,Vv € Hy.
Q Q
Comme u est solution de (4.19) et uy de

/ Vur(z) - Vo(z)dz = / f(@)v(w)dz, Vo € Hy C Hy(%).
Q

Q
on a (voir remarque [3.19) que u — ug vérifie :

/ V(u —uyr)(z) + Vwr(z)dzr = 0;
Q
on déduit de cette égalité et de (4.23) que :
ler Iz = / V(w —wr)(z) + V(u—ur)(@)de < [w—wr g )llv —urllg o)
Q

En utilisant ’hypothése (4.20) pour v — ug avec le second membre f et pour w — wy avec le second membre
e7, on a donc :
lu —urllg ) < CliflliLz@)hr et lw —wrllg @) < CllerliLz)hr
On en déduit que :
2 2
lerllzzo) < ColfllL2 b7
ce qui démontre le théoréme. .
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Ce théoréme donne donc la super-convergence en 1D sous les hypotheses du théoréme [I.1] et en
2D triangles sous les hypothéses du théoreme 4.2

Les estimations d’erreur obtenues au paragraphe précédent reposent sur la régularité H? de w.
Que se passe-t-il si cette régularité n’est plus vérifiée ? Par exemple, si le domaine 2 possede un
coin rentrant, on sait que dans ce cas, la solution u du probleme n’est plus dans H2(Q), mais
dans un espace H'7%(Q), ott s dépend de I’angle du coin rentrant. Considérons donc pour fixer les
idées le probleme

{ —Au=f dans 2 ou  est un ouvert

u=0 sur 0f) polygonal avec un coin rentrant.

Pour approcher correctement la singularité, on peut raffiner le maillage dans le voisinage du coin.
On peut également, lorsque cela est possible, modifier I’espace d’approximation pour tenir compte
de la singularité. Dans le cas d’un polygbéne avec un coin rentrant par exemple, on sait trouver
Y € H(Q) (et o ¢ H?(Q)) telle que si u est solution de avec f € L?(Q), alors il existe un
unique o € R tel que u — ayp € H?(Q).

Examinons le cas d’une approximation par éléments finis de Lagrange. Dans le cas ol u est
réguliere, I'espace d’approximation est

VT = Vect{¢i7i = 1,NT},
ol Ny est le nombre de nceuds internes du maillage 7 de Q considéré et (¢;);=1 n, la famille des
fonctions de forme associées aux noeuds.

Dans le cas d’une singularité portée par la fonction v introduite ci-dessus, on modifie I’espace V'
et on prend maintenant V3 = Vect{¢;,i = 1, N7} @ Rep. Notons que V- C H}(Q), car ¢ € H}(Q).
Reprenons maintenant ’estimation d’erreur. Grace au lemme de Céa, on a toujours
M

lu—ur|lm < EHU —wllg(a), Yw € V7.

On a donc également :

M
Hu — u7—||H1 < EHU, —a) — wHHl(Q),Vw € Vr.

puisque atp + w € V. Or, u — ayp = U € H*(Q). Donc |lu — ur||g < 2|0 — w| 1), Yo € V7.

[0}

Gréace aux résultats d’interpolation qu’on a admis, si on note uy 'interpolée de w dans V, on a :

M. M ~
lu = ur|l @) < EHU —urllm ) < ;C2||U||H2(Q)h-

On obtient donc encore une estimation d’erreur en h.
Examinons maintenant le systeme linéaire obtenu avec cette nouvelle approximation. On effectue
un développement de Galerkin sur la base de V7. On pose

ur =Y uiti+7¢.

i=1,Nr

Le probleme discrétisé revient donc & chercher (us)i=1,n, C RN et v € R tel que :

> uj/QV¢j($) - Voi(z) d;v—&-v/ﬂvw(x) : V¢i(:€)dm:/ﬂf(x)qbi(x)dx Vi=1,Nr

Jj=1,Nt
j:;VTuj /Q Voi(x) - Vi(x) dx+7/ﬂvw(az) - Vip(z) de = /f(m)¢(x) dz.

On obtient donc un systéme linéaire de Ny + 1 équations a Ny 4 1 inconnues.

Implémentation d’une méthode éléments finis

On construit ici le systéme linéaire pour un probléme a conditions aux limites mixtes de maniére
a envisager plusieurs types de conditions aux limites.
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Un probleme avec conditions mixtes

Soit 2 un ouvert polygonalﬂ, on suppose que 9 : o UT; avec mes(T'g) # 0. On va imposer
des conditions de Dirichlet sur I'g et des conditions de Fourier sur I'y ; c¢’est ce qu’on appelle des
conditions “mixtes". On se donne donc des fonctions p: Q2 - R, go: g > Ret g : I'1 = Ret on
cherche a approcher u solution de :

— div(p(2) V(@) + a(@)u(z) = f(z) =€
u=go x €Ty, (4.25)
p(z)Vu(z) - n(z) + ou(x) = g1(x) x el

ou n désigne le vecteur unitaire normal & 02 extérieure a €. Pour assurer 'existence et unicité du

probleme [exercice on se place sous les hypothéses suivantes :
plz)2a>0 pp. z€N
Z i (()) (4.26)
mes(I'g) >0
Pour obtenir une formulation variationnelle, on introduit ’espace
Hllo,go ={ue HI(Q);U = go sur '}
et I'espace vectoriel associé :
H=H} o={ueH (Q);u=0sur I}

Notons que H est un espace de Hilbert. Par contre, attention, I’espace H%O’ . n’est pas un espace
vectoriel. On va chercher w solution de (4.25)) sous la forme u = @ + ug, avec ug € H%O’go et
u € Hllmo. Soit v € H, on multiplie (4.25) par v et on intégre sur 2. On obtient :

—div(p(x)Vu(z))v(x) dz + /

g(@)u(z)v(z)de = | f(z)v(z)dz, Vv e H.
Q Q

Q

En appliquant la formule de Green, il vient alors :

/Qp(x)Vu(x) - Vou(z) dx—/

pwwwm~mmww@+/quwwmm
oQ

Q
:/f(ac)v(a:)dx, Yv € H.
Q

Comme v =0 sur I'g on a :

/puwwwwmmmmzjjwwmwwwmuy
o0

Iy

Mais sur I'1, la condition de Fourier s’écrit : Vu - n = —ou + g1, et on a donc

/Qp(x)Vu(:c) - Vo(z) dm+/

Iy

p(x)ou(x)v(:c)dv(x)—l—/gqu(x)v(x) dz

=/fwmmm+/mmmmmm.@m>
Q I'y

On peut écrire cette égalité sous la forme :

a(u,v) = T(v), avec a(u,v) = aq(u,v) + ar,. ol

aq(u,v) :/Qp(a:)Vu(x) - Vo(z) dz+/ﬂq(a:)u(:1:)v(x) dx

ary(w,0) = | pl@)o(@)u(z)o(z)dy(z)

1. Dans le cas ou la frontiere 922 de Q n’est pas polygonale mais courbe, il faut considérer des éléments finis dits
“isoparamétriques" que nous verrons plus loin
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et :

T(v) = To(v) + Tr. (v) avec Ta(v) = /Q F(@)o(x) do et T, = /F 91(2)0(@)d ().

On en déduit une formulation faible associée & (4.25)) :
chercher & € H a(ug +a,v) = T(v), YveH, (4.28)

ot ug € H*(Q) est un relevement de go, c’est-a-dire une fonction de H(€2) telle que ug = go sur I'.
Le probleme (4.28]) peut aussi s’écrire sous la forme :

ue€ H, »
a(w,v) = T(v),Yv € H. (4.29)

ou T(v) = T(v) — a(ug,v). Sous les hypothéses ([@:26), on peut alors appliquer le théoréme de
Lax—Milgram au probleme pour déduire l'existence et 'unicité de la solution de (4.28)) ;
notons que, comme la forme bilinéaire a est symétrique, ce probleme admet aussi une formulation
variationnelle :

Ju)= min J(v) avec J(v)= %a(v,v) +TWw), Ve H%o,go' (4.30)

Dans ce cas, les méthodes de Ritz et Galerkin sont équivalentes. Remarquons que 1’on peut choisir
up de maniere abstraite, tant que ug vérifie ug = go sur I'g et ug € H'. Intéressons nous maintenant

a la méthode d’approximation variationnelle. On approche 'espace H par Hy = Vect{¢1,...,0n}
et on remplace (4.29)) par :
uy € H
No=aN , (4.31)
a(uNad)’i) :T((bl) _a(u07¢i) Vi = 17"'7N

: ~ N
On pose maintenant uy = ijl

uj¢;. Le probleme (4.31)) est alors équivalent au systéme linéaire :
KU =g,
avec
Kij =a(¢;,¢i) 4,7=1,...,N
U= (uy,...uy)
Gi =T(¢i) —aluo,¢;) i=1,...,N
L’implantation numérique de la méthode d’approximation nécessite donc de :
1. construire K et G,
2. résoudre KU = g.

Commengons par la construction de ’espace Hy et des fonctions de base pour une discrétisation
par éléments finis de Lagrange du probleme (|4.29).

4.4.2 Construction de ’espace Hy et des fonctions de base ¢;

On consideére une discrétisation a I’aide déléments finis de Lagrange, qu’on note : (Ky, X4, Pp) l=
1,...,L, ou L est le nombre d’éléments. On note S;, i = 1,..., M, les nceuds du maillage et
d1,...,0nN, les fonctions de base, avec N < M. On peut avoir deux types de nceuds :

— les neeuds libres : S; € I'g. On a N nceuds libres
— les neeuds liés : S; € I'g. On a M — N noeuds liés.

Notons qu’on a intérét a mettre des nceuds a l'intersection de I'g et I'; (ce seront des noeuds liés).
Grace a ceci et a la cohérence globale et locale des éléments finis de Lagrange, on a Hy C H. On a
donc bien des éléments finis conformes. Récapitulons alors les notations :

— M : nombre de nceuds total,

— N : nombre de nceuds libres,
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— My = M — N : nombre de nceuds liés,

— Jo = {indices des noeuds liés} C {1,...,M}. On a card Jy = My

— J = { indices des nceuds libres}= {1... M} Jy. On a card J = N.
Pour la programmation des éléments finis, on a besoin de connaitre, pour chaque nceud (local) de
chaque élément, son numéro dans la numérotation globale. Pour cela on introduit comme dans la
section le tableau ng(L, Ny), ot L est le nombre d’éléments et Ny est le nombre de nceuds par
élément (on le suppose constant par souci de simplicité, Ny peut en fait dépendre de L, le maillage
pourrait par exemple étre composé de triangles et de quadrangles). Pour tout ¢ € {1,...,L} et
tout r € {1,..., Ng}, ng(¢,r) est alors le numéro global du r-éme noeud du ¢-éme élément. On a
également besoin de connaitre les coordonnées de chaque nceud. On a donc deux tableaux = et y de
dimension M, ou z(%), y(i) représentent les coordonnées du i-éme noeud. Notons que les tableaux
ng, z et y sont des données du mailleur (qui est un module externe par rapport au calcul éléments
finis proprement dit). Pour les conditions aux limites, on se donne deux tableaux :

— cf : conditions de Fourier,

— cd : conditions de Dirichlet.

Construction de K et G

On cherche & construire la matrice K d’ordre (N x N), définie par :
Kij =a(¢j, ¢i) 1,5 €J,
ainsi que le vecteur G, défini par :
Gi =T (i) — alug, ¢;) ie€J cardJ =N
La premiére question a résoudre est le choix de ug. En effet, contrairement au cas unidimensionnel
[exercice il n’est pas toujours évident de trouver uy € Hllm go- Pour se faciliter la tache, on commet

. L N
ce qu’on appelle un “crime variationnel”, en remplacant ug par ug y = Jedo g0(S;)¢;. Notons qu’on

a pas forcément : ug § € Hllo,qo ; c’est en ce sens que 'on commet un “crime". Mais par contre, on a
bien ug n(Sj) = uo(S;) pour tout j € Jy. On peut voir la fonction ug y comme une approximation
non conforme de ug € Hf, , . On remplace donc G; par : G; = T(¢;) — > jet, 90(S5)ald, ¢i)
Calculons maintenant a(¢;, ¢;) pour j =1,...,M, et ¢ =1,..., M. Remarquons que I’on se sert
pour I'implantation pratique de la méthode, des fonctions de forme associées aux nceuds liés méme

si dans ’écriture du probléme discret théorique, on n’en avait pas besoin.

Calcul de K et G

1. Calcul des contributions intérieures : on initialise les coefficients de la matrice K et les
composantes par les contributions provenant de aq et Tq.

Kij = aSl(fi’j»@)}i— 1,..., N,

Gi = Ta(¢i) j=1...,N.
2. Calcul des termes de bord de Fourier. On ajoute maintenant a la matrice K les contributions
de bord :

Kij +— Kij +ar,(¢j,65) i=1,...,N j=1,...,N
Gi+— Gi+Tr,(¢;) i=1...M

3. Calcul des termes de bord de Dirichlet. On doit tenir compte du relevement de la condition
de bord :

Gi+— G; — Z go(Sj)ICij VieJ
Jj€Jo
Apres cette affectation, les égalités suivantes sont vérifiées :
Kij = a(¢j.¢i) i, € J(UJo)
Gi = T(¢:) — aluo,nN, ¢i)
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Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme linéaire
ZICijaj =G, Vield (432)
jeJ
4. Prise en compte des noeuds liés. Pour des questions de structure de données, on inclut en

général les noeuds liés dans la résolution du systeme et on résout donc le systéme linéaire
d’ordre M > N suivant :

> Kijaj=6G VYi=1,...,N (4.33)

j=1,..,N
avec Ia-j = K;j pour i,j € J, Izij =0si (i,5) € J2 et i # jet Ki=1sii¢J. Ces deux
systemes sont équivalents, puisque les valeurs aux nceuds liées sont fixées.

Si on a numéroté les nceuds de maniére a ce que tous les noeuds liés soient en fin de numérotation,
cest-a~dire si J = {1,...,N} et Jo={N +1,..., M}, le systeme (4.33) est de la forme :

— | - (651 gl
K | 0
| auN gn
——= | ===, U=| —— et G=| ——
| QN 4+1 gN+1
0 | Idy . .
- | - Qg Gum

Dans le cas ou la numérotation est quelconque, les nceuds liés ne sont pas forcément a la fin
et pour obtenir le systéme linéaire d’ordre M (4.33) (donc incluant les inconnues «;, i € Jo,
qui n’en sont pas vraiment) on peut adopter deux méthodes :

(a) Premiére méthode : on force les valeurs aux nceuds liés de la maniére suivante :
KCii <— 1 pour tout i € Jy
Kij «— Opourtoutiec Jy,je{l... M}, i#j
Gi <— go(S;) pour tout i € Jy

(b) Deuxiéme méthode : on force les valeurs aux nceuds liés de la maniére suivante :
Kii «— 10 Vie Jy
Gi «— 107%9(S;)  Vie

La deuxieme méthode permet d’éviter I'affectation a 0 de coefficients extra-diagonaux de la
matrice. Elle est donc un peu moins chére en temps de calcul.

Conclusion Apres les calculs 1, 2, 3, 4, on a obtenu une matrice K d’ordre M x M et le vecteur
G de RM . Soit a@ € RM 1a solution du systeme Ka = G. Rappelons qu’on a alors :

M
Uy = E a;@; = E ;0 + E a;¢; = Un + Ug.
=1 i€J i€ Jo

Remarque 4.20 — Numérotation des nceuds. Si on utilise une méthode itérative sans précon-
ditionnement, la numérotation des noeuds n’est pas cruciale. Elle ’est par contre dans le cas d'une
méthode directe et si on utilise une méthode itérative avec préconditionnement. Le choix de la
numérotation s’effectue pour essayer de minimiser la largeur de bande.

4.4.4 Calcul de aq et T et des matrices élémentaires

Détaillons maintenant le calcul des contributions intérieures, c’est-a-dire aq(¢;, ¢;) i =1,... M, j =
1,....,M et To(¢;) i =1,..., M. Par définition,

ao(9i, ¢j) = /Qp(ac)VqSi(x) - Vo,(x)dz + [, q(x)di(x)¢;(x) da.
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L
Décomposons 2 a I’aide du maillage éléments finis : Q = U Ky. En notant
r=1

0(¢i, ¢5)(x) = p(x)Vi(2)V;(x) + q(z)di(z)d;(x),

L
on a: aq(g;, ¢;) = Z/ 0(¢i, ;) dz. Pour r et s numéros locaux de I'élément K, on définit le
(=17 K

coefficient (r, s) de la matrice élémentaire associée & K, par

krs = | 06s(@,9), ér(,y)) dedy. (4.34)

On va calculer k‘f’s puis on calcule aq(¢;, @;), en effectuant un parcours sur les éléments, ce qui
s’exprime par l'algorithme [I] On a ainsi construit completement la matrice de rigidité K. Il reste a
savoir comment calculer le coefficient k‘f’s défini par (4.34). On commence par effectuer le calcul de
Iintégrale sur ’élément de référence K. On calcule ensuite la valeur du coeflicient kis de la matrice
élémentaire K* par des changements de variable & I’aide de la transformation F (voir Figure .

initialisation : i «+— 0,1 =1,... M, j < i;

Boucle sur les éléments ;

pour £ =1 a L faire
pour r =1 a N, faire
i = ng(¢, ) numéro global du noeud r de I’élément £;
pour s =1 q r faire
calcul de kf’s ;

j =ng(l,s);
si i > j alors

| Kij «— Kij + krs s
sinon

| Ko Kji + ks
fin

fin
fin

fin
Algorithme 1 : Assemblage de la matrice
Notons :

Fé(f’g) = (m,y)

B B B (4.35)
= (ag + a17 + a5y, b + b1 + byy)

Notons que les coefficients af et b% sont déterminés a partir de la connaissance des coordonnées
(z(2),y(?)) ou i = ng(¢,r). En effet, on peut déduire les coordonnées locales x(r),y(r),r = 1, Ny,
des nceuds de 1’élément ¢, a partir des coordonnées globales des noeuds (z(7), y(7)) et du tableau
ng(l,r) = 1.

Calculons maintenant le coefficient kf’s de la matrice élémentaire correspondant a 1’élément
courant Ky, qui est défini par (4.34). Dans I'intégrale sur Ky, on a (z,y) = Fy(Z,§) ; donc par
changement de variables, on a :

K, = / B(6s 0 Fo(#, 7). br 0 Fo(#, 7)) Jacs o(Fe) ddg
K

ou Jacz 5(Fy) désigne le Jacobien de Fy en (z,y). Or, ¢s 0 Fy = bs, et, puisque Fy est définie par

[E35), ona:

al bl
Jac(Fy) = Det(DFy) =| "} .}

Y
as by

] = |atb — atpt|
donc kf , = Jac(Fy)kr.s, ot

I;T’S = /, 9(&S(jvg>7¢§r(jag))d‘%dg
K
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Etudions maintenant ce qu’on obtient pour l_c,,,s dans le cas du probléme modele (4.25)), on a :
krs = /Z [, 9)Vés(T,5)Vbr(Z,9) + a(Z,§)0s(Z,§)r (2, )] ddy.

Les fonctions de base ¢ et ¢, sont connues ; on peut donc calculer lgns explicitement si p et ¢
sont faciles & intégrer. Si les fonctions p et ¢ ou les fonctions de base ¢, sont plus compliquées, on
calcule liem en effectuant une intégration numérique. Rappelons que le principe d’une intégration
numérique est d’approcher l'intégrale I d’une fonction continue donnée 1,

Nmt

/dJ x y dd)dy, par Ii sz i 1/1(131),

=1

oll Nyt est le nombre de points d’intégration, notés P;, qu’on appelle souvent points d’intégration
de Gauss, et les coefficients w; sont les poids associés. Notons que les points P; et les poids w; sont
indépendants de 1. Prenons par exemple, dans le cas unidimensionnel, K = [0;1], py =0, po = 1
et wy =wy = % On approche alors

! ~ 1
I=/O U() do par T = 2 (6(0) + 4(1))

C’est la formule (bien connue) des trapézes. Notons que dans le cadre d’une méthode d’éléments
finis, il est nécessaire de s’assurer que la méthode d’intégration numérique choisie soit suffisamment
précise pour que :

1. le systéme Ka = G(N x N) reste inversible,
2. Tordre de convergence de la méthode reste le méme.
Examinons maintenant des éléments en deux dimensions d’espace.

1. Elément fini P1 sur triangle. Prenons Nip = 1 (on a donc un seul point de Gauss), choisissons
= (1/3,1/3), le centre de gravité du triangle K et w; = 1. On approche alors

1= /K (@)dz par Y(Py).

On vérifiera que cette intégration numérique est exacte pour les polynémes d’ordre 1 (exercice
65).

2. Elément fini P2 sur triangles. On prend maintenant Ny = 3 et on choisit comme points de
Gauss :

= (1/250)7 Py = (1/2a 1/2)7 Py = (07 1/2)7
et les poids d’intégration w; = wy = w3 = 1/6. On peut montrer que cette intégration
numérique est exacte pour les polynémes d’ordre 2 [exercice [65].
Remarquons que, lors de l'intégration numérique du terme élémentaire
s = / [p(z, 9)(Fe(2,9))Vor(,5) - Vos(,5) + a(Z,5)(Fe(,5)) b0 (T, 5) 5] dzdy,
7

on approche kf , par

lnt

rs — sz V(b'r( Z) v¢s( )+Q(FK(P))¢ (PZ)(ES(PZ)} .

Les valeurs Vo, (P;), Vo (P:), ¢.(P;) et ¢(P;) sont calculées une fois pour toutes et dans la
boucle sur £, il ne reste donc plus qu’a évaluer les fonctions p et ¢ aux points Fy(P;). Donnons
maintenant un résumé de la mise en ceuvre de la procédure d’intégration numérique (indépendante
de /). Les données de la procédure sont :

— les coefficients w;,i =1, ..., Niut,

— les coordonnées (2pg(i), Ypg(?)), @ = 1,..., Nint des points de Gauss,
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— les valeurs de ¢,,0,¢, et 0y¢, aux points de Gauss, notées ¢(r, 1), ¢ (r,1) et ¢, (r, i), pour
r=1...Nyeti=1,..., Nint.

Pour ¢ donné, on cherche & calculer :

I= [ Do 0) G o) G @ddady + [ a(Fe@,0)00 (@, didgo (2.5).

K e

On propose 'algorithme [2] On procéde de méme pour le calcul du second membre :

L
Ta(¢:) = /Qf(x,y)cbé(x,y) dedy = gs, ol gy = / f(@,y)¢i(w, y) de dy.
=1 Ke
On obtient 'algorithme [3] II reste le calcul de gy qui se ramene au calcul de I'élément de référence

Initialisation de G4 0: G; < 0,i=14a M ;

Initialisation I <— 0; pour ¢ =1 a L faire

pour i = 1 d Ny faire pour ¢/ =1 a L faire
pi = p(Fe(P)); Calcul de g; = [, f(z,9)ér(z,y)dzdy;
¢ = q(Fe(R)); i =ng(l,r);
I <— Itwi(pida(r,i)dy(s, 1)+ qio(r, i)¢(s, 1)) Gi«—Gi+gi

fin fin

Algorithme 2 : Assemblage de la matrice fin

Algorithme 3 : Assemblage du second membre

par changement de variable. On a :

9; = f(z,y)or(z,y)dedy = / f o Fy(Z,9)o0(Z,9)Jacs 5(Fy)dzdy.
K, K

L’intégration numérique est identique a celle effectuée pour k, ;.

4.4.5 Calcul de ar, et T, — Contributions des arétes de bord “Fourier”

Détaillons maintenant le calcul des contributions des bords ou s’applique la condition de Fourier,
c’est-a-dire ap, (¢i,¢;) i=1,... M, j=1,...,M et Ty, (¢;) i = 1,..., M. Par définition,

0, (65:6)) = [ P)V6la) - Tola)do+ [ ale)o(a)os(e) da.
Fl I—‘1

Notons que ar, (¢i, ¢;) = 0 si ¢; et ¢; sont associées & des noeuds S;, S; de d’un élément sans aréte

commune avec les arétes de la frontiere. Soit L1 le nombre d’arétes ex, k = 1,..., L1 du maillage

incluses dans I'y. Rappelons que les noeuds soumis aux conditions de Fourier sont repertoriés dans

un tableau cf, de dimensions (L1,2), qui donne les informations suivantes :

1. cf(k,1) contient le numéro ¢ de ’élément K, auquel appartient I'aréte €.

2. cf(k,2) contient le premier numéro des noeuds de 'aréte €; dans I’élément Ky. On suppose
que la numérotation des nceuds locaux a été effectuée de maniére adroite, par exemple dans
le sens trigonométrique. Dans ce cas, cf(k,2) détermine tous les noeuds de aréte ¢ dans
Pordre, puisqu’on connait le nombre de noeuds par aréte et le sens de numérotation des nceuds.
Donnons des exemples pour trois cas différents, représentés sur la figure [1.8]

(a) Dans le premier cas (a droite sur la figure), qui représente un élément fini P1, on a
cf(k,2) = 3 et le noeud suivant sur l'aréte est 1.

(b) Dans le second cas (au centre sur la figure), qui représente un élément fini P2, on a
cf(k,2) = 3 et les noeuds suivants sur l'aréte sont 4 et 5.

(c) Enfin dans ’élément P1 “de coin" représenté a gauche sur la figure, on a cf(k,1) = ¢,
cf(k',1) =14, c£(k,2) =1, c£(k',2) =2

154



4.4.6
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N
N
b N _ €k’ 2
3
€k (3%
2 3\ s 1
\ ' :
Pl P1 P1 en coin
FIGURE 4.8 — Exemples de numérotation d’aréte du bord
pour k£ =1...L1 faire
{=cf(k,1); ‘
pour chaque (r,s) € Sy faire pour ip = 1,..., M faire
calcul de J = cd(io);
Its = [, p(@)o(x)¢r(x)¢l(x) dx; a=go(S;);
i =ng(l,r); = 2’5(,& f) ;
j = ng(l,s); siisjalors
si j <1 alors s" fl +— Gi — aky;
- - £ non
‘, Kig = Kag + Irs | Gi<— Gi—aKj;
sinon fi
v n
| Kij «— Kji + I f
fin n
a Algorithme 5 : Condition de Fou-
n rier
fin
Algorithme 4 : Condition de Fourier
Pour k = 1,..., L1, on note Sy, I'ensemble des noeuds locaux de €, donnés par cf(k,2) en appliquant

la régle ad hoc (par exemple le sens trigonométrique). On peut alors définir :
Sp = {(r,s) € (Sp)?/r < s}

La prise en compte des conditions de Fourier est décrite dans l’algorithme [
Le calcul de I, s’effectue sur 1’élément de référence (avec éventuellement intégration numérique).
De méme, on a une procédure similaire pour le calcul de Tr, = fFl p(z)g1(x)v(x)dy(z) :

gﬁv@+/pmmm@mmw

I

Prise en compte des noeuds liés dans le second membre

Aprés les calculs précédents, on a maintenant dans G; :
6.~ [ r@a)dr+ | p@im(o@ie)

Il faut maintenant retirer du second membre, les combinaisons venant des nceuds liés :

Gi+—Gi— Y 90(S;)a(ey, é:)

j€Jo

ou Jy est 'ensemble des indices des noeuds liés. On utilise pour cela le tableau cd qui donne les
conditions, de Dirichlet, de dimension My ot My = cardJy. Pour ig = 1,..., My, cd(ig) = jo € Jo
est le numéro du noeud 1ié dans la numérotation globale. La procédure est décrite dans ’algorithme
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Fy

FIGURE 4.9 — Transformation isoparamétrique

4.4.7 Stockage de la matrice K

4.5

Remarquons que la matrice K est creuse (et méme tres creuse), en effet a(¢;, ¢;) = 0 dés que

supp(¢;) Nsupp(¢p;) = ¢

Examinons une possibilité de stockage de la matrice K. Soit NK le nombre d’éléments non nuls de
la matrice & On peut stocker la matrice dans un seul tableau K M AT en mettant bout a bout les
coefficients non nuls de la premiere ligne, puis ceux de la deuxieme ligne, etc... jusqu’a ceux de
la dernieere ligne. Pour repérer les éléments de K dans le tableau KM AT, on a alors besoin de
pointeurs. Le premier pointeur, nommé, IC' est de dimension NK.

La valeur de IC(k) est le numéro de la colonne de pour k = 1... NK faire
K (k). On introduit alors le pointeur IL(¢),£=1,...,NL, siIL(m) <k<IL(m+1)
ot NL est le nombre de lignes, ot IL({) est I'indice dans alors
KMAT du début de la £-éme ligne. L’identification entre | KMAT(k) = Kin,rcx)
KMAT et K se fait alors par la procédure [6] a fin
n

La matrice K est symétrique définie positive, on peut
donc utiliser une méthode de type gradient conjugué :
préconditionné. Notons que la structure de la matrice dépend @& la numérotation des noeuds. I est
donc important d’utiliser des algorithmes performants de maillage et de numérotation.

Algorithme 6 : Condition de Fou-

Eléments finis isoparamétriques

Dans le cas ou {2 est polygonal, si on utilise des éléments finis de type P2, les nceuds de la frontiere
sont effectivement sur la frontiere méme si on les calcule a partir de I’élément fini de référence. Par
contre, si le bord est courbe, ce n’est plus vrai. L’utilisation d’éléments finis isoparamétriques va
permettre de faire en sorte que tous les nceuds frontiéres soient effectivement sur le bord, comme
sur la figure Pour obtenir une transformation isoparamétrique, on définit

Fp: K — Ky
(#,9) = (2,y)

a partir des fonctions de base de I’élément fini de référence :
Ne oo Ne o
T = Zxr(ﬁr(jvg)v Yy= Zyr(ﬁr(ivg)a
r=1 r=1
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ot o]

[t of ]

4.6 Exercices 4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

ot Ny est le nombre de nceuds de 1’élément et (z,,y,-) sont les coordonnées du r-éme nceud de K.
Remarquons que la transformation Fj isoparamétrique P1 est identique a celle des éléments finis
classiques. Par contre, la transformation isoparamétrique P2 n’est plus affine, alors qu’elle I’est en
éléments finis classiques. Notons que les fonctions de base locales vérifient toujours

$loFy=¢.,V0=1,...,.L, ¥Yr=1,...,N,.

On peut alors se poser le probleme de l'inversibilité de Fy;. On ne peut pas malheureusement
démontrer que Fy est inversible dans tous les cas, toutefois, cela s’avere étre le cas dans la plupart
des cas pratiques. L’intérét de la transformation isoparamétrique est de pouvoir traiter les bords
courbes, ainsi que les éléments finis Q1 sur quadrilatéres. Notons que le calcul de gbf est toujours
inutile, car on se rameéne encore & 1’élément de référence.

Exercices

Enoncés
Exercice 51 — Eléments finis P1 pour le probléme de Dirichlet. Soit f € L2(]0;1[). On
s’intéresse au probléme suivant :

—u'(x) = f(z) x€]0;1

u(0) =0

u(l) =0
dont on a étudié une formulation faible a 1’exercice Soient N € N, h =1/(N +1) et z; =ih
pour i =0,...,N+1et K; = [z;,2;41] pour i =0,...,N. Soit Hy = {v € C([0;1],R) t.q. v|g, €
P1,i=0,...,N et v(0) =v(l) =0} ot P; désigne ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou
égal a 1.
1. Montrer que Hy C Hg.
2. Pouri=1,...,N, on pose :

1— |CC - .Ti|

¢i(z) = h

0 sinon

size K;UK;_1

Montrer que ¢; € Hy pour tout i = 1,..., N et que Hy est engendré par la famille {¢1,...,¢n}.

3. Donner le systéme linéaire obtenu en remplagant H par Hy dans la formulation faible. Comparer
avec le schéma obtenu par différences finies.

Exercice 52 — Conditions aux limites de Fourier et Neumann. Soit f € L*(]0;1[). On
s’intéresse au probléme :
—u’(2) +u(z) = f(z) z€]0;]
' (0) —u(0) =0 (4.36)
u'(1) = -1
L’existence et 'unicité d’une solution faible ont été démontrées a l’exercice On s’intéresse
maintenant & la discrétisation de (4.36)).

1. Ecrire une discrétisation par différences finies pour un maillage non uniforme. Ecrire le systeme
linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (4.36]) par volumes finis pour un maillage non uniforme. écrire le
systéme linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P1 de (4.36]) pour un
maillage non uniforme. Ecrire le systéme linéaire obtenu.
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Exercice 53 — Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis. Soit f € L?(]0;1]).
On s’intéresse au probléme :

—u"(z) =/ (z) +u(z) = flx) z€]0;1]
u(0) +u'(0) =0
u(l)=1
La formulation faible de ce probleme a été étudiée a ’exercice

1. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P1 pour un maillage
uniforme. Ecrire le systéme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés pour un maillage uniforme. Ecrire le systéme
linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par différences finies centrés pour un maillage uniforme. Ecrire le
systeme linéaire obtenu.

4. Quel est 'ordre de convergence de chacune des méthodes étudiées aux questions précédentes 7

Exercice 54 — Eléments finis pour un probléme périodique. Soit =]0, 1[. On cherche a
déterminer u € H?(2) tel que

—u"+u=/f pp. dansQ (4.37a)
u(1) = u(0) (4.37b)
w'(1) =4'(0) +p (4.37¢)

avec f € L?(2) et p un réel donné.
1. Montrer quil existe C' € R tel que pour tout v € H'(Q), sup,co.1) [v(z)| < Cllv]lg1(q)- [On

pourra commencer par montrer que |v(z)| < |v(y)| + fol [v(¢)|dt et intégrer cette inégalité entre
0 et 1 par rapport & y.]

2. Soit V = {v e H'(Q) : v(0) = v(1)}.
(a) Vérifier que V est un sous espace vectoriel de H' ().
(b) Donner une formulation faible associée au probléme aux limites de la forme u € V
solution de
a(u,v) =Tw) YveV (4.38)
en explicitant la forme bilinéaire a et la forme linéaire T

(c) Prouver lexistence et 'unicité de la solution de la formulation faible (4.38]).

(d) Prouver I’équivalence de la formulation (4.37) avec la formulation faible (4.38)), dans le cas
d’une solution u € H?(Q).

3. On cherche a résoudre numériquement ce probleme par éléments finis P1. On se donne pour cela
une discrétisation uniforme de U'intervalle [0; 1], de pas h = 1/n, avec n € N*. Pour i = 0,...,n
on pose x; = ih. Soit Vi, = {u € V : uljg, z,.,) € P1,4=0,...,n — 1} ot P1 désigne I’ensemble
des polynomes de degré inférieur ou égal a 1. Soit ¢ la fonction définie de R dans R par :

1—z sizel0;]]
pz)=<¢1+z size[-1;0]
0 sinon
On définit les fonctions ¢;, ¢ =1,...,n, de [0; 1] dans R, par
r — I;

(bi(x):(b( ; ) Vi=1,...,n—1 et ¢n(x):max(¢(%),¢(x;1))

(a) Représenter graphiquement les fonctions ¢;, i = 1,...,n et montrer que (¢1,...,d,) forme
une base de I'espace V.

(b) Vérifier que la méthode d’éléments finis ainsi choisie est une méthode conforme.
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(c) Montrer que le probléme faible approché qui consiste a trouver u;, € V3, solution de
a(up,vp) =T (vp) Yo, € Vy (4.39)
est équivalent a déterminer U, € R™ tel que
AUy = by,
ou Aj est une matrice n X n et b, € R™ ; donner ’expression de by, et des coefficients de

Ay, en fonction de f et p.
4. Montrer qu'’il existe C' > 0 indépendant de u et uy tel que

— < C inf — .
lu—unllg1(o) < U;Ielvhﬂu onll ()

5. On définit Popérateur d’interpolation r, : V' — V}, qui & tout v € V associe I'élément r,(v) € V4,
défini par rp,(v)(z;) = v(z;) pour tout i € {0,...,n —1}.

(a) Vérifier que 7, est défini de maniére unique et montrer qu’il existe Ce R, ne dépendant ni
de v ni de h tel que pour tout v € V N H2(),

v = r(0) |1 ) < Ch||v]| (-

(b) En déduire que uy, converge vers u lorsque h tend vers 0.

Exercice 55 — Eléments finis pour un probléme avec conditions mixtes. Soit f €
L2(]0;1[. On s’intéresse ici au probléme
—u"(z) +u(x) = f(z) ze=]0;1]
u(0) =0 (4.40)
W'(1)=0
Ce probléme est un cas particulier du probléme (3.54]) étudié a l'exercice [46| en prenant  =]0; 1],
p=1,¢q=1,To=4{0},T1 ={1}, g0 =0, g1 =0 et 0 = 0. On s’intéresse ici & la discrétisation du
probléme (4.40). Soient N e N, h=1/(N+1) et x; =thpouri=0,...,N +1et K; = [x;, 2;41]
pour ¢ =0,..., N. On cherche une solution approchée de (4.40)), notée uy, en utilisant les éléments
ﬁnis (Ki, {J,‘i, J,‘H_l}, ,Pl)ij\io-
1. Déterminer 'espace d’approximation V};, et montrer que les fonctions de base globales sont les
fonctions ®; de [0;1] dans R définies par ®;(x) = (1 — @)"’ pouri=1,...,N+1.
2. Construire le systéme linéaire & résoudre et comparer avec les systemes obtenus par différences
finies et volumes finis.

3. A-t-onuj(1)=0 7

Exercice 56 — Eléments finis pour un probléme de réaction-diffusion. Soit o un réel
positif ou nul et f une fonction continue. On considére le probléme suivant

—u"(z) + au(z) = f(z) z€]0;1]
4’ (0) = u(0) (4.41)
uw' (1) =0

ol u” désigne la dérivée seconde de u par rapport & x.

Dans toute la suite, on considére une subdivision uniforme de I'intervalle [0; 1] : on note h = 1/N
ou N > 2 est un entier fixé. On pose z; = ih, pour i =0,..., N.

Formulation variationnelle

1. Ecrire une formulation variationnelle de (4.41)).
2. On souhaite trouver u € H'(]0;1[) tel que

/ o (@) (2) dz + o / w(@)o(z) de+u(0)v(0) = / F@pl@)de Yo HY(0:1]) (4.42)
0 0 0
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(a) Déterminer le probléeme aux limites dont la formulation faible est (4.42]).
(b) Montrer que si @ > 0, le probleme (4.42)) admet une unique solution.

Démontrer que ceci est encore vrai pour a = 0 en appliquant I’inégalité de Poincaré a la fonction
v —v(0).

Discrétisation par éléments finis Soit V3, Pensemble des fonctions continues sur [0;1] dont la
restriction & chaque intervalle [z;, ;1] est affine pour 0 < i < N — 1.

1.

5.

Quelle est la dimension de V}, 7

2. Donner la discrétisation éléments finis du probleme (4.42)).
3.
4

. Ecrire le probléme discret sous la forme d’un systéme linéaire AU = b en explicitant les dimensions

Montrer que le probleme discret ainsi obtenu admet une solution unique.

des vecteurs et matrice et en donnant leur expression.

Donner une borne supérieure de 'erreur ||up, — | g1(0,1)-

Exercice 57 — Un second membre irrégulier. Soit a € C([0,1]) N C*(]0,1[) une fonction
telle que a(z) > a > 0 pour tout = €]0,1[. On considére le probléme
1
(a(z)u) (z) = = sur ]0,1], (4.43)
T
u(0) = 0,u(1) = 0. (4.44)

1. Formulation faible — On cherche une formulation faible du probléeme (4.43)-(4.44) dans
H;(]0, 1[).

(a) Une premiere formulation faible — En utilisant la densité de C2°(]0, 1[) dans H{(]0,1]),
montrer quune formulation faible possible est

u € Hy(0,1]),
1 1
/ a(z)u (z)v'(z) dz = —/ Inz v'(z)dz, Yo € H(]0,1]). (4.45)
0 0
(b) Une deuxiéme formulation faible — On admet le résultat suivant (voir par exemple [1],
exercice 6.15)

Inégalité de Hardy Soit p €]1, 00[. On note L? l'espace LE(]0, co), ot ]0, oof est muni
de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.

Soit w € LP. Pour x €]0, 00[, on pose W(z) = L [wljg ,dA. Alors W € LP et |[W||p» <

Tz

g llwl e
i. Soit » € Hi(]0,1[), montrer que la fonction ® : x — #lz) appartient & L2(]0, 1[), et
que r

[1®]lz> < 2[¢[|2-

ii. En déduire qu'une formulation faible possible est
u € Hy (]0,1)),
/ alz)u ()0 (z) de = / —v(z)dz, Yo € H(]0,1]). (4.46)

0 o T

(¢) Montrer que les formulations faibles (4.45)) et (4.46)) sont équivalentes et qu’elles admettent
une solution unique u € Hg.

2. Eléments finis
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(a) Exemple sur un maillage grossier — On se donne un maillage uniforme de 0, 1[ de
pas h = 1/3. Donner le systéme linéaire obtenu par discrétisation par éléments finis de

Lagrange P1 des formulations faibles (4.45)) et (4.46]).

(b) Analyse d’erreur — On se donne maintenant un maillage uniforme de )0, 1[ de pas

h p—
n+1
Zp+1 = 0. On note V}, 'espace des fonctions continues, affines par mailles et nulles en 0

et en 1. Soit uy la solution du probleme approché par éléments finis P1 du probléme
(4.45). On note uy linterpolée de la solution exacte u dans V}, c’est-a-dire la fonction
affine par maille telle que ur(x;) = u(z;) pour i =0,...,n+ 1.

. On note z; = ih, i = 1,...,n les noeuds du maillage et on pose x¢o = 0 et

i. Montrer qu’il existe C' € R4 ne dépendant que de « tel que
lu = unllmr < Cllur — unl| g

Dans les questions suivantes, on suppose que a(z) = 1 pour tout z € [0, 1].

ii. Calculer explicitement la solution u de (4.43])-(4.44]).

iii. Montrer que

1
/h |u'(z) — uf(z)|* dz < h. (4.47)

iv. Montrer qu’il existe 8 > 0 tel que

h
/ [u'(z) — uf(2)|* dz = Bh.
0
v. En déduire une estimation d’erreur entre solution exacte et approchée en norme
H'(]0,1).

vi. En s’inspirant de la technique d’Aubin-Nitsche vu en cours (théoréme 4.3), obtenir
une meilleure estimation de l'erreur en norme L?(]0, 1[).

Exercice 58 — Sur la condensation de la masse (ou “mass lumping") en éléments finis.
Soit f € L?(]0,1]) (on rappelle que L?(]0,1[) désigne I'espace des (classes de) fonctions de carré
intégrable sur ]0, 1[). On note H'(]0,1[) = {v € L?(]0,1[) : v' € L?(]0,1[)}, ot v’ désigne la dérivée
faible de v. On rappelle qu'une fonction v € L?(]0, 1[) admet une dérivée faible v’ dans L?(]0, 1)
s'il existe w € L2(]0, 1[) telle que

/0 () () di = — /0 ' w(@)ola) dr. (4.48)

pour toute fonction ¢ € C1(]0,1[) ot CL(]0, 1[) désigne I'espace des fonctions de classe C1 & support
compact dans ]0, 1[. On note alors v’ = w la dérivée faible. On note H2(]0,1[) = {v € L%(]0,1[),v" €
L?(]0,1]) et v" € L?(]0,1[)}. On note || - ||z2 la norme L2(]0,1[) et || - ||z la norme H' définie
par |[v]|%. = |[v]|2. + ||v'[|22. Si k € N, on note [1, k] Pensemble {1,2,...,k}.
On considere le probléme suivant :
—u"4+u=f dans]0,1], (4.49a)
w(0) =0, u(l)=0. (4.49D)
1. Formulation faible.

(a) Montrer que le probleme (4.49) admet comme formulation faible :

Trouver u € H}(]0,1]) ; Vv € HJ(]0,1]), a(u,v) = /o f(z) v(z) de. (4.50)

1
avec a(v,w) = / (v (z)w' (z)+v(z)w(z)) dz pour tout (v, w) € HE(]0,1[)? ot H}(]0,1]) =

{v e H(J0,1])} v(0) = v(1) = 0}.
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(b) Montrer que le probléme (4.50) admet une solution unique u. On admettra que u €
H2(]0,1[).
2. Approximation par éléments finis P1. On se donne un maillage uniforme constitué des points

x; =th, i € [1,N], avec h =

et on considere 'approximation par éléments finis P1 du

N +1
probléme (4.50). On note ¢1, ..., ¢n les fonctions de forme des éléments finis P1 associées
aux noeuds i, ..., TN-
(a) Rappeler I'expression des fonctions de forme ¢1, ... on.

N
(b) Soient v € H}(]0,1[) N H2(]0,1[) et vy = Zv(wz)qbz Montrer qu’il existe ¢; € Ry ne
i=1
dépendant que de v tel que

H’U - 'U]”Hl < C[h.

(¢) Montrer que 'approximation par éléments finis P1 du probléme (4.50) s’écrit
Trouver up € Vi, ;Yo € Vi, alup,v / f(z (4.51)

ot Vj, est un sous espace de H}(]0,1[) que I'on précisera.
(d) Montrer qu’il existe une unique solution au probléme (4.51]).

(e) Montrer que le probléme peut s’écrire comme un systéme linéaire (A + M)U = B,

ou A et M sont des matrices N x N correspondant respectivement & la discrétisation de

" et de u dans le probleme ([4.49)), et B € R (on explicitera les coefficients de ces
matrices et de ce vecteur).

(f) Soit u la solution de (4.50]) et uy, la solution de (4.51)).

i. Montrer que a(u — up, v — up) = a(u — up, u — v) pour tout v € V4, et en déduire
qu’il existe cp € Ry ne dépendant que de u tel que ||u — up| g1 < cgh.

ii. On note e, = uy, — u. Soit w € H(]0,1[) N H?(]0,1]) I'unique solution de

a(w,v) = /0 en(z)v(x) dz, Yo € H}(]0,1]),

et wy, € Vi, 'unique solution de

a(w,v) = /0 en(z)v(z) dz, Yo € V.

Montrer que
1
a(wp, — w, up —u) = / len () da.
0

. En déduire qu’il existe cs € Ry ne dépendant que de u tel que ||u — up|p2 < cgh?.

3. Condensation de masse ou “mass lumping”. A partir des points x; définis dans la question

précédente, on définit pour ¢ € [1, N, les cellules C; =|z; — %,xi + %[, et on note x; la

fonction caractéristique associée & la cellule Cy, c.a.d. x;(x) = 1si z € C; et x;(x) = 0 sinon.
Pour v € V},, on note II,v la fonction constante par morceaux de [0, 1] dans R, définie par
v = Ziil ViXi, OU v; = v(x;). On définit ap : Vj, x Vj, = R par
1
ap(v,w) = / V' (2)w (2) + Mpo(z)Tw(z) de,
0
et on considere maintenant le probléme suivant.
Trouver @y, € V3, ;5 Yo € Vi, ap(tp,v / flx (4.52)
(a) Montrer que si v € Vj,, fo ) dr = fo Mpv(z) de.
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(b) Montrer que le probléeme (4.52)) admet une solution unique @y, € Vj, qui vérifie ||ty ||pz <
e fllzz, ot epr € Ry ne dépend pas de h.

(¢) Montrer que le probléme peut s’écrire comme un systéme linéaire (A + M)U = b,
olt A et M sont des matrices N x N correspondant respectivement a la discrétisation
effectuée dans de —u” et de u dans le probleme ([£.49), et B € RY (on explicitera
les coefficients de ces matrices et de ce vecteur).

(d) On note (m;;)icp,ny et ()i, Ny les coefficients des matrices M et M pour tout
jelt,N] Jell,N]
i € [1, N]. Montrer que m;; = ij:l m; pour tout i € [2, N —1].

(e) Montrer que si f > 0, alors la solution U du systéme linéaire (A + M)U = b vérifie
U > 0, ou I'inégalité s’entend composante par composante. Noter que cette propriété de
positivité n’est pas vraie pour la méthode EF P1 sans mass lumping, voir & ce propos
I’exercice 09

(f) Pour i € [1,N], on définit les “demi-cellules" C;" et C; par C;" =lz;,z; + 2[ et
C =lx; — %,xz[ Soit v € V, ; on pose vg = vy41 = 0.

i. Montrer que
Mpo(z) —v(x) = (v — vig1)diga(2), Yo € G, Vi=1,..., N,
Myv(z) —v(z) = (v; — vic1)Pi—1(x), Yz € C; ,Vi=1,...,N.

ii. En déduire qu'’il existe ¢y € Ry tel que ||IIv — vz < enh|v']|2.

(g) Soit u la solution de (4.50)), uy la solution de (4.51)) et @y la solution de (4.52)).

i. Montrer qu'’il existe ¢y € Ry ne dépendant que de u tel que pour tout v € H'.
1
| / (Iyin (2) o () — g (2)o()) dal < e llinll o] 22 (4.53)
0

ii. En déduire qu’il existe ¢g ne dépendant que de u tel que ||u — @p||L2 < ¢gh.
(h) Montrer que si f > 0, alors la solution u de (4.50) est telle que u > 0.

4. Volumes finis. Proposer un maillage et un schéma volumes finis qui donne la méme matrice
A+ M que celle du systéme linéaire obtenu a partir de la formulation (4.52)).

Exercice 59 — Pas de positivité sans mass lumping. Dans cet exercice, on propose un contre
exemple pour montrer que les éléments finis P1 sans condensation de masse (ou mass lumping) ne
respectent pas forcément le principe de positivité.

Soit € > 0 ; on définit a : H(]0, 1) x H'(]0, 1]) par

a(u,v) :/0 w(z)v(z) dx—!—e/o o (z)v'(z) dw, V(u,v) € H (]0,1])°.

Soit f € C(]0,1[). On considere le probleme
1
Trouver u € HJ(]0,1]) ; Vv € Hy(]0,1]), a(u,v) = / f(x) v(z) da. (4.54)
0

ot H}(]0,1[) = {v € H'(]0,1]); v(0) = v(1) = 0}.
1. Montrer que si u € C?(]0,1]) vérifie ([4.54)), alors u est solution d’un probléme aux limites
qu’on explicitera.

2. Calculer la matrice A du systéme linéaire obtenu par 'approximation éléments finis P1 du
probléme (4.54) sur maillage uniforme.

3. Montrer que la matrice A est inversible ; on note B = (b; ;,% € [1, N], j € [1, N]) son inverse.
Montrer que b; ; > 0.
4. On suppose dans cette question que le maillage est suffisamment grossier pour que la condition
€
— > — soit vérifiée. En écrivant I'égalité AB = Id, montrer que la matrice A n’est pas

6
d’inverse a coeflicients positifs.
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5. En déduire que 'approximation par éléments finis P1 ne respecte pas le principe de positivité.

6. En quoi ce point peut-il étre génant 7 Que peut-on faire pour obtenir la positivité ?

I Exercice 60 — Eléments finis Q1. On considére le rectangle Q de sommets (—1,0), (2,0),
(—1,1) et (2,1). On s’intéresse a la discrétisation par éléments finis de I’espace fonctionnel H().
1. On choisit de découper 2 en deux éléments e; et ey définis par les quadrilatéeres de sommets
respectifs My(—1,1), M2(0,1), M5(1,0), My(—1,0) et M2(0,1), M3(2,1), Mg(2,0), M5(1,0).
On prend comme nceuds les points M, ..., Mgz et comme espace par élément ’ensemble des
polynémes Q;. On note 3y = { My, M5, Mo, M1} et o = { M5, Mg, M3, My}. On a construit la
discrétisation {(eq, X1, Q1), (e2, X2, Q1) }.

(a) Montrer que les éléments (1,1, Q1) et (ea, 3o, Q1) sont des éléments finis de Lagrange.

(b) Montrer que l’espace de dimension finie correspondant & cette discrétisation n’est pas inclus
dans H'(2) (construire une fonction de cet espace dont la dérivée distribution n’est pas
dans L?). Quelle est dans les hypothéses appelées en cours “cohérence globale” celle qui
n’est pas vérifiée ?

2. On fait le méme choix des éléments et des noceuds que dans la question 1. On introduit comme
élément de référence e le carré de sommets (£1,41), ¥ est I’ensemble des sommets de e et

P=0;.
(a) Quelles sont les fonctions de base locales de (e, X, P). On note ces fonctions @1, ..., ®y4.
(b) A partir des fonctions @1, ..., ®4, construire des bijections F; et Fy de e dans e; et es. Les

fonctions F et F5 sont elles affines ?

(c) Onnote P, ={f:e; >R, foF;|. € Q1} pour i =1,2 ou les F; sont définies & la question
précédente. Montrer que les éléments (e1, X1, Pe,) et (e2, X2, Pe,) sont des éléments finis de
Lagrange et que Pespace vectoriel construit avec la discrétisation {(e1, X1, Pe, ), (€2, X2, Pe,) }
est inclus dans H*(Q) (i.e. vérifier la “cohérence globale” définie en cours). On pourra pour
cela montrer que si S = e; Nex = {(z,y);x +y = 1} alors {f|s, f € Pe,} ={f: 85 —
R; f(x,y) = a + by,a,b € R}.

Exercice 61 — Eléments affine-équivalents. Soit Q un ouvert polygonal de R? et 7 un
maillage de Q. Soient (K,%,P) et (K, %, P) deux éléments finis de Lagrange affine - équivalents.
On suppose que les fonctions de base locales de K sont affines. Montrer que toute fonction de P est
affine. En déduire que les fonctions de base locales de (K, X, P) affines.

Exercice 62 — Assemblage de la matrice éléments finis. Soit f € L?(Q), et soit A Popé-
rateur linéaire autoadjoint de matrice (\;;)i=12,=1,2 symétrique définie positive dans la base
canonique de R?, notée (71, ¥2). On considére le probléme suivant, posé dans © =0, 1[x]0,1[ :

Trouver u € H} (Q) telle que
Y € H&(QL/ AVu(z) - Vo(z)dz = / f(x)v(z)dz,
Q Q

ol f € L*(Q) est donnée, et A est I'opérateur linéaire autoadjoint de matrice (\;;)iz12 =12
symétrique définie positive dans la base canonique de R?, notée (7}, ).
1. Le probleme continu.

a) Expliquer briévement pourquoi ce probléme est bien posé.

b) Lorsqu’il posséde une solution de classe C?, de quel probléme fort celle-ci est-elle
également solution ?

On choisit, pour n € N, la discrétisation suivante : pour tout i =1,2,..net j =1,2,...n,

i—1.  j—1_ i i~ -1,
K;j;1 est le triangle de sommets U1 + J Ug, —U1 + J U, 5, + L3
n
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7:_]-—; j—» i—; ]_1—» 7:—» j—'
U1 + —Vz, —U1 + Vg, —U1 + —Ua.
n n n n n

K;jo est le triangle de sommets

On recherche une solution approchée du probleme par la méthode des éléments finis, constitués
par :

— les 2n? triangles K1 et Kijo,

— les degrés de liberté égaux aux valeurs aux sommets des triangles,

— Despace vectoriel P*(R?).

2. Donner 'expression des fonctions de forme locales sur le triangle de référence de sommets
(0,0), (h, 0), (0, h), avee h — %

3. Donner les matrices élémentaires d’assemblage des triangles K;;1 et Kjo.

4. Donner 'expression de la matrice assemblée.

Exercice 63 — Eléments finis P2 en une dimension d’espace. On veut résoudre numéri-
quement le probleme aux limites suivant
() +ulz) =2 0<z<1
u(0) =0 (4.55)
u(1) =1
1. Donner une formulation faible du probleme (4.55)) ;
2. Démontrer que le probleme (4.55) admet une unique solution ;

3. On partage l'intervalle ]0; 1[ en N intervalles égaux et on approche la solution par une méthode
d’éléments finis de degré 2. écrire le systeme qu’il faut résoudre.

corrigé p Exercice 64 — Eléments finis P1 sur maillage triangulaire. On veut résoudre numérique-
ment le probléme suivant :

= Au(z,y) = f(z,y) (2,y) € D=(0,a)x(0,b)
u(z,y) =0 (x,y) € 0D

oll f est une fonction donnée, appartenant a L?(D). Soient M, N deux entiers. On définit
a b
Ay = ——
M+ 1 VTNt
et on pose xp = kAz, 0 < k < M +1, y = LAy, 0 < £ < N + 1. On note Tk+1/ze+1/2 le
triangle de sommets (g, ye), (Tg+1,Ye), (Tr41, Yer1) €t Tle/z +1/2> le triangle de sommets (2, y¢),

Az =

(Tk, Yor1), (Tt Yor1)- Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probléme avec les éléments finis
triangulaires linéaires (utilisant le maillage précédent).

I Exercice 65 — Intégration numérique.

1. Vérifier que l'intégration numérique a un point de Gauss, situé au centre de gravité du triangle,
sur I’élément fini P1 sur triangle, est exacte pour les polynémes d’ordre 1.

2. Vérifier que l'intégration numérique a trois points de Gauss définis sur le triangle de référence
par p; = (1/2,0), p2 = (1/2,1/2), ps = (0,1/2) avec les poids d’intégration wy = wy = w3 = 1/6,
est exacte pour les polynémes d’ordre 2.

| corrigé plisgl| Exercice 66 — Eléments finis Q2. On note C le carré [O 1] x [0;
az = (1, O) az = (1,1), ay = (0,1). On note a5 = (%,0), ag = (1, 3
ag = (3,3) et ¥ ={a;,1 <i <8}

;1] de sommets a; = (0,0),
)7 a7 = (271)a asg = (07%)7
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(Ov 1) ar (17 1)
ay . as
ag
asg e ) [ YOI
ay L 2 a9
(0,0) 4 (1,0)
FIGURE 4.10 — Le carré unité et les sommets aq,...,ag.
1. Montrer que pour tout p € Py
4 8
Zp(ai) -2 Zp(ai) +4) =0.
i=1 i=5

2. En déduire une forme linéaire ¢ telle que si p € P = {p € Qa,¢(p) = 0} et p(a;) = 0 pour
1=1,...8, alors p = 0.

3. Calculer les fonctions de base de 1’élément fini (C, X, P), avec ¥ = {ay,...,as}.

Exercice 67 — Eléments finis Q2*. Soit C' = [~1;1] x [~1;1]. On note a1, ..., as les nceuds de
C définis par a1 = (—1,-1), ag = (1,-1), a5 = (1,1), ay = (-1,1), a5 = (0,—1), ag = (1,0), ay =
(0,1) et ag = (—1,0). On rappelle que Qs = Vect{1,z,y, zy, 22,y 2%y, zy*, *y*} et que dim Qp =
9. On note Q3 'espace de polynéme engendré par les fonctions {1, ,y, vy, 22, y%, 2%y, zy?}.

1. Construire (¢;)i=1,....s C @5 tel que ¢} (a;) = dij, Vi,j =1,...,8.
. Montrer que 'ensemble ¥ = {ay,...,as} est Q5-unisolvant.

2

3. Soit S =[-1;1] x {1}, ¥sg =X NS et soit P I'ensemble des restrictions a S des fonctions de
Q3, i.e. P={fls; f € Q3}. Montrer que Xg est P-unisolvant. La propriété est-elle vraie pour
les autres arétes de C'?

Exercice 68 — Discrétisation du bi-laplacien. La modélisation d’'une poutre en charge
encastrée a ses deux extrémités ameéne a s’intéresser au probléme d’ordre 4 suivant (dit probléme
“biharmonique”) :

u®(z) = f(z), £ €]0;1] (4.56a)
w0) =0, W(0)=0, w(l)=0, u'(l)=0. (4.56b)

ot u® désigne la dérivée quatriéme de u par rapport & , et f est une fonction continue.

Probléme continu

1. On suppose (dans cette question seulement) que f = 1. Calculer la solution exacte u de (4.56)),
et la représenter graphiquement (grossiérement).

2. Soit H%(]0;1[) 'ensemble des fonctions de carré intégrable dont les dérivées (faibles) premiere
et seconde sont également de carré intégrable :

H?(J051]) = {u € L*(J0;1[), " € L*(J0;1[) et w” € L*(]0;1[).}
On rappelle également que les fonctions de H'(]0; 1[) sont continues sur [0;1].
(a) Montrer que H2(]0;1[) c C*([0;1]).
On définit alors :

Hg(1051]) = {u € H*(J0;51[);u(0) = u(1) = 0, u'(0) = u'(1) = 0}.
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(b) Montrer que si u € C*([0;1]) est solution de (4.56)), alors u est solution de :
u € H(]0; 1))

1 1 4.57
/ ' (x)0" (x) do = / f(x)v(x) dz, Yo € HZ(]0;1], (4.57)
0 0

(c) Montrer que réciproquement, si u est solution de (4.57)) et u € C*([0;1]), alors u est solution
de (&56).
On admettra pour la suite que le probléme (4.57) admet une solution unique.

On cherche maintenant & trouver une solution approchée de la solution de (4.56) ou (4.57)).

Discrétisation par différences finies
3. Soit M >2et h= ﬁ On construit une subdivision de [0; 1], notée (y)k=o,... m+1, définie
par :y; = ithpour: = 0,...,M + 1. On note u; I'inconnue discrete associée au point y;,

i=0,...,M+1.

(a) Soient p € C5(R), z € R et h > 0, écrire les développements limités en = de p(x + 2h),
o(x 4+ h)p(x—h), et p(xr —2h) a Pordre 5 en h.

(b) Par une combinaison linéaire adéquate, en déduire pour ¢ = 2,..., M — 1, une approximation
par différences finies de u(¥ (y;) en fonction de u;_o, u;—1, s, U;11 €t u; 12 qui soit consistante
d’ordre 2.

(¢) Ecrire un schéma de différences finies consistant pour la discrétisation de (4.56)) sous la
forme
(5(4)u)l: (yi)a i:2a"'7M_17
Uy = Uy = 0,
up = upr41 = 0,
ot (6Mu); est 'approximation consistante de u(* (y;) construite avec les inconnues discrétes
Ui—9, Ui—1, Ui, Ui+1 €t U;yo & la question 3.2.
Ecrire le schéma sous forme matricielle.

(d) Soit §®u € RM=2 dont les composantes sont les valeurs (6(Yu); pour i = 2,..., M — 1.
Notons (6Pu); = %(UiJrl +u;—1 — 2u;) la discrétisation habituelle de u”(y;) par différences
finies. A-t’on (6®u); = (6@ (6@ u)); pour tout i =2,...,M —1 ?

Dans toute la suite, on considére le maillage suivant : pour N > 2 et h = 1/N, on définit les

N mailles (K;)i=1,...nv par K; =]x;_1/2,%;y1/2[, avec ;412 = ih pour i = 0,..., N, et on note
x; = (i—1/2)h pour i = 1,..., N les centres des mailles. On pose également 29 =0 et zny4; = 1.
On définit également des mailles “décalées” K; 1 /o =|xi, x441[, pour i =0,..., N.

Discrétisation par un schéma volumes finis

4. Soit (u;)i=1,n € RN et u la fonction de ]0;1[ dans R, constante par morceaux, définie par
u(r) = u; pour tout x € K; =|w;_1/2, Tit1/2].

On définit Dju comme la fonction constante par morceaux sur les mailles décalées, définie par

Dt 0u = %(Ui_i'_l —u;) pour tout x € Kii1/9 =|vs, xip1[ pouri =1,...,N —1,
Dyu(x) = § Dyjou = %ul pour tout = € Ky /5 =|wo, 21],
Dy i1/2u = —%uN pour tout x € K12 =]zn, TNy

Enfin on définit DZu comme la fonction constante par morceaux sur les mailles K;, définie
par :

1 .
Diu(z) = D?u = E(Di+1/2U*D¢—1/2U) pour tout x € K; =|x;_1/2,%i11/2[ pouri=1,...,N.
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(a) Calculer D?u en fonction des valeurs u;, j =1,...,N.

(b) En déduire, pour k = 1,..., N, expression de la fonction D7 xj, olt x : R — R est la
fonction caractéristique de la maille K}, c.a.d :

1 sixe K
Xk(7) = .
0 sinon.

On note Hj, l'espace des fonctions constantes sur les mailles K;, i = 1,..., N, et Hp o les
fonctions de Hj, nulles sur les mailles 1 et N. On considére le schéma numérique défini par la
forme faible discrete suivante :

Trouver u € Hp o = {u € Hp;u1 = uny = 0}, (4.58)
1

/ Diu(z) Div(z)dr = /f(z) v(z)dz, Vv € Hp . (4.59)
0

(¢) En prenant les fonctions caractéristiques des mailles K; comme fonctions tests dans

(4.59), montrer que le schéma (4.58)-(4.59) s’écrit aussi :

u € Hyp (4.60a)
Fip172(Dju) = Fi_1/o(Diu) = / fle)dz,i=1,...,N, (4.60b)
K;
1
Fit12(Dju) = E(D?Hu —D?u),i=1,...,N -1, (4.60c)
2 2
Fy/5(Dju) = —EDfu et Fiyi1/2(Dju) = —ED]QVu. (4.60d)

Expliquer pourquoi ce schéma peut prétendre a I’appellation “volumes finis”.

Quelques propriétés du schéma volumes finis On se place ici sous les hypothéses et notations
de la discrétisation par volumes finis.

5. Existence et unicité de la solution discrete.

(a) Montrer que
1 1
Yu € Hpp, —/ u(x)Diu(m) dx :/ Dpu(x)Dru(z) dz.
0 0

(b) Soit u € Hyo ; montrer que si D;1u =0 pour tout i =1,..., N alors u = 0.
(c) En déduire que si f =0, et si u est solution de (4.58)-([£.59) alors u = 0.
(d) En déduire l'existence et 'unicité de u solution de ([4.58)-(4.59).
6. Stabilité.
(a) (Poincaré discret sur u). Soit u € Hy,. Montrer que |ul|z2q) < [|[DrullL2(0)-
(b) (Poincaré discret sur Dyu). Soit u € Hp, o. Montrer que ||Dyul|r2(q) < [|Diullr2(q)-
(c) (Estimation a priori sur la solution). Soit u € Hy o solution de ({.58)-(4.59). Montrer que
llull2) < I fllz2o)-

Discrétisation par un schéma éléments finis non conformes

7. On considere maintenant les fonctions de forme ¢ des éléments finis P1 associées aux noeuds
Tk, k= 1,...,N.

(a) Donner I'expression des fonctions de forme ¢y, pour k =1,..., N.
Soit V3, I'espace engendré par les fonctions ¢1,...,¢n et Vj o 'espace engendré par les
fonctions ¢, ..., dN_1.

Pour ¥ € V}, ¢, on définit 5,%’17 comme la fonction de H; définie par :

D3o(z) =

N-1 1
1 ~
% v(xi)/ ¢,(s)p)(s) ds, pour tout v € Ky, k=1,...,N.
=2 0
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On counsideére alors le schéma suivant pour 'approximation de (4.57]).
Trouver u € Vj, 0, (4.61)

1
/O D3t(x)D3v(x) da = / f(z) 3(z) dz, Vo € Vio. (4.62)

(b) Expliquer pourquoi le schéma (4.61)-(4.62)) peut prétendre & 'appellation “éléments finis
non conformes”.

(c) Soit (u;)i=2, . .N-1 € RN 2 et soient u = ZkN:_Ql upXk € Hpo et u = ZkN:_Ql UL € Vi o.

i.  Montrer que ' est une fonction constante par morceaux sur les mailles décalées et
comparer ' & Dpu.

ii. Calculer D#u et comparer Diu & Diu.

Estimation d’erreur

8. On note 7 la solution exacte de (4.56)), et on suppose maintenant que @ € C*([0;1]). On note
up, € Hy, la solution de (4.58)-(4.59), @y, la fonction de Hy, définie par : w; = u(x;),i=0,..., N,
et par ey, la fonction de Hy définie par : e; = u; — u;.

(a) Equation sur Uerreur — Montrer que ey, est solution de I’équation suivante :

en € Hp o, (4.63)
1

/ Diep(z) Div(z)dr = / Rp,(z)v(x) de,Yv € Hyp, (4.64)
0

ou Ry, est une fonction de Hj; dont on donnera ’expression.
(b) Consistance — Montrer que ||Rp||r2(q) < Ch? ott C > 0 ne dépend que de @.

(c) Estimation d’erreur — Montrer que |ex|[z2(q) < [|[Rr||lL2(q) et en déduire que le schéma est
convergent d’ordre 2.

(d) Maillage non uniforme — Expliquer pourquoi la technique d’estimation d’erreur proposée
précédemment n’est possible que dans le cas d’un pas h uniforme. Réfléchir a la maniere
dont on pourrait procéder pour un pas non uniforme (on peut dans ce cas obtenir une
estimation d’erreur d’ordre h).

4.6.2 Corrigés

Exercice Eléments finis P1 pour le probléme de Dirichlet.

1. Soit v € Hy. Comme Hy C C([0;1]), on a v € L?(]0;1[). D’autre part, comme v|g, € P,
on a v|g,(r) = a;x + B; avec oy, B; € R. Donc v admet une dérivée faible dans L2(]0;1[) et
Dv|k, = a; et on a donc :

D < ; .
IDolle < | max o] < +o0

De plus v(0) = v(1) = 0 donc v € H}(]0;1[). On en déduit que Hy C HZ(]0;1]).
2. Ona :
1—(x—ux)/h sizeK;
¢i(r) =1+ (z—x;)/h size K,

0 SIZE‘G]O,].[KZUKl_l
On en déduit que ¢;|x; C P; pour tout j =0,...,N. De plus, les fonctions ¢; sont clairement
continues. Pour montrer que ¢; € Hy, il reste & montrer que ¢;(0) = ¢;(1) = 0. Ceci est
immédiat pour ¢ = 2,..., N — 1, car dans ce cas ¢;|x, = ¢i|ky,, = 0. On vérifie alors facilement
que ¢1(0) =1 —h/h =0 et ¢n(1) = 0. Pour montrer que Hy = Vect{¢1,...,on}, il suffit
de montrer que {¢1,...,dn} est une famille libre de Hy. En effet, si vazl a;¢; = 0 alors en

particulier Zf\;l a;¢;(xk) =0 pour k=1,...,N et donc a, =0 pour k=1,...,N.
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3. Soit u = Zjvzl u;¢; solution de
a(u, ;) = T(¢:) Vi=1,...,N

La famille (u;);=1,. ~ est donc solution du systéme linéaire

ZICi7jUj:gi Z:].,,N

ou K ; = a(¢;, ¢:) et G; =T(¢;). Calculons K; ; et G;; on a :

1/h si @ €]z_12]
J—/ ¢y (x)gi(x)dr  avec ¢i(x) = —1/h six €lry,zip|

0 ailleurs

On en déduit que :

1
2 .
’CHZ/ (¢4(x))? dJC—Qhﬁ 7 pour i=1,...,N,
1 1 .
Kiit1 — (;5 z+1 dx:fhxﬁ:fﬁ pour i=1,...,N—1
1
Ki,i—lz/ ¢5§(x)¢;_1(az)dx:—g pour i=2,...,N
0
Ki; =0 pour [|i—j|>1

Calculons maintenant G; :
Tit1
6= [ 1@ila)ds
221'71

Si f est constante, on a alors
Ti41
=f / x)dx =hf

Si f n’est pas constante, on proceéde a une intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser
la formule des trapeézes pour le calcul des intégrales :

L z f(@)gi(z)dz et /x + f(2)¢i(x)da

On obtient alors G; = hf(x;). Le schéma est donc :
2ui —Uj—1 — Uj41 = h2f(l’z) = 1, ey N
ug = 0
uny1 =0

C’est exactement le schéma différences finis avec un pas constant h.

Exercice [521

1. Soit (2;)i=1,... n+1 une discrétisation de l'intervalle [0;1] avec 0 = zy < 21 < xi < Ty <
zy < $N+1 =1. Pouri=1,...,N, on pose h;y1/2 = Tiy1 — T;. L’équation (4 au point x;
s’écrit —u" (x;) + u(z;) = f(z). On écrit les développements de Taylor de u(:clqu) et w(zi—q) :il
existe (; € [x;, x;11] et 0; € [x;—1,x;] tels que

1
w(@it1) = w(@;) + higryou (@) + *hfﬂ/zuﬁ(%) + h1+1/2“”/(9) (4.65)

1
G i1z (0:). (4.66)

u(zi—1) = u(z;) — hi—1 o0 (2:) + hl 120 () — 5
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En multipliant la premiere égalité par h;_1/, la deuxiéme par h;; /2 et en additionnant :

2(hi—1/ow(@it1) + hiv1you(@iz1) + (hiy1/2 + hiz12)u(z;))

! ;) =
(=) hiyis2hi—1/2(hig1/2 + hiz1/2)
1 h’L2+1/2 " 1 hiz—l/Q "

- WG+ " (0;).  (4.67

6 hiy1/2+hi—1/0 ( 6 hit1/2 + hi—1/2 (6:). (4.67)
En posant

2

Yi =

hivis2hi—1ya(hiv1y2 + hiz1/2)
on déduit donc 'approximation aux différences finies suivante pour tous les nceuds internes :
Yi(hiz1j2tisr + hig1jouiot + (higije + hic2)us) 4w = f(z)  i=1,...,N.

La condition de Fourier en 0 se discrétise par

et la condition de Neumann en 1 par :

UN+1 —UN 1

hnt1/2
On obtient ainsi un systéme linéaire carré d’ordre N + 1.
2. On prend maintenant une discrétisation volumes finis non uniforme ; on se donne N € N* et
hi,...,hny > 0 tel que Zf\;l hi =1.0n pose z1/2 =0, j11/2 =x;_1/2 + hi pouri=1,..., N
(de sorte que xn1q/0 = 1),

hi hz ) 1 Tit1/2 )
hiH/g:%pourz:l,...,N—l et flzh—/ f(z)dx pouri=1,...,N

i—1/2

En intégrant la premiere équation de (4.36) et en approchant les flux u'(w;1;/2) par le flux
numérique F;; /9, on obtient le schéma suivant :

Fi+l/2 —Fi,1/2+hiuz‘ :hifi Z c ‘{17...,N}7 (468)
ot (Fit1/2)ie{o,....ny donné en fonction des inconnues discretes (u1, ..., un) par les expressions
suivantes, tenant compte des conditions aux limites :

Fippp=——H"%  jcf1,... . N-1} (4.69)

hit1/2
U1 — Ug
Fio=— 4.70
a =t (4.70)
F1/2 — Ug = 0 (471)
Fyi12=-1 (4.72)

Notons que ug peut étre éliminé des équations (4.70) et(4.71). On obtient ainsi un systéme
linéaire de N équations a N inconnues :

U2 4 Ulml T hyuy = hlfl (473)
hs/o 1=
_ Wi U Wi T Ui haw = hi i ie{2,...,N—1} (4.74)
hi+1/2 hi—1/2
uUunN —uUN-—-1
— 14+ —=———"— + hyuy = hnfn (4.75)
hn_1/2

3. Comme pour les différences finies, on se donne (z;);=1,... n+1 une discrétisation de l'intervalle
[0;1], avec 0 = 29 < 71 < -2 < g1 < TNy < Tny41 = 1. Pour 4 = 1,..., N, on pose
hiv1/2 = Tig1 —x; et K19 = [25,341] pour i = 0,..., N. On définit 'espace d’approximation
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Hy = {v € C([0;1],R) telle que v|g,,,,, € P1,i = 0,...,N} ot Py désigne I'ensemble des

polynoémes de degré inférieur ou égal a 1. Remarquons que l'on a bien Hy C H.

Pour:=1,..., N, on pose :
T — Tj—1 .

¢i(x) = e siz € Ki_1/9
Ti4+1 — T .

¢i(z) = ;;71/2 stz € Kiy1)2

¢i(x) =0 sinon

et on pose également :

dnt1(z) = 2N Gize Knii1/2
hnsiy2
dny1(z) =0 sinon
T —x _
(b()(l‘) = 21/2 S1 T € K1/2
¢po(x) =0 sinon

On vérifie facilement que ¢; € Hy pour tout 0 =1,..., N + 1 et que Hy = Vect{do, ..., dN+1}
La formulation éléments finis consiste alors & trouver u(N) € Hy tel que

a(u™),v) = T(v) Yv e Hy (4.76)
Pour construire le systéme linéaire a résoudre, on prend successivement v = ¢;, ¢ =0,..., N +1
dans (4.76). Soit
N+1
W =3 g
j=0

solution de
a(u(N)7¢Z):T(¢Z) vi:O7...,N+1-

La famille (u;);=o,... ~+1 est donc solution du systéme linéaire
N
Z’Ci)j’u]‘:gi i=0,...,N+1,
=0

ou K; ; = a(¢;, ¢i) et G; = T(¢;). Calculons I; j et G; ;ona :

1 1 l/hi_l/g six G]l‘i_ll‘i[
K :/O ¢}($)¢§(I)d$+/0 ¢j(x)pi(x)dr  avec ¢j(x) = —1/hip12 iz €lwy, x|

0 ailleurs

Donc :

—sil<i=j7< N,ona

TINY: ! 2 1 1 hi—1/2 hiyiy2
K= [(G@Pas [wra= oyt e e
0 0 i—1/2 i+1/2
— sii=7=N+1, alors
L 2 ! 2 1 hny1/2
KNyi,N+1 = (Ony1(x))”de + (pny1(z))?dr = ; + _
0 0 N+1/2 3
— sii =75 =0, alors
! / 2 ! 2 2 1 h1/2
Koo = / (6o(2))” dz +/ (do(x))*dz + ¢f = — + —= + 1.
0 0 h1/2 3
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—si0<i<Netj=:¢+1,ona :

1 1
1 Riyi/2
Ko = [ @@+ [ 0i@)oule)do = -+ 2L
0 0 hivi/2 6
La matrice étant symétrique, si2 <i< N+letj=i—1,ona :
1 n hi—1/2.
hi—1/2 6

Kiici=Ki1:=—
Calculons maintenant G;.
Ti41
g = / f(z)pi(x) da + ¢4(1).
x;—1

— Si f est constante, on a alors
Tit1
G:=1 [ dula) o 65(1) = 1/2(himsa + higajo)f + (1)

— Si f n’est pas constante, on procede a une intégration numérique. On peut, par exemple,
utiliser la formule des trapezes pour le calcul des intégrales

/ f@oie e | F(@)bi(x)dz

On obtient alors :
Gi = 1/2(hi_1/2 + hiy1/2) f(zi) + ¢i(1).

Le schéma obtenu est donc :
1 1 hi—ij2 higiye hi—1/2 1 hiy1/2 1
+ + + )U7+( — )Ui_ Jr( - )Ui
<hi71/2 hit1/2 3 3 6 hi—1/2 ! 6 higae)
= 1/2(hz_1/2+h1+1/2)f($2) 1= 1,...7N
1 hy /2 1 hit1/2
Py (L ey,

<h1/2 + 3 + 1)up + Trio + 6 U1 /2h1 /2 f(0)

1 h h 1
( + N+1/2>UN+ ( N+1/2

— =1/2h 1.
hN+1/2 3 6 hN+1/2> / N+1/2f($N+1) *

Exercice 1. L’espace d’approximation V}, est I’ensemble des fonctions continues, affines sur
chaque maille K; = [z;,2;41] et nulles en 0. L’ensemble V), est engendré par les fonctions de base
éléments finis P1 aux neeuds x;,7 = 1,..., N + 1. Ces fonctions s’écrivent

|z — @i

+
dh‘(ﬂf):(l—h) i=1,...,N+1.
2. Le systeme linéaire a résoudre s’écrit :

Ku=4g,

ol K est une matrice d’ordre N +1,G € RV*! et

1
Kis = [ 6@)0)() + 0i(a)0s(0)]

0
1
gi:/ f(x)di(z) dz, i=1,...,N+1.
0

Les intégrales fol ¢; ()¢ (x)dz et fol f(z)pi(x)dx sont calculées par exemple a I'exercice pour

i,j = 1,...,N. Il reste & calculer b, ; = fol ¢i(x)¢;(x)dz, pour i,j = 1,..., N et les intégrales
faisant intervenir le noeud IV + 1. En ce qui concerne le calcul de b; ; pour 4,5 = 1,..., N, quatre
cas se présentent.
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1. Sij =1, b= ;71 (1+ %)2 dz + f;‘:“ (1- %)2 dz, par changement de variable,

§ = 1+ *5* dans la premiére intégrale et § = 1 — *5% dans la seconde, on a donc :

1
bii = Qh/ &2de = %.
0 3

2. Sij=i+1, b1 = f;j“ (1—2=21) (1 + HT“) dx. Posons { = 5%, on a donc =% =
—Li+Ti—X; 1
oMLt = ¢ — 1. Done by g1 = [, (1 —&EhdE =h [ — 3] = L.
3. De méme, par symétrie, si j =4 —1, b;;11 = %.
4. Dans tous les autres cas, b; ; = 0 car le support de ¢; et ¢; sont disjoints.

On a donc finalement :
2 2h

lCi,i:E—i—? pouri=1,...,N
1 h
’C“'“:_ﬁ*g pouri=1,...,N
1 h )
’Ci—l,i:—ﬁ 5 pouri=2,...,N+1

En ce qui concerne le nceud N + 1, on a :
1 TN+1 r—x 2 1 h
/ ¢9\/+1(I)¢3\/+1(I) dr =het byyint1 = / <1 + hNH> dx = h/ §2d§ = 3
0 TN 0

Donc K:N+1,N+1 = % + %
D’autre part, avec une intégration numérique par la méthode des trapezes pour le calcul de G;, on
obtient

Gn1 = 5 f(zni).

Le schéma éléments finis s’écrit donc finalement :
2  2h 1 h 1 h )
<h+3> Ui + (_h+6> Uj—1 + <—h+6)ui+1 =hf(z;), i=2,....N
2  2h 1 A
(h + 3) u + <_h + 6) Up = hf(.%‘l)

1 A 1 h h
E—l—g UN+1+ _E‘LE UN:§f(33N+1)-

Le schéma différences finies pour le probleme s’écrit :
1 .
ﬁ[Qui — U1 —Uip1] Fu; = f(z)i=1,...,N
ug =0
UN+1 = UN .
Ce qui s’écrit encore :

2 1 1 )
(h+h> ui—gui,l—ﬁuiﬂzhf(xi), 1227...,N

(2 + h) Uy — %UQ = hf(xl)

<}1L + h) uyN — %UN—l = hf(a:N)

Donc le schéma EF P1 et le schéma différences finies ne sont pas équivalents. Pour discrétiser le
probleme par un schéma volumes finis, on commence par intégrer ’équation sur chaque maille

174



4.6 Exercices 4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Ki=[z; 13 1]

:Ci+% 3’,‘1+%
)+ ey + [ u@de= [ @,

xT,

La discrétisation de cette équation donne alors, en fonction des inconnues discrétes uq,...,uyx (en
tenant compte des conditions aux limites).

Uil — Ui | U — Uy
- +

- h_1+hui:hfi i=2

N -1

geeey

Us — U 2u
—2 =+ 22t huy = hfy

h h
% + huy = hfw,
avec f; = %f; 1% f(x)dx. Ceci ’écrit encore  :
T

2 1 1 .
(h + h) U; — Eui_l — Eui+1 = hf(xz), 1= 2, . ,N

3 1
(h + h) Uy — EUQ = hf(.%'l)

b un = un1 = hf(ey)

h unN h'LLN,1 = TN ).

Les schémas éléments finis, différences finies et volumes finis ne sont donc pas exactement les mémes.

3. Dans le cas du schéma éléments finis, on a
uh|[$N,£N+1} = UNQSNfl + uN+1¢N~

Donc u},(1) = 3 (un41 — un). Cette quantité n’est pas forcément égale a 0. (Faire le calcul par
exemple dans le cas de deux mailles).

Exercice — Eléments finis pour un probléme de réaction-diffusion.

1. Soit v une fonction suffisamment réguliere, on multiplie la premiére équation de (4.41) par v et
on intégre sur |0; 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenant compte des conditions
aux limites, on obtient :

1 1 1
/ o (z)v' (z) do + a/ w(z)v(x) dz + u(0)v(0) = / f(@)v(z) da.
0 0 0
Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de prendre u,v € H'(]0;1[), auquel cas les fonctions

sont continues et donc les valeurs u(0) et v(0) ont aussi un sens. On en déduit qu’une formulation
faible consiste a trouver u € H'(]0;1[) tel que :

1 1 1
/ u'(z)v (2) do + a/ u(z)v(z) dz + u(0)v(0) = / f(x)v(z) dz Yo € H'(]0;1])
0 0 0
Autrement dit, la formulation variationnelle consiste & trouver u € H*(]0; 1[) solution de :
1

J(u) = vmelfrll J(w) avec J(v)= §a(v,v) —T(v)

ou a est la forme bilinéaire définie par

a(u,v) = /0 o' (z)v'(z) dz + a/o u(z)v(z) de + u(0)v(0)

et T la forme linéaire continue définie par

T(v):/0 f(x)v(x)dx
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2. (a) Supposons u réguliére et prenons d’abord v € C}(]0;1[). On a alors

/Olu’(a:)v'(x) da:+a/01u() () dz + u(0) / F@)o(@) do

et donc en intégrant par parties :

1
| @)+ aue) - f@)oie) de =0
0
Comme ceci est vrai pout toute fonction v € C.(]0;1[), on en déduit que
—u"(x) + au(z) = f(z), z €]0;1]

Prenons maintenant v € H'(]0;1[), en intégrant par parties et tenant compte de ce qui
précede, on obtient

(—u'(0) +u(0))v(0) + ' (1)v(1) =0
Comme ceci est vrai pout toute fonction v € H'(]0;1[), on en déduit que u vérifie (4.41)).
(b) On peut appliquer le théoréme de Lax Milgram ; en effet,

— la forme linéaire T est continue car |T(v)| = |f0 )| dz < ||f||lL2]lvl|lL2 par
I'inégalité de Cauchy—Schwarz et donc |T'(v | < C||’UHL2 avec C = ||f||L2

— la forme bilinéaire a (qui est évidemment symétrique, ce qui n’est d’ailleurs pas nécessaire
pour appliquer Lax-Milgram) est continue ; en effet :
la(u, v)| < IIU’HLzllv’IILz + OLHUIILzllvlle + [u(0)[[v(0)};
or pour tout x € ]0; 1] v( x) + f t)dt et donc par inégalité triangulaire et par
Cauchy-Schwarz, on obtlent que [v(0)] < \U( )| + |v'||L2- En intégrant cette inégalité
entre 0 et 1, on obtient
[wO)] < llvllzy + [[v'lz2 < lvllzz + 11v"[[z2 < 2ljv]|a-

La meme inégalité est évidemment vraie pour «(0). On en déduit que :

a(u,v) < [|u'|[r2[[v"lz2 + allull 2 [[v] 22 + 4lull 2 [[o] 2
< Mlullg ol + ellullg vl g + 4llull g vl 2
< 5+ )ull g [[v]| e,
ce qui prouve que a est continue.

Montrons maintenant que a est coercive. Dans le cas ou a > 0, ceci est facile a vérifier, car
on a

1 1
a(u,u) = / o (x)? da + a/ u(z)? dz + u(0)? = min(a, 1)||u|F-
0 0

Par le théoreme de Lax -Milgram, on peut donc conclure & l'existence et I'unicité de la

solution de (4.42]).

Dans le cas ou @ = 0, on applique 'inégalité de Poincaré a la fonction w = u — u(0), ce qui
est licite car w(0) =0 ; on a donc : ||w| 2 < |[w']|r2 et donc ||v/||z2 = |Ju — u(0)||z2. En
écrivant que u = u — u(0) + u(0), en utilisant I'inégalité triangulaire qu’on éléve au carré et
le fait que 2ab < a? + b2, on en déduit que a(u,u) > [ju — u(0)]|2, + u(0)? > 1/2||ul/2,.
On écrit alors que

a(u,w) = sa(u,w) +1/2a(u,u) > 172003 + 7wl > Tl

ce qui montre que la forme bilinéaire a est encore coercive.

176



4.6 Exercices 4. ELEMENTS FINIS DE LAGRANGE

3. Une base de l'espace V}, est la famille des fonctions dites “chapeau”, définies par

.1 1 .

pile) =min (1@~ vi)t, @ — o)) i=1 N1
1

pi(z) = E(ml — )"

on(a) = 1o~ i)t

On en déduit que I'espace V}, est de dimension N + 1.

4. Le probleme discrétisé par éléments finis consiste a trouver uy € V}, tel que :

1 1
/0 ul, (x)v), () dx+a/0 up(x)vp(z) dz+up(0 / f(@)vp(z)dx Vv, €V, (4.77)

5. Comme on a effectué une discrétisation par éléments finis conformes, le théoréeme de Lax Milgram
s’applique a nouveau.

6. Commengcons par le second membre B = (b;)ogi<nN avec :

1
M:Af@@@M

Calculons :

Aij = Aji = a(di, 6;)
:/qﬁ dx+a/ ¢i(x)pj(x) dr + ¢i(0)¢;(0) pouri=1,...,N

En raison de la forme des fonctions de base (¢;)i=o,n, les seuls termes non nuls sont les termes
Ai1, Aii et A; 1. Apres calculs, on obtient :

rl h 1 h 1
Lpah g L ah 0 0 0
1 h 2 2ah 1 h .
—»t% wtS TRt : 0
. .
A:
. . 0
1 h 2 2ah 1
Lo 0 —14ah lyah

7. Soit u € H'(]0;1[) une solution de (4£.42)), alors —u” = f — au au sens des distibutions
mais comme f € L2(]0;1[) et u € L2(]0,1[), on en déduit que u € H%(]0;1[). On peut donc
appliquer les résultats du cours. On a vu en cours que si uy I'interpolée de u dans V,, On a

lu — unl|r200,1) < Cllu — ur|r2¢0,1) ot C est la racine carrée du rapport de la constante de
continuité sur la constante de coercivité, c’est-a-dire :

5+«

¢= min(a, 1)

De plus, on a aussi vu que si u € H?(]0;1[), erreur d’interpolation est d’ordre h ; plus
précisément, on a :

lu = wrllF2g,1y < (L +h*)R2u" 12201
On en déduit que :

5+a
lun —ul 50,1y < in(a \/1+h2|\u”||L2 0,1)

m

Exercice
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1. (a)

(b)

On note z, y les deux variables de R2. L’espace Q; est 'ensemble des polynomes de la forme
a+ bx + cy + dxy avec a, b, c et d € R. On a donc dim @ = 4 = card ¥; = card X5. Pour
montrer que (e1, X1, Q1) est un élément fini de Lagrange, il suffit de montrer que f € Q; et
fls, = 0 implique f = 0. Soient donc a, b, c et d € R. On pose f(x,y) = a + bx + cy + dzy
pour (z,y) € ey et on suppose que f|x, = 0, c’est-a-dire f(—1,1) =0, f(0,1) =0, f(1,0) =0
et f(—=1,0) = 0. On a donc :

a—b+c—d=0

a+c=0
a+b=0
a—b=0

Les deux dernieres équations entrainent a = b = 0, la troisieme implique ¢ = 0 et la premiere
donne enfin que d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (e, X1, Q1) est un
élément fini de Lagrange. Pour montrer que (es, X2, Q1) est un élément fini de Lagrange,
on procede de la méme facon : soient a, b, c et d € R et f(x,y) = a + bx + cy + dxy pour
(z,y) € ea. On suppose que f|x, = 0, c’est-a-dire f(0,1) =0, f(2,1) =0, f(2,0) =0 et
f(1,0) = 0. On a donc :

a+c=0
a+2b+c+2d=0
a+2b=0
a+b=0
Les deux derniéres équations donnent a = b = 0, la premiere donne alors ¢ = 0 et, finalement,

la quatriéme donne d = 0. On a donc montré que f = 0. On en déduit que (ez, X2, Q1) est
un élément fini de Lagrange.

L’espace (de dimension finie) associé & cette discrétisation est engendré par les six fonctions
de base globales. On va montrer que la fonction de base associée & M7 (par exemple) n’est
pas dans H!(Q). On note ¢; cette fonction de base. On doit avoir ¢1|., € Q1, ¢1]e, € Q1,
¢1(M1) = 1 ainsi que ¢1(M;) = 0sii # 1. On en déduit que ¢ = 0 sur es et ¢1(x,y) = —xy
si (z,y) € e;. On a bien ¢; € L%(2) mais on va montrer maintenant que ¢; n’a pas de
dérivée faible dans L2(2) (et donc que ¢1 &€ H'(Q2)). On va s’intéresser a la dérivée faible
par rapport & = (mais on pourrait faire un raisonnement similaire pour la dérivée faible par
rapport & y). On suppose que ¢; a une dérivée faible par rapport a x dans L?(Q) (et on
va montrer que ceci meéne a une contradiction). Supposons donc qu’il existe une fonction
¥ € L(Q) telle que

2 1 9 1
I:/, / ¢1(x,y)g%(x,y) dxdy:[1/o Oz, y)p(x,y)dady Vo e CP(Q). (4.78)

Soit ¢ € C°(), comme ¢ est nulle sur es, on a

I—//aﬁwy (z,y)dzdy

et donc :

I— /01 (/lly(xy)gi(as,y) dx) dy.

Par intégration par parties, en tenant compte du fait que ¢ est a support compact sur €,
on obtient :

I—/1 Ul_yy ez, y)de — (1 - )yw(l—y,y)} dy

// Yle, (2, )¢ xy)dw—/( Yye(l —y,y)dy.
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2. (a)

En posant (z,y) = —t(z,y) + yle, (2,y), on a ¢ € LX(Q) et :

/0 (1 =yyp(l —y,y)dy = [1/) Y(z,y)e(z,y) dz dy. (4.79)

Pour aboutir a une contradiction, on va montrer que (4.79) est fausse pour certains
» € C(£2). On remarque tout d’abord qu’il existe ¢ € C°(Q) tel que

/O (1 =y () —y,y)dy > 0.

(I suffit de choisir ¢ € C2°(Q) tel que ¢ > 0 et (1 —y,y) > 0 pour y = 1/2, par exemple.)
On se donne maintenant une fonction p € C2°(R) tel que p(0) =1 et p =0 sur [—1;1] et
on écrit (4.79)) avec @, au lieu de ¢, ol ¢,, est définie par :

pnl(,y) = oz, y)p(n(z +y —1))
(noter que 'on a bien ¢, € C°(Q) car p € C°(R) et ¢ € C()) On a donc :

1 2 el
/O (1—y)ywn(1—y,y)dy:/_1/0 Y(x,y)pn(z,y) dz dy.

Le terme de gauche de cette égalité est indépendant de n et non nul car ¢, (1 —y,y) =
©(1 — y,y) pour tout n et tout y € [0;1]. Le terme de droite tend vers 0 quand n — oo

par convergence dominée car 1, — 0 p.p. et [Yon| < ||pllso]®| || € L*(€2). Ceci donne
la contradiction désirée et donc que ¢1 ¢ H*(Q2). L’hypothése non vérifiée (pour avoir la
cohérence globale) est ’hypothese . En posant S =e;Neg,ona X NS=3NS =
{Ma>, M5} et aussi, bien siir, ¢1]|s = ¢1|s mais on remarque que 'ensemble ({ My, M5} n’est
pas Q|s-unisolvant car card({Ma, M5}) = 2 et dim(Q1]g) = 3.

Les quatre fonctions de base de (e, X, P) sont :

Sy = 2@ D@+ baley) = @+ Dy 1)

bs(wy) = (- D1 baley) = 3l -1y 1)

Construction de F; Pour (z,y) € e, on pose

Fi(z,y) = Migs(z,y) + Mad1(x,y) + Mspa(z,y) + Mada(x,y)

ce qui donne

4F (z,y) = _ﬂ (1—a2)(1+y)+ m (1+2)(1+y)+ H (1+2)(1—y)

+[o|a-aa-

1432 —y—ay
2(1+y)

Pour y € [—1;1] fixé, la premiére composante de Fi(x,y), qu'on note F; ,(x), est linéaire

%y’ F1 ., est une bijection de

[-1;1] dans [—1; lg—y] Donc pour b € [—1;1] donné, Fy est une bijection de [—1;1] x {b}
dans [—1;(1—1b)/2] x {3:2}. On en déduit que Fy est une bijection de e dans e;.

par rapport & . Comme F ,(—1) = —1 et Fy ,(—1) =

Construction de F> Pour (z,y) € e, on pose

FQ(xa y) = M2¢3($3 y) + M3¢1(x,y) + M6¢2(x7y) + M5¢4(l’,y)
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ce qui donne

1Fy(z,y) = ‘1)] (1—2)(1+y)+ m (1+2)(1+y)+ m (1+2)(1—y)

+ o] =209

_ (5+32 —y+ay
o 2+ 2y

Pour y € [—1;1] fixé, la premiere composante de Fs(z,y), qu'on note Fs ,(x) est linéaire
par rapport & = et F , est une bijection de [—1;1] dans [1;" ;2] et donc pour b € [—1;1]
fixé, F, est une bijection de [—1;1] x {b} dans [152;2] x {1E2}. On en déduit que F» est

une bijection de e dans e,.

Noter que les fonctions F; et F» ne sont pas affines.

(b) Les éléments (e1,X1,Pe,) et (e2, X2, Pe,) sont les éléments finis de Lagrange construits
a partir de 1’élément fini de Lagrange (e, X, P) et des bijections Fy et Fy (de e dans e;
et de e dans eg), voir la proposition Pour montrer que 'espace vectoriel construit
avec (e1, %1, Pe,) et (e, Xa, Pe,) est inclus dans H' (), il suffit de vérifier la propriété de
“cohérence globale” donnée dans la proposition [£.12] On pose

S=eane={(zy ceQety=1t={(1-yy),y<c0;1]}
On remarque tout d’abord que £1 NS =3NS = {Ms, M5}. On détermine maintenant
Pe,|s et Pe,js. Solent f € P, et (z,y) € S (c’est-a-dire y € [0;1] et x+y = 1) : on a
flz,y) = foFi(1,2y—1). (On a utilisé ici le fait que Fy ({1} x [—1;1]) = 5). Par conséquent,
Pe,|s est I'ensemble des fonctions de S dans R de la forme (z,y) — g(1,2y — 1), ot g € Q1
c’est-a-dire ’ensemble des fonctions de S dans R de la forme :

(z,y) = a+B+v(2y—1)+(2y — 1)

avec a, f3, 7, et § € R. On en déduit que P, |s est I'ensemble des fonctions de S dans R de
la forme (z,y) — a + by avec a,b € R. On a donc Pe, |s = Pe.,|s. Ceci donne la condition
([@.5). Enfin, la condition est bien vérifiée ; en effet, ensemble 31 est Pe, |s)-unisolvant
car un élément de P, |s est bien déterminé de maniére unique par ses valeurs en (0,1) et
(1,0).

Exercice — éléments affine—équivalents. Si les fonctions de base de (f( , i,f) sont affines,

alors ’espace P est constitué des fonctions affines, on peut donc écrire
P={f:K—=R,z=(Z1,%2) — f(T) = a1Z; + asZs + b}.

Comme (K,%,P) et ((K,%,P) sont affines équivalents, on a par définition :
P={f:K—>R;f=foF ' feP}

oll F est une fonction affine de K dans K la fonction F = est donc aussi affine et s’écrit donc sous
la forme :

F~'(z) = F Y ((#1,72)) = (121 + a1@2 + 47, frx1 + Boz + 6)

Doncsi f=foF 'cP,ona
f(@)=foF ' ((z1,22)) = fl(awz1 + aswa + 7, fr1a1 + Powa + 6)] = Ayzy + Aoz + B

ou A, Ay et B € R%2. On en déduit que f est bien affine. L’espace P est donc constitué de
fonctions affines. Pour montrer que les fonctions de base locales sont affines, il suffit de montrer
que l'espace P est constitué de toutes les fonctions affines. En effet, si f est affine, emphi.e.
f(x1,20) = Ajzy 4+ Agzy + B, avec Ay, Ay, B € R?, on montre facilement que f : fo F € P, ce qui
montre que f € P.
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Exercice [62]

1. Le probléme continu.

a) On vérifie que la forme bilinéaire définie par a(u,v) = [, AVu(x) - Vo(z)dz est continue
et coercive, que la forme linéaire définie par T'(v) = |, f(x)v(z) dz est continue et on
applique le théoreme de Lax Milgram.

b)
—divAVu = f dans Q,u = 0 sur 9. (4.80)

$1(2,y) =1 —nx —ny, da(x,y) = nx, ¢3(x,y) =ny.
3. Calculons les matrices élémentaires d’assemblage des triangles K;;; et K;jo.

Triangle K;j; S
La matrice élémentaire A sur le triangle
K;j1 de sommets Sy = (0,0), S2 = (h,0)
et S3 = (0,h) a pour coefficients a;; =
fKiy‘l AV(ﬁZ(m,y) : V¢J(xay) d.’L’dy, ol ¢17¢2;¢3
sont les fonctions de forme du triangle K;j; qu’on

a calculées a la question 2. On a donc Sy Ss
— 0
v¢1(xay) = |:_Z:| ’ V¢2(z,y) = |:g:| ) v¢3(x7y) = |:7’L:| .
Notons «, 3,7 les coefficients de la matrice A : A = [g 5 . En remarquant que laire du
triangle K;j1 est h?/2 =1/2n?, on a
— 1
wi= [ AVoten - Vaepaa = [ |5 0T Sa s )
Kij1 Kij1 v n 2
wa= [ Ao Voatpasa= [ 5 0 [0]H = ean)
’ Kij1 Kij1 _/6 TrLn 0
a13=/ AV (z,y) - V¢2(w7y)dwdy=/ 4 -_n} ' m =5(=8=7),
’ Kij1 Kij1 _6 7L n
a —/ AVoo(z,y) + Vea(z,y)dzd —/ o B[] —n_—loz
2,2 o 2\, Y 2\T, Y Y o _5 ) _O_ _0_ 5%
[ 1[n] [o] 1
= AV ) Y ’ dzd :/ a 6 n = 5
o= | AVoule)  Vastwpyaray= [ |5 OG- (] =50
_ . _ o gl fo] o] _1
a3 = /KileVsbz(x,y) Vos(x,y) dedy = /Km 5 4| 0] |n] T3
Finalement,
at+268+y —a—=f —f-n
A= 3 —a—pf «@ B8

B = B Y
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Triangle Kijg

La matrice élémentaire B sur le triangle K;;o de 1 3
sommets S = (0, h), S2 = (h,h) et S5 = (h,0) a

pour coefficients

bij :/K AVi(z,y) - Vj(z,y)dzdy,

ou ¢1, P2, ¢z sont les fonctions de forme du triangle 2
Kijg définies par

¢1($,y) =1- nx, d)Z(x,y) =1- ny, ¢3(£L’,y) =nr+ny — 1.

On a donc
Voo = || Veaten) = | 0| Veute = 7]

Les coefficients de la matrice B sont donc :

r 1T ] r 2

b1 /KiﬂAqul(x,y)'Vqﬁl(z,y) dzdy/Kijz _g 5_ _—0"_ . —On} _ %n%[i Lo,
bLz—/;ﬂAV¢0uw~V¢xnyMMdy—/;ﬂ_g <y _f@-—;@
mszlgfvmuer@mwmmw=[%2; ] o] =g e
byo = /K WAV%(x,y) Vo (z,y) de dy = /K g 5 fn _OTJ _ %%
b= [ Aomn) Vostemanan= [ {8 O[O} o] =50
%3—A%fv%uw»vm@wﬁmm—lgzg Ale - [o) =520+

Finalement, les matrices élémentaires des éléments K;;o sont donc toutes identiques et égales
a
[ e —a-g -~
B = 3 B v B+
—a—3 B+ a+28+7y

4. Appelons K la matrice assemblée.

Comme on a des conditions aux limites de Di-

richlet homogeénes, on a N noeuds libres, avec 7 ] 9
N = (n—=1) x (n — 1), dont les coordonnées
sont (ih,jh), 4,5 =1,...,n — 1. Adoptons l'ordre
lexicographique pour leur numérotation : le nu- 4 5 6

méro du noeud (4, j) de la grille est donc k(i, ) =
(n—=1)(j — 1) + 4, voir 'exemple n = 4 sur la
figure ci-contre. On initialise la matrice Ky & 0, 1 2 3

et on écrit maintenant les coefficients non nuls en
utilisant les matrices élémentaires. on a

Le support de la fonction de base du noeud k est constitué de 6 triangles dont les sommets
sont les noeuds

— k—1, k—n, k, (triangle de type Kjj2)
— k-1, k, k+n—1, (triangle de type K;j1)
— k+n—1, k, k+n, (triangle de type Kjj)
— k, k+1, k +n, (triangle de type K;;1)
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— k, k+1, k+n—1, (triangle de type K;;2).

Les numéros locaux correspondant sont 4 — 1 k+mn

donnés en bleu pour les noeuds des tri- 3 3 3

angles de type Kj;1 et en rouge pour 1

ceux du type K> sur la figure ci contre. k—1 12 2 Nk +1

En appliquant cette correspondance on 3|3 3

obtient que, pour 4,7 =1,...,n— 1, en 2

notant k = k(i, j), L 2Nk —n+1

K, = a11 + bi1 + ag2 + baa + ass + bas
=2(a+p+7)

Puispouri=2,....n—1letj=1,...,n—1,
K k-1 = a1z + bi3
=—(a+p);
de méme pouri=1,....n—2et j=1,...,n—1,
K k+1 = a12 + b1
=—(a+p);
pouri=1,....n—1letj=2,...,n—1,

K k—n = a13 + ba3
=—(a+28+7);

de méme pouri=1,....n—letj=1,...,n—2,
Kk k+n = a13 + bas
= —(a+28+7);
pour:=2....n—1letj=1,...,n—2,
K ktn—1 = a23 + b1
=B;
pourt:=1....n—2et j=2,...,n—1,
K k—n+1 = @23 + b1
=0

La matrice K est donc une matrice symétrique a structure bande, qui comporte 7 diagonales
non nulles, et seulement 5 dans le cas ou 8 = 0, c’est-a~dire lorsque la matrice A est diagonale.
Noter que dans le cas ou A = Id, on retrouve la matrice différences finies pour le Laplacien
(au 1/h? prés qui vient du second membre).
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Exercice [63l

1. Pour obtenir une formulation faible, on considére une fonction test » € C?([0;1],R) ; on
multiplie la premiére équation de (2.22)) par ¢ et on intégre par partie, on obtient alors :

1 1

(! ()’ (x) + u(@)p(z))da = / 2p(x) dr.

W (1) — o (0)p(0) + /

0
Comme u/(1) = 0, si on choisit ¢ € H = {v € H*(]0;1[;v(0) = 0}, cette derniére égalité s’écrit :

1 1
/ [ ()’ () + ule)p(a)] dz = / Po(z) dr - p(1).
0 0

En posant

et

1
L(v):/o z?v(z) dz + v(1),

on obtient la formulation variationnelle suivante :

ue H .
a(u,v) = L(v) YwveH (4.81)

On a donc montré que si u est solution de (3.46)), alors u est solution de (4.81). Montrons
maintenant la réciproque. Soit u € C?([0;1]) solution de (4.81]) ; en intégrant par partie, il vient

—u(1)p(1) + u (0)(0) + / " (@) p(x) + u(z)p(z) dz = / 22 (@) () dz — (1),

Comme ¢(0) = 0, on obtient donc :

1 1
P(D)(—u'(1) + 1) + / (—u" () p(x) + u(@)p(x))dz = / Pp(z) dx (4.82)

Si on choisit ¢ a support compact, on obtient :

1
/0 (=" (z) + u(z) + 23 p(z) dz = 0,

et comme cette égalité est vraie pour toute fonction ¢ & support compact sur [0;1], on en déduit
que

—u" +u=2%> pp.

En tenant compte de cette relation dans (4.82)), on a donc (—u'(1) + 1)¢(1) = 0 et comme ceci
est vrai pour toute fonction ¢ € C2([0;1],R), on en déduit que v/(1) = 1. Donc u est solution

de (L30).

2. Pour montrer que le probleme (4.81]) admet une unique solution, on va montrer que les hypotheses
du théoreme de Lax—Milgram sont satisfaites.

(a) Le sous espace H est fermé dans H'(]0; 1)
(b) La forme bilinéaire a est en fait le produit scalaire sur H' et donc continue et coercive sur
H!.

(c) La forme linéaire L est continue sur H'(]0;1]) : en effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|L(v)] = ‘/01 22o(@) do + (1) < (/01 widz) 2 0@l gy + (D)

V5

< L o(@)lpace + lo(1)] (4.83)
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Or

o(1)] = ]/01 v’(s)ds’ < (/01 |v'(s)|2ds>1/2

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et donc |[v(1)| < [|[v]|g1(q) (on pourrait aussi appliquer le
théoréeme de trace [.I|[100). On en déduit que

IL(v)| < (1+ ?)IIUIIHI(Q)

Donc le théoréme de Lax—Milgram s’applique (d’ailleurs, le théoréme de Riesz suffit).

3. On cherche des fonctions de base dans l'espace Py = {P : x + az? + bz + ¢, a,b,c € R} des
polyndémes de degré 2 sur R. Sur I’élément de référence [0; 1], on considére les noeuds a; = 0,
as =1/2 et a3 =1 et les degrés de liberté des trois fonctions de base associées & ces noeuds sont
les valeurs aux nceuds. Soient ¢1, ¢o et ¢3 les fonctions de base locales associées aux neeuds aq,
as et az, on a donc

$1(z) =2(z —1/2)(z - 1),
¢pa(x) = 42(1 — ),
o3(z) = 2x(xz — 1/2).
Donnons nous maintenant un maillage de [0;1], défini par
1
.130:0, $i+1/2:(i+§)h, 7;:1,...,N, xi:ih, 221,,N

On a donc un neeud lié (xg = 0) et 2N nceuds libres. On rappelle qu'une fonction de base globale
est par définition une fonction continue dont la restriction a un élément est une fonction de base
locale. Par “recollement" des fonctions de base locales, on obtient I’expression des fonctions de
base globales : Pouri=1a N,ona :

2 .
ﬁ(xfxi_l/g)(:cfxi_l) six € [zi_1, 4]
. ¢ 2 .
¢i(x) ﬁ(x —Tiy172)(® —Tip1)  six € [m4,2i44]
0 sinon .
et
4 .
brs1a() = - ﬁ(x —z)(r—xi11) Sz € [T, 7]
it =
0 sinon .

Notons que ces fonctions de forme ne sont pas de classe C'. Remarquons que Supp ¢; =

(i1, Tiy1] et Supp ¢iy1/2 = [T4, 2i11], pouri = 1,..., N — 1. On en déduit que
a(¢i, ¢jr172) =0 sij#iounj#Ai—1
a(¢;, ¢;) =0 sij>i+louj<i—1

a(Pip1)2,Pj112) =0  dés que j # i

Pour obtenir le systeme linéaire a résoudre, on approche H par
HN =Vect {¢ia¢i+1/27 1= 1,. .. ,N,}
dans la formulation faible (4.81)) et on développe u sur la base des fonctions (¢;,  ¢it1/2)i=1,...,N-
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On obtient donc :

N N
w=> uidi+ > Uis1/20i1/2 € Hy

=1 i=1
N N
Zuja(¢ja ¢i) + Zuj+1/za(¢j+1/2, #i) = L(¢:) i=1,...,N
j*l j=1

Zug a(¢j, Git1/2) +Zug+1/2a Gjr1/2, Piv1/2) = L(@ix12) i=1,...,N

Jj=1
Si on “range" les inconnues discrétes dans l'ordre naturel 1/2,1, 2 i, +1/2)i+1...,N, on
obtient un systeme linéaire pentadiagonal, de la forme : AU = b avec
U = (U1/27U17’LL%, . ,’LL'L‘,UZ‘+1/2,’LLZ‘+]_, e ,’LLN) (484)
b == (b1/27 bl, b%, ey bi, bi+1/2a bi+1, ceey bN), (485)
ol
1
bo = / 22¢o(2) dz sia < N (4.86)
0
1
by = / 22y (z)d — 1, (4.87)
0

et A est une matrice pentadiagonale (5 diagonales non nulles) de coefficients
1
Ao = a(60:03) = [ (0a()05(2) + 6, (2)60)) o, avec 0,6 = 1/2,1,...,N = 1/2,N
0

Exercice [64} La formulation faible du probléme s’écrit :

/Vu YVo(x dx—/f z)dz, Yo € H}(Q)
u € Hi(Q)

On note I = {(k,¢),1 < k < M,1 < ¢ < N} noter que Card I = MN). L’espace vectoriel de
dimension finie dans lequel on cherche la solution approchée (en utilisant les éléments finis suggérés
par 'énoncé) est donc H = Vect {¢;,i € I}, ou ¢; est la fonction de base globale associée au noeud
i. Cette solution approchée s’écrit w = . ; u;¢; ou la famille {u;,j € I} est solution du systeme
linéaire :

> aju; =b;,Viel (4.88)
JjeI

Jjel

avec b; = [, f(x,y)¢i(z,y) dzdy, pour tout i € I et a; = [, Vi(z,y)Ve;(x,y) dzdy, pour tous
i, € 1.

La matrice de ce systeme linéaire est donc donnée par le calcul de a;; pour 7,j € I et un ordre
de numérotation des inconnues, plus précisément, soit ¢ : I — {1,..., M N} bijective. On note 1 la
fonction réciproque de ¢. Le systeme peut alors s’écrire :

MN
Z Qi p(n)Up(n) = iy Vi € 1

n=1
ou encore :
MN

Zawm () Uip(n) = by(m), Ym € {1,..., M N},

La famille {u;,j € I} est donc solution de (4.88)) si et seulement si wuy(,) = A, pour tout n €
{1,...,MN} ot A= (\1,..., A\n) € RMY est solution du systéme linéaire

AN=C
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avec C' = (C1,...,Cun), Cm = by(m) pour tout m € {1,...,MN} et A = (Ap )=y € RMY
avec Apmn = Qy(m),p(n) POUr tout m,n € {1,..., MN}. Il reste donc a calculer a;; pour i,j € I.
Un examen du support des fonctions ¢; et ¢; et le fait que le maillage soit a pas constant nous
montrent que seuls quatre nombres différents peuvent apparaitre dans la matrice :

1. si ¢ = 7, on pose a;; = Q.

2. sii=(k,0),j = (k=x1,£), on pose alors a;; = .

3. sii=(k,{),j = (k,££1), on pose alors a;; = .

4. sii=(k,0),j=(k+1,£4+1)ou (k—1,£—1), on pose alors a;; = 0.

En dehors des quatre cas décrits ci-dessus, on a nécessairement a;; = 0 (car les supports de ¢; et
¢; sont disjoints). Calculons maintenant ¢, 3, et 6.

Calcul de 8 Onprendicii = (k, ) et j = (k+1,£) On calcule tout d’abord fTO Vo, - V¢; dx avec

70 = T,S +1/2,j41/2° Un argument d’invariance par translation permet de supposer que x; =y, = 0.
On a alors
Ax —x x Ay —y Ax
i(x,y) = et ¢;(x,y) = —————,

de sorte que
1\2
Voi(z,y) - Voj(z,y) = — (A:z:) :

On a donc

1\? Az Ay Ay
/TOW% W’jdz(m) 2~ 2Az

Un calcul similaire donne l'intégrale de V¢; - V¢; sur le deuxieme triangle commun aux supports
de ¢; et ¢;. Sur ce deuxitme triangle, formé par les points (k, £),k+1,¢) et (k,£— 1), noté T2, on a

I TAYZY AT ) =
pi(r,y) =1 Az Ay et ¢;(z,y) = Az’
de sorte que
1\2
Voi(z,y) - Voj(z,y) = - (A:p) et
1\? Az Ay Ay
/T2 Voi(z,y) - Vo;(z,y) dedy = — <M> 2 Az

On a donc, finalement,

_ , R __ Ay
ﬁ—/DV@(:ay) Vo;(z,y)drdy = Ay

Calcul de v Le calcul de v est le méme que celui de 5 en changeant les roles de Az et Ay, on
obtient donc

Calcul de § On prend ici i = (k,f) et j = (k+1,£+1). On a donc, en notant 7° = T18+1/2 041)2
et TH =T}

F1/2,041/20
5= [ Voo Voo dody+ [ Voo - Vsl dedy,
T T1

On peut supposer (par translation) que xx = 0 = yp. Sur 77 , on a alors ¢;(x,y) = Agi;y et

¢j(x,y) = A5 de sorte que le Voi(z,y) - Vo,(x,y) dedy =0 (car V¢; - V¢; = 0). En changeant
les roles de x et y, on a aussi [, Vo5(2,y) - Vé;(x,y) dedy = 0. On a donc § = 0.
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Calcul de @ On prend ici i = j = (k,£). On peut toujours supposer que z = y, = 0. En
reprenant les notations précédentes, on a, par raison de symétrie :

a=[ Vo Voide=2 [ [VoPypdedyrz [ Vol ydedyi2 [ Vo) dody
D T0 T T2
Sur T°, on a ¢;(z,y) = 252 et donc

1\ AzAy 1 Ay
;|2 dedy = | — =_- =7
/T()W‘z’| (@,y) dzdy <A:1c> 2 2 Aw

Sur T3, on a ¢y (x,y) = AZ—;?’ et donc

(3:) ()

/ IV¢il*(z,y) dady =
T2

On en déduit

_oA%  ,A4y
4= Ay Az’
Exercice [651

1. Soit K le triangle de référence, de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). On veut montrer que si p est un
polynoéme de degré 1, alors

//Kp(x,y) dxdyZ//K dzdyp(za, ya) (4.89)

ou (zg,yq) est le centre de gravité de K. Comme K est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et
(0,1), on a g = yg = 1/3. Pour montrer (4.89)), on va le montrer pour p = 1, pour p(z,y) =z
et pour p(z,y) =y. On a

1 1—xz 1
// dxdy:/ / dydr = —.
K o Jo 2

On a donc bien (4.89) si p = 1. Et

1 1-z 1 1
//xdxdy:/x/ dyda:z/(x—a:Q)dxzf
K o Jo 0 6

Or si p(z,y) =z, on a p(zq,ye) = % et donc on a encore bien (4.89). Le calcul de [ [, ydzdy
est identique ; on a donc bien montré que 'intégration numérique a un point de Gauss est exacte
pour les polynémes d’ordre 1.

2. On veut montrer que pour tout polynéme p de degré 2, on a :
1
[ vl dzdy = L), ot ona posé Lip) = 5 ((1/2.0) +p(1/2,1/2) + p (0.1/2)) (4.90)
K

On va démontrer que (4.90) est vérifié pour tous les mondémes de Po. Sip =1, on a L(p) = 1/2,
et (4.90) est bien vérifiée. Si p(z,y) = x, on a L(p) = 1/6 et on a vu & la question 1 que

1
// rdxdy = —.
K 6

On a donc bien (4.90)). Par symétrie, si p(x,y) = y vérifie aussi (4.90]). Calculons maintenant

1 -z
I:// a:ydxdy:/ x/ ydydx
K 0 0

On a donc

1 2 1

1- 1 1

1:/ xﬂdx:*/ (x—22% +2%)de = —
0 2 2 0
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et si p(z,y) = xy, on a bien L(p) =1/6 x 1/4 et (4.90) est vérifiée. Il reste a vérifier que (4.90))
est valide pour p(x,y) = 22 (ou p(z,y) = y?, par symétrie). Or,

1 1—x 1
J:// xdedy:/ 1:2/ dyd:z::/ (2% — 23)dx
K 0 0 0

donc J =1/3 —1/4 = 1/12. Et pour p(z,y) = 22, on a bien :

1/1 1 1
L = — — — ——
(») =3 (4 * 4> 12
Exercice [66l

1. Comme p € Py, p est de la forme p(z,y) = a+bx+ cy+dry+az?+ By?, on a par développement
de Taylor (exact car p”’ =0) :

sz:r (ag) = Q,

2p(as) — plas) ~ plar) = pyy(as) = 5,

2p(ag) — plag) — plag) =

d’out on déduit que

8
- Zp(ai) =a+ 6. (4.91)
De méme, on a :
2p(as) — pla1) — plaz) = «
2p(ar) — plag) — p(as) = &
2p(as) — p(az) — plas) = B

2p(as) — p(a1) — plas) = B.

Ces quatre dernieres égalités entrainent :
8 4
Zp(ai) — Zp(ai) =a+p (4.92)
i=5 i=1
De et (4.92), on déduit que :

8

4
Zp(ai) -2 Zp(ai) +4p(ag) = 0.
i=1

i=5
2. La question précédente nous suggere de choisir ¢ : Qo — R définie par
8

4
p) =Y plai) =2 pla;) + 4p(ag).
i=1 i=5
Soit p € P tel que p(a;) =0,i=1,...,8. Comme p € Qq, p est une combinaison linéaire des
fonctions de base ¢1,. .., g, associées aux noeuds aq,...,ag, et comme p(a;) =0,i=1,...,8,
on en déduit que p = apg, @ € R. On a donc ¢(p) = ad(py) = 4a = 0, ce qui entraine o = 0.
On a donc p = 0.

3. Calculons les fonctions de base ¢7, ..., p§ associées aux nceuds ay, ..., asg qui définissent ¥. On
veut que ¢f € P et ¢f(a;) =d;; pouri,j=1,...,8. Or pg(a;) =0,¥i=1,...,8 et ¢(py) = 4.
Remarquons alors que pour i =1 a4 on a p(¢;) = 1 et donc si ¢ = ¢; — pg/4 on a p(pF) =0
et ¢f(a;) = 0;; pour j = 1,...,8. De méme, pour i = 5 & 8, on a p(p;) = —2 et donc si
©F =i+ p9/2, on a p(pf =0 et ¢i(a;) =d;; pour j =1,...,8. On a ainsi trouvé les fonctions
de base de 1’élément fini (C,P,X). Notons que cet élément fini n’est autre que ’élément fini

(C,Q3%,%) vu en cours (voir paragraphe [4.2.3)) et que ker ¢ = P = Q5.
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5

Problemes hyperboliques

5.1 L’équation de transport

L’exemple le plus simple d’équation hyperbolique est une équation linéaire qu’on appelle équation
de transport. Supposons par exemple, que I’on connaisse I’emplacement d’une nappe de pétrole due
au dégazement intempestif d’un supertanker au large des cotes et que 'on cherche a prévoir son
déplacement dans les heures a venir, par exemple pour la mise en ceuvre efficace de barrages. On
suppose connu v : R? x R, — R?, le champ des vecteurs vitesse des courants marins, qui dépend de
la variable d’espace x et du temps t; ce champ de vecteurs est donné par exemple par la table des
marées (des exemples de telles cartes de courants sont données en Figure . A t =0, on connait

FIGURE 5.1 — Cartes de courants marins au large de cotes de Bretagne — source : SHOM

po(z), la densité d’hydrocarbure initiale et on cherche a calculer la densité p(z,t) d’hydrocarbure
au point z et au temps t. On écrit alors I’équation de conservation de la masse :

ot + div(pv) =0, (5.1)
avec :
1 z€A
= 5.2
po(l?) {0 r € A€ ( )

ou A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dans le cas d’un déplacement maritime, le
vecteur v : R? x R, — R? n’est évidemment pas constant (la marée n’est pas la méme & Brest qu’a
Saint Malo). De plus, le déplacement de la nappe dépend également du vent qui affecte donc le
vecteur v. On supposera pourtant ici, pour simplifier ’exposé, que v est constant en espace et en
temps. Alors le probléme — admet comme solution :

p(x,t) = po(z — vt) (5-3)

qui exprime le transport de la nappe a la distance vt du point de départ dans la direction de V/,
au temps t. En fait, il est clair que (5.3) n’est pas une solution classique de : comme pg n’est pas
continue, la fonction p définie par ne n’est pas non plus et ses dérivées partielles ne sont donc
pas définies au sens classique.

Nous verrons par la suite comment on peut donner une formulation correcte des solutions de ([5.1))-
(5.2). Notons que les systémes d’équations hyperboliques sont trés importants en mécanique des
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5.2 Solutions classiques et solutions faibles, cas linéaire 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

fluides ; les équations d’Euler, par exemple sont utilisées pour modéliser 1’écoulement de I'air autour
d’une aile d’avion.

Dans le cadre de ce cours, nous n’étudierons cependant que le cas des équations scalaires en
une dimension d’espace, tout d’abord dans le cas relativement simple d’une équation linéaire

(paragraphes et , puis dans le cas nettement plus difficile d'une équation non linéaire
(paragraphes et [5.5)).

Solutions classiques et solutions faibles, cas linéaire

Commengons par étudier le cas d’une équation hyperbolique linéaire :

Ou+colybu=0 x€eR t>0

u(z,0) = ug(z) z€R. (5.4)

ou la vitesse de transport ¢ € R et la condition initiale ug : R — R sont données. Le probleme
(5.4) s’appelle probléme de Cauchy. On cherche u : R x Ry — R, solution de ce probléeme. Nous
commengcons par une étude succincte du probléme continu, pour lequel on peut trouver une solution
exacte explicite.

Définition 5.1 — Solution classique. On dit qu'une fonction u : R x Ry — R est solution
classique du probleme (5.4) si u € C}(R x Ry, R) et u vérifie (5.4).

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est que ug € C*(R).

Théoréme 5.1 Si ug € C*(R), alors il existe une unique solution classique du probleme (5.4)), qui
s’écrit u(x,t) = ug(z — ct).

Démonstration. Pour montrer I’existence de la solution, il suffit de remarquer que u définie par est de
classe C! et que su+ cdru = 0 en tout point. Pour montrer 'unicité de la solution, on va introduire la notion
de caractéristique, qui est d’ailleurs aussi fort utile dans le cadre de la résolution numérique. Soit u solution
classique de . On appelle droite caractéristique de issue de zo la droite d’équation z(t) = ct + zo,
qui est illustrée sur la ﬁgure Montrons que si u est solution de alors u est constante sur la droite Dy,
pour tout g € R. Soit g € R et ¢z, la fonction de Ry dans R définie par @q (t) = u(xo+ct, t). Dérivons ¢z,

r=2z9+ct

Zo Zo

c>0 c<0

FIGURE 5.2 — Droites caractéristiques, cas linéaire

par rapport au temps ¢, (t) = cOzu(wo+ct,t)+0ru(zo+ct,t) = (Fpu+cdyu)(wo+ct,t) = 0 car u est solution
de . On en déduit que @z, (t) = @z (0) = up(zo) Vt € Ry. On a donc u(xzo + ct, t) = uo(zo),Vzo € R,
donc u est constante sur la droite caractéristique Dy, et en posant = zg + ct, u(z,t) = uo(x — ct) ce qui
prouve Dexistence et I'unicité de ([5.4)). .
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5.2 Solutions classiques et solutions faibles, cas linéaire 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Remarque 5.2 — Terme source. Le modele physique peut amener a une équation avec terme
source au second membre f € C(R x R, R) :

Ou ~+ cOpu = f(x,t)
{u(az,O) = ug(x) (5:5)

et ug € C1(R). Ceci peut modéliser un dégazage sur un temps plus long, comme dans le cas du
Prestige sur les cotes de Galice en 2003 par exemple. Pour montrer 'unicité de la solution de ,
on suppose que u est solution classique et on pose ¢y, (t) = u(zo + ct, t). Par un calcul identique au
précédent, on a ¢/, (t) = f(xo + ct,t) donc :

o (1) = @20 (0 / f(xo +cs,s)ds

On en déduit que :

u(zo + ct, t) = Pz, (0 / flxo+es,s)ds

on pose alors x = zg + ct et on obtient :

u(x,t)zuo(x—ct)—l—/o flxz—c(t—2s),s)ds,

ce qui prouve l'unicité. On obtient alors 'existence en remarquant que la fonction u(x,t) ainsi
définie est effectivement solution de (5.5), car elle est de classe C! et elle vérifie Oyu + cd,u = f.

Dans ce qui précede, on a fortement utilisé le fait que ug est C'. Ce n’est largement pas toujours le
cas dans la réalité. Que faire si, par exemple, ug € L= (R) ?

Définition 5.3 — Solution faible. On dit que u est solution faible de (5.4)) si u € L*°(R xR, R)
et u vérifie :

// (u(z, t)pi(z, t)+cu(z, t)pq(z,t)) dtdx+/ ug(z)p(z,0)dz =0 Vo € CH(RxR,,R) (5.6)
RJR, R

Notons que dans la définition ci-dessus, on note Ry = [0;+o00] et C}(R x Ry) Pensemble des
restrictions & R x R, des fonctions C}(R x R). On insiste sur le fait qu’on peut donc avoir
(x,0) # 0. Voyons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.4 Si u est solution classique de (5.4]) alors u est solution faible. Réciproquement,
siu e CHR x]0;+00]) NC(R x [0;400[) est solution classique de (5.20]) alors u est solution forte

de .

La démonstration de cette proposition est effectuée dans le cadre plus général des équations

hyperboliques non linéaires [Proposition [5.15]. Notons que si on prend ¢ € C}(R x ]0; +oo[, R) au
lieu de ¢ € C:(R x [0; 4+00[,R) dans (5.6, on obtient d;u + cd,u = 0 mais on ne récupere pas la
condition initiale. Il est donc essentiel de prendre des fonctions test dans C.(R X [0; +oo[, R).

Théoréme 5.2 — Existence et unicité de la solution faible. Si uy € L2 (R), il existe une
unique fonction u solution faible de (5.4)).

Démonstration. On va montrer que u(x,t) = ug(x — ct) est solution faible. Comme uo € LS (R), on a
u € LR x Ry). Soit ¢ € CL(R x R4+, R), on veut montrer que :

// u(ztgatactd;tdt—‘r// cu(z,t) ez (z, t)da:dt—l—/uo( )o(z,0)dz = 0.
RxR4 RxR4

Posons

A:// u(z, t)pi(x,t) dxdt—i—// cu(z,t)pz(x,t) de dt
RxR4 RxR4
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Si u(z,t) = ug(z — ct), on a donc :
A= // (uo(w — ct)pi(z, t) + cup(z — ct)apx(x,t)) dax dt
RxR4
En appliquant le changement de variable y = & — ct et en utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
A= / uo(y) / (pe(y+ct,t) + epa(y + ct, 1)) dt dy.
R R4

Posons alors ¢ (t) = ¢(y + ct,t). On a donc :

+oo
A:/ (UO(ZJ)/ %(t)dt) dy,
R 0

et comme 1) est & support compact sur [0; +oo],

A=— / uo(y)y(0) dy
donc ﬁnalement]R :
A= f/uo(y)w(y,o) dy.
On a ainsi démﬂsntré que la fonction u définie par u(z,t) = uo(z — ct) est solution faible de I’équation .

On a donc existence d’une solution faible. Montrons maintenant que celle-ci est unique. Soient u et v deux
solutions faibles de (5.4). On pose w = u — v et on va montrer que w = 0. Par définition, w satisfait :

// w(z, t)(pi(z,t) + cpp(z,t)) dedt =0, Ve € CHR x RT,R) (5.7)
RxR4

Par le lemme donné ci-dessous, pour toute fonction f € C2°(R x RY ) il existe ¢ € CL(R x Ry, R), telle
que ¢t + cpy = | et on a donc par (5.7)) :

// w(z,t)f(z,t)dedt =0 Vf € CH(R x RY,R)
RxR4
Ceci entraine que w = 0 p.p.. .

Lemme 5.5 — Résultat d’existence. Soit f € C.(R x R, R), alors il existe ¢ € C}(R x Ry, R)
telle que ¢ + cp, = f.

Démonstration. Soit f € Cc(R x R, R) et T'> 0 tel que f(z,t) =0sit>T. On considere le probléme :

{<pt+csoz =f

o, T) =0 (58

On vérifie facilement que le probléme (|5.8) admet une solution classique

T
Sa(mﬂt):_/ f((D—C(S—t),S)dS
t
En effet, avec ce choix de ¢, on a effectivement ¢ € CL(R x R4, R) et ¢t + cps = f. De plus, comme f est &

support compact, ¢ est a support compact. .

Remarque 5.6 — Sur les propriétés de la solution. Remarquons que la solution faible
de (5.4]) possede les propriétés suivantes :

1. Siug >0 p.p. alorsu >0 p.p.;

2. flu( -, )lle®) = l[wo(®)l| e ), VP € [1;+00].
Lors de I’élaboration de schémas numériques pour la recherche d’une approximation, on s’attachera
a vérifier que ces propriétés sont encore satisfaites par la solution approchée.

5.3 Schémas — cas linéaire

Soit ¢ € R% . On consideére le probleme de transport linéaire (5.4)) avec ¢ =1

Opu + cOpu =0
u(z,0) = up(z) wup € L=(R).
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5.3.1

5.3 Schémas — cas linéaire 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

On sait que la solution de ce probléeme s’écrit u(x,t) = ug(x — t). On rappelle que u est une solution
classique si u € C*(R) et que u est une solution faible si ug € L°(R). On va chercher a retrouver
cette solution par une approximation numérique. Notons que dans le cas linéaire, I'utilisation d’un
schéma numérique n’est évidemment pas utile puisque ’on connait la solution exacte, mais nous
commengcons par ce cas par souci pédagogique.

La condition de Courant-Friedrichs-Lewy

Dans un article tres célebre publié en 1928, Richard Courantﬂ Kurt Friedrichsﬂ et Hans
Lewa| démontrent ’existence de solutions a des équations aux dérivées partielles elliptiques et
hyperboliques en passant a la limite sur ce qu’ils appellent & I’époque équations aux différences

t

|
\

5.3.2 Schéma explicite différences finies centrées

On choisit maintenant ¢ = 1 dans 7 et on effectue une discrétisation espace temps en
se donnant un pas de discrétisation en espace h et en posant : x; = ih, Vi € Z; de méme on
se donne un pas de discrétisation en temps k et on pose t, = nk, Vn € N. écrivons le schéma
d’Euler explicite pour I'approximation de dyu et un schéma centré pour 'approximation de d,u. On
approche dyu(x;, t,) par (u(zi,tni1) — u(x;, ty))/k et Opu(zi, tn) par (u(Tit1,tn) —uw(zi—1,tn))/2h.
Le schéma centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discretes :

1
n+ —u?

i Uil — U
=0
ko on ’
u? = ug(x;)

U,

(5.10)

ot on a supposé ug € C*(R). Ce schéma est inconditionnellement instable et il faut donc éviter de
I'utiliser. Qu’entend-on par instable ? On peut montrer que :

1. Le schéma (5.10) ne respecte pas la positivité, car ug(z) > 0, Vz n’entraine pas forcément
u > 0. En effet si ug est telle que

uw) =0 Vi<0
u) =1 Vi>0
Alors :
U?H =u — ﬁ(“?ﬁrl —uiy)

1. mathématicien allemand naturalisé américain (1888-1972). Eléve de D. Hilbert, il a émigré aux USA en 1933,
fondateur du Courant Institute of Mathematics & NYU, il est célebre pour ses travaux en mathématiques pour la
physique.

2. mathématicien allemand naturalisé américain (1901-1982) spécialiste d’équations aux dérivées partielles et de
méthodes numériques, cofondateur du Courant Institute de I'université de New York et détenteur de la National
Medal of Science.

3. mathématicien allemand naturalisé américain (1904-1988) connu pour ses travaux sur les équations aux dérivées
partielles. Il recoit le prix Wolf de mathématiques en 19841.

195
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donne, pour n =0

k
1
Uy =—— <0
07 2p
2. Le schéma (5.10) n’est pas L™ stable puisque |[u" || < C n’entraine pas |[u" ||, < C;
3. Le schéma (5.10)) n’est pas L? stable puisque ||u"||2 < C n’entraine pas que |[u" ||, < C;
4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si ug(z) = e?® o1 i? = —1
et p € Z, la solution exacte est u(z,t) = e?(@=t) Une discrétisation de ug s’écrit u? = ¢Pih,
j €7Z. On a donc :
1 0 k 0 0 ipjh k ip(j+1)h ip(j—1)h 0
avec Jpp = 1 — % sin ph. On a donc |Jgp| > 1 si sin ph # 0, ce qui montre que le schéma n’est
pas stable au sens de Von Neumann.
5. Le schéma (5.10) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu’il existe ug, k et h telle

que la solution approchée uy, 1, : (uf)feeZN ne converge pas vers u lorsque h et k tendent vers 0.

5.3.3 Schéma différences finies décentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on approche
maintenant d,u(x;,t,) par
’U,(I)CZ‘, tn) — ’U,(fl?i_l, tn)

hi—1/2

On considere de plus un pas de discrétisation variable, défini par h;_;/2 = 2; — x;_1. Le schéma

Xi-1 Xi Xi+1
: : : > x

hi—1/2 hi+1/2

FIGURE 5.3 — Maillage volumes finis

par différences finies avec décentrement amont s’écrit :
n+1 n n
u; —uy up Ul
+ =0
k hi—1/2 (5.11)

u(z,0) = up(x)

Proposition 5.7 — Stabilité du schéma décentré amont. Le schéma (5.11)) est stable sous
condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)

k<h=infh;_y/, 5.12
7 AL (5.12)
c’est-a-dire que si A < ul < B, alors A < u?“ < B.

Démonstration. On a u;“Ll =u?(l — ;) + ul | avec a; = k/h;_y /5. Dong, si la condition (5.12)) est

vérifiée, u?+1 est une combinaison convexe de u" et u:.Hrl et donc u;hLl € [ul_ |, ul]. .
Théoréme 5.3 — Convergence du schéma décentré amont. On suppose que ug € C*(R, R)

et que uog, ug et ug sont bornées. Soit A = infyer ug(x) et B = sup,cp uo(x). Soit (ul)icz nk<r la
solution du schéma (j5.11f) alors :
A<ul<B VieZ VneN

Soit ul = u(x;,ty), & u est la solution exacte de (5.9)), alors :

sup |ul —ul| < TCy,(k+ h), (5.13)
i€Z, nk<T

ou Cy, = 0 ne dépend que de uyg.
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Démonstration. Le point 1 se démontre par récurrence sur n en utilisant le résultat de stabilité de la
proposition Le point 2 (estimation d’erreur) se démontre en introduisant ’erreur de consistance

aptt —ap AP —ap

R = T (5.14)
! k hi_1/2
et en remarquant que celle-ci vérifie :
IRP| < Cug (h + k), (5.15)

ol h = max;ez h;_1/2. On peut alors réécrire (5.14)) de la maniére suivante :
k k
artt =ap (1 - ) + a?_, + kRY,
hi_1/2 hi_1/2

et en retranchant cette égalité au schéma numérique, qui s’écrit

k k
it (1o )
hi_1/2 hi_1/2
on obtient :
k k
uptt —aptt = (up —a;l)(1 - 1/2) + (ufy — @ = 1) T kR}
i— i—

Grace a la condition de CFL[5.12] les coefficients et sont positifs ou nuls. En utilisant la consistance du
schéma (5.15)), on obtient donc :

k
g - < qup - ap) (1

hi_1/2

k _
)+ s = sl Ky () (5.16)
hi_1/2

On effectue alors I’hypothése de récurrence :
sup |ul — al| < pkCuy (k + h), (5.17)
qui est vérifiée pour k = 0. Grace a (5.16)) et (5.17)), on obtient
[l — @ < pkClug (k + h) + k(Cug (k + h)
soit, finalement \uf+1 - ﬁf+1\ < (p+ 1)kCyy(k + h). On a ainsi démontré I'estimation d’erreur (5.13). o
Remarque 5.8 — Décentrement. Pour une équation de transport telle que (5.9), le choix du

décentrement est crucial. Ici, on a approché d,u(z;) par ";1_7“1“1 Dans le cas ou on étudie une
i

/2"
équation de transport de type dyu + cd,u = 0 avec ¢ € R, le choix décentré amont sera toujours :

Ui — Wi—1 .
- = Ss1¢c > O
h
par contre, si ¢ < 0, le choix amont donnera
Ui — Uit
h

Regardons ce qui se passe si 'on effectue un mauvais décentrement. Considérons toujours 1’équation
Oiu + 9,u = 0. Effectuer le mauvais décentrement ameéne au schéma :
O T VR Vi k

? n n k n
L ? ~ 4+ N =0 <« uiH:ui(l—l—E)—EuiH.

Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une condition
initiale ug telle que ug(z) = 0, Va > 0. Dans ce cas, on sait que u(z,t) # 0 pour ¢ assez grand, or
apres calculs on obtient :

u.

urt! :u21(1+%) +0=u91(1+%)n

alors que u?“ =0, Vi > 0. On en déduit que la solution approchée est trés mauvaise.

Remarque 5.9 — Equation non linéaire avec donnée initiale.

1. Dans le cas non linéaire, la démonstration précédente de convergence ne s’adapte pas car les
solutions ne sont pas régulieres.

2. On a défini (5.11)) pour ug € C(R). Si ug ¢ C(R), on peut prendre comme donnée initiale :
Tit1/2
ud = / uo(x) dz

i—1/2
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5.4

5.4 Cas non linéaire 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Schéma volumes finis décentré amont

On considere toujours le probleme , avec condition initiale uy € L*°(R). On se donne une
discrétisation en espace, c’est-a-dire un ensemble de points (2;11/2)icz, tels que z;41/2 > x;_1/5 et
on note h; = x;11/2 — x;_1/2- On approche toujours la dérivée en temps par un schéma d’Euler
explicite, on integre sur la maille Jz;_1/2; 241 /2[ et on obtient :

Tit1/2
/ (Oru + Opu) da = 0.

i—1/2
En approchant u(x;1/2) (vesp. u(w;_1/2)) par uj (resp. uj ;) et en approchant dyu par un schéma
d’Euler explicite, on obtient :

n+l _ . n

hi k Sl -l =0,
1 Tit1/2 (5'18)
u) = 7 uo(x) de.

Li—1/2

Proposition 5.10 Soit (u]')nen,icz la solution de (5.18)). Si k < h =minh; et si A < up(z) < B,

3
alors :

A<ul<B VYieZ VneN.
La démonstration est similaire a celle de la proposition (5.7)).

Définition 5.11 — Solution approchée. Soit 7 un maillage volumes finis de R défini par

T = (Kj)icz avec K; = J2;_1/2;%;11/2[. On appelle solution approchée de (5.9) par le schéma ([5.18)
la fonction u7\ : R x Ry — R, définie par

urp(z,t) =ui siz € K; et t € [nk;nk+1] (5.19)
On admettra le théoréme de convergence suivant [exercice [5.11] :

Théoréme 5.4 — Convergence du schéma Soit ug € L*(R), on suppose que k < h =
inf(h;), alors uy ) converge vers u dans £i (R x R, ) lorsque h (et k) tend vers 0, c’est-a-dire que
l'on a:

/ lur  —u|dedt — 0
c

pour tout compact C' de R x R lorsque h (et k) tend vers 0.

Cas non linéaire

On se donne f € C*(R,R) et up € C}(R) et on considére maintenant 1’équation hyperbolique
non linéaire :

ou+ (f(u)e =0 (z,t) € R xRy,
u(z,0) = up(x).
Commengcons par donner la définition de solution classique de ce probleme méme si, comme nous

le verrons apres, celle-ci n’a pas grand intérét puisque le probléme ([5.20) n’a pas, en général de
solution classique.

(5.20)

Définition 5.12 — Solution classique. On suppose que ug € C}(R) et f € C3(R,R). Alors u
est solution classique de (5.20) si u € C*(R x Ry, R) et u vérifie

(Oru + (f(u))a)(2,t) =0 V(z,t) e R xRy,
u(z,0) = up(x) Vx € R.
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Avant d’énoncer le théoréme de non existence, rappelons que dans le cas d’une équation différentielle
du type non linéaire,

2(t) = f(x(t)) teRy,
2(0) = o,

si on note Thax le temps d’existence de la solution et si Tyax < +00 alors ||z(t)|| — +oo lorsque
t — Tiax. Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques de 1’équation (5.20)),
qui permet le lien entre les équations hyperboliques non linéaires et les équations différentielles
ordinaires.

Définition 5.13 — Courbe caractéristique. On appelle courbe caractéristique du probléme ([5.20))
issue de zg € R, la courbe définie par le probléme de Cauchy suivant :

2 (t) = f(u(z(t),t

(1) = /' (u((2),0) 5o
x(0) = xo
Théoréme 5.5 — Non existence. Soit f € C!(R,R), on suppose que f’ n’est pas constante,
alors il existe ug € C2°(R) telle que (5.20) n’admette pas de solution classique.

Démonstration. Comme f € C?(R,R), ona f’ € C'(R,R) et donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique.
11 existe donc une solution maximale x(t) définie sur [0; Tmax[ et z(t) tend vers infini lorsque ¢ tend vers
Tmax Si Tmax < +00. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes :

1. u(z(t),t) = uo(xo), Vt € [0; Tmax| et donc que toute solution de (5.20) est constante sur les caractéris-
tiques.

2. Les courbes caractéristiques sont des droites.

3. Tmax = +00 et donc u(z,t) = uo (o), Vt € [0;+o0].

4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classique de ([5.20).

Détaillons maintenant ces étapes.

1. Soit (t) = u(z(t),t); par dérivation, on obtient ¢’(t) = Oru(z(t),t) + dzu(z(t),t)z’(t). Comme z
vérifie (5.21)), ceci entraine ¢’ (t) = Owu(z(t),t) + f'(u(z(t),t))0zu(z(t),t) et donc ¢'(t) = (Gru +
(f(u))a)(z(t),t) = 0. La fonction ¢ est donc constante et on a u(z(t),t) = ¢(t) = ¢(0) = u(x(0),0) =
u(zo, 0) = uo(z0), Vt € [0; Tmax|-

2. Comme u(z(t),t) = uo(zo), Vt € [0; Tmax[, on a donc z’(t) = f/(uo(zo)). Donc en intégrant, on obtient
que le systéme (5.21) décrit la droite d’équation :

(t) = f'(uo(20))t + zo. (5.22)
3. Puisque z vérifie (5.22)), on a donc

lim |z(t)] < +oo
t—=Tmax

On en déduit que T' = Thmax-

4. Comme f’ est non constante, il existe vg, v1 tel que f/(vo) > f/(v1), et on peut construire ug € C° (R, R)
telle que ug(xo) = vo et up(z1) = v1, ol zp et x1 sont donnés et xg < x1, voir ﬁgure Supposons

z(t) = z1 + f'(v1)t

Vo

Zo Z1 Zo Z1

FIGURE 5.4 — Droites caractéristiques — cas non linéaire

que u soit solution classique avec cette donnée initiale alors u(zo + f/(uo(z0))t, t) = uo(zo) = vo et
u(z1 + f'(uo(z1))t,t) = uo(z1) = vi. Soit T tel que zg + f/(vo)T = z1 + f'(v1)T = Z, c’est-a-dire
. 1 — T
f'(vo) = f'(v1)

On a alors u(Z,T) = uo(x0) = vo = uo(z1) = v1, ce qui est impossible.
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On en conclut que (5.20) n’admet pas de solution classique pour cette donnée initiale. .

Définition 5.14 — Solution faible. Soit uy € L®(R) et f € C}(R,R), On appelle solution
faible de (5.20) une fonction v € L (R x Ry ) telle que

//]R R(u(m,t)got(x,t) + f(u(z, 1) (x, t)) da dt+/ uo(2)p(x,0)dz =0 Ve € CLH(R xRy, R).

R
(5.23)
Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.
Proposition 5.15 Soient f € C}(R,R) et ug € C(R,R) des fonctions données.
1. Si u est solution classique de (5.20)) alors u est solution faible de ([5.20)).
2. Siu € CHR x]0;+0c[) NCHR x [0;+00]) est solution faible de (5.20) alors u est solution

classique de ([5.20)).

3. Soit 0 € R, D1 = {(z,t) € Rx Ry;z < ot} et Dy = {(z,t) € Rx Ry;z > ot}. Alors si
u € C(RxRy) est telle que u|p, € CY(Di,R), i = 1,2 et que (5.20)) est vérifié pour tout
(z,t) € Dy, i = 1,2, alors u est solution faible de ([5.20)).

Démonstration.
1. Supposons que u est solution classique de , c’est-a-dire de :
Ou+ (f(u)e =0 (z,t) ERXR4
{ (2,0) = uo(x)
Soit ¢ € CL(R x R4, R). Multiplions (5.20] j par ¢ et intégrons sur R x R4. On obtient :

// Oru(z, t)p(x,t) dtder// (f(u)a(z,t)p(z,t)dtdz = 0.
RJR4

L’application du théoréme de Fubini et une intégration par parties donnent alors :

/u(:L‘O dexf// uxt«ptxt)dtdxf/ / (u)(z, t)pz(z,t)dzdt = 0,
Ry JR

(car supp(y) est compact). Et on obtient donc bien la relation , grace a la condition initiale
u(z,0) = uo(z).

2. Soit donc u une solution faible de (5.20)), qui vérifie de plus u € C*(R x ]0; +oo[) N C(R x [0;+00]).
On a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (5.23)).

Commengons par prendre ¢ é support compact dans R x ]0;+oo[. On a donc ¢(z,0) = 0 et une
intégration par parties dans donne :

// Oru(z, t)p(z,t) dtdxf/ /(f (z,t)p(z,t) dxdt = 0.

On a donc :
/ (Ovu(, t) + (F(w)a(@,8)) @(a, ) dbdz = 0 Vo € CL(R x J0; +00]).
RJRy

Comme Oiu + (f(u))s est continue, on en déduit que dyu + (f(u))z = 0. En effet, on on rappelle que si
fR f(z)e(x) dz = 0 pour toute fonction ¢ continue de R dans R, alors f = 0 p.p. ; si de plus f est
continue, alors f = 0 partout.

On prend alors ¢ € CL(R x Ry). Dans ce cas, une intégration par parties dans donne

/u(:r, 0)p(z,0)dx — / / (Bru(z, t) + (f(w)e(z, t)) p(x,t) dt do — / up(z)p(x,0)dz = 0.
R RJRy R
Mais on vient de montrer que diu + (f(u))z = 0. On en déduit que

/(uo(:c) —u(z,0))p(z,0)de =0 VYo € CL(R).
R

Comme u est continue, ceci entraine u(z,0) = ug(z). Donc u est solution classique de (5.20).

3. Soit u € C(R x Ry) telle que u|p, vérifie (5.20), pour tout (x,t) € D;. Montrons que u est solution
faible. Pour cela, calculons :

X:// u(x,t)got(x,t)dtdx+/ /f(u)(x,t)goz(z,t)dxdt. (5.24)
R JR, R, JR
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On a donc X = X7 + X2, avec
X1 = // u(z, t)pi(z, t) dtdz et Xo = / (f(w)(z, t) s (z,t) dz dt.
RJRL Ry JR

Calculons X; ; comme u n’est de classe C! que sur chacun des domaines D;, on n’a pas le droit
d’intégrer par parties sur R x R4 entier. On va donc décomposer l'intégrale sur D1 et D2 ; supposons
par exemple o < 0, voir figure[5.5| (le cas o > 0 se traite de facon similaire). On a alors Dy = {(z,t);z €
R_et0<t< Z}et D1 =Ry xRy U{(z,t);2 €R_ et & <t < +oo}. On a donc :

FIGURE 5.5 — Domaines Dq et Dy

z/o 4o
X3 :/ / u(z, t)pi(z,t) dtdm—l—/ / u(z, t)pi(x,t) dtdx+/ / u(z, t)pi(z, t) dt dz.
R_Jo r_Jz Ry JR,

Comme u est de classe C! sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X; = /R, u(az §><p(x, g) dz — /R, u(z,0)p(z, 0) dz — /R, /f deu(z, t)p(z, t) dt do
+ / u(az, g)ap(z, g) dz — / /+°° Oru(z, t)p(xz, t)dtdx
R_ R_Jz

+/ —u(z,0)p(x,0)dx —/ / Oru(z, t)p(z,t)dtde.  (5.25)
Ry Ry JRy
En simplifiant, il vient :

X1 :—/u(x,O)cp(m,O)dx—// Oru(z,t)p(z,t) dtdx—// Oru(z, t)p(z,t) dt dz.
R Dy D2

On décompose de méme X9 sur D1 UD>, en remarquant maintenant que D1 = {(z,t) € RxR4;z < ot}
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et Dy = {(z,t) e RxRy;az > ot} :

+oo
X2 —/ / fu)(z, t)0zp(x, t) d:vdtJr/ / (u)(z, t)0rp(x, t) da dt.
R Ry

La fonction u est de classe C! sur chacun des domaines, on peut 1 encore intégrer par parties. Comme
¢ est & support compact sur R X Ry, on obtient apres simplification :

// (u))z(z, t)p(x, t) dedt — // fw)z(z,t)p(x,t) dedt.
Dl Do

Comme J¢u + ( )e = 0 sur Dy et Da, on a donc :
X=X1+Xo= f/u(x,O)@(m, 0) dz,
R

ce qui prouve que u est solution faible de (5.20]).

Remarquons que le calcul de X défini en (5.24) peut se faire de maniére beaucoup plus rapide en
écrivant X sous la forme :

X :/ V - Vaeirpdrdt, ou V = (f(u)) etV = (Bzgo) s
s u s Oep
RxR4

En effectuant une intégration par parties (multidimensionnelle) et en remarquant que div(V) =
Oz (f(u)) + Osu = 0 sur Dy et sur Dz, on obtient que

X:/ V~n1d'y+/ V - ng dv,
8Dq D>

ou n; désigne le vecteur normal unitaire & 9D;, extérieur & D;, et dy désigne le sympole d’intégration
sur la frontiere. Mais comme V est continue, ceci se simplifie en

X = —/uo(m)go(x, 0) dz.
R

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire
pour les distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir I'unicité.
Donnons tout d’abord un exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer
une équation modele, appelée équation de Burgers, qui s’écrit

Opu+ (u?), =0 (5.26)

Pour calculer les solutions du probleme de Cauchy associé a cette équation de manieére analytique,
on considére une donnée initiale particuliere, qui sécrit
ug siz <0,
ug(x) = )
ug siz >0,
Ces données initiales définissent un probleme de Cauchy particulier, qu’on appelle probléeme de
Riemann, que nous étudierons plus en détails par la suite.
Considérons alors le probléme suivant dit probléme de Riemann [définition [5.22] pour ’équation
de Burgers :

opu+ (u?), =0
ug=—-1 siz<0 (5.27)

ug(x) =
o) ug =1 siz >0

On cherche une solution faible de la forme :

ug siz <ot

u(z,t) = (5.28)

uqg Six > ot

Notons que cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équation x = ot
dans le plan (z,t). On remplace u(x,t) par ces valeurs dans . Apres calculs [exercice [77] et
proposition on s’apercoit que u est solution faible si la condition suivante, dite condition de
Rankine et Hugoniot, est vérifiée :

o(ua —ug) = (f(ua) — f(ug)) (5.29)
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ce qui avec la condition initiale particuliére choisie ici donne 20 = 12 — (—1)2 = 0. On peut trouver
d’autres solutions faibles : en effet, on sait que sur les caractéristiques, qui ont pour équation
x = xo+ [ (uo(x0))t, la fonction u est constante. Comme f'(u) = 2u, les caractéristiques sont donc
des droites de pente —2 si 2y < 0 et de pente 2 si xg > 0. Construisons ces caractéristiques sur la
figure [5.6] : Dans la zone du milieu, ot I'on a représenté un point d’interrogation, on cherche u sous

=1z z =z £ =

r To

FIGURE 5.6 — Probleme de Riemann pour l’équation de Burgers

la forme u(z,t) = @(x/t) et telle que u soit continue sur R x R;. La fonction u suivante convient :
-1 siz< -2t
u(z,t) = 2% si -2t <z <2t (5.30)
1 six > 2t

Comment choisir la bonne solution faible, entre (5.28) et(5.30) 7 Comme les problémes hyperboliques
sont souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dans des équations paraboliques, une
technique pour choisir la solution est de chercher la limite du probléme de diffusion associé qui
s’écrit :

Oeu + (f()s — €07,u =0, (5.31)
lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c’est-a-dire lorsque ¢ tend vers 0. Soit u. la solution

de (5.31)) (on admettra existence et 'unicité de u.). On peut montrer que . tend vers u lorsque &
tend vers 0, ol u est la solution faible entropique de (5.31)), définie comme suit.

Définition 5.16 — Solution entropique. Soit ug € L*®(R) et f € C1(R), on dit que u €
L*(R x R, ) est solution entropique de ((5.31)) si pour toute fonction n € C!(R) convexe, appelée
entropie et pour toute fonction ¢ € C1(R) telle que ¢’ = '/, appelé fluz d’entropie, on a :

[ [ ot + oten)dedt + [ nuoa)ofe,00de >0 o € CHRx B Re). (532)
R JR, R

Remarque 5.17 — Condition initiale. Noter que dans la définition [5.16] on prend une fois de
plus ¢ € C}(R x Ry, Ry) de mani¢re & bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas
toujours fait de cette maniére dans les travaux plus anciens sur le sujet, mais entraine des difficultés
lorqu’on s’intéresse a la convergence des schémas numériques.

On admettra le théoréme suivant :
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Théoréme 5.6 — Kruskov. Soient ug € L>(R) et f € C}(R) alors il existe une unique solution

entropique de ([5.20) au sens de la définition

Proposition 5.18 Si u est solution classique de (5.20]), alors u est solution entropique.

Démonstration. Soit u € C*(R x R4+, R), Soit n € C1(R), convexe, une entropie et ¢ tel que ¢’ = f'n’, le flux
associé. Multiplions (5.20) par 7’ (u) :

7' (w)Oru + f' (u)0zun’ (u) = 0
Soit encore, puisque ¢’ = f'n/,

(n(u)t + ¢’ (u)Bau — 0
On a donc finalement :

(n(w)t + (¢(u))z — 0 (5.33)
De plus, comme u(z,0) = ug(x), on a aussi : n(u(zx,0)) = n(uo(z)). Soit ¢ € CL(R x Ry,R4), on multi-
plie (5.33) par ¢, on intégre sur R x Ry et on obtient (5.32) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le
cas d’une solution classique, 'inégalité d’entropie est une égalité. o

On a de méme le résultat suivant :

Proposition 5.19 Si u est solution faible entropique de ([5.20)), alors u est solution faible.

Démonstration. 1l suffit de prendre n(u) = u et n(u) = —u dans (5.32) pour se convaincre du résultat. e

On déduit de la proposition [5.18 et du théoréme [5.6] de Kruskov, que si on a plusieurs solutions
faibles au probléme [5.20] et que I'une d’entre elles est réguliére, alors cette derniére est forcément la
solution entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que 'on admettra, est souvent utilisée en
pratique :

Proposition 5.20 — Entropies de Kruskov. Soit uy € L*(R) et f € C*(R), alors u €
L>(R x R) est solution entropique de (5.31)) au sens de la définition si et seulement si pour
tout k € R, alors (5.32)) est vérifiée avec n,, définie par 7,,(s) = |s — k| et ¢y, flux d’entropie associée,
défini par :

¢ (u) = max(f(u), k) — min(f(u), K).
Notons que n& n’est pas de classe C'.

Notons que les solutions d’'une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la
solution initiale. Plus précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 5.21 — Estimation L*>. Si ug € L>(R) et soit A et B € R tels que A < up < B
p.p.. Soit f € C1(R), alors la solution entropique u € L*®(R x R.) de (5.20) vérifie A < u(z) < B
p-p- dans R x R,.

Cette propriété est essentielle dans les phénomenes de transport et il est donc important qu’elle
soit préservée pour la solution approchée donnée par un schéma numérique.

Avant d’aborder I’étude des schémas numériques pour les équations hyperboliques, nous terminons
par un résultat sur les solutions du probléeme de Riemann, dont nous nous sommes d’ailleurs servis
pour montrer la non unicité des solutions faibles de ([5.27)).

Définition 5.22 — Probléme de Riemann. Soient f € C'(R,R), on appelle probléme de
Riemann avec données ug4, uqg € R, le probléme suivant :

ou+ (f(u),=0 z€eR t>0

(0,2) = ug siz <0 (5.34)
e = ug sixz >0

Lorsque la fonction f est convexe ou concave, les solutions du probléme de Riemann se calculent
facilement ; en effet, on peut montrer le résultat suivant [exercice :
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Proposition 5.23 Soit f € C*(R,R) strictement convexe et soient ug et ug € R.

1. Si ug > ug, on pose
_ )]
avec [f(uw)] = f(uq) — f(ug) et [u] = ug — ug, alors la fonction u définie par

(5.36)

u(z,t) =uy siz <ot
u(z,t) =ug six>ot

est 'unique solution entropique de (5.34)). Une solution de la forme ([5.36)) est appellée une
onde de choc.

2. Si uy < ug, alors la fonction v définie par

u(w,t) =uy siz < f(ug)t
w(x,t) =ug six> f'(ug)t (5.37)
w(z,t)=¢& siz=f(Et avec uy < & < ug

est I'unique solution entropique de (5.34). Notons que dans ce cas, la solution entropique est
continue. Une solution de la forme ([5.37)) est appelée une onde de détente.

Démonstration. Cherchons u sous la forme (5.36]). Commengcons par déterminer o pour que u soit solution
faible. On suppose, pour fixer les idées, que o > 0 (mais le méme raisonnement marche pour o < 0). Soit
¢ € CP(R x Ry, R). On veut montrer que

X=X1+X2= —/u(a;7 0)¢(z,0) dz,
R

X1=// u(z, t)pe(z,t)dtdz et ng// F((w(z, ) pu(z, t) dt dz
R JR o s,

Calculons donc X1 et Xo :

0 +oo +oo % +oo +oo
X1 :/ / u(z, t)pi(z, t) dt de +/ / u(z, ) (z,t) dt dz +/ / u(z,t)pt(z,t) dt do
0 Jo 0 0 0 z
0 “+ o0 400
= — / ugp(z,0)de + / Ug (gp (CE, E) — (=, 0)) dz + / —ug<p<x, E) dz
o 0 g 0 g

+oo p
= / u(z,0)p(z,0) dz + / (ug — ug)cp(a:, ;) dx
R 0

De méme

+oo ot too too
X9 = / / fw)pe(z,t) dadt +/ (/ flu)(x, t)apz(x,t)) dz dt
0 - 0 ot
+oo

“+oo
5/ ﬂ%wmwm—/ Fug)p(ot, ) dt.
0 0

En posant [u] = ug — ug et [f(u)] = f(uq) — f(ug), on obtient :

+oo = +oo
X+ / u(z,0)p(z,0)dz = / [u]go(a:, 7) dx — / [f(w)]p(at,t)dt
R 0 7 0

+oo +oo
= / [u]p(ot, t)odt — / [f(w)]p(at,t)dt.
0 0

On en déduit que
X+/ﬁuﬁwmmmx:0ﬂdm—wwn:m
R

ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine et Hugoniot :
ofu] = [f(w)] (5.38)

est vérifiée.
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Voyons maintenant si u est bien solution entropique. Pour cela, on considére n € C! une entropie et
(b € C le flux d’entropie associé tels que ¢’ = n' f’. Le méme calcul que le précédent, en remplacant u par
n(u) et f(u) par ¢(u) donne que :

// (u)(z, t)pt(z,t) dtdx—i—/ /¢(u (z,t)pz(x,t) da dt

“+oo
+/n(uo(x))dfﬂ:/ (aln(w)] = [p(w)])e(ot, t) dt.  (5.39)
R 0

Pour que u soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que

o[n(u)] > [¢(v)] (5.40)
Il reste & vérifier que cette inégalité est vérifiée pour o donné par , c’est-a-dire
J0ad) = 7089) (014) — () > p(uta) — H(utg)
Ug — Ug
Ceci s’écrit encore :
(f(ua) — f(ug))(n(ua) — n(ug)) < (d(ua) — Aug))(uq — ug)-

Cette inégalité est vérifiée en appliquant le lemme suivant avec b = ug > uq = a. .

Lemme 5.24 Soient a,b € R tels que a < b, soient f et n € C}(R) des fonctions convexes et
¢ € CY(R) telle que ¢’ = 1’ f’, alors :

/a " (5)(b— ayas > / " f(s)as / () ds

Démonstration. On a

b b b b
/¢’(w)dx=/ f'(x)n’(w)dx=/ f'(x)(n’(x)*n'(y))dx+/ [ (y)de, VyeR

On a donc, en intégrant par rapport a y entre a et b :

b b b b b
(b*a)/ ¢'(l“)dl“=/ / f'(w)(n'(w)*ﬁ’(y))dxdﬁ/ f’(m)dw/ 7' (y) dy
b b
//f/(fc)[n'( ]dwdy*/ / F'@) ' (y) — ' (x)) de dy

et donc

b b b b b b
(b—a) / / ¢ (z) dz = / / (f’(x)—f’(y)(n’<x)—n’<y>dxdy+( / f’(r)dx> ( / n’(y(y)dy).

Comme f’ et n’ sont croissantes, la premiere intégrale du second membre est nulle et on a donc bien le
résultat annoncé.

On vérifie facilement que la fonction u définie par (5.37) est continue sur R x R% et qu’elle vérifie

Otu + (f(u))z = 0 dans chacun des domaines D1, Do et D3 définis par
D1 ={t >0,z < f'(ug)t}, D2 = {t >0, f'(ug)t < x < f'(ug)t} et D3 = {t > 0,z > f'(uq)t}.

Donc par le point 3 de la proposition [5.15] on sait que u est solution faible (mais attention, ce n’est pas une
solution classique car u n’est pas forcément C! sur R x R tout entier).

Soit € C!(R,R) une entropie (convexe) et ¢ le flux d’entropie associé, comme du + (f(u))s = 0 dans
D, pour i =1 & 3, en multipliant par n’(u), on a également que (n(u))¢ + (¢(u))z = 0 dans D; pour i =1 &
3. Soit maintenant ¢ € CZ(R x R4, Ry), on va montrer que

/ (n(u))(w,t)wt(x,t)dtdw//(¢(u))(x,t)¢x(x,t)dmdt+/n(uo(x))¢(x,0)dx:o
RJRy R JR R

(dans le cas d’une solution continue, I'inégalité d’entropie est une égalité). En effet, en intégrant par parties
les trois termes précédents sur D1, D2, D3, comme on ’a fait dans les questions 1 et 2, comme la fonction u
est continue, les traces des fonctions sur le bord des domaines s’annulent deux a deux et il ne reste donc que
la condition initiale. On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincre. . .) que

/ (n(U))(Jf,t)wx(m,t)dtdw+// ¢(U)(w7t)(<pz(w,t))dwdt:—/n(uo(w))w(wﬂ%
RJR4 RJR4 R

ce qui prouve que u est la solution entropique. .
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Schémas, cas non linéaire

On se donne ug € L=(R et f € C'(R) et on cherche a trouver une approximation de la solution
entropique du probleme ([5.20). On utilise les mémes notations que pour le schéma (5.18). En
intégrant 1’équation dyu + (f(u)), = 0 sur une maille K;, on obtient, au temps ¢ = t,, :

/K Opu(w, t,) dw dt + f(u(@ip1/2,t)) — f(u(@iz1/2,tn)) = 0.

En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la dérivée temporelle et en notant
[ 2 le flux numérique, c’est-a-dire Papproximation de f(u(x;41/2,%5)) on obtient le schéma
numérique suivant :

u?+1 —uy n n
hi=——+ fi+1/2 - fi71/2 =0

’ k
0 1
u;, = — ug(z) d.
hi Ji

Pour que ce schéma soit complétement défini, il reste a préciser
discretes u]'. Un premier choix possible est le schéma centré,

no_ Fui) + )

i+1/2 = B

(5.41)

n

i+1/2 en fonction des inconnues

dont on a vu qu'’il est & proscrire, puisque, dans le cas linéaire, il est instable. Rappelons que dans

. o . n _ N - " o n
le cas linéaire, le choix décentré amont donne f} |, = f(u}) si f(u) = wet f/\, , = f(ui)
si f(u) = —u. On va s’intéresser aux schémas les plus simples & trois points, c’est-a-dire que
I'équation associée a I'inconnue u;* fait intervenir les trois inconnues discretes ug', u' | et ui ;. Le
L. s n T . Y
flux numérique g s’écrit sous la forme [ /2= g(ui,ui, ;). Pour obtenir un bon schéma, on va
choisir un flux monotone, au sens suivant :

Définition 5.25 On dit que qu'une fonction g définie de R? dans R est un flux monotone pour la

discrétisation de , si
1. g est consistante par rapport & f, ¢’est-a-dire g(u,u) = f(u),
2. g est croissante par rapport a la premiere variable et décroissante par rapport a la deuxieme
variable,
3. g est lipschitzienne sur [A; B], ou A = infg ug et B = supy uo.

Remarque 5.26 — Flux monotones et schémas monotones. Si le schéma [5.18| est a flux
monotone et s’il vérifie la condition de CFL, on peut alors montrer que le schéma est monotone,
c’est-a-dire qu'il s'écrit sous la forme 't = H(u} |, ul, uj 1) ot H est une fonction croissante de

ses trois arguments.

Cas ou f est monotone Pour illustrer le choix de g, supposons par exemple que f soit croissante.
Un choix trés simple consiste alors a prendre g(uj,uj, ;) = f(uj'). On vérifie que dans ce cas,
les trois conditions ci-dessus sont vérifiées, ce schéma est dit décentré amont. On vérifiera qu’on
retrouve le schéma décentré amont exposé dans le cas linéaire. De méme si f est décroissante on
peut facilement vérifier que le choix g(uj’,uj, ) = f(uf, ;) convient.

Schéma a décomposition de flux Le schéma a décomposition de flux, appelé aussi flux splitting
en anglais, consiste comme le nom l'indique & décomposer f = f; + fo, ou f; est croissante et fo
décroissante et a prendre g(uj, ui, ;) = fi(ui) + fa(uf ;).

Schéma de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste & modifier le schéma centré de
maniere a le rendre stable. On écrit donc :

gl ull) = 5 (F0) + Fufy)) + Dosd — )

ou D > 0 est il faut avoir D suffisamment grand pour que g soit croissante par rapport a la premiére
variable et décroissante par rapport a la seconde variable.
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5.6 Exercices 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Schéma de Godunov Le schéma de Godunovﬁ est un des schémas les plus connus pour les
équations hyperboliques non linéaires. De nombreux schémas pour les systemes ont été inspirés par
ce schéma. Le flux numérique du schéma de Godunov s’écrit :

g9(ui',uity) = fwr(ui',uiyy)) (5.42)

ot wr(ui,uj, ) est la solution en 0 du probléeme de Riemann avec conditions uj',u}, |, qui s’écrit

O+ (f(u))e =0

On peut montrer que le flux de Godunov (5.42) vérifie les conditions de la définition Une
maniere de le faire est de montrer que le flux de Godunov s’écrit sous la forme équivalente suivante

(voir exercice [81]).

n n _ mln{f(g)vé. S [U?, u?+1]} lf U? g u?Jrlv
90 U1) = [ (€). € € [l ]} iF iy < o). (5.43)

Schéma de Murman Une maniere de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer la
résolution du probleme de Riemann linéaire. On prend alors g(uj,uj, ;) = f(wgr(uf,u}, ) ou
wr(uj,uyy, ) est solution de

Oy + adyu =0

up  x<0
MO(I)Z{ "

ulyy >0

Comme le probleme est linéaire, la solution de ce probléme est connue : u(z,t) = ug(x — at). Le
schéma est donc tres simple, malheureusement, le schéma de Murman n’est pas un schéma monotone
[exercice ] car le flux n’est pas monotone par rapport aux deux variables. De fait on peut
montrer que les solutions approchées peuvent converger vers des solutions non entropiques. On peut
alors envisager une procédure de correction d’entropie. . .

On admettra les résultats de convergence et de stabilité des schémas a flux monotone résumés
dans le théoréme suivant, voir [6, Chapter 5] pour les différentes démonstrations possibles.

n

Théoréme 5.7 — Stabilité et convergence. Soit (u!

?)ieznen donnée par le schéma

umtl —yn

hi———— + g(u}’, uilyy) — g(ui_y,ui’) =0

Yk
0 1
u; = — uo(x) dz
hi Jx

On suppose que g est un flux monotone au sens de la définition On suppose de plus que
k< ah/(2M) et ah < h; < h, Vi o M est la constante de Lipschitz de g sur [A; B] et A et B
sont tels que A < up(z) < B p.p. On a alors A < ul! < B p.p. et ||ur k|| < ||uolloo- Sous les mémes
hypotheses, si on note u, j la solution approchée définie par , alors u, ) tend vers u, solution
entropique de dans £} (R x Ry) lorsque h (et k) tend vers 0.

loc

Exercices
Enoncés
Exercice 69 — Probléme linéaire en dimension 1. Calculer la solution faible du probléme
Ou — 20, u =0,z € R, t € Ry avec :
0 siz <0,
u(z,0) = { ) (5.44)
1 sinon.

4. Sergei K. Godunov est un mathématicien russe né en 1929, membre de I’Académie des Sciences russe, en poste
au Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk, Sibérie
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1. Tracer sur un graphique la solution a ¢t =0 et & ¢t = 1, en fonction de x. Cette solution faible
est-elle solution classique de (5.44]) 7

2. Méme question en remplacant la condition initiale par u(z,0) = sinz.

Exercice 70 — Probléme linéaire en dimension 2. Corrigé en page[217
Soit v € R? et soit ug € C*(R?,R). On considére le probléme de Cauchy suivant :

{&u + div(vu) = 0,

u(z,0) = uo(), (5.45)

Calculer la solution du probléme ([5.45)) (en fonction de wug) en tout point (z,t) € R? x R

Exercice 71 — Schéma de Lax—Wendroff. Soit vy € C°(R,R) (ensemble des fonctions
continues a support compact) et T' > 0, et a > 0. On considere le probléme suivant :

Owu(z,t) + adzu(z,t) =0, z € R, t € [0,T], (5.46a)
u(z,0) = up(x). (5.46b)

1 Rappeler l'expression de la solution unique du probléme ([5.46)) en fonction de wqg.

On se donne un pas de temps constant k, avec k = NLH (N € N). On se donne également un pas

d’espace constant h, et des points de discrétisation en espace, (z;);ez tels que z;41 — x; = h pour
tout ¢. On pose t, = nk, pour n € {0,..., N + 1}. On cherche une approximation de u(x;,t,) pour
nef0,...,N+1} eticZ. Onpose)\:“—}f.

2 Rappeler 'expression de la solution unique du probléme (5.46|) en fonction de ug. Soit u la
solution de (5.46). Montrer que pour tout j € Z et pour tout n € N,

1
w(zj, tne1) = u(a:j,tn)—akiawu(xj,tn)—i—§a2k28§xu(xj,tn+k3Rj7n, avec |Rj | < Cyy, (5.47)

ou Cy, € R ne dépend que de ug, et u(z;,tnt1) = u(rj—1,tn) si A= 1.
3 Montrer pourquoi 1'égalité (5.47)) suggere le schéma suivant, dit de Lax-Wendroff :

el n n n n n n .
[ s Bt -2 T

%0) j+1 Jj—1
u;’ =wug(z;); j € Z

avec u§0) = ug(z;) pour tout j € Z. Donner 'ordre de consistance du schéma (distinguer les cas

AZlet A=1).

4 On prend comme condition initiale u®(z) = e, pour p € Z fixé (avec i = —1). Pour j € Z,

calculer la valeur ugl) donnée par le schéma (5.48) en fonction de u§0) et en déduire le facteur

d’amplification &,, tel que ugl) = gpugo). Montrer que le schéma est stable au sens de Von
Neumann sous une condition de CFL qu’on explicitera.

5 Montrer par un contre exemple que si A # 1, la norme L de la solution approchée n’est pas

décroissante. [On pourra par exemple prendre dans le case A < 1, ug_o) =1 pour 5 <0, ug-o) =0
pour 7 = 0, et calculer uél) et chercher ensuite un contre-exemple pour le cas A > 1.]
Exercice 72 — Stabilité du schéma amont dans le cas linéaire. Corrigé en page[21§

On considére le probléme hyperbolique linéaire (5.9)), avec ug € L*(R) N L*(R), dont on calcule
une solution approchée par le schéma volumes finis amont ([5.18]). Montrer que ce schéma est stable
pour les normes L', L? et L™, c.a.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

1. flur k()L w) < luollzrry, Y € N,
2. |lur k(s n)|lL2®) < lluollz2(r), VY €N,
3. lurk(-sn)llLe® < lluolp=r),¥n €N,
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ol uy j désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.19)).

Exercice 73 — Convergence des schémas DFDA et VFDA dans le cas linéaire. Corrigé

en page [219
Soit up € C?(R,R) et T' € R%.. On suppose que ug, uf, et uf sont bornées sur R. On considére le
probleme suivant :

Opu(z,t) + Opu(z,t) =0 z€R t€]0,T) (5.49)

u(z,0) = ug(x) (5.50)
Ce probleme admet une et une seule solution classique, notée u. On se donne un pas de temps, k,
avec k = NL_H (N € N), et des points de discrétisation en espace, (x;);ecz. On pose t, = nk, pour
n€{0,...,N+1}et b1 = xi11 —;, pour i € Z. On note &' = u(ty, ;) (pour n € {0,..., N+1}
et i € Z) et on cherche une approximation de @'

1. Soient «, 8 € R. On suppose que, pour un certain h € R, ah < h;y1/2 < Bh, pour tout i € Z.
On considere, dans cette question le schéma suivant, appelé DFDA (pour Différences Finies
Décentré Amont)

nHl 1

A W' —u? ) =0 ne{0,....N} icZ (5.51)
k hi71/2

u) =up(z;) i€Z (5.52)

(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < ul < sup(ug), ¥n € {0,..., N + 1}, Vi € Z.

(b) (Convergence) Montrer que, si k < ah, on a :

sup |uj — )| < CT(k+h) Vne{0,...,N+1}
1€L

ou C ne dépend que de ug et 5.

2. On suppose maintenant que z; est le centre de la maille M; = [x;,_1/2, %i11/2], pour i € Z. On
pose h; = Ti41/2—T;_1/2. Soient a, B € R. On suppose que, pour un certain h € R, ah < h; < Bh,
pour tout @ € Z. On considére, dans cette question le schéma suivant, appelé VFDA (pour
Volumes Finis Décentré Amont)

u”Jr1 u

Rl "W Ly )=0 nefo,...,N} icZ (5.53)
—/ uo(z)dx i€Z (5.54)

(a) (Stabilité) Montrer que k < ah = inf(ug) < ul? < sup(ug), Vn € {0,...,N + 1}, Vi € Z.
(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.
(c) (Convergence) On pose U, = u(t,, ;1 1). Montrer que si k < ah, on a :

51€1§|u ~a | <Ci(k+h) ¥Yne{0,...,N+1}

i

ou C7 ne dépend que de ug, § et T. En déduire que :

sup |u; — ;| < Ca(k+h) ¥Yne{0,...,N+1}
1€L

ou C5 ne dépend que de ug, B et T.

Exercice 74 — Equation linénaire et solution faible. Corrigé en page
Soit ug € L= (R) N L*(R) et T € R%.. On consideére le probléme suivant :

Opu(z,t) + Ozu(x,t) =0 ze€eR tel0,T) (5.55)
u(z,0) = up(x) (5.56)

Ce probléme admet une et une seule solution faible, notée u. On se donne un pas de temps, k,
avec k = N—_H (N €N) et on pose t, = nk, pour n € {0,...,N +1}; On se donne des points de
discrétisation en espace, (z;);cz et on suppose que z; est le centre de la maille M; = [961'—1/27 xH_l/QL
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pour i € Z. On pose h; = x;11/2 — ¥i_1/2 et hj11/2 = xip1 — x;. On suppose qu’il existe a, 3 € R
et h € R tels que, ah < h; < Bh, pour tout i € Z. On consideére le schéma ((5.53)) et (5.54)).
1. (Stabilité L>°) Montrer que k < ah = |ul!| < ||uglloo, VR € {0,...,N + 1}, Vi € Z.
2. Montrer que, pour tout n =0,...,N, on a ]’ — 0 lorsque ¢ = +00 ou ¢ — —o0.
3. (Estimation “BV faible") Soient ¢ > 0. Montrer que :
k < (1 - C)ah = Z Zk(uf - u?—l)z < C(Ca“ﬂ)a
n=0,...,N i€Z
ot C(,up) ne dépend que de ¢ et ug (multiplier (5.53)) par kul et sommer sur i et n.)

4. (convergence) On pose T = (M;);ez et on définit la solution approchée sur [0,7] x R, notée
uT i, donnée par ,, par ur k(t,x) = ul, six € M; et t € [tn, tnt1].
On admet que urj — u, pour la topologie faible-x de L*(]0,T[xR), quand h — 0, avec
k < (1 —¢)ah (¢ fixé). Montrer que u est la solution faible de (5.55)-(5.56]).

Remarque 5.27 — VF, DF et convergence forte. On peut montrer le méme résultat avec
(5.51) au lieu de (5.53). On peut aussi montrer (cf. la suite du cours...) que la convergence est
forte dans L¥ (]0,T[xR), pour tout p < oo.

loc

Exercice 75 — Construction d’une solution faible. Corrigé en page

1. Construire une solution faible du probléme d;u + (u?), = 0 avec

1 <0
w(z,0) =up(z) =¢1—z =x€]0;]1]
0 z>1

2. Méme question pour le probléme d;u + (u?), = 0 avec

0 z <0
u(z,0) =ug(x) =< 1—2a x€]0;1]
1 z>1

Exercice 76 — Probléme de Riemann. Soit f la fonction de R dans R définie par f(s) = s*.

Soit ug et ug des réels. Calculer la solution entropique du probléme de Riemann ([5.34) avec données
uq et ug en fonction de ug et ug.

Exercice 77 — Non unicité des solutions faibles. Corrigé en page
On considere ’équation

Ou+ (u?), =0
sixz <0 (5.57)

_ ) Y
u(O,x)—{ ug st x>0

avec ug < Uq.

1. Montrer qu’il existe o € R tel que si

ug x <ot
u(t,x):{Ud x> ot

alors u est solution faible de ((5.57). Vérifier que u n’est pas solution entropique de (5.57).
2. Montrer que u définie par :
u(t,z) =u, < 2uyt
u(t,x) = % 2ugt < = < 2ugt
u(t,x) =ug x> 2ugt

alors u est solution faible entropique de (5.57]).
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Exercice 78 — Probléme de Riemann.
1. Déterminer la solution entropique de (5.34) dans le cas ou f est strictement concave.

2. On se place dans le cas ou f est convexe puis concave : plus précisément, on considere
f € C%*(R,R) avec

(a) f(0)=0, f'(0)=f'(1)=0
(b) Ja €]0,1], tel que f est strictement convexe sur]0, a[, f est strictement concave sur Ja, 1.
On supposera de plus ug =1, ug = 0.
(a) Soit b 'unique élément b €]a, 1] tel que @ = f/(b) ; montrer que u définie par :
u(t,x)=1 <0
u(t,z) =¢ x=f (&L, b<&<1
u(t,z) =0 x> f'(b)t
est la solution faible entropique de (5.34) (sous les hypothéses précédentes).
(b) Construire la solution entropique du probléme de Riemann dans le cas f(u) = +"2

Ug, uq € [0;1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )

Exercice 79 — Stabilité de schémas numériques. Corrigé en page

Soient f € CY(R,R) et up € L>(R). On considére le probléme suivant :
Ou(z,t) + (f(u)z(z,t) =0,z € R, t € [0,T7, (5.58)
u(z,0) = up(x). (5.59)

On utilise ci dessous les notations du cours. On discrétise le probléme ([5.58)),(5.59) par I'un des
schémas vu en cours (“Flux-splitting", “Godunov", “Lax-Friedrichs modifi¢" et “Murman"). Montrer
qu’il existe M (dépendant de la fonction “flux numérique" et de up) tel que k < Mh;, pour tout
1 € Z, implique :

1. [[u™ ™ s < ||u"||oo pour tout n € N.

2. (Plus difficile) > ;. |u?_:11 —uft < > iez luftyy — ui| pour tout n € N. (Cette estimation n’est
intéressante que si Y., [ud,; — ud| < 0o, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug € L>(R). Cela

est vrai si ug est une fonction a “variation bornée".)

Exercice 80 — Schéma de Murman. Corrigé en page
Soient f € C*(R,R) et up € L>(R). On suppose que A < ug < B, p.p. sur R. On s’intéresse au
probléeme suivant :
Ou(z,t) + (f(u)z(z,t) =0, z € R, t € Ry, (5.60)
u(z,0) = uo(x), z € R. (5.61)
Pour discrétiser le probleme ({5.60)-(5.61)), on se donne un pas d’espace h > 0 et un pas de temps

k > 0. On pose M; =lih,ih + h[ et on note u? lapproximation recherchée de la solution exacte
dans la maille M; a l'instant nk. On considére le schéma de Murmann :

u’fH_l —un
hZTZ‘F(ZLJF%—f;L_l/Q):O,nEN,Z.EZ, (562)
1
ud = m /M uo(z)dz, i € Z, (5.63)
avec fil = g(ui,ui ;) et g € C(R x R,R) définie par g(a,a) = f(a) et, pour a # b,
o) = 6)— 100

1. (Stabilité) Montrer qu’il existe M, ne dépendant que de f, A et B (on donnera la valeur de M
en fonction de f, A et B) t.q. pour k < Mh on ait :
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(a) (Stabilité L>) A < ul < B, pour tout n € N et tout i € Z,

(b) (Stabilité BV) 3=, |ulfy —ul ™ < 3,0z [uly 1 — u?| pour tout n € N. (Cette estimation
n’est intéressante que si ), \u?_H —u?| < 00, ce qui n’est pas toujours vrai pour ug €

L>(R). Cela est vrai si ug est une fonction & “variation bornée".)

2. On prend, dans cette question, f(s) = s.

(a) (Non monotonie) Montrer que si A < 0 et B > 0, la fonction g n’est pas “croissante par
rapport & son premier argument et décroissante par rapport a son deuxieme argument" sur
[A, B)2.

(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de non convergence du schéma. Plus
précisément, donner ug t.q., pour tout A > 0 et tout k > 0, on ait u?* = u? pour tout i € Z
et pour tout n € N (la solution discréte est donc “stationnaire') et pourtant u(.,T") (u est
la solution exacte de (5.60)-(5.61))) est différent de ug pour tout T' > 0 (la solution exacte
n’est donc pas stationnaire).

3. (Schéma “ordre 2", question plus difficile) Pour avoir un schéma “plus précis", on pose mainte-

n
Uy

. ul o —ul ul'  —ul , s
nant p; = minmod (5=, 25— 2 et on remplace, dans le schéma précédent,

fivaje = g(ud ulyy) par f1 o = g(ui + (h/2)p} uiyy — (h/2)py1). Reprendre les 2 questions
précédentes (c’est-a-dire : “Stabilité L>", “Stabilité BV", “non monotonie" et “Exemple de
non convergence").

n
*“7:—1)

Exercice 81 — Flux monotones et schéma de Godunov. Soient f € C'(R,R) et ug €
L*°(R); on considére I’équation hyperbolique non linéaire :
Ou+ (f(u))e =0, (z,t) e RxRy,
uck (f@)a =0, (,8) ER xRy o
u(z,0) = up(x).
On se donne un maillage (K; =|x;_1/2, Zit1/2[)iez de R et k > 0 et, pour i € Z, on définit une
condition initiale approchée :

1
u? =7 /uo(;z:)dx avec  h; =xiy1/2 — Ti_1/2

Pour calculer la solution entropique de I’équation (5.64)), on considére un schéma de type volumes
finis explicite & trois points, défini par un flux numérique g, fonction de deux variables.
+

n

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner expression de u?™" en fonction des (u}!);cz).

2. On suppose dans cette question que le flux g est monotone et lipschitzien en ses deux variables,
c.a.d. quil existe M > 0 tel que pour tout (z,y,2) € R3, |g(z,2) — g(y,2)| < M|z — y| et
lg(z,y) — g(x, 2)| < M|y — z|. Montrer que le schéma numérique de la question précédente peut
s’écrire sous la forme

U;H—l = H(u?—la u?a u?—&—l)a
ou H est une fonction croissante de ses trois arguments si k satisfait une condition de type
k < Ch; pout tout 4, ou C' est une constante a déterminer.
3. Montrer que si la fonction g est croissante par rapport a son premier argument et décroissante
par rapport au second et si a,b € R sont tels que a < b, alors g(a,b) < g(§, &) pour tout £ € [a, b].

4. En déduire que si le flux g est monotone, alors il vérifie la propriété suivante :

g(a,b) < min_ f(s)sia<b
s€la,b]

Y(a,b) € R? ’ _
g(a,b) > rn[a)il f(s)sia=b.
s€|a,

5. Soit g un flux monotone qui est tel que pour tous a,b € R, il existe u,; dans I'intervalle
d’extrémités a et b, tel que g(a,b) = f(uqp). Montrer que

g(a,b) = min f(s)sia<b

2 s€la,b]

V(a,b) € R?,

g(a,b) = max_f(s) sia >b.
s€[b,al
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Dans la question suivante on étudie le schéma de Godounov ; on admet pour cela un lemme de
comparaison, qui est une conséquence de I'unicité de la solution entropique.

Lemme 5.28 — Principe de comparaison. Soit u solution entropique de (5.64)), et v solution
entropique de la méme équation, ot 'on a remplacé la donnée initiale ug par une autre donnée
initiale vg € L*(R). Si ug = vo p.p. alors u > v p.p..

6. Connaissant une solution approchée u™ au temps t,,, la solution approchée au temps ¢,,+1 donnée
par le schéma de Godunov “historique" est définie par la moyenne par maille de la solution
exacte du probléme (5.64]) avec donnée initiale u™

1
wtt = L / Wl (2) da (5.65)
hi e,

oll ug est la solution entropique du probleme (5.64]) avec donnée initiale u™, i.e. ug(x) = uf pour
z € K Z]xi—1/2a$i+1/2[~
(a) Montrer que sous une condition de type CFL qu’on précisera, on a

n+1

k
u ™ =y — E(QG(U?a Uit1n) — 9a (Ui 1, Uin)) (5.66)

+1

%

ot ga(ul, Uit1,n) = f(wR(O,u?,ujl), et wr(0,ul’,u
probléme de Riemann :

afu+(f(u))1:0a (I’,t) GRXR+,
ul six <0 (5.67)
ugysixz >0

) est la solution exacte en x = 0 du

u(z,0) =

(b) Montrer que le schéma s’écrit sous la forme

n+l _ n n o ,n
u" = He(uiy, uif, uilyy)

ou Hg est une fonction croissante de ses trois arguments.
(c) En déduire que gg est un flux monotone.

(d) Montrer que le flux de Godunov ainsi défini est aussi donné par I’expression

(a,b) = mingepqp) f(s) sia < b,
Je% 5 = max,epp,q) f(5) si b < a.

Exercice 82 — Schémas pour les problémes hyperboliques. Soient f € C?(R,R), T > 0
et ug € L*°(R) N BV (R) ; on cherche une approximation de la solution de ’equation hyperbolique
avec condition initiale :

Owu(z,t) + (f(u)z(z,t) = 0,z€eR,tel0,T], (5.68)
u(z,0) = wup(z). (5.69)
On note h (resp. k = ﬁ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation en espace

(resp. en temps) et ul la valeur approchée recherchée de u au temps nk dans la maille M; =
[(i —1/2)h, (i + 1/2)h], pour n € {0,...,N + 1} et i € Z. On considere le schéma obtenu par une
discrétisation par volumes finis explicite & trois points :

uttt—aur 1 )
s ’ . +E( tey—flap) = 0nef{0,... ,N+1} i€, (5.70)
1
u) = 7/ uo(x) dz, (5.71)
h Ju,
avec f' , = (ul',ul". ), ou g € C'(R,R).
2

1. Montrer que le schéma ([5.70)),(5.71]) possede la propriété de “consistance des flux" ssi g est telle
que :

g(s,8) = f(s), Vs e R. (5.72)

214



5.6 Exercices 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de différences finies, est, avec la condition (5.72]),
d’ordre 1 (c.a.d. que lerreur de consistance est majorée par C'(h + k), o C ne dépend que de
f et de la solution exacte, que ’on suppose réguliére). Montrer que si le pas d’espace est non

constant, la condition (5.72)) est (en général) insuffisante pour assurer que le schéma (5.70)),(5.71))
(convenablement modifié) est consistant au sens des différences finies et que le schéma est alors

d’ordre 0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c.a.d. qu'on prend :

g(“gaud) = f(uug1ud(07t))7

Ol Uy, u, est la solution du probleme de Riemann :

Ou(z,t) + (f(u)e(z,t) = 0, (z,t) e RxRy (5.73)
u(z,0) = wugsiz <0, (5.74)
w(x,0) = wugsiz>0. (5.75)

(a) Montrer que le schéma (5.70)), (5.71) peut s’écrire :
up ™t = 4+ Ci(ufyy —uf) + Di(uiy —uf),

k f(ui)—g(uiuiiy) k 9(uiq,uit) = f (i)
avec 01:EW>OetDZ:EW>O

(b) On pose A = [Jug|loc, M = supge(_a, aj= |f'(5)] et h le pas (constant) d’espace. On suppose
que k et h vérifient la condition de CFL :

h
k< —.
2M
On note u™ la fonction définie par : u"(x) = (ul’) si © € M; ; montrer que :
— Stabilité L @ [[u" || < |u™]|oo(< ... < Jul]|o0),Vn € {0,..., N +1}. (E1)

— Stabilité BV : ||u"+1||BV < H’LL”HB\/(S .. < HUOHB‘/)7V’I’L S {0, oy N+ 1} (EQ)
On rappelle que, comme u,, est une fonction constante par morceaux, on a :

[ully = > |ulyy — ug].
i€Z
(c) Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que si on a la condition “CFL" le schéma
de Godunov converge.

4. On suppose maintenant f(u) = au, a € R et on prend g(\, p) = )‘;—” (schéma centré). Montrer
que pour tous k, h > 0, les conditions (E1) et (E2) sont fausses, c.a.d. qu’il existe ug(€ LN BV)
t.q. [[ut oo & [luollos et [lusll sy £ lluollpy-

5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL", i.e. On prend dans le schéma (5.70)

i+1/2 = i T 2Pi) :
n

er . N .
ﬁ m1n(|u?+1 - u?_1|,4\u?+1 — |, 4|ui — U?—1|)a ol g = Slgn(“?ﬂ —u;q)

P = si sign(uly, — ully) = sign(ufy, — uf) = sign(u} — uf_,)

0 sinon.

(a) Montrer que %(fi’jrl/2 — [i1/2) est une approximation d’ordre 2 de (f(w), (x4, t,) aux
points ot u € C? et d,u # 0.

(b) Montrer que sous une condition de type k& < Ch, ot C ne dépend que de ug et f, les
conditions de stabilité (E1) et (E2) sont vérifiées.

Exercice 83 — Eléments finis pour une équation hyperbolique. Soit f € C}(R,R), ug €
C(R) t.q. ug bornée ; on considére la loi de conservation scalaire suivante :
ou 0

a(m,t)—l—%(f(u))(x,t):() reR teRy, (5.76)
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avec la condition initiale :
u(x,0) = ug(x).
On se donne un pas de discrétisation en temps constant k, on note ¢, = nk pour n € N, et on

cherche & approcher u(.,t,). On note (™ la solution approchée recherchée.

1. Montrer qu’une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps ameéne au schéma en
temps suivant :

1 )
S — ) 4 ( f(u(")))(m) =0,z cR, neN, (5.77)

u®(z) = up(x). (5.78)

On cherche a discrétiser (5.77)) par une méthode d’éléments finis. On se donne pour cela une
famille de points (z;)iez C R, avec ; < Tj41.

2. On introduit les fonctions de forme P1, notées ®;,i € Z, des éléments finis associés au maillage
donné par la famille de points (z;)scz ; on effectue un développement de Galerkin de u(™ sur
ces fonctions de forme dans (5.77)) et (5.78)) ; on multiplie ’équation ainsi obtenue par chaque
fonction de forme et on approche le terme f(3_ ¢y, u§")¢>]—) par ) icy f(u;"))cbj et on integre sur

R. Montrer qu’on obtient ainsi un systéme d’équations de la forme :

LD )
Zai,j%+2bi,jﬂu§n)):0 1€Z neN* (5.79)
JEZ JEZ

ug =uo(z;) i€Z (5.80)

(les a; ; et b; ; sont & déterminer).

3. On effectue une condensation de la matrice de masse (ou mass lumping en anglais) , c’est-a-
dire qu’on remplace les a; ; dans (5.79) par a; ; avec @; ; =0sii # jet a;; = ZjeZ a; ;. Montrer
que le schéma ainsi obtenu est identique & un schéma volumes finis sur le maillage (K;);cz ou
Ki =|x;_1/2,2i41/2], Tiy172 = (2 + 2441)/2, avec approximation centrée du flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusieurs) sens & préciser.

5. On remplace le flux numérique centré F; /o du schéma volumes finis obtenu a la question 3 par

Git1/2 = Fig12+ Dig1)2 (uz(-") — “Ej—)l)' Montrer que I'approximation du flux reste consistante

et que si les D; /5 sont bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une condition de CFL
A préciser. On considére maintenant la méme équation de conservation, mais sur R? (avec
f € CYR,R?), ug € C(R?), bornée :
Opu(z, t) +div(f(u))(z,t) =0 zeR?® teR, (5.81)
u(z,0) = ug(x) (5.82)
Soit 7 un maillage en triangles de R?, admissible pour une discrétisation par éléments finis
P1. Soit S I’ensemble des nceuds de ce maillage et (®;);es la famille des fonctions de forme

éléments finis bilinéaires P1. En conservant la méme discrétisation en temps, on cherche une
approximation de u(.,t,) dans espace engendré par les fonctions @;.

6. Montrer qu’en suivant la méme démarche qu’aux questions 2 et 3, on aboutit au schéma :

(n+1) (n)
u; —u; (n)\ . 4 B .
— /R? D, (z)dx — E f(u;™) / ®,;(2)VP;(r)dz =0,n e N

jeSs R2
7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire :
(n+1) (n)
u; —u;
e D;(x)d E;,; =0, 5.83
|, #@ar+ 3B, (5:53)

k
JjES
avec

oy = 1/2(£™) + f(ul)) - / (®:(2)VD;(x) — &;(2)VP;(x)) .

R2
Montrer que ce schéma est instable.
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8. Dauns le schéma ([5.83), on remplace E; ; par

Elnj = EZJ + Di’j(u? — u;’),

ou D; ; = Dj; (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que pour un choix judicieux de

D; j, le schéma ainsi obtenu est a flux monotone et stable sous condition de CFL.

5.6.2 Corrigés

Exercice

1. En appliquant les résultats de la section la solution faible du probléme s’écrit u(x,t) =
uo(x + 2t) pour z € R et t € R, c’est-a-dire

0 six<-—2t
u(z,t) = ) (5.84)
1 siz>-2t

La représentation graphique de la solution a ¢ = 0 et a t = 1, en fonction de x est donnée en
Figure Cette solution faible n’est pas solution classique de ([5.84)) car elle n’est pas continue,

=
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i
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FIGURE 5.7 — Représentation graphique de la solution

donc ses dérivées en temps et espace ne sont pas définies partout.

2. Dans le cas ot ug(z) = sinz, la solution faible du probléme s’écrit u(z,t) = sin(z + 2t), pour
x € RetteR,, et cette solution est réguliere, donc solution classique.

Exercice Pour (z,t) € R? x R, on pose u(z,t) = up(z — vt). Comme uy € C(R,R), on a
u € C1(R? x R4, R) ; on peut donc calculer les dérivées partielles de u par rapport a au temps t,
qu’on notera dyu et par rapport aux deux variables d’espace x1 et xo, qu’on notera d;u et dou. On
a Oyu(x,t) = Vug(z —vt) - v. Or div(vu) = v © Vu car v est constant et Vu = Vug. On en déduit
que dyu(z,t) 4+ div(vu)(z,t) = 0 et donc u est solution (classique) de (5.45).

Exercice[7Il 1. On a vu en cours qu’il y a une solution unique au probléme qui s’écrit
u(x,t) = ug(x — at), et qui est donc de classe C*°. Comme u est de classe C*°, on peut effectuer
un développement de Taylor a l'ordre 3 en temps :

1
w(xj, tng1) = uw(xj, tn) + kOpu(z;, t,) + §k28ftu(xj, tn) + cuk® (5.85)
ol ¢,.ne dépend que de u. Mais u est solution de ’équation de transport (5.46af), donc :
Owu(xj, tn) + adgu(zj,t,) =0 (5.86)
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Par dérivation de (5.46al) par rapport a t, on obtient : d2u(x,t) + adyu(z,t) = 0, puis, par
rapport & x : dpu(z,t) + ad?, u(z,t) = 0. On en déduit que :

8ttu(xj, n) — a2 u u(z;,t,) = 0. (5.87)

On déduit le résultat souhaité de (5.85), (5.86) et (5.87), , avec C,, = ac,.
Supposons maintenant que A = 1. Soit j € Z et n € N. Pour s € R, posons ¢(s) = u(xj+as, t,+s).
On a donc ¥(0) = u(z,,t,) et Y(k) = u(z; + ak,t, + k) = uw(zjt1,tnt+1) car b = ak. Comme
la fonction u est réguliere, la fonction v l'est aussi et on a : ¢/'(s) = du(z; + as,t, + s) +
alzu(z; + as,t, + s) = 0 puisque u est solution de . On en déduit que ¥ est constante,
et donc en particulier que ¢(0) = ¢(k). On a donc bien u(x;,t,) = w(T 41, tnr1).

2. L’égalité suggere de rechercher une solution approchée de (5.46a)) par une approximation
numérique de I’équation (approchée)

1
w(xj, tny1) = u(xj, tn) — akdyu(z;, t,) + fa2k28§zu(xj,tn). (5.88)

Soit u} l'inconnue discrete censée approchée u(zj, n)- 1l est naturel d’approcher la dérivée

partielle O,u(z;,t,) par le quotient différentiel (ugﬁ_)l — u( ") 1) ; notons que c’est une ap-

proximation centrée, donc d’ordre 2 en espace. De méme, il est naturel d’approcher la dérivée
partielle 92 u(x;,t,) par le quotient différentiel %(ugrfl — 2™ —|— u§n ), donnant lui aussi une
approximation d’ordre 2. En remplacant chaque terme de par son approximation, on

obtient le schéma (|5.48)).

Lorsque A # 1, on déduit immédiatement de ([5.85)) que le schéma est d’ordre 2. Lorsque A =1,

le schéma sécrit "V = (n) . Or on a vu a la question 1 que la solution exacte vérifie
Wz, tnt1) = w(xj—1,tn). On en dedult que le schéma est d’ordre infini.

3. Par définition, ug ) = ¢irih En appliquant le schéma (5.48) & n =0, on a donc :

WD = it %)\(eip(j-i-l)h — einl=Dhy | %)\2(61'17(]'+1)h — 9¢ipih 4 gip(=Dhy

_ (0) 71 iph 1 —iph 1 2 iph _ 2 } 2 _—iph
u; (1 2/\6 +2)\e +2)\e A +2)\e )
= ug-o)(l — A% —iXsin(ph) + A2 cos(ph))
On a donc : &, =1 — A% 4+ A cos(ph) — iAsin(ph). Calculons le module de &, :
€52 = (1 — A2 4+ A% cos(ph))? + A sin? (ph)

= (1 = 2X%(1 — cosph) + A*(1 — cos® ph) + A\*(1 — cos ph)?

= (1 4+ A*(1 — cosph)(—2 + 1 — cosph) + A*(1 — cos ph)?

=1+ A*(A\? = 1)(1 — cosph)?

Si A <1, A2(A\2 —1)(1 — cosph)? < 0 et donc sup,, [§,| < 1 donc le schéma est stable. Si A > 1,
A?(A? —1) > 0 et donc sup,, |£,| > 1 donc le schéma est instable.

(0)

4. Sion prend u; " =1 pour j > 0, u( ) =0 pour j < 0, le schéma de Lax-Wendroff donne

(1) =1+ )\(1 —A) > 1si A <1, ce qui montre que max; [uj| > max; [uf].

(0 — 0 | le schéma de Lax-Wendroff donne : uél) =X\ >1si

A > 1, ce qui montre que max; \u1| > max; |u].

S1onprendu =1 pour j # 0, u,

Notons que ces deux contrexemples montrent que la norme infinie de la solution approchée n’est
pas décroissante, mais ceci ne démontre pas qu’elle n’est pas bornée. Ceci est une autre paire de
manches. . .

Exercice On considére le probleme hyperbolique linéaire , avec ug € L*(R) N L®(R),
dont on calcule une solution approchée par le schéma volumes finis amont . Montrer que ce
schéma est stable pour les normes L% et L™, c’est-a-dire que la solution approchée satisfait les
propriétés suivantes :

1. HuT,k(.,n)HLz(R) < ||u0||Lz(R),Vn eN,
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2. [lur k(s n)llL=®) < [luoll L), Vn €N,
ol ut j désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.19))). Le schéma ([5.18) s’écrit
encore :

hi(uf ™t —ul) = k(ul —ul ).

Multiplions par u”Jr1 On obtient :

ha(up ™ — ) hi(up ) ha(up

7
2 T 2 ’
Exercice [73l
1. (a) Le schéma numérique s’écrit :
n k n n
ul Tt = ( W Juj +h- Ui (5.89)

i—3 i—3
k . : n ,n n+1
Comme k < ah < h;_1 ona 7= € [0;1] Ona donc min(u', ui’ ;) < uj

< max(ul, ul ;)

2
d’olt on déduit que min;(u}) < u?“ < max;(uf), Vi € Z, puis, par récurrence sur n, que
infup < uf <supug, Vi € Z, Vn € N.

(b) Par définition de l'erreur de consistance, on a :

aftt —ay
S = Qi tn) + B ot R < sk
U — U n n
= = = dpulzy,tn) + S} |SP| < 1|03, ullochB
)
En posant e} = 4] — w7, on a donc
e;H_I — eZ.L 1 n n n n
A 3 (ef —ei 1) = R +5;' < Cluo, B)(h + k),
i-3
avec C(upB) = ||uf|leo max(B,1), car (u(t,r) = ug(z,t)) et donc ||uglleo = |0%,ull00 =
|ug |loo- On pose C(ug, ) = C, on obtient alors

k k
n+1 _ _ n n
e; _(1 - 1)e’ +h éez,1+0k(h+k)

i—3 i—3

donc sup, [el ] <

sup|e | < Ckn(h+k) et donc Sup|e”| CT(h+k)si0<n<N+1, ou (N+1)k=T.

sup, |e7| + Ck(h + k). Par récurrence sur n, on en déduit

2. (a) On a infuy < uf < supug puis, pa récurrence :

"+1 (1 )u +h£u ' 4.

Comme k < ah < h; on en déduit comme en 1)a) que inf(ug) < ul < sup(up).
(b) Consistance

—n+1 n

% = atu(x'm ) + R;n, |Rn| ||utt||ook
mais
ﬂl _u? 1 U _'I_l,l_1 h17% . hl*% . )
= ) ; n| <
h; h;_ 1 hi [Ozu(xi, tn) + S;'] T avec 1S < |02, 1|00 Bh,
donc
upt -y up - hi_y i
u; - U; + - = (3tu+axu)(xivt")+R?+S? hA2 _|_Tn Rn—FSn . —I—Tn
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avec

|R}'| < ]l ook
hi*l n 6}1
’h?‘ |57 < 102 ulloo —-Bh = —|| 2Ulloch

hi—y — h hi—1—h;

n = dyu(w;, ty,) oh

En prenant par exemple un pas tel que h; = h si i est pair et h; = h/2 si i est impair,
on voit T;" ne tend pas vers 0 lorsque h tend vers 0; le schéma apparait donc comme non
consistant au sens des différences finies.

T = Oypu(zi, ty,)

(c) Convergence. On a

artt —an
S = (g ) + ST 187 < 102, ulloc B (5.91)
i 2

donc, avec f' =u} —u}

it =0- )f"+fz"1( )+k(5n+R")
On a donc :

sup < sup [f'] + kllug lloo (k + Bh) < sup '] + kCa(k + h)
avec C1 = |lug|loo max (3, 1) et par récurrence sur n

sup |fi'] < Crnk(k + h) + [Jugllc B

car sup; | f?| < ||lub|lohB. D’ott on déduit que

sup | f| < C1T(k + h) + [|uglleeSh < Co(k+h) 0<n <N +1
3

avec Cy = C1T + B|luf]|oo 11 reste & remarquer que |ul" — ul'| < ||uf||soBh pour avoir

sup|u —ul| < Cs(h+k) avec C3 = Cy+ Blluglleo = ||ug oo max(B, 1)T + 2| ug]| oo

Exercice [74l
1. On remarque d’abord que |u?| € [~ uo| s, ||u0||oo] On a vu dans l'exercice [73| que u?™! €
[ul, ul {[ ou [ul_;,ul]. On en déduit par une récurrence sur n que ul* € [—||uo||oos Hu0||oo] i,
Vn = 0.
2. On va utiliser le fait que ug € L? et montrer la propriété par récurrence sur n. Pour n = 0, on
a :
I'i*% 1
[ud)? < / (uo(x))deh— — 0 lorsque ¢ — 00 (5.92)
. 1 %

-3

En effet, comme uglpy pqy — 0 P-P. Uolppyn < uo € L? donc f;Jrn lug|?dx — 0 lorsque
x — 400 par convergence dominée, pour tout > 0. De plus, h > ah d’ott on déduit que (|5.92))
est vérifiée. On conclut ensuite par une récurrence immédiate sur n, que :

lul | < max(|ul|[u?_;]) = 0 quand i — Foo0. (5.93)

3. On veut montrer que Zn 0 2icz k(up —u? ;)2 < C(¢,up). On multiplie le schéma par ku?, on
obtient :

hi(uf ™ —uf ) + (uf = uily kuf =0,
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ce qu’on peut réécrire :

ot =) t)? (up)? (uf —up 1)® | (ul)? (up )y
hz( 2 + 2 2 )+k< 2 + 2 2 )_0

Comme |uf™ —u?| = k|ul —ul ;|/hi, ceci s'écrit aussi :

b1 ) =) B — b 4 R — K2 =0
et comme k/h <1—C,onadoncl—k/h; >Cet
Clu —uf1)® + hi(uf™)? = hi(uf)® + (uf!)* = (uf_1)* <O
en sommant pour ¢ € {—=M,..., M} et h € {0,...,N}, on obtient alors :
M M N N M
¢ Z Z(U? —up ) +ah Z(u%)Q — ph Z(UCLMA)Q < Z (u?)?.
i=—M n=0 n=0 n=0 i=—M

En remarquant que

M
k Z (ud)? Z hi( < luoll3
i=—M

(voir (5.92)) et que u™,;, — 0 qd M — oo (voir (5.93))), on en déduit
oo N
Ch Do > (w7 = ui)” < uoll3,
i=—o0 n=0

2
U .
donc C = % convient.

4. (Convergence) Pour montrer la convergence, on va passer & la limite sur le schéma numérique.
On aura pour cela besoin du lemme suivant :

Lemme 5.29 Soit (u,)nen une suite bornée dans L (R). Si u,, — u dans L>®(R) pour la
topologie faible x lorsque n — +oo, (c.a.d

/un(x)gp(x)da: — /u(a:)go(x)dx Vo € L'(R)
R R

n—4o0o

et v, — v dans L' lorsque n — +00, alors

/un(x)vn(x)dx — /u(x)v(:c)dx

n—-+4oo

Démonstration.

‘/ z)vn (z)dz — /u(m)v(m)da: < |lunlloollvn — v||1 + ’/un(a:)v(m)dz — /u(m)v(m)dm
< Cllup — |1 + ’/un(az)vn(z)dm - /u(z)v(m)d:p

car (un)n est bornée dans L. .

- 0 (5.94)

n——+oo

On multiplie le schéma numérique par ko, ¢ € C°(R x [0,T]) et ¢ = ¢(z,t,) et en somme
sur i et n (toutes les sommes sont finies car ¢ est & support compact) ; on obtient :

YIPIEEIVIEES 3) YERIEEE

i€Z neN i€Z n=1

Comme ¢! =0sin>N+1,ona :

ZZhN?(s@?_l — ¢} Zuow?h + D (@ = ela)uik = 0.

1€Z n=1 i€Z mn
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Or :

n=Y =3 [

i€EZL

car y_, ‘po(xi)l]mi,%-,riJr;[ — (.,
n—1 _
Z Z I ®; o) J— / /
i€Z n=1 Ry
Soit
1
gozn 7 902
sc t =

En effet, pour x € Ret t > 0,

n—1

‘% 2

On a donc donc ¢7 — ¢ p.p. sur Rx]0, T,
K=[-a—-1l,a+1]x
dominée, ¢ — —p¢ dans L'(Rx]0,77) lorsq
Linfty faible *, on en déduit par le lemme @

[0,T7, et a est tel que ¢ = 0 sur ([—a,

z)po(x;) dz — /uwdw (‘avec @o = ¢(.,0))

0) dans L' quand h — 0. et

uT k7 K dodt

(Lnk, (ns1)k]-

- wt(x,t)‘ Skllowloo st (2,t) €Elz_s, 2 1 [x[nk(n + 1)k[, pour n > 1

De plus, et |7 k| < [l¢illolr si Bh < 1, ol
a] x [0,T7)¢ Donc, par convergence
ue k: — 0. Comme u7j converge vers u dans

T, == — / /uTkxtz/}Tk(xt)dxdtv—% / / (z,t)pe(x, t) dedt.
R, R,

(U —u ):T4+T5

Aussi :
=3 i, = S ket -t
i€Z nEN 1€Z nEN
=2 D kel — )+ 3D kel - ey
1€Z neN 1€Z neN
avec :
80?,%
I | L
7 n
ol
e
XTh = sur Jo;_ 1, @iy 1 [X]tn, trga[;

et donc Y71 — —@, dans L'(Rx]0, 1]) et

T, — — //u(x)gox(x) dxdt lorsque h — 0

Aussi :
M; N M,
<Y Zkﬁh\lwzl\m( wi —uf_y) < BEhll¢allo Y D (u
i=M n=0 n=0:=M
si fh < 1, ot My et My sont tels que i & {My,..., My} é]xi,%,xﬂr%[c [—a,a]® et ¢ =
0 sur ([—a,a] x [0,T])¢. On a donc :
My N 1/2 , N M, 1/2 N M, 1/2
ti<prallon (Y Y- ) (1) <omllenle Y (X Y1)
=M1 n=0 n=0i=M; n=01=M;
< BVER| ¢z lloo VeV N + 1/ My — My (My — My)ah < 2a
< ﬁﬁhn%nmﬁg f;j‘l = ﬂ||wz|ooﬁg¢ﬁ — 0 quand h — 0

222



5.6 Exercices 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

On en déduit que T3 — — [[ u(z)py(z)dz quand h — 0. Comme Ty + T + T3 = 0, on a donc
/ / u(z, t)p(x; t) dadt —|—/ / u(z, t)py(z, t) dedt + / uo(x)p(x,.)dz =0
RJRy RJRy R
et donc u est solution faible de ([5.55))-(5.56]).

Exercice [75}

1. Dans le premier cas, la solution est facile & construire par la méthode des caractéristiques,
pour tout t < 1/2. En effet, les droites caractéristiques sont d’équation : x(t) = 2ug(xo)t + xo,
c’est-a-dire

2t + xo sixg <0
z(t) =< 2(1 —mo)t+x0 iz €]0,1]
0 sixg>1

Les droites caractéristiques se rencontrent a partir de t = 1/2, il y alors apparition d’un choc,
dont la vitesse est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot

o(ug —uq) = (ug —u3), et donc o = u, + ug = 1.

La solution entropique est donc :

1 sit<1/2etax <2t ousit>1/2etax<t+1/2,
z—1

u(x,t) = 571
0 sit<1l/2etxz>1 ousit>1/2etx>t+1/2.

2. On pourra montrer que la fonction définie par les formules suivantes est la solution pour ¢ < 1/2
(c’est-a-dire avant que les droites caractéristiques ne se rencontrent, la solution contient deux
zones de détentes) :

u(z,t) =0 siz <0
u(m,t):% si0<z<2t
1—
u(x,t):l_;t si2t<zr<1
1
u(m,t):x% sil<z<1l42¢
u(z,t) =1 sil+2t<a

En t = 1/2, on pourra vérifier qu'un choc apparait en z = 1 et se propage a la vitesse 1. On
obtient alors pour ¢ > 1/2 la solution suivante :

u(z,t) =0 sixz <0
u(x,t):% si0<x<1/2+t

z—1
u(z,t) = 5 sil/24+t<z<1+4+2t
u(z,t) =1 sil+2t <z
Remarquons que, bien que la solution initiale soit discontinue, la solution entropique est continue

pour t €]0,1/2].

Exercice

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition (il faut que o satisfasse la condition de
Rankine-Hugoniot.

2. La question 2 découle du point 2 de la proposition

223



5.6 Exercices 5. PROBLEMES HYPERBOLIQUES

Exercice Les quatre schémas s’écrivent sous la forme :

uftt = — . (9w uih ) — g(uf ui)) + E(g(ui—lvui ) —g(ui’ui'))

T T

soit encore

up ™t =+ CF (ufyy = uf!) + D} (uf!y —uff),

avec
n _ k g(uy vun) g(uy 7u7.+1) oan n :
Ci =1« T si u # ujl, (0 sinon )
n _ & 9(ui i ui)—g(uiui) :
D = P si u # ujt, (0 sinon )

On suppose que A < ug < B p.p. et on remarque qu’il existe L € R, tel que :

|g(aa b) - g(aa C)
|g(b’ Cl) - g(c, CL)

(On laisse le lecteur vérifier qu'un tel L existe pour les 4 schémas considérés).

} Ya,b,c € [A, B]

1. Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFM), la fonction g est croissante par
rapport au ler argument et décroissante par rapport au 2éme argument. Donc si ul* € [4, B], Vi
(pour n fixé), on a C* > 0 D? > 0. En prenant 2k < Lh; Vi on a aussi : C', D' < %
et donc u}"! est une combinaison convexe de ul ;,ul,ul,; donc ul't" € [A, B] Vi (et aussi
[u" ™ |oo < |Ju™||oo). Par récurrence sur n on en déduit

L
€[A,B] Vi,¥nsik < uhVi avec M = 3

Dans le dernier cas (Murman), on a
g9(a,b) = f(a)si 191D >0 (a£b), gla,b) = £(b)si LU= <0 (a# ) et g(a,a) = f(a).
Si M >0,ona :g(ul,uf )= f(u"), donc C}* = 0.

1+1 —uj
fuiy)—fu) . _ —fu ) +f (™) n 1o
57<0,0na.g(u u1+1)_f(l+1) W>O,etq<551
k < Mh; avec M = £ (L est ici la constante de Llpschltz de f).
Le méme calcul vaut pour D} et on conclut comme précédemment car
n+1l __ n ny, n n, n n, n
" = (1-Cf = D" + Cluiyy + Di'ugy
2. On reprend la formule de 1) et la méme limitation sur & (pour les 4 schémas). On a :
n+l _  n mn n n n n n
uly =iy + Ol (udtyo — i) + Dy (w) —uflyq)
n+l _ n mni. n n ni n n
ul™ = + O (uityy —ui') + D (ui'y — ')
et donc, en soustrayant membre & membre :
n+l n+1_(n _n)(l_cn_ n)+Cn(n _n)+Dn(n_n)
WUipr — Uy = (Ujp1 — U i i+1 i1\ Ui — Ujpg i Uy — Ui
—_——— ~—
>0 >0 20
ar inégalité triangulaire, on a donc
P galité t gulaire, d
n+1 n+1 n n u™ ni, n n
luiy —ul < Jugy = [(1 = CF = D) + Ol ludy e — ud | + Diffug — ugy
Sommons alors entre it = —P a P :
P P P P
n+1 n+1 n n n|,n n n n n
Z ’“i+1 - U | < Z |ui+1 — U } - Z C; |ui+1 — U ‘ + Z Ci'q |“z‘+2 - “z‘+1|
i=—P i=—P i=—P i=—P
P P
n n n n n n
- Z Dy [uiy —uif| + Z D} uff —uf 4]
i=—P i=—P
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En regroupant :

P P
n+1 n+1 n n n n n n n n
E , |Ui+1 — Yy | < E |Ui+1 — Uy | +Cpi ‘UP—Q—Z —upyq|+Dip|ulp —ulp 4.
i=—P i—P

Or Cp,, €[0;1] et D", € [0;1] donc

P P+1 +oo
n+1 n+1 n n n n
E , |ui+1 U | < E {Uz‘+1 — U | < E ‘U¢+1 — Uy
i=—P i=—P—1 i=—o00

Il ne reste plus qu’a faire tendre P vers +o0o pour obtenir le résultat.

Exercice

1. Cette question a été complétement traitée dans P'exercice [T9}
Les estimations sont vérifiées avec M = L/2 ou L est la constante de Lipschitz de f sur [A, B].

2. Remarquons que si f(s) = s? alors w =b+a.
(a) Soit b €]0,B[,a €]A,0[ tel que b+ a > 0, (par exemple a = —e/g,l_) = e avec 0 <

€ < min(—A, B)). Soit a €]0,a + b[. Pour a € [@a — a,a+al, on a b+a > 0 et donc
g(a,b) = f(a) = a?, ce qui prouve que sur 'ensemble [@ — a,a + ] x {b}, la fonction g est
décroissante par rapport a a.

(b) Soit n up définie par :

— 1 sur R_
uUg =
+ 1 sur Ry

de sorte que

o +1 sii20

-1 sii<O
Comme f(u?) = +1, Vi on a u} = u?, Vi et donc u? = u? pour tout i et pour tout n. Par
une récurrence facile, la solution approchée est donc stationnaire. La solution exacte n’est pas
stationnaire (voir proposition cas ol f est strictement convexe et ug < uq).

Exercice [81l
1. Le schéma s’écrit :
I
upth = - f(g( Fouir) — g(uduit )

2. On peut écrire le schéma sous la forme

uiy = vy + COF (uihy —uf) + D (uiy — ') = (1= CF = D )ui" + Ciluilyy + Difui’y

avec :
h; un7 um — un’ um
Clr = h gt uisy) = 90t uf) st ul'; # ul' (et 0 sinon)
i 2 un |- u i+1 7
1+ (3
(5.95)
h; glul, ul — qg(um. um
D! = ?g( : ’:fbl) gEL L) siul”; # ul' (et O sinon)
Uiy — U4

Remarquons que C* > 0 et D} > 0 car g est monotone. On en déduit que H définie par
H(uiy,ui uiyy) = (L= CF = D ui! + Ci'uiyy + Dituily,

ou les coefficients C* et D} sont définis par ([5.95]), est une fonction croissante de ses arguments
sil—CP'— D} >0, ce qui est vérifié si k < 537 pour tout i € Z.

3. Comme a < &, on a g(a,b) < g(&,b) ; de méme, comme & < b, on a g(§,b) < g(&,§).
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4. D’apres la question précédente, si a < b, on a bien g(a,b) < min{g(,£),& € [a,b]} et comme
9(&,€) = f(€), on a le résultat souhaité. Si a > b, alors on vérifie facilement que g(a,b) = g(&,§)
pour tout £ € [b, a], ce qui prouve le résultat.

5. Comme g(a,b) = f(uqp), on a mingepy ) f(5) < g(a,b) sia < bet gla,b) < maxepq f(s) si
a = b. On a donc égalité dans les inégalités de la question 3.

6. (a) Le résultat s’obtient en intégrant sur le pavé K; X [tnt,y1]. .-

(b) D’apreés la question précédente, le schéma est effectivement un schéma & trois points et qui
peut donc s’écrire sous la forme

n+1l _ n n n
U; _HG(ui—17uiaui+1>'

Le fait que Hg est une fonction croissante de ses trois arguments se déduit de la vision
“historique" de Godunov et du lemme de comparaison : en effet si I'on prend par exemple
u" = (ul)iez avec uf = u} pour tout j # i et uj' > uj', alors par principe de comparaison
al > ul et done ! > wTh On a ainsi montré que Hg est croissante par rapport a son
deuxiéme argument. On montre de maniére similaire que Hg est croissante par rapport a

son premier et troisiéme argument.

(c) Comme Hg est une fonction croissante de ses trois arguments, en fixant uj et uj, , , on
déduit immédiatement de I’expression que ga est une fonction croissante du premier
argument ; de méme, en fixant u’ et u}’ ;, on déduit que g est une fonction décroissante
du deuxieme argument. Le flux go est donc monotone.

(d) Comme gg(a,b) = f(wr(0,a,b), il existe ¢ dans l'intervalle d’extrémités a et b tel que
gc(a,b) = f(c). Le résultat de la questions 5 donne alors que

mingepq,p) f(s) sia <b,

gc(a,b) = {

max,epp,q) f(5) si b < a.
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