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Introduction

L'analyse numérique desequations aux cerivées partielles

Pour aborder le calcul numérique (a I'aide d’un outil imfatique) des solutions d’'un probleme "réel”, on passe
par les étapes suivantes :

1. Description qualitative des phénomeénes physiques.
Cette étape, effectuée par des spécialistes des plégmmsngue I'on veut quantifier (ingénieurs, chimistes,
biologistes etc.....) consiste a répertorier tous lesanismes qui entrent en jeu dans le probleme qu'on
étudie.

2. Modeélisation

Il s’agit, a partir de la description qualitative prée@de, d’écrire un modele mathématique. On supposera
ici que ce modele amene a un systeme d'équations atxéds partielles (EDP). Selon les hypothéses
effectuées, la modélisation peut aboutir & plusieursiétes, plus ou moins complexes. Dans la plupart
des cas, on ne saura pas calculer une solution analytigpkgiex du modele ; on devra faire appel a des
techniques de résolution approchée.

3. Analyse mathématique du modele mathématique.
Méme si I'on ne sait pas trouver une solution explicite dugle, il est important d’en &tudier les propriétés
mathématiques, dans la mesure du possible. Il est bon desse lps questions suivantes :
- Le probleme est-il bien posé ? c’'est-a-dire y—a—t'istance et unicité de la solution ?
- Les propriétés physiques auxquelles on s’attend stas shtisfaites par les solutions du modele mathématique
Si linconnue est une concentration, par exemple, peuttoover que la solution du modele sensé la
représenter est toujours positive ?
- 'Y a-t-il continuité de la solution par rapport aux dong@e

4. Discrétisation et résolution numérique
Un probleme posé sur un domaine continu (espace - temes) pas résoluble tel quel par un ordinateur,
qui ne peut traiter qu’un nombre fini d'inconnues. Pour seam@n & un probleme en dimension finie, on
discrétise I'espace et/ou le temps. Si le probléme oaigist linéaire on obtient un systeme linéaire. Si le
probleme original est non linéaire (par exemple s'il #ate la minimisation d’une fonction) on aura un
systeme non linéaire a résoudre par une méthadsoc (méthode de Newton...)

5. Analyse numérique

IL s’agit maintenant de I'analyse mathématique du schéumérique. En effet, une fois le probleme discret
obtenu, il est raisonnable de se demander si la solution deal#eme est proche, et en quel sens, du
probléme continu. De méme, si on doit mettre en oeuvre ugthaodle itérative pour le traitement des non-
linéarités, il faut étudier la convergence de la méthiverative proposée.

6. Mise en oeuvre, programmation et analyse des résultats
La partie mise en oeuvre est une grosse consommatrice ds.t&ctpellement, de nombreux codes com-
merciaux existent, qui permettent en théorie de résotidus” les problemes. Il faut cependant procéder
a une analyse critique des résultats obtenus par ces,apgiese sont pas toujours compatibles avec les
propriétés physiques attendues...



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Les principales méthodes de discetisation

Les meéethodes de diferences finies et volumes finis

On considére un domaine physigec IR?, ot d est la dimension de I'espace. Le principe des méthodes de
differences finies (DF) consiste & se donner un certainbmeme points du domaine, qu’'on notéra ...z ) C
(le)N. On approche I'opérateur differentiel en espace en ahaesz; par des quotients difféerentiels. 1l faut
alors discrétiser la dérivée en temps : on pourra par pleoonsidérer un schéma d’Euleexplicite ou implicite
pour la discrétisation en temps.

Les méthodes de volumes finis (VF) sont adaptées aux iegsate conservation et utilisees en mécanique des
fluides depuis plusieurs décennies. Le principe conaistecouper le domairfé en des "volumes de contrble”;

on intégre ensuite I'équation de conservation sur lesmels de contrdle ; on approche alors les flux sur les bords
du volume de contrdle par exemple pas une technique derelif€es finies.

Les méthodes variationnelles, nethodes délements finis

On met le probleme d’équations aux dérivées partisitess la forme suivante, dite variationnelle :

a(u,v) = (f,v)u, Yv€H,
u € H,

olu H est un espace de Hilbérien choisi (par exemple parce qu'il y a existence et uaidi’la solution dans
cet espace), -)y le produit scalaire suH et a une forme bilinéaire suf{. Dans un tel cadre fonctionnel, la
discrétisation consiste a rempladémar un sous espace de dimension fiHHig construit par exemple a I'aide de
fonctions de base éléments finis qu’on introduira plus loi

a(ug,vk) = (f,vr)m, Yv € Hy,
up € Hy.

Les méthodes spectrales

L'idée de ces méthodes est de chercher un solution appeocsbus forme d’'un développement sur une certaine
famille de fonctions. On peut par exemple écrire la solutipprochée sous la forme::= > | a;(u)p;, ou

les p; sont des fonction polynomiales. On choisit la basele maniere a ce que les dérivéesadeet p; soient
faciles a calculer. Ces dernieres méthodes sonteepuidliteuses, mais précises. Elles sont d'ailleursplugent
utilisees comme aide a la compréhension des phénapdysiques sur des problemes modeles que dans pour des
applications industrielles.

Quelgues exemples @quations aux cerivées partielles

- L'équation de Poisson : en trois dimension d'espace,®#erit : —diviVu = f, oudiv est 'opérateur
divergence qui s’applique a une fonction vectorielle. Pou: = = (z1,22,23) € R® — w(z) =
wq(x1, T2, x3) € R3, divw = dw1 + Bws + Bzws, la notationd; désignant la dérivéee partielle de par
rapport az;, et le symbole nabl¥ (parfois aussi appelé del) représente le gradient :

81u
Vu= | 0u
8371

1Leonhard Paul Euler, né le 15 avril 1707 & Bale et mort lediembre 1783 a Saint-Pétersbourg, est un mathéemaéitphysicien suisse,
qui passa la plus grande partie de sa vie en Russie et en Alemguler fit d'importantes découvertes dans des domaines variés que le
calcul infinitesimal et la théorie des graphes. Il intristitegalement une grande partie de la terminologie et detation des mathématiques
modernes, en particulier pour 'analyse mathématiqueynge pour la notion d’une fonction mathématique[2]. Il @galement connu pour ses
travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en opttqreastronomie.

2David Hilbert (1862 — 1943) est un trés grand mathématicibiemand du XXe siécle. Il est en particulier connu posra28 problémes
gu’il a énoncés comme défis aux mathématiciens. Cartdences problémes sont a ce jour non résolus.
Un espace de Hilbert H ou espace hilbertien est un espace vectoriel normé cordpletla norme, notéd - ||, découle d'un produit
scalairg-, -) g : pour toutu € H, ||ul|?, = (u,u)x.

Analyse numérique des EDP, M1 4 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

En une dimension, elle s’écrit-(ku')’ = f. Le réelx est un un coefficient de diffusion, et le terme
—rVu est un “flux de diffusion”. Il peut s’agir de la diffusion d’erespéce chimique, dans ce cagst

le coefficient de diffusion (souvent nof, enm?s~!) de la loi de Fick qui donne le flux de diffusiah
(quantité de matiere par unité de surface et de tempreriibn de la concentratian: :

J = —ku’ en dimension 1,qui devient = —xVu en dimension supérieure.

Il peut s’agir d’'une diffusion thermique. Dans ce cas on@atls souvent de conduction. Le coefficient
de diffusion est dans ce cas souvent ngtet on I'appelle la conductivité thermique (8Wm 'K ~1). La
loi de Fourier (1807) donne la densité de flux de chajef@n Wm—2) en fonction de la températutre(en
Kelvin) :

j = —u’ en dimension 1,qui deviegt = —AVu en dimension supérieure.

Dans le cas d’'une conduction électrique, le coefficientitfasion est dans ce cas naté et on I'appelle la
conductivité électrique (eWm 'K ~!). Laloi d’Ohm donne la densité de courant électrigen W m~2)
en fonction du potentiel électrique:

j = —ou’ en dimension 1,qui devierit= —oVu en dimension supérieure.

Avec un coefficient constanrt = 1, 'équation de Poisson s'écrit en une dimension d'espace’” = f.
En deux dimensions d’espace, elle s'écritAu = f. avecAu = 97 u + J;,u, oUdz,u (resp.d;,u )
désigne la dérivée partielle secondeudear rapport & (respectivemeny).

Dans le cag = 0, on obtient I'équation de LaplaceAw = 0.

- L'équation de la chaleuru; — Ay = 0, ouu; désigne la dérivée partielle depar rapport au temps: la
fonctionu est ici une fonction du temps et de I'espace.

- L'équation de transport. En une dimension d’espace s&lerit : u; + cu, = 0, ouc est un réel (la vitesse de
transport) e, désigne la dérivée partielle depar rapport a la variable d’espaceSi on se donne comme
condition initialeu(z,0) = ug(z), la solution de I'equation au tempstu(x,t) = ug(x — ct) (ceci est
facile & vérifier au moins dans le cas régulier).

- L'équation des ondes;; — Au = 0.

Considérons maintenant une équation aux dérivéeelpestlinéaire, de degré 2, de la forme :

Au:mc + Bumy + Cuyy =0

LTS

L'appellation “elliptique”, “parabolique” ou “hyperbajue” d’'une équation aux dérivées partielles de cettméor
correspond a la nature de la conique décrite par I'égoataractéristique correspondante, c’est-a-dire :

Az® + Bxy + Cy? = 0.

Si B? —4AC < 0, 'equation est dite elliptique. 82 — 4AC = 0, elle est parabolique, et 82 — 4AC > 0, elle
est hyperbolique. Verifiez que I'équation de Laplace dgitaue alors que I'eéquation des ondes est hyperbolique.
Notons que tous les exemples que nous avons présentédesodquations aux dérivées partielles linéairesjic.a
des équations qui ne font pas intervenir que des termeaities eru et ses dérivées. Bien sur, de nhombreux
modeles comportent des équations non linéaires : pangbeel’€quation hyperbolique non linéaire de Birgers,
qui s’écrit :

u + (u?), =0,t € R+, z € IR,
avec la condition initiale:(x, 0) = uo(z).. Une telle équation est dite “hyperbolique non linéailteds équations
hyperboliques non linéaires sont discrétisées de enanisuelle par la méthode des volumes finis. Les disatietis
par éléements finis ménent & des schémas instables—&-afire que les solutions discrétes ne sont pas bgrnées
indépendamment des parametres de discrétisation,gsanarmes “naturelles”. En général elles ne vérifient pas
non plus certaines propriétés qui sempblent naturellegaint de vue de I'intuition physique. Ceci sera précisé
dans la suite).

Analyse numérique des EDP, M1 5 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



Chapitre 1

Diff erences finies et volumes finis pour les
problemes de diffusion stationnaires

1.1 Principe des deux réthodes

1.1.1 Casdeladimensionl1

On consideére le probleme unidimensionnel
—u'(x) = f(x), Y €]0,1], (1.1)

u(0) =u(l) =0, (1.2)

ol f € C([0,1]). Les conditions aux limites (1.2) considérées ici soreslide type Dirichléthomogene (le terme
homogene désigne les conditions nulles). Cette équatimdélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un
barreau conducteur chauffé (terme soufteont les deux extrémités sont plongées dans de la glace.

M éthode de difrences finies.

On se donne une subdivision fle 1], c’est a dire une suite de pointsy)x—o,... n+1 tels quezy = 0 < 21 <
LL’2<...<{L‘N<£L'N+1:]..

zq=0 x1 T;
' I

<> < e B> e > < - >

hi/2 hi_1/2 hit1/2 hnt1/2

8

FiG. 1.1 — Maillage différences finies en 1D
Pouri = 0,..., N, onnoteh, /5 = z;y1 — x; €t on définit le "pas” du maillage par :

h = ‘_ma?:;N h'H—l/Q' (13)

1=0,..
Pour simplifier I'exposé, on se limitera dans un premiergsi un pas constant :
hi+1/2:h Vzé[O,N]

Le principe de la méthode des différences finies conaigierire I'équation aux dérivées partielles (1.1) aaips
de discrétisation; :
—u" (x;) = f(xy), Vi=1,...,N,

1Johann Peter Gustav Dirichlet, mathématicien allemaida Diiren en 1805 et mort & Gottingen en 1859. Il a eftectes études
supérieures a Paris ou il a cotoyé les plus grands mettiéiens francais de I'époque, dont Legendre, LaplBogsson et Fourier. |l retourne
ensuite en 1825 en Allemagne ou il travaille en particudieec son ami Jacobi et avec Gauss, dont il reprendra en lee énBUniversité de
Gottingen. Il eut entre autres comme éléve Riemann ehé&cker (qui a donné son nom au fameux symbole). Les travainchlet ont
surtout porté sur les séries de Fourier et I'arithmétiqu



1.1. PRINCIPE DES DEUX MTHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

puis a approcher I'opérateur différentiel (iei.’”’) par un quotient differentiel, de maniere a en déduirsystéeme
d’équations en fonction d'inconnues discretes sengggésenter des approximationsdeux points de discrétisation.
Voici comment on procede pour I'équation de Poisson umggisionnelle. Effectuons d’abord un développement
de Taylor enz;, en supposant quec C*4([0,1]) :
h? h3 h*

u(@iv) = (@) + ' (@) + ou (@) + u (2i) + ﬂ“(4)(5i),
h? " h? " ht (4)
7“ (zi) — Eu (z:) + ﬂu (i),
avec(; € [zi, zi11], mi € [xi—1, ;). En additionnant, on obtient :

w(zi—1) = u(x;) — hu'(2;) +

(i) +u(zio1) = 2u(z;) + b2 (x;) + O(h?)
Il semble donc raisonnable d’approcher la dérivee seeend (z;) par le “quotient differentiel”

2u(x;) —u(wi—1) — u(wivr)
72

Sous des hypotheses de régularitéwsuon peut montrer (voir lemme 1.13 page 15) que cette appatiom est

d’ordre 2 au sens

2u(z;) — u(wi—1) — u(wis1)
h2

On appelleerreur de consistanceau pointz; la quantitéR;. L'approximation de:” (x;) par un quotient différentiel

sugere de considérer les équations discretes sugzante

R, = u”(xi) + = O(hQ)

2 — i1 — Uit
72

:f(xl),z:l,,N

dont les inconnues discrétes sontdgsi = 1,..., N. Notons que la premiéere équation fait interveijrtandis
que la derniére fait interveniry ;. Ces valeurs ne sont pas a proprement parler des incorpuisgy’elles sont
données par les conditions aux limites (1.2). On pose dgne 0 etuy 1 = 0. Le systeme complet d’équations
s’écrit donc
2u; — ui—1
h2

Wit f(z),i=1,...,N. (1.4a)

ug = O; UN+1 = 0. (14b)

Remarque 1.1 (Inconnues disagtes et solution exacte) Attentioi ne pas confondrey; etu(x;) : leséquations
discretes(1.4)font intervenir lesnconnuesdiscretesu;, i = 1, ..., N, etnon pas lesaleursu(z;),i = 1,..., N

de la solution exacte. Enggéral, ces valeurs ne sont pas leémes. Sl la dis@tisation aéte effectée correc-
tement (comme c’est le cas ici, et comme nouslaahtrerons ma#matiquement plus loin), léésolution du
syseéme discret nous permettra d’obtenir des valeuysi = 1,..., N des inconnues disetes qui seront des
bonnes approximations des valeur:;),: = 1,..., N de la solution exacte que nous ne pouvons pas, dans le
cas ¢ereral, calculer explicitement.

M éthode des volumes finis.

On ne se donne plus des points mais des volumes de coAfblei = 1,..., N, avecK; =|z;_1/2, T;41/2[, €ton
noteh; = x; 11,2 —x;_1/2. Pour chague volume de contrdig, on se donne un point € K; =|z;_1,2, Zi11/2].
On pourra considérer par exemple (mais ce n'est pas le séufl possible) x; = 1/2 (xiﬂ/g + xi,l/g) .On

K Ki_1 K; Ky
1)0=0 | &1 x3/9 Ti—3/2 Li—1Ti—1/2 &j Zit1/2 IN-1/2N TN41/2 = L
1 ) L) L] T
<> < e e > I< ----- > x
hi1 hi—1 hi hN

FiG. 1.2 — Maillage volumes finis en 1D

Analyse numérique des EDP, M1 7 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.1. PRINCIPE DES DEUX MTHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

integre I'equation-v” = f surk; :

Tiy1/2 Tit1/2
/ —u (z)dr = / f(x)dx

Ti—1/2 i—1/2

eton posef; = = [7""'/* f(z)dz. On obtient :

Ti—1/2
—Ul($i+1/2)+ul(.’fi_1/2) = hlfl, Z = ].,...,N, (15)
Cette équation est un bilan de flux. La quanFtlérl/Q = —u/(2;41/2) est le flux de diffusion ew; ., /». Pour la
premiere maille{ = 1), on obtient plus particulierement :
—u/(x3/9) +u'(0) = hy f1, (1.6)
et pour la derniérei(= N), :
—u'(1) +u/(xN_1/2) = hn fN- (1.7)

On cherche donc a approcher les flax’(z;,1/2) aux interfaces;; ;1 /» des mailles, et les flux’(0) etw/(1) au
bord. Notons que I'opérateur a approcher est ici d’ordraldrs qu’il était d’ordre 2 en difféerences finies pour la
méme équation.
On se donne une inconnue par maille (ou volume de confy&e@’on noteu;, et on espére approcher ainsila valeur
u(x;) (ou hi fKi u). En supposani suffisamment réguliere, on peut effectuer deux dévedommnts de Taylor a
I'ordre 2 deu entrex;,; etx;,,/, et entrex; etx; /o ; €n soustrayant ces développements de Taylor I'un de
l'autre, on se rend compte qu'il est “raisonnable” (voir exee 13 page 35) d’approcher le termigz; ., /o) dans
'équation (1.5) par le quotient différentiel

u(wip1) — u(z)

hi+1/2

au sens ou I'erreur de consistance sur les flux, définie par :

u(@it1) — u(x)

Fiaya = ia) - 05

est d’ordre 1 siu € C?%(]0,1],IR) (ceci est demontré plus loin, voir lemme 1.28 page 22).drema numérique

s'écritdonc:
_ Uj4+1 — Uj U; — U

i—1 .
=h7 ) 122,...,N—1. 1.8
hi+1/2 hi—l/Q f ( )

Pour la premiére el-iéme equations, on tient compte des conditions aux Isrdee Dirichlet homogénes (1.2),
et on approche/’(0) dans I'eéquation (1.6) (resp.(1)dans I'équation (1.7)) paﬁ‘% (resp.oh_#(‘fg), ce qui
donne comme premiere et derniere équations du schémarique :

U — U Ul
— + — = hlfl; (19)
hs/o hio
N INZONCL (1.10)
hnt1/2 hn_1/2
La encore comme dans le cas des differences finies, atteniés équations discretes (1.8)-(1.10) font interveni
lesinconnuesdiscrétesu;,i = 1,..., N, et non pas lesaleurs u(x;),i = 1,..., N de la solution exacte. En

général, ces valeurs ne sont pas les mémes.

Autres conditions limites.

Conditions de Dirichlet non homogenes Supposons que les conditions aux limites en 0 et en 1 soittemant
de type Dirichlet non homogeénes, c.a.d. :

u(0) = a, u(l) = b, (1.112)

aveca etb pas forcement nuls. Dans ce cas :

1. les équations discretes dereéma aux difrences finie€l.4) restent identiques, mais les valeuget u 1
sont maintenant données pary:= a etuy1 = b;
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1.1. PRINCIPE DES DEUX MTHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

2. les équations discretes datéma de volumes finid.8) associés aux noeuds internes restent identiques,
. ’ ’ . P 1)—a b—u(zn) .
mais 'I‘es valeural(\o) ‘?tu (1? sont malnt'enant apPrgches ﬁéfﬁ (resp.i}ww2 , ce qui donne comme
premiere et derniere équations du schéma numérique :

Uz — Uy uyp —

a
— it 112
Fara s 1f1 (1.12)

b—’LLN uUuN —uUN

-1
_ =h , 1.13
hn 12 hn_1/2 nfN ( )

Conditions de Neumann et Fourier On appellecondition de Neumarfrune condition qui impose une valeur
de la dérivée, par exemple :

u'(0) = a. (1.14)

On appellecondition de Fouriet ou condition de Robihune conditioR qui impose une relation entre la valeur de
la dérivée et la valeur de la solution, par exemple,

u'(1) + au(l) = b, (1.15)

aveca > 0. Cette condition est donc un mélange des conditions delidat et de Neumann, qui est souvent
utilisée pour exprimer une condition de transfert (theyumei par exemple) entre un milieu et I'extérieur.

Enfin, on dit que les conditions aux limites somiktessi elles sont de type différent sur des portions de froatit
domaine : on a des conditions mixtes dans le cas unidimemsisi par exemple, on a une condition de Dirichlet
en 0 et une condition de Neumann en 1.

Prenons par exemple le cas de conditions mixtes, en coasidéquation (1.1) e = 0 avec les conditions

(1.14) et (1.15) e = 1. Voyons comment tenir compte de ces nouvelles conditiomi$dg avec les méthodes DF
et VF.

1. Sctema aux dirences finiePour approcher la condition de Neumann en 0, on effectueeueldppement
de TaylorenO al'ordre 1 :
u(h) — u(0)
hy/2
Ceci suggere 'équation discrete suivante pauen écrivant que :

u/(O) = +e(h) =a.

Uy — U N
TO =a c.ad.ug = u; — ahys.
1/2

(Rappelons que dans le cas de la condition de Dirichlet hemag0) = 0, la valeur de était simplement
prise commeyy = 0.)

De la méme maniére, on écrit un développement limitér pepdérivée dans la condition de Fourier (1.15) :
1) —u(l—~h

u(l) —ul —h) +e(h) + au(l) = b,

hnii/2

ce qui suggere lI'approximation suivante :

UN4+1 — UN R un +bhyii/2
AL N L unat = b cad.ung = N T NtL2

hnyi/2 L+ ahyiiys

2Karl Gottried Neumann est un mathématicien allemand,m&882 & Konigsberg et mort 1925 a Leipzig. Il fut 'un désmmiers de la
théorie des équations intégrales. Il a laissé son nontanditions aux limites que nous mentionnons ici.

3Joseph Fourier est un mathématicien et physicien franpaien 1768 a Auxerre et mort en 1830 & Paris. Il est connuges travaux sur
la decomposition de fonctions périodiques en sérigemiometriques convergentes appelées séries de Fetiteir application au probleme
de la propagation de la chaleur. Il a participé a la réoiy a échappé de peu a la guillotine, et a été nomrafepde I'lsere par Napoléon.
Il a fait constuirer la route entre Grenoble et Briangonfoeidé en 1810 I'Université Royale de Grenoble, dont illutecteur. L'université
scientifique de Grenoble et I'un des laboratoires de madligoes de cette université portent son nom.

4Victor Gustave Robin est un mathématicien francais n&8&% et mort en 1897 qui a travaille en particulier en thetymamique et sur la
théorie du potentiel.

5Voir pour plus de précisions a ce sujet I'artidige third boundary condition—was it Robin’par Karl Gustafson and Takehisa Abe, paru
en 1998 dans “The Mathematical Intelligencer”, Springer.
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2. Sctlema de volumes finis La condition de Neumann est particulierement simple agnme en compte,
puisque le schéma de volumes finis fait intervenir 'appr@tion du le flux en 0y/(0), dans I'équation

(1.6), que I'on discrétise donc par :
Uy — Uz

a+——=="hif. (116)
h3 /2
On tient compte ensuite de la condition de Fourier (1.15) pqrocher le terme’(1) dans I'équation
(1.6) : on peut par exem@l@pprocher’(1) parb — auy ce qui nous donne comm¥-ieéme équation
discréte :

UN —UN-1

Fyyi2—Fy_12=hnfyaveCFn 1o =auy —betFy_ 15 =— (1.17)

hn_1/2

1.1.2 Casdeladimension 2 ou3

On considére maintenant le probléme de Laplace en dime@sou 3, sur un ouvert borseédeIR?, d = 2 ou 3,
avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes :

—Au = f, suK, (1.18a)

u(z) =0, suroq, (1.18b)

ou f est une fonction de danslR.

Méthode de diferences finies.

Supposons (pour simplifier) que le domainesoit un carré (c.a.d! = 2, le cas rectangulaire se traite tout aussi
facilement). On se donne un pas de maillage condtantles points; ; = (ih,jh),i=1,...,N,i=1,..., N.

En effectuant les développements limités de Taylor (ceramparagraphe 1.1.1 page 6) dans les deux directions
(voir exercice 18), on approched?u(z; ;) (resp.—dju(; ;)) par

2u(@i,j) — u(@iv1,5) — u(@i-1,5) (i) —u@ijv1) — u(xi,j—l))
h? h? '
Ce type d’approche est limité a des géométries simplesr mailler des géométries compliqués, on utilise sotiv

des triangles (tétraedres en dimension 3), auquel castlaode des differences finies est plus difficile a gélissr,
car on ne peut pas approcher la dérivée seconde comme kagasicartésiens.

2u
(resp. par

M éthode de volumes finis.

On suppose maintenant geest un ouvert polygonal d&?, et on se donne un maillage de, c.a.d., en gros,
un découpage de en volumes de contrble polygdnaix En intéegrant I'équation (1.18a) sif, on obtient :

/K—Aud:v:/de;L'.

Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation

[ V(@) nx (@)dy (@) = / f(a)de,
0K K
oud~(x) désigne l'intégrale par rapport & la mesure uni-dimemsélle sur le bord de I'ouvefl, et oun x désigne
le vecteur normal unitaire @K extérieur a. Commek est polygonal, on peut décompogkx en arétes qui
sont des segments de droite, et en appe&laritensemble des arétes @< (trois arétes dans le cas d’un triangle),
onadonc:
- Z Vung  dy(x) = / f(z)dx,

o€l VY K
oung . désigne le vecteur normal unitairer@xtérieur aK” (noter que ce vecteur est constantguron cherche
donc maintenant a approcher la dérivée norrRalen i , de maniére consistante sur chague aréten se donne

6Ce n'est pas la seule possibilite, voir exercice 12.
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des inconnues discrétes notées ) k<7, qui, on I'espere vont s'avérer étre des approximatims(z ). Pour
une aréter = K| L séparantles volumes de contrdfeet L, il est tentant d’approcher la dérivée norm#le.nk
par le quotient differentiel

u(zr) —u(zk)

dr.1,

ou dg 1, est la distance entre les pointg etz ;. Cependant, cette approximation ne pourra étre justifigesi
la direction du vecteur défini par les deux poinigs etz est la méme que celle de la normalg ,, c.a.d. si le
segment de droitex x, est orthogonal a I'arét&’| L. Pour un maillage triangulaire a angles strictementiatés
an/2, ceci est facile a obtenir en choisissant les paintscomme intersection des médiatrices du triangle
voir Figure 1.3.

FiG. 1.3 — Exemple de volumes de contrdle pour la méthode dasnes finis en deux dimensions d’espace

Supposons que cette hypothése, dite d’orthogonalitéailiage, soit satisfaite ; on approche dovie.ng |, par
M et en notanjo| la longueur de I'aréte, on approche :
K,L

J, pour toute € Ex et pour toutk’ € 7.
dg.L

s

/Vu.an'y parFy , = |U|UL —

Le schéma volumes finis s’écrit donc
N Fro = K|fx, (1.19)

oc€EK

ou|K| estlamesure df, et fx = ﬁ S5 f(x)dz, et oules flux numériqueBy , sont définis (en tenant compte
des conditions limites pour les arétes du bord) par :

—|a|“Ld_ UK sio = K|L,
Fro= w”, (1.20)
—|0|d sic C N eto € &,
K,o

oudg . estla distance entre le poink et I'arétec

Comparaison des néthodes

Cette introduction aux differences finies et volumes fimaspermet de remarquer que les difféerences finies sont
particulierement bien adaptées dans le cas de domaioesgeilaires ou parallelepipédiques, pour lesquels on

peut facilement définir des maillages structurés (s#&tés dans le cas présent) c.a.d. dont on peut indexer les
mailles par un ordréi, j) naturel.

“On rappelle que les médiatrices d’un triangle se coupenhguoint qui est le centre du cercle circonscrit au triangllers que les médianes
se coupent au barycentre, qui est le centre du cercle inksord le triangle ; ces deux points coincident dans le castdangle équilatéral.
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Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvé&itia te triangles (ou tétraedres) et dans ce cas la
méthode des differences finies ne se généralise pdsrfait. On a alors recours soit aux volumes finis, dont on
vient de donner le principe, soit aux éléments finis, quésraborderons ultérieurement.

1.1.3 Questions d’analyse nur@rique

\oici un certain nombre de questions, qui sont typiquemardamaine de I'analyse numérique, auxquelles nous
tenterons de répondre dans la suite :

1. Le probléme qu’on a obtenu en dimension finie, (avec deminues localisées aux noeuds du maillage dans
le cas de la méthode des difféerences finies et dans lesesdiins le cas de la méthode des volumes finis)
admet-il une (unique) solution ?

2. La solution du probleme discret satisfait-elle les pi@tps physiques qui sont vérifiees par la solution du
modele mathématique ?

3. La solution du probleme discret converge-t-elle versdaution du probleme continu lorsque le pas du
maillageh tend vers 0 ? Dans le cas des differences finies en une diomatlisispace, le pas du maillage est
défini par

h= sup |zit1 — 2l (1.21)

i=1,..,

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espacegdiéést par :

h= sup |Zip1/2 — Tim1y2]- (1.22)

1=1,...,
en deux dimensions d’espace, le passt défini par

h = sup diam(K), avecdiam(K) = sup d(z,y),
KeT z,yce K

ou7, le maillage, est I'ensemble des volumes de contfbléNotons que la réponse a cette question n'est
pas évidenta priori. La solution discréte peut converger vers la solutionioot, elle peut aussi converger
mais vers autre chose que la solution du probléeme contiranfan elle peut ne pas converger du tout.

1.2 Analyse de la néthode des diférences finies
On cherche a discrétiser le probleme aux limites suivant

" - —
{ u”’(z) + c(z)u(z) = f(z), 0<x<1, (1.23)
u(0) = u(l) =0,
ouc € C([0,1],IRy) et f € C([0,1],IR), qui peut modéliser par exemple un phénomene de diffusi@action
d’'une espece chimique. On se donne un pas du maillage cbhsta N+r1 et une subdivision d#@, 1], notée
(Tk)k=0,.. . N+1, @veCxp = 0 < 21 < 22 < ... < zy < xny41 = 1. Soitwu,; I'inconnue discrete associée au
noeudi (i=1,...,N).On poseuy = un+1 = 0. On obtient les équations discrétes en approchagt;) par
quotient différentiel par développement de Taylor, cagron I'a vu au paragraphe 1.1.1 page 6. On obtient donc
le systéme suivant :

%(21”—’(1,1'_1 —Uiy1) +cu; = fi, i=1,...,N, (1.24)
ug = un4+1 = 0.
avece; = c¢(z;) et f; = f(x;). On peut écrire ces équations sous forme matricielle :
Uy f1
ApU, = by, avec Uy, = : , b = : , (1.25)
uN In

Analyse numérique des EDP, M1 12 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.2. DIFFERENCES FINIES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

2+ ¢ h? -1 0 0
' —1 2+ coh? -1 :
etAh:ﬁ 0 0 . (1.26)
: . —1 2+cy_1h? -1
0 . 0 -1 2+ cyh?
1
. . U2 . .
Remarque 1.2 (Notations pour les vecteurs et matricesiyn vecteuru = . | sera aussi nd@, par souci de
UN
simplicite, u = (u1, us, ... uy) (ces deuwkgalites signifiant que les composantesdgans la base canonique de
RY sontuq, us, ..., uy. Attention toutefoig ne pas confondre cette notation avgc= (u1 us ... uN),

qui est une matricé x N ; c’est la matrice transpd=e deu vu comme une matric¥ x 1. On peuécrire le produit
scalaire de deux vecteutsetv delR”™ avec ces notations :

N
U-v= Zuivi = utv = vhu.
i=1
Les questions suivantes surgissent alors naturellement :
1. Le systeme (1.25) admet-il un unique solution ?
2. A-t-on convergence dg;, versu et en quel sens ?
Nous allons répondre par I'affirmative a ces deux questi@@mmencons par la premiere.

Proposition 1.3 Soitc = (cy,...,cn) € RY tel quec; > 0 pouri = 1,..., N ; alors la matriceA;, définie par
(1.26)est symatrique cefinie positive, et donc inversible.

Démonstration : La matrice A, est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est défusitive. Soitv =
(v1...vN), ON posey = vy41 = 0. Calculons le produit scalaité,v - v = v' Apv. On a:

2+ c1h? -1 0 v1
1 -1 o :
Ahv-v:ﬁ(vl vy ... UN) ] , ) s
0 -1 2+ CNh2 UN
c’est-a -dire :
1 N
Apv-v = 72 Zvi (—vic1 + (2 + cih?)vi — vig1) -
=1
On a donc, par changement d’indice :
1 N N N+1
Apv-v = ﬁ Z(—’Uz'_ﬂ}i) + 2(2 + CihQ)’U? — Z Vj—10;
i=1 i=1 j=2

Et comme on a pos& = 0 etvy.1 = 0, On peut écrire :

N
Apv-v = 7z Z 2—|—CJL2 Z —20;0;_1)

i=1 i=1

soit encore :
N

N
Apv-v = Z civ? + % Z(—2Uﬂ/i—l + 0] + v ) + vk
i=1 i=1
On a donc finalement :
N+1
W2 (v; —vi—1)? >0, Yo = (v1,...,0x) € RV,
=1

Apv - ’U—ZQU + —
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Sion supposel,v - v = 0, on a alors

N
> eih’vf =0ety; vy =0,  Vi=1,...,N+L
=1
Onadonaw; = vy = ... = vy = vg = vy4+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiees méme sj les

sont nuls. Ceci démontre que la matri¢g est bien définie.

Remarque 1.4 (Existence et unicé de la solution) On a monté ci-dessus qud, est syrdtrique dfinie posi-
tive, donc inversible, ce qui enfiree I'existence et I'unicé de la solution d¢1.25) On aurait pu aussi @montrer
I'existence et I'unicié de la solution dg1.25)directement, en montrant que le noyau (d&, est eduita {0}
(voir exercice 7 page 32). On rappelle qu’en dimension fittiate application ligaire injective ou surjective est
bijective.

Remarque 1.5 (Caracere défini et conditions limites) Dans la cemonstration de la proposition 1.3, &i > 0

pour touti = 1,..., N le termezf\;1 c;h?v? = 0 permet de conclure que = 0 pour touti = 1,..., N. Par
contre, si on n'a que; > 0 (ou, bien mec; = 0 pour touti = 1,..., N), on peut encore montrer que que
v; = 0, pour touti = 1,..., N grace aux conditions aux limites de Dirichlet hornéogs (repesenées par le fait
gu’'on poseyy = 0 etvy 1 = 0 qui permet decrire alors lesequations 1 efV sous la néme forme que&quation
1); on a en effeb; = v;_1, pourtouti = 1,..., N, etyy = 0. En particulier, la matrice de disétisation de—u"
par differences finies avec conditions aux limites de Neumann hemesg
_u// — f,
{ W(0) = /(1) = 0. (1.27)

donne une matricé;, qui est syratrique et positive, mais norétinie (voir exercice 15 page 35). De fait la solution
du probEme contin1.27)n’est pas unique, puisque les fonctions constantefisif sont solutions d€1.27)

Nous allons maintenant nous préoccuper de la questionatsizrgence.

Définition 1.6 (Matrices monotones)SoitA € My (IR), de coefficients; ;,i =1,...,Netj=1,...,N.On
dit que A est positive (o4 > 0) sia; ; >0, Vi,j=1,...,N.OnditqueA est monotone (ou qué est une
IP-matrice) siA est inversible ed—! > 0; voir a ce propos les exercices sur les IP-matrices et les M-msudce
polycopé de L3a I'adressent t p: / / www. cmi . uni v- nrs. fr/ ~her bi n/ PUBLI / ananat . pdf .

L'avantage des schémas a matrices monotones est desatlsf propriété de conservation de la positivité, qui
peut &tre cruciale dans les applications physiques :

Définition 1.7 (Conservation de la positivie) Soit A € My (IR), de coefficients; ;, i = 1,...,N etj =
1,...,N; on dit queA conserve la positivid si Av > 0 entrainev > 0 (les inkgalitts s’entendent composante
par composante).

On a en effet la proposition suivante :

Proposition 1.8 (Monotonie et positivie) SoitA € My (IR). Alors A conserve la positivit si et seulement si
est monotone.

Démonstration : Supposons d’abord qué conserve la positivité, et montrons gdenversible et qued—! a des
coefficients> 0. Siz esttel quedx = 0, alorsAx > 0 et donc, par hypothése,> 0. Mais on a aussilz < 0, soit
A(—z) > 0 etdonc par hypothése,< 0. On en déduit: = 0, ce qui prouve quel est inversible. La conservation
de la positivite donne alors que> 0 = A~'y > 0. En prenani = e; on obtient que la premiére colonne de
A~ est positive, puis en prenagt= ¢; on obtient que la-éme colonne del ! est positive, poui = 2, ..., N.
Donc A~ atous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant 4uest inversible et quel—! a des coefficients positifs. Saite IR
tel queAz = y > 0, alorsz = A~ 'y > 0. Donc A conserve la positivité. [

Remarque 1.9 (Principe du maximum) On appelle principe du maximum continu le fait quefsi> 0 alors

le minimum de la fonctiom solution du probtme 1.23 est atteint sur les bords. Cette prégrimatiematique
corresponda l'intuition physique qu’on peut avoir du gimongne : si on chauffe un barreau tout en maintenant
ses deux exémi€sa une temprature fixe, la tem@rature aux points ir@rieurs du barreau sera s@pieurea celle
des extemigs. Il est donc souhaitable que la solution appieekatisfasse la@me propréte (voir exercice 3 page
30a ce sujet).
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Lemme 1.10 Soitc = (c1,...,cn) € RY, etA;, € My (IR) définie par(1.26) Sic; > 0 pourtouti = 1,..., N,
alors A;, est monotone.

Démonstration : On va montrer que si € IR™Y, A,v > 0 alorsv > 0. On peut alors utiliser la proposition 1.8

pour conclure. Soit = (v1,...,vy) € RY. Posonsyy = vy41 = 0.. Supposons qud,v > 0. On a donc
1 2 1 .
—ﬁ’l}i,1+ ﬁ—i—ci Ui_ﬁvwrl >0, +=1,...,N (128)
Soit

S ]

p:min{iE{l,...,N};vP: min ’Uj}.
j=1,...,.N
Supposons queiin;—;, . yv; < 0.Onaalorp > 1et:

1 1
ﬁ(”p —Up-1) + CpUp + ﬁ(vp —vp-1) > 0.

On en déduit que

1 1
50U = 75 (Up—1 —vp) + ﬁ(”zﬂrl —vp) > 0.

h? h
Sic, > 0,onadonay, > 0,etdonew; >0, Vi=1,...,N.Sic, =0,ondoitalors avoiv,_; = v, = vp11 C€
qui est impossible carest le plus petit indicg tel quev; = min;—; . v;. Donc dans ce cas le minimum ne peut
pas étre atteint poyr= p > 1. On a ainsi finalement montré que{min }vi > 0,onadonw > 0. |
ie{1,....N

Définition 1.11 (Erreur de consistance)On appelle erreur de consistance la quaatiibtenue en remplagant
inconnue par la solution exacte dans le §cha nurérique. Dans le cas du sema(1.24) I'erreur de consistance
au pointz; est donc éfinie par :

Ri = 25 (Qula) — u(zi1) — ulin)) + elaule) — [:). (1.29)

L'erreur de consistanck; est donc I'erreur qu’on commet en remplagant I'opérateuf par le quotient differentiel
1

h?

Cette erreur peut étre évaluéaisst suffisamment réguliere, en effectuant des développts de Taylor.

(2u(z;) — u(zi-1) — u(Tit1)).

Définition 1.12 (Ordre du sckema) On dit qu’un scliema de disdtisationa N points de disdgtisation est d’ordre
p s'il existeC' € IR, ne cependant que de la solution exacte, tel que I'erreur de cbasce satisfait :

max (R;) < ChP,
i=1,..,N

i=1,...,

ou h est le le pas du maillageédini par (1.3) (c.a.d. le maximum descartsz; 1 — x;). On dit qu'un sckma de
discrétisation est consistant si
max (R;) — 0lorsqueh — 0,

i=1,...

ou N est le nombre de points de digtisation.

Lemme 1.13 Si la solution dg(1.23)veérifieu € C*(]0, 1]), alors le scléma(1.24)est consistant d’ordre 2, et on

a plus preciément :
h2
|R;| < E[SOHE|’LL(4)|, Vi=1,...,N. (1.30)

Démonstration : Par développement de Taylor,on a :

2

3 4
(i) = ule) + (@) + o (@) + e (@) + @ ()

2 6 24
h? K3 h*
i) = (@) = b (@) + ou” (i) = u(20) + ﬂ“(4)(77i)
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En additionnant ces deux égalités, on obtient que :
2

D W (&) + uD (),

L (uren) + ) — 2u(r) = (@) + o

h
ce qui entraine que :
h2
|Ril < 75 supu®)]. (1.31)
[0,1]

Remarque 1.14 (Sur I'erreur de consistance)

1. Sion note/;, : (u(z;))i—1..n le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactessigution de
(1.23) etU;, = (u1 ...un) la solution de(1.24) on a:

R = A(Uy — Un), (1.32)

ol R € R" estle vecteur de composani@s i = 1,..., N, erreur de consistance en définie en(1.29)
2. On peut remarquer que 8i*) = 0, les ceveloppements de Taylor effegsici-dessus s&sumend

_ 2u(z;) — u(wi—1) — u(wizr)

_u/I(:L_i) h2 ,
et on a doncR; = 0, pour touti = 1,..., N, et doncu; = u(z;), pour touti = 1...N. Dans ce cas
(rare!), le sctema de disa@tisation donne la valeur exacte de la solutionagnpour touti = 1,..., N.

Cette remarque est bien utile lors de la phase de validatienréthodes nuiriques et/ou programmes
informatiques pour la&solution de equation(1.23) En effet, si on choisif telle que la solution soit un
polyndme de degd¥ inferieur ouégala 3, alors on doit avoir une erreur entre solution exacte gbraphée
inféerieurea I'erreur machine.

La preuve de convergence du schéma utilise la notion destanse, ainsi qu’une notion de stabilité, que nous
introduisons maintenant :

Proposition 1.15 On dit que le scema(1.24)est stable, au sensida norme infinie de la solution approeh est
bornée par un nombre negpendant que dg. Plus peciement, la matrice de disetisationA,, satisfait :

_ 1
47 oo < 5 (1.33)
inégalite qui peut aussi &crire comme une estimation sur les solutions duesys{1.25):
1
[Uklloe < 21 flloo- (1.34)

-8

Démonstration : On rappelle que par définition, 81 € My (IR),

M
1Moo = sup 2 avecu, = sup Juil
veRN HUHOO i=1,....N
v#£0

Pour montrer qug A, ! || < £, on décompose la matricé;, sous la formed;, = Aoy, + diag(c;) ot Aoy, est la
matrice de discrétisation de I'opérateun” avec conditions aux limites de Dirichlet homogenes, et

R ) -
2o 0
1 .
Aon=| "2 : (1.35)
1
)
4
L0 hz 2 |
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etdiag(c;) désigne la matrice diagonale de coefficients diagorauxes matricesAy, et A, sont inversibles, et
ona:
Aoy — Ayt = Agy AnA — Agy Ao Ay = Agy (A — Aon) 4,

Commediag(c;) > 0,0naA;, > Ao, et commedy, et A;, sont monotones, on en déduit que :
0< A;' <A, (composante par composante).
On peut maintenant remarquer quésse My (IR), et siB > 0 (c.a.d.B;; > 0 pour tout: et j), on a
N
[|Blloc = sup sup [(Bv)i| = sup sup > Bijvj| 1Blles =
j=1

veRY =1,....N veRN i=1,..., 1=1,..
llvll=1 loll=1

N
E sz
N J=1

_ N _ N - _ “1. s Lo
Onadond 4, || = sup;_y v > ;0 (A; )i < supimy v oo (Agy )iy car A, < Ag,'; d'oli on déduit
que||A; s < A7 |so. Il ne reste plus qua estiméid ! || ... CommeA ! > 0, 0n a

h Oh Oh Oh

||Aah1|\OO = || Ag; el avece = (1,...,1).

Soitd = Aghle e RY.Onveut calculef{d|| o, OUd Vérifie Agp,d = e. Or le systeme linéaird,,d = e n’est autre
gue la discrétisation par difféerences finies du probleme

—u”"=1
, (1.36)
u(0) =u(l) =0
dont la solution exacte est :
() = (1l —x)
Up\Tr) = 72 s
qui vérifieu((f)(x) = 0. On en conclut, par la remarque 1.14, que
U,O(xi):di, Vi=1...N.
ih(ih —1) . 1 o . N
Donc||d|lcc = sup th(éh — 1) ouh = est le pas de discrétisation. Ceci entraine que
i=1,N 2 N+1
—1 1 1
[ld]loo < sup il )| = —, etdonc qudlA; o < .
0,1 8 8
|

Remarque 1.16 (Sur la stabilie) Noter que I'iregalite (1.34)donne une estimation sur les solutions appéeh
indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimati@mgecherchera par la suite pour la disetisation
d’autres probemes comme garant de la stald@ld’'un scle@ma nurérique.

Définition 1.17 (Erreur de discrétisation) On appelle erreur de disétisation enc;, la difference entre la solu-
tion exacte er; et la i-eme composante de la solution déerpar le scema nurérique

e; =u(r;) —u;,y, Vi=1,...,N. (1.37)
Théoréme 1.18Soitu la solution exacte de

{ —u" +cu=f,
u(0) =u(l) =0.

On suppose € C*(]0, 1]). Soituy, la solution dg(1.24) Alors I'erreur de discétisation e&finie par(1.37)satisfait
1
< — (4) 2.
max le;| < % [|u'™ || o

i=1,...,

Le sclema est donc convergent d’ordre 2.
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Déemonstration : Soit Uy, = (U, ..., Uy) etU, = (u(a1),...,u(zy)), on cherche & majordi/, — Up||sc. ON
aA(U;, —Uy) = RouR estl'erreur de consistance (voir remarque 1.14). On a donc

_ 1 1 1
- o < A_l o) o < = Ta ) 0o — 4 “) 0o
1UR = Unlloo < |45 Moo | Rlloo < 5 > g5 llu™lloo = gellu™™|

Remarque 1.19 (Sur la convergenceDn peut remarquer que la preuve de la convergence s’appuitasta-
bilité (elle-néme @duite de la conservation de la posit&jitet sur la consistance. Dans certains livres d’analyse
numerique, vous trouverez la "formule” : stabilit+ consistance=- convergence. |l faut toutefois prendre garde
au fait que ces notions de stab#liet consistance peuvedite variables d'un type de &hodea un autre (comme
nous le verrons edtudiant la néthode des volumes finis, par exemple).

Remarque 1.20 (Contble des erreurs d’arrondi) On cherchex calculer la solution approdke de—u” = f. Le
second membrég est donc une dor@e du probdme. Supposons que des erreurs soient commises sur ceatéedon
(par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de mégs@ne obtient alors un nouveau sgste, qui f£crit
ApU;, = by +ep, Ol gy représente la dis@tisation des erreurs commises sur le second membre. Sisout
AUy, = by, + ¢, au lieu ded, Uy, = by, 'erreur commise sur la solution du syshe s2crit

Ey, = Uh - U, = Aglsh.
On en céduit que
1
[Ehlloc < gllenlloc.

On a donc une borne d’erreur sur I'erreur qu’on obtient suislalution du systme par rappora I'erreur commise
sur le second membre. Le prebhe des erreurs relatives est beaucoup plus subtil,&vo@ propos I'exercice 7 sur
le “conditionnement efficace”.

1.3 Analyse du sclema volumes finis

On va étudier la discrétisation par volumes finis du peaie’(1.1)—(1.2), qu’on rappelle ici :

—u” = f, x €]0,1] (1.1
u(0) =u(l) =0. (1.2)

Définition 1.21 (Maillage volumes finis) On appelle maillage volumes finis de I'intervalle 1], un ensemble de
N mailles (K;)i=1,...~, telles queK; =|z;_1/2,7;11/2[, aveCr;/s = 0 < T3 < Ti_1ja < Tigryz < ... <
Tnt1/2 = 1, €tonnotek; = x;,1/2 — x;,_1/2. On se donné&galementV points(z;);=1,..,~ Situés dans les
maillesK;. On a donc :

O:I1/2<$1 <]}% <---<$i71/2<xi<xi+1/2<---<$N+1/2:1-

On noterah; /o = wit1 — x;, €th = max;—1,_.. n, €t pour des questions de notations, on posegalement
o =0etzys = 1.

On rappelle que pour obtenir un schéma volumes finis, ondeald forme intégrale (bilan des flux) obtenue en
intégrant I'equation (1.1) SUK; =]x; 119, 2;_1/2]

—u/ (2 +1/2) + (2, — 1/2) = f(x)dz. (1.38)
K;

On pose if; = hi fk/ f(z)dz, et on introduit les inconnues discretes),—1... v (une par maille) et les équations
discretes du schéma numeérique :

Fii1/2 = Fi1y2 = hifi, i=1,...,N, (1.39)

ou Fj1; /o est le flux numérique em, ,,, qui devrait étre une approximation raisonnable-a€ (z;;,2). On

pose alors :
Wit 1 — s ,
E+1/2:_M Z:]-a"'aNa
hi+1/2
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u

1 unN
F1/2 = —ma FN+1/2 =

hN+1/27
pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichleniogénes:(0) = u(1) = 0. On peut aussi écrire :

Uj — Uj .
Fiyip = —ﬁ i=0,...,N, (1.40)
en posanty = uny1 = 0. (1.41)

On peut écrire le systeme linéaire obtenu@ur, . .., uy ) sous la forme
ApUp, = by, (1.42)

avec

1 -1 1
(ApUp); = — [—(WH —u;) + (u; — ui—l):| et(bn)i = fi.
hi [ higiy2 hi—1/2

Remarque 1.22 (Non consistance au sens des éifénces finies)
L'approximation de—u" (x;) par

1 -1 1
h; [hz’+1/2 (ufis1) — ulw:)) + hi1/2 (u(z;) — u(x¢_1)}

n’est pas consistante dans le cagral : voir exercice 11 page 35.

On peut montrer que les deux schémas difféerences finieslemes sont identiques “au bord prés” dans le cas
d’'un maillage uniforme lorsque; est supposé &tre le centre de la maille : voir exercice & g

On va démontrer ici qu'il existe une unique soluti@n, ... uxy) au schéma (1.39)—(1.41), et que cette solution
converge, en un certain sens, vers la solution de problémimnea (1.1)—(1.2) lorsque le pas du maillage tend vers
0.

Proposition 1.23 (Existence de la solution du sé&ma volumes finis) Soit f € C([0, 1]) etu € C?([0, 1]) solu-
tion du probbme(1.1)1.2). Soit(K;);=1,...n le maillage par la &finition 1.21 page 18. Alors il existe une unique
solutionuy, = (uq,...,un) de(1.39(1.41)

Démonstration : Ce résultat se déduit facilement de la proposition su@&;aqui donne la stabilité du shéma, c.a.d.
une estimationa priori sur les solutions approchées. Si= 0 pour touti = 1,..., N, la proposition 1.25 nous
donne que|Drur| = 0, ouD7ur est la “dérivée discréte” définie ci-aprés, et dafc- u,_; = 0 pour tout

i = 1...N; mais commeuy = 0, on en déduit que;; = 0 pour touti = 1...N. Ceci démontre I'unicité
de (u;);=1... v Solution de (1.39)—(1.41), et donc son existence, puisguysdteme (1.39)—(1.41) est un systeme
linéaire carré d’ordréV. (On rappelle qu’'une matrice carrée d’ordyeest inversible si et seulement si son noyau
est réduit 0}). n

Nous allons maintenant prouver la stabilité, sous fornume’estimation ditea priori, car on effectue une majo-
ration sur une fonction dont on n’a pas forcément prougkistence : on établit I'estimatioa priori en premier

et on en déduit I'existence.

Pour démontrer cette propriété, on commence par iniredune “dérivée” discrete des fonctions constantes par
mailles, qui nous servira dans la suite des démonstrations

Définition 1.24 (Dérivée discete) On consigére le maillage(X;);=1,..n de la cefinition 1.21 page 18. Soit
une fonction constante par mailles sur les maill€s qui represente une approximation d’une fonctigefidie sur
[0,1] etnulle en 0 eten 1. En posamt = vy+1 = 0, on peut @finir une sorte de "@rivée discéte” dew par les

pentes
Vit1 — Ui .
Piv1/g = ——,1=0,...,N.
B hi+1/2
On peut alors éfinir une Drv, fonction constante par intervalle égalea p;/, sur l'intervalle K;;/,, =
|zi, 2i+1]. La normeL? de D7 est alors @&finie par :

2 ol 2 Al (Vig1 — Ui)Q
HDTUHL2(]0,1[) = § hit1/20i41/2 = E E hi+1/27h‘ )
i=0 i=0 i=0 i+1/2
N hi + h;
ol hjy1/2 = Tﬂ
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Proposition 1.25 (Stabili : estimationa priori sur les solutions approclées) Soitf € L2([0, 1]). On consigére
le maillage(K;);=1,...n de la cefinition 1.21 page 18 ; pour= 1,. .., N, on notef; la valeur moyenne dg sur la
maille K;. Siuy, est la fonction constante par maille dont les valeurs sunedlles sont des valeufs, ..., uy)
qui vérifient le scléma volumes finigl.39)-(1.41) alors

I Drurllp> < || f[lr2 (1.43)

Démonstration : La preuve de cette proposition est calquée sur I'estimati@riori qu’on peut faire sur les
solutions du probléme continu : en effetusest une solution qu’on supposera aussi réguliere quevin du
probleme (1.1)—(1.2), alors
1wl L2qo.ap) < I f1lz20,1)) (1.44)
Nous allons donc mener les preuves de (1.44) et (1.43) efigdarsoitu € C2(]0, 1] solution de (1.1)—(1.2), et
soit (u1, ..., ux) solution de (1.39)—(1.41).
Estimation continue

Estimation discrete

On multiplie (1.1) paw et on integre entre O et 1 : on multiplie (1.39) pai; et on somme sur:

1 1
_/0 o' (x)u(z) do = /o f(z) dx iv:h < Uit1 — Uj 4 Ui — ui—l) w; = iv:hifiui,
i=1

hit1/2 hi—1/2

R . - . n somm r parti n utilisamg = =
On intégre par parties et on utilise les condltlonso Somme par pa tese; ut N UN+1 =

o i 0 (les détails sont donnés aprés la présentation en
aux limites (1.2) :

colonnes) :
1 1
/0 (u'(2))? do = /0 f(@)u(z) dz ﬁ: Uit1 — Zh fiu;.
o z+1/2

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz a droite.
On utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz a droite et
1 le fait quefo1 fr(z)?dz < fol fr(x)? dz (ce qui
/ (v (x))? dz = IlfIlz2qoagllwll z2qo est encore une conséquence de Cauchy-Schwarz).
0

[(Drur)*|r2qoap < If ez, llurllLzo,1)

Linégalite de Poincaré (voir un peu plus loin dansLinégalité de Poincaré discrete s’écrit
la preuve et page 23) s’écrit
lurllzgo,1 < [1D7uTll L2001

u < ||
leallzzgo.ar < flellz=gog Et par la définition deDu :

Et donc

D <
1wl L2qoap < I1f1l2(c0,1)) 1Drurlzs <[ flz2

Donnons les détails de la sommation par parties dans la@al’estimation discrete. On a :
N u
7+1 - l
—|— h i fi.

En effectuant un changement d’indice sur la deuxieme sgromebtient :
N w u N
1=
) IEETIIN TR INS LS
i=1

i—1 hz+1/2 i—0 thrl/

en regroupant les sommes, on a donc :

N
Z Uq+1 Zh f7u1

i—0 1+1/2

8En fait la solution unique de (1.1)—(1.2) appartient ag@seH * (]0, 1[), comme on le verra plus tard.
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Et on se retrouve bien avec la northéde la dérivée discréte au membre de gauche de I'équation m

Il nous faut maintenant donner les démonstrations degalités de Poincaré continue et discrete que nous avons
utillisé dans la preuve ci-dessus. La encore, nous afjooseder “en parallele, car la démonstration en disset
calquée sur la démonstration continue.

Proposition 1.26 (Poincaé en continu et en discret)
— Enoné en continypour une fonctionéguliere) : Soitu € C([0, 1]) telle queu(0) = 0. Alors

lullL2goap < llull2qoap (1.45)
et
lullz2qo,1p < v/l 2 qo,1p (1.46)

— Enoné en discretOn consi@ére le maillage(K;);—1,.. n de la cefinition 1.21 page 18. Soit une fonction
constante par mailles sur les maillés, et soitDsv sa “dérivee disceéte” au sens de laé&finition 1.24. Alors :

[vllz2qoa < ID7vll L2q0,1p) (1.47)

et
[vlloo < [[DzvllL2qo,1p (1.48)

Démonstration : La encore, on va effectuer les démonstrations en p&allé que la démonstration de I'inégalité
“discréte” copie la démonstration de I'inégalité conie.

Inégalité de Poincaré continue

Inégalité de Poincaré discrete

On écrit queu est I'intégrale de sa dérivée, en utili-

santle fait que:(0) = 0 En tenant compte du fait qug = 0, on écrit que :

u(z) = wu’s ds :
@=[ e v = S — o),

On majore : k=1

7)| < / [/ (5)] ds < / [/ (s)] ds

On majore :

i
|vi| < Z vk — V-1
N+1

— v
<th+ = 1| / | Doz (s)

On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz a droite.

ce qui donne tout de suite (1.46). On utilise
l'inégalité de Cauchy-Schwarz & droite.

2 2
u(z)|” < |lu .
(@)1 < fellzagog vil* < ID7or|1720.17);

ce qui donne tout de suite (1.48), et en intégrant
entre 0 et 1 et on aboutit au résultat :

On integre entre O et 1 et on aboultit au résultat : vl 2o < |1 D7zl 2qo.1p-

[ L2 o,1p < 'l 2o, 1f-

Notons que dans les deux démonstrations, on obtienfaie < ||u| z2(j0,1)) €t que||ulle < [|2'|| L2017
|

Définition 1.27 (Erreur de consistance sur le flux)Soitu : [0,1] — IR solution du probéme(1.1)(1.2) On

o - ool o
se donne une subdivision @& 1]. On appelleF; ;> = —u/(x;11/2) le flux exact enc; /o, et E+1/2 =
—% I'approximation du flux exact utilese pour construire le flux nuenique Fj /o = —%
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On dit que le flux nuigrique est consistant d’ordres’il existeC' € IR; ne cependant que de telle que I'erreur
de consistance sur le fluxéfinie par :

Rij1/0=Fiy1/2 — Fﬁl/gy (1.49)
vérifie
|Rit1/2| < ChP. (1.50)

Lemme 1.28 (Consistance du flux de diffusion)Soitu € C?([0, 1]) solution du probdme(1.1)1.2). Le flux
numeriquer;; /o = —% est consistant d’ordre 1. Plus gciment il exist&” ne cependant que dgu” ||
tel que I'erreur de consistance sur les flugfiohie par(1.49)vérifie :

u(@it1) — u(xi)

| < Ch. (1.51)
hitv1/2

|Riv1/2| =|— U/(x7:+1/2 + <
Démonstration : La démonstration de ce résultat s’effectue facilemefaide de développements de Taylor :
voir I'exercice 13 page 35, ou I'on montre aussi que:si; /» est au centre de lintervalle:;z;11], I'erreur de
consistance sur les flux est d'ordre 2, il existe C' € IR ;. ne dépendant que detelle queR; ;. /, < Ch?. Notez
gue cette propriété de consistance est vraie sur les flingrepas sur I'opérateuru” (voir remarque 1.22) et

exercice 11.

Définition 1.29 (Conservativi€) On dit que le scema volumes fini§l.39)}+(1.41) est conservatif, au sengip
lorsqu’on consi@re une interface; ; /» entre deux mailleg; et K;, 1, le flux nuneérique entrant dans une maille
estégala celui sortant de l'autre.

C’est grace a la conservativité et a la consistance degyfli’'on va montrer la convergence du schéma volumes
finis.

Théoreme 1.30 (Convergence du sélma volumes finis) On suppose que la solutiandu probeme(1.1)(1.2)
verifieu € C?([0,1]). On posee; = u(w;) — u; pouri = 1,..., N, eteg = ex 1 = 0. On noteer la fonction
constante par mailles égalea e; sur la maille: et Dres sa cerivée discete, au sens de laédinition 1.24.

Il existeC' > 0 ne cependant que de tel que :

al (eit1 —ei)?\4
IDrerr2qoap = O )R < Ch, (1.52)
=0
N 1
lerllz2goap = (O hef)® < Ch (1.53)
i=1
lezlloc = max [ei| < Ch. (1.54)

(On rappelle quér = sup,_; n hi.)
Démonstration : Ecrivons le schéma volumes finis (1.39) :
Fig12 = Fi—1/2 = hifi,

I'équation exacte intégrée sur la maiig (1.38) :

Fig12 = Fi—1/2 = hifi,
ou Fiﬂ/g est défini dans le lemme 1.28, et soustrayons :
Fz‘+1/2 —Fij172 — Fi—l/Q + Fi_12 =0.
En introduisant?; /o = Fiy1/2 — F},, /5- On obtient:
F{L/z —Fip12 — F¢t1/2 +Fi_12=—Rit12+ Ri_q1)2
ce qui s’écrit encore, au vu de la définitionde

1
(o1 — i) +
i+1/2

Fts (i —ei—1) = —Rip12 + Ri_12.
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On multiplie cette derniere égalité pgret on somme de 1 & :

Z h (€iy1 — ez"’Z —ei-1) Z R7+1/26l+ZR1 1/2€i5

i—1 i+1/2 i—1 hl 1/2

ce qui s’écrit encore :

N—-1
elJrl ez + eerl eerl Rz+1 26€; + RH—l 2€i+1
?} o ?; o ?} et 2 Riny
En réordonnant les termes, on obtient, en remarquantguel etey,1 = 0':
N N
(€i+1 - 61)2
- = Rz 1 2(6i+1 - ei)~
par SRR VE 712:% Y
Mais
N 6 +1 — 6 +1 — !
! h; : / Dres(s))? ds = || Drer|? .
; I Z 1172 [y Ol ; ( (s)) | 122019
De plus,R; 12 < C h (parle Iemme 1.28). On a donc
- l€it1 !
IDrerllizqoay < ChY _leipr—eil =C hth/Qﬁ C h/o |Drer|,
1=0 1=0

et, par I'inégalité de Cauchy—-Schwarz :
|Drer|z2qoap < C h.

On a ainsi démontré (1.52). On obtient (1.53) et (1.54)'p&galité de Poincaré discrete (proposition 1.32).
|

Remarque 1.31 (Espaces fonctionnels et normes digtes) On rappelle qu'une fonctiom de I'espace de Le-
besgué 1% 1.2(]0, 1[) admet une @rivée faible dand.2(]0, 1]) s'il existev € L2(]0, 1]) telle que

/ u(z)y' (v)dx = —/ v(z)p(z)dz, (1.55)
10,1[ 10,1]

pour toute fonctionp € C1(]0,1[), ot CL(]0, 1) désigne I'espace des fonctions de claé8ea support compact
dans]0, 1[. On peut montrer que est unique, voir par exemple [1]. On notera= Du. On peut remarquer que
siu € C'([0,1]), et si on noteu’ sa cerivee classique, alordu = ' “presque partout”. On noter* (]0, 1])
I'ensemble des fonctions dé(]0, 1]) qui admettent uneétivée faible dand.?(]0, 1) :

H'(0,1) = {u € L2(0,1]) ; Du € L2(J0,1])}.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) 10,1p) = (/(]0 1D(u(x) v(x) de + Du(x)Dv(z)) du.

Toutélement dei71(]0, 1[) (au sens classe dquivalence de fonctions) admet un regentant continu, et on peut
donc ckfinir les valeurs en 0 et en 1 d’une “fonction” dé' (]0, 1]).

H;(10,1[) = {u € H'(]0,1[) ; u(0) = u(1) = 0}.

9Henri-Léon Lebesgue (1875 — 1941) est un mathématicamcéis. Il est reconnu pour sa théorie d'intégrationlipelinitialement dans
sa dissertatiorintégrale, longueur, airé I'université de Nancy en 1902. Il fut I'un des grands néatlaticiens francais de la premiére moitié
du XXe siecle.

10yne fonction f de 0, 1] dansIR est intégrable au sens de Lebesgu¢ sist mesurable ef]o_l[ |f| dt < +oo. LespaceL?(]0, 1[)
désigne I'ensemble des classes d’équivalence des dmisctle carré integrable au sens de Lebesgue, pour laoret#iquivalence “ égale
presque partout”, ce qui permet de définir une normelsuio, 1[) par||ull L2 (0,1 = (f]o 1 u? dt)%, ce qui en fait un espace complet.
Cette norme est associé au produit scal&irez))Lz(]m[) = f]o U dt, ce qui en fait un espace de Hilbert. Pour plus de détailsasir
questions voir le polycopi®#esures, intégration, probabilitésur la page webt t p: / / www gnB. uni v- nrs. fr/ ~gal | ouet/
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Pouru € H'(]0,1[), on note :
1/2

el g = ( / 1<Du(x>>2dx)

1/2
C’estune norme sull qui estequivalenté la normel|.|| ;1 définie par|u|| g1 = (/ u?(z)dx + /(Du)Q(x)dx) ,
ce qui se @montre gacea l'inégalite de Poincag ' qu’on rappelle :
Proposition 1.32 (Iregalite de Poincag, cas 1D).
||U||L2(]0,1[) < HDUHL2(]0,1[) pour toutu € H& (]0, 1[) (1.56)

La déemonstration de cette propositioréte faite dans le cadre de la preuve de la stabilitu sckma en 1D (voir
proposition 1.25 pour des fonctionggulieres, mais la iame preuve s’applique dans le cas d’une foncfibn

Soit maintenanf un maillage volumes finis de, 1] (voir définition 1.21), on not& (7)) 'ensemble des fonctions
de[0, 1] danslR, constantes par maille de ce maillage. Paue X (7), on notev; la valeur dev sur la maillei ;
on peutecrire les normed.? et L™ dew :

N
[vll72q0,1p = D _ hivi,
i=1

et
HUHLOO(]O,l[) = 721{13XN |vi].

Par contre, la fonctiorv étant constante par maille, elle n’est pasriyable au sens classique, neme au sens
faible. On peut toutefoiséfinir une norme ! discrete dev de la mangére suivante :

1/2
U?
|U|1T - <Z hz+1/2 o )2> )

hit1/2

ce qui est la normd.? de la cerivee discite Drv (voir définition 1.24). On peut montrer (Exercice 16) que Si
ur :]0,1[— IR est cefinie parur (z) = u; Yz € K; ol (u;);=1,... ~ Solution de(1.39}-(1.41) alors |ur|i 7
converge dang?(]0, 1[) lorsqueh tend vers 0, ver§ Dul| 1.2 (j0,1), Ol u est la solution du proléme(1.1)~(1.2).

Remarque 1.33 (Dimensions sugrieures) En une dimension d’espace, on a obtenu une estimation dieer
norme "H{ discrete” et en normel.>°. En dimension sigrieure ouégalea 2, on aura une estimation €n en
normeH} discrete, en normé?, mais pas en norme>. Ceci tient au fait que I'injection de Sobolé (]0, 1) C
C(]0,1]) n’est vraie qu’en dimension 1. L&dhonstration de I'estimation d’erreur en normé (1.53)se prouve
alors directemené partir de I'estimation en normé/} discrete, ghcea une "inégalitt de Poincagé discete”,
équivalent discret de lagebre iregalite de Poincag continue? (voir (1.56)pour la dimension 1).

1.4 Volumes finis pour la prise en compte de discontinuits

On considére ici un barreau conducteur constitué de ded&nmmaux de conductivites; et )\, differentes, et dont
les extrémités sont plongées dans de la glace. On supjeske barreau est de longueur 1, que le matériau de
conductivité\; (resp.\2) occupe le domaing; =]0,1/2[ (resp.Q =]1/2, 1[). Le probléme de conduction de la

chaleur s’écrit alors :
(—M(@)') = f(z) = €]0,1/2]
(=Ae(@)') = f(z) = €]1/2,1]
u(0) =u(l) =0,
—(Mu)(1/2) = —(A2u')(1/2)

Remarque 1.34La dernireégalitt traduit la conservation du flux de chalet’interfacex = .5. On peut noter
gue commae est discontinu en ce point, la&edvéeeu’ le sera forément elle aussi.

(1.57)

UHenri Poincaré (1854-1912) est un mathématicien, pleysiet philosophe francgais. C'est probablement I'un das gtands hommes de
science de cette époque.
1250it 2 un ouvert borné d&R ™, etu € H} (Q2), alors|ul| 2 (o) < diam(Q)|| Dul| 12 (q)}-
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On choisit de discrétiser le probléme par volumes finiss®aonne un maillage volumes finis comme défini par
la définition 1.21 page 18, en choisissant les maillesdallge la discontinuité d& soit située sur un interface
de deux mailles qu’on not&’;, et K. On a donc, avec les notations du paragraphe (1a}.1),, = 0.5. La
discrétisation par volumes finis s’écrit alors

E+1/2_E—1/2:hifiv Z':]-a"'7N7
ou les flux numériques; . ; ;, sont donnés par

Uiyl — Uy A1 Siz; > 0.5
i+1 i avech, — { 1 i+1/2 )

F; = A :
+1/2 hi+1/2 AQ Sl IZ‘+1/2 < 0.5.

Il ne reste donc plus qu'a calculer le flu, /., approximation dgu')(z;11/2) (@veCzyyq1/2 = 0.5). On
introduit pour cela une inconnue auxiliaiig ; > que I'on pourra éliminer plus tard, et on écrit une disisgtion
du flux de part et d’autre de l'interface.

Uk41/2 — Uk +
T, avech;, = xypy1/2 — Tk,

Fiyi12 = -\
Uk+1 — Uk+1/2

P
L'élimination (et le calcul) de I'inconnue se fait en &@nt la conservation du flux numérique :

Fk+1/2 =—)Xs avech,;rl = Tk+1 — Thy1/2-

Ug41/2 — Uk Uk+1 — Uk+1/2
N = Ny

hi Pisa

On en déduit la valeur dey. 1 /2

A A
TEUE 72U
_ k41
Uk+1/2 = A X2

A A

hy heta

On remplace,;,, /, par cette valeur dans I'expression du flix, ; /2, et on obtient :

A1 A2

hi A2 + hy

Fri12 = (W1 — ug).

Si le maillage est uniforme, on obtient

2/\1)\2 Uj4+1 — Us
Fyy12 = YW " :

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyennenuarique des conductivites, et As. Notons que
lorsque); = )Xo, on retrouve la formule habituelle du flux.

1.5 Différences finies et volumes finis pour les probmes de diffusion 2D

1.5.1 Differences finies
On considére maintenant le probléeme de diffusion danserQ delR? :

—Au = f dans),
{ u=20 surof. (1.58)

Le probleme est bien posé au sens ot fSi C'(Q), alors il existe une unique solutian € C(Q) N C%(Q),
solution de (1.58). Sif € L?(Q)et si est convexe (ou a bord régulier) alors il existe une unifuretion
u € H?(Q) au sens faibfe de (1.58), c.a.d. qui vérifie :

u € Hy(9),

/Vu(x)Vv(x)dx = / f(@)v(x)dz, Yo € HL(Q). (1.59)
Q Q

13par définition,H2(Q2) est I'ensemble des fonctions dé& (Q) qui admet des dérivées faibles jusqu’a I'ordre 2 dAREQ).
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1.5. DIFFUSION 2D CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

On peut montrer (voir cours Equations aux dérivées gisieque siu € C2(Q2), alorsu est solution de (1.58) si et
seulement si, est solution faible de (1.58). Pour discrétiser le prot@eon se donne un certain nombre de points,
alignés dans les directionset y, comme représentés sur la figure 1.4 (on prend un pas degeiiniforme et
égal an). Certains de ces points sont a I'intérieur du doméind’autres sont situés sur la frontig?€el.

fr - - -

o
|

FiG. 1.4 — Discrétisation differences finies bi-dimensidiee

Comme en une dimension d’espace, les inconnues discrét¢sassociées aux noeuds du maillage. On note
{P;,i € I} les points de discrétisation, et on écrit 'équation déxvées partielles en ces points :

2U, 2U,
—Bu(P) - T E(P) - g—y2<m — f(P).

ler cas:
Dans le cas de points points "vraiment intérieurs”, tel tpoint P; sur la figure 1.4j.e. dont tous les points
voisins sont situés a l'intérieur d&, les quotients différentiels

2u(Pr) — u(Pa) — u(Ps) ot 2u(Py) — u(Ps) — u(Py)
h? h?

sont des approximations consistantes a I'ordre 2 8¢u(P;) et —0u(Py).

Par contre, pour un point “proche” du bord tel que le pdintles mémes approximations (avec les poitsPs,

P, et P5) ne seront que d’ordre 1 en raison des differences de distamtre les points (faire les développements
de Taylor pour s’en convaincre.

Une telle discrétisation améne a un systéme linédjf€;, = by, ou la structure del;, (en particulier sa “largeur
de bande”, c.a.d. le nombre de diagonales non nulles)ndiége la numérotation des noeuds. On peut montrer
gue la matriced;, est monotone et le schéma est stable. De la consistancstablité, on déduit, comme en une
dimension d’espace, la convergence du schéma.

1.5.2 Volumes finis
Le probleme moctle
On considere le probleme modeéle suivant (par exempl®dduction de la chaleur) :
—div(A\;Vu(z)) = f(x) rey, i=1,2 (1.60)

ou\; > 0, A2 > 0 sont les conductivités thermiques dans les domdihest avec(),, avec); =]0,1[x]0, 1|
et Qs =|0,1[x]1,2[. On appellel’y =]0,1[x{0}, T2 = {1}x]0,2[, I's =]0,1[x{2}, etTy = {0} x]0,2[ les
frontieres extérieures de, et on notel =0, 1[x {1} l'interface entreR; etQ, (voir Figure 1.5). Dans la suite, on
notera\ la conductivité thermique sut, avecA|q, = A;, i =1, 2.
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1 <~ —,

! s

(951

Ty

T2

----- -

Fic. 1.5 — Domaine d’étude

On va considérer plusieurs types de conditions aux limiiegssayant d’expliquer leur sens physique. On rappelle
que le flux de chaleur par diffusion est égabst donné par la loi de Fouriety;= —AVu - n, oun est le vecteur
normal unitaire a la surface a travers laquelle on calleufkix.

1. Conditions aux limites de type Fourier (Robin) $yrU I'; : On suppose qu'il existe un transfert thermique
entre les paroid'; etI's et I'extérieur. Ce transfert est décrit par la conditi@ Eburier (Robin dans la
littérature anglo-saxonne), qui exprime que le flux transest proportionnel a la difféerence de température
entre I'extérieur et l'intérieur :

—AVu-n(z) = o(u(x) — tegt), , Yo € 1 UTs. (1.61)

ol « > 0 est le coefficient de transfert thermiquele vecteur unitaire normal &2 extérieur &2, etu,,
est la température extérieure (donnée).

2. Conditions aux limites de type Neumann §4rOn suppose que la parbi est parfaitement isolée, et que
le flux de chaleur a travers cette paroi est donc nul. Ceciaghiit par une condition dite “de Neumann
homogene”:

—AXVu-n=20 Vo € I's. (1.62)

3. Conditions aux limites de type Dirichlet slif Sur la parol’y, on suppose que la température est fixée. Ceci
est une condition assez difficile a obtenir expérimentalet pour un probleme de type chaleur, mais qu’on
peut rencontrer dans d’autres problemes pratiques.

u(z) = g(x), Voel,. (1.63)

4. Conditions sur l'interfacé : On suppose que l'interfadeest par exemple le siege d’une réaction chimique
surfaciqued qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On auwtosaut du flux de chaleur au
travers de l'interfacd. Ceci se traduit par la condition de saut suivante :

—MVui(z) -ng — AaVus(x) -ng =0(x), xe€l. (1.64)

oun,; désigne le vecteur unitaire normal &t extérieur &2;, etd est une fonction donnée.
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Discrétisation par volumes finis
On se donne un maillage “admissibl&”"de 2
Q= U K.
KeT

Par "admissible”, on entend un maillage tel qu'il existe demts(x i ) k <7 Situés dans les mailles, tels que chaque
segment: x x;, soit orthogonal a I'arét& | L séparant la maillé’ de la mailleL, comme visible sur la figure 1.6.

FiG. 1.6 — Condition d’orthogonalité pour un maillage volurfiags

Cette condition permet pour obtenir une approximation istaiste du flux de diffusion (c’est-a-dire de la dérivée
normale sur l'arétel|L) avec deux inconnues discretes, voir remarque 1.35. Dmead présent, le domaine
representé sur la figure 1.5 étant rectangulaire, cettditon est particulierement facile a vérifier en prenam
maillage rectangulaire. Par souci de simplicité, on prame maillage uniforme, et on noteita = 1/n le pas de
discrétisation dans la directionet h, = 1/p le pas de discrétisation dans la directipriLe maillage est donc
choisi de telle sorte que I'interfadecoincide avec un ensemble d’arétes du maillage qu’orraéie On a donc

I=Jo,
ocE€E]

ou le signe désigne I'adhérence de I'ensemble. On se donne ensst@dennues discretés i ) k7 associées
aux mailles efu, ),ce associées aux arétes.

Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence pariétablbilans par maille en intégrant 'équation sur
chaque maillgs (notons que ceci est faisable en raison du fait que I'éqnagst sous forme conservative, c’est-a-
dire sous la forme +-div(flux) = f). On obtient donc :

/K—div()\iVu(;L'))dxz/Kf(x)dx,

soit encore, par la formule de Stokes,
/ —\iVu(z)n(z)dy(x) = m(K) fx,
oK

oun est le vecteur unitaire normald?, extérieur &2, ety désigne le symbole d’intégration sur la frontiere. On

décompose ensuite le bord de chaque maillen arétes du maillage).K = U 7 ou &k représente I'ensemble

oelk
des arétes d&. On obtient alors :

Z -\ Vung ,dvy(z) = m(K) fx

oc€EK g

oung . estle vecteur unitaire normakaextérieur ak’. On écrit alors une “équation approchée” :

Z FK,(T :m(K)fK7

cEEK
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oU Fk , estle flux numérique a travessqui approche le flux exaét. , = J, —XiVu.ng sdy(z). Pour obtenir le
schéma numeérique, il nous reste a exprimer le flux nuetd’x , en fonction des inconnues discretes ) ke 7
associées aux mailles @t, ) ,cs associées aux arétes (ces derniéres seront ensuitaé&sis) :

U — UK

Fr,=—-\ m(o), (1.65)

dK,U

oudg , est la distance du pointx a I'arétec etm(o) est la longueur de I'aréte (voir Figure 1.6). L'équation
associée a l'inconnugx est donc:

Z FKJ = m(K)fK

cEEK

On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il meste maintenant a &crire une équation pour chaque
aréte, afin d’obtenir autant d’équations que d’'inconnues

En ce qui concerne les arétes intérieures, on écrit laervativité du flux, ce qui nous permettra d’éliminer les
inconnues associées aux arétes internessSeitk | L C §2;, On a alors :

FK,U = _FL,U- (166)
On vérifiera par le calcul (cf. exercice 21 page 40) queggptimination de:,,, ceci donne

-m()
) d,

FKJ,— = _FL,U = A (uK — uL), (167)

ou dy = d(xK, xL).
Remarque 1.35 (Consistance du flux)On appelle erreur de consistance as&cau fluX1.65)I'expression :

1
m(o)

/ Vu(z) - ng g dy(z) — Fj,, OUF};, = _\Mre) mulrn) oy

Ry o= — dK7(T

)

ou z,, est I'intersection der avec l'arete K| L, u la solution exacte.
On dit que le flux nuigrique don® par I'expressior{1.65)est consistant si

lim max |Rg.|=0,
WT)=0 KeT ,oeK

ouh(T) estle pas du maillage, i.6(7') = maxger diam(K), avecdiam(K) = sup, e 2 d(z, y). On \erifie
facilement que si, est suffisammenéguliere et si le segmentx z;, est colireaire au vecteur normat, alors le
flux nunérique est consistant. Cette prop#, alliee a la propréte de conservativitdes flux, permet deéthontrer
la convergence du séma, comme on I'a fait dans le cas unidimensionnel.

Remarque 1.36 (Cas du maillage caésien de la figure 1.5)Dans le cas du maillage céasien consiéré pour
notre probeme, il est naturel de choisir les pointg comme les centres de graides mailles. Comme le maillage
est uniforme, on a donéx , = %T (resp.%) et|o| = hy, (resp.|o| = h,) pour une ateo verticale (resp.
horizontale).

Ecrivons maintenant la discrétisation des conditionslemites et interface :

1. Condition de Neumann siliy SurT's, on a la condition de Neumann (1.62);Vu -n = 0, qu'on discrétise
par:o € &g eto C 'y, Fx o = 0.

2. Condition de Dirichlet sur, La discrétisation de la condition de Dirichlet (1.63) pstigffectuer de la
maniere suivante :

1
o = — d .
e = o) /Ug(y) 7(y)
L'expression du flux numérique est alors :
Freo = e UK o).
dK,U
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3. Condition de Fourier sur; U I'3 Surl’; U '3 on a la condition de Fourier (1.61) :

—AiVu-n = a(u(z) — tezt) Veel'TyUl's
gu’on discrétise par

Uy — UK

Fro=—m(o)\; =m(o)a(uy — Uegt) POUre C I'y UTs.

dK,d

Apres élimination de,, (cf. exercice 21 page 40), on obtient :

Fio = aXim(o)

= — Uegt )- 1.
)\i+adK,a(UK Ueat) (1.68)

4. Condition de saut pour le flux séirSi o = K|L € &, la discrétisation de la condition de saut (1.64) se
discrétise facilement en écrivant :

Frx o+ Fr,=0,, avect, = ﬁ / O(x)dy(z). (1.69)
O. (on

3.
Apres élimination de 'inconnue, (voir exercice 21 page 40), on obtient

)\1m(0')

Fro=——"—"t—0
K7 T NdL o + Madi o

Ao(ur —ur) +dpobs] . (1.70)

On a ainsi éliminé toutes les inconnugs ce qui permet d’obtenir un systeme linéaire dont lesime®s sont les
valeurs(ug ) ker-

Remarque 1.37 (Implantation informatique de la nethode) Lors de I'implantation informatique, la matrice du
syseme lireaire est construite “par &te” (contrairemeng une matriceelements finis, dont nous verrons plus tard
la construction “parélement”), ca.d. que pour chaque &te, on additionne la contribution du flux au coefficient
de la matrice correspondait!’ @quation et I'inconnue conceraes.

1.6 Exercices

Exercice 1 (Comparaison diferences finies- volumes finis, CL Dirichlet non homognes) Suggestions en page
40, corrigé en page 42.

On consideére le probleme :
—u’(z) + sin(u(z)) = f(z), x €]0,1],
u(0) = a, u(l) =0,

1. Ecrire les schémas de differences finies et volumes dives pas constant pour le probleme (1.71). Pour le
schéma volumes finis, on approchgff{:ijll//z2 sin(u(z))dz par(x; 1/2 — T;-1/2) sin(u(z;)).

(1.71)

2. Comparer les schémas ainsi obtenus lorsqu’on suppesergste toujours “petit” et qu’on remplace dasia u
paru.

Exercice 2 (Comparaison diferences finies- volumes finis, conditions mixtesyuggestions en page 40.

On consideére le probleme :
—u"(z) = f(z), = €]0,1],
u(0) = u/(0) = a, w'(1) =0,

Ecrire les schémas de difféerences finies et volumes firgs pas constant pour le probleme (1.72), et comparer les
schémas ainsi obtenus.

(1.72)

Exercice 3 (Principe du maximum) Suggestions en page 40,
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On consideére le probleme :

{ —u"(x) + c(x)u(xb) =f@), O<z<l, (1.73)

u(0) = a, u(l) =
olic e C([0,1],IR,), etc € C([0,1],IR), et(a, b) € R
1. Donner la discrétisation par difféerences finies de abi@me. On appellé/;, la solution approchée (c.a.d.

Uy, = (u1,...,un), oUu; estlinconnue discrete er.
2. On suppose ici que= 0. Montrer queu; > min(a, b), pour touti = 1,..., N.

Exercice 4 (Equation de diffusion eaction)
On s'intéresse au probleme elliptique unidimensionoiant :

—u"(z) + 2u(z) = z, z €]0,1],
uw(0) =1, v'(1) + u(1) = 0.
1. Ecrire une discrétisation de (1.74) par differenceigdipour un maillage uniforme. Ecrire le systéme linéaire
obtenu.

(1.74)

2. Ecrire une discrétisation de (1.74) par volumes finisd&4) pour un maillage uniforme. Ecrire le systeme
linéaire obtenu.

Exercice 5 (Equation de transport-diffusion sous forme norconservative) Corrigé en page 43.

Cet exercice ainsi que le suivant concernent la disctétisd’'une équation de transport-diffusion sous forme-non
conservative (exercice 5) puis conservative (exercic®6)a déja vu dans le cours que en une dimension d’espace,
le terme de diffusion unidimensionnel est de la forme&’ (tout du moins dans le cas d’un matériau homogene
de conductivité constante). On appelle terme de trangporiD) un terme de la formgx)u’ () (forme dite non
conservative) ofv(z)u(z))" (forme conservative), ou est la “vitesse de transport” (donnée)etinconnue,

qui est la quantité transportée (une concentration deguat, par exemple). Remarquez d’abord que si la vitesse
v est constante, les deux formes sont identiques, puiggugu(x))’ = v’ (z)u(z) + v(z)u'(z) = v(z)u' (x).

La deuxieme forme est dite conservative car elle est oletenpartir de I'écriture de la conservation de la masse
(par exemple) sur un petit élementt dz, en passant a la limite lorsqde tend vers 0. La premiére forme, non
conservative, apparait dans des modéles de mécanicfliediss (Ecoulements compressibles polyphasiques, par
exemple).

Soientv € C([0,1],IR4+) etag, a1 € R.

1. On considére le probleme suivant :

{ —u"(z) + v(z)u,(z) =0, z €]0, 1], (1.75)

u(0) = ag, u(l) = ay.

On admettra qu'il existe une unique solutiene C([0,1],1R) N C?(]0,1[,IR) a ce probleme. On cherche a
approcher cette solution par une méthode de difféerentiesfiOn se donne un pas de maillage N+r1 uniforme,
des inconnues discretes, . .., uy censées approcher les valeu(s,), ..., u(zy). On considére le schéma aux
différences finies suivant :

1 1 .
W(QUZ‘ — Ujt1 — ’qu;l) + Evl(ul — ui,l) =0,i=1,...,N (1.76)
u(0) = ag, u(l) = a1,

olv; = v(xz;), pouri =1,..., N.

u($i+1/2)*u(wi—1/2

Noter que le terme de convectiofw;)u’(x;) est approché par(z;) " ). Comme la vitesse; est
positive ou nulle, on choisit d'approchefz; . /») par la valeur “amont”, c.a.di(z;) ; d’ou le schéma.

1. Montrer que le systéme (1.76) s’écrit sous la fori& = b avecU = (uy,...,uy), b € RY, et M est une
matrice telle que :

(8 MU > 0= U > 0 (les inégalités s’entendent composante par composante)
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(b) M estinversible,

(c) SiU est solution de\/U = b alorsmin(ag, a1) < u; < max(ag, a).
2. Montrer queM est une M—matrice, c. a.d. quié vérifie :

(@ m;; >0pouri=1,...,n;

(b) m;; <O0pouri,j=1,...,n,¢#j;

(c) M estinversible;

(d) M~ >0;

Exercice 6 (Equation de transport-diffusion sous forme coservative) |l est conseilé d’étudier I'exercice 5
avant celui-ci.

Soitv € C([0,1],IR ) N C*(J0, 1[,IR), et on considére le probleme :

{ —u(z) + (vu)'(z) = 0, z €]0,1],

u(0) = ao, u(l) = ai. (1.77)

On admettra qu'il existe une unique solutiane C([0,1],IR) N C2(]0,1[,IR) a ce probleme. On cherche ici
encore a approcher cette solution par une méthode dedliftes finies. On se donne un pas de mailﬂzageﬁ
uniforme, des inconnues discrétes . . ., uy censées approcher les valeufs; ), ..., u(zy). On considere le
schéma aux difféerences finies suivant :

{ 2U; — Ujp1 — Uj—1

1 .
12 +E(vi+%ui—vi7%ui,1)20,z=1,...,N (1.78)
u(0) = ag, u(l) = aq,

ollv;, 1 = v(=552), pouri = 0,..., N.

Noter que terme de convecti¢nu)’(z;) peut étre approché p%l(v(xiJr%)u(xiJr%) —v(;_1)u(z;_1)). Comme
v(z;4 1) = 0, on choisit d'approcheu(x,, 1) par la valeur “amont”, c.a.di(x;). C'est une valeur amont dans le
sens ou elle est choisie en amont de I'écoulement, si ppsse que est la vitesse de I'écoulement. On dit que
le schéma est “décentré amont”.

1. Montrer que le systéme (1.78) s’écrit sous la fol& = b avecU = (u1,...,uy), ,b € RY,

2.Pourl/ = (uy,...,uy)etW = (wy,...,wy) € R, calculerMU-W, et en déduire I'expression da/* ),
pouri =1,..., N (ondistingueralescas=2,...,N —1,i =1eti = N.

3. SoitW e RV ;

3. (a) montrer que sI/*W > 0 alorsW > 0; en déduire que &7 € R" est tel queM U > 0 alorsU > 0.
3. (b) en déduire que & € IR" est tel queM/ U > 0 alorsU > 0.

4. Montrer queM est une M-matrice.
5. Montrer quéJ solution de (1.78) peut ne pas Vérifiain(ag, a1) < u; < max(ag, ai).

Exercice 7 (Conditionnement “efficace”.) Suggestions en page 40, co&ign page 43.

Soitf € C([0,1]). Soit N € IN*, N impair. On posé = 1/(N + 1). Soit A la matrice définie par (1.35) page 16,
issue d'une discrétisation par differences finies (vueans) du probleme (1.1)-(1.2) (page 6).

Pouru € RY, on noteu,, ..., uy les composantes de Pouru € IR™, on dit queu > 0 si u; > 0 pour tout
ie{l,...,N}.Pouru,v € RN, onnoteu-v =", u;.
On munitiRY de la norme suivante : pourc IRY, ||u| = max{|u,|, i € {1,..., N}}. On munit alorsM (IR

de la norme induite, également notge||, c’est-a-dire|| B|| = max{||Bul|, ©v € R" t.q.|ul| = 1}, pour tout
B e My(R).
Partie | Conditionnement de la matrice et borne sur I'erreur redativ
1. (Existence et positivite dd—') Soientb € R etu € R” t.q. Au = b. Remarquer quelu = b peut
s'écrire :
%(U7 — ’U,i_l) + %(U7 — ’U,H_l) = bi, Vi € {1, .. .,N}, (179)
Ug = UN+1 = 0.

Montrer queb > 0 = u > 0.[On pourra considérere {0, ..., N+1} t.q.u, = min{u;, j € {0,..., N+
1}1]

En déduire qued est inversible.
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2. (Préliminaire...) On considére la fonctigne C([0,1],1R) définie parp(x) = (1/2)x(1 — z) pour tout
x € [0,1]. On définit alorsp € IRY parg; = ¢(ih) pour touti € {1,..., N}. Montrer que(A¢); = 1 pour
touti € {1,..., N}.

3. (calcul def|A~!||) Soientb € R™ etu € RY t.q. Au = b. Montrer que|ju|| < (1/8)]|b]| [Calculer
A(u + ||b]|¢) avece défini a la question 2 et utiliser la question 1]. En dédujue||A~1|| < 1/8 puis
montrer que|A~1|| = 1/8.

4. (calcul de||Al]) Montrer que||A|| =
5. (Conditionnement pour la nornje ||). Calculer||A~1||||A||. Soientb, 5, € R”. Soientu, §, € RY t.q.

Au="betA(u+d,) = b+ . Montrer qu |” “||| < 1A7HIA|l |:|bb|l

Montrer qu’un choix convenable deet d, donne I'égalité dans I'inégalité précédente.

Partie Il Borne réaliste sur I'erreur relative : Conditionnemerttitace”

On se donne maintenafite C(]0, 1],IR) et on suppose (pour simplifier...) qyiéx) > 0 pour toutz €]0, 1]. On
prend alors, dans cette partig,= f(ih) pour touti € {1,..., N}. On considére aussi le vectegrdéfini a la
questior2 de la partie .

1. Montrer que: Ef;l bip; — f01 f(@)o(x)dz quandN — oo e’[quer\i1 bip; > 0 pour toutN. En déduire
gu'il existea: > 0, ne dépendant que q”et.q.hZiN:1 bip; > « pour toutN € IN*,
2. Soitu € RY t.q. Au = b. Montrer queN ||ul| > Zﬁil u; = u- Ap > ¢ (aveca donné a la question 1).

[9ull _ IFlzgop 19%]

Soitd, € RY etd, € RN t.q. A(u + 6,) = b+ 6,. Montrer que < .
[ ]| 8o (o]l

3. Comparet| A71||||A|l (question 1.5) etM (question 11.2) quandV est “grand” (ou quandv —
).
Exercice 8 (Conditionnement, gaction diffusion 1d.)

On s’intéresse au conditionnement pour la norme eucligiele la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du probleme aux limites suivant :

—u(z) + u(x)
u(0) = u(1l) =0.

f(z), z €)0,1], (1.80)

Soit N € IN*. On noteU = (uj)jzlmN une “valeur approchée” de la solutiandu probleme (1.80) aux points

1. Montrer que la discrétisation par differences finiescdgrobleme sur maillage uniforme de pas= N+r1

consiste a cherché&f comme solution du systeme linéairetf/ = (f(NJ—J'rl)) ou la matriced € My (IR)
j=1...N

est définie pard = (N + 1)2B + Id, Id désigne la matrice identité et

2 —1 0 0
-1 2 -1

B=1 o 0

12 -1

0 0 -1 2

2. (Valeurs propres de la matriég)
On rappelle que le probleme aux valeurs propres

—u(z) = Au(x), = €]0,1],

u(0) = u(1) = 0. (1.81)
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admet la famille(\g, ux)rew+, A = (k7)? etug(z) = sin(kmx) comme solution. Montrer que les vecteurs
Uk = (“k(ﬁ))jzl v sont des vecteurs propres de la matriteEn déduire toutes les valeurs propres de la
matriceB.

3. En déduire les valeurs propres de la matrice

4. En déduire le conditionnement pour la norme euclidiedeka matriceA.
Exercice 9 (Erreur de consistance)Suggestions en page 41 Corign page 45.

On considere la discrétisation a pas constant par lersahaux difféerences finies symétrique a trois points (vu
en cours) du probleme du probleme (1.1)—(1.2) (page 8¢ A € C(]0,1]). Soit N € IN*, N impair. On
poseh = 1/(N + 1). On noteu la solution exactey; = ih, pouri = 1,..., N les points de discrétisation, et
(u;)i=1,... n la solution du systéme discrétisé.

1. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

2. Montrer que sif est constante, alors

max |u; —u(x;)| = 0.
1<i<N

3. SoitN fixé, et max, lu; —u(z;)| = 0. A-t-on forcement qug est constante sii, 1] ? (justifier la réponse.)

Exercice 10 (ProbEme elliptique 1d, discétisation par différences finies)!* Suggestions en page 41.

Soit f € C?(]0,1]). On s’intéresse au probléme suivant :

u(o)(:)a—i_uﬁﬁ(bx) f(],‘), 4 6]07 1[7 (182)

On admet que ce probleéme admet une et une seule soluidon suppose que € C*(]0, 1[). On cherche une
solution approchée de (1.82) par la méthode des dift@®finies. Soit € IN*, eth = 1 . On noteu; la valeur

approchée recherchée dewu pointih, pouri = 0,--- , N + 1.
On utilise les approximations centrées les plus simplefs’dﬂ u” aux pointsih,i = 1,---,n On poseu;, =
(wr,- ,un).

1. Montrer queu,, est solution d’'un systeme linéaire de la fortgu;, = by, ; donnerA, etby,.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistdon@er une majoration de I'erreur de consistance (on
rappelle que I'on a supposéc C?).

3. Soitv € R™, montrer qued,v > 0 = v > 0 (ceci S’entend composante par composante). Cette ptéprié
s'appelle conservation de la positivité. En déduire gyesst monotone.

4. On définitd par
1 2
0(z) = —5(1 + )% n(1 + ) + g(xz +22)In2, x € 0,1].

4.a. Montrer qu'’il existe” > 0, indépendante dk, t.q.

1
max | ( 9i71+29i_9i+1)+ (9i+1 —9i71)—1| SC}LQ,

1<i<n 2h(1 +Zh)

avect; = 6(x;),i=0,...,n+ L.

4.b On pos#;, = (61,--- ,0x). Montrer que(A60); > 1 — Ch?, pouri =1,...,N.
4.c Montrer qu'il existelM > 0 ne dépendant pas det.q. || A, Yoo < M.

5. Montrer la convergence, en un sens a définiy gdeersu.

6. Que peut on dire si ¢ C*, mais seulement € C? ou(C??

7.0nremplace dans (1.8?_—1; parau’(x), aveca donné (par exemple = 100). On utilise pour approcher (1.82)
le méme principe que préecédemment (approximationseestle.’ etw”. Que peut on dire sur la consistance, la
stabilité, la convergence du schéma numérique ?

14Cet exercice est tiré du livrExercices d’analyse numérique matricielle et d’optirtisa de P.G. Ciarlet et J.M. Thomas, Collection
Mathématiques pour la maitrise, Masson, 1982
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Exercice 11 (Non consistance des volumes finispuggestions en page 41, co&ign page 45

Montrer que la discrétisation de I'opérateun’” par le schéma volumes finis n’est pas toujours consistargeras
des différences finiegg. que I'erreur de consistance définie par (voir remarque a2 19)
1 -1

R, = —
hi [hiy1/2

(u(wig1) — () + (w(zi) = w(xio1))| —u"(2:)

hi—1/2
ne tend pas toujours vers 0 lorsquéend vers 0.
Exercice 12 (Condition de Fourier) Suggestions en page 41

On reprend ici la discrétisation du flux sortantlepour le probleme (1.1) comme la condition de Fourier (1€tb)

1 et la condition de Neumann (1.14) en 0. On reprend les oowtu paragraphe 1.1.1 page 7, et pour simplifier
on noteh = hy et on suppose quey est au milieu de 1av-eéme maille, de sorte quey.y1/2 = % On modifie
I'approximation de I'equation (1.6) : au lieu d’approchéf1) parb — cu, on introduit une onconnue auxiliaire

up+1/2 Sensée approcher la valevr(), on approche ensuité (1) par%ﬁﬁ’l

1. Montrer que par cette méthode, en éliminant I'inconawsliairew 1 /2, on obtient commeV-éme équation
discrete non plus (1.17) mais I'équation suivante :

UN —UN-1

1
H—a—h(()éUN — b) etFN_l/Q = — (183)

Fnyi/2— Fn_1/2 = hnyfyv avecFy /o = W
5 N-1/2

2. Calculer I'erreur de consistance sur le flux appraEki& /» en 1 dans le cas des discrétisations (1.17) et (1.83).
Montrer qu’elle est d’'ordre 1 dans le premier cas, et d’'oldans le second.

Exercice 13 (Consistance des fluxpuggestions en page 41, Coiign page 46.

1. Montrer que sit € C?([0, 1]), le flux défini par (1.40) est consistant d’ordre 1 dans ledéais maillage général.
2. Montrer que si, € C*([0, 1]), le flux défini par (1.40) est d'ordre 28} 1 /o = (zi41 + z;)/2.

Exercice 14 (Conditions aux limites de Neumann)Suggestions en page 41

On consideére ici 'équation le probleme de diffusioacéon avec conditions aux limites de Neumann homogenes
(correspondant a une condition physique de flux nul sur td)ao

—u"(z) + cu(z) = f(x), z €]0,1],
{ u'(0) = /(1) =0, (1.84)

avecc € R, et f € C([0, 1]). Donner la discrétisation de ce probleme par
1. différencesfinies,
2. volumes finis

Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibiiggoser une maniére de faire en sorte que le probleme
soit bien posé, compatible avec ce qu’on connait du problContinu.

Exercice 15 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin))Suggestions en page 41, coiign page 47

On consideére le probleme :

u'(0) — a(u —a) =0, (1.85)
1) u

avecc € Ry, f € C([0,1]), a € R, eta € R.

Donner la discrétisation de ce probleme par
1. differences finies,
2. volumes finis
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Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’'uaregsiinéaire deV équations &V inconnues, en expli-
citant matrice et second membu¥ gst le nombre de noeuds internes en différences finies, dlesren volumes
finis).

Exercice 16 (Convergence de la normél! discrete)

Montrer que siuz :]0, 1[— IR est définie patir(z) = u; Vo € K; 0U(u;);=1,... ~ Solution de (1.39)—(1.41),
alors|uz|1,7 converge dang?(]0, 1[) lorsqueh tend vers O, ver§Dul| ;2(jo,17), Ol est la solution du probleme
(1.1)—(1.2).

Exercice 17 (ProbEme elliptique 1d, discgtisation par volumes finis) Suggestions en page 41, coiign
page 47

Soienta,b > 0,¢,d € R etf € C([0,1],IR); on cherche & approcher la solutieru probléme suivant :

—u"(z) + av' (z) + b(u(z) — f(z)) =0, z € [0,1], (1.86)
u(0) = ¢, u(l) =d. (1.87)
On suppose (mais il n'est pas interdit d’expliquer pourqugique (1.86)-(1.87) admet une solution unique
C?([0,1],R).
SoientN € IN* ethy,...,hy > Ot.q.zfvz1 hi=1.0nposery =0,z 1 =x;,_1+hs,pouri=1,....N (de
sorte query, 1 = 1), b1 = higithi pouri=1,...,N —1,etf; = i [ % f(x)dz, pouri=1,...,N.
Pour approcher la solutionde (1.86)-(1.87), on propose le schéma numériaue suivant

-1 + bh;u; = bh;f;, i € {1,...,N}, (1.88)

3

FH%_F‘

avec(F, 1)ieqo,...,n} dONNE par les expressions suivantes :

1
2

Fpoa=—2t 70 g —ief{l,...,N—1}, (1.89)
2
UL — ¢ d—uyn
F%:— % + ac, FNJF%:— 7 + auy. (1.90)

En tenant compte des expressions (1.89) et (1.90), le scm&imérique (1.88) donne donc un systemeNde
équations av inconnues (les inconnues sant . . ., uy).

1. Expliguer comment, a partir de (1.86) et (1.87), on alitee schéma numeérique.
2. (Existence de la solution approchée.)

(a) On suppose icique= d = 0 et f; = 0 pour touti € {1,..., N}. Montrer gu’il existe un unique
vecteurU = (uq,...,un) € IR” solution de (1.88). Ce vecteur est obtenu en prenart 0, pour
touti € {1,..., N}. (On rappelle que dans (1.88) les tern@% etF»,% sont donnés par (1.89) et
(1.90).)

(b) On revient maintenant au cas général (c'est aditec R et f € C([0,1],IR). Montrer gu’il existe
un unique vecteut/ = (uy,...,uy) € R” solution de (1.88). (On rappelle, encore une fois, que
dans (1.88) les termd§,{+% etFi_% sont donnés par (1.89) et (1.90).)

Soienta, 8 > 0. On suppose, dans tout la suite de I'exercice, qu’il existe 0 tel queah < h; < Sh, pour
touti € {1,..., N}. On noteu; = hi ff+1% u(x)dx, pouri = 1,..., N. (On rappelle que est la solution
i3

exacte de (1.86)-(1.87).)
3. (Non consistance du schéma au sens des difféerences finie
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(a) Montrer que le systeme peut se mettre sous la fotbie= B, ou B est définie par

2c  ac
By =bf1 + +

NS
By =bf;, i=2,..,N—1,
2d
hN

(b) On poseR = AU — B avecU = (iy,...,uy). Verifier que pour tout € {1,..., N}, R; peut se
mettre sous la forme :

Ri =R} + R?
ousup;—;  n | R} |< Cretsup;_y, y | RY [< Coh.

1 est paireth; = g sii estimpair, aved =

(c) On se restreint dans cette questionaucasei0,b >0, f =0,c=1,d = eVt N = 2q, h; = h si
2
- 3N
Montrer que| 2|« ne tend pas vers 0 avéc

4. (Consistance des flux.) En choisissant convenable(ﬁep%)ie{owN}, montrer que :

FiJr% _Fifé + bh;u; = bh;f;, i € {1,...,N}, (1.92)
et que(FiJr%)ie{omN} vérifie les égalités suivantes :
= Uit1 — U _ .
Fiop=— ht +aui+Ri+%,zE{1,...,N—1}, (1.92)
L)
— uy —c — d_ﬂN
F%: i —|—ac—|—R%,FN+5:— i —|—auN—|—RN+%, (1.93)
2 2
avec,

|Ri+%| < Cyh, i €{0,...,N}, (1.94)
ouC; € IR, etC; ne dépend que de, 3, etu.

5. (Estimation d’erreur.) On posg = w; — u;, pouri € {1,..., N} etE = (e1,...,en)

(a) Montrer queF est solution du systeme (d€ équations) suivant :

Giy1 — Gy +bhie; =0, ie{l,...,N}, (1.95)
avec(GH%)ie{O,m,N} donné par les expressions suivantes :
€i+1 — €4 .
Gy =— . taei+ R, ie{l,...,N—1}, (1.96)
ity
e1 —€EN
G%:—E+R%,GNJF%:—E—FCLGN-FRNJF%, (1.97)
2 2
(b) En multipliant (1.95) pae; et en sommant sur = 1,..., N, montrer qu’'il existeC; € IR, ne
dépendant que de, 5, etu tel que :
N
> (ein1 — ) < Coh, (1.98)
=0
aveCeg = en41 = 0.
(c) Montrer qu'il existeC; € IR, ne dépendant que de 3, etu tel que
le;|] < Csh, pourtouti € {1,...,N}. (1.99)
Analyse numérique des EDP, M1
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6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette questi@, (@) < d < ¢, pour toutz € [0, 1]. Montrer
queu; < ¢, pour touti € {1,..., N}. (On peut aussi montrer qugz) < ¢, pour toutz € [0, 1].

7. Onremplace, dans cette question, (1.89) et (1.90) par :

Fip :—%Mum, ie{l,...,N -1}, (1.100)
it+3
UL — ¢ d—upn
F% = ——p— tau, FNJri =~ + ad. (1.1201)
2 2

Analyser brievement le nouveau schéma obtenu (existéada solution approchée, consistance des flux,
estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 18 (Discetisation 2D par differences finies)
Ecrire le systeme linéaire obtenu lorsqu’on discrégserobleme

{ —Au = f dans2 =0, 1[x]0, 1],

u = 0 surof. (1.102)

par differences finis avec un pas uniforfae= 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer I'existence et
l'unicité de la solution du systeme linéaire obtenu.

Exercice 19 (Probeme elliptique 2d, discétisation par DF) Corrigé en page 1.8 page 50

SoitQ =]0, 1[2c IR2. On se propose d’étudier deux schémas numériques ppuoiéeme suivant :

ou
u =0, surof,

ouk > 0 estun réel donné et € C(9) est donnée. On note la solution exacte de (1.103) et on suppose que
u € C*(Q).
1. (Principe du maximum)
Montrer que pour toup € C1(2) t.q.o = 0 surdoQ,ona:

ou
/QVu(x) -V(x) de + /Q k%(x)go(x) dx = /Qf(a:)go(x) dx.

En déduire que sf < 0 surQ), on a alors; < 0 sur.

Soit N € IN, on posé = ﬁ etu; ; estla valeur approchée recherchée(ié, jh), (i,7) € {0,..., N +

1}2. On posef; ; = f(ih, jh), pour tout(i, j) € {1, ..., N}?. On s'intéresse a deux schémas de la forme :

Ui j — A1Ui—1,j — A2Uiy1j — G351 — Aalijp1 = fig, V(i,5) € {1, ..., N}?, (1.104)
Uq,5 = Oa (Zaj) € v '

ol ag, a1, as, as, as, Sont données (ce sont des fonctions donnédg) @t~y = {(7,j), (ih,jh) € 0Q} (v
dépend aussi di). Le premier schéma, schéma [l], correspond au choastidesz; :

4 1 k 1 k 1
:ﬁ)alz_—i__ a2:——— a3:a4:—.

o0 2 on 2 on 12

Le deuxieme schéma, schéma [ll], correspond au chowastidesy; :

4 k 1 k 1
+ =, a1 +E,a2=a3=a4:—.

WER TR TR 02
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2. (Consistance)
Donner une majoration de I'erreur de consistance en fomclég:, / et des dérivées de pour les schémas
[l et [ll]. Donner l'ordre des schémas [I] et [l1].

3. (Principe du maximum discret)
Dans le cas du schéma [l]] montrer quessj ) vérifie :

.. 2
AOW; j — QIW;—1,j — GWit1,j — A3W; j—1 — @aw; j41 < 0, V(i,7) € {1,..., N}*,

on a alors

w;; < max (Wnm), V(i,7) € {1, ...,N}Q.
(n,m)ey

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma/lyérifie une condition a déterminer.

4. (Stabilité)
Montrer que le schéma [l1] et le schéma [I] sous la conditimuvée en 3. sont stables (au s€bg|., <
C||flls, avec une constanté a determiner explicitement, dii = {u; ;} (. j)efo,... n+1}2 €St solution de
(1.104). [On pourra utiliser la fonctiop(z, y) = 14°].
En déduire que dans le cas du schéma [ll] et du schémaug Eocondition trouvée en 3. le probleme
(1.104) admet, pour toyt, une et une seule solution.

5. (Convergence)
Les schémas [I] et [I1] sont-ils convergents ? (au sens; jeqo,..., n+132(|uij — u(ih, jh)|) — 0 quand
h — 0). Quel est I'ordre de convergence de chacun des schémas ?

6. (Commentaires)
Quels sont, a votre avis, les avantages respectifs desnss[l] et [I1] ?

Exercice 20 (Implantation de la nethode des volumes finis.)
On considere le probleme de conduction du courant édgetr
—div(p;Vo(x)) =0 rey, i=1,2 (1.105)

ou ¢ représente le potentiel électrique= —uVo(x) est donc le courant électrique; > 0, u2 > 0 sont les
conductivités thermiques dans les domaifieet aved,, avec); =0, 1[x]0, 1[ ety =]0, 1[x]1,2[. On appelle
Iy =]0,1[x{0}, Ty = {1}x]0,2[, T's =]0, 1[x {2}, etT'y = {0} x]0, 2] les frontiéres extérieures @k et on note
I =]0,1[x{0} l'interface entref2; et (voir Figure 1.5). Dans la suite, on notgrda conductivité électrique sur
Q, avecul|o, = pi, i =1,2.

On suppose que les frontierégetI', sont parfaitementisolées. Le potentiel électriquatadafini a une constante
prés, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domainegpeue probléme soit bien posé.

La conservation du courant électrique impose que

/ j-n+/ 7-n=0,
Fl F3

oun désigne le vecteur unitaire normal a la frontidte et extérieure &).
Enfin, on suppose que l'interfadeest le siege d’une réaction électrochimique qui indnisaut de potentiel. On
a donc pour tout point de I'interfade:

$2(7) = ¢1(x) = (), Vo € I,

ou ¢; désigne la restriction d¢ au sous domaingé La fonction¢ est donc discontinue sur I'interfade Notons
gue, par contre, le courant électrique est conservé etdoma

(=pV¢-n)la(2) + (=pVe-n)|i(z) =0, Vo € I.

1. Ecrire le probleme complet, avec conditions aux limites

2. Discrétiser le probleme par la méthode des volumes, faviec un maillage rectangulaire uniforme, (considérer
deux inconnues discretes pour chaque aréte de l'in@rfetcécrire le systéme linéaire obtenu sur les inconnues
discrétes.
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Exercice 21 (Elimination des inconnues d’agtes.) Suggestions en page 42, coiign page 53

On se place ici dans le cadre des hypothéses et notatioreragraphe 1.5.2 page 26

1. Pour chaque aréte interae= K|L, calculer la valeut,, en fonction deuy etw;, et en déduire que les flux
numeériquesd’x , et Fr, , vérifient bien (1.67)

2. Pour chaque aréte C T'; U T's, telle ques € £k, calculeru, en fonction deux et montrer quéix , vérifie
bien (1.68)

3. Pour chaque aréte € &, aveco = K|L K € Q4 , calculer la valeur:,, en fonction deuwy etuy, et en
déduire que les flux numériqué¥; , et Fr, , vérifient bien (1.70)

4. Ecrire le systeme linéaire que satisfont les inconiiugs <7

1.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 1 page 30 (Comparaison diffrences finies- volumes finis)

On rappelle que le schéma difféerences finies s’obtiergaivant I'équation en chaque point de discrétisatian, e
en approchant les dérivées par des quotients diff@isntlors que le schéma volumes finis s’obtient en intéigra
I'équation sur chaque maille et en approchant les flux pagdetients différentiels.

1. Ne vous laissez pas impressioner par le sinus, la proe&dste la méme que dans le cas linéaire, sauf, bien
évidemment que vous allez obenir un systeme discret néailie.

2. Le systéeme redevient linéaire...

Exercice 1 page 30 (Comparaison diffrences finies- volumes finis)

En différences finies : il faut prendr€ + 2 inconnues au lieu de¥. Aux pointszy, ...z, On écrit les équations
et on remplace les dérivées par des quotients diffeglsntomme dans le cours. Pour les conditions limites, on

considere en plus les valeurs approchées en 0 et en 1riDalécs le quotient différentie?l“;—u0 pour approcher

u’(0) et de meme, on écrit le quotient différent%é]lvﬂh;w pour approchet’(1). On obtient deux équations
supplémentaires qui permettent d’élimingretun 1.

En volumes finis, les dérivées en 0 et 1 sont les flux, quriganent directement dans la discrétisation des
équations. Donc la condition limite en 1 est directemeigtegpen compte dans I'équation de bilan sur la derniére
maille. Par contre la condition limite en O fait interverarvaleuru(0) et il faut donc introduire une inconnue
auxiliareug qu’on élimine par la condition limite approchée.

Exercice 3 page 30 (Principe du maximum)

2. Posenyy = a, uny+1 = b. Considérep = min{i = 0,--- ,N +1; u, = minj—qg ... y4+1 u;}. Montrer que
p=00UN +1.

Exercice 7 page 32 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer qud est inversible, utiliser le théoreme du rang.

2. Utiliser le fait quep est un polyndme de degré 2.

1 . . . N .
3. Pour montrer qugA~—!|| = 3 remarquer que le maximum geest atteint er: = .5, qui correspond & un point
de discrétisation caW est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace .
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait qde = (1 ... ).
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Exercice 9 page 34 (Erreur de consistance)

1. Utiliser I'erreur de consistance.
2. Trouver un contre-exemple.

Exercice 10 page 34 (Di#rences finies pour un probéme elliptique)

Questions 1 & 3 : application directe des méthodes de némadion vues en cours (paragraphe 1.2 page 12).
Question 4 : La fonctio est introduite pour montrer une majoration |¢~!||, puisqu’on a plusA® = 1, ou

o, = p(x;) estla etp estla fonction “miracle” dans le casu” = f. Une fois qu’on a montré les bonnes propriétés
de la fonctiord (questions 4.a et 4.b), on raisonne comme dans le cours pouektion 4.c (voir démonstration
de la proposition 1.15 page 16.

Exercice 12 (Traitement de la condition de Fourier)

2. On rappelle que I'erreur de consistaieg ./ sur le flux enzy . /» est donné par la formule (1.49) page 22.
Onadonc Ryyi/2 = Fny1/2 — F;:,H/Q avecky 10 = —u/(1).

~ H * 1 1 p 1 - A 1 H
Pour determlneFNH/Q, on remplace l'inconnue discrete par la solution exacteant associé dans I'expression

du flux discret. Apres calculs, ceci doit vous amener a :

= au(xy) — b pour la discrétisation (1.17)
FX 2 P 1.106
N+1/2 v Lu(zy) — b) pour la discrétisation (1.17) ( )

Il faut ensuite effectuer appliquer le theoréem des assemntes finis pour montrer qu’elle est d'ordre 1 dans le
premier cas, et un développement limité pour montrerlgusit d’ordre 2 dans le second.
Exercice 11 (Non consistance des volumes finis)

Prendref constante et égale a 1 et prenélfe= h/2 pouri pair eth;, = h pouri impair.

Exercice 13 page 35 (Consistance des flux)
1. Effectuer deux développements de Taylor-Young a fe@lentrer; etx;;/, etentrer; | ety /s.

2. Effectuer deux développements de Taylor-Lagrangerdie 2 entrer; etx; ;o etentrex; ;1 eta; q/s.

Exercice 14 page 35 (Conditions aux limites de Neumann)

1. En difféerences finies, écrire les équations interreesndniére habituelle, et éliminez les inconnues qui appa-
raissent au bord, et uy; en discrétisant convenablement les conditions aux lsni# volumes finis, c’est
encore plus simple (flux nul au bord...)

2. Remarquer les constantes sont solutions du probleméuapet chercher alors par exemple une solution a
moyenne nulle.

Exercice 15 page 35 (Conditions aux limites de Fourier (ou Ron) et Neumann)

Ecrire les équations internes de maniére habituellelj@iriez les inconnues qui apparaissent au h@rdt w1

en discrétisant convenablement les conditions aux Isnite

Exercice 17 page 36 (Volumes finis 1D)

1. Pour justifier le schéma : écrire les bilans par mailtegpprochez les flux par des quotients différentiels de
maniere consistante.

2 (a) On pourra, par exemple, multiplier (1.88) paet sommer poui = 1,..., N, puis conclure en remarquant,
en particulier, qU& N | (u; — wi—1)u; = £ N3 (u; — wi—1)?, avecup = un 41 = 0.
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2 (b) Pensez au miracle de la dimension finie. ..
4. Effectuer les développements de Taylor

5. (b) (c) Se débarasser des termes de convection en reamarguiils ont "le bon signe”, et s’inspirer de la
démonstration du théoréme 1.30 page 22.

Exercice 18 (Discetisation 2D par différences finies)

Adapter le cas unidimensionnel, en faisant attention auxlitions limites. Pour montrer I'existence et unicité,
calculer le noyau de la matrice.

Exercice 21 (Elimination des inconnues d’agtes)

1. Ecrire la conservativité du fluxFx , = —F1, » et en déduire la valeur de;.
2. Trouver la valeur de, qui vérifie

—m(a)&w = m(a)a(uq - uemt)-
dK,a

3. Remplacef’x , et Fr, , par leurs expressions dans (1.69) et en déduire la valeuy.de

4. Adopter I'ordre lexicographique pour la numérotati@s anailles, puis établir 'équation de chaque maille, en
commenant par les mailles interne.

1.8 Corrigés des exercices

Exercice 1 page 30

Le schéma differences finies pour I'équation (1.71y8té
%(ZUi—ui_l—ui+1)+sinui:f7;, i=1,..., N,

up =a, un+1 =Do.

Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :

FH_% —Fi_% + hsinu; =hf;, i=1,...,N (1.207)
Ui+1 — Uy . Uy —a
avecFH%:—T, z:l,...,N—letF%:— %
b—uN
Fniy=——%

2
En remplacant les expressions des flux dans I'équatidi®{). On obtient :

#(21@—1@41—ui,l)—f—sinui:fi, i=2,...,N—1
% (Buy — 2ug — a) +sinuy =2
h% (3UN —2un_1 — b) +sinuy = 2fn,

2. La difference entre les deux schémas réside uniquetaas la premiere et la derniére équations.
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Exercice 5 page 31

1. La matriceM et le second membitesont donnés par :

1 1 _ (7 + P)ag
(MU); = ﬁ(zuz’—uiﬂ —U¢—1)+Ew(ui—m_1), pouri =2,..., N, h? Oh
1 1
(MU), = ﬁ(2u1 —ug) + 7 V1L, etb =
1 0
MU)y = = (2uy — uy_1) + ~ —un_1),
( )N hQ( uy —un-1) + hUN(UN un-1) Lay

(1.108)
(@) Supposond/U > 0. Soitig = min{¢; u; = min; u,}.
(i) Siip =1, comme;s (2u; — u2) + viug > 0,0na (55 + +v1)ur + 75 (u1 — uz) > 0, et comme
uy — ug < 0, ceci entrainer; > 0.
(i) Si2<ig<N-1,0na:
1 1 1
7z (Wio = Wig+1) + 75 = (Uip = Uig—1) + 30i(Uip = Uig—1) 2 0.
Mais par définition dég, on au;, — u;,+1 < 0 et, etu;, — u;,—1 < 0 donc ce cas est impossible.
(i) Siig=N,ona:
Cun o )+ o )20
—U —(uny —un— —viluy —uny—1) > 0.
h2 N h2 N N—-1 h N N—-1
Or par définition deég = N, on auy < uy_1, €t doncuy > 0.
On a donc montré que 8fU > 0 alorsU > 0.
(b) CommeMU > 0= U > 0, onadonc (en prenabt puis—U) MU = 0 = U = 0, ce qui prouve qué/
est inversible,
(c) SoitU solution deMU = b. Posons/ = (uo,u1,...,uN,UN+1), @V€CUY = ag €tuni1 = a;. Re-
marquons d’abord que le minimum et le maximum des composanige U ne peuvent &tre atteints pour
1 =1,..., N que silesu; sont tous égaux (auquel cas= ay = a1 pourtouti = 0,..., N + 1). En effet,
pouri=1,...,N,ona:

1 1 1
ﬁ(ul — ui+1) + ﬁ(ul — ui,l) + Evi(ui — ui,l) =0. (1109)

Soitip = min{é; u; = min; u,; }, eti; = min{i; u; = max; u; }. Par définition deg, on au;, — wiy+1 <0
et, etu;, —u;,—1 < 0donc (1.109) estimpossiblesi< iy < N.Donciy = 1 ouN. Soiti; = min{i; u; =
max; u;}, on au;, — u;, 41 > 0 et, etu;, —u;, 1 > 0 et (1.109) est encore impossiblelsk i; < N.

On en déduitqué = 0ouN + 1 eti; = 00ouN + 1, ce qui prouve queiin(ag, a1) < u; < max(ag,ay).

(a) Par définitionn; ; = # + %u avecy; > 0, ce qui prouve le résultat.

(b) Par définitionyn; ; est soit nul, soit égal & ;> + +v; sij = i — 1, soit égal &5 sij = i + 1, ce qui
prouve le résultat.

(c) On a montré qué/ est inversible a la question précédente.

(d) D’'apres la question 1.2, on sait queMéiV > 0, alorsU > 0. Soite; le i-eme vecteur de la base canonique.
Onae; = M(M~1)e; > 0, etdoncM ~te; > 0, ce qui montre que tous les coefficientside ! doivent
eétre positifs.

N~

Exercice 7 page 32 (Conditionnement “efficace”)

Partie |
1. Soitu = (’U,l7 Ce UN). Ona

1 1 )
A’U,:b@{ ﬁ(ui—ui_l)—l—ﬁ(ui—uﬂ_l):bi, VZ:L...N,

Uy = UN+1 = 0.
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Supposons; > 0,Vi=1,..., N, etsoitp € {0,..., N + 1} tel queu, = min(u;, i =0,...,N +1).
Sip=00uN +1,alorsu; > 0Vi=0,N + 1 etdoncu > 0.
Sipe{l,...,N}, alors

1

ﬁ( up — upy1) >0

1
up — up-1) + ﬁ(

et commeu, — up—1 < 0 etu, —up41 < 0, 0n aboutit & une contradiction.

Montrons maintenant qud est inversible. On vient de montrer quei, > 0 alorsu > 0. On en déduit par
linéarité que sidu < 0 alorsu < 0, et donc que sAu = 0 alorsu = 0. Ceci démontre que I'application linéaire
représentée par la matrigeest injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soity € C([0,1],R) tel quep(x) = 1/2x(1 — z) etp;, = p(a;), i = 1, N, olz; = ih.
(Ag); est le développement de Taylor a l'ordre 2 @d&(z;), et commey est un polyndme de degré 2, ce
déeveloppement est exact. Dopde); = ¢ (z;) = 1.

3. Soienty € R" etu € R tels quedu = b. On a:
(A(u £ [|bll@))i = (Au); £ [|b]|(Ad)s = bi £ [|b]].
Prenons d’abord; = b; + ||b]| > 0, alors par la question (1),
u; + ||bl|¢s >0 Vi=1,...,N.
Si maintenant on preng = b, — ||b|| < 0, alors
u; — ||bll¢s <0 Vi=1,...,N.

On a donc—||]|¢; < ||b]|¢i-

A B 1 . 1
On en déduit quéuljco < [1Bl] [I¢llec ; O flgllec = 5. DOl flulec < 2]ib]
On peut alors écrire que pour taue RY,

1 A7 1b] o
1A < L]l donclA 2l

< _ A7Y <
ol |

0| =

1
< =, dou
= 87

1 e
On montre quél A~ || = 3 en prenant le vecteurdéfini parb(x;) = 1, Vi = .,N.Onaeneffed~1b = ¢,

1

1,..
et commeN estimpairdi € {1,..., N} tel quez; = §;0r [|¢]|oc = ©(3) = %.

4. Par définition, on §A|| = supy,___; [[Az||, etdond| A = max;—1 n >=;_; y lai |, d'ou le résultat.
5. Grace aux questions 3 et 4, on a, par définition du cardigment pour la normg||, cond(A4) = ||Al|[| A~ || =
1
W.
CommeAd, = dy,0na:
2]

1l < ||A71||5bllw < A7 g

(LAl
(Ll

d’ou le résultat.
Pour obtenir I'égalité, il suffit de prendbe= Au olu est tel que|u|| = 1 et| Aul| = || A]|, etd, tel que||dp|| = 1
et||A=16,| = ||A~1||. On obtient alors

Wl 1l
LLLLA e i e ]
T~ TAT & Tl |

D’ou I'egalité.

Partie 2 Conditionnement efficace
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1. Soientp(™ et f(*) les fonctions constantes par morceaux définies par

h _ [ e(ih)=¢isiz €lz; — 4, xi+ 4 i=1,...,N,
o) _{ Osiz €[0,%4]ouz €]l — 2 1]. et

£ (2) :{ f(ih) =b;siz €lx; — L, z; 4+ 4],

f(ih) =0siz € [0, 2] ouz €)1 — £,1].

2

Commef € C([0,1],R) ety € C?([0,1],IR), la fonctionf, (resp.pr) converge uniformément vers(resp.¢)
lorsqueh — 0. On a donc

N
hzbi%Z/ £ ()M ( dx—>/ f(a)o(x)dz lorsqueh — 0.
i=1

Commeb; >0etf;, >0Vi=1,..., N, onaévidemment

SN—Zblcpl>0etSN—>/ f(z)p(x)dx = 3 > 0 lorsqueh — 0.

Donc il existeN, € IN tel que siN > Ny, Sy > g etdoncSy > a = min(Sp, Sy ... SNy, g) > 0.

N
2.0n aN|u| = Nsup,_; y |ui| > SN, u;. D'autre part,Ap = (1 ... 1)" doncu - Ap = > ui;or
=1

N
u-Ap = Alu - = Au - ¢ car A est symétrique. Dong - Ap = Zbigpi > % d’apres la question 1. Comme

i=1
[0 Flls
ul 1ol

| . 1hN

Py e o

6y = A~16,, onadond|s,|| < [[A7Y| ||| ; et commeN ||ul| > %, on obtient :

hN =1 eton adonc bien:

10ull  [IF]leo 9]
[ull = 8a o]

3. Le conditionnementond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordrgh?, et donc tend vers I'infini lorsque le pas
du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dansitdgp2 que la variation relativﬁﬁ% est inférieure

a une constante multipliée par la variation relativei“%#. Cette derniere information est nettement plus utile et
réjouissante pour la résolution effective du systemedire.

Exercice 9 page 34 (Erreur de consistance)

1. Sif est constante, alorsu’ est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieurstdat nulles. Donc par
I'estimation (1.30) page 15 sur I'erreur de consistanceg &) = 0 pour touti = 1,..., N.
Si on appellel/ le vecteur de composantes et U le vecteur deR” de composantes(z;), on peut re-
marquer facilement qu& — U = A~ R, ol R est le vecteur de composant®s On a dond/ — U = 0,
c.q.f.d.

2. llest facile de voir qug n’est pas forcément constante, en prernfdnt = sin 27z, eth = 1/2, on n'adonc
gu’une seule inconnue; qui vérifieu; = 0, et on a égalemenit(1/2) = sinm = 0.

Exercice 11 page 35 (Non consistance des volumes finis)

Par développement de Taylor, paue 1,..., N, il existe¢; € [z;, x;+1] tel que :

w(zirr) = u(x;) + h1+1u () + h1+1u () + h7+1 u" (&),

et donc
1 hipy+hiy
R, = 5 ‘%u”(m) +u"(x;)+pi, i=1,...,N, (1.110)
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ou |p;| < Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisieme: dié est facile de voir que, en générdt;, ne tend
pas vers 0 lorsquk tend vers 0 (sauf dans des cas particuliers). En effet, peepar exemplg = 1, h; = h pour
i pair,h; = h/2 pouri impair, andz; = (z;41/2 + 2;-1/2)/2, pouri = 1,..., N. On a dans ce cag’ = —1,
u” =0, etdonc:

1 . . 1 . . .
R; = ~1 sii est pair, etR; = +§ Si¢ est impair.

On en conclut queup{|R;|,i =1,...,N} /4 0ash — 0.

Exercice 13 page 35

1. Par développement de Taylor-Young, poet 1,..., N :
w(zisr) = w@g 1) + (@irr — 2y )W (@4 1) + 3 (@i — 20 1)0 (251) + 5 (@i — 24 1) (@i — 241),
w(a) = wlgy) + (@ =2 o (@) + s — @) (@) + 3 — vy )o@ — 2,y),

avecs(z) — 0 lorsquex — 0. Par soustraction, on en déduit que :

1 .
u(@icn) —u(@i) = (@i = 2)u' (24 1) + 5 (@1 — @) (@i + 20 = 205 )" (2341) + Pig s

ou
Piti = %((%H — g 1)?e(@ipn — 1) = (i — @) ’e(@ — ).
Donc, en posanF;;% = —W on obtient apres simplifications :
)
* / 1 1"
Fy=—u(eng) -5 [mm + @ — 2w¢+%} (1) + Pigy
avec|p; 1| < Ch?, ouh = max h; etC ne dépend que de"”’.

N 3 _ ZTip1+x; /
2. Dans le cas ow € C*([0,1]) ;11 = ==5—, ona donc‘}ﬁ% +u'(ip 1| < piyy, etdonc le flux est
consistant d’ordre 2. )
Dans le cas général, on peut seulement majg)r@riﬂ +x; — 2xi+%) parh, on adonc un flux consistant d’ordre

1.

Exercice 14 page 35

1. On se donne une discrétisatian );—1,..., v de l'intervalle[0, 1], de pas constant et €gahaOn écrit 'équation
en chaque poink;, et on remplace-u"(z;) par le quotient differentiel habituel. En appelant ... ,uy les
inconnues localisées aux points, . .., xy, €tug, uny1 l€s inconnues auxiliaires localiséesen= 0 etz = 1,

on obtient les équations discretes associées aux inesng=1,..., N.

1
ﬁ(2ui —Ui—1 — Uiy1) + ciui = fi,
avece; = c(x;) etf; = f(x;). llreste a déterminer, etu 1. Cecise fait en approchantla dérivéé0)( respu’(1))

par - (u(ar) - u(0) ( resp(u(1) - u(xm).

Commeu/(0) = 0 etw/(1) = 0, on obtient donc que, = u; etux1 = uy. Le schéma différences finies s'écrit
donc:

1
— (u1 —uz) +cruy = fi

72
1 .

ﬁ@ui —Ui—1 — Uip1) +Cus = fi, i=2,...,N -1,
1

ﬁ(uz\r —un—1) +cevun = f.
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2. On se donne un maillage volumes finis, et on integre Béqu sur chaque maille, ce qui donne le schéma

Fiyr—F 1 =hifi,i=1,...,N,
ou FH% est le flux numérique a I'interfac@Jr%. Pouri =1,..., N — 1, ce flux numérique est donné par
Uiyl — Ug
F,="——"
e hi1

i3
Pouri = 0 eti = N + 1, on se sert des conditions de Neumann, qui imposent un fluxomuécrit donc :

Fy =Fyy1 =0.

1
2

Exercice 15 page 35

1. La discrétisation par differences finies donne coniame équation (voir par exemple exercice 14 page 35 :
1 .

ﬁ(Zui — Uj—1 — ui+1) + ciu; = fi7 1=1,.. .,N.

Il reste donc a déterminer les inconnugsetu 1 a l'aide de la discrétisation des conditions aux limigaspn
approche par :

Ui — Uo ~
W + a(ug —u) =0,
UN+1 —UN ~
% +aluytr —u)=0
olUug etunq sont les valeurs approchéese@netx 1, on a donc par élimination :

1 ~ ’U,l) 1 ~ uUN
— lau — — ) etu = (au—i— —)
a—%( h Nt a+ 3 h

Ce qui termine la définition du schéma.
2. Par volumes finis, la discrétisation de I'équatiorcsté

ug =

FH%_F'

5—

1 :hthlz 1)"'7N7

et les seuls flux “nouveaux” sont encarg,, et FNJF%, qu’on obtient a partir de la discrétisation des condiio
aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manieres.

On peut, par exemple, discrétiser la condition aux limée® par :

Fl/g + OZ('LLO - ﬂ) = 0, aVeCF1/2 = al h_l 4o
2
~ _h N L why + 2 . R
On a ddans ce cas=a(ug — @) X 71 = —u1 + ug, d’ou on déduit quey = 0&1;};71;1, et qui conduit a
1
I'expression suivante pour; /; :
Fijo= —2 (2(u — U) — ah1@)
1/2 = ahy +2 1 1u) .
Le calcul est semblable poiity 1 /o
Exercice 17 page 36
1. On intégre (1.86) sur une maille;_; 5, ;11 /-] et on obtient :
, , Tit1/2
—U(Tiy172) + U (@im1/2) + a[u(@ipr/2) — u(@ioiy2)] + b/ u(x)dz = bh; f;. (1.111)
Ti—1/2
Pour justifier le schéma numérique proposé on remargee qu
1
w(wir1) = w(@ip1/2) + (Tig1 — xi+1/2)ul(xi+l/2) + §($i+1 - 9C¢+1/2)2U”(§i), avecs; € [Ti41/2, Tivi],
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et de méme
1
() = u(wiqq2) + (25 — $i+1/2)ul($i+1/2) + 5(337 - $i+1/2)2u”(%)7 avecy; € [z;_1/2, i,

dont on déduit :

5 (6) — W ().

De plus en utilisant le fait que; est le milieu dgx;_; /2, ;11 /2] On a (voir démonstration plus loin)

w(wiv1) —u(@;) = hip1you (Tig12) +

i+1/2 1
/ udx = u(z;)h; + Ve "(a;)h3 (1.112)

i—1/2

D’ou le schéma numérique.
Démontrons la formule (1.112). Pour cela il suffit (par ap@ment de variable) de demontrer que si C?(IR),
alors pour toutx > 0, 0n a:

« 1
/ udx = 20u(0) + gu”(ai)oﬁ. (1.113)
Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec resrmghal qu on obtient en remarquant que si on pose
o(t) = u(tx), alorsy’(t) = xu(tx), ety (t) = x?u” (tx). Or o(1) fo ¢ (t)dt, et par inégration par
parties, on obtient donc :

o(1) = ¢0)+ 0 + [ "0 - as.
On en déduit alors que
w(x) = u(0) + zu'(0) + /0 22" (tx)(1 — t)dt.

En intégrant entre-« et «r, on obtient alors :

/a uw(z)dr = 20u(0) + A, avecA = / 2u" (tx)(1 — t)dt da.

—x

Comme la fonction:” est continue elle est minorée et majorée [sut, o. Soient donen = minj_, 4 u” et
M = minj_, 4 u”. Ces deux valeurs sont atteintes pdrpuisqu’elle est continue. On a don€ ([—a, o) =
[m, M]. De plus, la fonctior{z, ) — x?(1 — t) est positive ou nulle syr-«, a] x [0, 1]. On peut donc minorer et
majorerA de la maniere suivante

1 1
m/ xz(l—t)dtdnggM/ z2(1 — t)dt dz.
0 0

Orf0 (1—t)dt de = a®. On en déduit quéa®m < A < 1a®M, etdonc qued = 103y, avecy € [m, M];
mais commeu” est contlnue elle prend toutes les valeurs entret M, il existe doncs € [—a,«] tel que
~v = u”(f3), ce qui termine la preuve de (1.113).

2 (a). On multiplie (1.88) pati; et on somme pour=1,..., N. On obtient aprés changement d’indice que
i=N (i1 —w)? @ i=N i=N
RSl A (Uir1 — us) +qu2h7=0
=l 23 i=0

Ce qui donneu; = 0 pour touti = 1... N, d'ou en mettant le schéma sous la forme matricidilé = B on
déduit que I'application linéaire représentée par &nme A est injective donc bijective (grace au fait qu’on est en
dimension finie) et donc que (1.88) admet une unique solution

3 (a). Evident.
(b). On posek = AU — B. On adondik; = RE” + R§2), avec

1 Uil — Uj Ui — Uj—1
(B ) (S5 )]
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2 a . _ _
R = [ — u(igj2) = (@i — u(ig 2))-
De plus on remarque que
_ 1 Fit1/2 1 / L 2 1 (3) 3
U; = h_ udx = U(Z‘i+1/2)—§u ($l+1/2)h1+6’u, (xi+1/2)hi —ﬂu (d/,)hz aveCdi (S [Iifl/g, Z‘Z‘Jrl/g],

Ti—1/2

1
hit1

i1 = 24

Tit1/2
Ce qui implique que:

Ujr1 — U 1 1 1
e L u'(Tig1/2) + Su" (@iq1)2) (hign — hi) + =

— |u® (5 R G (dVR3
; 57 ey (100 u @

hi+1/2
et donc

1 11 — 4y /
— | - f =S+ K,
hi { hit1/2 ule +1/2)] -
avec
1

1 hit1 1
Sil = |2 (2 ) 4 S| <Chet|K| = |——
|:S4] |3u (Tiq1/2) ( hi > + 24| < | K< |hih¢+1/2

W@ @hd +u®(dn?] | < O,

ou C ne dépend que de. De plus si on posek; = hi(al — u(xi41/2), par développement de Taylor, il existe
C ne dépendant que detelle que|L;| < Ch. Finalement on conclut qu|eR§1)| =|—=5i+ Sip1] < Cy et
IR?| = | = K; + K;_1 + a(L; — Li_1)| < Csh.

4. Reprendre les résultats precédentBour| R, 2| < Chreprendre calcul du@; /2| = |hi(—Si—Ki+L;)|.
5(a). On pose; = u; — u;. Cette définition implique que; est solution du systeme (1.95)-(1.97). (b). Un calcul
similaire a celui de la question 2. donne que

N i=N (e ) a i=N i=N
i1 — € 2
b E hie; + E T3 (€ir1—e;)” = E Riy1/2(€it1 — €i)
1 i—0 i+1/2 i—0 i—0

D’ou en utilisant le fait que
ah < h; < Bh etlinégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

| =N i=N /2 N 1/2
2 2
ah (€it1—e€i)” < <Z (€it1—€i) ) <Z R?H/z)
=0 =0 =0
=N 1
et en utilisant (1.94), et le fait qud _ 5, = 1 entraineN < —-» on déduit:
1=0
i=N
(€ip1 — 61)2 <C
=0

g

«

h3.

j=i—1
Enremarquantque = »  (ej41 — e;) onapourtoud < i < N que
=0

1/2

J=i ) 3 1/2
el < [ S e —e5) i1/2g<clah3) N2

=0

etdoncle;| < ¥“12h, pour toutd < i < N.
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Exercice 19 page 38
On note(z, y) les coordonnées d’un point di@?.

1. En multipliant la premiére équation de (1.103) pagt en intégrant par parties, on trouve, pour tout C*(£2)
t.g.o = 0suroQ :

/QVu(x,y) -Veo(z,y) dedy + /Q k‘au(;;’ y)ga(a:, y) dx = /Qf(a:, y)p(z,y) drdy. (1.114)

On suppose maintenant qgie< 0 sur(2. On se donne une fonctioh€ C'(IR,R) t.q. :
=0, sis<O0,
P(s) >0, sis>0.

(On peut choisir, par exemple(s) = s pours > 0 ety(s) = 0 pours < 0) et on prend dans (1.114)= v o u.
On obtient ainsi :

[ ¥ o) [Vute ) dady + [ 655w p)o(ute))de = [ fe)(uto) dody <0, (1.115)
Q Q Q

En notantG la primitive dev s’annulant en 0, on agG(u(x,y)) = (u(z, y))?(m,y). Commeu = 0 sur
X €T
0f1, on obtient donc :

ou

0
[ 5w itute.) dedy = | -Gl dody = [ kGl )ns dyl) =0

o0

oln, désigne la premiére composante du vecteur nomadl() extérieur &2, etdy(z, y) le symbole d’intégration
par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionneli@sube (1.115) on déduit alors :

/Q W (u(z,y)) |Vulz,y)? dedy <0,

et donc, comme’ > 0 et que la fonctior{x, y) — ' (u(z,y))|Vu(z, y)|* est continue :

V' (u(z, y)[Vule, y)|* = 0,Y(z,y) € Q.

Ceci donne aussi )
Vip(u(z,y)) = 0,Y(z,y) € Q.

La fonctiony o u est donc constante sfi; comme elle est nulle sk, elle est nulle suf?, ce qui donne

u < 0surQ)

2. On s’intéresse ici a la consistance au sens des difféesfinies. On pose donc
;. = u(ih, jh) pouri,j € {0,..., N + 1}2.
On a bienz; ; = 0 pour (i, j) € ~, et pour(i, j) € {1,..., N}?, on pose:
Rij = aoll; j — a1ti—15 — a2llip1,5 — azili j—1 — G4l i1 — fij-

On rappelle ques est solution de (2.5.84R; est donc I'erreur de consistance. Dans le cas du schéma @} o

Ry = 2U T Uit Wimty | Ry = Uigen Z Wiy g Uiy — Wity
v h? h? 2h E

Commeu € C4(Q), il existe¢;; €]0, 1] etn;; €]0,1[t.q.

_ _ ou,. . h?9%*u, . h30%u, h*0*u . ,
Uit1,; = Wij + h%(zh,]h) + gﬁ(lh,jh) + E%(zh,jh) + ﬂ%(zh +&ijh, jh)
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B B ou ) ] h2 82u h3 83 h4 a4u
Uj—1,5 = Uj5 — h%(ZhaJh) 2 82 (Zh h) 6 83 (Zh ]h) 24 84

On obtient des formules analogues pauy; eta; j—1, et on en déduit

(th+mijh, jh).

h2 h? h?

OU ||Uzzzz|| o dESIgNe la norme uniforme s@ de la dérivee:? dew par rapport & (notations analogues pour
[lttyyyylloo € ||tzazl|o0). ON obtient finalement

|Rij| < C1h?,

ol C; ne dépend que deetk. Comme pour petit, on ah? < h, on en déduit que schéma [I] est donc d’ordre 2.
Pour le schéma ll],on a:

2ij = Wigr,g — Uiy | 2y~ Uigin — i1 g Uiy — Uiy
h? h? h

Rij = — fij.

D’ou I'on déduit ) )
h h kh
|Rij| < 12 — vz oo + EHU’T/TITITI”OO + 7”“%”007

et donc
|Rij| < Cah

ou Cs ne dépend que deet k. Le schéma [ll] est donc d’ordre 1.

3. Dans le cas du schéma [Il], la famille des, i, j € {0, ..., N + 1}? vérifie :

1 1 k 1 1 .
7z (Wij = wz‘+1,j)+<ﬁ + E) (Wi = wi-1,j)+ 35 (Wi = Wigp1)+ 75 (Wi —wij-1) < 0,Yi,j € {1,..., N}

On poseM = max{w; ;, (i,7) € {0,..., N + 1}*} etm = max{w; ;, (i,j) € v}. Noter quey = {0,..., N +
13>\ {1,..., N}*. On a bien sim < M etil reste donc & montrer que < m. SoitA = {(i,j) € {0,..., N +
1}2,w;; = M} etsoit(i,j) € Atel quei = max{i, (i,j) € A} etj = max{i, (i,j) € A}. On distingue deux
cas:

1. Siie {0,N+1}ouj€{0,...,N+1},onaalorgi,j) € v etdoncM = w;; < m.
2. Sinon,ond ¢ {0, N + 1} etj g_i {0, N + 1}, etdonc(i, j) € {1, .. .,N}Q. On en déduit que :
k

1 1
iﬁ@%—%+Lﬁ+<ﬁ+ﬁ)@w—%—Lﬁ+
1 1

(g wigen) + (o v 1) <0

ce qui est impossible car; ; = M et donc

noter que la derniére inégalité est bien stricte(ar 1,j) ¢ A (c’est l'intérét du choix de). On a donc
bien montré qué/ < m.

Dans le cas du schéma [Il], si oniaz {0, N + 1} etj ¢ {0,N + 1}, et donc(i,j) € {1,...,N}? le méme
raisonnement que celui du schéma 1 donne:

<%—%ﬂ@m—%+LQ+<l+£W%J—%—LD’

1 _ _ _ _
it (7 - “i7j+1)+ﬁ(“' u;_q) <0
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On ne peut conclure a une contradiction qui—za— o7 > 0. Le schéma [l1] vérifie

w;j < max (wg,e) Vi,je{l,...,N}?

(k,0)e~

lorsqueh vérifie la condition (dite Condition de stabilité) :

h < (1.116)

E N

4. La fonctiong vérifie

(bav:O
(by:ya ¢yy:17

et donc—A¢ + k% = —1. On pose maintenart; ; = ¢(ih, jh) pouri,j € {a,..., N + 1}? (Noter ques ne
verifie pas la conditio; ; = 0 si (¢,j) € 7) COMME¢rz = Graz = Pazaz = Pyyyy = 0, l€s calculs de la
guestion 2 montrent que pour les schémas [I] et [l1],

apQi; — a1Qi—1,5 — Q2Pit1,j — A3Q; j—1 — Qs P11 = —1

pouri,j € {1,...,N}2.
En posantv; ; = u; ; + C¢; ; pour(1,5) € {0,..., N + 1}? (etU solution de (1.104)) on a donc

ApWs,5 — AQ1Wi—1,5 — A2Wi41,5 — A3W5 -1 — A4W; 541 = fz'j -C V’L,] S {1, vy N}

On prendC' = || f||~, de sorte quef; ; — C' < 0 pour tout(i, j) pour le schéma [ll] et pour le schéma [I] avec
h < 2/k, la question 3 donne alors pofitj) € {1,...,N}?,

wij < max{wge, (k¢) € v} < %

: 1 o
caru; ; =0si(i,5) €y et—mgxqﬁ =3 On en déduit poufi, j) € {1,..., N}?,

c 1

wij < 5 = 5l flleo-

Pour montrer que-w;; < 2| f|l-, on prend maintenant;; = C¢;; — u, ; pour (i, j) € {0,..., N + 1}?, avec
C = |f|lcc- On a donc

AoW; 5 — A1Wi—1,5 — A2Wi41,5 — A3W;5 j—1 — A4W; j41 = —C - f@j S O,Vi,j S {1, vy N}

Ici encore, pour le schéma [ll] ou le schéma [I] avec la dbod 7 < % la question 3 donne

C
w;j < max{wye, (kl) € v} = 3
C oo . } , "
doncu;; > 5 = —% pour touti, j) € {1,..., N}2. Pour le schéma [Il] ou le schéma [l] avec la condition
2
h < T onadonc:
1
1UNlee < Sl flloo- (1.117)

Le systéme (1.104) peut étre vu comme un systeme lie@V> équation, av? inconnues (qui sont les; ;
pour (i, j) € {1,..., N}?). Sile second membre de ce systéme linéaire est nukgtité (1.117)(I) prouve que
la solution est nulle. Le systeme (1.104) admet donc, powir £, au plus une solution. Ceci est suffisant pour
affirmer qu’il admet, pour touf, une et une seule solution.

5. pour(i, j) € {0,..., N + 1}* on pose

eij = U(Zh,]h) — ui,j.
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On a donc, pour les schémas [I] et [11], avec les notationsdgiestion 2 :

.. 2
ap€ij — A1€4—1,5 — A2€41,5 — A3€4 51 — A4€4 j4+1 = Rij, V’L,] S {1, ey N} .

: i 2
avec les questions 2 et 4, on a donc, pour le schéma H]SSIE :

. 1
max{|e;;|, (4,5) € {1,...,N}?} < §C1h2,

ou 4 et Cy ne dépendent que deet k (et sont données a la question 2). Les 2 schémas sontrgemis. Le
schéma [I] converge em?” et le schéma [lll en /.

6. Le schéma [1] converge plus vite mais a une conditionalalge & < % Le schéma [ll] est inconditionnelle-
ment stable.

Exercice 21 page 40

1. On a vu au paragraphe 1.5.2 page 26 queest une aréte du volume de contriéle alors le flux numérique
Fk » s’écrit

U — UK

FKU:)\i m(o)

On cherche a éliminer les inconnues auxiliaitgs Pour cela, st est une aréte interne, = K|L, on écrit la
conservativité du flux numeérique :

dK,U

Fgo=—Frq,
Ce qui entraine, st n’est pas une aréte de I'interfaéeque :

Uy — UK

—\; m(o) = \i———=m(o)

dK,(T

On en déduit que

1 1 UK uy,
u = s
7 (dK,(T N dL,(T) dK,d N dL,(T

" drodr,e [ UK L
7 da dK,U dL,o' .
Remplagons alors dans (1.8). On obtient :
I Y drs ( ur Lot uK
Ko =8\ "d, \dro  dio) dxe

__ﬁ dL,(Tu +ur —up — dL’(T’U,
N da dK,U K o K dK,a K

Soit encore que

On obtient donc finalement bien la formule (1.67).

2. Considérons maintenant le cas d'une aséte I'; U I's, ou I'on a une condition de Fourier, qu’on a discrétisée
par :

Fr o =-—m(0)A\i——— = m(0)a(us — Uept)

Uy = N + QUegt
o+ dK7 dK,(T

On adonc

On remplace cette expression dans I'égalité préceddntient :

e (A

o+ di\{iu dK,d

FKU:

)

Ai
UK + QUext — QUegt — d Uegt |
[ea
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Ce qui, apres simplifications, donne exactement (1.68).
3. Considérons maintenant une ar¢éte: K |L appartenant a I'interface La discrétisation de la condition de saut
de flux surl. S’écrit :

Fico + Frp — / 0(2)dr(z) = m(o)0s

Supposons qué& (resp.L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp). En remplacanf’x , et I, , par
leurs expressions, on obtient :

Uy — UK U — UL

— Aam(o)———— = m(0)b,.

—\im(o) e

dK,a

A A A A
u, 1 4 2 _ 1UK 4 2Uf, —0,).
dK,U dL,o’ dK,U dL,o'
En remplagant:, dans I'expression dé ., on obtient :

m(o) 1 (/\1UK N Asup, MUk )\QUK)

_ 1 _ 9(7 _
dK,U % + d)\L—z dK,a dL,o' dK,a dL,o'

On en déduit que

FK(T:

)

En simplifiant, on obtient :

m(a))\1

Fig=—— 00
K Mdp.o + Adi o

(Aour, — Aoux —dp o05),

ce qui est exactement (1.70). On obtient alors I'expressefi,  :
FL,U - m(a)@a - FK,o’y
ce qui donne, apres simplifications :

)\gm(a)

Fro=—r2"t
b7 NdL o + Aadi o

[)\1 (’LLL — uK) + dK’UQU] .

On vérifie bien qué'x, + Fr » = m(o)b,.
4. Le systeme linéaire que satisfont les inconrugs) k< A S'écrit

AU =b

avcU = (ux)ke7- Pour construire les matricesetd, il faut se donner une numérotation des mailles. On suppose
gu’'on an x 2p mailles; on considéere un maillage uniforme du type de addarit sur la figure 1.5 page 27 et on
noteh, = % (resp.hy = %) la longueur de la maille dans la directiorfresp.y). Comme le maillage est cartésien,

il est facile de numéroter les mailles dans I'ordre “lexjcaphique”; c’est-a-dire que lerieme maille a comme
centre le pointz; ; = ((i — 1)ha, (j — 5)hy), aveck = n(j — 1) + i. On peut donc déterminer le numéro de la
maille (et de I'inconnue associékh partir de la numeérotation cartésier{gj) de la maille.

k=n(j—1)+i

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, @uatputK’ € 7 : m(K) = hyh,, pour toute
aréte intérieure verticate : d, = h,m(o) = h, etpour toute aréte intérieure horizontalg,= h, etm(c) = h,.
Pour chague numéro de maille, nous allons maintenantreirestéquation correspondante.

Mailles internes =2,....n—1;7=2,....,p—1,p+1,...,2p— 1.

L'équation associée a une maille interiies’écrit

Z FKJ = m(K)fK

cEEK

Avec I'expression dé'x , donnée par (1.67), ceci amene a :

hy h hy h
2)\m (h_y + h_Z> U — )\mh_y(ukfn + ukJrn) - )\mh_j:(ukJrl + ukfl) = h:rhyfky
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avecm =1sij<p—letm=2sij>p+ 1.

Mailles du bordl’; Les mailles du bord's sont repérées par les indices j),j =2ap—1,j=p+1a2p—1,
(on exclut pour I'instant les coins).

L'équation des flux est la méme que pour les mailles inwrmais le flux sur la frontierE, est nul. Ceci donne:

h h h h
Am 2= 2 _)\m_w —n n _)\m_y —1=hzh )
( h + hm) Up h (Ug—p + Uktn) p, 1 ux
aveck =n(j—1)+n,j=2ap—1,j=p+1a2p—letm=1sij<p—1,m=2sij>p+1.
Mailles de bord’, Les mailles du bord', sont repérées par les indidgsj),j =2ap—1,7=p+1a2p— 1.
Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur unéeagel’'s, le flux F'x , est donné par :

Fr.o = —Am Jo — UK m(o)
dK,U

avecg, = % /g(y)dw(y)

D’ou on tire 'équation relative alamaille=n(j — 1)+ 1,7 =2,....,p—1,p+1,...,2p—1 :

Iy h hg h h
Am <2h_y + Sh_;/) Uk — )\mh_y(uk—n + uk+n,) - )\mh_zuk,+l - hrhyfk + Zh_;/)\mgj;

avecy; = g,; etm=1sij <p—-1,m=2sij >p+ 1.

Mailles du bordl’; UT'; Pourj = 1,005 = 2p,i = 2...n — 1. On tient compte ici de la condition de Fourier sur
la maille qui appartient au bord, pour laquelle I'expresdia flux est ;

_adym(o)
FK,o’ - )\m n OédKﬂ (uK ue:rt)~
am(o)

Pour une aréte horizontale, on noteCp , = ———————
Am + OédK7(7

. Notons que”'r, est égal a
20ch,;

Or = ahy’

Notons que ce coefficient ne dépend pagde
Les équations s’écrivent donc :

A1 (22—; + Z—: + CF) Uy, — Al%zuk+n - /\12'—1(Uk+1 + uk—1) = hahy fr + MCruegt,
k=2,....,n—1,

A2 (% + g CF) g = A2 U — Ao 2 (kg + Uko1) = hahy fi + Ao Criteat,
kE=2n(p—1)+2,....2np—1,

Mailles des coins extérieursl:suffit de synthétiser les calculs déja faits :
e coinsud-esti = 1,5 = 1,k = 1; un bord Dirichlet, un bord Fourier :

2h,
J)\lgl

3h, hy h, hy
A1 ( L+ =+ CF) up — A1 h—JUQ -\ 7, Unt1 = hzhy f1 + M Crues: + o
Yy T

ha — hy "
e coin sud-ouest? = 1n,j = 1,k = n; un bord Fourier, un bord Neumann :

hy  hy h, hy
)\1 (_J + — + CF) Uy — )\1 h_J'U'n—l - A1_U'2n - h:rhyfn, + A1(]Fue.’lct

he = hy z hy

e coin nord-ouesti = 2n,j = 2p, k = 2np.
On a encore un bord Fourier, un bord Neumann, et I'équatéanmis:

h hy h Dy
Ao AL AT Cr U2np — )‘Q_yUanfl - )\2_u2n(p—1) = hfrhl/fQ’ﬂP + A2Creat
he e e
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ecoinnord-esti =1, =2p k=n(2p— 1)+ 1un bord Dirichlet, un bord Fourier :

3h, hy h, hy 2h,
Ao L+ =+ CF Jug — Ao—Zugsr — )\2 (Uk n = hahy fre + XCrucgt, +—2 Ao g
he Ry ha ha

Interfacel’expression du flux sur une aréte de I’ mterface est denper (1.70). On pose, pour chaque ardtie
l'interface,

m(o)
A1dL,(T + )\QdK,(T .

Notons que dans le cas du maillage uniforme considér&eiicent est égal a :

SI,o =

2h,

e (>‘1 + )‘Q)hz/

et qu’il est indépendant de I'aréte Tenant compte de ce flux, on obtient, péue n(p—1)+i,i =2,...,N—1

2h hy hy hy hy h
A Y4 Z 4N - A - ken — A n = hgh A S1=20;,
< ™ + h + 251> Up lh Ukl — 1h Ug—1 lhy 151U+ ofw + St 5

0;, = / 0(x)dy(x)
1

avec

Et de méme, pouk = np +1i,i=2,...,N —

2h,  ha h, hy Dy h,
A ( h: + hy + )\151> Up — )\2h—:uk+1 >\2h Up—1 — Ao — h Ukyn) — A2S1Uk—n = hahy fr + >\251?J9i-

Il ne reste plus qu’a traiter les coins des interfaces.
ei=1,j=p k=mn(p—1)-+ 1. Dirichletsous l'interface

3hy = hg h hy 2h
A1 b = Xosr ) uk — M 2wt — M —Uktn — M S1URLn = hohy fr + A1ST y0 + = Ayg;
he — hy hs hy, by
ei=1,j=p+1 k=np+ 1, Dirichlet, dessus de l'interface
3h Iy hy, hg hy 2h,
A2 ( h:’ + h_y + )\181) up — >\2h Uyl — Ao By ~Uktn — A2STUL—n = Nl fio + )\2517‘/@ + h: A2g;
ei=nmn,j=p,k=n(p—1)+n. Neumann, sous l'interface.
hy  hg h ha h
A1 <h_z + By + )\281> uk — A1 h—zukq -\ h_yukfn = MS1Uk+n = hahy fr + )\1517y9¢

ei=n,j=p+1,k=np+n, Neuman, dessus de I'interface

h hy hy hy h
A2 (h_z + h_y + )\151) Uy, — )\Qh_wuk 1— Ao— hy ~Uktn — A2S[UL—n = Nohy fr + )\25173’97:-

On a ainsi obten@np équations @np inconnues. Notons que chaque équation fait intervenita$inconnues.

Exercice 20 page 39
1. Le probleme complet s’écrit :

—div(p;Vo)(x) =0, ze€Q;, i=12

V¢( ) ( ) 0_ x €y UTy,
/ 11 V(@) - n(z) dy(z) + / 1V(x) - n(z) dy(z) = 0,
F1 I's

¢2(x) — ¢1(x) =0, Vo e,
—(uVe -n)|a(z) — (uVe-n)|1(z) =0, Vzel.
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2. On se donne le méme maillage rectangulaire uniforma tekercice précédent. On nogg¢ I'inconnue as-
sociée a la maillés (ou ¢y, si on la référence la maill& par son numéré = n(j — 1) +¢,00¢ € {1,...,n} et
je{l,...,2p}. Pour une maille intérieure, I'équation obtenue est émraque (1.8) en remplacaxy, par i, .
Etudions maintenant le cas d’'une maille proche de l'intaf&Comme indiqué, on va considérer deux inconnues
discrétes par aréte de l'interface. Soiéhet L. ayant en commun l'aréte C I, K est située au dessous Hel es
équations associéedaet [ s'écrivent alors

Z FKJ,— =0et Z FL,G’ =0.
o€k o€l

Pour les arétes € i autres que, le flux s’écrit de maniere habituelle

O — O

y , aveco = K| M.

Frg o=

~ ~ _ —_ ot N . . N
Pour l'aréter = &, on aF , = (1 25-22m(0) etFy, , = ug%m(o), ol les deux inconnues discrétgs
et¢, sont reliées par les relations :

6 — 07 = Vs <: % / w(xmv(x))

FK,U+FL,0:0-

On peut alors élémines! et ¢ ; en utilisant par exemple™ = 1, + ¢, et en remplacant dans la deuxiéme
équation, on obtient :

—1 + 2 =0,
dK,U dL,o'

ce qui donne :

¢o’_: M1 . M2 <u1 ¢K+ = ¢L 12 w(r~>~

dr.o + dr o dK,(T dL,(T dL,(T

En remplacant cette expression dans les flux, on obtient :

M1 2

Fro=—Fpo=m(o)—t1H2
Ko Lo ( )HldL,(T + HQdK,(T

((bK - (bL + 11%;)
On peut alors écrire I'equation discrete associée @ maille de numéra: située sous l'interface (aveec =
np—1)+1i, i=2,...,n—1).0npose:

M1 f2 _ K1
MldL,(r + MQdK,U da
(ur est donc la moyenne harmonique pondérée emtet 115). Notons que pour une aréte ded, = h,, et
m(o) = h,. L'équation associée a la mailles’écrit donc :

ha
hy

h1 h’I‘ MIh.’L‘ h1 hm
2 Y = _ ) _ _ = =
( gt h + h ) k= g (Ug—1 + ukt1) — R e f1

Dy
Uktn = —H1 77—,

h?!
ou1; est le saut de potentiel a travers I'arétede I'interface considérée ici. De méme, I'équationoagse a une
maille k aveck = np + 4,1 = 2,...,n — 1, située au dessus de l'interface s’écrit :

h, ha By h, By By By
2 2 = = — L (s — = — 2. = e
( Mhm + I, + pr Iy Up — {1 h, (Up—1 + Ugt1) — M1 Iy Uktn — I hyuk n = tp1 hy (25
La discrétisation des conditions aux limites de Neumamii'siet Iy est effectuée de la méme maniére que pour
le cas du probleme thermique, voir exercice 21.
Il ne reste plus qu’a discrétiser la troisieme equatarprobleme (1.8), qui relie les flux sur la frontidre avec
les flux sur la frontieré's. En écrivant la méme condition avec les flux discrets, dreab:

" 2h, " 2h,
75 ; h (u; —up,;) + po ; h (wm,i — ugy) =0,
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ou : pup ; représente I'inconnue discréte suriame aréte dé&'; et ; 'inconnue discrete sur laeme aréte de
T's, etk(i) = n(p — 1) + i est le numéro de la maille jouxtant la i-eme arétd’'ge

Remarquons que tel qu'il est posé, le systeme n’est pasdiile : on n'a pas assez d’équations pour éliminer les
inconnuesip; etug,;,i = 1...N. On peut par exemple pour les obtenir considérer unerdiifé de potentiel
fixée entrd’; etI's, et se donner un potentiel fixé siy.
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Chapitre 2

Problemes paraboliques : la discetisation
en temps

On a vu au paragraph® comme exemple type de probléme parabolique I'équatida dbealeur instationnaire :
up — Au = f

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre«, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espdaur
gue ce probleme soit bien posg, il faut spécifier des ¢mmdi aux limites sur la frontiere de, et une condition
initiale ent = 0.

2.1 Le probleme continu, et la discetisation espace-temps

On considere maintenant le méme probleme en une dimed&space. Au temps= 0, on se donne une condi-
tion initiale ug, et on considére des conditions aux limites de type Dieithbmogéne. Le probléme unidimen-
sionnel s'écrit :

up — Uz = 0, Vo €10,1[, Vt €]0,T

u(z,0) = up(z), Y €]0,1], (2.1)

u(0,t) = u(l,t) =0, Vt €10, 77,

ou u(zx,t) représente la température au poinét au tempg, u; désigne la dérivée partielle premiere d@ar
rapport & etu,, la dérivée partielle seconde depar rapport &. On admettra le théoreme d’existence et unicité
suivant :

Théoréme 2.1 (Fesultat d’existence et unicié) Siug € C(]0,1[,IR) alors il existe une unique fonctiom €
C%(10,1[x]0, T[,R) N C([0,1] x [0, T],R) qui verifie (2.1).

Onaméme: € C*(]0, 1[x]0,T[,IR). Ceci est appelé, effet “régularisant” de I'équatioraehaleur.

Proposition 2.2 (Principe du maximum) Sous les hypo#ises du thoreme 2.1, soit: la solution du probtme
(2.1);

1. siu®(z) > 0 pour toutz € [0, 1], alorsu(z,t) > 0, pour toutt > 0 pour toutz €]0, 1].

2. ull Lo oarxjo,rp < Nwllneqo,ip-

Ces dernieres propriétés peuvent étre importantesidanodele physique ; supposons pas exemple.geprésente
une fraction massique. Par définition de la fraction massigelle-ci est toujours comprise entre 0 et 1. La pro-
position précédente nous dit que la quantit&onné par le modele mathématique supposé reprédaritaction
massique d’'une espece qui diffuse dans un milieu, par ebegiegt aussi comprise entre 0 et 1, dés que la fraction
massique initiale:, est dans I'intervalld0, 1] ce qui est plutdt une bonne nouvelle : le modele math&muaties-
pecte les bornes de la physique. Mais on ne peut pas enajéakuler la solution de (2.1) de maniére analytique.
On arecours a la disrétisation en temps et en espace pramseer a un systeme d’équations de dimension finie.
Il est souhaitable pour la validité du calcul que la solut@pprochée obtenue par la résolution de ce systeme, qui
est supposée approcher une fraction massique soit ausprise a tout instant entre 0 et 1. On dit souvent d’une
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méthode de discrétisation (ou d’un schéma de disat&is) qu’elle (ou il) est “robuste” ou “stable” s'il prése
les bornes imposées par la physique (0 et 1 dans le cas @etefrmassique évoquée ci-dessus).

Pour calculer une solution approchée, on se donne unettigaiion en temps et en espace, qu’on nofzr@n
choisit pour I'instant de discrétiser par differencegfinen temps et en espace. La discrétisation consisteadasc
donner un ensemble de pointts n = 1,..., M de l'intervalle]0, T[, et un ensemble de points, i = 1,..., N.
Pour simplifier, on considére un pas constant en temps edpate. Soith = ﬁ = Ax le pas de discrétisation
enespace, ét= At = % le pas de discrétisation en temps. On pose a&jpes nk pourn =0, ..., M etx; = ih
pouri =0,..., N + 1. On cherche & calculer une solution approcthgelu probléme (2.1) ; plus précisement, on
cherche a déterminerp (z;,t,) pouri = 1,..., N, etn = 1,..., M. Les inconnues discrétes sont notéé@,
i=1,...,Netn=1,...,M.

2.2 Discrétisation par Euler explicite en temps.

L'approximation en temps par la méthode d’Euler explicitesiste a écrire la premiére équation de (2.1) en ahaqu
pointx; et tempg,,, a approcher la dérivee en tempsz;, t,,) par le quotient differentiel :

w(@i, tn1) — w(@i, ty)
k b

et la dérivée en espaeeu...(x;, t,) par le quotient differentiel :

1
ﬁ(2u(xi, tn) —u(wi1,tn) — w(@ig1,tn)).

Remarque 2.3 On a choisi une dis@&tisation en espace de type difinces finies, mais on aurait aussi bien pu
prendre un scéma de volumes finis ou&éments finis.

On obtient le schéma suivant :

u(:n+1) _ugn) i
k h?
ud =wuo(x;), i=1,...,N,

2.2)

u(()n)zug\?il:O, Vn=1,...,M.

le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus d@nﬁ’?fél) de maniére explicite en fonction d@é"))i_l N-

En effetona:

u§n+1) _ ugn) _ )\(Zul(.") _ ugﬁ)l _ ugﬂ)v

k
avec) = 72

2.2.1 Consistance du s@ma

Soitagn) = u(z;,t,) la valeur exacte de la solution epett,, : Lerreur de consistanck; en(x;, t,,) peut s'écrire
comme la somme des erreurs de consistance en temps et ea eBé)’Qc= RE”) + R avec :

~(n+1) _ ~(n)

~(n Uu; —u; ~(n 1 _(n —(n —(n

Rg ) = - ue (i, tn) etR§ ) — 3 (Zug ) _ u§7)1 — u§+)1) — Uz (T, ).
Proposition 2.4 Le sclema(2.2) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espacet, &'dse qu’il existe

C € IR, ne cependant que de tel que :
IR™| < C(k + h2). (2.3)

Démonstration : On a vu lors de I'eétude des problemes elliptiques quediarde consistance en espdé&é“)

est d’ordre 2 (voir formule (1.30) page 15). Un développende Taylor en temps donne facilement q‘ﬁ@) est
d’ordre 1 en temps. n
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2.2.2 Stabilite

On avu a la proposition 2.2 page 59 que la solution exaciéesé

lull < qo,11x10,71) < l[woll Lo (o,1p)

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace allons voir qu’on peut avoir I'équivalent discret sur
la solution approchée.

Définition 2.5 On dit qu’un scéma est.>-stable si la solution appro@e est borée dand.*> independamment
du pas du maillage.
Proposition 2.6 Si la condition de stabilé

N % < (2.4)

N =

est \erifiee, alors le schma(2.2) est L.°>°—stable au senslo:

Csup [ud™] < Juolle
1=1,...,

n=1,....M
Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme

u§n+1) _ ugn) _ )\(Zul(.") _ ugﬁ)l _ ugﬂ)v

soit encore :
u"t = (1- 2/\)u§n) + /\ugﬁl + /\ugi)l.

(2

. 1 o (n _— n
Sio <A< 3 on ax>0etl—2\>0,etla quantltmg 1) est donc combinaison convexe dgé“), ugjl et

u{™). SoitM™ = max_u{™, onaalors
i=1,...,N

WY < (1= 20) MM AM™ L AM®™ | vi=1,... N,
et don0u§”+1) < M. On en déduit en passant au maximum que :
MO+ < pp(n),

On montre de la méme maniére que
(n+1)

min _u, >  min ul(.n).
i=1,...N i=1,...N

EEREE)

On en déduitnax;—; N(ugnﬂ)) < max v etmin;—;

(n+1)

~n(w;"") > minu d’ou le résultat. n

2.2.3 Convergence

Définition 2.7 Soitu la solution du probtme(2.1) et (uf;")) i—1,...~, la solution de(2.2). On appelle erreur de
1,...,M

discrétisation au pointz;, t,,) la quanti€el’ = u(x;,t,) — ul'.

Théoreme 2.8 Sous les hypo#ises du thoreme 2.1, et sous la condition de stakili2.4), il existeC' € IR ne
dépendant que de tel que

1€ ™| < 1€ |0 + TC(k + h?), pourtouti = 1,...,N etn =0,..., M — 1.

Ainsi, si ||e§0) loc =0, alorsmax;—1, n |\e§”) || tend vers O lorsqué et h tendent vers O, pour tout=1,... M .
Le sctema(2.2) est donc convergent.
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Démonstration : On noteal(”) = u(z;,t,). On adonc, par définition de I'erreur de consistance,

ﬂl(»nJrl) - ﬂ(n) 1

0 L el —a) = R, @5)
D’autre part, le schéma numérique s’écrit :
u7(:n+1) o u7(n) - i
k h?
Retranchons (2.6) a (2.5), on obtient :

(2u§") - uz@l - ugi)l) =0. (2.6)

R CEEY

T Lol = B

soit encore :
el('nﬂ) =(1- 2/\)e§n) + )‘el(’i)l + )‘ez(‘i)l + le(n)

Or (1—2X)el™ 4+ xel™ + )\efﬁ)l < [|e™]|, cari < 3, etdonc comme le schéma est consistant, Iinégali@ (2.
entraine que :
e < Ne™loo + KOk +12).

On a donc par récurrence :
le" Plloe < e loo + MEC(k + h?)

ce qui démontre le théoreme. m

Donnons maintenant un exemple ou lorsque la conditior) (€3t pas vérifiee, le schéma est instable.

2.2.4 Exemple de non convergence
Montrons que si la condition < % n’'est pas respectée, on peut construire une conditioalmipour lequel le

schéma n’est pas stable. Saijte C([—1, 1], IR) qui vérifie (voir Figure (2.1) :

uo(x)

AN

-1 —-1+¢ 1

FIG. 2.1 — Condition initiale pour le contre exemple

ug(z) >0
uo(z) #0siz €] —1; -1 +¢|
up(z) =0siz > —1+¢

On consideére le probleme :

U — Ugy = 0,V €] — 1,1[;Vt > 0.
u(z,0) = ug(z),Va €] — 1,1] (2.7)
u(l,t) = u(—1,t) = 0,Vt > 0.

On peut montrer que la solution exactee (2.7) vérifieu(x,t) > 0,Va €] — 1, 1[, V¢ > 0. En particulier, pour un
tempsT” > 0 donné, on a,(0,7) > 0. SoitM € N etk =T /M. SoituE”) la solution approchée par (2.2), sensée
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approchew(z;,t,) (i € {—N,...,N},n € N). On va montrer que)’ = 0 pourk eth choisis de maniére non
admissible ; ceci montre que le schéma ne peut pas conveajeulonsu))’ :

ud’ = (1= 20)u) 7! + M7
Doncu}! dépend de

u™=Y sur[—h, h)

uM=2) sur[—2h, 2h]

T T
u(®) sur[—Mh, Mh] = [=2h )
. h 1 . . ,
Par exemple, si on pren]g = 57 on obtient :(—Zh, Lh] = [-1, 1], etdonc, sk < 1, ona u}! = 0. On peut

donc remarquer que §| = % méme sih — 0 etk — 0,

ud? £ u(0,T).

Le schéma ne converge pas; notons que ceci n'est pas emdictibn avec le résultat de convergence 2.8 page
61, puisqu’ici, on n'a pas satisfait a la condm%—@ < 3

2.2.5 Stabilitt au sens des erreurs d’arrondi

On considere le schéma d’Euler explicite pour I'équatid.1). On appelle: la solution exacte de (2.1)p la
solution exacte de (2.2),,.., la solution effectivement calculée par I'ordinateur. Gaupécrire :

U — Upym = U — UD + UD — Upum-
On sait que I'erreur de discrétisatian— up tend vers 0 lorsqué et k tendent vers 0, sous condition de stabilité

(2.4), c.a.d.

1
A< -
-2

Pour contrbler I'erreur entre la solutian, du schéma (2.2) et la solution numeérique obtemug,,, on cherche a
estimer I'amplification de I'erreur commise sur la donn&gale. Rappelons que le schéma s’écrit :

k ,
avec) = 5 Ce schema se met sous la fornfé+1) = AU avec

1-2X\ A 0 0
A 1-2)\ A
A= 0 0
: . A 1=2) A
0 0 A 1—2X

Définition 2.9 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi) Supposons que I'on commette une ereglsur la condi-
tion initiale. La nouvelle condition initial&@", s’ecrit doncu® = u" + £°. A cette nouvelle condition initiale cor-
respond une nouvelle solution caléeki™) = (") + (™). On dit que le sckma est stable au sens des erreurs
d’arrondi s'il existeC' > 0 independant de: tel ques(™) < Ce(9),

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéghadit stable au sens des erreurs d’arrondi. En effet,
on va démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.10 On suppose qug = % < % Alors le sclema 2.2 est stable au sens des erreurs d’arrondi.
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Démonstration : Soit donc une condition initiale perturb& = «° + £° a laquelle on associe une nouvelle
solution calculear™) = u( + (") On as™ = A", CommeA est symétriqued est diagonalisable dans
R. Soientus, ..., uy les valeurs propres dé, eteq, ..., ey les vecteurs propres associés, c'est—a—dire tels que
Ae; = pie;, Vi =1,...N.On décompose la perturbatiehsur la base des vecteurs propres :

N N
el = Zaiei. On adoncd”e? = Zaiufei =M,

i=1 i=1
Si on prend par exemples? = a;e;, on obtient=(") = a;ule;. Iy a diminution de I'erreur d’arrondi sut® si
sup [ps| <1
i=1...N

c’est-a-dire spp(A) < 1, oup(A) désigne le rayon spectral de Calculonsp(A). On écrit:A = [ + ABouB
est la matrice symétrique définie négative, définie par :

2 1 0 ... 0
1 -2 1 :

B=| ¢ . - - 0 (2.8)
1 -2 1
0 0 1 -2

Soit VP(A) I'ensemble de valeurs propres de Alors VP(A) = {1 + Au,pu € VP(B))}. Or VP(B) =

{—4sin®> ;4% j=1,..., N} (voir Lemme 2.11 plus loin). Pour qué&™ < <, il faut donc que :

2(N+1)°
. Jjm
sup |1 —4Asin? ————| < 1,
j:L...,N' 2(N + 1)'
c.ad . 1
. Jm

Asin? —2F—— < .

ON T T2
Une condition suffisante pour avoir une diminution de I'errest donc que. < 3. [

Lemme 2.11 (Valeurs propres deB) L'ensemble)P(B) des valeurs propres de la matride définie par(2.8)
est doni par :

VP(B) = {—4sin? —2" = 1,...,N}.

2(N + 1

Démonstration : Les valeurs propreB peuvent se calculer a partir des valeurs propres de lagér continu ; on
commence donc par cherchesolution de :

—u" 4+ au =0,
u(0) =wu(l) =0.
Cherchonsi(x) sous la forme :
u(z) = acosv/azx + bsin ax

Commeu(0) = 0, ona:a=0.De mémey(l) = Bsiny/a = 0, et donc,/a = kx. Les valeurs propres et
vecteurs propres associés de I'opérateur continu sort d@s27r2, sin Imrx) k € IN*. Pourk = 1,..., N, soit

v®) € RN tel quev™ = sin krih. CalculonsBo(® :

(Bv(k))i = 'Uﬁ)1 - 2"’1@) + Uz(«k&

et donc
(Bu®); = sin k(i — 1)h — 2sin krih + sin kx(i + 1)h

En développant, on obtient :
(Bv®)); = sin kmih cos(—kmh) 4 cos kmih sin(—kmh) — 2sin kmih + sin krih cos kmh + cos kmih sin kmh.
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Aprés simplifications, il vient :
(Bu™®); = 2sin krih(—1 + cos krh).

krmh
Or, coskmh = 1 — 2sin? % Onadonc:

kmh
(Bv™®)); = 2sinkrih x (—2sin? L)
2

= —4sin? @(U(m)i, Vk=1...N.

Onah = et donc les valeurs propres #es’écriventyy, = —4 sin? k=1,...,N. [

1 km
N1’ PIOESHR

2.2.6 Stabilitt au sens de Von Neumann

Lanalyse de stabilité au sens de Von Neumfaoconsiste a étudier I'impact du schéma sur un mode de &ouri

isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solutioprobléme continu, on remplace les conditions de
Dirichlet homogénes du probleme (2.1) par des conditm@gdiques, et pour alleéger les notations, on consider
l'intervalle ]0, 27r[ comme intervalle détude en espace plutdt que I'intesvalll].

Probleme continu avec conditions aux limites @riodiques On considéere le probleme avec conditions aux
limites périodiques
Ut —Upey =0, t€l0,T], z€]0,2n],
u(0,1) = u(2m,t),vt €]0,T7, (2.9)
u(z,0) = ug(x).
Le probléme (2.9) est bien pose, au sensagic C([0, 27]), il existe une unique € C?(]0, 27[x]0, T'[,IR) solu-
tion de (2.9). On suppose qug € L?(]0, 27[). On rappelle qué? est un espace de Hilbert, et g™ n € Z }
est une base hilbertienhde L2(]0, 27[). On décompose donc la condition initiale dans cette bdbertienne :

uo(z) = Z ¢, (0)e™* (au sens de la convergence ddi3. Dans un premier temps, calculons formellement les

nez

solutions de (2.9) sous la forme d’'un développement dabaga hilbertienne :

u(z,t) = Z cn(t)em®,

nez
En supposant qu’on ait le droit de dériver terme & termey donc :
u(z,t) = Z c (1)e™® etuy,(x,t) = Z —cn(t)n?e™®.
nez nez

On obtient, en remplacant dans I'eéquation
c(t) = —n’cp(t)

c’est-a-direc, (t) = ¢, (0)e~""t en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalémen
u(x,t) = Z cn(O)e_"ztem‘”. (2.10)
neZ
Justifions maintenant ce calcul formel. On a:
> lea(O)? = [u’][32 < +o0
nez
De plus, en dérivant (2.10) terme a terme, on obtient :

U — Uge = 0.

La condition de périodicité est bien vérifiee padonnée par (2.10). Enfin on a biem(x,t) — wuo(¢) lorsque
t — 0, donc la condition initiale est vérifiee. On peut remargyeil y a “amortissement” des coefficients de
Fourierc,, (0) lorsquet augmente, c.a.d. qu'on a;; () < ¢,(0), V¢ > 0.

1John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physimieéricain d’origine hongroise, a apporté d'importartestributions tant
en mécanique guantique, qu’en analyse fonctionnellehéearie des ensembles, en informatique, en sciences @ognes ainsi que dans
beaucoup d’autres domaines des mathématiques et de ligpayk a de plus participé aux programmes militaires aca@s.
2Soit H un espace de Hilberte;);cz est une base hilbertienne dé& si : (e;);cz est une famille orthonormée telle quer €
H,3(x3)icz CR;z = Z z;e; au sens de la convergence ddiisavecr; = (z,e;), ou(.,.) désigne le produit scalaire shf.
iEZ
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Discrétisation du probleme(2.9) Si on utilise le schéma (2.2), pour la discrétisatie (2.9) on a :

u{" D = (1= 200l 4+ )+ ) (2.11)
On prend comme condition initialeo( ) = ape”, pourp € 7 fixé . En discrétisant, on obtient.)(x) =
ape™", pourj =1,...,N,avech = 5. 0Ona b|enu0 = u%,, = 0. Calculons :

u§1) =(1- 2)\)apeipjh + )\apeip(jfl)h + )\apeip(jﬂ)h

donc :uj(.l) = ayeI™¢,. On appelle, le facteur d’amplification associé a la fonctiei” (appelé aussip-ieme
mode”). On adonc:
1 0
u; ) _ gpu§ )

= (&)l

On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann S Si:

|£p| < 17 VP
Calculonsgy, :
& =1-2X\+2Xcosph
=1-2\+2\(1 — 2sin?

_ 22 27
=1—4\sin (N—H,g)

o

2T p

Pour avoir|¢,| < 1, il faut Asin? ( —> < 1 Une condition suffisante pour que le schéma soit stable au

N+1'2
1 a . "

sens de Von Neumann est que £ 3 Remarquons que c’est la méme condition que pour la staliis erreurs

d’'arrondis.

Convergence du scema avec la technique de Von Neumann Soitu € C?(]0,27[x]0, T[,IR) la solution

2 . 27T
exacte de (2.9) ona(jh,nk) = P nkeipih oy p =
X (2.9) (jh, nk) p; cp(0)e e u Nl

est le pas de discrétisation en espace et

T L . .
k= i le pas de discrétisation en temps. Sgitla solution de (2.2), et :

upihnk) = 3 (O

PEZ
On cherche a montrer la convergencegeversu au sens suivant :

Proposition 2.12 Soitug = . ¢, (0)e’™® et la solution du probdme(2.9). On noteup la solution ap-

prochee obtenue par le séma d’Euler explicitg2.11) AlorsVe > 0, Idn > 0 tel que sik < n et % ’“ <1

2
alors T
|u(jh,nk) —up(jh,nk)| <e,Vj=1...N,n= -

Démonstration : On note(u — uD)g.”) la quantitéu(jh, nk) — up(jh, nk). On fera ’nypothése supplémentaire :

Z|cp )| < 4o0.

PEXZ

Donc pour tout € IR+, il existe A € IR tel que2 Z lep(0)] < e.On écritalors :
lp|>A

(u — uD < Z —Pznk _ gg)ei;njh + Z CP(O)(e—pznk _ fg)eimh

[p|<A [p|>A
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Onadonc:

(u—up)™ <X +2 3" |, (0)], avecX = > e, (0)|(e 77 — &)
[p|>A p|<A

et2 Z |ep(0)] < 2e. Montrons maintenant qu& — 0 lorsqueh — 0. Remarquons que

Ip|=A
X h
e~Pnk _ & = e P’T by BtE, =14\ sin? 22
h  p*h? k h .
Or, sin? % ==+ O(h*), et = 75~ Donc -4 sin? 28 = p%k + O(kh?). On en déduit :

n : th o n T : Qph 2 2
(&))" = (1—4Asin > etdoncIn &) :Eln 1 —4Asin > = —Tp” + O(h*).

On en déduit qug, — e P’T lorsque h — 0. Tous les termes d& tendent vers 0, eX est une somme finie;
on a donc montré qu@: — up)g.”) tend vers 0O lorsqué tend vers 0. (]

Remarque 2.130n peut adapter la technique de Von Neumann au cas Diricluetdgene sur|0, 1], en effec-
tuant le ceveloppement de par rapport aux fonctions propres de I'émateuru’” avec conditions aux limites de

Dirichlet :
ch sm mr;L

L’avantage du éveloppement erede de Fourier est qu’il marche pour n'importe quel@mateur lireairea condi-
tion d’avoir pris des conditions aux limite€podiques.

2.3 Sclema implicite et sclema de Crank-Nicolson
2.3.1 Le#-schema

Commengns par un petit rappel sur les 'équations diffi@fles (voir aussi polycopié d’analyse numérique de
licence, sur le site web http ://www.cmi.univ-mrstigrbin On considére le probléeme de Cauchy :

{ y'(t) = flyt),t>0.

y(0)  =yo

Soit £ un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que llegnsas d’Euler explicite et implicite pour la

discrétisatision de ce probleme s’ecrivent respectemim

y( T — ()
k

(2.12)

Euler explicite : =f(y™), n>0 (2.13)

Euler implicite = f(y™*Y), n >0, (2.14)

avecy™ = y,. On rappelle également quefleschéma, ow est un parameétre de I'intervalle, 1] sécrit :
y " =y L kOf(y ) + k(L= 0)F(y™). (2.15)

Remarquons que podr= 0 on retrouve le schéma (2.13) et paue= 1 le schéma (2.14). On peut facilement
adapter l& schéma a la résolution des equations paraboliquegxXeanple, l&-schéma pour la discrétisation en
temps du probleme (2.1), avec une discrétisation pagriffces finies en espace s’écrit :
u(n+1)7u(n) n n n — n n
R :hO( (+1)+(+1)+(+1))+1h_29(2()+ul)1+u§+)1)7,n>02_1
1=

l+1
(0) 1,...,N.

2.16
u; = ug(z;), ( :

Sif# = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite ;6si= 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas du= 3 ce

schéma s’appelle schéma de Crailicolsorf. Notons que dés que> 0, le schéma est implicite, au sens ot on
n'a pas d'expression explicite dé”“) en fonction de&§").

3John Crank (6 February 1916 —3 October 2006) mathématiieannique.
“4Phyllis Nicolson (21 Septembre 1917 — 6 Octobre 1968) nmattigienne britannique.
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2.3.2 Consistance et stabilé

Proposition 2.14 (Consistance dé-schéma) Le 6 sclema(2.16) pour la disckétisation du prok#me(2.1) est
d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temp$§ st 3 et d’ordre 1 sinon.
Démonstration : On poseu? = u(zj, tn), h = 747,
_(n+1) _(n)
n u‘ 9 n+1 _ n+1 _(n+1 1- 9 n

R = 2 ——— = (—2a™V a1+ ali) + = (—2ul + ) + i)
On va montrer, en effectuant des développements linipés,: ‘Rg.”)
C(k* 4+ h?) si@ = 3. En effet, on décompose

< C(k+h?)sif # 5 et que’R§")

R =1V 1™ 4 (1 - )™

avec. ( +1) (n)
n,l s —u; " n,2 n+1 _ n+1 _ n+1
T<n3> 2 (- 2u<”> +u<"> +ugi)1)

Effectuons un développement limité pour calcmé?’l)

k
~(ug)(xj,tn) + Ry avec|Ry| < Ok%

Ty = () (. ta) + 5

Faisons de méme pomf"’z) ;

T\"?) = 0(tige (25, tni1) + Ro) avec|Ro| < Ch2.
OF iy (), tnt1) = Uz (T, tn) + Kliggi(24,t,) + Rs avec|Rs| < Ck?, donc:
Tj("ﬂ) = 0(uga (T, ) + +htgpe(25,tn) + Ra) avec|Ry| < C(h? + k?).
De méme pouTj(”’B), ona:
T\ = (1~ 0)usa(x,tn) + Rs, avec|Rs| < Ck?.

En regroupant, on obtient que

Rgn) = ’U,t(.l?j,t ) — Urr(xjv n)

N

0
Py up(zj, tn) + 0k(Uge)(xj,t0) + R

avecRk = Ry + R4 + R5
e Sif = 3 on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.

En ef‘fet,%(ﬂtt)(xj, n) — Ok(Ugat)(z),tn) = % (k‘ [%(ﬂt)(xj,tn) — 0(Uge) (x5, tn)ﬂ etu; — Uy, = 0.
e Sif +£ 3 :onaunschéma d’ordre 2 en espace et d’'ordre 1 en temps. |

Proposition 2.15 (Stabili au sens de Von NeumannBi 6 > 3 le #-sckema est inconditionnellement stable.

En particulier, les scémas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont incoraitiellement stables. 8i< — Ie
sckema est stable sous condition.

1
< —
As 2(1 — 26)

(On retrouve en particulier que le sema d’Euler explicite n’est que 3i < %).
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Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet By ] par des conditions périodiques sur
[0, 27]. La solution exacte sécrit alors :

u = Z cp(O)e_pzteip’”.

pPEZ

Pronons comme condition initiate,(z) = e??*. On a :

k
n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
u; ) - u; ) = _h2 —9(2114; ) - u§ 1 ) - U; 1 )) - (1 - 9)(2114; ) - u§ )1 — u§ )1),

ce qui sécrit encore, aved.:= ;5 :
(14 20)ul™ = agu{™ Y = agulTTY = (1221 - 0)ul™ + A1 - )l A1 -0V (2.17)

j+1 j—1

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) btientu§0) = e7" et on cherche le facteur d’amplifcation
& tel queu) = &uf = &,e™7" ; en appliquant le schéma ci-dessus pot 0, on obtient :

(14 2X0)&, — M0E [P + ePh] = [1 — 2X\(1 — )] + A(1 — 0)[e™P" + P!

etdonc:
1 —2X(1—0)+2A(1 —0)cosph 1 —4X(1 — 0)sin® ph/2
i (14 2A6) — 2\ cos ph 1 +4Msin® 2
Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, @jdaut¢,| < 1 pour toutp, soit encore :
h h

1 — 4A(1 — ) sin? % < 1+ 4)\0sin? % (2.18)
et b b

AN(1 — 6) sin? % —1 <1+ 4\sin’ % (2.19)

L'inégalité (2.18) est toujours vérifiee. En ce qui cene I'inégalité (2.19), on distingue deux cas :
1. Sig < % alors0 <1 — 0 < 6 etdans ce cas (2.19) est toujours vraie.
2. Sif < &, onveut:

AN [(1 —0ysin? 2 _ ggin? p—h] <2
2 2
Il faut donc que
A< L {(1 — 20) sin® p_h} 1
2 2

Une condition suffisante est donc :

= 2(1—26) 2
|
2.3.3 Convergence du s@ma d’Euler implicite.
Prenong = 1 dans le#-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :
(14 20)ul ™ i ) = o (2.20)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement séabsens de Von Neumann. On va montrer de plus qu'il
estL>°—stable :

Proposition 2.16 (Stabilite L>° pour Euler implicite) Si (ugn))j:l,,,,,N est solution du s@ma(2.20) alors :

max u<n+1) < max u(n') < max u,(-o) (2.21)
j=1,..,N 7 j=1,..,.N 7 j=1,..,.N 7
de néme :
min u§"+1) >  min u;") > min uj(-o) (2.22)
j=1,...,.N j=1,..,N j=1,...,N

Le sctema(2.20)est donc.*° stable.
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(n+1) (n+1)

Démonstration : Prouvons I'estimation (2.21), la preuve de (2.22) est siim@l Soitj tel queu;; = maxj—i, . N U;

Par définition du schéma d’Euler implicite (2.20), On a:

(n) _ (n+1) (n+1) (n+1)
sy = (1 + 2)\)ujo - )\ujo—l - )\ujo—H :

On en déduit ugff“) < max;j—1,. N u§"), ce qui prouve que

1
max u(n+ ) < max u(n).
J=1,N 7 j=1,..,N 7

Donc le schéma (2.20) esf° stable. L]

Théoréme 2.17Soite(™ I'erreur de discetisation, @finie par

e;,”) =u(zj,tn) — ug.n) pourj=1,...,N.

Alors [[e™ || < [[e©]|oe + TC(k + h?). Si|le?] . = 0, le sclema est donc convergent (d’ordre 1 en temps
et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de I'erreur de consistance, otieoti :
n+1 n n n n
(14 20D — xelm, — Al = i) 4 R
etdonc:
€™V loo < fle™ oo + kC(k + 1?)

On en déduit, par récurrence syrque :
et Voo < [[lloc + TC(k + h?)

d’ou la convergence du schéma. m

On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-¥rog”

u(n+1) - u§n71)

J _ L

2k T2 (™ — 20" + uff?

Jj—1 J j+1)

est d'ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 30 pageaieireusement il est aussi inconditionnellement
instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en intigaht le schéma de Dufort-Frankel, qui s'écrit :

u(n+1) - u§n71) 1

J o _ ﬁ(ug’ri)l - (u§n+1) + u;nfl)) + u(n) )

J Jj+1

Ce schéma est consistant et inconditionnellement stabiedxercice 30 page 74).

2.4 Cas de la Dimension 2

Soit© un ouvert borné déiR?, on considére le probléme suivant :
ug — Au=0 x € Q,t€]0,T[
u(z,0) =up(x) =€
u(z,t) =g(t) x€0Q Vte]o,T]

Sile domaine est rectangulaire, ce probléme se diserfaiisiement a I'aide dé schéma en temps et de differences
finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. @mpmtrer, comme dans le cas 1D, la consistance, la
stabilite, laL > stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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2.5 Exercices
Exercice 22 (Existence de solutions “presque classiquesQorrigé en page 80
Soitug € L%(]0, 1[). On s'intéresse au probleme :

ur(z,t) — uge(z,t) =0, x €]0,1[, t € R,
u(0,t) = u(1,t) = 0, t € R”, (2.23)
u(x70) = uo(x), ] [

1. On définitu : [0,1] x R, — IR par:

u(z,t) Z e g, sin(nrz), x € [0,1], t € R7, (2.24)
nelN*
aveca,, = (fo1 ug(z) sin(mr;v)d:v)/(fo1 sin?(nmz)dz).

Montrer queu est bien définie df, 1] x IR’ danslR et est solution de (2.23) au sens suivant :

uwe C*([0,1] x R:,R),
u(2,t) — Uga(2,t) =0, Vo € [0,1], YVt € R7,

w(0,1) = u(,£) = 0, V¢ € R, (2.25)
H’U,(.,t) — UOHLZ(]O,I[) — 0, quandt — 0.
2. Montrer qu'’il existe une unique fonctiansolution de (2.25).
Exercice 23 (Discktisation par DF)
Soituy € C(]0, 1[). On s'intéresse au probleme :
up(x,t) + ug (2, t) — uge(x,t) = 0, x €]0,1[, t €]0,T7,
u(0,t) = a, t € R, (2.26)

w(1,t)=b
u(z,0) = up(z), z €]0, 1],

avecT > 0,a etb € R donnés.

Ecrire une discrétisation espace-temps du problemes)2agec le schéma d’Euler explicite en temps et par
differences finies avec un maillage uniforme en espace tibsant un schéma décentré amont pour le terme
d'ordre lu,(x,t).

Exercice 24 (Exemple de sadma non convergent)Suggestions en page 80, co&ign page 82

Soitug € L?(] — 4,4[). On noteu I'unique solution (au sens vu en cours ou en un sens insgirkerercice
précédent) du probleme suivant :

up(x,t) — ugpe(x,t) =0, x €] — 4, 4], t €]0, 1],
w(—4,t) = u(4,t) = 0, t €]0,1], (2.27)
u(z,0) = uo(x), z €] — 4,4[.
On sait que la solution de (2.27) est de claSSe sur[—4, 4] x]0, 1] (voir I'exercice précédent). On admettra que
Siug > 0 p.p. sur] — 4,4[ etug # 0 (dansL?(] — 4,4[)) alorsu(x, t) > 0 pour toutr €] — 4, 4] et toutt €]0, 1].
On suppose maintenant que € C([—4,4],IR), uo(—4) = uo(4) = 0, up > 0 sur] — 4, 4], up nulle sur[—3, 4]
et qu'il existea €] — 4, =3[ t.q.up(a) > 0. On a donau(z, t) > 0 pour toutr €] — 4,4].
Avec les notations du cours, on considére la solution d¥{2lonnée par le schéma d’Euler explicite (2.2) avec le
pas de temps = 1/(M + 1) etle pas d’espace= 8/(N + 1) (M, N € IN*, N impair). La solution approchée
est définie par les valeutg' pouri € {—(N +1)/2,...,(N +1)/2} etn € {0,..., M + 1}. La valeuru} est
censée étre une valeur approchéafle= u(ih, nk).

1. Donner les équations permettant de calcuffepouri € {—(N+1)/2,...,(N+1)/2}etn € {0,..., M+
1}.
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2. On suppose maintenant gkie= h. Montrer queu! = 0 pouri > 0 etn € {0,...,M + 1}. En déduire
quemax{|u} T — @M i € {~(N +1)/2,...,(N +1)/2} ne tends pas vefsquandh — 0 (C’est-a-

dire quandV — o0).
Exercice 25 (Scema implicite et principe du maximum)
1. Soientl” > 0,v € C1([0,1],R+), ap, a1 € IR etug € C([0, 1]). On considére le probléme d’évolution suivant :

up(x,t) — ugq(x,t) +v(x)uy(x,t) =0, x €]0, 1], t €]0,T7,
u(0) = ag, u(1l) = ar, (2.28)
u(x,0) = uo(x).

dont on cherche a approcher la solution par differencéssti©On choisit pour cela le schéma de la question 1 de

I'exercice 5 pour la discrétisation en espace, et on dis® par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas

de temps uniformé = Z ou P > 1.

1.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admetsahation qu’on noterd/ = (u§p>)i:1,,,,N,, ongp) est
p=1,....,P

censé étre une approximationder;, t,), out, = pk,p=0,..., P.

1.2 Montrer que

min(r[nir]l ug, min(ap, a1)) < ul(.p) < max(ma)]{uo, max(ag,a1)), pourtouti=1,...,.Netp=1,...,P.
0,1

)

2. SoitT > 0, etug € C([0, 1]). On considére maintenant le probléme d’évolution suiva

up(x,t) — uge(x,t) + (vu)z(z,t) =0, z €]0,1[,,t €]0, T,
u(0) = ao, u(l) = ay, (2.29)
u(z,0) = uo(x).

dont on cherche a approcher la solution par difféerencéssti©n choisit pour cela le schéma de la question 2 de
I'exercice 6 pour la discrétisation en espace, et on dim®@ par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniformé = £ ou P > 1.

2.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admetaohgtion qu’on noterd/ = (ul(.p))7;:17,.. B Ol]ul(.p) est

p=1,....P
censé étre une approximationder;, t,), out, = pk,p=0,..., P.

2.2 Montrer que siip > 0, a; > 0 etug > 0, alorson a ugp) >0, pourtouti =1,....,Netp=1,...,P.

3. On considére maintenaft =0, 1[?; soientv € C>=(Q, (R)?) (v(z) est donc un vecteur d&?), a €
C(0Q,R) etug € C(2,R4). En s’inspirant des schémas étudiés aux questions 3detrer une discrétisation
en espace et en temps des deux problemes suivants (avatfoasa) :

uy — Au+v - Vu =0,

ulaq = a, (2.30)
u(+,0) = uo.

u — Au + div(vu) = 0,

ulan = a, (2.31)
u(+,0) = uo.

Exercice 26 (Scemas explicites cente et decentré) Corrigé en page 83

Soienta > 0, 4 > 0,7 > 0 etug : R — IR. On s'intéresse au probleme suivant :

ug(x,t) + aug(z,t) — pug,(z,t) =0, x €]0,1[, ¢t €]0, T,
u(0,t) =u(l,t) =0, t €]0,T7, (2.32)
u(z,0) = uo(z), x €]0,1].

On rappelle quer;, = %—7;, Uy = % etug, = % On suppose qu'il existe € C*(]0,1] x [0,77]) solution
(classique) de (2.32) (noter que ceci impliqug0) = wuo(1) = 0). On poseA = min{ug(z), z € [0,1]} et
B = max{uo(z), z € [0,1]} (noter qued < 0 < B).

On discrétise le probleme (2.32). On reprend les notatéincours. Soient = 1/(N + 1) etk = T/M (N,
M e IN¥).
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1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la salutide (2.32), on considere le schéma suivant :

Pl ™t =) + - uly) = fe(ufyy — 20 +uf,) =0,
ie{l,...,N},ne{0,...,M — 1},

ug =up, =0,ne{l,...,M},

u? = wug(ih), i € {0,..., N +1}.

P =

(2.33)

On poseu} = u(ih,nk) pouri € {0,...,N + 1} etn € {0,..., M}.

(a) (Consistance) Montrer que I'erreur de consistance déarsa (2.33) est majorée par (k + h), ouC
ne dépend que de T, « et u.

(b) (Stabilité) Sous quelle condition siret h (cette condition peut dépendre deet i) a-t-on A <
u < B pourtouti € {0,...,N + 1} et toutn € {0,..., M} ? Sous cette condition, en déduire
lu" oo < l|uol| Lo (j0,17) POUr toutn € {0, ..., M} (avec||u™||o = max{|uf|, i € {0,...,N +1}})

(c) (Estimation d’erreur) On pos¢ = u;’ — u;'.
Sous la condition suk et h trouvée précédemment, montrer qu| < Ca(k + h) pour touti €
{0,...,N + 1} ettoutn € {0,..., M} avecC, ne dépendant que de T, « et .

2. Schéma explicite centré.
On change dans le schéma (2.33) la qualiitéh) (u; — ui_;) par(a/2h)(uj, | — uf_;).
(@) (Consistance) Montrer que I'erreur de consistance asttanant majorée pdis(k + h?), ouC3 ne
dépend que de, T', « et .
(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimatierreur du schéma (2.33).

Exercice 27 (Discetisation d'un probleme parabolique.) Suggestions en page 80.

Dans cet exercice on s'intéresse a des schémas nuregpgur le probléme :
Ut + Uy — EULy = 0 (z,t) GIR+><]O,T[
u(1,t) =u(0,t) =0 t €]0, 7 (2.34)
u(z,0) = ug(x) x €]0,1]

ouug ete sont donnégés > 0). On reprend dans la suite de |'exercice les notations duscour

1. Donner un schéma d’approximation de (2.34) differerfog@ies & pas constant et centré en espace et Euler
explicite a pas constant en temps. Montrer que I'erreunasistance est majorée pa(k+h?) ; avecC dépendant

de la solution exacte de (2.34). Sous quelle(s) conditja(sk eth a-t'on ||[u" || s < [|u°]|oo, V2 < M ?

Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

2. Méme question que 1. en remplacant Euler explicite pderEmplicite.

3. En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cozoa}truire un schéma d’ordre 2 (espace et temps).
Sous quelle(s) condition(s) skreth a-t'on |[u”||s < ||u’]]2, ¥n < M ? Donner un résultat de convergence pour
ce schéma.

4. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. grlaeel’approximation de.,, par une approximation
décentrée a gauche. Quel est I'ordre des schémas areraus quelle(s) condition(s) sueth a-t'on ||u" || <
[|u°| s OU [|u]|ul]|2, ¥ < M ? Donner un résultat de convergence pour ces schémas.

Exercice 28 (Equation de diffusion reaction) Suggestions en page 80, co&ig7

Soitug une fonction donnée dé, 1] danslR. On s’intéresse ici a la discrétisation du problemeaso :

ug(t, ) — g (t, ) —u(t,z) =0,t € RT, x €[0,1], (2.35)

u(t,0) =u(t,1) =0, t € R} ; u(0,2) = uo(x), x € [0,1]. (2.36)

On noteu la solution de (2.35), (2.36), et on suppose quest la restriction & ;. x [0, 1] d’'une fonction de classe
C*> delR? danslR.

Pourh = 5 (N € IN*) etk > 0, on poser; = ih,i € {0,..., N + 1}, t, = nk,n € N, u} = u(z;,t,), €ton
notew la valeur approchée recherchéeufe
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On considere deux schémas numériques, (2.37)—(2.82)38)—(2.39) définis par les équations suivantes :

n+1 n n+1 n+1 n+1
! —ut +u — 2u,;
Y - up (i P a— )—uy+1:o,nem,ie{1,...,N}, (2.37)
n+1 n n+1 n+1 n+1
AL T +u; " — 2u,
al - L G S )—u?:O,ne]N,ie{l,...,N}, (2.38)
ugtt =uit =0, n € IN; wf = ug(z;),= i €{0,...,N +1}. (2.39)
Pourn € N, on noteu™ = (uf,...,u%) € RY.
1. (Consistance) Soff > 0. Pourn € IN, eti € {1,..., N}, on noteR? I'erreur de consistance (définie en

cours) du schéma numérique (2.37), (2.39) [resp. dursah@umeérique (2.38), (2.39)]. Montrer qu'il existe
C € IR, ne dépendant que deet T, t. q.|R?| < C(k + h?), pour touti € {1,..., N} ettoutn € IN, t.q.
kn <T.

2. Montrer que le schéma (2.37), (2.39) [resp. (2.38) 98 @emande, a chaque pas de temps, la résolution du
systéme linéairelu" ! = a [resp.Bu"t! = bl avecA4, B € RV eta,b € R" & déterminer.

Montrer queB est inversible (et méme s.d.p.) pour téut> 0 etk > 0. Montrer queA est inversible (et
méme s.d.p.) pour tout > 0 etk €]0, 1].

3. (Stabilite) Pour € IN, on pos€||u||oc = sup;eqq,.. w3 [uf]- SOitT > 0. On considere le schéma (2.38),
(2.39). Montrer qu'’il existe”; (T') € IR, ne dépendant que d& t.9. [|[u"]| < Ci(T)||uol|, pour tout
h>0,k>0,etn € INtelquekn <T.

Soita € [0,1]. On considére le schéma (2.37), (2.39). Montrer qu'isexC> (7T, a) € IR, ne dépendant
que deT et deq, t.q. || u" || < C2(T, @)||uol|co, POUr touth > 0, k €]0, «f, etn € IN tel quekn < T

4. (Estimation d’erreur) Pour € IN et: € {1,..., N}, on pose! = w!' — u!. SoitT > 0. Donner, pour
kn < T, des majorations dée"||» en fonctlon deT, C, Ci(T), CQ(T, «) (définis dans les questions
précédentes}; eth pour les deux schémas étudiés.

Exercice 29 (Discktisation par VF)

Ecrire une discrétisation espace-temps du problemé)a& 'exercice 23 avec le schéma de Crank-Nicolson en
temps, et par volumes finis avec un maillage uniforme en esparcutilisant un schéma décentré amont pour le
terme d’ordre Lu,(x,t).

Exercice 30 (Sclkmas “saute-mouton” et Dufort-Frankel) Corrigé en page 89

On considere le probleme suivant :

ug(x,t) — uge(x,t) = 0,2 €]0,1[, t €]0,T7,
w(0,8) =u(l,t) = 0,t€0,T], (2.40)
u(z,0) = wo(z), z €]0,1]

Pour trouver une solution approchée de ((2.40)), on cénsil® schéma “saute-mouton”

n+1 (n—1) n n n
u; — U uj_y —2u} +ujy,

J ij == % ,ij=1L..., N—-1,n=1,....M —1, (2.41)
6’+1—u§§,111—0,n:1,...,M—1,
ol (u))j=1,... v €t(u})j=1,...n SONt supposés connus=1/N, k =T/M.

1. Montrer que le schema (2.41) est consistant. Quel estrsiya ?
2. Montrer que le schéma (2.41) est inconditionnellemestable au sens de Von Neumann.

On modifie “legerement” le schéma (2.41) en prenant

n+1 (n—1)

Tt — u = () n
J J _ _J-1 J J R _

7 = % ,j=1...,Nyn=1,....M — 1, (2.42)
ugtt=uRti =0, n=1,....M -1,
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(schéma de Dufort-Frankel).
3. Montrer que le schéma (2.42) est consistant avec (2udaj, &k — 0 sous la conditiorfZ — 0.

4. Montrer que (2.42) est inconditionnellement stable.
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Exercice 31 (Sckma de Gear)

On considére le probleme suivant :
U — Uz = 0, YV €10,1[, Vt €]0,T
u(z,0) = up(z), Y €]0,1], (2.43)
u(0,t) = u(l,t) =0, Vt €]0,T7,

On suppose que, € C(]0,1[,IR) . On rappelle que dans ce cas, il existe une unique fonetien C?(]0, 1|
x]0, T[,IR) N C(]0,1] x [0, T],IR) qui vérifie (2.43). On cherche une approximation de la smhude ce probléme,
par une discrétisation par differences finies en espaen &mps. On se donne un ensemble de pdihtsn =
1,...,M} delintervalle]0, T'[, et un ensemble de poinfs;, i = 1, ..., N}. Pour simplifier, on considere un pas
constant en temps et en espace. Soi= ﬁ le pas de discrétisation en espacé; et % le pas de discrétisation
en temps. On pose alots = nk pourn = 0,..., M etxz; = ih pouri = 0,..., N + 1. On cherche a calculer

une solution approchée,,, du probleme (2.43); plus précisement, on cherche &m&ter w,p,(x;,t,) pour
i=1,...,N,etn=1,...,M.Les inconnuesdiscrétessontnotéﬁ@,z‘ =1,...,.Netn=1,..., M.

On considére le schéma suivant :

1 (n+1) (n) (n—1) 1 (n+1) (n+1) (n41)y i=1,...N,
ud =ug(z;), i=1,...,N, (2.44)
1

ui =ui(z;), i=1,...,N,

u(()n):ug\r;_)i_lzo7 Vn:l,...,M,

oUwu(x;) = u(x;, k) est supposée connue.
1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2 en tengrsextpace.
2. Montrer que le schéma s’écrit sous forme matricielle :

Un+1 — BWn (245)
2 -1 0 - - 0
unJrl —1 2 —1 0 . 0
1 ok 0 -1 2 -1 - 0
ouU™tt =1 : | ,B=3Id+ ﬁA)‘l,A =1 . . s (2.46)
n+1 . . . . . .
UN 0 -~ 0 -1 2 -1
0 0o -1 2
’U,?_l U’f
etW" ne dépend que d&" ! = ; etU"=1{ : |. (2.47)
gy uzlv

Donner I'expression d&/" en fonction dg/"~! et U".

V= ( ur ) e R*,

3. En posant

Unfl

mettre le schéma sous la forme
yntl — pym

(donner la matricé/ en fonction deA).

4. Montrer queu est valeur propre dé/ si et seulement si’> — 45, + 3 = 0 ol 3 est une valeur propre de la
matriceB.

5. Montrer que les valeurs propres de la matfii¢esont toutes de module strictement inférieur a 1.

6. Montrer qu'’il existeC' € IR, qui ne dépend pas de tel que|U" |2 < C, ou] - |2 désigne la norme euclidienne
dansR™.
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Exercice 32 (ProbEme parabolique non lireaire) Corrigé en page 92

On se propose, dans cet exercice, de montrer I'existenoe dalution faible au probléme (2.48)-(2.50), & partir de
I'existence de la solution approchée donnée par un sali@meérique. L'inconnue de ce probleme est la fonction
u de[0, 1] x [0, 7] dansIR, elle doit &tre solution des équations suivantes :

%(x, t) — ‘922(2“) (z,t) = v(z,t), z €]0,1], ¢ €]0,T], (2.48)
9p(u) _ Op(u) _

W(O,t) = O (1,t) =0, G]O,T[, (249)

u(z,0) = up(x), z €]0, 1], (2.50)

ou, v, T, up sont donnés et sont t.q.

1. T>0,ve L>(]0,1[x]0,T]),

2. p croissante, lipschitzienne de danskR,

3. ug € L>=(]0,1]) ety(up) lipschitzienne dgo, 1] danslR..
Un exemple important est donné pas) = a5 Sis <0, p(s) =0si0 < s < Lety(s) =as(s—L)sis > L,
avecai, oo et L donnés dani’; . Noter pour cet exemple qug = 0 sur]0, L.

Les ensemblel$), 1] et D =|0, 1[x]0, 7°[ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Leleesgy cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une solutiie:

u e L=(0,1[x]0, T]), (2.51)

. (9_¢ T w(x 82—¢ x v(x x €z Uox) Pl =
/D(u(z,t) 875( o) + o(u( 7t))8x2( 1) +vl@ )y (e, 1))d dt+/}0,1[ oLl 0)de =0, (2.52)

v € O (IR?),

ouy € C%l(IRQ) signifie quey est une fonction d&? danslR deux fois continiiment dérivable par rapport,a

g—f(O,t) — 8_¢(1,t) =0, pour toutt € [0, 7] ety(x,T) =0

une fois continlment dérivable par rappotteét t.q. 3
X

pour toutz € [0, 1]}.

Question 1(Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulementygest de class€?, v est continue suf0, 1] x [0,7] et ug est
continue surf0, 1]. Soitu. € C?(IR?,IR). On note encore: la restriction deu a10,1[x]0, T[. Montrer queu
est solution de (2.51)-(2.52) si et seulementsiérifie (2.48)-(2.50) au sens classique (c’est-a-dirargout
(x,t) € [0,1] x [0,T7]).

On cherche maintenant une solution approchée de (2.48))(2
. 1 T . . , .
SoientN, M € IN*. On posé: = N etk = a On va construire une solution approchée de (2.48)-(&5@rtir

de lafamille{u,i =1,...,N,n=0,..., M} (donton va prouver I'existence et I'unicité) vérifianslequations

suivantes :
ud = — uo(z)dr, i =1,...,N, (2.53)

h Ji-1yn
ntl_gn ) = 20w + p(ult
Tz plein) 220 ) TR e G Non=0,.. M -1, (2.54)
k h?
1 (n+1)k  pih
avecuy ™ = u ™, wtt = W™, pourtoutn = 0,..., M — 1 et} = _h/ / v(, t)dxdt, pour
nk (i—1)h

tout; =1,..., N, pourtoutn =0,..., M.
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Question 2(Existence et unicité de la solution approchée)

Soitn € {0, .. — 1}. On suppose connfu:?, i = 1,..., N}. On va prouver dans cette question I'existence
et l'unicité de{uf“ i=1,..., N} verifiant (2.54) (avem’”r1 = u ™t ut = uith.

1.

6.

Soita > 0, Pours € IR, on poseg,(s) = s + ay(s). Montrer queg, est une application strictement
croissante bijective d& danslR.

. Soitw = (W;)i=1,.. N € IR”Y. On posear, = w; ety = Wy. Montrer qu'il existe un et un seul couple

(u,w) e RN x RN, u = (wi)i=1,...n» W = (W;)i=1,..., N, 1.O.

©(u;) = w;, pourtouti € {1,..., N}, (2.55)
2k k _ n n ,
w; + ﬁwl = ﬁ(wi,l + Wiy1) +ul + kv, pourtouti = 1,..., N. (2.56)

On peut donc définir une applicatighde R danslR” parw — F(w) = w olw est solution de (2.55)—
(2.56).

On munitiR™ de la norme usuellg - ||... Montrer que I'applicationF’ est strictement contractante. [On
pourra utiliser la monotonie de et remarquer que, si= ¢(a) etb = p(5), onala — 3| > (1/L)]a — b),
ou L ne dépend que de.]

Soit {u™', i = 1,..., N} solution de (2.54). On pose = (w;)i=1. ., avecw; = p(ult) pour
i€{1,...,N}. Montrer quew = F(w).

. Soitw = (w;)i=1,...~ t.q.w = F(w). Montrer que pour tout € {1,...,N} il existeu?Jrl € R t.q.

w; = @(ul . Montrer que{u™',i = 1,..., N} est solution de (2.54).

Montrer qu'il existe une unique famillgu*!, i = 1,..., N} solution de (2.54).

Question 3(EstimationL>°(]0, 1[x]0, T') suru)
On poseA = [Jugl| Lo (jo,11) €t B = [|v|| L 0,1[x]0,7p)- MONtrer, par récurrence sug queu; € [—-A —nkB, A+

nkB] pourtouti = 1,..., N ettoutn = 0,..., M. [On pourra, par exemple, considérer (2.54) aveg. uf“ =
mm{u"Jrl j=1,...,N}]

En déduire qu'il existe,, 7 € R4 t.9. |u"|| L 10,1)) < Cugv,T-

Question 4(Estimation de la dérivée p.raadep(u))
Montrer gu'il existeC; (ne dépendant que d& ¢, v etuy) t.g., pour toutn =0,..., M — 1,

M—-1N-1

h
SO (et = p(upth))? < Cig. (2.57)
n=0 i=1
[Multiplier (2.54) paru?** et sommer sui et surn et utiliser 'inégalitéa® — ab > % — %.]
Question 5(Estimation de la dérivée p.r.taep(u))
Montrer gu'il existeCs (ne dépendant que d& ¢, v etuy) t.q.
M-1 N+1
Z h Z ufyy) = p(uf!))? < Cak. (2.58)
et
N+1
> (p(up ™) — o(ulf))? < Cah, pourtoutn € {0,..., M}, (2.59)
=0

[indication : multiplier (2.54) pap(u ™) — p(u}) et sommer sui etn]

Dans la suite de I'exercice, il s’agit de passer a la limiggandN, M — oo) pour trouver une solution de (2.48)-
(2.50).
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PourM € IN* donné, on prend = M? (et donch etk sont donnés et = T'v/h), on définit (avec les!” trouvés
dans les questions précédentes) une fonctignsur[0, 1] x [0, 7] en posant

— 1
t nk‘ugﬁl)(x) n (n+ 1)k

up(z,t) = 3 . — tug") (x), sit € [nk, (n+ 1)k]

et

u$™ (z) = ul, siz €](i — Vh,ihl,i=1,...,N,n=0,..., M.
Enfin, on définitp(uy,) pare(un)(z, t) = o(un(z,t)).

Question 6Montrer que les suite@:y, ) pren~ et (¢(un))mwen+ sont bornées dans™> (]0, 1[x]0, T'[) (on rappelle
qgueh est donné paif).

Question 7
Montrer qu'il existeC' (ne dépendant que dg ¢, v etug) t.q. I'on ait, pour touthd € IN* :

1. Pourtout € [0, 7],

/}R () + 1, 1) — plun) () e < Cy,

pour toutn € IR”, avecy(uy)(+, t) prolongée pad hors def0, 1].
2. |lo(un)(-,t) = @(un) (-, s) | L2qoap < C|t — s|, pour toutt, s € [0,T7].

Une conséquence des questions 6 et 7 ( que I'on admet icuedtan peut trouver une suitg,, ),cn etu €
L>=(]0, 1[x]0, T|) telle que, en posant, = u;, (on rappelle qué, = T'v/h,), 'on ait, quand: — oo,

1. h, — Oetk, — 0,
2. u, — udansL®°(]0, 1[x]0, T'[) pour la topologie faiblex,
3. ¢(un) — p(u) dansL?(]0, 1[x]0, T[), pour toutp € [1, oo.
Question 8Montrer que la fonction: ainsi trouvée est solution de (2.51),(2.52).

Remarque.On peut aussi montrer l'unicité de la solution de (2.51522.
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2.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 24 (Exemple de sadma non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.
2. Démontrer par récurrence que

: N +1 N+1 N +1
SITLG{O,...,M-i—l},iG{— ; e ;r }et iz-T++nanrSu§’:0.
En déduire que = 0 pourn € {0,..., M + 1} eti € {0,..., 25} et conclure.

Exercice 27 (Discgétisation d’un probleme parabolique)

1. Calculer I'erreur de consistance et la majorer par desldppements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :
[u" oo < [l

Pour éetudier la convergence du schema, majorer l'errewtistcrétisation ¢ = 7 — u’ ouwj est calculé par
(2.70), etu’; est la solution du probleme (2.34) en= jh ett, = nk.

Méme chose pour les questions suivantes. ..

Exercice 28 (ProbEme de diffusion eaction)

1. Effectuer des développements de Taylor. ..

3. Montrer par récurrence queax;_; N uf. et queminj—; v ug.”) > (14

(0)
I
4. Utiliser 'équation, le schéma, et I'erreur de coresigte.

k)n minj:L,,,,N u

Exercice 30 (Sckmas de Saute-Mouton et Dufort-Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorgele de consistance.
2. Montrer que le facteur d’amplificatiafy, obtenu par I'analyse de stabilité de Von Neumann satisfait

nt1—abp — &1 =0, n> 2.

Etudier ensuite les racines de lequatién— ar — 1 = 0 et montrer que I'une de ses racines est, en module,
supérieure a 1.
4. Reprendre la méthode développée a la question 2, etramb que I'équation caractéristique pguest mainte-
nant:
p(r) =ar® +br +c=0,
avee 11 2 cos(ph) 11
cos(p

=—+4+ S, b=———-F—¢€tc= =5 — —.

% R 2o ST
Etudier ensuite les racines de cette équation.

a

2.7 Corrigés des exercices

Exercice 22 page 71

onnotel| - |2 = || - [ 20,1
1) Pourn € N*, ona

1 1
1 — cos(2 1
/sin2(n7rx)dx:/ de:_,
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et
1/2

1 1
/ |ug(x) sin(nrz)|de < ||luol|2 (/ sin2(n7ra:)da:> = %Huoﬂg.
0 0

La quantitéa,, est donc bien définie et
|an| < 72fuoll2

Pour toutt > O etz € [0,1],0na

2_2,2 2_2,2
le=™ ™ " a, sin(nmrx)| < rallugllee™™ ™" Vn € IN™.
. , 22,2 . . o .
Ceci montre que la ser|§ e "™ a, sin(nmz) est absolument convergente et donc gust bien définie pour

n>0
tout¢ > 0 et toutz € [0, 1] et méme pour tout € IR.

On remarque ensuite queest de class€' surlR x IR’ , en appliquant les théorémes classiques de dérivation
terme a terme d’une série. En effet, soit 0, pour toutr € IR ett > cona

’67”2”2t2an sin(nma)| < 7"2||u0||267”2’r262,Vn € IN*

Comme(z,t) — eV, sin(nmt) est continue (pour tout € IN*), on en déduit que: est continue sur
R x]e, o], et finalement sulR x]0, oo[ care > 0 est arbitraire.

Pour dériver terme a terme la série définissarilt suffit également d’obtenir sy, oo[x IR, (pour touts > 0) une
majoration du terme général de la série des dérivéete jarme général d’une série convergente (indépetrdan
(z,t) € Rx]e, oo[. On obtient cette majoration en remarquant que, gour) € IR x|z, oof,

267n27r2t2

| —n’n ap sin(nrx)| < n27r2e*"2”2527"2||u0||2

On montre ainsi finalement queest de class€'! par rapport & et que

uy(z,t) = Z —n2p2e T g, sin(nrx),x € R,t > 0.
n>0

En itérant ce raisonnement on montre guest de class€'* par rapport & surlR x IR, .
Un raisonnement similaire montre queest de class€’> par rapport a surlR x IR’ et que I'on peut dériver
terme a terme la série définissantOn obtient donc aussi

Ugy (2t) = Z —nQﬂ'Qe_"z’thzan sin(nmx),x € R,t > 0,
n>0

et ceci donney; = u,, SUrlR x IR; etdonc aussi ufd, 1] x IR, . Le fait queu(0,t) = u(1,t) pour toutt > 0 est
immeédiat casin n7t = sin 0 = 0, pour toutn. € IN™,

Il reste & montrer que(.,t) — uo dansL?(]0, 1[) quandt — 0.

On définite,, € L2(]0,1]) pare,(z) = v2sin(nmz). La famille {e,,n € IN*} est une base hilbertienne de

L*(]0, 1)
Onadonc:
N
Z an sinnwx — ug, dansL?(]0,1[), quandn — oo,
n=1
et

oo
> ap = 2uol3:
n=1

On remarque maintenant que
(@, t) — uo(x) = u(z, t) — u™ (2, ) + o™ (@t) — ufM (@) — uf (@) = uo(),

avec
N

uM(2,t) = Z ane T sin(nmx)

n=1
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(N) E a sm TL7T{E
n

Il est clair que pour toulv € IN*, on au™(.,t) — u(()N uniformément suiR, quandN — oo, et donc

uM (1) — ul) dansL2(]0, 1]).

Comme
_ 271,22 1
o) - u OB = > ahe < Y @l = -l 0
n=N+1 n=N+1

quandN — oo, on en déduit que(.,t) — ug, gdt — 0, dansL?(]0, 1]).
2) On notew la difference de 2 solutions de (2.25). On a donc

we C=(0,1] x R%, R)
Wy — Wap = 0SUr[0,1] x R

w(0,t) = w(1,t) = 0 pourt >0

w(.,t) — 0, dansL?(]0,1[), quandt — 0

Soit0 < e < T < oo. On intégre I'équatiomvw; — ww,, = 0 sur]0, 1[x]e, T[. En utilisant une intégration par
parties (noter que» € C*°(]0, 1] x [¢,T]), on obtient :

1
%/ (a:T)da:——/ (z,e da:—|—// 2(x, t)dzdt = 0.
0

D’ou I'on déduit||w(., T2 < |w(.,)||2. Quands — 0, on aj|w(.,¢)||2 — 0, on adond|w(.,T)|2 = 0 et donc,
commeuw(., t) est contenue suyé, 1], wX € [0,1]. CommeT > 0 est arbitraire, on a finalement

w(xz,t) =0  Vtel[0,1],Vt>0

Ce qui montre bien l'unicité de la solution de (2.25).

Exercice 24 page 71

1) La formule pour calcules! est :

2 2
Soit maintenant. € {0,...,M}.Ona:
N+1 N +1
utt =0 pour PRt S
' 2 2
ulﬂ—u —|—h2 ( i+1+ui71—2ui), z:—T—i—l,...,T—l.
2) On va montrer, par récurrence (finie) symque :
. N+1 N+1 N +1
S|ne{0,...,M+1},ze{— ; ey ; }et iz—T++nanr3u?:0. (2.60)
s , , N +1
Pour initialiser la récurrence, on suppose gue 0 eti > - On aalors
N +1 8
ih> ———" —— =-2>-3
1 N+l ”

et doncu? = 0.

Soit maintenant € {0,...,M}. On suppose que I'hypothese de récurrence est vérifgijau rang:, et on
demontre la propriété au ramg+ 1. Soit donci € { -2 At tel quei > —22H + (n +1). Alors

— Sii = 2 on a bienu' ! = 0.
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— Sii < % les indices — 1, 7 eti 4+ 1 sont tous supérieurs ou égau*é\% + n, et donc par hypothese de
récurrence,
n n 2k k n k n
u; +1 = U, (1 — ﬁ) + ﬁUiJrl + ﬁuifl =0.
8

On a donc bien démontré (2.60). On utilise maintenanddthése: = h, c’est—ét—direMl—Jrl = xr7-Onaalors

N+1
—T++M+1:—2(M+1)+M+1:—(M+1)<0.

On en déduit que sk € {0,...,M + 1} eti > 0, alorsi > —2FE 4 . On en déduit ques? = 0 pour
ne{0,...,M+1}eti € {0,..., 22} Onremarque alors que

, N+1 N+1 N+1
max{|u£‘/[+1—ﬂf”+l|,i€{— ;_ ey ;_ }} >!lamax{|ﬂfv”1|,i€{0,...,7—’—}}

> inf u(z,1) > 0,
(0,4]

et donc ne tend pas vers 0 quane- 0.

Exercice 26 page 72 : sadma implicite et principe du maximum
1. Schéma explicite décentré

(a) Par définition, I'erreur de consistance(en, ¢,,) s'écrit : On s’intéresse ici a I'ordre du schéma au sens
des différences finies. On suppose gue C*([0, 1] x [0,77]) est solution de (2.32) et on pose

a? = u(ih,nk),i=0,...,N, k=0,..., M.

Pouri=1,...,N —letk=1,...,M — 1, 'erreur de consistance €m;, t;) est définie par :
n 1 —=T —=1 Qo n =T Hon =T =N
R = E(uz —ap) - E(uz — Ui q) — ﬁ(uiq — 22U + Uy q). (2.61)

Soiti € {1,..., N =1}, k € {1,..., M — 1}. On cherche une majoration d&" en utilisant des
déeveloppements de Taylor. En utilisant ces développésmen obtient qu'il existés,, t,) € [0,1] x
[0,7],¢=1,...,4,tQ.:

2
uptt = uf + kug(ih, nk) + %utt(fl, t1), (2.62)
h2

17,?71 = ’U’? - hu!ﬂ(ih7 nk) + ?urr(f% t2)7 (263)

h2 h3 h4
ul =l — hug(ih,nk) + 7um(zh, nk) — guwm(ih, nk) — ﬂumm(fg, t3), (2.64)

h? E n

On en déduit :
n , k , h
R = w(ih,nk)+ §Utt(§1, t1) + aug (ih, nk) + a§um(§2, ts)

. h?
—UUgy (Zh; nk) - ,uﬂ (ummmm (537 t3) + HUgzax (547 t4)) B
et donc, comme est solution de (2.32), pouirassez petit, on a :
|R}'| < Ci(h+ k),

ou C; ne dépend que de Le schéma (2.33) est donc consistant d'ordre 1 en tempsespace.
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(b) Cherchons les conditions pour qug™ s’écrive comme combinaison convexewg u?_ ; etul, ;.
On peut réécrire le schéma (2.33) :

n+1l __ n n n _ ak 2/1,k o /J’k _ ak Mk
w T = auy + bui g +cul g, aveCa—l—T—?,b—ﬁetc—T—kﬁ.
Il est facile de voir que: + b+ ¢ = 1, et queb > 0, ¢ > 0. Il reste a vérifier que > 0; pour cela, il
faut et il suffit queaT’“ + Q}L‘f < 1. Cette condition sécrit encore :
h2
< . 2.66
~ ah+2u ( )

Si h et k vérifient la condition (2.66), on poseM™ = max;—1.. .y u} (resp.m™ = min;—1  n u}.
Commewu} ™! est une combinaison convexe d@,u! ; etul, ,, on a alors w*! < M"™ Vi =
1,...,N (respuft™ >m" Vi=1,...,N)etdonc:M"*' < M" (resp.m"*! > m™). On a ainsi
montré que :

[ P [

On ade méme::
U™ [loo < "] oo-

[utfloo < (4]l oo-
En sommant ces inégalités, on obtient :
[ lloo < ]| oo

Donc, sous la condition (2.66), onjla™ ™|« < [|u"|| et donc|u™|le < |[u°]|, pour toutn =
1,...,N.

(c) Enretranchant'égalité (2.61) au schéma (2.33ploient 'équation suivante suf’ :

E(ei el + E(ei —ei1) — ﬁ(eiq — 2} +eiy1) = BRI
ce qu’on peut encore écrire :
n ko Jkpy Lo . kw n
ei +1 — (1 - T - 2ﬁ)ei + ei;lﬁ + kRZ (267)

Sous la condition de stabilité (2.66), on obtient donc :

< (e e+ Calk+ R,
il < et + Calk+h)k,

: + :
e+ Ci(k+h)k,

INIA

Siat = 0, 0nalle’|| = 0, alors on éduit des inégalités précédentes|gie< C17'(k + h) pour tout
n € IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.

(a) (Consistance) En utilisant les développements deof9162) (2.64) et (2.65), et les développements
suivants :

h? h3
up = ul — hug(th,nk) + 7uw(zh,nk‘) — Fumm(&;,%),

h? h3
Uy = Uy + hug(ih,nk) + gum(ih, nk) + Eumm(g& ts),
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(b)

on obtient maintenant :

k h?
R = w(ih,nk) + 5%(517 t1) + aug(ih, nk) + ars (Uzza(€5st5) + PUzzz (€6 t6))
. h?
—HUUgy (Zh, nk) - ﬂﬂ (u:r:ra:a:(fja t3) + Mu:r:ra:a:(fﬁla t4)) )

On en déduit que
|R}| < Cs(k + h?),
ol Cs = max(§usllco, §l[tazsllco, 75 | Uzzae oo )-
Le schéma s’écrit maintenant :
N = _ . 2uk -  wpwk ok . pk  ak
1 3

ul ™ = aul’ + bul,, 4 cul |, aveca =1 — W’b =33 etéc = 5l + o
Remarquons que I'on a bieri:+ b + & = 1. Pour queu" ™ soit combinaison convexe dé, uj, et
ul 4, il faut et il suffit donc qu& > 0, b > 0, eté < 0. Linegalite ¢ > 0 est toujours vérifiee. Les
deux conditions qui doivent &tre vérifiees pagt k s'écrivent donc :

i. a>0,iel— 24 >0,soitencore

2
K<
=%
i. b>0ie k& — 2k > ( soitencore
1!
h < —.
~ 2«
Le schéma centré est donc stable sous les deux conditioases :
1
h< etk < —n2 (2.68)
2a 2u

Pour obtenir une borne d’erreur, on procéde comme poutlensa (2.33) : on soustrait la définition
de I'erreur de consistance au schéma numérique, et oarbti

el = ael’ + bel'y + el + kR (2.69)

Par le méme raisonnement que pour le schéma décentotiemt donc que st? = 0, on ale?| <
Cy(k + h?), avecCy = TCs.

Exercice 27 page 73

1. On admettra que la solution de (2.34) existe est qu'ell@gsez réguliere. Soiedf € IN* et N € IN*, et
soientk le pas de temps, choisi tel qiék = T eth le pas espace, choisi tel qd&, = 1. On applique un schéma
d’Euler explicite en temps, et un schéma de difféerencésdioentré en espace, on obtient donc :

1

n 1 n n n € n n n
Uj+1 — k |:Euj — % (Uj+1 — u‘jil) + ﬁ (Uj+1 + uj71 — 2’&]) (270)

On tient compte des conditions aux limites et des conditiitiales en posant :

{ u§ =uxi, =0,
u; = ug(jh).
On a, par développement de Taylor :
h? h3 ht
u(x + h,t) = u(z,t) + huy(z,t) + Eum(x,t) + Fu@)(x,t) + ﬂu(‘l)(a,t),
h? h3 ht
u(x — h,t) = u(z,t) — hug(z,t) + Eum(x,t) - Fu”’(m,t) + ﬂu(‘l)(ﬂ,t),

2

k
u(z,t+ k) =u(z,t) + kue(x,t) + ?utt(x,m), Tk € [t t+ K.
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De ces développements de Taylor, il ressort que I'errewotsistance verifigk| < C(k + h?), ouC ne dépend
gue deu. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espac

Cherchons alors les conditions pour que :
[u™ oo < [u°]loc-
Par définition,

oo =  max ug].

On essaye d’abord de vérifier qugu 1| < ||u"||, C’est-a-dire :

|u
N

max [u"T! < max |u?,
j=1,.,.N 7 j=1,..,.N 7

On veut donc montrer que
~max u?"'l < max_u}

?

j=1,...,.N j=1,..,.N 7
min w?™' > min "
j=1,...,N 7 j=1,...,N 7

On peut réécrire le schéma (2.70) :

ntl n 2¢ek " k ke " ek k
u; = Uy 1_ﬁ + Uiy —2—h+ﬁ +ui_y ﬁ-f—% .

Posons :
M™ = max u?
j=1...N
Supposons quk et h vérifient :
1> Erhgke ko
~ hZ T hz 2h 7
ce qui s'écrit encore :
k 1
S5
: 92¢ (2.71)
< —
S50

onaalors:

h2 2h | h2 h2 ' 2h
etdonc:
ML < M.
Posons maintenant :
m"™ = min u”.
j=1.N

Si k eth satisfont les conditions (2.71), on obtient de la méme Brani
anrl > mn

On a ainsi montré que :
lu" oo < [l oo

On ade méme::
[u™loo < [[u™loo-

lutloo < [l so-
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En sommant ces inégalités, on obtient :

4™ loo < [J1u°]loo-
Donc, sous les conditions (2.71), off@ || . < [|u"]| €tdonc||u”||« < ||u°||s, pour toutn = 1,..., N.
Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter deenéigrreur de discrétisation :

ouwuj estcalculé par (2.70), ét’ est la solution du probleme (2.34) ep = jh ett,, = nk.
On a donc, par définition de I'erreur de consistance,

1 —T —=Nn 1 =N =N € =T —=T —=T n
E(“j+1 = 07) + 5 Wi — Uj) = 35 (2205 Uy + U7 =

ou|R}| < C(k+ h?)

ce qui entraine :

1 n+1 n n n € n n n n
E(ej —ef)+ o (ef —¢j )_ﬁ(_%j +ejy tef ) =Rj

2¢k k ke . ek k
n+l _ n +1 n n
€ _<1—ﬁ)€j+(_%+ﬁ)€j +<ﬁ+ﬁ>ejl+kRj.

de méme que précédemment, on obtient sous les condi#ofis)

soit encore :

A

IA

lle™ oo + C(k + h?)k

le?] < Jle" Yoo + C(k + h?)k

7 =

N

l€°]|oo + C(k + h?)k.
Et donc en sommant ces inégalités :

le™loo < l€°lloc +nCh(k + h?)
Siat =0onale’|o =0, alors:

lle" oo < CME(k + h?) = T(k + h?).

Et donc sous les conditions (2.71) ofj' ||~ qui tend vers 0 lorsquk, . — 0, ce qui prouve que le schéma est
convergent.

Exercice 28 page 73

1. NotonsRE") I'erreur de consistance €n;, t,,). Pour le schéma (2.37), on a donc par définition :

() _ ar—alm (1) (nl) (et ntd
R = o Uy Sl S Uy )
n
=R, + R?,

ou

- anrtt _gn

R} = ’T’ — u (x4, ty,) estl'erreur de consistance en temps
et

N 1 .
R} = ﬁ(mf“ - ﬂf_ﬂl - a;’jf) — (uza (x4, t,)) estl’erreur de consistance en espace.
On avu (voir (1.30)) que
2

< h— sup
- 12 [071]

. 0*u )
‘Ri (o ta)|, Vi € {1, N}
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Effectuons maintenant un développement de Taylor en ifmmdiu temps d’ordre 2 :

2

k
u@mtwu)=1dxum)+kMt+-5uu@m£m
7 tn - 75 tn k
avecé, € [tn,tnt1]. Donc @i, tngr) = ulis tn) —up = §utt(xi,£n). Commeg,, € [0, 7], etus: admet un

k
maximum (az; fixé) dang0, 7] (qui est compact), on a donc

- k
‘R? < 2I[nax|ut,¢(x77 Il
Par conséquent,
~ ~ . N k 2 84
n — |R" + R*| < |R? nl < i tni1)] -
(7| = |Rp Ry < | R+ |Rp| < 5 ma e, )|+ 5 max | 5 )

Donc|R?| < C(k + h?) avec

1 1. 0%
C = 5 max et ]| Lo (0,1 % 0,773 6”8 Tz ([0,1x[0,7]

Le calcul de I'erreur de consistance pour le schéma (2.88gstue de maniere semblable.

2. Le schéma (2.37) est completement implicite alors guechéma (2.38) ne I'est que partiellement, puisque le
terme de réaction est pris a l'instant_e schéma (2.37) s’écritdAU" ! = U avecU" ! = (U”Jr1 . U}\’,“), Uur =
(Ul 7'--7UN)7

1+2\—k —A 0o ... 0
-\ 14+220—k =X . 0
A= 0
: 0
0 0 - 1+2\—k

R k
oul\ = 7z Notons que par définition) est symétrique. De méme, le schéma (2.38) s'ed@it/"+! = U avec

1+2) -1 0 ... 0
-1 142X 0
_ 0 1
1+k
0 0 -1 1+ 2\

On a doncd = \Aj, ol A4, est définie en (1.26) page 13, avgce= 15 etB = %H A, avece; = % Dans
les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de |lagtiom 1. 3 page 13. Notons que I'hypothése]0, 1]
est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour dsspositivité dec;.

3. Le schéma (2.38) s’écrit

(14 B)u = uf ™+ M2u ™ —ull —uf ),

On montre facilement par récurrence qbiex;—,... n uj < (I+k)"maxj—1,. .~ u‘;, (voir preuve de la stabilité
L® d’Euler implicite page 69) et querFinNug-") >(1+k)"™ rlmnNu( ). On en déduit que
Jj=1,..., Jj=1,...,
[u™[oo < (14 E)" [0l

Or(1+k)" < (14 k)T/* carkn < T. Or
T/k _ T
(1+k) = exp E(n(l + k)

< exp(%k) =T
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On en déduit le résultat, avég (T') = e”. De méme, pour le schéma (2.37), on montre par récurigumee

[ul™] 0o < WHU(O)H.

Mais pourk €]0, «f, aveca €]0,1[,on a:

= <1+ pk,= avecs =

I—a)
On en déduit par un calcul similaire au précédent que

(1- k)T/k < AT,
d’'ol le résultat ave€y (T, o) = 7.

4. Par définition de I'erreur de consistance, on a pour lémseh(2.37)

—(n+l)  _p _(n+1) —n+l _ o-(n+1)
Y Up U R 20 T p)

k - h2 J i
etdonc, en notani;") =u} — ugn) I'erreur de discrétisation efx;,t,), on a:

n+1 n+1 n+1 n n,l
(L 2 — k) = Ael™ Y —delm ) = el g gRin

On obtient donc, de maniere similaire a la question 3 :
(n+1)

Py +1 1 . 1 .
(en considérant’" ") = maxe!" ™ puise!" ) = min (")

T eI < e 4+ KOk + h).

Par récurrence sur, on obtient alors
(n) L 2 0
e Moo < { 7= [kC(k + h7) + [|le”]|oc)
d’ou
e loe < Co(T, @) (TC(k + h?) + [|€°]0)-

De méme, pour le schéma (2.38), on écrit I'erreur de cbasce :

_(n+1) —n (n+1) _n+1 _(n+1)
U T U (RS 20 )
k h2 g

etdonc: ) ) b ( (n2)
n—+ n—+ n—+ n mn,
"1 4+ 20) = Ael™ T — Al = el (1 + k) + KRV,

Par des raisonnements similaires a ceux de la question Bt@mbalors :

e < @+ k)" (]| + kC(k + h?))

d’ou
e loo < CL(T) (V]| + kC (K + h?)).

Exercice 30 page 74

1. On s'intéresse ici a I'ordre du schéma au sens desrdiftes finies. On suppose que C4([0,1] x [0,77]) est
solution de (2.40) et on pose

ﬂ;:u(]h7nk)aj:057]vvk:07aM
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L'erreur de consistance est définie par :

—n+1 -n—1 —n —=n =
u; T — Uy u?_{ —2u + u”
n_ _J J Jj—1 J Jt+i . _
R = o - = j=1,...,N—1,k=1,...,M —1.
On cherche une majoration de; en utilisant des développement de Taylor. Soie {1,..., N — 1}, k €

{1,..., M —1}. ll existe(&;,¢;) € [0,1] x [0,T],i=1,...,4,tq.:

k2 k3
ﬂ;,“rl = ﬂ;l + kut(]h,nk) + Eutt(jh, TLk) + Euttt(flatl)a

2 3

. k , k
ﬂ;-l*l = u} — kuy(jh,nk) + 7utt(jh, nk) — Fum(fg, t2),

h? h? h*
’U,;-L_l = ﬂ? - hur(jh; nk) + 7“7"7"(]’1; nk) - ?ummm(]‘h7 nk) - ﬂurrrr(&% t3)a

h? h3 h*

On en déduit :

2 2

_ k . h
R} = ue(jh,nk) + 35 (uene (€1, 11) + ueee (2, t2)) = waw(7h, nk) = o (Uowwa(€3,3) + Uaaoa(Eart4))
et donc, comme est solution de (2.40),
|R}| < Ci(k* + 1),

ou C; ne dépend que de Le schéma (2.41) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilitt au sens de Von Neumann, onligules conditions aux limites dans (2.40). Plus
précisement, on s'intéresse a (2.40)avee IR (au lieu dex €]0, 1]) et on remplace les conditions aux limites
par des conditions de périodicité (exactement commeamu’au paragraphe 2.2.6 page 65). Enfin, on prend une
condition initiale de type "mode de Fourier”, avee R arbitraire, etuy défini par :

up(z) = ", x € R.

La solution exacte est alors : L
u(r,t) =e Pt rcR, t€ Ry,

c'est—a—dire )
u(-t) = e Plug, t € Ry.

Le facteur d’amplification est donc, pour toute IR, le nombree~?"t. Ce facteur est toujours, en module,
inférieur a 1. On va maintenant chercher la solution dé@és@numérique sous la forme :

ul =E&e" je Z neN, (2.72)

ouéy eté; € IR sont donnés (ils donnenﬁ etujl pour toutj € ZZ) et, € IR est a déterminer de maniéere a ce
gue la premiere équation de (2.41) ) soit satisfaite.

Ce facteuk,, va dépendre dg, h etp. Pourk et h donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann si, pour
toutp € IR, la suite(&,,),en est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pouratasy dek et h) dit
instable au sens de Von Neumann.

Un calcul immédiat donne que la famille de$, définie par (2.72), est solution de la premiere équasiogt
seulement si la suit€,,),,c Vveérifie (on rappelle qué, et&; sont donnés) :

fn—!—l - gn—l

2
s = pal(cosph —1)&n, n 22,

Oou encore, en posant
4k
12

a:h

(cosph — 1) (£0),
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fn—H - O‘fn - gn—l = 07 n > 2 (273)
En excluant le caa = —2 (qui correspond, pout et h donnés, a des valeurs gddres particulieres), la solution
de (2.73) est
&n = Arl + Bri A >0, (2.74)

oU A et B sont déterminés pdp et (de sorte quéy, = A + B, & = Ary + Bra) etry, ro sont les deux racines
distinctes de :

r? —ar—1=0. (2.75)
Les nombres; etrs sontréels et commgry, = 1, I'un de ces nombres est, en module, supérieur a 1. Cedireion
que(&,,)., est une suite non bornée (sauf pour des choix trés paeidéds, ets;, ceux pour les quelles = &
oury est laracine de (2.75) de module inférieur a 1). Ce sch&shdonc instable au sens de Von Neumann, pour
toutk > 0 eth > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s'inténessetenant a la quantiiﬁjn (qui est toujours l'erreur

de consistance) :

—n—+1 —1 — — 1 —n—1 _

g T owT wm @ a
J 2k h? ’

En reprenant la technique de la question 1, il existet;), i = 1,...,6 t.q.

N -1

j=1 . k=0,...,M—1.

geeey

2 2 2 2

h k k
Si = B (wee (€1, 1) + e (§2,t2)) — 2 (Uzzzz (€3, t3) — Unzaa(Easta)) + Whtt(€57t5) + Wutt(&htﬁ)-

Ce qui donne, ave€; ne dépendant que de

k2
|7 < Cy <h2+k2+—>,j:1,...,N—1, E=0,...,M—1.

h2
Le schéma est donc consistant quane- 0 avec% — 0.

4. On reprend la méthode développée a la question 2t (§u),, doit maintenant vérifier la relation suivante
(avecgy, &1 donnés).

fn,+1 - gn—l 2 COS(ph) gn—l + £n+1
— — >
2% e o o =l
c'estadire:
1 1 2 cos(ph) 1 1
-7 — — — ) = > 2.
£n+1 <2k‘+h2> h2 £n+fn71 <h2 2/{1) 0,%72

L'équation caractéristique est maintenant :
p(r) =ar® +br +c=0,

avec

1 . 1 2 cos(ph) 1 1
= — _— = - C= — — —.

2k h%’ h? h?  2h
Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffiptBs (2.74) de montrer que les deux racines du
polyndmep sont de module inférieur ou égal a 1. On nptestr, ces deux racines (qui peuvent étre confondues)
et on distingue 2 cas :

1. ler cas Lesracines de ne sont pas réelles. Dans ce cas, ¢on = |r2| = v et

a

C
v=1=[<1,
a
cark > 0.
2. 2eme caslesracines d@ sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

&
rire = — <1,
a

. . . 2 2 h
et 'une des racines, au moins, est donc entieet 1 (strictement). De plus ordl) = — — ZCOSPR S

e h? -
2 2 h . .
etp(—1) = 72 + % > 0, l'autre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens large).

On en déduit que le schéma (2.42) est stable au sens de Vonava.
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Exercice 32 page 77 : Disa@tisation d’un probleme parabolique non lireaire

On se propose, dans cet exercice, de montrer I'existenoegdaiution faible au probleme (2.48)-(2.50), a partir de
I'existence de la solution approchée donnée par un salf@meérique. L'inconnue de ce probleme est la fonction
udel0, 1] x [0,7] dansIR, elle doit &tre solution des équations suivantes :

ou ; 0%p(u)

E(az, ) — 2 (x,t) = v(x,t), x €]0,1], t €]0,T7, (2.76)
O (u) _ Op(w) _

e (0,t) = e (1,t) =0, t €0,T], (2.77)

u(z,0) = uo(z), z €]0, 1], (2.78)

ou, v, T, up sont donnés et sont t.q.

1. T > 0,v e L>(]0,1[x]0, T),

2. p croissante, lipschitzienne de danskR,

3. ug € L>=(]0,1]) ety(up) lipschitzienne dgo, 1] danslR..
Un exemple important est donné pas) = a5 Sis <0, p(s) =0si0 < s < Lety(s) =as(s—L)sis > L,
avecai, ap et L donnés danR ;. Noter pour cet exemple qug = 0 sur]0, L.

Les ensemblel), 1] et D =|0, 1[x]0, T sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Leleesgy cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une soluti:

u e L*=(0,1[x]0, T), (2.79)

/D(u(x, t)%_f(x’t) + @(u(x,t))%(x,t) +v(x, t)(x, t))dedt + /]071[u0(33)¢(x, 0)dz =0, (260

v € O (IR?),

ouy € C%l(IRQ) signifie quey est une fonction d&? danslR deux fois continiiment dérivable par rapport,a

g_f(o’t) _ 8_:/1(1’0 = 0, pour toutt € [0, T etep(x,T) =0

une fois continlment dérivable par rappotteét t.q. 3
X

pour toutz € [0, 1]}.

Question 1(Solution classique versus solution faible)

Soitu € C?(IR?,IR) ; notonsu sa restriction & =)0, 1[x]0, T'[; notons que I'on a biea € L>(]0, 1[x]0, T[).
Supposons que satisfait (2.48)-(2.50), et montrons qu’alarsvérifie (2.52). Soit) € C%l(IRQ). Multiplions
(2.48) parny et intégrons sup. On obtient :

/D %(x,t)w(x,t)dxdt_ Dazig“) (2, )0, )t = /D ola, (e, t)dedt. (2.81)
Par intégration par parties, il vient :
1 1
/D %(m,t)w(x,t)dxdt: /0 w(a, Tz, T)ds — /0 w(z, 0)ib(z, 0)dz — /D u(x,t)%—f(x,t).

Commey € C%’I(IRQ) on a doncy(z,T) = 0 pour toutx € [0, 1] et commeu vérifie (2.50), on au(z,0) =
uo(z). On en déduit que

9 1 )
/D ), )t = /0 o (), 0)dar — /D a—f(x,t)u(x,t). (2.82)
Intégrons par parties le deuxieme terme de (2.81) :
92 o )
i 8igu)(x,t)¢(x,t)da:dt: /0 é ‘g;“)(uzj(u)— Sg;”)(o,tw(o,t)]dt
- /D Sgi“) (2,1) ?;“) (2, D).
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et commey vérifie (2.49), on a

dp(u) ~ Op(u) B
o (0t = =5~ (1,1) = 0, €]0, T

En tenant compte de ces relations et en ré—intégrant péegaon obtient :

2 (u 0?
[ T o tyisto iyt =~ [ ottt (283)

En remplacant dans (2.82) et (2.83) dans (2.81), on ol2e48).
Réciproquement, supposons quaatisfait (2.52), et soity continlment différentiable a support compact dans

D. En intégrant (2.52) par parties et en tenant compteygeetoutes ses dérivées sont nulles au bordden
obtient :

2
/ -2+ 2 a‘i(;‘) (2,1) — v(z, )| (x, t)dzdt = 0,4 € C(D).
D

Commeu est réguliere, ceci entraine que I'équation (2.48Yesic satisfaite pau.

On prend ensuité ¢ 02 (IR?), et on intégre (2.52) par parties. En tenant compte du tat/qz, T') = 0, pour
o (0,1) = aw

toutx et —
Ox Oz

—(1,t) = 0, pour toutt, on obtient :

1 T
—/ u(, ow(x 0) da:—/ e t)w(x,t)da:dt+/0 &giu)(l,t)w(l,t)dt

/ 8“” ) (0, )00, t)dt+/ a;w(u)w(x,t)dxdt—k/l uo(z)¥(, 0)dz = 0.
0

72

En regroupant et en utilisant le fait quesatisfait (2.48), on obtient :

1 T 8@ 880 B
/0 (uo(x) —u(x,O))w(a:,O)dx—F/o %(1,t)¢(1,t)dt— r (0,t)y(0,t)dt = 0.

En choisissant successivement une fonctiamulle enz = 0 etz = 1 puis nulle enc = 1 ett = 7' et enfin nulle
enxz = 0 ett =T, on obtient que: satisfait la condition initiale (2.50) et les conditionscdimites (2.49), ce qui
conclut la question.

Question 2(Existence et unicité de la solution approchée)
Soitn € {0, .. — 1}. On suppose connfu:?, i = 1,..., N}. On va prouver dans cette question I'existence
et l'unicité de{uf“ i =1,...,N} veérifiant (2.54) (ave@ﬂ”r1 = uth ult = uith).

1. L'applications — s est strictement croissante, et par hypothésessiliapplications +— ay(s) est crois-
sante. La somme d’une fonction strictement croissantes@edfonction croissante est strictement croissante.
D’autre part, comme est croissante, pour toyt(s) < ¢(0), Vs < 0, et donclims_._, g,(s) = —oc. De
méme,p(s) > ¢(0), Vs > 0, et donclimg_. 4+ g4(s) = +00. La fonctiong, est continue et prend donc
toutes les valeurs de l'intervalle- oo, +oo]. Comme elle est strictement croissante, elle est bijective

2. L'équation (4.5) s’écrit encore :
k — - n n :
9a(ui) = 55 (Wio1 +Wig) +uf' + k', pourtouti =1,..., N,
aveca = % Par la question précédente, il existe donc un unigumgi vérifie cette équation; il suffit alors
de poserp(u;) = w,; pour déterminer de maniére unique la solution de (2.25%6().
3. Soitw' etw” € RY et soitw! = F(w') etw? = F(w?). Par définition deé-, on a :
! k@, + Wr_, + Ws touti = 1 N. (2.84
u; —up + 5 (w; —w;) = ﬁ((wiq +w,;,,) — (W}, +W;,,)), pourtouti = 1,...,N.  (2.84)

Commey est monotone, le signe de' — w? = p(u}) — p(u?) estle méme que celui dg — u?, et donc

2k 2k
|u1—u?+ﬁ(w1—w )| = |u; —u2|+h2|w —w?. (2.85)
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Et commeyp est lipschitzienne de rappatt on a

wi —w?| = lp(ui) = (uf)| < Lluj -],
d’ou: .
jud =] > Flw} —w?|. (2.86)

On déduit donc de (2.84),(2.85) et(2.86) que

1 1 2 2k k —2 —1 —_92 .

E|wl—wi|—|— lw; — w; |§h—(|w | —W; 4|+ [W} —w;,4|), pourtouti =1,..., N.
On adonc .

|w} —w?| < ——5 max |[w} —w:|, pourtouti = 1,...,N.

14+ 2kL i=1,...,N
d’ol on déduit quéjw! — w?| < C||w" — w?||~ avecC = ﬁ < 1. L'application F' est donc bien
strictement contractante. "

4, Soit{u*, Si{u*! i =1,..., N} estsolution de (2.54) et; = o(u?"") pouri € {1,..., N}, alors on
remarque quéu]t');—; v et(w;)i—1.. n Vérifient (2.55)—(2.56) ave®; = w; pouri = 1,...,N.On
en déduit quev = F(w).

5. Soitw = (w;)i=1,....~ t.0.w = F(w). Montrer que pour tout
Par définition de”, on aF'(w) = w avec(i, w) € RY x RN, & = (@;)i=1... N, W = (0;)i=1... N, ..

e(a;) = w;, pourtouti € {1,..., N},
2k k
U; + ﬁwz = h2
CommeF (w) = w, on a donaw; = w; et on obtient I'existence dﬁ'”’L1 = 4, tel quew; = ¢(u "+1)

pouri = 1,..., N. |l suffit alors de remplacew; etw,; pary(u f“ dans (2.87) pour conclure e ",
i=1,...,N} est solution de (2.54).

6. On vient de montrer dans les questions précédente@qﬁé i =1,...,N} est solution de (2.54) si et
seulement siv défini parw; = (u?"" est solution dev = F(w), ou F est définie par (2.55) —(2.56).
CommeF’ est une application strlctement croissante, il existe uguenpoint fixew = F(w). Donc par
définition deF il existe une unique famill§u?** i = 1,..., N'} solution de (2.54).

Question 3(EstimationZ>°(]0, 1[x]0, T'[) surw)

La relation a démontrer par récurrence est clairemerifigé au rang: = 0, par définition deA. Supposons
gu’elle soit vraie jusqu’au rang, et démontrons—la au ramg+ 1. La relation (2.54) s’écrit encore :

(wi—1 +wit1) +ul + ko', pourtouti =1,..., N. (2.87)

n u? k n n k n n
ui+1 U +ﬁ(@(ul+ll) @(uz+1))+ﬁ(@(uz:—11_(p( +1))+k’l} ,...,N,TL:O,...,M—]_,

Supposons quéest tel queu! ™" = min;—; _y u”*1 Commey est croissante, on a dans ce cagu] ') —

e(ult™) > 0etp(ul! — p(uf™) >0, etonen dedwtquan,L,,,W u?“ > u? — kB d’ou, par hypothése
de récurrencepin;—; . n u?’“ > — A — nkB — kB. Un raisonnement similaire en considérant maintemnant
tel quew ! = max;_; __n u;’“ conduit & ‘max;_1, _n u;’“ < ul + kB < A+ nkB + kB. On a donc
bien —A — (n+ 1)kB < u™ < A+ (n+ 1)kB, pourtouti = 1,..., N ettoutn = 0,..., M.

On en déduit alors queu™ || o (jo,1) < Cug,v,7+ AVE€CCy, v, 7 = A + BT.

Question 4(Estimation de la dérivée p.raade p(u))
En multipliant (2.54) pat?*! et en sommant sur on obtientA,, + B,, = C,,, avec

n 1 N n+1 n+1
Z + i n+1, B, = _Z (p(ui—l ) B 250(h2 ) + 90( Uipq ) n+1 etC, = Zvn n+1

=1

2

En utilisant I'inégalitéa® — ab = % — %, on obtient :

N
1
An> n — Up V n — 57 2
> Qpi1 — Qy, aVeCay, 2k§:(u)
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En développani,,, on obtient :

1 n n n n n n
By = = (Y (i) — ol up+t + Z P et h).
i=1

Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N-1 N
B = =z (30 (el ) = ol = S0(=olul ) + ol i)
=0 i=1

En tenant compte du fait qug ™ =« ut, = u™", pourtoutn = 0,..., M — 1, on obtient alors que :

1 N-1
1 1
= (3 () — e ) @it — ).
i=1

En utilisant le caractere lipschitzien geon obtient la minoration suivante :

N-1
1
By > w5 > (p(ulf!) — o(uf ™).
=1
Enfin, on majore’,, :
Be T
Cn < =0T
L'égalité A,, + B,, = C,, entraine donc :
n+1 n+lyy2 - Beug,v,r
Gt — o + 72 Z wltl) = p(upth))? < =t
En sommant pour = 0 a M — 1, et en notant que,; > 0,0n obtient alors :
M—-1N-1 Be
o ,v, T
T O O (i) — gt ))? < Tl g
n=0 i=1
p h 2 .
Il reste a remarquer que, < 5-c; , r pour conclure que :
M—-1N-1 h 1
> Y () — et < Ci g aveeC = Loy, (B + Seu)-
n=0 i=1

Question 5(Estimation de la dérivée p.r.taep(u))
Multiplions (2.54) parp(u "+1) p(ul’) et sommons pour=1,..., N. On obtient :

N o ntl N urth n+1 n+1
up " —ug n o(u —20(u™") +p(uly) n
avecA, = Y 7,€ (pu™) = o(uf)), By = —Z - 2 (p(upth) -

i=1

)) etC, = Zv ul ™) — o(ul)).

En utilisant le caractére lipschitzien geon obtient la minoration suivante :

1N
L—Z ui ) = p(ui)?. (2.89)

En développanB,,, on obtient :

N N
B, = —%(Z(@(U?ff) = o(uf ™)) (i) = p(ui) + ) (—e(ui ) + o) (eu ) = (ur)))).

i=1 i=1
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Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

N—-1 N
Ba =2 (3 (o) — ol (i) — o) + D (™) + i) (ol ™) — p(u)-
i=0 =1

En tenant compte du fait qué; ™ = w}*, witY = u™, pour toutn = 0,..., M — 1, on obtient alors que :

N—-1
n=hi Z u) — () (p(ulh) — p(ul ™)) = (p(uly) — e(ul))).

2

En utilisant a nouveau la relatiarfa — b) > % — % on obtient :

N-1
By 2 Pt = fn, avech, = W Z; ufy) — e(uf)? (2.90)
Enfin, on majore”,, par :
N N k
n+1 2 > v
22: u)) +C;kf0h. (2.91)
En utilisant (2.88), (2.89), (2.90) et (2.91), on obtient :
N k
Z ) = p(uf))? + g1 — B < C (2.92)

En sommant sur, on obtient d’une part, en utilisant le fait qi@g > 0 :

M—-1 N

30> (et uM))? < 2LC% + 2LGok. (2.93)

n=0 i=1

d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terntgesitif, on obtient par (2.92) une majoration $ty,
et donc suis,, pour toutn < M :

Il ne reste donc plus qu'a major@s pour obtenir (2.58) et (2.59). Par définition, on a

p )

En utilisant le fait quep est lipschitzienne et que la différence entfeet u?H est enh, on obtient (2.59) a partir
de (2.93) et (2.58) a partir de (2.94).

Question 6Par définition de la fonctiony,, et grace au résultat de la question 3, on a:

t —nk n Dk —t n
Lok oy o (mFDEZE )

sup  up(x,t) < A B lloo

z€](i—1)h,ih[ k
te[nk,(n+1)k]

S Cug,v,T-

ce qui prouve que la suiteu, ) prew+ €st bornée dans>°(]0, 1[x]0,T[). Commey est continue, on en déduit
immédiatement quép(uy)) e+ €st bornée dans>(]0, 1[x]0, T)
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Chapitre 3

M ethodes variationnelles

3.1 Exemples de probtmes variationnels
3.1.1 Le probleme de Dirichlet

SoitQ2 un ouvert borné d&R¢, d > 1. On considére le probléme suivant :

{ —Au = f, dans(,

u=0 surdl, (3.2)

ol f € C(Q) et Au = 9?u + 02u, ol 'on désigne pab?u la dérivée partielle d’ordre 2 par raport ailéme
variable.
Définition 3.1 On appelle solution classique @&.1)une fonction: € C%(Q) qui verifie (3.1).

Soitu € C?(Q) une solution classique de (3.1), et spit C2°(Q), oUC°(9) désigne I'ensemble des fonctions
de classe&”*>° a support compact dais On multiplie (3.1) parp et on integre suf2 (on appellera par la suite

“fonction test”) : on adonc:
/ —Au(z)p(x)dr = / [z

Notons que ces intégrales sont bien définies, puigque C(2) et f € C(Q2). Par intégration par parties (formule
de Green),ona:

/Q —Au(z)p(x)dx

d
Z/Qa (@)p(2)d

d
Z/Qaiu( dx+z au ni(s)e(s)dy(s)

ou n; désigne lai-eme composante du vecteur unitaire normal a la fromti&l de 2, et extérieur 2, et dy
désigne le symbole d’intégration si2. Commeyp est nulle suvs2, on obtient :

d

;/ﬂ@iu(x)aigp(x)dx:/Qf(;v)go(x)dx

/Vu(a:)-Vgo(x)dxz/f(x)(p(x)dx. (3.2
Q Q

Donc toute solution classique de (3.1) satisfait (3.2)

Prenons maintenant comme fonction teshon plus une fonction d€'>°(€2), mais une fonction déf; (£2). On

rappelle que I'espacH () est défini comme I'adhérence G€°(Q) dansH ! (Q) = {u € L*(Q); Du € L*(Q)},

ou Du désigne la dérivée faible dg voir par exemple [1]. On rappelle que I'espallé (2) muni du produit

scalaire )
(u,v) 1 :/Qu(a:)v(a:)da:—i—;/ﬂDiu(x)Div(x)da: (3.3)

ce qui s’écrit encore :

97
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est un espace de Hilbert. Les espatié$(?) et H} () font partie des espaces dits “de Sobolev” (voir [1] pour une
introduction).
Sip € H}(Q), par définition, il existdy,, ),enw € C°(Q) telle que

©n — @ dansH'! lorsquen — +oo,

Soit encore
lon — @l = llon — I3z + D | Dign — Digpl|32 — 0 lorsquen — +oc.

Pour chaque fonctiop,, € C2°(Q2) onapar (3.2) :

N
> [ wt@pon@ie = [ fa)onalde. v e .

. L, . Opn, .
Or lai-eme dérivée partiellg; p,, = (;p converge ver®; o dansL? donc dand.? faible lorsquen tend versx,
X

ety, tend versp dansL?(2). On a donc:

/ Oiu(x)0spn (x)dx — / Oiu(z)D;yp(x)dz lorsquen — +oo
Q Q

et
/ f(@)on(z)de — / f(z)p(x)dx lorsquen — +oc.
Q Q

L'égalité (3.1.1) est donc vérifiee pour toute fonctipne Hg(€2). Montrons maintenant que si est solution
classique (3.1) alorg € H}(2). En effet, siu € C?(Q), alorsu € C(Q) etdoncu € L2(Q); de plusd;u € C(Q)
doncd;u € L?(€2). On a donc biem € H'(Q2). Il reste a montrer que € Ha(€2). Pour cela on rappelle (ou on
admet . .) les théorémes de trace suivant :

Théoréme 3.2 (Existence de I'oprateur trace) SoitQ un ouvert (bor@ ou non borg) delR¢, d > 1, de frontere
0Q lipschitzienne, alors I'espac€>°(Q2) des fonctions de classg> et a support compact danQ est dense
dansH!(©). On peut donc éfinir par continuié I'application “trace”, qui est lintaire continue de7!(Q) dans
L?(09), définie par :
y(u) = ulaq Siu € C2(Q)
et par
y(u) = lim ~(up)siue H(Q), u= lm u,, ol (ty)nen C C(Q).

n—-4oo n—+00
Dire que I'application (liréaire)~ est continue egtquivalent dire gu'il existeC' € 1R . tel que
7 (W)l z2(00) < Cllull (o) POUr toutu € H' (). (3.4)
Notons quey(H'(R2)) € L?(Q), maisy(H(Q)) # L*(99Q). On noteH'/2(Q) = v(H(Q)).

Remarquons que $t est un ouvert borné, alof3 est compactet donc toutes les fonctiai® sont a support
compact dan§).

Théoréme 3.3 (Noyau de I'oprateur trace) SoitQ2 un ouvert boré delR? de frontere 992 lipschitzienne, ety
'opérateur trace @fini par le tleoreme(3.2). Alors

Kery = H}(Q).

Siu € C?(Q) est une solution classique de (3.1), alo(s) = u|sn = 0 doncu € Kervy, et par le théoreme 3.3,
ceci prouve que: € Hi (9).

Nous avons ainsi montré que toute solution classique dg y8rifieu € H}(Q) et I'egalité (3.2). Cette remarque
motive I'introduction de solutions plus ghérales, quirpettent de s’affranchir de la régularit€, et qu’on appel-
lera “solutions faibles”.
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Définition 3.4 (Formulation faible) Soitf € L2(£2), on dit queu est solution faible dé€3.1)si u est solution de

uEHO

/Du Dip(x d:v—/f x)dx, Vo € HY (). (3.5)

Définition 3.5 (Formulation variationnelle) Soitf € L?(2); on dit queu est solution variationnelle de.1)si
u est solution du prol@me de minimisation suivant :

u € H}(Q)
J(u) < J(v) Vv e H(Q) (3.6)
avecJ(v) = %/QVv(x) -Vou(z)dr — /Q f(z)v(x)d

ol on a noé : .
/QVu(a:) -Vo(x)dr = ; /Q Dyu(z)D;p(x)dx.

On cherche a montrer I'existence et 'unicité de la solutie (3.5) et (3.6). Pour cela, on utilise le theoreme de
Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théoreme 3.6 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, sait une forme biliaire continue coercive sui
etT € H'. Il existe un uniguélement tel que

u € H,
(3.7)
a(u,v) =T(v). Yve H.
De plus, sia est syratrique,u est I'unique solution du proBime de minimisation suivant :
u € H,
{ J(w) < J(v), (3.8)
ol J est cefinie deH dansR” par :
1
J(v) = 5@(1},1}) —T(v). (3.9)

Démonstration :

— Sia est symétrique I'existence et 'unicité deest immédiate par le théoréme de représentation de Rias
dans ce cas est un produit scalaire, et la forme linéaire définie par [, f(z)¢(x)dz est continue pour la
norme associée a ce produit scalaire.).

— Sia est non symeétrique, on considere I'applicationféielansH , qui au associedu, défini par :

(Au,v) = a(u,v) Vv € H.
L'application qui au associedu est linéaire continue, et
(Au,v) < a(u,v) < Mlfull||v]

cara est continue. D’autre part, par le théoreme de reprasientde Riesz, on a existence et unicitéyde H
tel queT'(v) = (¢,v), pour toutv € H. Doncu est solution dei(u,v) = T'(v), Vv € H si et seulement si
Au = 1p. Pour montrer I'existence et I'unicité dg il faut donc montrer quel est bijectif.

Montrons d’abord quet est injectif. On suppose quéu = 0. On a(Au,u) > «|ju/|? par coercitivité de: et
comme|| Aul| ||v]] > (Au,v), onadonc:
[[Aul| = allu],

En conclusion, shu = 0 = u = 0.
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Montrons maintenant qud est surjectif. On veut montrer quéH = H. Pour cela, on va montrer qué
est fermé e H T = {0}. Soitw € AH ; il existe alors une suité,,),en C H telle quedv,, — w dansH.
Montrons que la suitév,,),cn converge dan&l. On a:

| Avy, — Avy || = || A(vn — Um)” > allvy — vm|la

donc la suite(v, )nenw €st de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un cestain H. CommeA est
continue, on a doncA4wv,, — Av dansH, et doncw = Av € AH.
Montrons maintenant que
T ={0}
Soitvy € AH ", commeu est coercive, on a:
allvol|? < a(vo,vo) = (Avg,vg) = 0,
on en déduit quey = 0, ce qui prouve quelH " = {0}.
Pour conclure la preuve du théoreme, il reste a montreisguest symétrique, le probleme de minimisation (3.8)

est équivalent au probleme (3.7) Seie H solution unique de (3.7) ; montrons queest solution de (3.8). Soit
w € H, onvamontrer qud (u + w) > J(u).

Ju+w) = %a(u—i—w,u—}—w)—T(u—l—w)

1 1 1
= §a(u,u) + 3 [a(u,w) + a(w,u)] + §a(w,w) —T(u) = T(w)

1 1
= §a(u,u) + Ea(w,w) + a(u,w) — T(u) — T(w)

= J(w) + galw,w) > T(w) + 5 ul?

DoncJ(u + w) > J(u) sauf siw = 0.

Réciproquement, supposons maintenant@est solution du probléme de minimisation (3.8) et montmunesu
est solution du probleme (3.7). Seite H ett > 0.0Ona:J(u+ tw) — J(u) > 0etJ(u — tw) — J(u) > 0 car
u minimiseJ. On en déduit que :

1 1
ta(u, w) + §t2a(w, w) > 0et — ta(u,w) + §t2a(w,w) >0
Commet est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalitar :
1 1
a(u,w) + §ta(w, w) > 0et —a(u,w) + Eta(w, w) >0

On fait alors tendre vers 0 et on obtient(u, w) = 0 pour toutw € H, ce qui montre que est bien solution du
probleme (3.7). m

Montrons qu’on peut appliquer le theoréme de Lax Milgrasaipes problemes (3.5) et (3.6).

Proposition 3.7 (Existence et unicié de la solution de(3.1)) Si f € L%*(Q), il existe un unique: € H(Q)
solution de(3.5) et (3.6).

Démonstration : Montrons que les hypothéses du théoreme de Lax Milgrarh\a@sifiees. L'espacél = Hj ()
est un espace de Hilbert. La forme bilinéairest définie par :

a(u,v) /Vu -Vo(z dm( /Du )D;v( )d),
et la forme linéairdl” par :
v)z/f(a:)v(a:)da:
Q

Analyse numérique des EDP, M1 100 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



3.1. EXEMPLES CHAPITRE 3. METHODES VARIATIONNELLES

Montrons quel’ € H' ; en effet, la formel” est linéaire, eton a:

T() < |[Ifllz2llvllzz < [ F iz llvllae-

On en déduit qué’ est une forme linéaire continue sty (£2), ce qui est équivalent a dire qiiec H () (dual
topologique deH (9)).
Montrons maintenant queest bilinéaire, continue et symétrique. La continug e démontre en écrivant que

a(u,v) = /QVU(I) Vo(z)dr < ||Vu|p2||Vv| L2

< lullz [0l

Les caracteres bilinéaire et symétrique sont évidénomtrons maintenant queest coercitive : en effet,

N
a(v,v) = /QVU(JJ) -Vo(z)dr = Z:/QDiv(a:)Dw(x)dx > mﬂuﬂip,

par I'inégalité de Poincaré (voir note page 12 page 24n@eT € H' et comme: est linéaire, continue, coercitive
donc le theoreme de Lax Milgram s’applique : on en concltiil gxiste une unique fonction € Hg () solution
de (3.5) et comme est symétriquey est I'unique solution du probleme de minimisation asseci” L]

Définition 3.8 (Solution forte dansH?) Soit f € L%(f2), on dit queu est solution forte d€3.1) dans H? si
u € H?(Q) N Hg(Q) verifie - Au = f dansL?().

Remarquons que si est solution forteC? de (3.1), alors: est solution forte72. De méme, si: est solution forte
H? de (3.1) alora: est solution faible de (3.1). Les réciproques sont fausdasadmettra le theéoréme (difficile)
de régularité, qui s’énonce de la maniere suivante :

Théoréme 3.9 (Regularité) SoitQ un ouvert boré delR?. On suppose qu& a une frontére de class&'?, ou
que() est convexa frontiere lipschitzienne. Sf € L?(Q) et siu € H(Q) est solution faible d€3.1), alors
u € H?(Q). De plus, sif € H™(Q) alorsu € H™+2(Q)

Remarque 3.10 (Diferences entre les rathodes de discetisation) Lorsqu’on adopte une disetisation par diferences
finies, on a directement le prabhe(3.1). Lorsqu’on adopte une @hode de volumes finis, on diétise le “bilan”

obtenu en irégrant(3.1) sur chaque maille. Lorsqu’on utilise uneethode variationnelle, on disgtise la formu-

lation variationnelle(3.6)dans le cas de la &thode de Ritz, la formulation faib{8.5) dans le cas de la &thode

de Galerkin, voir section 3.2.

Remarquong&galement que dans la formulation faib{8,5), les conditions aux limites de Dirichlet hom@ates

u = 0 sont prises en compte dans I'espace H}(Q), et doncégalement dans I'espace d’approximatifi .

Pour le probEme de Neumann homang, les conditions aux limites ne sont pas explicites dasgdce fonction-

nel, voira ce sujet I'exercice 42 page 119.

3.1.2 ProbkEme de Dirichlet non homogne
On se place ici en dimension 1 d’espades 1, et on considere le probleme suivant :
u'=f sur]0,1]

u(0) = a, (3.10)
u(1) =0,

ol a etb sont des réels donnés. Ces conditions aux limites soas di¢ type Dirichlet non homogéne; comme
a etb ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution #ai€) et non plus dang7}((€2)). Cependant,
pour se ramener a I'espaég} (2) (en particulier pour obtenir que le probléme est bien gpaée au théoreme de

Lax Milgram et & la coercivité de la forme bilinéaitéu, v) = / Vu(z)Vu(z)dz sur H} (), on va utiliser une
Q

technique dite de "relevement”. On pose = u + u 0Uug est définie par :

ug(z) = a+ (b — a)x.
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On a en particuliety(0) = a etup(l) = b. On a alorsu(0) = 0 etu(l) = 0. La fonctionu vérifie donc le
systeme :

i’ = f,
%(0) =0,
(1) =0,

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu&t &ien posé (voir paragraphe 3.1.1 page 97). Donc il
existe un unique: € H'(Q) veérifiantu = ug + u, ouu € H} () est I'unique solution du probleme

/ﬂ’v'—/ fv Yo e Hg(]0,1])

De maniere plus générale, sait € H, ,(10,1]) = {v € H'; v(0) = aetv(l) = b}, et soita € H(]0,1[)
l'unique solution faible du probleme :

—u" = ul + .f7
a(0) = 0,
a(1) = 0.

Alors @ + u; est I'unique solution faible de (3.10), c’est—a—dire l&usion du probleme
ue H} (]0 1)),
/ da:—/ f(@)v(x)dz,Yv € Hi(]0,1]).

Remarque 3.111l est facile de montrer que ne cepend pas du réevement choisi (voir exercice 36 page 118).

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espaee2.
SoitQ un ouvert borné diR ¢, considére le probléeme :

(3.11)

—Au=f dansQ2
u=g Surof

Pour se ramener au probleme de Dirichlet homogéne, oncesistruire un relevement, c’est a dire une fonction
up € H(Q) t.9.v(ug) = g ol est I'application trace. On ne peut plus le faire de mangxm@icite comme en
dimension 1. En particulier, on rappelle qu’en dimensiohezpaceH ! (2) n’est pas inclus dans I'espac& ()
des fonctions continues, contrairement au cas de la dimerdsiMais si on @ € H'/2(9%), on sait qu'il existe

up € HY(Q) tel queg = ~(up). On cherche done sous la forme: = @ + ug avecu € H}(Q) etug € HY(Q)
telle quey(uo) = g. Soitv € H} () ; on multiplie (3.11) paw et on intégre suf? :

/Q ~ Au(z)o(a)ds = /Q F(@)v(@)de
/Q Vu(z)Vo(z)ds = /Q F@)o(@)da

Commeu = ug + u, on adonc:

c'est=-dire :

i e HY(9),

/ V() Vo(z)de = / f(@)o(x)ds — / V() Vo(z)de, Yo € H(R) (3.12)
Q Q

En dimension 2, il n’est pas toujours facile de construimelevement. Il est donc usuel, dans la mise en oeuvre
des méthodes d’approximation (par exemple par éléenfensy, de servir de de la formulation suivante, qui est
équivalente a la formulation (3.12) :

u € {ve HY(Q);v(v) = g suroQ}

/Vu YWo(z da:—/f x)dr Vv e Hi Q). (3.13)
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3.1.3 ProbkEme avec conditions aux limites de Fourier

On considére ici le probleme de diffusion avec conditiang limites de type “Fourier” (ou “Robin” dans la
littérature anglo-saxonne).

{ Vun +f)\(laisf)2’suraﬂ, (3.14)
ou:
1. Q estun ouvertborné d&?, d = 1, 2 ou 3, et)(2 sa frontiere,
2. feC?*(Q),

3. n est le vecteur unitaire normald¥?, extérieur &2,
4. X\(x) > 0,Vz € 09, est un coefficient qui modélise par exemple un transferntique a la paroi.

Supposons qu'il existe € C2(Q) veérifiant (3.14). Soitp € C°°(2) une “fonction test”. On multiplie formelle-
ment (3.14) pap et on integre suf.
On obtient :

—/QAu(x)go(x)dxZ‘/Qf(x)gp(x)dx.

Par intégration par parties, on a alors

/ Vu(@)\Vo(@)de — | Vu(z) - n(@)p()dy(z) = / f(@)p(x)d.
Q Q

oQ
Notons que la fonctiop qui n’est pas a support compact, et que la condition auxdsni
Vu-n=-\u

va donc intervenir dans cette formulation. En remplacantlatient :

/ Vu(x) - Vo(x)dx + Au(z)p(x)dy(z) = / f(x)o(z)dz, ¥ € C(9Q).
Q Q

o0

Par densité d&'>°(Q2) dansH!(f2), on a donc également

/ Vu(z) - Vo(x)dx + Au(z)p(x) = / f(x)p(z)dz, ¥ p € HY(Q).
Q Q

[219]

Définition 3.12 (Solution faible) On dit queu est solution faible dé3.14)si u est solution de :

{ ue HY(Q),

/Vu(x)-Vv(x)—i—dx/ AMz)u(z)v(z)dz Z/f(x)v(x)d;r, Yo e HY(Q). (3.15)
Q2 a0 Q

On peut remarquer que sous les hypotheses :
feL*Q), e L™(09),

toutes les intégrales de (3.15) sont bien définies. (Opetteque sip € L2(Q) et € L2(Q), alorspy € L1()).
Pour vérifier que le probleme (3.15) est bien posé, on eehappliquer le theoreme de Lax-Milgram. Définissons
pour celaa : H'(Q) x H*(Q)) — IR par :

a(u,v) = /QVu(x) -Vo(z)dr + //\(a:)u(x)v(x)dx (3.16)

Il est facile de voir que: est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui eissaine forme quadratique
définie par :

E(v) = %/QVv(x) . Vv(x)dx—l—/a Ax)v? (z)dy(x) —/Qf(x)v(x)dx. (3.17)

Q
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Définition 3.13 (Solution variationnelle) On dit queu est solution variationnelle dg8.14)si u vérifie :

ue HY(Q),
{ E(u) < E(v),Yv € H'(Q), (3.18)

ou £ est cefini par(3.17)

Lemme 3.14 On suppose quk € L>°(9Q). Alors la forme bilireaire cfinie par(3.16)est continue suff* () x
HY(Q).

Démonstration :On a :

a(u,v) :/Vu(x)Vv(a:)da:—i— Az)u(z)v(x)dy(x)
Q Elo)

< ||VUHL2(Q)HVUHL2(Q) + H)\HLw(aQ)||U||L2(aQ)HU||L2(aQ)-
Or par le theoréme de trace (théoreme 3.2), et plusquéitrement grace a la continuité de la trace (3.4), on a
[ullz2a0) < Cllulla ()

On en déduit que
a(u,v) < M|lul g |[v]|m

avecM = 1+ C?||\|| = (09). Donca est bilinéaire continue [

Lemme 3.15 SoitA € L*>(09) tel qu'il existeA > 0 tel queA(z) > A p.p. surdf2. Alors la forme bilireaire a
définie par(3.16)est coercitive :

Montrons qu'il existen > 0 tel quea(v,v) > aljv||?, pour toutv € H' ol
a(v,v) = / Vou(z) - Vo(x)dz —|—/ afx)v? (z)dy(x).
Q Q

Attention, comme € H'(Q2) et nonH; (), on ne peut pas écrire I'inégalité de Poincaré, qui mrrmettrait de
minorer/ Vo(z).Vu(z)dz. On va montrer I'existence de par I'absurde. On suppose qua@’est pas coercive.

Q
Dans ce cas : c’est-a-dire que :
Ya>0,3ve HY(Q);a(v,v) < aljv|?.

On a donc en patrticulier, en prenant % :
1 1 2
VnelN, v, € H (Q); a(vn, vn) < =|lvnl71-
n

Dans cette derniere assertion, on peut prengrée norme 1, puisque I'inégalité est homogéene de deg@inza
donc:

1
VYn €N, Jv, € Hl(Q); lonll g1 ) = 15 a(vn, va) < e

Or, par le theoreme de Rellich, toute suite bor(@g),,cv de H'(Q2), est relativement compacte dahs((?).
Comme on d|vy|| i1(q) = 1, il existe donc une sous-suite encore &g, C H' (1) telle quev,, converge
versy dansL?(12) lorsquen tend verstoc.

De plus, comme :

1
a(vp,vy) = / Vo, (x). Vo, (x)dz —|—/ Up (@) (z)d < i 00 lorsquen — +oo,
Q o0
On en déduit que, chaque terme étant positif :

/ Vo (x).Vu,(2)de —p— 00 0 (3.19)
Q
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et
/ On(@)vn (z)dr —, 0 (3.20)
o0

On a donc Vv,, — 0 dansL?(Q2) lorsquen — +o0. On en déduit que
/ Oivn(x)dr — 0 lorsquen — +oo, pouri = 1,...,d.
Q
Donc par définition de la dérivée faible (voir note pagg, 28 a aussi

/ v (2)0;p(x)dz — 0 lorsquen — +oo.
Q

Commev,, — v dansL?(f2) lorsquen — +o0, on peut passer a la limite ci-dessus et écrire}{ue(x)aiw(x) =

0. Onen déduit que la dérivée faiblg v existe et est nulle dafs. La fonctionv est donc constar?te par composante
connexe. Mais par (3.20), orwa= 0 surof, et la trace d’une fonction constante est la constantenedime. On a
donc

v = 0 dans(2.

On a ainsi montré que
Djv,, — D;v etv, — v = 0 dansL?(Q) lorsquen — +oo.

Doncv, — 0dansH"(f2) lorsquen — +o0, ce qui contredit le fait qugv, || 1 (o) = 1. On a ainsi montré la
coercivité dex. -

Proposition 3.16 Soitf € L?(Q2) etA € L>(Q) t.g. A > X p.p. avec\ > 0 alors il existe un unique solution
de(8.15)qui est aussi I'unique solution d8.18)

3.1.4 Condition de Neumann

Considérons maintenant le probleme (3.14) avec0, on obtient le probleme :

—Au = f, dans)
% = 0surof2

gu’on appelle probleme de Dirichlet avec conditions de iNann homogénes. En intégrant la premiére équation
du systeme, il est facile de voir qu’une condition nécessiiexistence d’une solution de (3.1.4) est que :

ou
/Q_Au(x)dx = s %(x)dx = /Qf(x)dx =0

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogegfé = g, la condition de compatibilité devient
n

[ @i+ [ ga)ria) =0,
Q o0
Remarquons que si = 0, la forme bilinéaire est
a(u,v) = / Vu(z) - Vo(z)de,
Q
et que celle-ci n’est pas coercive it (2). De fait, il est clair que la solution de (3.1.4) n’est pasquid, puisque

siu est solution de (3.1.4) alois+ ¢ est aussi solution, pour toute R. Pour éviter ce probleme on va chercher
les solutions de (3.1.4) a moyenne nulle. On cherche deoésaudre (3.1.4) dans I'espace

H={ve H'(Q); /Q v(z)dz = 0}
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On admettra que est coercive suf (ceci est vrai grace a I'inégalité de Poincarée—Wagén. Le probléeme
u € H,

a(u,v)z/fv Yv e H,

admet donc une unique solution.

3.1.5 Formulation faible et formulation variationnelle.

Nous donnons ici un exemple de probleme pour lequel ongtabtif une formulation faible, mais pas variation-
nelle. On se place en une dimension I'espate- 1, et on consider& =|0, 1] et f € L%(]0, 1]). On s'intéresse
au probleme suivant (dit “d’advection diffusion”) :

{ —u" +u' = f, dangj0, 1]
u(0) =u(l) =0.

Cherchons une formulation faible. Par la méme méthodaugparagraphe 3.1.1, on choisite Hi (), on
multiplie (3.1.5) paw et on intégre par parties :

/Q o (@) (2)dx + /Q o (@) () da = /Q F(@)o(z)dz.

Il est donc naturel de poser :
a(u,v):/Qu’(;v)v’(x)dx—|—/Qu’(x)v(x)dx, etT(v):/Qf(;L')v(;L')d:v.

Il est évident quél’ est une forme linéaire continue sHy (2) (c’est a direl’ € H~1(Q2)) et que la forme: est
bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elieesrcive : En effet, ona :

a(u,u)z/Qu’Q(a:)da:—F/Qu’(x)u(x)dx

_ /Q W (2)dz + /Q %(UQ)/(:L')d:L'

Or, commeu € H(Q), on au = 0 suros et donc/ (u?)(x)dz = u?*(1) — u*(0) = 0. On en déduit que :

Q
1

a(u,u) = [ (u')?, et par linégalité de Poincaré (voir page 24), on cohqliea est coercive Suff} (€2). On en
0
déduit par le theoreme de Lax Milgram, I'existence ehitité deu solution du probleme :

u € Hy(J0, 1)
1 1
/ (' ()0 (z) + ' (z)v(x))dx :/ f(x)v(x)dx.
0 0

3.2 Methodes de Ritz et Galerkin

3.2.1 Principe gnréral de la méthode de Ritz

On se place sous les hypothéses suivantes :
H est un espace Hilbert
a est une forme bilinéaire continue coercitive et syméieiq (3.21)
T e H

l’inegalite de Poincare-Wirtinger s’énonce de larfapivante : soif2 un ouvert borné d&k? de frontiére lipschitzienne, alors il existe
C € R4, ne dépendant que d& €2, tel que pour tout: € H'(2), ona:

ull22 gy < Clul gy + 20m(2) 7 ( /Q u(e)dz)?
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On cherche & calculer € H telle que :
a(u,v) =T (v), Yv e H,

ce quirevient a calculer € H solution du probléme du probléme de minimisation (3.8¢ca/ définie par (3.9).
Lidée de la méthode de Ritzst de remplacell par un espacé/y C H de dimension finie (odim Hy = N),
et de calculer solution de

UNEHN
{ J(un) < J(v),  Yve Hp, (3.22)

en espérant quey soit “proche” (en un sens a définir) de

Théoreme 3.17Sous les hypo#seg3.21) si Hy est un s.e.v. dé&f etdim Hy < +oo alors le probeme(3.22)
admet une unique solution.

Démonstration : PuisqueH  est un espace de dimension finie inclus dahs’est donc aussi un Hilbert. On
peut donc appliquer le théoreme de Lax Milgram, et on etud&existence et I'unicité de.y € Hy solution de
(3.22), qui est aussi solution de :
uy € Hy,
{ a(un,v) =T(v), Yve Hy.

Nous allons maintenant exposer une autre méthode de d#raton du theoreme 3.17, qui a I'avantage d’'étre
constructive, et qui nous permet d'introduire les idéasqgipales des méthodes numériques envisagées plus loin

Comme 'espacéiy considéré dans le théoreme 3.22 est de dimenSidhexiste une basép, , ..., ¢n) de Hy.
N

Siu € Hy, on peut donc développer= > " u;¢;. On note :
=1

U:(ul,...,uN)EIRN

L'application¢ qui au associd/ est une bijection dé&ly danslR”. Posong = J o ¢~ Onadonc:

On peut donc écrird (u) sous la forme :
1
J(u) = §UtICU ~-U'G =3(U),

ou Kk € MNN(R) est définie paikl;; = a(e;, ¢;), et ouG; = T(¢;). Cherchemy solution de (3.22) est donc
équivalent a cherchér solution de :

UeRY,
{jw0<ﬂvy vV e RY. (3.23)

ou 1
j@?=§WKV—V@. (3.24)

Il est facile de vérifier que la matridé est symétrique définie positive. Dop@st une fonctionnelle quadratique
surR”Y, et on a donc existence et unicitedes R™ tel que;j(U) < j(V) VV € R”. La solution du probleme
de minimisation (3.23) est aussi la solution du systemeslie CU = G ; on appelle souveri la matrice de
rigidité.

2Walter Ritz, né le 22 février 1878 a Sion et mort le 7 juill®09 a Gottingen, est un physicien suisse. Il a invemtaéthode dite “de Ritz”
dans le cadre du calcul des valeurs propres de I'opéraiéarimonique
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Proposition 3.18 (Existence et unicé de la solution du probBme de minimisation) . Soitj = RY — IR définie
par (3.24) Il existe un unique: € IR” solution du probtme de minimisatio(8.23)

Démonstration : Ceci est une conséquence du résultat général de matiotisdandR ™ (voir cours de licence).
|

Résure sur la technique de Ritz.
1. Onsedonnély C H.

2. Ontrouve une base déy.
3. On calcule la matrice de rigidit€ et le second membr@. Les coefficients déC sont donnés paf;; =

4. On minimisej par la résolution d&€V = G.

N
5. On calcule la solution approchée!?Y) = Z Ui
i=1

On appelleH 5 'espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fordéal pour le développement de la
méthode d’approximation. Le choix déy est formellement équivalent au choix de la besg,;—1...n. Pourtant,
le choix de cette base est capital méme(8i) ne dépend que du choix déy et pas de la base.

Choix de labase Un premier choix consiste a choisir des bases indépeesdrl c’'esta dire{ base ddiy 1} =
{base deiy} U {¢n+1}. Les bases sont donc emboitées les unes dans les autresd&@ons par exemple
H = H'(]0,1]), et I'espace d’approximation :

Hy =Vect{1,X...,XN"1}

Les fonctions de base sont dopc= X*~ !, i = 1,..., N. On peut remarquer que ce choix de base améne a une
méthode d’approximation qui donne des matrices pleing1®veut justement éviter les matrices pleines, car les
systemes linéaires associés sont coliteux (en temparabire) a résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une bagg): = 1, ..., N de telle sorte que

a(di, ¢j) = Nidij

o [ 1sii=j
oud; = { 0ainon (3.25)
 _T(6)
On a alorsk = diag(\y, ..., An), et on a explicitement o) = Z CL(TZD)@' Considérons par exemple
i—1 iy i

le probleme de Dirichlet (3.1) S#; est la i-eme fonction propre dé_l’opératiem avec conditions aux limites
de Dirichlet associée a;, on obtient bien la propriété souhaitée. Malheureusgnieest rare que I'on puisse
connaitre explicitement les fonctions de base

Un deuxieme choix consiste a choisir des bases déperaldriV. Mais dans ce cas, la base Hg; n'est pas
incluse dans celle d& ;. La technique des éléments finis qu’on verra au chapifv@st) est un exemple de ce
choix. Dans la matricé& obtenue est creuse (c’est a dire qu'un grand nombre de séficEnts sont nuls). Par
exemple, pour des éléments finis appliqués a un opérdtesecond ordre, on peut avoir un nombre de coefficients
non nuls de I'ordre de(N).

Convergence de I'approximation de Ritz Une fois qu’on a calcul@  solution de (3.23), il faut se préocupper
de savoir siu(N) est une bonne approximation desolution de (3.2.1), c’est a dire de savoir si

N) — wlorsqueN — 400

ul
Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la ndgoronsistance.

Deéfinition 3.19 (Consistance)Sous les hypo#tseq3.21) on dit que I'approximation de RitzZ&finie par I'espace
Hy C H avecdim Hy = N < +o0o est consistante si(H, Hy) tend vers 0 lorsquéV — oo, c'esta dire
d(u, HN) = n_ 4o 0, Vu € N ou encore ir}}’ lu—v|| =Nt 0,Vu € H.

veEHN
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L'autre notion fondamentale pour prouver la convergentkaegtabilité, elle méme obtenue grace a la propdeté
coercivité dex. Par stabilité, on entend estimation a priori sur la solutipprochée ™) (avant méme de savoir si
elle existe), otw(V) est solution de (3.23) ou encore de :

a(u™M) v) =T(w) Yve€ Hy
(3.26)
U(N) € Hy
On a I'estimation a priori suivante suty :

Proposition 3.20 (Stabili€) Sous les hypo#ses du thoreme 3.21,0n a:

Hu(N)HH < HT”H’.
e’

Démonstration :
Le caractere coercif denous permet d’écrire :

a||u(N)||2 < a(u(N),u(N)).
Or commeu™) est solution de (3.26), on a:
CL(u(f\’)ju(f\f)) — T(u(N)).
CommeT est linéaire continue, on obtient
T(u™) < |7 ol -

Théoreme 3.21 (Lemme de €&%) SoitH un espace de Hilberéel, etz une forme biligaire continue suétrique
coercive. Soifl” une forme liaire continue ef” € H’, et soitM > 0 eta > 0 tels quea(u,v) < M|jul g||v| &
eta(u,u) > allul|%. Soitu € H I'unique solution du prol#me suivant :

u e H,
{ a(u,v) =T (v),Yv € H. (3.27)

SoitHy C H tel quedim Hy = N, et soitu{N) € Hy I'unique solution de

(N)
U € Hy,
{ a(uN),v) = T(v),Yv € Hy. (3.28)
Alors
(N) M
lu —u'™ < Ed(u,HN) (3.29)
ou
Hy) = inf .
d(u, Hy) = inf d(u,v)
Démonstration :

Etape 1 On va montrer que"Y) est la projection de sur H pour le produit scalairé, -), induit para, défini

de H x H (u,v), = a(u,v). On note||ul|, = /a(u,u), la norme induite par le produit scalaite La norme
Il est équivalente & la nornfle|| ;7, en effet, grace a la coercivité et la continuité de larfe bilinéaires, on peut
écrire :

allullf < llullf < Mlullz

Donc(H,||.||«) est un espace de Hilbert. Saita solution de (3.27), et soit = Py, u la projection orthogonale
dew sur H y relative au produit scalair ., .). Par définition de la projection orthogonale, on a donc

v—u€ Hﬁ,
Soit encorer(v — u,w) = 0, Yw € Hy. On en déduit que (v, w) = a(u,w) = T'(w), YVw € H, et donc que

v =u™). On a donc montré que!"N) est la projection orthogonale desur Hyy, c'est-a—dire.N) = Py, w.
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Etape 2 On va établir une estimation de la norme de la differemteee; etw v ; par définition deP’y,, ona:
lu— Pryulls < [lu—wvlZ, Yo € Hy,
ce qui s’écrit (puisquéy,, u = u) :
a(u —u™ u— ™) <a(u—v,u—v), YveHy
Par coercivité et continuité de la forme bilinéaireon a donc :

aflu —u™M|% < atu— ™ u—u™) <alu—v,u—v) < Mllu—v||%4,Yve Hy.

M
lu—u™|| < UEHu—vH,Vv € Hy.

En passant a I'inf sus, on obtient alors :

M
lu—a™|| < /2= inf fu—o|
o vEHyN

Ce qui est exactement (3.29). [

On en déduit que :

3.2.2 Methode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypothéses suivantes :

{ H espace de Hilbert, (3.30)

a : forme bilinéaire continue et coercivé,c H’.

Remarquons que maintenamty’est pas nécessairement symeétrique, les hypothe8€y £nt donc plus générales
gue les hypothéses (3.21). On considére le probléme

ue H
(3.31)
a(u,v) =T(v), ve H.

Par le théoreme de Lax Milgram, il y a existence et unidé& € H solution de (3.31).
Le principe de la méthode de Galerkigst similaire a celui de la méthode de Ritz. On se ddiirec H, tel que
dim Hy < 400, eton cherche a résoudre le probléme approché :

’LL(N) € Hy,

(Pn) { a(u™N) v) = T(v),Yv € Hy. (3.32)

Par le théoreme de Lax-Milgram, on a immédiatement :

Théoréme 3.22Sous les hypotses , sify ¢ H etdimHy = N, il existe un unique.N) € Hy solution de
(3.32)

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner unenaéti®de, constructive, de démonstration de
I'existence et unicité dey qui permettra d’'introduire la méthode de Galerkin. Comrime & 5 = N, il existe
une bas€¢; ...¢n) de Hy. Soitv € Hy, on peut donc développersur la base :

N
v="> v,
i=1

“4Boris Grigoryevich Galerkin, né le 20 février 1871 & Relo(Biélorussie) et mort le 12 juillet 1945, est un matlaéigien et un ingénieur
russe réputé pour ses contributions a I'etude dedisrelié poutres et des plaques élastiques. Son nom resieulie méthode de résolution
approchée des structures élastiques, qui est I'une des loie la méthode des éléments finis.
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et identifierv au vecteufuv,, ..., vy ) € RY. En écrivant que satisfait (3.32) pour tout = ¢; = 1, N :

a(u,(bi) = T(¢Z),VZ = ].,...,N,

et en développant sur la basé¢; );—1,.... ., On obtient :

N
> aley, ¢i)uy =T(¢), Vi=1,...,N.
Jj=1

On peut écrire cette derniere égalité sous forme d'wtesye linéaire KU = G,
Kij = a(¢;, ¢:) etG; =T (¢;), pouri,j=1,...,,N.
La matricelC n’est pas en général symétrique.
Proposition 3.23 Sous les hypo#ises du thoreme 3.22 le sysine lireaire (3.2.2)admet une solution .
Démonstration : On va montrer qué est inversible en vérifiant que son noyau est rédditja Soitw € R™ tel
N

queKw = 0. Decomposons sur le N base(¢y, ..., ¢n) de Hy : On adonc Za(@-, ¢i)w; = 0. Multiplions

j=1
cette relation paw; et sommons pour= 1 a NV, on obtient :
N N
ST S a6, dwyw; = 0.
i=1 j=1
Soit encore u(w,w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine que= 0. On en déduitquey; = 0,V; = 1,..., N,
ce qui achéve la preuve. m

Remarque 3.24 Sia est syratrique, la néthode de Galerkin eguivalente celle de Ritz.

En réesumé, la méthode de Galerkin comporte les mérapeétjue la méthode de Ritz, c’est a dire :
1. Onsedonnély C H
2. Ontrouve une base déy
3. On calculeC etg
4. OnrésoulU =¢G

N
5. On écritu™) = " u;¢;.

=1
La seule difference est que I'étape 4 n’est pas issue dfohlpme de minimisation. Comme pour la méthode
de Ritz, il faut se poser la question du choix du sous esphg¢eet de sa base, ainsi que de la convergence de
I'approximation deu solution de (3.31) pau"N) obtenue par la technique de Galerkin. En ce qui concerne le
choix de la basédy, ..., ¢n}, les possibilites sont les mémes que pour la méthodetdewRir paragraphe 3.2.1.
De méme, la notion de consistance est identique & celle@mpour la méthode de Ritz (voir définition 3.19) et la
démonstration de stabilité est identique a celles &ffs=pour la méthode de Ritz ; voir proposition 3.20 pade 10
On peut alors établir le théoréme de convergence :

Théoreme 3.25Sous les hypotses du taoreme(3.22) siu est la solution d€3.31)etuy la solution de(3.32)
alors

M
lu = ut™ | < —d(u, Hy), (3.33)

ol M eta sont tels que o|v]|? < a(v,u) < M||v||? pour toutv dansH (les reelsM eta existent en vertu de la
continuig et de la coercivé dea).
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Démonstration : Comme la forme bilinéaire est coercive de constanieon a :
allu —u™)% < a(u —u™N u—uN)
On a donc, pour tout € H :
aflu —u™M|% < atu —u™ u—v) + alu —u™, v —uMN)
Ora(u —u™ v —u™) = a(u,v — u™) — a(u®™, v — u™)) et par définition de: etu™), on a:
a(u,v —u)) =T (v —uV)
a(u™) v —u™M) = T(v —uM)

On en déduit que :
allu —u™M% < a(u—u™N) u—v),Yo € Hy,

et donc, par continuité de la forme bilinéaire a :
allu = M3 < Mlu— o™ |gllu—o|a.

On obtient donc : M
lu—u™|g < ;Hu — ||, Yo € Hy,

ce qui entraine (3.33). [

Remarque 3.26 On peut remarquer que I'estimatiqB.33)obtenue dans le cadre de laétode de Galerkin est
moins bonne que I'estimatiof8.29) obtenue dans le cadre de laéthode de Ritz. Ceci est moral, puisque la
méthode de Ritz est un cas particulier de lathode de Galerkin.

Grace au théoréme 3.25, on peut remarquendé converge vers dansH lorsqueN tend vers+oo dés que
d(u, Hy) — 0 lorsqueN — +oo. C’est donc la encore une propriété de consistance dorg avons besoin. La
propriété de consistance n’est pas toujours facile atraodirectement. On utilise alors la caractérisationasute :

Proposition 3.27 (Caracérisation de la consistance)Soit V' un sous espace vectoriel dé dense dangZ On
suppose gu'’il existe une fonctiog : V' — Hy telle que

[o = rn()llr —N—too 0,

alors
d(ua HN) T N—+4o00 0

Démonstration : Soitv € V, etw = rx(v). Par définition, on a

d(u, Hy) < |lu —rn(0)||a
<=l + llv—rn (V)]

CommeV est dense dand, pour toute > 0, il existev € V, tel que||u — v||g < . Choisissons qui vérifie
cette derniere inégalité. Par hypothesersur.

Ve > 0,3dNog/N > Ny alors|lv — ry(v)|| < e.

Donc siN > Ny, on ad(u, Hy) < 2¢. On en déduit qué(u, Hy) — 0 quandN — +oo. m
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3.2.3 Methode de Petrov-Galerkin
La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente a la méthedgalerkin. On cherche toujours a résoudre :

a(u,v) =T(v), VYveH,
uec H

Mais on choisit maintenant deux sous-espdégset Vi de H, tous deux de méme dimension finie :
dimHN = dlmVN = N.

On cherche une approximation de la solution du probléme tiespaceH iy, et on choisit comme fonction test les
fonctions de base déy. On obtient donc le systeme :

u e Hy
a(u,v) =T(v) YveVy

On appelleH v I'espace d’approximation, étfy I'espace des fonctions test. @iy, ..., ¢ ) est une base d&
et(i1,...,1¥n) une base d&y, en développant™) sur la base dép1, . .., on). u™ = > u;¢;, et en écrivant
(3.2.3) poumw = ¢;, on obtient :

u € Hy
a(u,wi) = T(i/)l), Vi = ].,...,N.

Le systeme a résoudre est donc :

u™ = SN uié,
KU =@,

aveclC; = a(¢;,d;) etG; = T'(¢;), pouri =1,..., N.

3.3 La méthode deslements finis

La méthode des éléments finis est une facon de choidirdess des espaces d’approximation pour les méthodes
de Ritz et Galerkin.

3.3.1 Principe de la néthode

On se limitera dans le cadre de ce cours a des problemesdundserdre. L'exemple type sera le probleme de
Dirichlet (3.1), qu’on rappelle ici :
—Au = f dans2

u = 0 surof?

et 'espace de Hilbert sera I'espace de SobdieyQ) ou H} (Q2).
On se limitera a un certain type d’éléments finis, dits tderange”. Donnons les principes généraux de la
méthode.

Elements finis de Lagrange SoitQ ¢ IR? (ouIR?), Soit H I'espace fonctionnel dans lequel on recherche la
solution (par exempléf{ () s'il s’agit du probléme de Dirichlet (3.1)). On cherchley ¢ H = H}(Q) et les
fonctions de baseé,, ..., ¢x. On va déterminer ces fonctions de base & partir d’'unuéage deé2 en un nombre
fini de cellules, appelés, “éléments”. la procédurdastivante :

1. On construit un “maillage7 de{2 (en triangles ou rectangles) que I'on appelle élémgnts
2. Dans chaque élément, on se donne des points que 'ofi@fipeeuds”.
3. On définitH y par :

Hy ={u : Q- R/ux € P,,VKeT}NH

ou P, désigne I'ensemble des polyndmes de degré inferie@galiak. Le degré des polyndmes est choisi
de maniere a ce quesoit entierement déterminée par ses valeurs aux noBodsune méthode d’éléments
finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont égatdesciuegrés de liberté”, c.a.d. les valeurs qui
déterminent entierement la fonction recherchée.
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4. On construitune bade); . .. ¢} de Hy tel que le support dé; soit “le plus petit possible”. Les fonctions
¢; sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 3.28 (Eéments finis non conformes)Notons qu’on a introduit ici une gthode @léments finis conforme,
c’est-a—dire que I'espace d’approximatiafi 5 est inclus dans I'espacH. Dans une rathode non conforme, on
n'‘aura plus Hy C H, et par congquence, on devra aussi construire une forme &dire approckear ; on
pourra voir a ce sujet I'exercice 46 page 1221 @on exprime la rathode des volumes finis comme uréthode
délements finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit2 =]0,1[C R et soitH = H}([0,1]); on cherche un espadéy d’approxi-
mation deH . Pour cela, on divise l'intervall®, 1] en N intervalles de longueut = NLH On posex; = i,
1=0,N + 1. Les étapes 1. & 4. décrites précédemment donnent darasc

1. Construction des élémer® a construit, + 1 élémentsds; =]x;, zi41[, i =0, ..., N.

2. Noeuds On a deux noeuds par élement; €t x;,1 sont les noeuds d&;,i = 0,..., N) Le fait que
Hy C HE(]0,1[) impose que les fonctions d€ soient nulles ey = 0 etzy,; = 1. On appelle
x1,...,xy les noeuds libres ey, x y1 les noeuds liés. Les degrés de liberté sont donc les ngadiew, en
Z1,...,xn. Aux noeuds liés, ona(zg) = u(zn41) =0

3. Choix de I'espac®n choisit comme espace de polyndnfg .= {ax + b,a,b € IR} et on pose :

Hy ={u : Q- Rtouyg, € P,Vi=1...N,ue C(Q) =C([0,1]) etu(0) = u(1) = 0}.

Rappelons quél = H{(]0,1[) € C([0, 1]). Avec le choix deH -, on a bienHy C H.
4. Choix de la base dH y.
Sion prend les fonctions de “type 1” de la méthode de Ritzlanisit les fonctions décrites sur la figure 3.1.

Ona donCH1 = V@Ct{¢1}, Hs = VBCt{¢1a ¢2) ¢3}7 etHr; = V@Ct{¢1, ¢27 ¢3) ¢4) ¢57 ¢67 ¢7}1 ouVect
désigne le sous espace engendré par la famille coegid&vec ce choix, on a dori¢; C Hs C Hy.

1 ] b4 ®2 25 b1 @ ¢ b7
AN 3 ?\ N
/N I I\ // v g\
/ VA N, R
/ \ ! ;‘\ \
/ I \ ol I
\ D/ | \
/ ! N Vo v
. : - \\
/ I/ \\ / . .
o \y \\
1 1 8 e y — ‘
0 1

FiG. 3.1 — Fonctions de forme de type 1 (espaces emboités)

Si maintenant on choisit des fonctions de forme de “type 2peut définirg; pouri = 1 a N par :

¢; : affine par morceaux, continue

supp(¢;i) = [Ti—1, Tit1]
(3.34)

di(x;) =1

¢i(wi-1) = i(Tiy1) =0
Il est facile de voir quey, € Hy et que{¢s,...,¢n} engendreH y, C’'est a dire que pour tout € Hy,
N

il existe (uy,...,uy) € R" tel queu = Zuz@ On a représenté sur la figure 3.2 les fonctions de base

i=1
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obtenue poufi; (a gauche) etl; (a droite). On peut remarquer que dans ce cas, les espapgsakimation
ne sont plus inclus les uns dans les autres.

FIG. 3.2 — Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une difoarisespace

Exemple en dimension 2 Soit un ouvert polygonal d&R?, et H = H}(Q). Les étapes de construction de la
méthode des éléments finis sont encore les mémes.

1. Eléments on choisit des triangles.

2. Noeuds on les place aux sommets des triangles. Les noeyds Q (intérieurs a) sont libres, et les
noeudsr; € 99 (sur la frontiere dé sont liés. On noter& I'ensemble des noeuds librésg 'ensemble
des noeuds liés, ef, = ¥; U Y.

3. Espace d’approximatidtiespace des polyndmes est I'ensemble des fonctions sffir¢éP; . Une fonction
p € P, estdelaforme:

p :R? - R,
z = (1,22) — a121 + asx2 + b,

avec(ai, as,b) € IR®. LUespace d’approximatioff ; est donc défini par :

Hy {u S C(Q),U|K e P, VK, etu(xi) =0, Vx; € EF}

4. Base ddy : On choisit comme base déy la famille de fonctiong¢;}i = 1,..., N, ouN = card(X;),
ou ¢; est définie, pouir =1 aN, par :

¢; est affine par morceaux

Gi(w;) =1, (3.35)

¢i(z;) =0, Vj# L
La fonctiong, associée au noeud a donc I'allure présentée sur la figure 3.3. Le support dgah fonction
¢; (c’est a dire 'ensemble des points @pest non nulle), est constitué de I'ensemble des trianglasa)
est un sommet.

Enrésunte Les questions a se poser pour construire une méthodenaégits finis sont donc :
1. La construction du maillage.

Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espagmotigmes.

La construction de I'espace d’approximatiiy; et de sa basgp; }i—1.. v

La construction de la matrice de rigiditeet du second membig

L'évaluation del(u, Hy) en vue de I'analyse de convergence.

ok~ N
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bi(z)

ey

FiG. 3.3 — Fonction de forme de type 2 (fonction P1) en deux dinoesd’'espace

3.3.2 Construction du maillage, de I'espacé/y et de sa basey

Construction deselements

Soit @ € IR? un ouvert borné polygonal. On construit un maillage @een divisantQ en parties fermées
{K¢}e=1,..1 0UL estle nombre d’éléments.
Les principes pour la construction du maillage sont :

— Eviter les angles trop grands ou trop petits. On préégpar exemple les triangles de gauche plutét que ceux de

droite dans la figure 3.4.

Y 4

FiG. 3.4 — Exemple de triangles “bons” (& gauche) et “mauvaisirpite)

— Mettre beaucoup d’éléments la alvarie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connaitoai pgs zones
de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluediarentre la solution exacte du probléeme et la solution
calculée et de remailler les zones ou celle—ci est juggedgrande.
— On peut éventuellement mélanger des triangles et denigles, mais ceci n’est pas toujours facile.
Il existe un tres grand nombre de logiciels de maillagesearxau trois dimensions d’espace. On pourra pour s’en
convaincre utiliser le moteur de recherche google surneteavec les mots clés : “mesh 2D structured”, “mesh 2D
unstructured”, “mesh 3D structured”, “mesh 3D unstruatiiree mot “mesh” est le terme anglais pour maillage,
les termes 2D et 3D réferent a la dimension de I'espacsipbg. Le terme “structured” (structuré en francais)
désigne des maillages que dont on peut numéroter Ilesedls de facon cartésienne, le terme “unstructured”
(non structuré) désigne tous les autres maillages. hiage des maillages “structurés” est qu’ils nécessiient
base de données beaucoup plus simple que les maillagedrootuies, car on peut connaitre tous les noeuds
voisins a partir du numéro global d’'un noeud d’'un maillatreicturé, ce qui n’est pas le cas dans un maillage non
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structuré (voir paragraphe suivant pour la numérotadimnoeuds). La figure 3.5 montre un exemple de maillage
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FiG. 3.5 — Exemple de maillage structuré (a gauche) et narttsiré (a droite) d’une surface

de surface structuré ou non-structuré, pris sur le site deelogiciel Gmsh : a three-dimensional finite element

mesh generator with built-in pre- and post-processindifies, dévelippé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle
(http ://lwww.geuz.org/gmsh/).

Choix des noeuds

On se donne une famillgS; },—1... s de M points de), de composantes:;, y;), pouri = 1,..., M.

Le maillage éléments finis est défini par élemems},—,. 1 etles noeud$S;}i;—1. a. Ces éléments et noeuds
ne peuvent bien sOr pas &tre choisis indépendammens. Baas général, on choisit tous les éléments de méme
type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombradireeuds par €lément, ce qui détermine le nombre
total de noeuds. Chaque noeud appartient donc a plustansgents. Dans le cas d’'un maillage structuré tel que
celui qu’on a décrit dans la figure 1.5 page 27, une numgéootglobale des noeuds est suffisante pour retrouver
les éléments dont font partie ce noeud, ainsi que tousdséng du noeud. Par contre, dans le cas d’un maillage
non structuré (un maillage en triangles, par exemple),uva besoin d’une numérotation locale des noeuds c’est
a dire une numérotation des noeuds de chaque élémantkpe 1,..., Ny, ou N, est le nombre de noeuds par
élément; on aura également besoin d’une numérotalimate des noeuds, et d’une table de correspondance,
I'une qui donne pour chaque élément, les numéros dansneerotation globale des noeuds qui lui appartiennent.

i = notation globalé/, r) r-i&me noeud de I'élemert

Ameélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que I'erreur entréuldosoexacteu recherchée et la solutiar( V') obtenue
par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par ungta@ote fois la distance entfé et H . On a donc
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intérét a ce que cette distance soit petite. Pour ce, fhparait raisonnable d’augmenter la dimension de I'espa

Hy . Pour cela, on a deux possibilités :

— augmenter le nombre d’éléments : on augmente alors lussimbre global de noeuds, mais pas le nombre
local.

— augmenter le degré des polyndmes : on augmente alorsiiereade noeuds local, donc on augmente aussi
le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléemértsleuxieme choix (augmentation du degré des
polyndmes) ne peut se faire que si la solution est suffisamhnéguliere ; si la solution n’est pas réguliere, on
n'arrivera pas a diminuet( H, H ) en augmentant le degré des polyndmes.

3.4 Exercices

Exercice 33 (FonctionsH' en une dimension d’espaje
Montrer que siu € H(]0, 1[), alorsu est continue. En déduire qué?(]0, 1[) < C*([0, 1]).
Exercice 34 (Minimisation de la semi-norme) Suggestions en page 125, coi&ign page 126

Soit Q un ouvert borné déR”. On suppose que sa frontiere est de clagsgar morceaux. Etant donné une
fonctionug € H'(£2), on désigne pauy + H{ () 'ensemble{ug + v, v € H(Q)}.
1. Montrer qu'il existe une unique fonctiene uo + H}(Q2) tel que :

|U|17Q = inf |’U|LQ.
vEuo+HL(2)

2. Caractériser, comme étant la solution d’un probléme aux limites.
Exercice 35 (Formulation faible pour le probleme de Dirichlet en 1D) Corrigé en page 127
Soit f € L?(]0,1[). On s'intéresse au probleme suivant :
—u(x) = f(z), = €]0,1], (3.36)
u(0) =0, u(1l) = 0. (3.37)
Donner une formulation faible et une formulation variatietie de (3.37).
Exercice 36 (Rekvement) Corrigé en page 129

Soienta etb € R, etf € C(R,IR).
1. Soientu, etu; définies dg0, 1] dansR parug(z) = a+ (b— a)x etuy (z) = a+ (b — a)z*. Montrer qu'il
existe un unique: (resp.u) tel queu = ug + @ (resp.v = uy + @ ) soit solution de (3.10). Montrer que
u = v.
2. Mémes questions en supposant maintenantg@tw; sont des fonctions dé?([0, 1]) telles queu,(0) =
u1(0) = a etup(l) = ui(1) =b.
Exercice 37 (Rekvement en une dimension d’espace$uggestions en page 125

Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appdir le théoreme de Lax Milgram, dans le cas du
probleme suivant :
—u'(z) = f(z), =<€[0,1]

u'(0) =0 (3.38)
u(l) = 1.
Exercice 38 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann)Corrigé en page 130

Soit f € L?(]0,1[). On s'intéresse au probleme suivant :
—Ugz(x) +u(z) = f(x), x €]0,1],
' (0) —u(0) =0, v'(1) = —1.

Donner une formulation faible et une formulation variatietie de (3.39) ; y-a-t-il existence et unicité des soluio
faibles de (3.39)?

(3.39)
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Exercice 39 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, is)

Soit f € L?(]0,1[). On s'intéresse au probleme suivant :

—u"(z) — ' (z) + u(x) = f(z), z €]0,1],
{ u(0) +u'(0) =0, u(l) =1 (3.40)

1. Donner une formulation faible du probleme de la forme

{ Trouveru € H'(]0,1[);u(1) = 1, (3.41)

a(u,v) =T (v), Vv € H.

oUH = {v e H'(]0,1]);v(1) = 0}, a et T sont respectivement une forme bilinéaire &li(]0, 1[) et une forme
linéaire suri/1(]0, 1[), a déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette folation faible ?
Exercice 40 (Conditions mixtes)Suggestions en page 126, co&ign page 131

Soit un ouvert borndR?, d = 1ou2, de frontiered2 = Ty UT, avecly N Ty = (; on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle d&, est non nulle, et soif € L?(£2). On s'intéresse ici au probléeme suivant :

—Au(z) = f(z), v € Q,
u(z) =0, z € Ty, (3.42)
Vu(z) -n(z) =0, z € Ty,

oun est la normale unitaire @ extérieure &2.

Donner une formulation faible et une formulation variatietie de (3.42) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram. (On rappelle que l'inégalité de Poire@idnnée en bas de page 12 page 24 pour les fonctions
de Hj () est encore valable pour les fonctions&é((2) dont la trace est nulle sur un sous-ensemblédele
mesure (d — 1)—-dimensionnelle) non nulle.)

Exercice 41 (ProbEme elliptique pour un probleme avec conditions mixtes)Corrigé en page 132

Soit{2 un ouvert borndR?, d = 1 ou 2, de frontiered) = Ty UT,, avec'y, NIy = (; on suppose que la mesure
d — 1 dimensionnelle d&', est non nulle. On s’intéresse ici au probléme suivant :

—div(p(z)Vu(z)) + q(z)u(r) = f(z),z € Q,
u(z) = go(z),z € Ty, (3.43)
p(z)Vu(z)n(x) + ou(z) = g1(z),z € 'y,

ou:
feL?(),
p € L>(Q)
g€ L>()
o c IR+,
go € L*(T') est telle qu'il existgy € H'(2) t.9.7(3)|ry, = 9o
g1 € L*(T),

n est la normale unitaire @2 extérieure A).

, est telle qu’il existex > 0t.q.p(z) > a p.p.
v q =0,

1. Donner une formulation faible et une formulation vadatielle de (3.43) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question gue C1(Q), ¢ € C(Q) go € C(I'y) etgr € C(T'1). Soitu € C?(Q).
Montrer queu est solution faible si et seulementsest une solution classique de (3.43).

Exercice 42 ( ProbEme de Neumann homogne ) Suggestions en page 125
On considere le probleme suivant :

—Au+u = f dansQ, (3.44)
Vu-n = 0surQ (3.45)
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ol § est un ouvert borné diR¢ de frontiére reguliére de class# et de normale unitaire extérieure et f €
L2(Q).
1. Montrer que si: est une solution réguliére de (3.45)eE C°°(1Rd), alors

/Q(Vu-VLp—Fuap)dx:/Qfgodx

En déduire que est solution de la formulation faible suivante :
u € HY(Q), (3.46)
/(Vu Vv + uw) dr = / fodz, Vv e HY(Q). (3.47)
Q Q
2. Montrer que siz est une solution réguliere de classé de (3.47) ety ¢ CD"(IRd), alorsu est solution de
(3.45).
Exercice 43 ( Un probEme de gaction-diffusion ) Suggestions en page 125, cogign page 133
Soita un réel positif ou nul, et soif une fonction continue. On considére le probleme suivant :
—u"(z) + au(z) = f(z), = €]0,1],
u'(0) = u(0), (3.48)
u'(1) = 0.
ouu” désigne la dérivée secondewpar rapport ar.

1. Ecrire une formulation variationnelle de (4.28).
2. On considére le probleme

ue HY(]0,1])

1 1 1
/ o (z)v'(z) do + a/ uw(z)v(x) dz 4+ u(0)v(0) = / f(z)v(z) de, Yo € H'(]0,1]). (3.49)
0 0 0

2.a Déterminer le probleme aux limites dont la formulafiaible est (4.29).

2.b. Montrer que siv > 0, (4.29) admet une unique solution.
3. Montrer que ceci est encore vrai peut= 0 en appliquant I'inégalité de Poincaré a la fonction v(0)).

Exercice 44 (Condition inf-sup) Corrigé en page 134

SoitV un espace de Hilbert réel de produit scaldire) induisant une normg - ||. On se donne(-; -) une forme
bilinéaire continue suv’ x V', avecM comme constante de continuité. Sbitine forme linéaire continue sii.
On suppose de plus gu'il existe une solutior V' au probleme suivant :

a(u,v) = L(v), Yv € V. (3.50)

SoitV}, un sous-espace dé de dimension finie. On suppose qu’il existg € R telle que :

inf sup (a(vp;wp)) | > Bn (3.51)
(vhthvth”=1) (U)}LEV}LvHUJ}LH:l)
On cherche alors, solution de :
up € Vi,
a(up,vy) = L(vp), Yo, € V, (3:52)
1. Montrer que le probleme (3.52) admet une unique solution
2. Soitu la solution de (3.50) ety la solution de (3.52). Montrer que :
M
-l < (14 50) it ol (3.53)
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Exercice 45 (Condition inf-sup pour un probleme mixte)

SoientV et deux espaces de Hilbert, on nate:)v, || - [[v et(-,-)q, || - [[¢ leurs produits scalaires et normes
respectives, et on considere le probleme suivant :

Trouveru € V, p € @, tels que

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)m, Vv €V, (3.54)

b(u,q) = (9,9)q,Vq € Q.
ol a est une forme bilinéaire continue et coercive Buetb est une application bilinéaire continue dex @@ dans
R.
Pour(u,p) et(v, q) éléments d& x @, on pose :

B(u,piv,q) = a(u,v)+b(v,p) + b(u, q),
F(v,q) (f,0)m +(9:0q-

et on munitl” x @ d’'une norme notée(-, -)||, définie pad|(v, ¢)|| = ||v|v + ||¢llo pour(v,q) € V x Q.
1. Montrer queB est une forme bilinéaire continue sidrx Q.
2. Montrer que le probleme (3.54) est équivalent au pnaial :

{ Trouver(u,p) € V x Q, tels que (3.55)

B(u,p;v,q) = F(v,q),¥(v,q) € V x Q.

On considére maintenant des espaces d’approximatiorefganple construits par élements finis). Soient donc
(Vi)nen €t(Qn)new des espaces de Hilbert de dimension finie tels glie- V et@,, C @, pour toutn € IN.

3. On suppose dans cette question que la condition suivditeecOndition “inf-sup”) est satisfaite :

i — . b(w,
Ilexiste 3 € IR’ (indépendant de) tel que inf sup (w,q) > Bllgllo- (3.56)
1€Qn wev,, |wllv
[lwllv#0

(a) Montrer qu'il exister € IR, tel que :
Pour touty € Q,, etv € V,,, B(v, ¢;v, —q) > al|v||}. (3.57)

(b) Soit(v,q) € V,, x @, montrer qu'il existew € V,, tel que|jw|v = |/¢|lo etb(w,q) > ﬂ||q||é.
Montrer que pour ce choix de, on a:

B(v,q;w,0) > =M|[vllv]lwllv + Bllal3,

ou M est la constante de continuité de
(c) En déduire qu'il existe des réels positifs et C'; indépendants de tels que

B(v,q;w,0) > =Ci[v[f} + Callall?,.
(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour tout 0,a2 > 0 ete > 0,0n a

1
aray < tai +ca3.)

(d) Soity € IR”,. Montrer que siy est suffisamment petit, on a :
B(v, q;v +yw, —q) > Cs[|[v]|3 + [l4l[3)]-

et
[ (v +~w, =g)|| < Cull(v, )],
ou C5 etCy sont deux réels positifs qui ne dépendent pas.de
(e) En déduire que la condition suivante (dite de sta)ikst satisfaite :

Ilexisteds € IR (indépendant de) tel que pour toutu, p) € V;, x Qp,

B((u, p); (v, 3.58
sup B((u,p); (v,9)) > 5| (u, ). ( )
(Uvq)GVHXQvu H(v7q)H
[l(v,9)]|£0
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4. On suppose maintenant que la condition (3.58) est siédisfa
(a) Montrer que pour touyt € @,

:P)
sup = dlplle-
(v,4)EVa X Qn, [ (v, Dl @
ll(v,q) [0
(b) En déduire que pour topte Q,
b(v,p
ap PP sy,
(@.0)€VaxQn, [[VllV
ll(v,q)lI£0

5. Déduire des questions précédentes que la conditibf)8st satisfaite si et seulement si la condition (3.58)
est satisfaite.

Exercice 46 (Volumes finis vus comme desléments finis non conformes)Suggestions en page 126, corrections
en page 136

Soit un ouvert borné polygonal d&?, et7 un maillage admissible au sens des volumes finis (voir pag2 page
28) def).

1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (3eljesnene a cherchéii i ) k<7, qui vérifie :

Z Tg(uL—uK)—i— Z To uK:m(K)fK (359)

0€Ent, o=K|L 0€Euxt, 0EEK

ou &, représente I'ensemble des arétes internes (celles geomiepas sur le bordj.,; I'ensemble des arétes
externes (celles qui sont sur le bord), et

%Siaé&m, O':K|L,
T, = K,o + L,o (360)

o) .
Sio € Eext, 0 € Ek,
K,o

(voir figure 1.6 page 28).
2. 0n noteH 7 (2) le sous-espace d& (2) formé des fonctions constantes par maille (c.a.d. cotesasur chaque

élement de&7). Pouru € H7(2), on noteuy la valeur deu sur K. Montrer que(uk ) k7 €st solution de (3.60)
si et seulement si € H7(2) est solution de :

u e Hr (Q),
{ CLT(U,’Z) = TT(U), Yu € I{T(Q)7 (361)

ol a7 est une forme bilinéaire suf+(2) (a déterminer), €’ est une forme linéaire s 7 (2) (a déterminer).
Exercice 47 (Disckétisation du bi-laplacien) Corrigé en page?.

La modélisation d’'une poutre en charge encastrée a seseérémités amene a s'intéresser au probleme ctord
4 suivant (dit probleme “biharmonique”) :

u®(z) = f(z), = €]0,1],
u(0) =0, (0 )= (3.62)
u(1) =0, v'(1) =

ouu® désigne la dérivée quatriéme d@ar rapport &, et f est une fonction continue.
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Le probleme continu

1. On suppose (dans cette question seulementy gud. Calculer la solution exactede (3.62), et la représenter
graphiquement (grossierement).

2. SoitH?(]0, 1[) 'ensemble des fonctions de carré intégrable dont lels@és (faibles) premiére et seconde sont
également de carré intégrable :

H2(]0,1]) = {u € L*(]0,1]),u’ € L*(]0,1]) etu” € L*(J0,1[).}

On rappelle également que les fonctiong#ig]0, 1]) sont continues syp, 1].
2.1 Montrer quet 2(]0, 1[) C C([0, 1]).
On définit alors :

H2(0,1)) = {u € H2(]0,1[);u(0) = u(1) = 0, w/(0) = /(1) = 0}.
2.2 Montrer que sit € C*([0, 1]) est solution de (3.62), alorsest solution de :
u € HE()0,1])

/ u ()" (x) do = / f(@)v(z) de, Yo € HZ(]0,1], (3.63)
0 0

2.3 Montrer que réciproquement,sest solution de (3.63) et € C*([0, 1]), alorsu est solution de (3.62).
On admettra que le probleme (3.63) admet une solution eniqu

On cherche maintenant a trouver une solution approché&estgution de (3.62) ou (3.63).

Discrétisation par différences finies

3. SoitM > 2 eth = 37. On construit une subdivision de, 1], notée(yx)r=o.....mr+1, définie par y; =
thpouri =0,...,M + 1.

On noteu; l'inconnue discréte associée au pajpti = 0, ..., M + 1.

3.1 Soientp € C5(IR), » € IR eth > 0, écrire les développements limitésede p(x + 2h), o(z + h),o(z — h),
ety(z — 2h) al'ordre 5 enh.

3.2 Par une combinaison linéaire adéquate, en déduireipe 2, ..., M — 1, une approximation par differences
finies deu® (y;) en fonction deu; o, u;_1, u;, w1 €tu;, o qui soit consistante d’ordre 2.

3.3 Ecrire un schéma de différences finies consistant laaliscrétisation de (3.62) sous la forme

W) = fys),i=2,...,M — 1, (3.64)
up = uj =0, (3.65)
upyr = upr41 =0, (3.66)

ou (6™ u), est 'approximation consistante dé") (y;) construite avec les inconnues discrates,, w;_1, u;, w1
etu; o ala question 3.2.
Ecrire le schéma sous forme matricielle, et commenterlecire de la matrice du systéme linéaire a résoudre.

3.4 Soits™®wu € IR ~2 dont les composantes sont les valgutd u); pouri = 2,..., M — 1. Notons(6(u); =
3 (uip1 +ui—1 — 2u;) la discrétisation habituelle d€'(y;) par differences finies. A-tot®u); = (62 (5@ w));
pourtouti =2,..., M —17?

Dans toute la suite, on considere le maillage suivant : pur- 2 et h = 1/N, on définit lesN mailles
(Ki)i=1,...n parK; =|z;_12,%;11/2[, aveCxz, 1o = ih pouri = 0,...,N, et on notex; = (i — 1/2)h
pouri = 1,..., N les centres des mailles. On pose égalemgnt 0 etzy; = 1. On définit également des
mailles “décaléesk; /o =|x;, i1, pouri =0,..., N.
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Discrétisation par un sctema volumes finis
4. Soit(u;)i=1. vy € RY etu la fonction dg0, 1[ dansIR, constante par morceaux, définie par

u(x) = u; pour toutr € K; =]z;_1 9,41 2].

On définitD;,u comme la fonction constante par morceaux sur les maillealéés, définie par

Dit1ou = +(uip1 — ug) pourtoutr € K1/ =|zi, zip[pouri =1,...,N — 1,
Dpu(z) = § Dy jpu = %ul pour toutz € K /5 =], 1],
DN+1/2u = —%’U,N pour toutr € KN+1/2 :]LCN,"L‘NJrl[.

Enfin on définitD?u comme la fonction constante par morceaux sur les maillgsiéfinie par :

1
D}QLU(IE) = D12'LL = —(Di_,_l/gu - Di_l/gu) pourtout:c S Ki :]xi_l/g,xi+1/2[ pOUrZ' = ]., ey N.

h

4.a. CalculeD?u en fonction des valeurs;, j =1,...,N.
4.b En déduire, pout = 1,..., N, I'expression de la fonctio®? x;, ol x. € IRY est la fonction caractéristique
de la mailleK;, c.a.d :

() 1 size Ky

xT) =

Xk 0 sinon

On noteH), 'espace des fonctions constantes surles malllgs = 1, ..., NV, et H}, ¢ les fonctions d&7;, nulles

sur les mailles 1 elv. On considere le schéma numérique défini par la forniedaliscréte suivante :

Trouveru € Hy, o = {u € Hp;u1 = un = 0}, (3.67)
1

/ Diu(z) Div(x)de = /f(x) v(x)dz,Yv € Hpp. (3.68)
0

4.c En prenant les fonctions caractéristiques des makillesomme fonctions tests dans (3.68), montrer que le
schéma (3.67)-(3.68) s’écrit aussi :

u € Hy o (3.69)
Fiy1/2(Dju) — Fi_12(Dju) = /K f(@)de,i=1,...,N, (3.70)
Fit1/2(Dju) = %(Dalu —D?u),i=1,...,N —1, (3.71)
Fy/o(Dju) = —%D%u et Fxi1/2(Dju) = —%vau. (3.72)

(3.73)

Expliquer pourquoi ce schéma peut prétendre a I'appetidvolumes finis”.

Quelques propriétés du sclema volumes finis
On se place ici sous les hypothéses et notations de letii&tion par volumes finis.

5.EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DISCRETE.

5.a Montrer que
1 1
VuEHh,O,/ u(x)D%u(x)dx:/ Dpu(z)Dpu(z)d.
0 0

5.b Soitu € Hy, o ; montrer que sD;u = 0 pour touti = 1,..., N alorsu = 0.

5.c En déduire que gi = 0, et siu est solution de (3.67)-(3.68) alowis= 0.
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5.d En déduire I'existence et I'unicité desolution de (3.67)-(3.68).

6. STABILITE.
6.1 (Poincar discret sun). Soitu € Hy,. Montrer que|u| 2oy < || Dnul|r2(0)-
6.2 (Poincai discret surDj,u). Soitu € Hy, o. Montrer quel| Dyul| 20y < [|[Diull p2().-

6.3 (Estimation a priori sur la solution)Soit u € Hj o solution de (3.67)-(3.68). Montrer qug| 1>y <
I fllz2(0)-

Discrétisation par un sclemaéléments finis non conformes

7. 0On considére maintenant les fonctions de fogimdes éléments fini8; associées aux noeuds, k = 1,..., N.
7.1. Donner I'expression des fonctions de forgepourk = 1,..., N.

SoitV}, 'espace engendré par les fonctiofis.. . ., on etV}, o 'espace engendré par les fonctiafis . . ., ¢n—1.
Pour € Vj, o, on définitD? 4 comme la fonction déf;, définie par :

N—
D%@(;:-%Z@ /(b )by () d, pourtoutr € Ky, k=1,...,N.

On considere alors le schéma suivant pour I'approxinmadi® (3.63).

Trouvera € V4, 0, (3.74)
/ D th x)dx = /f x)dz, YU € V. (3.75)
7.2 Expliquer pourquoi le schéma (3.74)-(3.75) peutgnéte a I'appellation “eléments finis non conformes”.
N-1 N-1
7.3 S0it(u;)i=2, n-1 € RV etsoientu = > uixx € Hpoeti= Y iy € Vip.
k=2 k=2

(i) Montrer quet’ est une fonction constante par morceaux sur les mailles@es et comparer a Dy, u.
(ii) Calculer D24 et compareD? 4 & D3 u.

3.5 Suggestions pour les exercices

Exercice 34 page 118

Rappel; par définition, 'ensembig + H{ est égal a 'ensemblgy = ug + w,w € 1H}}

1. Montrer que le probléme s’écrit sous la formé(u) < J(v),Vv € H, ou H est un espace de Hilbert, avec
J(v) = a(v,v), olla est une forme bilinéaire symeétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test & support compact dans la fatiou faible.

Exercice 37 page 118

Considérer les espaces
Hiy={ve H'(0,1]);v(1) =1} et

Hio={ve H'(J0,1]);v(1) = 0}.

Exercice 42 page 119

1. On rappelle que 'espace des fonctiongtie(IR?) restreintes & est dense dang! (Q).
2. On admettra que I'image dé'(Q2) par I'application trace est dense dago9?).
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Exercice 40 page 119

Considérer comme espace de Hilbert 'ensendble H'(Q);u = 0 surl}.

Exercice 46 page 122

1. Intégrer I'équation sur la maille et approcher les fluxles arétes par des quotients différentiels.

2. Pour montrer que (3.59) entraine (3.61), multiplier par ot v € Hr (), et développer. Pour montrer la
réciproque, écriree comme combinaison linéaire des fonctions de bas&¢€&?), et prendre pouo la fonction
caractéristique de la maillg. (3.59)

3.6 Corrigés des exercices

Exercice 34 page 118

N
1. Par définition, on sait que|; o = (/ Z |8iu(x)|2d;v)%, ou 0;u désigne la dérivée partielle depar rap-
Q=

ports & sa—eme variable. Attention ce¢i EQ définit une semi-norme et non une norme sur 'espdcé).
Cependant suH (€2) c’est bien une norme, grace a 'inégalité de Poinc@rérappelle quéii () = Ker(y) =
{u e H'(Q) tel que y(u) = 0}, oliy est 'opérateur de trace linéaire et continu Hé(92) dansL?(Q2) (voir

2

N
théoreme 3.2 page 98). Le probleme consiste a mini is]{r Z |8iu|2dx> surug + Hg (). Tentons de
Q=1

nous ramener a minimiser une certaine fonctionnellef&€2). Soitv € ug + Ha (). Alorsv = ug + w avec
w € H(2), etdonc:
luo + wﬁQ

N
/ > " 0i(uo + w)|* da
Q =

N
/Q Z ‘(871'“0)2 + (81'10)2 + 2 (0iup) (O;w) | dx

|U|%Q

N
fuofZ 0 + [wl? o + 2 /Q S Bruodsw| dx

i=1

Ainsi chercher a mimimisgw|; o surug + Hg () revient a minimiser sur H} (), ou J est définie par :

N N
1 2
J(w) = inf 2 / |8iu08iw| dr + = / (alw) .
it ( 2 2y 2
Pour montrer I'existence et l'unicité du minimum denous allons mettre ce probléme sous une forme faible, puis

utiliser le théoreme de Lax-Milgram pour en déduire i&&nce et I'unicité d’une solution faible, et finalement
conclure que la fonctionnellé(w) admet un unique inf. On pose :

N
a(w,v) = /Q Z (Oiw O;v) dx, Yw, v € Hy(Q)
i=1

et
N
L(v) = —/ Z (O5up Opv) dz, Vv € Hy(RQ)
Q=

Voyons si les hypothéeses de Lax-Milgram sont vérifiees farmea(w, v) est clairement symétrique, on peut
changer I'ordre de et dev dans I'expression sans changer la valeur de I'intégradotmea(w, v) est bilinéaire.
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En effet, elle est linéaire par rapport au premier argupmrisque Yu, v,w € Hg () etV u € R, ona:a(Aw+
uu, v) = Aa(w, v) + pa(u, v). Ainsi par symétrie, elle est aussi linéaire par rapporecond argument. Donc elle
est bien bilinéaire. Pour montrer que la fora(ev, v) est continue, on utilise la caractérisation de la contindés
applications bilinéaires. On va donc montrer I'existede€’ € IR tel que|a(u,v)| < C||lu|| g1 ||v|| g2 pour tous
u, v € HE(Q). Or, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

N
/ Z (O;ud;v) dx
Q=

N ) 2 N ,
</Q ;(&u) dx) (/Q ;(@v) dx)

[l e |vll e

la(u, )| =

2

IN

IN

La formea est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coerailest—a—dire qu'il existex > 0 tel que
a(v,v) > al|v||%,, pourtoutv € H} ().

N
= 0l 2 X
a(v,v) = /Q;(am» a

/ Vo(x) - Vou(x)de
Q
1

> - - 2
iy 1+dlam(Q)2 ||UHH17
grace a l'inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici :
0]l 220y < (V|20 Yo € Hy (). (3.76)

Donca est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue erciwe. Par le méme genre de raisonnement, on
montre facilement qué est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypothesesaleMilgram sont vérifiees, donc
le probleme :

Trouveru € H}(Q) tel quea(u,v) = L(v) pour toutv € H(Q)

aune unique solution dai#g} (). De plus, comme est symétrique, la fonctionnelleadmet un unique minimum.
2. On va maintenant caractérisecomme étant la solution d’un probleme aux limites. $o& D(2), doncy est
a support compact dais On a:
a(u, p) = L(p) Vo € D(Q),
etdonc:
/ Vu(z)V(z)pdr = — / Vug(x)V(z)p(z)d.
Q Q

Commeu etug € H'(Q), et commep est réguliére, on peut intégrer par parties ; en remantomize est nulle
surof), onadonc:

- /Q Au(z)p(x)dx = /Q Aug(z)g(x)dz.

On en déduit que-Au = Aug. Commeu € HE (), ceci revient a résoudre le probleme aux limiies v —ug €
HY(Q), tel que—Aa = 0 dansQ eta = ug surof.

Exercice 35 page 118 (Formulation faible du prol®me de Dirichlet)
Soity € C°([0, 1]), on multiplie la premiére équation de (3.37), on int&gae parties et on obtient :
1 1
/ o' (x)¢ (z)dr = / f(x)p(z)dz. (3.77)
0 0
Pour trouver une formulation faible (ou variationnellefpilit commencer par trouver un espace de Hilbert pour les

fonctions duquel (3.77) ait un sens, et qui soit compatitéedes conditions aux limites. Comnfec L2(]0, 1[),
le second membre de (3.77) est bien défini desggael?(]0, 1]).
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De méme, le premier membre de (3.77) est bien défini des/qael?(]0, 1[ ety’ € L2(]0, 1]).

Comme de plus, on doit avair= 0 en 0 et en 1, il est naturel de choigir= H{ (]0, 1[) = = {ue L*(]0,1[; Du €
L2(]0,1]) etu(0) = u(1) = 0}

(Rappelons qu’en une dimension d’espatg]0, 1[) € C([0,1]) et doncu(0) etu(1) sont bien définis).

Une formulation faible naturelle est donc :

uw€ H={ue H}Q);v(0) =v(1) =0},
{ a(u,v) =T(v),Yv € H,

1
oua(u,v) = / o' (x) (x)dz etT (v / flx
La formulatlon variationnelle associée (notons qm};t clairement symétrique), s’écrit :

Trouveru € H,
J(u) = min J(v)

1
avecJ(v) = §a(u, v) —T(v)
Le fait quea soit une forme bilinéaire continue symétrique et coereiquel’ € H' a été prouvé (dans le cas plus
général de la dimension quelconque) lors de la démdiwstrde la proposition 3.7 page 100.
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Exercice 36 page 118

1. Commef € C(IR,R), et comme-v" = f,onau € C*(IR,IR). Orug € C*(IR,R) etuj = 0; de méme,
up € C*(R,R) etuf =2(b — a).
Les fonctions: etw doivent donc vérifier :

—ﬂ” — f
u(0)=0
u(1l) = 0.
et
—u" =f4+2(0b—a)
a(0) =
u(l)=0

Doncu est I'unique solution du probleme
{ ue HHQ)
a(u, ) = T(p), Y € HY(Q),

1
aveca(u, ¢) = / u' ()¢ (z)da etT (g / f(x)e(x)dx, etu est 'unique solution du probleme.
0
{ u € Hi(Q)
a(a, ) = T(p), Yy € Hy(Q),

B 1
avecT(p) = / (F(2) + 2(b — a))p(w)da.

.0 -
Montrons maintenant que = v. Remarquons que = u — v vérifie

w’' =0
w(0) =w(l) =0
ce qui prouve que est solution de

{ w € H ()
a(wa 50) =0,Vp € H(%(Q)v

ce qui prouve quey = 0.
2. Le méme raisonnement s’applique payretu; € C2([0,1]) tel que

uo(0) = u1(0) = a etu; (0) = uy(1) = 0.

Exercice 37 page 118

On introduit les espaces :
Hi, = {veH(0,1]);v(1) = 1}

1
Hi={veH(]0,1]);v(1) =0}

Soituy :]0, 1[— R, définie pani(x) = . On a bienug(1) = 1, etug € H] ;.
Cherchons alors sous la forme:. = ug + u, avecu € Hl1 o

0
0

/ o' (z)v' (z)dz — o' (1)v(1) + u'( / f(x)vdx,V € Hi .
0

Commev(1) = 0 etu’(0) = 0, on obtient donc :

/01 o ()0 (z)dx = /01 f(x)v(x)dx

ou encore :
1
/ dx—/ f(z dx—/ dx—/ flz dw—/ v'(z)dx.
caruj = 1.

Analyse numérique des EDP, M1 129 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



3.6. CORRIES CHAPITRE 3. METHODES VARIATIONNELLES

Exercice 38 page 118

1. Soitv € C2°([0, 1]), on multiplie la premiére équation de (3.40), on int&gae parties et on obtient :

/0 o (@) (2)dz — o' (1)o(1) + o/ (0)u(0) + /0 w(@)o(z)ds = /0 F(@)o(z)dz.

En tenant compte des conditions aux limitesse@n O et en 1, on obtient :

1 1 1
/Ou(x)v (a:)da:+/0 u(a:)v(a:)da:—i—u(O)v(O):/o F@)p(@)dz — v(1). (3.78)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnellefpilit commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (3.78) ait un sens, et qui soit compatitéedes conditions aux limites. Comnfec L2(]0, 1[),
le second membre de (3.78) est bien défini desigael?(]0, 1[).

def

De méme, le premier membre de (3.78) est bien défini desuqae H'(]0,1[ etv € H(]0,1]) = {u €
L2(]0,1[; Du € L*(]0,1]). Il est donc naturel de choisid = H (]0,1[). On obtient ainsi la formulation faible

suivante :
{ ueH={ue HN)},

a(u,v) =T (v),Yv € H,

ota(u,v) = / o (z)v (z)dz —|—/ u(z)v(x)dx + u(0)v(0) etT(v) = /0 f(x)v(z)dz — v(1).

.70 L. 0 ., . J0, e
La formulation variationnelle associée (notons guest clairement symétrique), s’écrit :

Trouveru € H,
J(u) = min J(v)

avec. (v) = %a(u, v) = T(v)

Pour montrer I'existence et I'unicité des solutions d&83, on cherche a appliquer le théoreme de Lax—Milgram.
Onremarque d’abord quE est bien une forme linéaire sif, et que de plus, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, :

1
T(v)| = I/0 f@o(@)dz] + [v(D)] < [|fllz2go,1p vl L2go.1p + [v(D)]- (3.79)
Montrons maintenantqye(1)| < 2[|v|| g1 qo,1p)- Ce résultat est une conséquence du théoreme de traceoucs

d’EDP. Dans le cas présent, comme I'espace est de dimehsiamiémonstration est assez simple en remarquant
que comme € H'(]0, 1[), on peut écrire que est intégrale de sa dérivée. On a en particulier :

1
'U(l):v(a:)—i—/ o ()dt,

et donc par I'inégalité de Cauchy—Schwarz,

1
()] = [v(z)] +/w W' (#)ldt < [v(@)| + [V z2go,1p-
En intégrant cette inégalité entre O et 1 on obtient :
loW)] < lo(@) L1 go.ap + 10|22 o.1p-
Or[|v|[r1go,1p < [[v(@)[l£2q0,1))- De plus
[vllz2qo,1p) + 110"l z2qo,1p) < 2max(l|v(2)]L2qo.1ps 10122 q0,17)

onadonc

IA

2
(||UHL2(]0,1[) + HU/HL2(]0,1[)) 4maX(HU($)H%2(]o,1[)a ||Ul||2L?(]O,1[))

IN

(|l 2g0.1p + 101720 .1p)-
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On en déduit que
lv(1)] < ||UHL2(]0,1[) + HU/HL2(]0,1[) < 2||UHH1(]0,1[)-

En reportant dans (3.79), on obtient :
1T ()| < ([I1fllz2qo.1p + 2) vl o,y

ce qui montre qué’ est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci-dessus paurenguejv(1)| < 2|v|| 51,1y S'applique de la
méme maniére pour montrer que

|v(a)] < 2|v|| 10,17y POUr touta € [0, 1]. (3.80)

Ceci est une conséquence du fait diig(]0, 1]) s'injecte continGment darG([0, 1]).

Il est clair quen est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caracymétrique n’est pas nécessaire pour
I'application du théoreme de Lax—Milgram). Montrons quest continue. On a :

IN

la(u, v)]

/|u |dx+/ ()| o(z) dz + [u(0) | 0)]

< lu'llz2qo 1[)||U lz2qo.1p + llwllz2qo,ip lvllz2go,1p + [u(0)[[v(0)]

A

Grace a (3.80), on en déduit que

la(u,v)] < lu'llL2goapllv'llz2qo.ap + lullLzgoap lollLzgo,ap + 4wl argo,ipllvll mrgo.p
<

6l[wll z2 go,ipllvll 1 go,1p)-

On en déduit que est continue. Soit € H(]0, 1[), Par définition de:, on a:

a(uu) = /O(U'(x)) dx+/0 (u(x))2dz + u(0)

llwll &1 qo,ap -

v

Ceci prouve que la forme est coercive. Par le theoreme de Lax—Milgram, on en d&duistence et I'unicité des
solutions faibles de (3.78).

Exercice 40 page 119

Soitp € H={ve H*(Q) :u=0surly}.
Multiplions la premiére équation de (3.42) pax H. On obtient :

/Q V(). Vo(r)ds + /F | Vun(e)e(a)ds = / @

et commeVu.n = 0 surl’; ety = 0 surl’y, on obtient donc

[ vutarwoinr = [ 1o

On obtient donc la formulation faible.

Trouveru € H;
{ Jo Vu(z).Vu(z)ds = [, f(z)u(z)dz.

Notons que cette formulation ne différe de la formulatiaible du probleme (3.1) que par la donnée de la condition
aux limites de Dirichlet sur'y et nonof2 dans I'espacéf. La condition de Neumann homogene est implicitement
prise en compte dans la formulation faible.

La démonstration du fait que cette formulation satisfstypothéses du theoreme de Lax-Milgram est similaire
a celle de la proposition 3.7 en utilisant, pour la coetéiMe fait que les fonctions a trace nulle sur une partie du
bord de2 (de mesure non nulle) vérifient encore I'inégalité deneaié.
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Exercice 41 page 119

1. Multiplions la premiere équation de (3.43) parc C*°(Q) et intégrons suf). Par la formule de Green, on
obtient :

/Q (@) V(). Vop(2)da — /

o0

p()Vu(e)n(@)p(z)dz + /Q g(@)u(z)p(@)de = /Q f(@)p(x)d.

En tenant compte des conditions aux limitess@t en prenanp nulle surl’'y, on obtient alors :

a(u, o) =T(p)
avec .
a(u,¢) = / (0(2) V() Vo () + q()u()p())dee + / o(2)ule)p(z)dy(x), (3.81)
et
T(p) = / f(@)p(x)dz + / (@ple)i(a). (3.82)

Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet nombgéene, on choisit donc € H%O’go Q) ={ue
HY(Q);u = go surTy}, qu’on peut aussi decomposer em = u + ug avecu € H%O’go (Q) (“relevement” deu)
etug € Hf (Q) = {u € H'(Q);u = 0surl'y}, Une formulation faible naturelle est alors :

ue H , (9)
a(u,v) =T(v),Yv € HE (),

ou encore : ~
U=Ug+u

u e H o(Q) (3.83)
a(u,v) = T(v) — T(uo), Vv € Hy (),
L'espaceH = H%O’O(Q) muni de la normé{Z* est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer que I'apgibn
a définie deH x H danslR est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soientv) € H x H, alors
a(u,v) < [|plle@) VUl L2 VOl 220) + lall L= @) llull 2@ 0] L2(0) + ollv (W)l L2@) 17(V)]] L2 (00) -

Par le théoreme de trace, il existe, ne dépendant que detel que

[v(w)llL200) < Callullm (@) etlv(v)llz2p0) < Callv]lm (@)-

On en déduit que

a(u,v) < ([Ipllpeo) + lallLe@) + oC3) 1wl o llvll 1 (@)
ce qui montre que est continue. La démonstration de la coercivite @st similaire a la démonstration du lemme
3.15 page 104. Enfin, il est facile de voir giliedéfinie par (3.82) est une forme linéaire. On en déduitlgue
théoréme de Lax-Milgram s’applique.
2. On a déja vu a la question précédente que e$t solution de (3.83), alors est solution de (3.43). Il reste a
démontrer la réciproque. Soit domcsolution de (3.83), et soip € C°(2)(C H). En utilisant la formule de
Green, et en notant queest nulle suvs2, on obtient :

/Q(—div(PVU)(w) +q(@)u(x) — f(z))p(z)de = 0,Yp € C5°(2).

Commeu € C?(Q), on en déduit que :
—div(pVu)(z) + q(x)u(z) — f(x) = 0,Vz € Q.

Commeu € H}, , etu e C?(Q), onaaussii = go surl’y. Prenons maintenapte H{, ,ona:

0,90

/Q p() V() Vp(z)dz + /Q g(@)u(z)p(@)dz + / o (@)u(e)p(@)dy(z) = /Q f(@)de + / ol (@)

1
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Par intégration par parties, il vient donc :

[;—&v@@ﬂquOM%@dx+l;p@ﬂvuw}nWMiwdw+A;o@ﬂ%x%ﬂxﬂv@ﬂ+/@q@ﬁdwhﬁ@dw=

/f cmfAm@wwmu»

Or on a montré que-div(pVu) + qu = 0. Ona donc :
/F (p(x)Vu(z) - n(z) + ou(z) — g1 (2))p(z)dy(x) = 0, Vo€ Hp, g

On en déduit que :
pVu-n+ou—gy =0surl’y.

Doncu vérifie bien (3.43).

Exercice 43 page 120

1. Soitv une fonction suffisamment réguliere, on multiplie la pi&m équation de (4.28) paret on integre sur
10, 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenampt®des conditions aux limites, on obtient :

/Olu’(x)v’(a:)da:—i-a/olu()()dx+u /f

Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de preadre= H(]0, 1]), auquel cas les fonctions sont continues
et donc les valeurs(0) etv(0) ont aussi un sens. On en déduit qu’une formulation failie es

u e HY(]0,1])
/Ou(x)v(x)dx—i—a/o u(z)v(x) dr + u(0) /f ) dz, Yo € H*(]0,1]).

On en déduit que la formulation variationnelle est

Trouveru € H'(]0,1]);

avecJ(v) = 3a(v,v)—T(v), olia est laforme bilinéaire définie pa u,v) fo x) dr+a fo () dz+

u(0)v(0) etT la forme linéaire continue définie pai(v) = fo x) dx.
2. Supposons réguliere, et prenons d’aborde C(]0,1[). On a alors

/Olu’(a:)v(a:)dx—i-a/olu()()dx+u /f

et donc en intégrant par parties :

1
/ (—u"(x) + au(z) — f(z))v(z) de = 0.
C%mme ceci est vrai pout toute fonctiore C.(]0, 1[), on en déduit que-u”(z) + au(z) = f(z), = €]0,1].
Prenons maintenamte H'(]0, 1]), en intégrant par parties et tenant compte de ce qui geéai obtient
(—u’(0) + u(0))v(0) + ' (1)v(1) = 0.
Comme ceci est vrai pout toute fonctiore H(]0, 1[), on en déduit que vérifie (4.28).
2.b. On peut appliquer le lemme de Lax Milgram en effet
— la forme linéairel” est continue cafT'(v) |f0 x)| de < || f|lrz||lv||L2 par linégalité de Cauchy—
Schwarz, et donfT'(v)| < Clv|| 2 avecC ||f||L2
— la forme bilinéairea (qui est évidemment symétrique, ce qui n'est d’ailleuas pécessaire pour appliquer
Lax-Milgram) est continue; en effet :

la(u, v) < [lu']z2[[v"][ L2 + ellull 2 ]lv]l 2 + [u(0)[[0(0)];
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or pour toutz €]0,1[v(0) = v(z) + f(;” v'(t)dt et donc par inégalité triangulaire et par Cauchy—Schwaiz
obtient qugv(0)| < |v(z)| + ||v/| 2. En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

[w(O)] < [vllps + [[v"]| 22 < [|vllpz + [[v"[| 22 < 2]v] g
La meme inégalité est évidemment vraie pa(r). On en déduit que :

a(u,v) < ||| L2Vl L2 + allullzellvllze + Allullm 0]
< lullzelvllar + ellullg (ol + 4llullg o]l @
< G+ a)|ullg|olar,

ce qui prouve que est continue.
Montrons maintenant queest coercive. Dans le cas air> 0, ceci est facile a vérifier, car on a

1 1
a(u,u) = / o' (x)? do + a/ u(z)? dz 4+ u(0)? > min(a, 1)|ul|%: .
0 0

Par le lemme de Lax -Milgram, on peut donc conclure a I'exise et l'unicité de la solution de (4.29). 3. Dans le
cas olix = 0, on applique I'inégalité de Poincaré a la fonction= v — u(0), ce qui est licite caw(0) = 0; on a
donc :||w| 2 < ||w'| 12, et donc|w'|| 12 > ||u — u(0)|| 2. On en déduit que(u, u) > ||u — u(0)]|2, + u(0)* >
Hluf12.

On écrit alors que

1

1
a(u,u) = §a(u, u) + §a(u,u)
1 1
> 3 + gl
1
> Tl

ce qui montre que la forme bilinéaiteest encore coercive.

Corrig & de I'exercice 44 page 120

1. Pour montrer que le probleme (3.52) admet une uniqudisnjuwon aimerait utiliser le théoreme de Lax-
Milgram. CommeV,, C V un Hilbert, quea une forme bilinéaire continue st x V, et queL est une forme
linéaire continue sul/, il ne reste qu'a montrer la coercivité desur V},. Mais la condition (3.51) page 120
n’entraine pas la coercivité desurV},. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la forme l@hirea(u, v) =
urug — v1vy sUrV;, = IR?, et de vérifier que celle-ci vérifie la condition (3.51) sdre pour autant coercive. I
faut trouver autre chose. ..

On utilise le théoreme représentation de F. Riesz, quedappelle ici : Soitd un espace de Hilbert &t une
une forme lineaire continue su¥, alors il existe un uniquer € H tel queT(v) = (up,v) Yo € H. Soit
A l'opérateur deV}, dansV}, défini para(u,v) = (Au,v) pour toutv € V},. CommeL est une forme linéaire
continue surv,, C V, par le theoreme de Riesz, il existe un uniguec V}, tel queL(v) = (v, v), pour tout
v € V. Le probleme (3.52) s’écrit donc

Trouveru € Vj, tel que(Au, v) = (¢, v), pour toutv € V.

Si A est bijectif déV, dansV;,, alorsu = A~ 11, estdonc la solution unique de (3.52). ComWieest de dimension
finie, il suffit de montrer quel est injectif. Soit donev € V}, tel queAw = 0, on a dans ce cgsAw|| = 0 et donc

sup a(w,v) = 0.
(VEVh,,|lv]|=1)

Or par la condition (3.51), on a

inf sup - a(w,v) > B > 0.
wWEVR,w#0 (4, |lv]|=1) 7
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On en déduit quev = 0, donc queA est bijectif et que le probleme (3.52) admet une uniquetisiuOn peut
remarquer de plus que diest inversible,

inf sup
vEVIIvl=1vevy |v)=1

et donc si (3.51) est vérifiee, alors

En effet, par définition,

A=

a(w,v) = A7

A7 <

1
Bn

—1
o a7
p

VeV, v#0 HU”

o]l
[A-1y
l1A7l
fevio#o || f]|

IAf]l

inf
vVE V), v#£0

inf
FEVRIIfII=1

(Af, w).

inf sup
FEVH,IflI=1 wEVp,|lw||=1

2. Soitv € Vj,, v # 0 par I'inégalité triangulaire, on a :

Mais grace a (3.85), ona:

v —unl

[ = un|| < flu =2l +[lv = ual-

IN

IN

<

AT A — )|

gﬂAw—umn
1

B

1
— sup
Bh wEVy,[|wl|=1)

sup  a(v —up,w)

we Vi, |lw||=1)

(a(v, w) = a(up, w))

sup (a(v,w) — a(u,w)) ,

Bh weVi,,|lwl-1)

cara(up,w) = L(w) = a(u,w). On a donc

llv — |

En reportant dans (3.86), il vient alors :

1

< = sup  a(v —u,w)
Br wevi,flwl-1)

< = sup Mo —ulw]
ﬁh wEV,|lwl|=1)

< Zlv—uql.

Bn

M
l = unll < flu = vl + Z-llo —ull, Vo € Vi,

et donc

M
u—upl| < {14+ — ) inf |lu—o]|.
=l < (145 ) inf u—ol
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3.6. CORRIES CHAPITRE 3. METHODES VARIATIONNELLES

Exercice 46 page 122

1. Soit K un volume de contrble du maillage volumes finis. On intg@ré) surK et en utilisant la formule de
Stokes, on obtient :

Z Vu(z) - nk sdy(z) = m(K) fk,
d=tt

avec les notations du paragraphe 1.1.2 page 10.
On approche cette équation par :

Z FK,(T :m(K)fK7

cEEK

ou Fi . est le flux numérique a travess qu’on approche par :

m(o) .
—————(ug —up)Sio € Ene NEk,
dK,(T + dL,U( K L) ! K
FK,(T =
m(o) .
U SIo € Eept NEK.
dK,(T

On obtient donc bien le schéma (3.59) - (3.60)
2. Soitv = (vi) ket € H7(£2) une fonction constante par volumes de contrdle.
On multiplie I'equation (3.59) pa¥x et on somme suk'. On obtient :

Z Z Tg(uK—uL)’UK-i- Z ToUK VE sz(K)vaK.
K

KeT o€€int 0€EtNEK
oc=K|L

Remarquons maintenant que le premier membre de cette&gati aussi &gal, en sommant sur les arétes du
maillage a :
Z (To(uk —uL)vr) + 7o (ur — uk)vr) + Z ToUK, VK,
ce€ TE€Eext
o=K|L

ou K, désigne le volume de contrble denéest une aréte (du bord) dans la deuxieme sommation. Oendloibnc :
ar(u,v) = Tr(V),Yv € Hr (%), (3.87)
avec :

ar(u,v) = Z To(ug —ur)(vg —vg) + Z UK, Vi cetTr(v) = Zm(K)vaK.

occ& o€€cqat K
On a donc montré que si = (ux)ker la solution de (3.59) - (3.60), alorsest solution de (3.87). Montrons
maintenant la réciproque. Sdik la solution caractéristique du volume de contrAledéfinie par

lsize K
Lie(w) = { 0 sinon,

Prenons = 1k dans (3.87), on obtient alors

Z To(ug —ur) + Z Toux = m(K)fk.

0€Eint 0€EextNEK

On retrouve donc bien (3.59).
Notons gqu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisatie la formulation faible (3.5) page 99 par une méthode
de discrétisation non conforme, puisgtie ¢ H'(12).
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Chapitre 4

Elements finis de Lagrange

La construction d’ une méthode d’éléments finis nétedaidonnée d’'un maillage, de noeuds et d’un espace de
polyndmes, qui doivent &tre choisis de maniere cohérdres éléments finis de type Lagrange font intervenir
comme "degrés de liberté” (c.a.d. les valeurs qui petemétie déterminer entierement une fonction) les valders

la fonction aux noeuds. lls sont tres largement utiliséssdes applications. Il existe d’autres familles d'ééts
finis, comme par exemple les éléments finis de type Hermitéogt €galement intervenir les valeurs des dérivées
directionnelles. Dans le cadre de ce cours, nous n'abandejoe les éléments finis de type Lagrange, et nous
renvoyons aux ouvrages cités en introduction pour d’awlements.

4.1 Espace d’approximation

4.1.1 Colerence “locale”

Soit7 un maillage dé?, pour tout élémeni de7, on noteX i I'ensemble des noeuds de I'élément. On suppose
que chaque élémenté, noeuds K Xy = {a1,...,an,}, qui ne sont pas forcement ses sommets. On Raie
espace de dimension finie constitué de polyndmes, quiitifiméthode d’éléments finis choisie.

Définition 4.1 (Unisolvance glement fini de Lagrange) Soit K un élement e = (a;)i=1,... n, UN ensemble
de noeuds d& . SoitP un espace de polgmes de dimension finie. On dit que le trifl&t, ¥ k-, P) est unélement
fini de Lagrange st i estP-unisolvant, c’es dire si pour touta, ..., ay,) € IR™*, il existe un uniquélement
f e Ptelquef(a;) =a; Vi=1...Ny.Pouri=1,..., N, on appelle dedgr de liberé la forme lireaire ¢;
définie par¢;(p) = p(a;), pour toutp € P. La propriete d’'unisolvancéquivauta dire que la famillg(¢; )i=1,... n,
forme une base dB’ (espace dual d#).

La P-unisolvance revient a dire que toute fonctionfelest entierement déterminée par ses valeurs aux noeuds.
Exemple : I'élément fini de LagrangeP; Prenons par exemple, en dimension 1, 'élem&nt [ay, az], avec

Yk = {a1,a2}, et P = P, (ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal Belfyiplet (K, ¥k, P) est
unisolvant s’il existe une unique fonctighde P telle que :

{ f(al) = a1
flaz) = s

Or toute fonctionf de P s’exprime sous la formé(z) = Az + p et le systéeme

Aay + p=

Aag + p =

détermine\ et de maniere unique.

De méme si on considere le agas- 2. On prend comme élémeft un triangle et comme noeuds les trois sommets,
ai,as,as dutriangle. SoitP = P, = {f : R — R; f(z) = Az1 + uzs + v} 'ensemble des fonctions affines.
Alors le triplet (K, X, P) est un élément fini de Lagrange gae P est entierement déterminée (fdr ), f(az)

et f(as).
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4.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 4. EEMENTS FINIS DE LAGRANGE

ay a2

P2

FiG. 4.1 — fonctions de base locales pour I'élément fini de aageP; en dimension 2

f(@)

FIG. 4.2 — InterpoléeP1 surlay, az] (en trait pointillé) d’une fonction réguliére (en traibntinu)

Définition 4.2 (Fonctions de base localespi (K, ¥k, P) est unélement fini de Lagrange, alors toute fonctign
de P peut sécrire :

Ny
fF=> fa)fi
i=1
avec fi € Petf;(a;) = 0;;. Les fonctionsf; sont appetes fonctions de base locales.

Pour I'élement fini de Lagrang, en dimension 2 considéré plus haut, les fonctions de logsddls sont décrites
sur la figure 4.1

Définition 4.3 (Interpolée) Soit(K, Xk, P) unélement fini de Lagrange, et seitc C'(K, IR). L'interpolée dev

est la fonctiorllv € P définie par :
N,

Iy = Z v(a;)fi

i=1
On montre sur la figure 4.2 un exemple d’interpolée poueltéent fini de Lagrang®; en dimension 1. L'étude
de|lv — ITv|| va nous permettre d’établir une majoration de I'erreuraieséstancel(u, Hy ).

Remarque 4.4 Pour que le triplet( K, X i, P) soit unélement fini de Lagrange, ilfaut, mais il ne suffit pas, que
dim P = cardX k. Par exemple sP = P; et qu’on prend comme noeuds du triangle deux sommets eti@imil
de l'aréte joignant les deux sommets, (voir figure 4(B), ¥ i, P) n'est pas urélement fini de Lagrange.

Proposition 4.5 (Critere de cetermination) Soit (K, X, P) un triplet constité@ d’unélément, d’'un ensemble de
noeuds et d'un espace de polynes, tel que :

dim P = card®X = Ny (4.1)
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4.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 4. EEMENTS FINIS DE LAGRANGE

[ ®
1 2 3

FiG. 4.3 — Exemple de triangle a trois noeuds qui n’est pas@&méht fini de Lagrange)

Alors
sidlfe P;f=0surX (4.2)

ou si
Vi € {1 . Np}afz cP fi(aj) = (Sij (43)

alors (K, X, P) est unélement fini de Lagrange.

Démonstration : Soit :
¢ P — RN

[ (f(ai))E:LNe .

L'application ¢ est linéaire deP dansIR”’, et, par hypothése car® = dim P. Donc ¢ est une application
linaire continue dé dansiR™*, avecdimP = dim(IR"*) = N,. Si (K, ¥, P) vérifie la condition (4.2) alorg
est injective. En effet, sb(f) = 0, alorsf(a;) = 0,Vi = 1,..., Ny, et donc par hypothés¢,= 0. Donc¢ est
une application linéaire) est injective deP danslR™"* avecdimP = N,. On en déduit que est bijective. Donc
toute fonction deP est entierement déterminée par ses valeurs aux noééds:, P) est donc un éléement fini de
Lagrange.

On montre facilement que si la condition (4.3) est vérifiE@s¢ est surjective. Dong est bijective, e{ K, 3, P)
est un élément fini de Lagrange. [

Proposition 4.6 Soit(K, ¥, P), unélement fini de Lagrange{d est 'ensemble des noeudsiest P un espace
de fonctions de dimension finie, et sbitine bijection dek dansk, ol K est une maille d’un maillagelements
finis. On pose. = F(X) etP = {f : K — R; f o FF € P} (voir figure 4.4). Alors le triple{ K, 3, P) est un
element fini de Lagrange.

ag = F(dQ)

az = F(&g)
a; = F(&l)

FiG. 4.4 — Transformatioi’
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4.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 4. EEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Démonstration : Supposons que les hypotheses de la proposition sorg&éaliOn veut donc montrer g, P)
est unisolvant. SOlE = (ay, ..., ay,), €t soit(ay, ..., ay,) € IRY*. On veut montrer qu'il existe une unique
fonction f € P telle que

f(ai):ai, Vi=1,...,Ng.

Or par hypothesdy:, P) est unisolvant. Donc il existe une unique fonctipr P telle que

f(C_Li)ZOéi, Vi=1,..., Ny,

(0U (@;)i=1,...,n, désignent les noeuds d€). Soit F' la bijection deK sur K, on posef = f o F~'. Or par
hypothéseg; = F(a;). Onadonc if(a;) = f o F~(a;) = f(a;) = ;. On a ainsi montré I'existence detelle
quef(ai) = ;.
Montrons maintenant qugest unique. Supposons qu'il existeetg € P telles que :

fla;)) =g(a;)) =a;, Vi=1,..., Ny

Soith=f —gonadonc:
h(a;) =0 Vi=1...Ny.

Onadondi o F(a;) = h(a;) = 0.0Orh o F € P, et commg ¥, P) est unisolvant, on en déduit qie F = 0.
Comme, pour tout € K, onah(x) =ho Fo F~!(z) = ho F(F~!(z)) = 0, on en conclut qué = 0.
|

Définition 4.7 (Elements affineequivalents) . Sous les hypotises de la proposition 4.6, si la bijectidn est
affine, on dit que leglements finis K, 3, P) et (K, X, P) sont affineéquivalents.

Remarque 4.8 Soient(K, X, P) et (K, ¥, P) deuxélements finis afffinéquivalents. Si les fonctions de base
locales dg K, 32, P). (resp. dg(K, X, P)) sont affines, alors celles d€ (resp.K) le sont aussi, etona:

fi = fi o Fv
~ i=1,...,cardX
fi =fioF7L
La preuve de cette remarque fait 'objet de I'exercice 54.

Proposition 4.9 (Interpolation) Sous les hypo#ises de la proposition 4.10 page 141, soieigt et [l les
opérateurs d'interpolation respectifs sut” et K, voir définition 4.3 page 138. Soient € C(K,IR), l1zv et
IIxv les interpokes respectives desur (K, P) et (K, P), alorson a:

HK’UOFZHK(UOF)

Démonstration : Remarquons tout d’abord qui v o ' etll z (v o F) sont toutes deux des fonctions définies de
K avaleurs dan®, voir figure 4.5. Remarquons ensuite que, par définitioriideetpolée Illxv € P. Comme

x|
y
=

Igv

FIG. 4.5 — Opérateurs d’interpolatidin; etll
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4.1. ESPACE D’APPROXIMATION CHAPITRE 4. EEMENTS FINIS DE LAGRANGE

(K, 3, P) estI'élement de référence, on a donc :
MgvoF e P

On a aussi, par définition de I'interpolé&lk (v o F') € P. On en déduit quél v o F etllz (v o F) sont toutes
deux des fonctions dB. Comme I'€léementk, P, ) est unisolvant (car c’est un éléement fini de Lagrange}gtou
fonction deP est uniqguement déterminée par ses valeurs aux noeudsRieur montrer I'égalité d&l v o F et

I (v o F), il suffit donc de montrer que :

Igz(wo F)(a;) =Ugvo F(a;), t=1,...,Ny,

ol Ny = cardX. DécomposonHl z (v o F) sur les fonctions de base localgs),j = 1,..., N;. On obtient :
Iz (vo F)( ZUOF% Vf(@i).
Onadonc:
N[ _
g (vo F)(a) =vo [ > F(a;)f; | (@) =voF(a:) = v(a;)
j=1

Mais on a aussi :
IIgvo F(C_ll) = HKU(F(C_LZ‘)) = HK’U(CLZ‘) = v(ai).

D’ou I'egalité. m

4.1.2 Construction deH y et conformité

Nous allons considérer deux cas : le cas ol I'espgdcest 'espaced’ tout entier, et le cas oU I'espadé est
I'espaceH}

CasH = H'(Q2)

Plagons-nous ici dans le cas &= H'(Q), ouQ ¢ IR? est un ouvert borné polygonal (@i= 2, polyédrique
sid = 3). Soit7 un maillage éléments finis, avélt = (K;)¢=1,..., OU les éléments fini&, sont fermés et

tels queU;_, Ky = €. SoitS = (5;)i=1,....m I'ensemble des noeuds du maillage élements finis, dvee
Q, Vi=1,...,M..On cherche a construire une méthode d’éléments finisadeange ; donc a chaque élément
Ky, 0 =1,...,L, estassocié un ensemble de noelids= S N Ky, et un espacé, de polyndmes. On veut que

chaque triplet K, X, P;) soit un élément fini de Lagrange. On définit les fonctiombédse globales);)i=1... a,
par :

oilKx, € P Vi=1,..., M, Vl=1;...,L, (4.4)
et

¢i(Sj) = dij Vi=1,...,M, Vi=1,..., M. (4.5)
Chaque fonction); est définie de maniere unique, grace au caractere vaisodle( Ky, >, ), £ = 1,..., M.
On poseHy = Vect(¢r, ..., ). Pour obtenir une méthode d’élements finis conformesste a s'assurer que
Hy C H'.

Une maniére de construire I'espalig; est de construire un maillage a partir d’'un élément @iereiace, grace a la
proposition suivante, qui se déduit facilement de la psim 4.6 page 139

Proposition 4.10 (EEment fini de réference) Soit7 un maillage constita d’elementsk’. On appelleélement
fini de reference urélement fini de Lagranggk’, &, P), oli 3 est 'ensemble des noeuds Beet P un espace de
fonctions, de dimension finie, tel que, pour tout a@émentK < 7, il existe une bijection” : K — K telle
queX = F(X)etP = {f : K — R; f o F € P} (voir figure 4.4). Le triplet K, 3, P) est unélement fini de
Lagrange.
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Proposition 4.11 (Critére de conformité, casH') Soit{2 un ouvert polygonal (ou posdrique) ddR?, d = 2 ou

3. S0itT = (K/)¢=1,....r, un maillageélements finis d&, S = (.5;);=1,...,m I'ensemble des noeuds de maillage.
On se place sous les hypétes de la proposition 4.10 ; soigat; );—1 ... as les fonctions de base globalegrifiant
(4.4)et(4.5), et on suppose de plus que les hygsts suivantes sorénfiees :

Pour toute aete (ouface sid =3y = K, N Ky,, ona: ¥, Ne=>3%, NeetPy, |c = Pyl , (4.6)
ou P, |. (resp.P,|.) designe I'ensemble des restrictions des fonction®geresp.P,) a ),
Sie est un 6té deKy, (X, Ne¢, Py|) est unisolvant. 4.7)

Alorsona:Hy C C(Q) etHy C H'(Q). On a donc ainsi construit une@thode délements finis conformes.
(Notons que lesatés deK, sont des agtes en 2D et des faces en 3D.)

Démonstration : Pour montrer quély C C(Q) et Hy C H'(Q), il suffit de montrer que pour chaque fonction
de base globale;, on ag; € C(Q) etp; € H'(Q2). Or par hypothese, (4.4), chaque fonctignest polyndmiale

par morceaux. De plus, grace a I'hypothese (4.6), on eoracdes polyndmes sur les interfaces des éléments, ce
qui assure la continuité dg. Il reste a montrer que; € H'(2) pour touti = 1,..., M. Commeg; € C(), il

est évident que; € L?(2) (carQ est un ouvert borng, dorg € L>°(Q) C L?(1Q).

Montrons maintenant que les dérivées faibless;, j = 1,...,d, appartiennent &?(2). Par définition, la
fonctiong; admet une dérivée faible dans(2) s'il existe une fonction); ; € L?(2) telle que :

/ ¢i()0jp(z / Yij(x (4.8)

pour toute fonctionp € C1(Q) (on rappelle que’! () désigne I'ensemble des fonctions de claS$ea support
L

compact, et qué; désigne la dérivée classique par rapport géane variable). Or, comnie = U Ky,ona:
(=1

L
/Q @(x)Djso(x)dx:; | owietaan

Sur chaque élemertit,, la fonctiong; est polyndmiale. On peut donc appliquer la formule de Greean a :
¢i(x)0;p(x)dr = ¢i(x)p(x)n; (x)dy(x) — / Oj¢i(x)p(x)dx
KL aKg K@

oun;(x) est la j-iéme composante du vecteur unitaire normaka en x, extérieur ak,. Mais, si on note;,,;
'ensemble des arétes intérieures du maillage (i.eesjli ne sont pas sur le bord), on a:

X = Z p(x)n;(x)dy(x) = m@(x)w(x)nj(x)dv(x)

8Kp

+ ) / [(@i(x)p(x)n(2)) |, + (Bi(x)p(x)n;(2))K,, ] dy(z).
e€€int
ou K, et K, désignent les deux éléments demst I'interface.
Commeyp est a support compact,

¢i()p(x)n;(x)dy(z) = 0.

a0
Commeg; ety sont continues et comme; (« \K“ = —nj(x)\KZ pour toutz € €, on en déduit qu&’ = 0. En
2
reportant dans (4.1.2), on obtient donc que :

/ ¢i(2)0;0(x Z / d;0i(x)p(x)d.
Soit); ; la fonction de2 danslR définie presque partout par
Yij |, = ~0i%i-

Commed; ¢; est une fonction polyndmiale par morceaux, on;g € L?($2) qui vérifie (4.8), ce qui termine la
démonstration. -
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CasH = Hj ()
Plagons-nous mainteant dans le cagbi H (€2). On décompose alors I'ensemifiedes noeuds du maillage :
S = Svm‘ U Semt

ou
Smtz{si,iZI,...,N}CQ

est 'ensemble des noeuds intérieuf3 at

Sewt = {Sivi=N+1,...,M} C 99

est 'ensemble des noeuds de la frontiére. Les fonctiormde globales sont alors les fonctiaRs: = 1,..., N
telles que
¢ilk, € Po,¥Vi=1,...,N, ¥Yl=1,...,L (4.9)
¢i(S;) =6;5,Vj=1,...,N, (4.10)
et on pose la encot y = Vect{¢1,...,on}. On aalors encore le résultat suivant :

Proposition 4.12 (Critere de conformitg, casH{) Soit{2 un ouvert polygonal (ou posdrique) deR?, d =2 ou
3.Soit7 = (Ky)¢=1,...,1, un maillageélements finis d&, S = (S;)i=1,... s = Sint U Sezt 'ensemble des noeuds
du maillage. On se place sous les hypstls de la proposition 4.6. On suppose que les fonctionssediabale
(¢i)i=1....  Verifient(4.9)et (4.10) et que les condition@!.6)et (4.7)sont \erifiees. Alorsona Hy C C() et

Hy CH&(Q)

Démonstration : La preuve de cette proposition est laissée a titre d'éxerc m

Remarque 4.13 (Eéments finis conformes dang72(£2)) On a construit un espace d’approximatiéfy inclus
dansC(Q2). En geréral, on n'a pasHy C C'(f), et donc on n’a pas non pludy C H?(Q) (en dimension
1 d’espaceH?(2) ¢ C'(Q)). Méme si on augmente le dégde I'espace des polmes, on n'obtiendra pas
linclusion Hy C C'(Q). Si on prend par exemple les pomes de degr 2 sur leselements, on n’a pas de
condition pour assurer le raccord, de€iivées aux interfaces. Pour obtenir ce raccord, &8ments finis de
Lagrange ne suffisent pas : il faut prendre ddsments de type Hermite, pour lesquels les éegte liberé ne
sont plus seulement les valeurs de la fonction aux noeuds,aunasi les valeurs de seéril/ees aux noeuds. Les
elements finis de Hermite seront par exemple bien agaptapproximation des prol@mes elliptiques d’ordre 4,
dont un exemple es@guation :
A’y = f dansQ

ol  est un ouvert bor@d delR?, A%u = A(Au), et avec des conditions aux limiteséaghates, que nous ne
détaillerons pas ici. On peut, en fonction de ces conditioms lamites, trouver un espace de Hilbeft et une
formulation faible dg4.13) qui s&crit :

/ Au(z)Ap(z)dx = / f(z)p(z)dx
Q Q
u e H Yy e H.

Pour que cette formulation ait un sens, il faut gte € L?(Q2) et Ap € L*(Q2), et donc qued C H?(). Pour
construire une approximation p@&ements finis conforme de ce prébie, il faut donc choisif/y C H?(2), et le
choix deslements finis de Hermite semble donc inéiqu

4.2 Exemples

Pour chague méthode d’élément fini de Lagrange, on défini
1. un éléement de réferende
2. des fonctions de base locales s0r
3. une bijectionty de K sur Ky, pour/ = 1,..., L, ou L estle nombre déléements du maillage.
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4.2.1 EEment fini de LagrangeP1 sur triangle (d = 2)

Le maillage du domaine est constituééiangles(Ky),=1.... 1., etles polyndmes d’approximation sont de degré
1.

Eléement fini de référenceon choisit le triangleX” de sommetg0,0), (1,0) et (0,1), et P = {¢ : K —
R(z,y) — ax + by + ¢, (a,b,¢) € R*}.

Proposition 4.14 (Unisolvance)SoitY = (a;);—1 .23 aveca; = (0,0),az = (1,0) etas = (0,1), et
Alors le couplg(®, P) est unisolvant.

Démonstration : Soit (a1, az, a3) € R?, etyp € P. On suppose queé(a;) = «;, i = 1,2,3. La fonctiony est
de la formey(z,y) = a + bz + cy etonadonc:

a = (1
a+b=as
a-+c=aq3

dolic = a1,b1 = as — a1 etby = a3 — as. La connaissance d¢ aux noeud<a;);—1,2,3 détermine donc
entierement la fonctiogp. L]

Fonctions de bases locales B - o
Les fonctions de base locales sur I'élement fini de gféex’ sont définies pap; € P¢;(a;) = d;;, ce qui
détermine leg ; de maniere unique, comme on vient de le voir. Et on a donc

@1(3?“7’!7) =1l-z-y
QEQ(‘(Z.7 g) =2
Transformation¥)

On construit ici une bijection affine qui transformele triangle de référence en un autre trianflelu maillage.
On cherche doné: K — K, telle que

Fi(a;) = a; 1=1,...,3
ou Y = (a;)i=1,2,3 est 'ensemble des sommets e Notons(x;, y;) les coordonnées dg,: = 1,2,3. Comme
F, est une fonction affine dig > danslR 2, elle s’écrit sous la forme.
Fy(2,9) = (b1 + 1T + 017, B2 + 727 + 027)
et on cherche;,~;,0;,, i=1,2telsque:

Fy((0,1)) = (z3,y3)-
Une résolution de systeme élémentaire amene alors a :

v ( miF(r2— )T+ (23 — 1)y
Fu(,9) = < Y1+ (Y2 —y1)T + (y3 — y1)¥ >

D’apres la remarque 4.8 page 140, si on ngtek = 1,2, 3 les fonctions de base locales de I'element de réféerence
(K,%, P), etqb,(f), k =1,2,3 les fonctions de base locales de I'elemgist, ¢, P), on a¢,(f) =¢poF,*
Si on note maintenart; );—1,... ~ les fonctions de base globales, on a:

¢i ](f) ’

olui = ng(¢, k) est I'indice duk-ieme noeud de I'élémerdtdans la numérotation globale. Notons que I'élément
fini de Lagrange ainsi défini vérifie les critéres de celnee 4.6 page 142 et (4.7) page 142. Pour compléter la
définition de I'espace d’approximatiafiy, il ne reste qu'a déterminer les “noeuds liés”, de laofaglont on a
traité le cas de I'espadé ().

Il faut également insister sur le fait que cet élementrést souvent utilisg, en raison de sa facilité d’'impdeion

et de la structure creuse des systemes linéaires quidrge |l est particulierement bien adapté lorsqu’orrche

des solutions dans I'espaég! (2). Il se généralise facilement en trois dimensions d’espa on utilise alors des
tétraédres, avec toujours comme espace de polyndnpategles fonctions affines.

K= ¢

Analyse numérique des EDP, M1 144 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.2. EXEMPLES CHAPITRE 4. EIEMENTS FINIS DE LAGRANGE

4.2.2 EEment fini triangulaire P2
Comme le titre du paragraphe l'indique, on considere utlagg triangulaire, et un espace de polyndmes de degré
2 pour construire I'espace d’approximation.

Elément fini de référenc®n choisit comme élément fini de référence le trianglsa@mets (0,0), (1,0) et (0,1),
voir Figure 4.6 et on prend podr :

5 = {(0,0),(1,0),(0,1), (3,3, 0. 5), (5,00}

3
(0,1)
(0,0,1)
(1/2,1/2)
oy ® 4 (0112,172)
(1/2,0,1/2)
[ 4 o
1 6 2
(0,0) (1/2,0) (1,0)
(1,0,0) (1/2,1/2,0) (0,1,0)

FiG. 4.6 — Elément de référence pour les éléments finis B, @oordonnées cartésiennes et barycentriques des
noeuds

Fonctions de base localees fonctions de base locales sont définies a partir deslonnées barycentriques. On
rappelle que les coordonnées barycentriques d’un poiht triangle X' de sommets, as et as sont les réels
A1, A2, A3 tels que :

X = A\1aq + Asas + Azas.

Dans le cas du triangle de réféerer§ede sommets (0,0), (1,0) et (0,1), les coordonnées bamygaas d’un point
{x} de coordonnées cartésiennegty sontdonc:\y = 1 —z — y, A2 = =z, A3 = y. Par définition, on a
Zle A, = let); > 0 (car le triangleK est I'enveloppe convexe de I'ensemble de ses sommets). Qraloes
déterminer les fonctions de base en fonction des coolsbarycentriques des six noeudsidexprimés par
leurs coordonnées barycentriques := (1,0,0), az = (0,1,0), ag = (0,0,1), as = (0,1, 3), a5 = (3,0, 3),
ag = (3. 3,0). Les fonctions de base sont telles gyec P, et¢;(a;) = 6;;, Vi = 1,...,6, forallj = 1,...,6.
Commencons pap; ; on veutp, (a1) = 1, etg;(a;) = 0, Vi = 2,...,6. Lafonctiong; définie par

1

o1(w,y) = 2M1 (A1 — 5)

convient, et comme le coupl&, P2) est unisolvant, c’est la seule fonction qui convient. Pan&tyie, on définit

1

P2(w,y) = 2X2 (A2 — 5)7

et
1

¢3(z,y) = 2A3(A3 — 5)-

Les fonctions de base associées aux noeydss, ag sont alors

ba(x,y) = 4o A3,
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¢5($7y) = 4A1)\35
et¢6(x,y) =4\ \s.
Il est facile de voir que ces fonctions forment une familtedi d’elements dé>2 et comme card = cardP2, le
couple(X, P2) est bien unisolvant.

Transformatior¥; La bijectionF, qui permet de passer de I'element fini de réféerelice I'elementk, a déja été
vue dans le cas de I'élément fiRj c’est la fonction affine définie par :

1+ (v2 — 1)+ (3 — 1)y
Fy(x,y) =
) <y1+(y2—y1)x+('g3—y1)y )

ou (x;,y:),7 = 1,2,3 sont les coordonnées respectives des trois sommets dglé&i&,. Comme cette transfor-
mation est affine, les coordonnées barycentriques rasterdngées par cette transformation.

On peut montrer (ce n’est pas facile) que I'erreur d'intdaion ||u — un || 1 est contrdlée, en éléements firfts
et P, par les inégalités suivantes :

P1: siue H*(Q), onallu—uy||m ) < Chllullmz@

P2: siue H3(Q), on aHu — uN”Hl(Q) < ChQHU'HHs(Q)

On peut généraliser les élements fiffiset P, aux éléments fini$, sur triangles, pouk > 1. On prend toujours

le méme élément de référence, dont on divise chaqgtéeartk intervalles. Les extrémités de ces intervalles sont
les noeuds du mailage. On a dd¥icnoeuds, qu’on peut repérer par leurs coordonnés bamygees, qui prennent
les valeurs), 1, 2, ..., 1. On peut montrer que si € H**!, alors

lun = ull ) < CRY||ull grss (o

4.2.3 EEments finis sur quadrangles
Le cas rectangulaire
On prend comme élément fini de référence le cafré [—1,1] x [—1, 1], et comme noeuds les coins de ce carré :
ar = (1,—1),a2 = (1,1),a3 = (—1,1), etay = (—1,-1).
On prend comme espace de polyndmes
P={f:K—-R;fecQ}

ouQ; = {f:R?* = R; f(x,y) = a + bx + cy + day, (a,b,c,d) € R*} Le couple(X, P) est unisolvant. Les
fonctions de base locales sont les fonctions :

b1(wy) =+ Dy~ 1

bo(2y) = ~(z + 1)y + 1)

W

balwy) =~ (e = Dy +1)

bafwy) = 7o = (- 1)

La transformationF, permet de passer de I'élément de référence dargéun rectangle quelconque du maillage
K,. Si on considére un rectanglé, parallele aux axes, dont les noeuds sont nGt&sy: ), (z2,v1), (z2,y2),
(z1,y2), les noeuds du rectanglé,, la bijectionFy s’écrit :

Fulz,y) 1 (x2 — 1)z + 22 + 21
N\, Y) =5 .
(Y2 —y1)y +y2 + w1

2
Considérons maintenant le cas d’un maillage quadrargudaielconque. Dans ce cas, on choisit toujours comme
élement de référence le carré unité. La transforomafi, qui transforme I'élément de référence en un quadrangle
K, est toujours affine, mais par contre, les composantek;(le:, y)) dépendent maintenant deet dey voir
exercice 53 page 166. En conséquence, le faitfgae?; n'entraine plus qu¢ o F; € @;. Les fonctions de base
seront donc des polyndméx sur I'élément de référends, mais pas sur les éléments “couranks’.
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Eléments finis d’ordre sugerieur Comme dans le cas d’un maillage triangulaire, on peut choisespace de
polyndmes d’ordre supérieu®y,, pour les fonctions de base de I'element de réféerénee [—1,1] x [—1,1]. On
choisit alors comme ensemble de noeutls== ;, = {(z,y) € K, (z,y) € {-1,-1+1,-1+ +,...,1}%.0n
peut montrer facilement qu& Q1) est unisolvant. La encore, si la solution exacte de probleontinu est
suffisamment réguliére, on peut démontrer I'estimati@nreur suivante (voir [3]) :

Hu — UN”H’(Q) 2 C||u||Hk+1(Q)hk
Exprimons par exemple I'espace des polyndiesOn a :
Q2 = {f : R = R; f(z) = a1 +ar+azy+asry+asz®+asy’+arry’ +agz’y+agr’y®,a; € Ryi=1,...,9}

L'espacel)> comporte donc neuf degrés de liberté. On a donc besoin ufenoeuds dan& pour que le couple
(X, Q=) soit unisolvant (voir exercice 58 page 167). On peut aldliset comme noeuds sur le carré de référence
[_]—a 1] X [_]—a 1] :

Y= {(_17 _1)7 (_17 O)a (_15 _1)5 (07 _1)7 (Oa O)a (07 1)) (17 _1)5 (17 0)7 (15 1)}
En général, on préfere pourtant supprimer le noeudak(it,0)et choisir :
¥ =%\ {(0,0)}.
Il faut donc un degré de liberté en moins pour I'espace dggmes. On définit alors :
Qs ={f:R = R; f(z) = a1 + asx + azy + aszy + asz® + agy® + araxy® + agz®y, a; e R, i=1,...,8}

Le couple(X*, Q%) est unisolvant (voir exercice 59 page 167), et on peut mogtre 'élément)? est aussi précis
(et plus facile a mettre en oeuvre que I'eléemen).

4.3 Construction du syseme lineaire

On construit ici le systéme linéaire pour un problemeoaditions aux limites mixtes de maniere ‘a envisager
plusieurs types de conditions aux limites. SQ@itun ouvert polygonal, on suppose quéf : T'y U T'; avec
megIy) # 0. On vaimposer des conditions de Dirichlet yret des conditions de Fourier siiy ; c’est ce qu’on
appelle des conditions “mixtes”. On se donne doncdesfonsti: 2 — IR, g0 : I'o — R etg; : I'1 — IR, eton
cherche a approcharsolution de :

—div(p(x)Vu(z)) + q(z)u(z) = f(z), = € Q,
u = go SUrly, (4.11)
p(z)Vu(z).n(r) + ou(z) = gi(x),z € T'y,
oun désigne le vecteur unitaire normad® extérieure &2. Pour assurer I'existence et unicité du probleme (4.11),
(voir exercice 41), on se place sous les hypothéses sewant
p(z) > a>0,pp.axe
q=>0
(4.12)

>0

mes(Ty) > 0.
Pour obtenir une formulation variationnelle, on introdi@space

Hy, 4, = {u€ H'(Q);u = gosurlo}
et I'espace vectoriel associé :

H=H} ,={uecH" (Q);u=0surlo}

1Dans le cas ol la frontier@ de Q2 n’est pas polygonale mais courbe, il faut considérer deménts finis dits “isoparamétriques” que
nous verrons plus loin

Analyse numérique des EDP, M1 147 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.3. CONSTRUCTION DU SYSEME CHAPITRE 4. EIEMENTS FINIS DE LAGRANGE

Notons qued est un espace de Hilbert. Par contre, attention, I’esﬁgggo n'est pas un espace vectoriel. On va
cherchen solution de (4.11) sous la forme= @ + uo, avecug € Hf, , etu € Hf . Soitv € H, on multiplie
(4.11) parv et on intégre suf2. On obtient :

/Q—div(p(a:)Vu(a:))v(a:)da:—|—/Qq(x)u(a:)v(a:)da::/Qf(x)v(x)dx, Vv € H.

En appliquant la formule de Green, il vient alors :

/Qp(x)Vu(a:)Vv(x)dx—/

8Qp(a:)Vu(a:)nv(a:)d’y(a:)—i—/{zqu(x)v(x)dx:/Qf(x)v(x)dx, Vv € H.

Commev =0surl'pona:

/ p() Va(e)no()dy () = / pVu(e)no(e)dy(@).
o0

I

Mais surT'y, la condition de Fourier s’écritVu.n = —ou + g1, et on a donc

/Qp(x)Vu(x)Vv(a:)dx—F/ p(a:)au(x)v(x)dfy(x)—i-/ qu(a:)v(a:)dx:/Qf(x)v(x)dx—i-/r g1(x)v(x)dy(x).

Ty Q 1

On peut écrire cette égalité sous la forméu, v) = T'(v), aveca(u, v) = aq(u,v) + ar, (u,v), OU :
aq(u,v) = /Qp(x)Vu(x)Vv(x)dx + /Q q(z)u(z)v(x)de,
ar(u.0) = [ ple)olauley (@) a),

etT(v) = To(v) + Ir, (v), avec
To(v) = / f(@)o(a)dz etTr, = / a1 (@)o()dA (@),

On en déduit une formulation faible associée a (4.11) :

cherchemw € H
- - (4.13)
a(up + u,v) =T (v),Yv € H,
olug € H'(Q) estun révelement dg, c'est a dire une fonction d&!(2) telle queuo = go surT. Le probléme

(4.13) peut aussi s’écrire sous la forme :

{ uecH
N (4.14)
a(u,v) =T(v),Yv € H.

oUuT(v) = T(v) — a(ug, v). Sous les hypothéses (4.12), on peut alors appliqueeteréie de Lax Milgram (voir
théoréme 3.6 page 99) au probleme (4.14) pour dédeixestence et I'unicité de la solution de (4.13) ; notons,que
comme la forme bilinéaire est symétrique, ce probleme admet aussi une formulatigationnelle :

J(u) = min J(v),

1
vEH,
€ To,90

. (4.15)
J(v) = §a(v,v) +T(v),Vv € Hllo,go'
Dans ce cas, les méthodes de Ritz et Galerkin sont égotesleRemarquons que I'on peut choisirde maniéere
abstraite, tant quey vérifieug = g surl’y etug € H'. Intéeressons nous maintenant a la méthode d’approikimat
variationnelle. On approche I'espaepar Hy = Vect{¢1,...,on} et on remplace (4.14) par :
’lNI,N € Hy
~ , (4.16)
CL(UN, (bl) = T(¢z) — a(uo, ¢i),VZ = ]., ey N.
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N
On pose maintenafity = Z u;¢;. Le probleme (4.16) est alors équivalent au systenealie’:
j=1

KU =g,

avec B
Kij = a(¢;,¢i),4,j=1,...,N,

U= (uy,...,un),

gl‘ = T((bz) — CL(UO,(bi), 1= ]., .. .,N.
L'implantation numérique de la méthode d’approximati@tessite donc de :
1. construireC etg
2. résoudrCU = G.

Commencons par la construction de I'espéte et des fonctions de base pour une discrétisation paresitam
finis de Lagrange du probleme (4.14).

4.3.1 Construction deH y et ®;

On considére une discrétisation a I'aide délémenis éia Lagrange, qu’on noté K, >, Py) ¢{=1,...,L, ou

L est le nombre d’éléments. On naig ¢« = 1,..., M, les noeuds du maillage, ét, ..., ¢y, les fonctions de
base, avedv < M. On peut avoir deux types de noeuds :

— les noeuds libressS; ¢ I'y. On aN noeuds libres

— les noeuds liessS; € I'y. On aM — N noeuds liés.

Notons qu’on a intérét a mettre des noeuds a l'inteisectel’; etI'; (ce seront des noeuds liés). Grace a ceci, et
a la cohérence globale et locale des éléments finis deabgg, on &y C H. On a donc bien des éléments finis
conformes. Récapitulons alors les notations :

M : nombre de noeuds total

N :nombre de noeuds libres

My = M — N :nombre de noeuds lies

Jo = { indices des noeuds ligs {1,...,M}. On acardJy = My

J = { indices des noeuds librés= {1... M} Jy. On acardJ = N.

Pour la programmation des éléments finis, on a besoin deaiwa, pour chaque noeud (local) de chaque élément,
son numéro dans la numérotation globale. Pour cela onduitr un tableaung(L, N;), ou L est le nombre
d’elements efV, est le nombre de noeuds par élément. (on le suppose cbpatasouci de simplicit&y, peut en

fait déependre dé. Exemple : triangle - quadrangle). Pourtéut {1,..., L} ettoutr € {1,..., N¢},ng(¢,r) est
alors le numéro global du r-ieme noeud @ieme élément. On a également besoin de connaitreolmsionnées

de chaque noeud. On a donc deux tableawt y de dimension\/, ou xz(i), y(¢) représentent les coordonnées
du i-eme noeud. Notons que les tableaugx = ety sont des données du mailleur (qui est un module externe par
rapport au calcul éléments finis proprement dit). Poucteglitions aux limites, on se donne deux tableaux :

e (' : conditions de Fourier

e (C'D : conditions de Dirichlet

(on verra plus tard le format de ces deux tableaux)

4.3.2 Construction delC etg
On cherche a construire la matri€ed’ordre (N x N), définie par :
Kij = a(¢;, ¢i) 1,7€J
Ainsi que le vecteug, défini par :
Gi =T (i) — alug, di) iedJ card] =N

La premiéere question a résoudre est le choixgleEn effet, contrairement au cas unidimensionnel (voir gxer
37 page 118), il n'est pas toujours évident de trounge H}O 4+ Pour se faciliter la tache, on commet un “crime

variationnel”, en remplacant, par
N

uon = Y uo(S;)d;.

j€Jo
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Notons qu'on a pas forcémenty x € Hf, . ; c’est en ce sens que I'on commet un “crime”. Mais par contre,
on a bienug n(S;) = uo(S;) pour tout; € J On peut voir la fonctionyy y comme une approximation non
conforme deug € H}O_go On remplace dong; par :

Z gO ¢Ja )
Jj€Jo

Calculons maintenanit(¢,, ¢;) pourj = 1,..., M, eti = 1,..., M. On se sert donc pour I'implatation pratique
de la méthode, des fonctions de forme associées aux nti@sisméme si dans I'écriture du probléme discret
théorique, on n’en avait pas besoin.

Calculde K etGg

1. Calcul des contributions intérieures : on initialise teefficients de la matrid€ et les composantes par les
contributions provenant de, etTg,.

Kij = aa(¢;, ¢:) i=1,...,N,
Gi = Ta(ds) j=1,...,N.
2. Calcul des termes de bord de Fourier. On ajoute mainténanmhatricefC les contributions de bord :

Kij «— Kij +ar,(¢j,¢i),i=1,...,N,j=1,...,N.
Gi+— Gi+Tr,(¢;) i=1...M.

3. Calcul des termes de bord de Dirichlet. On doit tenir canigitdu relevement de la condition de bord :
Gi—Gi— > go(N)Ki;  VielJd
Jj€Jo
Aprés cette affectation, les égalités suivantes serifigés :
Kij = a(¢j, ¢i) i, € J(Up)
Gi = T(¢i) — aluo,n, ¢i).
Il ne reste plus qu’a résoudre le systeme linéaire
> Kija; =Gi, Vi€ J. (4.17)
jeJ

4. Prise en compte des noeuds liés. Pour des questionsideistrde données, on inclut en général les noeuds
liés dans la résolution du systeme, et on résout dongst&e linéaire d’ordré/ > N suivant :

> Kija;j=G;.Vi=1,...,N. (4.18)

j=1,..,N

avecK;; = K, pouri,j € J, Kij = 0si(i,j) ¢ J?, eti # j, etK; = 1sii ¢ J. Ces deux systémes sont
équivalents, puisque les valeurs aux noeuds liees s@#dfix

Si par chance on a numéroté les noeuds de maniere a ceugles noeuds liés soient en fin de numérotation,
cad.si/={l,...,N}etJy ={N+1,..., M}, le systtme (4.18) est de la forme :

| aq Gi
K | o0
| auN Gn
- | ——= 1, U= —= , etg = ——
| ON+1 ON+1
0 | Idys
| g Oum

Dans le cas ol la numérotation est quelconque, les noi&sdsd sont pas forcément a la fin, et pour obtenir
le systéme linéaire d’ordr®/ (4.18) (donc incluant les inconnues, i € Jy, qui n’en sont pas vraiment) on
peut adopter deux méthodes :
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(a) Premiere méthode : on force les valeurs aux noeuslslééa maniere suivante :
Kii «— 1 pour touti € Jy
Ki; «+— 0 pour touti € Jy je{l...M} i#j
Gi < go(.S;) pour touti € Jy
(b) Deuxieme méthode : on force les valeurs aux noeudsikda maniére suivante :
Ki; +— 10%° Vi € Jy
Gi — 10%%go(S;) Vi € Jy
La deuxieme méthode permet d’éviter I'affectation aedodefficients extra-diagonaux de la matrice. Elle
est donc un peu moins chére en temps de calcul.

Conclusion Aprés les calculs 1, 2, 3, 4, on a obtenu une mattia#ordre M x M et le vecteug deIR™.
Soita € IRM la solution du systemkE«a = G. Rappelons qu'on a alors :

N
N :E ;s
i1

= Zai¢i + Z ;i

ieJ i€Jo

uy =un + ug

Remarque 4.15 (Nunérotation des noeuds)Si on utilise une @thode ierative sans gEconditionnement, la nugrotation
des noeuds n’est pas cruciale. Elle I'est par contre dangkedune neéthode directe et si on utilise unethode
itérative avec peconditionnement. Le choix de la n&mtation s’effectue pour essayer de minimiser la largeur

de bande. On pourra ce sujeétudier I'influence de la nuérotation sur deux cas simples sur la structure de la
matrice.

4.3.3 Calcul deag, et Ty, matrices elementaires.

Détaillons maintenant le calcul des contributions iigéres, c'est a direq(¢;, ¢;) i =1,...M,j=1,....M
etTo(g;)i=1,..., M. Par définition,

GQ(@,%‘)=/QP(SC)V@(CC)V%(x)dx—i—/Q(I(x)@(x)Qﬁj(x)dﬂ

Décomposong a I'aide du maillage éléments finis.

L
0= U K.
(=1
En notan®(¢;, ¢;)(z) = p(x)Voi(2)V;(x) + q(x)di(x)o; (),

Onadonc: 5
iy Pj) = 0 iy Pj dx.
an(é65) ;_1/1@ (61, 6;)dx

Pourr ets numéros locaux de I'élémerif,, on pose :
ke, = /9((;53, or)dz.
4

On va calculei? , puis on calculeiq(¢:, ¢;), en effectuant un parcours sur les éléments, ce qui stergpar
I'algorithme suivant :
Initialisation :KC;; «— 0,7 =1,... M, j <.
Boucle sur les éléments
Pour? =1 a L faire
Pourr =1 a N, faire
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i = ng(¢,r) numéro global du noeudde I'élement/
Pours = 1 ar faire
calcul dek! ,
] Jj= ng(& S)
Sii>j
Kij e Kij + ky
sinon
Kji — Kji + ky,
Fin pour
Fin pour
On a ainsi construit complétement la matrice de rigiditél reste a savoir comment calculer

kf’,s :/Z 0(¢97¢7«)($)d$

Ce calcul s’effectue sur I'element de référence, etsunrles élément&’,. On calcule ensuite la valeur @€, par
des changements de variable a I'aide de la transformatigwoir Figure 4.4 page 139). Notons :

Fo(z,9) = (z,y) = (af + a{Z + a5y, by + b{T + bly) (4.19)

Notons que les coefficients etb! sont déterminés a partir des la connaissances des cudrdsgz(i), y(i)) ol
i =ng(¢,r). En effet, on peut déduire les coordonnées locale$, y(r),r = 1, Ny, des noeuds de I'elemefta
partir des coordonnées globales des noduds, y(:)), et du tableaumg(¢, ) = i. Sur I'élément couranky, le
terme élémentairgf. , s'écrit donc

K, = /[ 0(6s(2, ), v (2, y))dady.

Or, (z,y) = Fy(z,y); donc par changement de variables , on a:
b= [ 00600 Fu(@5).01 0 Fila,5) Jacs,p(Fi) dadg
ou Jacz 5(Fy) désigne le Jacobien d& en(z, 7). Or, ¢ o Fy = ¢, et, puisquer;, est définie par (4.19), ona :
al bt
1 1

010 010
= |a7b5 — asb
ag bg‘ ‘12 21|

Jac(Fy) = Det(DFy) =

doanﬁ,s = Ja‘c(FZ)l%T‘,SI ou
];;sz = /9(&5 (j7 g)y (Er (;f, ﬂ))dffdﬂ

Etudions maintenant ce qu’on obtient payr, dans le cas du probléme modeéle (4.11), ona:
krs = /z [p(Z,9)Vbs(Z, )V, (2,9) + a(T,9)bs (T, 9) b (7, )| dzdy.

Les fonctions de basg; et ¢, sont connues; on peut donc calculer, explicitement sip et ¢ sont faciles a
intégrer. Si les fonctions etq ou les fonctions de base sont plus compliquées, on calcuilg, en effectuant une
intégration numérique. Rappelons que le principe d’umégration numérique est d’approcher 'intégrale déun
fonction continue donnéeg,

N Pr

I = ﬁw(g‘c,g)dmg, parl =Y wi(P)(P),

¢ i=1

ou N Py estle nombre de points d’intégration, nofésqu’on appelle souvent points d’intégration de Gausg<®t |
coefficientsw; sont les poids associés. Notons que les paftst les poidsy; sont indépendants dg. Prenons
par exemple, dans le cas unidimensionfék= [0,1],p1 = 0, p2 = 1, etw; = wy = % On approche alors

1= / Y(w)dr parT = (1(0) + (1))

C’est la formule (bien connue) des trapézes. Notons queldaradre d’'une méthode, il est nécessaire de s’assurer
gue la méthode d’intégration numérique choisie soifisafhment précise pour que :
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1. le systeméCa = G(N x N) reste inversible,
2. l'ordre de convergence de la méthode reste le méme.
Examinons maintenant des éléements en deux dimensiosgate.

1. EléementfiniP; sur triangle Prenond P; = 1 (on a donc un seul point de Gauss), choisisgans (3, 3),
le centre de gravité du triangl€, etw; = 1. On approche alors

I= /[ (@) pard(p.).

On vérifiera que cette intégration numérique est exaute les polyndmes d’ordre 1 (exercice 57 page 167).
2. P, surtriangles. On prend maintenaW’; = 3, et on choisit comme points de Gauss :

1 11 1
p1 = <§a0)7p2_ <§a§>7p3_ (075)

et les poids d'intégration; = ws = w3 = % On peut montrer que cette intégration numeérique esttexac
pour les polyndmes d’ordre 2 (voir exercice 57 page 167).

Remarquons que, lors de I'intégration numérique du teelamentaire

kr, = /[ p(z,9)(Fe(2,5))Vér (2,9) - Vos (T, §) + q(z,5) (Fe(z,9)) 00 (2, 9) 05 | ddy,

on approché. , par

2

P
krs 2= ) wi [p(Fu(Pi))Vor(P) - Vos(Pi) + q(Fe(Pr))br (Pi)ds(Pr)] -

>
i=1

Les valeursV o, (P;), Vs (P;), ¢.(P;) etgs(P;) sont calculées une fois pour toutes, et dans la bouclé, dure
reste donc plus qu’'a évaluer les fonctignst ¢ aux pointsFy(P;). Donnons maintenant un réesumé de la mise en
oeuvre de la procédure d’intégration numérique (ird@fante dé). Les données de la procédure sont :

— les coefficients);,i = 1,..., NPy,

— les coordonnédapy(i), ypg(i)), i = 1,..., N P; des points de Gauss,

— lesvaleursde,., 22 et %2= aux points de Gauss, noteg@:, i), ¢, (r,4) ete,(r,i),r = 1...Ny,i=1,..., NP.

5}
Pour/ donné, on chercheya calculer :
_ W00, _ 00, _ . o _ R
I= I_{p(Fe(x,y))%(x,y)a—y(x,y)dxdy+ q(Fo(2,9)) b0 (Z,y)dZdyds(Z, 7).

On propose l'algorithme suivant :
Initialisation: I «+— 0
Pouri =1 aN Py, faire :
pi = p(Fe(Py))
i = q(Fe(P))
I — I+ wi(pipa(r,i)dy(s,i) + qiod(r,i)d(s,1))
Fin pour
On procéde de méme pour le calcul du second membre

L
To(0r) = | fGou)6a)dady =3 e otige = [ fa)os(ap)dedy
=1

e

L'algorithme sécrit :
Initialisation deG a 0: G; «+— 0 i=1aM
Pourf=1aL
Pourr =1aN,
Calcul deg; = [, f(z,y)¢r(z,y)dzdy
i=ng(l,r) ‘
Gi+—Gi+g
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Fin pour
Fin pour
Il reste le calcul dg qui se ramene au calcul de I'élément de référence pamgdment de variable.
Ona:

g; = f(l’y)¢r(x7y)dldy = [ fOFf(i'ag)q_sr(j7y)Jaci,l7(FZ)djdg~
Ky K

L'intégration numérique est identique a celle effegtywourk,. .

4.3.4 Calcul dear, etTr, (contributions des arétes de bord “Fourier”.

Détaillons maintenant le calcul des contributions desibau s’applique la condition de Fourier, c’est a dire
ar,(¢i,¢5)i=1,... M, j=1,...,MetTr (¢;)i=1,..., M. Par définition,

ary(60:65) = [ p@)Vu(o) Vos(a)do + [ ala)6ia)ds (@)
Fl 1—‘1

Notons querr, (¢i, ¢;) = 0Sig; etg; sontassociées a des noelsgsS; de d’un élément sans aréte commune avec

les arétes de la frontiere. Sditl le nombre d’arétes;, kK = 1,..., L1 du maillage incluses darig . Rappelons

que les noeuds soumis aux conditions de Fourier sont refgerttans un tableal F', de dimension$L1,2), qui

donne les informations suivantes

1. CF(k,1) contient le numérd de I'elementK, auquel appartient l'aréte..

2. CF(k,2) contient le premier numéro des noeuds de l'akgtelans I'élémentk,. On suppose que la
numeérotation des noeuds locaux a été effectuée deemsaradroite”, par exemple dans le sens trigo-
nomeétrique. Dans ce caS,F(k,2) détermine tous les noeuds de I'arétedans I'ordre, puisqu’on connait
le nombre de noeuds par aréte et le sens de numérotatiorodads. Donnons des exemples pour trois cas
différents, représentés sur la figure 4.7.

(a) Dans le premier cas (& droite sur la figure), qui repréesen élément finP1, on aCF'(k,2) = 3 etle
noeud suivant sur I'aréte est 1.

(b) Dans le second cas (au centre sur la figure), qui repiserelement finPP2, on aCF(k,2) = 3 et
les noeuds suivants sur 'aréte sont 4 et 5.

(c) Enfin dans I'elemenP1 “de coin” représenté a gauche sur la figure, diiida(k, 1) = ¢, CF(k',1) =
(,CF(k,2)=1,CF(K,2)=2

N
N N
N N

N \ ]. S 5 €L/ 2

3

€k 6 4 €k
€k
3
2 3\ 1 2 \ s 1
\ | /
P1 P1 P1 en coin
FIG. 4.7 — Exemples de numérotation d’aréte du bord
Pourk = 1,..., L1, on noteS;, I'ensemble des noeuds locaux de donnés pa€F(k,2) en appliquant la regle

ad hoc(par exemple le sens trigondrgue). On peut alors définir :
Sk = {(r,5) € (S)?/r < s}

L'algorithme de prise en compte des conditions de Fourgard alors :
Pourk=1...L1
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¢ =CF(k,1).
Pour chaquér, s) € Sy, faire

calcul del’, = / p(x)o(z)¢t (x)¢" (x)dx (eventuellement avec intégration numeérique)
1=ng(l,r) ’
j.: ng(ﬁ, 8)
sij<i
Kij «— Kij + I,
sinon
Kij «— Kji+ I,
Fin si
Fin pour
Fin pour
Le calcul del?, seffectue sur I'element de référence (avec évetgugnt intégration numérique). De méme, on

a une procédure similaire pour le calculig = / p(z) g1 (z)v(z)dy(z).
Iy

Qw—%+/p@m@@@®@

Ty
4.3.5 Prise en compte des noeud£B dans le second membre
Aprés les calculs précédents, on a maintenant gans
.= [ to@s + [ pw @6 w)ir(e)
[l faut maintenant retirer du second membre, les combimaisenant des noeuds liés :

Gi—Gi— > g0(S))a(ey, ¢s)

Jj€Jo

ou Jy est 'ensemble des indices des noeuds liés. On utilise galarle tablead D qui donne les conditions, de

Dirichlet, de dimension\/, ou My = cardJy. Pourig = 1,..., My, CD(ig) = jo € Jo estle numéro du noeud
lié dans la numérotation globale. La procédure est dastivante.
Pourig = 1,. .., My, faire
J = CDio)
a = go(S;)
si(i <) Gi «— G;i—aky; sinon G —
G; — akCj; sinon Fin si Fin pour

4.3.6 Stockage de la matricéC

Remarquons que la matrigeest creuse (et méme trés creuse), en effg}, ¢;) = 0 des que

supp(¢;) N supp(¢;) = ¢

Examinons une possibilité de stockage de la mat€icgoit NV K le nombre d’éléments non nuls de la matiec®n
peut stocker la matrice dans un seul tabl&au AT en mettant bout & bout les coefficients non nuls de la premie
ligne, puis ceux de la deuxieme ligne, etc... jusqu’a aiila dernieere ligne. Pour repérer les éléments dans
le tableauK M AT, on a alors besoin de pointeurs. Le premier pointeur, nonidiéest de dimensioW K. La
valeur de/C(k) est le numéro de la colonne dé(k). On introduit alors le pointeufL(¢),¢ = 1,...,NL, ou
NL est le nombre de lignes, dll.(¢) est I'indice dands M AT du début de I&-iéme ligne. L'identification entre
KM AT et se fait alors par la procédure suivante :
Pourk=1...NK
silL(m) <k < IL(m+ 1) alors
KMAT (k) = K 1ok
Fin si
Fin pour
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FIG. 4.8 — Transformation isoparamétrique

La matrice/C est symétrique définie positive, on peut donc utilisermé¢hode de type gradient conjugué préconditionné
(voir cours de Licence). Notons que la structure de la magliEpend de la numérotation des noeuds. Il est donc
important d'utiliser des algorithmes performants de ragdl et de numérotation.

4.4 Elements finis isoparangtriques

Dans le cas of est polygonal, si on utilise des éléments finis de typeles noeuds de la frontiere sont effec-
tivement sur la frontiere méme si on les calcule a pasit'@lément fini de référence. Par contre, si le bord est
courbe, ce n’est plus vrai. L'utilisation d’éléments §iflisoparamétriques” va permettre de faire en sorte que tou
les noeuds frontieres soient effectivement sur le borthre sur la figure 4.8. Pour obtenir une transformation
isoparamétrique, on définit

Fr: K — Ky

@,9) (=)
a partir des fonctions de base de 'élément fini de efée :

Ng N{
=Y b (T,9), y=>_ urbr(2,7),
r=1 r=1

ol NV, est le nombre de noeuds de I'elementsgt y,.) sont les coordonnées a@eieme noeud dé,. Remarquons
qgue la transformatiort, isoparameétriqueP; est identique a celle des éléments finis classiques. ¢tdre; la
transformation isoparamétriqu® n’est plus affine, alors qu’elle 'est en éléments finisslgues. Notons que les
fonctions de base locales vérifient toujours

$oFy=¢.,V=1,....L, VYr=1,...,N,.

On peut alors se poser le probleme de l'inversibilite/deOn ne peut pas malheureusement démontrerfque
est inversible dans tous les cas, toutefois, cela s'ageclé cas dans la plupart des cas pratiques. Lintérét de
la transformation isoparamétrique est de pouvoir trdé@srbords courbes, ainsi que les éléments fipissur
quadrilateres. Notons que le calcul ¢leest toujours inutile, car on se raméne encore a I'élémeméférence.

4.5 Analyse d’erreur

4.5.1 Erreurs de discgétisation et d’interpolation

On consideére toujours le probleme modele (4.11) pagesitfequel on a étudié la mise en oeuvre de la méthode
des élements finis. On rappelle que la formulation faitdecd probléme est donnée en (4.14) page 148, et que
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sous les hypothéses (4.12) page 147, le probleme (4.Mgtaghe unique solution € H = Hﬁon = {u €
H'Y(Q);u = 0surly}. La méthode d’approximation variationnelle du probl&@hd 4) consiste a cherchég, €
Hy = Vect{¢1,...,¢n} solution de (4.16) page 148, ou les fonctiahs. .., ¢ sont les fonctions de base
éléments finis associés aux noeuds. . . , z . Comme les hypothéses (3.21) page 106 sont vérifiessintiation
(3.29) page 109 entr@solution de (4.14) eiN) solution de (4.16) est donc vérifiee. On a donc :

- M
I~ Tl <\ —d(@ Hy),

ou M (respa) est la constante de continuité (resp. de coercivitéy.dEommeu = wuy + u, on a, en posant
M

Cc = o

|lu —un|| < Cllu—w|VYw € Hy, (4.20)

oluy = uy + ug. Notons que dans l'implantation pratique de la méthod#édhents finis, lorsqu’on calcule
T(v) = T(v) — a(ug,v), on remplace, parug n € Hy, donc on commet une légére erreur §urDe plus,

on calculea(¢;, ¢;) a l'aide d’intégrations numériques : I'inégalité 20) n’est donc vérifiee en pratique que
de maniére approchée. On supposera cependant, danselalsuie paragraphe, que les erreurs commises sont
négligeables et que l'inégalité (4.20) est bien véafiDe la méme maniere qu’on a défini l'interpolée sur un
élementk, (voir définition 4.3 page 138, on va maintenant défininttirpolée sui* () tout entier, de maniére

a établir une majoration de I'erreur de discrétisaticécg a (4.20).

Définition 4.16 (Interpolée dansH y) . Soitu € H'(Q)) et Hy = Vect{¢1,...,dx} ol les fonctions; ... ¢
sont des fonctions de baé&ments finis assames aux noeuds; . .. Sy d’'un maillageélements finis d&. Alors
on c&finit I'interpolée deu dansH y, u; € Hy par:

N
i=1

Commeu; € Hy, on peut prendrél’ = u; dans (4.20), ce qui fournit un majorant de I'erreur de d@iisgtion :
v —unlm < Cllu—url

On appelle erreur d’interpolation le termie — ;|| g

4.5.2 Erreur d'interpolation en dimension 1

Soit Q2 =]0, 1], on considere un maillage classique, défini parNes- 2 points (x;);—o...n+1, aveczy = 0 et
zy11 = 1, eton note

hi=xj41 —x;, 1 =0,...,N+1, eth:max{|hi|, iZO,...,N—i—l}

On va montrer que si € H2(]0, 1[), alors on peut obtenir une majoration de I'erreur d’intdagion ||u — wu; || g
On admettra le lemme suivant(voir exercice 33 page 118):

Lemme 4.17 Siu € H'(]0, 1]) alorsu est continue.

En particulier, onadon&?(]0, 1[)  C'([0,1]). Remarquons que ce résultat est lié a la dimension linjettion
de Sobolev, cours d’analyse fonctionnelle ou [1]. On va diétrer le résultat suivant sur I'erreur d’interpolation.

Théoreéme 4.18 (majoration de I'erreur d’interpolation, dimension 1) Soitu € H?(]0,1[), et soitu; son in-
terpolee surHy = Vect{¢;, i = 1,..., N}, ou ¢; designe la ieme fonction de basgément finiP1 assocée au
noeudz; d'un maillageélement fini deo, 1[. Alors il existec € IR ne cependant que de, tel que

lu—wurl|gr < Ch. (4.21)
Démonstration : On veut estimer

Ju — w3 = u—urlg + Ju—ugl?
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ol |v|o = ||v|| 2 et|v]1 = ||Dv|| 2. Calculonsu — uy|? :

Tit1

1 N p
u—ulf= [P =Y [ W) i) P,
0 i=0 /@i

xT;

Or pourz €]z;, x;+1[ 0N a
u\x; — u\xr;
'LLII = —( +131, ( ) - u/(gi)7

pour un certaig; €]x;, z;+1[. Onadonc:

[ W@ P = [ ) - @)l

i

/T+ [/ (z) =y (2)Pde = /T+ |/ u” (t)dt|*de,
X; Ty &i

On en déduit que :

i

et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Tit1
/ W (2) =y (@) Pdo <[22 ()Pt — &lda

' Ti41 xr
< hi/ (/ |u”(t)|2dt> da,
T &

car|z — &;| < h,;. Enréappliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, orietit:

Tit1 Tit1
[ W@ - gwpa<n [ oPar

En sommant sui, ceci entraine :
1
lu —ug|} < h2/ [u" (t)|2dt.
0

Il reste maintenant & majorer — u; |2 = fol |u — ur|?dx. Pourz € [z, z;11]

|mm—uxwﬁz(éﬁww—uﬂmﬁ)%

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

|mm—uxﬂﬁs/€wwwwéwfﬁm—xA

<h;

Par des calculs similaires aux précédents, on obtient don

lu(z) — ur@)? < / h ( / + |u”(t)|2dt> dh;

i

s [T a2
< 1 " (t)[2dt.

En intégrant sufz;, x;41], il vient :

Tit1 Ti+1
/ |wm—umm%xs%/“ (u(t))2dt,

i i

etensommantsur=1,..., N :

/0 (u(z) —ur(z)) de <h /0 (u” (t))2dL.

(4.22)
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Onadonc:
lu—urlo < h*luly
ce qui entraine, avec (4.22) :
lu—wsl* < htul3 + h?ul3

< (14 h?)h?|ul}
On en déduit le résultat annoncé. ]
On en déduit le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Corollaire 4.19 (Estimation d’erreur, P1, dimension 1) Soit{ un ouvert polygonal convexe @&?, d > 1 ; soit
f € L?(Q) etu € H}(Q) 'unique solution du prol#me

u € H}(Q)
a(u,v):/QVu(x)Vv(;L‘)d:v:/f(x)v(x)d:v, 7

etus L'approximationéléments finis P1 obtenue sur un maillage admissibtée pashr = ‘_IilaXN{|hi|}. Alors
il existeC' € IR ne cependant que d@ et f tel que||u — ur|| < Ch.

Cesrésultats se génfalisent au cas de plusieurs diamesespace (voir Ciarlet), sous des conditions géamiés

sur le maillage, nécessaires pour obtenir le résultatefpolation. Par exemple pour un maillage triangulaire en
deux dimensions d’espace, intervient une condition dangih demande que la famille de maillages considérée
soit telle qu’il existes > 0 tel ques < 6 < 7 — 3 pour tout anglé du maillage.

Remarque 4.20 (Sur les techniques d’estimation d’erreur)Lorsqu’on a voulu montrer des estimations d’er-
reur pour la nethode des diérences finies, on a utiBsle principe de possiti\ét la consistance et la stabit
en normeL*°. En volumes finis e¢lements finis, on n’utilise pas le principe de posiéviEn volumes finis, la
stabilite en normel.? est obtenue gicea l'inégalite de Poincag disckte, et la consistance est en fait la consis-
tance des flux. Notons qu’en volumes finis on se sert aussiabmtervativié des flux nuériques pour la preuve
de convergence. Enfin, @éments finis, la stabiltest obtenue @cea la coercivie de la forme biligaire, et la
consistance provient du colie de I'erreur d’interpolation.

Méme si le principe de positig@tn’est pas explicitement uti@gour les preuves de convergence @lésents finis
et volumes finis, il est toutefois @ressant de voia quelles conditions ce principe est resg@&atar il est parfois
trés important en pratique.

Reprenons d’abord le cas du sha volumes finis sur un maillageadmissible pour la dis@&tisation de lequation
(3.1).

—Au=f dans2
u=20 surof2.

Rappelons que le s€ma volumes finis &trit :

Z Z TK7L(UK —UL)+ Z TK,oUK | = |K|fK, (4.23)

KeC \o€&xN&int o€&xNEeut
avec

S <1 T
’ d(xK,a:L) ’ d(J?K,aQ)’

ou | K|, (resp.|c|) designe la mesure de Lebesque en dimengigasp.d — 1) de K (resp.o).
Notons que les coefficients ;, et 7x , sont positifs, giice au fait que le maillage est admissible (et donc
XX = d(Xg, Xp)nir, ol XX, désigne le vecteur d’exémies X et X, etni, la normale unitaire
a K| L sortante dek.
Notons que le s@ma(4.23)s’écrit comme une somme de termesctiange entre les mailles et L, avec des
coefficientsri, positifs. C'est gacea cette proprete que I'on montre facilement que le principe de posgivit
est \erifie. Consi@rons maintenant la &thode de€léments finis P1, pour laésolution du prol#me(3.1) sur
maillage triangulaire. On sait (voir par exemple Ciarlet)g si le maillage satisfait la condition faible de Delau-
nay (qui stipule que la somme de deux angles opgipsine néme aéte doitetre inerieurea ), alors le principe
du maximum estérifiee. Ce esultat peut se retrouver gcrivant le scemaéléements finis sous la forme d’un
sckema volumes finis.
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4.5.3 Super convergence

On consideére ici un ouvef? polygonal convexe d&R¢, d > 1, et on suppose qug € L2({2). On s'intéresse a
I'approximation par éléments finiB1 de la solutionu € H} () du probleme (3.5). On a vu dans le paragraphe
précédent (corollaire 4.19) qu’on peut estimer I'errenrmormel? entre la solution exacte et la solution ap-
prochée par éléements fini2l ; en effet, comme I'erreur d’interpolation est d’ordigon déduit une estimation
sur I'erreur de discrétisation, également d’ordreEn fait, si la solution: de (3.1) est dangl?, il se produit un
“petit miracle”, car on peut montrer grace a une technigstecieuse, dite“truc d’Aubin-Nitsche”, que I'erreur de
discrétisation en normg? est en fait d’ordre 2.

Théoréme 4.21 (Super convergence déements finisP1) Soit2 un ouvert polygonal convexe @, d > 1;
soit f € L*(Q), u solution de(3.5), ur la solution apporcke obtenue paélements finis P1, sur un maillage
éléements finig . Soit
h7 = maxdiamK.
KeT

Alors il existeC' € IR ne cependant que d& et f tel que :
u—ur|m@ < Chet|u—ur|r2q) < CR.
Démonstration : Par le théoréme de régularité 3.9 page 101, il existe R, ne dépendant que detel que
lull 20y < CillfllL20)-
Grace a ce résultat, on a obtenu (voir le theoreme 4jt¥)existe C> ne dépendant que d& (5 et tel que
lu—ur|m (@) < Callfllzeh

Soit maintenantT = u — ur ety € HJ () vérifiant
/Qw(x).w(x)dx = /QeT(x)w(x)dx,VdJ € Hy(Q). (4.24)

On peut aussi dire qug est la solution faible du probleme

—Ap = er dans)
© = 0 surof.

Commee € L?(12), par le theoréme 3.9, il existé; < IR, ne dépendant que tel que
ol z2(0) < Csller||L2)-
Or HeTH%Q(Q) = / er(x)er(x)der = / V(z).Ve(zr)dz, en prenant) = er dans (4.24).
Q Q
Soit 7 la solution approchée par éléments finis P1 du probleh®], c.a.d solution de :

por €Vro= {U S C(Q);U|K e P,VK € T,'U|QQ = 0}

4.25
/V(pT(x)Vv(x)d:v = / e(z)v(x)dz,Yv € Vr g ( )
Q Q

On sait queus Vveérifie :
/ Vor(x).V(u —ur)(x)de =0,
Q

on peut donc écrire que :
lezl7z = /QV(sD —7)(2).V(u—ur)(@)dz > [|¢ — oo @l — urlla @

D’aprés le théoreme 4.19,0on a :

e — o7l (e < Callellr2@)hr etlu —ur|m () < CalfllL2@hr-

On en déduit que :
lerllzz) < C3NlfllLeht-
Ce qui démontre le théoreme.
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4.5.4 Traitement des singulariés

Les estimations d’erreur obtenues au paragraphe praétéemsent sur la régularifé? deu. Que se passe-t-il si
cette régularité n’est plus vérifiee ? Par exemple, dolmaine2 posséde un coin rentrant, on sait que dans ce cas,
la solutionu du probléme (3.5) n’est plus daig’(2), mais dans un espadé!**(), ou s dépend de I'angle du
coin rentrant. Considérons donc pour fixer les idées lblproe

—Au = f dansf2, ot est un ouvert

u = 0 surdf) polygdnal avec un coin rentrant.
Pour approcher correctementla singularité, on peut effeamaillage dans le voisinage du coin. On peut également,
lorsque cela est possible, modifier 'espace d’approxiomgbiour tenir compte de la singularité. Dans le cas d'un
polygdne avec un coin rentrant par exemple, on sait trouverH: () (ety ¢ H?(12)) telle que siu est solution
de (3.5) aveqf € L%(Q), alorsil existe un unique € IR tel queu — ayp € H?(Q).
Examinons le cas d’'une approximation par éléments finisatgange. Dans le cas auest réguliere, 'espace

d’approximation est
Vr = Vect{¢;,i =1,Nr},

ou N7 est le nombre de noeuds internes du maill@gée Q2 considéré et¢;),—1.n, la famille des fonctions de
forme associées aux noeuds.

Dans le cas d’'une singularité portée par la fonctipimtroduite ci-dessus, on modifie I'espateet on prend
maintenant V- = Vect{¢;,i = 1, N7} IR+ Notons qué/r C Hi(Q), cary € H}(Q). Reprenons maintenant
I'estimation d’erreur. Grace au lemme de Céa, on a tosjour

M
|lu—ur||g < ;Hu —wl| g1 (0, Yw € Vr.
On a donc également :
M
|lu—wur|g < EHU — o) — w| g1 q), Vw € Vr.

puisquenty) +w € Vr. Oru — ap = u € H?(Q).
Donc|lu — ur|| g < %Hﬂ —w|| g1 (), Yw € Vr.
Et grace aux résultats d’interpolation qu'on a admissnoteu; l'interpolée deu dansVr-, on a :

M, . M -
lu = urllm@) < —lw—arlla @) < —Cellalm2o)h.

On obtient donc encore une estimation d’erreuhen
Examinons maintenant le systeme linéaire obtenu avéeetivelle approximation. On effectue un développement
de Galerkin sur la base dé&-. On pose

ur =Y widi + 7.

i=1,Nr

Le probléeme discrétisé revient donc a chercher

(ts)i=1,N C RY ety e R tg.
Yiming Ui Jo Vi (@) - Voi(z)de + 7 [, Vi(z) - Vi(a)de = [, f(x)¢i(v)dx,Vi =1, Nt
i1y Ui Jo Voi(@) - Vi ()dz + 7 [, V() - Vi (z)de = [ f(2)y(z)dz.

On obtient donc un systeme linéaire e + 1 équations dV; + 1 inconnues.

4.6 Exercices

Exercice 48 (EEments finis P1 pour le probéme de Dirichlet) Corrigé en page 168
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Soit f € L%(]0, 1[). On s'intéresse au probléme suivant :

x €]0, 1],
u(0) =0, u(l)=0

dont on a étudié une formulation faible a I'exercice 35.

SoientN € IN, h = 1/(N + 1) eta; = ih, pouri = 0,...,N + 1, etK; = [z;,x;+1], pouri = 0,..., N.
SoitHy = {v € C([0,1],R) t.q.v|g, € P1,i =0,...,N, etv(0) = v(1) = 0}, ou P, désigne I'ensemble des
polynémes de degré inférieur ou égal a 1.

1. Montrer queH y C H{.

2.Pourt=1,...,N,onpose:

|z — ]
¢i(x) = h

0 sinon.

size K; UK;_q,

Montrer quep; € Hy pourtouti = 1,..., N et queHy est engendré par la famillesy, ..., o}

3. Donner le systeme linéaire obtenu en remplaéapar H y dans la formulation faible. Comparer avec le schéma
obtenu par differences finies.

Exercice 49 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann)Corrigé en page 169
Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probleme :

—’LL”(:L‘) + u(x) = f(l)’ T 6]07 1[7

u'(0) —u(0) =0, u/(1) = —1.
L'existence et I'unicité d’'une solution faible ont étérdontrées a I'exercice 49 page 162. On s’intéressetarant
a la discrétisation de (4.26).

(4.26)

e (3.40) 1. Ecrire une discrétisation d par difference®dirpour un maillage non uniforme. Ecrire le systeme
linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (4.26) par volumes finisrppumaillage non uniforme. Ecrire le systeme linéaire
obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis confarme type Lagrang®; de (4.26) pour un maillage non
uniforme. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

Exercice 50 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, is)
Soit f € L%(]0, 1[). On s’intéresse au probleme : :

—u"(z) = u'(z) + u(z) = f(z), = €]0,1],
u(0) + 4/ (0) =0, u(l) =1

1. Ecrire une discrétisation par éléments finis confariohe type Lagrang®; pour un maillage uniforme. Ecrire

le systéeme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés poumaillage uniforme. Ecrire le systeme linéaire obtenu

3. Ecrire une discrétisation par difféerences finies d@ntte pour un maillage uniforme. Ecrire le systeme lirgeai
obtenu.

4. Quel est I'ordre de convergence de chacune des méteta#igés aux questions précédentes ?
Exercice 51 (EEments finis pour un probleme avec conditions mixtes)
Soit f € L?(]0, 1]. On s’intéresse ici au probléme

—u"(z) + u(z) = f(z),z €=]0,1],

u(0) = 0, (4.27)
w(1) =0,
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Ce probleme est un cas particulier du probleme (3.43)iéta I'exercice 41 page 119 page 119, en prenddt=
10,1, p=letg=1,To={0},T1 ={1},90=0,91 =0eto =0.

On s'intéresse ici a la discrétisation du probleme 1%.BoientN € IN, h = 1 (N + 1) etz; = ih, pour
i=0,...,N+1,etK; = [x;,2;,11], pouri = 0,..., N. On cherche une solution approchée de (4.27), notée
en utilisant les élements finig<;, {z;, i1}, P1)Y o

1. Déterminer I'espace d’approximatidf. Montrer que les fonctions de base globales sont les famee de
[0,1] dansR définies pa;(z) = (1 — %) pouri =1,...,N + 1.

2. Construire le systéeme linéaire a résoudre et compaee les syst‘emes obtenus par difféerences finies et @wdum
finis.

3A-tonuy,(1)=07

Exercice 52 (EEments finis pour un probleme de €action-diffusion)

Soita un réel positif ou nul, ef est une fonction continue. On considere le probléme stiiva

—u"(z) + au(z) = f(z), = €]0,1],
u’E ) = ( ), (4.28)

ou v désigne la dérivée secondewpar rapport ar.
Dans toute la suite, on considere une subdivision unifatenBintervalle[0, 1] : on noteh = 1/N ouN > 2 est
un entier fixé. On pose; = ih, pouri =0,..., N

1. Formulation variationnelle
1.1 Ecrire une formulation variationnelle de (4.28).

Soit v une fonction suffisamment réguliére, on multiplie la pi&m équation de (4.28) paret on integre sur
10, 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenampt®des conditions aux limites, on obtient :

/Olu'(x)v'(a:)da:—i-a/olu()()dx+u /f

Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de preadre= H(]0, 1]), auquel cas les fonctions sont continues
et donc les valeurg(0) etv(0) ont aussi un sens. On en déduit qu’une formulation faikle es

ue H'(0,1])
1 1
/ o' ()0 (x) dx+a/ u(z)v(z) dz + u(0) / f(z)v(z) dz, Yo € H*(]0,1]).
0 0
On en déduit que la formulation variationnelle est
Trouveru € H(]0, 1[);
J(u) = Hélg J(v),

avec/(v) = 2a(v,v)—T(v), olia est la forme bilinéaire définie pa U, v) fo z) dz+a fo (x) de+
u(0)v(0) etT la forme linéaire continue définie pai(v) = fo x) dx.

1.2. On consideére le probleme
u € H'(]0,1])

L ' ) (4.29)
/Ou(x)v(x)dx—l—a/o u(z)v(z) do + u(0) /f ) dx, Yv € H ()0, 1]).

1.2.a Déterminer le probléme aux limites dont la formolafaible est (4.29).

Supposons réguliere, et prenons d’aborde C1(]0, 1]). On a alors
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/1u'(x)v’(x)dx+a/1u()()dm—i—u /f

0 0
et donc en intégrant par parties :

1
/(—www+@u@—f@»mmdx=a
0
Comme ceci est vrai pout toute fonctiore C..(]0, 1[), on en déduit que-u”(x) + au(x) = f(x), = €]0,1].
Prenons maintenamte H'(]0, 1]), en intégrant par parties et tenant compte de ce qui geéa obtient

(= (0) + u(0))v(0) + /(1)v(1) = 0.

Comme ceci est vrai pout toute fonctiore H(]0, 1[), on en déduit que vérifie (4.28).

1.2.b. Montrer que sit > 0, (4.29) admet une unique solution.

On peut appliquer le lemme de Lax Milgram en effet
— la forme linéairel” est continue cafT'(v) |f0 x)| de < || f|lrz||lv||L2 par l'inégalité de Cauchy—
Schwarz, et donfT'(v)| < Cllv|| 2 avecO = ||f||L2

— la forme bilinéairea (qui est évidemment symétrique, ce qui n'est d’ailleuas pécessaire pour appliquer
Lax-Milgram) est continue; en effet :

lau, v)] < flu'llz2 [0l L2 + elull2]|v]l L2 + [u(0)]Jo(0)];

or pour toutr €]0,1[ v(0) )+ f t)dt et donc par inégalité triangulaire et par Cauchy—Schywamrz
obtient quev(0)| < |v(z)| + Hv’HLz En mtegrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

wO) < vl + [v'[z2 < flvllze + 0]z < 2fv]lmn.
La meme inégalité est évidemment vraie pe(r). On en déduit que :

a(u,v) < [Ju'|[ 210"l > + allullz2llvll + Allull 0]
< lullzl[ollar + allulla vl + 4wl ol 2
< G+ a)ullg ol ar,

ce qui prouve que est continue.
Montrons maintenant queest coercive. Dans le cas at> 0, ceci est facile a vérifier, car on a

1 1
a(u,u) = /0 o ()% do + a/o u(z)? dr +u(0)? > min(a, 1) ||ul/%:.

Par le lemme de Lax -Milgram, on peut donc conclure a I'exise et I'unicité de la solution de (4.29).

(pour les braves : on peutaanontrer que ceci est encore vrai paur= 0 en appliquant l'iregalitt de Poincag a
la fonctionv — v(0)).

Dans le cas ow = 0, on applique I'inégalité de Poincaré a la fonctior= u—wu(0), ce qui est licite caw(0) = 0;
onadonc f|lwl|p2 < [|w'| 12, etdond|u/|| 2 > [[u—u(0)|| 2. On en déduit que(u, u) > [[u—u(0)||2.4+u(0)? >
2

1
Llulf2.
On écrit alors que

a(u,u) = %a(u, u) + %a(u,u)

v

1
Sl 22 + Il

1
el

v

ce qui montre que la forme bilinéaiteest encore coercive.
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2. Discrétisation par eléments finis.

SoitV}, 'ensemble des fonctions continues §url] dont la restriction & chaque intervallg, ;] est affine pour
0<i<N-1L

2.1 Quelle est la dimension dg ?

Une base de I'espadé, est la famille des fonctions dites “chapeau”, définies par

@;i(z) = min <%(m — i), (%(xi+1 - x)Jr) pouri=1,...,N —1,
1

p1(z) = E(iﬁ — ),
1

on(z) = E(x —ant1)t

On en déduit que I'espadg, est de dimensioV + 1.

2.2. Donner la discrétisation éléments finis de (4.29).

Le probleme discrétisé par éléments finis s’écrit :
up € Vi,

1 1 1
/ uy, (x)vy, (x) do + Oz/ up(x)vp(x) dr + up(0)vy (0) = / f(@)vp(x) dz, Yo, € V. (4.30)
0 0 0

2.3 Montrer que le probléme discret ainsi obtenu admet ahgisn unique.

Comme on a effectué une discrétisation par éléments fionformes, le lemme de Lax Milgram s’applique a
nouveau.

2.4 Ecrire le probleme discret sous la forme d'un systeimeaire AU = b en explicitant les dimensions des
vecteurs et matrice et en donnant leur expression.

Commencons par le second membi = (b )0<7<N, avech; = fo )i (x)dx

CalculonsA; ; = A;; = a(ds, ¢5) fo & (x)¢: (x) dx+af0 ¢i(z)p;(z) d:r+¢i(0)¢j(0), pouri =1,...,N.
En raison de la forme des fonctions de b@gl o, les seuls termes non nuls sont les termes; ;, A, ; et
A; i+1. Aprés calculs, on obtient :

rl h 1 h 1
Lyahyq Ly ah 0 0 0
1 h 2 2ah 1 .
B T e el : 0
. .
A:
3 0
1 2 2ah 1 10
L0 0 T % ntE

2.5 Pour les braves : donner une borne supérieure de ligftgu— | g1 (9,1)-

Soitu € H'(]0,1[) une solution de (4.29). Alorsu” = f — au au sens des distibutions, mais comjye
L?(]0,1]) etu € L?(]0,1[), on en déduit que € H?(]0, 1[). On peut donc appliquer les résultats du cours. On
a vu en cours que si; l'interpolée deu dansVy,, On al|u — unl[z2(0,1) < Cllu — url|z2(0,1) OU C est la racine

carrée du rapport de la constante de continuité sur lat@otesde coercivité, c.a.d! = | /mjj{ijl) De plus, on a
aussi vu que si € H?(]0, 1[), 'erreur d’interpolation est d’ordrg ; plus précisément, on a:

= w201y < (1 B2)R2|u" 70,1
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On en déduit que

5+«
lun —ull g1y < (| ——— V 1+ h2[|u"]|L2(0,1)h-
min(a, 1)

Exercice 53 (EEments finisQ1) Corrigé en page 172

On considere le rectangle de sommetg—1,0),(2,0),(—1,1),(2,1). On s'intéresse a la discrétisation par
éléments finis de I'espace fonctionrét (2).

I. On choisit de decoupét en deux éléments ete, définis par les quadrilateres de sommets respeidifs-1, 1),
M5(0,1), M5(1,0), My(—1,0) et M2(0, 1), M5(2,1), Mg(2,0), M5(1,0).

On prend comme noeuds les poiffs, . . ., Mg et comme espace par élement I'ensemble des polyn§medn
noteX; = {]\447 My, Mo, Ml} etd, = {]\457 Mg, M3, MQ}

On a donc construit la discrétisati¢te;, X1, Q1), (€2, X2, Q1) }.

[.1 Montrer que les éléments,, X1, Q1) et(eq, Yo, Q1) sont des éléments finis de Lagrange.

1.2. Montrer que I'espace de dimension finie correspondacette discrétisation n’est pas inclus dans(Q)
(construire une fonction de cet espace dont la dérivéelliion n’est pas dank?). Quelle est dans les hypothéses
appelées en cours “cohérence globale” celle qui n'esvpafée ?

II. On fait le méme choix des éléments et des noeuds quse ldd@n introduit comme élément de référenrce
carré de sommetst1, +1), 3 est 'ensemble des sommetsdet P = Q;.
I1.1. Quelles sont les fonctions de base localeéad&, P). On note ces fonction®, . .., ®,.

I1.2 A partir des fonction®, . . ., 4, construire des bijections; et F;, dee danse; etes. Les fonctiond’ et Fy
sont elles affines ?

1.30nnoteP,, = {f : e, = R, fo F;|l. € Q1}, pouri = 1,2, ou lesF; sont définies a la question précédente.
Montrer que les éléements;, 1, P., ) et(es, X, P.,) sont des éléments finis de Lagrange et que I'espace velctori
construit avec la discrétisatiof(es, X1, P., ), (ea, 32, P.,)} est inclus dand?!(2) (i.e. vérifier la “cohérence
globale” définie en cours). On pourra pour cela montrer qué s= e; Nex = {(z,y);z +y = 1}, alors
{f|3af € Pei} = {f : S—>IR,f(a:,y) :a+by7aab€IR}'

Exercice 54 (EEments affine-equivalents) Corrigé en page 174

Soit§) un ouvert polygonal d&?, et7 un maillage de).

Soient(K, ¥, P) et (K, X, P) deux éléements finis de Lagrange affine - équivalents. @pase que les fonctions
de base locales d€ sont affines.

Montrer que toute fonction dB est affine.

En déduire que les fonctions de base localedde], P) affines.

Exercice 55 (EEments finisP2 en une dimension d’espace)
On veut réesoudre numériquement le probleme aux limilesat

—u"(x) +u(r) =2% 0<z<l1
u(0) = 0, (4.31)
u'(1) = 1.

1. Donner une formulation faible du probleme (4.31)

2. Démontrer que le probleme (4.31) admet une uniqueisalut

3. On partage l'intervall@), 1] en N intervalles égaux et on approche la solution par une naetlicelements finis
de degré 2. Ecrire le systeme qu'il faut résoudre.

Exercice 56 (EEments finisP1 sur maillage triangulaire) Corrigé en page 175

Analyse numérique des EDP, M1 166 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.6. EXERCICES CHAPITRE 4. HEMENTS FINIS DE LAGRANGE

On veut résoudre numériguement le probléme

—Au(z,y) = f(x,y), (z,y) € D=(0,a)x(0,b),

u(z,y) =0, (z,y) € 9D,
ol f est une fonction donnée, appartenaffaD). SoientM, N deux entiers. On définit
a b
Ar=— Ay= ——
TTM1r TV TN
et on pose
vy =kAr,0< k< M+1,y—1Ay,0<I<N+1
On note

Ty\1 /2,412 € triangle de sommetsi, yi), (zkt1, y1), (Tht1, Yigr),

T1§+1/271+1/2 le triangle de sommets ., i), (T, Yi+1)s (Trt1, Yi41)-

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probleme #&® €léments finis triangulaires linéaires (utilisknt
maillage précédent).

Exercice 57 (Integration numérique) Corrigé en page 177

1. Vérifier que I'intégration numérique a un point de Gsudonné par le centre de gravité du triangle, surtielét
fini P, sur triangle, est exacte pour les polyndémes d'ordre 1.

2. Vérifier que I'intégration numérique a trois poins @auss définis sur le trangle de rérérencepas (5, 0) ,

11 1 . . . 1 ~
p2= |55 Ps= (0, 5). avec les poids d'intégration; = we = w3 = G est exacte pour les polyndbmes
d’ordre 2.

Exercice 58 (EEments finis)2) Corrigé en page 177
On noteC' le carrél0, 1] x [0, 1] de sommets
ar = (0,0), a2 =1(1,0), as=(1,1), a4 =(0,1).

On note
as = (1/2,0), ag=(1,1/2), a7y =(1/2,1), as=1(0,1/2), a9g=1(1/2,1/2)
et

> ={ai1<i<8}.

1. Montrer que pour toyt € P
4 8

Zp(ai) - QZP(%) +4p(ag) = 0.

i=1 i=5
2. En déduire une forme linéaitetelle que sip € P = {p € Q2,¢(p) = 0} etp(a;) = 0 pouri = 1,...8, alors
p = 0. 3. Calculer les fonctions de base de I'élément (i P, X), avect = {aq,...,as}.
Exercice 59 (EEments finisQ3)
SoitC = [-1,1] x [-1,1]. On noteay, . . ., ag les noeuds dé€’, définis par

a; = (—1, —1), as = (1, —1), as = (1, ].), a4 = (—]., 1),
as = (07 _1)7 ae = (150)7 ar = (Oa 1)7 ag = (_170)

On rappelle qu&)y = Vect{1,z,y,zy, 2 y?, 2%y, zy*, 2%y} et que dimQ2 = 9. On noteQ; I'espace de
polyndme engendreé par les fonctiofis z, v, xy, 22, y2, 22y, zy*}.
a) Construiry?),=1,... s C Q5 tel que

v;(ai) = di; Vi,j=1,...,8.

b) Montrer quex est@j;-unisolvant, ave® = {a1, ..., as}.

c) SoitS = [-1,1] x {1}, £s = ¥ N S, et soitP I'ensemble des restrictions & des fonctions de)s, i.e.
P ={f|s; f € Q5}. Montrer quexs estP-unisolvant. La propriété est elle vraie pour les autréses de” ?
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4.7 Corrigés des exercices

Exercice 48 page 161

1.Soitv € Hy, commeHy C C([0,1]), on av € L%(]0,1]). D’autre part, comme|x, € Py, on av|g,(z) =
a;r + f3;, aveca;, 3; € IR. Doncv admet une dérivée faible dand(]0, 1[), et Dv|x, = «; on a donc:

IDv||z2 < max |a;| < +oc.
i=1,...,N

De plusv(0) = v(1) = 0, doncv € HE(]0, 1]).
On en déduit quély C HL(]0, 1]).
2.0na:

xr—x; .
1-— Lsix e K;

piz) =49 142 ;sz siz e K;_4
Osiz €]0,1[ K; UK;_;

On en déduit que; |k, C Py pourtoutj =0,..., N

De plus, les fonctions; sont clairement continues. Pour montrer gqye= Hy, il reste a montrer que; (0) =
¢i(1) = 0. Ceci est immeédiat pour = 2,..., N — 1, car dans ce cag;|x, = ¢i|ky,., = 0. On vérifie alors
facilement ques; (0) =1 — 2 = 0 etpn (1) =0.

Pour montrer qué{N =Vect{¢1,...,on}, 1l suffit de montrer qud ¢4, ..., ¢n} est une famille libre dé7 .
En effet, S'Zal@ = 0, alors en partlcuherz:alqﬁl (zx) = 0, pourk = 1,... N, et donca; = 0 pour
=1 =1
k=1,... N.
N
3. Soitu = » _u;¢, solution de
j=1

a(u,(bl):T((bl) Vizl,...,N.

La famille (u;);—1,....~ €st donc solution du systeme linéaire

N
> Kijuj=G  i=1,...,N
OL‘J/CLJ’ = a((bj? ¢l) etg; = T(¢i). C&|CU|OI’]S’C¢J etg;;ona:

L i eler i
h xr Ti—1T4

K; /¢ x)dx; or ¢l(x) =

1 .
—E Slx E]xi,xiﬂ[,
0 ailleurs

On en déduit que :
! 1 2 .
]sz:/(¢/( )) deZhﬁ:Epourz:L...,N,

1 1 .
11+1 /¢ z+1 dl‘——hXﬁ:—E, pOUrZ:L...,N—l,

1
“1—/¢ ¢i1(z)dw = =3 pouri =2,..., N,

Kij = 0pour|i —j| > 1.
Calculons maintenarj; :

6.~ | " @) (@)da

i—1
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Tit1

Si f est constante, on a alogs = f/ o;(x)dx = hf. Si f n'est pas constante, on procede a une intégration
Ti—1

T;
numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule degéres pour le calcul des intégrales  f(z)¢; (z)dz
1

Ti_

Tit1
et/ f(x);(x)dxz. On obtient alors :

i

Le schéma obtenu est donc :
2u; — Ui—1 — uip1 = h? f(x;) i=1,...,N
Uug = un4+1 =0

C’est exactement le schéma différences finis avec un pastath.

Exercice 49 page 162
1. Soit (z;);=1,...,n+1 uUne discrétisation de lintervall@, 1], avecO = =g < 1 < - x; < Tip1 < Ty <
xny1 =1.Pouri=1,...,N,on posehH% = x;41 — x;. L'équation (4.26) au point; s'écrit :

—u"(2;) + u(z;) = f(x)
On écrit les développements de Taylorde ;1) etu(z;—1) :
1
6

1 1
u(ri_1) = u(x;) — hiféu’(xi) + §hf_%u”(a:¢) — Ehf_%u'”(ﬂi), avech; € [ri—1, ],

En multipliant la premiere égalité pag,%, la deuxieme pahH% et en additionnant :

1 .
w(wipr) = w(@:) + hyy g (2:) + §hf+%u”(xi) + hir%um(@), avec; € [z;, xit1],

2
" _ ) ) )
wile) = hipihi_s(hips +hi_1) [hi*%“(x”l)*hwéu(x%l)+(’%‘+% +hi7%)“(%)}
2 2
1 hiJr% " 1 hi*% "
6hi+%+hi7%u (§)+6hl+%+hliéu ( )

1
2

o 9 Ly , L - -
En posanty; = PR T D) on déduit donc I'approximation aux difféerences finiesvante pour tous
2 2 2

. 2
les noeuds internes :

Vi [hi—%uﬂrl +hipiuion + (hips + hi—%)ui} +u; = f(x;), i=1,...,N.
La condition de Fourier en 0 se discrétise par

U — Ug

—un =0
hl Uuo )
2
et la condition de Neumann en 1 par :
UN+1 — UN
Ty ¢
N+3
On obtient ainsi un systeme linéaire carré d’orde- 1.
2. On prend maintenant une discrétisation volumes finisumiforme ; on se donn& € IN* ethy, ..., hy > 0t.q.
Zf;l hi =1.0nposery = 0,2, 1 =x; 1+hgpouri=1,...,N (desorteque 1 =1),h;; 1 = %

pouri =1,...,N —1,etf; = & ["*} f(z)dz, pouri=1,...,N.

ey
En intégrant la premiéere équation de (4.26), et en apyaatles fIUXu’(xH%) par le flux numériqueFH%, on
obtient le schéma suivant :

FiJr% —Fl,%—i-hzuz:hzf“ iE{l,...,N}, (432)
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ou (ﬂ%)ie{ow]\,} donné en fonction des inconnues discrétes. . . , uy ) par les expressions suivantes, tenant
compte des conditions aux limites :

Foa = -2 70 e N—1}, (4.33)
2 hiJrl
Uy — U
Fy o= - 13 %, (4.34)
Fi—up = 0 (4.35)
FN—Q—% = —L (4.36)

Notons queu peut étre éliminé des équations (4.34) et(4.35). Oreabainsi un systeme linéaire dé équations
a N inconnues :

L thuy = i, (4.37)
hg 1-%
Yt 70 Ui Z Wil howy = hafs, i€ {2,..., N —1}, (4.38)
hz‘+% hifé
-1+ UN —UN-—1 + hyuy = thN, (4.39)
hN,l

3. Comme pour les difféerences finies, on se dofnig;—1,... n+1 une discrétisation de l'intervall@, 1], avec
0 =20 <21 < -2y <wigy1 < zy < zyy1 = L. Pouri = 1,...,N,o0on posehiJr% = x;41 — x; et
K1 = [, zit1], pouri = 0,..., N. On définit I'espace d’approximatiofy = {v € C([0,1],IR) t.g.

v|K+ , € P,i=0,...,N},ouP, désigne 'ensemble des polyndmes de degré inférieégaba 1. Remarquons
it3

que lonabienHy C H.

Pouri =1,..., N, on pose:

1 .
oi(x) = 7. (@ —wiq)size K 1,

1 : 4.40
pi(z) = EH%(%H —z)siz € K¢+%, ( )
¢;(x) = 0 sinon,

et on pose également
1 .
== — K
Pn+1() hN+%(x zn)Siz € N+1> (4.41)
¢N+1(z) = 0 sinon,
1 .
= - K
oo(x) h%(xl x)Six € 15 (4.42)
¢o(z) = 0 sinon,
On vérifie facilement que; € Hy pourtoutd = 1,..., N + 1 etqueHy = Vect{¢o,...,Pn+1}-
La formulation éléments finis s'écrit alors :
(N)
u™ & H, (4.43)

a(u™) v) = T(v),Yv € Hy,
Pour construire le systeme linéaire a résoudre, ondoseacessivement = ¢;, 7 = 0,..., N + 1 dans (4.43).
N+1
Soitu™ = 3" u;¢, solution de
§=0

a(u™ ¢)) =T(¢;)  Vi=0,...,N+1.

La famille (u;);j—o,... n+1 €St donc solution du systeme linéaire

N
Z’Cmuj:gi i=0,...,N+1,
7=0
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1 1
ou ’Cl"j = CL(QSJ‘, ¢z) et Ql = T(¢z) CalculonsICm» etgi yona :’Cl‘j = / QS; (!E)¢;($)d$ +/ ¢j (!E)Q%(:E)dx
0 0
Or

Six G]xi,lxi[

i— i
) = i
¢Z(x) - — Six E]]}z‘, J,‘H_l[
it3
0 ailleurs.
Doncsil<i=j< N,ona
1 1
1 1 hifl hi 1
Kio= [ G+ [ (6i@)de = o e by
0 0 hi_1 hja 3 3
1—3 z+2
Sii=j=N+1,alors
1 1 Dt
1 N+3
Kn+1.n+1 :/ (QS/NH("E))de‘F/ (o1 (2))de = h 3
0 0 N+3
Sii=j=0,alors
ST ! 2 , 1
Koo = [ @h(@)?do+ [ (Go(w)Pde+ =5+ - +1.
0 0 1 3
Si0<i<Netj=i+1,0na:
1 1
1 hivr higt 1 hiv1
Kiit1 = / O () pigr () da +/ $i(@) b1 (2)da = Ry X g+ o 2 = 2
0 0 2 h+1 2 3 hl+l 6
it+3 3
La matrice étant symétrique,3i<i < N +letj=i—1,0na:
K K L e
ii—1 = Ni—1,; = _hi_l + 6
v2
Calculons maintenart;.
Tit1
6= [ r@iarts + 6,0).
.’L‘,;—l
. it 1
Si f est constante, on a alogs = f ¢i(x)dr + ¢i(1) = 5(}”‘% +hi)f +¢i(1).
Ti—1

Si f n’est pas constante, on procéde a une intégration riqoe&rOn peut, par exemple, utiliser la formule des

T

Tit1
trapezes pour le calcul des intégrales  f(x)¢;(x)dx et/ f(x)¢;(x)dx. On obtient alors :

1
gi = §(hi7% + hiyp 1) f(@i) + di(1).
Le schéma obtenu est donc :
! Mgy Peg Py Py
(% + 7 Tt 3t 3 Jui + (5% — ) ui—1 + (—5 —ﬁ)uiﬂ
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Correction de I'exercice 53 page 166

1. On noter, y les deux variables d& 2. L'espace; estI'ensemble des polyndmes de la foramebz + cy+dzy
aveca, b, c,d € IR. On a donc din); = 4 = CardX; = CardX, pour montrer quée;, >1, Q1) est un élément
fini de Lagrange, il suffit de montrer quyfec @ et f|x, = 0 implique f = 0. Soientdona, b, ¢, d, € IR. On pose
flz,y) = a+ bz + cy + dxy pour(z,y) € e; et on suppose qufly, = 0, c'estadire:f(—1,1) =0, f(0,1) =
0,f(1,0)=0etf(—1,0) =0.Onadonc:

a—b+c—d=0

a+c=0
a+b=0
a—b=0

Les deux dernieres équations donnent que b = 0, la troisieme donne alors que= 0, et la premiére donne
enfin qued = 0. On adonc montré qug = 0. On en déduit quéeq, 1, Q1) estun élément fini de Lagrange. Pour
montrer qu€es, 2o, Q1) est un élément fini de Lagrange, on procede de la ménoa fagoienta, b, ¢, d € R et
flx,y) = a+ bx + cy + day pour (z,y) € es. On suppose qué|s, = 0, c'esta dire :f(0,1) = 0, f(2,1) =
0,f(2,0)=0etf(1,0) =0.0nadonc:

a+c=0
a+2b+c+2d=0
a+2b=0
a+b=0

Les deux derniéres équations donneet b = 0, la premiéere donne alors= 0 et, finalement, la quatrieme donne
d = 0. On a donc montré qug = 0. On en déduit quées, X2, Q1) est un élément fini de Lagrange.

I.2. L'espace (de dimension finie) associé a cette disaiton est engendré par les six fonctions de base glshale
On va montrer que la fonction de base associ@é a(par exemple) n'est pas dais! (). On noteg; cette
fonction de base. On doit avaif ., € Q1, ¢1je, € Q1 €t P1(My) = 1, ¢1(M;) = 0sii # 1. On en déduit que
¢1 = 0sure; etoy(z,y) = —zy si(z,y) € e;. On abienp; € L?(Q) mais on va montrer maintenant ggen’a
pas de dérivée faible daig () (et donc quep; ¢ H'(Q2)). On va s’intéresser a la dérivée faible par rappart a
(mais on pourrait faire un raisonnement similaire pourdeiEe faible par rapport#. On suppose qu@; a une
dérivée faible par rapportadansL?(€2) (et on va montrer que ceci méne a une contradiction). Ssgysodonc
qu’il existe une fonction) € L2?(Q) telle que

2 1 8()0 2 1
= - = (92). .
1= [ [ oen sty = [ [ i@ u)e. gy, pourtouty € Cx(@). (449

Soity € C° (), commegp; est nulle sue,, onal = / / ¢1(x,y)%(a:, y)dxdy et donc:

- /01 </11y(—xy)%(x,y)dx> dy.

Par integration par parties, en tenant compte du faitgast a support compact sfit on obtient :

I = /01 [/“/ y (@, y)de — (1 —y)yp(l — y,y)] dy

—1

1 2 1
=/ / yle, (z,y)p(z, y)dz —/ (1 —=y)ye(l —y,y)dy.
0 —1 0
En posant(z,y) = —(x,y) + yle, (2,y) , on ay € L2(Q) et :

1 2 1
/0 (1—y)y¢(1—y7y)dy=[l/0 Y(z,y)p(z,y)dzdy. (4.45)
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Pour aboutir & une contradiction, on va montrer que (4.46feisse pour certainsc CS°(€2). On remarque tout
d’abord qu'il existep € C°(Q) t.q.

1
/0 (1= ) (y)e(1 — y.y)dy > 0.

(Il suffitde choisirp € C°(2)t.q. ¢ < 0etp(l—y,y) > 0poury = % par exemple.) On se donne maintenant
une fonctionp € C°(IR) t.q. ¢(0) = 1 etp = 0 sur[—1, 1]¢ et on écrit (4.45) aveg,, au lieu deyp, ou ¢,, est
définie par :

en(@,y) = ¢(@,y)p(n(z +y — 1))
(noter que I'on a bierp,, € C°(Q) carp € C*(IR) ety € C°(€2)) On a donc

/01(1 —y)yen(l =y, y)dy = /_21 /01 Oz, y)pn(z,y) dedy.

Le terme de gauche de cette égalité est indépendanetlaon nul carp,, (1 — y,y) = ¢(1 — y, y) pour toutn et
touty € [0, 1]. Le terme de droite tend vers 0 quamd- oo par convergence dominée car

Vo — 0 p.p., elhion| < [lplllP] o] € L(Q).

Ceci donne la contradiction désirée et donc gueZ H'(Q2). L'hypothése non vérifiee (pour avoir la cohérence
globale) est I'hnypothése (4.7). En pos&ht é; N ey, ona

NS =%NS = {My, Ms},

etona, bien sl |s = ¢1|s mais on remarque qué Ms, M5}, Q1]s) n'est pas unisolvant car CadViz, Ms}) =
2 etdim(@1]s) = 3.

[I.1. Les quatre fonctions de base @eX, P) sont :
1
di(z.y) = @+ 1)y +1)
1
da(a,y) = =7+ Dy —1)

bs(ay) = 3 (e = Dy + 1)

baly) = 7o = 1)y~ 1)

1.2.

Constructionde F;  Pour(z,y) € e, on pose
Fl(xa y) = M1¢3($, y) + M2¢1(x,y) + M5(]52(£C,y) + M4(]54("E, y)7

ce qui donne

1) = (1) 0-a0+n+ (J) arousn+ (o) araa-n+ () a-aa-y

et donc

SRy, y) = <—1 +2?f;;//)_ xy> .

Poury € [—1, 1] fixé, la premiere composante d@&(x, y) est linéaire par rapportéet F (-, y) est une bijection
de[-1,1] x {y} dans[—1, :5¥] x {%y}. On en déduit qué est une bijection de danse;.
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Constructionde F»  Pour(z,y) € e, on pose
FQ(xa y) = M2¢3({I?, y) + M3¢1(x,y) + M6¢2(x7y) + M5(b4({17, y)7

ce qui donne
1r) = (§) =0+ + () 0raa+n+ (§) aran-n+ (g)a-aa-y

5+3z—y+ay
242y

par rapport & et F»(., y) est une bijection de-1, 1] x {y} dans[lgy ,2] x {“2’3’} On en déduit quéy est une

bijection dee danses. Les fonctionsF; et F»> ne sont pas affines.

etdonc 4F;(z,y) = ( ) Poury € [—1, 1] fixé, la premiére composante @ig(z, y) est linéaire

[1.3. Les élementsge;, 31, P., ) et(es, 2o, P.,) sontles éléments finis de Lagrange construits a partietésnent
fini de Lagrangée, X, P) et des bijectiond” et F; (dee danse; et dee danses), voir la proposition 4.10 page
141. Pour montrer que I'espace vectoriel construit aeecy;, P.,) et (e2, Xo, P.,) est inclus dangi!(9), il
suffit de vérifier la propriété de “cohérence globalehdée dans la proposition 4.11 page 142. On pose

S=é Nesy :{(]},y)EQ,]}—i—y:l}
={(1-y,9),y€[0,1]}

On remarque tout d'abord qi&, NS = X3 NS = {Ms, M5}. On détermine maintenat., |, et P, s. Soit
f € P.,.Soit(z,y) € S (cestadirey € [0,1] etz +y = 1)onaf(z,y) = fo Fi(1,2y —1). (On a
utilisé ici le fait queFy ({1} x [-1,1]) = 5). DoncFP,, |, est 'ensemble des fonctions dedanslR de la forme :
(z,y) — g(1,2y — 1), 00¢g € @4, c'est a dire 'ensemble des fonctions flelansiR de la forme :

(r,y) = a+B+v2y—1)+0d(2y — 1),

aveca, (3, v, eté € IR. On en déduit qué’., |s est 'ensemble des fonctions dedanslR de la forme(z, y) —

a + by aveca,b € R. Onadond’., |s = P.,|s. Ceci donne la condition (4.6) page 142. Enfin, la conditi)
est bien vérifiée, c’est a ding:,, P., |s) est unisolvant, car un élément d, |s est bien déterminé de maniere
unique par ses valeurs éo, 1) et(1,0).

Correction de I'exercice 54 page 166(Ements affine-equivalents)
Si les fonctions de base d&’, 3, P) sont affines, alors I'espade est constitué des fonctions affines, on peut donc
écrire. B o
P={f:K—>R,T=(Z1,T2) — f(T) =a1T1 + azT2 + b}.
Comme(K, %, P) et((K, X, P) sont affines équivalents, on a par définition :
P={f:K—R;f=foF' feP}
ol F est une fonction affine d& dansk la fonction F~! est donc aussi affine et s’écrit donc sous la forme :
F~lz) = F~ Y ((x1,22)) = (a1z1 + enwz + +7, izn + Pag + )
Doncsif = fo F~' € P,ona
fl@) = foF !((z1,22))

= flloa@1 + aawa + 7, Bra1 + Bowz + 0)]

= Aix1 + Asxa + B
oUA;, A; et B € IR% On en déduit qug est bien affine. Lespack est donc constitué de fonctions affines. Pour
montrer que les fonctions de base locales sont affinesfil dafmontrer que I'espack est constitué de toutes les

fonctions affines. En effet, i est affine, i.ef(v1,72) = A121 + A2x2 + B, avecA;, Az, B € IR?, on montre
facilement quef : f o F' € P, ce qui montre qug € P.
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Exercice 56 page 166

La formulation faible du probleme s’écrit :

/ Vu(z)Vo(z)dx :/ f(z)v(z)dz,Yv € HJ(Q)
D D
u e HHQ)

On notel = {(k,¢),1 < k < M,1 < ¢ < N} noter que Card = M N). L'espace vectoriel de dimension
finie dans lequel on cherche la solution approchée (ersamtiles €léments finis suggérés par 'énoncé) est don
H = Vect{¢;,i € I}, 0U¢; est la fonction de base globale associée au noeQdtte solution approchée s’écrit
U= Z uj¢; ou la famille{u;, j € I} est solution du systeme linéaire :

jer

> ajuj =b;,Viel (4.46)
jeI
avech; = / f(z,y)¢i(x, y)dedy, pour touti € I eta;; = / Voi(z,y)V;(z,y)dxdy, pourtouti.j € I.

D D
La matrice de ce systeme linéaire est donc donnée patdel ¢k a;; pours, j € I et un ordre de numérotation
des inconnues, plus précisément, soit/ — {1,..., M N} bijective. On note) la fonction réciproque de. Le
systeme (4.46) peut alors s’écrire ;

MN
Z A qp(n)Ugp(n) = b, Viel
n=1
ou encore :
MN
D Aptm)pm) sy = bym), Ym € {1,..., MN},
n=1
{uj,j € I} est donc solution de (4.46) si et seulement.gi,) = A, pour toutn € {1,...,MN} ou\ =
(A1, ..., A\un) € RMY est solution du systeme linéaire :
AN=C
avecC = (C1,...,Cun), Cp = by pour toutm € {1,...,MN} et A = (Apm.)MN_, ¢ RMY avec
P (m) N )m,n=1
Amn = y(m),p(n) POUr toutm,n € {1,..., MN}. Il reste donc a calculer;; pouri,j € I. Un examen de

support des fonctions; et ¢; et le fait que le maillage soit a pas constant nous montreatsguls 4 nombres
differents peuvent apparaitrent dans la matrice :

1. i =j.On pose alorg;; = a.

2. 1= (k,0),j=(k=£1,¢).Onpose alorg,;; = 3.

3. i=(k,0),j = (k,££1). Onpose alorg;; = .

4. i=(k,0),j=(k+1,+1)ou(k—1,{—1).0npose alorg;; = 4.
En dehors des quatre cas décrits ci-dessus, on a néeessalt,;; = 0 (car les supports dg; et¢; sont disjoints).
Calculons maintenant, 3, v etd.

Calculde 5 On prendicii = (k,¢) etj = (k+ 1,¢) On calcule tout d’abord| V¢; — Vo,dx avecT? =
TO
T,&rl JIEe Un argument d’invariance par translation permet de sugpmser;, = y, = 0. On a alors
20 2
Az —x Ay —y Az
pi(z,y) = Ar et¢j(x7y)TAya

de sorte que
1 2

On adonc

1 >2AxAy: Ay

Vi~ Vojde == <A_x 2 2Az

T0
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Un calcul similaire donne l'intégrale dé¢; - V¢, sur le deuxieme triangle commun aux supportgdet ¢;. Sur
ce deuxiéme triangle, formé par les poitts/), k + 1,¢) et(k,¢ — 1) , notéT?, on a

o Z‘Ay—yA],‘ ‘ —i
(bl(xay) _1 AZ‘ Ay et(b](x’y)_ AZ‘7
de sorte que
Voi(r,y) Ve (z,y) = — iQet/ Vos(e.y) - Vo (y) dudy — — (L) ATAY _ Ay
i (T, Y i\Z,Y) = N o i(T,y i (z,y) dedy = Az 5 = —oAs
On a dongc, finalement, A
5:/ Voi(z,y) - Vi(x,y) dxdy:—A—y-
D X

Calculde~ Le calcul dey est le méme que celui deen changeant les roles der et Ay, on obtient donc

Calculdes Onprendici = (k,¢)etj = (k+1,¢+1).Onadonc, en notafit® = T,SJF% o+ etT! = T,j+% e

5= / Voi(a,y) - Vb;(a,y) dady + / Vi(a,y) - Voby(a,y) dady.
T0 T1
Ay—y

Ay
sorte que| V¢i(z,y) - Vo,(z,y) dedy = 0 (carVe,; - Vo, = 0). En changeant les roles desty, on a aussi
Tl

On peut supposer (par translation) gtie= 0 = y,. Sur7y , on a alorsp; (z, y) = eto,(x,y) = & de

Voi(z,y) - Vo;(z,y) dedy = 0. Onadond = 0.
TO

Calculdea Onprendicii = j = (k, ¢). On peut toujours supposer qug = y, = 0. En reprenant les notations
précédentes, on a, par raison de symétrie :

a=/wi—v¢idx:2/ |V¢i|2<x,y>dxdy+2/ |V¢i|2<x,y>dxdy+2/ Vi2 (2, y) dady.
D T0 T T2

SurT®, on ag;(x,y) = AZ_ * etdonc
X
1\? AzAy 1 Ay
. 2 — - - Y — _ <
[ Vo Pam doty = (5 ) S5 =5 3
Ay —
SurTy, on agy (z,y) = yA Y et donc

/ V3| (2, y) dedy =
T2

On en déduit
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Exercice 57 page 167

1. Soit K le triangle de référence, de sommets (0,0), (1,0) et (@Qh)veut montrer que $i est un polyndme de

degré 1, alors
//p(x,y) dwdy:// dzdyp(zc, yc) (4.47)
K K

ol (z¢,yc) est le centre de gravitée d€. CommekK est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), arza=
ye = +. Pour montrer (4.47), on va le montrer poue 1, pourp(z,y) = = et pourp(z,y) = y. Ona

1 1—z 1
// dxdy:/ / dydr = —.
K 0o Jo 2
On a donc bien (4.47)gi= 1. Et

1 1—x 1 1
//xdxdy:/x/ dydmz/(x—xQ)dx:—
K o Jo 0 6

Orsip(x,y) = x, on ap(zg, yg) = % et donc on a encore bien (4.47). Le calcul [d¢,. y dzdy est identique;
on a donc bien montré que I'intégration numérique a untxae Gauss est exacte pour les polyndémes d’ordre 1.
2. On veut montrer que pour tout polyndmede degré 2, on a:

//Kp(x,y)dxdy = L(p), ol on a posé.(p) = é (p <; O) +p (; ;) +p <O, %)) (4.48)

On va démontrer que (4.48) est vérifié pour tous les m@®de .. Sip = 1, on aL(p) = 3, et (4.48) est bien
vérifiee. Sip(z,y) = x, onaL(p) = §, eton avu ala question 1 qye[, zdzdy = . On a donc bien (4.48).

Par symétrie, sb(x,y) = y vérifie aussi (4.48). Calculons maintendnt= [ [, aydzdy = fo —

o ydydzx.
On a donc . ) .
1-— 1 . 1
I:/O ><( 2x) dx:§/0(x—2x2+a:3)dx:ﬂ,

etsip(x,y) = xy, on a bien L(p ) % x 1. Donc (4.48) est bien vérifiée. Il reste a vérifier que 8 dst vérifiee
pourp(x,y) = x* (OUp(x y) = 32, par symetrle) Oor) = [ [ #*dady = fo x? 1_’” dydr = fol(a:2 — 23)dz.

)
DoncJ = £ — 1 = L Etpourp(z,y) =22, onabienL(p) =% (3 + 1) = 2

12°

Exercice 58 page 167

I. Commep € P, p est de la forme p(z,y) = a + bz + cy + dzy + az? + By?, on a par développement de
Taylor (exact cap”’ = 0) :

2p(a9) - p(aﬁ) _p(GS) = p.’r.’r(a.()) =«

2p(ag) — plas) — plaz) = pyy(as) = B
d’ou on déduit que

4p(ag) — Y plai) = o+ B. (4.49)
De méme,ona:

2p(as) — pla1) — plaz) =

2p(az) — plas) — plas) = a

2p(ag) — plaz) —plas) =

2p(as) — plar) — p(as) = B.

8
ZP(CM) - Zp(ai) =a+p (4.50)
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De (4.49) et (4.50), on déduit que :

4 8

ZP(%‘) - QZP(%) +4p(ag) = 0.

i=1 =5

2. La question précédente nous suggere de choisip, — IR définie par

4 8
é(p) =Y _pla;) =2 plai) + 4p(ag).
i=1 =5
Soitp € P tel quep(a;) = 0, i = 1,...,8. Commep € @2, p est une combinaison linéaire des fonctions
de basep, ..., @9, associées aux noeuds, ..., ag, et commep(a;) = 0, i« = 1,...,8, on en déduit que

p = apg, a € IR. Onadones(p) = ad(pg) = 4a = 0, ce qui entrainer = 0. On a don@ = 0.

3. Calculons les fonctions de bagg, .. ., ¢§ associées aux noeuds, ..., ag qui définissent:. On veut que
or € Petyl(a;) =d;pouri,j =1,...,8. Orpg(a;) =0 Vi=1,...,8, etd(pg) = 4. Remarquons alors
que pouri =1,ad4ona

. 1
plpi) =1, etdonc sip] = i — 7 s,
on ap(pf) = 0 etyl(a;) = d;; pourj = 1,...,8. De méme, poui = 5a 8, on ap(yp;) = —2, et donc si
©F = i + 5o, On ap(p; = 0 ety;(a;) = bij, pourj = 1,...,8. On a ainsi trouvé les fonctions de base de

I'element fini (C, P, ). Notons que cet éléement fini n'est autre que I'éleémerit(ii @5, ) vu en cours (voir
paragraphe 4.2.3 page 147 et que Ket P = Q3.
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Chapitre 5

Problemes hyperboliques

5.1 Uneéquation de transport

L'exemple type d’équation hyperbolique est I'equatiam tiansport. Supposons par exemple, qu'on connaisse
'emplacement d’'une nappe de pétrole due au dégazemempestif d'un supertanker au large des cotes, et
gu’on cherche & prévoir son déplacement dans les hawesir, par exemple pour la mise en oeuvre efficace de
barrages. On suppose conmulR? x IR — IR?, le champ des vecteurs vitesse des courants marins, gendép
de la variable d’espace et du tempg ; ce champ de vecteurs est donné par exemple par la table alégm
(des exemples de telles cartes de courants sont donnéeguea 5.1). At = 0, on connalifpy(z) : la densité

N e e e e T T 4 heures aprés la PM de 5t malo

T —— s e —— (e N XN 2
; G o R N R
W -y - $ NS ;’S@ ~

275

bt (B B . S S
Plateau E -

\-eﬁ!’\;;&‘\.“&'
des Minguiers

e T TR e e T

ey

kg

Wig 105 14
SN S - m.
Granville

~ﬁ.¢-—4—.o—--—.n...._—

Extrait du document SHOM
“Courants de marée, de Cherbourg a Paimpol, 1998"

FiG. 5.1 — Exemples de cartes de courants marins au largeétesale Bretagne (source : SHOM)

d’hydrocarbure initiale, et on cherche a calcylér, t) = densité de d’hydrocarbure au poinet au tempsg. On
écrit alors I'equation de conservation de la masse :

pt + div(pv) = 0, (5.1)
1 ze€A,
po(x) = 0 ze A (5.2)

ou A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dansake diun déplacement maritime, le vecteur
R? x R, — IR?, n'est évidemment pas constant (la marée n’est pas laend@Brest qu’a Saint Malo). De plus
le déplacement de la nappe dépend également du ventffgctieadonc le vecteus. On supposera pourtant ici,
pour simplifier 'exposé, que soit constant en espace et en temps. Alors le probleme-(§12) admet comme
solution :
p(xvt) = p()({E - Ut)v (5.3)
qui exprime le transport de la nappe a la distamogu point de départ dans la directiondeau temps. En fait, il
est clair que (5.3) n’est pas une solution “classique” dequep n’est pas continue, et que ces dérivées en temps
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ne sont donc pas définies au sens habituel. Nous verrona gaité comment on peut donner une formulation
correcte des solutions de (5.1) - (5.2). Notons que leeByst d’'équations hyperboliques sont trés importants
en mécanique des fluides; les équations d’Euler, par ebeepopt utiliseées pour modéliser 'écoulement de I'air
autour d’'une aile d’avion. Dans le cadre de ce cours, naetsidiérons que le cas des équations scalaires. Par souci
de simplicité, nous n'aborderons dans le cadre de ce cagdeg problémes posés en une dimension d’espace,
tout d’abord dans le cas relativement simple d’une équdin@aire (section 5.2 page 180, puis dans le cas d’'une
équation non linéaire (section 5.4 page 186. Par souclatéecles schémas numériques seront introduits pour
I'équation linéaireu; + u, = 0 (section 5.3 page 183). On donnera ensuite quelques ssh@males équations
hyperboliques non linéaires (section 5.5 page 194).

5.2 Equation linéaire, cas 1D

Commencons par étudier le cas d’une équation hypeneligéaire :

ur+cu, =0,z €IR,t>0,
(5.4)

u(z,0) = up(z), = €lR.
ou la vitesse de transpatte IR et la condition initialeug : IR — IR sont données. Le probleme (5.4) s’appelle

“probleme de Cauchy”. On cherche IR x IRy — IR, solution de ce probleme. Nous commencgons par une étude
succinte du probleme continu, pour lequel on peut troumersolution exacte explicite.

Solution classique et solution faible

Définition 5.1 (Solution classique)On dit qu’une fonction: : IR x IRy — IR est solution classique du prabhe
(5.4)siu € C*(IR x R4, R) etu verifie (5.4).

Une condition nécessaire pour avoir une solution classégt queiy € C*(IR).
Théoreme 5.2Siug € CY(IR), alors il existe une unique solution classique du pémbé(5.4), qui sécrit
u(x,t) = up(z — ct).

Démonstration : Pour montrer I'existence de la solution, il suffit de remanqguev définie par (5.1) est de
classeC!, et queu; + cu, = 0 en tout point. Pour montrer l'unicité de la solution, on m&rdéduire la notion de
caractéristique, qui est d'ailleurs aussi fort utile densadre de la résolution numérique. Sogolution classique
de (5.4). On appelle droite caractéristique de (5.4) isue, la droite d’équation:(t) = ct + xo, qui est illustrée
sur la figure 5.2. Montrons quesiest solution de (5.4), alotsest constante sur la droif,,, pour toutz, € IR.

Soitzy € R, ety,, la fonction delR ;. dansIR définie parp,, (t) = u(xo + ct,t). Dérivonsy,,, par rapport au

t t

r=x9+ct T =x0 +ct

o Zo

c>0 c<O0

FiG. 5.2 — Droites caractéristiques, cas linéaire

temps :
90;0 (t) = cuz(xo+ct,t) +u(xo + ct,t)

= (ug + cuy)(wo + ct,t) = 0,
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caru est solution de (5.4). On en déduit que

Vo () = a0 (0) = up(xp), Vt € Ry.

On a donau(zg + ct,t) = up(xo), Vro € IR, doncu est constante sur la droite caractéristiug, et en posant
r=x9+ct:
u(x,t) = up(z — ct),

ce qui prouve I'existence et l'unicité de (5.4). (]
Remarque 5.3 (Terme source)Le mockle physique peut amenaruneéquation avec terme source au second
membref € C(IR x R4, R) :

(5.5)

up + cuy = f(x,t),
u(z,0) = uo(x),

etug € C(IR). Ceci peut moéliser un &égazage sur un temps plus long, comme dans le cas du Prestitgss
cdtes de Galice en 2003 par exemple. Pour montrer 'ué@idi¢ la solution d€5.5), on suppose que est solution
classique et on poseg,, (t) = u(zo + ct, t). Par un calcul identique au @cédent, on a

Py (1) = f(w0 + ct,1).

DoNncC g, (t) = @a, (0) + fot f(zo + cs, s)ds On en eduit que :

t
u(zo + ct, t) = pg,(0) + / fxo + cs, s)ds.
0

on pose alors x = xg + ct, et on obtient :

u(z,t) = up(z — ct) + /0 flz—c(t—s),s)ds,

ce qui prouve I'unicié. On obtient alors I'existence en remarquant que la fomctitr, t) ainsi cefinie est effecti-
vement solution dé5.5), car elle est de classg’ et elle \erifie u; + cu, = f.

Dans ce qui préceéde, on a fortement utilisé le fait gyestC'. Ce n’est largement pas toujours le cas dans la
réalité. Que faire si, par exemple, € L>*(IR) ?

Définition 5.4 (Solution faible) On dit queu est solution faible dé5.4)siu € L>*(IR x IR, IR) etu vérifie :

/ / [u(z, )i (x, t) + culx, t)py (2, t)] dtde +/ ug(2)p(x,0)dr =0, Vo € CH(IR x R4, R). (5.6)
R JRy R

Notons que dans la définition ci-dessus, on fte = [0, +oo[, et C}(IR x R) 'ensemble des restrictions &
R x IR, des fonction€! (IR x TR). On insiste sur le fait qu’'on peut donc avgifz, 0) # 0. Voyons maintenant
les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.5 Si u est solution classique d&.4) alors u est solution faible. Bciproquement, sii € C'(IR
x]0, +o00[) N C(IR x [0, +o0[) est solution classique d&.17)alors u est solution forte dé5.4).

La démonstration de cette proposition est effectuée tlanadre plus génefal des équations hyperboliques non
linéaires (voir Proposition 5.20). Notons que si on prend C (IR x]0, +oco[,IR) au lieu dep € C(IR x
[0, +00[,IR) dans (5.6), on obtient :

Up + cuy = 0,

mais on ne récupeére pas la condition initiale. Il est doseeatiel de prendre des fonctions test dap§IR. x
[0,4+00[, R).

Théoreme 5.6 (Existence et unicé de la solution faible) Siug € LS. (IR), il existe une unique foncticnsolu-
tion faible de(5.4).
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Démonstration : On va montrer quew(x,t) = uo(xz — ct) est solution faible. Comme, € LiS.(IR), on a
u e L®(IR x IRy). Soity € C}HIR x IR, IR), on veut montrer que :

//IRX1R+ U(ar,t)sot(ﬂf,t)darsdtJr//]RX]R+ cu(x,t)QOm(x,t)da:dt—i—/}RUO(x)ga(a:,O)dx:0,

Posons
A:// u(a:,t)gat(a:,t)dxdt+// cu(x, t)p, (x, t)dzdt.
R xR RXIR 4

Siu(z,t) = ug(x — ct), onadonc :
A= // [uo(z — ct)pi(x,t) + cug(z — ct)py(x, t)] dedt.
RXR+
En appliquant le changement de variable = — ct et en utilisant le theoreéme de Fubini, on obtient :

A= /IR uo(y) /]R+ [oe(y + ct, t) + cpu(y + ct, t)] didy.

Posons alors
Yy (t) = @(y + ct,t).

A= [ () [ viio) d

et commey est a support compact sjir, +oof,

A= /R wo ()b, (0)dy,

Onadonc:

donc finalement :
A= —/}Ruo(y)w(y,o)dy-

On a ainsi demontré que la fonctiardéfinie paru(x,t) = ug(z — ct) est solution faible de I'equation (5.4). On
a donc existence d’une solution faible. Montrons maintégae celle-ci est unique. Soieatet v deux solutions
faibles de (5.4). On pose = u — v et on va montrer ques = 0. Par définitiony satisfait :

// w(z, t) (@ (2, 1) + cpr(2,t))dedt =0, Vo € CHIR x R, R) (5.7)
R xR

Par le lemme 5.7 donné ci-dessous, pour toute fongtienC'>° (IR x IR ) il existep € C} (R x R4, R), telle
quey; + cp,, = f, etonadonc par (5.7) :

// w(z, ) f(z, )dzdt = 0, Yf € Co(R x R%,R)
R xR 4
Ceci entraine ques = 0 p.p.. L]

Lemme 5.7 (Resultat d’existence) Soit f € C.(IR x IR’ ,IR), alors il existe
¢ € CHIR x R4, R) telle quep; + cp, = f
Démonstration : Soit f € C.(IR x R’ ,IR), etT > O tel quef(z,t) = 0sit > T. On considere le probleme :

ot +cpr = f
fentssln oo

On vérifie facilement que le probléme (5.8) admet une soiutlassique
T
plat) =~ [ fla=cls—),5)ds
t
En effet, avec ce choix dg, on a effectivement

e CHIR xRy, R) ety; + cp, = f.

De plus, commg est a support compact,est a support compact. m
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Remarque 5.8 (Sur les proprétés de la solution) Remarquons que la solution faible & 4) pos®de les pro-
priétes suivantes :

1. Siug > 0 p.p. alorsu > 0 p.p.,

2. lu(, O)|[Lrr) = uo(@)||Lrary VP p € [1,+00].
Lors de I'€laboration de scdmas nur@riques pour la recherche d’'une approximation, on s’aterela Vérifier
gue ces propBtées sont encore satisfaites par la solution appéeeh

5.3 Sclemas nuneriques pour u; + 1, = 0
On considére ici le probleme de transport linéaire :

{ ut+u.’L‘:O7

(5.9)
u(z,0) = uo(z), up € L*(IR).

On sait que la solution de ce probléme s’écrit :

u(x,t) = up(z — ct).

On rappelle que est une solution classiquesic C*(IR), et queu est une solution faible iy € L>(IR). On va
chercher a retrouver cette solution par une approximationérique. Notons que dans le cas linéaire, I'utiligatio
d’un schéma numeérique, n’est é&videmment pas utile, mais commencgons par ce cas par souci pédagogique.

5.3.1 Sclema explicite differences finies centees

On effectue une discrétisation espace temps en se donngdsude discrétisation en espdcest en posant :
x; = th, Vi € Z; de méme on se donne un pas de discrétisation en tépgtson pose,, = nk, Vn € IN.
Ecrivons le schéma d’Euler explicite pour I'approximatide «; et un schéma centré pour I'approximation de

) t - Ly t ] B t - i—15 t .
u. On approchey, (z;, t,,) paru(xl ni) = (i, tn) etuy (x5, tn) paru(%“rl n)%u(xz tn) | o schema
centré s’écrit donc, en fonction des inconnues dissrete
u?H —ul . U g — U _o
k 2h ’ (5.10)

ud = ug(x;).

(ot on a supposé, € C(IR)) Ce schéma est inconditionnellement instaleleil faut donc éviter de I'utiliser.
Qu’entend-on par instable ? On peut montrer que :

1. Le schéma (5.10) ne respecte pas la positiviteygar) > 0Vx n’entraine pas forcémenf’ > 0. En effet

siug est telle que
u? =0,vi <0,
ug

) =1,Vi > 0.

Alors : "
U?H =y — ﬁ(u?+l uiq)
donne, pour, =0
ub = —ﬁ <0
O on

2. Le schéma (5.10) n’est pds® stable :

[u"]|oe < C n’entraine pagu™t| . < C.
3. Le schéma (5.10) n'est p&g stable :

[[u™||]2 < C nentraine pas quiu"||; < C.
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4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. Erseffet
up(z) = e, oli? = ~letp € Z,
la solution exacte est(x, t) = e?(*~%)_ Une discrétisation de, s'écrit :
u?:eipjh’ jEeZ.
Onadonc: N
up = U? - %(U?Jrl - U?q)
_ pivih _ ;(eip(ﬂl)h _ einl=Dh)
= jk,hu(])‘a

avecTi, =1— % sin ph. On a dondJyn| > 1 sisinph # 0, ce qui montre que le schéma n’est pas stable
au sens de Von Neuman.

5. Le schéma (5.10) n’est pas convergent. En effet, on peatner qu’il existeug, k eth telle que la solution
approchéey, i, : (un)ggg ne converge pas vetslorsqueh et k tendent vers 0.

K3

5.3.2 Sclema differences finies dcentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour lacdéisation en temps, mais on approche maintenant

(@i, tn) — uw(xiz1,tn)
hi—1/2 .

u
Ug (i, t,) par
On considere de plus un pas de discrétisation variablmigparh,; _, » = x; — ;1. Le schéma par differences

Ti—1 T4 Ti+1

—
hiciyz vz
FIG. 5.3 — Maillage volumes finis
finies avec décentrement amont S’écrit :
u:z-%—;,uf + ugfu:Ll _ 0,
i=1/2 . (5.11)

u(z,0) = ug(x).
Proposition 5.9 Le sclema(5.11)est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL

< h=1 ; . .
k<h=inf hi13>0 (5.12)

c’esta dire que sid < u} < B, alors A < u?*! < B.

Démonstration : On a :u/™" = u(1 — a;) + aul_, aveca; = . Donc, si la condition (5.12) est vérifiée,
i—1/2
ul™! est une combinaison convexedgetu! ', et doncu?tt € [ul |, ul]. "

Théoreme 5.10 (Convergence du séma(5.11) Onsuppose que, € C?(IR, IR) et queuy, uf, uj sont borrees.
SoitA = 121% up(z) et B = sup,er uo(z). Alors :

1. A<ul <B,Vie Z ,¥n € N.
2. Soita? = u(x,,t,), &u est la solution exacte d®.9), alors :

sup |ul' —al| < TCy,(k+ h),
icZ
nk<T

ouTC,, > 0ne cepend que dey.
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Démonstration : le point 1 se demontre par récurrence sua partir de la propriété précédente. Le point 2
(estimation d’erreur) se démontre en remarquant d’aboed’grreur de consistance

verifie :

k k
ut =l (1 - ) + ul’
7 ] h hi71/2 1

Par difference, on obtient :

k
u?“ — ﬂ?’“ = (ul —al) <1 — > + (ufy —a"i—1) — kR}
) ki—1/2 hi—1/2
etdonc: L )
- <o -] (1 ) - e kG BeR) 69
hi—1/2 hi1/2

On effectue alors I'hypothese de récurrence :
sup [ul — 4| < (n — 1)kCy, (k + h) (5.14)
grace a (5.13) et (5.14), on obtient :
Jul ™t — @ < (n — 1)kCuy (k + h) + k(Cyy (k + R).
Donc finalement :
lurtt — @t < TCy, (k4 h).

Remarque 5.11 (Ecentrement) . Pour uneéquation de transport telle qug@.9), le choix du @centrement est
crucial. Ici, on a approck u, (x;) par i tizt

hi—1/2
u; + cu, = 0, avece € IR, le choix cecenté amont sera toujours

. Dans le cas 0 on étudie uneéquation de transport de type,

% sic >0,
par contre, sic < 0, le choix amont donnera
Ui — Uj41
h
Regardons ce qui se passe si I'on effectue un “mauvais’rdésraent. Considérons toujours I'eéquationt v, =
0. Effectuer le “mauvais décentrement” améne au schéma :
u;ﬂrl _

uy

[

k k
art = (145) - fut

Examinons le comportement de la solution approchée dopaéle schéma si on prend une condition initiale
telle queug(z) = 0,Va > 0. Dans ce cas, on sait quéx,t) # 0 pourt assez grand, or aprés calculs on obtient
Tt = (14 2)+0=u" (1+£5)" alorsques™ =0 Vi > 0.0n en déduit que la solution approchée
est trés mauvaise.

c'est adire:

Remarque 5.12 (Equation non lirgaire, donrée initiale) 1. Dansle cas non ligaire, la Emonstration pecedente
de convergence ne s’'adapte pas car les solutions ne songgatares.

2. On a cfini (5.11) pour ug € C(IR). Siug ¢ C(IR), on peut prendre comme dozm initiale u) =
Tit1/2
/ uo(z)dz.

i—1/2
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5.3.3 Sclema volumes finis @écentrés amont

On considere toujours le probleme (5.9), avec conditmtiele vy € L°°(IR). On se donne une discrétisation en
espace, c'est a dire un ensemble de poinis; /;)icz, tels quer; /o > x;_; /5, €L ON NOteh; = x;1 /0 —
x;_1/2. On approche toujours la dérivée en temps par un schéiadet’ explicite, on integre (5.9) sur la maille
]a"i—l/Qa $i+1/2[, et on obtient :
Tit1/2
/ (ug + ug)dx = 0.
Ti—1/2

En approchant(z;/2) (respau(z;_q/2)) parui (respa; ;) eten approchant; par un schema d’Euler explicite,
on obtient :

n+1 n
P ol — =,
1 Tit1/2 (515)
u) = — uo(z)dz.
hi Ti—1/2

Proposition 5.13 Soit(u!),en la solution de(5.15) Sik < h = minh; etsiA < up(z) < B, alors A < ul <
IEZ

B Vi€ Z ,N¥n € IN.

La démonstration est similaire a celle de la proposit®fY, et laissée a titre d’exercice.

Définition 5.14 (Solution approctee) Soit7 un maillage volumes finis d& défini par7 = (K;);cz avec
K; =|x;_1/2,2i11/2]. On appelle solution appro&e de(5.9) par le sclema(5.15)la fonctionur 5 : R xRy —
IR, définie par
ur g(z,t) = uj siz € K, ett € [nk,nk + 1] (5.16)
On admettra le theoreme de convergence suivant (voir exisgcice 5.11) :
Théoréme 5.15 (Convergence du séima 5.15) Soituy, € L>(IR), on suppose que < h = inf(h;), alorsur j
loc

converge vers dansL} (IR x IR, ) lorsqueh (etk) tend vers 0, c'esh dire qu’on a :/ lur i — uldrdt — 0
c
pour tout compact’ delR x R, lorsqueh (etk) tend vers 0.

5.4 Equations hyperboliques non lieaires

On se donng € C1(IR,IR) etug € C(IR) et on considére maintenant I'equation hyperbolique nusire :

{ ur+ (f(w)e =0, (x,t) € R xRy,
u(x,0) = uo(x).

Commencons par donner la définition de solution clasgigLee probleme méme si, comme nous le verrons apres,
celle-ci n’a pas grand intérét puisque le probléeme (prild pas, en général de solution classique.

(5.17)

Définition 5.16 (Solution classique)On suppose que, € C'(IR) et f € C?(IR,IR). Alorsu est solution clas-
sique dg5.17)siu € CY(IR x IR, IR) etu vérifie

(we + (f(u)2)(@,t) =0, V(z,t) € R xRy,
u(z,0) = uo(x), vz € R.
Avant d’énoncer le théoreme de non existence, rappejoasians le cas d’'une équation differentielle du type non
linéaire,
(1) = f(2(t)), t€Ry,
2(0) = xo,

si on noteTy,.x le temps d’existence de la solution, etli.. < +oo alors||z(t)|| — +oo lorsquet — Trax.
Donnons maintenant la définition des courbes caradtpress de I'équation (5.17), qui permet le lien entre les
équations hyperboliques non linéaires et les équatldfesentielles ordinaires.

Définition 5.17 (Courbe caraceristique) On appelle courbe caraétistique du prolme(5.17)issue der, €
IR, la courbe @&finie par le probdme de Cauchy suivant :

{ 2 (t) = f'(u(x(t),t))

o) — oo (5.18)
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Théoreme 5.18 (Non existencepoit f € C*(IR,IR), on suppose qué’ n’est pas constante, alors il exisig €
C2°(IR) telle que(5.17)n'admette pas de solution classique.

Démonstration : Commef € C?*(IR,IR), on af’ € C(IR,IR), et donc le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique. Il existe donc une solution maximalg) définie sur0, Thax|[, €tz(t) tend vers I'infini lorsque tend
versTiax Si Thax < +00. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes

1. u(x(t),t) = uo(xo), vt € [0, Tmax[, €t donc que toute solution de (5.17) est constante suriastéaistiques.
2. Les courbes caractéristiques sont des droites.
3. Thax = +oc etdoncu(z, t) = up(zg) Vi € [0, +o0l.
4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classiquédgy.
Détaillons maintenant ces étapes.

1. Soity définie parp(t) = u(z(t),t); en dérivantp, on obtient :¢'(t) =
Commex vérifie (5.18), ceci entraineg’ (t) = uy(z(t),t) + f/(u(z(t),t))us(

' (t) = (ur + (f(u))a) (2(t),t) = 0.

La fonctiony est donc constante, eton a:

(@), 1) + ua(z(t), )2’ (1).
x(t),t), etdonc

(

u(z(t),t) = ¢(t) = ¢(0) = u(x(0),0) = u(zo,0) = uo(20), V¢ € [0, Tmax]-

2. Commeu(x(t),t) = ug(zo),Vt € [0, Tmax[, 0N @ donce’(t) = f'(uo(zp)). Donc en intégrant, on obtient
gue le systeme (5.18) décrit la droite d’équation :

z(t) = f'(uo(x0))t + xo. (5.19)
3. Puisquer vérifie (5.19), on a donc

lim |z(t)] < +o00. On en déduit QUE = T} ax.

t—Tmax

4. Commef’ est non constante, il existg, v, tel quef’(vy) > f'(v1), et on peut construirg, € C°(IR,R)
telle queug(xzo) = vo €tug(z1) = v1, OUzo etxq sontdonnés ety < x1, voir figure 5.4. Supposons que

t

o)t
z(t) = 1 + f'(v1)t

Uo

xo 1 xo 1

FIG. 5.4 — Droites caractéristiques, cas non linéaire
u SOit solution classique avec cette donnée initiale. Alors
w(zo + [ (uo(z0))t,t) = uo(wo) = vo €tu(xy + f'(uo(x1))t,t) = up(z1) = v1.

SoitT tel quexy + f'(vo)T = z1 + f'(v1)T = &, c’'est a dire

Tl — To

T= Floo) — Pl

On aalors:
w(Z, T) = uo(xg) = vo = up(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.17) n"Tadmet pasldéon classique pour cette donnée initiale.
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Définition 5.19 (Solution faible) Soitug € L>=(IR) et f € C'(IR,IR), On appelle solution faible d.17)une
fonctionu € L (IR x R,) telle que

/ / [z, ou(2,8) + Flulz, 8))pn (2, )] dzdt + / wo(@)p(,0)dz = 0, € C (R x R, R). (5.20)
RxIR R
Donnons maintenant les liens entre solution classiqueletico faible.

Proposition 5.20 Soientf € C'(IR, R) etuy € C(IR, IR) des fonctions dorges.
1. Siu est solution classique d&.17)alors u est solution faible dé5.17)

2. Siu € CHIR x]0, +oo[) N C(IR x [0, +00[) est solution faible d¢5.17)alors u est solution classique de
(5.17)

3. Soitc € R, D; = {(z,¢t) € R x Ry;z < ot} etDy = {(z,t) € R x Ry;z > ot}. Alors si
u € C(IR x Ry) esttelle queyp, € C*(D;,IR), i = 1,2 et que(5.17)est \erifie pour tout(z, t) € D;,
i = 1,2, alorsu est solution faible dé5.17)

Démonstration :
1. Supposons queest solution classique de (5.17), c.a.d. de :

{ uUs + (f(u))w =0, ({E,t) € R x R+,
u(z,0) = uo(x).

Soity € CLH(IR x IR, R). Multiplions (5.17) parp et intégrons sulR x IR, . On obtient :

/1R /}R . uy(x, t)p(w, t)dtde + /1R /1R +(f(U))m(x,t)<p(x,t)dtdx:O.

L'application du théoreme de Fubini et une intégratian parties donnent alors :
/ u(zx,0)p(x,0)dr — / / u(x, t)pr(x, t)dtde — / / fw)(z, )y (x, t)dzdt = 0,
R RJR R; JR

(car suppp) est compact). Et on obtient donc bien la relation (5.2@¢gra la condition initiale(z, 0) =
up(x).

2. Soit doncu une solution faible de (5.17), qui vérifie de plus C* (IR x]0, +o0o[) N C(IR x [0, +oc[). On
a donc suffisamment de régularité pour intégrer pargmadans (5.20).
Commencons par prendgea support compact daffs x |0, +oo[. On a donep(x, 0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.20) donne :

_/]R/]R+ ur(z, t)p(z, t)dtdz —/]R+ A(f(u)):n(x,t)w(x,t)dxdt —0.

Onadonc:
[ )+ (7)a(a ) ola i = 0,4p € CLRx0, +00)).
RJR,
Commeu,; + (f(u)), est continue, on en déduit que + (f(u)), = 0. En effet, on on rappelle que si
fRf(x)go(x)dx = 0 pour toute fonctionp continue delR danslR, alorsf = 0 p.p.; si de plusf est

continue, alor§ = 0 partout.
On prend alorg € C(IR x IR, ). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.20) donne

/]R u(z,0)p(x,0)dx — /IR /IR+ (ue(z,t) + (f(u))z(x, 1) oz, t)dtdx — /]R uo(x)e(x,0)dx = 0.
Mais on vient de montrer que + (f(u)), = 0. On en déduit que
/}R (uo(x) — u(x, 0))p(x, 0)dz = 0, Y € CL(IR).

Commeu est continue, ceci entraingx, 0) = uo(x). Doncu est solution classique de (5.17).
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3. Soitu € C(R xR )
Pour cela, calculons :

X = / /IR+ x,t) e (z t)dtd:r—i—/ /]Rf(u)(x,t)@m(x,t)dxdt.

OnadoncX = X; + X, avec

X, = / / u(x, t)p(x, t)dtde et Xo = / / (z,t)ps(x, t)dadt.
R R,

CalculonsX;. Commeu n’est de class€'! que sur chacun des domainBs, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties sulR x IR entier. On va donc décomposer l'intégrale uret D ; supposons par exemple
o < 0, voir figure 5.5. (Le cas > 0 se traite de fagon similaire). On a aldbs = {(x,¢);2 € R_ et0 <
t<Z}letD; =Ry xRy U{(z,t);z € R_etf <t < 4oo}.

,t) € D;. Montrons que: est solution faible.

t

D1 D2

Fic. 5.5 - Les domaineB; et Do

Onadonc:

+oo
X = / / u(x, t)p(x, t)dtdx —|—/ / u(x, t)p(x, t)dtdx —|—/ / u(z, t)pi(x, t)dtda.
R+

Commeu est de class€' sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, c®oue :

X1=/ u(x,g)gp(x,f)dx—/ u(a:,O)gp(a:,O)dx—/ / ws (2, ), £) dtda

x oo
—|—/ (; a:—dx—// oz, t)p(x, t)dtds

+/R+(—U($,O)sﬁ($,0)d$—/ﬂ>\+ /]R+ ug(z, t)p(x, t)dtde. (5.21)

En simplifiant, il vient :

X = —/]Ru(;v,O)gp(;v,O)dac—//D1 ut(gc,t)go(ac,t)ahfdm—//D2 ug(z, t)p(z, t)dtdz.

On décompose de méni&, surD; U D, en remarquant maintenantglle = {(z,t) € R xRy;z < ot}
etDy; = {(z,t) e R x Ry;2z > ot} :

Xs :/IR+ /Z f(u)(x,t)@m(x,t)dxdt+/1R+ /U:OO fu)(x, t)oq(x, t)dzdt.

La fonctionu est de class€'! sur chacun des domaines, on peut la encore intégrer pagegpaommey
est a support compact slik x IR, on obtient apres simplification :

// +(x, t)o(x, t)dedt — // Yo(z, t)dxdt.
D1 D2
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Commeu; + (f(u)), = 0surD; et Dy, onadonc:

X=X1+Xy = —/ u(z,0)p(x,0)dr,
R
ce qui prouve que est solution faible de (5.17).
| |

Notons qu'il existe souvent plusieurs solutions faibles. @donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, quisiparmettra d’obtenir I'unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela@mnonsidérer une équation modele, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

ug + (u?), = 0. (5.22)

Pour calculer les solutions du probleme de Cauchy assocéte équation de maniere analytique, on considere
une donnée initiale particuliere, qui sécrit

ug Siz <0,
ug(z) = .
o(2) {ud8|x>0,

Ces données initiales définissent un probleme de Cauatticplier, qu'on appelle probleme de Riemann, que
nous étudierons plus en détails par la suite.
Considérons alors le probleme suivant (dit problemeigefann, voir définition 5.28) pour I'équation de Burgers :

Ut + (UQ)T = 07
_f ug=—1siz <0, (5.23)
uo () = { ug =1sixz > 0.
On cherche une solution faible de la forme :
ug Siz < ot,
u(z,t) = ] (5.24)
ug Slx > ot.

Notons que cette éventuelle solution est discontinueauets de la droite d’équation= ot dans le plar(z, t).
On remplace(z, t) par ces valeurs dans (5.20). Apres calculs (voir exerd@geeje 200, ou aussi la proposition
5.29 plus loin), on s’aperqit queest solution faible si la condition suivante, dite conditie Rankine et Hugoniot,
est vérifiee :

o(ug —ug) = (f(ua) — f(ug)), (5.25)
ce qui avec la condition initiale particuliére choisie idnne2o = 12 — (—1)? = 0.
Mais on peut trouver d’autres solutions faibles : en effatsait que sur les caractéristiques, qui ont pour équation
x = xo + f'(uo(x0))t, la fonctionu est constante. Comnyé(u) = 2u, les caractéristiques sont donc des droites
de pente -2 siy < 0, et de pente 2 sty > 0. Construisons ces caractéristiques sur la figure 5.6 : Raztne du

= —2t

e utEd S

FIG. 5.6 — Probleme de Riemann pour léquation de Burgers

milieu, ou I'on a représenté un point d’interrogation, chercheu sous la formeu(z,t) = ¢ (%) et telle queu
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soit continue sulR, x IR, . La fonctionu suivante convient :
—1sixz < —2t,
u(z,t) = % Si — 2t < x < 2t, (5.26)
1siz > 2t.

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.24(06626) ? Comme les problemes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusionadEméquations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du probleme de diffasissocié qui s’écrit :

ug + (f(u))a: — EUgy = 0, (527)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c.kadques tend vers 0. Soit:. la solution de (5.27) (on
admettra I'existence et l'unicité de.). On peut montrer que. tend versu lorsquee tend vers 0, o est la
“solution faible entropique” de (5.27), définie comme suit

Définition 5.21 (Solution entropique) Soituy € L*(IR) et f € C'(IR), on dit queu € L>*(IR x R4 ) est
solution entropique dé.27)si pour toute fonctio € C*(IR) convexe, appék “entropie”, et pour toute fonction
¢ € C' telle queg’ = f'n/, appek “flux d’ entropie”, on a :

/ / (n(w)pr + B(w)ps)dedt + / n(uo(x))p(x,0)dx > 0.9 € CHR x Ry Ry).  (5.28)
RJR, R

Remarque 5.22 (Condition initiale) Noter que dans la&finition 5.21, on prend une fois de plusc C!(IR x
R;,IR;) de manérea bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’esspaujours fait de cette magrie
dans les travaux plus anciens sur le sujet, mais éneales difficults lorqu’on s’'inéressea la convergence des
schemas nurariques.

On admettra le théoreme suivant (d a Kruskov, 1955)

Théoreme 5.23 (Kruskov) Soientug € L>=(IR) et f € C*(IR) alors il existe une unique solution entropique de
(5.17)au sens de la&finition 5.21.

Proposition 5.24 Siw est solution classique d&.17) alorsu est solution entropique.

Démonstration : Soitu € C'(IR x R, IR), Soitn € C*(IR), convexe, une entropie éttel quey’ = f'7/, le
flux associé. Multiplions (5.17) pay () :

1 (wue + f'(wuen'(u) =0
Soit encore, puisqu¢’ = f'1/,
(n(u))e + &' (w)ug — 0
On a donc finalement :
(n(w)e + (p(u))e — 0 (5.29)

De plus, comme(x, 0) = ug(x), on a aussi f(u(z,0)) = n(ue(x)). Soity € CH(IR x R, R4 ), on multiplie
(5.29) parp, on integre suiR x IR, et on obtient (5.28) (avec égalité) en intégrant pariparDans le cas d'une
solution classique, I'inégalité d’entropie est uneléga m

On a de méme le résultat suivant :
Proposition 5.25 Siw est solution faible entropique dB.17) alorsu est solution faible.

Démonstration : Il suffit de prendre)(u) = u etn(u) = —u dans (5.28) pour se convaincre du résultat.
|

On déduit de la proposition 5.24, et du théoreme 5.23 deskav, que si on a plusieurs solutions faibles au
probleme 5.17 page 186 et que I'une d’entre elles est i@gulalors cette derniére est forcément la solution
entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que l'dmettra, est souvent utilisée en pratique :
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Proposition 5.26 (Entropies de Kruskov) Soitug € L*(IR) et f € C'(IR), alorsu € L>®(IR x IR, ) est
solution entropique dé5.27)au sens de la &finition 5.21 si et seulement si pour taute IR, alors (5.28)est
vérifiee avea) définie parn(s) = |s — k|, eto, flux d’entropie assoéke, fini par :

¢(u) = max(f(u), k) — min(f(u), k).
Notons que) n’est pas de classe'.

Notons que les solutions d’une équation hyperbolique m@alre respectent les bornes de la solution initiales Plu
précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 5.27 Siug € L>°(IR) et soitA et B € IR tels queA < ug < B p.p.. Soitf € C*(IR), alors la
solution entropique: € L (IR x IRy ) de(5.17)vérifie : A < u(x) < B p.p.dandR x R,..

Cette propriété est essentielle dans les phénomenesrdport, et il est souhaitable qu’elle soit préserviag pa
solution approchée donnée par un schéma numérique.

Avant d’aborder I'étude des schémas numeériques pougaations hyperboliques, nous terminons par un résultat
sur les solutions du probleme de Riemann, dont nous noumssrd’ailleurs servis pour montrer la non unicité
des solutions faibles de (5.23).

Définition 5.28 (Probleme de Riemann)Soientf € C'(IR, IR), on appelle pro#me de Riemann avec dé@es
ug, uq € IR, le probkme suivant :

ur+ (f(u)e =0, z€R, t >0

_Jougsixz <0 (5.30)
u(0,z) = { ug st x>0

Lorsque la fonctiory est convexe ou concave, les solutions du probleme de Riesenalculent facilement; en
effet, on peut montrer le résultat suivant (voir aussi eixer69 page 200) :

Proposition 5.29 Soit f € C'(IR, R) strictement convexe, et soientetu, € R.
1. Siugy > ug, ON pose
[f (u)]

7 = S avecl (u)] = flu) — o) etfu] = g — (5:31)

alors la fonctionu définie par

u(z,t) = ug siz < ot
{ u(z,t) = uq stz > ot (5.32)

est I'unique solution entropique d6.30) Une solution de la formé.32)est appeke une onde de “choc”.
2. Siugy < uq, alors la fonctionu définie par

u(z,t) =uy, six < f'(ug)t
u(z,t) =uqg six > f'(uq)t (5.33)
u(z,t) =§  siz= f'(§tavecuy < & <uq

est I’ unique solution entropique d6.30) Notons que dans ce cas, la solution entropique est contisie
solution de la formg5.33)est appete une onde de ‘Etente”.

Démonstration : 1. Cherchong: sous la forme (5.32). Commencons par déterminpour queu soit solution
faible. On suppose, pour fixer les idées, gue> 0 (mais le méme raisonnement marche peuk 0). Soit
v € CP(IR x R4, IR). On veut montrer que

X=X1+Xo= —/ u(z,0)p(x,0)dz,
R

ODX1:~/IR/1R+ u(x, t)p(x, t)dtdx ethz/IR . fl(u(z,t))pq(z, t)dtde.
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Calculons doncX; et X5 :

400 +o0 +oo +oo
/ / xtgotxtdtdx—i—/ / xtgptxtdtd:v—i—/ / u(z, t)pi(z, t)dtde

= /oo ugp(x,0)de + /0+00 Ug (gp( x, j) (x,O)) dz + /0+°°

+o0 x
— —/ u(x,0)p(x,0)dr + / (ug — ug)p(z, ;)daz.
R 0

De méme
— /O+DO /_Z f(w)pe(z, t)dzdt + /O+DO (/;DO f(u)(a:,t)gpm(x,t)> dadt

+0o0 +oo
- / Flug)p(ot, t)dt — / Flua)plot, t)dt.
0 0

Ug ( o(z, g) dx

En posanfu] = ug — ug et[f(u)] = f(ua) — f(uy), On obtient :

o0 T o0

X—i—/]Ru(x,O)ap(x,O)dx = /0 [u]gp(x,;)dm—/o [f (w)]p(at, t)dt
+o0 +oo

- /0 ()i (ot, t)odt — /0 F (w)]p(ot, D)dt.

On en déduit que
X+ / (@, 0)p(x, 0)dz = 0 si ofu] — [f(w)] = 0,
R

ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine egdiiot :

olu] = [f(u)] (5.34)
est vérifiee.
Voyons maintenant si est bien solution entropique. Pour cela, on consigeeeC* une “entropie”, ety € C*!
le flux d’entropie associe, t.¢/ = n' f’. Le méme calcul que le précédent, en remplagawern(u) et f(u) par

¢(u) donne que :
/ /]R+ (x,t)pe(z, t)dtdx +/ / o(u)(x, )@y (x, t)dxdt
+oo

+ [ ntwn(ode = [ (olntw)] - et i
R 0
Pour queu soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que

an(w)] = [¢(u)] (5.35)

Il reste a vérifier que cette inégalité est vérifieepoalonné par (5.34), c.a.d.

fua) — f(ug)

Ug — Ug

(n(ua) — nug)) = d(ua) — ¢(ug)
Ceci s’écrit encore :

(f (ua) = f(ug))(n(ua) — nlug)) < (¢(ua) — ¢(ug))(ua — ug).
Cette inégalité est vérifiee en appliquant le lemmeantiaved = u, > uqg = a.

Lemme 5.30 Soients, b € IR tels quea < b, soientf etn € C(IR) des fonctions convexesgte C1(IR) telle

que¢’ =1/ f’, alors :
b b b
/¢'(s)ds(b—a)d52/ f'(s)ds/ n'(s)ds
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Démonstration : On a

b b
/ Y (x)de = / F @) () de
b b
- / (@) (@) — of (9))da + / (@) (w)de, Yy e R.

On a donc, en intégrant par rapporj antrea etb :

v-a) [ " (@) = / b / " P @) (&) — of () ddy + / ' @) / )y
/ / £ (@)l () — (o)) dady = / / )07 () — o (2))dady
et donc

oo [ b / ' (@) = / b / (@) - @) @) — of )dedy + ( / b f’(x)dx> ( / b n'(y(y)dy> .

Comme/’ etr’ sont croissantes, la premiére intégrale du second meesibreulle, et on a donc bien le résultat
annonce. [

Or

2. On veérifie facilement que la fonctian définie par (5.33) est continue sk x IR’ , et qu’elle vérifieu; +
(f(u)). = 0 dans chacun des domainBs, D, D3 définis par

Dy ={t>0,z < f'(ug)t}, Dy = {t >0, f'(ug)t <z < f'(ua)t} etDs = {t > 0,2 > f'(uq)t}.

Donc par le point 3 de la proposition 5.20 page 188, on saitgest solution faible (mais attention, ce n’est pas
une solution classique carn’est pas forcemert! surlR x IR tout entier).

Soitn € C'(IR,IR) une entropie (convexe) étle flux d’entropie associé, comme + (f(u)), = 0 dansD;
pouri = 1 a 3, en multipliant par’(u), on a également que(u)): + (¢(u)). = 0 dansD; pouri = 1 a 3. Soit
maintenanty € C} (IR x IR, IR ), on va montrer que

/ /]R+ (x,t)p(x,t dtd:v+/ / (x,t)pq(x, t)dxdt"'/ll{??(uo(x))(p(x,O)dx -0

(dans le cas d'une solution continue, I'inégalité d’epie est une égalité). En effet, en intégrant par paleeiois
termes précédents sy, Do, D3, comme on I'a fait dans les questions 1 et 2, comme la fonetiest continue,
les traces des fonctions sur le bord des domaines s’anmdarta deux, et il ne reste donc que la condition initiale.
On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincrgque

/ /m (2, ) (2, t)dtd:v—i—/ 6(0) (@, 1) (o (@, 1)) dadt = _/R"(u()(x))*”(w’o)’

ce qui prouve que est la solution entropique.

5.5 Sclemas pour lessquations non lireaires

On se donney € L>=(IR et f € C1(IR), et on cherche a trouver une approximation de la solutitropigue du
probléme (5.17). On utilise les mémes notations que moscthéma (5.15). En intégrant 'equationt (f(u)), =
0 sur une maille(;, on obtient, au temps= ¢,

/K u(x, tp)dwdt + f(u(zip1/2,t) — f(u(zi—1/2,tn)) = 0.
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En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discsétion de la dérivée temporelle, et en not)émtl/2 le flux
numérique, c'est a dire I'approximation gf¢u(x; /2, t,)) on obtient le schéma numérique suivant :

ntl_ n

hi=—— + e = [l =0

u?

i 7
hqj K’i

(5.36)
up(z)dz.

Pour que ce schéma soit complétement défini, il restét?;i:’,rrrfiﬁ1/2 en fonction des inconnues discrété’s Un
premier choix possible est le schéma centré,

fluia) + f(u)

2#1/2 = 9

dont on a vu qu'’il est a proscrire, puisque, dans le cagiipéil est instable. Rappelons que dans le cas linéaire,
le choix décentré amont donne _

Sl f(u) = u, 511/2 = f(u?)v et

si f(u) = —u, Z‘Tjrl/g = f(u;n—&-l)

Dans le cadre de ce cours , on va s'intéresser aux schématuke simples a trois points, c.a.d. que Iéquation
associée a l'inconnug fait intervenir les trois inconnues discretgs, u;*_; etuj, ;. Le flux numériquey s'écrit
sous la forme

fﬁd/z = g(ui', ui'yq).
Pour obtenir un “bon” schéma, on va choisir un flux “monotoae sens suivant :
Définition 5.31 On dit que qu’une fonctiop définie delR? dansIR est un flux monotone pour la digtisation
de(5.17) si
1. g est consistante par rappoit f, ca.d.g(u,u) = f(u),
2. g est croissante par rappott la premere variable et @croissante par rappos la deuxeme variable,
3. g estlipschitzienne syr, B], ol A = infg ug et B = supp, uo.

Remarque 5.32 (Flux monotones et sémas monotones)Si le sclema 5.15 esa flux monotone, et s'ilérifie
la condition de CFL, on peut alors montrer que le 8ofa est monotone &d. qu'il s'ecrit sous la forme :

n+1l __ n n n
U; - H(uiflvui vui+1)v

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.

Cas ouf est monotone Pour illustrer le choix dg, supposons par exemple gfisoit croissante. Un choix tres
s?mple consiste alqrs a prendyeu’, ug, ) = f(u). On vérifie ((_exercice) gue dans ce cas, les trois conditions
ci-dessus sont vérifiees, ce schéma est dit decentwata@n vérifiera qu’on retrouve le schéma décentré amon
exposé dans le cas linéaire. De mémg est décroissante on peut facilement vérifier que le ch@iX, uj, ) =
f(uj, ;) convient.

Schemaa décomposition de flux Le schéma a décomposition de flux, appelé aussi “fluttsgl’ en anglais,
consiste comme le nom l'indique a décompoget f; + f2, ou f1 est croissante ef, décroissante, et a prendre
pourg :

g(ui,uityy) = fi(ui') + fa(uiyy)

Schéema de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste a modifier le schéem#&ri&ele maniére a le
rendre stable. On écrit donc :

gl ) = 5 () + F(ufin)) + D = )

ou D > 0 est il faut avoirD suffisamment grand pour qyesoit croissante par rapport a la premiere variable et
décroissante par rapport a la seconde variable.
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Schema de Godunov Le schéma de Godunbest un des schémas les plus connus pour les équationsbyper
liques non linéaires. De nombreux schémas pour lesmgst@nt été inspirés par ce schéma. Le flux numérique
du schéma de Godunov s’écrit :

gluisuiy) = f(wr(u, uiy)) (5.37)
olwg(uj',u}, ) estlasolution en 0 du probleme de Riemann avec conditipns}', ,, qui s'écrit :

ur + (f(uw))e =0

ug =uy w<0
ug(z) =
ug=1uiy, w>0
On peut montrer que le flux de Godunov (5.37) vérifie les ciob de la définition 5.31.

Schéma de Murman Une maniere de simplifier le schéma de Godunov est de reepla résolution du
probleme de Riemann linéaire. On prend alg(s;, vy, ;) = f(wgr(ui,ui, ;) ol wg(ui,ui, ;) est solution
de

U+ oau, =0

uyp <0
uo(z) = .

uty; x>0

Comme le probleme est linéaire, la solution de ce problest connuew(z, t) = ug(x — «t). Le schéma est donc
trés simple, malheureusement, le schéma de Murman résstrpschéma monotone (voir exercice (71), car le flux
n'est pas monotone par rapport aux deux variables. De fgieom montrer que les solutions approchées peuvent
converger vers des solutions non entropiques. On peuteeisager une procédure "correction d’entropie”...

Théoréme 5.33 (Stabilie et convergence)Soit(u”);c  donrée par le scema
nelN

n+1
wnt Ty

hi=—— —i—g(u?’,uﬁ_l)—g(u?_l,u?):O

1
ud = h_z /K up(z)dx

On suppose que est un flux monotone au sens de &idition 5.31. On suppose de plus que :

ah
< — < h,; < ]
k< 5L’ etah < h; < h,Vi,

ou M est la constante de Lipschitz gesur [A, B], et A et B sont tels qued < wug(z) < Bp.p.. On a alors
A <ul < Bp.p., et|uri| < |luolls- Sous les @mes hypoteses, si on note. ;, la solution approcke cfinie
par (5.16) alors

u- i, tend versu, solution entropique dés.17)dansL;, (IR x IR ) lorsqueh (etk) tend vers 0.

loc

1Sergei K. Godunov est un mathématicien russe né en 1928preede 'Académie des Sciences russe, en poste au Sobskiute of
Mathematics, Novosibirsk, Sibérie
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5.6 Exercices
Exercice 60 (ProbEme linéaire en dimension 1)Corrigé en page 205
Calculer la solution faible du probléme :

u—2u, =0, € R,t € Ry

[ O0siz <0, (5.38)
u(,0) = { 1 sinon.

1.Tracer sur un graphique la solutiort & 0 et at = 1, en fonction der. Cette solution faible est-elle solution
classique de (5.38) ?

2. Méme question en remplagant la condition initialegar, 0) = sin .
Exercice 61 (Probkeme linéaire en dimension 2) Suggestions en page 205, Cog&ign page 205

Soitv € IR? et soitug € C''(IR?,IR). On consideére le probleme de Cauchy suivant :

{ ut + div(vu) = 0, (5.39)

u(x,0) = uo(x),
Calculer la solution du probléme (5.39) (en fonctiong@en tout point(z, t) € IR? x IR.
Exercice 62 (Sclkma de Lax—Wendroff) Corrigé en page 205
Soitug € C*°(IR,IR) etT > 0, eta > 0. On considére le probléme suivant :

Opu(x,t) + adyu(x,t) =0, x € R, t € [0,T], (5.40a)
u(z,0) = up(x). (5.40Db)

Ce probleme admet une et une seule solution classiqueenoOn se donne un pas de temps constargvec
k= NLH (N € IN). On se donne également un pas d’espace const@htdes points de discrétisation en espace,
(x:)icz tels quex;y; — a; = h pour touti. On poset,, = nk, pourn € {0,...,N + 1}. On cherche une

approximation dex(z;, t,,) pourn € {0,..., N + 1} eti € Z. On pose\ = 2.

1. Montrer que la solution de (5.40) satisfait :
Pour toutj € Z et pour toutr € IN,

1 .
w(x), tht1) = u(zy, tn) — akdpu(zj, t,) + EanQaimu(xj,tn) + k3 (k), avecs(k) — 0 lorsquek — 0,

(5.41)
et
w(2j, tny1) = uw(xj—1,tn) SIA = 1. (5.42)
2. Montrer pourquoi I'egalité (5.41) suggere le sch&uwant, dit de Lax-Wendroff ;

n+1 n n n n n n .
“5 = “5 = %A(u§-+)1 - uj('—)l) + %)‘Q(uj('+)1 - 2“; )+ uj('—)l)’ JEZ,n>0, 5.43
(0) . (5.43)

u; = uo(z;); j € Z .

aveCu§0) = uo(z;) pour toutj € Z . Donner l'ordre de consistance du schéma (distinguerdss ¢- 1 et
A=1).

3. On prend comme condition initial€’ () = ¢* pourp € Z fixé (aveci> = —1). Pourj € Z, calculer
la valeuruy) donnée par le schéma (5.43) en fonctioméfé et en déduire le facteur d’amplificati@p, tel
queu§1) - gpu§0) .

Montrer que le schéma est stable au sens de Von Neumannauadisan de CFL.
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4. Montrer par un contre exemple que)\s;:é 1, le schéma n’est pas stable pour la notbhie. [On pourra par
exemple prendre(o) = 0 pourj < 0, u§ = 1pourj >0, et calculem(l) et montrer ainsi que le schema
est instable sh < 1 et chercher ensuite un contre-exemple pour Iacgsl.]

Exercice 63 (Stabilie du sctema amont dans le cas ligaire) Corrigé en page 205

On considére le probleme hyperbolique linéaire (5.9¢ca, € L'(IR) N L>°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (5.15). Mogtre ce schéma est stable pour les noried.? et
L, c.a.d. que la solution approchée satisfait les progsiguivantes :

1. HUT,k(-yn)HLl(lR) < ||’LL0||L1(]R),V7”L €N,

2. [|luz k()2 < lluollz2w), ¥ € IN,

3. [Jur k()| L) < lluoll=(r), Vn € N,
ouur j, désigne la solution approchée calculée par le schéoia(8:16)).

Exercice 64 (Convergence des sémas DFDA et VFDA dans le cas ligaire)
Corrigé en page 206

Soitug € C*(IR,R) etT € IR’ . On suppose quey, u; etug sont bornées (suR). On considére le probleme
suivant :

ug(x,t) +uz(z,t) = 0,z€R,te[0,T], (5.44)
u(z,0) = wup(x). (5.45)

Ce probleme admet une et une seule solution classiqueeno®n se donne un pas de tempsaveck = NLH
(N € IN), et des points de discrétisation en esp&eg);c . On poset,, = nk, pourn € {0,...,N + 1}, et
hiy1 = ®ip1 — x4, pouri € Z . On noteu; = u(tn,x;) (pourn € {0,..., N 4+ 1} eti € ZZ), et on cherche une
approximation dez;'.

1. Soienta, 5 € IR. On suppose que, pour un certdine IR, ah < h1+1 < pBh, pour touti € ZZ. On
considere, dans cette question le schéma suivant,@apfelA (pour Différences Finies Décentré Amont) :

Lo (ul —ul ) = 0,ne{0,...,N}, i€ Z, (5.46)

ud = wg(ry), i€ Z. (5.47)
(a) (Stabilite) Montrer qué < ah = inf(up) < ul* < sup(ug), Vn € {0,...,N + 1}, Vi€ Z.

(b) (Convergence) Montrer que,/si< ah, on a:

sup |uf —u}| <CT(k+h),Vne{0,...,N+1},
i€z

ou C ne dépend que de, et .

2. On suppose maintenant qugest le centre de la maillg/; = [z L1, ] pouri € ZZ.On poseh; =
Tip 1 — T 1. Soienta, 8 € IR. On suppose que, pour un certaire R, ah < h; < ph, pour touti € Z .
On conS|dere dans cette question le schéma suivantéaypBA (pour Volumes Finis Décentré Amont) :

ut g
hilTl""(u?_u?—l) = O,nE{O,...,N},iEZ, (5.48)
1
W = — [ wup(x)dx, i€ Z. (5.49)
hi Jar,

(a) (Stabilité) Montrer qué < ah = inf(up) < ul' < sup(ug), Vn € {0,...,N + 1}, Vi€ Z.
(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.
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(c) (Convergence) On po& = u(t,, xi+%). Montrer que, sk < ah,ona:
sup |ul' =T, | < Cy(k+h), ¥n € {0,...,N + 1},
1EZ

ou C; ne dépend que d&), S etT. En déduire que :

sup |uf —u| < Co(k+h), Vn e {0,...,N + 1},
i€z

ou C5 ne dépend que de), S etT.

Exercice 65 (Eq. lin., sol. faible, conv. des séimas VFDA et DFDA, méthode VF)
Corrigé en page 207

Soitup € L>°(IR) N L?(IR) etT € R’.. On considere le probleme suivant :

ug(x,t) +ug(x,t) = 0,z€R,te[0,T], (5.50)
u(z,0) = wup(x). (5.51)
Ce probleme admet une et une seule solution faible, not®a se donne un pas de tempsaveck = NLH (N e
IN), et on pose,, = nk, pourn € {0,..., N + 1} ; On se donne des points de discrétisation en espacg; z ,
et on suppose que; est le centre de Ia malllM [, 1T 1], pouri € ZZ. On poseh; = Ty 1 — w1 et
h; il = Tig1l — Ti Soienta, § € IR. On suppose que, pour un certaire IR, ah < h; < (Bh, pourtoutz cZ.
On considére le schema (5.48),(5.49) (schéma “VFDA").
1. (StabiliteL>°) Montrer quek < ah = |[u?| < ||ugllec, YR €{0,..., N+ 1}, Vi€ Z.
2. Montrer que, pour tout =0, ..., N, on au] — 0 lorsquei — +o00 OU¢ — —o0.
3. (Estimation “BV faible”) Soient > 0. Montrer que :

k<(l=Qah= > > ku} )2 < C(C,up),

n=0,...,.Ni€cZ
ouC(¢, up) ne dépend que deetug (multiplier (5.48) parku? et sommer sui etn.)

4. (convergence) On poge= (M;);cz eton définit la solution approchée $0r7] x IR, notéeus ;, donnée
par (5.48),(5.49), pair i (t, x) = ul, Six € M; ett € [t,, tni1].
On admet quexr ,, — u, pour la topologie faible-de L>°(]0, T'[xIR), quandh — 0, aveck < (1 — {)ah
(¢ fixé). Montrer queu est la solution faible de (5.50)-(5.51).

Remarque 5.34 (VF, DF et convergence forteDn peut montrer le @me esultat avec (5.46) au lieu de
(5.48). On peut aussi montrer (cf. la suite du cours. ..) quednvergence est forte dafg (|0, 7[xIR),
pour toutp < oo.

Exercice 66 (Construction d’une solution faible) Corrigé en page 210

1/ Construire une solution faible du probleme

ug + (u?), =0
1 siax <0
w(z,0) =up(z) =¢ 1—x siz€]0,1]
0 siz > 1

2/ Méme question (mais nettement plus difficile...) poysrebleme

ur + (u?)y =0
0 siax <0
w(z,0) =up(z) =¢ 1—x siz€]0,1]
1 siz > 1

Exercice 67 (Probeme de Riemann)
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Soit f la fonction delR dansIR définie parf(s) = s*. Soitu, etu, des réels. Calculer la solution entropique du
probleme de Riemann (5.30) avec donnégstu, en fonction deug etu,.

Exercice 68 (Non unicie des solutions faibles)Corrigé en page 211

On considere I'équation
ur + (u?), =0
(0, 2) = ug st <0 (5.52)
uqg six >0
avecu, < ugq.

u(t,z) =u, sixz <ot
u(t,z) =uq siz>ot
Vérifier queu n’est pas solution entropique de (5.52).

2. Montrer queu définie par :

1. Montrer qu'il existes € IR tel que si alorsu est solution faible de (5.52).

u(t,z) =uy stx < 2ugt
u(t,r) = 57 si2ugt <z < 2ugt (5.53)
u(t,z) =uq sixz > 2ugt

alorsu est solution faible entropique de (5.52).
Exercice 69 (ProbkEme de Riemann)

1. Déterminer la solution entropique de (5.30) dans le ¢af @st strictement concave.
2. On se place dans le cas p@st convexe puis concave : plus précisement, on corsfderC?(IR, IR) avec
() £(0)=0, f/(0)=f'(1) =0
(i) Ja €]0,1], tel quef est strictement convexe $0ral, f est strictement concave S, 1].
On supposera de plug, = 1, uq = 0.

(a) Soitb I'unique élémenb €Ja, 1] tel que& = f/(b) ; montrer quey définie par :
b

u(t,z) =1 siz<0
ut,z)=¢ six=f'(t b<&<1
u(t,z) =0 six> f'(b)t

est la solution faible entropique de (5.30) (sous les hygreh précédentes).

(b) Construire la solution entropique du probleme de Riemdans le cag(u) = % etug, uq €
4

[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. ) e
Exercice 70 (Stabilie de sclemas nunériques) Corrigé en page 211
Soientf € C'(IR,R) etuy € L°>(IR). On considere le probléme suivant :
up(x,t) + (f(u))g(x,t) =0, 2 € R, ¢t € [0,T], (5.54)
w(z,0) = uo(x). (5.55)

On utilise ci dessous les notations du cours. On discréigeobleme (5.54),(5.55) par I'un des schémas vu en
cours (“Flux-splitting”, “Godunov”, “Lax-Friedrichs mafie” et “Murman”). Montrer qu'il existeM (dépendant
de la fonction “flux numeérique” et dey) tel quek < Mh,;, pour touti € 7, implique :

1. |u"™| o < ||u™||o pour toutn € IN.

2. (Plus difficile) 3, [ulfy — w!™| < 3,0 luly — u?| pour toutn € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que 3, ,, |u?,; — u| < oo, ce qui n’est pas toujours vrai poug € L>(IR). Cela est vrai
si ug est une fonction a “variation bornée”.)

Exercice 71 (Scéma de Murman) Corrigé en page 212
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Soientf € CY(IR,R) etup € L>(IR). On suppose qud < uy < B, p.p. surR. On s'intéresse au probléeme
suivant :

(@, 1) + (f(u)a(z,t) =0, z € R, t € Ry, (5.56)
u(z,0) = up(x), z € R. (5.57)
Pour discrétiser le probleme (5.56)-(5.57), on se donmpas d’espacg > 0 et un pas de temps > 0. On pose

M, =]ih,ih + h[ et on noteu!” 'approximation recherchée de la solution exacte dansd#lenV/; a I'instantnk.
On considére le schéma de Murmann :

ut

hiTi—ir(ﬁL%—ff_%):O,ne]N,ieZ, (5.58)

1

W=

h M;

avecfl , = g(uj,uf;) etg € C(R x R, IR) définie par:
v 2

g(a,a) = f(a) et, poura # b,

uo(x)dzx, i € Z, (5.59)

f(a)si L1 > o,
F(b) si LO=1@) g,
1. (Stabilité) Montrer qu'il existeM, ne dépendant que ¢& A et B (on donnera la valeur d& en fonction
def, AetB)t.q. pourk < Mhonait:
(a) (StabiliteL>) A <« < B, pour toutn € IN et touti € ZZ,
(b) (StabiliteBV) 3., [uli! —ul ™ < 30, 5 Julyy — ul| pour toutn € IN. (Cette estimation n’est
intéressante que 37, ,, [uf,, — uf| < oo, ce qui n'est pas toujours vrai pous € L>=(IR). Cela
est vrai siug est une fonction a “variation bornée”.)

g(aa b) =

2. On prend, dans cette questidifs) = s2.

(&) (Non monotonie) Montrer que di < 0 et B > 0, la fonctiong n’est pas “croissante par rapport a son
premier argument et décroissante par rapport a son el@eargument” sy, B)?.

(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de noregence du schéma. Plus précisément,
donnerug t.q., pour touth > 0 et toutk > 0, on aitu” = «? pour touti € ZZ et pour tout € IN (la
solution discrete est donc “stationnaire”) et pourtant 7") (u est la solution exacte de (5.56)-(5.57))
est different des, pour tout?” > 0 (la solution exacte n’est donc pas stationnaire).

3. (Schéma “ordre 2", question plus difficile) Pour avoirsehéma “plus précis”, on pose maintengfit=
minmoc{“""L“Q_,;"?‘1 , 2"’?“,1_"’? , 27‘;L_;L;L‘1) et on remplage, dans le schema préecedgt, = g(uy’, uf) ;)

par fﬁr% = g(ui + (h/2)p}, vy, — (h/2)p}, ;). Reprendre les 2 questions précédentes (c'est a dire :

“Stabilité 1.°°”, “Stabilité BV, “non monotonie” et “Exemple de non convergence”).

Exercice 72 (Flux monotones)
Soientf € C'(IR,IR) etuy € L>(IR) ; on considére I'équation hyperbolique non linéaird {§.qu’on rappelle :

{ ut+(f(u))0£:0a (x7t)€IRXIR+v
u(z,0) = uo(x).

On se donne un maillagér; 1 /2, 7;41/2()icz deIR etk > 0 et, pouri € Z , on définit une condition initiale

(5.60)

1
approchée ! = W uo(z)dz, aVech; = x;1/9 — Ti—1/2.

Pour calculer la solttion entropique de I'equation (5,bn)considere un schéma de type volumes finis explicite a
trois points, défini par un flux numérigyefonction de deux variables.

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner I'expressmn(d ' en fonction degu??);c ).

2. On suppose dans cette question que le fluest monotone et lipschitzien en ses deux variables, qa’d.
existeM > 0 tel que pour toufz, y, 2) € R, [g(x, 2) — g(y, 2)| < M|z —y| et|g(z,y) — g(x, 2)| < M|y — z|.
Montrer que le schéma numérique de la question pré¢égent s'écrire sous la forme

n+1l __ n n n
ul™ = H(ujq,u; aui+1)
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ou H est une fonction croissante de ses trois argumentsaiisfait une condition de type< Ch; pout touti, ou
C est une constante a déterminer.

3. Montrer que si la fonctiom est croissante par rapport a son premier argument et idéant par rapport au
second, et si, b € IR sont tels que < b, alorsg(a, b) < g(&, &) pour touté € [a, b].

4. En déduire que si le flux est monotone, alors il vérifie la propriété suivante :

g(a7 b) < minse[a,b] f(S) sia <b

2
V(a,b) S IR/ ) { g(ayb) Z maXsE[(L,b] f(S) Sla Z b~

5. Soitg un flux monotone qui est tel que pour taud € IR, il existeu, ;, dans l'intervalle d’extrémités etb, tel
queg(a,b) = f(uq,p). Montrer que

g(a,b) = min,ecqp) f(s) Sia <b

2
V(CL, b) cR”, { g(a7 b) = MaXse[p,q] f(S) Sia > b.

Exercice 73 (Scemas pour les probémes hyperboliques)

Soientf € C*(IR,IR), T > 0 etuy € L>*(IR) N BV(IR); on cherche une approximation de la solution de
'equation hyperbolique avec condition initiale :

ug(x,t) + (f(u))z(z,t) = 0,2z €R,tel0,T], (5.61)
u(z,0) = wup(x). (5.62)

On noteh (resp.k = ﬁ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisatioegpace (resp. en temps)étla
valeur approchée recherchéewdau tempsuk dans la mailleVl; = [(i — $)h, (i + §)h], pourn € {0,..., N+1}
eti € ZZ. On considere le schéma obtenu par une discrétisatiovohames finis explicite & trois points :

U?Jrl — ’U,:L Lo n .
% +E( 1+%—f1_%) = O,nE{O,...,N—i—l},'LEZ, (563)
1
uw) = - uo(z)dz, (5.64)
h M;

avecf!" , = g(u',u},,), 0ug € C'(R,IR).
2

1. Montrer que le schéma (5.63),(5.64) possede la prtipdé “consistance des flux” gsest telle que :

g(s,s) = f(s), Vs € IR. (5.65)

2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de difféseiimies, est, avec la condition (5.65), d’ordre
1 (c.a.d. que l'erreur de consistance est majorée’fjar+ k), ou C' ne dépend que dg et de la solution
exacte, que I'on suppose réguliere). Montrer que si ledpespace est non constant, la condition (5.65) est
(en général) insuffisante pour assurer que le schéma)(b64) (convenablement modifié) est consistant
au sens des differences finies, et que le schéma est atwosel0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godu@od, gu’on prend :

g(ug’ ud) = f(uu_q,ud (Oa t))7

ol ., estlasolution du probleme de Riemann :

u(x,t) + (f(u)g(z,t) = 0, (z,6) e R x R4 (5.66)
u(z,0) = wugSiz <O, (5.67)
u(xz,0) = wugsSiz>0. (5.68)
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(a) Montrer que le schéma (5.63), (5.64) peut s’écrire :
it =l Oy —uf) + Dyl — ),

ke f(ui) — g(u, i) kg(uiy,ui) — f(uf)

avec .C; = — >0etD; = > 0.
h U —uj h ul | —ul
(b) On posed = |Jug|loo, M = sup |f'(s)|, eth le pas (constant) d’espace. On supposekjaeh
se[—AA|=
vérifient la condition de CFL : L
k< —.
- 2M
On noteu™ la fonction définie par «™ () = (u}') siz € M, ; montrer que :
— StabiliteL> 1 |u" | oo < Ju™]|oo (< ... < |Jul]|oo), ¥V € {0,..., N +1}. (E1)
— StabiliteBV : ||u" Y| gy < [[u"lsv(L ... < ||ul||Bv),¥n € {0,..., N + 1}. (E2)

On rappelle que, comme, est une fonction constante par morceaux, on a:
[u™ v = Y Jufys —ufl.
1EZ

(c) Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que sil@ea@ndition “CFL” le schéma de Godunov
converge.

+

4. On suppose maintenafitu) = au, a € IR, et on prendj(\, u) = A (schéma centré).

Montrer que pour tous, h > 0, les conditiongE'1) et(E2) sont fausses, c.a.d. qu'il exisig(e L>*NBV)
ta. utlloe Z lluollcc, €tlurllzy £ [luollzv-

5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL”, i.e. @mg dans le schéma (5.6§Z% = f(ul +
4py), ol

£ . : :
[ i ] Al A — i), olep = sign(ufyy — uly)
pi = sisign(uj,; —uj_ ;) = sign(uj, | —ui') = sign(uj’ — uj ;)

0 sinon.

() Montrer que; (f;' , —f;" 1) estune approximation d'ordre 2 §¢(u)) (i, t,) aux points ot € C*
etu, # 0.

(b) Montrer que sous une condition de type< Ch, ou C ne dépend que de, et f, les conditions de
stabilite(E1) et(E2) sont vérifiees.

Exercice 74 (EEments finis pour uneéquation hyperbolique)

Soit f € CY(IR,IR), ug € C(IR) t.q.uo bornée; on consideére la loi de conservation scalaireastey:

U ) +

5 2(f(u))(gc,t):O,chIR,tGIRJr, (5.69)

Ox
avec la condition initiale :
u(x,0) = uo(x). (5.70)

On se donne un pas de discrétisation en temps coristantnotet,, = nk pourn € IN, et on cherche a approcher
u(., t,). On noteu™ la solution approchée recherchée.

1. Montrer qu’une discrétisation par le schéma d’EulgrliexXe en temps améne au schéma en temps suivant :

%(u(”ﬂ) —u™) + % (f(u(”))) () =0,z € R, ne€ N, (5.71)
u®(z) = uo(x). (5.72)

On cherche a discrétiser (5.71) par une méthode d@hésnfinis. On se donne pour cela une famille de points
(ri)icz C IR, avecr; < xii1.
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2. On introduit les fonctions de formg;, notéesd;,i € ZZ, des éléments finis associés au maillage donné
par la famille de pointgz;);c 2 ; on effectue un développement de Galerkind® sur ces fonctions de forme
dans (5.71) et (5.72) ; on multiplie 'équation ainsi ohterpar chaque fonction de forme, et on approche le terme

fQ ez ug.”)tbj) pary_;c f(u§"))¢j, eton integre sur R . Montrer qu’on obtient ainsi un syste’@quations
de la forme :

(n+1) _ (m)
U — U

> @i =+ S bty =0, i€z, neN". (5.73)

JEZ JEZ

(lesa; ; etb; ; sont a déterminer).

3. On effectue une “condensation de la matrice de masset.qu’on remplace les; ; dans (5.73) paii; ; avec
aij = 0sii# jeta,; =) .., ai,;. Montrer que le schéma ainsi obtenu est identique a uensah/olumes
finis sur le maillage K );c z OU K; =|x;_1/2, Tit1/2], Tit1/2 = (@i + xi41)/2, avec approximation centrée du
flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusgans a préciser.

5. On remplace le flux numérique centfg, ; ,, du schema volumes finis obtenu a la question 3@ar /, =

Fii1/2 + Di+1/2(u§") - u§1>1). Montrer que I'approximation du flux reste consistante et guesD;; » sont
bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une amd@iCFL a préciser.

On considére maintenant la méme équation de consenyatiais suiR? (avecf € C'(IR,IR?), ug € C(IR?),
bornée.

wy(z,t) + div(f(u))(z,t) =0, z € R%, t € Ry, (5.75)

u(x,0) = uo(x). (5.76)

Soit7 un maillage en triangles d&?, admissible pour une discrétisation par élements fhisSoitS 'ensemble
des noeuds de ce maillage(@t;) ;< s la famille des fonctions de forme éléments finis biliméa; . En conservant

la méme discrétisation en temps, on cherche une apprtigimdew (., t,,) dans I'espace engendré par les fonctions
D,

6. Montrer qu’en suivant la méme démarche qu’aux questet 3, on aboutit au schéma :

(n+1) _(n)
u/ Di(w)dz — 3 ) / B, (2)VPi(2)dz = 0,n € N (5.77)
k R2 N J RQ
JES
7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire :
u(n,+1) o u(n)
- i / O;(z)dr + Y E;; =0, (5.78)
k R2 -
JjES
avec )
Eij = 5(f™) + f(uf™)) - /m(@i(x)vqw (2) = @; () Vi) de.

Montrer que ce schéma est instable.

8. Dans le schéma (5.78), on rempldge; par

mo __ n (o
El'; = E'; + D j(ui —uj),

ouD;; = D;; (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que powhoix judicieux deD; ;, le schéma
ainsi obtenu est a flux monotone et stable sous conditiorFde C
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5.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 61 page 197

Chercher les solutions sous la formg, t) = ug(x — vt).

5.8 Corrigés des exercices

Exercice 60 page 197

1. En appliquantles ré’sultats de la section 5.2 page a8ylution faible du probleme s’écritz, t) = uo(z+2t),
pourz € R, ett € R, c.a.d.

0, siz < —2t,
La représentation graphique de la solutioha 0 et at = 1, en fonction der est donnée en Figure 5.7. Cette
A u(z) A u(x)
i z i z
t=0 t=1

FIG. 5.7 — Représentation graphique de la solution

solution faible n’est pas solution classique de (5.79) darrgest pas continue, donc ses dérivées en temps et
espace ne sont pas définies partout.

2. Dans le cas oug(z) = sinz, la solution faible du probleme s’écrif(x,t) = sin(z + 2t), pourz € IR, et

t € Ry, et cette solution est réguliere, donc solution classique

Exercice 61 page 197

Pour(z,t) € R? x IR, on poseu(x, t) = ug(z — vt). Commeuy € C'(IR,IR), onau € C'(IR? xR ,,IR) ;0on
peut donc calculer les dérivées partiellesudear rapport & au temgs qu’on noterad;u et par rapport aux deux
variables d’espace; etxq, qu'on noterad,u etdou. On a :dyu(x,t) = Vug(xz — vt) - v. Ordiv(vu) = v - Vu
carv est constant, &7u = Vug. On en déduit que, (x, t) + div(vu)(z, t) = 0, et doncu est solution (classique)
de (5.39).

Exercice 62 page 197

Corrigé en cours d’élaboration

Exercice 63 page 198 (Stabilé du sclema amont dans le cas ligaire)

On considere le probleme hyperbolique linéaire (5.8¢ca, € L'(IR) N L>°(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (5.15). Mogtie ce schéma est stable pour les norhrest L>°,
c.a.d. que la solution approchée satisfait les progsigtiivantes :

1. HUT,k(wn)HL?(lR) < ||’LL0||L2(]R),V7”L €N,
2. HuT,k(.,n)HLx(lR) < ||’LL0||L0<>(]R),V7”L S IN,
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ouur j, désigne la solution approchée calculée par le schéoia(§/16)).
Le schéma (5.15) s’écrit encore :

hi(up ™ — ) = k(uf — ).

Multiplions paru. On obtient :
3 T

1 1 1
ihi(u?ﬂ —ul)? + §hi(u’.’+1)2 — ihi(u’?)Q +h(ul T —u) (ul —ul )+ kul(ul —ul ) = 0.

Exercice 64 page 198

1.a) Le schéma numérique s'écrit :

. (5.80)

Commek < ah < h;_1 ona € [0,1] On adonc

j— 1
=3

min(u}', uf ;) < ult < max(uf, uf )

d’ou on déduit que

min(u}) < uftt < max(uj), Vi€ Z,
J j

puis, par récurrence sur, que
inf up <l < supug Vi € ZZ , VnnlN.

1.b) Par définition de I'erreur de consistance, on a :

B — (24, tn) + R, OU|RY| < |lugel| ook,
—L = uy(zi, tn) + S S| < [Jugz||och-B

En posant] = u]' — u}', on a donc

67‘14’1 — el 1
(e el = R+ ST < Cluo, B)(h+ k),
i~}
avecC(ugf) = [uf]lo max(3, 1), car (u(t,x) = uo(x,1)) et donclfurfoc = [|teelloc = [|uflc. ON pose

C(uo, 8) = C, on obtient alors

h; h;_1

1— 1—

k k
entt = <1 — ) e+ ——el' |+ Ck(h+k)

1
2 2

doncsup |/t < sup le’’| + Ck(h + k). Par récurrence sur, on en déduit
i j
sup [e;'| < Ckn(h + k) etdoncsup|ej'| < CT(h +k)si0 <n <N +1, ou(N + 1)k =T.

2.a) On anfug < u? < supug puis, pa récurrence :

WP = (U=l

Commek < ah < h; on en déduit comme en 1) a) que :
inf(ug) < ul' < sup(uo).
2.b) Consistance
- = wp(i,tn) + R R < Jlueel|ook
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mais h h
ar —ap,  al—al g hioa -
= ol ot (i ) + ST aved] ST < Jluga 0B,
7 =3 v
donc 41 h
it g @ — b 3
Uy i + =l (U/t‘f'ur)(xutn)_FR;n_FS;n - +T;n’
k hi i
h,_1
avec :
|RY| < flusell ok,
. h ’
=2 1521 < el 2190 = .
h, 1 —h; hi—1 —h;
" — uﬂ@(%tn)% = ux(xi,tn)%.

En prenant par exemple un pas tel dye= h sii est pair eth; = h/2 si¢ estimpair, on voil}* ne tend pas vers
0 lorsqueh tend vers 0; le schéma apparait donc comme non consistaenaudes differences finies.
c¢) Convergence. On a

antt o
. k : :ut(xz+%7tn)+R?a|Rvn| < H'U'tfHook
ul —ul
: » == um(xH%,tn) + 875157 | < [Juaz || o B
1

donc, avedf! = u] — ul

3

k k
F = (U= )+ i (50) + (ST + BY)

Onadonc: ) .
sup [/ <sup | £+ Elug ||oo (k + BR)

<sup|f'|+kCi(k+h)  C1 = |uglle max(s, 1),

et par réecurrence sur
sup | f'] < Cink(k + h) + [[ug|lsch B
(2

carsup | f| < [|u|lsch3. D'l on deéduit que
sup |f*] < C1T(k+ h) + ||lugllsc SR
< Co(k+h), 0<n<N+1
avecCy = C1T + f||ujll Il reste a remarquer qye? — @l’| < |Jug |3k pour avoir

sup |[u;' —uj'| < C3(h+ k) avec
C3 = O+ Bllugllc = l[uglloc max(3, 1)T + 2]|ug] -

Exercice 65 page 199

1. On remarque d'abord que?| € [—|/uo||c, [|#ol/o0]- ON @ vu & la question 2) a) de I'exercice 64 qg’
[ul, u? ;[ ou[u? ;,u?]. On en déduit par une récurrence suueu? € [—||uolso, ||tolloo] Vi, ¥n > 0.
2. On va utiliser le fait quey € L? et montrer la propriété par récurrence suPourn = 0,ona:

wiil 1
[ud|? < / ’ (uo(x))deh— — 0 lorsquei — +o00 (5.81)
x 1 7

-3
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xT+n
En effet, commeuol(, »1pf — Opp, Uoljp oqy < uo € L? donc/ |uo|?>dz — 0 lorsquez — oo par

convergence dominée, pour topt> 0. De plus,h > ah(= hi < ﬁ), d’ou on déduit que (5.81) est vérifiee. On
conclut ensuite par une récurrence immeédiatensapue :

[ul T < max(|ul||uf_,]) — 0 quandi — +oo. (5.82)

N
2. On veut montrer qug Z E(u? —ul ;)? < C(¢, up). On multiplie le schéma pan?, on obtient :
n=0icZ

hi(uf ™ — ) + (uff — iy )kuf =0,
ce qu’on peut réécrire :

" [_<u?“—u?>2+<u?“>2 (um?%k[(u?—u?m () ()2

2 2 2

+ =0.

2 2 2

Commejuf ™ — ul| = £ |u’ — uf |, ceci s'écrit aussi :

3

B = o) — i y)? + hi(uf™)? = ha(ui)? + k(uf')? = k(uf’1)* =0,

k
etcomme < 1—-(,ona dond — £ > Cet¢(uf —uf ;)% + hi(uf™)? — hi(uf')® + (uf)? — (uf;)*> <0en
sommant pout € {—M,..., M}, eth € {0,..., N}, onobtientalors :

M

M M N N
CY N wp —up )P +ah> (uh)? =R ()P < Y (ul)
n=0 n=0

i=—M n=0 =M

En remarquant que

M M
kY@< D0 hiud)? < Juoll3
i=—M

i=—M
(voir (5.81)) et quex™ ,;, — 0 qd M — oo (voir (5.82)), on en déduit

[e%) N
Ck >0 Y (= uy)? < luoll3,

i=—oo n=0

2 .
doncC = Il convient.
3) (Convergence) Pour montrer la convergence, on va padselimite sur le schéma numeérique. On aura pour
cela besoin du lemme suivant :

Lemme 5.35 Soit (u,, ),en une suite borge dans.*°(IR). Siu,, — u dansL*>(IR)) pour la topologie faiblex
lorsquen — +oo, (c.a.d

/ un(@)p(@)de —— [ u@)p()dr, Vo € L'(R),
R R

etv, — v dansL' lorsquen — o0, alors

/un(az)vn(x)dx ——— [ u(z)v(z)de.

n—-+oo

Démonstration :

| / i ()0 () e — / w(@)o(2)dz] < [[un]loo[[vn — v] + | / ()0 () — / w(z)o(z)dz|
< Ollup — vl|j1 +| /un(x)vn(a:)da: - /u(x)v(x)dx| — 0,

n—-+o0o
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car (u,, ), est bornée dans>. [

On multiplie le schéma numérique pap?, ¢ € C(IR x [0, T[) etyl = p(x, t,), €t en somme suretn (toutes
les sommes sont finies, carest a support compact) ; on obtient :

ZZ _zkhlwl—i—ZZu—u Vel = 0.

i€ Z nelN 1€Z n=1

Commey] =0sin> N +1,0na:

N
SN T haul (et =l = D> udelhi + >N (@l = @y ulk = 0.

i€Z n=1 7 i€Z n
Or:
o Th = Z uplh; = Z/ )¢ J&)daz —— /uogadx (avecyy = ¢(.,0))
IEZ
cary @O(xi)l]wi,lvaH;[ = <p(., 0) dansL! quandh — 0.
| pr Tt = of
'TQ:ZZhun k== / /UTMZJdewdt Soit
i€EZ n=1 R
oF Tt —of
wTk z, t Z Z B 1 %,wi+%[1]nk,(n+l)k[-
1€EZ n=1
sD’n,—l o SDTL
En effet, pourr € R ett > 0, | = —pi(z,t)] < klloulloo si(x,t) €lz;_y, @iy 1 [x[nk(n + 1)E],
pourn > 1. On a donc don@r , — ¢ p.p. surlR x]0, 7, De plus, etr k| < ||¢illcolx Si Bh < 1, 0U
K =[-a—1,a+1] x[0,T], eta est tel quep = 0 sur([—a,a] x [0,77)¢ Donc, par convergence dominée,

Y7k — —pr dansL (IR x]0, T'[) lorsquek — 0. Commeur ; converge vers dansLin fty faible x, on en
déduit par le lemme 5.35 que :

Ty, == / / ur k(z, O)hr k(z, t)dxdt 0 / / u(z, t)pr (v, t)drdt.
Ry h,k—0 Ry

o T3 = Z Z i QPZH uikh;. = Z Z ki (ui — i q)

i€ Z nelN i€ Z nelN
_sz§011 —U71—|—Z ZkQOI_SD ( _Ufz 1) T, +Ts, avec:
1€ nelN i€ nelN
* T4_szh b i //U’Tk x)X7k(x)dx ol
1 +1
XTk = I B i = surlz; 1, @1 [X]tn, toga [

et doncyr, — —y, dansL! (IR x]0, 1[) et Ty — —//u(a:)%(a:)dxdt lorsqueh — 0,

N M,

2
* Ts <Y kBhl@alloo(ui — 1) < Bhllprloo > D (uf —uf',) siBh < 1,00M; et M, sont tels
i=M n=0 n=0i=M
quei & {My,..., Mo} =]z; 1,2, 1[C [~a,a] ety = 0sur([-a,a] x [0,7])°. Onadonc:
Mo N M,y
Ts < Bkh]ea () Z up g ))AQ S Y DY

i=M1 n=0 n=01=M,

< Bkhllpolloo Y2 (X n_o Xithy, D2,
< BVER||zlloov/e VN + 1My — My (Ms — M)ah < 2a.

< BVER|palloov/eE 2k = Blltulloov/eYEVR
— 0 quandh — 0.
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On en déduit qués — — [ [ u(x)pe(2)dz quandh — 0.
CommeT; + 15 + T3 = 0, on adonc

AA+ u(x’t)¢t(x;t)dxdt+AA+ u(x,t)gom(x,t)da:dt+/]Ru0(x)gp(x,.)dx:O

et doncu est solution faible de (5.50)-(5.51).

Exercice 66 page 199

1/ Dans le premier cas, la solution est facile a construardgméthode des caractéristiques, pour toatl /2. En
effet, les droites caractéristiques sont d’équatioft) = 2ug(xo)t + xo, c'est-a-dire

2t + xq, Sixg < 0,
x(t) = 2(1 — {Eo)t-i- X0, Sixg 6]0, 1[,
0sizg > 1.

Les droites caractéristiques se rencontrent & partirlel /2, il y alors apparition d’un choc, dont la vitesse est
donnée par la relation de Rankine—Hugoniot :

2

> —wuj), etdonco = ug + ug = 1.

o(ug —uq) = (u

La solution entropique est donc :

. 1 . 1 1
18It<§eta:<2tOUSIt>§eta:<t+§,
u(z,t) = o
21‘,7_1 .
0sit < etz >1lousit> et >+ 3.

2/ On pourra montrer que la fonction définie par les formsiggantes est la solution pouk % (c’est-a-dire avant
gue les droites caractéristiques ne se rencontrent,léicolcontient deux zones de détentes).

. 1
u(z,t) =0, siz <0, t < =,

2

T . 1
u(x,t):§,5|0<x<2t,t<§,
1—z . 1
t)=——, si2t 1, t< =
u(x,t) T2 <z <l1, <2,
-1 . 1
wz,t) =2 T sil<z<142tt<=,

2t 2
. 1
u(z,t)y=1,sil+2t <z, t< 3

Ent = 1, on pourra vérifier qu’un choc apparaiten= 1 et se propage a la vitesseOn obtient alors pour > 1
la solution suivante :

. 1
u(z,t) =0, six <0, t > —,

2
xr . 1 1
)= —,si0<x< -+t t>—,
u@t) =5 regt 2
r—1 .1 1
t) = ——, SI—+1t <142t t > =
u(x,t) TR 2+ <x <142t >2,

. 1
u(z,t) =1, sil+ 2t <z, t>§.

Remarquons que, bien que la solution initiale soit discw] la solution entropique est continue po|0, 1/2].
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Exercice 68 page 200

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition 5.2%pE@R (il faut ques satisfasse la condition de
Rankine—Hugoniot.
2. La question 2 découle du point 2 de la proposition 5.2%d82.

Exercice 70 page 200

Les quatre schémas s’écrivent sous la forme :

k k
wt = = (gl w) — gl ) + (g, ) — g(udul)
1 1
soit encore
up ™t = + O (uflyy — i) + D} (ufy —u),
avec () ()
kog(u?,ul) — glul, ul . .
cn = LT RS siu” # u? (0 sinon
T £ 7 (0 sinon)
k ul 7u7.l — un,un . .
Dt = Eg( ¢ 1unl ) — ii o) siuf # u?, (0 sinon)
T i—1 i

On suppose qud < uy < B p.p. et on remarque qu'il existe € IR, tel que :

|g(a7b) —g(a,c)| < L|b—C|,

lg(b,a) — g(c,a)| < L|b— ¢ } Va,b,c € [A, B]

(On laisse le lecteur vérifier qu’un tél existe pour les 4 schémas considérés).
1) Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFNOnd¢dion g est croissante par rapport au ler

argument et décroissante par rapport au 2eme argument. 8o} € [A4, B],Vi (pourn fixé), on aCl* >
. 1 o
0 D! >0.EnprenanRk < Lh; VionaaussiC;',D; < 3 et doncu! ! est une combinaison convexe de

wl y,ul,ult, doncultt € [A, B] Vi (etaussiju™t!||s < ||u"||s). Par récurrence suron en déduit :
n . . . L
ul € [A,B] Vi,Vnsik < uh;ViavecM = 5

Dans le dernier cas (Murman), on a
o(a.5) = @) s PO > o (0 20), gfan) = ) s
fluiyy) = fud)

Si - —=>0,0na :g(uj,uj, ) = f(u"),doncC} = 0.
Uiy — U
futy) = ful —fun u” 1 .
Si w <0,ona:g(ui,ul,,) = f(uj,),CP = % > 0,etC}' < —sik < Mh; avec
Uiy1 — Uy i1 W 2

L - . .
M = 5 (L estici la constante de Lipschitz ¢ig.
Le méme calcul vaut poud? et on conclut comme précédemment car

W= (1 CF — D" + Clullyy + Dl

(2

2) On reprend la formule de 1) et la méme limitation Bpour les 4 schémas). On a:

n+l _  n n n n n n n
ul = wihy + Ol (udy o —witg) + D (u) — uiyq)

't =l + OF (uly ) — ul) + D (uly — ul')

et donc, en soustrayant membre a membre :

U?J:}l - U?H = (uiy —u) (1 =C = D) + Clyy (uilyg — ') + D (w — i y)

>0 >0 >0
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Par inégalité triangulaire, on a donc :
n+1l n+1| < | n o n|(1 o Cn o n )+ Cn | n ) |+Dn| n__,n
Ui — Uy S U — Y i i+1 i1 Wip2 = Uiy i Ui — Ui

Sommons alors entie= —P a P :

P P P P
SOl =T < Y Jup —ul| = Y COF Juty w4+ Y CRy fultys —
i=—P i=—P i=—P i=—P

P P
- Z Diy |u;’+1 - uﬂ + Z D} |Uvn - u;’_1|.

i=—P i=—P
En regroupant:
P P
n+1 n+1 n n mn n n n n n
Z lup —uf ™ < Z [ufyy = u| + Cppy [up iy —upyy| + D2p [u p —ulp_y|.
i=—P i=—P

OrC3 ., €[0,1]etD”, € [0,1] donc

P P+1 +o0
Yooluptt -t s Y fup gl < DD fupyy —uf
i=—P i=—P—1 i=—o00

Il ne reste plus qu’a faire tend#@ vers+oo pour obtenir le résultat.

Exercice 71 page 200

1) Cette question a été completement traitée dansrteoe70.
Les estimations sont veérifiees avkt = 5 ou L est la constante de Lipschitz desur[A, B].

f(b) = f(a)
b

_ B —a
a) Soitb €]0, B[,a €]A,0[ tel queb + a > 0, (par exemple & = — = e avecl < ¢ < min(—A4, B)). Soit
o €]0,a + b[. Poura € [a — o,a + o], on ab + a > 0, et doncg(a,b) = f(a) = a?, ce qui prouve que sur
lensemblela — «, a + o] x {b}, la fonctiong est décroissante par rappoit.a
—1surlR— +1sii>0

+1surlR; —1lsii <0

Commef(u)) = +1 Vionau, =u? Vietdoncu! =u) pour touti et pour toutr. Par une récurrence facile,
la solution approchée est donc stationnaire. La solutkacte n’est pas stationnaire (voir proposition 5.29, aas 0°
f est strictement convexe e} < ug).

2) Remarquons que $i(s) = s> alors =b+a.

Q Wl

b
7

b) Soit nug définie par wg = { de sorte qua? = {

Exercice 72 page 201 (Flux monotones)

1. Le schéma s'écrit u ™" = u? — B (g(ul, ul ;) — g(ul, ul_,))
2.
uiyr) = u + O (ulyy — i) + D (ui g — uf)

= (1—CF = DMl + Cully, + Dl

K3

hi glu ult 1) — glul,ull) . .
avecC!" = hi gl wiy) = 90, i) ul'y # ul (et sinon)
k il —uy
hi g(ul, ul'yy) —glul’,ul') . .
etD!" = hi g uity) = 90t uf) siul' | # ul (et0 sinon)

n n
k ul g — uj

Remarquons qué;}* > 0 et D}* > 0 carg est monotone. On en déduit qéedéfinie par

H(uiy,uiyuiyy) = (1= CF = Dif)ui + Cluilyy + Dituity

(2
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hi
2M

est une fonction croissante de ses argumerits-sC* — D' > 0, ce qui est vérifié sk < pourtout; € Z .
3. Commen < ¢ g(a,b) < g(£,b), et comme < b, g(&,b) < g(&,§).

4. D’aprés la question précédentey st b, on a biery(a, b) < min{g(§,£), € € [a,b]}, etcomme (€, &) = f(£),
on a le résultat souhaité.
Sia > b, alors on vérifie facilement quey(a, b) > g(&, &) pour touté € [b, a], ce qui prouve le résultat.

5. Commey(a,b) = f(uap), ON amingepq b f(s) < g(a,b) sia < betg(a,b) < maxyep,q f(s) Sia > b.Ona
donc égalité dans les inégalités de la question 3.
2. Montrer que sous une condition a préciser, le schembgdecrire sour la forme

u?—H = H(u?—h u:l’ u?—&—l)

ou H est une fonction croissante de ses trois arguments.
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