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Introduction

L’analyse numérique deséquations aux d́erivées partielles

Pour aborder le calcul numérique (à l’aide d’un outil informatique) des solutions d’un problème ”réel”, on passe
par les étapes suivantes :

1. Description qualitative des phénomènes physiques.
Cette étape, effectuée par des spécialistes des phénomènes que l’on veut quantifier (ingénieurs, chimistes,
biologistes etc.....) consiste à répertorier tous les m´ecanismes qui entrent en jeu dans le problème qu’on
étudie.

2. Modélisation
Il s’agit, à partir de la description qualitative précédente, d’écrire un modèle mathématique. On supposera
ici que ce modèle amène à un système d’équations aux dérivées partielles (EDP). Selon les hypothèses
effectuées, la modélisation peut aboutir à plusieurs modèles, plus ou moins complexes. Dans la plupart
des cas, on ne saura pas calculer une solution analytique, explicite, du modèle ; on devra faire appel à des
techniques de résolution approchée.

3. Analyse mathématique du modèle mathématique.
Même si l’on ne sait pas trouver une solution explicite du modèle, il est important d’en étudier les propriétés
mathématiques, dans la mesure du possible. Il est bon de se poser les questions suivantes :
- Le problème est-il bien posé ? c’est-à-dire y–a–t’il existence et unicité de la solution ?
- Les propriétés physiques auxquelles on s’attend sont elles satisfaites par les solutions du modèle mathématique?
Si l’inconnue est une concentration, par exemple, peut-on prouver que la solution du modèle sensé la
représenter est toujours positive ?
- Y a-t-il continuité de la solution par rapport aux données ?

4. Discrétisation et résolution numérique
Un problème posé sur un domaine continu (espace - temps) n’est pas résoluble tel quel par un ordinateur,
qui ne peut traiter qu’un nombre fini d’inconnues. Pour se ramener à un problème en dimension finie, on
discrétise l’espace et/ou le temps. Si le problème original est linéaire on obtient un système linéaire. Si le
problème original est non linéaire (par exemple s’il s’agit de la minimisation d’une fonction) on aura un
système non linéaire à résoudre par une méthodead hoc (méthode de Newton...)

5. Analyse numérique
IL s’agit maintenant de l’analyse mathématique du schémanumérique. En effet, une fois le problème discret
obtenu, il est raisonnable de se demander si la solution de ceproblème est proche, et en quel sens, du
problème continu. De même, si on doit mettre en oeuvre une méthode itérative pour le traitement des non-
linéarités, il faut étudier la convergence de la méthode itérative proposée.

6. Mise en oeuvre, programmation et analyse des résultats
La partie mise en oeuvre est une grosse consommatrice de temps. Actuellement, de nombreux codes com-
merciaux existent, qui permettent en théorie de résoudre”tous” les problèmes. Il faut cependant procéder
à une analyse critique des résultats obtenus par ces codes, qui ne sont pas toujours compatibles avec les
propriétés physiques attendues...

3



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Les principales méthodes de discŕetisation

Les méthodes de diff́erences finies et volumes finis

On considère un domaine physiqueΩ ⊂ IRd, où d est la dimension de l’espace. Le principe des méthodes de
différences finies (DF) consiste à se donner un certain nombre de points du domaine, qu’on notera(x1 . . . xN ) ⊂
(IRd)N . On approche l’opérateur différentiel en espace en chacun desxi par des quotients différentiels. Il faut
alors discrétiser la dérivée en temps : on pourra par exemple considérer un schéma d’Euler1 explicite ou implicite
pour la discrétisation en temps.
Les méthodes de volumes finis (VF) sont adaptées aux équations de conservation et utilisées en mécanique des
fluides depuis plusieurs décennies. Le principe consiste `a découper le domaineΩ en des ”volumes de contrôle” ;
on intègre ensuite l’équation de conservation sur les volumes de contrôle ; on approche alors les flux sur les bords
du volume de contrôle par exemple pas une technique de diff´erences finies.

Les méthodes variationnelles, ḿethodes d’́eléments finis

On met le problème d’équations aux dérivées partiellessous la forme suivante, dite variationnelle :
{
a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ H,
u ∈ H,

oùH est un espace de Hilbert2 bien choisi (par exemple parce qu’il y a existence et unicit´e de la solution dans
cet espace),(·, ·)H le produit scalaire surH et a une forme bilinéaire surH . Dans un tel cadre fonctionnel, la
discrétisation consiste à remplacerH par un sous espace de dimension finieHk, construit par exemple à l’aide de
fonctions de base éléments finis qu’on introduira plus loin :

{
a(uk, vk) = (f, vk)H , ∀v ∈ Hk,

uk ∈ Hk.

Les méthodes spectrales

L’idée de ces méthodes est de chercher un solution approchée sous forme d’un développement sur une certaine
famille de fonctions. On peut par exemple écrire la solution approchée sous la forme :u =

∑n
i=1 αi(u)pi, où

les pi sont des fonction polynomiales. On choisit la basepi de manière à ce que les dérivées deαi et pi soient
faciles à calculer. Ces dernières méthodes sont réput´ees coûteuses, mais précises. Elles sont d’ailleurs plussouvent
utilisées comme aide à la compréhension des phénomènes physiques sur des problèmes modèles que dans pour des
applications industrielles.

Quelques exemples d’́equations aux d́erivées partielles

- L’équation de Poisson : en trois dimension d’espace, elles’écrit :−divκ∇u = f , où div est l’opérateur
divergence qui s’applique à une fonction vectorielle. Pour w : x = (x1, x2, x3) ∈ IR3 7→ w(x) =
w1(x1, x2, x3) ∈ IR3, divw = ∂1w1 + ∂2w2 + ∂3w3, la notation∂i désignant la dérivée partielle de par
rapport àxi, et le symbole nabla∇ (parfois aussi appelé del) représente le gradient :

∇u =




∂1u
∂2u
∂3u



 .

1Leonhard Paul Euler, né le 15 avril 1707 à Bâle et mort le 18septembre 1783 à Saint-Pétersbourg, est un mathématicien et physicien suisse,
qui passa la plus grande partie de sa vie en Russie et en Allemagne. Euler fit d’importantes découvertes dans des domainesaussi variés que le
calcul infinitésimal et la théorie des graphes. Il introduisit également une grande partie de la terminologie et de lanotation des mathématiques
modernes, en particulier pour l’analyse mathématique, comme pour la notion d’une fonction mathématique[2]. Il est ´egalement connu pour ses
travaux en mécanique, en dynamique des fluides, en optique et en astronomie.

2David Hilbert (1862 – 1943) est un très grand mathématicien allemand du XXe siècle. Il est en particulier connu pour les 23 problèmes
qu’il a énoncés comme défis aux mathématiciens. Certains de ces problèmes sont à ce jour non résolus.
Un espace de HilbertH ou espace hilbertien est un espace vectoriel normé completdont la norme, notée‖ · ‖, découle d’un produit
scalaire(·, ·)H : pour toutu ∈ H, ‖u‖2

H = (u, u)H .
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

En une dimension, elle s’écrit(−(κu′)′ = f . Le réelκ est un un coefficient de diffusion, et le terme
−κ∇u est un “flux de diffusion”. Il peut s’agir de la diffusion d’une espèce chimique, dans ce cas,κ est
le coefficient de diffusion (souvent notéD, enm2s−1) de la loi de Fick qui donne le flux de diffusionJ
(quantité de matière par unité de surface et de temps) en fonction de la concentrationu : :

J = −κu′ en dimension 1,qui devientJ = −κ∇u en dimension supérieure.

Il peut s’agir d’une diffusion thermique. Dans ce cas on parle plus souvent de conduction. Le coefficient
de diffusion est dans ce cas souvent notéλ, et on l’appelle la conductivité thermique (enWm−1K−1). La
loi de Fourier (1807) donne la densité de flux de chaleurj (enWm−2) en fonction de la températureu (en
Kelvin) :

j = −λu′ en dimension 1,qui devientJ = −λ∇u en dimension supérieure.

Dans le cas d’une conduction électrique, le coefficient de diffusion est dans ce cas notéσ, et on l’appelle la
conductivité électrique (enWm−1K−1). La loi d’Ohm donne la densité de courant électriquej (enWm−2)
en fonction du potentiel électriqueu :

j = −σu′ en dimension 1,qui devientj = −σ∇u en dimension supérieure.

Avec un coefficient constantκ = 1, l’équation de Poisson s’écrit en une dimension d’espace, :−u′′ = f .
En deux dimensions d’espace, elle s’écrit :−∆u = f . avec∆u = ∂2

xxu + ∂2
yyu, où ∂2

xxu (resp.∂2
yyu )

désigne la dérivée partielle seconde deu par rapport àx (respectivementy).
Dans le casf = 0, on obtient l’équation de Laplace−∆u = 0.

- L’équation de la chaleur :ut − ∆y = 0, oùut désigne la dérivée partielle deu par rapport au tempst : la
fonctionu est ici une fonction du temps et de l’espace.

- L’équation de transport. En une dimension d’espace, elles’écrit :ut+cux = 0, oùc est un réel (la vitesse de
transport) etux désigne la dérivée partielle deu par rapport à la variable d’espacex. Si on se donne comme
condition initialeu(x, 0) = u0(x), la solution de l’équation au tempst estu(x, t) = u0(x − ct) (ceci est
facile à vérifier au moins dans le cas régulier).

- L’équation des ondesutt −∆u = 0.

Considérons maintenant une équation aux dérivées partielles linéaire, de degré 2, de la forme :

Auxx +Buxy + Cuyy = 0

L’appellation “elliptique”, “parabolique” ou “hyperbolique” d’une équation aux dérivées partielles de cette forme
correspond à la nature de la conique décrite par l’équation caractéristique correspondante, c’est-à-dire :

Ax2 +Bxy + Cy2 = 0.

SiB2− 4AC < 0, l’équation est dite elliptique. SiB2− 4AC = 0, elle est parabolique, et siB2− 4AC > 0, elle
est hyperbolique. Verifiez que l’équation de Laplace est elliptique alors que l’équation des ondes est hyperbolique.
Notons que tous les exemples que nous avons présentés sontdes équations aux dérivées partielles linéaires, c.à.d.
des équations qui ne font pas intervenir que des termes lin´eaires enu et ses dérivées. Bien sur, de nombreux
modèles comportent des équations non linéaires : par exemple l’équation hyperbolique non linéaire de Bürgers,
qui s’écrit :

ut + (u2)x = 0, t ∈ IR+, x ∈ IR,

avec la condition initialeu(x, 0) = u0(x).. Une telle équation est dite “hyperbolique non linéaire”. Les équations
hyperboliques non linéaires sont discrétisées de mani`ere usuelle par la méthode des volumes finis. Les discrétisations
par éléments finis mènent à des schémas instables (c’est–à–dire que les solutions discrètes ne sont pas bornées,
indépendamment des paramètres de discrétisation, par des normes “naturelles”. En général elles ne vérifient pas
non plus certaines propriétés qui sempblent naturelles du point de vue de l’intuition physique. Ceci sera précisé
dans la suite).
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Chapitre 1

Diff érences finies et volumes finis pour les
probl èmes de diffusion stationnaires

1.1 Principe des deux ḿethodes

1.1.1 Cas de la dimension 1

On considère le problème unidimensionnel

−u′′(x) = f(x), ∀x ∈]0, 1[, (1.1)

u(0) = u(1) = 0, (1.2)

oùf ∈ C([0, 1]). Les conditions aux limites (1.2) considérées ici sont dites de type Dirichlet1 homogène (le terme
homogène désigne les conditions nulles). Cette équation modélise par exemple la diffusion de la chaleur dans un
barreau conducteur chauffé (terme sourcef ) dont les deux extrémités sont plongées dans de la glace.

Méthode de diff́erences finies.

On se donne une subdivision de[0, 1], c’est à dire une suite de points(xk)k=0,...,N+1 tels quex0 = 0 < x1 <
x2 < . . . < xN < xN+1 = 1.

x

xi xi+1x0 = 0 x1
xN+1 = 1xi−1 xN

hN+1/2hi+1/2hi−1/2h1/2

FIG. 1.1 – Maillage différences finies en 1D

Pouri = 0, . . . , N , on notehi+1/2 = xi+1 − xi et on définit le ”pas” du maillage par :

h = max
i=0,...,N

hi+1/2. (1.3)

Pour simplifier l’exposé, on se limitera dans un premier temps à un pas constant :

hi+1/2 = h ∀i ∈ [0, N ].

Le principe de la méthode des différences finies consiste `a écrire l’équation aux dérivées partielles (1.1) aux points
de discrétisationxi :

−u′′(xi) = f(xi), ∀i = 1, . . . , N,

1Johann Peter Gustav Dirichlet, mathématicien allemand, né à Düren en 1805 et mort à Göttingen en 1859. Il a effectué ses études
supérieures à Paris où il a cotoyé les plus grands mathématiciens français de l’époque, dont Legendre, Laplace,Poisson et Fourier. Il retourne
ensuite en 1825 en Allemagne où il travaille en particulieravec son ami Jacobi et avec Gauss, dont il reprendra en la chaire à l’Université de
Göttingen. Il eut entre autres comme élève Riemann et Kronecker (qui a donné son nom au fameux symbole). Les travaux de Dirichlet ont
surtout porté sur les séries de Fourier et l’arithmétique.

6



1.1. PRINCIPE DES DEUX ḾETHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

puis à approcher l’opérateur différentiel (ici−u′′) par un quotient différentiel, de manière à en déduire un système
d’équations en fonction d’inconnues discrètes senséesreprésenter des approximations deu aux points de discrétisation.
Voici comment on procède pour l’équation de Poisson unidimensionnelle. Effectuons d’abord un développement
de Taylor enxi, en supposant queu ∈ C4([0, 1]) :

u(xi+1) = u(xi) + hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi) +

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ζi),

u(xi−1) = u(xi)− hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi)−

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ηi),

avecζi ∈ [xi, xi+1], ηi ∈ [xi−1, xi]. En additionnant, on obtient :

u(xi+1) + u(xi−1) = 2u(xi) + h2u′′(xi) +O(h2)

Il semble donc raisonnable d’approcher la dérivée seconde−u′′(xi) par le “quotient différentiel”

2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)

h2
.

Sous des hypothèses de régularité suru, on peut montrer (voir lemme 1.13 page 15) que cette approximation est
d’ordre 2 au sens

Ri = u′′(xi) +
2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)

h2
= O(h2).

On appelleerreur de consistanceau pointxi la quantitéRi. L’approximation deu′′(xi) par un quotient différentiel
sugère de considérer les équations discrètes suivantes :

2ui − ui−1 − ui+1

h2
= f(xi), i = 1, . . . , N.

dont les inconnues discrètes sont lesui, i = 1, . . . , N . Notons que la première équation fait interveniru0 tandis
que la dernière fait interveniruN+1. Ces valeurs ne sont pas à proprement parler des inconnues,puisqu’elles sont
données par les conditions aux limites (1.2). On pose doncu0 = 0 etuN+1 = 0. Le système complet d’équations
s’écrit donc

2ui − ui−1 − ui+1

h2
= f(xi), i = 1, . . . , N. (1.4a)

u0 = 0; uN+1 = 0. (1.4b)

Remarque 1.1 (Inconnues discr̀etes et solution exacte) Attentioǹa ne pas confondreui etu(xi) : leséquations
discr̀etes(1.4)font intervenir lesinconnuesdiscr̀etesui, i = 1, . . . , N , et non pas lesvaleursu(xi), i = 1, . . . , N
de la solution exacte. En géńeral, ces valeurs ne sont pas les mêmes. SI la discrétisation aét́e effectúee correc-
tement (comme c’est le cas ici, et comme nous le démontrerons math́ematiquement plus loin), la résolution du
syst̀eme discret nous permettra d’obtenir des valeursui, i = 1, . . . , N des inconnues discrètes qui seront des
bonnes approximations des valeursu(xi), i = 1, . . . , N de la solution exacte que nous ne pouvons pas, dans le
cas ǵeńeral, calculer explicitement.

Méthode des volumes finis.

On ne se donne plus des points mais des volumes de contrôleKi, i = 1, . . . , N, avecKi =]xi−1/2, xi+1/2[, et on
notehi = xi+1/2−xi−1/2. Pour chaque volume de contrôleKi, on se donne un pointxi ∈ Ki =]xi−1/2, xi+1/2[.

On pourra considérer par exemple (mais ce n’est pas le seul point possible) :xi = 1/2
(
xi+1/2 + xi−1/2

)
. On

x

xi+1/2xi−1/2xi−3/2x3/2x1/2 = 0 x1 xi−1 xi
xNxN−1/2 xN+1/2 = 1

h1

K1

hi

KiKi−1

hi−1 hN

KN

FIG. 1.2 – Maillage volumes finis en 1D
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1.1. PRINCIPE DES DEUX ḾETHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

intègre l’équation−u′′ = f surKi :
∫ xi+1/2

xi−1/2

−u′′(x)dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

f(x)dx

et on posefi = 1
hi

∫ xi+1/2

xi−1/2
f(x)dx. On obtient :

−u′(xi+1/2) + u′(xi−1/2) = hifi, i = 1, . . . , N, (1.5)

Cette équation est un bilan de flux. La quantitéF i+1/2 = −u′(xi+1/2) est le flux de diffusion enxi+1/2. Pour la
première maille (i = 1), on obtient plus particulièrement :

−u′(x3/2) + u′(0) = h1f1, (1.6)

et pour la dernière (i = N ), :
−u′(1) + u′(xN−1/2) = hNfN . (1.7)

On cherche donc a approcher les flux−u′(xi+1/2) aux interfacesxi+1/2 des mailles, et les fluxu′(0) etu′(1) au
bord. Notons que l’opérateur à approcher est ici d’ordre 1, alors qu’il était d’ordre 2 en différences finies pour la
même équation.
On se donne une inconnue par maille (ou volume de contrôlei), qu’on noteui, et on espère approcher ainsi la valeur
u(xi) (ou 1

hi

∫
Ki
u). En supposantu suffisamment régulière, on peut effectuer deux développements de Taylor à

l’ordre 2 deu entrexi+1 et xi+1/2 et entrexi et xi+1/2 ; en soustrayant ces développements de Taylor l’un de
l’autre, on se rend compte qu’il est “raisonnable” (voir exercice 13 page 35) d’approcher le termeu′(xi+1/2) dans
l’équation (1.5) par le quotient différentiel

u(xi+1)− u(xi)
hi+1/2

,

au sens où l’erreur de consistance sur les flux, définie par :

Ri+1/2 = u′(xi+1/2)−
u(xi+1)− u(xi)

hi+1/2

est d’ordre 1 siu ∈ C2([0, 1], IR) (ceci est démontré plus loin, voir lemme 1.28 page 22). Le schéma numérique
s’écrit donc :

−ui+1 − ui
hi+1/2

+
ui − ui−1

hi−1/2
= hifi, i = 2, . . . , N − 1. (1.8)

Pour la première etN -ième equations, on tient compte des conditions aux limites de Dirichlet homogènes (1.2),
et on approcheu′(0) dans l’équation (1.6) (resp.u′(1)dans l’équation (1.7)) paru(x1)−0

h1/2
(resp.0−u(xN )

hN+1/2
, ce qui

donne comme première et dernière équations du schéma numérique :

−u2 − u1

h3/2
+

u1

h1/2
= h1f1, (1.9)

uN
hN+1/2

+
uN − uN−1

hN−1/2
= hNfN , (1.10)

Là encore comme dans le cas des différences finies, attention : les équations discrètes (1.8)-(1.10) font intervenir
les inconnuesdiscrètesui, i = 1, . . . , N , et non pas lesvaleurs u(xi), i = 1, . . . , N de la solution exacte. En
général, ces valeurs ne sont pas les mêmes.

Autres conditions limites.

Conditions de Dirichlet non homog̀enes Supposons que les conditions aux limites en 0 et en 1 soit maintenant
de type Dirichlet non homogènes, c.à.d. :

u(0) = a, u(1) = b, (1.11)

aveca etb pas forcément nuls. Dans ce cas :

1. les équations discrètes dusch́ema aux diff́erences finies(1.4) restent identiques, mais les valeursu0 etuN+1

sont maintenant données par :u0 = a etuN+1 = b ;

Analyse numérique des EDP, M1 8 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.1. PRINCIPE DES DEUX ḾETHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

2. les équations discrètes dusch́ema de volumes finis(1.8) associés aux noeuds internes restent identiques,
mais les valeursu′(0) etu′(1) sont maintenant approchés paru(x1)−a

h1/2
(resp.b−u(xN )

hN+1/2
, ce qui donne comme

première et dernière équations du schéma numérique :

−u2 − u1

h3/2
+
u1 − a
h1/2

= h1f1, (1.12)

− b− uN
hN+1/2

+
uN − uN−1

hN−1/2
= hNfN , (1.13)

Conditions de Neumann et Fourier On appellecondition de Neumann2 une condition qui impose une valeur
de la dérivée, par exemple :

u′(0) = a. (1.14)

On appellecondition de Fourier3 oucondition de Robin4 une condition5 qui impose une relation entre la valeur de
la dérivée et la valeur de la solution, par exemple,

u′(1) + αu(1) = b, (1.15)

avecα > 0. Cette condition est donc un mélange des conditions de Dirichlet et de Neumann, qui est souvent
utilisée pour exprimer une condition de transfert (thermique par exemple) entre un milieu et l’extérieur.
Enfin, on dit que les conditions aux limites sontmixtessi elles sont de type différent sur des portions de frontière du
domaine : on a des conditions mixtes dans le cas unidimensionnel si, par exemple, on a une condition de Dirichlet
en 0 et une condition de Neumann en 1.
Prenons par exemple le cas de conditions mixtes, en considérant l’équation (1.1) enx = 0 avec les conditions
(1.14) et (1.15) enx = 1. Voyons comment tenir compte de ces nouvelles conditions limites avec les méthodes DF
et VF.

1. Sch́ema aux diff́erences finiesPour approcher la condition de Neumann en 0, on effectue un d´eveloppement
de Taylor en 0 à l’ordre 1 :

u′(0) =
u(h)− u(0)

h1/2
+ ε(h) = a.

Ceci suggère l’équation discrète suivante pouru0 en écrivant que :

u1 − u0

h1/2
= a c.à.d.u0 = u1 − ah1/2.

(Rappelons que dans le cas de la condition de Dirichlet homogèneu(0) = 0, la valeur deu0 était simplement
prise commeu0 = 0.)
De la même manière, on écrit un développement limité pour la dérivée dans la condition de Fourier (1.15) :

u(1)− u(1− h)
hN+1/2

+ ε(h) + αu(1) = b,

ce qui suggère l’approximation suivante :

uN+1 − uN
hN+1/2

+ αuN+1 = b c.à.d.uN+1 =
uN + bhN+1/2

1 + αhN+1/2
.

2Karl Gottried Neumann est un mathématicien allemand, né en 1832 à Königsberg et mort 1925 à Leipzig. Il fut l’un des pionniers de la
théorie des équations intégrales. Il a laissé son nom aux conditions aux limites que nous mentionnons ici.

3Joseph Fourier est un mathématicien et physicien français, né en 1768 à Auxerre et mort en 1830 à Paris. Il est connu pour ses travaux sur
la décomposition de fonctions périodiques en séries trigonométriques convergentes appelées séries de Fourieret leur application au problème
de la propagation de la chaleur. Il a participé à la révolution, a échappé de peu à la guillotine, et a été nommé préfet de l’Isère par Napoléon.
Il a fait constuirer la route entre Grenoble et Briançon, etfondé en 1810 l’Université Royale de Grenoble, dont il futle recteur. L’université
scientifique de Grenoble et l’un des laboratoires de mathématiques de cette université portent son nom.

4Victor Gustave Robin est un mathématicien français né en1855 et mort en 1897 qui a travaillé en particulier en thermodynamique et sur la
théorie du potentiel.

5Voir pour plus de précisions à ce sujet l’articleThe third boundary condition—was it Robin’s ?par Karl Gustafson and Takehisa Abe, paru
en 1998 dans “The Mathematical Intelligencer”, Springer.
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1.1. PRINCIPE DES DEUX ḾETHODES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

2. Sch́ema de volumes finis :La condition de Neumann est particulièrement simple à prendre en compte,
puisque le schéma de volumes finis fait intervenir l’approximation du le flux en 0,u′(0), dans l’équation
(1.6), que l’on discrétise donc par :

a+
u1 − u2

h3/2
= h1f1. (1.16)

On tient compte ensuite de la condition de Fourier (1.15) pour approcher le termeu′(1) dans l’équation
(1.6) : on peut par exemple6 approcheru′(1) par b − αuN ce qui nous donne commeN -ième équation
discrète :

FN+1/2 − FN−1/2 = hNfN avecFN+1/2 = αuN − b etFN−1/2 = −uN − uN−1

hN−1/2
(1.17)

1.1.2 Cas de la dimension 2 ou 3

On considère maintenant le problème de Laplace en dimension 2 ou 3, sur un ouvert bornéΩ deIRd, d = 2 ou 3,
avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes :

−∆u = f, surΩ, (1.18a)

u(x) = 0, sur∂Ω, (1.18b)

oùf est une fonction deΩ dansIR.

Méthode de diff́erences finies.

Supposons (pour simplifier) que le domaineΩ soit un carré (c.à.d.d = 2, le cas rectangulaire se traite tout aussi
facilement). On se donne un pas de maillage constanth et des pointsxi,j = (ih, jh), i = 1, . . . , N , i = 1, . . . , N .
En effectuant les développements limités de Taylor (comme au paragraphe 1.1.1 page 6) dans les deux directions
(voir exercice 18), on approche−∂2

i u(xi,j) (resp.−∂2
ju(xi,j)) par

2u(xi,j)− u(xi+1,j)− u(xi−1,j)

h2
(resp. par

2u(xi,j)− u(xi,j+1)− u(xi,j−1)

h2
).

Ce type d’approche est limité à des géométries simples.Pour mailler des géométries compliqués, on utilise souvent
des triangles (tétraèdres en dimension 3), auquel cas la méthode des différences finies est plus difficile à généraliser,
car on ne peut pas approcher la dérivée seconde comme en maillages cartésiens.

Méthode de volumes finis.

On suppose maintenant queΩ est un ouvert polygonal deIR2, et on se donne un maillageT deΩ, c.à.d., en gros,
un découpage deΩ en volumes de contrôle polygônauxK. En intégrant l’équation (1.18a) surK, on obtient :

∫

K

−∆u dx =

∫

K

f dx.

Par la formule de Stokes, on peut réécrire cette équation:

−
∫

∂K

∇u(x).nK(x)dγ(x) =

∫

K

f(x)dx,

oùdγ(x) désigne l’intégrale par rapport à la mesure uni-dimensionnelle sur le bord de l’ouvertΩ, et oùnK désigne
le vecteur normal unitaire à∂K extérieur àK. CommeK est polygonal, on peut décomposer∂K en arêtesσ qui
sont des segments de droite, et en appelantEK l’ensemble des arêtes de∂K (trois arêtes dans le cas d’un triangle),
on a donc :

−
∑

σ∈EK

∫

σ

∇u.nK,σdγ(x) =

∫

K

f(x)dx,

oùnK,σ désigne le vecteur normal unitaire àσ extérieur àK (noter que ce vecteur est constant surσ). On cherche
donc maintenant à approcher la dérivée normale∇u.nK,σ de manière consistante sur chaque arêteσ. On se donne

6Ce n’est pas la seule possibilité, voir exercice 12.
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des inconnues discrètes notées(uK)K∈T , qui, on l’espère vont s’avérer être des approximationsdeu(xK). Pour
une arêteσ = K|L séparant les volumes de contrôleK etL, il est tentant d’approcher la dérivée normale∇u.nK,σ
par le quotient différentiel

u(xL)− u(xK)

dK,L
,

où dK,L est la distance entre les pointsxK et xL. Cependant, cette approximation ne pourra être justifiéeque si
la direction du vecteur défini par les deux pointsxK et xL est la même que celle de la normalenK,σ, c.à.d. si le
segment de droitexKxL est orthogonal à l’arêteK|L. Pour un maillage triangulaire à angles strictement inférieurs
à π/2, ceci est facile à obtenir en choisissant les pointsxK comme intersection des médiatrices du triangleK7,
voir Figure 1.3.

dK,L

xK

K
L

xL

FIG. 1.3 – Exemple de volumes de contrôle pour la méthode des volumes finis en deux dimensions d’espace

Supposons que cette hypothèse, dite d’orthogonalité du maillage, soit satisfaite ; on approche donc∇u.nK |σ par
u(xL)− u(xK)

dK,L
et en notant|σ| la longueur de l’arêteσ, on approche :

∫

σ

∇u.nKdγ parFK,σ = |σ|uL − uK
dK,L

, pour toutσ ∈ EK et pour toutK ∈ T .

Le schéma volumes finis s’écrit donc ∑

σ∈EK

FK,σ = |K|fK , (1.19)

où |K| est la mesure deK, etfK = 1
|K|
∫
K f(x)dx, et où les flux numériquesFK,σ sont définis (en tenant compte

des conditions limites pour les arêtes du bord) par :

FK,σ =





−|σ|uL − uK
dK,L

si σ = K|L,

−|σ| uK
dK,σ

si σ ⊂ ∂Ω etσ ∈ EK ,
(1.20)

oùdK,σ est la distance entre le pointxK et l’arêteσ

Comparaison des ḿethodes

Cette introduction aux différences finies et volumes finis nous permet de remarquer que les différences finies sont
particulièrement bien adaptées dans le cas de domaines rectangulaires ou parallèlepipédiques, pour lesquels on
peut facilement définir des maillages structurés (cartésiens dans le cas présent) c.à.d. dont on peut indexer les
mailles par un ordre(i, j) naturel.

7On rappelle que les médiatrices d’un triangle se coupent enun point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle,alors que les médianes
se coupent au barycentre, qui est le centre du cercle inscritdans le triangle ; ces deux points coı̈ncident dans le cas d’un triangle équilatéral.
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1.2. ANALYSE DE LA MÉTHODE DES DIFF́ERENCES FINIESCHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

Dans le cas de domaines plus complexes, on maille souvent à l’aide de triangles (ou tétraèdres) et dans ce cas la
méthode des différences finies ne se généralise pas facilement. On a alors recours soit aux volumes finis, dont on
vient de donner le principe, soit aux éléments finis, que nous aborderons ultérieurement.

1.1.3 Questions d’analyse nuḿerique

Voici un certain nombre de questions, qui sont typiquement du domaine de l’analyse numérique, auxquelles nous
tenterons de répondre dans la suite :

1. Le problème qu’on a obtenu en dimension finie, (avec des inconnues localisées aux noeuds du maillage dans
le cas de la méthode des différences finies et dans les mailles dans le cas de la méthode des volumes finis)
admet-il une (unique) solution ?

2. La solution du problème discret satisfait-elle les propriétés physiques qui sont vérifiées par la solution du
modèle mathématique?

3. La solution du problème discret converge-t-elle vers lasolution du problème continu lorsque le pas du
maillageh tend vers 0 ? Dans le cas des différences finies en une dimension d’espace, le pas du maillage est
défini par

h = sup
i=1,...,N

|xi+1 − xi|. (1.21)

Dans le cas des volumes finis en une dimension d’espace, il estdéfini par :

h = sup
i=1,...,N

|xi+1/2 − xi−1/2|. (1.22)

en deux dimensions d’espace, le pash est défini par

h = sup
K∈T

diam(K), avecdiam(K) = sup
x,y∈K

d(x, y),

oùT , le maillage, est l’ensemble des volumes de contrôleK. Notons que la réponse à cette question n’est
pas évidentea priori. La solution discrète peut converger vers la solution continue, elle peut aussi converger
mais vers autre chose que la solution du problème continu, et enfin elle peut ne pas converger du tout.

1.2 Analyse de la ḿethode des diff́erences finies

On cherche à discrétiser le problème aux limites suivant:
{
−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0,
(1.23)

où c ∈ C([0, 1], IR+) et f ∈ C([0, 1], IR), qui peut modéliser par exemple un phénomène de diffusion - réaction
d’une espèce chimique. On se donne un pas du maillage constant h = 1

N+1 , et une subdivision de]0, 1[, notée
(xk)k=0,...,N+1, avec :x0 = 0 < x1 < x2 < . . . < xN < xN+1 = 1. Soit ui l’inconnue discrète associée au
noeudi (i = 1, . . . , N). On poseu0 = uN+1 = 0. On obtient les équations discrètes en approchantu′′(xi) par
quotient différentiel par développement de Taylor, comme on l’a vu au paragraphe 1.1.1 page 6. On obtient donc
le système suivant : 




1

h2
(2ui − ui−1 − ui+1) + ciui = fi, i = 1, . . . , N,

u0 = uN+1 = 0.

(1.24)

avecci = c(xi) etfi = f(xi). On peut écrire ces équations sous forme matricielle :

AhUh = bh, avec Uh =




u1

...
uN


 , bh =




f1
...
fN


 , (1.25)
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etAh =
1

h2




2 + c1h
2 −1 0 . . . 0

−1 2 + c2h
2 −1

. ..
...

0
. . .

. . .
. .. 0

...
. . . −1 2 + cN−1h

2 −1
0 . . . 0 −1 2 + cNh

2




. (1.26)

Remarque 1.2 (Notations pour les vecteurs et matrices)Un vecteuru =




u1

u2

...
uN


 sera aussi not́e, par souci de

simplicit́e,u = (u1, u2, . . . uN) (ces deux́egalit́es signifiant que les composantes deu dans la base canonique de
IRN sontu1, u2, . . . ,uN . Attention toutefois̀a ne pas confondre cette notation avecut =

(
u1 u2 . . . uN

)
,

qui est une matrice1×N ; c’est la matrice transpośee deu vu comme une matriceN×1. On peut́ecrire le produit
scalaire de deux vecteursu etv deIRN avec ces notations :

u · v =

N∑

i=1

uivi = utv = vtu.

Les questions suivantes surgissent alors naturellement :

1. Le système (1.25) admet-il un unique solution ?

2. A-t-on convergence deUh versu et en quel sens ?

Nous allons répondre par l’affirmative à ces deux questions. Commençons par la première.

Proposition 1.3 Soitc = (c1, . . . , cN ) ∈ IRN tel queci ≥ 0 pour i = 1, . . . , N ; alors la matriceAh définie par
(1.26)est syḿetrique d́efinie positive, et donc inversible.

Démonstration : La matriceAh est évidemment symétrique. Montrons qu’elle est définiepositive. Soitv =
(v1 . . . vN ), on posev0 = vN+1 = 0. Calculons le produit scalaireAhv · v = vtAhv. On a :

Ahv · v =
1

h2

(
v1 v2 . . . vN

)




2 + c1h
2 −1 0

−1
. . .

. . .
. . . −1

0 −1 2 + cNh
2







v1
...
...
vN



,

c’est-à -dire :

Ahv · v =
1

h2

N∑

i=1

vi
(
−vi−1 + (2 + cih

2)vi − vi+1

)
.

On a donc, par changement d’indice :

Ahv · v =
1

h2



N∑

i=1

(−vi−1vi) +

N∑

i=1

(2 + cih
2)v2

i −
N+1∑

j=2

vj−1vj


 .

Et comme on a posév0 = 0 etvN+1 = 0, on peut écrire :

Ahv · v =
1

h2

N∑

i=1

(2 + cih
2)v2

i +
1

h2

N∑

i=1

(−2vivi−1),

soit encore :

Ahv · v =

N∑

i=1

civ
2
i +

1

h2

N∑

i=1

(−2vivi−1 + v2
i + v2

i−1) + v2
N .

On a donc finalement :

Ahv · v =

N∑

i=1

civ
2
i +

1

h2

N+1∑

i=1

(vi − vi−1)
2 ≥ 0, ∀v = (v1, . . . , vN ) ∈ IRN .
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Si on supposeAhv · v = 0, on a alors

N∑

i=1

cih
2v2
i = 0 etvi − vi−1 = 0, ∀i = 1, . . . , N + 1.

On a doncv1 = v2 = . . . = vN = v0 = vN+1 = 0. Remarquons que ces égalités sont vérifiées même si lesci
sont nuls. Ceci démontre que la matriceAh est bien définie.

Remarque 1.4 (Existence et unicit́e de la solution) On a montŕe ci-dessus queAh est syḿetrique d́efinie posi-
tive, donc inversible, ce qui entraı̂ne l’existence et l’unicit́e de la solution de(1.25). On aurait pu aussi d́emontrer
l’existence et l’unicit́e de la solution de(1.25)directement, en montrant que le noyau de(Ah est ŕeduit à {0}
(voir exercice 7 page 32). On rappelle qu’en dimension finie,toute application lińeaire injective ou surjective est
bijective.

Remarque 1.5 (Caract̀ere défini et conditions limites) Dans la d́emonstration de la proposition 1.3, sici > 0
pour touti = 1, . . . , N le terme

∑N
i=1 cih

2v2
i = 0 permet de conclure quevi = 0 pour touti = 1, . . . , N . Par

contre, si on n’a queci ≥ 0 (ou, bien m̂emeci = 0 pour touti = 1, . . . , N ), on peut encore montrer que que
vi = 0, pour touti = 1, . . . , N grâce aux conditions aux limites de Dirichlet homogènes (repŕesent́ees par le fait
qu’on posev0 = 0 etvN+1 = 0 qui permet d’́ecrire alors leśequations 1 etN sous la m̂eme forme que l’équation
i) ; on a en effetvi = vi−1, pour touti = 1, . . . , N , etv0 = 0. En particulier, la matrice de discrétisation de−u′′
par différences finies avec conditions aux limites de Neumann homogènes :

{
−u′′ = f,
u′(0) = u′(1) = 0.

(1.27)

donne une matriceAh qui est syḿetrique et positive, mais non définie (voir exercice 15 page 35). De fait la solution
du probl̀eme continu(1.27)n’est pas unique, puisque les fonctions constantes sur[0, 1] sont solutions de(1.27).

Nous allons maintenant nous préoccuper de la question de laconvergence.

Définition 1.6 (Matrices monotones)SoitA ∈ MN(IR), de coefficientsai,j , i = 1, . . . , N et j = 1, . . . , N. On
dit queA est positive (ouA ≥ 0) si ai,j ≥ 0, ∀ i, j = 1, . . . , N. On dit queA est monotone (ou queA est une
IP-matrice) siA est inversible etA−1 ≥ 0 ; voir à ce propos les exercices sur les IP-matrices et les M-marices du
polycopíe de L3,à l’adressehttp://www.cmi.univ-mrs.fr/∼herbin/PUBLI/anamat.pdf.

L’avantage des schémas à matrices monotones est de satisfaire la propriété de conservation de la positivité, qui
peut être cruciale dans les applications physiques :

Définition 1.7 (Conservation de la positivit́e) SoitA ∈ MN (IR), de coefficientsai,j , i = 1, . . . , N et j =
1, . . . , N ; on dit queA conserve la positivit́e siAv ≥ 0 entrâınev ≥ 0 (les ińegalit́es s’entendent composante
par composante).

On a en effet la proposition suivante :

Proposition 1.8 (Monotonie et positivit́e) SoitA ∈MN (IR). AlorsA conserve la positivit́e si et seulement siA
est monotone.

Démonstration : Supposons d’abord queA conserve la positivité, et montrons queA inversible et queA−1 a des
coefficients≥ 0. Six est tel queAx = 0, alorsAx ≥ 0 et donc, par hypothèse,x ≥ 0. Mais on a aussiAx ≤ 0, soit
A(−x) ≥ 0 et donc par hypothèse,x ≤ 0. On en déduitx = 0, ce qui prouve queA est inversible. La conservation
de la positivité donne alors quey ≥ 0 ⇒ A−1y ≥ 0. En prenanty = e1 on obtient que la première colonne de
A−1 est positive, puis en prenanty = ei on obtient que lai-ème colonne deA−1 est positive, pouri = 2, . . . , N .
DoncA−1 a tous ses coefficients positifs.

Réciproquement, supposons maintenant queA est inversible et queA−1 a des coefficients positifs. Soitx ∈ IRN

tel queAx = y ≥ 0, alorsx = A−1y ≥ 0. DoncA conserve la positivité.

Remarque 1.9 (Principe du maximum) On appelle principe du maximum continu le fait que sif ≥ 0 alors
le minimum de la fonctionu solution du probl̀eme 1.23 est atteint sur les bords. Cette propriét́e math́ematique
correspondà l’intuition physique qu’on peut avoir du phénom̀ene : si on chauffe un barreau tout en maintenant
ses deux extrémit́esà une temṕerature fixe, la temṕerature aux points int́erieurs du barreau sera supérieureà celle
des extŕemit́es. Il est donc souhaitable que la solution approchée satisfasse la m̂eme propríet́e (voir exercice 3 page
30 à ce sujet).
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Lemme 1.10 Soitc = (c1, . . . , cN ) ∈ IRN , etAh ∈MN (IR) définie par(1.26). Sici ≥ 0 pour touti = 1, . . . , N ,
alorsAh est monotone.

Démonstration : On va montrer que siv ∈ IRN , Ahv ≥ 0 alorsv ≥ 0. On peut alors utiliser la proposition 1.8
pour conclure. Soitv = (v1, . . . , vN ) ∈ IRN . Posonsv0 = vN+1 = 0.. Supposons queAhv ≥ 0. On a donc

− 1

h2
vi−1 +

(
2

h2
+ ci

)
vi −

1

h2
vi+1 ≥ 0, i = 1, . . . , N (1.28)

Soit

p = min

{
i ∈ {1, . . . , N}; vp = min

j=1,...,N
vj

}
.

Supposons queminj=1,...,N vj < 0. On a alorsp ≥ 1 et :

1

h2
(vp − vp−1) + cpvp +

1

h2
(vp − vp−1) ≥ 0.

On en déduit que
2

h2
cpvp ≥

1

h2
(vp−1 − vp) +

1

h2
(vp+1 − vp) ≥ 0.

Si cp > 0, on a doncvp ≥ 0, et doncvi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N . Si cp = 0, on doit alors avoirvp−1 = vp = vp+1 ce
qui est impossible carp est le plus petit indicej tel quevj = mini=1,...,N vi. Donc dans ce cas le minimum ne peut
pas être atteint pourj = p > 1. On a ainsi finalement montré quemin

i∈{1,...,N}
vi ≥ 0, on a doncv ≥ 0.

Définition 1.11 (Erreur de consistance)On appelle erreur de consistance la quantité obtenue en remplaçant
l’inconnue par la solution exacte dans le schéma nuḿerique. Dans le cas du schéma(1.24), l’erreur de consistance
au pointxi est donc d́efinie par :

Ri =
1

h2
(2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)) + c(xi)u(xi)− f(xi). (1.29)

L’erreur de consistanceRi est donc l’erreur qu’on commet en remplaçant l’opérateur−u′′ par le quotient différentiel

1

h2
(2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)).

Cette erreur peut être évaluée siu est suffisamment régulière, en effectuant des développements de Taylor.

Définition 1.12 (Ordre du sch́ema) On dit qu’un sch́ema de discŕetisationàN points de discŕetisation est d’ordre
p s’il existeC ∈ IR, ne d́ependant que de la solution exacte, tel que l’erreur de consistance satisfait :

max
i=1,...,N

(Ri) ≤ Chp,

où h est le le pas du maillage défini par (1.3) (c.à.d. le maximum deśecartsxi+1 − xi). On dit qu’un sch́ema de
discŕetisation est consistant si

max
i=1,...N

(Ri)→ 0 lorsqueh→ 0,

oùN est le nombre de points de discrétisation.

Lemme 1.13 Si la solution de(1.23)vérifieu ∈ C4([0, 1]), alors le sch́ema(1.24)est consistant d’ordre 2, et on
a plus preciśement :

|Ri| ≤
h2

12
sup
[0,1]

|u(4)|, ∀i = 1, . . . , N. (1.30)

Démonstration : Par développement de Taylor, on a :

u(xi+1) = u(xi) + hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi) +

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ξi)

u(xi−1) = u(xi)− hu′(xi) +
h2

2
u′′(xi)−

h3

6
u′′′(xi) +

h4

24
u(4)(ηi)

Analyse numérique des EDP, M1 15 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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En additionnant ces deux égalités, on obtient que :

1

h2
(u(xi+1) + u(xi)− 2u(xi)) = u′′(xi) +

h2

24
(u(4)(ξi) + u(4)(ηi)),

ce qui entraı̂ne que :

|Ri| ≤
h2

12
sup
[0,1]

|u(4)|. (1.31)

Remarque 1.14 (Sur l’erreur de consistance)

1. Si on noteŪh : (u(xi))i=1...N le vecteur dont les composantes sont les valeurs exactes de la solution de
(1.23), etUh = (u1 . . . uN ) la solution de(1.24), on a :

R = Ah(Uh − Ūh), (1.32)

oùR ∈ IRN est le vecteur de composantesRi, i = 1, . . . , N , erreur de consistance enxi définie en(1.29).

2. On peut remarquer que siu(4) = 0, les d́eveloppements de Taylor effectués ci-dessus se résument̀a :

−u′′(xi) =
2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)

h2
,

et on a doncRi = 0, pour touti = 1, . . . , N , et doncui = u(xi), pour touti = 1 . . .N . Dans ce cas
(rare !), le sch́ema de discŕetisation donne la valeur exacte de la solution enxi, pour touti = 1, . . . , N .
Cette remarque est bien utile lors de la phase de validation de ḿethodes nuḿeriques et/ou programmes
informatiques pour la ŕesolution de l’́equation(1.23). En effet, si on choisitf telle que la solution soit un
polynôme de degŕe inf́erieur ouégal à 3, alors on doit avoir une erreur entre solution exacte et approch́ee
inférieureà l’erreur machine.

La preuve de convergence du schéma utilise la notion de consistance, ainsi qu’une notion de stabilité, que nous
introduisons maintenant :

Proposition 1.15 On dit que le sch́ema(1.24)est stable, au sens où la norme infinie de la solution approchée est
bornée par un nombre ne dépendant que def . Plus pŕeciśement, la matrice de discrétisationAh satisfait :

‖A−1
h ‖∞ ≤

1

8
. (1.33)

inégalit́e qui peut aussi s’écrire comme une estimation sur les solutions du système(1.25):

‖Uh‖∞ ≤
1

8
‖f‖∞. (1.34)

Démonstration : On rappelle que par définition, siM ∈MN (IR),

‖M‖∞ = sup
v∈IRN

v 6=0

‖M‖∞
‖v‖∞

, avec‖v‖∞ = sup
i=1,...,N

|vi|.

Pour montrer que‖A−1
h ‖∞ ≤ 1

8 , on décompose la matriceAh sous la formeAh = A0h + diag(ci) oùA0h est la
matrice de discrétisation de l’opérateur−u′′ avec conditions aux limites de Dirichlet homogènes, et

A0h =




2

h2
− 1

h2
0

− 1

h2

. . .

. . . − 1

h2

0 − 1

h2

2

h2




(1.35)
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etdiag(ci) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonauxci. Les matricesA0h etAh sont inversibles, et
on a :

A−1
0h −A−1

h = A−1
0hAhA

−1
h −A−1

0hA0hA
−1
h = A−1

0h (Ah −A0h)A
−1
h .

Commediag(ci) ≥ 0, on aAh ≥ A0h, et commeA0h etAh sont monotones, on en déduit que :

0 ≤ A−1
h ≤ A−1

0h , (composante par composante).

On peut maintenant remarquer que siB ∈ MN (IR), et siB ≥ 0 (c.à.d.Bij ≥ 0 pour touti et j), on a

‖B‖∞ = sup
v∈IRN

‖v‖=1

sup
i=1,...,N

|(Bv)i| = sup
v∈IRN

‖v‖=1

sup
i=1,...,N

∣∣∣∣∣∣

N∑

j=1

Bijvj

∣∣∣∣∣∣
‖B‖∞ = sup

i=1,...,N

N∑

j=1

Bij .

On a donc‖A−1
h ‖ = supi=1,...,N

∑N
j=1(A

−1
h )ij ≤ supi=1,...,N

∑N
j=1(A

−1
0h )ij carA−1

h ≤ A−1
0h ; d’où on déduit

que‖A−1
h ‖∞ ≤ ‖A−1

0h ‖∞. Il ne reste plus qu’à estimer‖A−1
0h ‖∞. CommeA−1

0h ≥ 0, on a

‖A−1
0h ‖∞ = ‖A−1

0h e‖∞ avece = (1, . . . , 1).

Soitd = A−1
0h e ∈ IRN . On veut calculer‖d‖∞, oùd vérifieA0hd = e. Or le système linéaireA0hd = e n’est autre

que la discrétisation par différences finies du problème
{
−u′′ = 1

u(0) = u(1) = 0
, (1.36)

dont la solution exacte est :

u0(x) =
x(1− x)

2
,

qui vérifieu(4)
0 (x) = 0. On en conclut, par la remarque 1.14, que

u0(xi) = di, ∀i = 1 . . .N.

Donc‖d‖∞ = sup
i=1,N

ih(ih− 1)

2
oùh =

1

N + 1
est le pas de discrétisation. Ceci entraı̂ne que

‖d‖∞ ≤ sup
[0,1]

∣∣∣∣
x(x − 1)

2

∣∣∣∣ =
1

8
, et donc que‖A−1

h ‖∞ ≤
1

8
.

Remarque 1.16 (Sur la stabilit́e) Noter que l’ińegalit́e (1.34)donne une estimation sur les solutions approchées
indépendantes du pas de maillage. C’est ce type d’estimation qu’on recherchera par la suite pour la discrétisation
d’autres probl̀emes comme garant de la stabilité d’un sch́ema nuḿerique.

Définition 1.17 (Erreur de discrétisation) On appelle erreur de discrétisation enxi, la différence entre la solu-
tion exacte enxi et la i-ème composante de la solution donnée par le sch́ema nuḿerique

ei = u(xi)− ui, ∀i = 1, . . . , N. (1.37)

Théorème 1.18Soitu la solution exacte de
{
−u′′ + cu = f,

u(0) = u(1) = 0.

On supposeu ∈ C4([0, 1]). Soituh la solution de(1.24). Alors l’erreur de discŕetisation d́efinie par(1.37)satisfait

max
i=1,...,N

|ei| ≤
1

96
‖u(4)‖∞h2.

Le sch́ema est donc convergent d’ordre 2.
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Démonstration : SoitUh = (U1, . . . , Un) et Ūh = (u(x1), . . . , u(xN )), on cherche à majorer‖Ūh − Uh‖∞. On
aA(Ūh − Uh) = R oùR est l’erreur de consistance (voir remarque 1.14). On a donc

‖Ūh − Uh‖∞ ≤ ‖A−1
h ‖∞‖R‖∞ ≤

1

8
× 1

12
‖u(4)‖∞ =

1

96
‖u(4)‖∞

Remarque 1.19 (Sur la convergence)On peut remarquer que la preuve de la convergence s’appuie sur la sta-
bilit é (elle-m̂eme d́eduite de la conservation de la positivité) et sur la consistance. Dans certains livres d’analyse
nuḿerique, vous trouverez la ”formule” : stabilité + consistance=⇒ convergence. Il faut toutefois prendre garde
au fait que ces notions de stabilité et consistance peuventêtre variables d’un type de ḿethodeà un autre (comme
nous le verrons eńetudiant la ḿethode des volumes finis, par exemple).

Remarque 1.20 (Contr̂ole des erreurs d’arrondi) On cherchèa calculer la solution approch́ee de−u′′ = f . Le
second membref est donc une donnée du probl̀eme. Supposons que des erreurs soient commises sur cette donnée
(par exemple des erreurs d’arrondi, ou des erreurs de mesure). On obtient alors un nouveau système, qui s’́ecrit
AhŨh = bh + εh, où εh représente la discŕetisation des erreurs commises sur le second membre. Si on résout
AhŨh = bh + εh au lieu deAhUh = bh, l’erreur commise sur la solution du système s’́ecrit

Eh = Ũh − Uh = A−1
h εh.

On en d́eduit que

‖Eh‖∞ ≤
1

8
‖εh‖∞.

On a donc une borne d’erreur sur l’erreur qu’on obtient sur lasolution du syst̀eme par rapport̀a l’erreur commise
sur le second membre. Le problème des erreurs relatives est beaucoup plus subtil, voirà ce propos l’exercice 7 sur
le “conditionnement efficace”.

1.3 Analyse du sch́ema volumes finis

On va étudier la discrétisation par volumes finis du probl`eme (1.1)–(1.2), qu’on rappelle ici :

− u′′ = f, x ∈ ]0, 1[ (1.1)

u(0) = u(1) = 0. (1.2)

Définition 1.21 (Maillage volumes finis) On appelle maillage volumes finis de l’intervalle[0, 1], un ensemble de
N mailles(Ki)i=1,...,N , telles queKi =]xi−1/2, xi+1/2[, avecx1/2 = 0 < x 3

2
< xi−1/2 < xi+1/2 < . . . <

xN+1/2 = 1, et on noteKi = xi+1/2 − xi−1/2. On se donnéegalementN points(xi)i=1,...,N situés dans les
maillesKi. On a donc :

0 = x1/2 < x1 < x 3
2
< . . . < xi−1/2 < xi < xi+1/2 < . . . < xN+1/2 = 1.

On noterahi+1/2 = xi+1 − xi, et h = maxi=1,...,N , et pour des questions de notations, on poseraégalement
x0 = 0 etxN+1 = 1.

On rappelle que pour obtenir un schéma volumes finis, on partde la forme intégrale (bilan des flux) obtenue en
intégrant l’équation (1.1) surKi =]xi+1/2, xi−1/2[ :

−u′(xi + 1/2) + u′(xi − 1/2) =

∫

Ki

f(x)dx. (1.38)

On pose :fi = 1
hi

∫
ki
f(x)dx, et on introduit les inconnues discrètes(ui)i=1...N (une par maille) et les équations

discrètes du schéma numérique :

Fi+1/2 − Fi−1/2 = hifi, i = 1, . . . , N, (1.39)

où Fi+1/2 est le flux numérique enxi+1/2 qui devrait être une approximation raisonnable de−u′(xi+1/2). On
pose alors :

Fi+1/2 = −ui+1 − ui
hi+1/2

, i = 1, . . . , N,
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F1/2 = − u1

h1/2
, FN+1/2 =

uN
hN+1/2

,

pour tenir compte des conditions aux limites de Dirichlet homogènesu(0) = u(1) = 0. On peut aussi écrire :

Fi+1/2 = −ui+1 − ui
hi+1/2

, i = 0, . . . , N, (1.40)

en posantu0 = uN+1 = 0. (1.41)

On peut écrire le système linéaire obtenu sur(u1, . . . , uN) sous la forme

AhUh = bh, (1.42)

avec

(AhUh)i =
1

hi

[ −1

hi+1/2
(ui+1 − ui) +

1

hi−1/2
(ui − ui−1)

]
et (bh)i = fi.

Remarque 1.22 (Non consistance au sens des différences finies)
L’approximation de−u′′(xi) par

1

hi

[ −1

hi+1/2
(u(xi+1)− u(xi)) +

1

hi−1/2
(u(xi)− u(xi−1)

]

n’est pas consistante dans le cas géńeral : voir exercice 11 page 35.

On peut montrer que les deux schémas différences finies et volumes sont identiques “au bord près” dans le cas
d’un maillage uniforme lorsquexi est supposé être le centre de la maille : voir exercice 1 page 30.
On va démontrer ici qu’il existe une unique solution(u1, . . . uN ) au schéma (1.39)–(1.41), et que cette solution
converge, en un certain sens, vers la solution de problème continu (1.1)–(1.2) lorsque le pas du maillage tend vers
0.

Proposition 1.23 (Existence de la solution du schéma volumes finis)Soitf ∈ C([0, 1]) etu ∈ C2([0, 1]) solu-
tion du probl̀eme(1.1)–(1.2). Soit(Ki)i=1,...N le maillage par la d́efinition 1.21 page 18. Alors il existe une unique
solutionuh = (u1, . . . , uN ) de(1.39)–(1.41).

Démonstration : Ce résultat se déduit facilement de la proposition suivante, qui donne la stabilité du shéma, c.à.d.
une estimationa priori sur les solutions approchées. Sifi = 0 pour touti = 1, . . . , N , la proposition 1.25 nous
donne que‖DT uT ‖ = 0, oùDT uT est la “dérivée discrète” définie ci-après, et doncui − ui−1 = 0 pour tout
i = 1 . . .N ; mais commeu0 = 0, on en déduit queui = 0 pour touti = 1 . . .N. Ceci démontre l’unicité
de (ui)i=1...N solution de (1.39)–(1.41), et donc son existence, puisque le système (1.39)–(1.41) est un système
linéaire carré d’ordreN . (On rappelle qu’une matrice carrée d’ordreN est inversible si et seulement si son noyau
est réduit à{0}).
Nous allons maintenant prouver la stabilité, sous forme d’une estimation ditea priori, car on effectue une majo-
ration sur une fonction dont on n’a pas forcément prouvé l’existence : on établit l’estimationa priori en premier
et on en déduit l’existence.
Pour démontrer cette propriété, on commence par introduire une “dérivée” discrète des fonctions constantes par
mailles, qui nous servira dans la suite des démonstrations.

Définition 1.24 (Dérivée discr̀ete) On consid̀ere le maillage(Ki)i=1,...N de la d́efinition 1.21 page 18. Soitv
une fonction constante par mailles sur les maillesKi, qui repŕesente une approximation d’une fonction définie sur
[0, 1] et nulle en 0 et en 1. En posantv0 = vN+1 = 0, on peut d́efinir une sorte de ”d́erivée discr̀ete” dev par les
pentes

pi+1/2 =
vi+1 − vi
hi+1/2

, i = 0, . . . , N.

On peut alors d́efinir uneDT v, fonction constante par intervalle etégaleà pi+1/2 sur l’intervalle Ki+1/2 =
]xi, xi+1[. La normeL2 deDT v est alors d́efinie par :

‖DT v‖2L2(]0,1[) =

N∑

i=0

hi+1/2p
2
i+1/2 =

N∑

i=0

N∑

i=0

hi+1/2
(vi+1 − vi)2
hi+1/2

,

où hi+1/2 =
hi + hi+1

2
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Proposition 1.25 (Stabilit́e : estimationa priori sur les solutions approch́ees) Soitf ∈ L2([0, 1]). On consid̀ere
le maillage(Ki)i=1,...N de la d́efinition 1.21 page 18 ; pouri = 1, . . . , N , on notefi la valeur moyenne def sur la
mailleKi. Siuh est la fonction constante par maille dont les valeurs sur lesmailles sont des valeurs(u1, . . . , uN)
qui vérifient le sch́ema volumes finis(1.39)–(1.41), alors

‖DT uT ‖L2 ≤ ‖f‖L2 (1.43)

Démonstration : La preuve de cette proposition est calquée sur l’estimation a priori qu’on peut faire sur les
solutions du problème continu : en effet, siu est une solution qu’on supposera aussi régulière que l’onveut8 du
problème (1.1)–(1.2), alors

‖u′‖L2(]0,1[) ≤ ‖f‖L2((0,1)) (1.44)

Nous allons donc mener les preuves de (1.44) et (1.43) en parallèle. Soitu ∈ C2(]0, 1[ solution de (1.1)–(1.2), et
soit (u1, . . . , uN ) solution de (1.39)–(1.41).

Estimation continue

On multiplie (1.1) paru et on intègre entre 0 et 1 :

−
∫ 1

0

u′′(x)u(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx

On intègre par parties et on utilise les conditions
aux limites (1.2) :

∫ 1

0

(u′(x))2 dx =

∫ 1

0

f(x)u(x) dx

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz à droite.

∫ 1

0

(u′(x))2 dx = ‖f‖L2(]0,1[‖u‖L2(]0,1[

L’inégalité de Poincaré (voir un peu plus loin dans
la preuve et page 23) s’écrit

‖u‖L2(]0,1[ ≤ ‖u′‖L2(]0,1[

Et donc

‖u′‖L2(]0,1[) ≤ ‖f‖L2((0,1))

Estimation discrète

On multiplie (1.39) parui et on somme suri :

N∑

i=1

hi

(
−ui+1 − ui

hi+1/2
+
ui − ui−1

hi−1/2

)
ui =

N∑

i=1

hifiui,

On somme par parties en utilisantu0 = uN+1 =
0 (les détails sont donnés après la présentation en
colonnes) :

N∑

i=0

(ui+1 − ui)2
hi+1/2

=
N∑

i=1

hifiui.

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz à droite et
le fait que

∫ 1

0
fT (x)2 dx ≤

∫ 1

0
fT (x)2 dx (ce qui

est encore une conséquence de Cauchy-Schwarz).

‖(DT uT )2‖L2(]0,1[) ≤ ‖f‖L2((0,1))‖uT ‖L2((0,1))

L’inégalité de Poincaré discrète s’écrit

‖uT ‖L2(]0,1[ ≤ ‖DT uT ‖L2(]0,1[

Et par la définition deDT u :

‖DT uT ‖L2 ≤ ‖f‖L2

Donnons les détails de la sommation par parties dans la preuve de l’estimation discrète. On a :

N∑

i=1

−ui+1 − ui
hi+1/2

ui +
N∑

i=1

ui − ui−1

hi−1/2
ui =

N∑

i=1

hifiui.

En effectuant un changement d’indice sur la deuxième somme, on obtient :

N∑

i=1

−ui+1 − ui
hi+1/2

ui +

N−1∑

i=0

ui+1 − ui
hi+1/2

ui+1 =

N∑

i=1

hifiui;

en regroupant les sommes, on a donc :

N∑

i=0

(ui+1 − ui)2
hi+1/2

=

N∑

i=1

hifiui.

8En fait la solution unique de (1.1)–(1.2) appartient à l’espaceH1(]0, 1[), comme on le verra plus tard.
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Et on se retrouve bien avec la normeL2 de la dérivée discrète au membre de gauche de l’équation.

Il nous faut maintenant donner les démonstrations des inégalités de Poincaré continue et discrète que nous avons
utillisé dans la preuve ci-dessus. Là encore, nous allonsprocéder “en parallèle, car la démonstration en discretest
calquée sur la démonstration continue.

Proposition 1.26 (Poincaŕe en continu et en discret)
– Enonće en continu(pour une fonction ŕegulìere) : Soitu ∈ C1([0, 1]) telle queu(0) = 0. Alors

‖u‖L2(]0,1[) ≤ ‖u′‖L2(]0,1[) (1.45)

et
‖u‖L2(]0,1[) ≤ ‖u′‖L2(]0,1[) (1.46)

– Enonće en discretOn consid̀ere le maillage(Ki)i=1,...N de la d́efinition 1.21 page 18. Soitv une fonction
constante par mailles sur les maillesKi, et soitDT v sa “dérivée discr̀ete” au sens de la d́efinition 1.24. Alors :

‖v‖L2(]0,1[ ≤ ‖DT v‖L2(]0,1[) (1.47)

et
‖v‖∞ ≤ ‖DT v‖L2(]0,1[) (1.48)

Démonstration : Là encore, on va effectuer les démonstrations en parallèle, vu que la démonstration de l’inégalité
“discrète” copie la démonstration de l’inégalité continue.

Inégalité de Poincaré continue

On écrit queu est l’intégrale de sa dérivée, en utili-
sant le fait queu(0) = 0 :

u(x) =

∫ x

0

u′(s) ds

On majore :

|u(x)| ≤
∫ x

0

|u′(s)| ds ≤
∫ 1

0

|u′(s)| ds

ce qui donne tout de suite (1.46). On utilise
l’inégalité de Cauchy-Schwarz à droite.

|u(x)|2 ≤ ‖u′‖2L2(]0,1[.

On intègre entre 0 et 1 et on aboutit au résultat :

‖u′‖L2(]0,1[ ≤ ‖u′‖L2(]0,1[.

Inégalité de Poincaré discrète

En tenant compte du fait quev0 = 0, on écrit que :

vi =

i∑

k=1

(vk − vk−1).

On majore :

|vi| ≤
i∑

k=1

|vk − vk−1|

≤
N+1∑

k=1

hk+ 1
2

|vk − vk−1|
hk+ 1

2

=

∫ 1

0

|DT vT (s) ds

On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz à droite.

|vi|2 ≤ ‖DT vT ‖2L2(]0,1[),

ce qui donne tout de suite (1.48), et en intégrant
entre 0 et 1 et on aboutit au résultat :

‖v‖L2(]0,1[ ≤ ‖DT vT ‖L2(]0,1[).

Notons que dans les deux démonstrations, on obtient que‖u‖∞ ≤ ‖u‖L2(]0,1[) et que‖u‖∞ ≤ ‖u′‖L2(]0,1[)

Définition 1.27 (Erreur de consistance sur le flux)Soitu : [0, 1] → IR solution du probl̀eme(1.1)–(1.2). On
se donne une subdivision de[0, 1]. On appelleF̄i+1/2 = −u′(xi+1/2) le flux exact enxi+1/2, et F ∗

i+1/2 =

−u(xi+1)−u(xi)
hi+1/2

l’approximation du flux exact utiliśee pour construire le flux nuḿeriqueFi+1/2 = −ui+1−ui

hi+1/2
.
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On dit que le flux nuḿerique est consistant d’ordrep s’il existeC ∈ IR+ ne d́ependant que deu telle que l’erreur
de consistance sur le flux, définie par :

Ri+1/2 = F̄i+1/2 − F ∗
i+1/2, (1.49)

vérifie
|Ri+1/2| ≤ Chp. (1.50)

Lemme 1.28 (Consistance du flux de diffusion)Soit u ∈ C2([0, 1]) solution du probl̀eme(1.1)–(1.2). Le flux
nuḿeriqueFi+1/2 = −ui+1−ui

hi+1/2
est consistant d’ordre 1. Plus préciśement il existeC ne d́ependant que de‖u′′‖∞

tel que l’erreur de consistance sur les flux définie par(1.49)vérifie :

|Ri+1/2| = | − u′(xi+1/2 +
u(xi+1)− u(xi)

hi+1/2
| ≤ Ch. (1.51)

Démonstration : La démonstration de ce résultat s’effectue facilement àl’aide de développements de Taylor :
voir l’exercice 13 page 35, où l’on montre aussi que sixi+1/2 est au centre de l’intervalle[xixi+1], l’erreur de
consistance sur les flux est d’ordre 2,i.e. il existeC ∈ IR+ ne dépendant que deu telle queRi+1/2 ≤ Ch2. Notez
que cette propriété de consistance est vraie sur les flux, et non pas sur l’opérateur−u′′ (voir remarque 1.22) et
exercice 11.

Définition 1.29 (Conservativit́e) On dit que le sch́ema volumes finis(1.39)–(1.41)est conservatif, au sens où,
lorsqu’on consid̀ere une interfacexi+1/2 entre deux maillesKi etKi+1, le flux nuḿerique entrant dans une maille
estégalà celui sortant de l’autre.

C’est grâce à la conservativité et à la consistance des flux qu’on va montrer la convergence du schéma volumes
finis.

Théorème 1.30 (Convergence du schéma volumes finis)On suppose que la solutionu du probl̀eme(1.1)–(1.2)
vérifieu ∈ C2([0, 1]). On poseei = u(xi) − ui pour i = 1, . . . , N , et e0 = eN+1 = 0. On noteeT la fonction
constante par mailles etégaleà ei sur la maillei etDT eT sa d́erivée discr̀ete, au sens de la définition 1.24.
Il existeC ≥ 0 ne d́ependant que deu tel que :

‖DT eT ‖L2(]0,1[) =
( N∑

i=0

(ei+1 − ei)2
h

) 1
2 ≤ Ch, (1.52)

‖eT ‖L2(]0,1[) =
( N∑

i=1

he2i
) 1

2 ≤ Ch (1.53)

‖eT ‖∞ = max
i=1,...,N

|ei| ≤ Ch. (1.54)

(On rappelle queh = supi=1...N hi.)

Démonstration : Ecrivons le schéma volumes finis (1.39) :

Fi+1/2 − Fi−1/2 = hifi,

l’équation exacte intégrée sur la mailleKi (1.38) :

F̄i+1/2 − F̄i−1/2 = hifi,

où F̄i+1/2 est défini dans le lemme 1.28, et soustrayons :

F̄i+1/2 − Fi+1/2 − F̄i−1/2 + Fi−1/2 = 0.

En introduisantRi+1/2 = F i+1/2 − F ∗
i+1/2, on obtient :

F ∗
i+1/2 − Fi+1/2 − F ∗

i−1/2 + Fi−1/2 = −Ri+1/2 +Ri−1/2

ce qui s’écrit encore, au vu de la définition deei,

− 1

hi+1/2
(ei+1 − ei) +

1

hi−1/2
(ei − ei−1) = −Ri+1/2 +Ri−1/2.

Analyse numérique des EDP, M1 22 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.3. VOLUMES FINIS, DIFFUSION 1D CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

On multiplie cette dernière égalité parei et on somme de 1 àN :

N∑

i=1

− 1

hi+1/2
(ei+1 − ei)ei +

N∑

i=1

1

hi−1/2
(ei − ei−1)ei =

N∑

i=1

−Ri+1/2ei +

N∑

i=1

Ri−1/2ei,

ce qui s’écrit encore :

N∑

i=1

− 1

hi+1/2
(ei+1 − ei)ei +

N−1∑

i=0

1

hi+1/2
(ei+1 − ei)ei+1 =

N∑

i=1

−Ri+1/2ei +

N−1∑

i=0

Ri+1/2ei+1

En réordonnant les termes, on obtient, en remarquant quee0 = 0 et eN+1 = 0 :

N∑

i=0

(ei+1 − ei)2
hi+1/2

=

N∑

i=0

Ri+1/2(ei+1 − ei).

Mais
N∑

i=0

(ei+1 − ei)2
hi+1/2

=

N∑

i=0

hi+1/2

(ei+1 − ei
hi+1/2

)2
=

∫ 1

0

(DT eT (s))2 ds = ‖DT eT ‖2L2(]0,1[).

De plus,Ri+1/2 ≤ C h (par le lemme 1.28). On a donc

‖DT eT ‖2L2(]0,1[) ≤ C h

N∑

i=0

|ei+1 − ei| = C h

N∑

i=0

hi+1/2
|ei+1 − ei|
hi+1/2

= C h

∫ 1

0

|DT eT |,

et, par l’inégalité de Cauchy–Schwarz :
‖DT eT ‖L2(]0,1[) ≤ C h.

On a ainsi démontré (1.52). On obtient (1.53) et (1.54) parl’inégalité de Poincaré discrète (proposition 1.32).

Remarque 1.31 (Espaces fonctionnels et normes discrètes) On rappelle qu’une fonctionu de l’espace de Le-
besgue9 10L2(]0, 1[) admet une d́erivée faible dansL2(]0, 1[) s’il existev ∈ L2(]0, 1[) telle que

∫

]0,1[

u(x)ϕ′(x)dx = −
∫

]0,1[

v(x)ϕ(x)dx, (1.55)

pour toute fonctionϕ ∈ C1
c (]0, 1[), où C1

c (]0, 1[) désigne l’espace des fonctions de classeC1 à support compact
dans]0, 1[. On peut montrer quev est unique, voir par exemple [1]. On noterav = Du. On peut remarquer que
si u ∈ C1([0, 1]), et si on noteu′ sa d́erivée classique, alorsDu = u′ “presque partout”. On noteH1(]0, 1[)
l’ensemble des fonctions deL2(]0, 1[) qui admettent une d́erivée faible dansL2(]0, 1[) :

H1(]0, 1[) = {u ∈ L2(]0, 1[) ; Du ∈ L2(]0, 1[)}.

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u, v)H1(]0,1[) = (

∫

(]0,1[)

(u(x) v(x) dx+Du(x)Dv(x)) dx.

Toutélément deH1(]0, 1[) (au sens classe d’équivalence de fonctions) admet un représentant continu, et on peut
donc d́efinir les valeurs en 0 et en 1 d’une “fonction” deH1(]0, 1[).

H1
0 (]0, 1[) = {u ∈ H1(]0, 1[) ;u(0) = u(1) = 0}.

9Henri-Léon Lebesgue (1875 – 1941) est un mathématicien français. Il est reconnu pour sa théorie d’intégration publiée initialement dans
sa dissertationIntégrale, longueur, airèa l’université de Nancy en 1902. Il fut l’un des grands mathématiciens français de la première moitié
du XXe siècle.

10Une fonctionf de ]0, 1[ dansIR est intégrable au sens de Lebesgue sif est mesurable et
R

]0,1[
|f | dt < +∞. L’espaceL2(]0, 1[)

désigne l’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de carré intégrable au sens de Lebesgue, pour la relation d’équivalence “ égale

presque partout”, ce qui permet de définir une norme surL2(]0, 1[) par‖u‖L2(]0,1[) = (
R

]0,1[ u2 dt)
1
2 , ce qui en fait un espace complet.

Cette norme est associé au produit scalaire(u, v)L2(]0,1[) =
R

]0,1[
u v dt, ce qui en fait un espace de Hilbert. Pour plus de détails surces

questions voir le polycopiéMesures, intégration, probabilitéssur la page webhttp://www-gm3.univ-mrs.fr/∼gallouet/
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Pouru ∈ H1(]0, 1[), on note :

‖u‖H1
0

=

(∫ 1

0

(Du(x))2dx

)1/2

.

C’est une norme surH1
0 qui estéquivalentèa la norme‖.‖H1 définie par‖u‖H1 =

(∫
u2(x)dx +

∫
(Du)2(x)dx

)1/2

,

ce qui se d́emontre gr̂aceà l’in égalit́e de Poincaŕe 11 qu’on rappelle :

Proposition 1.32 (Ińegalit́e de Poincaŕe, cas 1D).

‖u‖L2(]0,1[) ≤ ‖Du‖L2(]0,1[) pour toutu ∈ H1
0 (]0, 1[). (1.56)

La démonstration de cette proposition aét́e faite dans le cadre de la preuve de la stabilité du sch́ema en 1D (voir
proposition 1.25 pour des fonctions régulìeres, mais la m̂eme preuve s’applique dans le cas d’une fonctionH1.
Soit maintenantT un maillage volumes finis de[0, 1] (voir définition 1.21), on noteX(T ) l’ensemble des fonctions
de [0, 1] dansIR, constantes par maille de ce maillage. Pourv ∈ X(T ), on notevi la valeur dev sur la maillei ;
on peut́ecrire les normesL2 etL∞ dev :

‖v‖2L2(]0,1[) =

N∑

i=1

hiv
2
i ,

et
‖v‖L∞(]0,1[) = max

i=1,...,N
|vi|.

Par contre, la fonctionv étant constante par maille, elle n’est pas dérivable au sens classique, ni même au sens
faible. On peut toutefois définir une normeH1 discr̀ete dev de la manìere suivante :

|v|1,T =

(
N∑

i=0

hi+1/2(
vi+1 − vi
hi+1/2

)2

)1/2

,

ce qui est la normeL2 de la d́erivée discr̀eteDT v (voir définition 1.24). On peut montrer (Exercice 16) que si
uT :]0, 1[−→ IR est d́efinie paruT (x) = ui ∀x ∈ Ki où (ui)i=1,...,N solution de(1.39)–(1.41), alors |uT |1,T
converge dansL2(]0, 1[) lorsqueh tend vers 0, vers‖Du‖L2(]0,1[), où u est la solution du problème(1.1)–(1.2).

Remarque 1.33 (Dimensions suṕerieures) En une dimension d’espace, on a obtenu une estimation d’erreur en
norme ”H1

0 discr̀ete” et en normeL∞. En dimension suṕerieure ouégaleà 2, on aura une estimation enh, en
normeH1

0 discr̀ete, en normeL2, mais pas en normeL∞. Ceci tient au fait que l’injection de SobolevH1(]0, 1[) ⊂
C(]0, 1[) n’est vraie qu’en dimension 1. La démonstration de l’estimation d’erreur en normeL2 (1.53)se prouve
alors directement̀a partir de l’estimation en normeH1

0 discr̀ete, gr̂aceà une ”inégalit́e de Poincaŕe discr̀ete”,
équivalent discret de la célèbre ińegalit́e de Poincaŕe continue12 (voir (1.56)pour la dimension 1).

1.4 Volumes finis pour la prise en compte de discontinuités

On considère ici un barreau conducteur constitué de deux matériaux de conductivitésλ1 etλ2 différentes, et dont
les extrémités sont plongées dans de la glace. On supposeque le barreau est de longueur 1, que le matériau de
conductivitéλ1 (resp.λ2) occupe le domaineΩ1 =]0, 1/2[ (resp.Ω2 =]1/2, 1[). Le problème de conduction de la
chaleur s’écrit alors : 




(−λ1(x)u
′)′ = f(x) x ∈]0, 1/2[

(−λ2(x)u
′)′ = f(x) x ∈]1/2, 1[

u(0) = u(1) = 0,
−(λ1u

′)(1/2) = −(λ2u
′)(1/2)

(1.57)

Remarque 1.34La dernìereégalit́e traduit la conservation du flux de chaleurà l’interfacex = .5. On peut noter
que commeλ est discontinu en ce point, la dérivéeu′ le sera forćement elle aussi.

11Henri Poincaré (1854–1912) est un mathématicien, physicien et philosophe français. C’est probablement l’un des plus grands hommes de
science de cette époque.

12SoitΩ un ouvert borné deIRN , etu ∈ H1
0 (Ω), alors‖u‖L2(Ω) ≤ diam(Ω)‖Du‖L2(Ω)}.
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On choisit de discrétiser le problème par volumes finis. Onse donne un maillage volumes finis comme défini par
la définition 1.21 page 18, en choisissant les mailles telles que la discontinuité deλ soit située sur un interface
de deux mailles qu’on noteKk etKk+1. On a donc, avec les notations du paragraphe (1.1.1)xk+1/2 = 0.5. La
discrétisation par volumes finis s’écrit alors

Fi+1/2 − Fi−1/2 = hifi, i = 1, . . . , N,

où les flux numériquesFi+1/2 sont donnés par

Fi+1/2 = λ∗
ui+1 − ui
hi+1/2

, avecλ∗ =

{
λ1 si xi+1/2 > 0.5,
λ2 si xi+1/2 < 0.5.

Il ne reste donc plus qu’à calculer le fluxFk+1/2, approximation de(λu′)(xk+1/2) (avecxk+1/2 = 0.5). On
introduit pour cela une inconnue auxiliaireuk+1/2 que l’on pourra éliminer plus tard, et on écrit une discrétisation
du flux de part et d’autre de l’interface.

Fk+1/2 = −λ1

uk+1/2 − uk
h+
k

, avech+
k = xk+1/2 − xk,

Fk+1/2 = −λ2

uk+1 − uk+1/2

h−k+1

avech−k+1 = xk+1 − xk+1/2.

L’élimination (et le calcul) de l’inconnue se fait en écrivant la conservation du flux numérique :

−λ1

uk+1/2 − uk
h+
k

= −λ2

uk+1 − uk+1/2

h−k+1

On en déduit la valeur deuk+1/2

uk+1/2 =

λ1

h+
k

uk + λ2

h−

k+1

uk+1

λ1

h+
k

+ λ2

h−

k+1

On remplaceuk+1/2 par cette valeur dans l’expression du fluxFk+1/2, et on obtient :

Fk+1/2 =
λ1 λ2

h+
k λ2 + h−k+1λ1

(uk+1 − uk).

Si le maillage est uniforme, on obtient

Fk+1/2 =
2λ1λ2

λ1 + λ2

(
ui+1 − ui

h

)
.

Le flux est donc calculé en faisant intervenir la moyenne harmonique des conductivitésλ1 et λ2. Notons que
lorsqueλ1 = λ2, on retrouve la formule habituelle du flux.

1.5 Différences finies et volumes finis pour les problèmes de diffusion 2D

1.5.1 Différences finies

On considère maintenant le problème de diffusion dans un ouvertΩ deIR2 :
{
−∆u = f dansΩ,
u = 0 sur∂Ω.

(1.58)

Le problème est bien posé au sens où : Sif ∈ C1(Ω), alors il existe une unique solutionu ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω),
solution de (1.58). Sif ∈ L2(Ω)et si Ω est convexe (ou à bord régulier) alors il existe une uniquefonction
u ∈ H2(Ω) au sens faible13 de (1.58), c.à.d. qui vérifie :





u ∈ H1
0 (Ω),∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω).

(1.59)

13Par définition,H2(Ω) est l’ensemble des fonctions deL2(Ω) qui admet des dérivées faibles jusqu’à l’ordre 2 dansL2(Ω).
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On peut montrer (voir cours Equations aux dérivées partielles) que siu ∈ C2(Ω), alorsu est solution de (1.58) si et
seulement siu est solution faible de (1.58). Pour discrétiser le problème, on se donne un certain nombre de points,
alignés dans les directionsx et y, comme représentés sur la figure 1.4 (on prend un pas de maillage uniforme et
égal àh). Certains de ces points sont à l’intérieur du domaineΩ, d’autres sont situés sur la frontière∂Ω.

P5

P2 P3

P4

P1

P̃2

P̃2 P̃3
P̃1

P̃5

FIG. 1.4 – Discrétisation différences finies bi-dimensionnelle

Comme en une dimension d’espace, les inconnues discrètes sont associées aux noeuds du maillage. On note
{Pi, i ∈ I} les points de discrétisation, et on écrit l’équation auxdérivées partielles en ces points :

−∆u(Pi)−
∂2u

∂x2
(Pi)−

∂2u

∂y2
(Pi) = f(Pi).

1er cas:
Dans le cas de points points ”vraiment intérieurs”, tel quele pointP1 sur la figure 1.4,i.e. dont tous les points
voisins sont situés à l’intérieur deΩ, les quotients différentiels

2u(P1)− u(P2)− u(P3)

h2
et

2u(P1)− u(P5)− u(P4)

h2

sont des approximations consistantes à l’ordre 2 de−∂2
1u(P1) et−∂2

2u(P1).
Par contre, pour un point “proche” du bord tel que le pointP̃1, les mêmes approximations (avec les pointsP̃2, P̃3,
P̃4 et P̃5) ne seront que d’ordre 1 en raison des différences de distance entre les points (faire les développements
de Taylor pour s’en convaincre.
Une telle discrétisation amène à un système linéaireAhUh = bh, où la structure deAh (en particulier sa “largeur
de bande”, c.à.d. le nombre de diagonales non nulles) dépend de la numérotation des noeuds. On peut montrer
que la matriceAh est monotone et le schéma est stable. De la consistance et lastabilité, on déduit, comme en une
dimension d’espace, la convergence du schéma.

1.5.2 Volumes finis

Le probl ème mod̀ele

On considère le problème modèle suivant (par exemple de conduction de la chaleur) :

−div(λi∇u(x)) = f(x) x ∈ Ωi, i = 1, 2 (1.60)

où λ1 > 0, λ2 > 0 sont les conductivités thermiques dans les domainesΩ1 et avecΩ2, avecΩ1 =]0, 1[×]0, 1[
et Ω2 =]0, 1[×]1, 2[. On appelleΓ1 =]0, 1[×{0}, Γ2 = {1}×]0, 2[, Γ3 =]0, 1[×{2}, et Γ4 = {0}×]0, 2[ les
frontières extérieures deΩ, et on noteI =]0, 1[×{1} l’interface entreΩ1 etΩ2 (voir Figure 1.5). Dans la suite, on
noteraλ la conductivité thermique surΩ, avecλ|Ωi = λi, i = 1, 2.
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0 1

2

1

0

Γ3

x

y

Γ2

Ω1

Ω2

I

Γ1

Γ4

hx

hy

FIG. 1.5 – Domaine d’étude

On va considérer plusieurs types de conditions aux limites, en essayant d’expliquer leur sens physique. On rappelle
que le flux de chaleur par diffusion est égalq est donné par la loi de Fourier :q = −λ∇u · n, oùn est le vecteur
normal unitaire à la surface à travers laquelle on calculele flux.

1. Conditions aux limites de type Fourier (Robin) surΓ1 ∪ Γ3 : On suppose qu’il existe un transfert thermique
entre les paroisΓ1 et Γ3 et l’extérieur. Ce transfert est décrit par la condition de Fourier (Robin dans la
littérature anglo-saxonne), qui exprime que le flux transféré est proportionnel à la différence de température
entre l’extérieur et l’intérieur :

−λ∇u · n(x) = α(u(x) − uext), , ∀x ∈ Γ1 ∪ Γ3. (1.61)

oùα > 0 est le coefficient de transfert thermique,n le vecteur unitaire normal à∂Ω extérieur àΩ, etuext
est la température extérieure (donnée).

2. Conditions aux limites de type Neumann surΓ2 On suppose que la paroiΓ2 est parfaitement isolée, et que
le flux de chaleur à travers cette paroi est donc nul. Ceci se traduit par une condition dite “de Neumann
homogène” :

−λ∇u · n = 0 ∀x ∈ Γ2. (1.62)

3. Conditions aux limites de type Dirichlet surΓ4 Sur la paroiΓ4, on suppose que la température est fixée. Ceci
est une condition assez difficile à obtenir expérimentalement pour un problème de type chaleur, mais qu’on
peut rencontrer dans d’autres problèmes pratiques.

u(x) = g(x), ∀x ∈ Γ4. (1.63)

4. Conditions sur l’interfaceI : On suppose que l’interfaceI est par exemple le siège d’une réaction chimique
surfaciqueθ qui provoque un dégagement de chaleur surfacique. On a doncun saut du flux de chaleur au
travers de l’interfaceI. Ceci se traduit par la condition de saut suivante :

−λ1∇u1(x) · n1 − λ2∇u2(x) · n2 = θ(x), x ∈ I. (1.64)

oùni désigne le vecteur unitaire normal àI et extérieur àΩi, etθ est une fonction donnée.
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Discrétisation par volumes finis

On se donne un maillage “admissible”T deΩ

Ω̄ =
⋃

K∈T
K̄.

Par ”admissible”, on entend un maillage tel qu’il existe despoints(xK)K∈T situés dans les mailles, tels que chaque
segmentxKxL soit orthogonal à l’arêteK|L séparant la mailleK de la mailleL, comme visible sur la figure 1.6.

L

xK xL

K|L
m(σ)

dK,σ
K

FIG. 1.6 – Condition d’orthogonalité pour un maillage volumesfinis

Cette condition permet pour obtenir une approximation consistante du flux de diffusion (c’est-à-dire de la dérivée
normale sur l’arêteK|L) avec deux inconnues discrètes, voir remarque 1.35. Dans le cas présent, le domaine
representé sur la figure 1.5 étant rectangulaire, cette condition est particulièrement facile à vérifier en prenant un
maillage rectangulaire. Par souci de simplicité, on prendra ce maillage uniforme, et on noterahx = 1/n le pas de
discrétisation dans la directionx et hy = 1/p le pas de discrétisation dans la directiony. Le maillage est donc
choisi de telle sorte que l’interfaceI coı̈ncide avec un ensemble d’arêtes du maillage qu’on noteraEI . On a donc

Ī =
⋃

σ∈EI

σ̄,

où le signē désigne l’adhérence de l’ensemble. On se donne ensuite des inconnues discrètes(uK)K∈T associées
aux mailles et(uσ)σ∈E associées aux arêtes.
Pour obtenir le schéma volumes finis, on commence par établir les bilans par maille en intégrant l’équation sur
chaque mailleK (notons que ceci est faisable en raison du fait que l’équation est sous forme conservative, c’est-à-
dire sous la forme :−div(flux) = f). On obtient donc :

∫

K

−div(λi∇u(x))dx =

∫

K

f(x)dx,

soit encore, par la formule de Stokes,
∫

∂K

−λi∇u(x).n(x)dγ(x) = m(K)fK ,

oùn est le vecteur unitaire normal à∂Ω, extérieur àΩ, etγ désigne le symbole d’intégration sur la frontière. On
décompose ensuite le bord de chaque mailleK en arêtes du maillage :∂K =

⋃

σ∈EK

σ̄ oùEK représente l’ensemble

des arêtes deK. On obtient alors :

∑

σ∈EK

∫

σ

−λi∇u.nK,σdγ(x) = m(K)fK

oùnK,σ est le vecteur unitaire normal àσ extérieur àK. On écrit alors une “équation approchée” :

∑

σ∈EK

FK,σ = m(K)fK ,

Analyse numérique des EDP, M1 28 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.5. DIFFUSION 2D CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

oùFK,σ est le flux numérique à traversσ, qui approche le flux exactF ∗
K,σ =

∫
σ
−λi∇u.nK,σdγ(x). Pour obtenir le

schéma numérique, il nous reste à exprimer le flux numériqueFK,σ en fonction des inconnues discrètes(uK)K∈T
associées aux mailles et(uσ)σ∈E associées aux arêtes (ces dernières seront ensuite éliminées) :

FK,σ = −λi
uσ − uK
dK,σ

m(σ), (1.65)

où dK,σ est la distance du pointxK à l’arêteσ etm(σ) est la longueur de l’arêteσ (voir Figure 1.6). L’équation
associée à l’inconnueuK est donc : ∑

σ∈EK

FK,σ = m(K)fK .

On a ainsi obtenu autant d’équations que de mailles. Il nousreste maintenant à écrire une équation pour chaque
arête, afin d’obtenir autant d’équations que d’inconnues.
En ce qui concerne les arêtes intérieures, on écrit la conservativité du flux, ce qui nous permettra d’éliminer les
inconnues associées aux arêtes internes. Soitσ = K|L ⊂ Ωi, On a alors :

FK,σ = −FL,σ. (1.66)

On vérifiera par le calcul (cf. exercice 21 page 40) que, apr`es élimination deuσ, ceci donne

FK,σ = −FL,σ = λi
m(σ)

dσ
(uK − uL), (1.67)

oùdσ = d(xK , xL).

Remarque 1.35 (Consistance du flux)On appelle erreur de consistance associée au flux(1.65)l’expression :

RK,σ = − 1

m(σ)

∫

σ

∇u(x) · nK,σdγ(x)− F ∗
K,σ, oùF ∗

K,σ = −λi
u(xσ)− u(xK)

dK,σ
m(σ),

où xσ est l’intersection deσ avec l’ar̂eteK|L, u la solution exacte.
On dit que le flux nuḿerique donńe par l’expression(1.65)est consistant si

lim
h(T )→0

max
K∈T ,σ∈K

|RK,σ| = 0,

oùh(T ) est le pas du maillage, i.e.h(T ) = maxK∈T diam(K), avecdiam(K) = sup(x,y)∈K2 d(x, y). On v́erifie
facilement que siu est suffisamment régulìere et si le segmentxKxL est colińeaire au vecteur normaln, alors le
flux nuḿerique est consistant. Cette propriét́e, alliée a la propríet́e de conservativité des flux, permet de démontrer
la convergence du schéma, comme on l’a fait dans le cas unidimensionnel.

Remarque 1.36 (Cas du maillage cart́esien de la figure 1.5)Dans le cas du maillage carésien consid́eré pour
notre probl̀eme, il est naturel de choisir les pointsxK comme les centres de gravité des mailles. Comme le maillage
est uniforme, on a doncdK,σ = hx

2 (resp. hy

2 ) et |σ| = hy (resp. |σ| = hx) pour une ar̂eteσ verticale (resp.
horizontale).

Ecrivons maintenant la discrétisation des conditions auxlimites et interface :

1. Condition de Neumann surΓ2 SurΓ2, on a la condition de Neumann (1.62) :λi∇u ·n = 0, qu’on discrétise
par :σ ∈ EK etσ ⊂ Γ2, FK,σ = 0.

2. Condition de Dirichlet surΓ4 La discrétisation de la condition de Dirichlet (1.63) peuts’effectuer de la
manière suivante :

uσ =
1

m(σ)

∫

σ

g(y)dγ(y).

L’expression du flux numérique est alors :

FK,σ = −λi
uσ − uK
dK,σ

m(σ).
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3. Condition de Fourier surΓ1 ∪ Γ3 SurΓ1 ∪ Γ3 on a la condition de Fourier (1.61) :

−λi∇u · n = α(u(x) − uext) ∀x ∈ Γ1 ∪ Γ3

qu’on discrétise par

FK,σ = −m(σ)λi
uσ − uK
dK,σ

= m(σ)α(uσ − uext) pourσ ⊂ Γ1 ∪ Γ3.

Après élimination deuσ (cf. exercice 21 page 40), on obtient :

FK,σ =
αλim(σ)

λi + αdK,σ
(uK − uext). (1.68)

4. Condition de saut pour le flux surI Si σ = K|L ∈ EI , la discrétisation de la condition de saut (1.64) se
discrétise facilement en écrivant :

FK,σ + FL,σ = θσ, avecθσ =
1

|σ|

∫

σ

θ(x)dγ(x). (1.69)

3.
Après élimination de l’inconnueuσ (voir exercice 21 page 40), on obtient

FK,σ =
λ1m(σ)

λ1dL,σ + λ2dK,σ
[λ2(uK − uL) + dL,σθσ] . (1.70)

On a ainsi éliminé toutes les inconnuesuσ, ce qui permet d’obtenir un système linéaire dont les inconnues sont les
valeurs(uK)K∈T .

Remarque 1.37 (Implantation informatique de la ḿethode) Lors de l’implantation informatique, la matrice du
syst̀eme lińeaire est construite “par ar̂ete” (contrairement̀a une matricéeléments finis, dont nous verrons plus tard
la construction “parélément”), c.̀a.d. que pour chaque arête, on additionne la contribution du flux au coefficient
de la matrice correspondantà l’ équation et̀a l’inconnue concerńees.

1.6 Exercices

Exercice 1 (Comparaison diff́erences finies- volumes finis, CL Dirichlet non homog̀enes) Suggestions en page
40, corriǵe en page 42.

On considère le problème :
−u′′(x) + sin(u(x)) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = a, u(1) = b,

(1.71)

1. Ecrire les schémas de différences finies et volumes finisavec pas constant pour le problème (1.71). Pour le
schéma volumes finis, on approchera

∫ xi+1/2

xi−1/2
sin(u(x))dx par(xi+1/2 − xi−1/2) sin(u(xi)).

2. Comparer les schémas ainsi obtenus lorsqu’on suppose queu reste toujours “petit” et qu’on remplace doncsinu
paru.

Exercice 2 (Comparaison diff́erences finies- volumes finis, conditions mixtes)Suggestions en page 40.

On considère le problème :
−u′′(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0)− u′(0) = a, u′(1) = b,

(1.72)

Ecrire les schémas de différences finies et volumes finis avec pas constant pour le problème (1.72), et comparer les
schémas ainsi obtenus.

Exercice 3 (Principe du maximum) Suggestions en page 40,
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On considère le problème :
{
−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), 0 < x < 1,

u(0) = a, u(1) = b,
(1.73)

où c ∈ C([0, 1], IR+), etc ∈ C([0, 1], IR), et(a, b) ∈ IR2.
1. Donner la discrétisation par différences finies de ce problème. On appelleUh la solution approchée (c.à.d.
Uh = (u1, . . . , uN), oùui est l’inconnue discrète enxi.
2. On suppose ici quec = 0. Montrer queui ≥ min(a, b), pour touti = 1, . . . , N .

Exercice 4 (Equation de diffusion ŕeaction)

On s’intéresse au problème elliptique unidimensionnel suivant :

−u′′(x) + 2u(x) = x, x ∈]0, 1[,
u(0) = 1, u′(1) + u(1) = 0.

(1.74)

1. Ecrire une discrétisation de (1.74) par différences finies pour un maillage uniforme. Ecrire le système linéaire
obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (1.74) par volumes finis de (1.74) pour un maillage uniforme. Ecrire le système
linéaire obtenu.

Exercice 5 (Equation de transport-diffusion sous forme non-conservative) Corrigé en page 43.

Cet exercice ainsi que le suivant concernent la discrétisation d’une équation de transport-diffusion sous forme non-
conservative (exercice 5) puis conservative (exercice 6).On a déjà vu dans le cours que en une dimension d’espace,
le terme de diffusion unidimensionnel est de la forme−u′′ (tout du moins dans le cas d’un matériau homogène
de conductivité constante). On appelle terme de transport(en 1D) un terme de la formev(x)u′(x) (forme dite non
conservative) ou(v(x)u(x))′ (forme conservative), oùv est la “vitesse de transport” (donnée) etu l’inconnue,
qui est la quantité transportée (une concentration de polluant, par exemple). Remarquez d’abord que si la vitesse
v est constante, les deux formes sont identiques, puisque(v(x)u(x))′ = v′(x)u(x) + v(x)u′(x) = v(x)u′(x).
La deuxième forme est dite conservative car elle est obtenue à partir de l’écriture de la conservation de la masse
(par exemple) sur un petit élementx + δx, en passant à la limite lorsqueδx tend vers 0. La première forme, non
conservative, apparaı̂t dans des modèles de mécanique defluides (écoulements compressibles polyphasiques, par
exemple).
Soientv ∈ C([0, 1], IR+) eta0, a1 ∈ IR.

1. On considère le problème suivant :
{
−u′′(x) + v(x)ux(x) = 0, x ∈]0, 1[,
u(0) = a0, u(1) = a1.

(1.75)

On admettra qu’il existe une unique solutionu ∈ C([0, 1], IR) ∩ C2(]0, 1[, IR) à ce problème. On cherche à
approcher cette solution par une méthode de différences finies. On se donne un pas de maillageh = 1

N+1 uniforme,
des inconnues discrètesu1, . . . , uN censées approcher les valeursu(x1), . . . , u(xN ). On considère le schéma aux
différences finies suivant :

{ 1

h2
(2ui − ui+1 − ui−1) +

1

h
vi(ui − ui−1) = 0, i = 1, . . . , N

u(0) = a0, u(1) = a1,
(1.76)

oùvi = v(xi), pouri = 1, . . . , N .

Noter que le terme de convectionv(xi)u′(xi) est approché parv(xi)
u(xi+1/2)−u(xi−1/2)

h . Comme la vitessevi est
positive ou nulle, on choisit d’approcheru(xi+1/2) par la valeur “amont”, c.à.d.u(xi) ; d’où le schéma.

1. Montrer que le système (1.76) s’écrit sous la formeMU = b avecU = (u1, . . . , uN ), b ∈ IRN , etM est une
matrice telle que :

(a) MU ≥ 0⇒ U ≥ 0 (les inégalités s’entendent composante par composante),
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(b) M est inversible,

(c) SiU est solution deMU = b alorsmin(a0, a1) ≤ ui ≤ max(a0, a1).

2. Montrer queM est une M–matrice, c. à.d. queM vérifie :

(a) mi,i > 0 pouri = 1, . . . , n ;

(b) mi,j ≤ 0 pouri, j = 1, . . . , n, i 6= j ;

(c) M est inversible ;

(d) M−1 ≥ 0 ;

Exercice 6 (Equation de transport-diffusion sous forme conservative) Il est conseilĺe d’étudier l’exercice 5
avant celui-ci.

Soitv ∈ C([0, 1], IR+) ∩ C1(]0, 1[, IR), et on considère le problème :
{
−u′′(x) + (vu)′(x) = 0, x ∈]0, 1[,
u(0) = a0, u(1) = a1.

(1.77)

On admettra qu’il existe une unique solutionu ∈ C([0, 1], IR) ∩ C2(]0, 1[, IR) à ce problème. On cherche ici
encore à approcher cette solution par une méthode de diff´erences finies. On se donne un pas de maillageh = 1

N+1
uniforme, des inconnues discrètesu1, . . . , uN censées approcher les valeursu(x1), . . . , u(xN ). On considère le
schéma aux différences finies suivant :

{ 2ui − ui+1 − ui−1

h2
+

1

h
(vi+ 1

2
ui − vi− 1

2
ui−1) = 0, i = 1, . . . , N

u(0) = a0, u(1) = a1,
(1.78)

oùvi+ 1
2

= v(xi+xi+1

2 ), pouri = 0, . . . , N .

Noter que terme de convection(vu)′(xi) peut être approché par1
h (v(xi+ 1

2
)u(xi+ 1

2
)− v(xi− 1

2
)u(xi− 1

2
)). Comme

v(xi+ 1
2
) ≥ 0, on choisit d’approcheru(xi+ 1

2
) par la valeur “amont”, c.à.d.u(xi). C’est une valeur amont dans le

sens où elle est choisie en amont de l’écoulement, si l’on suppose quev est la vitesse de l’écoulement. On dit que
le schéma est “décentré amont”.

1. Montrer que le système (1.78) s’écrit sous la formeMU = b avecU = (u1, . . . , uN ), , b ∈ IRN ,

2. PourU = (u1, . . . , uN) etW = (w1, . . . , wN ) ∈ IRN , calculerMU ·W , et en déduire l’expression de(M tW )i,
pouri = 1, . . . , N (on distinguera les casi = 2, . . . , N − 1, i = 1 et i = N .

3. SoitW ∈ IRN ;
3. (a) montrer que siM tW ≥ 0 alorsW ≥ 0 ; en déduire que siU ∈ IRN est tel queMU ≥ 0 alorsU ≥ 0.
3. (b) en déduire que siU ∈ IRN est tel queMU ≥ 0 alorsU ≥ 0.

4. Montrer queM est une M-matrice.

5. Montrer queU solution de (1.78) peut ne pas vérifiermin(a0, a1) ≤ ui ≤ max(a0, a1).

Exercice 7 (Conditionnement “efficace”.) Suggestions en page 40, corrigé en page 43.

Soitf ∈ C([0, 1]). SoitN ∈ IN⋆,N impair. On poseh = 1/(N + 1). SoitA la matrice définie par (1.35) page 16,
issue d’une discrétisation par différences finies (vue encours) du problème (1.1)–(1.2) (page 6).

Pouru ∈ IRN , on noteu1, . . . , uN les composantes deu. Pouru ∈ IRN , on dit queu ≥ 0 si ui ≥ 0 pour tout
i ∈ {1, . . . , N}. Pouru, v ∈ IRN , on noteu · v =

∑N
i=1 uivi.

On munitIRN de la norme suivante : pouru ∈ IRN , ‖u‖ = max{|ui|, i ∈ {1, . . . , N}}. On munit alorsMN (IR)
de la norme induite, également notée‖ · ‖, c’est-à-dire‖B‖ = max{‖Bu‖, u ∈ IRN t.q. ‖u‖ = 1}, pour tout
B ∈ MN(IR).

Partie I Conditionnement de la matrice et borne sur l’erreur relative

1. (Existence et positivité deA−1) Soientb ∈ IRN et u ∈ IRN t.q.Au = b. Remarquer queAu = b peut
s’écrire :

{
1
h2 (ui − ui−1) + 1

h2 (ui − ui+1) = bi, ∀i ∈ {1, . . . , N},
u0 = uN+1 = 0.

(1.79)

Montrer queb ≥ 0⇒ u ≥ 0. [On pourra considérerp ∈ {0, . . . , N+1} t.q.up = min{uj, j ∈ {0, . . . , N+
1}.]
En déduire queA est inversible.
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2. (Préliminaire. . . ) On considère la fonctionϕ ∈ C([0, 1], IR) définie parϕ(x) = (1/2)x(1 − x) pour tout
x ∈ [0, 1]. On définit alorsφ ∈ IRN parφi = φ(ih) pour touti ∈ {1, . . . , N}. Montrer que(Aφ)i = 1 pour
tout i ∈ {1, . . . , N}.

3. (calcul de‖A−1‖) Soientb ∈ IRN et u ∈ IRN t.q. Au = b. Montrer que‖u‖ ≤ (1/8)‖b‖ [Calculer
A(u ± ‖b‖φ) avecφ défini à la question 2 et utiliser la question 1]. En déduire que‖A−1‖ ≤ 1/8 puis
montrer que‖A−1‖ = 1/8.

4. (calcul de‖A‖) Montrer que‖A‖ = 4
h2 .

5. (Conditionnement pour la norme‖ · ‖). Calculer‖A−1‖‖A‖. Soientb, δb ∈ IRN . Soientu, δu ∈ IRN t.q.

Au = b etA(u + δu) = b+ δb. Montrer que
‖δu‖
‖u‖ ≤ ‖A

−1‖‖A‖‖δb‖‖b‖ .
Montrer qu’un choix convenable deb et δb donne l’égalité dans l’inégalité précédente.

Partie II Borne réaliste sur l’erreur relative : Conditionnement “efficace”

On se donne maintenantf ∈ C([0, 1], IR) et on suppose (pour simplifier. . . ) quef(x) > 0 pour toutx ∈]0, 1[. On
prend alors, dans cette partie,bi = f(ih) pour touti ∈ {1, . . . , N}. On considère aussi le vecteurϕ défini à la
question2 de la partie I.

1. Montrer queh
∑N
i=1 biϕi →

∫ 1

0 f(x)φ(x)dx quandN →∞ et que
∑N

i=1 biϕi > 0 pour toutN . En déduire

qu’il existeα > 0, ne dépendant que def , t.q.h
∑N

i=1 biϕi ≥ α pour toutN ∈ IN⋆.

2. Soitu ∈ IRN t.q.Au = b. Montrer queN‖u‖ ≥∑N
i=1 ui = u · Aϕ ≥ α

h (avecα donné à la question 1).

Soitδb ∈ IRN et δu ∈ IRN t.q.A(u + δu) = b+ δb. Montrer que
‖δu‖
‖u‖ ≤

‖f‖L∞(]0,1[)

8α

‖δb‖
‖b‖ .

3. Comparer‖A−1‖‖A‖ (question I.5) et
‖f‖L∞(]0,1[)

8α
(question II.2) quandN est “grand” (ou quandN →

∞).

Exercice 8 (Conditionnement, ŕeaction diffusion 1d.)

On s’intéresse au conditionnement pour la norme euclidienne de la matrice issue d’une discrétisation par Différen-
ces Finies du problème aux limites suivant :

−u′′(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = u(1) = 0.

(1.80)

SoitN ∈ IN⋆. On noteU = (uj)j=1...N une “valeur approchée” de la solutionu du problème (1.80) aux points(
j

N+1

)

j=1...N
.

1. Montrer que la discrétisation par différences finies dece problème sur maillage uniforme de pash = 1
N+1

consiste à chercherU comme solution du système linéaire =AU =
(
f( j

N+1 )
)

j=1...N
où la matriceA ∈MN (IR)

est définie parA = (N + 1)2B + Id, Id désigne la matrice identité et

B =




2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . −1 2 −1

0 . . . 0 −1 2




2. (Valeurs propres de la matriceB.)
On rappelle que le problème aux valeurs propres

−u′′(x) = λu(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = u(1) = 0.

(1.81)

Analyse numérique des EDP, M1 33 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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admet la famille(λk, uk)k∈IN∗ , λk = (kπ)2 et uk(x) = sin(kπx) comme solution. Montrer que les vecteurs

Uk =
(
uk(

j
N+1 )

)

j=1...N
sont des vecteurs propres de la matriceB. En déduire toutes les valeurs propres de la

matriceB.

3. En déduire les valeurs propres de la matriceA.

4. En déduire le conditionnement pour la norme euclidiennede la matriceA.

Exercice 9 (Erreur de consistance)Suggestions en page 41 Corrigé en page 45.

On considère la discrétisation à pas constant par le sch´ema aux différences finies symétrique à trois points (vu
en cours) du problème du problème (1.1)–(1.2) (page 6),, avec f ∈ C([0, 1]). Soit N ∈ IN⋆, N impair. On
poseh = 1/(N + 1). On noteu la solution exacte,xi = ih, pour i = 1, . . . , N les points de discrétisation, et
(ui)i=1,...,N la solution du système discrétisé.

1. Ecrire le système linéaire obtenu.

2. Montrer que sif est constante, alors
max

1≤i≤N
|ui − u(xi)| = 0.

3. SoitN fixé, et max
1≤i≤N

|ui−u(xi)| = 0. A-t-on forcément quef est constante sur[0, 1] ? (justifier la réponse.)

Exercice 10 (Probl̀eme elliptique 1d, discŕetisation par diff érences finies)14 Suggestions en page 41.

Soitf ∈ C2([0, 1]). On s’intéresse au problème suivant :

−u′′(x) + 1
1+xu

′(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u(0) = a u(1) = b.
(1.82)

On admet que ce problème admet une et une seule solutionu et on suppose queu ∈ C4(]0, 1[). On cherche une
solution approchée de (1.82) par la méthode des différences finies. Soitn ∈ IN∗, eth = 1

N+1 . On noteui la valeur
approchée recherchée deu au pointih, pouri = 0, · · · , N + 1.
On utilise les approximations centrées les plus simples deu′ et u′′ aux pointsih, i = 1, · · · , n On poseuh =
(u1, · · · , un).
1. Montrer queuh est solution d’un système linéaire de la formeAhuh = bh ; donnerAh et bh.

2. Montrer que le schéma numérique obtenu est consistant et donner une majoration de l’erreur de consistance (on
rappelle que l’on a supposéu ∈ C4).

3. Soitv ∈ IRn, montrer queAhv ≥ 0 ⇒ v ≥ 0 (ceci s’entend composante par composante). Cette propriété
s’appelle conservation de la positivité. En déduire queAh est monotone.

4. On définitθ par

θ(x) = −1

2
(1 + x)2ln(1 + x) +

2

3
(x2 + 2x)ln2, x ∈ [0, 1].

4.a. Montrer qu’il existeC ≥ 0, indépendante deh, t.q.

max
1≤i≤n

| 1
h2

(−θi−1 + 2θi − θi+1) +
1

2h(1 + ih)
(θi+1 − θi−1)− 1| ≤ Ch2,

avecθi = θ(xi), i = 0, . . . , n+ 1.

4.b On poseθh = (θ1, · · · , θN ). Montrer que(Ahθh)i ≥ 1− Ch2, pouri = 1, . . . , N .

4.c Montrer qu’il existeM ≥ 0 ne dépendant pas deh t.q.‖A−1
h ‖∞ ≤M .

5. Montrer la convergence, en un sens à définir, deuh versu.

6. Que peut on dire siu 6∈ C4, mais seulementu ∈ C2 ouC3 ?

7. On remplace dans (1.82)11+x parαu′(x), avecα donné (par exempleα = 100). On utilise pour approcher (1.82)
le même principe que précédemment (approximations centrées deu′ etu′′. Que peut on dire sur la consistance, la
stabilité, la convergence du schéma numérique?

14Cet exercice est tiré du livreExercices d’analyse numérique matricielle et d’optimisation, de P.G. Ciarlet et J.M. Thomas, Collection
Mathématiques pour la maı̂trise, Masson, 1982
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Exercice 11 (Non consistance des volumes finis)Suggestions en page 41, corrigé en page 45

Montrer que la discrétisation de l’opérateur−u′′ par le schéma volumes finis n’est pas toujours consistante au sens
des différences finies,i.e.que l’erreur de consistance définie par (voir remarque 1.22page 19)

Ri =
1

hi

[ −1

hi+1/2
(u(xi+1)− u(xi)) +

1

hi−1/2
(u(xi)− u(xi−1))

]
− u′′(xi)

ne tend pas toujours vers 0 lorsqueh tend vers 0.

Exercice 12 (Condition de Fourier) Suggestions en page 41

On reprend ici la discrétisation du flux sortant en1 pour le problème (1.1) comme la condition de Fourier (1.15)en
1 et la condition de Neumann (1.14) en 0. On reprend les notations du paragraphe 1.1.1 page 7, et pour simplifier
on noteh = hN et on suppose quexN est au milieu de laN -ème maille, de sorte quehN+1/2 = h

2 . On modifie
l’approximation de l’équation (1.6) : au lieu d’approcheru′(1) parb− αuN , on introduit une onconnue auxiliaire
uN+1/2 sensée approcher la valeuru(1), on approche ensuiteu′(1) par

uN+1/2−uN−1

hN−1/2
.

1. Montrer que par cette méthode, en éliminant l’inconnueauxiliaireuN+1/2, on obtient commeN -ème équation
discrète non plus (1.17) mais l’équation suivante :

FN+1/2 − FN−1/2 = hNfN avecFN+1/2 =
1

1 + αh
2

(αuN − b) etFN−1/2 = −uN − uN−1

hN−1/2
(1.83)

2. Calculer l’erreur de consistance sur le flux approchéFN+1/2 en 1 dans le cas des discrétisations (1.17) et (1.83).
Montrer qu’elle est d’ordre 1 dans le premier cas, et d’ordre2 dans le second.

Exercice 13 (Consistance des flux)Suggestions en page 41, Corrigé en page 46.

1. Montrer que siu ∈ C2([0, 1]), le flux défini par (1.40) est consistant d’ordre 1 dans le casd’un maillage général.

2. Montrer que siu ∈ C3([0, 1]), le flux défini par (1.40) est d’ordre 2 sixi+1/2 = (xi+1 + xi)/2.

Exercice 14 (Conditions aux limites de Neumann)Suggestions en page 41

On considère ici l’équation le problème de diffusion réaction avec conditions aux limites de Neumann homogènes
(correspondant à une condition physique de flux nul sur le bord) :

{
−u′′(x) + cu(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0) = u′(1) = 0,

(1.84)

avecc ∈ IR∗
+, etf ∈ C([0, 1]). Donner la discrétisation de ce problème par

1. différences finies,

2. volumes finis

Montrer que les matrices obtenues ne sont pas inversibles. Proposer une maniére de faire en sorte que le problème
soit bien posé, compatible avec ce qu’on connaı̂t du probl`eme continu.

Exercice 15 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin))Suggestions en page 41, corrigé en page 47

On considère le problème : 



−u′′(x) + cu(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0)− α(u − ũ) = 0,
u′(1) + α(u − ũ) = 0,

(1.85)

avecc ∈ IR+, f ∈ C([0, 1]), α ∈ IR∗
+, et ũ ∈ IR.

Donner la discrétisation de ce problème par

1. différences finies,

2. volumes finis
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Dans les deux cas, écrire le schéma sous la forme d’un syst`eme linéaire deN équations àN inconnues, en expli-
citant matrice et second membre (N est le nombre de noeuds internes en différences finies, de mailles en volumes
finis).

Exercice 16 (Convergence de la normeH1 discrète)

Montrer que siuT :]0, 1[−→ IR est définie paruT (x) = ui ∀x ∈ Ki où (ui)i=1,...,N solution de (1.39)–(1.41),
alors|uT |1,T converge dansL2(]0, 1[) lorsqueh tend vers 0, vers‖Du‖L2(]0,1[), oùu est la solution du problème
(1.1)–(1.2).

Exercice 17 (Probl̀eme elliptique 1d, discŕetisation par volumes finis) Suggestions en page 41, corrigé en
page 47

Soienta, b ≥ 0, c, d ∈ IR etf ∈ C([0, 1], IR) ; on cherche à approcher la solutionu du problème suivant :

−u′′(x) + au′(x) + b(u(x)− f(x)) = 0, x ∈ [0, 1], (1.86)

u(0) = c, u(1) = d. (1.87)

On suppose (mais il n’est pas interdit d’expliquer pourquoi. . . ) que (1.86)-(1.87) admet une solution uniqueu ∈
C2([0, 1], IR).
SoientN ∈ IN⋆ eth1, . . . , hN > 0 t.q.

∑N
i=1 hi = 1. On posex 1

2
= 0, xi+ 1

2
= xi− 1

2
+ hi, pouri = 1, . . . , N (de

sorte quexN+ 1
2

= 1), hi+ 1
2

= hi+1+hi

2 , pouri = 1, . . . , N − 1, etfi = 1
hi

∫ x
i+ 1

2
x

i− 1
2

f(x)dx, pouri = 1, . . . , N .

Pour approcher la solutionu de (1.86)-(1.87), on propose le schéma numérique suivant:

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
+ bhiui = bhifi, i ∈ {1, . . . , N}, (1.88)

avec(Fi+ 1
2
)i∈{0,...,N} donné par les expressions suivantes :

Fi+ 1
2

= −ui+1 − ui
hi+ 1

2

+ aui, = i ∈ {1, . . . , N − 1}, (1.89)

F 1
2

= −u1 − c
h1

2

+ ac, FN+ 1
2

= −d− uN
hN

2

+ auN . (1.90)

En tenant compte des expressions (1.89) et (1.90), le schéma numérique (1.88) donne donc un système deN
équations àN inconnues (les inconnues sontu1, . . . , uN ).

1. Expliquer comment, à partir de (1.86) et (1.87), on obtient ce schéma numérique.

2. (Existence de la solution approchée.)

(a) On suppose ici quec = d = 0 et fi = 0 pour touti ∈ {1, . . . , N}. Montrer qu’il existe un unique
vecteurU = (u1, . . . , uN) ∈ IRN solution de (1.88). Ce vecteur est obtenu en prenantui = 0, pour
tout i ∈ {1, . . . , N}. (On rappelle que dans (1.88) les termesFi+ 1

2
etFi− 1

2
sont donnés par (1.89) et

(1.90).)

(b) On revient maintenant au cas général (c’est à direc, d ∈ IR et f ∈ C([0, 1], IR). Montrer qu’il existe
un unique vecteurU = (u1, . . . , uN) ∈ IRN solution de (1.88). (On rappelle, encore une fois, que
dans (1.88) les termesFi+ 1

2
etFi− 1

2
sont donnés par (1.89) et (1.90).)

Soientα, β > 0. On suppose, dans tout la suite de l’exercice, qu’il existeh > 0 tel queαh ≤ hi ≤ βh, pour
tout i ∈ {1, . . . , N}. On noteui = 1

hi

∫ x
i+ 1

2
x

i− 1
2

u(x)dx, pouri = 1, . . . , N . (On rappelle queu est la solution

exacte de (1.86)-(1.87).)

3. (Non consistance du schéma au sens des différences finies)
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(a) Montrer que le système peut se mettre sous la formeAU = B, oùB est définie par

B1 = bf1 +
2c

h2
1

+
ac

h1
,

Bi = bfi, i = 2, ..., N − 1,

BN = bfn +
2d

h2
N

.

(b) On poseR̄ = AŪ − B avecŪ = (ū1, . . . , ūN ). Vérifier que pour touti ∈ {1, ..., N}, R̄i peut se
mettre sous la forme :

R̄i = R̄1
i + R̄2

i

où supi=1,..,N | R̄1
i |≤ C1 et supi=1,..,N | R̄2

i |≤ C2h.

(c) On se restreint dans cette question au cas oùa = 0, b > 0, f = 0, c = 1, d = e
√
b,N = 2q, hi = h si

i est pair ethi = h
2 si i est impair, avech = 2

3N .
Montrer que‖R̄‖∞ ne tend pas vers 0 avech.

4. (Consistance des flux.) En choisissant convenablement(F̄i+ 1
2
)i∈{0,...,N}, montrer que :

F̄i+ 1
2
− F̄i− 1

2
+ bhiui = bhifi, i ∈ {1, . . . , N}, (1.91)

et que(F̄i+ 1
2
)i∈{0,...,N} vérifie les égalités suivantes :

F̄i+ 1
2

= −ui+1 − ui
hi+ 1

2

+ aui +Ri+ 1
2
, i ∈ {1, . . . , N − 1}, (1.92)

F̄ 1
2

= −u1 − c
h1

2

+ ac+R 1
2
, F̄N+ 1

2
= −d− uN

hN

2

+ auN +RN+ 1
2
, (1.93)

avec,

|Ri+ 1
2
| ≤ C1h, i ∈ {0, . . . , N}, (1.94)

oùC1 ∈ IR, etC1 ne dépend que deα, β, etu.

5. (Estimation d’erreur.) On poseei = ui − ui, pouri ∈ {1, . . . , N} etE = (e1, . . . , eN).

(a) Montrer queE est solution du système (deN équations) suivant :

Gi+ 1
2
−Gi− 1

2
+ bhiei = 0, i ∈ {1, . . . , N}, (1.95)

avec(Gi+ 1
2
)i∈{0,...,N} donné par les expressions suivantes :

Gi+ 1
2

= −ei+1 − ei
hi+ 1

2

+ aei +Ri+ 1
2
, i ∈ {1, . . . , N − 1}, (1.96)

G 1
2

= − e1
h1

2

+R 1
2
, GN+ 1

2
= −−eN

hN

2

+ aeN +RN+ 1
2
, (1.97)

(b) En multipliant (1.95) parei et en sommant suri = 1, . . . , N , montrer qu’il existeC2 ∈ IR, ne
dépendant que deα, β, etu tel que :

N∑

i=0

(ei+1 − ei)2 ≤ C2h
3, (1.98)

avece0 = eN+1 = 0.

(c) Montrer qu’il existeC3 ∈ IR, ne dépendant que deα, β, etu tel que :

|ei| ≤ C3h, pour touti ∈ {1, . . . , N}. (1.99)

Analyse numérique des EDP, M1 37 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



1.6. EXERCICES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

6. (Principe du maximum.) On suppose, dans cette question, quef(x) ≤ d ≤ c, pour toutx ∈ [0, 1]. Montrer
queui ≤ c, pour touti ∈ {1, . . . , N}. (On peut aussi montrer queu(x) ≤ c, pour toutx ∈ [0, 1].)

7. On remplace, dans cette question, (1.89) et (1.90) par :

Fi+ 1
2

= −ui+1 − ui
hi+ 1

2

+ aui+1, i ∈ {1, . . . , N − 1}, (1.100)

F 1
2

= −u1 − c
h1

2

+ au1, FN+ 1
2

= −d− uN
hN

2

+ ad. (1.101)

Analyser brièvement le nouveau schéma obtenu (existencede la solution approchée, consistance des flux,
estimation d’erreur, principe du maximum).

Exercice 18 (Discŕetisation 2D par différences finies)

Ecrire le système linéaire obtenu lorsqu’on discrétisele problème
{
−∆u = f dansΩ =]0, 1[×]0, 1[,
u = 0 sur∂Ω.

(1.102)

par différences finis avec un pas uniformeh = 1/N dans les deux directions d’espace. Montrer l’existence et
l’unicité de la solution du système linéaire obtenu.

Exercice 19 (Probl̀eme elliptique 2d, discŕetisation par DF) Corrigé en page 1.8 page 50

SoitΩ =]0, 1[2⊂ IR2. On se propose d’étudier deux schémas numériques pour leproblème suivant :

{
−∆u(x, y) + k

∂u

∂x
(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u = 0, sur∂Ω,
(1.103)

où k > 0 est un réel donné etf ∈ C(Ω̄) est donnée. On noteu la solution exacte de (1.103) et on suppose que
u ∈ C4(Ω̄).

1. (Principe du maximum)
Montrer que pour toutϕ ∈ C1(Ω̄) t.q.ϕ = 0 sur∂Ω, on a :

∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x) dx+

∫

Ω

k
∂u

∂x
(x)ϕ(x) dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x) dx.

En déduire que sif ≤ 0 surΩ̄, on a alorsu ≤ 0 surΩ̄.
SoitN ∈ IN, on poseh = 1

N+1 , etui,j est la valeur approchée recherchée deu(ih, jh), (i, j) ∈ {0, ..., N +

1}2. On posefi,j = f(ih, jh), pour tout(i, j) ∈ {1, ..., N}2. On s’intéresse à deux schémas de la forme :

{
a0ui,j − a1ui−1,j − a2ui+1,j − a3ui,j−1 − a4ui,j+1 = fi,j , ∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2,
ui,j = 0, (i, j) ∈ γ, (1.104)

où a0, a1, a2, a3, a4 sont données (ce sont des fonctions données deh) et γ = {(i, j), (ih, jh) ∈ ∂Ω} (γ
dépend aussi deh). Le premier schéma, schéma [I], correspond au choix suivant desai :

a0 =
4

h2
, a1 =

1

h2
+

k

2h
, a2 =

1

h2
− k

2h
, a3 = a4 =

1

h2
.

Le deuxième schéma, schéma [II], correspond au choix suivant desai :

a0 =
4

h2
+
k

h
, a1 =

1

h2
+
k

h
, a2 = a3 = a4 =

1

h2
.
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2. (Consistance)
Donner une majoration de l’erreur de consistance en fonction dek, h et des dérivées deu, pour les schémas
[I] et [II]. Donner l’ordre des schémas [I] et [II].

3. (Principe du maximum discret)
Dans le cas du schéma [II] montrer que si (wi,j) vérifie :

a0wi,j − a1wi−1,j − a2wi+1,j − a3wi,j−1 − a4wi,j+1 ≤ 0, ∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2,

on a alors
wi,j ≤ max

(n,m)∈γ
(wn,m), ∀(i, j) ∈ {1, ..., N}2.

Montrer que ceci est aussi vrai dans le cas du schéma [I] sih vérifie une condition à déterminer.

4. (Stabilité)
Montrer que le schéma [II] et le schéma [I] sous la condition trouvée en 3. sont stables (au sens||U ||∞ ≤
C||f ||∞, avec une constanteC à déterminer explicitement, oùU = {ui,j}(i,j)∈{0,...,N+1}2 est solution de
(1.104). [On pourra utiliser la fonctionφ(x, y) = 1

2y
2].

En déduire que dans le cas du schéma [II] et du schéma [I] sous la condition trouvée en 3. le problème
(1.104) admet, pour toutf , une et une seule solution.

5. (Convergence)
Les schémas [I] et [II] sont-ils convergents? (au sensmax(i,j)∈{0,...,N+1}2(|ui,j − u(ih, jh)|) → 0 quand
h→ 0). Quel est l’ordre de convergence de chacun des schémas ?

6. (Commentaires)
Quels sont, à votre avis, les avantages respectifs des sch´emas [I] et [II] ?

Exercice 20 (Implantation de la ḿethode des volumes finis.)

On considère le problème de conduction du courant électrique

−div(µi∇φ(x)) = 0 x ∈ Ωi, i = 1, 2 (1.105)

où φ représente le potentiel électrique,j = −µ∇φ(x) est donc le courant électrique,µ1 > 0, µ2 > 0 sont les
conductivités thermiques dans les domainesΩ1 et avecΩ2, avecΩ1 =]0, 1[×]0, 1[ etΩ2 =]0, 1[×]1, 2[.On appelle
Γ1 =]0, 1[×{0}, Γ2 = {1}×]0, 2[, Γ3 =]0, 1[×{2}, etΓ4 = {0}×]0, 2[ les frontières extérieures deΩ, et on note
I =]0, 1[×{0} l’interface entreΩ1 etΩ2 (voir Figure 1.5). Dans la suite, on noteraµ la conductivité électrique sur
Ω, avecµ|Ωi = µi, i = 1, 2.
On suppose que les frontièresΓ2 etΓ4 sont parfaitement isolées. Le potentiel électrique étant défini à une constante
près, on impose que sa moyenne soit nulle sur le domaine, pour que le problème soit bien posé.
La conservation du courant électrique impose que

∫

Γ1

j · n +

∫

Γ3

j · n = 0,

oùn désigne le vecteur unitaire normal à la frontière∂Ω et extérieure àΩ.
Enfin, on suppose que l’interfaceI est le siège d’une réaction électrochimique qui induit un saut de potentiel. On
a donc pour tout point de l’interfaceI :

φ2(x)− φ1(x) = ψ(x), ∀x ∈ I,

oùφi désigne la restriction deφ au sous domainei. La fonctionφ est donc discontinue sur l’interfaceI. Notons
que, par contre, le courant électrique est conservé et on adonc

(−µ∇φ · n)|2(x) + (−µ∇φ · n)|1(x) = 0, ∀x ∈ I.

1. Ecrire le problème complet, avec conditions aux limites.
2. Discrétiser le problème par la méthode des volumes finis, avec un maillage rectangulaire uniforme, (considérer
deux inconnues discrètes pour chaque arête de l’interface) et écrire le système linéaire obtenu sur les inconnues
discrètes.
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Exercice 21 (Elimination des inconnues d’ar̂etes.) Suggestions en page 42, corrigé en page 53

On se place ici dans le cadre des hypothèses et notations du paragraphe 1.5.2 page 26

1. Pour chaque arête interneσ = K|L, calculer la valeuruσ en fonction deuK et uL et en déduire que les flux
numériquesFK,σ etFL,σ vérifient bien (1.67)

2. Pour chaque arêteσ ⊂ Γ1 ∪ Γ3, telle queσ ∈ EK , calculeruσ en fonction deuK et montrer queFK,σ vérifie
bien (1.68)

3. Pour chaque arêteσ ∈ EI , avecσ = K|L K ∈ Ω1 , calculer la valeuruσ en fonction deuK et uL et en
déduire que les flux numériquesFK,σ etFL,σ vérifient bien (1.70)

4. Ecrire le système linéaire que satisfont les inconnues(uK)K∈T .

1.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 1 page 30 (Comparaison diff́erences finies- volumes finis)

On rappelle que le schéma différences finies s’obtient en ´ecrivant l’équation en chaque point de discrétisation, et
en approchant les dérivées par des quotients différentiels, alors que le schéma volumes finis s’obtient en intégrant
l’équation sur chaque maille et en approchant les flux par des quotients différentiels.

1. Ne vous laissez pas impressioner par le sinus, la procédure reste la même que dans le cas linéaire, sauf, bien
évidemment que vous allez obenir un système discret non linéaire.

2. Le système redevient linéaire...

Exercice 1 page 30 (Comparaison diff́erences finies- volumes finis)

En différences finies : il faut prendreN + 2 inconnues au lieu desN . Aux pointsx1, . . .xN , on écrit les équations
et on remplace les dérivées par des quotients différentiels, comme dans le cours. Pour les conditions limites, on

considère en plus les valeurs approchées en 0 et en 1. On écrit alors le quotient différentiel
u1 − u0

h
pour approcher

u′(0) et de meme, on écrit le quotient différentiel
uN+1 − uN

h
pour approcheru′(1). On obtient deux équations

supplémentaires qui permettent d’élimineru0 etuN+1.

En volumes finis, les dérivées en 0 et 1 sont les flux, qui interviennent directement dans la discrétisation des
équations. Donc la condition limite en 1 est directement prise en compte dans l’équation de bilan sur la dernière
maille. Par contre la condition limite en 0 fait intervenir la valeuru(0) et il faut donc introduire une inconnue
auxiliareu0 qu’on élimine par la condition limite approchée.

Exercice 3 page 30 (Principe du maximum)

2. Poseru0 = a, uN+1 = b. Considérerp = min{i = 0, · · · , N + 1 ; up = minj=0,··· ,N+1 uj}. Montrer que
p = 0 ouN + 1.

Exercice 7 page 32 (Conditionnement efficace)

Partie 1
1. Pour montrer queA est inversible, utiliser le théorème du rang.

2. Utiliser le fait queϕ est un polynôme de degré 2.

3. Pour montrer que‖A−1‖ =
1

8
, remarquer que le maximum deϕ est atteint enx = .5, qui correspond à un point

de discrétisation carN est impair.

Partie 2 Conditionnement efficace
1. Utiliser la convergence uniforme. 2. Utiliser le fait queAφ =

(
1 . . .

)t
.
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Exercice 9 page 34 (Erreur de consistance)

1. Utiliser l’erreur de consistance.
2. Trouver un contre-exemple.

Exercice 10 page 34 (Diff́erences finies pour un probl̀eme elliptique)

Questions 1 à 3 : application directe des méthodes de démonstration vues en cours (paragraphe 1.2 page 12).
Question 4 : La fonctionθ est introduite pour montrer une majoration de‖A−1‖, puisqu’on a plusAΦ = 1, où
Φi = ϕ(xi) est la etϕ est la fonction “miracle” dans le cas−u′′ = f . Une fois qu’on a montré les bonnes propriétés
de la fonctionθ (questions 4.a et 4.b), on raisonne comme dans le cours pour la question 4.c (voir démonstration
de la proposition 1.15 page 16.

Exercice 12 (Traitement de la condition de Fourier)

2. On rappelle que l’erreur de consistanceRN+1/2 sur le flux enxN+1/2 est donné par la formule (1.49) page 22.
On a donc :RN+1/2 = F̄N+1/2 − F ∗

N+1/2 avecF̄N+1/2 = −u′(1).
Pour déterminerF ∗

N+1/2, on remplace l’inconnue discrète par la solution exacte aupoint associé dans l’expression
du flux discret. Après calculs, ceci doit vous amener à :

F ∗
N+1/2





= αu(xN )− b pour la discrétisation (1.17)

2

αh+ 2
(
αu(xN )− b) pour la discrétisation (1.17)

(1.106)

Il faut ensuite effectuer appliquer le théorèem des accroissemntes finis pour montrer qu’elle est d’ordre 1 dans le
premier cas, et un développement limité pour montrer quelle est d’ordre 2 dans le second.

Exercice 11 (Non consistance des volumes finis)

Prendref constante et égale à 1 et prendrehi = h/2 pouri pair ethi = h pouri impair.

Exercice 13 page 35 (Consistance des flux)

1. Effectuer deux développements de Taylor-Young à l’ordre 2 entrexi etxi+1/2 et entrexi+1 etxi+1/2.

2. Effectuer deux développements de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 entrexi etxi+1/2 et entrexi+1 etxi+1/2.

Exercice 14 page 35 (Conditions aux limites de Neumann)

1. En différences finies, écrire les équations internes de manière habituelle, et éliminez les inconnues qui appa-
raissent au bordu0 et uN+1 en discrétisant convenablement les conditions aux limites. En volumes finis, c’est
encore plus simple (flux nul au bord...)

2. Remarquer les constantes sont solutions du problème continu, et chercher alors par exemple une solution à
moyenne nulle.

Exercice 15 page 35 (Conditions aux limites de Fourier (ou Robin) et Neumann)

Ecrire les équations internes de manière habituelle, et ´eliminez les inconnues qui apparaissent au bordu0 etuN+1

en discrétisant convenablement les conditions aux limites.

Exercice 17 page 36 (Volumes finis 1D)

1. Pour justifier le schéma : écrire les bilans par maille, et approchez les flux par des quotients différentiels de
manière consistante.

2 (a) On pourra, par exemple, multiplier (1.88) parui et sommer pouri = 1, . . . , N , puis conclure en remarquant,
en particulier, que

∑N
i=1(ui − ui−1)ui = 1

2

∑N+1
i=1 (ui − ui−1)

2, avecu0 = uN+1 = 0.
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2 (b) Pensez au miracle de la dimension finie. . .

4. Effectuer les développements de Taylor

5. (b) (c) Se débarasser des termes de convection en remarquant qu’ils ont ”le bon signe”, et s’inspirer de la
démonstration du théorème 1.30 page 22.

Exercice 18 (Discŕetisation 2D par différences finies)

Adapter le cas unidimensionnel, en faisant attention aux conditions limites. Pour montrer l’existence et unicité,
calculer le noyau de la matrice.

Exercice 21 (Elimination des inconnues d’ar̂etes)

1. Ecrire la conservativité du flux :FK,σ = −FL,σ et en déduire la valeur deuσ.

2. Trouver la valeur deuσ qui vérifie

−m(σ)λi
uσ − uK
dK,σ

= m(σ)α(uσ − uext).

3. RemplacerFK,σ etFL,σ par leurs expressions dans (1.69) et en déduire la valeur deuσ.

4. Adopter l’ordre lexicographique pour la numérotation des mailles, puis établir l’équation de chaque maille, en
commena̧nt par les mailles interne.

1.8 Corrigés des exercices

Exercice 1 page 30

Le schéma différences finies pour l’équation (1.71) s’écrit :




1
h2 (2ui − ui−1 − ui+1) + sinui = fi, i = 1, . . . , N,

u0 = a, uN+1 = b.

Le schéma volumes finis pour la même équation s’écrit :

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
+ h sinui = hfi, i = 1, . . . , N (1.107)

avecFi+ 1
2

= −ui+1 − ui
h

, i = 1, . . . , N − 1 etF 1
2

= −u1 − a
h
2

.

FN+ 1
2

= −b− uN
h
2

En remplaçant les expressions des flux dans l’équation (1.107). On obtient :

1
h2 (2ui − ui+1 − ui−1) + sinui = fi, i = 2, . . . , N − 1

1
h2 (3u1 − 2u2 − a) + sinu1 = 2f1

1
h2 (3uN − 2uN−1 − b) + sinuN = 2fN ,

2. La différence entre les deux schémas réside uniquement dans la première et la dernière équations.
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1.8. CORRIǴES DES EXERCICES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

Exercice 5 page 31

1. La matriceM et le second membreb sont donnés par :






(MU)i =
1

h2
(2ui − ui+1 − ui−1) +

1

h
vi(ui − ui−1), pouri = 2, . . . , N,

(MU)1 =
1

h2
(2u1 − u2) +

1

h
v1u1,

(MU)N =
1

h2
(2uN − uN−1) +

1

h
vN (uN − uN−1),

etb =




( 1
h2 + v1

h )a0

0
...
0

1
h2 a1




(1.108)

(a) SupposonsMU ≥ 0. Soit i0 = min{i;ui = minj uj}.
(i) Si i0 = 1, comme 1

h2 (2u1 − u2) + 1
hv1u1 ≥ 0, on a :( 1

h2 + 1
hv1)u1 + 1

h2 (u1 − u2) ≥ 0, et comme
u1 − u2 ≤ 0, ceci entraineu1 ≥ 0.

(ii) Si 2 ≤ i0 ≤ N − 1, on a :

1

h2
(ui0 − ui0+1) +

1

h2
− (ui0 − ui0−1) +

1

h
vi(ui0 − ui0−1) ≥ 0.

Mais par définition dei0, on aui0 − ui0+1 ≤ 0 et , etui0 − ui0−1 < 0 donc ce cas est impossible.

(iii) Si i0 = N , on a :
1

h2
uN +

1

h2
(uN − uN−1) +

1

h
vi(uN − uN−1) ≥ 0.

Or par définition dei0 = N , on auN < uN−1, et doncuN > 0.

On a donc montré que siMU ≥ 0 alorsU ≥ 0.

(b) CommeMU ≥ 0⇒ U ≥ 0, on a donc (en prenantU puis−U ) MU = 0⇒ U = 0, ce qui prouve queM
est inversible,

(c) SoitU solution deMU = b. PosonsŨ = (u0, u1, . . . , uN , uN+1), avecu0 = a0 et uN+1 = a1. Re-
marquons d’abord que le minimum et le maximum des composantesui de Ũ ne peuvent être atteints pour
i = 1, . . . , N que si lesui sont tous égaux (auquel casui = a0 = a1 pour touti = 0, . . . , N + 1). En effet,
pouri = 1, . . . , N , on a :

1

h2
(ui − ui+1) +

1

h2
(ui − ui−1) +

1

h
vi(ui − ui−1) = 0. (1.109)

Soit i0 = min{i;ui = minj uj}, et i1 = min{i;ui = maxj uj}. Par définition dei0, on aui0 − ui0+1 ≤ 0
et , etui0−ui0−1 < 0 donc (1.109) est impossible si1 < i0 < N . Donci0 = 1 ouN . Soiti1 = min{i;ui =
maxj uj}, on aui1 − ui1+1 ≥ 0 et , etui1 − ui1−1 > 0 et (1.109) est encore impossible si1 < i1 < N .
On en déduit quei0 = 0 ouN + 1 et i1 = 0 ouN +1, ce qui prouve quemin(a0, a1) ≤ ui ≤ max(a0, a1).

2.

(a) Par définition,mi,i = 1
h2 + 1

hvi, avecvi ≥ 0, ce qui prouve le résultat.

(b) Par définition,mi,j est soit nul, soit égal à− 1
h2 + 1

hvi si j = i − 1, soit égal à− 1
h2 si j = i + 1, ce qui

prouve le résultat.

(c) On a montré queM est inversible à la question précédente.

(d) D’après la question 1.2, on sait que siMU ≥ 0, alorsU ≥ 0. Soitei le i-ème vecteur de la base canonique.
On aei = M(M−1)ei ≥ 0, et doncM−1ei ≥ 0, ce qui montre que tous les coefficients deM−1 doivent
être positifs.

Exercice 7 page 32 (Conditionnement “efficace”)

Partie I
1. Soitu = (u1, . . . , uN ). On a

Au = b⇔
{ 1

h2
(ui − ui−1) +

1

h2
(ui − ui+1) = bi, ∀i = 1, . . . N,

u0 = uN+1 = 0.

Analyse numérique des EDP, M1 43 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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Supposonsbi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , N , et soitp ∈ {0, . . . , N + 1} tel queup = min(ui, i = 0, . . . , N + 1).
Si p = 0 ouN + 1, alorsui ≥ 0 ∀i = 0, N + 1 et doncu ≥ 0.
Si p ∈ {1, . . . , N}, alors

1

h2
(up − up−1) +

1

h2
(up − up+1) ≥ 0

et commeup − up−1 < 0 etup − up+1 ≤ 0, on aboutit à une contradiction.

Montrons maintenant queA est inversible. On vient de montrer que siAu ≥ 0 alorsu ≥ 0. On en déduit par
linéarité que siAu ≤ 0 alorsu ≤ 0, et donc que siAu = 0 alorsu = 0. Ceci démontre que l’application linéaire
représentée par la matriceA est injective donc bijective (car on est en dimension finie).

2. Soitϕ ∈ C([0, 1], IR) tel queϕ(x) = 1/2x(1− x) etφi = ϕ(xi), i = 1, N , oùxi = ih.
(Aφ)i est le développement de Taylor à l’ordre 2 deϕ′′(xi), et commeϕ est un polynôme de degré 2, ce
développement est exact. Donc(Aφ)i = ϕ′′(xi) = 1.

3. Soientb ∈ IRN etu ∈ IRN tels queAu = b. On a :

(A(u ± ‖b‖ϕ))i = (Au)i ± ‖b‖(Aφ)i = bi ± ‖b‖.

Prenons d’abord̃bi = bi + ‖b‖ ≥ 0, alors par la question (1),

ui + ‖b‖φi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , N.

Si maintenant on prend̄bi = bi − ‖b‖ ≤ 0, alors

ui − ‖b‖φi ≤ 0 ∀i = 1, . . . , N.

On a donc−‖b‖φi ≤ ‖b‖φi.
On en déduit que‖u‖∞ ≤ ‖b‖ ‖φ‖∞ ; or ‖φ‖∞ =

1

8
. D’où ‖u‖∞ ≤

1

8
‖b‖.

On peut alors écrire que pour toutb ∈ IRN ,

‖A−1b‖∞ ≤
1

8
‖b‖, donc

‖A−1b‖∞
‖b‖∞

≤ 1

8
, d’où ‖A−1‖ ≤ 1

8
.

On montre que‖A−1‖ =
1

8
en prenant le vecteurb défini parb(xi) = 1, ∀i = 1, . . . , N . On a en effetA−1b = φ,

et commeN est impair,∃i ∈ {1, . . . , N} tel quexi = 1
2 ;or ‖ϕ‖∞ = ϕ(1

2 ) = 1
8 .

4. Par définition, on a‖A‖ = sup‖x‖∞=1 ‖Ax‖, et donc‖A‖ = maxi=1,N

∑
j=1,N |ai,j |, d’où le résultat.

5. Grâce aux questions 3 et 4, on a, par définition du conditionnement pour la norme‖·‖, cond(A) = ‖A‖‖A−1‖ =
1

2h2 .

CommeAδu = δb, on a :

‖δu‖ ≤ ‖A−1‖δb‖
‖b‖
‖b‖ ≤ ‖A

−1‖δb‖
‖A‖‖u‖
‖b‖ ,

d’où le résultat.
Pour obtenir l’égalité, il suffit de prendreb = Au oùu est tel que‖u‖ = 1 et‖Au‖ = ‖A‖, etδb tel que‖δb‖ = 1
et‖A−1δb‖ = ‖A−1‖. On obtient alors

‖δb‖
‖b‖ =

1

‖A‖ et
‖δu‖
‖u‖ = ‖A−1‖.

D’où l’égalité.

Partie 2 Conditionnement efficace

Analyse numérique des EDP, M1 44 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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1. Soientϕ(h) etf (h) les fonctions constantes par morceaux définies par

ϕh(x) =

{
ϕ(ih) = φi si x ∈]xi − h

2 , xi + h
2 [, i = 1, . . . , N,

0 si x ∈ [0, h2 ] oux ∈]1 − h
2 , 1].

et

f (h)(x) =

{
f(ih) = bi si x ∈]xi − h

2 , xi + h
2 [,

f(ih) = 0 si x ∈ [0, h2 ] oux ∈]1− h
2 , 1].

Commef ∈ C([0, 1], IR) etϕ ∈ C2([0, 1], IR), la fonctionfh (resp.ϕh) converge uniformément versf (resp.ϕ)
lorsqueh→ 0. On a donc

h

N∑

i=1

biϕi =

∫ 1

0

f (h)(x)ϕ(h)(x)dx→
∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx lorsqueh→ 0.

Commebi > 0 etfi > 0 ∀i = 1, . . . , N , on a évidemment

SN =

N∑

i=1

biϕi > 0 etSN →
∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx = β > 0 lorsqueh→ 0.

Donc il existeN0 ∈ IN tel que siN ≥ N0, SN ≥
β

2
, et doncSN ≥ α = min(S0, S1 . . . SN0 ,

β

2
) > 0.

2. On aN‖u‖ = N supi=1,N |ui| ≥
∑N

i=1 ui. D’autre part,Aϕ =
(
1 . . . 1

)t
doncu · Aϕ =

N∑

i=1

ui ; or

u · Aϕ = Atu · ϕ = Au · ϕ carA est symétrique. Doncu · Aϕ =

N∑

i=1

biϕi ≥
α

h
d’après la question 1. Comme

δu = A−1δb, on a donc‖δu‖ ≤ ‖A−1‖ ‖δb‖ ; et commeN‖u‖ ≥ α

h
, on obtient :

‖δu‖
‖u‖ ≤

1

8

hN

α
‖δb‖
‖f‖∞
‖b‖ . Or

hN = 1 et on a donc bien :
‖δu‖
‖u‖ ≤

‖f‖∞
8α

‖δb‖
‖b‖ .

3. Le conditionnementcond(A) calculé dans la partie 1 est d’ordre1/h2, et donc tend vers l’infini lorsque le pas
du maillage tend vers 0, alors qu’on vient de montrer dans la partie 2 que la variation relative‖δu‖

‖u‖ est inférieure

à une constante multipliée par la variation relative de‖δb‖
‖b‖ . Cette dernière information est nettement plus utile et

réjouissante pour la résolution effective du système linéaire.

Exercice 9 page 34 (Erreur de consistance)

1. Sif est constante, alors−u′′ est constante, et donc les dérivées d’ordre supérieur deu sont nulles. Donc par
l’estimation (1.30) page 15 sur l’erreur de consistance, onaRi = 0 pour touti = 1, . . . , N .
Si on appelleU le vecteur de composantesui et Ū le vecteur deIRN de composantesu(xi), on peut re-
marquer facilement queU − Ū = A−1R, oùR est le vecteur de composantesRi. On a doncU − Ū = 0,
c.q.f.d.

2. Il est facile de voir quef n’est pas forcément constante, en prenantf(x) = sin 2πx, eth = 1/2, on n’a donc
qu’une seule inconnueu1 qui vérifieu1 = 0, et on a égalementu(1/2) = sinπ = 0.

Exercice 11 page 35 (Non consistance des volumes finis)

Par développement de Taylor, pouri = 1, . . . , N , il existeξi ∈ [xi, xi+1] tel que :

u(xi+1) = u(xi) + hi+ 1
2
u′(xi) +

1

2
h2
i+ 1

2
u′′(xi) +

1

6
h3
i+ 1

2
u′′′(ξi),

et donc

Ri = − 1

h i

hi+ 1
2

+ hi− 1
2

2
u′′(xi) + u′′(xi) + ρi, i = 1, . . . , N, (1.110)
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où |ρi| ≤ Ch, C ne dépendant que de la dérivée troisième deu. Il est facile de voir que, en général,Ri, ne tend
pas vers 0 lorsqueh tend vers 0 (sauf dans des cas particuliers). En effet, prenons par exemplef ≡ 1, hi = h pour
i pair,hi = h/2 pour i impair, andxi = (xi+1/2 + xi−1/2)/2, pouri = 1, . . . , N . On a dans ce casu′′ ≡ −1,
u′′′ ≡ 0, et donc :

Ri = −1

4
si i est pair, etRi = +

1

2
si i est impair.

On en conclut quesup{|Ri|, i = 1, . . . , N} 6→ 0 ash→ 0.

Exercice 13 page 35

1. Par développement de Taylor-Young, pouri = 1, . . . , N :

u(xi+1) = u(xi+ 1
2
) + (xi+1 − xi+ 1

2
)u′(xi+ 1

2
) + 1

2 (xi+1 − xi+ 1
2
)2u′′(xi+ 1

2
) + 1

2 (xi+1 − xi+ 1
2
)2ε(xi+1 − xi+ 1

2
),

u(xi) = u(xi+ 1
2
) + (xi − xi+ 1

2
)u′(xi+ 1

2
) + 1

2 (xi − xi+ 1
2
)2u′′(xi+ 1

2
) + 1

2 (xi − xi+ 1
2
)2ε(xi − xi+ 1

2
),

avecε(x)→ 0 lorsquex→ 0. Par soustraction, on en déduit que :

u(xi+1)− u(xi) = (xi+1 − xi)u′(xi+ 1
2
) +

1

2
(xi+1 − xi)(xi+1 + xi − 2xi+ 1

2
)u′′(xi+ 1

2
) + ρ̃i+ 1

2
,

où

ρ̃i+ 1
2

=
1

2
((xi+1 − xi+ 1

2
)2ε(xi+1 − xi+ 1

2
)− (xi − xi+ 1

2
)2ε(xi − xi+ 1

2
).

Donc, en posantF ∗
i+ 1

2
= −u(xi+1)− u(xi)

hi+ 1
2

, on obtient après simplifications :

F ∗
i+ 1

2
= −u′(xi+ 1

2
)− 1

2

[
xi+1 + xi − 2xi+ 1

2

]
u′′(xi+ 1

2
) + ρi+ 1

2

avec
∣∣∣ρi+ 1

2

∣∣∣ ≤ Ch2, oùh = max
i=1,...,N

hi etC ne dépend que deu′′′.

2. Dans le cas oùu ∈ C3([0, 1]) xi+ 1
2

= xi+1+xi

2 , on a donc
∣∣∣F ∗
i+ 1

2
+ u′(xi+ 1

2

∣∣∣ ≤ ρi+ 1
2
, et donc le flux est

consistant d’ordre 2.

Dans le cas général, on peut seulement majorer
1

2

(
xi+1 + xi − 2xi+ 1

2

)
parh, on a donc un flux consistant d’ordre

1.

Exercice 14 page 35

1. On se donne une discrétisation(xi)i=1,...,N de l’intervalle[0, 1], de pas constant et égal àh. On écrit l’équation
en chaque pointxi, et on remplace−u′′(xi) par le quotient différentiel habituel. En appelantu1, . . . , uN les
inconnues localisées aux pointsx1, . . . , xN , etu0, uN+1 les inconnues auxiliaires localisées enx = 0 et x = 1,
on obtient les équations discrètes associées aux inconnuesi = 1, . . . , N .

1

h2
(2ui − ui−1 − ui+1) + ciui = fi,

avecci = c(xi) etfi = f(xi). Il reste à détermineru0 etuN+1. Ceci se fait en approchant la dérivéeu′(0)( resp.u′(1))

par
1

h
(u(x1)− u(0))

(
resp.

1

h
(u(1)− u(xN )

)
.

Commeu′(0) = 0 etu′(1) = 0, on obtient donc queu0 = u1 etuN+1 = uN . Le schéma différences finies s’écrit
donc : 





1

h2
(u1 − u2) + c1u1 = f1

1

h2
(2ui − ui−1 − ui+1) + ciui = fi, i = 2, . . . , N − 1,

1

h2
(uN − uN−1) + cNuN = fN .
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2. On se donne un maillage volumes finis, et on intègre l’équation sur chaque maille, ce qui donne le schéma

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
= hifi, i = 1, . . . , N,

oùFi+ 1
2

est le flux numérique à l’interfacexi+ 1
2
. Pouri = 1, . . . , N − 1, ce flux numérique est donné par

Fi+ 1
2

=
ui+1 − ui
hi 12

.

Pouri = 0 et i = N + 1, on se sert des conditions de Neumann, qui imposent un flux nul. On écrit donc :

F 1
2

= FN+ 1
2

= 0.

Exercice 15 page 35

1. La discrétisation par différences finies donne commei-ème équation (voir par exemple exercice 14 page 35 :

1

h2
(2ui − ui−1 − ui+1) + ciui = fi, i = 1, . . . , N.

Il reste donc à déterminer les inconnuesu0 etuN+1 à l’aide de la discrétisation des conditions aux limites,qu’on
approche par :

u1 − u0

h
+ α(u0 − ũ) = 0,

uN+1 − uN
h

+ α(uN+1 − ũ) = 0

oùu0 etuN+1 sont les valeurs approchées enx0 etxN+1, on a donc par élimination :

u0 =
1

α− 1
h

(
αũ − u1

h

)
etuN+1 =

1

α+ 1
h

(
αũ +

uN
h

)
.

Ce qui termine la définition du schéma.
2. Par volumes finis, la discrétisation de l’équation s’écrit

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
= hifi, i = 1, . . . , N,

et les seuls flux “nouveaux” sont encoreF1/2 etFN+ 1
2
, qu’on obtient à partir de la discrétisation des conditions

aux limites. Ceci peut se faire de plusieurs manières.
On peut, par exemple, discrétiser la condition aux limitesen 0 par :

F1/2 + α(u0 − ũ) = 0, avecF1/2 =
u1 − u0

h1

2

.

On a ddans ce cas :−α(u0 − ũ) ×
h1

2
= −u1 + u0, d’où on déduit queu0 =

αũh1 + 2u1

αh1 + 2
, et qui conduit à

l’expression suivante pourF1/2 :

F1/2 =
α

αh1 + 2
(2(u1 − ũ)− αh1ũ) .

Le calcul est semblable pourFN+1/2

Exercice 17 page 36

1. On intègre (1.86) sur une maille[xi−1/2, xi+1/2] et on obtient :

−u′(xi+1/2) + u′(xi−1/2) + a[u(xi+1/2)− u(xi−1/2)] + b

∫ xi+1/2

xi−1/2

u(x)dx = bhifi. (1.111)

Pour justifier le schéma numérique proposé on remarque que :

u(xi+1) = u(xi+1/2) + (xi+1 − xi+1/2)u
′(xi+1/2) +

1

2
(xi+1 − xi+1/2)

2u′′(ξi), avecξi ∈ [xi+1/2, xi+1],
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et de même

u(xi) = u(xi+1/2) + (xi − xi+1/2)u
′(xi+1/2) +

1

2
(xi − xi+1/2)

2u′′(γi), avecγi ∈ [xi−1/2, xi],

dont on déduit :

u(xi+1)− u(xi) = hi+1/2u
′(xi+1/2) +

1

8
(h2
i+1u

′′(ξi)− h2
iu

′′(γi)).

De plus en utilisant le fait quexi est le milieu de[xi−1/2, xi+1/2] on a (voir démonstration plus loin)

∫ xi+1/2

xi−1/2

udx = u(xi)hi +
1

24
u′′(αi)h

3
i (1.112)

D’où le schéma numérique.
Démontrons la formule (1.112). Pour cela il suffit (par changement de variable) de démontrer que siu ∈ C2(IR),
alors pour toutα ≥ 0, on a : ∫ α

−α
udx = 2αu(0) +

1

3
u′′(αi)α

3. (1.113)

Pour cela, on utilise une formule de type Taylor avec reste intégral, qu’on obtient en remarquant que si on pose
ϕ(t) = u(tx), alorsϕ′(t) = xu(tx), etϕ′′(t) = x2u′′(tx). Or ϕ(1) − ϕ(0) =

∫ 1

0
ϕ′(t)dt, et par inégration par

parties, on obtient donc :

ϕ(1) = ϕ(0) + ϕ′(0) +

∫ 1

0

ϕ′′(t)(1− t)ds.

On en déduit alors que

u(x) = u(0) + xu′(0) +

∫ 1

0

x2u′′(tx)(1 − t)dt.

En intégrant entre−α etα, on obtient alors :

∫ α

−α
u(x)dx = 2αu(0) +A, avecA =

∫ 1

0

x2u′′(tx)(1 − t)dt dx.

Comme la fonctionu′′ est continue elle est minorée et majorée sur[−α, α]. Soient doncm = min[−α,α] u
′′ et

M = min[−α,α] u
′′. Ces deux valeurs sont atteintes paru′′ puisqu’elle est continue. On a doncu′′([−α, α]) =

[m,M ]. De plus, la fonction(x, t) 7→ x2(1− t) est positive ou nulle sur[−α, α]× [0, 1]. On peut donc minorer et
majorerA de la manière suivante

m

∫ 1

0

x2(1− t)dt dx ≤ A ≤M
∫ 1

0

x2(1− t)dt dx.

Or
∫ 1

0
x2(1− t)dt dx = 1

3α
3. On en déduit que13α

3m ≤ A ≤ 1
3α

3M, et donc queA = 1
3α

3γ, avecγ ∈ [m,M ] ;
mais commeu′′ est continue, elle prend toutes les valeurs entrem et M , il existe doncβ ∈ [−α, α] tel que
γ = u′′(β), ce qui termine la preuve de (1.113).

2 (a). On multiplie (1.88) parui et on somme pouri = 1, . . . , N . On obtient après changement d’indice que

i=N∑

i=0

(ui+1 − ui)2
hi+1/2

+
a

2

i=N∑

i=0

(ui+1 − ui)2 + b

i=N∑

i=0

u2
ihi = 0.

Ce qui donneui = 0 pour touti = 1 . . .N , d’où en mettant le schéma sous la forme matricielleAU = B on
déduit que l’application linéaire représentée par la matriceA est injective donc bijective (grâce au fait qu’on est en
dimension finie) et donc que (1.88) admet une unique solution.

3 (a). Evident.
(b). On posēR = AŪ −B. On a doncRi = R

(1)
i +R

(2)
i , avec

R
(1)
i = − 1

hi

[(
ūi+1 − ūi
hi+1/2

− u′(xi+1/2)

)
−
(
ūi − ūi−1

hi−1/2
− u′(xi−1/2)

)]
,
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R
(2)
i =

a

hi
[(ūi − u(xi+1/2))− (ūi−1 − u(xi+1/2))].

De plus on remarque que

ūi =
1

hi

∫ xi+1/2

xi−1/2

udx = u(xi+1/2)−
1

2
u′(xi+1/2)hi+

1

6
u′′(xi+1/2)h

2
i−

1

24
u(3)(di)h

3
i avecdi ∈ [xi−1/2, xi+1/2],

ūi+1 =
1

hi+1

∫ xi+3/2

xi+1/2

udx = u(xi+1/2)+
1

2
u′(xi+1/2)hi+1+

1

6
u′′(xi+1/2)h

2
i+1−

1

24
u(3)(δi)h

3
i+1 avecδi ∈ [xi+1/2, xi+3/2].

Ce qui implique que :

ūi+1 − ūi
hi+1/2

= u′(xi+1/2) +
1

3
u′′(xi+1/2)(hi+1 − hi) +

1

24

1

hi+1/2

[
u(3)(δi)h

3
i+1 + u(3)(di)h

3
i

]

et donc

1

hi

[
ūi+1 − ūi
hi+1/2

− u′(xi+1/2)

]
= Si +Ki,

avec

|Si| = |
1

3
u′′(xi+1/2)

(
hi+1

hi
− 1

)
+

1

24
| ≤ Ch et |Ki| = |

1

hihi+1/2

[
u(3)(δi)h

3
i+1 + u(3)(di)h

3
i

]
| ≤ Ch,

oùC ne dépend que deu. De plus si on pose :Li = 1
hi

(ūi − u(xi+1/2), par développement de Taylor, il existe

C̃ ne dépendant que deu telle que|Li| ≤ Ch. Finalement on conclut que|R(1)
i | = | − Si + Si+1| ≤ C1 et

|R(2)
i | = | −Ki +Ki−1 + a(Li − Li−1)| ≤ C2h.

4. Reprendre les résultats précédents. . .Pour|Ri+1/2| ≤ Ch reprendre calcul du 3|Ri+1/2| = |hi(−Si−Ki+Li)|.
5 (a). On poseei = ūi − ui. Cette définition implique queei est solution du système (1.95)-(1.97). (b). Un calcul
similaire à celui de la question 2. donne que

b

N∑

1

hiei +

i=N∑

i=0

(ei+1 − ei)2
hi+1/2

+
a

2

i=N∑

i=0

(ei+1 − ei)2 =

i=N∑

i=0

Ri+1/2(ei+1 − ei)

D’où en utilisant le fait que
αh ≤ hi ≤ βh et l’inégalité de Cauchy-Schwarz on déduit que

1

βh

i=N∑

i=0

(ei+1 − ei)2 ≤
(
i=N∑

i=0

(ei+1 − ei)2
)1/2(i=N∑

i=0

R2
i+1/2

)1/2

et en utilisant (1.94), et le fait que
i=N∑

i=0

hi = 1 entraineN ≤ 1

αh
, on déduit :

i=N∑

i=0

(ei+1 − ei)2 ≤ C1
β

α
h3.

En remarquant queei =

j=i−1∑

j=0

(ej+1 − ej) on a pour tout0 < i ≤ N que

|ei| ≤




j=i∑

j=0

(ej+1 − ej)2



1/2

i1/2 ≤
(
C1
β

α
h3

)1/2

N1/2

et donc|ei| ≤
√
C1β
α h, pour tout0 < i ≤ N .
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Exercice 19 page 38

On note(x, y) les coordonnées d’un point deIR2.

1. En multipliant la première équation de (1.103) parϕ et en intégrant par parties, on trouve, pour toutϕ ∈ C1(Ω̄)
t.q.ϕ = 0 sur∂Ω :

∫

Ω

∇u(x, y) · ∇ϕ(x, y) dxdy +

∫

Ω

k
∂u(x, y)

∂x
ϕ(x, y) dx =

∫

Ω

f(x, y)ϕ(x, y) dxdy. (1.114)

On suppose maintenant quef ≤ 0 surΩ. On se donne une fonctionψ ∈ C1(IR, IR) t.q. :

ψ(s) = 0, si s ≤ 0,

ψ(s) > 0, si s > 0.

(On peut choisir, par exemple,ψ(s) = s2 pours > 0 etψ(s) = 0 pours ≤ 0) et on prend dans (1.114)ϕ = ψ ◦ u.
On obtient ainsi :
∫

Ω

ψ′(u(x, y)) |∇u(x, y)|2 dxdy +

∫

Ω

k
∂u

∂x
(x, y)ψ(u(x, y))dx =

∫

Ω

f(x, y)ψ(u(x, y)) dxdy ≤ 0. (1.115)

En notantG la primitive deψ s’annulant en 0, on a :
∂

∂x
G(u(x, y)) = ψ(u(x, y))

∂u

∂x
(x, y). Commeu = 0 sur

∂Ω, on obtient donc :
∫

Ω

k
∂u

∂x
(x, y)ψ(u(x, y)) dxdy =

∫

Ω

k
∂

∂x
G(u(x, y)) dxdy =

∫

∂Ω

kG(u(x, y))nx dγ(x, y) = 0,

oùnx désigne la première composante du vecteur normaln à∂Ω extérieur àΩ, etdγ(x, y) le symbole d’intégration
par rapport à la mesure de Lebesgue unidimensionnelle sur∂Ω. De (1.115) on déduit alors :

∫

Ω

ψ′(u(x, y)) |∇u(x, y)|2 dxdy ≤ 0,

et donc, commeψ′ ≥ 0 et que la fonction(x, y) 7→ ψ′(u(x, y))|∇u(x, y)|2 est continue :

ψ′(u(x, y))|∇u(x, y)|2 = 0, ∀(x, y) ∈ Ω̄.

Ceci donne aussi
∇ψ(u(x, y)) = 0, ∀(x, y) ∈ Ω̄.

La fonctionψ ◦ u est donc constante surΩ̄, comme elle est nulle sur∂Ω, elle est nulle sur̄Ω, ce qui donne

u ≤ 0 surΩ̄

2. On s’intéresse ici à la consistance au sens des différences finies. On pose donc

ūi,j = u(ih, jh) pouri, j ∈ {0, . . . , N + 1}2.

On a bien̄ui,j = 0 pour(i, j) ∈ γ, et pour(i, j) ∈ {1, . . . , N}2, on pose :

Rij = a0ūi,j − a1ūi−1,j − a2ūi+1,j − a3ūi,j−1 − a4ūi,j+1 − fi,j .

On rappelle queu est solution de (2.5.84),Rj est donc l’erreur de consistance. Dans le cas du schéma [I] on a :

Rij =
2ūij − ūi+1,j − ūi−1,j

h2
+

2ūij − ūi,j+1 − ūi,j−1

h2
+ k

ūi+1,j − ūi−1,j

2h
− fij .

Commeu ∈ C4(Ω̄), il existeξij ∈]0, 1[ etηij ∈]0, 1[ t.q.

ūi+1,j = ūi,j + h
∂u

∂x
(ih, jh) +

h2

2

∂2u

∂2x
(ih, jh) +

h3

6

∂3u

∂3x
(ih, jh) +

h4

24

∂4u

∂4x
(ih+ ξijh, jh)
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1.8. CORRIǴES DES EXERCICES CHAPITRE 1. DF ET VF POUR LA DIFFUSION

ūi−1,j = ūi,j − h
∂u

∂x
(ih, jh) +

h2

2

∂2u

∂2x
(ih, jh)− h3

6

∂3u

∂3x
(ih, jh) +

h4

24

∂4u

∂4x
(ih+ ηijh, jh).

On obtient des formules analogues pourūi,j+1 et ūi,j−1, et on en déduit

|Ri,j | ≤
h2

12
‖uxxxx‖∞ +

h2

12
‖uyyyy‖∞ + k

h2

6
‖uxxx‖∞

où ‖uxxxx‖∞ désigne la norme uniforme sur̄Ω de la dérivéeh2 deu par rapport àx (notations analogues pour
‖uyyyy‖∞ et‖uxxx‖∞). On obtient finalement

|Rij | ≤ C1h
2,

oùC1 ne dépend que deu etk. Comme pourh petit, on ah2 ≤ h, on en déduit que schéma [I] est donc d’ordre 2.
Pour le schéma [II], on a :

Rij =
2ūij − ūi+1,j − ūi−1,j

h2
+

2ūij − ūi,j+1 − ūi,j−1

h2
+ k

ūij − ūi−1,j

h
− fij .

D’où l’on déduit

|Rij | ≤
h2

12
‖uxxxx‖∞ +

h2

12
‖uyyyy‖∞ +

kh

2
‖uxx‖∞,

et donc
|Rij | ≤ C2h

oùC2 ne dépend que deu etk. Le schéma [II] est donc d’ordre 1.

3. Dans le cas du schéma [II], la famille deswij , i, j ∈ {0, . . . , N + 1}2 vérifie :

1

h2
(wij − wi+1,j)+

(
1

h2
+
k

h

)
(wij − wi−1,j)+

1

h2
(wij − wi,j+1)+

1

h2
(wij − wi,j−1) ≤ 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , N}

On poseM = max{wi,j , (i, j) ∈ {0, . . . , N + 1}2} etm = max{wi,j , (i, j) ∈ γ}. Noter queγ = {0, . . . , N +
1}2 \ {1, . . . , N}2. On a bien sûrm ≤M et il reste donc à montrer queM ≤ m. SoitA = {(i, j) ∈ {0, . . . , N +
1}2, wi,j = M} et soit(̄i, j̄) ∈ A tel quēi = max{i, (i, j) ∈ A} et j̄ = max{i, (i, j) ∈ A}. On distingue deux
cas :

1. Si ī ∈ {0, N + 1} ou j̄ ∈ {0, . . . , N + 1}, on a alors(̄i, j̄) ∈ γ et doncM = wī,j̄ ≤ m.
2. Sinon, on āi 6∈ {0, N + 1} et j̄ 6∈ {0, N + 1}, et donc(̄i, j̄) ∈ {1, . . . , N}2. On en déduit que :

1

h2

(
wī,j̄ − wī+ 1, j̄

)
+

(
1

h2
+
k

h

)(
wī,j̄ − wī− 1, j̄

)
+

1

h2

(
wī, j̄ − wī, j̄ + 1

)
+

1

h2

(
wī, j̄ − wī, j̄ − 1

)
≤ 0,

ce qui est impossible carwī,j̄ = M et donc

wī, j̄ − wī, j̄ − 1 ≥ 0,

wī, j̄ − wī, j̄ + 1 ≥ 0,

wī, j̄ − wī− 1, j̄ ≥ 0,

wī, j̄ − wī+ 1, j̄ > 0,

noter que la dernière inégalité est bien stricte car(̄i + 1, j̄) 6∈ A (c’est l’intérêt du choix dēi). On a donc
bien montré queM ≤ m.

Dans le cas du schéma [II], si on aī 6∈ {0, N + 1} et j̄ 6∈ {0, N + 1}, et donc(̄i, j̄) ∈ {1, . . . , N}2 le même
raisonnement que celui du schéma 1 donne :

(
1
h2 − k

2h

) (
uīj̄ − uī+ 1, j̄

)
+
(

1
h2 + h

2h

) (
uī, j̄ − uī− 1, j̄

)
,

+ 1
h2

(
uīj̄ − uī, j̄ + 1

)
+

1

h2

(
uīj̄ − uī, j̄ − 1

)
≤ 0.
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On ne peut conclure à une contradiction que si
1

h2
− k

2h
≥ 0. Le schéma [II] vérifie

wi,j ≤ max
(k,ℓ)∈γ

(wk,ℓ) ∀i, j ∈ {1, . . . , N}2

lorsqueh vérifie la condition (dite Condition de stabilité) :

h ≤ 2

k
(1.116)

4. La fonctionφ vérifie
φx = 0

φy = y, φyy = 1,

et donc−∆φ + k ∂φ∂x = −1. On pose maintenantφi,j = φ(ih, jh) pouri, j ∈ {a, . . . , N + 1}2 (Noter queφ ne
vérifie pas la conditionφi,j = 0 si (i, j) ∈ γ) Commeφxx = φxxx = φxxxx = φyyyy = 0, les calculs de la
question 2 montrent que pour les schémas [I] et [II],

a0φi,j − a1φi−1,j − a2φi+1,j − a3φi,j−1 − a4φi,j+1 = −1

pouri, j ∈ {1, . . . , N}2.
En posantwi,j = ui,j + Cφi,j pour(1, j) ∈ {0, . . . , N + 1}2 (etU solution de (1.104)) on a donc

a0wi,j − a1wi−1,j − a2wi+1,j − a3wi,j−1 − a4wi,j+1 = fij − C ∀i, j ∈ {1, . . . , N}

On prendC = ‖f‖∞, de sorte quefi,j − C ≤ 0 pour tout(i, j) pour le schéma [II] et pour le schéma [I] avec
h ≤ 2/k, la question 3 donne alors pour(i, j) ∈ {1, . . . , N}2,

wij ≤ max{wkℓ, (kℓ) ∈ γ} ≤
C

2
,

carui,j = 0 si (i, j) ∈ γ et−max
Ω

φ =
1

2
. On en déduit pour(i, j) ∈ {1, . . . , N}2,

wij ≤
C

2
=

1

2
‖f‖∞.

Pour montrer que−wij ≤ 1
2‖f‖∞, on prend maintenantwij = Cφij − ui,j pour(i, j) ∈ {0, . . . , N + 1}2, avec

C = ‖f‖∞. On a donc

a0wi,j − a1wi−1,j − a2wi+1,j − a3wi,j−1 − a4wi,j+1 = −C − fi,j ≤ 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , N}.

Ici encore, pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la condition h ≤ 2
k , la question 3 donne

wij ≤ max{wkℓ, (kℓ) ∈ γ} =
C

2

doncuij ≥ −
C

2
= −‖f‖∞

2
pour tout(i, j) ∈ {1, . . . , N}2. Pour le schéma [II] ou le schéma [I] avec la condition

h ≤ 2

k
, on a donc :

‖U‖∞ ≤
1

2
‖f‖∞. (1.117)

Le système (1.104) peut être vu comme un système linéaire deN2 équation, àN2 inconnues (qui sont lesui,j
pour(i, j) ∈ {1, . . . , N}2). Si le second membre de ce système linéaire est nul, l’in´egalité (1.117)(I) prouve que
la solution est nulle. Le système (1.104) admet donc, pour tout f , au plus une solution. Ceci est suffisant pour
affirmer qu’il admet, pour toutf , une et une seule solution.

5. pour(i, j) ∈ {0, . . . , N + 1}2 on pose

eij = u(ih, jh)− ui,j .
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On a donc, pour les schémas [I] et [II], avec les notations dela question 2 :

a0eij − a1ei−1,j − a2ei+1,j − a3ei,j−1 − a4ei,j+1 = Rij , ∀i, j ∈ {1, . . . , N}2.

avec les questions 2 et 4, on a donc, pour le schéma [I], sih ≤ 2

k
:

max{|eij|, (i, j) ∈ {1, . . . , N}2} ≤
1

2
C1h

2,

oùC1 etC2 ne dépendent que deu et k (et sont données à la question 2). Les 2 schémas sont convergents. Le
schéma [I] converge en “h2” et le schéma [II] en “h”.

6. Le schéma [1] converge plus vite mais a une condition de stabilité k ≤ 2
h . Le schéma [II] est inconditionnelle-

ment stable.

Exercice 21 page 40

1. On a vu au paragraphe 1.5.2 page 26 que siσ est une arête du volume de contrôleK, alors le flux numérique
FK,σ s’écrit :

FK,σ = λi
uσ − uK
dK,σ

m(σ).

On cherche à éliminer les inconnues auxiliairesuσ. Pour cela, siσ est une arête interne,σ = K|L, on écrit la
conservativité du flux numérique :

FK,σ = −FL,σ,
Ce qui entraı̂ne, siσ n’est pas une arête de l’interfaceI, que :

−λi
uσ − uK
dK,σ

m(σ) = λi
uσ − uL
dL,σ

m(σ)

On en déduit que

uσ

(
1

dK,σ
+

1

dL,σ

)
=

uK
dK,σ

+
uL
dL,σ

,

soit encore que

uσ =
dK,σdL,σ

dσ

(
uK
dK,σ

+
uL
dL,σ

)
.

Remplaçons alors dans (1.8). On obtient :

FK,σ = λi

(
dL,σ
dσ

(
uK
dK,σ

+
uL
dL,σ

)
− uK
dK,σ

)

= − λi
dσ

(
dL,σ
dK,σ

uK + uL − uK −
dL,σ
dK,σ

uK

)

On obtient donc finalement bien la formule (1.67).

2. Considérons maintenant le cas d’une arêteσ ⊂ Γ1 ∪ Γ3, où l’on a une condition de Fourier, qu’on a discrétisée
par :

FK,σ = −m(σ)λi
uσ − uK
dK,σ

= m(σ)α(uσ − uext).

On a donc

uσ =
1

α+ λi

dK,σ

(
λiuK
dK,σ

+ αuext

)

On remplace cette expression dans l’égalité précédente. Il vient :

FK,σ =
m(σ)α

α+ λi

dK,σ

(
λi
dK,σ

uK + αuext − αuext −
λi
dK,σ

uext

)
,
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Ce qui, après simplifications, donne exactement (1.68).
3. Considérons maintenant une arêteσ = K|L appartenant à l’interfaceI. La discrétisation de la condition de saut
de flux surI. S’écrit :

FK,σ + FL,σ =

∫

σ

θ(x)dγ(x) = m(σ)θσ

Supposons queK (resp.L) soit situé dans le milieu de conductivité (resp.λ2). En remplaçantFK,σ etFL,σ par
leurs expressions, on obtient :

−λim(σ)
uσ − uK
dK,σ

− λ2m(σ)
uσ − uL
dL,σ

= m(σ)θσ.

On en déduit que

uσ

(
λ1

dK,σ
+

λ2

dL,σ

)
=

(
λ1uK
dK,σ

+
λ2uL
dL,σ

− θσ
)
.

En remplaçantuσ dans l’expression deFK,σ, on obtient :

FK,σ = −m(σ)

dK,σ
λ1

1
λ1

dK,σ
+ λ2

dL,σ

(
λ1uK
dK,σ

+
λ2uL
dL,σ

− θσ −
λ1uK
dK,σ

− λ2uK
dL,σ

)
.

En simplifiant, on obtient :

FKσ = − m(σ)λ1

λ1dL,σ + λ2dK,σ
(λ2uL − λ2uK − dL,σθσ) ,

ce qui est exactement (1.70). On obtient alors l’expressiondeFL,σ :

FL,σ = m(σ)θσ − FK,σ,

ce qui donne, après simplifications :

FL,σ =
λ2m(σ)

λ1dL,σ + λ2dK,σ
[λ1(uL − uK) + dK,σθσ] .

On vérifie bien queFKσ + FL,σ = m(σ)θσ.

4. Le système linéaire que satisfont les inconnues(uK)K∈M s’écrit

AU = b

avcU = (uK)K∈T . Pour construire les matricesA etb, il faut se donner une numérotation des mailles. On suppose
qu’on an× 2p mailles ; on considère un maillage uniforme du type de celuidécrit sur la figure 1.5 page 27 et on
notehx = 1

n (resp.hy = 1
p ) la longueur de la maille dans la directionx (resp.y). Comme le maillage est cartésien,

il est facile de numéroter les mailles dans l’ordre “lexicographique” ; c’est-à-dire que lak-ième maille a comme
centre le pointxi,j = ((i − 1

2 )hx, (j − 1
2 )hy), aveck = n(j − 1) + i. On peut donc déterminer le numéro de la

maille (et de l’inconnue associée)k à partir de la numérotation cartésienne(i, j) de la maille.

k = n(j − 1) + i

Remarquons que, comme on a choisi un maillage uniforme, on a pour toutK ∈ T : m(K) = hxhy, pour toute
arête intérieure verticaleσ : dσ = hxm(σ) = hy et pour toute arête intérieure horizontale,dσ = hy etm(σ) = hx.
Pour chaque numéro de maille, nous allons maintenant construire l’équation correspondante.
Mailles internesi = 2, . . . , n− 1 ; j = 2, . . . , p− 1, p+ 1, . . . , 2p− 1.
L’équation associée à une maille interneK s’écrit

∑

σ∈EK

FK,σ = m(K)fK .

Avec l’expression deFK,σ donnée par (1.67), ceci amène à :

2λm

(
hx
hy

+
hy
hx

)
uk − λm

hx
hy

(uk−n + uk+n)− λm
hy
hx

(uk+1 + uk−1) = hxhyfk,
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avecm = 1 si j ≤ p− 1 etm = 2 si j ≥ p+ 1.
Mailles du bordΓ2 Les mailles du bordΓ2 sont repérées par les indices(n, j), j = 2 àp− 1, j = p+ 1 à2p− 1,
(on exclut pour l’instant les coins).
L’équation des flux est la même que pour les mailles internes, mais le flux sur la frontièreΓ2 est nul. Ceci donne :

λm

(
2
hx
hy

+
hy
hx

)
uk − λm

hx
hy

(uk−n + uk+n)− λm
hy
hx
uk−1 = hxhyfk,

aveck = n(j − 1) + n, j = 2 àp− 1, j = p+ 1 à2p− 1 etm = 1 si j ≤ p− 1,m = 2 si j ≥ p+ 1.
Mailles de bordΓ4 Les mailles du bordΓ4 sont repérées par les indices(1, j), j = 2 àp− 1, j = p+ 1 à 2p− 1.
Pour ces mailles, il faut tenir compte du fait que sur une arête deΓ4, le fluxFK,σ est donné par :

FK,σ = −λm
gσ − uK
dK,σ

m(σ)

avecgσ =
1

m(σ)

∫
g(y)dγ(y).

D’où on tire l’équation relative à la maillek = n(j − 1) + 1, j = 2, . . . , p− 1, p+ 1, . . . , 2p− 1 :

λm

(
2
hx
hy

+ 3
hy
hx

)
uk − λm

hx
hy

(uk−n + uk+n)− λm
hy
hx
uk+1 = hxhyfk + 2

hy
hx
λmgj ,

avecgj = gσj etm = 1 si j ≤ p− 1,m = 2 si j ≥ p+ 1.

Mailles du bordΓ1 ∪ Γ3 Pourj = 1, oùj = 2p, i = 2 . . . n− 1. On tient compte ici de la condition de Fourier sur
la maille qui appartient au bord, pour laquelle l’expression du flux est :

FK,σ =
αλmm(σ)

λm + αdK,σ
(uK − uext).

Pour une arêteσ horizontale, on note :CF,σ =
αm(σ)

λm + αdK,σ
. Notons queCF,σ est égal à

CF =
2αhx

2λm + αhy
.

Notons que ce coefficient ne dépend pas deσ.
Les équations s’écrivent donc :

λ1

(
2
hy

hx
+ hx

hy
+ CF

)
uk − λ1

hx

hy
uk+n − λ1

hy

hx
(uk+1 + uk−1) = hxhyfk + λ1CFuext,

k = 2, . . . , n− 1,

λ2

(
2hy

hx
+ hx

hy
+ CF

)
uk − λ2

hx

hy
uk−n − λ2

hy

hx
(uk+1 + uk−1) = hxhyfk + λ2CFuext,

k = 2n(p− 1) + 2, . . . , 2np− 1,

Mailles des coins extérieurs :Il suffit de synthétiser les calculs déjà faits :
• coin sud-est :i = 1, j = 1, k = 1 ; un bord Dirichlet, un bord Fourier :

λ1

(
3hy
hx

+
hx
hy

+ CF

)
u1 − λ1

hy
hx
u2 − λ1

hx
hy
un+1 = hxhyf1 + λ1CFuext +

2hy
hx

λ1g1

• coin sud-ouest :i = 1n, j = 1, k = n ; un bord Fourier, un bord Neumann :

λ1

(
hy
hx

+
hx
hy

+ CF

)
u1 − λ1

hy
hx
un−1 − λ1

hx
hy
u2n = hxhyfn + λ1CFuext

• coin nord-ouest :i = 2n, j = 2p, k = 2np.
On a encore un bord Fourier, un bord Neumann, et l’équation s’écrit :

λ2

(
hy
hx

+
hx
hy

+ CF

)
u2np − λ2

hy
hx
u2np−1 − λ2

hx
hy
u2n(p−1) = hxhyf2np + λ2CFuext
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• coin nord-est :i = 1, j = 2p k = n(2p− 1) + 1 un bord Dirichlet, un bord Fourier :

λ2

(
3hy
hx

+
hx
hy

+ CF

)
uk − λ2

hy
hx
uk+1 − λ2

hx
hy

(uk−n = hxhyfk + λ2CFuext,+
2hy
hx

λ2gk.

InterfaceL’expression du flux sur une arête de l’interface est donnée par (1.70). On pose, pour chaque arêteσ de
l’interface,

sI,σ =
m(σ)

λ1dL,σ + λ2dK,σ
.

Notons que dans le cas du maillage uniforme considéré, ce coefficient est égal à :

sI =
2hx

(λ1 + λ2)hy
,

et qu’il est indépendant de l’arêteσ. Tenant compte de ce flux, on obtient, pourk = n(p−1)+ i, i = 2, . . . , N −1

λ1

(
2hy
hx

+
hx
hy

+ λ2SI

)
uk − λ1

hy
hx
uk+1 − λ1

hy
hx
uk−1 − λ1

hx
hy
uk−n − λ1SIuk+n = hxhyfk + λ1SI

hy
2
θi,

avec

θi =

∫

σi

θ(x)dγ(x).

Et de même, pourk = np+ i, i = 2, . . . , N − 1,

λ1

(
2hy
hx

+
hx
hy

+ λ1SI

)
uk − λ2

hy
hx
uk+1 − λ2

hy
hx
uk−1 − λ2

hx
hy
uk+n)− λ2SIuk−n = hxhyfk + λ2SI

hy
2
θi.

Il ne reste plus qu’à traiter les coins des interfaces.
• i = 1, j = p k = n(p− 1) + 1. Dirichlet sous l’interface

λ1

(
3hy
hx

+
hx
hy

+ λ2sI

)
uk − λ1

hy
hx
uk+1 − λ1

hx
hy
uk+n − λ1sIuk+n = hxhyfk + λ1SI

hy
2
θi +

2hy
hx

λ1gj

• i = 1, j = p+ 1 k = np+ 1, Dirichlet, dessus de l’interface

λ2

(
3hy
hx

+
hx
hy

+ λ1sI

)
uk − λ2

hy
hx
uk+1 − λ2

hx
hy
uk+n − λ2sIuk−n = hxhyfk + λ2SI

hy
2
θi +

2hy
hx

λ2gj

• i = n, j = p, k = n(p− 1) + n. Neumann, sous l’interface.

λ1

(
hy
hx

+
hx
hy

+ λ2sI

)
uk − λ1

hy
hx
uk−1 − λ1

hx
hy
uk−n − λ1sIuk+n = hxhyfk + λ1SI

hy
2
θi

• i = n, j = p+ 1, k = np+ n, Neuman, dessus de l’interface

λ2

(
hy
hx

+
hx
hy

+ λ1sI

)
uk − λ2

hy
hx
uk−1 − λ2

hx
hy
uk+n − λ2sIuk−n = hxhyfk + λ2SI

hy
2
θi.

On a ainsi obtenu2np équations à2np inconnues. Notons que chaque équation fait intervenir au plus 5 inconnues.

Exercice 20 page 39

1. Le problème complet s’écrit :





−div(µi∇φ)(x) = 0, x ∈ Ωi, i = 1, 2
∇φ(x) · n(x) = 0, x ∈ Γ2 ∪ Γ4,∫

Γ1

µ1∇φ(x) · n(x) dγ(x) +

∫

Γ3

µ2∇φ(x) · n(x) dγ(x) = 0,

φ2(x)− φ1(x) = 0, ∀x ∈ I,
−(µ∇φ · n)|2(x) − (µ∇φ · n)|1(x) = 0, ∀x ∈ I.
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2. On se donne le même maillage rectangulaire uniforme qu’`a l’exercice précédent. On noteφK l’inconnue as-
sociée à la mailleK (ouφk si on la référence la mailleK par son numérok = n(j − 1) + i, où i ∈ {1, . . . , n} et
j ∈ {1, . . . , 2p}. Pour une maille intérieure, l’équation obtenue est la mˆeme que (1.8) en remplaçantλm parµm.
Etudions maintenant le cas d’une maille proche de l’interface. Comme indiqué, on va considérer deux inconnues
discrètes par arête de l’interface. SoientK etL ayant en commun l’arêtẽσ ⊂ I,K est située au dessous deL. Les
équations associées àK etL s’écrivent alors

∑

σ∈ξK

FK,σ = 0 et
∑

σ∈ξL

FL,σ = 0.

Pour les arêtesσ ∈ ξK autres quẽσ, le flux s’écrit de manière habituelle

FK,σ = µ1
φK − φM

dσ
, avecσ = K|M.

Pour l’arêteσ = σ̃, on aFK,σ = µ1
φK−φσ

dσ
m(σ) etFL,σ = µ2

φL−φ+
σ

dσ
m(σ), où les deux inconnues discrètesφ+

σ

etφ−σ sont reliées par les relations :

φ+
σ − φ−σ = ψσ

(
=

1

m(σ)

∫

σ

ψ(x)dγ(x)

)

FK,σ + FL,σ = 0.

On peut alors éléminerφ+
σ et φ−σ ; en utilisant par exempleφ+

σ = ψσ + φ−σ et en remplaçant dans la deuxième
équation, on obtient :

−µ1
φ−σ − φK
dK,σ

+ µ2
φ−σ + ψσ − φL

dL,σ
= 0,

ce qui donne :

φσ− =
1

µ1

dK,σ
+ µ2

dL,σ

(
µ1

dK,σ
φK +

µ2

dL,σ
φL −

µ2

dL,σ
ψσ.

)
.

En remplaçant cette expression dans les flux, on obtient :

FK,σ = −FL,σ = m(σ)
µ1µ2

µ1dL,σ + µ2dK,σ
(φK − φL + ψσ)

On peut alors écrire l’équation discrète associée à une maille de numérok située sous l’interface (aveck =
n(p− 1) + i, i = 2, . . . , n− 1). On pose :

µ1µ2

µ1dL,σ + µ2dK,σ
=
µI
dσ

(µI est donc la moyenne harmonique pondérée entreµ et µ2). Notons que pour une arête deI, dσ = hy, et
m(σ) = hx. L’équation associée à la maillek s’écrit donc :

(
2µ1

hy
hx

+ µ1
hx
hy

+
µIhx
hy

)
uk − µ1

hy
hx

(uk−1 + uk+1)− µ1
hx
hy
uk−n − µI

hx
hy
uk+n = −µI

hx
hy
ψi,

oùψi est le saut de potentiel à travers l’arêteσi de l’interface considérée ici. De même, l’équation associée à une
maillek aveck = np+ i, i = 2, . . . , n− 1, située au dessus de l’interface s’écrit :

(
2µ1

hy
hx

+ µ1
hx
hy

+ µI
hx
hy

)
uk − µ1

hy
hx

(uk−1 + uk+1)− µ1
hx
hy
uk+n − µI

hx
hy
uk−n = +µI

hx
hy
ψi.

La discrétisation des conditions aux limites de Neumann sur Γ2 et Γ4 est effectuée de la même manière que pour
le cas du problème thermique, voir exercice 21.
Il ne reste plus qu’à discrétiser la troisième équationdu problème (1.8), qui relie les flux sur la frontièreΓ1 avec
les flux sur la frontièreΓ3. En écrivant la même condition avec les flux discrets, on obtient :

µ1

n∑

i=1

2hx
hy

(ui − uB,i) + µ2

n∑

i=1

2hx
hy

(uH,i − uk(i)) = 0,
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où :µB,i représente l’inconnue discrète sur lai-ème arête deΓ1 etµH,i l’inconnue discrète sur lai-ème arête de
Γ3, etk(i) = n(p− 1) + i est le numéro de la maille jouxtant la i-ème arête deΓ3.
Remarquons que tel qu’il est posé, le système n’est pas inversible : on n’a pas assez d’équations pour éliminer les
inconnuesuB,i et uH,i, i = 1 . . . N . On peut par exemple pour les obtenir considérer une différence de potentiel
fixée entreΓ1 etΓ3, et se donner un potentiel fixé surΓ1.
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Chapitre 2

Problèmes paraboliques : la discŕetisation
en temps

On a vu au paragraphe??comme exemple type de problème parabolique l’équation dela chaleur instationnaire :

ut −∆u = f

qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1,ut, ainsi qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace.Pour
que ce problème soit bien posé, il faut spécifier des conditions aux limites sur la frontière deΩ, et une condition
initiale ent = 0.

2.1 Le problème continu, et la discŕetisation espace-temps

On considère maintenant le même problème en une dimension d’espace. Au tempst = 0, on se donne une condi-
tion initiale u0, et on considère des conditions aux limites de type Dirichlet homogène. Le problème unidimen-
sionnel s’écrit : 





ut − uxx = 0, ∀x ∈ ]0, 1[, ∀t ∈ ]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ ]0, 1[,

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ ]0, T [,

(2.1)

où u(x, t) représente la température au pointx et au tempst, ut désigne la dérivée partielle première deu par
rapport àt etuxx la dérivée partielle seconde deu par rapport àx. On admettra le théorème d’existence et unicité
suivant :

Théorème 2.1 (Ŕesultat d’existence et unicit́e) Si u0 ∈ C(]0, 1[, IR) alors il existe une unique fonctionu ∈
C2(]0, 1[×]0, T [, IR) ∩ C([0, 1]× [0, T ], IR) qui vérifie (2.1).

On a mêmeu ∈ C∞(]0, 1[×]0, T [, IR). Ceci est appelé, effet “régularisant” de l’équation dela chaleur.

Proposition 2.2 (Principe du maximum) Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 2.1, soitu la solution du probl̀eme
(2.1);

1. siu0(x) ≥ 0 pour toutx ∈ [0, 1], alorsu(x, t) ≥ 0, pour toutt ≥ 0 pour toutx ∈]0, 1[.

2. ‖u‖L∞([0,1[×]0,T [) ≤ ‖u‖L∞(]0,1[).

Ces dernières propriétés peuvent être importantes dans le modèle physique ; supposons pas exemple queu représente
une fraction massique. Par définition de la fraction massique, celle-ci est toujours comprise entre 0 et 1. La pro-
position précédente nous dit que la quantitéu donné par le modèle mathématique supposé représenterla fraction
massique d’une espèce qui diffuse dans un milieu, par exemple, est aussi comprise entre 0 et 1, dès que la fraction
massique initialeu0 est dans l’intervalle[0, 1] ce qui est plutôt une bonne nouvelle : le modèle mathématique res-
pecte les bornes de la physique. Mais on ne peut pas en général calculer la solution de (2.1) de manière analytique.
On a recours à la disrétisation en temps et en espace pour seramener à un système d’équations de dimension finie.
Il est souhaitable pour la validité du calcul que la solution approchée obtenue par la résolution de ce système, qui
est supposée approcher une fraction massique soit aussi comprise à tout instant entre 0 et 1. On dit souvent d’une
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méthode de discrétisation (ou d’un schéma de discrétisation) qu’elle (ou il) est “robuste” ou “stable” s’il préserve
les bornes imposées par la physique (0 et 1 dans le cas de la fraction massique évoquée ci-dessus).
Pour calculer une solution approchée, on se donne une discrétisation en temps et en espace, qu’on noteraD. On
choisit pour l’instant de discrétiser par différences finies en temps et en espace. La discrétisation consiste donc `a se
donner un ensemble de pointstn, n = 1, . . . ,M de l’intervalle]0, T [, et un ensemble de pointsxi, i = 1, . . . , N .
Pour simplifier, on considère un pas constant en temps et en espace. Soit :h = 1

N+1 = ∆x le pas de discrétisation

en espace, etk = ∆t = T
M , le pas de discrétisation en temps. On pose alorstn = nk pourn = 0, . . . ,M etxi = ih

pouri = 0, . . . , N + 1.On cherche à calculer une solution approchéeuD du problème (2.1) ; plus précisement, on
cherche à détermineruD(xi, tn) pouri = 1, . . . , N , etn = 1, . . . ,M . Les inconnues discrètes sont notéesu

(n)
i ,

i = 1, . . . , N etn = 1, . . . ,M .

2.2 Discŕetisation par Euler explicite en temps.

L’approximation en temps par la méthode d’Euler expliciteconsiste à écrire la première équation de (2.1) en chaque
pointxi et tempstn, à approcher la dérivée en tempsut(xi, tn) par le quotient différentiel :

u(xi, tn+1)− u(xi, tn)
k

,

et la dérivée en espace−uxx(xi, tn) par le quotient différentiel :

1

h2
(2u(xi, tn)− u(xi−1, tn)− u(xi+1, tn)).

Remarque 2.3 On a choisi une discrétisation en espace de type différences finies, mais on aurait aussi bien pu
prendre un sch́ema de volumes finis ou d’éléments finis.

On obtient le schéma suivant :





u
(n+1)
i − u(n)

i

k
+

1

h2
(2u

(n)
i − u(n)

i−1 − u
(n)
i+1) = 0, i = 1, . . .N, n = 1, . . . ,M,

u0
i = u0(xi), i = 1, . . . , N,

u
(n)
0 = u

(n)
N+1 = 0, ∀n = 1, . . . ,M.

(2.2)

le schéma est dit explicite, car la formule ci-dessus donneu
(n+1)
i de manière explicite en fonction des(u

(n)
i )i=1,...,N .

En effet on a :
u

(n+1)
i = u

(n)
i − λ(2u(n)

i − u(n)
i−1 − u

(n)
i+1),

avecλ =
k

h2
.

2.2.1 Consistance du sch́ema

Soit ū(n)
i = u(xi, tn) la valeur exacte de la solution enxi ettn : L’erreur de consistanceRi en(xi, tn) peut s’écrire

comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace :R(n)
i = R̃

(n)
i + R̂ni avec :

R̃
(n)
i =

ū
(n+1)
i − ū(n)

i

k
− ut(xi, tn) et R̂(n)

i =
1

h2

(
2ū

(n)
i − ū

(n)
i−1 − ū

(n)
i+1

)
− uxx(xi, tn).

Proposition 2.4 Le sch́ema(2.2)est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace, c’est à dire qu’il existe
C ∈ IR+ ne d́ependant que deu tel que :

|R(n)
i | ≤ C(k + h2). (2.3)

Démonstration : On a vu lors de l’étude des problèmes elliptiques que l’erreur de consistance en espaceR̃(n)
i

est d’ordre 2 (voir formule (1.30) page 15). Un développement de Taylor en temps donne facilement queR̃
(n)
i est

d’ordre 1 en temps.
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2.2.2 Stabilit́e

On a vu à la proposition 2.2 page 59 que la solution exacte vérifie :

‖u‖L∞(]0,1[×]0,T [) ≤ ‖u0‖L∞(]0,1[)

Si on choisit correctement les pas de temps et d’espcace, nous allons voir qu’on peut avoir l’équivalent discret sur
la solution approchée.

Définition 2.5 On dit qu’un sch́ema estL∞-stable si la solution approch́ee est borńee dansL∞ indépendamment
du pas du maillage.

Proposition 2.6 Si la condition de stabilit́e

λ =
k

h2
≤ 1

2
(2.4)

est v́erifiée, alors le sch́ema(2.2)estL∞–stable au sens òu :

sup
i=1,...,N
n=1,...,M

|u(n)
i | ≤ ‖u0‖∞

Démonstration : On peut écrire le schéma sous la forme

u
(n+1)
i = u

(n)
i − λ(2u(n)

i − u(n)
i−1 − u

(n)
i+1),

soit encore :
u

(n+1)
i = (1 − 2λ)u

(n)
i + λu

(n)
i−1 + λu

(n)
i+1.

Si 0 ≤ λ ≤ 1

2
, on aλ ≥ 0 et 1 − 2λ ≥ 0, et la quantitéu(n+1)

i est donc combinaison convexe deu(n)
i , u(n)

i−1 et

u
(n)
i+1. SoitM (n) = max

i=1,...,N
u

(n)
i , on a alors :

u
(n+1)
i ≤ (1− 2λ)M (n) + λM (n) + λM (n), ∀i = 1, . . . , N,

et doncu(n+1)
i ≤M (n). On en déduit en passant au maximum que :

M (n+1) ≤M (n).

On montre de la même manière que
min

i=1,...,N
u

(n+1)
i ≥ min

i=1,...,N
u

(n)
i .

On en déduitmaxi=1,...,N(u
(n+1)
i ) ≤ maxu0

i etmini=1,...,N(u
(n+1)
i ) ≥ minu0

i d’où le résultat.

2.2.3 Convergence

Définition 2.7 Soitu la solution du probl̀eme(2.1) et (u(n)
i ) i=1,...N,

n=1,...,M
la solution de(2.2). On appelle erreur de

discŕetisation au point(xi, tn) la quantit́eeni = u(xi, tn)− uni .

Théorème 2.8Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 2.1, et sous la condition de stabilité (2.4), il existeC ∈ IR+ ne
dépendant que deu tel que

‖e(n+1)
i ‖∞ ≤ ‖e(0)i ‖∞ + TC(k + h2), pour touti = 1, . . . , N etn = 0, . . . ,M − 1.

Ainsi, si‖e(0)i ‖∞ = 0, alorsmaxi=1,...N ‖e(n)
i ‖ tend vers 0 lorsquek eth tendent vers 0, pour toutn = 1, . . .M .

Le sch́ema(2.2)est donc convergent.
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Démonstration : On noteū(n)
i = u(xi, tn). On a donc, par définition de l’erreur de consistance,

ū
(n+1)
i − ū(n)

i

k
− 1

h2
(2ū

(n)
i − ū

(n)
i−1 − ū

(n)
i+1) = R

(n)
i . (2.5)

D’autre part, le schéma numérique s’écrit :

u
(n+1)
i − u(n)

i

k
− 1

h2
(2u

(n)
i − u(n)

i−1 − u
(n)
i+1) = 0. (2.6)

Retranchons (2.6) à (2.5), on obtient :

e
(n+1)
i − e(n)

i

k
− 1

h2
(2e

(n)
i − e(n)

i+1 − e
(n)
i−1) = R

(n)
i ,

soit encore :
e
(n+1)
i = (1− 2λ)e

(n)
i + λe

(n)
i−1 + λe

(n)
i+1 + kR

(n)
i

Or (1−2λ)e
(n)
i +λe

(n)
i−1 +λe

(n)
i+1 ≤ ‖e(n)‖∞, carλ ≤ 1

2 , et donc comme le schéma est consistant, l’inégalité (2.3)
entraı̂ne que :

|e(n+1)
i | ≤ ‖e(n)‖∞ + kC(k + h2).

On a donc par récurrence :
‖e(n+1)
i ‖∞ ≤ ‖e(0)‖∞ +MkC(k + h2)

ce qui démontre le théorème.

Donnons maintenant un exemple où lorsque la condition (2.3) n’est pas vérifiée, le schéma est instable.

2.2.4 Exemple de non convergence

Montrons que si la conditionλ ≤ 1
2 n’est pas respectée, on peut construire une condition initiale pour lequel le

schéma n’est pas stable. Soitu0 ∈ C([−1, 1], IR) qui vérifie (voir Figure (2.1) :

u0(x)

−1 −1 + ε 1

x

FIG. 2.1 – Condition initiale pour le contre exemple





u0(x) ≥ 0

u0(x) 6= 0 si x ∈]− 1;−1 + ε[

u0(x) = 0 si x > −1 + ε

On considère le problème :




ut − uxx = 0, ∀x ∈]− 1, 1[; ∀t > 0.

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈]− 1, 1[

u(1, t) = u(−1, t) = 0, ∀t > 0.

(2.7)

On peut montrer que la solution exacteu de (2.7) vérifieu(x, t) > 0, ∀x ∈]− 1, 1[, ∀t > 0. En particulier, pour un

tempsT > 0 donné, on au(0, T ) > 0. SoitM ∈ IN etk = T/M . Soitu(n)
i la solution approchée par (2.2), sensée
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approcheru(xi, tn) (i ∈ {−N, . . . , N}, n ∈ N). On va montrer queuM0 = 0 pourk eth choisis de manière non
admissible ; ceci montre que le schéma ne peut pas converger. CalculonsuM0 :

uM0 = (1− 2λ)uM−1
0 + λuM−1

−1 + λuM−1
1 .

DoncuM0 dépend de

u(M−1) sur[−h, h]
u(M−2) sur[−2h, 2h]

...

u(0) sur[−Mh,Mh] = [−T
k
h,
T

k
h]

Par exemple, si on prend
h

k
=

1

2T
on obtient :[−Tk h, Tk h] = [− 1

2 ,
1
2 ], et donc, siε < 1

2 , on a uM0 = 0. On peut

donc remarquer que sihk = 1
2T , même sih→ 0 etk → 0,

uM0 6→ u(0, T ).

Le schéma ne converge pas ; notons que ceci n’est pas en contradiction avec le résultat de convergence 2.8 page

61, puisqu’ici, on n’a pas satisfait à la condition
k

h2
≤ 1

2
.

2.2.5 Stabilit́e au sens des erreurs d’arrondi

On considère le schéma d’Euler explicite pour l’équation (2.1). On appelleu la solution exacte de (2.1),uD la
solution exacte de (2.2),unum la solution effectivement calculée par l’ordinateur. On peut écrire :

u− unum = u− uD + uD − unum.

On sait que l’erreur de discrétisationu − uD tend vers 0 lorsqueh et k tendent vers 0, sous condition de stabilité
(2.4), c.à.d.

λ ≤ 1

2
.

Pour contrôler l’erreur entre la solutionuD du schéma (2.2) et la solution numérique obtenueunum, on cherche à
estimer l’amplification de l’erreur commise sur la donnée initiale. Rappelons que le schéma s’écrit :

u
(n+1)
i = (1 − 2λ)u

(n)
i + λu

(n)
i−1 + λu

(n)
i+1,

avecλ =
k

h2
. Ce schéma se met sous la formeu(n+1) = AU (n), avec

A =




1− 2λ λ 0 . . . 0

λ 1− 2λ λ
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . λ 1− 2λ λ

0 . . . 0 λ 1− 2λ




Définition 2.9 (Stabilité au sens des erreurs d’arrondi)Supposons que l’on commette une erreurε0 sur la condi-
tion initiale. La nouvelle condition initialẽu0, s’écrit doncũ0 = u0 + ε0. A cette nouvelle condition initiale cor-
respond une nouvelle solution calculéeũ(n) = u(n) + ε(n). On dit que le sch́ema est stable au sens des erreurs
d’arrondi s’il existeC > 0 indépendant den tel queε(n) ≤ Cε(0).

On peut trouver une condition suffisante pour que le schéma 2.2 soit stable au sens des erreurs d’arrondi. En effet,
on va démontrer le résultat suivant :

Proposition 2.10 On suppose queλ = k
h2 <

1
2 . Alors le sch́ema 2.2 est stable au sens des erreurs d’arrondi.
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Démonstration : Soit donc une condition initiale perturbéẽu0 = u0 + ε0 à laquelle on associe une nouvelle
solution calculéẽu(n) = u(n) + ε(n). On aε(n) = Anε0. CommeA est symétrique,A est diagonalisable dans
IR. Soientµ1, . . . , µN les valeurs propres deA, ete1, . . . , eN les vecteurs propres associés, c’est–à–dire tels que
Aei = µiei, ∀i = 1, . . .N . On décompose la perturbationε0 sur la base des vecteurs propres :

ε0 =
N∑

i=1

aiei. On a doncAnε0 =
N∑

i=1

aiµ
n
i ei = ε(n).

Si on prend par exemple :ε0 = aiei, on obtientε(n) = aiµ
n
i ei. Il y a diminution de l’erreur d’arrondi surε0 si

sup
i=1...N

|µi| ≤ 1

c’est-à-dire siρ(A) ≤ 1, oùρ(A) désigne le rayon spectral deA. Calculonsρ(A). On écrit :A = I + λB oùB
est la matrice symétrique définie négative, définie par :

B =




−2 1 0 . . . 0

1 −2 1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . 1 −2 1

0 . . . 0 1 −2




(2.8)

Soit VP(A) l’ensemble de valeurs propres deA. Alors VP(A) = {1 + λµ, µ ∈ VP(B))}. Or VP(B) =
{−4 sin2 jπ

2(N+1) , j = 1, . . . , N} (voir Lemme 2.11 plus loin). Pour queε(n) < ε0, il faut donc que :

sup
j=1,...,N

|1− 4λ sin2 jπ

2(N + 1)
| < 1,

c.à.d.

λ sin2 jπ

2(N + 1)
<

1

2
.

Une condition suffisante pour avoir une diminution de l’erreur est donc queλ < 1
2 .

Lemme 2.11 (Valeurs propres deB) L’ensembleVP(B) des valeurs propres de la matriceB définie par(2.8)
est donńe par :

VP(B) = {−4 sin2 jπ

2(N + 1)
, j = 1, . . . , N}.

Démonstration : Les valeurs propresB peuvent se calculer à partir des valeurs propres de l’opérateur continu ; on
commence donc par chercheru solution de :

{
−u′′ + αu = 0,

u(0) = u(1) = 0.

Cherchonsu(x) sous la forme :
u(x) = a cos

√
αx+ b sin

√
αx

Commeu(0) = 0, on a : a = 0. De même,u(1) = B sin
√
α = 0, et donc

√
α = kπ. Les valeurs propres et

vecteurs propres associés de l’opérateur continu sont donc :
(
k2π2, sinkπx

)
k ∈ IN∗. Pourk = 1, . . . , N , soit

v(k) ∈ IRN tel quev(k)
i = sinkπih. CalculonsBv(k) :

(Bv(k))i = v
(k)
i−1 − 2v

(k)
i + v

(k)
i+1

et donc
(Bv(k))i = sinkπ(i− 1)h− 2 sinkπih+ sin kπ(i+ 1)h

En développant, on obtient :
(Bv(k))i = sin kπih cos(−kπh) + cos kπih sin(−kπh)− 2 sinkπih+ sin kπih coskπh+ cos kπih sinkπh.
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Après simplifications, il vient :
(Bv(k))i = 2 sinkπih(−1 + cos kπh).

Or, cos kπh = 1− 2 sin2 kπh

2
. On a donc :

(Bv(k))i = 2 sinkπih× (−2 sin2 kπh

2
)

= −4 sin2 kπh

2
(v(k))i, ∀k = 1 . . .N.

On ah = 1
N+1 , et donc les valeurs propres deB s’écriventµk = −4 sin2 kπ

2(N+1) , k = 1, . . . , N .

2.2.6 Stabilit́e au sens de Von Neumann

L’analyse de stabilité au sens de Von Neumann1 consiste à étudier l’impact du schéma sur un mode de Fourier
isolé. Pour que le mode de Fourier en question soit solutiondu problème continu, on remplace les conditions de
Dirichlet homogènes du problème (2.1) par des conditionspériodiques, et pour alléger les notations, on considère
l’intervalle ]0, 2π[ comme intervalle détude en espace plutôt que l’intervalle ]0, 1[.

Problème continu avec conditions aux limites ṕeriodiques On considère le problème avec conditions aux
limites périodiques 




ut − u(xx) = 0, t ∈]0, T [, x ∈]0, 2π[,
u(0, t) = u(2π, t), ∀t ∈]0, T [,
u(x, 0) = u0(x).

(2.9)

Le problème (2.9) est bien posé, au sens où∀u0 ∈ C([0, 2π]), il existe une uniqueu ∈ C2(]0, 2π[×]0, T [, IR) solu-
tion de (2.9). On suppose queu0 ∈ L2(]0, 2π[). On rappelle queL2 est un espace de Hilbert, et que{einx, n ∈ ZZ }
est une base hilbertienne2 deL2(]0, 2π[). On décompose donc la condition initiale dans cette base hilbertienne :

u0(x) =
∑

n∈ZZ

cn(0)einx (au sens de la convergence dansL2). Dans un premier temps, calculons formellement les

solutions de (2.9) sous la forme d’un développement dans labase hilbertienne :

u(x, t) =
∑

n∈ZZ

cn(t)einx.

En supposant qu’on ait le droit de dériver terme à terme, ona donc :

ut(x, t) =
∑

n∈ZZ

c′n(t)e
inx etuxx(x, t) =

∑

n∈ZZ

−cn(t)n2einx.

On obtient, en remplaçant dans l’équation
c′n(t) = −n2cn(t)

c’est-à-direcn(t) = cn(0)e−n
2t en tenant compte de la condition initiale. On a donc finalement :

u(x, t) =
∑

n∈ZZ

cn(0)e−n
2teinx. (2.10)

Justifions maintenant ce calcul formel. On a :
∑

n∈ZZ

|cn(0)|2 = ‖u0‖2L2 < +∞

De plus, en dérivant (2.10) terme à terme, on obtient :

ut − uxx = 0.

La condition de périodicité est bien vérifiée paru donnée par (2.10). Enfin on a bien :u(x, t) → u0(t) lorsque
t → 0, donc la condition initiale est vérifiée. On peut remarquer qu’il y a “amortissement” des coefficients de
Fouriercn(0) lorsquet augmente, c.à.d. qu’on a :cn(t) ≤ cn(0), ∀ t > 0.

1John von Neumann (1903-1957), mathématicien et physicienaméricain d’origine hongroise, a apporté d’importantescontributions tant
en mécanique quantique, qu’en analyse fonctionnelle, en théorie des ensembles, en informatique, en sciences économiques ainsi que dans
beaucoup d’autres domaines des mathématiques et de la physique. Il a de plus participé aux programmes militaires américains.

2Soit H un espace de Hilbert,(ei)i∈ZZ est une base hilbertienne deH si : (ei)i∈ZZ est une famille orthonormée telle que∀x ∈

H, ∃(xi)i∈ZZ ⊂ IR ; x =
X

i∈ZZ

xiei au sens de la convergence dansH, avecxi = (x, ei), où(., .) désigne le produit scalaire surH.
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Discrétisation du problème(2.9) Si on utilise le schéma (2.2), pour la discrétisation de (2.9) on a :

u
(n+1)
j = (1− 2λ)u

(n)
j + λu

(n)
j−1 + λu

(n)
j+1. (2.11)

On prend comme condition initialeu0(x) = ape
ipx, pourp ∈ ZZ fixé . En discrétisant, on obtient :u0

j(x) =

ape
ipjh, pourj = 1, . . . , N, avech = 2π

N+1 . On a bienu0
0 = u0

N+1 = 0. Calculons :

u
(1)
j = (1− 2λ)ape

ipjh + λape
ip(j−1)h + λape

ip(j+1)h

donc :u(1)
j = ape

ipjhξp. On appelleξp le facteur d’amplification associé à la fonctioneipx (appelé aussi “p-ième
mode”). On a donc : 





u
(1)
j = ξpu

(0)
j

...

u
(n)
j = (ξp)

nu
(0)
j

On dit que le schéma est “stable au sens de Von Neumann” : si :

|ξp| < 1, ∀p.

Calculonsξp :
ξp = 1− 2λ+ 2λ cos ph

= 1− 2λ+ 2λ(1− 2 sin2 ph

2
)

= 1− 4λ sin2
(

2π
N+1 ,

p
2

)
.

Pour avoir|ξp| < 1, il faut λ sin2

(
2π

N + 1
,
p

2

)
<

1

4
Une condition suffisante pour que le schéma soit stable au

sens de Von Neumann est que :λ <
1

2
. Remarquons que c’est la même condition que pour la stabilité des erreurs

d’arrondis.

Convergence du sch́ema avec la technique de Von Neumann Soit u ∈ C2(]0, 2π[×]0, T [, IR) la solution

exacte de (2.9) on au(jh, nk) =
∑

p∈ZZ

cp(0)e−p
2nkeipjh oùh =

2π

N + 1
est le pas de discrétisation en espace et

k =
T

M
le pas de discrétisation en temps. SoituD la solution de (2.2), et :

uD(jh, nk) =
∑

p∈ZZ

cp(0)ξ(n)
p eipjh.

On cherche à montrer la convergence deuD versu au sens suivant :

Proposition 2.12 Soitu0 =
∑

n∈ZZ
cn(0)einx et u la solution du probl̀eme(2.9). On noteuD la solution ap-

proch́ee obtenue par le schéma d’Euler explicite(2.11). Alors ∀ε > 0, ∃η ≥ 0 tel que sik ≤ η et k
h2 ≤ 1

2 ,
alors

|u(jh, nk)− uD(jh, nk)| ≤ ε, ∀j = 1 . . .N, n =
T

k
.

Démonstration : On note(u− uD)
(n)
j la quantitéu(jh, nk)− uD(jh, nk). On fera l’hypothèse supplémentaire :

∑

p∈ZZ

|cp(0)| < +∞.

Donc pour toutε ∈ IR+, il existeA ∈ IR tel que2
∑

|p|≥A
|cp(0)| ≤ ε. On écrit alors :

(u − uD)
(n)
j ≤

∑

|p|≤A
cp(0)(e−p

2nk − ξnp )eipjh +
∑

|p|≥A
cp(0)(e−p

2nk − ξnp )eipjh
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On a donc :
(u− uD)

(n)
j ≤ X + 2

∑

|p|≥A
|cp(0)|, avecX =

∑

|p|≤A
|cp(0)|(e−p2nk − ξnp )

et2
∑

|p|≥A
|cp(0)| ≤ 2ε. Montrons maintenant queX → 0 lorsqueh→ 0. Remarquons que

e−p
2nk − ξnp = e−p

2T − ξnp , etξp = 1− 4λ sin2 ph

2
.

Or, sin2 ph

2
=
p2h2

4
+ O(h4), etλ =

k

h2
. Donc :4λ sin2 ph

2
= p2k +O(kh2). On en déduit :

(ξp)
n =

(
1− 4λ sin2 ph

2

)T/k
et doncln ξnp =

T

k
ln

(
1− 4λ sin2 ph

2

)
= −Tp2 +O(h2).

On en déduit queξnp → e−p
2T lorsque h → 0. Tous les termes deX tendent vers 0, etX est une somme finie ;

on a donc montré que(u− uD)
(n)
j tend vers 0 lorsqueh tend vers 0.

Remarque 2.13On peut adapter la technique de Von Neumann au cas Dirichlet homog̀ene sur[0, 1], en effec-
tuant le d́eveloppement deu par rapport aux fonctions propres de l’opérateuru′′ avec conditions aux limites de
Dirichlet :

u(x, t) =
∑

cn(t) sin(nπx).

L’avantage du d́eveloppement en série de Fourier est qu’il marche pour n’importe quel opérateur lińeaireà condi-
tion d’avoir pris des conditions aux limites périodiques.

2.3 Sch́ema implicite et sch́ema de Crank-Nicolson

2.3.1 Leθ-sch́ema

Commeno̧ns par un petit rappel sur les ’équations différentielles (voir aussi polycopié d’analyse numérique de
licence, sur le site web http ://www.cmi.univ-mrs.fr/h̃erbin On considère le problème de Cauchy :

{
y′(t) = f(y(t)), t > 0.

y(0) = y0
(2.12)

Soit k un pas (constant) de discrétisation , on rappelle que les schémas d’Euler explicite et implicite pour la
discrétisatision de ce problème s’ecrivent respectivement :

Euler explicite :
y(n+1) − y(n)

k
= f(y(n)), n ≥ 0 (2.13)

Euler implicite :
y(n+1) − y(n)

k
= f(y(n+1)), n ≥ 0, (2.14)

avecy(n) = y0. On rappelle également que leθ-schéma, oùθ est un paramètre de l’intervalle[0, 1] sécrit :

y(n+1) = y(n) + kθf(y(n+1)) + k(1− θ)f(y(n)). (2.15)

Remarquons que pourθ = 0 on retrouve le schéma (2.13) et pourθ = 1 le schéma (2.14). On peut facilement
adapter leθ schéma à la résolution des équations paraboliques. Parexemple, leθ-schéma pour la discrétisation en
temps du problème (2.1), avec une discrétisation par différences finies en espace s’écrit :

u
(n+1)
i −u(n)

i

k = θ
h2 (−2u

(n+1)
i + u

(n+1)
i−1 + u

(n+1)
i+1 ) + 1−θ

h2 (−2u
(n)
i + u

(n)
i−1 + u

(n)
i+1), ;n ≥ 0, i = 1

u
(0)
i = u0(xi), i = 1, . . . , N.

(2.16)

Si θ = 0, on retrouve le schéma d’Euler explicite ; siθ = 1, celui d’Euler implicite. Dans ce cas oùθ =
1

2
ce

schéma s’appelle schéma de Crank3-Nicolson4. Notons que dès queθ > 0, le schéma est implicite, au sens où on
n’a pas d’expression explicite deu(n+1)

i en fonction desu(n)
j .

3John Crank (6 February 1916 –3 October 2006) mathématicienbritannique.
4Phyllis Nicolson (21 Septembre 1917 – 6 Octobre 1968) mathématicienne britannique.
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2.3.2 Consistance et stabilit́e

Proposition 2.14 (Consistance duθ-sch́ema) Le θ sch́ema(2.16) pour la discŕetisation du probl̀eme(2.1) est

d’ordre 2 en espace. Il est d’ordre 2 en temps siθ =
1

2
, et d’ordre 1 sinon.

Démonstration : On posēunj = u(xj , tn), h = 1
N+1 ,

R
(n)
j =

ū
(n+1)
j − ū(n)

j

k
+

θ

h2

(
−2ū

(n+1)
i + ū

(n+1)
i−1 + ū

(n+1)
i+1

)
+

1− θ
h2

(
−2u

(n)
i + u

(n)
i−1 + u

(n)
i+1

)

On va montrer, en effectuant des développements limités,que :
∣∣∣R(n)

j

∣∣∣ ≤ C(k + h2) si θ 6= 1
2 et que

∣∣∣R(n)
j

∣∣∣ ≤
C(k2 + h2) si θ = 1

2 . En effet, on décompose

R
(n)
j = T

(n,1)
j + θT

(n,2)
j + (1− θ)T (n,3)

j

avec :

T
(n,1)
j =

ū
(n+1)
j −ū(n)

j

k , T
(n,2)
j = θ

h2

(
−2ū

(n+1)
i + ū

(n+1)
i−1 + ū

(n+1)
i+1

)

T
(n,3)
j = 1−θ

h2

(
−2u

(n)
i + u

(n)
i−1 + u

(n)
i+1

)

Effectuons un développement limité pour calculerT
(n,1)
j :

T
(n,1)
j = (ūt)(xj , tn) +

k

2
(utt)(xj , tn) +R1 avec|R1| ≤ Ck2.

Faisons de même pourT (n,2)
j :

T
(n,2)
j = θ

(
ūxx(xj , tn+1) +R2

)
avec|R2| ≤ Ch2.

Or ūxx(xj , tn+1) = ūxx(xj , tn) + kūxxt(xj , tn) +R3 avec|R3| ≤ Ck2, donc :

T
(n,2)
j = θ

(
uxx(xj , tn) + +kuxxt(xj , tn) +R4

)
avec|R4| ≤ C(h2 + k2).

De même pourT (n,3)
j , on a :

T
(n,3)
j = (1− θ)uxx(xj , tn) +R5, avec|R5| ≤ Ck2.

En regroupant, on obtient que

R
(n)
j = ut(xj , tn)− uxx(xj , tn)

k

2

∂

∂t
ut(xj , tn) + θk(uxx)(xj , tn) +R

avecR = R1 +R4 +R5

• Si θ =
1

2
, on a un schéma d’ordre 2 en temps et en espace.

En effet,k2 (ūtt)(xj , tn)− θk(ūxxt)(xj , tn) = ∂
∂t

(
k
[

1
2 (ūt)(xj , tn)− θ(ūxx)(xj , tn)

)]
etut − uxx = 0.

• Si θ 6= 1

2
: on a un schéma d’ordre 2 en espace et d’ordre 1 en temps.

Proposition 2.15 (Stabilit́e au sens de Von Neumann)Si θ ≥ 1

2
le θ-sch́ema est inconditionnellement stable.

En particulier, les sch́emas d’Euler implicite et de Crank-Nicolson sont inconditionnellement stables. Siθ <
1

2
le

sch́ema est stable sous condition.

λ ≤ 1

2(1− 2θ)
.

(On retrouve en particulier que le schéma d’Euler explicite n’est que siλ ≤ 1
2 ).
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Démonstration : On remplace les conditions aux limites de Dirichlet sur[0, 1] par des conditions périodiques sur
[0, 2π]. La solution exacte sécrit alors :

u =
∑

p∈ZZ

cp(0)e−p
2teipx.

Pronons comme condition initialeu0(x) = eipx. On a :

u
(n+1)
j − u(n)

j =
k

h2

[
−θ(2u(n+1)

j − u(n+1)
j−1 − u(n+1)

j+1 )− (1− θ)(2u(n)
j − u(n)

j−1 − u
(n)
j+1),

ce qui sécrit encore, avec :λ = k
h2 :

(1 + 2λ)u
(n+1)
j − λθu(n+1)

j−1 − λθu(n+1)
j+1 = (1− 2λ(1− θ))u(n)

j + λ(1 − θ)u(n)
j+1 + λ(1− θ)u(n)

j−1. (2.17)

En discrétisant la condition intiale (mode de Fourier) on obtientu(0)
j = eipjh et on cherche le facteur d’amplifcation

ξp tel queu1
j = ξpu

0
j = ξpe

ipjh ; en appliquant le schéma ci–dessus pourn = 0, on obtient :

(1 + 2λθ)ξp − λθξp[e−iph + eiph] = [1− 2λ(1 − θ)] + λ(1− θ)[eiph + eiph]

et donc :

ξp =
1− 2λ(1− θ) + 2λ(1− θ) cos ph

(1 + 2λθ)− 2λ cos ph
=

1− 4λ(1 − θ) sin2 ph/2

1 + 4λθ sin2 ph
2

Pour que le schéma soit stable au sens de Von Neumann, il fautque :|ξp| < 1 pour toutp, soit encore :

1− 4λ(1− θ) sin2 ph

2
< 1 + 4λθ sin2 ph

2
(2.18)

et

4λ(1− θ) sin2 ph

2
− 1 < 1 + 4λθ sin2 ph

2
(2.19)

L’inégalité (2.18) est toujours vérifiée. En ce qui concerne l’inégalité (2.19), on distingue deux cas :

1. Siθ ≤ 1
2 alors0 ≤ 1− θ ≤ θ et dans ce cas (2.19) est toujours vraie.

2. Siθ < 1
2 , on veut :

4λ

[
(1− θ) sin2 ph

2
− θ sin2 ph

2

]
< 2

Il faut donc que

λ <
1

2

{
(1− 2θ) sin2 ph

2

}−1

Une condition suffisante est donc :

λ ≤ 1

2(1− 2θ)
si θ <

1

2
.

2.3.3 Convergence du sch́ema d’Euler implicite.

Prenonsθ = 1 dans leθ-schéma : on obtient le schéma d’Euler implicite :

(1 + 2λ)u
(n+1)
j − λu(n+1)

j−1 − λu(n+1)
j+1 = u

(n)
j (2.20)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stableau sens de Von Neumann. On va montrer de plus qu’il
estL∞–stable :

Proposition 2.16 (Stabilit́eL∞ pour Euler implicite) Si (u(n)
j )j=1,...,N est solution du sch́ema(2.20), alors :

max
j=1,...,N

u
(n+1)
j ≤ max

j=1,...,N
u

(n)
j ≤ max

j=1,...,N
u

(0)
j (2.21)

de m̂eme :
min

j=1,...,N
u

(n+1)
j ≥ min

j=1,...,N
u

(n)
j ≥ min

j=1,...,N
u

(0)
j (2.22)

Le sch́ema(2.20)est doncL∞ stable.
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Démonstration :Prouvons l’estimation (2.21), la preuve de (2.22) est similaire. Soitj0 tel queu(n+1)
j0

= maxj=1,...,N u
(n+1)
j

Par définition du schéma d’Euler implicite (2.20), On a :

u
(n)
j0

= (1 + 2λ)u
(n+1)
j0

− λu(n+1)
j0−1 − λu

(n+1)
j0+1 .

On en déduit :u(n+1)
j0

≤ maxj=1,...,N u
(n)
j , ce qui prouve que

max
j=1,...,N

u
(n+1)
j ≤ max

j=1,...,N
u

(n)
j .

Donc le schéma (2.20) estL∞ stable.

Théorème 2.17Soite(n) l’erreur de discŕetisation, d́efinie par

e
(n)
j = u(xj , tn)− u(n)

j pour j = 1, . . . , N.

Alors‖e(n+1)‖∞ ≤ ‖e(0)‖∞ + TC(k + h2). Si‖e(0)‖∞ = 0, le sch́ema est donc convergent (d’ordre 1 en temps
et 2 en espace.

Démonstration : En utilisant la définition de l’erreur de consistance, on obtient :

(1 + 2λ)e
(n+1)
j − λe(n)

j−1 − λe
(n)
j+1 = e

(n)
j +R

(n)
j

et donc :
‖e(n+1)‖∞ ≤ ‖eh‖∞ + kC(k + h2)

On en déduit, par récurrence surn, que :

‖e(n+1)‖∞ ≤ ‖e0‖∞ + TC(k + h2)

d’où la convergence du schéma.

On peut montrer que le schéma saute-mouton (ou “Leap-frog”)

u
(n+1)
j − u(n−1)

j

2k
=

1

h2
(u

(n)
j−1 − 2u

(n)
j + u

(n)
j+1)

est d’ordre 2 en espace et en temps (voir exercice 30 page 74. Malheureusement il est aussi inconditionnellement
instable. On peut le modifier pour le rendre stable, en introduisant le schéma de Dufort-Frankel, qui s’écrit :

u
(n+1)
j − u(n−1)

j

2k
=

1

h2
(u

(n)
j−1 − (u

(n+1)
j + u

(n−1)
j ) + u

(n)
j+1).

Ce schéma est consistant et inconditionnellement stable (voir exercice 30 page 74).

2.4 Cas de la Dimension 2

SoitΩ un ouvert borné deIIR2, on considère le problème suivant :




ut −∆u = 0 x ∈ Ω, t ∈]0, T [
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω
u(x, t) = g(t) x ∈ ∂Ω ∀t ∈]0, T [

Si le domaine est rectangulaire, ce problème se discrétise facilement à l’aide deθ schéma en temps et de différences
finies en espace, en prenant un maillage rectangulaire. On peut montrer, comme dans le cas 1D, la consistance, la
stabilité, laL∞ stabilité, la stabilité au sens de Von Neumann
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2.5 Exercices

Exercice 22 (Existence de solutions “presque classiques”)Corrigé en page 80

Soitu0 ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème :

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, t ∈ IR⋆
+,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ IR⋆
+,

u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[.
(2.23)

1. On définitu : [0, 1]× IR⋆
+ → IR par :

u(x, t) =
∑

n∈IN⋆

e−n
2π2tan sin(nπx), x ∈ [0, 1], t ∈ IR⋆

+, (2.24)

avecan = (
∫ 1

0
u0(x) sin(nπx)dx)/(

∫ 1

0
sin2(nπx)dx).

Montrer queu est bien définie de[0, 1]× IR⋆
+ dansIR et est solution de (2.23) au sens suivant :

u ∈ C∞([0, 1]× IR⋆
+, IR),

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ∈ IR⋆
+,

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ IR⋆
+,

‖u(., t)− u0‖L2(]0,1[) → 0, quandt→ 0.

(2.25)

2. Montrer qu’il existe une unique fonctionu solution de (2.25).

Exercice 23 (Discŕetisation par DF)

Soitu0 ∈ C(]0, 1[). On s’intéresse au problème :

ut(x, t) + ux(x, t)− uxx(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [,
u(0, t) = a, t ∈ IR⋆

+,
u′(1, t) = b
u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[,

(2.26)

avecT > 0, a et b ∈ IR donnés.
Ecrire une discrétisation espace-temps du problème (2.26) avec le schéma d’Euler explicite en temps et par
différences finies avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le terme
d’ordre 1ux(x, t).

Exercice 24 (Exemple de sch́ema non convergent)Suggestions en page 80, corrigé en page 82

Soit u0 ∈ L2(] − 4, 4[). On noteu l’unique solution (au sens vu en cours ou en un sens inspiré de l’exercice
précédent) du problème suivant :

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0, x ∈]− 4, 4[, t ∈]0, 1[,
u(−4, t) = u(4, t) = 0, t ∈]0, 1[,
u(x, 0) = u0(x), x ∈]− 4, 4[.

(2.27)

On sait que la solution de (2.27) est de classeC∞ sur [−4, 4]×]0, 1] (voir l’exercice précédent). On admettra que
si u0 ≥ 0 p.p. sur]− 4, 4[ etu0 6= 0 (dansL2(]− 4, 4[)) alorsu(x, t) > 0 pour toutx ∈]− 4, 4[ et toutt ∈]0, 1].

On suppose maintenant queu0 ∈ C([−4, 4], IR), u0(−4) = u0(4) = 0, u0 ≥ 0 sur ] − 4, 4[, u0 nulle sur[−3, 4]
et qu’il existea ∈]− 4,−3[ t.q.u0(a) > 0. On a doncu(x, t) > 0 pour toutx ∈]− 4, 4[.

Avec les notations du cours, on considère la solution de (2.27) donnée par le schéma d’Euler explicite (2.2) avec le
pas de tempsk = 1/(M + 1) et le pas d’espaceh = 8/(N + 1) (M,N ∈ IN⋆,N impair). La solution approchée
est définie par les valeursuni pouri ∈ {−(N + 1)/2, . . . , (N + 1)/2} etn ∈ {0, . . . ,M + 1}. La valeuruni est
censée être une valeur approchée deuni = u(ih, nk).

1. Donner les équations permettant de calculeruni pouri ∈ {−(N+1)/2, . . . , (N+1)/2} etn ∈ {0, . . . ,M+
1}.

Analyse numérique des EDP, M1 71 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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2. On suppose maintenant quek = h. Montrer queuni = 0 pour i ≥ 0 et n ∈ {0, . . . ,M + 1}. En déduire
quemax{|uM+1

i − uM+1
i |, i ∈ {−(N + 1)/2, . . . , (N + 1)/2} ne tends pas vers0 quandh → 0 (c’est-à-

dire quandN →∞).

Exercice 25 (Sch́ema implicite et principe du maximum)

1. SoientT > 0, v ∈ C1([0, 1], IR+), a0, a1 ∈ IR etu0 ∈ C([0, 1]). On considère le problème d’évolution suivant :





ut(x, t)− uxx(x, t) + v(x)ux(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [,
u(0) = a0, u(1) = a1,
u(x, 0) = u0(x).

(2.28)

dont on cherche à approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 1 de
l’exercice 5 pour la discrétisation en espace, et on discr´etise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniformek = T

P oùP ≥ 1.

1.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet unesolution qu’on noteraU = (u
(p)
i )i=1,...N,

p=1,...,P
, oùu(p)

i est

censé être une approximation deu(xi, tp), oùtp = pk, p = 0, . . . , P.

1.2 Montrer que

min(min
[0,1]

u0,min(a0, a1)) ≤ u(p)
i ≤ max(max

[0,1]
u0,max(a0, a1)), pour touti = 1, . . . , N etp = 1, . . . , P .

2. SoitT > 0, etu0 ∈ C([0, 1]). On considère maintenant le problème d’évolution suivant :





ut(x, t)− uxx(x, t) + (vu)x(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, , t ∈]0, T [,
u(0) = a0, u(1) = a1,
u(x, 0) = u0(x).

(2.29)

dont on cherche à approcher la solution par différences finies. On choisit pour cela le schéma de la question 2 de
l’exercice 6 pour la discrétisation en espace, et on discr´etise par le schéma d’Euler implicite en temps avec un pas
de temps uniformek = T

P oùP ≥ 1.

2.1 Ecrire le schéma ainsi obtenu et montrer qu’il admet unesolution qu’on noteraU = (u
(p)
i )i=1,...N,

p=1,...,P
, oùu(p)

i est

censé être une approximation deu(xi, tp), oùtp = pk, p = 0, . . . , P.

2.2 Montrer que sia0 ≥ 0, a1 ≥ 0 etu0 ≥ 0, alors on a :u(p)
i ≥ 0, pour touti = 1, . . . , N etp = 1, . . . , P .

3. On considère maintenantΩ =]0, 1[2 ; soientv ∈ C∞(Ω, (IR+)2) (v(x) est donc un vecteur deIR2), a ∈
C(∂Ω, IR) etu0 ∈ C(Ω, IR+). En s’inspirant des schémas étudiés aux questions 3 et 4,donner une discrétisation
en espace et en temps des deux problèmes suivants (avec pas uniforme) :






ut −∆u+ v · ∇u = 0,
u|∂Ω = a,
u(·, 0) = u0.

(2.30)






ut −∆u+ div(vu) = 0,
u|∂Ω = a,
u(·, 0) = u0.

(2.31)

Exercice 26 (Sch́emas explicites centŕe et d́ecentŕe) Corrigé en page 83

Soientα > 0, µ > 0, T > 0 etu0 : IR → IR. On s’intéresse au problème suivant :

ut(x, t) + αux(x, t)− µuxx(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [,
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈]0, T [,
u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[.

(2.32)

On rappelle queut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x et uxx = ∂2u
∂x2 . On suppose qu’il existeu ∈ C4([0, 1] × [0, T ]) solution

(classique) de (2.32) (noter que ceci impliqueu0(0) = u0(1) = 0). On poseA = min{u0(x), x ∈ [0, 1]} et
B = max{u0(x), x ∈ [0, 1]} (noter queA ≤ 0 ≤ B).
On discrétise le problème (2.32). On reprend les notations du cours. Soienth = 1/(N + 1) et k = T/M (N,
M ∈ IN⋆).
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1. Schéma explicite décentré. Pour approcher la solution u de (2.32), on considère le schéma suivant :

1
k (un+1

i − uni ) + α
h (uni − uni−1)− µ

h2 (uni+1 − 2uni + uni−1) = 0,
i ∈ {1, . . . , N}, n ∈ {0, . . . ,M − 1},

un0 = unN+1 = 0, n ∈ {1, . . . ,M},
u0
i = u0(ih), i ∈ {0, . . . , N + 1}.

(2.33)

On poseuni = u(ih, nk) pouri ∈ {0, . . . , N + 1} etn ∈ {0, . . . ,M}.
(a) (Consistance) Montrer que l’erreur de consistance du schéma (2.33) est majorée parC1(k+ h), oùC1

ne dépend que deu, T , α etµ.

(b) (Stabilité) Sous quelle condition surk et h (cette condition peut dépendre deα et µ) a-t-onA ≤
uni ≤ B pour touti ∈ {0, . . . , N + 1} et toutn ∈ {0, . . . ,M}? Sous cette condition, en déduire
‖un‖∞ ≤ ‖u0‖L∞(]0,1[) pour toutn ∈ {0, . . . ,M} (avec‖un‖∞ = max{|uni |, i ∈ {0, . . . , N + 1}})

(c) (Estimation d’erreur) On poseeni = uni − uni .
Sous la condition surk et h trouvée précédemment, montrer que|eni | ≤ C2(k + h) pour touti ∈
{0, . . . , N + 1} et toutn ∈ {0, . . . ,M} avecC2 ne dépendant que deu, T , α etµ.

2. Schéma explicite centré.
On change dans le schéma (2.33) la quantité(α/h)(uni − uni−1) par(α/2h)(uni+1 − uni−1).

(a) (Consistance) Montrer que l’erreur de consistance est maintenant majorée parC3(k + h2), oùC3 ne
dépend que deu, T , α etµ.

(b) Reprendre les questions de stabilité et d’estimation d’erreur du schéma (2.33).

Exercice 27 (Discŕetisation d’un probl ème parabolique.) Suggestions en page 80.

Dans cet exercice on s’intéresse à des schémas numériques pour le problème :




ut + ux − εuxx = 0 (x, t) ∈ IR+×]0, T [

u(1, t) = u(0, t) = 0 t ∈]0, T [

u(x, 0) = u0(x) x ∈]0, 1[

(2.34)

oùu0 et ε sont donnés(ε > 0). On reprend dans la suite de l’exercice les notations du cours.
1. Donner un schéma d’approximation de (2.34) différences finies à pas constant et centré en espace et Euler
explicite à pas constant en temps. Montrer que l’erreur de consistance est majorée parC(k+h2) ; avecC dépendant
de la solution exacte de (2.34). Sous quelle(s) condition(s) surk eth a-t’on‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞, ∀n ≤M ?
Donner un résultat de convergence pour ce schéma.
2. Même question que 1. en remplaçant Euler explicite par Euler implicite.
3. En s’inspirant du schéma de Crank-Nicolson (vu en cours)construire un schéma d’ordre 2 (espace et temps).
Sous quelle(s) condition(s) surk eth a-t’on‖un‖2 ≤ ‖u0‖2, ∀n ≤ M ? Donner un résultat de convergence pour
ce schéma.
4. Dans les schémas trouvés aux questions 1., 2. et 3. on remplace l’approximation deux par une approximation
décentrée à gauche. Quel est l’ordre des schémas obtenus et sous quelle(s) condition(s) surk eth a-t’on‖un‖∞ ≤
‖u0‖∞ où‖u‖u0‖2, ∀n ≤M ? Donner un résultat de convergence pour ces schémas.

Exercice 28 (Equation de diffusion reaction)Suggestions en page 80, corrigé 87

Soitu0 une fonction donnée de[0, 1] dansIR. On s’intéresse ici à la discrétisation du problème suivant :

ut(t, x) − uxx(t, x)− u(t, x) = 0, t ∈ IR+, x ∈ [0, 1], (2.35)

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ IR⋆
+ ; u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, 1]. (2.36)

On noteu la solution de (2.35), (2.36), et on suppose queu est la restriction àIR+× [0, 1] d’une fonction de classe
C∞ deIR2 dansIR.
Pourh = 1

N+1 (N ∈ IN⋆) etk > 0, on posexi = ih, i ∈ {0, . . . , N + 1}, tn = nk, n ∈ IN, uni = u(xi, tn), et on
noteuni la valeur approchée recherchée deuni .
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On considère deux schémas numériques, (2.37)–(2.39) et(2.38)–(2.39) définis par les équations suivantes :

un+1
i − uni

k
− (un+1

i+1 + un+1
i−1 − 2un+1

i )

h2
− un+1

i = 0, n ∈ IN, i ∈ {1, . . . , N}, (2.37)

un+1
i − uni

k
− (un+1

i+1 + un+1
i−1 − 2un+1

i )

h2
− uni = 0, n ∈ IN, i ∈ {1, . . . , N}, (2.38)

un+1
0 = un+1

N+1 = 0, n ∈ IN ; u0
i = u0(xi),= i ∈ {0, . . . , N + 1}. (2.39)

Pourn ∈ N , on noteun = (un1 , . . . , u
n
N) ∈ IRN .

1. (Consistance) SoitT > 0. Pourn ∈ IN, et i ∈ {1, . . . , N}, on noteRni l’erreur de consistance (définie en
cours) du schéma numérique (2.37), (2.39) [resp. du schéma numérique (2.38), (2.39)]. Montrer qu’il existe
C ∈ IR, ne dépendant que deu etT , t. q. |Rni | ≤ C(k + h2), pour touti ∈ {1, . . . , N} et toutn ∈ IN, t.q.
kn ≤ T .

2. Montrer que le schéma (2.37), (2.39) [resp. (2.38), (2.39)] demande, à chaque pas de temps, la résolution du
système linéaireAun+1 = a [resp.Bun+1 = b] avecA,B ∈ IRN,N eta, b ∈ IRN à déterminer.
Montrer queB est inversible (et même s.d.p.) pour touth > 0 et k > 0. Montrer queA est inversible (et
même s.d.p.) pour touth > 0 etk ∈]0, 1[.

3. (Stabilité) Pourn ∈ IN, on pose‖un‖∞ = supi∈{1,...,N} |uni |. SoitT > 0. On considère le schéma (2.38),
(2.39). Montrer qu’il existeC1(T ) ∈ IR, ne dépendant que deT , t.q. ‖un‖∞ ≤ C1(T )‖u0‖∞, pour tout
h > 0, k > 0, etn ∈ IN tel quekn ≤ T .
Soitα ∈ [0, 1]. On considère le schéma (2.37), (2.39). Montrer qu’il existeC2(T, α) ∈ IR, ne dépendant
que deT et deα, t.q.‖un‖∞ ≤ C2(T, α)‖u0‖∞, pour touth > 0, k ∈]0, α[, etn ∈ IN tel quekn ≤ T .

4. (Estimation d’erreur) Pourn ∈ IN et i ∈ {1, . . . , N}, on poseeni = uni − uni . SoitT > 0. Donner, pour
kn ≤ T , des majorations de‖en‖∞ en fonction deT , C, C1(T ), C2(T, α) (définis dans les questions
précédentes),k eth pour les deux schémas étudiés.

Exercice 29 (Discŕetisation par VF)

Ecrire une discrétisation espace-temps du problème (2.26) de l’exercice 23 avec le schéma de Crank-Nicolson en
temps, et par volumes finis avec un maillage uniforme en espace, en utilisant un schéma décentré amont pour le
terme d’ordre 1ux(x, t).

Exercice 30 (Sch́emas “saute-mouton” et Dufort-Frankel) Corrigé en page 89

On considère le problème suivant :





ut(x, t) − uxx(x, t) = 0, x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [,
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈]0, T [,
u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[.

(2.40)

Pour trouver une solution approchée de ((2.40)), on considère le schéma “saute-mouton” :





un+1
j − u(n−1)

j

2k
=
unj−1 − 2unj + unj+1

h2
, j = 1, . . . , N − 1, n = 1, . . . ,M − 1,

un+1
0 = un+1

N+1 = 0, n = 1, . . . ,M − 1,

(2.41)

où (u0
j)j=1,...,N et (u1

j)j=1,...,N sont supposés connus,h = 1/N , k = T/M .
1. Montrer que le schéma (2.41) est consistant. Quel est sonordre ?
2. Montrer que le schéma (2.41) est inconditionnellement instable au sens de Von Neumann.

On modifie “légèrement” le schéma (2.41) en prenant





un+1
j − u(n−1)

j

2k
=
unj−1 − (un+1

j + u
(n−1)
j ) + unj+1

h2
, j = 1, . . . , N, n = 1, . . . ,M − 1,

un+1
0 = un+1

N+1 = 0, n = 1, . . . ,M − 1,

(2.42)
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(schéma de Dufort-Frankel).

3. Montrer que le schéma (2.42) est consistant avec (2.40) quandh, k → 0 sous la conditionkh → 0.

4. Montrer que (2.42) est inconditionnellement stable.
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Exercice 31 (Sch́ema de Gear)

On considère le problème suivant :




ut − uxx = 0, ∀x ∈ ]0, 1[, ∀t ∈ ]0, T [

u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ ]0, 1[,

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t ∈ ]0, T [,

(2.43)

On suppose queu0 ∈ C(]0, 1[, IR) . On rappelle que dans ce cas, il existe une unique fonctionu ∈ C2(]0, 1[
×]0, T [, IR) ∩C([0, 1]×[0, T ], IR) qui vérifie (2.43). On cherche une approximation de la solution de ce problème,
par une discrétisation par différences finies en espace eten temps. On se donne un ensemble de points{tn, n =
1, . . . ,M} de l’intervalle]0, T [, et un ensemble de points{xi, i = 1, . . . , N}. Pour simplifier, on considère un pas
constant en temps et en espace. Soit :h = 1

N+1 le pas de discrétisation en espace, etk = T
M , le pas de discrétisation

en temps. On pose alorstn = nk pourn = 0, . . . ,M et xi = ih pouri = 0, . . . , N + 1. On cherche à calculer
une solution approchéeuapp du problème (2.43) ; plus précisement, on cherche à détermineruapp(xi, tn) pour

i = 1, . . . , N , etn = 1, . . . ,M . Les inconnues discrètes sont notéesu
(n)
i , i = 1, . . . , N etn = 1, . . . ,M .

On considère le schéma suivant :






1

2k

(
3u

(n+1)
i − 4u

(n)
i + u

(n−1)
i

)
+

1

h2
(2u

(n+1)
i − u(n+1)

i−1 − u(n+1)
i+1 ) = 0,

{
i = 1, . . . N,
n = 1, . . . ,M,

u0
i = u0(xi), i = 1, . . . , N,

u1
i = u1(xi), i = 1, . . . , N,

u
(n)
0 = u

(n)
N+1 = 0, ∀n = 1, . . . ,M,

(2.44)

oùu1(xi) = u(xi, k) est supposée connue.

1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2 en temps eten espace.

2. Montrer que le schéma s’écrit sous forme matricielle :

Un+1 = BWn (2.45)

oùUn+1 =



un+1

1
...

un+1
N


 , B = (3Id+

2k

h2
A)−1, A =




2 −1 0 · · · · · · 0
−1 2 −1 0 · · · 0
0 −1 2 −1 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 −1 2 −1
0 · · · · · · 0 −1 2




, (2.46)

etWn ne dépend que deUn−1 =



un−1

1
...

un−1
N


 etUn =



un1
...
unN


 . (2.47)

Donner l’expression deWn en fonction deUn−1 etUn.

3. En posant

V n =

(
Un

Un−1

)
∈ IR2M ,

mettre le schéma sous la forme
V n+1 = MV n

(donner la matriceM en fonction deA).

4. Montrer queµ est valeur propre deM si et seulement siµ2 − 4βµ + β = 0 où β est une valeur propre de la
matriceB.

5. Montrer que les valeurs propres de la matriceM sont toutes de module strictement inférieur à 1.

6. Montrer qu’il existeC ∈ IR, qui ne dépend pas den, tel que|Un|2 ≤ C, où | · |2 désigne la norme euclidienne
dansIRN .
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Exercice 32 (Probl̀eme parabolique non lińeaire) Corrigé en page 92

On se propose, dans cet exercice, de montrer l’existence d’une solution faible au problème (2.48)-(2.50), à partir de
l’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce problème est la fonction
u de[0, 1]× [0, T ] dansIR, elle doit être solution des équations suivantes :

∂u

∂t
(x, t)− ∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t) = v(x, t), x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [, (2.48)

∂ϕ(u)

∂x
(0, t) =

∂ϕ(u)

∂x
(1, t) = 0, t ∈]0, T [, (2.49)

u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[, (2.50)

oùϕ, v, T , u0 sont donnés et sont t.q.

1. T > 0, v ∈ L∞(]0, 1[×]0, T [),

2. ϕ croissante, lipschitzienne deIR dansIR,

3. u0 ∈ L∞(]0, 1[) etϕ(u0) lipschitzienne de[0, 1] dansIR.

Un exemple important est donné parϕ(s) = α1s si s ≤ 0, ϕ(s) = 0 si 0 ≤ s ≤ L etϕ(s) = α2(s− L) si s ≥ L,
avecα1, α2 etL donnés dansIR⋆

+. Noter pour cet exemple queϕ′ = 0 sur]0, L[.

Les ensembles]0, 1[ etD =]0, 1[×]0, T [ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une solutionde :

u ∈ L∞(]0, 1[×]0, T [), (2.51)

∫

D

(u(x, t)
∂ψ

∂t
(x, t) + ϕ(u(x, t))

∂2ψ

∂x2
(x, t) + v(x, t)ψ(x, t))dxdt +

∫

]0,1[

u0(x)ψ(x, 0)dx = 0,

∀ψ ∈ C2,1
T (IR2),

(2.52)

oùψ ∈ C2,1
T (IR2) signifie queψ est une fonction deIR2 dansIR deux fois continûment dérivable par rapport àx,

une fois continûment dérivable par rapport àt et t.q.
∂ψ

∂x
(0, t) =

∂ψ

∂x
(1, t) = 0, pour toutt ∈ [0, T ] etψ(x, T ) = 0

pour toutx ∈ [0, 1]}.

Question 1(Solution classique versus solution faible)

On suppose, dans cette question seulement, queϕ est de classeC2, v est continue sur[0, 1] × [0, T ] et u0 est
continue sur[0, 1]. Soit u ∈ C2(IR2, IR). On note encoreu la restriction deu à ]0, 1[×]0, T [. Montrer queu
est solution de (2.51)-(2.52) si et seulement siu vérifie (2.48)-(2.50) au sens classique (c’est-à-dire pour tout
(x, t) ∈ [0, 1]× [0, T ]).

On cherche maintenant une solution approchée de (2.48)-(2.50).

SoientN,M ∈ IN⋆. On poseh =
1

N
etk =

T

M
. On va construire une solution approchée de (2.48)-(2.50)à partir

de la famille{uni , i = 1, . . . , N, n = 0, . . . ,M} (dont on va prouver l’existence et l’unicité) vérifiant les équations
suivantes :

u0
i =

1

h

∫ ih

(i−1)h

u0(x)dx, i = 1, . . . , N, (2.53)

un+1
i − uni

k
− ϕ(un+1

i−1 )− 2ϕ(un+1
i ) + ϕ(un+1

i+1 )

h2
= vni , i = 1, . . . , N, n = 0, . . . ,M − 1, (2.54)

avecun+1
0 = un+1

1 , un+1
N+1 = un+1

N , pour toutn = 0, . . . ,M − 1 et vni =
1

kh

∫ (n+1)k

nk

∫ ih

(i−1)h

v(x, t)dxdt, pour

tout i = 1, . . . , N , pour toutn = 0, . . . ,M .
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Question 2(Existence et unicité de la solution approchée)

Soitn ∈ {0, . . . ,M − 1}. On suppose connu{uni , i = 1, . . . , N}. On va prouver dans cette question l’existence
et l’unicité de{un+1

i , i = 1, . . . , N} vérifiant (2.54) (avecun+1
0 = un+1

1 , un+1
N+1 = un+1

N ).

1. Soita > 0, Pours ∈ IR, on posega(s) = s + aϕ(s). Montrer quega est une application strictement
croissante bijective deIR dansIR.

2. Soitw = (wi)i=1,...,N ∈ IRN . On posew0 = w1 etwN+1 = wN . Montrer qu’il existe un et un seul couple
(u,w) ∈ IRN × IRN , u = (ui)i=1,...,N , w = (wi)i=1,...,N , t.q. :

ϕ(ui) = wi, pour touti ∈ {1, . . . , N}, (2.55)

ui +
2k

h2
wi =

k

h2
(wi−1 + wi+1) + uni + kvni , pour touti = 1, . . . , N. (2.56)

On peut donc définir une applicationF deIRN dansIRN parw 7→ F (w) = w oùw est solution de (2.55)–
(2.56).

3. On munitIRN de la norme usuelle‖ · ‖∞. Montrer que l’applicationF est strictement contractante. [On
pourra utiliser la monotonie deϕ et remarquer que, sia = ϕ(α) et b = ϕ(β), on a|α − β| ≥ (1/L)|a− b|,
oùL ne dépend que deϕ.]

4. Soit {un+1
i , i = 1, . . . , N} solution de (2.54). On posew = (wi)i=1,...,N , avecwi = ϕ(un+1

i ) pour
i ∈ {1, . . . , N}. Montrer quew = F (w).

5. Soitw = (wi)i=1,...,N t.q. w = F (w). Montrer que pour touti ∈ {1, . . . , N} il existeun+1
i ∈ IR t.q.

wi = ϕ(un+1
i . Montrer que{un+1

i , i = 1, . . . , N} est solution de (2.54).

6. Montrer qu’il existe une unique famille{un+1
i , i = 1, . . . , N} solution de (2.54).

Question 3(EstimationL∞(]0, 1[×]0, T [) suru)

On poseA = ‖u0‖L∞(]0,1[) etB = ‖v‖L∞(]0,1[×]0,T [). Montrer, par récurrence surn, queuni ∈ [−A− nkB,A+

nkB] pour touti = 1, . . . , N et toutn = 0, . . . ,M . [On pourra, par exemple, considérer (2.54) aveci t.q.un+1
i =

min{un+1
j , j = 1, . . . , N}.]

En déduire qu’il existecu0,v,T ∈ IR+ t.q.‖un‖L∞(]0,1[) ≤ cu0,v,T .

Question 4(Estimation de la dérivée p.r. àx deϕ(u))

Montrer qu’il existeC1 (ne dépendant que deT , ϕ, v etu0) t.q., pour toutn = 0, . . . ,M − 1,

M−1∑

n=0

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))2 ≤ C1
h

k
. (2.57)

[Multiplier (2.54) parun+1
i et sommer suri et surn et utiliser l’inégalitéa2 − ab ≥ a2

2 − b2

2 .]

Question 5(Estimation de la dérivée p.r. àt deϕ(u))

Montrer qu’il existeC2 (ne dépendant que deT , ϕ, v etu0) t.q.

M−1∑

n=0

h

N+1∑

i=0

(ϕ(uni+1)− ϕ(un+1
i+1 ))2 ≤ C2k. (2.58)

et
N+1∑

i=0

(ϕ(un+1
i )− ϕ(un+1

i+1 ))2 ≤ C2h, pour toutn ∈ {0, . . . ,M}. (2.59)

[indication : multiplier (2.54) parϕ(un+1
i )− ϕ(uni ) et sommer suri etn]

Dans la suite de l’exercice, il s’agit de passer à la limite (quandN,M →∞) pour trouver une solution de (2.48)-
(2.50).
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PourM ∈ IN⋆ donné, on prendN = M2 (et donch etk sont donnés etk = T
√
h), on définit (avec lesuni trouvés

dans les questions précédentes) une fonction,uh, sur[0, 1]× [0, T ] en posant

uh(x, t) =
t− nk
k

u
(n+1)
h (x) +

(n+ 1)k − t
k

u
(n)
h (x), si t ∈ [nk, (n+ 1)k]

et

u
(n)
h (x) = uni , six ∈](i− 1)h, ih[, i = 1, . . . , N, n = 0, . . . ,M.

Enfin, on définitϕ(uh) parϕ(uh)(x, t) = ϕ(uh(x, t)).

Question 6Montrer que les suites(uh)M∈IN⋆ et (ϕ(uh))M∈IN⋆ sont bornées dansL∞(]0, 1[×]0, T [) (on rappelle
queh est donné parM ).

Question 7
Montrer qu’il existeC (ne dépendant que deT , ϕ, v etu0) t.q. l’on ait, pour toutM ∈ IN⋆ :

1. Pour toutt ∈ [0, T ],

∫

IR

|ϕ(uh)(x + η, t)− ϕ(uh)(x, t)|2dx ≤ Cη,

pour toutη ∈ IR⋆
+, avecϕ(uh)(·, t) prolongée par0 hors de[0, 1].

2. ‖ϕ(uh)(·, t)− ϕ(uh)(·, s)‖L2(]0,1[) ≤ C|t− s|, pour toutt, s ∈ [0, T ].

Une conséquence des questions 6 et 7 ( que l’on admet ici est que l’on peut trouver une suite(hn)n∈IN et u ∈
L∞(]0, 1[×]0, T [) telle que, en posantun = uhn (on rappelle quekn = T

√
hn), l’on ait, quandn→∞,

1. hn → 0 etkn → 0,

2. un → u dansL∞(]0, 1[×]0, T [) pour la topologie faible-⋆,

3. ϕ(un)→ ϕ(u) dansLp(]0, 1[×]0, T [), pour toutp ∈ [1,∞[.

Question 8Montrer que la fonctionu ainsi trouvée est solution de (2.51),(2.52).

Remarque.On peut aussi montrer l’unicité de la solution de (2.51),(2.52).

Analyse numérique des EDP, M1 79 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



2.6. SUGGESTIONS POUR LES EXERCICES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

2.6 Suggestions pour les exercices

Exercice 24 (Exemple de sch́ema non convergent)

1. Ecrire le schéma d’Euler explicite.

2. Démontrer par récurrence que

Si n ∈ {0, . . . ,M + 1}, i ∈
{
−N + 1

2
, . . . ,

N + 1

2

}
et i ≥ −N + 1

4
+ n alorsuni = 0.

En déduire queuni = 0 pourn ∈ {0, . . . ,M + 1} et i ∈
{
0, . . . , N+1

2

}
et conclure.

Exercice 27 (Discŕetisation d’un probl ème parabolique)

1. Calculer l’erreur de consistance et la majorer par des développements de Taylor.
Chercher ensuite les conditions pour que :

‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞.
Pour étudier la convergence du schéma, majorer l’erreur de discrétisation :enj = ūnj − unj où unj est calculé par
(2.70), etūnj est la solution du problème (2.34) enxj = jh et tn = nk.

Même chose pour les questions suivantes. . .

Exercice 28 (Probl̀eme de diffusion ŕeaction)

1. Effectuer des développements de Taylor. . .

3. Montrer par récurrence quemaxj=1,...,N u
n
j ≤ (1 + k)n maxj=1,...,N u

0
j . et queminj=1,...,N u

(n)
j ≥ (1 +

k)n minj=1,...,N u
(0)
j .

4. Utiliser l’équation, le schéma, et l’erreur de consistance.

Exercice 30 (Sch́emas de Saute-Mouton et Dufort-Frankel)

1. Effectuer des développements de Tyalor pour majorer l’erreur de consistance.

2. Montrer que le facteur d’amplificationξn obtenu par l’analyse de stabilité de Von Neumann satisfait:

ξn+1 − αξn − ξn−1 = 0, n ≥ 2.

Etudier ensuite les racines de léquationr2 − αr − 1 = 0 et montrer que l’une de ses racines est, en module,
supérieure à 1.

4. Reprendre la méthode développée à la question 2, en montrant que l’équation caractéristique pourξ est mainte-
nant :

p(r) = ar2 + br + c = 0,

avec

a =
1

2k
+

1

h2
, b = −2 cos(ph)

h2
et c =

1

h2
− 1

2h
.

Etudier ensuite les racines de cette équation.

2.7 Corrigés des exercices

Exercice 22 page 71

On note‖ · ‖2 = ‖ · ‖L2(]0,1[).
1) Pourn ∈ IN∗, on a ∫ 1

0

sin2(nπx)dx =

∫ 1

0

1− cos(2nπx)

2
dx =

1

2
,

Analyse numérique des EDP, M1 80 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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et ∫ 1

0

|u0(x) sin(nπx)|dx ≤ ‖u0‖2
(∫ 1

0

sin2(nπx)dx

)1/2

=
r2
2
‖u0‖2.

La quantitéan est donc bien définie et
|an| ≤ r2‖u0‖2

Pour toutt > 0 etx ∈ [0, 1], on a

|e−n2π2t2an sin(nπx)| ≤ r2‖u0‖2e−n
2π2t2 ∀n ∈ IN∗.

Ceci montre que la série
∑

n>0

e−n
2π2t2an sin(nπx) est absolument convergente et donc queu est bien définie pour

tout t > 0 et toutx ∈ [0, 1] et même pour toutx ∈ IR.
On remarque ensuite queu est de classeC∞ sur IR × IR∗

+, en appliquant les théorèmes classiques de dérivation
terme à terme d’une série. En effet, soitε > 0, pour toutx ∈ IR et t > ε on a

∣∣∣e−n
2π2t2an sin(nπx)

∣∣∣ ≤ r2‖u0‖2e−n
2π2ε2 , ∀n ∈ IN∗

Comme(x, t) → e−n
2π2t2an sin(nπt) est continue (pour toutn ∈ IN∗), on en déduit queu est continue sur

IR×]ε,∞[, et finalement surIR×]0,∞[ carε > 0 est arbitraire.
Pour dériver terme à terme la série définissantu, il suffit également d’obtenir sur]ε,∞[×IR (pour toutε > 0) une
majoration du terme général de la série des dérivées par le terme général d’une série convergente (indépendant de
(x, t) ∈ IR×]ε,∞[. On obtient cette majoration en remarquant que, pour(x, t) ∈ IR×]ε,∞[,

| − n2π2e−n
2π2t2an sin(nπx)| ≤ n2π2e−n

2π2ε2r2‖u0‖2

On montre ainsi finalement queu est de classeC1 par rapport àt et que

ut(x, t) =
∑

n>0

−n2π2e−n
2π2t2an sin(nπx), x ∈ IR, t > 0.

En itérant ce raisonnement on montre queu est de classeC∞ par rapport àt surIR × IR∗
+.

Un raisonnement similaire montre queu est de classeC∞ par rapport àx sur IR × IR∗
+ et que l’on peut dériver

terme à terme la série définissantu. On obtient donc aussi

uxx(xt) =
∑

n>0

−n2π2e−n
2π2t2an sin(nπx), x ∈ IR, t > 0,

et ceci donneut = uxx surIR× IR∗
t et donc aussi un[0, 1]× IR∗

+. Le fait queu(0, t) = u(1, t) pour toutt > 0 est
immédiat carsinnπt = sin 0 = 0, pour toutn ∈ IN∗.
Il reste à montrer queu(., t)→ u0 dansL2(]0, 1[) quandt→ 0.
On définiten ∈ L2(]0, 1[) par en(x) =

√
2 sin(nπx). La famille {en, n ∈ IN∗} est une base hilbertienne de

L2(]0, 1[).
On a donc :

N∑

n=1

an sinnπx→ u0, dansL2(]0, 1[), quandn→∞,

et ∞∑

n=1

a2
n = 2‖u0‖22.

On remarque maintenant que

u(x, t)− u0(x) = u(x, t)− u(N)(x, t) + u(N)(xt) − u(N)
0 (x) − u(N)

0 (x) − u0(x),

avec

u(N)(x, t) =
N∑

n=1

ane
−n2π2t2 sin(nπx)
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u
(N)
0 (x) =

N∑

n=1

an sin(nπx).

Il est clair que, pour toutN ∈ IN∗, on au(N)(., t) → u
(N)
0 uniformément surIR, quandN → ∞, et donc

u(N)(., t)→ u
(N)
0 dansL2(]0, 1[).

Comme

‖u(., t)− u(N)(., t)‖22 =

∞∑

n=N+1

a2
n

1

2
e−2n2π2t2 ≤

∞∑

n=N+1

a2
n

1

2
= ‖u(N)

0 − u0‖22 → 0

quandN →∞, on en déduit queu(., t)→ u0, qdt→ 0, dansL2(]0, 1[).
2) On notew la différence de 2 solutions de (2.25). On a donc

w ∈ C∞([0, 1]× IR∗
+, IR)

wt − wxx = 0 sur[0, 1]× IR∗
+

w(0, t) = w(1, t) = 0 pourt > 0
w(., t)→ 0, dansL2(]0, 1[), quandt→ 0

Soit 0 < ε < T < ∞. On intègre l’équationwwt − wwxx = 0 sur ]0, 1[×]ε, T [. En utilisant une intégration par
parties (noter quew ∈ C∞([0, 1]× [ε, T ]), on obtient :

1

2

∫ 1

0

w2(x, T )dx− 1

2

∫ 1

0

w2(x, ε).dx +

∫ 1

0

∫ T

ε

w2
x(x, t)dxdt = 0.

D’où l’on déduit‖w(., T )‖2 ≤ ‖w(., ε)‖2.Quandε→ 0, on a‖w(., ε)‖2 → 0, on a donc‖w(., T )‖2 = 0 et donc,
commew(., t) est contenue sur[0, 1], wX ∈ [0, 1]. CommeT > 0 est arbitraire, on a finalement

w(x, t) = 0 ∀t ∈ [0, 1], ∀t > 0

Ce qui montre bien l’unicité de la solution de (2.25).

Exercice 24 page 71

1) La formule pour calculeru0
i est :

u0
1 = u0(ih, 0), i = −N + 1

2
, . . . ,

N + 1

2

Soit maintenantn ∈ {0, . . . ,M}. On a :

un+1
i = 0 pour i = −N + 1

2
et i =

N + 1

2

un+1
i = uni +

k

h2

(
uni+1 + uni−1 − 2uni

)
, i = −N + 1

2
+ 1, . . . ,

N + 1

2
− 1.

2) On va montrer, par récurrence (finie) surn, que :

Si n ∈ {0, . . . ,M + 1}, i ∈
{
−N + 1

2
, . . . ,

N + 1

2

}
et i ≥ −N + 1

4
+ n alorsuni = 0. (2.60)

Pour initialiser la récurrence, on suppose quen = 0 et i ≥ −N + 1

4
. On a alors

ih ≥ −N + 1

4

8

N + 1
= −2 > −3

et doncu0
i = 0.

Soit maintenantn ∈ {0, . . . ,M}. On suppose que l’hypothèse de récurrence est vérifiée jusqu’au rangn, et on
démontre la propriété au rangn+ 1. Soit donci ∈

{
−N+1

2 , . . . , N+1
2

}
tel quei ≥ −N+1

4 + (n+ 1). Alors :
– Si i = N+1

2 on a bienuN+1
i = 0.
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– Si i < N+1
2 , les indicesi− 1, i et i + 1 sont tous supérieurs ou égaux à−N+1

4 + n, et donc par hypothèse de
récurrence,

un+1
i = uni

(
1− 2k

h2

)
+

k

h2
uni+1 +

k

h2
uni−1 = 0.

On a donc bien démontré (2.60). On utilise maintenant l’hypothèsek = h, c’est–à–dire 1
M+1 = 8

N+1 . On a alors

−N + 1

4
+M + 1 = −2(M + 1) +M + 1 = −(M + 1) < 0.

On en déduit que sin ∈ {0, . . . ,M + 1} et i ≥ 0, alors i ≥ −N+1
4 + n. On en déduit queuni = 0 pour

n ∈ {0, . . . ,M + 1} et i ∈
{
0, . . . , N+1

2

}
. On remarque alors que

max

{
|uM+1
i − ūM+1

i |, i ∈
{
−N + 1

2
, . . . ,

N + 1

2

}}
≥!lamax

{
|ūM+1
i |, i ∈

{
0, . . . ,

N + 1

2

}}

≥ inf
[0,4]

u(x, 1) > 0,

et donc ne tend pas vers 0 quandh→ 0.

Exercice 26 page 72 : sch́ema implicite et principe du maximum

1. Schéma explicite décentré

(a) Par définition, l’erreur de consistance en(xi, tn) s’écrit : On s’intéresse ici à l’ordre du schéma au sens
des différences finies. On suppose queu ∈ C4([0, 1]× [0, T ]) est solution de (2.32) et on pose

ūni = u(ih, nk), i = 0, . . . , N, k = 0, . . . ,M.

Pouri = 1, . . . , N − 1 etk = 1, . . . ,M − 1, l’erreur de consistance en(xi, tk) est définie par :

Rni =
1

k
(ūn+1
i − ūni )−

α

h
(ūni − ūni−1)−

µ

h2
(ūni−1 − 2ūni + ūni+1). (2.61)

Soit i ∈ {1, . . . , N − 1}, k ∈ {1, . . . , M − 1}. On cherche une majoration deRni en utilisant des
développements de Taylor. En utilisant ces développements, on obtient qu’il existe(ξℓ, tℓ) ∈ [0, 1] ×
[0, T ], ℓ = 1, . . . , 4, t.q. :

ūn+1
i = ūni + kut(ih, nk) +

k2

2
utt(ξ1, t1), (2.62)

ūni−1 = ūni − hux(ih, nk) +
h2

2
uxx(ξ2, t2), (2.63)

ūni−1 = ūni − hux(ih, nk) +
h2

2
uxx(ih, nk)−

h3

6
uxxx(ih, nk)−

h4

24
uxxxx(ξ3, t3), (2.64)

ūni+1 = ūni + hux(ih, nk) +
h2

2
uxx(ih, nk) +

h3

6
uxxx(ih, nk) +

h4

24
uxxxx(ξ4, t4). (2.65)

On en déduit :

Rni = ut(ih, nk) +
k

2
utt(ξ1, t1) + αux(ih, nk) + α

h

2
uxx(ξ2, t2)

−µuxx(ih, nk)− µ
h2

24
(uxxxx(ξ3, t3) + µuxxxx(ξ4, t4)) ,

et donc, commeu est solution de (2.32), pourh assez petit, on a :

|Rni | ≤ C1(h+ k),

oùC1 ne dépend que deu. Le schéma (2.33) est donc consistant d’ordre 1 en temps et en espace.
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(b) Cherchons les conditions pour queun+1
i s’écrive comme combinaison convexe deuni , u

n
i−1 et uni+1.

On peut réécrire le schéma (2.33) :

un+1
i = auni + buni+1 + cuni−1, aveca = 1− αk

h
− 2µk

h2
, b =

µk

h2
et c =

αk

h
+
µk

h2
.

Il est facile de voir quea+ b + c = 1, et queb ≥ 0, c ≥ 0. Il reste à vérifier quea ≥ 0 ; pour cela, il
faut et il suffit queαkh + 2µk

h2 ≤ 1. Cette condition sécrit encore :

k ≤ h2

αh+ 2µ
. (2.66)

Si h et k vérifient la condition (2.66), on pose :Mn = maxi=1...N u
n
i (resp.mn = mini=1...N u

n
i .

Commeun+1
i est une combinaison convexe deuni , u

n
i−1 et uni+1, on a alors :un+1

i ≤ Mn ∀i =

1, . . . , N (resp.un+1
i ≥ mn ∀i = 1, . . . , N ) et donc :Mn+1 ≤Mn (resp.mn+1 ≥ mn). On a ainsi

montré que :
‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞.

On a de même :
‖un‖∞ ≤ ‖un−1‖∞.

...

‖u1‖∞ ≤ ‖u0‖∞.
En sommant ces inégalités, on obtient :

‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞.

Donc, sous la condition (2.66), on a‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞ et donc‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞, pour toutn =
1, . . . , N.

(c) En retranchant l’égalité (2.61) au schéma (2.33), onobtient l’équation suivante sureni :

1

k
(en+1
i − eni ) +

α

h
(eni − eni−1)−

µ

h2
(eni−1 − 2eni + eni+1) = Rni .

ce qu’on peut encore écrire :

en+1
i = (1− kα

h
− 2

kµ

h2
)eni + eni−1

kµ

h2
+ kRni . (2.67)

Sous la condition de stabilité (2.66), on obtient donc :

|en+1
i | ≤ ‖en+1‖∞ + C1(k + h)k,
|eni | ≤ ‖en−1‖∞ + C1(k + h)k,

... ≤
... +

...
|e1i | ≤ ‖e0‖∞ + C1(k + h)k,

Si àt = 0, on a‖e0‖ = 0, alors on éduit des inégalités précédentes que|eni | ≤ C1T (k + h) pour tout
n ∈ IN. Le schéma est donc convergent d’ordre 1.

2. Schéma explicite centré.

(a) (Consistance) En utilisant les développements de Taylor (2.62) (2.64) et (2.65), et les développements
suivants :

ūni−1 = ūni − hux(ih, nk) +
h2

2
uxx(ih, nk)−

h3

6
uxxx(ξ5, t5),

ūni+1 = ūni + hux(ih, nk) +
h2

2
uxx(ih, nk) +

h3

6
uxxx(ξ6, t6),

Analyse numérique des EDP, M1 84 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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on obtient maintenant :

Rni = ut(ih, nk) +
k

2
utt(ξ1, t1) + αux(ih, nk) + α

h2

12
(uxxx(ξ5, t5) + µuxxx(ξ6, t6))

−µuxx(ih, nk)− µ
h2

24
(uxxxx(ξ3, t3) + µuxxxx(ξ4, t4)) ,

On en déduit que
|Rni | ≤ C3(k + h2),

oùC3 = max(1
2‖utt‖∞, 1

6‖uxxx‖∞, 1
12‖uxxxx‖∞).

(b) Le schéma s’écrit maintenant :

un+1
i = ãuni + b̃uni+1 + c̃uni−1, avecã = 1− 2µk

h2
, b̃ =

µk

h2
− αk

h
et c̃ =

µk

h2
+
αk

h
.

Remarquons que l’on a bien :ã+ b̃ + c̃ = 1. Pour queun+1
i soit combinaison convexe deuni , uni+1 et

uni−1, il faut et il suffit donc quẽa ≥ 0, b̃ ≥ 0, et c̃ ≤ 0. L’inégalité c̃ ≥ 0 est toujours vérifiée. Les
deux conditions qui doivent être vérifiées parh etk s’écrivent donc :

i. ã ≥ 0, i.e.1− 2µk
h2 ≥ 0, soit encore

k ≤ h2

2µ
.

ii. b̃ ≥ 0 i.e. µkh2 − αk
h ≥ 0, soit encore

h ≤ µ

2α
.

Le schéma centré est donc stable sous les deux conditions suivantes :

h ≤ µ

2α
etk ≤ 1

2µ
h2. (2.68)

Pour obtenir une borne d’erreur, on procède comme pour le schéma (2.33) : on soustrait la définition
de l’erreur de consistance au schéma numérique, et on obtient :

en+1
i = ãeni + b̃eni+1 + c̃eni−1 + kRni . (2.69)

Par le même raisonnement que pour le schéma décentré, onobtient donc que sie0i = 0, on a|eni | ≤
C4(k + h2), avecC4 = TC3.

Exercice 27 page 73

1. On admettra que la solution de (2.34) existe est qu’elle est assez régulière. SoientM ∈ IN∗ etN ∈ IN∗, et
soientk le pas de temps, choisi tel queMk = T eth le pas espace, choisi tel queNh = 1. On applique un schéma
d’Euler explicite en temps, et un schéma de différences finies centré en espace, on obtient donc :

un+1
j = k

[
1

k
unj −

1

2h

(
unj+1 − unj−1

)
+

ε

h2

(
unj+1 + unj−1 − 2unj

)]
(2.70)

On tient compte des conditions aux limites et des conditionsinitiales en posant :
{
un0 = unN+1 = 0,
u0
j = u0(jh).

On a, par développement de Taylor :

u(x+ h, t) = u(x, t) + hux(x, t) +
h2

2
uxx(x, t) +

h3

6
u(3)(x, t) +

h4

24
u(4)(α, t),

u(x− h, t) = u(x, t)− hux(x, t) +
h2

2
uxx(x, t)−

h3

6
u′′′(x, t) +

h4

24
u(4)(β, t),

u(x, t+ k) = u(x, t) + kut(x, t) +
k2

2
utt(x, τk), τk ∈ [t, t+ k].
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De ces développements de Taylor, il ressort que l’erreur deconsistance vérifie|R| ≤ C(k + h2), oùC ne dépend
que deu. Le schéma est donc explicite d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Cherchons alors les conditions pour que :
‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞.

Par définition,
‖un‖∞ = max

j=1,...,N
|unj |.

On essaye d’abord de vérifier que :‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞, c’est-à-dire :

max
j=1,...,N

|un+1
j | ≤ max

j=1,...,N
|unj |,

On veut donc montrer que 




max
j=1,...,N

un+1
j ≤ max

j=1,...,N
unj ,

min
j=1,...,N

un+1
j ≥ min

j=1,...,N
unj .

On peut réécrire le schéma (2.70) :

un+1
j = unj

(
1− 2εk

h2

)
+ unj+1

(
− k

2h
+
kε

h2

)
+ unj−1

(
εk

h2
+

k

2h

)
.

Posons :
Mn = max

j=1...N
unj

Supposons quek eth vérifient :

1 ≥ 2εk

h2
et
kε

h2
− k

2h
≥ 0,

ce qui s’écrit encore : 



k

h2
≤ 1

2ε

k ≤ 2ε

h
,

(2.71)

on a alors :

un+1
j ≤Mn

(
1− 2εk

h2

)
+Mn

(
− k

2h
+
kε

h2

)
+Mn

(
εk

h2
+

k

2h

)
∀j = 1, . . . , N,

et donc :
Mn+1 ≤Mn.

Posons maintenant :
mn = min

j=1...N
unj .

Si k eth satisfont les conditions (2.71), on obtient de la même manière

mn+1 ≥ mn

On a ainsi montré que :
‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞.

On a de même :
‖un‖∞ ≤ ‖un−1‖∞.

...

‖u1‖∞ ≤ ‖u0‖∞.
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2.7. CORRIǴES CHAPITRE 2. EDP PARABOLIQUES

En sommant ces inégalités, on obtient :
‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞.

Donc, sous les conditions (2.71), on a‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞ et donc‖un‖∞ ≤ ‖u0‖∞, pour toutn = 1, . . . , N.

Pour étudier la convergence du schéma, on va tenter de majorer l’erreur de discrétisation :

enj = ūnj − unj ,

oùunj est calculé par (2.70), et̄unj est la solution du problème (2.34) enxj = jh et tn = nk.
On a donc, par définition de l’erreur de consistance,

1

k
(ūn+1
j − ūnj ) +

1

2h
(ūnj+1 − ūnj−1)−

ε

h2
(−2ūnj + ūnj+1 + ūnj−1) = Rnj

où |Rni | ≤ C(k + h2)
ce qui entraine :

1

k
(en+1
j − enj ) +

1

2h
(enj − enj−1)−

ε

h2
(−2enj + enj+1 + enj−1) = Rnj

soit encore :

en+1
j =

(
1− 2εk

h2

)
enj +

(
− k

2h
+
kε

h2

)
ej+1 +

(
εk

h2
+

k

2h

)
enj−1 + kRnj .

de même que précédemment, on obtient sous les conditions(2.71)

|en+1
j | ≤ ‖en‖∞ + C(k + h2)k

...
|enj | ≤ ‖en−1‖∞ + C(k + h2)k

...
|e1j | ≤ ‖e0‖∞ + C(k + h2)k.

Et donc en sommant ces inégalités :

‖en‖∞ ≤ ‖e0‖∞ + nCk(k + h2)

Si àt = 0 on a‖e0‖∞ = 0, alors :

‖en+1‖∞ ≤ CMk(k + h2) = T (k + h2).

Et donc sous les conditions (2.71) on a‖en‖∞ qui tend vers 0 lorsquek, h→ 0, ce qui prouve que le schéma est
convergent.

Exercice 28 page 73

1. NotonsR(n)
i l’erreur de consistance en(xi, tn). Pour le schéma (2.37), on a donc par définition :

R
(n)
i =

ū
(n+1)
i −ū(n)

i

k + 1
h2 (2ū

(n+1)
i − ū(n+1)

i−1 − ū(n+1)
i+1 )− ūn+1

i

= R̃
(n)
i + R̂ni ,

où

R̃ni =
ūn+1
i − ūni

k
− ut(xi, tn) est l’erreur de consistance en temps

et

R̂ni =
1

h2
(2ūn+1

i − ūn+1
i−1 − ūn+1

i+1 )− (uxx(xi, tn)) est l’erreur de consistance en espace.

On a vu (voir (1.30)) que ∣∣∣R̂ni
∣∣∣ ≤ h2

12
sup
[0,1]

∣∣∣∣
∂4u

∂x4
(·, tn)

∣∣∣∣ , ∀i ∈ {1, . . . , N}
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Effectuons maintenant un développement de Taylor en fonction du temps d’ordre 2 :

u(xi, tn+1) = u(xi, tn) + kut +
k2

2
utt(xi, ξn)

avecξn ∈ [tn, tn+1]. Donc
u(xi, tn+1)− u(xi, tn)

k
− ut =

k

2
utt(xi, ξn). Commeξn ∈ [0, T ], etutt admet un

maximum (àxi fixé) dans[0, T ] (qui est compact), on a donc
∣∣∣R̃ni

∣∣∣ ≤ k

2
max
[0,T ]
|utt(xi, ·)| .

Par conséquent,

|Rni | =
∣∣∣R̃ni + R̂ni

∣∣∣ ≤
∣∣∣R̃ni

∣∣∣+
∣∣∣R̂ni

∣∣∣ ≤ k

2
max
[0,T ]
|utt(xi, ·)|+

h2

12
max
[0,1]

∣∣∣∣
∂4u

∂x4
(·, tn+1)

∣∣∣∣ .

Donc|Rni | ≤ C(k + h2) avec

C =
1

2
max

(
‖utt‖L∞([0,1]×[0,T ];

1

6
‖∂

4u

∂x4
‖L∞([0,1]×[0,T ]

)
.

Le calcul de l’erreur de consistance pour le schéma (2.38) s’effectue de manière semblable.

2. Le schéma (2.37) est complètement implicite alors que le schéma (2.38) ne l’est que partiellement, puisque le
terme de réaction est pris à l’instantn. Le schéma (2.37) s’écrit :AUn+1 = Un avecUn+1 = (Un+1

1 , . . . Un+1
N ), Un =

(Un1 , . . . , U
n
N), et

A =




1 + 2λ− k −λ 0 . . . 0

−λ 1 + 2λ− k −λ . . . 0
0

... 0
0 0 −λ 1 + 2λ− k




oùλ =
k

h2
. Notons que par définition,A est symétrique. De même, le schéma (2.38) s’écrit :BUn+1 = Un avec

B =
1

1 + k




1 + 2λ −1 0 . . . 0

−1 1 + 2λ
. . . 0

0 −1

0 0 −1 1 + 2λ




On a doncA = λAh, oùAh est définie en (1.26) page 13, avecci = 1−k
λ , etB = λ

k+1 Ah avecci = 1
λ . Dans

les deux cas, les matrices sont donc s.d.p. en vertu de la proposition 1.3 page 13. Notons que l’hypothèsek ∈]0, 1[
est nécessaire dans le cas du premier schéma, pour assurerla positivité deci.

3. Le schéma (2.38) s’écrit
(1 + k)uni = un+1

i + λ(2un+1
i − un+1

i+1 − un+1
i−1 ).

On montre facilement par récurrence quemaxj=1,...,N u
n
j ≤ (1 + k)n maxj=1,...,N u

0
j , (voir preuve de la stabilité

L∞ d’Euler implicite page 69) et quemin
j=1,...,N

u
(n)
j ≥ (1 + k)n min

j=1,...,N
u

(0)
j . On en déduit que

‖u(n)‖∞ ≤ (1 + k)n‖u0‖∞
Or (1 + k)n ≤ (1 + k)T/k carkn ≤ T . Or

(1 + k)T/k = exp

(
T

k
ℓn(1 + k)

)

≤ exp(
T

k
k) = eT
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On en déduit le résultat, avecC1(T ) = eT . De même, pour le schéma (2.37), on montre par récurrenceque :

‖u(n)‖∞ ≤
1

(1 − k)n ‖u
(0)‖.

Mais pourk ∈]0, α[, avecα ∈]0, 1[, on a :

1

(1− k) ≤ 1 + βk,= avecβ =
1

(1 − α)
.

On en déduit par un calcul similaire au précédent que

(1− k)T/k ≤ eβT ,

d’où le résultat avecC2(T, α) = eβT .

4. Par définition de l’erreur de consistance, on a pour le schéma (2.37)

ū
(n+1)
j − ūnj

k
−
ū

(n+1)
j+1 + ūn+1

j−1 − 2ū
(n+1)
j

h2
− ūn+1

j = R
(n,1)
i

et donc, en notante(n)
j = ūnj − u

(n)
j l’erreur de discrétisation en(xj , tn), on a :

e
(n+1)
j (1 + 2λ− k)− λe(n+1)

j−1 − λe(n+1)
j+1 = e

(n)
j + kR

(n,1)
j

On obtient donc, de manière similaire à la question 3 :
(en considérante(n+1)

j0
= max e

(n+1)
j puise(n+1)

j0
= min e

(n+1)
j )

1

1− k ‖e
(n+1)‖ ≤ ‖e(n)‖+ kC(k + h2).

Par récurrence surn, on obtient alors

‖e(n)‖∞ ≤
(

1

1− k

)n
[kC(k + h2) + ‖e0‖∞]

d’où
‖e(n)‖∞ ≤ C2(T, α)(TC(k + h2) + ‖e0‖∞).

De même, pour le schéma (2.38), on écrit l’erreur de consistance :

ū
(n+1)
j − ūnj

k
−
u

(n+1)
j+1 + ūn+1

j−1 − 2ū
(n+1)
j

h2
− ūnj = R

(n,2)
j

et donc :
e
(n+1)
j (1 + 2λ)− λe(n+1)

j−1 − λe(n+1)
j+1 = e

(n)
j (1 + k) + kR

(n,2)
j .

Par des raisonnements similaires à ceux de la question 3 on obtient alors :

‖e(n)
j ‖ ≤ (1 + k)n(‖e(0)‖+ kC(k + h2))

d’où
‖e(n)‖∞ ≤ C1(T )(‖e(0)‖+ kC(k + h2)).

Exercice 30 page 74

1. On s’intéresse ici à l’ordre du schéma au sens des diff´erences finies. On suppose queu ∈ C4([0, 1]× [0, T ]) est
solution de (2.40) et on pose

ūnj = u(jh, nk), j = 0, . . . , N, k = 0, . . . ,M.

Analyse numérique des EDP, M1 89 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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L’erreur de consistance est définie par :

Rnj =
ūn+1
j − ūn−1

j

2k
−
ūnj−1 − 2ūnj + ūnj+1

h2
, j = 1, . . . , N − 1, k = 1, . . . ,M − 1.

On cherche une majoration deRnj en utilisant des développement de Taylor. Soitj ∈ {1, . . . , N − 1}, k ∈
{1, . . . , M − 1}. Il existe(ξi, ti) ∈ [0, 1]× [0, T ], i = 1, . . . , 4, t.q. :

ūn+1
j = ūnj + kut(jh, nk) +

k2

2
utt(jh, nk) +

k3

6
uttt(ξ1, t1),

ūn−1
j = ūnj − kut(jh, nk) +

k2

2
utt(jh, nk)−

k3

6
uttt(ξ2, t2),

ūnj−1 = ūnj − hux(jh, nk) +
h2

2
uxx(jh, nk)−

h3

6
uxxx(jh, nk)−

h4

24
uxxxx(ξ3, t3),

ūnj+1 = ūnj + hux(jh, nk) +
h2

2
uxx(jh, nk) +

h3

6
uxxx(jh, nk) +

h4

24
uxxxx(ξ4, t4).

On en déduit :

Rnj = ut(jh, nk) +
k2

12
(uttt(ξ1, t1) + uttt(ξ2, t2))− uxx(jh, nk)−

h2

24
(uxxxx(ξ3, t3) + uxxxx(ξ4, t4)) ,

et donc, commeu est solution de (2.40),
|Rnj | ≤ C1(k

2 + h2),

oùC1 ne dépend que deu. Le schéma (2.41) est donc consistant d’ordre 2.

2. Pour étudier la stabilité au sens de Von Neumann, on “oublie” les conditions aux limites dans (2.40). Plus
précisément, on s’intéresse à (2.40)avecx ∈ IR (au lieu dex ∈]0, 1[) et on remplace les conditions aux limites
par des conditions de périodicité (exactement comme on l’a vu au paragraphe 2.2.6 page 65). Enfin, on prend une
condition initiale de type ”mode de Fourier”, avecp ∈ IR arbitraire, etu0 défini par :

u0(x) = eipx, x ∈ IR.

La solution exacte est alors :
u(x, t) = e−p

2teipx, x ∈ IR, t ∈ IR+,

c’est–à–dire
u(·, t) = e−p

2tu0, t ∈ IR+.

Le facteur d’amplification est donc, pour toutt ∈ IR+, le nombree−p
2t. Ce facteur est toujours, en module,

inférieur à 1. On va maintenant chercher la solution du schéma numérique sous la forme :

unj = ξne
ipjh, j ∈ ZZ , n ∈ IN, (2.72)

où ξ0 et ξ1 ∈ IR sont donnés (ils donnentu0
j etu1

j pour toutj ∈ ZZ ) et ξn ∈ IR est à déterminer de manière à ce
que la première équation de (2.41) ) soit satisfaite.
Ce facteurξn va dépendre dek, h etp. Pourk eth donnés, le schéma est stable au sens de Von Neumann si, pour
tout p ∈ IR, la suite(ξn)n∈IN est bornée. Dans le cas contraire, le schéma est (pour ces valeurs dek et h) dit
instable au sens de Von Neumann.
Un calcul immédiat donne que la famille desunj , définie par (2.72), est solution de la première équationsi et
seulement si la suite(ξn)n∈IN vérifie (on rappelle queξ0 et ξ1 sont donnés) :

ξn+1 − ξn−1

2k
=

2

h2
(cos ph− 1)ξn, n ≥ 2,

ou encore, en posant

α =
4k

h2
(cos ph− 1) (≤ 0),
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ξn+1 − αξn − ξn−1 = 0, n ≥ 2 (2.73)

En excluant le casα = −2 (qui correspond, pourk et h donnés, à des valeurs dep très particulières), la solution
de (2.73) est

ξn = Arn1 +Brn2 , A ≥ 0, (2.74)

oùA etB sont déterminés parξ0 etξ1 (de sorte queξ0 = A+B, ξ1 = Ar1 +Br2) et r1, r2 sont les deux racines
distinctes de :

r2 − αr − 1 = 0. (2.75)

Les nombresr1 etr2 sont réels et commer1r2 = 1, l’un de ces nombres est, en module, supérieur à 1. Ceci montre
que(ξn)n est une suite non bornée (sauf pour des choix très particulier deξ0 etξ1, ceux pour les quellesξ1 = ξ0r2
oùr2 est la racine de (2.75) de module inférieur à 1). Ce schémaest donc instable au sens de Von Neumann, pour
toutk > 0 eth > 0.

3. On reprend les notations de la question 1. On s’intéressemaintenant à la quantitéSnj (qui est toujours l’erreur
de consistance) :

Snj =
ūn+1
j − un−1

j

2k
−
ūnj−1 − (ūn+1

j + ūn−1
j ) + ūj+1

h2
, j = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.

En reprenant la technique de la question 1, il existe(ξi, ti), i = 1, . . . , 6 t.q.

Snj =
h2

12
(uttt(ξ1, t1) + uttt(ξ2, t2))−

h2

24
(uxxxx(ξ3, t3)− uxxxx(ξ4, t4)) +

k2

2h2
htt(ξ5, t5) +

k2

2h2
utt(ξ6, t6).

Ce qui donne, avecC2 ne dépendant que deu,

|Snj | ≤ C2

(
h2 + k2 +

k2

h2

)
, j = 1, . . . , N − 1, k = 0, . . . ,M − 1.

Le schéma est donc consistant quandh→ 0 avec
k

h
→ 0.

4. On reprend la méthode développée à la question 2, la suite (ξn)n doit maintenant vérifier la relation suivante
(avecξ0, ξ1 donnés).

ξn+1 − ξn−1

2k
=

2 cos(ph)

h2
ξn −

ξn−1 + ξn+1

h2
, n ≥ 2

c’est à dire :

ξn+1

(
1

2k
+

1

h2

)
− 2 cos(ph)

h2
ξn + ξn−1

(
1

h2
− 1

2k

)
= 0, n ≥ 2.

L’équation caractéristique est maintenant :

p(r) = ar2 + br + c = 0,

avec

a =
1

2k
+

1

h2
, b = −2 cos(ph)

h2
et c =

1

h2
− 1

2h
.

Pour montrer la stabilité au sens de Von Neumann, il suffit d’après (2.74) de montrer que les deux racines du
polynômep sont de module inférieur ou égal à 1. On noter1 et r2 ces deux racines (qui peuvent être confondues)
et on distingue 2 cas :

1. 1er cas :Les racines dep ne sont pas réelles. Dans ce cas, on a|r1| = |r2| = γ et

γ = | c
a
| < 1,

cark > 0.

2. 2ème cas :Les racines dep sont réelles. Dans ce cas, on remarque que

r1r2 =
c

a
< 1,

et l’une des racines, au moins, est donc entre−1 et 1 (strictement). De plus on ap(1) =
2

h2
− 2 cos ph

h2
≥ 0

etp(−1) =
2

h2
+

2 cosph

h2
≥ 0, l’autre racine est donc aussi entre -1 et 1 (au sens large).

On en déduit que le schéma (2.42) est stable au sens de Von Neumann.
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Exercice 32 page 77 : Discŕetisation d’un probl ème parabolique non lińeaire

On se propose, dans cet exercice, de montrer l’existence d’une solution faible au problème (2.48)-(2.50), à partir de
l’existence de la solution approchée donnée par un schéma numérique. L’inconnue de ce problème est la fonction
u de[0, 1]× [0, T ] dansIR, elle doit être solution des équations suivantes :

∂u

∂t
(x, t)− ∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t) = v(x, t), x ∈]0, 1[, t ∈]0, T [, (2.76)

∂ϕ(u)

∂x
(0, t) =

∂ϕ(u)

∂x
(1, t) = 0, t ∈]0, T [, (2.77)

u(x, 0) = u0(x), x ∈]0, 1[, (2.78)

oùϕ, v, T , u0 sont donnés et sont t.q.

1. T > 0, v ∈ L∞(]0, 1[×]0, T [),

2. ϕ croissante, lipschitzienne deIR dansIR,

3. u0 ∈ L∞(]0, 1[) etϕ(u0) lipschitzienne de[0, 1] dansIR.

Un exemple important est donné parϕ(s) = α1s si s ≤ 0, ϕ(s) = 0 si 0 ≤ s ≤ L etϕ(s) = α2(s− L) si s ≥ L,
avecα1, α2 etL donnés dansIR⋆

+. Noter pour cet exemple queϕ′ = 0 sur]0, L[.

Les ensembles]0, 1[ etD =]0, 1[×]0, T [ sont munis de leur tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue sur cette
tribu.

On appelle “solution faible” de (2.48)-(2.50) une solutionde :

u ∈ L∞(]0, 1[×]0, T [), (2.79)

∫

D

(u(x, t)
∂ψ

∂t
(x, t) + ϕ(u(x, t))

∂2ψ

∂x2
(x, t) + v(x, t)ψ(x, t))dxdt +

∫

]0,1[

u0(x)ψ(x, 0)dx = 0,

∀ψ ∈ C2,1
T (IR2),

(2.80)

oùψ ∈ C2,1
T (IR2) signifie queψ est une fonction deIR2 dansIR deux fois continûment dérivable par rapport àx,

une fois continûment dérivable par rapport àt et t.q.
∂ψ

∂x
(0, t) =

∂ψ

∂x
(1, t) = 0, pour toutt ∈ [0, T ] etψ(x, T ) = 0

pour toutx ∈ [0, 1]}.

Question 1(Solution classique versus solution faible)

Soitu ∈ C2(IR2, IR) ; notonsu sa restriction àD =]0, 1[×]0, T [ ; notons que l’on a bienu ∈ L∞(]0, 1[×]0, T [).
Supposons queu satisfait (2.48)-(2.50), et montrons qu’alorsu vérifie (2.52). Soitψ ∈ C2,1

T (IR2). Multiplions
(2.48) parψ et intégrons surD. On obtient :

∫

D

∂u

∂t
(x, t)ψ(x, t)dxdt −

∫

D

∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫

D

v(x, t)ψ(x, t)dxdt. (2.81)

Par intégration par parties, il vient :
∫

D

∂u

∂t
(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫ 1

0

u(x, T )ψ(x, T )dx−
∫ 1

0

u(x, 0)ψ(x, 0)dx −
∫

D

u(x, t)
∂ψ

∂t
(x, t).

Commeψ ∈ C2,1
T (IR2) on a doncψ(x, T ) = 0 pour toutx ∈ [0, 1] et commeu vérifie (2.50), on au(x, 0) =

u0(x). On en déduit que
∫

D

∂u

∂t
(x, t)ψ(x, t)dxdt = −

∫ 1

0

u0(x)ψ(x, 0)dx −
∫

D

∂ψ

∂t
(x, t)u(x, t). (2.82)

Intégrons par parties le deuxième terme de (2.81) :
∫

D

∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫ T

0

[
∂ϕ(u)

∂x
(1, t)ψ(1, t)− ∂ϕ(u)

∂x
(0, t)ψ(0, t)]dt

−
∫

D

∂ϕ(u)

∂x
(x, t)

∂ψ(u)

∂x
(x, t)dxdt.
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et commeu vérifie (2.49), on a

∂ϕ(u)

∂x
(0, t) =

∂ϕ(u)

∂x
(1, t) = 0, t ∈]0, T [.

En tenant compte de ces relations et en ré–intégrant par parties, on obtient :

∫

D

∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t)ψ(x, t)dxdt = −

∫

D

ϕ(u)(x, t)
∂2ψ(u)

∂x2
(x, t)dxdt. (2.83)

En remplaçant dans (2.82) et (2.83) dans (2.81), on obtient(2.48).
Réciproquement, supposons queu satisfait (2.52), et soitψ continûment différentiable à support compact dans

D. En intégrant (2.52) par parties et en tenant compte queψ et toutes ses dérivées sont nulles au bord deD, on
obtient : ∫

D

[
−∂u
∂t

(x, t) +
∂2ϕ(u)

∂x2
(x, t) − v(x, t)

]
ψ(x, t)dxdt = 0, ∀ψ ∈ C∞

c (D).

Commeu est régulière, ceci entraı̂ne que l’équation (2.48) estdonc satisfaite paru.
On prend ensuiteψ ∈ C2,1

T (IR2), et on intègre (2.52) par parties. En tenant compte du fait queψ(x, T ) = 0, pour

toutx et
∂ψ

∂x
(0, t) =

∂ψ

∂x
(1, t) = 0, pour toutt, on obtient :

−
∫ 1

0

u(x, 0)ψ(x, 0)dx −
∫

D

∂u

∂t
(x, t)ψ(x, t)dxdt +

∫ T

0

∂ϕ(u)

∂x
(1, t)ψ(1, t)dt

−
∫ T

0

∂ϕ(u)

∂x
(0, t)ψ(0, t)dt+

∫

D

∂2ϕ(u)

∂x2
ψ(x, t)dxdt +

∫ 1

0

u0(x)ψ(x, 0)dx = 0.

En regroupant et en utilisant le fait queu satisfait (2.48), on obtient :

∫ 1

0

(u0(x) − u(x, 0))ψ(x, 0)dx+

∫ T

0

∂ϕ

∂x
(1, t)ψ(1, t)dt−

∫ T

0

∂ϕ

∂x
(0, t)ψ(0, t)dt = 0.

En choisissant successivement une fonctionψ nulle enx = 0 etx = 1 puis nulle enx = 1 et t = T et enfin nulle
enx = 0 et t = T , on obtient queu satisfait la condition initiale (2.50) et les conditions aux limites (2.49), ce qui
conclut la question.

Question 2(Existence et unicité de la solution approchée)

Soitn ∈ {0, . . . ,M − 1}. On suppose connu{uni , i = 1, . . . , N}. On va prouver dans cette question l’existence
et l’unicité de{un+1

i , i = 1, . . . , N} vérifiant (2.54) (avecun+1
0 = un+1

1 , un+1
N+1 = un+1

N ).

1. L’applications 7→ s est strictement croissante, et par hypothèse surϕ, l’applications 7→ aϕ(s) est crois-
sante. La somme d’une fonction strictement croissante et d’une fonction croissante est strictement croissante.
D’autre part, commeϕ est croissante, pour toutϕ(s) ≤ ϕ(0), ∀s ≤ 0, et donclims→−∞ ga(s) = −∞. De
même,ϕ(s) ≥ ϕ(0), ∀s ≥ 0, et donclims→+∞ ga(s) = +∞. La fonctionga est continue et prend donc
toutes les valeurs de l’intervalle]−∞,+∞[. Comme elle est strictement croissante, elle est bijective.

2. L’équation (4.5) s’écrit encore :

ga(ui) =
k

h2
(wi−1 + wi+1) + uni + kvni , pour touti = 1, . . . , N,

aveca = k
h2 . Par la question précédente, il existe donc un uniqueui qui vérifie cette équation ; il suffit alors

de poserϕ(ui) = wi pour déterminer de manière unique la solution de (2.55)–(2.56).

3. Soitw1 etw2 ∈ IRN et soitw1 = F (w1) etw2 = F (w2). Par définition deF , on a :

u1
i − u2

i +
2k

h2
(w1

i − w2
i ) =

k

h2

(
(w1

i−1 + w1
i+1)− (w2

i−1 + w2
i+1)

)
, pour touti = 1, . . . , N. (2.84)

Commeϕ est monotone, le signe dew1
i − w2

i = ϕ(u1
i )− ϕ(u2

i ) est le même que celui deu1
i − u2

i , et donc

|u1
i − u2

i +
2k

h2
(w1

i − w2
i )| = |u1

i − u2
i |+

2k

h2
|w1
i − w2

i |. (2.85)
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Et commeϕ est lipschitzienne de rapportL, on a

|w1
i − w2

i | = |ϕ(u1
i )− ϕ(u2

i )| ≤ L|u1
i − u2

i |,

d’où :

|u1
i − u2

i | ≥
1

L
|w1
i − w2

i |. (2.86)

On déduit donc de (2.84),(2.85) et(2.86) que

1

L
|w1
i − w2

i |+
2k

h2
|w1
i − w2

i | ≤
k

h2

(
|w1
i−1 − w2

i−1|+ |w1
i+1 − w2

i+1|
)
, pour touti = 1, . . . , N.

On a donc

|w1
i − w2

i | ≤
1

1 + h2

2kL

max
i=1,...,N

|w1
i − w2

i |, pour touti = 1, . . . , N.

d’où on déduit que‖w1 − w2‖∞ ≤ C‖w1 − w2‖∞ avecC = 1

1+ h2

2kL

< 1. L’applicationF est donc bien

strictement contractante.

4. Soit{un+1
i , Si {un+1

i , i = 1, . . . , N} est solution de (2.54) etwi = ϕ(un+1
i ) pouri ∈ {1, . . . , N}, alors on

remarque que(un+1
i )i=1,...,N et (wi)i=1,...,N vérifient (2.55)–(2.56) avecwi = wi pouri = 1, . . . , N. On

en déduit quew = F (w).

5. Soitw = (wi)i=1,...,N t.q.w = F (w). Montrer que pour tout

Par définition deF , on aF (w) = w̃ avec(ũ, w̃) ∈ IRN × IRN , ũ = (ũi)i=1,...,N , w̃ = (w̃i)i=1,...,N , t.q. :

ϕ(ũi) = w̃i, pour touti ∈ {1, . . . , N},

ũi +
2k

h2
w̃i =

k

h2
(wi−1 + wi+1) + uni + kvni , pour touti = 1, . . . , N. (2.87)

CommeF (w) = w, on a doncw̃i = wi et on obtient l’existence deun+1
i = ũi tel quewi = ϕ(un+1

i )
pouri = 1, . . . , N . Il suffit alors de remplacerwi et w̃i parϕ(un+1

i dans (2.87) pour conclure que{un+1
i ,

i = 1, . . . , N} est solution de (2.54).

6. On vient de montrer dans les questions précédentes que{un+1
i , i = 1, . . . , N} est solution de (2.54) si et

seulement siw défini parwi = ϕ(un+1
i est solution dew = F (w), oùF est définie par (2.55)− −(2.56).

CommeF est une application strictement croissante, il existe un unique point fixew = F (w). Donc par
définition deF il existe une unique famille{un+1

i , i = 1, . . . , N} solution de (2.54).

Question 3(EstimationL∞(]0, 1[×]0, T [) suru)

La relation à démontrer par récurrence est clairement v´erifiée au rangn = 0, par définition deA. Supposons
qu’elle soit vraie jusqu’au rangn, et démontrons–la au rangn+ 1. La relation (2.54) s’écrit encore :

un+1
i = uni +

k

h2
(ϕ(un+1

i−1 )− ϕ(un+1
i )) +

k

h2
(ϕ(un+1

i+1 − ϕ(un+1
i )) + kvni , i = 1, . . . , N, n = 0, . . . ,M − 1,

Supposons quei est tel queun+1
i = minj=1,...,N u

n+1
j . Commeϕ est croissante, on a dans ce cas :ϕ(un+1

i−1 ) −
ϕ(un+1

i ) ≥ 0 etϕ(un+1
i+1 − ϕ(un+1

i ) ≥ 0, et on en déduit queminj=1,...,N u
n+1
j ≥ uni − kB d’où, par hypothèse

de récurrence,minj=1,...,N u
n+1
j ≥ −A − nkB − kB. Un raisonnement similaire en considérant maintenanti

tel queun+1
i = maxj=1,...,N u

n+1
j conduit à :maxj=1,...,N u

n+1
j ≤ uni + kB ≤ A + nkB + kB. On a donc

bien :−A− (n+ 1)kB ≤ un+1
i ≤ A+ (n+ 1)kB, pour touti = 1, . . . , N et toutn = 0, . . . ,M .

On en déduit alors que‖un‖L∞(]0,1[) ≤ cu0,v,T , aveccu0,v,T = A+BT.

Question 4(Estimation de la dérivée p.r. àx deϕ(u))
En multipliant (2.54) parun+1

i et en sommant suri, on obtientAn +Bn = Cn, avec

An =

N∑

i=1

un+1
i − uni

k
un+1
i , Bn = −

N∑

i=1

ϕ(un+1
i−1 )− 2ϕ(un+1

i ) + ϕ(un+1
i+1 )

h2
un+1
i etCn =

N∑

i=1

vni u
n+1
i .

En utilisant l’inégalitéa2 − ab = a2

2 − b2

2 , on obtient :

An ≥ αn+1 − αn, avecαn =
1

2k

N∑

i=1

(uni )
2.
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En développantBn, on obtient :

Bn = − 1

h2

( N∑

i=1

(ϕ(un+1
i−1 )− ϕ(un+1

i ))un+1
i +

N∑

i=1

(−ϕ(un+1
i ) + ϕ(un+1

i+1 ))un+1
i )

)
.

Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

Bn = − 1

h2

(N−1∑

i=0

(ϕ(un+1
i )− ϕ(un+1

i+1 ))un+1
i+1 −

N∑

i=1

(−ϕ(un+1
i ) + ϕ(un+1

i+1 ))un+1
i )

)
.

En tenant compte du fait queun+1
0 = un+1

1 , un+1
N+1 = un+1

N , pour toutn = 0, . . . ,M − 1, on obtient alors que :

Bn =
1

h2

(N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))(un+1
i+1 − un+1

i )
)
.

En utilisant le caractère lipschitzien deϕ, on obtient la minoration suivante :

Bn ≥
1

Lh2

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))2.

Enfin, on majoreCn :

Cn ≤
Bcu0,v,T

h
.

L’égalitéAn +Bn = Cn entraı̂ne donc :

αn+1 − αn +
1

Lh2

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))2 ≤ Bcu0,v,T

h
.

En sommant pourn = 0 àM − 1, et en notant queαM ≥ 0,on obtient alors :

1

Lh2

M−1∑

n=0

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))2 ≤ Bcu0,v,T

h
+ α0.

Il reste à remarquer queα0 ≤ h
2k c

2
u0,v,T

pour conclure que :

M−1∑

n=0

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))2 ≤ C1
h

k
, avecC1 = Lcu0,v,T (B +

1

2
cu0,v,T ).

Question 5(Estimation de la dérivée p.r. àt deϕ(u))

Multiplions (2.54) parϕ(un+1
i )− ϕ(uni ) et sommons pouri = 1, . . . , N. On obtient :

An +Bn = Cn, (2.88)

avecAn =

N∑

i=1

un+1
i − uni

k
(ϕ(un+1

i ) − ϕ(uni )), Bn = −
N∑

i=1

ϕ(un+1
i−1 )− 2ϕ(un+1

i ) + ϕ(un+1
i+1 )

h2
(ϕ(un+1

i ) −

ϕ(uni )) etCn =

N∑

i=1

vni (ϕ(un+1
i )− ϕ(uni )).

En utilisant le caractère lipschitzien deϕ, on obtient la minoration suivante :

An ≥
1

Lk

N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni ))2. (2.89)

En développantBn, on obtient :

Bn = − 1

h2

( N∑

i=1

(ϕ(un+1
i−1 )− ϕ(un+1

i ))(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni )) +

N∑

i=1

(−ϕ(un+1
i ) + ϕ(un+1

i+1 ))(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni )))

)
.
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Par un changement d’indice sur les sommes, on obtient alors :

Bn = − 1

h2

(N−1∑

i=0

(ϕ(un+1
i )−ϕ(un+1

i+1 ))(ϕ(un+1
i+1 )−ϕ(uni+1))+

N∑

i=1

(−ϕ(un+1
i )+ϕ(un+1

i+1 ))(ϕ(un+1
i )−ϕ(uni )

)
.

En tenant compte du fait queun+1
0 = un+1

1 , un+1
N+1 = un+1

N , pour toutn = 0, . . . ,M − 1, on obtient alors que :

Bn =
1

h2

(N−1∑

i=1

(ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))((ϕ(un+1
i+1 )− ϕ(un+1

i ))− (ϕ(uni+1)− ϕ(uni ))
)
.

En utilisant à nouveau la relationa(a− b) ≥ a2

2 − b2

2 , on obtient :

Bn ≥ βn+1 − βn, avecβn =
1

2h2

N−1∑

i=1

(ϕ(uni+1)− ϕ(uni ))
2 (2.90)

Enfin, on majoreCn par :

Cn ≤
1

2Lk

N∑

i=1

(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni ))

2 + C
N∑

i=1

k ≥ C k
h
. (2.91)

En utilisant (2.88), (2.89), (2.90) et (2.91), on obtient :

1

2Lk

N∑

i=1

(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni ))

2 + βn+1 − βn ≤ C
k

h
. (2.92)

En sommant surn, on obtient d’une part, en utilisant le fait queβn ≥ 0 :

M−1∑

n=0

N∑

i=1

(ϕ(un+1
i )− ϕ(uni ))

2 ≤ 2LC
k

h
+ 2Lβ0k. (2.93)

d’autre part, en utilisant que le fait que le premier terme est positif, on obtient par (2.92) une majoration surβM ,
et donc surβn pour toutn ≤M :

βn ≤
C

h
+ β0. (2.94)

Il ne reste donc plus qu’à majorerβ0 pour obtenir (2.58) et (2.59). Par définition, on a

β0 =

N−1∑

i=1

ϕ(u0
i )− ϕ(u0

i+1)

2h2
.

En utilisant le fait queϕ est lipschitzienne et que la différence entreu0
i etu0

i+1 est enh, on obtient (2.59) à partir
de (2.93) et (2.58) à partir de (2.94).

Question 6Par définition de la fonctionuh, et grace au résultat de la question 3, on a :

sup
x∈](i−1)h,ih[

t∈[nk,(n+1)k]

uh(x, t) ≤ t− nk
k
‖u(n+1)

h ‖∞ +
(n+ 1)k − t

k
‖u(n)

h ‖∞

≤ cu0,v,T .

ce qui prouve que la suite(uh)M∈IN⋆ est bornée dansL∞(]0, 1[×]0, T [). Commeϕ est continue, on en déduit
immédiatement que(ϕ(uh))M∈IN⋆ est bornée dansL∞(]0, 1[×]0, T [)
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Chapitre 3

Méthodes variationnelles

3.1 Exemples de probl̀emes variationnels

3.1.1 Le probl̀eme de Dirichlet

SoitΩ un ouvert borné deIRd, d ≥ 1. On considère le problème suivant :
{
−∆u = f, dansΩ,
u = 0 sur∂Ω,

(3.1)

où f ∈ C(Ω̄) et ∆u = ∂2
1u + ∂2

2u, où l’on désigne par∂2
i u la dérivée partielle d’ordre 2 par raport à lai-ème

variable.

Définition 3.1 On appelle solution classique de(3.1)une fonctionu ∈ C2(Ω̄) qui vérifie (3.1).

Soitu ∈ C2(Ω̄) une solution classique de (3.1), et soitϕ ∈ C∞
c (Ω), oùC∞

c (Ω) désigne l’ensemble des fonctions
de classeC∞ à support compact dansΩ. On multiplie (3.1) parϕ et on intègre surΩ (on appellera par la suiteϕ
“fonction test”) : on a donc : ∫

Ω

−∆u(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Notons que ces intégrales sont bien définies, puisque∆u ∈ C(Ω) etf ∈ C(Ω). Par intégration par parties (formule
de Green), on a :

∫

Ω

−∆u(x)ϕ(x)dx = −
d∑

i=1

∫

Ω

∂2
i u(x)ϕ(x)dx

=
d∑

i=1

∫

Ω

∂iu(x)ϕ(x)dx +
d∑

i=1

∫

∂Ω

∂iu · ni(s)ϕ(s)dγ(s)

où ni désigne lai-ème composante du vecteur unitaire normal à la frontière ∂Ω de Ω, et extérieur àΩ, et dγ
désigne le symbole d’intégration sur∂Ω. Commeϕ est nulle sur∂Ω, on obtient :

d∑

i=1

∫

Ω

∂iu(x)∂iϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

ce qui s’écrit encore : ∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx. (3.2)

Donc toute solution classique de (3.1) satisfait (3.2)
Prenons maintenant comme fonction testϕ, non plus une fonction deC∞

c (Ω), mais une fonction deH1
0 (Ω). On

rappelle que l’espaceH1
0 (Ω) est défini comme l’adhérence deC∞

c (Ω) dansH1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Du ∈ L2(Ω)},
où Du désigne la dérivée faible deu, voir par exemple [1]. On rappelle que l’espaceH1(Ω) muni du produit
scalaire

(u, v)H1 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx +

d∑

i=1

∫

Ω

Diu(x)Div(x)dx (3.3)
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est un espace de Hilbert. Les espacesH1(Ω) etH1
0 (Ω) font partie des espaces dits “de Sobolev” (voir [1] pour une

introduction).
Si ϕ ∈ H1

0 (Ω), par définition, il existe(ϕn)n∈IN ⊂ C∞
c (Ω) telle que

ϕn → ϕ dansH1 lorsquen→ +∞,

Soit encore
‖ϕn − ϕ‖H1 = ‖ϕn − ϕ‖2L2 +

∑
‖Diϕn −Diϕ‖2L2 → 0 lorsquen→ +∞.

Pour chaque fonctionϕn ∈ C∞
c (Ω) on a par (3.2) :

N∑

i=1

∫

Ω

∂iu(x)∂iϕn(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕn(x)dx, ∀n ∈ IN.

Or la i-ème dérivée partielle∂iϕn =
∂ϕn
∂xi

converge versDiϕ dansL2 donc dansL2 faible lorsquen tend vers∞,

etϕn tend versϕ dansL2(Ω). On a donc :
∫

Ω

∂iu(x)∂iϕn(x)dx→
∫

Ω

∂iu(x)Diϕ(x)dx lorsquen→ +∞

et ∫

Ω

f(x)ϕn(x)dx→
∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx lorsquen→ +∞.

L’égalité (3.1.1) est donc vérifiée pour toute fonctionϕ ∈ H1
0 (Ω). Montrons maintenant que siu est solution

classique (3.1) alorsu ∈ H1
0 (Ω). En effet, siu ∈ C2(Ω), alorsu ∈ C(Ω̄) et doncu ∈ L2(Ω) ; de plus∂iu ∈ C(Ω̄)

donc∂iu ∈ L2(Ω). On a donc bienu ∈ H1(Ω). Il reste à montrer queu ∈ H1
0 (Ω). Pour cela on rappelle (ou on

admet. . .) les théorèmes de trace suivant :

Théorème 3.2 (Existence de l’oṕerateur trace) SoitΩ un ouvert (borńe ou non borńe) deIRd,d ≥ 1, de frontìere
∂Ω lipschitzienne, alors l’espaceC∞

c (Ω̄) des fonctions de classeC∞ et à support compact dans̄Ω est dense
dansH1(Ω). On peut donc d́efinir par continuit́e l’application “trace”, qui est lińeaire continue deH1(Ω) dans
L2(∂Ω), définie par :

γ(u) = u|∂Ω si u ∈ C∞
c (Ω̄)

et par
γ(u) = lim

n→+∞
γ(un) si u ∈ H1(Ω), u = lim

n→+∞
un, où (un)n∈IN ⊂ C∞

c (Ω̄).

Dire que l’application (lińeaire)γ est continue est́equivalent̀a dire qu’il existeC ∈ IR+ tel que

‖γ(u)‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω) pour toutu ∈ H1(Ω). (3.4)

Notons queγ(H1(Ω)) ⊂ L2(Ω), maisγ(H1(Ω)) 6= L2(∂Ω). On noteH1/2(Ω) = γ(H1(Ω)).

Remarquons que siΩ est un ouvert borné, alors̄Ω est compactet donc toutes les fonctionsC∞ sont à support
compact dans̄Ω.

Théorème 3.3 (Noyau de l’oṕerateur trace) SoitΩ un ouvert borńe deIRd de frontìere∂Ω lipschitzienne, etγ
l’opérateur trace d́efini par le th́eor̀eme(3.2). Alors

Kerγ = H1
0 (Ω).

Si u ∈ C2(Ω̄) est une solution classique de (3.1), alorsγ(u) = u|∂Ω = 0 doncu ∈ Kerγ, et par le théorème 3.3,
ceci prouve queu ∈ H1

0 (Ω).
Nous avons ainsi montré que toute solution classique de (3.1) vérifieu ∈ H1

0 (Ω) et l’egalité (3.2). Cette remarque
motive l’introduction de solutions plus gńérales, qui permettent de s’affranchir de la régularitéC2, et qu’on appel-
lera “solutions faibles”.
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Définition 3.4 (Formulation faible) Soitf ∈ L2(Ω), on dit queu est solution faible de(3.1)si u est solution de






u ∈ H1
0 (Ω),

N∑

i=1

∫

Ω

Diu(x)Diϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

(3.5)

Définition 3.5 (Formulation variationnelle) Soitf ∈ L2(Ω) ; on dit queu est solution variationnelle de(3.1)si
u est solution du problème de minimisation suivant :






u ∈ H1
0 (Ω)

J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

avecJ(v) =
1

2

∫

Ω

∇v(x) · ∇v(x)dx −
∫

Ω

f(x)v(x)dx,

(3.6)

où on a not́e : ∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x)dx =

d∑

i=1

∫

Ω

Diu(x)Diϕ(x)dx.

On cherche à montrer l’existence et l’unicité de la solution de (3.5) et (3.6). Pour cela, on utilise le théorème de
Lax-Milgram, qu’on rappelle ici :

Théorème 3.6 (Lax-Milgram) SoitH un espace de Hilbert, soita une forme bilińeaire continue coercive surH
etT ∈ H ′. Il existe un uniquéelémentu tel que





u ∈ H,

a(u, v) = T (v). ∀v ∈ H.
(3.7)

De plus, sia est syḿetrique,u est l’unique solution du problème de minimisation suivant :
{
u ∈ H,
J(u) ≤ J(v),

(3.8)

où J est d́efinie deH dansIRN par :

J(v) =
1

2
a(v, v)− T (v). (3.9)

Démonstration :
– Si a est symétrique l’existence et l’unicité deu est immédiate par le théorème de représentation de Riesz (car

dans ce casa est un produit scalaire, et la forme linéaire définie parϕ 7→
∫
Ω f(x)ϕ(x)dx est continue pour la

norme associée à ce produit scalaire.).
– Sia est non symétrique, on considère l’application deH dansH , qui àu associeAu, défini par :

(Au, v) = a(u, v) ∀v ∈ H.

L’application qui àu associeAu est linéaire continue, et

(Au, v) ≤ a(u, v) ≤M‖u‖‖v‖

cara est continue. D’autre part, par le théorème de représentation de Riesz, on a existence et unicité deψ ∈ H
tel queT (v) = (ψ, v), pour toutv ∈ H . Doncu est solution dea(u, v) = T (v), ∀v ∈ H si et seulement si
Au = ψ. Pour montrer l’existence et l’unicité deu, il faut donc montrer queA est bijectif.

Montrons d’abord queA est injectif. On suppose queAu = 0. On a(Au, u) ≥ α‖u‖2 par coercitivité dea et
comme‖Au‖ ‖v‖ ≥ (Au, v), on a donc :

‖Au‖ ≥ α‖u‖,
En conclusion, siAu = 0⇒ u = 0.

Analyse numérique des EDP, M1 99 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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Montrons maintenant queA est surjectif. On veut montrer queAH = H . Pour cela, on va montrer queAH
est fermé etAH⊤ = {0}. Soitw ∈ AH ; il existe alors une suite(vn)n∈IN ⊂ H telle queAvn → w dansH .
Montrons que la suite(vn)n∈IN converge dansH . On a :

‖Avn −Avm‖ = ‖A(vn − vm)‖ ≥ α‖vn − vm‖H

donc la suite(vn)n∈IN est de Cauchy. On en déduit qu’elle converge vers un certainv ∈ H. CommeA est
continue, on a donc :Avn → Av dansH , et doncw = Av ∈ AH.
Montrons maintenant que

AH⊤ = {0}
Soitv0 ∈ AH⊤, commea est coercive, on a :

α‖v0‖2 ≤ a(v0, v0) = (Av0, v0) = 0,

on en déduit quev0 = 0, ce qui prouve queAH⊤ = {0}.
Pour conclure la preuve du théorème, il reste à montrer que sia est symétrique, le problème de minimisation (3.8)
est équivalent au problème (3.7) Soitu ∈ H solution unique de (3.7) ; montrons queu est solution de (3.8). Soit
w ∈ H , on va montrer queJ(u + w) ≥ J(u).

J(u+ w) =
1

2
a(u+ w, u + w)− T (u+ w)

=
1

2
a(u, u) +

1

2
[a(u,w) + a(w, u)] +

1

2
a(w,w) − T (u)− T (w)

=
1

2
a(u, u) +

1

2
a(w,w) + a(u,w)− T (u)− T (w)

= J(u) +
1

2
a(w,w) ≥ J(u) +

α

2
‖w‖2

DoncJ(u+ w) > J(u) sauf siw = 0.
Réciproquement, supposons maintenant queu est solution du problème de minimisation (3.8) et montronsqueu
est solution du problème (3.7). Soitw ∈ H et t > 0. On a :J(u+ tw)− J(u) ≥ 0 etJ(u− tw) − J(u) ≥ 0 car
u minimiseJ . On en déduit que :

ta(u,w) +
1

2
t2a(w,w) ≥ 0 et − ta(u,w) +

1

2
t2a(w,w) ≥ 0

Commet est strictement positif, on peut diviser ces deux inégalités part :

a(u,w) +
1

2
ta(w,w) ≥ 0 et − a(u,w) +

1

2
ta(w,w) ≥ 0

On fait alors tendret vers 0 et on obtienta(u,w) = 0 pour toutw ∈ H , ce qui montre queu est bien solution du
problème (3.7).

Montrons qu’on peut appliquer le théorème de Lax Milgram pour les problèmes (3.5) et (3.6).

Proposition 3.7 (Existence et unicit́e de la solution de(3.1)) Si f ∈ L2(Ω), il existe un uniqueu ∈ H1
0 (Ω)

solution de(3.5)et (3.6).

Démonstration : Montrons que les hypothèses du théorème de Lax Milgram sont vérifiées. L’espaceH = H1
0 (Ω)

est un espace de Hilbert. La forme bilinéairea est définie par :

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx
(

=

N∑

i=1

∫

Ω

Diu(x)Div(x)dx

)
,

et la forme linéaireT par :

T (v) =

∫

Ω

f(x)v(x)dx.
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Montrons queT ∈ H ′ ; en effet, la formeT est linéaire, et on a :

T (v) ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 ≤ ‖f‖L2‖v‖H1 .

On en déduit queT est une forme linéaire continue surH1
0 (Ω), ce qui est équivalent à dire queT ∈ H−1(Ω) (dual

topologique deH1
0 (Ω)).

Montrons maintenant quea est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité dea se démontre en écrivant que

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx ≤ ‖∇u‖L2‖∇v‖L2

≤ ‖u‖H1‖v‖H1

Les caractères bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant quea est coercitive : en effet,

a(v, v) =

∫

Ω

∇v(x) · ∇v(x)dx =
N∑

i=1

∫

Ω

Div(x)Div(x)dx ≥
1

diam(Ω)2 + 1
‖u‖2H1,

par l’inégalité de Poincaré (voir note page 12 page 24. CommeT ∈ H ′ et commea est linéaire, continue, coercitive
donc le théorème de Lax Milgram s’applique : on en conclut qu’il existe une unique fonctionu ∈ H1

0 (Ω) solution
de (3.5) et commea est symétrique,u est l’unique solution du problème de minimisation associ´ee.

Définition 3.8 (Solution forte dansH2) Soit f ∈ L2(Ω), on dit queu est solution forte de(3.1) dansH2 si
u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) vérifie -∆u = f dansL2(Ω).

Remarquons que siu est solution forteC2 de (3.1), alorsu est solution forteH2. De même, siu est solution forte
H2 de (3.1) alorsu est solution faible de (3.1). Les réciproques sont fausses. On admettra le théorème (difficile)
de régularité, qui s’énonce de la manière suivante :

Théorème 3.9 (Ŕegularité) SoitΩ un ouvert borńe deIRd. On suppose queΩ a une frontìere de classeC2, ou
queΩ est convexèa frontière lipschitzienne. Sif ∈ L2(Ω) et siu ∈ H1

0 (Ω) est solution faible de(3.1), alors
u ∈ H2(Ω). De plus, sif ∈ Hm(Ω) alorsu ∈ Hm+2(Ω)

Remarque 3.10 (Diff́erences entre les ḿethodes de discŕetisation) Lorsqu’on adopte une discrétisation par diff́erences
finies, on a directement le problème(3.1). Lorsqu’on adopte une ḿethode de volumes finis, on discrétise le “bilan”
obtenu en int́egrant(3.1)sur chaque maille. Lorsqu’on utilise une méthode variationnelle, on discrétise la formu-
lation variationnelle(3.6)dans le cas de la ḿethode de Ritz, la formulation faible(3.5)dans le cas de la ḿethode
de Galerkin, voir section 3.2.
Remarquonśegalement que dans la formulation faible,(3.5), les conditions aux limites de Dirichlet homogènes
u = 0 sont prises en compte dans l’espaceu ∈ H1

0 (Ω), et doncégalement dans l’espace d’approximationHN .
Pour le probl̀eme de Neumann homongène, les conditions aux limites ne sont pas explicites dans l’espace fonction-
nel, voir à ce sujet l’exercice 42 page 119.

3.1.2 Probl̀eme de Dirichlet non homog̀ene

On se place ici en dimension 1 d’espace,d = 1, et on considère le problème suivant :




u′′ = f sur]0, 1[
u(0) = a,
u(1) = b,

(3.10)

où a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non homogène ; comme
a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dansH1(Ω) et non plus dansH1

0 ((Ω)). Cependant,
pour se ramener à l’espaceH1

0 (Ω) (en particulier pour obtenir que le problème est bien poségrâce au théorème de

Lax Milgram et à la coercivité de la forme bilinéairea(u, v) =

∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx surH1
0 (Ω), on va utiliser une

technique dite de ”relèvement”. On pose :u = u0 + ũ oùu0 est définie par :

u0(x) = a+ (b − a)x.
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On a en particulieru0(0) = a etu0(1) = b. On a alors̃u(0) = 0 et ũ(1) = 0. La fonctionũ vérifie donc le
système : 




−ũ′′ = f,
ũ(0) = 0,
ũ(1) = 0,

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu’il est bien posé (voir paragraphe 3.1.1 page 97). Donc il
existe un uniqueu ∈ H1(Ω) vérifiantu = u0 + ũ, où ũ ∈ H1

0 (Ω) est l’unique solution du problème

∫ 1

0

ũ′v′ =

∫ 1

0

fv ∀v ∈ H1
0 (]0, 1[)

De manière plus générale, soitu1 ∈ H1
a,b(]0, 1[) = {v ∈ H1 ; v(0) = a etv(1) = b}, et soit ū ∈ H1

0 (]0, 1[)
l’unique solution faible du problème : 




−ū′′ = u′′1 + f,
ū(0) = 0,
ū(1) = 0.

Alors ū+ u1 est l’unique solution faible de (3.10), c’est–à–dire la solution du problème




u ∈ H1
a,b(]0, 1[),∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 (]0, 1[).

Remarque 3.11 Il est facile de montrer queu ne d́epend pas du relèvement choisi (voir exercice 36 page 118).

Considérons maintenant le cas de la dimension 2 d’espace :d = 2.
SoitΩ un ouvert borné deIRd, considère le problème :

{
−∆u = f dansΩ
u = g sur∂Ω

(3.11)

Pour se ramener au problème de Dirichlet homogène, on veutconstruire un relèvement, c’est à dire une fonction
u0 ∈ H1(Ω) t.q. γ(u0) = g où γ est l’application trace. On ne peut plus le faire de manièreexplicite comme en
dimension 1. En particulier, on rappelle qu’en dimension 2,l’espaceH1(Ω) n’est pas inclus dans l’espaceC(Ω̄)
des fonctions continues, contrairement au cas de la dimension 1. Mais si on ag ∈ H1/2(∂Ω), on sait qu’il existe
u0 ∈ H1(Ω) tel queg = γ(u0). On cherche doncu sous la formeu = ũ + u0 avecũ ∈ H1

0 (Ω) etu0 ∈ H1(Ω)
telle queγ(u0) = g. Soitv ∈ H1

0 (Ω) ; on multiplie (3.11) parv et on intègre surΩ :
∫

Ω

−∆u(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx,

c’est–̀--dire : ∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx.

Commeu = u0 + ũ, on a donc :




ũ ∈ H1
0 (Ω),∫

Ω

∇ũ(x)∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx −
∫
∇u0(x)∇v(x)dx, ∀v ∈ H1

0 (Ω)
(3.12)

En dimension 2, il n’est pas toujours facile de construire lerelèvementu0. Il est donc usuel, dans la mise en oeuvre
des méthodes d’approximation (par exemple par élémentsfinis), de servir de de la formulation suivante, qui est
équivalente à la formulation (3.12) :





u ∈ {v ∈ H1(Ω); γ(v) = g sur∂Ω}∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

(3.13)
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3.1.3 Probl̀eme avec conditions aux limites de Fourier

On considère ici le problème de diffusion avec conditionsaux limites de type “Fourier” (ou “Robin” dans la
littérature anglo-saxonne).

{
−∆u = f dansΩ,
∇u · n + λu = 0 sur∂Ω,

(3.14)

où :

1. Ω est un ouvert borné deIRd, d = 1, 2 ou 3, et∂Ω sa frontière,

2. f ∈ C2(Ω̄),

3. n est le vecteur unitaire normal à∂Ω, extérieur àΩ,

4. λ(x) > 0, ∀x ∈ ∂Ω, est un coefficient qui modélise par exemple un transfert thermique à la paroi.

Supposons qu’il existeu ∈ C2(Ω̄) vérifiant (3.14). Soitϕ ∈ C∞(Ω̄) une “fonction test”. On multiplie formelle-
ment (3.14) parϕ et on intègre surΩ.
On obtient :

−
∫

Ω

∆u(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Par intégration par parties, on a alors
∫

Ω

∇u(x)∇ϕ(x)dx −
∫

∂Ω

∇u(x) · n(x)ϕ(x)dγ(x) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Notons que la fonctionϕ qui n’est pas à support compact, et que la condition aux limites :

∇u · n = −λu

va donc intervenir dans cette formulation. En remplaçant on obtient :
∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x)dx +

∫

∂Ω

λu(x)ϕ(x)dγ(x) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ C∞(Ω̄).

Par densité deC∞(Ω̄) dansH1(Ω), on a donc également
∫

Ω

∇u(x) · ∇ϕ(x)dx +

∫

∂Ω

λu(x)ϕ(x) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ H1(Ω).

Définition 3.12 (Solution faible) On dit queu est solution faible de(3.14)si u est solution de :





u ∈ H1(Ω),∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x) + dx

∫

∂Ω

λ(x)u(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx ∀v ∈ H1(Ω).
(3.15)

On peut remarquer que sous les hypothèses :

f ∈ L2(Ω), λ ∈ L∞(∂Ω),

toutes les intégrales de (3.15) sont bien définies. (On rappelle que siϕ ∈ L2(Ω) etψ ∈ L2(Ω), alorsϕψ ∈ L1(Ω)).
Pour vérifier que le problème (3.15) est bien posé, on a envie d’appliquer le théorème de Lax-Milgram. Définissons
pour celaa : H1(Ω)×H1(Ω)→ IR par :

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx +

∫
λ(x)u(x)v(x)dx. (3.16)

Il est facile de voir quea est une forme bilinéaire symétrique. On peut donc lui associer une forme quadratique
définie par :

E(v) =
1

2

∫

Ω

∇v(x) · ∇v(x)dx +

∫

∂Ω

λ(x)v2(x)dγ(x) −
∫

Ω

f(x)v(x)dx. (3.17)
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Définition 3.13 (Solution variationnelle) On dit queu est solution variationnelle de(3.14)si u vérifie :
{
u ∈ H1(Ω),
E(u) ≤ E(v), ∀v ∈ H1(Ω),

(3.18)

oùE est d́efini par(3.17).

Lemme 3.14 On suppose queλ ∈ L∞(∂Ω). Alors la forme bilińeaire d́efinie par(3.16)est continue surH1(Ω)×
H1(Ω).

Démonstration : On a :

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx +

∫

∂Ω

λ(x)u(x)v(x)dγ(x)

≤ ‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖λ‖L∞(∂Ω)‖u‖L2(∂Ω)‖v‖L2(∂Ω).

Or par le théorème de trace (théorème 3.2), et plus particulièrement grâce à la continuité de la trace (3.4), on a

‖u‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω).

On en déduit que
a(u, v) ≤M‖u‖H1‖v‖H1

avecM = 1 + C2‖λ‖L∞(∂Ω). Donca est bilinéaire continue

Lemme 3.15 Soitλ ∈ L∞(∂Ω) tel qu’il existeλ > 0 tel queλ(x) ≥ λ p.p. sur∂Ω. Alors la forme bilińeairea
définie par(3.16)est coercitive :

Montrons qu’il existeα > 0 tel quea(v, v) ≥ α‖v‖2, pour toutv ∈ H1 où

a(v, v) =

∫

Ω

∇v(x) · ∇v(x)dx +

∫

Ω

α(x)v2(x)dγ(x).

Attention, commev ∈ H1(Ω) et nonH1
0 (Ω), on ne peut pas écrire l’inégalité de Poincaré, qui nouspermettrait de

minorer
∫

Ω

∇v(x).∇v(x)dx. On va montrer l’existence deα par l’absurde. On suppose quea n’est pas coercive.

Dans ce cas : c’est-à-dire que :
∀ α > 0, ∃ v ∈ H1(Ω); a(v, v) < α‖v‖2.

On a donc en particulier, en prenantα = 1
n :

∀ n ∈ IN, ∃ vn ∈ H1(Ω); a(vn, vn) <
1

n
‖vn‖2H1 .

Dans cette dernière assertion, on peut prendrevn de norme 1, puisque l’inégalité est homogène de degré 2.On a
donc :

∀n ∈ IN, ∃ vn ∈ H1(Ω); ‖vn‖H1(Ω) = 1; a(vn, vn) <
1

n
.

Or, par le théorème de Rellich, toute suite bornée(vn)n∈IN deH1(Ω), est relativement compacte dansL2(Ω).
Comme on a‖vn‖H1(Ω) = 1, il existe donc une sous-suite encore notée(vn)n∈IN ⊂ H1(Ω) telle quevn converge
versv dansL2(Ω) lorsquen tend vers+∞.
De plus, comme :

a(vn, vn) =

∫

Ω

∇vn(x).∇vn(x)dx +

∫

∂Ω

vn(x)vn(x)dx <
1

n
→ 00 lorsquen→ +∞,

On en déduit que, chaque terme étant positif :
∫

Ω

∇vn(x).∇vn(x)dx→n→+∞ 0 (3.19)
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et ∫

∂Ω

vn(x)vn(x)dx→n→+∞ 0 (3.20)

On a donc :∇vn → 0 dansL2(Ω) lorsquen→ +∞. On en déduit que
∫

Ω

∂ivn(x)ϕdx→ 0 lorsquen→ +∞, pouri = 1, . . . , d.

Donc par définition de la dérivée faible (voir note page 23), on a aussi
∫

Ω

vn(x)∂iϕ(x)dx → 0 lorsquen→ +∞.

Commevn → v dansL2(Ω) lorsquen→ +∞, on peut passer à la limite ci-dessus et écrire que
∫

Ω

v(x)∂iϕ(x) =

0. On en déduit que la dérivée faibleDiv existe et est nulle dansΩ. La fonctionv est donc constante par composante
connexe. Mais par (3.20), on av = 0 sur∂Ω, et la trace d’une fonction constante est la constante elle-même. On a
donc

v = 0 dansΩ.

On a ainsi montré que

Divn → Div etvn → v = 0 dansL2(Ω) lorsquen→ +∞.

Doncvn → 0 dansH1(Ω) lorsquen→ +∞, ce qui contredit le fait que‖vn‖H1(Ω) = 1. On a ainsi montré la
coercivité dea.

Proposition 3.16 Soitf ∈ L2(Ω) etλ ∈ L∞(Ω) t.q.λ ≥ λ p.p. avecλ > 0 alors il existe un uniqueu solution
de(3.15)qui est aussi l’unique solution de(3.18).

3.1.4 Condition de Neumann

Considérons maintenant le problème (3.14) avecλ = 0, on obtient le problème :




−∆u = f, dansΩ

∂u

∂n
= 0 sur∂Ω

qu’on appelle problème de Dirichlet avec conditions de Neumann homogènes. En intégrant la première équation
du système, il est facile de voir qu’une condition nécessaire d’existence d’une solution de (3.1.4) est que :

∫

Ω

−∆u(x)dx =

∫

∂Ω

∂u

∂n
(x)dx =

∫

Ω

f(x)dx = 0

Si la condition aux limites de Neumann est non-homogène :
∂u

∂n
= g, la condition de compatibilité devient

∫

Ω

f(x)dx +

∫

∂Ω

g(x)dγ(x) = 0.

Remarquons que siα = 0, la forme bilinéaire est

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx,

et que celle-ci n’est pas coercive surH1(Ω). De fait, il est clair que la solution de (3.1.4) n’est pas unique, puisque
si u est solution de (3.1.4) alorsu+ c est aussi solution, pour toutc ∈ IR. Pour éviter ce problème on va chercher
les solutions de (3.1.4) à moyenne nulle. On cherche donc àrésoudre (3.1.4) dans l’espace

H = {v ∈ H1(Ω);

∫

Ω

v(x)dx = 0}
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On admettra quea est coercive surH (ceci est vrai grâce à l’inégalité de Poincaré–Wirtinger1. Le problème




u ∈ H,
a(u, v) =

∫
fv ∀v ∈ H,

admet donc une unique solution.

3.1.5 Formulation faible et formulation variationnelle.

Nous donnons ici un exemple de problème pour lequel on peut ´etablir une formulation faible, mais pas variation-
nelle. On se place en une dimension l’espaceN = 1, et on considèreΩ =]0, 1[ et f ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse
au problème suivant (dit “d’advection diffusion”) :

{
−u′′ + u′ = f, dans]0, 1[
u(0) = u(1) = 0.

Cherchons une formulation faible. Par la même méthode qu’au paragraphe 3.1.1, on choisitv ∈ H1
0 (Ω), on

multiplie (3.1.5) parv et on intègre par parties :
∫

Ω

u′(x)v′(x)dx +

∫

Ω

u′(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx.

Il est donc naturel de poser :

a(u, v) =

∫

Ω

u′(x)v′(x)dx +

∫

Ω

u′(x)v(x)dx, etT (v) =

∫

Ω

f(x)v(x)dx.

Il est évident queT est une forme linéaire continue surH1
0 (Ω) (c’est à direT ∈ H−1(Ω)) et que la formea est

bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive : En effet, on a :

a(u, u) =

∫

Ω

u′2(x)dx +

∫

Ω

u′(x)u(x)dx

=

∫

Ω

u′2(x)dx +

∫

Ω

1

2
(u2)′(x)dx

Or, commeu ∈ H1
0 (Ω), on au = 0 sur ∂Ω et donc

∫

Ω

(u2)′(x)dx = u2(1) − u2(0) = 0. On en déduit que :

a(u, u) =

∫ 1

0

(u′)2, et par l’inégalité de Poincaré (voir page 24), on conclut quea est coercive surH1
0 (Ω). On en

déduit par le théorème de Lax Milgram, l’existence et l’unicité deu solution du problème :




u ∈ H1
0 (]0, 1[)∫ 1

0

(u′(x)v′(x) + u′(x)v(x))dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

3.2 Méthodes de Ritz et Galerkin

3.2.1 Principe ǵenéral de la méthode de Ritz

On se place sous les hypothèses suivantes :




H est un espace Hilbert

a est une forme bilinéaire continue coercitive et symétrique

T ∈ H ′

(3.21)

1L’inégalité de Poincaré–Wirtinger s’énonce de la fao̧n suivante : soitΩ un ouvert borné deIRd de frontière lipschitzienne, alors il existe
C ∈ IR+, ne dépendant que deΩ, Ω, tel que pour toutu ∈ H1(Ω), on a :

‖u‖2
L2(Ω)

≤ C|u|2
H1(Ω)

+ 2(m(Ω))−1(

Z

Ω
u(x)dx)2
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On cherche à calculeru ∈ H telle que :

a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H,

ce qui revient à calculeru ∈ H solution du problème du problème de minimisation (3.8), avecJ définie par (3.9).
L’idée de la méthode de Ritz2 est de remplacerH par un espaceHN ⊂ H de dimension finie (oùdimHN = N ),
et de calculeruN solution de {

uN ∈ HN

J(uN ) ≤ J(v), ∀v ∈ HN ,
(3.22)

en espérant queuN soit “proche” (en un sens à définir) deu.

Théorème 3.17Sous les hypoth̀eses(3.21), siHN est un s.e.v. deH etdimHN < +∞ alors le probl̀eme(3.22)
admet une unique solution.

Démonstration : PuisqueHN est un espace de dimension finie inclus dansH , c’est donc aussi un Hilbert. On
peut donc appliquer le théorème de Lax Milgram, et on en déduit l’existence et l’unicité deuN ∈ HN solution de
(3.22), qui est aussi solution de : {

uN ∈ HN ,
a(uN , v) = T (v), ∀v ∈ HN .

Nous allons maintenant exposer une autre méthode de démonstration du théorème 3.17, qui a l’avantage d’être
constructive, et qui nous permet d’introduire les idées principales des méthodes numériques envisagées plus loin.
Comme l’espaceHN considéré dans le théorème 3.22 est de dimensionN , il existe une base(φ1, . . . , φN ) deHN .

Si u ∈ HN , on peut donc développeru =

N∑

i=1

uiφi. On note :

U = (u1, . . . , uN) ∈ IRN

L’applicationξ qui àu associeU est une bijection deHN dansIRN . Posonsj = J ◦ ξ−1. On a donc :

j(U) = J(u).

Or :

J(u) =
1

2
a

(
N∑

i=1

uiφi,

N∑

i=1

uiφi

)
− T

(
N∑

i=1

uiφi

)

=
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1

uiuja(φi, φj)−
N∑

i=1

uiT (φi).

On peut donc écrireJ(u) sous la forme :

J(u) =
1

2
U tKU − U tG = j(U),

oùK ∈ MN,N(IR) est définie parKij = a(φi, φj), et oùGi = T (φi). ChercheruN solution de (3.22) est donc
équivalent à chercherU solution de :

{
U ∈ IRN ,

j(U) ≤ j(V ), ∀V ∈ IRN .
(3.23)

où

j(V ) =
1

2
V tKV − V tG. (3.24)

Il est facile de vérifier que la matriceK est symétrique définie positive. Doncj est une fonctionnelle quadratique
surIRN , et on a donc existence et unicité deU ∈ IRN tel quej(U) ≤ j(V ) ∀V ∈ IRN . La solution du problème
de minimisation (3.23) est aussi la solution du système linéaireKU = G ; on appelle souventK la matrice de
rigidité.

2Walter Ritz, né le 22 février 1878 à Sion et mort le 7 juillet 1909 à Göttingen, est un physicien suisse. Il a inventé la méthode dite “de Ritz”
dans le cadre du calcul des valeurs propres de l’opérateur bi-harmonique
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Proposition 3.18 (Existence et unicit́e de la solution du probl̀eme de minimisation) . Soitj = IRN → IR définie
par (3.24). Il existe un uniqueu ∈ IRN solution du probl̀eme de minimisation(3.23).

Démonstration : Ceci est une conséquence du résultat général de minimisation dansIRN (voir cours de licence).

Résuḿe sur la technique de Ritz.

1. On se donneHN ⊂ H .

2. On trouve une base deHN .

3. On calcule la matrice de rigiditéK et le second membreG. Les coefficients deK sont donnés parKij =
a(φi, φj).

4. On minimisej par la résolution deKV = G.

5. On calcule la solution approchée :u(N) =

N∑

i=1

uiφi.

On appelleHN l’espace d’approximation. Le choix de cet espace sera fondamental pour le développement de la
méthode d’approximation. Le choix deHN est formellement équivalent au choix de la base(φi)i=1...N . Pourtant,
le choix de cette base est capital même siu(N) ne dépend que du choix deHN et pas de la base.

Choix de la base Un premier choix consiste à choisir des bases indépendantes deN c’est à dire{ base deHN+1} =
{ base deHN} ∪ {φN+1}. Les bases sont donc emboitées les unes dans les autres. Considérons par exemple
H = H1(]0, 1[), et l’espace d’approximation :

HN = V ect{1, X . . . ,XN−1}

Les fonctions de base sont doncφi = X i−1, i = 1, . . . , N. On peut remarquer que ce choix de base amène à une
méthode d’approximation qui donne des matrices pleines. Or, on veut justement éviter les matrices pleines, car les
systèmes linéaires associés sont coûteux (en temps et mémoire) à résoudre.

Le choix idéal serait de choisir une base(φi)i = 1, . . . , N de telle sorte que

a(φi, φj) = λiδij

où δij =

{
1 si i = j
0 sinon

(3.25)

On a alorsK = diag(λ1, . . . , λN ), et on a explicitement :u(N) =

N∑

i=1

T (φi)

a(ϕi, ϕi)
φi. Considérons par exemple

le problème de Dirichlet (3.1) Siφi est la i-ème fonction propre de l’opération−∆ avec conditions aux limites
de Dirichlet associée àλi, on obtient bien la propriété souhaitée. Malheureusement, il est rare que l’on puisse
connaı̂tre explicitement les fonctions de baseφi.

Un deuxième choix consiste à choisir des bases dépendantes deN . Mais dans ce cas, la base deHN n’est pas
incluse dans celle deHN+1. La technique des éléments finis qu’on verra au chapitre suivant, est un exemple de ce
choix. Dans la matriceK obtenue est creuse (c’est à dire qu’un grand nombre de ses coefficients sont nuls). Par
exemple, pour des éléments finis appliqués à un opérateur du second ordre, on peut avoir un nombre de coefficients
non nuls de l’ordre de0(N).

Convergence de l’approximation de Ritz Une fois qu’on a calculéuN solution de (3.23), il faut se préocupper
de savoir siu(N) est une bonne approximation deu solution de (3.2.1), c’est à dire de savoir si

u(N) → u lorsqueN → +∞

Pour vérifier cette convergence, on va se servir de la notionde consistance.

Définition 3.19 (Consistance)Sous les hypoth̀eses(3.21), on dit que l’approximation de Ritz définie par l’espace
HN ⊂ H avecdimHN = N < +∞ est consistante sid(H,HN ) tend vers 0 lorsqueN → +∞, c’est à dire
d(u,HN )→N→+∞ 0, ∀u ∈ N ou encore inf

v∈HN

‖u− v‖ →N→+∞ 0, ∀u ∈ H .

Analyse numérique des EDP, M1 108 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



3.2. RITZ ET GALERKIN CHAPITRE 3. ḾETHODES VARIATIONNELLES

L’autre notion fondamentale pour prouver la convergence est la stabilité, elle même obtenue grâce à la propriétéde
coercivité dea. Par stabilité, on entend estimation a priori sur la solution approchéeu(N) (avant même de savoir si
elle existe), oùu(N) est solution de (3.23) ou encore de :






a(u(N), v) = T (v) ∀v ∈ HN

u(N) ∈ HN

(3.26)

On a l’estimation a priori suivante suruN :

Proposition 3.20 (Stabilit́e) Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 3.21, on a :

‖u(N)‖H ≤
‖T ‖H′

α
.

Démonstration :
Le caractère coercif dea nous permet d’écrire :

α‖u(N)‖2 ≤ a(u(N), u(N)).

Or commeu(N) est solution de (3.26), on a :

a(u(N), u(N)) = T (u(N)).

CommeT est linéaire continue, on obtient

T (u(N)) ≤ ‖T ‖H′‖u(N)‖H .

Théorème 3.21 (Lemme de Ćea3) SoitH un espace de Hilbert réel, eta une forme bilińeaire continue suḿetrique
coercive. SoitT une forme lińeaire continue etT ∈ H ′, et soitM > 0 etα > 0 tels quea(u, v) ≤ M‖u‖H‖v‖H
eta(u, u) ≥ α‖u‖2H . Soitu ∈ H l’unique solution du probl̀eme suivant :

{
u ∈ H,
a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H. (3.27)

SoitHN ⊂ H tel quedimHN = N , et soitu(N) ∈ HN l’unique solution de

{
u(N) ∈ HN ,

a(u(N), v) = T (v), ∀v ∈ HN .
(3.28)

Alors

‖u− u(N)‖ ≤
√
M

α
d(u,HN ) (3.29)

où
d(u,HN ) = inf

v∈HN

d(u, v).

Démonstration :
Etape 1: On va montrer queu(N) est la projection deu surHN pour le produit scalaire(·, ·)a induit para, défini

deH × H (u, v)a = a(u, v). On note‖u‖a =
√
a(u, u), la norme induite par le produit scalairea. La norme

‖.‖a est équivalente à la norme‖.‖H , en effet, grâce à la coercivité et la continuité de la forme bilinéairea, on peut
écrire :

α‖u‖2H ≤ ‖u‖2a ≤M‖u‖2H
Donc(H, ‖.‖a) est un espace de Hilbert. Soitu la solution de (3.27), et soitv = PHNu la projection orthogonale
deu surHN relative au produit scalairea(., .). Par définition de la projection orthogonale, on a donc

v − u ∈ H⊥
N

Soit encorea(v − u,w) = 0, ∀w ∈ HN . On en déduit quea(v, w) = a(u,w) = T (w), ∀w ∈ H, et donc que
v = u(N). On a donc montré queu(N) est la projection orthogonale dev surHN , c’est–à–direu(N) = PHNu.
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Etape 2: On va établir une estimation de la norme de la différence entreu etuN ; par définition dePHN , on a :

‖u− PHN u‖2a ≤ ‖u− v‖2a, ∀v ∈ HN ,

ce qui s’écrit (puisquePHNu = u(N)) :

a(u− u(N), u− u(N)) ≤ a(u− v, u− v), ∀v ∈ HN

Par coercivité et continuité de la forme bilinéairea, on a donc :

α‖u− u(N)‖2H ≤ a(u− u(N), u− u(N)) ≤ a(u− v, u− v) ≤M‖u− v‖2H , ∀ v ∈ HN .

On en déduit que :

‖u− u(N)‖ ≤
√
M

α
‖u− v‖, ∀v ∈ HN .

En passant à l’inf surv, on obtient alors :

‖u− u(N)‖ ≤
√
M

α
inf
v∈HN

‖u− v‖

Ce qui est exactement (3.29).

3.2.2 Méthode de Galerkin

On se place maintenant sous les hypothèses suivantes :
{
H espace de Hilbert,
a : forme bilinéaire continue et coercive,T ∈ H ′.

(3.30)

Remarquons que maintenant,a n’est pas nécessairement symétrique, les hypothèses (3.30) sont donc plus générales
que les hypothèses (3.21). On considère le problème





u ∈ H

a(u, v) = T (v), v ∈ H.
(3.31)

Par le théorème de Lax Milgram, il y a existence et unicitédeu ∈ H solution de (3.31).
Le principe de la méthode de Galerkin4 est similaire à celui de la méthode de Ritz. On se donneHN ⊂ H , tel que
dimHN < +∞, et on cherche à résoudre le problème approché :

(PN )

{
u(N) ∈ HN ,

a(u(N), v) = T (v), ∀v ∈ HN .
(3.32)

Par le théorème de Lax-Milgram, on a immédiatement :

Théorème 3.22Sous les hypoth̀eses , siHN ⊂ H et dimHN = N , il existe un uniqueu(N) ∈ HN solution de
(3.32).

Comme dans le cas de la méthode de Ritz, on va donner une autreméthode, constructive, de démonstration de
l’existence et unicité deuN qui permettra d’introduire la méthode de Galerkin. Comme dim HN = N , il existe
une base(φ1 . . . φN ) deHN . Soitv ∈ HN , on peut donc développerv sur la base :

v =
N∑

i=1

viφi,

4Boris Grigoryevich Galerkin, né le 20 février 1871 à Polotsk (Biélorussie) et mort le 12 juillet 1945, est un mathématicien et un ingénieur
russe réputé pour ses contributions à l’étude des treillis de poutres et des plaques élastiques. Son nom reste liéà une méthode de résolution
approchée des structures élastiques, qui est l’une des bases de la méthode des éléments finis.
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et identifierv au vecteur(v1, . . . , vN ) ∈ IRN . En écrivant queu satisfait (3.32) pour toutv = φi = 1, N :

a(u, φi) = T (φi), ∀i = 1, . . . , N,

et en développantu sur la base(φi)i=1,...,N , on obtient :

N∑

j=1

a(φj , φi)uj = T (φi), ∀i = 1, . . . , N.

On peut écrire cette dernière égalité sous forme d’un système linéaire :KU = G,

Kij = a(φj , φi) etGi = T (φi), pouri, j = 1, . . . , , N.

La matriceK n’est pas en général symétrique.

Proposition 3.23 Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 3.22 le système lińeaire(3.2.2)admet une solution .

Démonstration : On va montrer queK est inversible en vérifiant que son noyau est réduit à{0}. Soitw ∈ IRN tel

queKw = 0. Décomposonsw sur leN base(φ1, . . . , φN ) deHN : On a donc :
N∑

j=1

a(φj , φi)wj = 0. Multiplions

cette relation parwi et sommons pouri = 1 àN , on obtient :

N∑

i=1

N∑

j=1

a(φj , φi)wjwi = 0.

Soit encore :a(w,w) = 0. Par coercitivité de a, ceci entraine quew = 0.On en déduit quewi = 0, ∀i = 1, . . . , N,
ce qui achève la preuve.

Remarque 3.24Sia est syḿetrique, la ḿethode de Galerkin estéquivalentèa celle de Ritz.

En résumé, la méthode de Galerkin comporte les mêmes étapes que la méthode de Ritz, c’est à dire :

1. On se donneHN ⊂ H
2. On trouve une base deHN

3. On calculeK etG
4. On résoutKU = G

5. On écritu(N) =

N∑

i=1

uiφi.

La seule différence est que l’étape 4 n’est pas issue d’un problème de minimisation. Comme pour la méthode
de Ritz, il faut se poser la question du choix du sous espaceHN et de sa base, ainsi que de la convergence de
l’approximation deu solution de (3.31) paru(N) obtenue par la technique de Galerkin. En ce qui concerne le
choix de la base{φ1, . . . , φN}, les possibilités sont les mêmes que pour la méthode de Ritz, voir paragraphe 3.2.1.
De même, la notion de consistance est identique à celle donnée pour la méthode de Ritz (voir définition 3.19) et la
démonstration de stabilité est identique à celles effectuée pour la méthode de Ritz ; voir proposition 3.20 page 109.
On peut alors établir le théorème de convergence :

Théorème 3.25Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme(3.22), siu est la solution de(3.31)etuN la solution de(3.32),
alors

‖u− u(N)‖H ≤
M

α
d(u,HN ), (3.33)

oùM etα sont tels que :α‖v‖2 ≤ a(v, u) ≤M‖v‖2 pour toutv dansH (les ŕeelsM etα existent en vertu de la
continuit́e et de la coercivit́e dea).
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Démonstration : Comme la forme bilinéairea est coercive de constanteα, on a :

α‖u− u(N)‖2H ≤ a(u − u(N), u− u(N))

On a donc, pour toutv ∈ H :

α‖u− u(N)‖2H ≤ a(u − u(N), u− v) + a(u− u(N), v − u(N))

Or a(u− u(N), v − u(N)) = a(u, v − u(N))− a(u(N), v − u(N)) et par définition deu etu(N), on a :

a(u, v − u(N)) = T (v − u(N))

a(u(N), v − u(N)) = T (v − u(N))

On en déduit que :
α‖u− u(N)‖2H ≤ a(u− u(N), u− v), ∀v ∈ HN ,

et donc, par continuité de la forme bilinéaire a :

α‖u− u(N)‖2H ≤M‖u− u(N)‖H‖u− v‖H .

On obtient donc :

‖u− u(N)‖H ≤
M

α
‖u− v‖H , ∀v ∈ HN ,

ce qui entraine (3.33).

Remarque 3.26On peut remarquer que l’estimation(3.33)obtenue dans le cadre de la métode de Galerkin est
moins bonne que l’estimation(3.29) obtenue dans le cadre de la méthode de Ritz. Ceci est moral, puisque la
méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

Grâce au théorème 3.25, on peut remarquer queu(N) converge versu dansH lorsqueN tend vers+∞ dès que
d(u,HN ) → 0 lorsqueN → +∞. C’est donc là encore une propriété de consistance dont nous avons besoin. La
propriété de consistance n’est pas toujours facile à montrer directement. On utilise alors la caractérisation suivante :

Proposition 3.27 (Caract́erisation de la consistance)SoitV un sous espace vectoriel deH dense dansH On
suppose qu’il existe une fonctionrN : V → HN telle que

‖v − rN (v)‖H →N→+∞ 0,

alors
d(u,HN )→N→+∞ 0

Démonstration : Soitv ∈ V , etw = rN (v). Par définition, on a

d(u,HN) ≤ ‖u− rN (v)‖H
≤ ‖u− v‖H + ‖v − rN (v)‖

CommeV est dense dansH , pour toutε > 0, il existev ∈ V , tel que‖u − v‖H ≤ ε. Choisissonsv qui vérifie
cette dernière inégalité. Par hypothèse surrN :

∀ε > 0, ∃N0/N ≥ N0 alors‖v − rN (v)‖ ≤ ε.

Donc siN ≥ N0, on ad(u,HN ) ≤ 2ε. On en déduit qued(u,HN )→ 0 quandN → +∞.
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3.2.3 Méthode de Petrov-Galerkin

La méthode de Petrov-Galerkin s’apparente à la méthode de Galerkin. On cherche toujours à résoudre :
{
a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H,
u ∈ H

Mais on choisit maintenant deux sous-espacesHN etVN deH , tous deux de même dimension finie :

dimHN = dimVN = N.

On cherche une approximation de la solution du problème dans l’espaceHN , et on choisit comme fonction test les
fonctions de base deVN . On obtient donc le système :

{
u ∈ HN

a(u, v) = T (v) ∀v ∈ VN
On appelleHN l’espace d’approximation, etVN l’espace des fonctions test. Si(φ1, . . . , φN ) est une base deHN

et(ψ1, . . . , ψN ) une base deVN , en développantu(N) sur la base de(φ1, . . . , φN ). u(N) =
∑
ujφj , et en écrivant

(3.2.3) pourv = φj , on obtient :
{
u ∈ HN

a(u, ψi) = T (ψi), ∀i = 1, . . . , N.

Le système à résoudre est donc : {
u(N) =

∑N
i=1 uiφi,

KU = G,
avecKj = a(φj , di) etGi = T (ψi), pouri = 1, . . . , N .

3.3 La méthode deśeléments finis

La méthode des éléments finis est une façon de choisir lesbases des espaces d’approximation pour les méthodes
de Ritz et Galerkin.

3.3.1 Principe de la ḿethode

On se limitera dans le cadre de ce cours à des problèmes du second ordre. L’exemple type sera le problème de
Dirichlet (3.1), qu’on rappelle ici : 





−∆u = f dansΩ

u = 0 sur∂Ω

et l’espace de Hilbert sera l’espace de SobolevH1(Ω) ouH1
0 (Ω).

On se limitera à un certain type d’éléments finis, dits “deLagrange”. Donnons les principes généraux de la
méthode.

Eléments finis de Lagrange Soit Ω ⊂ IR2 (ou IR3), SoitH l’espace fonctionnel dans lequel on recherche la
solution (par exempleH1

0 (Ω) s’il s’agit du problème de Dirichlet (3.1)). On chercheHN ⊂ H = H1
0 (Ω) et les

fonctions de baseφ1, . . . , φN . On va déterminer ces fonctions de base à partir d’un découpage deΩ en un nombre
fini de cellules, appelés, “éléments”. la procédure estla suivante :

1. On construit un “maillage”T deΩ (en triangles ou rectangles) que l’on appelle élémentsK.

2. Dans chaque élément, on se donne des points que l’on appelle “noeuds”.

3. On définitHN par :
HN =

{
u : Ω→ IR/u|K ∈ Pk, ∀K ∈ T

}
∩H

oùPk désigne l’ensemble des polynômes de degré inférieur ouégal àk. Le degré des polynômes est choisi
de manière à ce queu soit entièrement déterminée par ses valeurs aux noeuds.Pour une méthode d’éléments
finis de type Lagrange, les valeurs aux noeuds sont également les “degrés de liberté”, c.à.d. les valeurs qui
déterminent entièrement la fonction recherchée.
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4. On construit une base{φi . . . φN} deHN tel que le support deφi soit “le plus petit possible”. Les fonctions
φi sont aussi appelées fonctions de forme.

Remarque 3.28 (Eĺements finis non conformes)Notons qu’on a introduit ici une ḿethode d́eléments finis conforme,
c’est–̀a–dire que l’espace d’approximationHN est inclus dans l’espaceH . Dans une ḿethode non conforme, on
n’aura plusHN ⊂ H , et par conśequence, on devra aussi construire une forme bilinéaire approch́eeaT ; on
pourra voir à ce sujet l’exercice 46 page 122 où on exprime la ḿethode des volumes finis comme une méthode
déléments finis non conformes.

Exemple en dimension 1 Soit Ω =]0, 1[⊂ IR et soitH = H1
0 ([0, 1[) ; on cherche un espaceHN d’approxi-

mation deH . Pour cela, on divise l’intervalle]0, 1[ enN intervalles de longueurh = 1
N+1 . On posexi = i,

i = 0, N + 1. Les étapes 1. à 4. décrites précédemment donnent dans ce cas :

1. Construction des élémentsOn a construitn+ 1 élémentsKi =]xi, xi+1[, i = 0, . . . , N .

2. Noeuds: On a deux noeuds par élément, (xi et xi+1 sont les noeuds deKi, i = 0, . . . , N ) Le fait que
HN ⊂ H1

0 (]0, 1[) impose que les fonctions deHN soient nulles enx0 = 0 et xN+1 = 1. On appelle
x1, . . . , xN les noeuds libres etx0, xN+1 les noeuds liés. Les degrés de liberté sont donc les valeurs deu en
x1, . . . , xN . Aux noeuds liés, on au(x0) = u(xN+1) = 0

3. Choix de l’espaceOn choisit comme espace de polynôme :P1 = {ax+ b, a, b ∈ IR} et on pose :

HN = {u : Ω→ IR t.q.u|Ki
∈ P1, ∀i = 1 . . .N, u ∈ C(Ω̄) = C([0, 1]) etu(0) = u(1) = 0}.

Rappelons queH = H1
0 (]0, 1[) ⊂ C([0, 1]). Avec le choix deHN , on a bienHN ⊂ H .

4. Choix de la base deHN .
Si on prend les fonctions de “type 1” de la méthode de Ritz, onchoisit les fonctions décrites sur la figure 3.1.
On a doncH1 = V ect{φ1}, H3 = V ect{φ1, φ2, φ3}, etH7 = V ect{φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6, φ7}, oùV ect
désigne le sous espace engendré par la famille considér´ee. Avec ce choix, on a doncH1 ⊂ H3 ⊂ H7.

0 1

φ1φ2 φ3φ4 φ5 φ61 φ7

FIG. 3.1 – Fonctions de forme de type 1 (espaces emboı̂tés)

Si maintenant on choisit des fonctions de forme de “type 2” onpeut définirφi pouri = 1 àN par :






φi : affine par morceaux, continue

supp(φi) = [xi−1, xi+1]

φi(xi) = 1

φi(xi−1) = φi(xi+1) = 0

(3.34)

Il est facile de voir queφi ∈ HN et que{φ1, . . . , φN} engendreHN , c’est à dire que pour toutu ∈ HN ,

il existe(u1, . . . , uN) ∈ IRN tel queu =

N∑

i=1

uiφi. On a représenté sur la figure 3.2 les fonctions de base
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obtenue pourH3 (à gauche) etH7 (à droite). On peut remarquer que dans ce cas, les espaces d’approximation
ne sont plus inclus les uns dans les autres.

0 1

1

0 1

1
φ4φ1 φ3φ2 φ5 φ6 φ7

φ2 φ3φ1

FIG. 3.2 – Fonctions de forme de type 2 (fonction P1) en une dimension d’espace

Exemple en dimension 2 Soit Ω un ouvert polygonal deIR2, etH = H1
0 (Ω). Les étapes de construction de la

méthode des éléments finis sont encore les mêmes.

1. Eléments: on choisit des triangles.

2. Noeuds: on les place aux sommets des triangles. Les noeudsxi ∈ Ω (intérieurs àΩ) sont libres, et les
noeudsxi ∈ ∂Ω (sur la frontière deΩ sont liés. On noteraΣ l’ensemble des noeuds libres,ΣF l’ensemble
des noeuds liés, et,Σ = ΣI ∪ ΣF .

3. Espace d’approximationL’espace des polynômes est l’ensemble des fonctions affines, notéP1. Une fonction
p ∈ P1 est de la forme :

p : IR2 → IR,
x = (x1, x2) 7→ a1x1 + a2x2 + b,

avec(a1, a2, b) ∈ IR3. L’espace d’approximationHN est donc défini par :

HN : {u ∈ C(Ω̄);u|K ∈ P1, ∀K, etu(xi) = 0, ∀xi ∈ ΣF }

4. Base deHN : On choisit comme base deHN la famille de fonctions{φi}i = 1, . . . , N , oùN = card(ΣI),
oùφi est définie, pouri = 1 àN , par :






φi est affine par morceaux,
φi(xi) = 1,
φi(xj) = 0, ∀j 6= 1.

(3.35)

La fonctionφi associée au noeudxi a donc l’allure présentée sur la figure 3.3. Le support de chaque fonction
φi (c’est à dire l’ensemble des points oùφi est non nulle), est constitué de l’ensemble des triangles dontxi
est un sommet.

En résuḿe Les questions à se poser pour construire une méthode d’éléments finis sont donc :

1. La construction du maillage.

2. Un choix cohérent entre éléments, noeuds et espace despolynômes.

3. La construction de l’espace d’approximationHN et de sa base{φi}i=1...N .

4. La construction de la matrice de rigiditéK et du second membreG.

5. L’évaluation ded(u,HN ) en vue de l’analyse de convergence.
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1

x(1)

x(2)

xi

φi(x)

FIG. 3.3 – Fonction de forme de type 2 (fonction P1) en deux dimensions d’espace

3.3.2 Construction du maillage, de l’espaceHN et de sa baseφN

Construction deséléments

Soit Ω ∈ IR2 un ouvert borné polygonal. On construit un maillage deΩ en divisantΩ̄ en parties fermées
{Kℓ}ℓ=1,...,L oùL est le nombre d’éléments.
Les principes pour la construction du maillage sont :
– Eviter les angles trop grands ou trop petits. On préfèrera par exemple les triangles de gauche plutôt que ceux de

droite dans la figure 3.4.

FIG. 3.4 – Exemple de triangles “bons” (à gauche) et “mauvais” (à droite)

– Mettre beaucoup d’éléments là oùu varie rapidement (ceci ne peut se faire que si on connait a priori les zones
de de variation rapide, ou si on a les moyens d’évaluer l’erreur entre la solution exacte du problème et la solution
calculée et de remailler les zones ou celle–ci est jugée trop grande.

– On peut éventuellement mélanger des triangles et des rectangles, mais ceci n’est pas toujours facile.
Il existe un très grand nombre de logiciels de maillages en deux ou trois dimensions d’espace. On pourra pour s’en
convaincre utiliser le moteur de recherche google sur internet avec les mots clés : “mesh 2D structured”, “mesh 2D
unstructured”, “mesh 3D structured”, “mesh 3D unstructured”. Le mot “mesh” est le terme anglais pour maillage,
les termes 2D et 3D réfèrent à la dimension de l’espace physique. Le terme “structured” (structuré en français)
désigne des maillages que dont on peut numéroter les éléments de façon cartésienne, le terme “unstructured”
(non structuré) désigne tous les autres maillages. L’avantage des maillages “structurés” est qu’ils nécessitentune
base de données beaucoup plus simple que les maillages non structurés, car on peut connaitre tous les noeuds
voisins à partir du numéro global d’un noeud d’un maillagestructuré, ce qui n’est pas le cas dans un maillage non
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structuré (voir paragraphe suivant pour la numérotationdes noeuds). La figure 3.5 montre un exemple de maillage

FIG. 3.5 – Exemple de maillage structuré (à gauche) et non-structuré (à droite) d’une surface

de surface structuré ou non-structuré, pris sur le site web du logiciel Gmsh : a three-dimensional finite element
mesh generator with built-in pre- and post-processing facilities, dévelippé par C. Geuzaine and J.-F. Remacle
(http ://www.geuz.org/gmsh/).

Choix des noeuds

On se donne une famille{Si}i=1,...,M deM points deΩ̄, de composantes(xi, yi), pouri = 1, . . . ,M .
Le maillage éléments finis est défini par éléments{Kℓ}ℓ=1...L et les noeuds{Si}i=1...M . Ces éléments et noeuds
ne peuvent bien sûr pas être choisis indépendamment. Dans le cas général, on choisit tous les éléments de même
type (par exemple, des triangles) et on se donne un nombre fixede noeuds par élément, ce qui détermine le nombre
total de noeuds. Chaque noeud appartient donc à plusieurs ´eléments. Dans le cas d’un maillage structuré tel que
celui qu’on a décrit dans la figure 1.5 page 27, une numérotation globale des noeuds est suffisante pour retrouver
les éléments dont font partie ce noeud, ainsi que tous les voisins du noeud. Par contre, dans le cas d’un maillage
non structuré (un maillage en triangles, par exemple), on aura besoin d’une numérotation locale des noeuds c’est
à dire une numérotation des noeuds de chaque élément, pour k = 1, . . . , Nℓ, oùNℓ est le nombre de noeuds par
élément ; on aura également besoin d’une numérotation globale des noeuds, et d’une table de correspondance,
l’une qui donne pour chaque élément, les numéros dans la numérotation globale des noeuds qui lui appartiennent.

iℓr = notation globale(ℓ, r) r-ième noeud de l’élémentℓ

Amélioration de la précision

On a vu aux paragraphes précédents que l’erreur entre la solution exacteu recherchée et la solutionu(N) obtenue
par la méthode de Ritz ou de Galerkin est majorée par une constante fois la distance entreH etHN . On a donc
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intérêt à ce que cette distance soit petite. Pour ce faire, il paraı̂t raisonnable d’augmenter la dimension de l’espace
HN . Pour cela, on a deux possibilités :
– augmenter le nombre d’éléments : on augmente alors aussile nombre global de noeuds, mais pas le nombre

local.
– augmenter le degré des polynômes : on augmente alors le nombre de noeuds local, donc on augmente aussi

le nombre global de noeuds, mais pas le nombre d’éléments.Ce deuxième choix (augmentation du degré des
polynômes) ne peut se faire que si la solution est suffisamment régulière ; si la solution n’est pas régulière, on
n’arrivera pas à diminuerd(H,HN ) en augmentant le degré des polynômes.

3.4 Exercices

Exercice 33 (FonctionsH1 en une dimension d’espace)

Montrer que siu ∈ H1(]0, 1[), alorsu est continue. En déduire queH2(]0, 1[) ⊂ C1([0, 1]).

Exercice 34 (Minimisation de la semi-norme) Suggestions en page 125, corrigé en page 126

Soit Ω un ouvert borné deIRn. On suppose que sa frontière est de classeC1 par morceaux. Etant donné une
fonctionu0 ∈ H1(Ω), on désigne paru0 +H1

0 (Ω) l’ensemble{u0 + v, v ∈ H1
0 (Ω)}.

1. Montrer qu’il existe une unique fonctionu ∈ u0 +H1
0 (Ω) tel que :

|u|1,Ω = inf
v∈u0+H1

0 (Ω)
|v|1,Ω.

2. Caractériseru comme étant la solution d’un problème aux limites.

Exercice 35 (Formulation faible pour le problème de Dirichlet en 1D) Corrigé en page 127

Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème suivant :

− u′′(x) = f(x), x ∈]0, 1[, (3.36)

u(0) = 0, u(1) = 0. (3.37)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.37).

Exercice 36 (Rel̀evement) Corrigé en page 129

Soienta etb ∈ IR, etf ∈ C(IR, IR).

1. Soientu0 etu1 définies de[0, 1] dansIR paru0(x) = a+ (b− a)x etu1(x) = a+ (b− a)x2. Montrer qu’il
existe un uniquẽu (resp.ū) tel queu = u0 + ũ (resp.v = u1 + ū ) soit solution de (3.10). Montrer que
u = v.

2. Mêmes questions en supposant maintenant queu0 etu1 sont des fonctions deC2([0, 1]) telles queu0(0) =
u1(0) = a etu0(1) = u1(1) = b.

Exercice 37 (Rel̀evement en une dimension d’espace)Suggestions en page 125

Ecrire une formulation faible pour laquelle on puisse appliquer le théorème de Lax Milgram, dans le cas du
problème suivant : 




−u′′(x) = f(x), x ∈ [0, 1]

u′(0) = 0

u(1) = 1.

(3.38)

Exercice 38 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann)Corrigé en page 130

Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème suivant :

−uxx(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0)− u(0) = 0, u′(1) = −1.

(3.39)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.39) ; y-a-t-il existence et unicité des solutions
faibles de (3.39) ?

Analyse numérique des EDP, M1 118 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



3.4. EXERCICES CHAPITRE 3. MÉTHODES VARIATIONNELLES

Exercice 39 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis)

Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème suivant :
{
−u′′(x)− u′(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) + u′(0) = 0, u(1) = 1

(3.40)

1. Donner une formulation faible du problème de la forme
{

Trouveru ∈ H1(]0, 1[);u(1) = 1,
a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H. (3.41)

oùH = {v ∈ H1(]0, 1[); v(1) = 0}, a etT sont respectivement une forme bilinéaire surH1(]0, 1[) et une forme
linéaire surH1(]0, 1[), à déterminer.

2. Y-a-t-il existence et unicité de solutions de cette formulation faible ?

Exercice 40 (Conditions mixtes)Suggestions en page 126, corrigé en page 131

Soit Ω un ouvert bornéIRd, d = 1ou2, de frontière∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, avecΓ0 ∩ Γ1 = ∅ ; on suppose que la mesure
d− 1 dimensionnelle deΓ0 est non nulle, et soitf ∈ L2(Ω). On s’intéresse ici au problème suivant :

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω,
u(x) = 0, x ∈ Γ0,
∇u(x) · n(x) = 0, x ∈ Γ1,

(3.42)

oùn est la normale unitaire à∂Ω extérieure àΩ.

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.42) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram. (On rappelle que l’inégalité de Poincar´e donnée en bas de page 12 page 24 pour les fonctions
deH1

0 (Ω) est encore valable pour les fonctions deH1(Ω) dont la trace est nulle sur un sous-ensemble de∂Ω de
mesure ((d− 1)–dimensionnelle) non nulle.)

Exercice 41 (Probl̀eme elliptique pour un problème avec conditions mixtes)Corrigé en page 132

SoitΩ un ouvert bornéIRd, d = 1 ou2, de frontière∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, avecΓ0 ∩ Γ1 = ∅ ; on suppose que la mesure
d− 1 dimensionnelle deΓ0 est non nulle. On s’intéresse ici au problème suivant :

−div(p(x)∇u(x)) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω,
u(x) = g0(x), x ∈ Γ0,
p(x)∇u(x).n(x) + σu(x) = g1(x), x ∈ Γ1,

(3.43)

où :
f ∈ L2(Ω),
p ∈ L∞(Ω), est telle qu’il existeα > 0 t.q.p(x) ≥ α p.p.
q ∈ L∞(Ω), q ≥ 0,
σ ∈ IR+,
g0 ∈ L2(Γ0) est telle qu’il existẽg ∈ H1(Ω) t.q.γ(g̃)|Γ0 = g0
g1 ∈ L2(Γ1),
n est la normale unitaire à∂Ω extérieure àΩ.

1. Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3.43) telle qu’on puisse appliquer le lemme
de Lax-Milgram.

2. On suppose dans cette question quep ∈ C1(Ω), q ∈ C(Ω) g0 ∈ C(Γ0) et g1 ∈ C(Γ1). Soit u ∈ C2(Ω).
Montrer queu est solution faible si et seulement siu est une solution classique de (3.43).

Exercice 42 ( Probl̀eme de Neumann homog̀ene ) Suggestions en page 125

On considère le problème suivant :

−∆u+ u = f dansΩ, (3.44)

∇u · n = 0 surΩ (3.45)
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où Ω est un ouvert borné deIRd de frontière régulière de classeC2 et de normale unitaire extérieuren, et f ∈
L2(Ω).
1. Montrer que siu est une solution régulière de (3.45) etϕ ∈ C∞(IRd), alors

∫

Ω

(∇u · ∇ϕ+ u ϕ) dx =

∫

Ω

fϕ dx

En déduire queu est solution de la formulation faible suivante :

u ∈ H1(Ω), (3.46)
∫

Ω

(∇u · ∇v + uv) dx =

∫

Ω

fv dx, ∀v ∈ H1(Ω). (3.47)

2. Montrer que siu est une solution régulière de classeC2 de (3.47) etϕ ∈ C∞(IRd), alorsu est solution de
(3.45).

Exercice 43 ( Un probl̀eme de ŕeaction-diffusion ) Suggestions en page 125, corrigé en page 133

Soitα un réel positif ou nul, et soitf une fonction continue. On considère le problème suivant :

−u′′(x) + αu(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0) = u(0),
u′(1) = 0.

(3.48)

oùu′′ désigne la dérivée seconde deu par rapport àx.

1. Ecrire une formulation variationnelle de (4.28).

2. On considère le problème

u ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H1(]0, 1[).
(3.49)

2.a Déterminer le problème aux limites dont la formulation faible est (4.29).

2.b. Montrer que siα > 0, (4.29) admet une unique solution.
3. Montrer que ceci est encore vrai pourα = 0 en appliquant l’inégalité de Poincaré à la fonctionv − v(0)).

Exercice 44 (Condition inf-sup) Corrigé en page 134

SoitV un espace de Hilbert réel de produit scalaire(·; ·) induisant une norme|| · ||. On se donnea(·; ·) une forme
bilinéaire continue surV × V , avecM comme constante de continuité. SoitL une forme linéaire continue surV .
On suppose de plus qu’il existe une solutionu ∈ V au problème suivant :

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V. (3.50)

SoitVh un sous-espace deV de dimension finie. On suppose qu’il existeβh ∈ R+ telle que :

inf
(vh∈Vh,‖vh‖=1)

(
sup

(wh∈Vh,‖wh‖=1)

(a(vh;wh))

)
≥ βh (3.51)

On cherche alorsuh solution de :

uh ∈ Vh,
a(uh, vh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh (3.52)

1. Montrer que le problème (3.52) admet une unique solution.

2. Soitu la solution de (3.50) etuh la solution de (3.52). Montrer que :

‖u− uh‖ ≤
(

1 +
M

βh

)
inf

vh∈Vh

‖u− vh‖. (3.53)
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Exercice 45 (Condition inf-sup pour un problème mixte)

SoientV etQ deux espaces de Hilbert, on note(·, ·)V , ‖ · ‖V et (·, ·)Q, ‖ · ‖Q leurs produits scalaires et normes
respectives, et on considère le problème suivant :





Trouveru ∈ V, p ∈ Q, tels que
a(u, v) + b(v, p) = (f, v)H , ∀v ∈ V,
b(u, q) = (g, q)Q, ∀q ∈ Q.

(3.54)

oùa est une forme bilinéaire continue et coercive surV etb est une application bilinéaire continue deV ×Q dans
IR.
Pour(u, p) et (v, q) éléments deV ×Q, on pose :

B(u, p; v, q) = a(u, v) + b(v, p) + b(u, q),

F (v, q) = (f, v)H + (g, q)Q.

et on munitV ×Q d’une norme notée‖(·, ·)‖, définie par‖(v, q)‖ = ‖v‖V + ‖q‖Q pour(v, q) ∈ V ×Q.
1. Montrer queB est une forme bilinéaire continue surV ×Q.

2. Montrer que le problème (3.54) est équivalent au probl`eme :

{
Trouver(u, p) ∈ V ×Q, tels que
B(u, p; v, q) = F (v, q), ∀(v, q) ∈ V ×Q. (3.55)

On considère maintenant des espaces d’approximation (parexemple construits par élements finis). Soient donc
(Vn)n∈IN et (Qn)n∈IN des espaces de Hilbert de dimension finie tels queVn ⊂ V etQn ⊂ Q, pour toutn ∈ IN.

3. On suppose dans cette question que la condition suivante (dite condition “inf-sup”) est satisfaite :

Il existeβ ∈ IR∗
+ (indépendant den) tel que inf

q∈Qn

sup
w∈Vn,
‖w‖V 6=0

b(w, q)

‖w‖V
≥ β‖q‖Q. (3.56)

(a) Montrer qu’il existeα ∈ IR∗
+ tel que :

Pour toutq ∈ Qn etv ∈ Vn, B(v, q; v,−q) ≥ α‖v‖2V . (3.57)

(b) Soit (v, q) ∈ Vn × Qn, montrer qu’il existew ∈ Vn tel que‖w‖V = ‖q‖Q et b(w, q) ≥ β‖q‖2Q.
Montrer que pour ce choix dew, on a :

B(v, q;w, 0) ≥ −M‖v‖V ‖w‖V + β‖q‖2Q,

oùM est la constante de continuité dea.

(c) En déduire qu’il existe des réels positifsC1 etC2 indépendants den tels que

B(v, q;w, 0) ≥ −C1‖v‖2V + C2‖q‖2Q.

(On pourra utiliser, en le démontrant, le fait que pour touta1 ≥ 0, a2 ≥ 0 et ǫ > 0, on a
a1a2 ≤ 1

εa
2
1 + εa2

2.)

(d) Soitγ ∈ IR∗
+. Montrer que siγ est suffisamment petit, on a :

B(v, q; v + γw,−q) ≥ C3[‖v‖2V + ‖q‖2Q].

et
‖(v + γw,−q)‖ ≤ C4‖(v, q)‖,

oùC3 etC4 sont deux réels positifs qui ne dépendent pas den.

(e) En déduire que la condition suivante (dite de stabilit´e) est satisfaite :

Il existeδ ∈ IR∗
+ (indépendant den) tel que pour tout(u, p) ∈ Vn ×Qn,

sup
(v,q)∈Vn×Qn,

‖(v,q)‖6=0

B((u, p); (v, q))

‖(v, q)‖ ≥ δ‖(u, p)‖. (3.58)
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4. On suppose maintenant que la condition (3.58) est satisfaite.

(a) Montrer que pour toutp ∈ Q,

sup
(v,q)∈Vn×Qn,

‖(v,q)‖6=0

b(v, p)

‖(v, q)‖ ≥ δ‖p‖Q.

(b) En déduire que pour toutp ∈ Q,

sup
(v,q)∈Vn×Qn,

‖(v,q)‖6=0

b(v, p)

‖v‖V
≥ δ‖p‖Q.

5. Déduire des questions précédentes que la condition (3.56) est satisfaite si et seulement si la condition (3.58)
est satisfaite.

Exercice 46 (Volumes finis vus comme deśeléments finis non conformes)Suggestions en page 126, corrections
en page 136

Soit un ouvert borné polygonal deIR2, etT un maillage admissible au sens des volumes finis (voir page 1.5.2 page
28) deΩ.

1. Montrer que la discrétisation par volumes finis de (3.1) se ramène à chercher(uK)K∈T , qui vérifie :

∑

σ∈Eint, σ=K|L
τσ(uL − uK) +

∑

σ∈Eext, σ∈EK

τσ uK = m(K)fK (3.59)

où Eint représente l’ensemble des arêtes internes (celles qui nesont pas sur le bord)Eext l’ensemble des arêtes
externes (celles qui sont sur le bord), et

τσ =





m(σ)

dK,σ + dL,σ
si σ ∈ Eint, σ = K|L,

m(σ)

dK,σ
si σ ∈ Eext, σ ∈ EK ,

(3.60)

(voir figure 1.6 page 28).

2. On noteHT (Ω) le sous-espace deL2(Ω) formé des fonctions constantes par maille (c.à.d. constantes sur chaque
élément deT ). Pouru ∈ HT (Ω), on noteuK la valeur deu surK. Montrer que(uK)K∈T est solution de (3.60)
si et seulement siu ∈ HT (Ω) est solution de :

{
u ∈ HT (Ω),
aT (u, v) = TT (v), ∀v ∈ HT (Ω),

(3.61)

oùaT est une forme bilinéaire surHT (Ω) (à déterminer), etTT est une forme linéaire surHT (Ω) (à déterminer).

Exercice 47 (Discŕetisation du bi-laplacien) Corrigé en page??.

La modélisation d’une poutre en charge encastrée à ses deux extrémités amène à s’intéresser au problème d’ordre
4 suivant (dit problème “biharmonique”) :

u(4)(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) = 0, u′(0) = 0.
u(1) = 0, u′(1) = 0.

(3.62)

oùu(4) désigne la dérivée quatrième deu par rapport àx, etf est une fonction continue.
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Le probl ème continu

1. On suppose (dans cette question seulement) quef ≡ 1. Calculer la solution exacteu de (3.62), et la représenter
graphiquement (grossièrement).

2. SoitH2(]0, 1[) l’ensemble des fonctions de carré intégrable dont les dérivées (faibles) première et seconde sont
également de carré intégrable :

H2(]0, 1[) = {u ∈ L2(]0, 1[), u′ ∈ L2(]0, 1[) etu′′ ∈ L2(]0, 1[).}

On rappelle également que les fonctions deH1(]0, 1[) sont continues sur[0, 1].

2.1 Montrer queH2(]0, 1[) ⊂ C1([0, 1]).

On définit alors :

H2
0 (]0, 1[) = {u ∈ H2(]0, 1[);u(0) = u(1) = 0, u′(0) = u′(1) = 0}.

2.2 Montrer que siu ∈ C4([0, 1]) est solution de (3.62), alorsu est solution de :

u ∈ H2
0 (]0, 1[)∫ 1

0

u′′(x)v′′(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H2
0 (]0, 1[,

(3.63)

2.3 Montrer que réciproquement, siu est solution de (3.63) etu ∈ C4([0, 1]), alorsu est solution de (3.62).

On admettra que le problème (3.63) admet une solution unique.

On cherche maintenant à trouver une solution approchée dela solution de (3.62) ou (3.63).

Discrétisation par diff érences finies

3. SoitM > 2 et h = 1
M+1 . On construit une subdivision de[0, 1], notée(yk)k=0,...,M+1, définie par :yi =

ih pouri = 0, . . . ,M + 1.
On noteui l’inconnue discrète associée au pointyi, i = 0, . . . ,M + 1.

3.1 Soientϕ ∈ C5(IR), x ∈ IR eth > 0, écrire les développements limités enx deϕ(x+2h), ϕ(x+h),ϕ(x−h),
etϕ(x− 2h) à l’ordre 5 enh.

3.2 Par une combinaison linéaire adéquate, en déduire pour i = 2, . . . ,M − 1, une approximation par différences
finies deu(4)(yi) en fonction deui−2, ui−1, ui, ui+1 etui+2 qui soit consistante d’ordre 2.

3.3 Ecrire un schéma de différences finies consistant pourla discrétisation de (3.62) sous la forme

(δ(4)u)i = f(yi), i = 2, . . . ,M − 1, (3.64)

u0 = u1 = 0, (3.65)

uM = uM+1 = 0, (3.66)

où(δ(4)u)i est l’approximation consistante deu(4)(yi) construite avec les inconnues discrètesui−2, ui−1, ui, ui+1

etui+2 à la question 3.2.
Ecrire le schéma sous forme matricielle, et commenter la structure de la matrice du système linéaire à résoudre.

3.4 Soitδ(4)u ∈ IRM−2 dont les composantes sont les valeurs(δ(4)u)i pouri = 2, . . . ,M − 1. Notons(δ(2)u)i =
1
h (ui+1 +ui−1−2ui) la discrétisation habituelle deu′′(yi) par différences finies. A-t’on(δ(4)u)i = (δ(2)(δ(2)u))i
pour touti = 2, . . . ,M − 1 ?

Dans toute la suite, on considère le maillage suivant : pourN > 2 et h = 1/N , on définit lesN mailles
(Ki)i=1,...,N parKi =]xi−1/2, xi+1/2[, avecxi+1/2 = ih pour i = 0, . . . , N , et on notexi = (i − 1/2)h
pour i = 1, . . . , N les centres des mailles. On pose égalementx0 = 0 et xN+1 = 1. On définit également des
mailles “décalées”Ki+1/2 =]xi, xi+1[, pouri = 0, . . . , N .
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Discrétisation par un sch́ema volumes finis
4. Soit(ui)i=1,N ∈ IRN etu la fonction de]0, 1[ dansIR, constante par morceaux, définie par

u(x) = ui pour toutx ∈ Ki =]xi−1/2, xi+1/2[.

On définitDhu comme la fonction constante par morceaux sur les mailles décalées, définie par

Dhu(x) =





Di+1/2u = 1
h(ui+1 − ui) pour toutx ∈ Ki+1/2 =]xi, xi+1[ pouri = 1, . . . , N − 1,

D1/2u = 2
hu1 pour toutx ∈ K1/2 =]x0, x1[,

DN+1/2u = − 2
huN pour toutx ∈ KN+1/2 =]xN , xN+1[.

Enfin on définitD2
hu comme la fonction constante par morceaux sur les maillesKi, définie par :

D2
hu(x) = D2

i u =
1

h
(Di+1/2u−Di−1/2u) pour toutx ∈ Ki =]xi−1/2, xi+1/2[ pouri = 1, . . . , N.

4.a. CalculerD2
i u en fonction des valeursuj, j = 1, . . . , N .

4.b En déduire, pourk = 1, . . . , N , l’expression de la fonctionD2
hχk, oùχk ∈ IRN est la fonction caractéristique

de la mailleKk, c.à.d :

χk(x) =

{
1 si x ∈ Kk

0 sinon.

On noteHh l’espace des fonctions constantes sur les maillesKi, i = 1, . . . , N , etHh,0 les fonctions deHh nulles
sur les mailles 1 etN . On considère le schéma numérique défini par la forme faible discrète suivante :

Trouveru ∈ Hh,0 = {u ∈ Hh;u1 = uN = 0}, (3.67)
∫ 1

0

D2
hu(x) D

2
hv(x)dx =

∫
f(x) v(x)dx, ∀v ∈ Hh,0. (3.68)

4.c En prenant les fonctions caractéristiques des maillesKi comme fonctions tests dans (3.68), montrer que le
schéma (3.67)-(3.68) s’écrit aussi :

u ∈ Hh,0 (3.69)

Fi+1/2(D
2
hu)− Fi−1/2(D

2
hu) =

∫

Ki

f(x)dx, i = 1, . . . , N, (3.70)

Fi+1/2(D
2
hu) =

1

h
(D2

i+1u−D2
i u), i = 1, . . . , N − 1, (3.71)

F1/2(D
2
hu) = − 3

h
D2

1u etFN+1/2(D
2
hu) = − 3

h
D2
Nu. (3.72)

(3.73)

Expliquer pourquoi ce schéma peut prétendre à l’appellation “volumes finis”.

Quelques propriétés du sch́ema volumes finis

On se place ici sous les hypothèses et notations de la discr´etisation par volumes finis.

5.EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION DISCR̀ETE.

5.a Montrer que

∀u ∈ Hh,0,

∫ 1

0

u(x)D2
hu(x)dx =

∫ 1

0

Dhu(x)Dhu(x)dx.

5.b Soitu ∈ Hh,0 ; montrer que siDiu = 0 pour touti = 1, . . . , N alorsu ≡ 0.

5.c En déduire que sif = 0, et siu est solution de (3.67)-(3.68) alorsu = 0.

Analyse numérique des EDP, M1 124 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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5.d En déduire l’existence et l’unicité deu solution de (3.67)-(3.68).

6. STABILIT É.

6.1 (Poincaŕe discret suru). Soitu ∈ Hh. Montrer que‖u‖L2(Ω) ≤ ‖Dhu‖L2(Ω).

6.2 (Poincaŕe discret surDhu). Soitu ∈ Hh,0. Montrer que‖Dhu‖L2(Ω) ≤ ‖D2
hu‖L2(Ω).

6.3 (Estimation a priori sur la solution).Soit u ∈ Hh,0 solution de (3.67)-(3.68). Montrer que‖u‖L2(Ω) ≤
‖f‖L2(Ω).

Discrétisation par un sch́emaéléments finis non conformes
7. On considère maintenant les fonctions de formeφk des éléments finisP1 associées aux noeudsxk,k = 1, . . . , N .
7.1. Donner l’expression des fonctions de formeφk pourk = 1, . . . , N.
SoitVh l’espace engendré par les fonctionsφ1, . . . , φN etVh,0 l’espace engendré par les fonctionsφ2, . . . , φN−1.
Pourṽ ∈ Vh,0, on définitD̃2

hṽ comme la fonction deHh définie par :

D̃2
hṽ(x) = − 1

h

N−1∑

i=2

ṽ(xi)

∫ 1

0

φ′i(x)φ
′
k(x) dx, pour toutx ∈ Kk, k = 1, . . . , N.

On considère alors le schéma suivant pour l’approximation de (3.63).

Trouverũ ∈ Vh,0, (3.74)
∫ 1

0

D̃2
hũ(x)D̃

2
hṽ(x)dx =

∫
f(x) ṽ(x)dx, ∀ṽ ∈ Vh,0. (3.75)

7.2 Expliquer pourquoi le schéma (3.74)-(3.75) peut prétendre à l’appellation “éléments finis non conformes”.

7.3 Soit(ui)i=2,...,N−1 ∈ IRN−2 et soientu =
N−1∑

k=2

uiχk ∈ Hh,0 et ũ =
N−1∑

k=2

uiφk ∈ Vh,0.

(i) Montrer queũ′ est une fonction constante par morceaux sur les mailles décalées et comparer̃u′ àDhu.

(ii) CalculerD̃2
hũ et comparer̃D2

hũ àD2
hu.

3.5 Suggestions pour les exercices

Exercice 34 page 118

Rappel ; par définition, l’ensembleu0 +H1
0 est égal à l’ensemble{v = u0 + w,w ∈ 1H1

0}
1. Montrer que le problème s’écrit sous la forme :J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ H , ouH est un espace de Hilbert, avec
J(v) = a(v, v), oùa est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

2. Prendre une fonction test à support compact dans la formulation faible.

Exercice 37 page 118

Considérer les espaces
H1

1,1 = {v ∈ H1(]0, 1[); v(1) = 1} et

H1
1,0 = {v ∈ H1(]0, 1[); v(1) = 0}.

Exercice 42 page 119

1. On rappelle que l’espace des fonctions deC∞(IRd) restreintes àΩ est dense dansH1(Ω).

2. On admettra que l’image deH1(Ω) par l’application trace est dense dansL2(∂Ω).
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Exercice 40 page 119

Considérer comme espace de Hilbert l’ensemble{u ∈ H1(Ω);u = 0 surΓ0}.

Exercice 46 page 122

1. Intégrer l’équation sur la maille et approcher les flux sur les arêtes par des quotients différentiels.
2. Pour montrer que (3.59) entraı̂ne (3.61), multiplier parvK , où v ∈ HT (Ω), et développer. Pour montrer la
réciproque, écrireu comme combinaison linéaire des fonctions de base deHT (Ω), et prendre pourv la fonction
caractéristique de la mailleK. (3.59)

3.6 Corrigés des exercices

Exercice 34 page 118

1. Par définition, on sait que|u|1,Ω = (

∫

Ω

N∑

i=1

|∂iu(x)|2dx)
1
2 , où ∂iu désigne la dérivée partielle deu par rap-

ports à sai–ème variable. Attention ceci| · |1,Ω définit une semi-norme et non une norme sur l’espaceH1(Ω).
Cependant surH1

0 (Ω) c’est bien une norme, grâce à l’inégalité de Poincaré.On rappelle queH1
0 (Ω) = Ker(γ) ={

u ∈ H1(Ω) tel que γ(u) = 0
}

, où γ est l’opérateur de trace linéaire et continu deH1(Ω) dansL2(Ω) (voir

théorème 3.2 page 98). Le problème consiste à minimiser

(∫

Ω

N∑

i=1

|∂iu|2 dx
) 1

2

sur u0 + H1
0 (Ω). Tentons de

nous ramener à minimiser une certaine fonctionnelle surH1
0 (Ω). Soitv ∈ u0 + H1

0 (Ω). Alors v = u0 + w avec
w ∈ H1

0 (Ω), et donc :

|v|21,Ω = |u0 + w|21,Ω

=

∫

Ω

N∑

i=1

|∂i(u0 + w)|2 dx

=

∫

Ω

N∑

i=1

∣∣∣(∂iu0)
2

+ (∂iw)
2

+ 2 (∂iu0) (∂iw)
∣∣∣ dx

= |u0|21,Ω + |w|21,Ω + 2

∫

Ω

N∑

i=1

|∂iu0∂iw| dx

Ainsi chercher à mimimiser|v|1,Ω suru0 +H1
0 (Ω) revient à minimiserJ surH1

0 (Ω), oùJ est définie par :

J(w) = inf
H1

0 (Ω)
2

(∫

Ω

N∑

i=1

|∂iu0∂iw| dx+
1

2

∫

Ω

N∑

i=1

(∂iw)2
)
.

Pour montrer l’existence et l’unicité du minimum deJ , nous allons mettre ce problème sous une forme faible, puis
utiliser le théorème de Lax-Milgram pour en déduire l’existence et l’unicité d’une solution faible, et finalement
conclure que la fonctionnelleJ(w) admet un unique inf. On pose :

a(w, v) =

∫

Ω

N∑

i=1

(∂iw ∂iv) dx, ∀w, v ∈ H1
0 (Ω)

et

L(v) = −
∫

Ω

N∑

i=1

(∂iu0 ∂iv) dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Voyons si les hypothèses de Lax-Milgram sont vérifiées. La formea(w, v) est clairement symétrique, on peut
changer l’ordre dew et dev dans l’expression sans changer la valeur de l’intégrale. La formea(w, v) est bilinéaire.
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En effet, elle est linéaire par rapport au premier argument, puisque :∀u, v, w ∈ H1
0 (Ω) et∀λ, µ ∈ IR, on a :a(λw+

µu, v) = λa(w, v)+µa(u, v). Ainsi par symétrie, elle est aussi linéaire par rapport au second argument. Donc elle
est bien bilinéaire. Pour montrer que la formea(w, v) est continue, on utilise la caractérisation de la continuité des
applications bilinéaires. On va donc montrer l’existencedeC ∈ IR+ tel que|a(u, v)| ≤ C‖u‖H1‖v‖H1 pour tous
u, v ∈ H1

0 (Ω). Or, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|a(u, v)| =

∣∣∣∣∣

∫

Ω

N∑

i=1

(∂iu∂iv) dx

∣∣∣∣∣

≤
(∫

Ω

N∑

i=1

(∂iu)
2
dx

) 1
2
(∫

Ω

N∑

i=1

(∂iv)
2
dx

) 1
2

≤ ‖u‖H1‖v‖H1 .

La formea est donc bien continue. Montrons alors qu’elle est coercive, c’est–à–dire qu’il existeα > 0 tel que
a(v, v) ≥ α‖v‖2H1 pour toutv ∈ H1

0 (Ω).

a(v, v) =

∫

Ω

N∑

i=1

(∂iv(x))
2
dx

=

∫

Ω

∇v(x) · ∇v(x)dx

≥ 1

1 + diam(Ω)2
‖v‖2H1 ,

grâce à l’inégalite de Poincaré, qu’on rappelle ici :

‖v‖L2(Ω) ≤ c(Ω)‖∇v‖L2(Ω), ∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.76)

Donca est bien une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive. Par le même genre de raisonnement, on
montre facilement queL est linéaire et continue. Ainsi toutes les hypothèses de Lax-Milgram sont vérifiées, donc
le problème :

Trouveru ∈ H1
0 (Ω) tel quea(u, v) = L(v) pour toutv ∈ H1

0 (Ω)

a une unique solution dansH1
0 (Ω). De plus, commea est symétrique, la fonctionnelleJ admet un unique minimum.

2. On va maintenant caractériseru comme étant la solution d’un problème aux limites. Soitϕ ∈ D(Ω), doncϕ est
à support compact dansΩ. On a :

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ D(Ω),

et donc : ∫

Ω

∇u(x)∇(x)ϕdx = −
∫

Ω

∇u0(x)∇(x)ϕ(x)dx.

Commeu etu0 ∈ H1(Ω), et commeϕ est réguliére, on peut intégrer par parties ; en remarquant queϕ est nulle
sur∂Ω, on a donc :

−
∫

Ω

∆u(x)φ(x)dx =

∫

Ω

∆u0(x)φ(x)dx.

On en déduit que−∆u = ∆u0. Commeu ∈ H1
0 (Ω), ceci revient à résoudre le problème aux limitesũ = u−u0 ∈

H1(Ω), tel que−∆ũ = 0 dansΩ et ũ = u0 sur∂Ω.

Exercice 35 page 118 (Formulation faible du probl̀eme de Dirichlet)

Soitϕ ∈ C∞
c ([0, 1]), on multiplie la première équation de (3.37), on intègrepar parties et on obtient :

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx. (3.77)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) ilfaut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (3.77) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Commef ∈ L2(]0, 1[),
le second membre de (3.77) est bien défini dès queϕ ∈ L2(]0, 1[).
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De même, le premier membre de (3.77) est bien défini dès queu′ ∈ L2(]0, 1[ etϕ′ ∈ L2(]0, 1[).

Comme de plus, on doit avoiru = 0 en 0 et en 1, il est naturel de choisirH = H1
0 (]0, 1[)

def
= {u ∈ L2(]0, 1[;Du ∈

L2(]0, 1[) etu(0) = u(1) = 0}
(Rappelons qu’en une dimension d’espaceH1(]0, 1[) ⊂ C([0, 1]) et doncu(0) etu(1) sont bien définis).
Une formulation faible naturelle est donc :

{
u ∈ H = {u ∈ H1

0 (Ω); v(0) = v(1) = 0},
a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H,

oùa(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx etT (v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

La formulation variationnelle associée (notons quea est clairement symétrique), s’écrit :




Trouveru ∈ H,
J(u) = min

v∈H
J(v)

avecJ(v) =
1

2
a(u, v)− T (v)

Le fait quea soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive etqueT ∈ H ′ a été prouvé (dans le cas plus
général de la dimension quelconque) lors de la démonstration de la proposition 3.7 page 100.
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Exercice 36 page 118

1. Commef ∈ C(IR, IR), et comme−u′′ = f , on au ∈ C2(IR, IR). Or u0 ∈ C2(IR, IR) etu′′0 = 0 ; de même,
u1 ∈ C2(IR, IR) etu′′1 = 2(b− a).
Les fonctions̃u et ū doivent donc vérifier : 




−ũ′′ = f

ũ(0) = 0

ũ(1) = 0.

et 




−ū′′ = f + 2(b− a)
ū(0) = 0

ū(1) = 0.

Doncũ est l’unique solution du problème
{
ũ ∈ H1

0 (Ω)

a(u, ϕ) = T̃ (ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

aveca(u, ϕ) =

∫ 1

0

u′(x)ϕ′(x)dx et T̃ (ϕ) =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx, et ū est l’unique solution du problème.

{
ū ∈ H1

0 (Ω)

a(ū, ϕ) = T̄ (ϕ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω),

avecT̄ (ϕ) =

∫ 1

0

(f(x) + 2(b− a))ϕ(x)dx.

Montrons maintenant queu = v. Remarquons quew = u− v vérifie
{
w′′ = 0
w(0) = w(1) = 0

ce qui prouve quew est solution de {
w ∈ H1

0 (Ω)
a(w,ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω),

ce qui prouve quew = 0.

2. Le même raisonnement s’applique pouru0 etu1 ∈ C2([0, 1]) tel que

u0(0) = u1(0) = a etu1(0) = u1(1) = b.

Exercice 37 page 118

On introduit les espaces :
H1

1,1 = {v ∈ H1(]0, 1[); v(1) = 1}
H1

1,0 = {v ∈ H1(]0, 1[); v(1) = 0}
Soitu0 :]0, 1[→ IR, définie paru0(x) = x. On a bienu0(1) = 1, etu0 ∈ H1

1,1.
Cherchons alorsu sous la formeu = u0 + ũ, avecũ ∈ H1

1,0.
∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx − u′(1)v(1) + u′(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)vdx, ∀ ∈ H1
1,0.

Commev(1) = 0 etu′(0) = 0, on obtient donc :
∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx,

ou encore :
∫ 1

0

ũ′(x)v′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx −
∫ 1

0

u′0(x)v
′(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx −
∫ 1

0

v′(x)dx.

caru′0 = 1.
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Exercice 38 page 118

1. Soitv ∈ C∞
c ([0, 1]), on multiplie la première équation de (3.40), on intègrepar parties et on obtient :

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx − u′(1)v(1) + u′(0)v(0) +

∫ 1

0

u(x)v(x)dx =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx.

En tenant compte des conditions aux limites suru en 0 et en 1, on obtient :

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx +

∫ 1

0

u(x)v(x)dx + u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx − v(1). (3.78)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) ilfaut commencer par trouver un espace de Hilbert pour les
fonctions duquel (3.78) ait un sens, et qui soit compatible avec les conditions aux limites. Commef ∈ L2(]0, 1[),
le second membre de (3.78) est bien défini dès quev ∈ L2(]0, 1[).

De même, le premier membre de (3.78) est bien défini dès queu ∈ H1(]0, 1[ et v ∈ H1(]0, 1[)
def
= {u ∈

L2(]0, 1[;Du ∈ L2(]0, 1[). Il est donc naturel de choisirH = H(]0, 1[). On obtient ainsi la formulation faible
suivante : {

u ∈ H = {u ∈ H(Ω)},
a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H,

oùa(u, v) =

∫ 1

0

u′(x)v′(x)dx +

∫ 1

0

u(x)v(x)dx + u(0)v(0) etT (v) =

∫ 1

0

f(x)v(x)dx − v(1).

La formulation variationnelle associée (notons quea est clairement symétrique), s’écrit :




Trouveru ∈ H,
J(u) = min

v∈H
J(v)

avecJ(v) =
1

2
a(u, v)− T (v)

Pour montrer l’existence et l’unicité des solutions de (3.78), on cherche à appliquer le théorème de Lax–Milgram.
On remarque d’abord queT est bien une forme linéaire surH , et que de plus, par l’inégalité de Cauchy–Schwarz, :

|T (v)| = |
∫ 1

0

f(x)v(x)dx| + |v(1)| ≤ ‖f‖L2(]0,1[)‖v‖L2(]0,1[) + |v(1)|. (3.79)

Montrons maintenant que|v(1)| ≤ 2‖v‖H1(]0,1[). Ce résultat est une conséquence du théorème de trace, voir cours
d’EDP. Dans le cas présent, comme l’espace est de dimension1, la démonstration est assez simple en remarquant
que commev ∈ H1(]0, 1[), on peut écrire quev est intégrale de sa dérivée. On a en particulier :

v(1) = v(x) +

∫ 1

x

v′(t)dt,

et donc par l’inégalité de Cauchy–Schwarz,

|v(1)| = |v(x)| +
∫ 1

x

|v′(t)|dt ≤ |v(x)| + ‖v′‖L2(]0,1[).

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 on obtient :

|v(1)| ≤ ‖v(x)‖L1(]0,1[) + ‖v′‖L2(]0,1[).

Or ‖v‖L1(]0,1[) ≤ ‖v(x)‖L2(]0,1[). De plus

‖v‖L2(]0,1[) + ‖v′‖L2(]0,1[) ≤ 2 max(‖v(x)‖L2(]0,1[), ‖v′‖L2(]0,1[))

on a donc
(
‖v‖L2(]0,1[) + ‖v′‖L2(]0,1[)

)2

≤ 4 max(‖v(x)‖2L2(]0,1[), ‖v′‖2L2(]0,1[))

≤ 4(‖v‖2L2(]0,1[) + ‖v′‖2L2(]0,1[)).
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On en déduit que
|v(1)| ≤ ‖v‖L2(]0,1[) + ‖v′‖L2(]0,1[) ≤ 2‖v‖H1(]0,1[).

En reportant dans (3.79), on obtient :

|T (v)| ≤ (‖f‖L2(]0,1[) + 2)‖v‖H1(]0,1[)

ce qui montre queT est bien continue.
Remarquons que le raisonnement effectué ci–dessus pour montrer que|v(1)| ≤ 2‖v‖H1(]0,1[) s’applique de la
même manière pour montrer que

|v(a)| ≤ 2‖v‖H1(]0,1[) pour touta ∈ [0, 1]. (3.80)

Ceci est une conséquence du fait queH1(]0, 1[) s’injecte continûment dansC([0, 1]).

Il est clair quea est une forme bilinéaire symétrique (notons que le caractère symétrique n’est pas nécessaire pour
l’application du théorème de Lax–Milgram). Montrons quea est continue. On a :

|a(u, v)| ≤
∫ 1

0

|u′(x)v′(x)|dx +

∫ 1

0

|u(x)||v(x)|dx + |u(0)||v(0)|

≤ ‖u′‖L2(]0,1[)‖v′‖L2(]0,1[) + ‖u‖L2(]0,1[)‖v‖L2(]0,1[) + |u(0)||v(0)|

Grâce à (3.80), on en déduit que

|a(u, v)| ≤ ‖u′‖L2(]0,1[)‖v′‖L2(]0,1[) + ‖u‖L2(]0,1[)‖v‖L2(]0,1[) + 4‖u‖H1(]0,1[)‖v‖H1(]0,1[)

≤ 6‖u‖H1(]0,1[)‖v‖H1(]0,1[).

On en déduit quea est continue. Soitu ∈ H1(]0, 1[), Par définition dea, on a :

a(u, u) =

∫ 1

0

(u′(x))2dx+

∫ 1

0

(u(x))2dx+ u(0)2

≥ ‖u‖H1(]0,1[).

Ceci prouve que la formea est coercive. Par le théorème de Lax–Milgram, on en déduit l’existence et l’unicité des
solutions faibles de (3.78).

Exercice 40 page 119

Soitϕ ∈ H = {v ∈ H1(Ω) : u = 0 surΓ0}.
Multiplions la première équation de (3.42) parϕ ∈ H . On obtient :

∫

Ω

∇u(x).∇ϕ(x)dx +

∫

Γ0∪Γ1

∇u.n(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx

et comme∇u.n = 0 surΓ1 etϕ = 0 surΓ0, on obtient donc
∫

Ω

∇u(x).∇ϕ(x) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

On obtient donc la formulation faible.
{

Trouveru ∈ H ;
∫
Ω
∇u(x).∇v(x)dx =

∫
Ω
f(x)u(x)dx.

Notons que cette formulation ne diffère de la formulation faible du problème (3.1) que par la donnée de la condition
aux limites de Dirichlet surΓ0 et non∂Ω dans l’espaceH . La condition de Neumann homogène est implicitement
prise en compte dans la formulation faible.
La démonstration du fait que cette formulation satisfait les hypothèses du théorème de Lax-Milgram est similaire
à celle de la proposition 3.7 en utilisant, pour la coercivité, le fait que les fonctions à trace nulle sur une partie du
bord deΩ (de mesure non nulle) vérifient encore l’inégalité de Poincaré.
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Exercice 41 page 119

1. Multiplions la première équation de (3.43) parϕ ∈ C∞(Ω) et intégrons surΩ. Par la formule de Green, on
obtient :

∫

Ω

p(x)∇u(x).∇ϕ(x)dx −
∫

∂Ω

p(x)∇u(x).n(x)ϕ(x)dx +

∫

Ω

q(x)u(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx.

En tenant compte des conditions aux limites suru et en prenantϕ nulle surΓ0, on obtient alors :

a(u, ϕ) = T (ϕ)

avec :

a(u, ϕ) =

∫

Ω

(p(x)∇u(x).∇ϕ(x) + q(x)u(x)ϕ(x))dx +

∫

Γ1

σ(x)u(x)ϕ(x)dγ(x), (3.81)

et

T (ϕ) =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx +

∫

Γ1

g1(x)ϕ(x)dγ(x). (3.82)

Pour assurer la condition aux limites de type Dirichlet non homogène, on choisit doncu ∈ H1
Γ0,g0

(Ω) = {u ∈
H1(Ω);u = g0 surΓ0}, qu’on peut aussi décomposer en :u = ũ + u0 avecũ ∈ H1

Γ0,g0
(Ω) (“relèvement” deu)

etu0 ∈ H1
Γ0

(Ω) = {u ∈ H1(Ω);u = 0 surΓ0}, Une formulation faible naturelle est alors :

{
u ∈ H1

Γ0,g0
(Ω)

a(u, v) = T (v), ∀v ∈ H1
Γ0,0

(Ω),

ou encore : 



u = u0 + ũ

ũ ∈ H1
Γ0,0

(Ω)

a(ũ, v) = T (v)− T (u0), ∀v ∈ H1
Γ0,0

(Ω),

(3.83)

L’espaceH = H1
Γ0,0

(Ω) muni de la normeH1 est un espace de Hilbert. Il est facile de montrer que l’application
a définie deH ×H dansIR est bilinéaire. Montrons qu’elle est continue ; soient(u, v) ∈ H ×H , alors

a(u, v) ≤ ‖p‖L∞(Ω)‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖q‖L∞(Ω)‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + σ‖γ(u)‖L2(Ω)‖γ(v)‖L2(∂Ω).

Par le théorème de trace, il existeCΩ ne dépendant que deΩ tel que

‖γ(u)‖L2(∂Ω) ≤ CΩ‖u‖H1(Ω) et‖γ(v)‖L2(∂Ω) ≤ CΩ‖v‖H1(Ω).

On en déduit que
a(u, v) ≤

(
‖p‖L∞(Ω) + ‖q‖L∞(Ω) + σC2

Ω

)
‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω),

ce qui montre quea est continue. La démonstration de la coercivité dea est similaire à la démonstration du lemme
3.15 page 104. Enfin, il est facile de voir queT définie par (3.82) est une forme linéaire. On en déduit quele
théorème de Lax-Milgram s’applique.
2. On a déjà vu à la question précédente que siu est solution de (3.83), alorsu est solution de (3.43). Il reste à
démontrer la réciproque. Soit doncu solution de (3.83), et soitϕ ∈ C∞

c (Ω)(⊂ H). En utilisant la formule de
Green, et en notant queϕ est nulle sur∂Ω, on obtient :

∫

Ω

(−div(p∇u)(x) + q(x)u(x) − f(x))ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).

Commeu ∈ C2(Ω̄), on en déduit que :

−div(p∇u)(x) + q(x)u(x) − f(x) = 0, ∀x ∈ Ω.

Commeu ∈ H1
Γ0,g0

etu ∈ C2(Ω̄), on a aussiu = g0 surΓ0. Prenons maintenantϕ ∈ H1
Γ0,0

on a :

∫

Ω

p(x)∇u(x)∇ϕ(x)dx +

∫

Ω

q(x)u(x)ϕ(x)dx +

∫

Γ1

σ(x)u(x)ϕ(x)dγ(x) =

∫

Ω

f(x)dx+

∫

Γ1

g(x)ϕ(x)dγ(x).
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Par intégration par parties, il vient donc :
∫

Ω

−div(p(x)∇u(x))ϕ(x)dx+

∫

Γ1

p(x)∇u(x)·n(x)ϕ(x)dx+

∫

Γ1

σ(x)u(x)ϕ(x)dγ(x)+

∫

Ω

q(x)u(x)ϕ(x)dx =

=

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx +

∫

Γ1

g1(x)ϕ(x)dγ(x).

Or on a montré que−div(p∇u) + qu = 0. On a donc :
∫

Γ1

(p(x)∇u(x) · n(x) + σu(x)− g1(x))ϕ(x)dγ(x) = 0, ∀ϕ ∈ H1
Γ0,g0 .

On en déduit que :
p∇u · n+ σu− g1 = 0 surΓ1.

Doncu vérifie bien (3.43).

Exercice 43 page 120

1. Soitv une fonction suffisamment régulière, on multiplie la première équation de (4.28) parv et on intègre sur
]0, 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de prendreu, v ∈ H1(]0, 1[), auquel cas les fonctions sont continues
et donc les valeursu(0) etv(0) ont aussi un sens. On en déduit qu’une formulation faible est

u ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H1(]0, 1[).

On en déduit que la formulation variationnelle est

Trouveru ∈ H1(]0, 1[);
J(u) = min

v∈H
J(v),

avecJ(v) = 1
2a(v, v)−T (v), oùa est la forme bilinéaire définie para(u, v) =

∫ 1

0 u
′(x)v′(x) dx+α

∫ 1

0 u(x)v(x) dx+

u(0)v(0) etT la forme linéaire continue définie parT (v) =
∫ 1

0
f(x)v(x) dx.

2. Supposonsu régulière, et prenons d’abordv ∈ C1
c (]0, 1[). On a alors∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx

et donc en intégrant par parties :∫ 1

0

(−u′′(x) + αu(x)− f(x))v(x) dx = 0.

Comme ceci est vrai pout toute fonctionv ∈ Cc(]0, 1[), on en déduit que−u′′(x) + αu(x) = f(x), x ∈]0, 1[.
Prenons maintenantv ∈ H1(]0, 1[), en intégrant par parties et tenant compte de ce qui précède, on obtient
(−u′(0) + u(0))v(0) + u′(1)v(1) = 0.
Comme ceci est vrai pout toute fonctionv ∈ H1(]0, 1[), on en déduit queu vérifie (4.28).

2.b. On peut appliquer le lemme de Lax Milgram ; en effet,
– la forme linéaireT est continue car|T (v)| = |

∫ 1

0 f(x)v(x)| dx ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 par l’inégalité de Cauchy–
Schwarz, et donc|T (v)| ≤ C‖v‖L2 avecC = ‖f‖L2.

– la forme bilinéairea (qui est évidemment symétrique, ce qui n’est d’ailleurs pas nécessaire pour appliquer
Lax-Milgram) est continue ; en effet :

|a(u, v)| ≤ ‖u′‖L2‖v′‖L2 + α‖u‖L2‖v‖L2 + |u(0)||v(0)|;

Analyse numérique des EDP, M1 133 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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or pour toutx ∈]0, 1[ v(0) = v(x) +
∫ x
0
v′(t)dt et donc par inégalité triangulaire et par Cauchy–Schwarz, on

obtient que|v(0)| ≤ |v(x)| + ‖v′‖L2 . En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

|v(0)| ≤ ‖v‖L1 + ‖v′‖L2 ≤ ‖v‖L2 + ‖v′‖L2 ≤ 2‖v‖H1 .

La meme inégalité est évidemment vraie pouru(0). On en déduit que :

a(u, v) ≤ ‖u′‖L2‖v′‖L2 + α‖u‖L2‖v‖L2 + 4‖u‖H1‖v‖H1

≤ ‖u‖H1‖v‖H1 + α‖u‖H1‖v‖H1 + 4‖u‖H1‖v‖H1

≤ (5 + α)‖u‖H1‖v‖H1 ,

ce qui prouve quea est continue.
Montrons maintenant quea est coercive. Dans le cas oùα > 0, ceci est facile à vérifier, car on a

a(u, u) =

∫ 1

0

u′(x)2 dx+ α

∫ 1

0

u(x)2 dx+ u(0)2 ≥ min(α, 1)‖u‖2H1 .

Par le lemme de Lax -Milgram, on peut donc conclure à l’existence et l’unicité de la solution de (4.29). 3. Dans le
cas oùα = 0, on applique l’inégalité de Poincaré à la fonctionw = u− u(0), ce qui est licite carw(0) = 0 ; on a
donc :‖w‖L2 ≤ ‖w′‖L2 , et donc‖u′‖L2 ≥ ‖u− u(0)‖L2 . On en déduit quea(u, u) ≥ ‖u− u(0)‖2L2 + u(0)2 ≥
1
2‖u‖2L2.
On écrit alors que

a(u, u) =
1

2
a(u, u) +

1

2
a(u, u)

≥ 1

2
‖u′‖2L2 +

1

4
‖u‖2L2

≥ 1

4
‖u‖2H1 ,

ce qui montre que la forme bilinéairea est encore coercive.

Corrig é de l’exercice 44 page 120

1. Pour montrer que le problème (3.52) admet une unique solution, on aimerait utiliser le théorème de Lax-
Milgram. CommeVh ⊂ V un Hilbert, quea une forme bilinéaire continue surV × V , et queL est une forme
linéaire continue surV , il ne reste qu’à montrer la coercivité dea sur Vh. Mais la condition (3.51) page 120
n’entraı̂ne pas la coercivité dea surVh. Il suffit pour s’en convaincre de considérer la forme bilinéairea(u, v) =
u1u2 − v1v2 surVh = IR2, et de vérifier que celle-ci vérifie la condition (3.51) sans être pour autant coercive. Il
faut trouver autre chose. . .
On utilise le théorème représentation de F. Riesz, que l’on rappelle ici : SoitH un espace de Hilbert etT une
une forme lineaire continue surH , alors il existe un uniqueuT ∈ H tel queT (v) = (uT , v) ∀v ∈ H . Soit
A l’opérateur deVh dansVh défini para(u, v) = (Au, v) pour toutv ∈ Vh. CommeL est une forme linéaire
continue surVh ⊂ V , par le théorème de Riesz, il existe un uniqueψ ∈ Vh tel queL(v) = (ψ, v), pour tout
v ∈ Vh. Le problème (3.52) s’écrit donc

Trouveru ∈ Vh tel que(Au, v) = (ψ, v), pour toutv ∈ Vh.

SiA est bijectif deVh dansVh, alorsu = A−1ψu est donc la solution unique de (3.52). CommeVh est de dimension
finie, il suffit de montrer queA est injectif. Soit doncw ∈ Vh tel queAw = 0, on a dans ce cas‖Aw‖ = 0 et donc

sup
(v∈Vh,,‖v‖=1)

a(w, v) = 0.

Or par la condition (3.51), on a

inf
w∈Vh,w 6=0

sup
(v∈Vh,‖v‖=1)

a(w, v) ≥ βh > 0.
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On en déduit quew = 0, donc queA est bijectif et que le problème (3.52) admet une unique solution. On peut
remarquer de plus que siA est inversible,

inf
v∈Vh,‖v‖=1

sup
v∈Vh,‖v‖=1

a(w, v) = ‖A−1‖−1, (3.84)

et donc si (3.51) est vérifiée, alors

‖A−1‖ ≤ 1

βh
(3.85)

En effet, par définition,

‖A−1‖−1 =

(
sup

v∈Vh,v 6=0

‖A−1v‖
‖v‖

)−1

= inf
v∈Vh,v 6=0

‖v‖
‖A−1v‖

= inf
f∈Vh,v 6=0

‖Af‖
‖f‖

= inf
f∈Vh,‖f‖=1

‖Af‖

= inf
f∈Vh,‖f‖=1

sup
w∈Vh,‖w‖=1

(Af,w).

2. Soitv ∈ Vh, v 6= 0 ; par l’inégalité triangulaire, on a :

‖u− uh‖ ≤ ‖u− v‖ + ‖v − uh‖. (3.86)

Mais grâce à (3.85), on a :

‖v − uh‖ = ‖A−1A(v − uh)‖

≤ 1

βh
‖A(v − uh)‖

≤ 1

βh
sup

w∈Vh,‖w‖=1)

a(v − uh, w)

≤ 1

βh
sup

w∈Vh,‖w‖=1)

(a(v, w) − a(uh, w))

≤ 1

βh
sup

w∈Vh,‖w‖=1)

(a(v, w) − a(u,w)) ,

cara(uh, w) = L(w) = a(u,w). On a donc

‖v − uh‖ ≤ 1

βh
sup

w∈Vh,‖w‖=1)

a(v − u,w)

≤ 1

βh
sup

w∈Vh,‖w‖=1)

M‖v − u‖‖w‖

≤ M

βh
‖v − u‖.

En reportant dans (3.86), il vient alors :

‖u− uh‖ ≤ ‖u− v‖ +
M

βh
‖v − u‖, ∀v ∈ Vh,

et donc

‖u− uh‖ ≤
(

1 +
M

βh

)
inf
v∈Vh

‖u− v‖.
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Exercice 46 page 122

1. SoitK un volume de contrôle du maillage volumes finis. On intègre(3.1) surK et en utilisant la formule de
Stokes, on obtient : ∑

σ∈EK

∫

σ

∇u(x) · nK,σdγ(x) = m(K)fK ,

avec les notations du paragraphe 1.1.2 page 10.
On approche cette équation par : ∑

σ∈EK

FK,σ = m(K)fK ,

oùFK,σ est le flux numérique à traversσ, qu’on approche par :

FK,σ =






m(σ)

dK,σ + dL,σ
(uK − uL) si σ ∈ Eint ∩ EK ,

m(σ)

dK,σ
uK si σ ∈ Eext ∩ EK .

On obtient donc bien le schéma (3.59) - (3.60)
2. Soitv = (vK)K∈T ∈ HT (Ω) une fonction constante par volumes de contrôle.
On multiplie l’équation (3.59) parVK et on somme surK. On obtient :

∑

K∈T



∑

σ∈Eint

σ=K|L

τσ(uK − uL)vK +
∑

σ∈Eext∩EK

τσuKVK


 =

∑

K

m(K)fKvK .

Remarquons maintenant que le premier membre de cette égalité est aussi égal, en sommant sur les arêtes du
maillage à : ∑

σ∈E
σ=K|L

(τσ(uK − uL)vK) + τσ(uL − uK)vL) +
∑

τ∈Eext

τσuKσvKσ

oùKσ désigne le volume de contrôle dontσ est une arête (du bord) dans la deuxième sommation. On obtient donc :

aT (u, v) = TT (V ), ∀v ∈ HT (Ω), (3.87)

avec :

aT (u, v) =
∑

σ∈E
σ=K|L

τσ(uK − uL)(vK − vL) +
∑

σ∈Eext

uKσvK,σetTT (v) =
∑

K

m(K)fKvK .

On a donc montré que siu = (uK)K∈T la solution de (3.59) - (3.60), alorsu est solution de (3.87). Montrons
maintenant la réciproque. Soit1K la solution caractéristique du volume de contrôleK, définie par

1K(x) =

{
1 si x ∈ K
0 sinon,

Prenonsv = 1K dans (3.87), on obtient alors
∑

σ∈Eint

τσ(uK − uL) +
∑

σ∈Eext∩EK

τσuK = m(K)fK .

On retrouve donc bien (3.59).
Notons qu’en faisant ceci, on a introduit une discrétisation de la formulation faible (3.5) page 99 par une méthode
de discrétisation non conforme, puisqueHT 6⊂ H1(Ω).
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Chapitre 4

Eléments finis de Lagrange

La construction d’ une méthode d’éléments finis nécessite la donnée d’un maillage, de noeuds et d’un espace de
polynômes, qui doivent être choisis de manière cohérente. Les éléments finis de type Lagrange font intervenir
comme ”degrés de liberté” (c.à.d. les valeurs qui permettent de déterminer entièrement une fonction) les valeursde
la fonction aux noeuds. Ils sont très largement utilisés dans les applications. Il existe d’autres familles d’éléments
finis, comme par exemple les éléments finis de type Hermite qui font également intervenir les valeurs des dérivées
directionnelles. Dans le cadre de ce cours, nous n’aborderons que les éléments finis de type Lagrange, et nous
renvoyons aux ouvrages cités en introduction pour d’autres éléments.

4.1 Espace d’approximation

4.1.1 Coh́erence “locale”

SoitT un maillage deΩ, pour tout élémentK deT , on noteΣK l’ensemble des noeuds de l’élément. On suppose
que chaque élément aNℓ noeuds K :ΣK = {a1, . . . , aNℓ

}, qui ne sont pas forcément ses sommets. On noteP un
espace de dimension finie constitué de polynômes, qui définit la méthode d’éléments finis choisie.

Définition 4.1 (Unisolvance,́elément fini de Lagrange) SoitK un élément etΣK = (ai)i=1,...,Nℓ
un ensemble

de noeuds deK. SoitP un espace de polynômes de dimension finie. On dit que le triplet(K,ΣK , P ) est unélément
fini de Lagrange siΣK estP -unisolvant, c’est̀a dire si pour tout(α1, . . . , αNℓ

) ∈ IRNℓ , il existe un uniquéelément
f ∈ P tel quef(ai) = αi ∀i = 1 . . .Nℓ. Pour i = 1, . . . , Nℓ, on appelle degŕe de libert́e la forme lińeaireζi
définie parζi(p) = p(ai), pour toutp ∈ P . La propríet́e d’unisolvancéequivautà dire que la famille(ζi)i=1,...,Nℓ

forme une base deP ′ (espace dual deP ).

LaP -unisolvance revient à dire que toute fonction deP est entièrement déterminée par ses valeurs aux noeuds.

Exemple : l’élément fini de LagrangeP1 Prenons par exemple, en dimension 1, l’élémentK = [a1, a2], avec
ΣK = {a1, a2}, etP = P1 (ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 1). Le triplet (K,ΣK , P ) est
unisolvant s’il existe une unique fonctionf deP telle que :

{
f(a1) = α1

f(a2) = α2

Or toute fonctionf deP s’exprime sous la formef(x) = λx+ µ et le système





λa1 + µ = α1

λa2 + µ = α2

détermineλ etµ de manière unique.

De même si on considère le casd = 2. On prend comme élémentK un triangle et comme noeuds les trois sommets,
a1, a2, a3 du triangle. SoitP = P1 = {f : IR → IR; f(x) = λx1 + µx2 + ν} l’ensemble des fonctions affines.
Alors le triplet(K,ΣK , P ) est un élément fini de Lagrange carf ∈ P est entièrement déterminée parf(a1), f(a2)
etf(a3).
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a1 a2

a3

φ1

a1 a2

a3

φ2

a1 a2

a3

φ3

FIG. 4.1 – fonctions de base locales pour l’élément fini de LagrangeP1 en dimension 2

a1 a2

x

f(x)

FIG. 4.2 – InterpoléeP1 sur[a1, a2] (en trait pointillé) d’une fonction régulière (en traitcontinu)

Définition 4.2 (Fonctions de base locales)Si (K,ΣK , P ) est unélément fini de Lagrange, alors toute fonctionf
deP peut s’́ecrire :

f =

Nℓ∑

i=1

f(ai)fi

avec fi ∈ P etfi(aj) = δij . Les fonctionsfi sont appeĺees fonctions de base locales.

Pour l’élément fini de LagrangeP1 en dimension 2 considéré plus haut, les fonctions de base locales sont décrites
sur la figure 4.1

Définition 4.3 (Interpolée) Soit(K,ΣK , P ) unélément fini de Lagrange, et soitv ∈ C(K, IR). L’interpolée dev
est la fonctionΠv ∈ P définie par :

Πv =

Nℓ∑

i=1

v(ai)fi

On montre sur la figure 4.2 un exemple d’interpolée pour l’élément fini de LagrangeP1 en dimension 1. L’étude
de‖v −Πv‖ va nous permettre d’établir une majoration de l’erreur de consistanced(u,HN ).

Remarque 4.4 Pour que le triplet(K,ΣK , P ) soit unélément fini de Lagrange, ilfaut, mais il ne suffit pas, que
dimP = cardΣK . Par exemple siP = P1 et qu’on prend comme noeuds du triangle deux sommets et le milieu
de l’arête joignant les deux sommets, (voir figure 4.3),(K,ΣK , P ) n’est pas uńelément fini de Lagrange.

Proposition 4.5 (Critère de d́etermination) Soit (K,Σ, P ) un triplet constitúe d’unélément, d’un ensemble de
noeuds et d’un espace de polynômes, tel que :

dimP = cardΣ = Nℓ (4.1)
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1 2 3

FIG. 4.3 – Exemple de triangle à trois noeuds qui n’est pas un élément fini de Lagrange)

Alors
si ∃!f ∈ P ; f = 0 surΣ (4.2)

ou si
∀i ∈ {1 . . .Nℓ}∃fi ∈ P fi(aj) = δij (4.3)

alors (K,Σ, P ) est unélément fini de Lagrange.

Démonstration : Soit :
φ : P → IRNℓ

f 7→ (f(ai))
t
i=1,Nℓ

.

L’applicationφ est linéaire deP dansIRNℓ , et, par hypothèse cardsΣ = dimP . Doncφ est une application
linéaire continue deP dansIRNℓ , avecdimP = dim(IRNℓ) = Nℓ. Si (K,Σ, P ) vérifie la condition (4.2) alorsφ
est injective. En effet, siφ(f) = 0, alorsf(ai) = 0, ∀i = 1, . . . , Nℓ, et donc par hypothèse,f = 0. Doncφ est
une application linéaire,φ est injective deP dansIRNℓ avecdimP = Nℓ. On en déduit queφ est bijective. Donc
toute fonction deP est entièrement déterminée par ses valeurs aux noeuds :(K,Σ, P ) est donc un élément fini de
Lagrange.

On montre facilement que si la condition (4.3) est vérifiéealorsφ est surjective. Doncφ est bijective, et(K,Σ, P )
est un élément fini de Lagrange.

Proposition 4.6 Soit(K̄, Σ̄, P̄ ), unélément fini de Lagrange, où Σ̄ est l’ensemble des noeuds deK̄ et P̄ un espace
de fonctions de dimension finie, et soitF une bijection deK̄ dansK, oùK est une maille d’un maillagéeléments
finis. On poseΣ = F (Σ̄) etP = {f : K → IR; f ◦ F ∈ P̄} (voir figure 4.4). Alors le triplet(K,Σ, P ) est un
élément fini de Lagrange.

K̂

K
(x, y)

â3

F

â1 â2

(x̂, ŷ)

a1 = F (â1)

a3 = F (â3)

a2 = F (â2)

FIG. 4.4 – TransformationF

Analyse numérique des EDP, M1 139 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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Démonstration : Supposons que les hypothèses de la proposition sont réalisées. On veut donc montrer que(Σ, P )
est unisolvant. SoitΣ = (a1, . . . , aNℓ

), et soit(α1, . . . , αNℓ
) ∈ IRNℓ . On veut montrer qu’il existe une unique

fonctionf ∈ P telle que
f(ai) = αi, ∀i = 1, . . . , Nℓ.

Or par hypothèse,(Σ̄, P̄ ) est unisolvant. Donc il existe une unique fonctionf̄ ∈ P̄ telle que

f̄(āi) = αi, ∀i = 1, . . . , Nℓ,

(où (āi)i=1,...,Nℓ
désignent les noeuds dēK). Soit F la bijection deK̄ surK, on posef = f̄ ◦ F−1. Or par

hypothèse,ai = F (āi). On a donc :f(ai) = f̄ ◦ F−1(ai) = f̄(āi) = αi. On a ainsi montré l’existence def telle
quef(ai) = αi.
Montrons maintenant quef est unique. Supposons qu’il existef etg ∈ P telles que :

f(ai) = g(ai) = αi, ∀i = 1, . . . , Nℓ.

Soith = f − g on a donc :
h(ai) = 0 ∀i = 1 . . .Nℓ.

On a donch ◦ F (āi) = h(ai) = 0. Or h ◦ F ∈ P̄ , et comme(Σ̄, P̄ ) est unisolvant, on en déduit queh ◦ F = 0.
Comme, pour toutx ∈ K, on ah(x) = h ◦ F ◦ F−1(x) = h ◦ F (F−1(x)) = 0, on en conclut queh = 0.

Définition 4.7 (Eléments affine-́equivalents) . Sous les hypothèses de la proposition 4.6, si la bijectionF est
affine, on dit que leśeléments finis(K̄, Σ̄, P̄ ) et (K,Σ, P ) sont affine–́equivalents.

Remarque 4.8 Soient(K̄, Σ̄, P̄ ) et (K,Σ, P ) deuxéléments finis afffine–équivalents. Si les fonctions de base
locales de(K̄, Σ̄, P̄ ). (resp. de(K,Σ, P )) sont affines, alors celles deK (resp.K̄) le sont aussi, et on a :






f̄i = fi ◦ F,

fi = f̄i ◦ F−1,
i = 1, . . . , cardΣ

La preuve de cette remarque fait l’objet de l’exercice 54.

Proposition 4.9 (Interpolation) Sous les hypoth̀eses de la proposition 4.10 page 141, soientΠK̄ et ΠK les
opérateurs d’interpolation respectifs sur̄K et K, voir définition 4.3 page 138. Soientv ∈ C(K, IR), ΠK̄v et
ΠKv les interpoĺees respectives dev sur (K̄, P̄ ) et (K,P ), alors on a :

ΠKv ◦ F = ΠK̄(v ◦ F )

Démonstration : Remarquons tout d’abord queΠKv ◦ F etΠK̄(v ◦ F ) sont toutes deux des fonctions définies de
K̄ à valeurs dansIR, voir figure 4.5. Remarquons ensuite que, par définition de l’interpolée,ΠKv ∈ P . Comme

K

IR

K

F

ΠKv

ΠKv

F ◦ ΠKv

FIG. 4.5 – Opérateurs d’interpolationΠK̄ etΠK
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(K̄, Σ̄, P̄ ) est l’élément de référence, on a donc :

ΠKv ◦ F ∈ P̄

On a aussi, par définition de l’interpolée :ΠK̄(v ◦ F ) ∈ P̄ . On en déduit queΠKv ◦ F etΠK̄(v ◦ F ) sont toutes
deux des fonctions dēP . Comme l’élément(K̄, P̄ , Σ̄) est unisolvant (car c’est un élément fini de Lagrange), toute
fonction deP̄ est uniquement déterminée par ses valeurs aux noeuds deΣ̄. Pour montrer l’égalité deΠKv ◦ F et
ΠK̄(v ◦ F ), il suffit donc de montrer que :

ΠK̄(v ◦ F )(āi) = ΠKv ◦ F (āi), i = 1, . . . , Nℓ,

oùNℓ = cardΣ̄. DécomposonsΠK̄(v ◦ F ) sur les fonctions de base locales(f̄j), j = 1, . . . , Nℓ. On obtient :

ΠK̄(v ◦ F )(āi) =

Nℓ∑

j=1

v ◦ F (āj)f̄j(āi).

On a donc :

ΠK̄(v ◦ F )(āi) = v ◦




Nℓ∑

j=1

F (āj)f̄j



 (āi) = v ◦ F (āi) = v(ai).

Mais on a aussi :
ΠKv ◦ F (āi) = ΠKv(F (āi)) = ΠKv(ai) = v(ai).

D’où l’égalité.

4.1.2 Construction deHN et conformité

Nous allons considérer deux cas : le cas où l’espaceH est l’espaceH1 tout entier, et le cas où l’espaceH est
l’espaceH1

0

CasH = H1(Ω)

Plaçons-nous ici dans le cas oùH = H1(Ω), oùΩ ⊂ IRd est un ouvert borné polygonal (sid = 2, polyèdrique
si d = 3). Soit T un maillage éléments finis, avecT = (Kℓ)ℓ=1,...,L, où les éléments finisKℓ sont fermés et
tels que∪Lℓ=1Kℓ = Ω̄. Soit S = (Si)i=1,...,M l’ensemble des noeuds du maillage éléments finis, avecSi ∈
Ω̄, ∀i = 1, . . . ,M.. On cherche à construire une méthode d’éléments finis deLagrange ; donc à chaque élément
Kℓ, ℓ = 1, . . . , L, est associé un ensemble de noeudsΣℓ = S ∩Kℓ, et un espacePℓ de polynômes. On veut que
chaque triplet(Kℓ,Σℓ, Pℓ) soit un élément fini de Lagrange. On définit les fonctions de base globales(φi)i=1,...,M ,
par :

φi |Kℓ
∈ Pℓ ∀i = 1, . . . ,M ; ∀ℓ = 1; . . . , L, (4.4)

et
φi(Sj) = δij ∀i = 1, . . . ,M, ∀j = 1, . . . ,M. (4.5)

Chaque fonctionφi est définie de manière unique, grâce au caractère unisolvant de(Kℓ,Σℓ, Pℓ), ℓ = 1, . . . ,M .
On poseHN = V ect(φ1, . . . , φM ). Pour obtenir une méthode d’éléments finis conforme, il reste à s’assurer que
HN ⊂ H1.
Une manière de construire l’espaceHN est de construire un maillage à partir d’un élément de référence, grâce à la
proposition suivante, qui se déduit facilement de la proposition 4.6 page 139

Proposition 4.10 (Eĺement fini de référence) Soit T un maillage constitúe d’élémentsK. On appelleélément
fini de ŕef́erence uńelément fini de Lagrange(K̄, Σ̄, P̄ ), où Σ̄ est l’ensemble des noeuds deK̄ et P̄ un espace de
fonctions, de dimension finie, tel que, pour tout autreélémentK ∈ T , il existe une bijectionF : K̄ → K telle
queΣ = F (Σ̄) etP = {f : K → IR; f ◦ F ∈ P̄} (voir figure 4.4). Le triplet(K,Σ, P ) est unélément fini de
Lagrange.
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Proposition 4.11 (Critère de conformit́e, casH1) SoitΩ un ouvert polygonal (ou polyèdrique) deIRd, d = 2 ou
3. SoitT = (Kℓ)ℓ=1,...,L, un maillageéléments finis deΩ,S = (Si)i=1,...,M l’ensemble des noeuds de maillage.
On se place sous les hypothèses de la proposition 4.10 ; soient(φi)i=1,...,M les fonctions de base globales, vérifiant
(4.4)et (4.5), et on suppose de plus que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

Pour toute ar̂ete (ou face si d = 3)ǫ = Kℓ1 ∩Kℓ2 , on a :Σℓ1 ∩ ǫ = Σℓ2 ∩ ǫ etPℓ1 |ǫ = Pℓ2 |ǫ , (4.6)

oùPℓ1 |ǫ (resp.Pℓ2 |ǫ) désigne l’ensemble des restrictions des fonctions dePℓ1 (resp.Pℓ2 ) à ǫ),

Si ǫ est un ĉoté deKℓ, (Σℓ ∩ ǫ, Pℓ|ǫ) est unisolvant. (4.7)

Alors on a :HN ⊂ C(Ω̄) etHN ⊂ H1(Ω). On a donc ainsi construit une méthode d’́eléments finis conformes.
(Notons que les ĉotés deKℓ sont des ar̂etes en 2D et des faces en 3D.)

Démonstration : Pour montrer queHN ⊂ C(Ω̄) etHN ⊂ H1(Ω), il suffit de montrer que pour chaque fonction
de base globaleφi, on aφi ∈ C(Ω̄) etφi ∈ H1(Ω). Or par hypothèse, (4.4), chaque fonctionφi est polynômiale
par morceaux. De plus, grâce à l’hypothèse (4.6), on a raccord des polynômes sur les interfaces des éléments, ce
qui assure la continuité deφi. Il reste à montrer queφi ∈ H1(Ω) pour touti = 1, . . . ,M . Commeφi ∈ C(Ω̄), il
est évident queφi ∈ L2(Ω) (carΩ est un ouvert borné, doncφi ∈ L∞(Ω) ⊂ L2(Ω).
Montrons maintenant que les dérivées faiblesDjφi, j = 1, . . . , d, appartiennent àL2(Ω). Par définition, la
fonctionφi admet une dérivée faible dansL2(Ω) s’il existe une fonctionψi,j ∈ L2(Ω) telle que :

∫

Ω

φi(x)∂jϕ(x)dx = −
∫

Ω

ψij(x)ϕ(x)dx, (4.8)

pour toute fonctionϕ ∈ C1
c (Ω) (on rappelle queC1

c (Ω) désigne l’ensemble des fonctions de classeC1 à support

compact, et que∂j désigne la dérivée classique par rapport à laj-ème variable). Or, commēΩ =

L⋃

ℓ=1

Kℓ, on a :

∫

Ω

φi(x)Djϕ(x)dx =

L∑

ℓ=1

∫

Kℓ

φi(x)Djϕ(x)dx.

Sur chaque élémentKℓ, la fonctionφi est polynômiale. On peut donc appliquer la formule de Green, et on a :
∫

KL

φi(x)∂jϕ(x)dx =

∫

∂Kℓ

φi(x)ϕ(x)nj(x)dγ(x) −
∫

Kℓ

∂jφi(x)ϕ(x)dx,

où nj(x) est la j-ième composante du vecteur unitaire normal à∂Kℓ enx, extérieur àKℓ. Mais, si on noteEint
l’ensemble des arêtes intérieures du maillage (i.e. celles qui ne sont pas sur le bord), on a :

X =

L∑

ℓ=1

∫

∂Kℓ

φi(x)ϕ(x)nj(x)dγ(x) =

∫

∂Ω̄

φi(x)ϕ(x)nj(x)dγ(x)

+
∑

ǫ∈Eint

∫ [
(φi(x)ϕ(x)nj (x))

∣∣
Kℓ1

+ (φi(x)ϕ(x)nj(x))Kℓ2

]
dγ(x).

oùKℓ1 etKℓ2 désignent les deux éléments dontǫ est l’interface.
Commeϕ est à support compact, ∫

∂Ω̄

φi(x)ϕ(x)nj(x)dγ(x) = 0.

Commeφi etϕ sont continues et commenj(x)
∣∣
Kℓ1

= −nj(x)
∣∣
Kℓ2

pour toutx ∈ ǫ, on en déduit queX = 0. En

reportant dans (4.1.2), on obtient donc que :
∫

Ω

φi(x)∂jϕ(x)dx = −
L∑

ℓ=1

∫

Kℓ

∂jφi(x)ϕ(x)dx.

Soitψi,j la fonction deΩ dansIR définie presque partout par

ψij

∣∣∣ ◦

Kℓ

= −∂jφi.

Comme∂jφi est une fonction polynômiale par morceaux, on aψi,j ∈ L2(Ω) qui vérifie (4.8), ce qui termine la
démonstration.
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CasH = H1
0 (Ω)

Plaçons-nous mainteant dans le cas oùH = H1
0 (Ω). On décompose alors l’ensembleS des noeuds du maillage :

S = Sint ∪ Sext

où
Sint = {Si, i = 1, . . . , N} ⊂ Ω

est l’ensemble des noeuds intérieurs àΩ et

Sext = {Si, i = N + 1, . . . ,M} ⊂ ∂Ω

est l’ensemble des noeuds de la frontière. Les fonctions debase globales sont alors les fonctionsφi, i = 1, . . . , N
telles que

φi |Kℓ
∈ Pℓ, ∀i = 1, . . . , N, ∀ℓ = 1, . . . , L (4.9)

φi(Sj) = δij , ∀j = 1, . . . , N, (4.10)

et on pose là encoreHN = V ect{φ1, . . . , φN}. On a alors encore le résultat suivant :

Proposition 4.12 (Critère de conformit́e, casH1
0 ) SoitΩ un ouvert polygonal (ou polyèdrique) deIRd, d = 2 ou

3. SoitT = (Kℓ)ℓ=1,...,L un maillageéléments finis deΩ, S = (Si)i=1,...,M = Sint ∪Sext l’ensemble des noeuds
du maillage. On se place sous les hypothèses de la proposition 4.6. On suppose que les fonctions de base globale
(φi)i=1,...,M vérifient(4.9)et (4.10), et que les conditions(4.6)et (4.7)sont v́erifiées. Alors on a :HN ⊂ C(Ω̄) et
HN ⊂ H1

0 (Ω)

Démonstration : La preuve de cette proposition est laissée à titre d’exercice.

Remarque 4.13 (Eĺements finis conformes dansH2(Ω)) On a construit un espace d’approximationHN inclus
dansC(Ω̄). En ǵeńeral, on n’a pasHN ⊂ C1(Ω̄), et donc on n’a pas non plusHN ⊂ H2(Ω) (en dimension
1 d’espace,H2(Ω) ⊂ C1(Ω)). Même si on augmente le degré de l’espace des polynômes, on n’obtiendra pas
l’inclusion HN ⊂ C1(Ω̄). Si on prend par exemple les polynômes de degré 2 sur leséléments, on n’a pas de
condition pour assurer le raccord, des dérivées aux interfaces. Pour obtenir ce raccord, leséléments finis de
Lagrange ne suffisent pas : il faut prendre deséléments de type Hermite, pour lesquels les degrés de libert́e ne
sont plus seulement les valeurs de la fonction aux noeuds, mais aussi les valeurs de ses dérivées aux noeuds. Les
éléments finis de Hermite seront par exemple bien adaptésà l’approximation des problèmes elliptiques d’ordre 4,
dont un exemple est l’équation :

∆2u = f dansΩ

où Ω est un ouvert borńe deIR2,∆2u = ∆(∆u), et avec des conditions aux limites adéquates, que nous ne
détaillerons pas ici. On peut, en fonction de ces conditions aux limites, trouver un espace de HilbertH et une
formulation faible de(4.13), qui s’écrit :






∫

Ω

∆u(x)∆ϕ(x)dx =

∫

Ω

f(x)ϕ(x)dx

u ∈ H, ∀ϕ ∈ H.

Pour que cette formulation ait un sens, il faut que∆u ∈ L2(Ω) et ∆ϕ ∈ L2(Ω), et donc queH ⊂ H2(Ω). Pour
construire une approximation paréléments finis conforme de ce problème, il faut donc choisirHN ⊂ H2(Ω), et le
choix deśeléments finis de Hermite semble donc indiqué.

4.2 Exemples

Pour chaque méthode d’élément fini de Lagrange, on définit :

1. un élément de référencēK

2. des fonctions de base locales surK̄

3. une bijectionFℓ deK surKℓ, pourℓ = 1, . . . , L, oùL est le nombre déléments du maillage.
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4.2.1 Eĺement fini de LagrangeP1 sur triangle (d = 2)

Le maillage du domaine est constitué deL triangles(Kℓ)ℓ=1,...,L, et les polynômes d’approximation sont de degré
1.

Elément fini de référence: on choisit le triangleK̄ de sommets(0, 0), (1, 0) et (0, 1), et P̄ = {ψ : K →
IR(x, y) 7→ ax+ by + c, (a, b, c) ∈ IR3}.
Proposition 4.14 (Unisolvance)SoitΣ̄ = (āi)i=1,2,3 avecā1 = (0, 0), ā2 = (1, 0) et ā3 = (0, 1), et

P̄ = {ψ;K → IR; (x, y) 7→ a+ bx+ cy, (a, b, c) ∈ IR3}
Alors le couple(Σ̄, P̄ ) est unisolvant.

Démonstration : Soit (α1, α2, α3) ∈ IR3, etψ ∈ P̄ . On suppose queψ(āi) = αi, i = 1, 2, 3. La fonctionψ est
de la formeψ(x, y) = a+ bx+ cy et on a donc :






a = α1

a+ b = α2

a+ c = α3

d’où c = α1, b1 = α2 − α1 et b2 = α3 − α2. La connaissance deψ aux noeuds(āi)i=1,2,3 détermine donc
entièrement la fonctionψ.

Fonctions de bases locales.
Les fonctions de base locales sur l’élément fini de référenceK̄ sont définies par̄φi ∈ P̄ φ̄i(āj) = δij , ce qui
détermine les̄φ ; de manière unique, comme on vient de le voir. Et on a donc





φ̄1(x̄, ȳ) = 1− x̄− ȳ
φ̄2(x̄, ȳ) = x̄
φ̄3(x̄, ȳ) = ȳ.

TransformationFℓ
On construit ici une bijection affine qui transformēK le triangle de référence en un autre triangleK du maillage.
On cherche doncℓ : K̄ → K, telle que

Fℓ(āi) = ai i = 1, . . . , 3

où Σ = (ai)i=1,2,3 est l’ensemble des sommets deK. Notons(xi, yi) les coordonnées deai, i = 1, 2, 3. Comme
Fℓ est une fonction affine deIR2 dansIR2, elle s’écrit sous la forme.

Fℓ(x̄, ȳ) = (β1 + γ1x̄+ δ1ȳ, β2 + γ2x̄+ δ2ȳ)

et on chercheβi, γi, δi, i = 1, 2 tels que :




Fℓ((0, 0)) = (x1, y1)
Fℓ((1, 0)) = (x2, y2)
Fℓ((0, 1)) = (x3, y3).

Une résolution de système élémentaire amène alors à :

Fℓ(x̄, ȳ) =

(
x1 + (x2 − x1)x̄+ (x3 − x1)ȳ
y1 + (y2 − y1)x̄ + (y3 − y1)ȳ

)

D’après la remarque 4.8 page 140, si on noteφ̄k, k = 1, 2, 3 les fonctions de base locales de l’élément de référence
(K̄, Σ̄, P̄ ), etφ(ℓ)

k , k = 1, 2, 3 les fonctions de base locales de l’élément(Kℓ,Σℓ, Pℓ), on aφ(ℓ)
k = φ̄k ◦ F−1

ℓ

Si on note maintenant(φi)i=1,...,N les fonctions de base globales, on a :

φi

∣∣∣Kℓ
= φ

(ℓ)
k ,

où i = ng(ℓ, k) est l’indice duk-ième noeud de l’élémentℓ dans la numérotation globale. Notons que l’élément
fini de Lagrange ainsi défini vérifie les critères de cohérence 4.6 page 142 et (4.7) page 142. Pour compléter la
définition de l’espace d’approximationHN , il ne reste qu’à déterminer les “noeuds liés”, de la façon dont on a
traité le cas de l’espaceH1

0 (Ω).
Il faut également insister sur le fait que cet élément esttrès souvent utilisé, en raison de sa facilité d’implantation
et de la structure creuse des systèmes linéaires qu’il génère. Il est particulièrement bien adapté lorsqu’on cherche
des solutions dans l’espaceH1(Ω). Il se généralise facilement en trois dimensions d’espace, où on utilise alors des
tétraèdres, avec toujours comme espace de polynôme l’espace des fonctions affines.
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4.2.2 Eĺement fini triangulaire P2

Comme le titre du paragraphe l’indique, on considère un maillage triangulaire, et un espace de polynômes de degré
2 pour construire l’espace d’approximation.

Elément fini de référenceOn choisit comme élément fini de référence le triangle desommets (0,0), (1,0) et (0,1),
voir Figure 4.6 et on prend pourΣ :

Σ̄ = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (
1

2
,
1

2
), (0,

1

2
), (

1

2
, 0)}

1 2

3

45

6

(0,1)

(0,1/2)

(0,0)

(1/2,1/2)

(1,0)(1/2,0)
(1,0,0) (1/2,1/2,0)

(0,1/2,1/2)

(1/2,0,1/2)

(0,1,0)

(0,0,1)

FIG. 4.6 – Elément de référence pour les éléments finis P2, avec coordonnées cartésiennes et barycentriques des
noeuds

Fonctions de base localesLes fonctions de base locales sont définies à partir des coordonnées barycentriques. On
rappelle que les coordonnées barycentriques d’un pointx du triangleK de sommetsa1, a2 et a3 sont les réels
λ1, λ2, λ3 tels que :

x = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3.

Dans le cas du triangle de référenceK̄ de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), les coordonnées barycentriques d’un point
{x} de coordonnées cartésiennesx et y sont donc :λ1 = 1 − x − y, λ2 = x, λ3 = y. Par définition, on a∑3

i=1 λi = 1 etλi ≥ 0 (car le triangleK est l’enveloppe convexe de l’ensemble de ses sommets). On peut alors
déterminer les fonctions de base en fonction des coordonn´ees barycentriques des six noeuds deK̄ exprimés par
leurs coordonnées barycentriques :a1 = (1, 0, 0), a2 = (0, 1, 0), a3 = (0, 0, 1), a4 = (0, 1

2 ,
1
2 ), a5 = (1

2 , 0,
1
2 ),

a6 = (1
2 ,

1
2 , 0). Les fonctions de base sont telles queφi ∈ P2, etφi(aj) = δij , ∀i = 1, . . . , 6, forallj = 1, . . . , 6.

Commençons parφ1 ; on veutφ1(a1) = 1, etφi(ai) = 0, ∀i = 2, . . . , 6. La fonctionφ1 définie par

φ1(x, y) = 2λ1(λ1 −
1

2
)

convient, et comme le couple(Σ̄, P2) est unisolvant, c’est la seule fonction qui convient. Par symétrie, on définit

φ2(x, y) = 2λ2(λ2 −
1

2
),

et

φ3(x, y) = 2λ3(λ3 −
1

2
).

Les fonctions de base associées aux noeudsa4, a5, a6 sont alors

φ4(x, y) = 4λ2λ3,
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φ5(x, y) = 4λ1λ3,

etφ6(x, y) = 4λ1λ2.

Il est facile de voir que ces fonctions forment une famille libre d’éléments deP2 et comme card̄Σ = cardP2, le
couple(Σ̄, P2) est bien unisolvant.

TransformationFℓ La bijectionFℓ qui permet de passer de l’élément fini de référenceK̄ à l’élémentKℓ a déjà été
vue dans le cas de l’élément finiP1 c’est la fonction affine définie par :

Fℓ(x, y) =

(
x1 + (x2 − x1)x+ (x3 − x1)y

y1 + (y2 − y1)x + (y3 − y1)y

)

où (xi, yi), i = 1, 2, 3 sont les coordonnées respectives des trois sommets du triangleKℓ. Comme cette transfor-
mation est affine, les coordonnées barycentriques restentinchangées par cette transformation.

On peut montrer (ce n’est pas facile) que l’erreur d’interpolation‖u− uN‖H1 est contrôlée, en éléments finisP1

etP2 par les inégalités suivantes :

P1 : si u ∈ H2(Ω), on a‖u− uN‖H1(Ω) ≤ Ch‖u‖H2(Ω)

P2 : si u ∈ H3(Ω), on a‖u− uN‖H1(Ω) ≤ Ch2‖u‖H3(Ω).

On peut généraliser les éléments finisP1 etP2 aux éléments finisPk sur triangles, pourk ≥ 1. On prend toujours
le même élément de référence, dont on divise chaque côté enk intervalles. Les extrémités de ces intervalles sont
les noeuds du mailage. On a donc3k noeuds, qu’on peut repérer par leurs coordonnés barycentriques, qui prennent
les valeurs0, 1

k ,
2
k , . . . , 1. On peut montrer que siu ∈ Hk+1, alors

‖uN − u‖H1(Ω) ≤ Chk‖u‖Hk+1(Ω)

4.2.3 Eĺements finis sur quadrangles

Le cas rectangulaire

On prend comme élément fini de référence le carréK̄ = [−1, 1]× [−1, 1], et comme noeuds les coins de ce carré :

a1 = (1,−1), a2 = (1, 1), a3 = (−1, 1), eta4 = (−1,−1).

On prend comme espace de polynômes

P = {f : K̄ → IR; f ∈ Q1}
oùQ1 = {f : IR2 → IR; f(x, y) = a + bx + cy + dxy, (a, b, c, d) ∈ IR4} Le couple(Σ, P ) est unisolvant. Les
fonctions de base locales sont les fonctions :

φ1(x, y) = −1

4
(x+ 1)(y − 1)

φ2(x, y) =
1

4
(x + 1)(y + 1)

φ3(x, y) = −1

4
(x− 1)(y + 1)

φ4(x, y) =
1

4
(x− 1)(y − 1).

La transformationFℓ permet de passer de l’élément de référence carréK̄ à un rectangle quelconque du maillage
Kℓ. Si on considère un rectangleKℓ parallèle aux axes, dont les noeuds sont notés(x1, y1), (x2, y1), (x2, y2),
(x1, y2), les noeuds du rectangleKℓ, la bijectionFℓ s’écrit :

Fℓ(x, y) =
1

2

(
(x2 − x1)x+ x2 + x1

(y2 − y1)y + y2 + y1

)
.

Considérons maintenant le cas d’un maillage quadrangulaire quelconque. Dans ce cas, on choisit toujours comme
élément de référence le carré unité. La transformationFℓ qui transforme l’élément de référence en un quadrangle
Kℓ est toujours affine, mais par contre, les composantes deFℓ((x, y)) dépendent maintenant dex et dey voir
exercice 53 page 166. En conséquence, le fait quef ∈ Q1 n’entraı̂ne plus quef ◦ Fℓ ∈ Q1. Les fonctions de base
seront donc des polynômesQ1 sur l’élément de référencēK, mais pas sur les éléments “courants”Kℓ.
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Eléments finis d’ordre suṕerieur Comme dans le cas d’un maillage triangulaire, on peut choisir un espace de
polynômes d’ordre supérieur,Qk, pour les fonctions de base de l’élément de référenceK̄ = [−1, 1]× [−1, 1]. On
choisit alors comme ensemble de noeuds :Σ̄ = Σ̄k = {(x, y) ∈ K̄, (x, y) ∈ {−1,−1 + 1

k ,−1 + 1
k , . . . , 1}2. On

peut montrer facilement que(Σ̄k Qk) est unisolvant. Là encore, si la solution exacte de problème continu est
suffisamment régulière, on peut démontrer l’estimationd’erreur suivante (voir [3]) :

‖u− uN‖H′(Ω) ≥ C‖u‖Hk+1(Ω)h
k.

Exprimons par exemple l’espace des polynômesQ2. On a :

Q2 = {f : IR → IR; f(x) = a1+a2x+a3y+a4xy+a5x
2+a6y

2+a7xy
2+a8x

2y+a9x
2y2, ai ∈ IR, i = 1, . . . , 9}

L’espaceQ2 comporte donc neuf degrés de liberté. On a donc besoin de neuf noeuds dans̄Σ pour que le couple
(Σ̄, Q2) soit unisolvant (voir exercice 58 page 167). On peut alors utiliser comme noeuds sur le carré de référence
[−1, 1]× [−1, 1] :

Σ̄ = {(−1,−1), (−1, 0), (−1,−1), (0,−1), (0, 0), (0, 1), (1,−1), (1, 0), (1, 1)}

En général, on préfère pourtant supprimer le noeud central (0,0)et choisir :

Σ∗ = Σ̄ \ {(0, 0)}.

Il faut donc un degré de liberté en moins pour l’espace des polynômes. On définit alors :

Q∗
2 = {f : IR → IR; f(x) = a1 + a2x+ a3y + a4xy + a5x

2 + a6y
2 + a7xy

2 + a8x
2y, ai ∈ IR, i = 1, . . . , 8}

Le couple(Σ∗, Q∗
2) est unisolvant (voir exercice 59 page 167), et on peut montrer que l’élémentQ∗

2 est aussi précis
(et plus facile à mettre en oeuvre que l’élémentQ2).

4.3 Construction du syst̀eme linéaire

On construit ici le système linéaire pour un problème à conditions aux limites mixtes de manière ‘a envisager
plusieurs types de conditions aux limites. SoitΩ un ouvert polygonal1, on suppose que∂Ω : Γ0 ∪ Γ1 avec
mes(Γ0) 6= 0. On va imposer des conditions de Dirichlet surΓ0 et des conditions de Fourier surΓ1 ; c’est ce qu’on
appelle des conditions “mixtes”. On se donne donc des fonctionsp : Ω→ IR, g0 : Γ0 → IR etg1 : Γ1 → IR, et on
cherche à approcheru solution de :





−div(p(x)∇u(x)) + q(x)u(x) = f(x), x ∈ Ω,

u = g0 surΓ0,

p(x)∇u(x).n(x) + σu(x) = g1(x), x ∈ Γ1,

(4.11)

oùn désigne le vecteur unitaire normal à∂Ω extérieure àΩ. Pour assurer l’existence et unicité du problème (4.11),
(voir exercice 41), on se place sous les hypothèses suivantes :






p(x) ≥ α > 0, p.p. x ∈ Ω

q ≥ 0

σ ≥ 0

mes(Γ0) > 0.

(4.12)

Pour obtenir une formulation variationnelle, on introduitl’espace

H1
Γ0,g0 = {u ∈ H1(Ω);u = g0 surΓ0}

et l’espace vectoriel associé :
H = H1

Γ0,0 = {u ∈ H1(Ω);u = 0 surΓ0}
1Dans le cas où la frontière∂Ω deΩ n’est pas polygonale mais courbe, il faut considérer des éléments finis dits “isoparamétriques” que

nous verrons plus loin
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Notons queH est un espace de Hilbert. Par contre, attention, l’espaceH1
Γ0,g0

n’est pas un espace vectoriel. On va
chercheru solution de (4.11) sous la formeu = ũ+ u0, avecu0 ∈ H1

Γ0,g0
et ũ ∈ H1

Γ0,0
. Soitv ∈ H , on multiplie

(4.11) parv et on intègre surΩ. On obtient :
∫

Ω

−div(p(x)∇u(x))v(x)dx +

∫

Ω

q(x)u(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H.

En appliquant la formule de Green, il vient alors :
∫

Ω

p(x)∇u(x)∇v(x)dx −
∫

∂Ω

p(x)∇u(x)nv(x)dγ(x) +

∫

Ω

qu(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H.

Commev = 0 surΓ0 on a :
∫

∂Ω

p(x)∇u(x)nv(x)dγ(x) =

∫

Γ1

p∇u(x)nv(x)dγ(x).

Mais surΓ1, la condition de Fourier s’écrit :∇u.n = −σu+ g1, et on a donc
∫

Ω

p(x)∇u(x)∇v(x)dx+

∫

Γ1

p(x)σu(x)v(x)dγ(x)+

∫

Ω

qu(x)v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx+

∫

Γ1

g1(x)v(x)dγ(x).

On peut écrire cette égalité sous la forme :a(u, v) = T̃ (v), aveca(u, v) = aΩ(u, v) + aΓ1(u, v), où :






aΩ(u, v) =

∫

Ω

p(x)∇u(x)∇v(x)dx +

∫

Ω

q(x)u(x)v(x)dx,

aΓ(u, v) =

∫

Γ1

p(x)σ(x)u(x)v(x)dγ(x),

et T̃ (v) = TΩ(v) + TΓ1(v), avec

TΩ(v) =

∫

Ω

f(x)v(x)dx etTΓ1 =

∫

Γ1

g1(x)v(x)dγ(x).

On en déduit une formulation faible associée à (4.11) :
{

chercher̃u ∈ H
a(u0 + ũ, v) = T̃ (v), ∀v ∈ H,

(4.13)

oùu0 ∈ H1(Ω) est un révèlement deg0, c’est à dire une fonction deH1(Ω) telle queu0 = g0 surΓ. Le problème
(4.13) peut aussi s’écrire sous la forme :

{
ũ ∈ H
a(ũ, v) = T (v), ∀v ∈ H.

(4.14)

oùT (v) = T̃ (v)− a(u0, v). Sous les hypothèses (4.12), on peut alors appliquer le th´eorème de Lax Milgram (voir
théorème 3.6 page 99) au problème (4.14) pour déduire l’existence et l’unicité de la solution de (4.13) ; notons que,
comme la forme bilinéairea est symétrique, ce problème admet aussi une formulation variationnelle :





J(u) = min
v∈H1

Γ0,g0

J(v),

J(v) =
1

2
a(v, v) + T (v), ∀v ∈ H1

Γ0,g0 .

(4.15)

Dans ce cas, les méthodes de Ritz et Galerkin sont équivalentes. Remarquons que l’on peut choisiru0 de manière
abstraite, tant queu0 vérifieu0 = g0 surΓ0 etu0 ∈ H1. Intéressons nous maintenant à la méthode d’approximation
variationnelle. On approche l’espaceH parHN = V ect{φ1, . . . , φN} et on remplace (4.14) par :

{
ũN ∈ HN

a(ũN , φi) = T (φi)− a(u0, φi), ∀i = 1, . . . , N.
(4.16)
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On pose maintenant̃uN =

N∑

j=1

ũjφj . Le problème (4.16) est alors équivalent au système lin´eaire :

KŨ = G,
avec 




Kij = a(φj , φi), i, j = 1, . . . , N,

Ũ = (ũ1, . . . , ũN),

Gi = T (φi)− a(u0, φi), i = 1, . . . , N.

L’implantation numérique de la méthode d’approximationnécessite donc de :

1. construireK etG
2. résoudreKŨ = G.

Commençons par la construction de l’espaceHN et des fonctions de base pour une discrétisation par éléments
finis de Lagrange du problème (4.14).

4.3.1 Construction deHN et Φi

On considère une discrétisation à l’aide déléments finis de Lagrange, qu’on note :(Kℓ,Σℓ, Pℓ) ℓ = 1, . . . , L, où
L est le nombre d’éléments. On noteSi, i = 1, . . . ,M, les noeuds du maillage, etφ1, . . . , φN , les fonctions de
base, avecN ≤M . On peut avoir deux types de noeuds :
– les noeuds libres :Si 6∈ Γ0. On aN noeuds libres
– les noeuds liés :Si ∈ Γ0. On aM −N noeuds liés.
Notons qu’on a intérêt à mettre des noeuds à l’intersection deΓ0 etΓ1 (ce seront des noeuds liés). Grâce à ceci, et
à la cohérence globale et locale des éléments finis de Lagrange, on aHN ⊂ H . On a donc bien des éléments finis
conformes. Récapitulons alors les notations :
• M : nombre de noeuds total
• N : nombre de noeuds libres
• M0 = M −N : nombre de noeuds liés
• J0 = { indices des noeuds liés} ⊂ {1, . . . ,M}. On acardJ0 = M0

• J = { indices des noeuds libres} = {1 . . .M} J0. On acardJ = N.
Pour la programmation des éléments finis, on a besoin de connaı̂tre, pour chaque noeud (local) de chaque élément,
son numéro dans la numérotation globale. Pour cela on introduit un tableaung(L,Nℓ), où L est le nombre
d’éléments etNℓ est le nombre de noeuds par élément. (on le suppose constant par souci de simplicité,Nℓ peut en
fait dépendre deL. Exemple : triangle - quadrangle). Pour toutℓ ∈ {1, . . . , L} et toutr ∈ {1, . . . , Nℓ},ng(ℓ, r) est
alors le numéro global du r-ième noeud duℓ-ième élément. On a également besoin de connaı̂tre les coordonnées
de chaque noeud. On a donc deux tableauxx et y de dimensionM , où x(i), y(i) représentent les coordonnées
du i-ème noeud. Notons que les tableauxng, x et y sont des données du mailleur (qui est un module externe par
rapport au calcul éléments finis proprement dit). Pour lesconditions aux limites, on se donne deux tableaux :
• CF : conditions de Fourier
• CD : conditions de Dirichlet
(on verra plus tard le format de ces deux tableaux)

4.3.2 Construction deK et G
On cherche à construire la matriceK d’ordre(N ×N), définie par :

Kij = a(φj , φi) i, j ∈ J
Ainsi que le vecteurG, défini par :

Gi = T (φi)− a(u0, φi) i ∈ J cardJ = N

La première question à résoudre est le choix deu0. En effet, contrairement au cas unidimensionnel (voir exercice
37 page 118), il n’est pas toujours évident de trouveru0 ∈ H1

Γ0,g0
. Pour se faciliter la tâche, on commet un “crime

variationnel”, en remplaçantu0 par

u0,N =

N∑

j∈J0

u0(Sj)φj .
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Notons qu’on a pas forcément :u0,N ∈ H1
Γ0,g0

; c’est en ce sens que l’on commet un “crime”. Mais par contre,
on a bienu0,N(Sj) = u0(Sj) pour toutj ∈ J . On peut voir la fonctionu0,N comme une approximation non
conforme deu0 ∈ H1

Γ0,g0
. On remplace doncGi par :

Gi = T (φi)−
∑

j∈J0

g0(Sj)a(φj , φi).

Calculons maintenanta(φj , φi) pourj = 1, . . . ,M, et i = 1, . . . ,M. On se sert donc pour l’implatation pratique
de la méthode, des fonctions de forme associées aux noeuds“liés”, même si dans l’écriture du problème discret
théorique, on n’en avait pas besoin.

Calcul deK et G
1. Calcul des contributions intérieures : on initialise les coefficients de la matriceK et les composantes par les

contributions provenant deaΩ etTΩ.

Kij = aΩ(φj , φi)

Gi = TΩ(φi)

}
i = 1, . . . , N,
j = 1, . . . , N.

2. Calcul des termes de bord de Fourier. On ajoute maintenantà la matriceK les contributions de bord :

Kij ←− Kij + aΓi(φj , φi), i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , N.
Gi ←− Gi + TΓi(φi) i = 1 . . .M.

3. Calcul des termes de bord de Dirichlet. On doit tenir compte ici du relèvement de la condition de bord :

Gi ←− Gi −
∑

j∈J0

g0(Ni)Kij ∀i ∈ J

Après cette affectation, les égalités suivantes sont v´erifiées :

Kij = a(φj , φi) i, j ∈ J(∪J0)

Gi = T (φi)− a(u0,N , φi).

Il ne reste plus qu’à résoudre le système linéaire
∑

j∈J
Kijαj = Gi, ∀i ∈ J. (4.17)

4. Prise en compte des noeuds liés. Pour des questions de structure de données, on inclut en général les noeuds
liés dans la résolution du système, et on résout donc le système linéaire d’ordreM ≥ N suivant :

∑

j=1,...,N

K̃ijαj = Gi. ∀i = 1, . . . , N. (4.18)

avecK̃ij = Kij pouri, j ∈ J , K̃ij = 0 si (i, j) 6∈ J2, et i 6= j, et K̃ii = 1 si i 6∈ J. Ces deux systèmes sont
équivalents, puisque les valeurs aux noeuds liées sont fixées.
Si par chance on a numéroté les noeuds de manière à ce que tous les noeuds liés soient en fin de numérotation,
c.à.d. siJ = {1, . . . , N} etJ0 = {N + 1, . . . ,M}, le système (4.18) est de la forme :




|
K | 0

|
− − − | − −−

|
0 | IdM

|




, U =




α1

...
αuN
−−
αN+1

...
αM




, etG =




G1

...
GN
−−
GN+1

...
GM




Dans le cas où la numérotation est quelconque, les noeuds liés ne sont pas forcément à la fin, et pour obtenir
le système linéaire d’ordreM (4.18) (donc incluant les inconnuesαi, i ∈ J0, qui n’en sont pas vraiment) on
peut adopter deux méthodes :

Analyse numérique des EDP, M1 150 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.3. CONSTRUCTION DU SYST̀EME CHAPITRE 4. EĹEMÉNTS FINIS DE LAGRANGE

(a) Première méthode : on force les valeurs aux noeuds liés de la manière suivante :
Kii ←− 1 pour touti ∈ J0

Kij ←− 0 pour touti ∈ J0 j ∈ {1 . . .M} i 6= j

Gi ←− g0(Si) pour touti ∈ J0

(b) Deuxième méthode : on force les valeurs aux noeuds liés de la manière suivante :
Kii ←− 1020 ∀i ∈ J0

Gi ←− 1020g0(Si) ∀i ∈ J0

La deuxième méthode permet d’éviter l’affectation à 0 de coefficients extra-diagonaux de la matrice. Elle
est donc un peu moins chère en temps de calcul.

Conclusion Après les calculs 1, 2, 3, 4, on a obtenu une matriceK d’ordreM ×M et le vecteurG de IRM .
Soitα ∈ IRM la solution du systèmeKα = G. Rappelons qu’on a alors :

uN =

N∑

i=1

αiφi,

=
∑

i∈J
αiφi +

∑

i∈J0

αiφi

uN = ũN + u0

Remarque 4.15 (Nuḿerotation des noeuds)Si on utilise une ḿethode it́erative sans pŕeconditionnement, la nuḿerotation
des noeuds n’est pas cruciale. Elle l’est par contre dans le cas d’une ḿethode directe et si on utilise une méthode
itérative avec pŕeconditionnement. Le choix de la numérotation s’effectue pour essayer de minimiser la largeur
de bande. On pourràa ce sujet́etudier l’influence de la nuḿerotation sur deux cas simples sur la structure de la
matrice.

4.3.3 Calcul deaΩ et TΩ, matricesélémentaires.

Détaillons maintenant le calcul des contributions intérieures, c’est à direaΩ(φi, φj) i = 1, . . .M, j = 1, . . . ,M
etTΩ(φi) i = 1, . . . ,M. Par définition,

aΩ(φi, φj) =

∫

Ω

p(x)∇φi(x)∇φj(x)dx +

∫

Ω

q(x)φi(x)φj(x)dx.

DécomposonsΩ à l’aide du maillage éléments finis.

Ω =

L⋃

ℓ=1

Kℓ.

En notantθ(φi, φj)(x) = p(x)∇φi(x)∇φj(x) + q(x)φi(x)φj(x),
On a donc :

aΩ(φi, φj) =

L∑

ℓ=1

∫

Kℓ

θ(φi, φj)dx.

Pourr ets numéros locaux de l’élémentKℓ, on pose :

kℓr,s =

∫

ℓ

θ(φs, φr)dx.

On va calculerkℓr,s puis on calculeaΩ(φi, φj), en effectuant un parcours sur les éléments, ce qui s’exprime par
l’algorithme suivant :

Initialisation :Kij ←− 0, i = 1, . . .M, j ≤ i.
Boucle sur les éléments
Pourℓ = 1 àL faire

Pourr = 1 àNℓ faire
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i = ng(ℓ, r) numéro global du noeudr de l’élémentℓ
Pours = 1 àr faire

calcul dekℓr,s
j = ng(ℓ, s)

si i ≥ j
Kij ←− Kij + kℓr,s

sinon
Kji ←− Kji + kℓrs

Fin pour
Fin pour

On a ainsi construit complètement la matrice de rigiditéK. Il reste à savoir comment calculer

kℓr,s =

∫

ℓe

θ(φs, φr)(x)dx.

Ce calcul s’effectue sur l’élément de référence, et nonsur les élémentsKℓ. On calcule ensuite la valeur dekℓr,s par
des changements de variable à l’aide de la transformationFℓ (voir Figure 4.4 page 139). Notons :

Fℓ(x̄, ȳ) = (x, y) = (aℓ0 + aℓ1x̄+ aℓ2ȳ, b
ℓ
0 + bℓ1x̄+ bℓ2y) (4.19)

Notons que les coefficientsaℓi et bℓi sont déterminés à partir des la connaissances des coordonnées(x(i), y(i)) où
i = ng(ℓ, r). En effet, on peut déduire les coordonnées localesx(r), y(r), r = 1, Nℓ, des noeuds de l’élémentℓ, à
partir des coordonnées globales des noeuds(x(i), y(i)), et du tableaung(ℓ, r) = i. Sur l’élément courantKℓ, le
terme élémentairekℓr,s s’écrit donc

kℓr,s =

∫

ℓ

θ(φs(x, y), φr(x, y))dxdy.

Or, (x, y) = Fℓ(x̄, ȳ) ; donc par changement de variables , on a :

kℓr,s =

∫

ē

θ(φs ◦ Fℓ(x̄, ȳ), φr ◦ Fℓ(x̄, ȳ))Jacx̄,ȳ(Fℓ) dx̄dȳ

ouJacx̄,ȳ(Fℓ) désigne le Jacobien deFℓ en(x̄, ȳ). Or,φs ◦ Fℓ = φ̄s, et, puisqueFℓ est définie par (4.19), on a :

Jac(Fℓ) = Det(DFℓ) =

∣∣∣∣
aℓ1 bℓ1
aℓ2 bℓ2

∣∣∣∣ =
∣∣aℓ1bℓ2 − aℓ2bℓ1

∣∣

donckℓr,s = Jac(Fℓ)k̄r,s, où

k̄r,s =

∫

ē

θ(φ̄s(x̄, ȳ), φ̄r(x̄, ȳ))dx̄dȳ

Etudions maintenant ce qu’on obtient pourk̄r,s dans le cas du problème modèle (4.11), on a :

k̄r,s =

∫

ℓ̄

[
p(x̄, ȳ)∇φ̄s(x̄, ȳ)∇φ̄r(x̄, ȳ) + q(x̄, ȳ)φ̄s(x̄, ȳ)φ̄r(x̄, ȳ)

]
dx̄dȳ.

Les fonctions de basēφs et φ̄r sont connues ; on peut donc calculerk̄r,s explicitement sip et q sont faciles à
intégrer. Si les fonctionsp etq ou les fonctions de basēφ, sont plus compliquées, on calculek̄r,s en effectuant une
intégration numérique. Rappelons que le principe d’une intégration numérique est d’approcher l’intégrale d ’une
fonction continue donnéeψ,

I =

∫

ℓ̄

ψ(x̄, ȳ)dx̄dȳ, par Ĩ =

NPI∑

i=1

ωi(Pi)ψ(Pi),

oùNPI est le nombre de points d’intégration, notésPi, qu’on appelle souvent points d’intégration de Gauss, et les
coefficientsωi sont les poids associés. Notons que les pointsPi et les poidsωi sont indépendants deψ. Prenons
par exemple, dans le cas unidimensionnel,K̄ = [0, 1], p1 = 0, p2 = 1, etω1 = ω2 = 1

2 . On approche alors

I =

∫ 1

0

ψ(x)dx par Ĩ =
1

2
(ψ(0) + ψ(1)).

C’est la formule (bien connue) des trapèzes. Notons que dans le cadre d’une méthode, il est nécessaire de s’assurer
que la méthode d’intégration numérique choisie soit suffisamment précise pour que :
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1. le systèmeKα = G(N ×N) reste inversible,

2. l’ordre de convergence de la méthode reste le même.

Examinons maintenant des éléments en deux dimensions d’espace.

1. Elément finiP1 sur triangle PrenonsNPI = 1 (on a donc un seul point de Gauss), choisissonsp1 =
(

1
3 ,

1
3

)
,

le centre de gravité du trianglēK, etω1 = 1. On approche alors

I =

∫

ℓ̄

ψ(x̄)dx̄ parψ(p1).

On vérifiera que cette intégration numérique est exacte pour les polynômes d’ordre 1 (exercice 57 page 167).

2. P2 sur triangles. On prend maintenantNPI = 3, et on choisit comme points de Gauss :

p1 =

(
1

2
, 0

)
, p2 =

(
1

2
,
1

2

)
, p3 =

(
0,

1

2

)

et les poids d’intégrationω1 = ω2 = ω3 = 1
6 . On peut montrer que cette intégration numérique est exacte

pour les polynômes d’ordre 2 (voir exercice 57 page 167).

Remarquons que, lors de l’intégration numérique du termeélémentaire

kℓr,s =

∫

ℓ̄

[
p(x̄, ȳ)(Fℓ(x̄, ȳ))∇φ̄r(x̄, ȳ) · ∇φ̄s(x̄, ȳ) + q(x̄, ȳ)(Fℓ(x̄, ȳ))φ̄r(x̄, ȳ)φ̄s

]
dx̄dȳ,

on approchekℓr,s par

k̄r,s ≃
NPI∑

i=1

ωi
[
p(Fℓ(Pi))∇φ̄r(Pi) · ∇φ̄s(Pi) + q(Fℓ(Pi))φ̄r(Pi)φ̄s(Pi)

]
.

Les valeurs∇φ̄r(Pi),∇φ̄s(Pi), φ̄r(Pi) et φ̄s(Pi) sont calculées une fois pour toutes, et dans la boucle surℓ, il ne
reste donc plus qu’à évaluer les fonctionsp et q aux pointsFℓ(Pi). Donnons maintenant un résumé de la mise en
oeuvre de la procédure d’intégration numérique (indépendante deℓ). Les données de la procédure sont :
– les coefficientsωi, i = 1, . . . , NPI ,
– les coordonnées(xpg(i), ypg(i)), i = 1, . . . , NPI des points de Gauss,
– les valeurs deφr,

∂φ
∂x et ∂φr

∂y aux points de Gauss, notéesφ(r, i), φx(r, i) etφy(r, i), r = 1 . . .Nℓ, i = 1, . . . , NPI .
Pourℓ donné, on cherche à calculer :

I =

∫

K̄

p(Fℓ(x̄, ȳ))
∂φr
∂x̄

(x̄, ȳ)
∂φs
∂ȳ

(x̄, y)dx̄dȳ +

∫

e

q(Fℓ(x̄, ȳ))φr(x̄, y)dx̄dȳφs(x̄, ȳ).

On propose l’algorithme suivant :
Initialisation: I ←− 0
Pouri = 1 àNPI , faire :

pi = p(Fe(Pi))
qi = q(Fe(Pi))
I ←− I + ωi(piφx(r, i)φy(s, i) + qiφ(r, i)φ(s, i))

Fin pour
On procède de même pour le calcul du second membre

TΩ(φi) =

∫

Ω

f(x, y)φ′ix, y)dxdy =

L∑

ℓ=1

gℓ, oùgℓ =

∫

ℓe

f(x, y)φi(x, y)dxdy.

L’algorithme sécrit :
Initialisation deG à 0: Gi ←− 0 i = 1 àM
Pourℓ = 1 àL

Pourr = 1 àNℓ
Calcul degrℓ =

∫
ℓe
f(x, y)φr(x, y)dxdy

i = ng(ℓ, r)
Gi ←− Gi + grℓ
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Fin pour
Fin pour

Il reste le calcul degrℓ qui se ramène au calcul de l’élément de référence par changement de variable.
On a :

grℓ =

∫

Kℓ

f(x, y)φr(x, y)dxdy =

∫

K̄

f ◦ Fℓ(x̄, ȳ)φ̄r(x̄, ȳ)Jacx̄,ȳ(Fℓ)dx̄dȳ.

L’intégration numérique est identique à celle effectu´ee pour̄kr,s.

4.3.4 Calcul deaΓ1 et TΓ1 (contributions des ar̂etes de bord “Fourier”.

Détaillons maintenant le calcul des contributions des bords où s’applique la condition de Fourier, c’est à dire
aΓ1(φi, φj) i = 1, . . .M, j = 1, . . . ,M etTΓ1(φi) i = 1, . . . ,M. Par définition,

aΓ1(φi, φj) =

∫

Γ1

p(x)∇φi(x) · ∇φj(x)dx +

∫

Γ1

q(x)φi(x)φj(x)dx.

Notons queaΓ1(φi, φj) = 0 siφi etφj sont associées à des noeudsSi,Sj de d’un élément sans arête commune avec
les arêtes de la frontière. SoitL1 le nombre d’arêtesǫk, k = 1, . . . , L1 du maillage incluses dansΓ1. Rappelons
que les noeuds soumis aux conditions de Fourier sont repertoriés dans un tableauCF , de dimensions(L1, 2), qui
donne les informations suivantes

1. CF (k, 1) contient le numéroℓ de l’élémentKℓ auquel appartient l’arêteǫk.

2. CF (k, 2) contient le premier numéro des noeuds de l’arêteǫk dans l’élémentKℓ. On suppose que la
numérotation des noeuds locaux a été effectuée de mani`ere “adroite”, par exemple dans le sens trigo-
nométrique. Dans ce cas,CF (k, 2) détermine tous les noeuds de l’arêteǫk dans l’ordre, puisqu’on connait
le nombre de noeuds par arête et le sens de numérotation desnoeuds. Donnons des exemples pour trois cas
différents, représentés sur la figure 4.7.

(a) Dans le premier cas (à droite sur la figure), qui représente un élément finiP1, on aCF (k, 2) = 3 et le
noeud suivant sur l’arête est 1.

(b) Dans le second cas (au centre sur la figure), qui représente un élément finiP2, on aCF (k, 2) = 3 et
les noeuds suivants sur l’arête sont 4 et 5.

(c) Enfin dans l’élémentP1 “de coin” représenté à gauche sur la figure, on aCF (k, 1) = ℓ, CF (k′, 1) =
ℓ, CF (k, 2) = 1, CF (k′, 2) = 2.

KℓKℓ

Kℓ

ǫk

ǫk

12

2

3

P1P1 P1 en coin

ǫk

1 2

1

3

ǫk′
5

6 4

3

FIG. 4.7 – Exemples de numérotation d’arête du bord

Pourk = 1, . . . , L1, on noteŜk l’ensemble des noeuds locaux deǫk, donnés parCF (k, 2) en appliquant la règle
ad hoc(par exemple le sens trigonomt́rique). On peut alors définir :

Sk = {(r, s) ∈ (Ŝk)
2/r < s}

L’algorithme de prise en compte des conditions de Fourier s’écrit alors :
Pourk = 1 . . . L1
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ℓ = CF (k, 1).
Pour chaque(r, s) ∈ Sk faire

calcul deIℓrs =

∫

Ck

p(x)σ(x)φℓr(x)φ
ℓ
s(x)dx (éventuellement avec intégration numérique)

i = ng(ℓ, r)
j = ng(ℓ, s)
si j ≤ i
Kij ←− Kij + Iℓrs

sinon
Kij ←− Kji+ Iℓrs

Fin si
Fin pour

Fin pour
Le calcul deIℓrs s’effectue sur l’élément de référence (avec éventuellement intégration numérique). De même, on

a une procédure similaire pour le calcul deTΓ1 =

∫

Γ1

p(x)g1(x)v(x)dγ(x).

Gi ←− Gi +

∫

Γ2

p(x)g1(x)φi(x)dγ(x)

4.3.5 Prise en compte des noeuds liés dans le second membre

Aprés les calculs précédents, on a maintenant dansGi :

Gi =

∫

Ω

f(x)φi(x)dx +

∫

Γ1

p(x)g1(x)φi(x)dγ(x)

Il faut maintenant retirer du second membre, les combinaisons venant des noeuds liés :

Gi ←− Gi −
∑

j∈J0

g0(Sj)a(φj , φi)

oùJ0 est l’ensemble des indices des noeuds liés. On utilise pourcela le tableauCD qui donne les conditions, de
Dirichlet, de dimensionM0 oùM0 = cardJ0. Pouri0 = 1, . . . ,M0, CD(i0) = j0 ∈ J0 est le numéro du noeud
lié dans la numérotation globale. La procédure est donc la suivante.

Pouri0 = 1, . . . ,M0, faire
j = CD(i0)
a = g0(Sj)
si (i ≤ j) Gi ←− Gi−aKij sinon Gi ←−

Gi − aKji sinon Fin si Fin pour

4.3.6 Stockage de la matriceK
Remarquons que la matriceK est creuse (et même très creuse), en effeta(φj , φi) = 0 dès que

supp(φi) ∩ supp(φj) = φ

Examinons une possibilité de stockage de la matriceK. SoitNK le nombre d’éléments non nuls de la matriceKOn
peut stocker la matrice dans un seul tableauKMAT en mettant bout à bout les coefficients non nuls de la première
ligne, puis ceux de la deuxième ligne, etc... jusqu’à ceuxde la dernieère ligne. Pour repérer les éléments deK dans
le tableauKMAT , on a alors besoin de pointeurs. Le premier pointeur, nommé, IC est de dimensionNK. La
valeur deIC(k) est le numéro de la colonne deK(k). On introduit alors le pointeurIL(ℓ), ℓ = 1, . . . , NL, où
NL est le nombre de lignes, oùIL(ℓ) est l’indice dansKMAT du début de laℓ-ième ligne. L’identification entre
KMAT etK se fait alors par la procédure suivante :

Pourk = 1 . . .NK
si IL(m) ≤ k < IL(m+ 1) alors
KMAT (k) = Km,IC(k)

Fin si
Fin pour
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Fℓ

K̂

Kℓ

FIG. 4.8 – Transformation isoparamétrique

La matriceK est symétrique définie positive, on peut donc utiliser uneméthode de type gradient conjugué préconditionné
(voir cours de Licence). Notons que la structure de la matrice dépend de la numérotation des noeuds. Il est donc
important d’utiliser des algorithmes performants de maillage et de numérotation.

4.4 Eléments finis isoparaḿetriques

Dans le cas ouΩ est polygonal, si on utilise des éléments finis de typeP2, les noeuds de la frontière sont effec-
tivement sur la frontière même si on les calcule à partir de l’élément fini de référence. Par contre, si le bord est
courbe, ce n’est plus vrai. L’utilisation d’éléments finis “isoparamétriques” va permettre de faire en sorte que tous
les noeuds frontières soient effectivement sur le bord, comme sur la figure 4.8. Pour obtenir une transformation
isoparamétrique, on définit

Fℓ : K → Kℓ

(x̄, ȳ) 7→ (x, y)

à partir des fonctions de base de l’élément fini de référence :

x =

Nℓ∑

r=1

xrφ̄r(x̄, ȳ), y =

Nℓ∑

r=1

yrφ̄r(x̄, ȳ),

oùNℓ est le nombre de noeuds de l’élément et(xr , yr) sont les coordonnées dur-ième noeud deKℓ. Remarquons
que la transformationFℓ isoparamétriqueP1 est identique à celle des éléments finis classiques. Par contre, la
transformation isoparamétriqueP2 n’est plus affine, alors qu’elle l’est en éléments finis classiques. Notons que les
fonctions de base locales vérifient toujours

φℓr ◦ Fℓ = φr , ∀ℓ = 1, . . . , L, ∀r = 1, . . . , Nℓ.

On peut alors se poser le problème de l’inversibilité deFℓ. On ne peut pas malheureusement démontrer queFℓ
est inversible dans tous les cas, toutefois, cela s’avère ˆetre le cas dans la plupart des cas pratiques. L’intérêt de
la transformation isoparamétrique est de pouvoir traiterles bords courbes, ainsi que les éléments finisQ1 sur
quadrilatères. Notons que le calcul deφℓr est toujours inutile, car on se ramène encore à l’élément de référence.

4.5 Analyse d’erreur

4.5.1 Erreurs de discŕetisation et d’interpolation

On considère toujours le problème modèle (4.11) page 147sur lequel on a étudié la mise en oeuvre de la méthode
des éléments finis. On rappelle que la formulation faible de ce problème est donnée en (4.14) page 148, et que

Analyse numérique des EDP, M1 156 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.5. ANALYSE D’ERREUR CHAPITRE 4. EĹEMÉNTS FINIS DE LAGRANGE

sous les hypothèses (4.12) page 147, le problème (4.14) admet une unique solutioñu ∈ H = H1
Γ0n

= {u ∈
H1(Ω);u = 0 surΓ0}. La méthode d’approximation variationnelle du problème(4.14) consiste à chercherũN ∈
HN = V ect{φ1, . . . , φN} solution de (4.16) page 148, où les fonctionsφ1, . . . , φN sont les fonctions de base
éléments finis associés aux noeudsx1, . . . , xN . Comme les hypothèses (3.21) page 106 sont vérifiées, l’estimation
(3.29) page 109 entrẽu solution de (4.14) et̃u(N) solution de (4.16) est donc vérifiée. On a donc :

‖ũ− ũN‖H1 ≤
√
M

α
d(ũ, HN ),

où M (resp.α) est la constante de continuité (resp. de coercivité) dea. Commeu = u0 + ũ, on a, en posant

c =
√

M
α ,

‖u− uN‖ ≤ C‖u− w‖∀w ∈ HN , (4.20)

où uN = ũN + u0. Notons que dans l’implantation pratique de la méthode d’´eléments finis, lorsqu’on calcule
T (v) = T (v) − a(u0, v), on remplaceu0 paru0,N ∈ HN , donc on commet une légère erreur surT . De plus,
on calculea(φi, φj) à l’aide d’intégrations numériques : l’inégalité (4.20) n’est donc vérifiée en pratique que
de manière approchée. On supposera cependant, dans la suite de ce paragraphe, que les erreurs commises sont
négligeables et que l’inégalité (4.20) est bien vérifi´ee. De la même manière qu’on a défini l’interpolée sur un
élémentK, (voir définition 4.3 page 138, on va maintenant définir l’interpolée surH1(Ω) tout entier, de manière
à établir une majoration de l’erreur de discrétisation grâce à (4.20).

Définition 4.16 (Interpolée dansHN ) . Soitu ∈ H1(Ω) etHN = V ect{φ1, . . . , φN} où les fonctionsφ1 . . . φN
sont des fonctions de baseéléments finis associées aux noeudsS1 . . . SN d’un maillageéléments finis deΩ. Alors
on d́efinit l’interpolée deu dansHN , uI ∈ HN par :

uI =

N∑

i=1

u(Si)φi.

CommeuI ∈ HN , on peut prendreW = uI dans (4.20), ce qui fournit un majorant de l’erreur de discr´etisation :

‖u− uN‖H1 ≤ C‖u− uI‖H1

On appelle erreur d’interpolation le terme‖u− uI‖H1

4.5.2 Erreur d’interpolation en dimension 1

Soit Ω =]0, 1[, on considère un maillage classique, défini par lesN + 2 points(xi)i=0...N+1, avecx0 = 0 et
xN+1 = 1, et on note

hi = xi+1 − xi, i = 0, . . . , N + 1, eth = max{|hi|, i = 0, . . . , N + 1}

On va montrer que siu ∈ H2(]0, 1[), alors on peut obtenir une majoration de l’erreur d’interpolation‖u− uI‖H1 .
On admettra le lemme suivant(voir exercice 33 page 118) :

Lemme 4.17 Siu ∈ H1(]0, 1[) alorsu est continue.

En particulier, on a doncH2(]0, 1[) ⊂ C1([0, 1]). Remarquons que ce résultat est lié à la dimension 1, voirinjection
de Sobolev, cours d’analyse fonctionnelle ou [1]. On va démontrer le résultat suivant sur l’erreur d’interpolation.

Théorème 4.18 (majoration de l’erreur d’interpolation, dimension 1) Soitu ∈ H2(]0, 1[), et soituI son in-
terpoĺee surHN = V ect{φi, i = 1, . . . , N}, où φi désigne la i-̀eme fonction de baséelément finiP1 assocíee au
noeudxi d’un maillageélément fini de]0, 1[. Alors il existec ∈ IR ne d́ependant que deu, tel que

‖u− uI‖H1 ≤ Ch. (4.21)

Démonstration : On veut estimer

‖u− uI‖2H1 = |u− uI |20 + |u− uI |21
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où |v|0 = ‖v‖L2 et |v|1 = ‖Dv‖L2 . Calculons|u− uI |21 :

|u− uI |21 =

∫ 1

0

|u′ − u′I |2dx =

N∑

i=0

∫ xi+1

xi

|u′(x)− u′I(x)|2dx.

Or pourx ∈]xi, xi+1[ on a

u′I =
u(xi+1)− u(xi)

hi
= u′(ξi),

pour un certainξi ∈]xi, xi+1[. On a donc :
∫ xi+1

xi

|u′(x)− u′I(x)|2dx =

∫ xi+1

xi

|u′(x) − u′(ξi)|2dx.

On en déduit que : ∫ xi+1

xi

|u′(x)− u′I(x)|2dx =

∫ xi+1

xi

|
∫ x

ξi

u′′(t)dt|2dx,

et donc, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
∫ xi+1

xi

|u′(x)− u′I(x)|2dx ≤
∫ xi+1

xi

∫ x
ξi
|u′′(t)|2dt|x − ξi|dx

≤ hi
∫ xi+1

xi

(∫ x

ξi

|u′′(t)|2dt
)
dx,

car|x− ξi| ≤ hi. En réappliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
∫ xi+1

xi

|u′(x) − u′I(x)|2dx ≤ h2
i

∫ xi+1

xi

|u′′(t)|2dt

En sommant suri, ceci entraine :

|u− uI |21 ≤ h2

∫ 1

0

|u′′(t)|2dt. (4.22)

Il reste maintenant à majorer|u− uI |20 =
∫ 1

0
|u− uI |2dx. Pourx ∈ [xi, xi+1]

|u(x)− uI(x)|2 =

(∫ x

xi

(u′(t)− u′I(t))dt
)2

.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

|u(x)− uI(x)|2 ≤
∫ x

xi

(u′(t)− u′I(t))2dt |x− xi|︸ ︷︷ ︸
≤hi

Par des calculs similaires aux précédents, on obtient donc :

|u(x)− uI(x)|2 ≤
∫ x

xi

hi

(∫ xi+1

xi

|u′′(t)|2dt
)
dxhi

≤ h3
i

∫ xi+1

xi

|u′′(t)|2dt.

En intégrant sur[xi, xi+1], il vient :
∫ xi+1

xi

|u(x)− uI(x)|2dx ≤ h4
i

∫ xi+1

xi

(u′′(t))2dt,

et en sommant suri = 1, . . . , N :

∫ 1

0

(u(x)− uI(x))2dx ≤ h4

∫ 1

0

(u′′(t))2dt.
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On a donc :
|u− uI |0 ≤ h2|u|2

ce qui entraine, avec (4.22) :
‖u− uI‖2 ≤ h4|u|22 + h2|u|22

≤ (1 + h2)h2|u|22
On en déduit le résultat annoncé.

On en déduit le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Corollaire 4.19 (Estimation d’erreur, P1, dimension 1) SoitΩ un ouvert polygonal convexe deIRd, d ≥ 1 ; soit
f ∈ L2(Ω) etu ∈ H1

0 (Ω) l’unique solution du probl̀eme




u ∈ H1
0 (Ω)

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x)∇v(x)dx =

∫
f(x)v(x)dx,

,

etuT L’approximationéléments finis P1 obtenue sur un maillage admissibleT de pashT = max
i=1,...,N

{|hi|}. Alors

il existeC ∈ IR ne d́ependant que deΩ etf tel que‖u− uT ‖ < Ch.

Ces résultats se génŕalisent au cas de plusieurs dimensions d’espace (voir Ciarlet), sous des conditions géométriques
sur le maillage, nécessaires pour obtenir le résultat d’interpolation. Par exemple pour un maillage triangulaire en
deux dimensions d’espace, intervient une condition d’angle : on demande que la famille de maillages considérée
soit telle qu’il existeβ > 0 tel queβ ≤ θ ≤ π − β pour tout angleθ du maillage.

Remarque 4.20 (Sur les techniques d’estimation d’erreur)Lorsqu’on a voulu montrer des estimations d’er-
reur pour la ḿethode des différences finies, on a utilisé le principe de possitivité, la consistance et la stabilité
en normeL∞. En volumes finis et́eléments finis, on n’utilise pas le principe de positivité. En volumes finis, la
stabilité en normeL2 est obtenue gr̂aceà l’in égalit́e de Poincaŕe discr̀ete, et la consistance est en fait la consis-
tance des flux. Notons qu’en volumes finis on se sert aussi de laconservativit́e des flux nuḿeriques pour la preuve
de convergence. Enfin, enéléments finis, la stabilité est obtenue grâceà la coercivit́e de la forme bilińeaire, et la
consistance provient du contrôle de l’erreur d’interpolation.
Même si le principe de positivité n’est pas explicitement utilisé pour les preuves de convergence deséléments finis
et volumes finis, il est toutefois intéressant de voir̀a quelles conditions ce principe est respecté, car il est parfois
très important en pratique.
Reprenons d’abord le cas du schéma volumes finis sur un maillageT admissible pour la discrétisation de l’́equation
(3.1). {

−∆u = f dansΩ

u = 0 sur∂Ω.

Rappelons que le schéma volumes finis s’écrit :

∑

K∈C




∑

σ∈ξK∩ξint

τK,L(uK − uL) +
∑

σ∈ξK∩ξext

τK,σuK



 = |K|fK , (4.23)

avec

τK,L =
|K|L|

d(xK , xL)
et τK,σ =

|σ|
d(xK , ∂Ω)

,

où |K|, (resp.|σ|) désigne la mesure de Lebesque en dimensiond (resp.d− 1) deK (resp.σ).
Notons que les coefficientsτK,L et τK,σ sont positifs, gr̂ace au fait que le maillage est admissible (et donc
~XKXL = d(XK , XL) ~nKL, où ~XKXL désigne le vecteur d’extrémit́esXK etXL et ~nKL la normale unitaire

àK|L sortante deK.
Notons que le sch́ema(4.23)s’écrit comme une somme de termes d’échange entre les maillesK etL, avec des
coefficientsτKL positifs. C’est gr̂aceà cette propríet́e que l’on montre facilement que le principe de positivité
est v́erifié. Consid́erons maintenant la ḿethode deśeléments finis P1, pour la résolution du probl̀eme(3.1) sur
maillage triangulaire. On sait (voir par exemple Ciarlet) que si le maillage satisfait la condition faible de Delau-
nay (qui stipule que la somme de deux angles opposésà une m̂eme ar̂ete doitêtre inf́erieureà π), alors le principe
du maximum est vérifiée. Ce ŕesultat peut se retrouver eńecrivant le sch́emaéléments finis sous la forme d’un
sch́ema volumes finis.
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4.5.3 Super convergence

On considère ici un ouvertΩ polygonal convexe deIRd, d ≥ 1, et on suppose quef ∈ L2(Ω). On s’intéresse à
l’approximation par éléments finisP1 de la solutionu ∈ H1

0 (Ω) du problème (3.5). On a vu dans le paragraphe
précédent (corollaire 4.19) qu’on peut estimer l’erreuren normeL2 entre la solution exacteu et la solution ap-
prochée par éléments finisP1 ; en effet, comme l’erreur d’interpolation est d’ordreh, on déduit une estimation
sur l’erreur de discrétisation, également d’ordreh. En fait, si la solutionu de (3.1) est dansH2, il se produit un
“petit miracle”, car on peut montrer grâce à une techniqueastucieuse, dite“truc d’Aubin-Nitsche”, que l’erreur de
discrétisation en normeL2 est en fait d’ordre 2.

Théorème 4.21 (Super convergence deséléments finisP1) SoitΩ un ouvert polygonal convexe deIRd, d ≥ 1 ;
soit f ∈ L2(Ω), u solution de(3.5), uT la solution apporch́ee obtenue paŕeléments finis P1, sur un maillage
éléments finisT . Soit

hT = max
K∈T

diamK.

Alors il existeC ∈ IR ne d́ependant que deΩ etf tel que :

‖u− uT ‖H1(Ω) ≤ Ch et‖u− uT ‖L2(Ω) ≤ Ch2.

Démonstration : Par le théorème de régularité 3.9 page 101, il existeC1 ∈ IR+ ne dépendant que deΩ tel que

‖u‖H2(Ω) ≤ C1‖f‖L2(Ω).

Grâce à ce résultat, on a obtenu (voir le théorème 4.19)qu’il existeC2 ne dépendant que deΩ, β et tel que

‖u− uT ‖H1(Ω) ≤ C2‖f‖L2h

Soit maintenanteT = u− uT etϕ ∈ H1
0 (Ω) vérifiant

∫

Ω

∇ϕ(x).∇ψ(x)dx =

∫

Ω

eT (x)ψ(x)dx, ∀ψ ∈ H1
0 (Ω). (4.24)

On peut aussi dire queϕ est la solution faible du problème
{
−∆ϕ = eT dansΩ
ϕ = 0 sur∂Ω.

Commee ∈ L2(Ω), par le théorème 3.9, il existeC3 ∈ IR+ ne dépendant queΩ tel que

‖ϕ‖H2(Ω) ≤ C3‖eT ‖L2(Ω).

Or ‖eT ‖2L2(Ω) =

∫

Ω

eT (x)eT (x)dx =

∫

Ω

∇ϕ(x).∇e(x)dx, en prenantψ = eT dans (4.24).

SoitϕT la solution approchée par éléments finis P1 du problème (4.24), c.à.d solution de :




ϕT ∈ VT ,0 = {v ∈ C(Ω̄); v|K ∈ P1, ∀K ∈ T , v|∂Ω = 0}
∫

Ω

∇ϕT (x)∇v(x)dx =

∫

Ω

e(x)v(x)dx, ∀v ∈ VT ,0
(4.25)

On sait queuT vérifie : ∫

Ω

∇ϕT (x).∇(u − uT )(x)dx = 0;

on peut donc écrire que :

‖eT ‖2L2(Ω =

∫

Ω

∇(ϕ− ϕT )(x).∇(u − uT )(x)dx ≥ ‖ϕ− ϕT ‖H1(Ω)‖u− uT ‖H1(Ω)

D’après le théorème 4.19, on a :

‖ϕ− ϕT ‖H1(Ω) ≤ C2‖e‖L2(Ω)hT et‖u− uT ‖H1(Ω) ≤ C2‖f‖L2(Ω)hT .

On en déduit que :
‖eT ‖L2(Ω) ≤ C2

2‖f‖L2(Ω)h
2
T .

Ce qui démontre le théorème.
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4.5.4 Traitement des singularit́es

Les estimations d’erreur obtenues au paragraphe précédent reposent sur la régularitéH2 deu. Que se passe-t-il si
cette régularité n’est plus vérifiée ? Par exemple, si ledomaineΩ possède un coin rentrant, on sait que dans ce cas,
la solutionu du problème (3.5) n’est plus dansH2(Ω), mais dans un espaceH1+s(Ω), oùs dépend de l’angle du
coin rentrant. Considérons donc pour fixer les idées le problème

{
−∆u = f dansΩ, oùΩ est un ouvert

u = 0 sur∂Ω polygônal avec un coin rentrant.

Pour approcher correctement la singularité, on peut raffiner le maillage dans le voisinage du coin. On peut également,
lorsque cela est possible, modifier l’espace d’approximation pour tenir compte de la singularité. Dans le cas d’un
polygône avec un coin rentrant par exemple, on sait trouverψ ∈ H1

0 (Ω) (etψ 6∈ H2(Ω)) telle que siu est solution
de (3.5) avecf ∈ L2(Ω), alors il existe un uniqueα ∈ IR tel queu− αψ ∈ H2(Ω).
Examinons le cas d’une approximation par éléments finis deLagrange. Dans le cas oùu est régulière, l’espace
d’approximation est

VT = V ect{φi, i = 1, NT },
oùNT est le nombre de noeuds internes du maillageT deΩ considéré et(φi)i=1,NT

la famille des fonctions de
forme associées aux noeuds.
Dans le cas d’une singularité portée par la fonctionψ introduite ci-dessus, on modifie l’espaceV et on prend
maintenant :VT = V ect{φi, i = 1, NT }⊕ IRψ Notons queVT ⊂ H1

0 (Ω), carψ ∈ H1
0 (Ω). Reprenons maintenant

l’estimation d’erreur. Grâce au lemme de Céa, on a toujours

‖u− uT ‖H1 ≤ M

α
‖u− w‖H1(Ω), ∀w ∈ VT .

On a donc également :

‖u− uT ‖H1 ≤ M

α
‖u− αψ − w‖H1(Ω), ∀w ∈ VT .

puisqueαψ + w ∈ VT . Or,u− αψ = ũ ∈ H2(Ω).
Donc‖u− uT ‖H1 ≤ M

α ‖ũ− w‖H1(Ω), ∀w ∈ VT .
Et grâce aux résultats d’interpolation qu’on a admis, si on noteũI l’interpolée dẽu dansVT , on a :

‖u− uT ‖H1(Ω) ≤
M

α
‖ũ− ũI‖H1(Ω) ≤

M

α
C2‖ũ‖H2(Ω)h.

On obtient donc encore une estimation d’erreur enh.
Examinons maintenant le système linéaire obtenu avec cette nouvelle approximation.On effectue un développement
de Galerkin sur la base deVT . On pose

uT =
∑

i=1,NT

uiφi + γψ.

Le problème discrétisé revient donc à chercher





(us)i=1,NT
⊂ IRN etγ ∈ IR t.q.

∑
j=1,NT

uj
∫
Ω
∇φj(x) · ∇φi(x)dx + γ

∫
Ω
∇ψ(x) · ∇φi(x)dx =

∫
Ω
f(x)φi(x)dx, ∀i = 1, NT

∑
j=1,NT

uj
∫
Ω∇φi(x) · ∇ψ(x)dx + γ

∫
Ω∇ψ(x) · ∇ψ(x)dx =

∫
f(x)ψ(x)dx.

On obtient donc un système linéaire deNT + 1 équations àNT + 1 inconnues.

4.6 Exercices

’

Exercice 48 (Eĺements finis P1 pour le probl̀eme de Dirichlet) Corrigé en page 168
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Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème suivant :

−u′′(x) = f(x), x ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = 0.

dont on a étudié une formulation faible à l’exercice 35.
SoientN ∈ IN, h = 1/(N + 1) et xi = ih, pour i = 0, . . . , N + 1, etKi = [xi, xi+1], pour i = 0, . . . , N .
SoitHN = {v ∈ C([0, 1], IR) t.q. v|Ki ∈ P1, i = 0, . . . , N , etv(0) = v(1) = 0}, oùP1 désigne l’ensemble des
polynômes de degré inférieur ou égal à 1.

1. Montrer queHN ⊂ H1
0 .

2. Pouri = 1, . . . , N , on pose :

φi(x) =





1− |x− xi|
h

si x ∈ Ki ∪Ki−1,

0 sinon.

Montrer queφi ∈ HN pour touti = 1, . . . , N et queHN est engendré par la famille{φ1, . . . , φN}.
3. Donner le système linéaire obtenu en remplaçantH parHN dans la formulation faible. Comparer avec le schéma
obtenu par différences finies.

Exercice 49 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann)Corrigé en page 169

Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème :

−u′′(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0)− u(0) = 0, u′(1) = −1.

(4.26)

L’existence et l’unicité d’une solution faible ont été démontrées à l’exercice 49 page 162. On s’intéresse maintenant
à la discrétisation de (4.26).

e (3.40) 1. Ecrire une discrétisation d par différences finies pour un maillage non uniforme. Ecrire le système
linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (4.26) par volumes finis pour un maillage non uniforme. Ecrire le système linéaire
obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type LagrangeP1 de (4.26) pour un maillage non
uniforme. Ecrire le système linéaire obtenu.

Exercice 50 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann, bis)

Soitf ∈ L2(]0, 1[). On s’intéresse au problème : :
{
−u′′(x)− u′(x) + u(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u(0) + u′(0) = 0, u(1) = 1

1. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type LagrangeP1 pour un maillage uniforme. Ecrire
le système linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation par volumes finis centrés pour un maillage uniforme. Ecrire le système linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par différences finies centrés de pour un maillage uniforme. Ecrire le système linéaire
obtenu.

4. Quel est l’ordre de convergence de chacune des méthodes ´etudiées aux questions précédentes ?

Exercice 51 (Eĺements finis pour un probl̀eme avec conditions mixtes)

Soitf ∈ L2(]0, 1[. On s’intéresse ici au problème

−u′′(x) + u(x) = f(x), x ∈=]0, 1[,
u(0) = 0,
u′(1) = 0,

(4.27)
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Ce problème est un cas particulier du problème (3.43) étudié à l’exercice 41 page 119 page 119, en prenant :Ω =
]0, 1[, p ≡ 1 et q ≡ 1, Γ0 = {0}, Γ1 = {1}, g0 ≡ 0, g1 ≡ 0 etσ = 0.
On s’intéresse ici à la discrétisation du problème (4.27). SoientN ∈ IN, h = 1 (N + 1) et xi = ih, pour
i = 0, . . . , N + 1, etKi = [xi, xi+1], pouri = 0, . . . , N . On cherche une solution approchée de (4.27), notéeuh,
en utilisant les éléments finis(Ki, {xi, xi+1}, P1)

N
i=0.

1. Déterminer l’espace d’approximationVh. Montrer que les fonctions de base globales sont les fonctionsΦi de
[0,1] dansIR définies parΦi(x) = (1− |x−xi|

h )+, pouri = 1, . . . , N + 1.

2. Construire le système linéaire à résoudre et comparer avec les systèmes obtenus par différences finies et volumes
finis.

3 A-t-onu′h(1) = 0 ?

Exercice 52 (Eĺements finis pour un probl̀eme de ŕeaction-diffusion)

Soitα un réel positif ou nul, etf est une fonction continue. On considère le problème suivant

−u′′(x) + αu(x) = f(x), x ∈]0, 1[,
u′(0) = u(0),
u′(1) = 0.

(4.28)

oùu′′ désigne la dérivée seconde deu par rapport àx.

Dans toute la suite, on considère une subdivision uniformede l’intervalle[0, 1] : on noteh = 1/N oùN ≥ 2 est
un entier fixé. On posexi = ih, pouri = 0, . . . , N.

1. Formulation variationnelle
1.1 Ecrire une formulation variationnelle de (4.28).
———————————————————————————————-
Soit v une fonction suffisamment régulière, on multiplie la première équation de (4.28) parv et on intègre sur
]0, 1[. En effectuant des intégrations par parties et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient :

∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

Pour que les intégrales aient un sens, il suffit de prendreu, v ∈ H1(]0, 1[), auquel cas les fonctions sont continues
et donc les valeursu(0) etv(0) ont aussi un sens. On en déduit qu’une formulation faible est

u ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H1(]0, 1[).

On en déduit que la formulation variationnelle est

Trouveru ∈ H1(]0, 1[);
J(u) = min

v∈H
J(v),

avecJ(v) = 1
2a(v, v)−T (v), oùa est la forme bilinéaire définie para(u, v) =

∫ 1

0
u′(x)v′(x) dx+α

∫ 1

0
u(x)v(x) dx+

u(0)v(0) etT la forme linéaire continue définie parT (v) =
∫ 1

0 f(x)v(x) dx.
———————————————————————————————-

1.2. On considère le problème

u ∈ H1(]0, 1[)∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx, ∀v ∈ H1(]0, 1[).
(4.29)

1.2.a Déterminer le problème aux limites dont la formulation faible est (4.29).
———————————————————————————————-
Supposonsu régulière, et prenons d’abordv ∈ C1

c (]0, 1[). On a alors
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∫ 1

0

u′(x)v′(x) dx+ α

∫ 1

0

u(x)v(x) dx+ u(0)v(0) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx

et donc en intégrant par parties :∫ 1

0

(−u′′(x) + αu(x)− f(x))v(x) dx = 0.

Comme ceci est vrai pout toute fonctionv ∈ Cc(]0, 1[), on en déduit que−u′′(x) + αu(x) = f(x), x ∈]0, 1[.
Prenons maintenantv ∈ H1(]0, 1[), en intégrant par parties et tenant compte de ce qui précède, on obtient
(−u′(0) + u(0))v(0) + u′(1)v(1) = 0.
Comme ceci est vrai pout toute fonctionv ∈ H1(]0, 1[), on en déduit queu vérifie (4.28).
———————————————————————————————-

1.2.b. Montrer que siα > 0, (4.29) admet une unique solution.
———————————————————————————————-
On peut appliquer le lemme de Lax Milgram ; en effet,
– la forme linéaireT est continue car|T (v)| = |

∫ 1

0 f(x)v(x)| dx ≤ ‖f‖L2‖v‖L2 par l’inégalité de Cauchy–
Schwarz, et donc|T (v)| ≤ C‖v‖L2 avecC = ‖f‖L2.

– la forme bilinéairea (qui est évidemment symétrique, ce qui n’est d’ailleurs pas nécessaire pour appliquer
Lax-Milgram) est continue ; en effet :

|a(u, v)| ≤ ‖u′‖L2‖v′‖L2 + α‖u‖L2‖v‖L2 + |u(0)||v(0)|;

or pour toutx ∈]0, 1[ v(0) = v(x) +
∫ x
0
v′(t)dt et donc par inégalité triangulaire et par Cauchy–Schwarz, on

obtient que|v(0)| ≤ |v(x)| + ‖v′‖L2 . En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, on obtient

|v(0)| ≤ ‖v‖L1 + ‖v′‖L2 ≤ ‖v‖L2 + ‖v′‖L2 ≤ 2‖v‖H1 .

La meme inégalité est évidemment vraie pouru(0). On en déduit que :

a(u, v) ≤ ‖u′‖L2‖v′‖L2 + α‖u‖L2‖v‖L2 + 4‖u‖H1‖v‖H1

≤ ‖u‖H1‖v‖H1 + α‖u‖H1‖v‖H1 + 4‖u‖H1‖v‖H1

≤ (5 + α)‖u‖H1‖v‖H1 ,

ce qui prouve quea est continue.
Montrons maintenant quea est coercive. Dans le cas oùα > 0, ceci est facile à vérifier, car on a

a(u, u) =

∫ 1

0

u′(x)2 dx+ α

∫ 1

0

u(x)2 dx+ u(0)2 ≥ min(α, 1)‖u‖2H1 .

Par le lemme de Lax -Milgram, on peut donc conclure à l’existence et l’unicité de la solution de (4.29).
———————————————————————————————-
(pour les braves : on peut démontrer que ceci est encore vrai pourα = 0 en appliquant l’ińegalit́e de Poincaŕe à
la fonctionv − v(0)).
———————————————————————————————-
Dans le cas oùα = 0, on applique l’inégalité de Poincaré à la fonctionw = u−u(0), ce qui est licite carw(0) = 0 ;
on a donc :‖w‖L2 ≤ ‖w′‖L2 , et donc‖u′‖L2 ≥ ‖u−u(0)‖L2.On en déduit quea(u, u) ≥ ‖u−u(0)‖2L2+u(0)2 ≥
1
2‖u‖2L2.
On écrit alors que

a(u, u) =
1

2
a(u, u) +

1

2
a(u, u)

≥ 1

2
‖u′‖2L2 +

1

4
‖u‖2L2

≥ 1

4
‖u‖2H1 ,

ce qui montre que la forme bilinéairea est encore coercive.
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2. Discrétisation par éléments finis.
SoitVh l’ensemble des fonctions continues sur[0, 1] dont la restriction à chaque intervalle[xi, xi+1] est affine pour
0 ≤ i ≤ N − 1.

2.1 Quelle est la dimension deVh ?
———————————————————————————————-
Une base de l’espaceVh est la famille des fonctions dites “chapeau”, définies par

ϕi(x) = min

(
1

h
(x− xi−1)

+, (
1

h
(xi+1 − x)+

)
pouri = 1, . . . , N − 1,

ϕ1(x) =
1

h
(x1 − x)+,

ϕN (x) =
1

h
(x− xN+1)

+.

On en déduit que l’espaceVh est de dimensionN + 1.
———————————————————————————————-

2.2. Donner la discrétisation éléments finis de (4.29).
———————————————————————————————-
Le problème discrétisé par éléments finis s’écrit :

uh ∈ Vh∫ 1

0

u′h(x)v
′
h(x) dx+ α

∫ 1

0

uh(x)vh(x) dx+ uh(0)vh(0) =

∫ 1

0

f(x)vh(x) dx, ∀vh ∈ Vh.
(4.30)

———————————————————————————————-

2.3 Montrer que le problème discret ainsi obtenu admet une solution unique.
———————————————————————————————-
Comme on a effectué une discrétisation par éléments finis conformes, le lemme de Lax Milgram s’applique à
nouveau.
———————————————————————————————-

2.4 Ecrire le problème discret sous la forme d’un système linéaireAU = b en explicitant les dimensions des
vecteurs et matrice et en donnant leur expression.
———————————————————————————————-
Commençons par le second membre :B = (bi)0≤i≤N , avecbi =

∫ 1

0 f(x)φi(x)dx.

CalculonsAi,j = Aj,i = a(φi, φj) =
∫ 1

0
φ′i(x)φ

′
j(x) dx+α

∫ 1

0
φi(x)φj(x) dx+ φi(0)φj(0), pouri = 1, . . . , N .

En raison de la forme des fonctions de base(φi)i=0,N les seuls termes non nuls sont les termesAi−1,i, Ai,i et
Ai,i+1. Après calculs, on obtient :

A =




1
h + αh

3 + 1 − 1
h + αh

6 0 0 . . . 0

− 1
h + αh

6
2
h + 2αh

3 − 1
h + αh

6

. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 − 1

h + αh
6

2
h + 2αh

3 − 1
h + αh

6

0 . . . 0 − 1
h + αh

6
1
h + αh

3




———————————————————————————————-

2.5 Pour les braves : donner une borne supérieure de l’erreur ‖uh − u‖H1(0,1).
———————————————————————————————-
Soit u ∈ H1(]0, 1[) une solution de (4.29). Alors−u′′ = f − αu au sens des distibutions, mais commef ∈
L2(]0, 1[) et u ∈ L2(]0, 1[), on en déduit queu ∈ H2(]0, 1[). On peut donc appliquer les résultats du cours. On
a vu en cours que siuI l’interpolée deu dansVh, On a‖u − uh‖L2(0,1) ≤ C‖u − uI‖L2(0,1) oùC est la racine

carrée du rapport de la constante de continuité sur la constante de coercivité, c.à.d.C =
√

5+α
min(α,1) . De plus, on a

aussi vu que siu ∈ H2(]0, 1[), l’erreur d’interpolation est d’ordreh ; plus précisément, on a :

‖u− uI‖2L2(0,1) ≤ (1 + h2)h2‖u′′‖2L2(0,1)
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On en déduit que

‖uh − u‖H1(0,1) ≤
√

5 + α

min(α, 1)

√
1 + h2‖u′′‖L2(0,1)h.

Exercice 53 (Eĺements finisQ1) Corrigé en page 172

On considère le rectangleΩ de sommets(−1, 0), (2, 0), (−1, 1), (2, 1). On s’intéresse à la discrétisation par
éléments finis de l’espace fonctionnelH1(Ω).
I. On choisit de découperΩ en deux élémentse1 ete2 définis par les quadrilatères de sommets respectifsM1(−1, 1),
M2(0, 1),M5(1, 0),M4(−1, 0) etM2(0, 1),M3(2, 1),M6(2, 0),M5(1, 0).
On prend comme noeuds les pointsM1, . . . ,M6 et comme espace par élément l’ensemble des polynômesQ1. On
noteΣ1 = {M4,M5,M2,M1} etΣ2 = {M5,M6,M3,M2}.
On a donc construit la discrétisation{(e1,Σ1, Q1), (e2,Σ2, Q1)}.
I.1 Montrer que les éléments(e1,Σ1, Q1) et (e2,Σ2, Q1) sont des éléments finis de Lagrange.

I.2. Montrer que l’espace de dimension finie correspondant `a cette discrétisation n’est pas inclus dansH1(Ω)
(construire une fonction de cet espace dont la dérivée distribution n’est pas dansL2). Quelle est dans les hypothèses
appelées en cours “cohérence globale” celle qui n’est pasvérifiée ?

II. On fait le même choix des éléments et des noeuds que dans I. On introduit comme élément de référencee le
carré de sommets(±1,±1), Σ est l’ensemble des sommets dee etP = Q1.

II.1. Quelles sont les fonctions de base locales de(e,Σ, P ). On note ces fonctionsΦ1, . . . ,Φ4.

II.2 A partir des fonctionsΦ1, . . . ,Φ4, construire des bijectionsF1 etF2 dee danse1 ete2. Les fonctionsF1 etF2

sont elles affines ?

II.3 On notePei = {f : ei → IR, f ◦ Fi|e ∈ Q1}, pouri = 1, 2, où lesFi sont définies à la question précédente.
Montrer que les éléments(e1,Σ1, Pe1) et(e2,Σ2, Pe2) sont des éléments finis de Lagrange et que l’espace vectoriel
construit avec la discrétisation{(e1,Σ1, Pe1), (e2,Σ2, Pe2)} est inclus dansH1(Ω) (i.e. vérifier la “cohérence
globale” définie en cours). On pourra pour cela montrer que si S = e1 ∩ e2 = {(x, y);x + y = 1}, alors
{f |S, f ∈ Pei} = {f : S → IR; f(x, y) = a+ by, a, b ∈ IR}.

Exercice 54 (Eĺements affine–́equivalents) Corrigé en page 174

SoitΩ un ouvert polygonal deIR2, etT un maillage deΩ.
Soient(K̄, Σ̄, P̄ ) et (K,Σ, P ) deux éléments finis de Lagrange affine - équivalents. On suppose que les fonctions
de base locales dēK sont affines.
Montrer que toute fonction deP est affine.
En déduire que les fonctions de base locales de (K,Σ, P ) affines.

Exercice 55 (Eĺements finisP2 en une dimension d’espace)

On veut résoudre numériquement le problème aux limites suivant




−u′′(x) + u(x) = x2, 0 < x < 1

u(0) = 0,

u′(1) = 1.

(4.31)

1. Donner une formulation faible du problème (4.31)
2. Démontrer que le problème (4.31) admet une unique solution.
3. On partage l’intervalle]0, 1[ enN intervalles égaux et on approche la solution par une méthode d’éléments finis
de degré 2. Ecrire le système qu’il faut résoudre.

Exercice 56 (Eĺements finisP1 sur maillage triangulaire) Corrigé en page 175
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On veut résoudre numériquement le problème

−∆u(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ D = (0, a)× (0, b),

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂D,

oùf est une fonction donnée, appartenant àL2(D). SoientM,N deux entiers. On définit

∆x =
a

M + 1
,∆y =

b

N + 1

et on pose
xk = k∆x, 0 ≤ k ≤M + 1, yl − l∆y, 0 ≤ l ≤ N + 1

On note
T 0
k+1/2,l+1/2 le triangle de sommets(xk, yl), (xk+1, yl), (xk+1, yl+1),

T 1
k+1/2,l+1/2 le triangle de sommets(xk, yl), (xk, yl+1), (xk+1, yl+1).

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le problème avec les éléments finis triangulaires linéaires (utilisantle
maillage précédent).

Exercice 57 (Int́egration numérique) Corrigé en page 177

1. Vérifier que l’intégration numérique à un point de Gauss, donné par le centre de gravité du triangle, sur l’élément
fini P1 sur triangle, est exacte pour les polynômes d’ordre 1.

2. Vérifier que l’intégration numérique à trois points de Gauss définis sur le trangle de rérérence parp1 =

(
1

2
, 0

)
,

p2 =

(
1

2
,
1

2

)
, p3 =

(
0,

1

2

)
. avec les poids d’intégrationω1 = ω2 = ω3 =

1

6
, est exacte pour les polynômes

d’ordre 2.

Exercice 58 (Eĺements finisQ2) Corrigé en page 177

On noteC le carré[0, 1]× [0, 1] de sommets

a1 = (0, 0), a2 = (1, 0), a3 = (1, 1), a4 = (0, 1).

On note
a5 = (1/2, 0), a6 = (1, 1/2), a7 = (1/2, 1), a8 = (0, 1/2), a9 = (1/2, 1/2)

et ∑
= {ai, 1 ≤ i ≤ 8}.

1. Montrer que pour toutp ∈ P2
4∑

i=1

p(ai)− 2

8∑

i=5

p(ai) + 4p(a9) = 0.

2. En déduire une forme linéaireφ telle que sip ∈ P = {p ∈ Q2, φ(p) = 0} et p(ai) = 0 pouri = 1, . . . 8, alors
p = 0. 3. Calculer les fonctions de base de l’élément fini(C,P,Σ), avecΣ = {a1, . . . , a8}.
Exercice 59 (Eĺements finisQ∗

2)

SoitC = [−1, 1]× [−1, 1]. On notea1, . . . , a8 les noeuds deC, définis par

a1 = (−1,−1), a2 = (1,−1), a3 = (1, 1), a4 = (−1, 1),

a5 = (0,−1), a6 = (1, 0), a7 = (0, 1), a8 = (−1, 0).

On rappelle queQ2 = V ect{1, x, y, xy, x2, y2, x2y, xy2, x2y2} et que dimQ2 = 9. On noteQ∗
2 l’espace de

polynôme engendré par les fonctions{1, x, y, xy, x2, y2, x2y, xy2}.
a) Construire(ϕ∗

i )i=1,...,8 ⊂ Q∗
2 tel que

ϕ∗
j (ai) = δij ∀i, j = 1, . . . , 8.

b) Montrer queΣ estQ∗
2-unisolvant, avecΣ = {a1, . . . , a8}.

c) Soit S = [−1, 1] × {1}, ΣS = Σ ∩ S, et soitP l’ensemble des restrictions àS des fonctions deQ∗
2, i.e.

P = {f |S; f ∈ Q∗
2}. Montrer queΣS estP -unisolvant. La propriété est elle vraie pour les autres arêtes deC ?
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4.7 Corrigés des exercices

Exercice 48 page 161

1.Soitv ∈ HN , commeHN ⊂ C([0, 1]), on av ∈ L2(]0, 1[). D’autre part, commev|Ki ∈ P1, on av|Ki(x) =
αix+ βi, avecαi, βi ∈ IR. Doncv admet une dérivée faible dansL2(]0, 1[), etDv|Ki = αi on a donc :

‖Dv‖L2 ≤ max
i=1,...,N

|αi| < +∞.

De plusv(0) = v(1) = 0, doncv ∈ H1
0 (]0, 1[).

On en déduit queHN ⊂ H1
0 (]0, 1[).

2. On a :

φi(x) =






1− x− xi
h

si x ∈ Ki

1 +
x− xi
h

si x ∈ Ki−1

0 si x ∈]0, 1[Ki ∪Ki−1

On en déduit queφi|Kj ⊂ P1 pour toutj = 0, . . . , N .
De plus, les fonctionsφi sont clairement continues. Pour montrer queφi ∈ HN , il reste à montrer queφi(0) =
φi(1) = 0. Ceci est immédiat pouri = 2, . . . , N − 1, car dans ce casφi|K0 = φi|KN+1 = 0. On vérifie alors
facilement queφ1(0) = 1− h

h = 0 etφN (1) = 0.
Pour montrer queHN = V ect{φ1, . . . , φN}, il suffit de montrer que{φ1, . . . , φN} est une famille libre deHN .

En effet, si
N∑

i=1

aiφi = 0, alors en particulier
N∑

i=1

aiφi(xk) = 0, pour k = 1, . . . , N , et doncak = 0 pour

k = 1, . . . , N .

3. Soitu =
N∑

j=1

ujφj solution de

a(u, φi) = T (φi) ∀i = 1, . . . , N.

La famille (uj)j=1,...,N est donc solution du système linéaire

N∑

j=1

Ki,juj = Gi i = 1, . . . , N

oùKi,j = a(φj , φi) etGi = T (φi). CalculonsKi,j etGi ; on a :

Ki,j =

∫ 1

0

φ′j(x)φ
′
i(x)dx ; or φ′i(x) =






1

h
si x ∈]xi−1xi[

− 1

h
si x ∈]xi, xi+1[,

0 ailleurs

On en déduit que :

Ki,i =

∫ 1

0

(φ′i(x))
2dx = 2h

1

h2
=

2

h
pouri = 1, . . . , N,

Ki,i+1 −
∫ 1

0

φ′i(x)φ
′
i+1(x)dx = −h× 1

h2
= − 1

h
, pouri = 1, . . . , N − 1,

Ki,i−1 =

∫ 1

0

φ′i(x)φ
′
i−1(x)dx = − 1

h
pouri = 2, . . . , N,

Ki,j = 0 pour|i− j| > 1.

Calculons maintenantGi :

Gi =

∫ xi+1

xi−1

f(x)φi(x)dx

Analyse numérique des EDP, M1 168 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011



4.7. CORRIǴES CHAPITRE 4. ELÉMÉNTS FINIS DE LAGRANGE

Si f est constante, on a alorsGi = f

∫ xi+1

xi−1

φi(x)dx = hf . Si f n’est pas constante, on procède à une intégration

numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule des trapèzes pour le calcul des intégrales
∫ xi

xi−1

f(x)φi(x)dx

et
∫ xi+1

xi

f(x)φi(x)dx. On obtient alors :

Gi = hf(xi).

Le schéma obtenu est donc :
{

2ui − ui−1 − ui+1 = h2f(xi) i = 1, . . . , N

u0 = uN+1 = 0

C’est exactement le schéma différences finis avec un pas constanth.

Exercice 49 page 162

1. Soit (xi)i=1,...,N+1 une discrétisation de l’intervalle[0, 1], avec0 = x0 < x1 < · · ·xi < xi+1 < xN <
xN+1 = 1. Pouri = 1, . . . , N , on posehi+ 1

2
= xi+1 − xi. L’équation (4.26) au pointxi s’écrit :

−u′′(xi) + u(xi) = f(x)

On écrit les développements de Taylor deu(xi+1) etu(xi−1) :

u(xi+1) = u(xi) + hi+ 1
2
u′(xi) +

1

2
h2
i+ 1

2
u′′(xi) +

1

6
h3
i+ 1

2
u′′′(ζi), avecζi ∈ [xi, xi+1],

u(xi−1) = u(xi)− hi− 1
2
u′(xi) +

1

2
h2
i− 1

2
u′′(xi)−

1

6
h3
i− 1

2
u′′′(θi), avecθi ∈ [xi−1, xi],

En multipliant la première égalité parhi− 1
2
, la deuxième parhi+ 1

2
et en additionnant :

u′′(xi) =
2

hi+ 1
2
hi− 1

2
(hi+ 1

2
+ hi− 1

2
)

[
hi− 1

2
u(xi+1) + hi+ 1

2
u(xi−1) + (hi+ 1

2
+ hi− 1

2
)u(xi)

]

−1

6

h2
i+ 1

2

hi+ 1
2

+ hi− 1
2

u′′′(ζi) +
1

6

h2
i− 1

2

hi+ 1
2

+ hi− 1
2

u′′′(θi).

En posantγi = 2
h

i+ 1
2
h

i− 1
2
(h

i+1
2
+h

i− 1
2
) , on déduit donc l’approximation aux différences finies suivante pour tous

les noeuds internes :

γi

[
hi− 1

2
ui+1 + hi+ 1

2
ui−1 + (hi+ 1

2
+ hi− 1

2
)ui

]
+ ui = f(xi), i = 1, . . . , N.

La condition de Fourier en 0 se discrétise par

u1 − u0

h 1
2

− u0 = 0,

et la condition de Neumann en 1 par :
uN+1 − uN
hN+ 1

2

= −1.

On obtient ainsi un système linéaire carré d’ordreN + 1.

2. On prend maintenant une discrétisation volumes finis nonuniforme ; on se donneN ∈ IN⋆ eth1, . . . , hN > 0 t.q.∑N
i=1 hi = 1. On posex 1

2
= 0,xi+ 1

2
= xi− 1

2
+hi, pouri = 1, . . . , N (de sorte quexN+ 1

2
= 1),hi+ 1

2
= hi+1+hi

2 ,

pouri = 1, . . . , N − 1, etfi = 1
hi

∫ x
i+ 1

2
x

i− 1
2

f(x)dx, pouri = 1, . . . , N .

En intégrant la première équation de (4.26), et en approchant les fluxu′(xi+ 1
2
) par le flux numériqueFi+ 1

2
, on

obtient le schéma suivant :
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2
+ hiui = hifi, i ∈ {1, . . . , N}, (4.32)
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où (Fi+ 1
2
)i∈{0,...,N} donné en fonction des inconnues discrètes(u1, . . . , uN) par les expressions suivantes, tenant

compte des conditions aux limites :

Fi+ 1
2

= −ui+1 − ui
hi+ 1

2

, = i ∈ {1, . . . , N − 1}, (4.33)

F 1
2

= −u1 − u0
x1

2

, (4.34)

F 1
2
− u0 = 0 (4.35)

FN+ 1
2

= −1. (4.36)

Notons queu0 peut être éliminé des équations (4.34) et(4.35). On obtient ainsi un système linéaire deN équations
àN inconnues :

−u2 − u1

h 3
2

+
u1

1− x1

2

+ h1u1 = h1f1, (4.37)

−ui+1 − ui
hi+ 1

2

+
ui − ui−1

hi− 1
2

+ hiui = hifi, i ∈ {2, . . . , N − 1}, (4.38)

−1 +
uN − uN−1

hN− 1
2

+ hNuN = hNfN , (4.39)

3. Comme pour les différences finies, on se donne(xi)i=1,...,N+1 une discrétisation de l’intervalle[0, 1], avec
0 = x0 < x1 < · · ·xi < xi+1 < xN < xN+1 = 1. Pour i = 1, . . . , N , on posehi+ 1

2
= xi+1 − xi et

Ki+ 1
2

= [xi, xi+1], pour i = 0, . . . , N . On définit l’espace d’approximationHN = {v ∈ C([0, 1], IR) t.q.
v|K

i+ 1
2

∈ P1, i = 0, . . . , N}, oùP1 désigne l’ensemble des polynômes de degré inférieur ouégal à 1. Remarquons

que l’on a bienHN ⊂ H .
Pouri = 1, . . . , N , on pose :

φi(x) =
1

h i− 1
2

(x− xi−1) si x ∈ Ki− 1
2
,

φi(x) =
1

h i+ 1
2

(xi+1 − x) si x ∈ Ki+ 1
2
,

φi(x) = 0 sinon,

(4.40)

et on pose également

φN+1(x) =
1

hN+ 1
2

(x− xN ) si x ∈ KN+ 1
2
,

φN+1(x) = 0 sinon,
(4.41)

φ0(x) =
1

h 1
2

(x1 − x) si x ∈ K 1
2
,

φ0(x) = 0 sinon,
(4.42)

On vérifie facilement queφi ∈ HN pour tout0 = 1, . . . , N + 1 et queHN = V ect{φ0, . . . , φN+1}.
La formulation éléments finis s’écrit alors :

u(N) ∈ HN ,

a(u(N), v) = T (v), ∀v ∈ HN ,
(4.43)

Pour construire le système linéaire à résoudre, on prend successivementv = φi, i = 0, . . . , N + 1 dans (4.43).

Soitu(N) =
N+1∑

j=0

ujφj solution de

a(u(N), φi) = T (φi) ∀i = 0, . . . , N + 1.

La famille (uj)j=0,...,N+1 est donc solution du système linéaire

N∑

j=0

Ki,juj = Gi i = 0, . . . , N + 1,
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oùKi,j = a(φj , φi) etGi = T (φi). CalculonsKi,j etGi ; on a :Kij =

∫ 1

0

φ′j(x)φ
′
i(x)dx +

∫ 1

0

φj(x)φi(x)dx.

Or

φ′i(x) =






1

hi− 1
2

si x ∈]xi−1xi[

− 1

hi+ 1
2

si x ∈]xi, xi+1[

0 ailleurs.

Donc si1 ≤ i = j ≤ N , on a

Ki,i =

∫ 1

0

(φ′i(x))
2dx+

∫ 1

0

(φi(x))
2dx =

1

hi− 1
2

+
1

hi+ 1
2

+
hi− 1

2

3
+
hi+ 1

2

3
.

Si i = j = N + 1, alors

KN+1,N+1 =

∫ 1

0

(φ′N+1(x))
2dx+

∫ 1

0

(φN+1(x))
2dx =

1

hN+ 1
2

+
hN+ 1

2

3
.

Si i = j = 0, alors

K0,0 =

∫ 1

0

(φ′0(x))
2dx+

∫ 1

0

(φ0(x))
2dx+ φ2

0 =
1

h 1
2

+
h 1

2

3
+ 1.

Si 0 ≤ i ≤ N et j = i+ 1, on a :

Ki,i+1 =

∫ 1

0

φ′i(x)φ
′
i+1(x)dx +

∫ 1

0

φi(x)φi+1(x)dx = −hi+ 1
2
× 1

h2
i+ 1

2

+
hi+ 1

2

2
−
hi+ 1

2

3
= − 1

hi+ 1
2

+
hi+ 1

2

6
.

La matrice étant symétrique, si2 ≤ i ≤ N + 1 et j = i− 1, on a :

Ki,i−1 = Ki−1,i = − 1

hi− 1
2

+
hi− 1

2

6
.

Calculons maintenantGi.
Gi =

∫ xi+1

xi−1

f(x)φi(x)dx + φi(1).

Si f est constante, on a alorsGi = f

∫ xi+1

xi−1

φi(x)dx + φi(1) =
1

2
(hi− 1

2
+ hi+ 1

2
)f + φi(1).

Si f n’est pas constante, on procède à une intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser la formule des

trapèzes pour le calcul des intégrales
∫ xi

xi−1

f(x)φi(x)dx et
∫ xi+1

xi

f(x)φi(x)dx. On obtient alors :

Gi =
1

2
(hi− 1

2
+ hi+ 1

2
)f(xi) + φi(1).

Le schéma obtenu est donc :




( 1
h

i− 1
2

+ 1
h

i+ 1
2

+
h

i− 1
2

3 +
h

i+ 1
2

3 )ui + (
h

i− 1
2

6 − 1
h

i− 1
2

)ui−1 + (
h

i+ 1
2

6 − 1
h

i+1
2

)ui+1

= 1
2 (hi− 1

2
+ hi+ 1

2
)f(xi) i = 1, . . . , N

( 1
h 1

2

+
h 1

2

3 + 1)u0 + ( 1
h

i+1
2

+
h

i+ 1
2

6 )u1 = 1
2h 1

2
f(x0)

( 1
h

N+1
2

+
h

N+1
2

3 )uN+1(
h

N+1
2

6 − 1
h

N+1
2

= 1
2hN+ 1

2
f(xN+1) + 1.
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Correction de l’exercice 53 page 166

I.1. On notex, y les deux variables deIR2. L’espaceQ1 est l’ensemble des polynômes de la formea+bx+cy+dxy
aveca, b, c, d ∈ IR. On a donc dimQ1 = 4 = CardΣ1 = CardΣ2 pour montrer que(e1,Σ1, Q1) est un élément
fini de Lagrange, il suffit de montrer quef ∈ Q1 etf |Σ1 = 0 impliquef = 0. Soient donca, b, c, d,∈ IR. On pose
f(x, y) = a+ bx+ cy + dxy pour(x, y) ∈ e1 et on suppose quef |Σ1 = 0, c’est à dire :f(−1, 1) = 0, f(0, 1) =
0, f(1, 0) = 0 etf(−1, 0) = 0. On a donc :






a− b+ c− d = 0

a+ c = 0

a+ b = 0

a− b = 0

Les deux dernières équations donnent quea = b = 0, la troisième donne alors quec = 0, et la première donne
enfin qued = 0. On a donc montré quef = 0. On en déduit que(e1,Σ1, Q1) est un élément fini de Lagrange. Pour
montrer que(e2,Σ2, Q1) est un élément fini de Lagrange, on procède de la même façon : soienta, b, c, d ∈ IR et
f(x, y) = a + bx + cy + dxy pour(x, y) ∈ e2. On suppose quef |Σ2 = 0, c’est à dire :f(0, 1) = 0, f(2, 1) =
0, f(2, 0) = 0 etf(1, 0) = 0. On a donc :





a+ c = 0

a+ 2b+ c+ 2d = 0

a+ 2b = 0

a+ b = 0

Les deux dernières équations donnenta = b = 0, la première donne alorsc = 0 et, finalement, la quatrième donne
d = 0. On a donc montré quef = 0. On en déduit que(e2,Σ2, Q1) est un élément fini de Lagrange.

I.2. L’espace (de dimension finie) associé à cette discrétisation est engendré par les six fonctions de base globales.
On va montrer que la fonction de base associée àM1 (par exemple) n’est pas dansH1(Ω). On noteφ1 cette
fonction de base. On doit avoirφ1|e1 ∈ Q1, φ1|e2 ∈ Q1 etφ1(M1) = 1, φ1(Mi) = 0 si i 6= 1. On en déduit que
φ1 = 0 sure2 etφ1(x, y) = −xy si (x, y) ∈ e1. On a bienφ1 ∈ L2(Ω) mais on va montrer maintenant queφ1 n’a
pas de dérivée faible dansL2(Ω) (et donc queφ1 6∈ H1(Ω)). On va s’intéresser à la dérivée faible par rapport àx
(mais on pourrait faire un raisonnement similaire pour la d´erivée faible par rapport ày). On suppose queφ1 a une
dérivée faible par rapport àx dansL2(Ω) (et on va montrer que ceci mène à une contradiction). Supposons donc
qu’il existe une fonctionψ ∈ L2(Ω) telle que

I =

∫ 2

−1

∫ 1

0

φ1(x, y)
∂ϕ

∂x
(x, y)dxdy =

∫ 2

−1

∫ 1

0

ψ(x, y)ϕ(x, y)dxdy, pour toutϕ ∈ C∞
c (Ω). (4.44)

Soitϕ ∈ C∞
c (Ω), commeφ1 est nulle sure2, on aI =

∫ ∫

e1

φ1(x, y)
∂ϕ

∂x
(x, y)dxdy et donc :

I =

∫ 1

0

(∫ 1−y

−1

(−xy)∂ϕ
∂x

(x, y)dx

)
dy.

Par intégration par parties, en tenant compte du fait queϕ est à support compact surΩ, on obtient :

I =

∫ 1

0

[∫ 1−y

−1

y ϕ(x, y)dx − (1− y)yϕ(1 − y, y)
]
dy

=

∫ 1

0

∫ 2

−1

y1e1(x, y)ϕ(x, y)dx −
∫ 1

0

(1 − y)yϕ(1− y, y)dy.

En posant̃ψ(x, y) = −ψ(x, y) + y1e1(x, y) , on aψ̃ ∈ L2(Ω) et :

∫ 1

0

(1 − y)yϕ(1− y, y)dy =

∫ 2

−1

∫ 1

0

ψ̃(x, y)ϕ(x, y)dxdy. (4.45)
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Pour aboutir à une contradiction, on va montrer que (4.45) est fausse pour certainsϕ ∈ C∞
c (Ω). On remarque tout

d’abord qu’il existeϕ ∈ C∞
c (Ω) t.q.

∫ 1

0

(1− y)(y)ϕ(1 − y, y)dy > 0.

(Il suffit de choisirϕ ∈ C∞
c (Ω) t.q. ϕ ≤ 0 etϕ(1−y, y) > 0 poury =

1

2
, par exemple.) On se donne maintenant

une fonctionϕ ∈ C∞
c (IR) t.q.ϕ(0) = 1 et ρ = 0 sur [−1, 1]c et on écrit (4.45) avecϕn au lieu deϕ, oùϕn est

définie par :
ϕn(x, y) = ϕ(x, y)ρ(n(x + y − 1))

(noter que l’on a bienϕn ∈ C∞
c (Ω) carρ ∈ C∞(IR) etϕ ∈ C∞

c (Ω)) On a donc

∫ 1

0

(1− y)yϕn(1− y, y)dy =

∫ 2

−1

∫ 1

0

ψ̃(x, y)ϕn(x, y) dxdy.

Le terme de gauche de cette égalité est indépendant den et non nul carϕn(1− y, y) = ϕ(1− y, y) pour toutn et
touty ∈ [0, 1]. Le terme de droite tend vers 0 quandn→∞ par convergence dominée car

ψ̃ϕn → 0 p.p., et|ψ̃ϕn| ≤ ‖ρ‖∞|ψ̃| |ϕ| ∈ L1(Ω).

Ceci donne la contradiction désirée et donc queφ1 6∈ H1(Ω). L’hypothèse non vérifiée (pour avoir la cohérence
globale) est l’hypothèse (4.7). En posantS = ē1 ∩ ē2, on a

Σ1 ∩ S = Σ2 ∩ S = {M2,M5},

et on a, bien sûr,ϕ1|S = ϕ1|S mais on remarque que({M2,M5}, Q1|S) n’est pas unisolvant car Card({M2,M5}) =
2 et dim(Q1|S) = 3.

II.1. Les quatre fonctions de base de(e,Σ, P ) sont :

φ1(x, y) =
1

4
(x+ 1)(y + 1)

φ2(x, y) = −1

4
(x+ 1)(y − 1)

φ3(x, y) = −1

4
(x− 1)(y + 1)

φ4(x, y) =
1

4
(x− 1)(y − 1).

II.2.

Construction deF1 Pour(x, y) ∈ e, on pose

F1(x, y) = M1φ3(x, y) +M2φ1(x, y) +M5φ2(x, y) +M4φ4(x, y),

ce qui donne

4F1(x, y) =

(
−1
1

)
(1− x)(1 + y) +

(
0
1

)
(1 + x)(1 + y) +

(
1
0

)
(1 + x)(1 − y) +

(
−1
0

)
(1− x)(1 − y)

et donc

4F1(x, y) =

(
−1 + 3x− y − xy

2(1 + y)

)
.

Poury ∈ [−1, 1] fixé, la première composante deF1(x, y) est linéaire par rapport àx etF1(·, y) est une bijection
de[−1, 1]× {y} dans[−1, 1−y

2 ]× { 1+y
2 }. On en déduit queF1 est une bijection dee danse1.
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Construction deF2 Pour(x, y) ∈ e, on pose

F2(x, y) = M2φ3(x, y) +M3φ1(x, y) +M6φ2(x, y) +M5φ4(x, y),

ce qui donne

4F2(x, y) =

(
0
1

)
(1− x)(1 + y) +

(
2
1

)
(1 + x)(1 + y) +

(
2
0

)
(1 + x)(1 − y) +

(
1
0

)
(1− x)(1 − y)

et donc 4F2(x, y) =

(
5 + 3x− y + xy

2 + 2y

)
Poury ∈ [−1, 1] fixé, la première composante deF2(x, y) est linéaire

par rapport àx etF2(., y) est une bijection de[−1, 1]× {y} dans
[
1−y
2 , 2

]
×
{

1+y
2

}
On en déduit queF2 est une

bijection dee danse2. Les fonctionsF1 etF2 ne sont pas affines.

II.3. Les éléments(e1,Σ1, Pe1 ) et(e2,Σ2, Pe2) sont les éléments finis de Lagrange construits à partir del’élément
fini de Lagrange(e,Σ, P ) et des bijectionsF1 etF2 (dee danse1 et dee danse2), voir la proposition 4.10 page
141. Pour montrer que l’espace vectoriel construit avec(e1,Σ1, Pe1) et (e2,Σ2, Pe2) est inclus dansH1(Ω), il
suffit de vérifier la propriété de “cohérence globale” donnée dans la proposition 4.11 page 142. On pose

S = ē1 ∩ ē2 = {(x, y) ∈ Ω̄, x+ y = 1}
= {(1− y, y), y ∈ [0, 1]}

On remarque tout d’abord queΣ1 ∩ S = Σ2 ∩ S = {M2,M5}. On détermine maintenantPe1|S et Pe2|S . Soit
f ∈ Pe1 . Soit (x, y) ∈ S (c’est à direy ∈ [0, 1] et x + y = 1) on a f(x, y) = f ◦ F1(1, 2y − 1). (On a
utilisé ici le fait queF1({1} × [−1, 1]) = 5). DoncPe1|S est l’ensemble des fonctions deS dansIR de la forme :
(x, y) 7→ g(1, 2y − 1), oùg ∈ Q1, c’est à dire l’ensemble des fonctions deS dansIR de la forme :

(x, y) 7→ α+ β + γ(2y − 1) + δ(2y − 1),

avecα, β, γ, et δ ∈ IR. On en déduit quePe1 |S est l’ensemble des fonctions deS dansIR de la forme(x, y) 7→
a+ by aveca, b ∈ IR. On a doncPe1 |S = Pe2 |S . Ceci donne la condition (4.6) page 142. Enfin, la condition (4.7)
est bien vérifiée, c’est à dire(Σ1, Pe1 |S) est unisolvant, car un élément dePe1 |S est bien déterminé de manière
unique par ses valeurs en(0, 1) et (1, 0).

Correction de l’exercice 54 page 166(Eléments affine–́equivalents)

Si les fonctions de base de(K̄, Σ̄, P̄ ) sont affines, alors l’espacēP est constitué des fonctions affines, on peut donc
écrire.

P̄ = {f̄ : K̄ → IR, x̄ = (x̄1, x̄2) 7→ f(x̄) = a1x̄1 + a2x̄2 + b}.
Comme(K̄, Σ̄, P̄ ) et ((K,Σ, P ) sont affines équivalents, on a par définition :

P = {f : K → IR; f = f̄ ◦ F−1, f̄ ∈ P̄},

oùF est une fonction affine dēK dansK la fonctionF−1 est donc aussi affine et s’écrit donc sous la forme :

F−1(x) = F−1((x1, x2)) = (α1x1 + α1x2 + +γ, β1x1 + β2x2 + δ)

Donc sif = f̄ ◦ F−1 ∈ P , on a

f(x) = f̄ ◦ F−1((x1, x2))

= f̄ [(α1x1 + α2x2 + γ, β1x1 + β2x2 + δ)]

= A1x1 +A2x2 +B

oùA1, A2 etB ∈ IR2. On en déduit quef est bien affine. L’espaceP est donc constitué de fonctions affines. Pour
montrer que les fonctions de base locales sont affines, il suffit de montrer que l’espaceP est constitué de toutes les
fonctions affines. En effet, sif est affine, i.e.f(x1, x2) = A1x1 + A2x2 + B, avecA1, A2, B ∈ IR2, on montre
facilement quēf : f ◦ F ∈ P̄ , ce qui montre quef ∈ P .
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Exercice 56 page 166

La formulation faible du problème s’écrit :




∫

D

∇u(x)∇v(x)dx =

∫

D

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ H1
0 (Ω)

u ∈ H1
0 (Ω)

On noteI = {(k, ℓ), 1 ≤ k ≤ M, 1 ≤ ℓ ≤ N} noter que CardI = MN ). L’espace vectoriel de dimension
finie dans lequel on cherche la solution approchée (en utilisant les éléments finis suggérés par l’énoncé) est donc
H = V ect {φi, i ∈ I}, oùφi est la fonction de base globale associée au noeudi. Cette solution approchée s’écrit

u =
∑

j∈I
ujφj où la famille{uj, j ∈ I} est solution du système linéaire :

∑

j∈I
aijuj = bi, ∀i ∈ I (4.46)

avecbi =

∫

D

f(x, y)φi(x, y)dxdy, pour touti ∈ I etaij =

∫

D

∇φi(x, y)∇φj(x, y)dxdy, pour touti.j ∈ I.

La matrice de ce système linéaire est donc donnée par le calcul deaij pouri, j ∈ I et un ordre de numérotation
des inconnues, plus précisément, soitϕ : I → {1, . . . ,MN} bijective. On noteψ la fonction réciproque deϕ. Le
système (4.46) peut alors s’écrire :

MN∑

n=1

ai,ψ(n)uψ(n) = bi, ∀i ∈ I

ou encore :
MN∑

n=1

aψ(m),ψ(n)uψ(n) = bψ(m), ∀m ∈ {1, . . . ,MN},

{uj, j ∈ I} est donc solution de (4.46) si et seulement siuψ(n) = λn pour toutn ∈ {1, . . . ,MN} où λ =

(λ1, . . . , λMN ) ∈ IRMN est solution du système linéaire :

Aλ = C

avecC = (C1, . . . , CMN ), Cm = bψ(m) pour toutm ∈ {1, . . . ,MN} et A = (Am,n)
MN
m,n=1 ∈ IRMN avec

Am,n = aψ(m),ψ(n) pour toutm,n ∈ {1, . . . ,MN}. Il reste donc à calculeraij pour i, j ∈ I. Un examen de
support des fonctionsφi et φj et le fait que le maillage soit à pas constant nous montrent que seuls 4 nombres
différents peuvent apparaitrent dans la matrice :

1. i = j. On pose alorsaii = α.

2. i = (k, ℓ), j = (k ± 1, ℓ). On pose alorsaij = β.

3. i = (k, ℓ), j = (k, ℓ± 1). On pose alorsaij = γ.

4. i = (k, ℓ), j = (k + 1, ℓ+ 1) ou (k − 1, ℓ− 1). On pose alorsaij = δ.

En dehors des quatre cas décrits ci-dessus, on a nécessairementaij = 0 (car les supports deφi etφj sont disjoints).
Calculons maintenantα, β, γ et δ.

Calcul de β On prend icii = (k, ℓ) et j = (k + 1, ℓ) On calcule tout d’abord
∫

T 0

∇φi − ∇φjdx avecT 0 =

T 0
k+ 1

2 ,j+
1
2
. Un argument d’invariance par translation permet de supposer quexk = yℓ = 0. On a alors

φi(x, y) =
∆x− x

∆x
etφj(x, y)

x ∆y − y ∆x

∆x ∆y
,

de sorte que

∇φi(x, y)−∇φj(x, y) = −
(

1

∆x

)2

.

On a donc ∫

T 0

∇φi −∇φjdx = −
(

1

∆x

)2
∆x ∆y

2
= − ∆y

2∆x
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Un calcul similaire donne l’intégrale de∇φi · ∇φj sur le deuxième triangle commun aux supports deφi etφj . Sur
ce deuxième triangle, formé par les points(k, ℓ), k + 1, ℓ) et (k, ℓ− 1) , notéT 2, on a

φi(x, y) = 1− x ∆y − y ∆x

∆x ∆y
etφj(x, y) =

x

∆x
,

de sorte que

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) = −
(

1

∆x

)2

et
∫

T 2

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy = −
(

1

∆x

)2
∆x ∆y

2
= − ∆y

2∆x
.

On a donc, finalement,

β =

∫

D

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy = −∆y

∆x
.

Calcul deγ Le calcul deγ est le même que celui deβ en changeant les rôles de∆x et∆y, on obtient donc

γ = −∆x

∆y

Calcul deδ On prend icii = (k, ℓ) etj = (k+1, ℓ+1). On a donc, en notantT 0 = T 0
k+ 1

2 ,ℓ+
1
2

etT 1 = T 1
k+ 1

2 ,ℓ+
1
2
,

δ =

∫

T 0

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy +

∫

T 1

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy.

On peut supposer (par translation) quexk = 0 = yℓ. SurT1 , on a alorsφi(x, y) =
∆y − y

∆y
etφj(x, y) =

x

∆x
de

sorte que
∫

T 1

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy = 0 (car∇φi · ∇φj = 0). En changeant les rôles dex et y, on a aussi
∫

T 0

∇φi(x, y) · ∇φj(x, y) dxdy = 0. On a doncδ = 0.

Calcul deα On prend icii = j = (k, ℓ). On peut toujours supposer quexk = yℓ = 0. En reprenant les notations
précédentes, on a, par raison de symétrie :

α =

∫

D

∇φi −∇φidx = 2

∫

T 0

|∇φi|2(x, y) dxdy + 2

∫

T 1

|∇φi|2(x, y) dxdy + 2

∫

T 2

|∇φi|2(x, y) dxdy.

SurT 0, on aφi(x, y) =
∆x− x

∆x
et donc

∫

T 0

|∇φi|2(x, y) dxdy =

(
1

∆x

)2
∆x∆y

2
=

1

2

∆y

∆x

SurT1, on aφ1(x, y) =
∆y − y

∆y
et donc

∫

T 2

|∇φi|2(x, y) dxdy =

[(
1

∆x

)2

+

(
1

∆y

)2
]

∆x ∆y

2
=

1

2

∆y

∆x
+

1

2

∆x

∆y

On en déduit

α = 2
∆x

∆y
+ 2

∆y

∆x
.
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Exercice 57 page 167

1. SoitK le triangle de référence, de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). On veut montrer que sip est un polynôme de
degré 1, alors ∫ ∫

K

p(x, y) dxdy =

∫ ∫

K

dxdy p(xG, yG) (4.47)

où (xG, yG) est le centre de gravité deK. CommeK est le triangle de sommets (0,0), (1,0) et (0,1), on axG =
yG = 1

3 . Pour montrer (4.47), on va le montrer pourp ≡ 1, pourp(x, y) = x et pourp(x, y) = y. On a

∫ ∫

K

dxdy =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

dydx =
1

2
.

On a donc bien (4.47) sip ≡ 1. Et

∫ ∫

K

x dxdy =

∫ 1

0

x

∫ 1−x

0

dydx =

∫ 1

0

(x− x2) dx =
1

6

Or si p(x, y) = x, on ap(xG, yG) = 1
3 , et donc on a encore bien (4.47). Le calcul de

∫ ∫
K
y dxdy est identique ;

on a donc bien montré que l’intégration numérique à un point de Gauss est exacte pour les polynômes d’ordre 1.
2. On veut montrer que pour tout polynômep de degré 2, on a :

∫ ∫

K

p(x, y)dxdy = L(p), où on a poséL(p) =
1

6

(
p

(
1

2
, 0

)
+ p

(
1

2
,
1

2

)
+ p

(
0,

1

2

))
(4.48)

On va démontrer que (4.48) est vérifié pour tous les monômes deP2. Si p ≡ 1, on aL(p) = 1
2 , et (4.48) est bien

vérifiée. Sip(x, y) = x, on aL(p) = 1
6 , et on a vu à la question 1 que

∫ ∫
K
xdxdy = 1

6 . On a donc bien (4.48).

Par symétrie, sip(x, y) = y vérifie aussi (4.48). Calculons maintenantI =
∫ ∫

K xydxdy =
∫ 1

0 ×
∫ 1−x
0 ydydx.

On a donc

I =

∫ 1

0

× (1− x)2
2

dx =
1

2

∫ 1

0

(x− 2x2 + x3)dx =
1

24
,

et sip(x, y) = xy, on a bien :L(p) = 1
6 × 1

4 . Donc (4.48) est bien vérifiée. Il reste à vérifier que (4.48) est vérifiée

pourp(x, y) = x2 (oup(x, y) = y2, par symétrie). Or,J =
∫ ∫

K
x2dxdy =

∫ 1

0
x2
∫ 1−x
0

dydx =
∫ 1

0
(x2 − x3)dx.

DoncJ = 1
3 − 1

4 = 1
12 . Et pourp(x, y) = x2, on a bien :L(p) = 1

6

(
1
4 + 1

4

)
= 1

12 .

Exercice 58 page 167

I. Commep ∈ P2, p est de la forme :p(x, y) = a + bx + cy + dxy + αx2 + βy2, on a par développement de
Taylor (exact carp′′′ = 0) :

2p(a9)− p(a6)− p(a8) = pxx(a9) = α

2p(a9)− p(a5)− p(a7) = pyy(a9) = β

d’où on déduit que

4p(a9)−
8∑

i=5

p(ai) = α+ β. (4.49)

De même, on a :
2p(a5)− p(a1)− p(a2) = α

2p(a7)− p(a3)− p(a4) = α

2p(a6)− p(a2)− p(a3) = β

2p(a8)− p(a1)− p(a4) = β.

Ces quatre dernières égalités entraı̂nent :

8∑

i=5

p(ai)−
4∑

i=1

p(ai) = α+ β (4.50)
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De (4.49) et (4.50), on déduit que :

4∑

i=1

p(ai)− 2

8∑

i=5

p(ai) + 4p(a9) = 0.

2. La question précédente nous suggère de choisirφ : Q2 → IR définie par

φ(p) =

4∑

i=1

p(ai)− 2

8∑

i=5

p(ai) + 4p(a9).

Soit p ∈ P tel quep(ai) = 0, i = 1, . . . , 8. Commep ∈ Q2, p est une combinaison linéaire des fonctions
de baseϕ1, . . . , ϕ9, associées aux noeudsa1, . . . , a9, et commep(ai) = 0, i = 1, . . . , 8, on en déduit que
p = αϕ9, α ∈ IR. On a doncφ(p) = αφ(ϕ9) = 4α = 0, ce qui entraı̂neα = 0. On a doncp = 0.
3. Calculons les fonctions de baseϕ∗

1, . . . , ϕ
∗
8 associées aux noeudsa1, . . . , a8 qui définissentΣ. On veut que

ϕ∗
i ∈ P etϕ∗

i (aj) = δij pouri, j = 1, . . . , 8. Or ϕ9(aj) = 0 ∀i = 1, . . . , 8, etφ(ϕ9) = 4. Remarquons alors
que pouri = 1, à 4 on a

p(ϕi) = 1, et donc siϕ∗
i = ϕi −

1

4
ϕ9,

on ap(ϕ∗
i ) = 0 et ϕ∗

i (aj) = δij pour j = 1, . . . , 8. De même, pouri = 5 à 8, on ap(ϕi) = −2, et donc si
ϕ∗
i = ϕi + 1

2ϕ9, on ap(ϕ∗
i = 0 etϕ∗

i (aj) = δij , pourj = 1, . . . , 8. On a ainsi trouvé les fonctions de base de
l’élément fini (C,P ,Σ). Notons que cet élément fini n’est autre que l’élément fini (C,Q∗

2,Σ) vu en cours (voir
paragraphe 4.2.3 page 147 et que Kerφ = P = Q∗

2.
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Chapitre 5

Problèmes hyperboliques

5.1 Uneéquation de transport

L’exemple type d’équation hyperbolique est l’équation de transport. Supposons par exemple, qu’on connaisse
l’emplacement d’une nappe de pétrole due au dégazement intempestif d’un supertanker au large des côtes, et
qu’on cherche à prévoir son déplacement dans les heures `a venir, par exemple pour la mise en oeuvre efficace de
barrages. On suppose connuv : IR2 × IR+ → IR2, le champ des vecteurs vitesse des courants marins, qui dépend
de la variable d’espacex et du tempst ; ce champ de vecteurs est donné par exemple par la table des marées
(des exemples de telles cartes de courants sont données en Figure 5.1). At = 0, on connaı̂tρ0(x) : la densité

FIG. 5.1 – Exemples de cartes de courants marins au large de côtes de Bretagne (source : SHOM)

d’hydrocarbure initiale, et on cherche à calculerρ(x, t) = densité de d’hydrocarbure au pointx et au tempst. On
écrit alors l’équation de conservation de la masse :

ρt + div(ρv) = 0, (5.1)

ρ0(x) =

{
1 x ∈ A,
0 x ∈ Ac,

(5.2)

où A représente le lieu initial de la nappe de pétrole. Dans le cas d’un déplacement maritime, le vecteurv :
IR2 × IR+ → IR2, n’est évidemment pas constant (la marée n’est pas la même à Brest qu’à Saint Malo). De plus
le déplacement de la nappe dépend également du vent, qui affecte donc le vecteurv. On supposera pourtant ici,
pour simplifier l’exposé, quev soit constant en espace et en temps. Alors le problème (5.1)- (5.2) admet comme
solution :

ρ(x, t) = ρ0(x− vt), (5.3)

qui exprime le transport de la nappe à la distancevt du point de départ dans la direction deV , au tempst. En fait, il
est clair que (5.3) n’est pas une solution “classique” de puisqueρ n’est pas continue, et que ces dérivées en temps
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ne sont donc pas définies au sens habituel. Nous verrons par la suite comment on peut donner une formulation
correcte des solutions de (5.1) - (5.2). Notons que les syst`emes d’équations hyperboliques sont très importants
en mécanique des fluides ; les équations d’Euler, par exemple sont utilisées pour modéliser l’écoulement de l’air
autour d’une aile d’avion. Dans le cadre de ce cours, nous n’´etudierons que le cas des équations scalaires. Par souci
de simplicité, nous n’aborderons dans le cadre de ce cours que les problèmes posés en une dimension d’espace,
tout d’abord dans le cas relativement simple d’une équation linéaire (section 5.2 page 180, puis dans le cas d’une
équation non linéaire (section 5.4 page 186. Par souci de clarté, les schémas numériques seront introduits pour
l’équation linéaireut + ux = 0 (section 5.3 page 183). On donnera ensuite quelques schémas pour les équations
hyperboliques non linéaires (section 5.5 page 194).

5.2 Equation linéaire, cas 1D

Commençons par étudier le cas d’une équation hyperbolique linéaire :
{

ut + cux = 0, x ∈ IR, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ IR.
(5.4)

où la vitesse de transportc ∈ IR et la condition initialeu0 : IR → IR sont données. Le problème (5.4) s’appelle
“problème de Cauchy”. On chercheu : IR× IR+ → IR, solution de ce problème. Nous commençons par une étude
succinte du problème continu, pour lequel on peut trouver une solution exacte explicite.

Solution classique et solution faible

Définition 5.1 (Solution classique)On dit qu’une fonctionu : IR× IR+ → IR est solution classique du problème
(5.4)si u ∈ C1(IR × IR+, IR) etu vérifie (5.4).

Une condition nécessaire pour avoir une solution classique est queu0 ∈ C1(IR).

Théorème 5.2Si u0 ∈ C1(IR), alors il existe une unique solution classique du problème(5.4), qui s’écrit
u(x, t) = u0(x− ct).

Démonstration : Pour montrer l’existence de la solution, il suffit de remarquer queu définie par (5.1) est de
classeC1, et queut + cux = 0 en tout point. Pour montrer l’unicité de la solution, on va introduire la notion de
caractéristique, qui est d’ailleurs aussi fort utile dansle cadre de la résolution numérique. Soitu solution classique
de (5.4). On appelle droite caractéristique de (5.4) issuedex0 la droite d’équationx(t) = ct+ x0, qui est illustrée
sur la figure 5.2. Montrons que siu est solution de (5.4), alorsu est constante sur la droiteDx0 , pour toutx0 ∈ IR.
Soitx0 ∈ IR, etϕx0 la fonction deIR+ dansIR définie parϕx0(t) = u(x0 + ct, t). Dérivonsϕx0 par rapport au

x

x0

t

x = x0 + ct

x

x0

t

c > 0 c < 0

x = x0 + ct

FIG. 5.2 – Droites caractéristiques, cas linéaire

temps :
ϕ′
x0

(t) = cux(x0 + ct, t) + ut(x0 + ct, t)

= (ut + cux)(x0 + ct, t) = 0,
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caru est solution de (5.4). On en déduit que

ϕx0(t) = ϕx0(0) = u0(x0), ∀t ∈ IR+.

On a doncu(x0 + ct, t) = u0(x0), ∀x0 ∈ IR, doncu est constante sur la droite caractéristiqueDx0 , et en posant
x = x0 + ct :

u(x, t) = u0(x − ct),
ce qui prouve l’existence et l’unicité de (5.4).

Remarque 5.3 (Terme source)Le mod̀ele physique peut amenerà uneéquation avec terme source au second
membref ∈ C(IR × IR+, IR) : {

ut + cux = f(x, t),

u(x, 0) = u0(x),
(5.5)

et u0 ∈ C(IR). Ceci peut mod́eliser un d́egazage sur un temps plus long, comme dans le cas du Prestige sur les
côtes de Galice en 2003 par exemple. Pour montrer l’unicité de la solution de(5.5), on suppose queu est solution
classique et on pose :ϕx0(t) = u(x0 + ct, t). Par un calcul identique au préćedent, on a

ϕ′
x0

(t) = f(x0 + ct, t).

Doncϕx0(t) = ϕx0(0) +
∫ t
0 f(x0 + cs, s)ds On en d́eduit que :

u(x0 + ct, t) = ϕx0(0) +

∫ t

0

f(x0 + cs, s)ds.

on pose alors :x = x0 + ct, et on obtient :

u(x, t) = u0(x− ct) +

∫ t

0

f(x− c(t− s), s)ds,

ce qui prouve l’unicit́e. On obtient alors l’existence en remarquant que la fonction u(x, t) ainsi d́efinie est effecti-
vement solution de(5.5), car elle est de classeC1 et elle v́erifieut + cux = f .

Dans ce qui précède, on a fortement utilisé le fait queu0 estC1. Ce n’est largement pas toujours le cas dans la
réalité. Que faire si, par exemple,u0 ∈ L∞(IR) ?

Définition 5.4 (Solution faible) On dit queu est solution faible de(5.4)si u ∈ L∞(IR × IR+, IR) etu vérifie :
∫

IR

∫

IR+

[u(x, t)ϕt(x, t) + cu(x, t)ϕx(x, t)] dtdx+

∫

IR

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR). (5.6)

Notons que dans la définition ci-dessus, on noteIR+ = [0,+∞[, etC1
c (IR × IR+) l’ensemble des restrictions à

IR × IR+ des fonctionsC1
c (IR × IR). On insiste sur le fait qu’on peut donc avoirϕ(x, 0) 6= 0. Voyons maintenant

les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.5 Si u est solution classique de(5.4) alors u est solution faible. Ŕeciproquement, siu ∈ C1(IR
×]0,+∞[) ∩ C(IR × [0,+∞[) est solution classique de(5.17)alorsu est solution forte de(5.4).

La démonstration de cette proposition est effectuée dansle cadre plus géneŕal des équations hyperboliques non
linéaires (voir Proposition 5.20). Notons que si on prendϕ ∈ C1

c (IR ×]0,+∞[, IR) au lieu deϕ ∈ C1
c (IR ×

[0,+∞[, IR) dans (5.6), on obtient :
ut + cux = 0,

mais on ne récupère pas la condition initiale. Il est donc essentiel de prendre des fonctions test dansC1
c (IR ×

[0,+∞[, IR).

Théorème 5.6 (Existence et unicit́e de la solution faible) Siu0 ∈ L∞
loc(IR), il existe une unique fonctionu solu-

tion faible de(5.4).

Analyse numérique des EDP, M1 181 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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Démonstration : On va montrer queu(x, t) = u0(x − ct) est solution faible. Commeu0 ∈ L∞
loc(IR), on a

u ∈ L∞(IR × IR+). Soitϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR), on veut montrer que :

∫ ∫

IR×IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dxdt +

∫ ∫

IR×IR+

cu(x, t)ϕx(x, t)dxdt +

∫

IR

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0.

Posons

A =

∫ ∫

IR×IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dxdt +

∫ ∫

IR×IR+

cu(x, t)ϕx(x, t)dxdt.

Si u(x, t) = u0(x− ct), on a donc :

A =

∫ ∫

IR×IR+

[u0(x− ct)ϕt(x, t) + cu0(x− ct)ϕx(x, t)] dxdt.

En appliquant le changement de variabley = x− ct et en utilisant le théorème de Fubini, on obtient :

A =

∫

IR

u0(y)

∫

IR+

[ϕt(y + ct, t) + cϕx(y + ct, t)] dtdy.

Posons alors
ψy(t) = ϕ(y + ct, t).

On a donc :

A =

∫

IR

(
u0(y)

∫ +∞

0

ψ′
y(t)dt

)
dy,

et commeψ est à support compact sur[0,+∞[,

A = −
∫

IR

u0(y)ψy(0)dy,

donc finalement :

A = −
∫

IR

u0(y)ϕ(y, 0)dy.

On a ainsi démontré que la fonctionu définie paru(x, t) = u0(x − ct) est solution faible de l’équation (5.4). On
a donc existence d’une solution faible. Montrons maintenant que celle-ci est unique. Soientu et v deux solutions
faibles de (5.4). On posew = u− v et on va montrer quew = 0. Par définition,w satisfait :

∫ ∫

IR×IR+

w(x, t)(ϕt(x, t) + cϕx(x, t))dxdt = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR) (5.7)

Par le lemme 5.7 donné ci-dessous, pour toute fonctionf ∈ C∞
c (IR × IR∗

+) il existeϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR), telle

queϕt + cϕx = f , et on a donc par (5.7) :
∫ ∫

IR×IR+

w(x, t)f(x, t)dxdt = 0, ∀f ∈ Cc(IR × IR∗
+, IR)

Ceci entraı̂ne quew = 0 p.p..

Lemme 5.7 (Ŕesultat d’existence)Soitf ∈ Cc(IR × IR∗
+, IR), alors il existe

ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR) telle queϕt + cϕx = f

Démonstration : Soitf ∈ Cc(IR × IR∗
+, IR), etT > 0 tel quef(x, t) = 0 si t ≥ T . On considère le problème :

{
ϕt + cϕx = f
ϕ(x, T ) = 0

(5.8)

On vérifie facilement que le problème (5.8) admet une solution classique

ϕ(x, t) = −
∫ T

t

f(x− c(s− t), s)ds

En effet, avec ce choix deϕ, on a effectivement

ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR) etϕt + cϕx = f.

De plus, commef est à support compact,ϕ est à support compact.
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Remarque 5.8 (Sur les propríetés de la solution)Remarquons que la solution faible de(5.4) poss̀ede les pro-
priét́es suivantes :

1. Siu0 ≥ 0 p.p. alorsu ≥ 0 p.p.,

2. ‖u(., t)‖Lp(IR) = ‖u0(x)‖Lp(IR) ∀p p ∈ [1,+∞].

Lors de l’́elaboration de sch́emas nuḿeriques pour la recherche d’une approximation, on s’attachera à vérifier
que ces propríet́es sont encore satisfaites par la solution approchée.

5.3 Sch́emas nuḿeriques pourut + ux = 0

On considère ici le problème de transport linéaire :
{
ut + ux = 0,

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ L∞(IR).
(5.9)

On sait que la solution de ce problème s’écrit :

u(x, t) = u0(x − ct).

On rappelle queu est une solution classique siu ∈ C1(IR), et queu est une solution faible siu0 ∈ L∞(IR). On va
chercher à retrouver cette solution par une approximationnumérique. Notons que dans le cas linéaire, l’utilisation
d’un schéma numérique, n’est évidemment pas utile, maisnous commençons par ce cas par souci pédagogique.

5.3.1 Sch́ema explicite différences finies centŕees

On effectue une discrétisation espace temps en se donnant un pas de discrétisation en espaceh, et en posant :
xi = ih, ∀i ∈ ZZ ; de même on se donne un pas de discrétisation en tempsk, et on posetn = nk, ∀n ∈ IN.
Ecrivons le schéma d’Euler explicite pour l’approximation deut et un schéma centré pour l’approximation de

ux. On approcheut(xi, tn) par
u(xi, tn+1)− u(xi, tn)

k
et ux(xi, tn) par

u(xi+1, tn)− u(xi−1, tn)

2h
. Le schéma

centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discrètes :





un+1
i − uni

k
+
uni+1 − uni−1

2h
= 0,

u0
i = u0(xi).

(5.10)

(où on a supposéu0 ∈ C(IR)) Ce schéma est inconditionnellement instable, et il faut donc éviter de l’utiliser.
Qu’entend-on par instable ? On peut montrer que :

1. Le schéma (5.10) ne respecte pas la positivité, caru0(x) ≥ 0∀x n’entraine pas forcémentuni ≥ 0. En effet
si u0 est telle que {

u0
i = 0, ∀i ≤ 0,

u0
i = 1, ∀i > 0.

Alors :

un+1
i = uni −

k

2h
(uni+1 − uni−1)

donne, pourn = 0

u1
0 = − k

2h
< 0

2. Le schéma (5.10) n’est pasL∞ stable :

‖un‖∞ ≤ C n’entraine pas‖un+1‖∞ ≤ C.

3. Le schéma (5.10) n’est pasL2 stable :

‖un‖2 ≤ C n’entraine pas que‖un+1‖2 ≤ C.
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4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si

u0(x) = eipx, où i2 = −1 etp ∈ ZZ ,

la solution exacte estu(x, t) = eip(x−t). Une discrétisation deu0 s’écrit :

u0
j = eipjh j ∈ ZZ .

On a donc :

u1
i = u0

i −
k

2h
(u0
i+1 − u0

i−1)

= eipjh − k

2h
(eip(j+1)h − eip(j−1)h)

= Jk,hu0
j ,

avecJkh = 1− ik

h
sin ph. On a donc|Jkh| > 1 si sin ph 6= 0, ce qui montre que le schéma n’est pas stable

au sens de Von Neuman.

5. Le schéma (5.10) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu’il existeu0, k eth telle que la solution
approchéeuh,k : (uni )

n∈IN
i∈ZZ

ne converge pas versu lorsqueh etk tendent vers 0.

5.3.2 Sch́ema différences finies d́ecentŕe amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on approche maintenant

ux(xi, tn) par
u(xi, tn)− u(xi−1, tn)

hi−1/2
.

On considère de plus un pas de discrétisation variable, d´efini parhi−1/2 = xi − xi−1. Le schéma par différences

xixi−1 xi+1

hi+1/2hi−1/2

FIG. 5.3 – Maillage volumes finis

finies avec décentrement amont s’écrit :





un+1
i −un

i

k +
un

i −un
i−1

hi−1/2
= 0,

u(x, 0) = u0(x).
. (5.11)

Proposition 5.9 Le sch́ema(5.11)est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)

k ≤ h = inf
i∈ZZ

hi−1/2 > 0. (5.12)

c’està dire que siA ≤ uni ≤ B, alorsA ≤ un+1
i ≤ B.

Démonstration : On a :un+1
i = uni (1−αi)+αiu

n
i−1 avecαi =

k

hi−1/2
. Donc, si la condition (5.12) est vérifiée,

un+1
i est une combinaison convexe deuni etun+1

i , et doncun+1
i ∈ [uni−1, u

n
i ].

Théorème 5.10 (Convergence du schéma(5.11)) On suppose queu0 ∈ C2(IR, IR) et queu0, u
′
0, u

′′
0 sont borńees.

SoitA = inf
x∈IR

u0(x) etB = supx∈IR u0(x). Alors :

1. A ≤ uni ≤ B, ∀i ∈ ZZ , ∀n ∈ IN.

2. Soitūni = u(xi, tn), à u est la solution exacte de(5.9), alors :

sup
i∈ZZ

nk≤T

|uni − ūni | ≤ TCu0(k + h),

où TCu0 ≥ 0 ne d́epend que deu0.
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Démonstration : le point 1 se démontre par récurrence surn à partir de la propriété précédente. Le point 2
(estimation d’erreur) se démontre en remarquant d’abord que l’erreur de consistance

ūn+1
i − ūni

k
+
ūni − ūni−1

hi−1/2
= Rni

vérifie :
|Rni | ≤ Cu0(h̄+ k)

où h̄ = max i ∈ ZZ hi−1/2. On a donc :

ūn+1
i = ūni

(
1− k

hi−1/2

)
+

k

hi−1/2
ūni−1 + kRni ,

or le schéma numérique s’écrit :

un+1
i = uni

(
1− k

hi−1/2

)
+

k

hi−1/2
uni−1

Par différence, on obtient :

un+1
i − ūn+1

i = (uni − ūni )
(

1− k

ki−1/2

)
+ (uni−1 − ūni− 1)

k

hi−1/2
− kRni

et donc :

|un+1
i − ūn+1

i | ≤ |uni − ūni |
(

1− k

hi−1/2

)
+ |uni−1 − ūni−1|

k

hi−1/2
+ kCu0(h̄+ k) (5.13)

On effectue alors l’hypothèse de récurrence :

sup |uni − ūni | ≤ (n− 1)kCu0(k + h̄) (5.14)

grâce à (5.13) et (5.14), on obtient :

|un+1
i − ūn+1

i | ≤ (n− 1)kCu0(k + h̄) + k(Cu0 (k + h̄).

Donc finalement :
|un+1
i − ūn+1

i | ≤ TCu0(k + h̄).

Remarque 5.11 (D́ecentrement) . Pour uneéquation de transport telle que(5.9), le choix du d́ecentrement est

crucial. Ici, on a approch́e ux(xi) par
ui − ui−1

hi−1/2
. Dans le cas òu on étudie unéequation de transport de type,

ut + cux = 0, avecc ∈ IR, le choix d́ecentŕe amont sera toujours
ui − ui−1

h
si c > 0,

par contre, sic < 0, le choix amont donnera
ui − ui+1

h
.

Regardons ce qui se passe si l’on effectue un “mauvais” décentrement. Considérons toujours l’équationut + ux =
0. Effectuer le “mauvais décentrement” amène au schéma :

un+1
i − uni

k
+
uni+1 − uni

h
= 0,

c’est à dire :

un+1
i = uni

(
1 +

k

h

)
− k

h
uni+1.

Examinons le comportement de la solution approchée donnée par le schéma si on prend une condition initialeu0

telle queu0(x) = 0, ∀x ≥ 0. Dans ce cas, on sait queu(x, t) 6= 0 pourt assez grand, or après calculs on obtient
un+1
−1 = un−1

(
1 + k

h

)
+0 = u0

−1

(
1 + k

h

)n
, alors queun+1

i = 0 ∀i ≥ 0. On en déduit que la solution approchée
est très mauvaise.

Remarque 5.12 (Equation non lińeaire, donńee initiale) 1. Dans le cas non lińeaire, la d́emonstration pŕećedente
de convergence ne s’adapte pas car les solutions ne sont pas régulìeres.

2. On a d́efini (5.11) pour u0 ∈ C(IR). Si u0 6∈ C(IR), on peut prendre comme donnée initiale u0
i =∫ xi+1/2

xi−1/2

u0(x)dx.
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5.4. EQUATIONS HYPERBOLIQUES NON LIŃEAIRES CHAPITRE 5. PROBL̀EMES HYPERBOLIQUES

5.3.3 Sch́ema volumes finis d́ecentŕes amont

On considère toujours le problème (5.9), avec condition initialeu0 ∈ L∞(IR). On se donne une discrétisation en
espace, c’est à dire un ensemble de points(xi+1/2)i∈ZZ , tels quexi+1/2 > xi−1/2, et on notehi = xi+1/2 −
xi−1/2. On approche toujours la dérivée en temps par un schéma d’Euler explicite, on intègre (5.9) sur la maille
]xi−1/2, xi+1/2[, et on obtient : ∫ xi+1/2

xi−1/2

(ut + ux)dx = 0.

En approchantu(xi+1/2) (resp.u(xi−1/2)) paruni (resp.uni−1) et en approchantut par un schéma d’Euler explicite,
on obtient : 




hi
un+1
i − uni

k
+ uni − uni−1 = 0,

u0
i =

1

hi

∫ xi+1/2

xi−1/2

u0(x)dx.
(5.15)

Proposition 5.13 Soit(uni )n∈IN
i∈ZZ

la solution de(5.15). Sik ≤ h = minhi et siA ≤ u0(x) ≤ B, alorsA ≤ uni ≤
B ∀i ∈ ZZ , ∀n ∈ IN.

La démonstration est similaire à celle de la proposition (5.9), et laissée à titre d’exercice.

Définition 5.14 (Solution approch́ee) Soit T un maillage volumes finis deIR défini par T = (Ki)i∈ZZ avec
Ki =]xi−1/2, xi+1/2[. On appelle solution approchée de(5.9)par le sch́ema(5.15)la fonctionuT ,k : IR× IR+ →
IR, définie par

uT ,k(x, t) = uni si x ∈ Ki et t ∈ [nk, nk + 1[ (5.16)

On admettra le théorème de convergence suivant (voir aussi exercice 5.11) :

Théorème 5.15 (Convergence du schéma 5.15)Soitu0 ∈ L∞(IR), on suppose quek ≤ h = inf(hi), alorsuT ,k

converge versu dansL1
loc(IR × IR+) lorsqueh (etk) tend vers 0, c’est̀a dire qu’on a :

∫

C

|uT ,k − u|dxdt → 0

pour tout compactC deIR × IR+, lorsqueh (etk) tend vers 0.

5.4 Equations hyperboliques non lińeaires

On se donnef ∈ C1(IR, IR) etu0 ∈ C(IR) et on considère maintenant l’équation hyperbolique non linéaire :
{
ut + (f(u))x = 0, (x, t) ∈ IR × IR+,
u(x, 0) = u0(x).

(5.17)

Commençons par donner la définition de solution classiquede ce problème même si, comme nous le verrons après,
celle-ci n’a pas grand intérêt puisque le problème (5.17) n’a pas, en général de solution classique.

Définition 5.16 (Solution classique)On suppose queu0 ∈ C1(IR) et f ∈ C2(IR, IR). Alorsu est solution clas-
sique de(5.17)si u ∈ C1(IR × IR+, IR) etu vérifie

{
(ut + (f(u))x)(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ IR × IR+,
u(x, 0) = u0(x), ∀x ∈ IR.

Avant d’énoncer le théorème de non existence, rappelonsque dans le cas d’une équation différentielle du type non
linéaire, {

x′(t) = f(x(t)), t ∈ IR+,
x(0) = x0,

si on noteTmax le temps d’existence de la solution, et siTmax < +∞ alors‖x(t)‖ → +∞ lorsquet → Tmax.
Donnons maintenant la définition des courbes caractéristiques de l’équation (5.17), qui permet le lien entre les
équations hyperboliques non linéaires et les équationsdifférentielles ordinaires.

Définition 5.17 (Courbe caract́eristique) On appelle courbe caractéristique du probl̀eme(5.17) issue dex0 ∈
IR, la courbe d́efinie par le probl̀eme de Cauchy suivant :

{
x′(t) = f ′(u(x(t), t))

x(0) = x0

(5.18)
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Théorème 5.18 (Non existence)Soitf ∈ C1(IR, IR), on suppose quef ′ n’est pas constante, alors il existeu0 ∈
C∞
c (IR) telle que(5.17)n’admette pas de solution classique.

Démonstration : Commef ∈ C2(IR, IR), on af ′ ∈ C1(IR, IR), et donc le théorème de Cauchy-Lipschitz
s’applique. Il existe donc une solution maximalex(t) définie sur[0, Tmax[, etx(t) tend vers l’infini lorsquet tend
versTmax si Tmax < +∞. Les quatre étapes de la démonstration sont les suivantes:

1. u(x(t), t) = u0(x0), ∀t ∈ [0, Tmax[, et donc que toute solution de (5.17) est constante sur les caractéristiques.

2. Les courbes caractéristiques sont des droites.

3. Tmax = +∞ et doncu(x, t) = u0(x0) ∀t ∈ [0,+∞[.

4. On en déduit alors qu’on n’a pas de solution classique de (5.17).

Détaillons maintenant ces étapes.

1. Soitϕ définie parϕ(t) = u(x(t), t) ; en dérivantϕ, on obtient :ϕ′(t) = ut(x(t), t) + ux(x(t), t)x
′(t).

Commex vérifie (5.18), ceci entraı̂ne :ϕ′(t) = ut(x(t), t) + f ′(u(x(t), t))ux(x(t), t), et donc

ϕ′(t) = (ut + (f(u))x)(x(t), t) = 0.

La fonctionϕ est donc constante, et on a :

u(x(t), t) = ϕ(t) = ϕ(0) = u(x(0), 0) = u(x0, 0) = u0(x0), ∀t ∈ [0, Tmax[.

2. Commeu(x(t), t) = u0(x0), ∀t ∈ [0, Tmax[, on a doncx′(t) = f ′(u0(x0)). Donc en intégrant, on obtient
que le système (5.18) décrit la droite d’équation :

x(t) = f ′(u0(x0))t+ x0. (5.19)

3. Puisquex vérifie (5.19), on a donc

lim
t→Tmax

|x(t)| < +∞. On en déduit queT = Tmax.

4. Commef ′ est non constante, il existev0, v1 tel quef ′(v0) > f ′(v1), et on peut construireu0 ∈ C∞
c (IR, IR)

telle queu0(x0) = v0 etu0(x1) = v1, oùx0 etx1 sont donnés etx0 < x1, voir figure 5.4. Supposons que

u0(x)

x

x1

u0

u1

x0 x1

x(t) = x0 + f ′(v0)t

x0

x

t

x(t) = x1 + f ′(v1)t

FIG. 5.4 – Droites caractéristiques, cas non linéaire

u soit solution classique avec cette donnée initiale. Alors:

u(x0 + f ′(u0(x0))t, t) = u0(x0) = v0 etu(x1 + f ′(u0(x1))t, t) = u0(x1) = v1.

SoitT tel quex0 + f ′(v0)T = x1 + f ′(v1)T = x̄, c’est à dire

T =
x1 − x0

f ′(v0)− f ′(v1)
.

On a alors :
u(x̄, T ) = u0(x0) = v0 = u0(x1) = v1,

ce qui est impossible. On en conclut que (5.17) n’admet pas desolution classique pour cette donnée initiale.
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Définition 5.19 (Solution faible) Soitu0 ∈ L∞(IR) et f ∈ C1(IR, IR), On appelle solution faible de(5.17)une
fonctionu ∈ L∞(IR × IR+) telle que
∫ ∫

IR×IR+

[u(x, t)ϕt(x, t) + f(u(x, t))ϕx(x, t)]dxdt+

∫

IR

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR). (5.20)

Donnons maintenant les liens entre solution classique et solution faible.

Proposition 5.20 Soientf ∈ C1(IR, IR) etu0 ∈ C(IR, IR) des fonctions donńees.

1. Siu est solution classique de(5.17)alorsu est solution faible de(5.17).

2. Siu ∈ C1(IR×]0,+∞[) ∩ C(IR × [0,+∞[) est solution faible de(5.17)alorsu est solution classique de
(5.17).

3. Soitσ ∈ IR, D1 = {(x, t) ∈ IR × IR+;x < σt} et D2 = {(x, t) ∈ IR × IR+;x > σt}. Alors si
u ∈ C(IR × IR+) est telle queu|Di

∈ C1(Di, IR), i = 1, 2 et que(5.17)est v́erifié pour tout(x, t) ∈ Di,
i = 1, 2, alorsu est solution faible de(5.17).

Démonstration :

1. Supposons queu est solution classique de (5.17), c.à.d. de :
{
ut + (f(u))x = 0, (x, t) ∈ IR × IR+,
u(x, 0) = u0(x).

Soitϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR). Multiplions (5.17) parϕ et intégrons surIR × IR+. On obtient :

∫

IR

∫

IR+

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx +

∫

IR

∫

IR+

(f(u))x(x, t)ϕ(x, t)dtdx = 0.

L’application du théorème de Fubini et une intégration par parties donnent alors :
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx −
∫

IR+

∫

IR

f(u)(x, t)ϕx(x, t)dxdt = 0,

(car supp(ϕ) est compact). Et on obtient donc bien la relation (5.20), grâce à la condition initialeu(x, 0) =
u0(x).

2. Soit doncu une solution faible de (5.17), qui vérifie de plusu ∈ C1(IR×]0,+∞[) ∩ C(IR × [0,+∞[). On
a donc suffisamment de régularité pour intégrer par parties dans (5.20).
Commençons par prendreϕ à support compact dansIR×]0,+∞[. On a doncϕ(x, 0) = 0, et une intégration
par parties dans (5.20) donne :

−
∫

IR

∫

IR+

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx −
∫

IR+

∫

IR

(f(u))x(x, t)ϕ(x, t)dxdt = 0.

On a donc :
∫

IR

∫

IR+

(ut(x, t) + (f(u))x(x, t))ϕ(x, t)dtdx = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR×]0,+∞[).

Commeut + (f(u))x est continue, on en déduit queut + (f(u))x = 0. En effet, on on rappelle que si∫
R f(x)ϕ(x)dx = 0 pour toute fonctionϕ continue deIR dansIR, alorsf = 0 p.p. ; si de plusf est

continue, alorsf = 0 partout.
On prend alorsϕ ∈ C1

c (IR × IR+). Dans ce cas, une intégration par parties dans (5.20) donne
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
∫

IR

∫

IR+

(ut(x, t) + (f(u))x(x, t))ϕ(x, t)dtdx −
∫

IR

u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0.

Mais on vient de montrer queut + (f(u))x = 0. On en déduit que
∫

IR

(u0(x) − u(x, 0))ϕ(x, 0)dx = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR).

Commeu est continue, ceci entraı̂neu(x, 0) = u0(x). Doncu est solution classique de (5.17).
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3. Soitu ∈ C(IR×IR+) telle queu|Di vérifie (5.17), pour tout(x, t) ∈ Di. Montrons queu est solution faible.
Pour cela, calculons :

X =

∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫

IR+

∫

IR

f(u)(x, t)ϕx(x, t)dxdt.

On a doncX = X1 +X2, avec

X1 =

∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx etX2 =

∫

IR+

∫

IR

(f(u))(x, t)ϕx(x, t)dxdt.

CalculonsX1. Commeu n’est de classeC1 que sur chacun des domainesDi, on n’a pas le droit d’intégrer
par parties surIR × IR+ entier. On va donc décomposer l’intégrale surD1 etD2 ; supposons par exemple
σ < 0, voir figure 5.5. (Le casσ > 0 se traite de façon similaire). On a alorsD2 = {(x, t);x ∈ IR− et0 <
t < x

σ } etD1 = IR+ × IR+ ∪ {(x, t);x ∈ IR− et xσ < t < +∞}.

t

D1 D2

x

x = σt

t = x
σ

FIG. 5.5 – Les domainesD1 etD2

On a donc :

X1 =

∫

IR−

∫ x/σ

0

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫

IR−

∫ +∞

x
σ

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫

IR+

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx.

Commeu est de classeC1 sur chacun des domaines, on peut intégrer par parties, ce qui donne :

X1 =

∫

IR−

u(x,
x

σ
)ϕ(x,

x

σ
)dx−

∫

IR−

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
∫

IR−

∫ x
σ

0

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx

+

∫

IR−

u(x,
x

σ
)ϕ(x,

x

σ
)dx−

∫

IR−

∫ +∞

x
σ

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx

+

∫

IR+

(−u(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
∫

IR+

∫

IR+

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx. (5.21)

En simplifiant, il vient :

X1 = −
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx −
∫ ∫

D1

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx −
∫ ∫

D2

ut(x, t)ϕ(x, t)dtdx.

On décompose de mêmeX2 surD1∪D2, en remarquant maintenant queD1 = {(x, t) ∈ IR× IR+;x < σt}
etD2 = {(x, t) ∈ IR × IR+;x > σt} :

X2 =

∫

IR+

∫ σt

−∞
f(u)(x, t)ϕx(x, t)dxdt +

∫

IR+

∫ +∞

σt

f(u)(x, t)ϕx(x, t)dxdt.

La fonctionu est de classeC1 sur chacun des domaines, on peut là encore intégrer par parties. Commeϕ
est à support compact surIR × IR+, on obtient après simplification :

X2 = −
∫ ∫

D1

(f(u))x(x, t)ϕ(x, t)dxdt −
∫ ∫

D2

(f(u))x(x, t)ϕ(x, t)dxdt.
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Commeut + (f(u))x = 0 surD1 etD2, on a donc :

X = X1 +X2 = −
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx,

ce qui prouve queu est solution faible de (5.17).

Notons qu’il existe souvent plusieurs solutions faibles. On a donc besoin d’une notion supplémentaire pour les
distinguer. C’est la notion de solution entropique, qui nous permettra d’obtenir l’unicité. Donnons tout d’abord un
exemple de non-unicité de la solution faible. Pour cela on va considérer une équation modèle, appelée équation de
Burgers, qui s’écrit

ut + (u2)x = 0. (5.22)

Pour calculer les solutions du problème de Cauchy associéà cette équation de manière analytique, on considère
une donnée initiale particulière, qui sécrit

u0(x) =

{
ug si x < 0,
ud si x > 0,

Ces données initiales définissent un problème de Cauchy particulier, qu’on appelle problème de Riemann, que
nous étudierons plus en détails par la suite.
Considérons alors le problème suivant (dit problème de Riemann, voir définition 5.28) pour l’équation de Burgers :






ut + (u2)x = 0,

u0(x) =

{
ug = −1 si x < 0,
ud = 1 si x > 0.

(5.23)

On cherche une solution faible de la forme :

u(x, t) =

{
ug si x < σt,

ud si x > σt.
(5.24)

Notons que cette éventuelle solution est discontinue au travers de la droite d’équationx = σt dans le plan(x, t).
On remplaceu(x, t) par ces valeurs dans (5.20). Après calculs (voir exercice 68 page 200, ou aussi la proposition
5.29 plus loin), on s’apero̧it queu est solution faible si la condition suivante, dite condition de Rankine et Hugoniot,
est vérifiée :

σ(ud − ug) = (f(ud)− f(ug)), (5.25)

ce qui avec la condition initiale particulière choisie ici, donne2σ = 12 − (−1)2 = 0.
Mais on peut trouver d’autres solutions faibles : en effet, on sait que sur les caractéristiques, qui ont pour équation
x = x0 + f ′(u0(x0))t, la fonctionu est constante. Commef ′(u) = 2u, les caractéristiques sont donc des droites
de pente -2 six0 < 0, et de pente 2 six0 > 0. Construisons ces caractéristiques sur la figure 5.6 : Dansla zone du

x

t

x1 x0

x = x0x = x1

u(x, t) = ug = −1 u(x, t) = ug = −1

t

x
? x = 2t

x = −2t

u(x, t) = ug = −1 u(x, t) = ug = −1

x
2t = ξ

u(x, t) = ξ = x
2t

FIG. 5.6 – Problème de Riemann pour léquation de Burgers

milieu, où l’on a représenté un point d’interrogation, on chercheu sous la formeu(x, t) = ϕ
(
x
t

)
, et telle queu
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soit continue surIR × IR+. La fonctionu suivante convient :

u(x, t) =






−1 si x < −2t,

x

2t
si − 2t < x < 2t,

1 si x > 2t.

(5.26)

Comment choisir la “bonne” solution faible, entre (5.24) et(5.26)? Comme les problèmes hyperboliques sont
souvent obtenus en négligeant les termes de diffusion dansdes équations paraboliques, une technique pour choisir
la solution est de chercher la limite du problème de diffusion associé qui s’écrit :

ut + (f(u))x − εuxx = 0, (5.27)

lorsque le terme de diffusion devient négligeable, c.à.d. lorsqueε tend vers 0. Soituε la solution de (5.27) (on
admettra l’existence et l’unicité deuε). On peut montrer queuε tend versu lorsqueε tend vers 0, oùu est la
“solution faible entropique” de (5.27), définie comme suit.

Définition 5.21 (Solution entropique) Soitu0 ∈ L∞(IR) et f ∈ C1(IR), on dit queu ∈ L∞(IR × IR+) est
solution entropique de(5.27)si pour toute fonctionη ∈ C1(IR) convexe, appelée “entropie”, et pour toute fonction
φ ∈ C1 telle queφ′ = f ′η′, appeĺe “flux d’ entropie”, on a :

∫

IR

∫

IR+

(η(u)ϕt + φ(u)ϕx)dxdt +

∫

IR

η(u0(x))ϕ(x, 0)dx ≥ 0, ∀ϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR+). (5.28)

Remarque 5.22 (Condition initiale) Noter que dans la d́efinition 5.21, on prend une fois de plusϕ ∈ C1
c (IR ×

IR+, IR+) de manìereà bien prendre en compte la condition initiale ; ceci n’est pas toujours fait de cette manière
dans les travaux plus anciens sur le sujet, mais entraı̂ne des difficult́es lorqu’on s’int́eressèa la convergence des
sch́emas nuḿeriques.

On admettra le théorème suivant (dû à Kruskov, 1955)

Théorème 5.23 (Kruskov) Soientu0 ∈ L∞(IR) et f ∈ C1(IR) alors il existe une unique solution entropique de
(5.17)au sens de la d́efinition 5.21.

Proposition 5.24 Siu est solution classique de(5.17), alorsu est solution entropique.

Démonstration : Soit u ∈ C1(IR × IR+, IR), Soit η ∈ C1(IR), convexe, une entropie etφ tel queφ′ = f ′η′, le
flux associé. Multiplions (5.17) parη′(u) :

η′(u)ut + f ′(u)uxη
′(u) = 0

Soit encore, puisqueφ′ = f ′η′,
(η(u))t + φ′(u)ux − 0

On a donc finalement :
(η(u))t + (φ(u))x − 0 (5.29)

De plus, commeu(x, 0) = u0(x), on a aussi :η(u(x, 0)) = η(u0(x)). Soitϕ ∈ C1
c (IR × IR+, IR+), on multiplie

(5.29) parϕ, on intègre surIR × IR+ et on obtient (5.28) (avec égalité) en intégrant par parties. Dans le cas d’une
solution classique, l’inégalité d’entropie est une égalité.

On a de même le résultat suivant :

Proposition 5.25 Siu est solution faible entropique de(5.17), alorsu est solution faible.

Démonstration : Il suffit de prendreη(u) = u etη(u) = −u dans (5.28) pour se convaincre du résultat.

On déduit de la proposition 5.24, et du théorème 5.23 de Kruskov, que si on a plusieurs solutions faibles au
problème 5.17 page 186 et que l’une d’entre elles est régulière, alors cette dernière est forcément la solution
entropique. Enfin, la caractérisation suivante, que l’on admettra, est souvent utilisée en pratique :
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Proposition 5.26 (Entropies de Kruskov) Soit u0 ∈ L∞(IR) et f ∈ C1(IR), alors u ∈ L∞(IR × IR+) est
solution entropique de(5.27)au sens de la d́efinition 5.21 si et seulement si pour toutk ∈ IR, alors (5.28)est
vérifiée avecη définie parη(s) = |s− k|, etφ, flux d’entropie associée, d́efini par :

φ(u) = max(f(u), k)−min(f(u), k).

Notons queη n’est pas de classeC1.

Notons que les solutions d’une équation hyperbolique non linéaire respectent les bornes de la solution initiale. Plus
précisément, on a le résultat suivant, qu’on admettra :

Proposition 5.27 Si u0 ∈ L∞(IR) et soitA etB ∈ IR tels queA ≤ u0 ≤ B p.p.. Soitf ∈ C1(IR), alors la
solution entropiqueu ∈ L∞(IR × IR+) de(5.17)vérifie :A ≤ u(x) ≤ B p.p. dansIR × IR+.

Cette propriété est essentielle dans les phénomènes detransport, et il est souhaitable qu’elle soit préservée pour la
solution approchée donnée par un schéma numérique.
Avant d’aborder l’étude des schémas numériques pour leséquations hyperboliques, nous terminons par un résultat
sur les solutions du problème de Riemann, dont nous nous sommes d’ailleurs servis pour montrer la non unicité
des solutions faibles de (5.23).

Définition 5.28 (Problème de Riemann)Soientf ∈ C1(IR, IR), on appelle probl̀eme de Riemann avec données
ug, ud ∈ IR, le probl̀eme suivant :






ut + (f(u))x = 0, x ∈ IR, t > 0

u(0, x) =

{
ug si x < 0
ud si x > 0

(5.30)

Lorsque la fonctionf est convexe ou concave, les solutions du problème de Riemann se calculent facilement ; en
effet, on peut montrer le résultat suivant (voir aussi exercice 69 page 200) :

Proposition 5.29 Soitf ∈ C1(IR, IR) strictement convexe, et soientug etud ∈ IR.

1. Siug > ud, on pose

σ =
[f(u)]

[u]
avec[f(u)] = f(ud)− f(ug) et [u] = ud − ug. (5.31)

alors la fonctionu définie par {
u(x, t) = ug si x < σt
u(x, t) = ud si x > σt

(5.32)

est l’unique solution entropique de(5.30). Une solution de la forme(5.32)est appelĺee une onde de “choc”.

2. Siug < ud, alors la fonctionu définie par





u(x, t) = ug si x < f ′(ug)t
u(x, t) = ud si x > f ′(ud)t
u(x, t) = ξ si x = f ′(ξ)t avec ug < ξ < ud

(5.33)

est l’ unique solution entropique de(5.30). Notons que dans ce cas, la solution entropique est continue. Une
solution de la forme(5.33)est appeĺee une onde de “d́etente”.

Démonstration : 1. Cherchonsu sous la forme (5.32). Commençons par déterminerσ pour queu soit solution
faible. On suppose, pour fixer les idées, queσ > 0 (mais le même raisonnement marche pourσ < 0). Soit
ϕ ∈ C∞

c (IR × IR+, IR). On veut montrer que

X = X1 +X2 = −
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx,

oùX1 =

∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx etX2 =

∫

IR

∫

IR+

f((u(x, t))ϕx(x, t)dtdx.
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Calculons doncX1 etX2 :

X1 =

∫ 0

−∞

∫ +∞

0

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫ +∞

0

∫ x
σ

0

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫ +∞

0

∫ +∞

x
σ

u(x, t)ϕt(x, t)dtdx

= −
∫ 0

∞
ugϕ(x, 0)dx +

∫ +∞

0

ud

(
ϕ(x,

x

σ
)− ϕ(x, 0)

)
dx+

∫ +∞

0

ug

(
−ϕ(x,

x

σ

)
dx

= −
∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx +

∫ +∞

0

(ud − ug)ϕ(x,
x

σ
)dx.

De même

X2 =

∫ +∞

0

∫ σt

−∞
f(u)ϕx(x, t)dxdt +

∫ +∞

0

(∫ +∞

σt

f(u)(x, t)ϕx(x, t)

)
dxdt

=

∫ +∞

0

f(ug)ϕ(σt, t)dt −
∫ +∞

0

f(ud)ϕ(σt, t)dt.

En posant[u] = ud − ug et [f(u)] = f(ud)− f(ug), on obtient :

X +

∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx =

∫ +∞

0

[u]ϕ(x,
x

σ
)dx−

∫ +∞

0

[f(u)]ϕ(σt, t)dt

=

∫ +∞

0

[u]ϕ(σt, t)σdt −
∫ +∞

0

[f(u)]ϕ(σt, t)dt.

On en déduit que

X +

∫

IR

u(x, 0)ϕ(x, 0)dx = 0 si σ[u]− [f(u)] = 0,

ce qui est vrai si la condition suivante, dite de Rankine et Hugoniot :

σ[u] = [f(u)] (5.34)

est vérifiée.
Voyons maintenant siu est bien solution entropique. Pour cela, on considèreη ∈ C1 une “entropie”, etφ ∈ C1

le flux d’entropie associé, t.q.φ′ = η′f ′. Le même calcul que le précédent, en remplaçantu parη(u) et f(u) par
φ(u) donne que : ∫

IR

∫

IR+

η(u)(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫

IR+

∫

IR

φ(u)(x, t)ϕx(x, t)dxdt

+

∫

IR

η(u0(x))dx =

∫ +∞

0

(σ[η(u)] − [φ(u)])ϕ(σt, t)dt.

Pour queu soit solution entropique, il faut (et il suffit) donc que

σ[η(u)] ≥ [φ(u)] (5.35)

Il reste à vérifier que cette inégalité est vérifiée pour σ donné par (5.34), c.à.d.

f(ud)− f(ug)

ud − ug
(η(ud)− η(ug)) ≥ φ(ud)− φ(ug)

Ceci s’écrit encore :

(f(ud)− f(ug))(η(ud)− η(ug)) ≤ (φ(ud)− φ(ug))(ud − ug).

Cette inégalité est vérifiée en appliquant le lemme suivant avecb = ug > ud = a.

Lemme 5.30 Soienta, b ∈ IR tels quea < b, soientf et η ∈ C1(IR) des fonctions convexes etφ ∈ C1(IR) telle
queφ′ = η′f ′, alors : ∫ b

a

φ′(s)ds(b − a)ds ≥
∫ b

a

f ′(s)ds

∫ b

a

η′(s)ds

Analyse numérique des EDP, M1 193 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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Démonstration : On a
∫ b

a

φ′(x)dx =

∫ b

a

f ′(x)η′(x)dx

=

∫ b

a

f ′(x)(η′(x)− η′(y))dx +

∫ b

a

f ′(x)η′(y)dx, ∀y ∈ IR.

On a donc, en intégrant par rapport ày entrea et b :

(b− a)
∫ b

a

φ′(x)dx =

∫ b

a

∫ b

a

f ′(x)(η′(x)− η′(y))dxdy +

∫ b

a

f ′(x)dx

∫ b

a

η′(y)dy

Or ∫ b

a

∫ b

a

f ′(x)[η′(x) − η′(y)]dxdy =

∫ b

a

∫ b

a

f ′(y)(η′(y)− η′(x))dxdy

et donc

(b− a)
∫ b

a

∫ b

a

φ′(x)dx =

∫ b

a

∫ b

a

(f ′(x) − f ′(y)(η′(x) − η′(y)dxdy +

(∫ b

a

f ′(x)dx

)(∫ b

a

η′(y(y)dy

)
.

Commef ′ et η′ sont croissantes, la première intégrale du second membreest nulle, et on a donc bien le résultat
annoncé.

2. On vérifie facilement que la fonctionu définie par (5.33) est continue surIR × IR∗
+, et qu’elle vérifieut +

(f(u))x = 0 dans chacun des domainesD1, D2, D3 définis par

D1 = {t > 0, x < f ′(ug)t}, D2 = {t > 0, f ′(ug)t < x < f ′(ud)t} etD3 = {t > 0, x > f ′(ud)t}.

Donc par le point 3 de la proposition 5.20 page 188, on sait queu est solution faible (mais attention, ce n’est pas
une solution classique caru n’est pas forcémentC1 surIR × IR+ tout entier).
Soit η ∈ C1(IR, IR) une entropie (convexe) etφ le flux d’entropie associé, commeut + (f(u))x = 0 dansDi

pouri = 1 à 3, en multipliant parη′(u), on a également que(η(u))t + (φ(u))x = 0 dansDi pouri = 1 à 3. Soit
maintenantϕ ∈ C1

c (IR × IR+, IR+), on va montrer que
∫

IR

∫

IR+

(η(u))(x, t)ϕt(x, t)dtdx +

∫

IR

∫

IR

(φ(u))(x, t)ϕx(x, t)dxdt +

∫

IR

η(u0(x))ϕ(x, 0)dx = 0

(dans le cas d’une solution continue, l’inégalité d’entropie est une égalité). En effet, en intégrant par partiesles trois
termes précédents surD1, D2, D3, comme on l’a fait dans les questions 1 et 2, comme la fonctionu est continue,
les traces des fonctions sur le bord des domaines s’annulentdeux à deux, et il ne reste donc que la condition initiale.
On montre ainsi (faire le calcul pour s’en convaincre. . .) que

∫

IR

∫

IR+

(η(u))(x, t)ϕx(x, t)dtdx +

∫

IR

∫

IR+

φ(u)(x, t)(ϕx(x, t))dxdt = −
∫

IR

η(u0(x))ϕ(x, 0),

ce qui prouve queu est la solution entropique.

5.5 Sch́emas pour leśequations non lińeaires

On se donneu0 ∈ L∞(IR etf ∈ C1(IR), et on cherche à trouver une approximation de la solution entropique du
problème (5.17). On utilise les mêmes notations que pour le schéma (5.15). En intégrant l’équationut+(f(u))x =
0 sur une mailleKi, on obtient, au tempst = tn :

∫

Ki

ut(x, tn)dxdt+ f(u(xi+1/2, t))− f(u(xi−1/2, tn)) = 0.
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En utilisant le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation de la dérivée temporelle, et en notantfni+1/2 le flux
numérique, c’est à dire l’approximation def(u(xi+1/2, tn)) on obtient le schéma numérique suivant :






hi
un+1

i −un
i

k + fni+1/2 − fni−1/2 = 0

u0
i =

1

hi

∫

Ki

u0(x)dx.
(5.36)

Pour que ce schéma soit complètement défini, il reste à préciserfni+1/2 en fonction des inconnues discrètesuni . Un
premier choix possible est le schéma centré,

fni+1/2 =
f(uni+1) + f(uni )

2

dont on a vu qu’il est à proscrire, puisque, dans le cas linéaire, il est instable. Rappelons que dans le cas linéaire,
le choix décentré amont donne

si f(u) = u, fni+1/2 = f(uni ), et

si f(u) = −u, fni+1/2 = f(uni+1).

Dans le cadre de ce cours , on va s’intéresser aux schémas les plus simples à trois points, c.à.d. que léquation
associée à l’inconnueuni fait intervenir les trois inconnues discrètesuni , uni−1 etuni+1. Le flux numériqueg s’écrit
sous la forme

fni+1/2 = g(uni , u
n
i+1).

Pour obtenir un “bon” schéma, on va choisir un flux “monotone”, au sens suivant :

Définition 5.31 On dit que qu’une fonctiong définie deIR2 dansIR est un flux monotone pour la discrétisation
de(5.17), si

1. g est consistante par rapportà f , c.à.d.g(u, u) = f(u),

2. g est croissante par rapport̀a la premìere variable et d́ecroissante par rapport̀a la deuxìeme variable,

3. g est lipschitzienne sur[A,B], oùA = infIR u0 etB = supIR u0.

Remarque 5.32 (Flux monotones et schémas monotones)Si le sch́ema 5.15 est̀a flux monotone, et s’il v́erifie
la condition de CFL, on peut alors montrer que le schéma est monotone, c.à.d. qu’il s’écrit sous la forme :

un+1
i = H(uni−1, u

n
i , u

n
i+1),

oùH est une fonction croissante de ses trois arguments.

Cas oùf est monotone Pour illustrer le choix deg, supposons par exemple quef soit croissante. Un choix très
simple consiste alors à prendreg(uni , u

n
i+1) = f(uni ). On vérifie (exercice) que dans ce cas, les trois conditions

ci-dessus sont vérifiées, ce schéma est dit décentré amont. On vérifiera qu’on retrouve le schéma décentré amont
exposé dans le cas linéaire. De même sif est décroissante on peut facilement vérifier que le choixg(uni , u

n
i+1) =

f(uni+1) convient.

Sch́emaà décomposition de flux Le schéma à décomposition de flux, appelé aussi “flux splitting” en anglais,
consiste comme le nom l’indique à décomposerf = f1 + f2, oùf1 est croissante etf2 décroissante, et à prendre
pourg :

g(uni , u
n
i+1) = f1(u

n
i ) + f2(u

n
i+1)

Sch́ema de Lax Friedrich Le schéma de Lax Friedrich consiste à modifier le schéma centré de manière à le
rendre stable. On écrit donc :

g(uni , u
n
i+1) =

1

2
(f(uni ) + f(uni+1)) +D(uni − uni+1)

oùD ≥ 0 est il faut avoirD suffisamment grand pour queg soit croissante par rapport à la première variable et
décroissante par rapport à la seconde variable.
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Sch́ema de Godunov Le schéma de Godunov1 est un des schémas les plus connus pour les équations hyperbo-
liques non linéaires. De nombreux schémas pour les systèmes ont été inspirés par ce schéma. Le flux numérique
du schéma de Godunov s’écrit :

g(uni , u
n
i+1) = f(wR(uni , u

n
i+1)) (5.37)

oùwR(uni , u
n
i+1) est la solution en 0 du problème de Riemann avec conditionsuni , u

n
i+1, qui s’écrit :





ut + (f(u))x = 0

u0(x) =

{
ug = uni w < 0

ud = uni+1 w > 0

On peut montrer que le flux de Godunov (5.37) vérifie les conditions de la définition 5.31.

Sch́ema de Murman Une manière de simplifier le schéma de Godunov est de remplacer la résolution du
problème de Riemann linéaire. On prend alorsg(uni , u

n
i+1) = f(w̃R(uni , u

n
i+1) où w̃R(uni , u

n
i+1) est solution

de 



ut + αux = 0

u0(x) =

{
uni x < 0

uni+1 x > 0

Comme le problème est linéaire, la solution de ce problème est connue :u(x, t) = u0(x−αt). Le schéma est donc
très simple, malheureusement, le schéma de Murman n’est pas un schéma monotone (voir exercice (71), car le flux
n’est pas monotone par rapport aux deux variables. De fait onpeut montrer que les solutions approchées peuvent
converger vers des solutions non entropiques. On peut alorsenvisager une procédure ”correction d’entropie”...

Théorème 5.33 (Stabilit́e et convergence)Soit(uni )i∈ZZ

n∈IN
donńee par le sch́ema





hi
un+1

i −un
i

k + g(uni , u
n
i+1)− g(uni−1, u

n
i ) = 0

u0
i =

1

hi

∫

Ki

u0(x)dx

On suppose queg est un flux monotone au sens de la définition 5.31. On suppose de plus que :

k ≤ αh

2M
, etαh ≤ hi ≤ h, ∀i,

où M est la constante de Lipschitz deg sur [A,B], etA et B sont tels queA ≤ u0(x) ≤ Bp.p.. On a alors
A ≤ uni ≤ Bp.p., et‖uτ,k‖ ≤ ‖u0‖∞. Sous les m̂emes hypoth̀eses, si on noteuτ,k la solution approch́ee d́efinie
par (5.16), alors
uτ,k tend versu, solution entropique de(5.17)dansL1

loc(IR × IR+) lorsqueh (etk) tend vers 0.

1Sergei K. Godunov est un mathématicien russe né en 1929, membre de l’Académie des Sciences russe, en poste au Sobolev Institute of
Mathematics, Novosibirsk, Sibérie
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5.6 Exercices

Exercice 60 (Probl̀eme linéaire en dimension 1)Corrigé en page 205

Calculer la solution faible du problème :





ut − 2ux = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+

u(x, 0) =

{
0 si x < 0,
1 sinon.

(5.38)

1.Tracer sur un graphique la solution at = 0 et àt = 1, en fonction dex. Cette solution faible est-elle solution
classique de (5.38) ?

2. Même question en remplaçant la condition initiale paru(x, 0) = sinx.

Exercice 61 (Probl̀eme linéaire en dimension 2)Suggestions en page 205, Corrigé en page 205

Soitv ∈ IR2 et soitu0 ∈ C1(IR2, IR). On considère le problème de Cauchy suivant :
{
ut + div(vu) = 0,
u(x, 0) = u0(x),

(5.39)

Calculer la solution du problème (5.39) (en fonction deu0) en tout point(x, t) ∈ IR2 × IR.

Exercice 62 (Sch́ema de Lax–Wendroff) Corrigé en page 205

Soitu0 ∈ C∞(IR, IR) etT > 0, eta > 0. On considère le problème suivant :

∂tu(x, t) + a∂xu(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ [0, T ], (5.40a)

u(x, 0) = u0(x). (5.40b)

Ce problème admet une et une seule solution classique, not´eeu. On se donne un pas de temps constantk, avec
k = T

N+1 (N ∈ IN). On se donne également un pas d’espace constanth, et des points de discrétisation en espace,
(xi)i∈ZZ tels quexi+1 − xi = h pour touti. On posetn = nk, pourn ∈ {0, . . . , N + 1}. On cherche une
approximation deu(xj , tn) pourn ∈ {0, . . . , N + 1} et i ∈ ZZ . On poseλ = ak

h .

1. Montrer que la solutionu de (5.40) satisfait :

Pour toutj ∈ ZZ et pour toutn ∈ IN,

u(xj , tn+1) = u(xj , tn)− ak∂xu(xj , tn) +
1

2
a2k2∂2

xxu(xj , tn) + k3ε(k), avecε(k)→ 0 lorsquek → 0,

(5.41)

et
u(xj , tn+1) = u(xj−1, tn) si λ = 1. (5.42)

2. Montrer pourquoi l’égalité (5.41) suggère le schémasuivant, dit de Lax-Wendroff :
{
u

(n+1)
j = u

(n)
j − 1

2λ(u
(n)
j+1 − u

(n)
j−1) + 1

2λ
2(u

(n)
j+1 − 2u

(n)
j + u

(n)
j−1), j ∈ ZZ , n > 0,

u
(0)
j = u0(xj); j ∈ ZZ .

(5.43)

avecu(0)
j = u0(xj) pour toutj ∈ ZZ . Donner l’ordre de consistance du schéma (distinguer les casλ 6= 1 et

λ = 1).

3. On prend comme condition initialeu0(x) = eipx, pourp ∈ ZZ fixé (aveci2 = −1). Pourj ∈ ZZ , calculer

la valeuru(1)
j donnée par le schéma (5.43) en fonction deu

(0)
j et en déduire le facteur d’amplificationξp, tel

queu(1)
j = ξpu

(0)
j .

Montrer que le schéma est stable au sens de Von Neumann sous condition de CFL.
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4. Montrer par un contre exemple que siλ 6= 1, le schéma n’est pas stable pour la normeL∞. [On pourra par
exemple prendreu(0)

j = 0 pourj < 0, u(0)
j = 1 pourj ≥ 0, et calculeru(1)

0 et montrer ainsi que le schéma
est instable siλ < 1, et chercher ensuite un contre-exemple pour le casλ ≥ 1.]

Exercice 63 (Stabilit́e du sch́ema amont dans le cas lińeaire) Corrigé en page 205

On considère le problème hyperbolique linéaire (5.9), avecu0 ∈ L1(IR) ∩ L∞(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (5.15). Montrer que ce schéma est stable pour les normesL1, L2 et
L∞, c.à.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

1. ‖uT ,k(., n)‖L1(IR) ≤ ‖u0‖L1(IR), ∀n ∈ IN,

2. ‖uT ,k(., n)‖L2(IR) ≤ ‖u0‖L2(IR), ∀n ∈ IN,

3. ‖uT ,k(., n)‖L∞(IR) ≤ ‖u0‖L∞(IR), ∀n ∈ IN,

oùuT ,k désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.16)).

Exercice 64 (Convergence des schémas DFDA et VFDA dans le cas lińeaire)
Corrigé en page 206

Soitu0 ∈ C2(IR, IR) et T ∈ IR⋆
+. On suppose queu0, u′0 etu′′0 sont bornées (surIR). On considère le problème

suivant :

ut(x, t) + ux(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ [0, T ], (5.44)

u(x, 0) = u0(x). (5.45)

Ce problème admet une et une seule solution classique, not´eeu. On se donne un pas de temps,k, aveck = T
N+1

(N ∈ IN), et des points de discrétisation en espace,(xi)i∈ZZ . On posetn = nk, pourn ∈ {0, . . . , N + 1}, et
hi+ 1

2
= xi+1 − xi, pouri ∈ ZZ . On noteuni = u(tn, xi) (pourn ∈ {0, . . . , N + 1} et i ∈ ZZ ), et on cherche une

approximation deuni .

1. Soientα, β ∈ IR. On suppose que, pour un certainh ∈ IR, αh ≤ hi+ 1
2
≤ βh, pour touti ∈ ZZ . On

considère, dans cette question le schéma suivant, appel´e DFDA (pour Différences Finies Décentré Amont) :

un+1
i − uni

k
+

1

hi− 1
2

(uni − uni−1) = 0, n ∈ {0, . . . , N}, i ∈ ZZ , (5.46)

u0
i = u0(xi), i ∈ ZZ . (5.47)

(a) (Stabilité) Montrer quek ≤ αh⇒ inf(u0) ≤ uni ≤ sup(u0), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1}, ∀i ∈ ZZ .

(b) (Convergence) Montrer que, sik ≤ αh, on a :

sup
i∈ZZ

|uni − uni | ≤ CT (k + h), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1},

oùC ne dépend que deu0 etβ.

2. On suppose maintenant quexi est le centre de la mailleMi = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
], pouri ∈ ZZ . On posehi =

xi+ 1
2
− xi− 1

2
. Soientα, β ∈ IR. On suppose que, pour un certainh ∈ IR, αh ≤ hi ≤ βh, pour touti ∈ ZZ .

On considère, dans cette question le schéma suivant, appelé VFDA (pour Volumes Finis Décentré Amont) :

hi
un+1
i − uni

k
+ (uni − uni−1) = 0, n ∈ {0, . . . , N}, i ∈ ZZ , (5.48)

u0
i =

1

hi

∫

Mi

u0(x)dx, i ∈ ZZ . (5.49)

(a) (Stabilité) Montrer quek ≤ αh⇒ inf(u0) ≤ uni ≤ sup(u0), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1}, ∀i ∈ ZZ .

(b) Etudier la consistance du schéma au sens DF.
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(c) (Convergence) On poseu
n
i = u(tn, xi+ 1

2
). Montrer que, sik ≤ αh, on a :

sup
i∈ZZ

|uni − u
n
i | ≤ C1(k + h), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1},

oùC1 ne dépend que deu0, β etT . En déduire que :

sup
i∈ZZ

|uni − uni | ≤ C2(k + h), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1},

oùC2 ne dépend que deu0, β etT .

Exercice 65 (Eq. lin., sol. faible, conv. des schémas VFDA et DFDA, ḿethode VF)
Corrigé en page 207

Soitu0 ∈ L∞(IR) ∩ L2(IR) etT ∈ IR⋆
+. On considère le problème suivant :

ut(x, t) + ux(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ [0, T ], (5.50)

u(x, 0) = u0(x). (5.51)

Ce problème admet une et une seule solution faible, notéeu. On se donne un pas de temps,k, aveck = T
N+1 (N ∈

IN), et on posetn = nk, pourn ∈ {0, . . . , N + 1} ; On se donne des points de discrétisation en espace,(xi)i∈ZZ ,
et on suppose quexi est le centre de la mailleMi = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
], pouri ∈ ZZ . On posehi = xi+ 1

2
− xi− 1

2
et

hi+ 1
2

= xi+1 − xi. Soientα, β ∈ IR. On suppose que, pour un certainh ∈ IR, αh ≤ hi ≤ βh, pour touti ∈ ZZ .
On considère le schéma (5.48),(5.49) (schéma “VFDA”).

1. (StabilitéL∞) Montrer quek ≤ αh⇒ |uni | ≤ ‖u0‖∞, ∀n ∈ {0, . . . , N + 1}, ∀i ∈ ZZ .

2. Montrer que, pour toutn = 0, . . . , N , on auni → 0 lorsquei→ +∞ ou i→ −∞.

3. (Estimation “BV faible”) Soientζ > 0. Montrer que :

k ≤ (1 − ζ)αh⇒
∑

n=0,...,N

∑

i∈ZZ

k(uni − uni−1)
2 ≤ C(ζ, u0),

oùC(ζ, u0) ne dépend que deζ etu0 (multiplier (5.48) parkuni et sommer suri etn.)

4. (convergence) On poseT = (Mi)i∈ZZ et on définit la solution approchée sur[0, T ]× IR, notéeuT ,k, donnée
par (5.48),(5.49), paruT ,k(t, x) = uni , si x ∈Mi et t ∈ [tn, tn+1[.
On admet queuT ,k → u, pour la topologie faible-⋆ deL∞(]0, T [×IR), quandh→ 0, aveck ≤ (1 − ζ)αh
(ζ fixé). Montrer queu est la solution faible de (5.50)-(5.51).

Remarque 5.34 (VF, DF et convergence forte)On peut montrer le m̂eme ŕesultat avec (5.46) au lieu de
(5.48). On peut aussi montrer (cf. la suite du cours. . . ) que la convergence est forte dansLploc(]0, T [×IR),
pour toutp <∞.

Exercice 66 (Construction d’une solution faible) Corrigé en page 210

1/ Construire une solution faible du problème





ut + (u2)x = 0

u(x, 0) = u0(x) =






1 si x < 0
1− x si x ∈ [0, 1]
0 six > 1

2/ Même question (mais nettement plus difficile...) pour leproblème





ut + (u2)x = 0

u(x, 0) = u0(x) =






0 si x < 0
1− x si x ∈ [0, 1]
1 six > 1

Exercice 67 (Probl̀eme de Riemann)
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Soit f la fonction deIR dansIR définie parf(s) = s4. Soitud etug des réels. Calculer la solution entropique du
problème de Riemann (5.30) avec donnéesud etug en fonction deud etug.

Exercice 68 (Non unicit́e des solutions faibles)Corrigé en page 211

On considère l’équation 



ut + (u2)x = 0

u(0, x) =

{
ug si x < 0
ud si x > 0

(5.52)

avecug < ud.

1. Montrer qu’il existeσ ∈ IR tel que si

{
u(t, x) = ug si x < σt
u(t, x) = ud si x > σt

alorsu est solution faible de (5.52).

Vérifier queu n’est pas solution entropique de (5.52).

2. Montrer queu définie par : 



u(t, x) = ug si x < 2ugt
u(t, x) = x

2t si 2ugt ≤ x ≤ 2udt
u(t, x) = ud si x > 2udt

(5.53)

alorsu est solution faible entropique de (5.52).

Exercice 69 (Probl̀eme de Riemann)

1. Déterminer la solution entropique de (5.30) dans le cas où f est strictement concave.

2. On se place dans le cas oùf est convexe puis concave : plus précisément, on considèref ∈ C2(IR, IR) avec

(i) f(0) = 0, f ′(0) = f ′(1) = 0

(ii) ∃a ∈]0, 1[, tel quef est strictement convexe sur]0, a[, f est strictement concave sur]a, 1[.

On supposera de plusug = 1, ud = 0.

(a) Soitb l’unique élémentb ∈]a, 1[ tel quef(b)
b = f ′(b) ; montrer queu définie par :





u(t, x) = 1 si x ≤ 0
u(t, x) = ξ si x = f ′(ξ)t, b < ξ < 1
u(t, x) = 0 si x > f ′(b)t

est la solution faible entropique de (5.30) (sous les hypothèses précédentes).

(b) Construire la solution entropique du problème de Riemann dans le casf(u) = u2

u2+ (1−u)2

4

etug, ud ∈
[0, 1]. [Compliqué. On distinguera plusieurs cas. )

Exercice 70 (Stabilit́e de sch́emas nuḿeriques) Corrigé en page 211

Soientf ∈ C1(IR, IR) etu0 ∈ L∞(IR). On considère le problème suivant :

ut(x, t) + (f(u))x(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ [0, T ], (5.54)

u(x, 0) = u0(x). (5.55)

On utilise ci dessous les notations du cours. On discrétisele problème (5.54),(5.55) par l’un des schémas vu en
cours (“Flux-splitting”, “Godunov”, “Lax-Friedrichs modifié” et “Murman”). Montrer qu’il existeM (dépendant
de la fonction “flux numérique” et deu0) tel quek ≤Mhi, pour touti ∈ ZZ , implique :

1. ‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞ pour toutn ∈ IN.

2. (Plus difficile)
∑

i∈ZZ
|un+1
i+1 − un+1

i | ≤ ∑
i∈ZZ
|uni+1 − uni | pour toutn ∈ IN. (Cette estimation n’est

intéressante que si
∑
i∈ZZ
|u0
i+1 − u0

i | <∞, ce qui n’est pas toujours vrai pouru0 ∈ L∞(IR). Cela est vrai
si u0 est une fonction à “variation bornée”.)

Exercice 71 (Sch́ema de Murman) Corrigé en page 212
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Soientf ∈ C1(IR, IR) et u0 ∈ L∞(IR). On suppose queA ≤ u0 ≤ B, p.p. surIR. On s’intéresse au problème
suivant :

ut(x, t) + (f(u))x(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, (5.56)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ IR. (5.57)

Pour discrétiser le problème (5.56)-(5.57), on se donne un pas d’espaceh > 0 et un pas de tempsk > 0. On pose
Mi =]ih, ih+ h[ et on noteuni l’approximation recherchée de la solution exacte dans la mailleMi à l’instantnk.
On considère le schéma de Murmann :

h
un+1
i − uni

k
+ (fni+ 1

2
− fni− 1

2
) = 0, n ∈ IN, i ∈ ZZ , (5.58)

u0
i =

1

h

∫

Mi

u0(x)dx, i ∈ ZZ , (5.59)

avecfn
i+ 1

2

= g(uni , u
n
i+1) etg ∈ C(IR × IR, IR) définie par :

g(a, a) = f(a) et, poura 6= b,

g(a, b) =
f(a) si f(b)−f(a)

b−a ≥ 0,

f(b) si f(b)−f(a)
b−a < 0.

1. (Stabilité) Montrer qu’il existeM , ne dépendant que def , A etB (on donnera la valeur deM en fonction
def ,A etB) t.q. pourk ≤Mh on ait :

(a) (StabilitéL∞) A ≤ uni ≤ B, pour toutn ∈ IN et touti ∈ ZZ ,

(b) (StabilitéBV )
∑
i∈ZZ
|un+1
i+1 − un+1

i | ≤∑i∈ZZ
|uni+1 − uni | pour toutn ∈ IN. (Cette estimation n’est

intéressante que si
∑
i∈ZZ
|u0
i+1 − u0

i | < ∞, ce qui n’est pas toujours vrai pouru0 ∈ L∞(IR). Cela
est vrai siu0 est une fonction à “variation bornée”.)

2. On prend, dans cette question,f(s) = s2.

(a) (Non monotonie) Montrer que siA < 0 etB > 0, la fonctiong n’est pas “croissante par rapport à son
premier argument et décroissante par rapport à son deuxi`eme argument” sur[A,B]2.

(b) (Exemple de non convergence) Donner un exemple de non convergence du schéma. Plus précisément,
donneru0 t.q., pour touth > 0 et toutk > 0, on aituni = u0

i pour touti ∈ ZZ et pour toutn ∈ IN (la
solution discrète est donc “stationnaire”) et pourtantu(., T ) (u est la solution exacte de (5.56)-(5.57))
est différent deu0 pour toutT > 0 (la solution exacte n’est donc pas stationnaire).

3. (Schéma “ordre 2”, question plus difficile) Pour avoir unschéma “plus précis”, on pose maintenantpni =

minmod(
un

i+1−un
i−1

2h , 2
un

i+1−un
i

h , 2
un

i −un
i−1

h ) et on remplaçe, dans le schéma précédent,fn
i+ 1

2

= g(uni , u
n
i+1)

par fn
i+ 1

2

= g(uni + (h/2)pni , u
n
i+1 − (h/2)pni+1). Reprendre les 2 questions précédentes (c’est à dire :

“StabilitéL∞”, “StabilitéBV ”, “non monotonie” et “Exemple de non convergence”).

Exercice 72 (Flux monotones)

Soientf ∈ C1(IR, IR) etu0 ∈ L∞(IR) ; on considère l’équation hyperbolique non linéaire (5.17) qu’on rappelle :
{
ut + (f(u))x = 0, (x, t) ∈ IR × IR+,
u(x, 0) = u0(x).

(5.60)

On se donne un maillage(]xi−1/2, xi+1/2[)i∈ZZ de IR et k > 0 et, pouri ∈ ZZ , on définit une condition initiale

approchée :u0
i =

1

hi

∫
u0(x)dx, avechi = xi+1/2 − xi−1/2.

Pour calculer la solution entropique de l’équation (5.17), on considère un schéma de type volumes finis explicite à
trois points, défini par un flux numériqueg, fonction de deux variables.

1. Ecrire le schéma numérique (i.e. donner l’expression deun+1
i en fonction des(uni )i∈ZZ ).

2. On suppose dans cette question que le fluxg est monotone et lipschitzien en ses deux variables, c.à.d.qu’il
existeM ≥ 0 tel que pour tout(x, y, z) ∈ IR3, |g(x, z)− g(y, z)| ≤M |x− y| et |g(x, y)− g(x, z)| ≤M |y− z|.
Montrer que le schéma numérique de la question précédente peut s’écrire sous la forme

un+1
i = H(uni−1, u

n
i , u

n
i+1)
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oùH est une fonction croissante de ses trois arguments sik satisfait une condition de typek ≤ Chi pout touti, où
C est une constante à déterminer.

3. Montrer que si la fonctiong est croissante par rapport à son premier argument et décroissant par rapport au
second, et sia, b ∈ IR sont tels quea ≤ b, alorsg(a, b) ≤ g(ξ, ξ) pour toutξ ∈ [a, b].

4. En déduire que si le fluxg est monotone, alors il vérifie la propriété suivante :

∀(a, b) ∈ IR2,

{
g(a, b) ≤ mins∈[a,b] f(s) si a ≤ b
g(a, b) ≥ maxs∈[a,b] f(s) si a ≥ b.

5. Soitg un flux monotone qui est tel que pour tousa, b ∈ IR, il existeua,b dans l’intervalle d’extrémitésa etb, tel
queg(a, b) = f(ua,b). Montrer que

∀(a, b) ∈ IR2,

{
g(a, b) = mins∈[a,b] f(s) si a ≤ b
g(a, b) = maxs∈[b,a] f(s) si a ≥ b.

Exercice 73 (Sch́emas pour les probl̀emes hyperboliques)

Soientf ∈ C2(IR, IR), T > 0 et u0 ∈ L∞(IR) ∩ BV (IR) ; on cherche une approximation de la solution de
l’equation hyperbolique avec condition initiale :

ut(x, t) + (f(u))x(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ [0, T ], (5.61)

u(x, 0) = u0(x). (5.62)

On noteh (resp.k = 1
N+1 ) le pas (constant, pour simplifier) de la discrétisation enespace (resp. en temps), etuni la

valeur approchée recherchée deu au tempsnk dans la mailleMi = [(i− 1
2 )h, (i+ 1

2 )h], pourn ∈ {0, . . . , N +1}
et i ∈ ZZ . On considère le schéma obtenu par une discrétisation par volumes finis explicite à trois points :

un+1
i − uni

k
+

1

h
(fni+ 1

2
− fni− 1

2
) = 0, n ∈ {0, . . . , N + 1}, i ∈ ZZ , (5.63)

u0
i =

1

h

∫

Mi

u0(x)dx, (5.64)

avecfn
i+ 1

2

= g(uni , u
n
i+1), oùg ∈ C1(IR, IR).

1. Montrer que le schéma (5.63),(5.64) possède la propri´eté de “consistance des flux” ssig est telle que :

g(s, s) = f(s), ∀s ∈ IR. (5.65)

2. Montrer que le schéma, vu comme un schéma de différences finies, est, avec la condition (5.65), d’ordre
1 (c.à.d. que l’erreur de consistance est majorée parC(h + k), oùC ne dépend que def et de la solution
exacte, que l’on suppose régulière). Montrer que si le pasd’espace est non constant, la condition (5.65) est
(en général) insuffisante pour assurer que le schéma (5.63),(5.64) (convenablement modifié) est consistant
au sens des différences finies, et que le schéma est alors d’ordre 0.

3. On étudie, dans cette question, le schéma de Godunov, c.à.d. qu’on prend :

g(ug, ud) = f
(
uug,ud

(0, t)
)
,

oùuug,ud
est la solution du problème de Riemann :

ut(x, t) + (f(u))x(x, t) = 0, (x, t) ∈ IR × IR+ (5.66)

u(x, 0) = ug si x < 0, (5.67)

u(x, 0) = ud si x > 0. (5.68)
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(a) Montrer que le schéma (5.63), (5.64) peut s’écrire :

un+1
i = uni + Ci(u

n
i+1 − uni ) +Di(u

n
i−1 − uni ),

avec :Ci =
k

h

f(uni )− g(uni , uni+1)

uni+1 − uni
≥ 0 etDi =

k

h

g(uni−1, u
n
i )− f(uni )

uni−1 − uni
≥ 0.

(b) On poseA = ‖u0‖∞, M = sup
s∈[−A,A]=

|f ′(s)|, eth le pas (constant) d’espace. On suppose quek eth

vérifient la condition de CFL :

k ≤ h

2M
.

On noteun la fonction définie par :un(x) = (uni ) si x ∈Mi ; montrer que :
– StabilitéL∞ : ‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞(≤ . . . ≤ ‖u0‖∞), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1}. (E1)
– StabilitéBV : ‖un+1‖BV ≤ ‖un‖BV (≤ . . . ≤ ‖u0‖BV ), ∀n ∈ {0, . . . , N + 1}. (E2)

On rappelle que, commeun est une fonction constante par morceaux, on a :

‖un‖BV =
∑

i∈ZZ

|uni+1 − uni |.

(c) Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que si on ala condition “CFL” le schéma de Godunov
converge.

4. On suppose maintenantf(u) = au, a ∈ IR, et on prendg(λ, µ) =
λ+ µ

2
(schéma centré).

Montrer que pour tousk, h > 0, les conditions(E1) et(E2) sont fausses, c.à.d. qu’il existeu0(∈ L∞∩BV )
t.q.‖u1‖∞ 6≤ ‖u0‖∞, et‖u1‖BV 6≤ ‖u0‖BV .

5. On étudie maintenant un schéma de type “MUSCL”, i.e. On prend dans le schéma (5.63)fn
i+ 1

2

= f(uni +
h
2p
n
i ), où :

pni =






εni
2h

min
(
|uni+1 − uni−1|, 4|uni+1 − uni |, 4|uni − uni−1|

)
, oùεni = sign(uni+1 − uni−1)

si sign(uni+1 − uni−1) = sign(uni+1 − uni ) = sign(uni − uni−1)
0 sinon.

(a) Montrer que1h(fn
i+ 1

2

−fn
i− 1

2

) est une approximation d’ordre 2 de
(
f(u)

)
x
(xi, tn) aux points oùu ∈ C2

etux 6= 0.

(b) Montrer que sous une condition de typek ≤ Ch, oùC ne dépend que deu0 et f , les conditions de
stabilité(E1) et (E2) sont vérifiées.

Exercice 74 (Eĺements finis pour uneéquation hyperbolique)

Soitf ∈ C1(IR, IR), u0 ∈ C(IR) t.q.u0 bornée ; on considère la loi de conservation scalaire suivante :

∂u

∂t
(x, t) +

∂

∂x
(f(u))(x, t) = 0, x ∈ IR, t ∈ IR+, (5.69)

avec la condition initiale :
u(x, 0) = u0(x). (5.70)

On se donne un pas de discrétisation en temps constantk, on notetn = nk pourn ∈ IN, et on cherche à approcher
u(., tn). On noteu(n) la solution approchée recherchée.

1. Montrer qu’une discrétisation par le schéma d’Euler explicite en temps amène au schéma en temps suivant :

1

k
(u(n+1) − u(n)) +

∂

∂x

(
f(u(n))

)
(x) = 0, x ∈ IR, n ∈ IN∗, (5.71)

u0(x) = u0(x). (5.72)

On cherche à discrétiser (5.71) par une méthode d’éléments finis. On se donne pour cela une famille de points
(xi)i∈ZZ ⊂ IR, avecxi < xi+1.
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2. On introduit les fonctions de formeP1, notéesΦi, i ∈ ZZ , des éléments finis associés au maillage donné
par la famille de points(xi)i∈ZZ ; on effectue un développement de Galerkin deu(n) sur ces fonctions de forme
dans (5.71) et (5.72) ; on multiplie l’équation ainsi obtenue par chaque fonction de forme, et on approche le terme
f(
∑

j∈ZZ
u

(n)
j Φj) par

∑
j∈ZZ

f(u
(n)
j )Φj , et on intègre sur IR . Montrer qu’on obtient ainsi un système d’équations

de la forme :

∑

j∈ZZ

ai,j
u

(n+1)
j − u(n)

j

k
+
∑

j∈ZZ

bi,jf(u
(n)
j ) = 0, i ∈ ZZ , n ∈ IN∗. (5.73)

u0
i = u0(xi) i ∈ ZZ . (5.74)

(lesai,j et bi,j sont à déterminer).

3. On effectue une “condensation de la matrice de masse”, c.`a.d. qu’on remplace lesai,j dans (5.73) par̃ai,j avec
ãi,j = 0 si i 6= j et ãi,i =

∑
j∈ZZ

ai,j . Montrer que le schéma ainsi obtenu est identique à un sch´ema volumes
finis sur le maillage(Ki)i∈ZZ oùKi =]xi−1/2, xi+1/2[, xi+1/2 = (xi + xi+1)/2, avec approximation centrée du
flux.

4. Montrer que ce schéma est instable, dans un (ou plusieurs) sens à préciser.

5. On remplace le flux numérique centréFi+1/2 du schéma volumes finis obtenu à la question 3 parGi+1/2 =

Fi+1/2 + Di+1/2(u
(n)
i − u(n)

i+1). Montrer que l’approximation du flux reste consistante et que si lesDi+1/2 sont
bien choisis, le nouveau schéma est stable sous une condition de CFL à préciser.

On considère maintenant la même équation de conservation, mais surIR2 (avecf ∈ C1(IR, IR2), u0 ∈ C(IR2),
bornée.

ut(x, t) + div(f(u))(x, t) = 0, x ∈ IR2, t ∈ IR+, (5.75)

u(x, 0) = u0(x). (5.76)

SoitT un maillage en triangles deIR2, admissible pour une discrétisation par éléments finisP1. SoitS l’ensemble
des noeuds de ce maillage et(Φj)j∈S la famille des fonctions de forme éléments finis bilinéairesP1. En conservant
la même discrétisation en temps, on cherche une approximation deu(., tn) dans l’espace engendré par les fonctions
Φj .

6. Montrer qu’en suivant la même démarche qu’aux questions 2 et 3, on aboutit au schéma :

u
(n+1)
i − u(n)

i

k

∫

IR2

Φi(x)dx −
∑

j∈S
f(u

(n)
j ) ·

∫

IR2

Φj(x)∇Φi(x)dx = 0, n ∈ IN∗ (5.77)

7. Montrer que ce schéma peut encore s’écrire :

u
(n+1)
i − u(n)

i

k

∫

IR2

Φi(x)dx +
∑

j∈S
Ei,j = 0, (5.78)

avec

Ei,j =
1

2
(f(u

(n)
i ) + f(u

(n)
j )) ·

∫

IR2

(Φi(x)∇Φj(x) − Φj(x)∇Φi(x))dx.

Montrer que ce schéma est instable.

8. Dans le schéma (5.78), on remplaceEi,j par

Ẽni,j = Eni,j +Di,j(u
n
i − unj ),

oùDi,j = Dj,i (pour que le schéma reste conservatif). Montrer que pour unchoix judicieux deDi,j , le schéma
ainsi obtenu est à flux monotone et stable sous condition de CFL.
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5.7 Suggestions pour les exercices

Exercice 61 page 197

Chercher les solutions sous la formeu(x, t) = u0(x− vt).

5.8 Corrigés des exercices

Exercice 60 page 197

1. En appliquant les ré’sultats de la section 5.2 page 180, la solution faible du problème s’écritu(x, t) = u0(x+2t),
pourx ∈ IR, et t ∈ IR+, c.à.d. {

u(x, t) =

{
0, si x < −2t,
1 si x > −2t.

(5.79)

La représentation graphique de la solution at = 0 et àt = 1, en fonction dex est donnée en Figure 5.7. Cette

t = 0

u(x)

x

u(x)

x

t = 1

FIG. 5.7 – Représentation graphique de la solution

solution faible n’est pas solution classique de (5.79) car elle n’est pas continue, donc ses dérivées en temps et
espace ne sont pas définies partout.
2. Dans le cas oùu0(x) = sinx, la solution faible du problème s’écritu(x, t) = sin(x + 2t), pourx ∈ IR, et
t ∈ IR+, et cette solution est régulière, donc solution classique.

Exercice 61 page 197

Pour(x, t) ∈ IR2× IR, on poseu(x, t) = u0(x−vt). Commeu0 ∈ C1(IR, IR), on au ∈ C1(IR2× IR+, IR) ; on
peut donc calculer les dérivées partielles deu par rapport à au tempst, qu’on notera∂tu et par rapport aux deux
variables d’espacex1 etx2, qu’on notera∂1u et∂2u. On a :∂tu(x, t) = ∇u0(x − vt) · v. Or div(vu) = v · ∇u
carv est constant, et∇u = ∇u0.On en déduit queut(x, t)+div(vu)(x, t) = 0, et doncu est solution (classique)
de (5.39).

Exercice 62 page 197

Corrigé en cours d’élaboration

Exercice 63 page 198 (Stabilit́e du sch́ema amont dans le cas lińeaire)

On considère le problème hyperbolique linéaire (5.9), avecu0 ∈ L1(IR) ∩ L∞(IR), dont on calcule une solution
approchée par le schéma volumes finis amont (5.15). Montrer que ce schéma est stable pour les normesL2 etL∞,
c.à.d. que la solution approchée satisfait les propriétés suivantes :

1. ‖uT ,k(., n)‖L2(IR) ≤ ‖u0‖L2(IR), ∀n ∈ IN,

2. ‖uT ,k(., n)‖L∞(IR) ≤ ‖u0‖L∞(IR), ∀n ∈ IN,
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oùuT ,k désigne la solution approchée calculée par le schéma (voir (5.16)).
Le schéma (5.15) s’écrit encore :

hi(u
n+1
i − uni ) = k(uni − uni−1).

Multiplions parun+1
i . On obtient :

1

2
hi(u

n+1
i − uni )2 +

1

2
hi(u

n+1
i )2 − 1

2
hi(u

n
i )

2 + k(un+1
i − uni )(uni − uni−1) + kuni (u

n
i − uni−1) = 0.

Exercice 64 page 198

1.a) Le schéma numérique s’écrit :

un+1
i = (1− k

hi− 1
2

)uni +
k

hi− 1
2

uni−1 (5.80)

Commek ≤ αh ≤ hi− 1
2

on a
k

hi− 1
2

∈ [0, 1] On a donc

min(uni , u
n
i−1) ≤ un+1

i ≤ max(uni , u
n
i−1)

d’où on déduit que
min
j

(unj ) ≤ un+1
i ≤ max

j
(unj ), ∀i ∈ ZZ ,

puis, par récurrence surn, que

inf u0 ≤ uni ≤ supu0 ∀i ∈ ZZ , ∀nnIN.

1.b) Par définition de l’erreur de consistance, on a :

ūn+1
i −ūn

i

k = ut(xi, tn) +Rni , où |Rni | ≤ ‖utt‖∞k,
ūn

i −ūn
i−1

h
i− 1

2

= ux(xi, tn) + Sni , |Sni | ≤ ‖uxx‖∞h.β

En posanteni = ūni − uni , on a donc

en+1
i − eni

k
+

1

hi− 1
2

(eni − eni−1) = Rni + Sni ≤ C(u0, β)(h+ k),

avecC(u0β) = ‖u′′0‖∞ max(β, 1), car (u(t, x) = u0(x, t)) et donc‖utt‖∞ = ‖uxx‖∞ = ‖u′′0‖∞. On pose
C(u0, β) = C, on obtient alors

en+1
i =

(
1− k

hi− 1
2

)
eni +

k

hi− 1
2

eni−1 + Ck(h+ k)

doncsup
i
|en+1
i | ≤ sup

j
|enj |+ Ck(h+ k). Par récurrence surn, on en déduit

sup
i
|eni | ≤ Ckn(h+ k) et doncsup

i
|eni | ≤ CT (h+ k) si 0 ≤ n ≤ N + 1, où (N + 1)k = T.

2.a) On ainf u0 ≤ u0
i ≤ supu0 puis, pa récurrence :

un+1
i = (1− k

hi
)uni +

k

hi
uni−1.

Commek ≤ αh ≤ hi on en déduit comme en 1) a) que :

inf(u0) ≤ uhi ≤ sup(u0).

2.b) Consistance
ūn+1
i − ūni

k
= ut(xi, tn) +Rni , |Rni | ≤ ‖utt‖∞k
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mais
ūni − ūni−1

hi
=
ūni − ūni−1

hi− 1
2

hi− 1
2

hi
= [ux(xi, tn) + Sni ]

hi− 1
2

h
, avec|Sni | ≤ ‖uxx‖∞βh,

donc
ūn+1
i − ūni

k
+
ūni − ūni−1

hi
= (ut + ux)(xi, tn) +Rni + Sni

hi− 1
2

hi
+ T ni ,

= Rni + Sni
h

i− 1
2

hi
+ T ni ,

avec :
|Rni | ≤ ‖utt‖∞k,∣∣∣∣
hi− 1

2

hi

∣∣∣∣ |Sni | ≤ ‖uxx‖∞
βh

αh
βh =

β2

α
‖uxx‖∞h,

T ni = ux(xi, tn)
hi− 1

2
− hi

hi
= ux(xi, tn)

hi−1 − hi
2hi

.

En prenant par exemple un pas tel quehi = h si i est pair ethi = h/2 si i est impair, on voitT ni ne tend pas vers
0 lorsqueh tend vers 0 ; le schéma apparait donc comme non consistant ausens des différences finies.
c) Convergence. On a

¯̄un+1
i − ¯̄uni

k
= ut(xi+ 1

2
, tn) +Rni , |Rni | ≤ ‖utt‖∞k

¯̄uni − ¯̄uni−1

hi
= ux(xi+ 1

2
, tn) + Sni , |Sni | ≤ ‖uxx‖∞βh

donc, avecfni = ¯̄uni − uni
fn+1
i = (1− k

hi
)fni + fni−1(

k

hi
) + k(Sni +Rni )

On a donc :
sup
i
|fn+1
i | ≤ sup

i
|fni |+ k‖u′′0‖∞(k + βh)

≤ sup
i
|fni |+ kC1(k + h) C1 = ‖u′′0‖∞ max(β, 1),

et par récurrence surn
sup
i
|fni | ≤ C1nk(k + h) + ‖u′0‖∞hβ

carsup
i
|f0
i | ≤ ‖u′0‖∞hβ. D’où on deéduit que

sup
i
|fni | ≤ C1T (k + h) + ‖u′0‖∞βh

≤ C2(k + h), 0 ≤ n ≤ N + 1.

avecC2 = C1T + β‖u′0‖∞ Il reste à remarquer que|ūni − ¯̄uni | ≤ ‖u′0‖∞βh pour avoir

sup
i
|ūni − uni | ≤ C3(h+ k) avec

C3 = C2 + β‖u′0‖∞ = ‖u′′0‖∞ max(β, 1)T + 2β‖u′0‖∞.

Exercice 65 page 199

1. On remarque d’abord que|u0
i | ∈ [−‖u0‖∞, ‖u0‖∞]. On a vu à la question 2) a) de l’exercice 64 queun+1

i ∈
[uni , u

n
i−1[ ou [uni−1, u

n
i ]. On en déduit par une récurrence surn queuni ∈ [−‖u0‖∞, ‖u0‖∞] ∀i, ∀n ≥ 0.

2. On va utiliser le fait queu0 ∈ L2 et montrer la propriété par récurrence surn. Pourn = 0, on a :

|u0
i |2 ≤

∫ x
i− 1

2

x
i− 1

2

(u0(x))
2dx

1

hi
→ 0 lorsquei→ ±∞ (5.81)

Analyse numérique des EDP, M1 207 Université Aix-Marseille 1, R. Herbin, 26 octobre 2011
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En effet, commeu01[x,x+η[ → 0pp, u01[x,x+η[ ≤ u0 ∈ L2 donc
∫ x+η

x

|u0|2dx → 0 lorsquex → +∞ par

convergence dominée, pour toutη > 0. De plus,h ≥ αh(⇒ 1
hi
≤ 1

αh ), d’où on déduit que (5.81) est vérifiée. On
conclut ensuite par une récurrence immédiate surn, que :

|un+1
i | ≤ max(|uni ||uni−1|)→ 0 quandi→ ±∞. (5.82)

2. On veut montrer que
N∑

n=0

∑

i∈ZZ

k(uni − uni−1)
2 ≤ C(ζ, u0). On multiplie le schéma parkuni , on obtient :

hi(u
n+1
i − uni )uni + (uni − uni−1)ku

n
i = 0,

ce qu’on peut réécrire :

hi

[
− (un+1

i − uni )2
2

+
(un+1
i )2

2
− (uni )

2

2

]
+ k

[
(uni − uni−1)

2

2
+

(uni )
2

2
− (uni−1)

2

2

]
= 0.

Comme|un+1
i − uni | = k

hi
|uni − uni−1|, ceci s’écrit aussi :

k(1− k

hi
)(uni − uni−1)

2 + hi(u
n+1
i )2 − hi(uni )2 + k(uni )

2 − k(uni−1)
2 = 0,

et comme
k

h
≤ 1− ζ, on a donc1− k

hi
≥ ζ et ζ(uni − uni−1)

2 + hi(u
n+1
i )2 − hi(uni )2 + (uni )

2 − (uni−1)
2 ≤ 0 en

sommant pouri ∈ {−M, . . . ,M}, eth ∈ {0, . . . , N}, on obtient alors :

ζ
M∑

i=−M

M∑

n=0

(uni − uni−1)
2 + αh

N∑

n=0

(unM )2 − βh
N∑

n=0

(un−M−1)
2 ≤

M∑

i=−M
(u0
i )

2.

En remarquant que

k

M∑

i=−M
(u0
i )

2 ≤
M∑

i=−M
hi(u

0
i )

2 ≤ ‖u0‖22

(voir (5.81)) et queun−M → 0 qdM →∞ (voir (5.82)), on en déduit

ζk

∞∑

i=−∞

N∑

n=0

(uni − uni−1)
2 ≤ ‖u0‖22,

doncC =
‖u0‖2

2

ζ convient.
3) (Convergence) Pour montrer la convergence, on va passer `a la limite sur le schéma numérique. On aura pour
cela besoin du lemme suivant :

Lemme 5.35 Soit (un)n∈IN une suite borńee dansL∞(IR). Siun → u dansL∞(IR) pour la topologie faible∗
lorsquen→ +∞, (c.à.d

∫

IR

un(x)ϕ(x)dx −−−−−→
n→+∞

∫

IR

u(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ L1(IR),

etvn → v dansL1 lorsquen→ +∞, alors
∫
un(x)vn(x)dx −−−−−→

n→+∞

∫
u(x)v(x)dx.

Démonstration :

|
∫
un(x)vn(x)dx −

∫
u(x)v(x)dx| ≤ ‖un‖∞‖vn − v‖1 + |

∫
un(x)v(x)dx −

∫
u(x)v(x)dx|

≤ C‖un − v‖1 + |
∫
un(x)vn(x)dx −

∫
u(x)v(x)dx| −−−−−→

n→+∞
0,
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car(un)n est bornée dansL∞.

On multiplie le schéma numérique parkϕni , ϕ ∈ C∞
c (IR× [0, T [) etϕni = ϕ(x, tn), et en somme suri etn (toutes

les sommes sont finies, carϕ est à support compact) ; on obtient :

∑

i∈ZZ

∑

n∈IN

un+1
i − uni

k
khiϕ

n
i +

∑

i∈ZZ

N∑

n=1

(uni − uni−1)kϕ
n
i = 0.

Commeϕni = 0 si n ≥ N + 1, on a :

∑

i∈ZZ

N∑

n=1

hiu
n
i (ϕ

n−1
i − ϕni )−

∑

i

u0
iϕ

0
i hi +

∑

i∈ZZ

∑

n

(ϕni − ϕni+1)u
n
i k = 0.

Or :

• T1 =
∑

i∈ZZ

u0
iϕ

0
ihi =

∑

i

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

u0(x)ϕ0(xi)dx −−−→
h→0

∫
u0ϕdx.( avecϕ0 = ϕ(., 0))

car
∑

i

ϕ0(xi)1]x
i− 1

2
,x

i+1
2
[ → ϕ(., 0) dansL1 quandh→ 0.

• T2 =
∑

i∈ZZ

∑

n=1

hiu
n
i

ϕn−1
i − ϕni

k
k = −

∫

IR+

∫

IR

uT ,kψT ,kdxdt. Soit

ψT ,k(x, t) =
∑

i∈ZZ

N∑

n=1

ϕn−1
i − ϕni

k
1]x

i− 1
2
,x

i+ 1
2
[1]nk,(n+1)k[.

En effet, pourx ∈ IR et t > 0, |ϕ
n−1
i − ϕni

k
− ϕt(x, t)| ≤ k‖ϕtt‖∞ si (x, t) ∈]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[×[nk(n + 1)k[,

pourn ≥ 1. On a donc doncψT ,k → ϕt p.p. surIR×]0, T [, De plus, et|ψT ,k| ≤ ‖ϕt‖∞1K si βh ≤ 1, où
K = [−a − 1, a + 1] × [0, T ], et a est tel queϕ = 0 sur([−a, a] × [0, T ])c Donc, par convergence dominée,
ψT ,k → −ϕt dansL1(IR×]0, T [) lorsquek → 0. CommeuT ,k converge versu dansLinfty faible ∗, on en
déduit par le lemme 5.35 que :

T2 == −
∫

IR+

∫

IR

uT ,k(x, t)ψT ,k(x, t)dxdt −−−→
h,k→0

−
∫

IR+

∫

IR

u(x, t)ϕt(x, t)dxdt.

• T3 =
∑

i∈ZZ

∑

n∈IN

ϕni − ϕni+1

hi
uni khi. =

∑

i∈ZZ

∑

n∈IN

kϕni (uni − uni−1)

=
∑

i∈ZZ

∑

n∈IN

kϕni−1(u
n
i − uni−1) +

∑

i∈ZZ

∑

n∈IN

k(ϕni − ϕni− 1
2
)(uni − uni−1) = T4 + T5, avec :

∗ T4 =
∑

i

∑

n

khi
ϕn
i− 1

2

− ϕn
i+ 1

2

h
uni =

∫ ∫
uT k(x)χT k(x)dx où

χT k =
ϕn
i− 1

2

− ϕn
i+ 1

2

hi
sur ]xi− 1

2
, xi+ 1

2
[×]tn, tn+1[ ;

et doncχT k → −ϕx dansL1(IR×]0, 1[) etT4 → −
∫ ∫

u(x)ϕx(x)dxdt lorsqueh→ 0,

∗ T5 ≤
M2∑

i=M

N∑

n=0

kβh‖ϕx‖∞(ui− uhi−1) ≤ βkh‖ϕx‖∞
N∑

n=0

M2∑

i=M

(uni − uni−1) si βh ≤ 1, oùM1 etM2 sont tels

quei 6∈ {M1, . . . ,M2} ⇒]xi− 1
2
, xi+ 1

2
[⊂ [−a, a]c, etϕ = 0 sur([−a, a]× [0, T ])c. On a donc :

T5 ≤ βkh‖ϕx‖(
M2∑

i=M1

N∑

n=0

(uni − uni−1)
2)1/2(

N∑

n=0

M2∑

i=M1

1)1/2

≤ βkh‖ϕx‖∞
√
c√
k
(
∑N

n=0

∑M2

i=M1
1)1/2,

≤ β
√
kh‖ϕx‖∞

√
c
√
N + 1

√
M2 −M1 (M2 −M1)αh ≤ 2a.

≤ β
√
kh‖ϕx‖∞

√
c
√
T√
k

√
2a√
αh

= β‖ψx‖∞
√
c
√
T√
α

√
h

→ 0 quandh→ 0.
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On en déduit queT3 → −
∫ ∫

u(x)ϕx(x)dx quandh→ 0.
CommeT1 + T2 + T3 = 0, on a donc

∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕt(x; t)dxdt +

∫

IR

∫

IR+

u(x, t)ϕx(x, t)dxdt +

∫

IR

u0(x)ϕ(x, .)dx = 0

et doncu est solution faible de (5.50)-(5.51).

Exercice 66 page 199

1/ Dans le premier cas, la solution est facile à construire par la méthode des caractéristiques, pour toutt < 1/2. En
effet, les droites caractéristiques sont d’équation :x(t) = 2u0(x0)t+ x0, c’est-à-dire

x(t) =






2t+ x0, si x0 < 0,
2(1− x0)t+ x0, si x0 ∈]0, 1[,
0 si x0 > 1.

Les droites caractéristiques se rencontrent à partir det = 1/2, il y alors apparition d’un choc, dont la vitesse est
donnée par la relation de Rankine–Hugoniot :

σ(ug − ud) = (u2
g − u2

d), et doncσ = ug + ud = 1.

La solution entropique est donc :

u(x, t) =






1 si t <
1

2
etx < 2t ou sit >

1

2
etx < t+

1

2
,

x−1
2t−1

0 si t < 1
2 etx > 1 ou sit > 1

2 etx > t+ 1
2 .

2/ On pourra montrer que la fonction définie par les formulessuivantes est la solution pourt < 1
2 (c’est-à-dire avant

que les droites caractéristiques ne se rencontrent, la solution contient deux zones de détentes).

u(x, t) = 0, si x < 0, t <
1

2
,

u(x, t) =
x

2t
, si 0 < x < 2t, t <

1

2
,

u(x, t) =
1− x
1− 2t

, si 2t < x < 1, t <
1

2
,

u(x, t) =
x− 1

2t
, si 1 < x < 1 + 2t, t <

1

2
,

u(x, t) = 1, si 1 + 2t < x, t <
1

2
.

En t = 1
2 , on pourra vérifier qu’un choc apparaı̂t enx = 1 et se propage à la vitesse1. On obtient alors pourt > 1

2
la solution suivante :

u(x, t) = 0, si x < 0, t >
1

2
,

u(x, t) =
x

2t
, si 0 < x <

1

2
+ t, t >

1

2
,

u(x, t) =
x− 1

2t
, si

1

2
+ t < x < 1 + 2t, t >

1

2
,

u(x, t) = 1, si 1 + 2t < x, t >
1

2
.

Remarquons que, bien que la solution initiale soit discontinue, la solution entropique est continue pourt ∈]0, 1/2[.
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Exercice 68 page 200

1. La question 1 découle du point 1 de la proposition 5.29 page 192 (il faut queσ satisfasse la condition de
Rankine–Hugoniot.
2. La question 2 découle du point 2 de la proposition 5.29 page 192.

Exercice 70 page 200

Les quatre schémas s’écrivent sous la forme :

un+1
i = uni −

k

hi
(g(uni , u

n
i+1)− g(uni , uni )) +

k

hi
(g(uni−1, u

n
i )− g(uni , uni ))

soit encore
un+1
i = uni + Cni (uni+1 − uni ) +Dn

i (uni−1 − uni ),
avec

Cni =
k

hi

g(uni , u
n
i )− g(uni , uni+1)

uni+1 − uni
si uni 6= uni+1(0 sinon)

Dn
i =

k

hi

g(uni−1, u
n
i )− g(uni , uni )

uni−1 − uni
si uni 6= uni+1(0 sinon)

On suppose queA ≤ u0 ≤ B p.p. et on remarque qu’il existeL ∈ IR+ tel que :

|g(a, b)− g(a, c)| ≤ L|b− c|,
|g(b, a)− g(c, a)| ≤ L|b− c|

}
∀a, b, c ∈ [A,B]

(On laisse le lecteur vérifier qu’un telL existe pour les 4 schémas considérés).
1) Dans le cas des 3 premiers schémas (FS, Godunov et LFM), lafonction g est croissante par rapport au 1er
argument et décroissante par rapport au 2ème argument. Donc si uni ∈ [A,B], ∀i (pourn fixé), on aCni ≥
0 Dn

i ≥ 0. En prenant2k ≤ Lhi ∀i on a aussi :Cni , D
n
i ≤

1

2
et doncun+1

i est une combinaison convexe de

uni−1, u
n
i , u

n
i+1 doncun+1

i ∈ [A,B] ∀i (et aussi‖un+1‖∞ ≤ ‖un‖∞). Par récurrence surn on en déduit :

uni ∈ [A,B] ∀i, ∀n si k ≤ uhi∀i avecM =
L

2

Dans le dernier cas (Murman), on a

g(a, b) = f(a) si
f(b)− f(a)

b− a ≥ 0 (a 6= b), g(a, b) = f(b) si
f(b)− f(a)

b− a < 0 (a 6= b) etg(a, a) = f(a).

Si
f(uni+1)− f(uni )

uni+1 − uni
≥ 0, on a :g(uni , u

n
i+1) = f(un), doncCni = 0.

Si
f(uni+1)− f(uni )

uni+1 − uni
< 0, on a :g(uni , u

n
i+1) = f(uni+1), C

n
i =

−f(un
i+1)+f(un)

un
i+1−un

i
> 0, etCni ≤

1

2
si k ≤Mhi avec

M =
L

2
(L est ici la constante de Lipschitz def ).

Le même calcul vaut pourDn
i et on conclut comme précédemment car

un+1 = (1− Cni −Dn
i )un + Cni u

n
i+1 +Dn

i u
n
i−1

2) On reprend la formule de 1) et la même limitation surk (pour les 4 schémas). On a :

un+1
i+1 = uni+1 + Cni+1(u

n
i+2 − uni+1) +Dn

i+1(u
n
i − uni+1)

un+1
i = uni + Cni (uni+1 − uni ) +Dn

i (uni−1 − uni )
et donc, en soustrayant membre à membre :

un+1
i+1 − un+1

i = (uni+1 − uni ) (1− Cni −Dn
i+1)︸ ︷︷ ︸

≥0

+Cni+1︸︷︷︸
≥0

(uni+2 − uni+1) + Dn
i︸︷︷︸

≥0

(uni − uni−1)
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Par inégalité triangulaire, on a donc :

|un+1
i+1 − un+1

i | ≤ |uni+1 − uni |(1− Cni −Dn
i+1) + Cni+1|uni+2 − uni+1|+Dn

i |uni − uni−1|

Sommons alors entrei = −P àP :

P∑

i=−P

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
P∑

i=−P

∣∣uni+1 − uni
∣∣−

P∑

i=−P
Cni
∣∣uni+1 − uni

∣∣+
P∑

i=−P
Cni+1

∣∣uni+2 − uni+1

∣∣

−
P∑

i=−P
Dn
i+1

∣∣uni+1 − uni
∣∣+

P∑

i=−P
Dn
i

∣∣uni − uni−1

∣∣ .

En regroupant :

P∑

i=−P

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
P∑

i=−P

∣∣uni+1 − uni
∣∣+ CnP+1

∣∣unP+2 − unP+1

∣∣+Dn
−P
∣∣un−P − un−P−1

∣∣ .

OrCnP+1 ∈ [0, 1] etDn
−P ∈ [0, 1] donc

P∑

i=−P

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
P+1∑

i=−P−1

∣∣uni+1 − uni
∣∣ ≤

+∞∑

i=−∞

∣∣uni+1 − uni
∣∣ .

Il ne reste plus qu’a faire tendreP vers+∞ pour obtenir le résultat.

Exercice 71 page 200

1) Cette question a été complètement traitée dans l’exercice 70.

Les estimations sont vérifiées avecM =
L

2
, oùL est la constante de Lipschitz def sur [A,B].

2) Remarquons que sif(s) = s2 alors
f(b)− f(a)

b− a = b+ a.

a) Soit b̄ ∈]0, B[, ā ∈]A, 0[ tel queb̄ + ā > 0, (par exemple :̄a = − ǫ
2 , b̄ = ǫ avec0 < ǫ < min(−A,B)). Soit

α ∈]0, ā + b̄[. Poura ∈ [ā − α, ā + α], on a b̄ + a > 0, et doncg(a, b̄) = f(a) = a2, ce qui prouve que sur
l’ensemble[ā− α, ā+ α]× {b̄}, la fonctiong est décroissante par rapport àa.

b) Soit nu0 définie par :u0 =

{
−1 surIR−

+1 surIR+

de sorte queu0
i =

{
+1 si i ≥ 0
−1 si i < 0

Commef(u0
i ) = +1 ∀i on au1

i = u0
i ∀i et doncuni = u0

i pour touti et pour toutn. Par une récurrence facile,
la solution approchée est donc stationnaire. La solution exacte n’est pas stationnaire (voir proposition 5.29, cas o`u
f est strictement convexe etug < ud).

Exercice 72 page 201 (Flux monotones)

1. Le schéma s’écrit :un+1
i = uni − hi

k (g(uni , u
n
i+1)− g(uni , uni−1))

2.

uni+1) = uni + Cni (uni+1 − uni ) +Dn
i (uni−1 − uni )

= (1− Cni −Dn
i )uni + Cni u

n
i+1 +Dn

i u
n
i−1

avecCni =
hi
k

g(uni , u
n
i+1)− g(uni , uni )
uni+1 − uni

si uni+1 6= uni (et0 sinon)

etDn
i =

hi
k

g(uni , u
n
i+1)− g(uni , uni )
uni+1 − uni

si uni−1 6= uni (et0 sinon)

Remarquons queCni ≥ 0 etDn
i ≥ 0 carg est monotone. On en déduit queH définie par

H(uni−1, u
n
i , u

n
i+1) = (1 − Cni −Dn

i )uni + Cni u
n
i+1 +Dn

i u
n
i−1
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est une fonction croissante de ses arguments si1− Cni −Dn
i ≥ 0, ce qui est vérifié sik ≤ hi

2M pour touti ∈ ZZ .

3. Commea ≤ ξ g(a, b) ≤ g(ξ, b), et commeξ ≤ b, g(ξ, b) ≤ g(ξ, ξ).
4. D’après la question précédente, sia ≤ b, on a bieng(a, b) ≤ min{g(ξ, ξ), ξ ∈ [a, b]}, et commeg(ξ, ξ) = f(ξ),
on a le résultat souhaité.
Si a ≥ b, alors on vérifie facilement que :g(a, b) ≥ g(ξ, ξ) pour toutξ ∈ [b, a], ce qui prouve le résultat.

5. Commeg(a, b) = f(ua,b), on amins∈[a,b] f(s) ≤ g(a, b) si a ≤ b etg(a, b) ≤ maxs∈[b,a] f(s) si a ≥ b. On a
donc égalité dans les inégalités de la question 3.
2. Montrer que sous une condition à préciser, le schéma peut s’écrire sour la forme

un+1
i = H(uni−1, u

n
i , u

n
i+1)

oùH est une fonction croissante de ses trois arguments.
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