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COUPLAGE DES MOUVEMENTS COLLECTIFS ET INDIVIDUELS -

Théories de champ moyen : résultats et développements
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L'APPROXIMATION HARTREE-FOCK DEPENDANTE DU TEMPS

1) INTRODUCTION

Bi 1'on voulait décrire de fagon plaisante le statut actuel de la méchode de Hartree-Fock dépen-
dant du temps (TDHF), on pourrait dire gu'elle est entrée au panthéon des outils théoriques de la
Physique Nucléaire. Ce disant, on marquerait 1'intérét que 1'on doit y potter } ses résultats,
ses techniques constituent un ensemble particuli®rement remarquable dans notre diécipline,
auquel les travaux ultérieurs ne pourrent mapquer de se r&férer ou qu'il sera toujours utile

de consulter. En méme temps, il faut bien reconmaitre que, sous sa forme originelle, TDHF a ces-
s& d'8tre le domaine excitant qu'il fut dans le milieu de la derniire décade. Ses propriétés
ainsi ce que l'on doit en attendre eont pour 1'essentiel bjen compris et les théoriciens nuclé-
aires tyurnent leurs yeux vers des horigons meinsd&finis mais espBrent—ils plus prometteurs.
Cela ne veut pas dire gue dans le futur TDHF ne pourra pas &tre sollicit& pour un probl&me bien
précis, ouhlié jusqu'alors par les physiciens dans leur précipitation & défricher le contemu

de la méthode. Pour citer un exemple plusque voisinm 1'approximation de la phase aldatoire (RPA)
malgré son dge canonique continue d rendre des services pour peu qu'elle soit sollicitée de

facon originale,

Dans cette premifre legon aprés avoir rappelé comment on pouvait obrenir les &quatioms TDHF.

Je ferai une revue de ce qﬁi me semble le plus significatif parmi les vésultats qu'on en a
dérivés. L'arbitraire de ce genre de sgélection est bien coonu mais inévitable, Je mentionpe en
particulier que je n'aborderai pas la question de 1'approximatipn adiabatique & TDHF qui consti-
tuerait en élle-méme la matidre d'un cours tant est grand le nombre de travaux qul vy ont Eté

consacrés.

2) DERTVATIONS DE L'EQUATION TDHF

I1 existe bien des fagons de dériver les Equations TRHF. Toutes impliquent une approximation par
rapport A 1'Equation de Schrddinger mais Je contenu de cette approximation peut &tre interprété
différemment sélon les approches. Il semble en tout cas raisonnable d'affirmer que TDHF consti-
tue ie point de passage obligé de toute tentative de réducticn du probléme 2 K corps s'attachant
& préserver les propriftés d'antisymm8trie de la fonction d'onde d'un systéme de Fermions. C'est
bien sur cette situation de dénominateur commun qui assure 3 TDHF sa position de ré&f&rence. Dans

ce chapitre, j'en dériverai les &quations de deux fagons différentes,

Comme toujours, en mécanique quantique, nous commengons avec un hamiltonien que mnous écriroms

en seconde guantification

F* = é;;: -rlj ci:c%i + i% \“ijl‘l' Cl:,ﬂg'cix.fth R

ijht

L
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. P I . . P 1
ol le potential 3 deux corps est défini par sss &léments de matrice antigymétrigés

Vijhe = <4jIVIRLY - G5jIV )RR @

L'objet central de notre &tude sera la densité 3 un corps, valeur moyenne dans 1'état exact du

systéme I‘f)de Ll'apérateur a;a,.
1

Qj = <"1’!°l-3 a; [¥> G

On voit tout de suite qu'en focalisant notre intérét sur cet objet nous restreignons &normément

la difficulté du probl2me mais aussi ce que nous pouvons espérer obtenir de sa solution. Par
ailleurs, la volontd qui sera la nftre d'obtenir un systéme d'&quations clos pour la matrice fﬁ'
ne peut se justifier que par des arguments physiques. Ceux—ci sont bien connus. Il s'agit du re-
. marquable succés du modEle en couche en Physique nucléaire qui indique clairement que les pro-
PriBLés statiques et dynamiques du noyau peuvent &tre bien d&crites par un hamiltonien 3 un corps
pour peu que celui-ci soit bien choisi. TDHF est bien sur une possibilité offerte par la théorie
pour ce choix ; la densité 3 un corps fﬁj et le champ moven qui‘lui est assoclé sont les

ingrédients de base de la méthode.

Compte tenu de la présence dans 1'hamilconien d'un potential & 2 corps nous avons hesein d'intro-
duire une autre quantité : la densité 3 deux corps,deont il faudra ultimement nous débarasser. En

fait, il est plus commede d'introduire_la notion de cumulantdlclij par la définition

Yl Q:OS QY= f’u etj - ajﬁi + ij @

Le cumulant mesure donc la déviationm de la dengité 3 deux corps (membre de gauche) par rapport
4 son approximation factorisge,ou comme on dit quelquefois,indépendante. On peut dire de facon
équivalente qu'il indique la quantité de corrélations présentes dans |ﬁt>;nila violation du
théoréme de Wick

~
Aprés un peu d'algZhre on montre alors que L'équation de Schrddinger .{,‘h%!%’-)= H l'ﬂ’>

-

induit pour 1'&volution de la matrice densité 1'équation suivante

ok 48 . C¥l[ogas, A1y = [4 . g.g(\“a..ge:ujm- ContVhgn)

oii apparaft le champ moyen de Hartree—Fock.

JR;ﬂ' = _E'J +§. Q,hjﬂ P!k | ©

L'approximation TDHF se formule alors simplement. Elle consiste 2 négliger dans 1'&quation (5)

les termes oll apparait le cumulant Q: . L'&quation d'&volution TDHF @'Berit donc

;kg:_s =[«p..,f_>] _ m

% Les a] et aj seront dams ce qui sult des opérateurs de création et d apnihilition de Fermlons
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En physique nuel@aire, cette dérivation est toutefals trompeuse. En eff?t, dans'l'équation exac—
te {3) 1'hamjitonien H contient une iuteracFion 7 réallste décrivant par exemple 1ﬂ§ déphas~
sagas de la colllsion nueléonrmucléon libres. Qr le champ moven h (6) associé 3 tel potentiel

ne correspond absolument pas 3 celui spggéré par l'expfrience, On Rgit par eﬁpérience b que
les &quations {6} et (7) ne peuvent reproduire les donngées que si 1'iptewaction esk ghoisie
commg une interaction effective (On a bien sur aussi de bon?es iustifications phéoriques :

la théorie de ]la patrice G 2%

Er réduisant 1'équation 5, pous avons donc d'un peint de wue
fechnique effectué beaucoup plus que 1'abandon deas corrélations et d'un point de vue phygique
beaucoup mpins cay ume part des corrélations se trouve inclue dang la défipition de l'intepac-

tion effective, En fait nous avons changé la nature des nucldons dBerits par les opfratgyrs at
i

de libres ils sont deyenus™habillés".

Une autre dérivation que je voudrais vous proposer cat ellg introdyira le pontenu de la Legon IIT

utilise le principe wariationel dit de Schrédinger. On introduit une zctiom

& . :
S - # {Wiﬁ%—ﬁqﬁl'ﬁr) @

dont on,peut fac1i§ment vérifier que pour les variations les plus générales du verteyr "p 3 a" j
<b*l elle est stationnaire si la fonctipn 1"‘1:) satisfait & 1'équation dg Bchrddinger .

TDEF  est alors obtenu par une reduct10n de l'espace variationnel dea la fonction 1t(et un chan-
gement concommitant de ¥ réaliste en ¥ effectif , comme i1 esr menfjonné plus baug) 3 celui
des déterminants de Slater. 81 l'on note “I'.; les fonotlons d'ondes ;Lndlviduellas qui servent
a hatir 1* on mentre alpras que l'action s'Berivea

‘ a ] _ .

= \dtdx o . 9
b,

- PR . +
ol la densité lagrangienne 223 prend lza forme

< ;L{ié \f: '%%: ~ ’3{("{;/'&':) © D)

er g‘E(T‘ T ) représente une dansité d'Energie qui est une foncrionelle des fonctjons
d'onde 1nd1v;duelles Les @quations TDHF gont glors les &équations de Lagrange associfes & cegte

aCthn solt

_%-. . 421.\}“ '(LU

}"
.
Q/

i A - i S ians T
l gcriture (9) n'est en fait Valablc que ppur un natentlel topal, Toutefopis les résultats que
je vais en d&duire sont vrais gquelquesoit le potentiel.
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ot 1'hamiltonien de HF introduit par 1'8quation

by Py, 4 : )
o =

| | %
correspond & celul d%fini en 6. Pour se convaincre que 1'équation (12) est identique & (7, il

suffit de se rappeler que pour un déterminant de Slater la matrice fzj est égale &

A . -
O = CHajaulyy = 25 GIEH <l

“a

On peut alors aisément retrouver 1'équation matricielle (7) i partir de (11)

3) SYMETRIES ET INVARTANTS

Afin de décrire correctement des données expérimentales une théorie doit satisfaire 3 un cer-
tain nombre de crit®res d'invariance associés & des symétriesdu probléme. Par exemple, pour
reproduire les r&sultats de réactions par jons lourds il est souha1tab1e de disposer d'une
théorie satisfaisant aux invariances d' Qspace.'De méme - .pour’ définir des voies asymptotiques
oli 1'on observe des esp8ces nucléaires blen définiés la conservation du nombre de nucldons est
une condition nécessaire. Une des principales qualltes de TDHF est justement de satisfaire
a beaucoup de critires de symetrle La fagon peut—&tre la plus simple de le vérifier consiste
4 remarquer qie, ecrlt sous la forme (9) (10}, TDHF devient une thdorie classique
des champs ofi les fonctlons d' ondeqf ’f: jouent le rdle de champs classiques (analogues
du potentiel vecteur A de 1’ eleptrodynamlque.classique pdr exemple). On peut alars trouver
tous les invariants d'une telle théorie en appliquant un théordme dit de WNoether . Celui~ci
montre gqu'd toute transformatlon continue affectant 4 la fois les coordonnées (x,t) —» {x',
et les champs 1? (x,t)~» ﬂf}( ,t') qui laisse la densité Lagrangienne invariante

x(? (-"l'-,) = x ("f (3- b)) correspond une quantité conservee durant 1'é&volution,
S8ans entrer plus en d&tail dans le contenudu théoréme ? faisons la liste des symétries et des

invariants qu'on en dérive.

Assacié€ & l'invariance par translation on trouve la conservation d'une gquantit& ‘que 1'on sait
devoir appeler l'impulsion et qui n' 8t autre que 1' 1ntegrale de la somme des. ¢ourants créés

par chacun des nucléons X ’ ;

';-. 4, Z, ("I‘ T \f VT) o -'l(13)‘b

24

la consetrvation du quadrivecteur associé se traduit alors par 1'é&quation de conE?nuité

~ .
m'étant la masse du nucléon et EJ la densité spatiale de masse

A 2
s 2, @y

ofmd (14)




L'invariance par translatipn et l'invariance de Galilde sont particyliBrement utiles car -e sont

elles qui permettent de définir

les angies de déflection et les Energies cinftiques finales

des fragments émergeant d'une réaction par ions louvrds (méme si cpux-ci ne sont plus individyel-

lemepts des d@terminants de Slater). De méme 1'invariance de jauge et 1'invariance unitaire per-

mettent de définir asymptotiquement les nombres de nucléons ainsi que les distribytions de mas-

Ge,

|
|

TowW
=
G
el
el Hoa
4 (="
"o [}
oo~ -
o |5 133 a2
Rrf PR -
o U g =R -
— Uil.'l IE'H Eﬂs
& o B QR
o o] T g 0o g A
e N 5] . T fa
e | 4 | wg| TS| ES
32§ |§T ezl
L EL B |ES|48
i x| b5 = Zw | ool

@ t:, T

gl ! -~

> «< ‘ E oy R

7 E | bl 5

0 all g X ™ ﬁH Ay

g I:b i?% A ;3' A A

e .

@ 'Lv -q_§ q_g \.ﬂlﬁ '1.3 B_%

o] ™ ey | TN il

g AS as | o " "

o " " n |1 g ba

& |t | wifx |t 1 =

o]
LT BT I
A a2

R PG R R W%

- -~ e - £ ~ [ -4

4--: - - LY Y ¥ =

- X | o8| 8 L 5
~3§‘ ) L — \E — '
E}H ¥ v ¥ ~ v Y

o oy sd M
2 e @
a2 gh " Lt
Gl i3
)
"«
<t
.. I ,.,3:_‘,. 2
[T £ i0h
+ [
[ B A}
18_» <o l-‘-)'lﬂ'”'l.lg'u
. R4
i w3
+9 il
™o
i

=

a

v

L™
o &

b

U D

Hoa fL [

"gg \ - rb [ -] [r 13
g2 ts

o o

O

=}

g g &
o el el
— o =] + 4

a I3 o @ P I ]
¢ B o ol — T = E E
T oWy =ou o oW S =1 Hoa How

o 3 o - R S - o Sl oW
[ PR R =} -~ o — W o o R [ ()
Howmorl LW [/} o Mo o o tn
2 gdigo £ a] 9u o e g | o4
SREIERIEEZEEFIEV|E%
§ N3] B om o [} g‘ - S = g |l 5

Table 1 ; Liste des trans-
foermations continues des
variables d'espace+temps

{x,t) et des fonetlions

"d'ondes individuelles‘fh

qul laissent invarianre la

densité Lggrangienne de

TOHF, La derniZre polonne

cputient ]'invariant asso-

cide 3 la transformatipen

par le théaré&me de Noether-
ainsi que le nom que 1l'usg-

ge lui assigne.
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4) TDHF : UNE DYNAMIQUE DE GAZ DE FERMIONS QUASI-LIBRES

I1 est bon d'dvaluer le contenu physique des Equations TDHF dans 1a mesure ol cela moug permettra
de mieux comprendre l'ariginé des suceds et des Bchecs concernant la reproduction des données.
Upe des méthodes les plug illustratives consiste 3 observer la transfarmée de Wigner de la den~
sité f’(z,zf) (z et z' jouent alors le r6le‘dés indices i et j de la définition (3)). (ette
transformée f(z,k) qui représente le meilleur fquivalent quantique d'une digtribution dans
1'espace des phases sa définit comme suit :

F A &ﬁz' ) ' ,
(z,k) o )¢ P(2F,2-2)ds (15)

Dans la partie inférieaure de la figure 1, on a dessin 1'évolution temporelle de cette quantité
Pour un cas de collision TDHF & une dimension d'un "noyau" avec de 1la matidre nucléaire semi-
infinie. Nous allens voir que les caract@ristiques essentielles des résultatg peuvent se comprenr
dre au moyen d'un modéle simple de gaz de Fermi. Dans 1a partie suﬁérieuré droite de la méme
figure nous avons schémarisé la situation avant la colljsion, les lignes en trait pleipn iﬁdiqﬂent
la limite des régions occupées dans 1'espace des phases. La largeur dans la direction 4'impu)-
sion est &gale 2 Zkp la digtribution étant uniforme dans cet intervalle. La distribution associde
au projectile est décalée verticalement du montant de son-impulsion cindtigue ki, celle de }a
matidre semi-infinie est .centrée autour. de k = 0. Les lignes en tiret, schématisent les trajec—
toires d'un nucléon dans les deux milisux. Dans la matiére semi-infinig, un nucléon de vitesse- .
~krebondit sur la surface nucléaire et acquiert la vitesse +k%. Dans le projectile le méme phé-
nomdne a lieu mais, pour calculer l'impulsion aprés la collisian sur la surface nucliaire, on
doit tenir compte de la vitesse de cette dernidre, c'est-a-dire celle du projectile ki), Ca .
comportement est caractéristique de celui d'un gaz de Fermions quasi libres ecar la trajectoire
des nucléons dans le volume de la matidre nucl&sire est non perturbée (libre parcours moyen
infini} les seuls changements d'impulsion ayant lieu 3 la surface. Dés le début de la collision
les surfaces 3 la gauche du projectile et celle de la matiZre semi~infinie disparaissent. Les
nucléons qui trouvent en face d'eux un espace des phases libre. vont alors chercher 2 l'occuper
On peut distinguer trois types de trajectoires. Pour ~kp + ki{k.{ kg , le nucléon traverse
1'ancienne frontidre {qui a disparue), frappe la suyrface de droite du projectile et Tepart avec
1'impulsion -k + 2kj. Les nucl@ons du projectile d'impulsien k) kp se déplacent librement

vers la gauche. Ay contraire, les mucléons de la matigre semi-infinie d'impulsion kL~kp+lq
créent un flux en sens inverse aussi longtemps qu'ils ne rencontrentipas la frontigre droite

de projectile. Cette discussion est illustrée par le dessin de la partie supérieure droite de

la figure dont on voit qu'il correspond bien au résultat TDHF pour t £.810-32g, d;a fois que

le flux de nucléons atteint la surface droite du projectile la situation deviant plus complexe.

On constate qu'a la fin de la collision la nouvelle surface de la matidre nupldaire est décglée

d'environ 3fm par rapport & 1'ancienne. De méme on observe les limites de 1'approximatiop d'un
mouvement libre des nucléons dans la matiire nuclaire. Par exemple, au dernier temps congidéré
dans ce caleul, 1'impulsion maximale des nucldons est supérieure & celle qui &tait disponible

avant la collision (celle-ci est indiquée par une fl&che & 1a partie supérieur; de 1'axe des_kl;

+ - . : y . . . :
Pour la cohérence du signe de k et de 1'&volution décrite, la direction de 1'axe z devrait
étre renversée sur la figure 1. ' .
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Tl y a donc accélération de certains nucléons par le potential moyen lors du passage du pro~
jectile dans la matidre semi-infinie. Cependant, malgré des déviaktions commg celle~ci , on cong-

tate gque pour l'essentiel la dypamique TDHF est proche de celle d'un paz de fermions libres,

Figure 1 : Lignes de niveaux de la den-

~ . ;

sité dans l'espace des phases pour la
-callisipn d'un préjee:iia sur de la matié-
re nycléaire semi~infinie, Les temps sont

donnés en unjtés 107225, les distanpes
an fm et les moments &n fm-l- '

2) RESULTATS TDHF POUR LES COLLISIONS D'TIONS LOURDS

TDHF étant yne théorie particulisrement appropriée 2 1'Stude des mpuvements collectifs de grande .
amplitude, on pouvait s'attendre & cg que ]a plupart des caleuls spient consacrés 3 1'Stude des
colligions d'ions lourds?)Le produit immédiat de la théorie est alars cet ensemﬁle d'imaggs
(voir figure 2) voire méme de films qui'en plus du plaisir esthdtique qu’ils dopnent, informe
sur le mélange complexe de processus d'excitation a divers instants d'une colllsion. Ces images
montrent clairement l'impprtance des modes collectifs dans le phénuﬁéne de transfert d'énergie
pendant une collisien profondément inglastique , Bign que dans ce qui suit, je m'attacherai
exclusivement 4 1'analyse des résultats numériques, je continue & pensaer que 1'apport de cptte
pProduction pictographique de TDHF est loin d'8tre négligeable. Dans une aituatiqn‘ausai confuse
que celle & laquelle les résultats des réactions par jons lourds npus confrontent, une analyse
des images TDHF pourrait‘servir par exemple de guide dans le choix des paramétres collectifs

utiles,

A partir de 1'ensemble des ré&sultars numériques dispenibles, nous pouvons nows faire une idése
assez claire de ce que TDHF peut ou me peut pas reproduire dans le domaine des réactions par
iang lourds. En effet, durant les cing &\six années d'existence gpfrationnelle de IDHF , on g
&tudié un ensemble de couples cible-projectile couvr?nt relativement bien latable des élémemta,
Daps la table 2 se trouve la liste de systZmps entre le plug léger # + o or le plus loyrd

238y 4 238y pour lesquels un calcul TOHF a Et& véalipé, En fait il est plus juste de dire

que ces rZsultats ne noys jnforment que sur la dépendance mcyhnﬁe en ¥ et 7 des vésultats TDHF,
En effet, beaucoup des caractdres spéeifiques d'un noyau donpé sopt amoindrip par 1'utilisation
systématique de 1l'approximation de remplissage partiel, Cellewci consiste 3 décrire les noyaux
du miliey de lacouche en supposant une oceupation partielle de toutes les nrbités de la cqucﬁn




~_.Figure 2 Lignés de ‘niveau fe la
densité puclfaire dang le plan de

collision a divers instants d'une
coLllsion ls0+”O les temps sont
_donnés en unitds 10~%%.
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de valence.

En quelque sorte, cette approximation remplace les neyayx véritablgs'par des ersatzs

quasi-magiques de méme charge et masse. Ces systémes d'ions lourds oni par ailleurs £té Btudids

pour des Energies comprises entre la barridre de Coulomb et plusieurs MeV par nucl&on {(jusqu'a

10 MeV). Ce domaine d'&nergie couvre celui pour lequel est valide le modfle spugjascent A TDHF

c'est-3-dire de nucléons libres se déplagant dans un ppits de potentiel dépendant du temps,

“He+“He—12C+1“N—1ZC+150—120+1a0—160~150+2“Mg
1GO+27A1—“He+"uCa—160+“°Ca—2BSi+28Si—ZONe+55Ni—“°Ca+“DCa .

“°Av+53ﬁi—L60+9’Nb—12C+lgaAu—esKr+139La4113Pb+118Pb+55Kr+155Er'

40Ca+2BBPb_HBCa+2OBPb_EhNi+2ﬂﬂﬁb_ EHKr+209Bi;l36Ke+2093i_2D&Pb+;DBwa238U+ZSBU
‘ - . i

T T ™

Table 2 : Ensemble des couples prejectiles cibles. pqur lesquels un caleyl TDHF ept

disponible. L'ordre choisi est celui deg masses crolssantes du svstdme composé.

Remarquer 1 1ntervalle entre la masse 109 (160+93Nb) et 214G.




Cette appromimation suppose la quasi absence de collisions nucléon-nucléon dans la mer de Fermi.
Or une . estimation montre que pour des vitesses relatives de quelques MeV par nucléon le prin~
cipe de Pauli supprime efficacement les collisions entre nucléons allongeant ainsi leur libre

PAYCOUTS moyen.

Comme TDMF Testreint son &tude 3 celle de 1'évolution de la densité 3 un corps, on ne peut en
principe en extraire des sections efficaces. On dit généralement que TDHF est adapté 3 la descrip-
tion qualitative de la voie de sartie dominante d'une résctjon donnde, NEanmoins, pour la plupart
des systémes de la tahle 2-n0u5 disposons de calculs de secticns efficaces de fusion et ce, méme
quand la fusion n'est pas le processus dominant. Ceci découle du choix d'upe définitionopfration—
relle simple des Evénements de fusion : ceux pour lesquels les deux systZmes participants restent
en contact durant ay moins une rotation. Ceci suppose (en accord en cela avec la majorité des
mod&les) que le temps nécessajire A une rotation compléte du systéme est suffisant pour que toute
influence de la voie d'entrde seit oublide. C'est certainement une approximation cprrecte pour
les systZmes légers car la répulsion coulombienne est faible. Elle est certainement moins bonne
dans les syst&mes lourds pour lesquels les effets coulombiens compensent hien l'attraction nuclé-
aire et peuvent empécher de grands transferts de masse et d'énergie pendant de "longs" intervalles
de temps (de l'ordre/delﬂ“ZIS). Dans de tels cas la définition choisie pour un événement de fu-
sion conduira & une surestimation de la section efficace de fusion par inclusion dg phénomEnes
Gu'il vaudrait mieux appeler quasi-&lastiques. Pour cette raison, j'insisterai plus sur les
prédictions TDHF concernant les systémes l&gers. Sur la figure 3, on peut vweir, en fonection de

1'énergie de bembardement, une comparaison des sections efficaces de fusion TRHF et expérimen-
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Figure 3 : Sectionsefficaces de fusion expérimentales e calculdes pour

quatre systémes d'ions lourds.

tales pour quatre syst@mes. L'accerd est bon. On peut distinguer trois régimes dans les résultats
TDEF. Juste au-dessus dela barriére coulombienne un accroissement de la section efficace appelé
couramment régime de barrriére. Pour des &nergles croissantes ,de plus en plus d'ondes partielles

franchissent la barridre coulombienne,toutes donpant lieu & un &vénement de fusion. Ensuite
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apparait , dans la section efficace, un plateau dont nous expliquerons, plus lein, l'origine .
Finalement, pour 1'énergie.la plus haute qui alt Eté Btudife (systéme la0+2"Mg) le résultat du
caleul indique une forte décroissance qui pourrait s'assimiler au comportement enm E~! que 1'on
dénomme régime du moment angulaire critique. On dispose de peu de vEsultats pour les systémes

de masse intermédiaire. La comparaison pour 'f0+?°Nb 2 Ey,p = 204 MeV fournit un aceord un peu
embarrassant : 1375 mb calculé pour 1350 mesurés. Le systime lourd >°Kr+'?%La a &rd &rudié 3
deux énergies E1gp = 510 MeV et 710 MeV . Les résultats sont indiqués dans la tgbhlel3, Ils 50Nt
relativement bons surtout si 1'on garde en mémoire le féit que TDHF n'est probablement pas par-

ticuliZrement adapté& pour 1'étude d'une vole de portie qui est loin d'étre prédaominante.

Elan | O (expt) G ¢ (TDHF)
(Mev) (mb) {mb}
505 | 170 50 201 55
710 | 170 50 89 15

Table 3 : Rdsultats pour la section efficace de fugion de systéme

Ykr+'¥'1a A deux énergies de bombardement.

Nous avons déj& mentionné que TDHF n'estpes adapté & 1'étude de sections efficaces pour des woies
bien d&finies. On'peut toutefois constater que les expériences actuelles ne s'y attachant Pas-
trop non plus. Comme la quantit® d'8nergie transf8rée dans une collisipn est généralement beaur
coup plus grande que 1l'interdistance des niveaux d'énergie des noyauy participants, on ng peyt
espérer obtenir une information détaillée sur les résultats de la réaction. Les résultats se
prétent mleux I yne analyse clasaique et statistique, Une des fagons les plus- usitfes de les’

. Présenter est le diagramme de Wilegynski sur lequel on porte les ljignes de niveau de la
section efficace différentielle dans un plan dont les sbscisses mesurent 1'énergie cinftique
finale des fragments sortants et les ordepnfes 1'angle de d&flection. Sur un tel graphg, TDHF
assigne un point A chaque valeur du moment angulaire ; soit une courbe pour l'ensemble du cal-
cul. Le meilleur résultat que 1'on puisse espérer est que cette courbe suive la ligne de¢ créte
de la surface de gection efficace. Sur la figure 4, on montre une telle compazaisgn pour guatre

{ |
ae K,L_*.!L3

syst@mes. L'accord est plutet bon sauf pour La ol 1'énergie perdue dané la collision

est sous—estimée. Cependant, une analyse du calcul mantre que ce désaccord pourrait étre dd 3
des restrictions de symétrie imposesdans la résolution numérique. En fait, il serait aussj ‘
intBressant d'étudier 1'influence de 1'interaction nucléon-nucléon bien que des rBsultats préili-
mingires ne semblent pas indiquer d'effets dramatiques. Dans la partie supérieure de la figure 5
on trouve la méme information pour trois réactions induites par des ioms Kr. La partie mddiane
de la figure, nous renseipgne sur .]-'.E quantitZ A & de nucl8ons transférés ainsi queisur la lar~
geur de la distributien de masse TL . En dépit d'un Eparpillement des points, on constate qu'en
moyenne A A augmente quand le moment angulaire décroit (collisions plus inélastiques) indiquant
que le syst2me léger accroit sa masse. Cecl est en accord qualitatif avee la tendaneg expérimen—
tale mais non quantitatif puisque la valeur la plus preobable de 1a masse du fragment léger pour
un angle de déflection®= 85 egt calenlée 8gale 2 90 alors que 1'expérience donne 110, La lar-
geur de la distribution de masse augmente aussi pour les gollisions trés inélastiques,

8a valeur - Evolue bien comme le carré du temps contact ainmsi qu'il est prédit dans les modiles

de diffusion. La largeur reste toutefois un ordre de gfandeur inférieure & la valeur expérimen—
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Figure 4 : Résultats TDHF comparés ayx données expfrimentales pour quatre syst@mes d'ipms lourds,
Les valeurs caleyldes sont relides par des lignes continugs ou en tirets. Les peints sont indéw
xés par la valeur du mement angulaire associ#. Pour l¢ systdme '6049%Nb les points eprrespon-

dants au moment angulaire plus grapd que ceux de la fen8tre de fysion sent reliés par wyne cpur-

be en tirets, ceux qui correspondent 2 des moments angulaires plus bas sont relids par une ligne
en trait plein.
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Figure 5 : Résultats TDHF pour trois réactionsinduites par des ions Kr. De haut en bas et pour
chaque systZme on a porté en fonction du moment angulaire orbital initial l'angle de déflection
dans le repére du centre de masse : GCM 1'Znergie cinétique totale finale dans ce repdre : TKEM:
le temps de contact : ¥, le changeme:!;de masse meyenBA du fragment léger, la largeur 3 mi-
hauteur de la distribution-de masse I;. » le rapport Z/A fipal dans le fragment léger et le

pourcentage d'orbitales de Kr restant dans le fragment lé&ger aprés la collision..

Ceci met en évidence ce qui est de mon point de vue la déficience la plus notable de TDHF.
De plus 11 n'y a pas d'espoir que ce dfsaccord puisse Btre r&sorb&. En effet » 11 existe une
limite maximum absolue & la largeur de distribution de masse. Celle-ci est impasée par la
nature de 1'approximation TDHF et dans de nombreux cas la valeur expérimentale excdde cette

limite.

Cette rapide revue qui ne peut bien sfir rendre justice au remarquable travail accompli, a j'es—
pére néanmoins montré que 1'approximation TDHF reproduit avec une précisiom raisonnable,upe
cat&gorie de donnfes,pour un nombre important de systémes répartis sur la table des &léments

et ceci dans 1'intervalle d'énergie qui constituait 3 prieri le domaine de validité de la théo-
rie. Par ailleurs, les probl2mes majeursde TDHF concernant la mauvaise prédiction des disper-
sions apparaissent intrinsdques & 1'approximation et ne seront pas résolus par l'utilisation
d'une meilleureinteraction ou la levéé des derniéres-symétries encore imposfes méme par les

calculs les plus élaborés.
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Avant de quitter le domaine des ions lourds je voudrais discuter deux phénoménes qui bien
gutayant peu conduit i des comparaisoms avec l'expérience sont d mon sens inté@ressants parce
que caractéristiques de TDHF. Le premier concerne la fendtre de non-fusion & baslmoment angulai-
re et le deuxidme, 1'émission rapide de particules légéres (nucléons, particulesw }. Dans les
deux cas, on observe unerconséquence de la quasi-indépendance des nucléons telle qu'elle est
décrite par TDHF. Les nucléons du projectile qui avant la collision rebondissent & 1'intérieur
dé la surface nucl&aire pénétrent dans la cible dés que les ions entrent en contact. En premiére
- approximation on peut considérer que chaque nucléen se déplace A la vitesse qu'il possiddait par
rapport au fond du puits de potentiel du noyau auquel il appartenait initialement, augmentée de
la vitesse relative des ions. Les uns aprés les autres, les nucléons vont donc frapper et en
général rebondir sur la parei nucléaire qui fait face @ la fendtre d'entrée. Il va s'en suivre
un ensemble complexe de réflexiéns sur des surfaces nucléaires elles-médmes mouvantes de par la
self consistence des &quations. De plus, les effets de distortion ou d'accélération évoqués 3 la
fin du chapitre pré&cé&dent vont apparaitre. En général tous ces phénoménes tendent 3 détruire

la coh&rence du choc et conduisent i une dissipation compl3te de 1'Energie cinétique relative
qui se trouve alors transférée au mouvement interne des nucléons. C'est ce type de phénoméne

que nous avons choisi d'appeler é&vénement de fusion. Cependant, pour des &nergies de bombarde-
ment assez grandes le groupe des orbitales qui initialement composait le projectile atteint le
cdté opposé de la cible avec une &nergie suffisante pour surmonter la barriére {coulombienne
plus potentielle} et s'é&chapper, conduisant ainsi & un type trés original de collision profon-
dément inélastique. Dans le cas d'une collision frontale on peut par des arguments cinématiques

simples estimer cette &nergie seuil Eg par la relation

Es=Ve +%:(A¢+Az) Es(@ -4)

oll Vo est l'énergie de ia barriire de Coulomb au point de contact des noyaux £y 1'énergie de
Fermi (a 40 MeV) et B la pasition du niveau de Fermi (a8 MeV). On peut remarquer que c'est

cet effet de transparence qui est 3 l'origine de l'apparition d'un plateau dans les sections
efficaces de fusion, plateau qui est jastement observé expérimentalement. I1 faut cependant
dire que tous les efforts expérimentaux s'attachant 2 mettre en &vidence directement le phé&no-
.méne de transparence se sont r&vélés négatifs. Cependant, les &checs peuvent &tre dii au fait
que ces expériences ont 8t& faites pour des Energies trop légBrement supérieures aux valeurs
prédites par TDEF pour 1'énergie seuil. Depuis des calculs ont montré que cette €nergie dépend
de fagon sensible de l'interaction nucléon-nucléon. En conséqﬁence,'pour infirmer de fagen
convaincante le phénomé&ne de transparence, les expdriences devralent étre refaites #plus haute

8nergle.

Au contraire, 1'émission rapide de particules légéres (appelée PEP) semble avoir une confir-
wmation expérimentale.Ellea &té observée pourdes particules o et des mucléons. Sa présence

dans les calculs TDHF se voit clairement sur la figure 6. On y ohserve 1'€mission de neutrons

le long de 1'axe de collision et dans la direction dufaisceau incident.Une analyse plus détaillée
montre que ces neutrons proviennent pour l'essentiel des orbitales lp des proiectile comme on

s'y attend pour des particules PEP. Les résultats TDHF sont par ailleurs en bon accord avec
ceuxqu'on d&duit ¢'un modgle de gaz de fermi A température nulle comme d'ailleurs avec les

données expérimentales. Par exemple la multiplicité moyenne de neutrons rapides en coincidence
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avec des collisions profondment inélastiques a &té calculde égale & MY = 0.19%9 alors que

1'expérience fournit 0.15%0.05.

6) ETUDE DE RESONANCES GEANTES

Pour 1'&tude des modes collectifs de vibrations des noyaux on s'inspire de la parenté& entre
TDHF et l'approximation de la phase aldatepire dont on sait qu'elle se dErive & partir de TDHF
81 1'on se restreint 3 des mouvements d'amplitude infinitesimale . Aprés avoir excité le noyau
par 1'opérateur le plus addquat et qui dépend bien sfir de 1a vibration qu'en veut &tudier

on enregistre les oscillations d'une observable significative du mode vibratoire (en général

un moment multipolaire de la densitd). Une analyse temporelle de Fourier fait alors apparaitre

5)

1'énergie de la résonance comme un pic dans le spectre de Fourier ~°

Far exemple sur la figure 7, om peut voir un exemple d'identification d'énergie de vibrations
moﬁopolaires. Par un calcul Hartree-Fock contraint on a engendré un &tat initial pour lequel

le rayon de la densité des protons Etait supérieur 3 celui des neuytrons. Le calcyl TDHF montre
alors (partie supérieure et médiane) de fortes oscillations isovecteur (neutrons et protons

en opposition de phase) combindes & une faible vibration isoscalaire (partie inférieure de la
figure). L'analyse de Fourier montre clairement un pic monopolaire isoscalaire 3 30 MeV et

des pics isovecteurs 3 39 MeV dans les transformées associfes aux rayons de neutron at de pro=
tons. Par ce type d'étude on a pu retrouver les énergies des résonanqes géantes telles qu'elles

avaient déja &té obtenues au moyen de la RPA.

Ce procé&dé d'analyse a récemment eu une application dans une tentative d'explication de r&sul-

tats expdrimentaux obtenu par le groupe de N. Frascaria 2 Orsay 6, Dang des collisions de
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doyaux *'Ca sur “%Ca 7 E)ap ™ 400 MeV ce groupe aobservé des structures dans 1a section effi-
cace inélastique ainsi que dams celles assqeiées au transfert de quelques nugléons. Le carac-
tére le plus remarquable de ces structures est qu'elles apparalssent i des énergies trés Ele-
vées : 25, 50, 80 MeV. Par ailleurs, elles ne sont observées que pour des collisions tangentiel-

les. Nous avons modélisé cette expérience 7)en pous attachant 2 reproduire les conditions expé-

Figure 7 @ Yibrations monopolaires isosca-

W laires et isovectorielles dy noyau '°0, Les
rayons sent donnés en fm,les temps en $0™%g

et les énergies en MaV.

r, Fi,
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pErimentales d'énergie et d'angle de d&flection. Puls nous avons syivi en fomction du temps
1'évolution de la densitéd d'un des fragments Emergeants,Enflin, nous avonas effe¢ryé une analyse
de Fourier des moments de la densité du type <xmynzph m,n, p entiers. (uelques résultats de ce
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Figure 8 : Transformée de Fourier des moments <yn>/
R? (voir texte). La cordonnde y est mesurée le
long d'une direetion pfincipale d'ipertie du frag-

wRan] ment. La partie supérieure de la courbe montre les
e < YhyRS () moments palrs n = 2, 4, 6 et la partie inférieure
] les moments impaire. Les courbes sont multipliges
par 10 pour E »40 MaV. De plus chacune a &té renor~
maligée par yn faeteur indiqué sur la figure afin

d'en faciliter la comparaison.
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travail sont port&s sur la figure 8, On wvoit qu'en plus des résonances géantes de bassa énergie
(E€ 30 Mev),apparaiasent‘dang le spectre des pics, certes de hauteur plus faible mais se déta-
chant nettement du bruit de Epnd. Le travail §¢ poursuit présentement par une apalyse multipo-
laire de ces modes ainsi que par la recherche de leur facteur de forme. Tel quel, il illustre
déji2 bien ce éue dans‘l'introduction j'avais mentionné des pessibilitésd'ytilisation de TQHF

en dehors des zentiers battus.
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LECON TI

L'INTEGRALE DE CHEMIN SON APPLICATION EN PHYSIQUE NUCLEAIRE

1) INTRODUCTION

8)

Voila plus de trente ans que la méthode des intégrales de chemins a 8té proposde par Feynman ‘.
Bien que son importance soit universellementrreconnue, elle a 8t& relativement peu utilisée et
reste finalement un objet thforique mystérieux, voire un peu effrayant..Vous ne devez pas espé-
rer des quelques pages.qui suivent qu'elles ldveront tous les voiles du mystdre. Il v a 3 cela
au moins deux raisons ; la premire est que tous les problimes 1iés 3 la méthode des intégraleé
de chemin ne sont pas clairs méme pour les spécialistes, la seconde est gue Je ne suis pas un

de ces spEcialistes. Malgré cela j'espire vous faire sentir 1'attrait conceptuel de cette appro-
che de la mécanique quantique, et vous d&crire certaines de ses possibilités d'application
pratique. les applications & la physique nucléaire seront cantonnfes 3 quelques chapitres. En
particulier, dans les deux derniers je montrerai comment 1'&tude d'intégrales de chemins dans
1'espace des champs moyens peut servir notre discipline. Auparavant afin de mettre en évidence
ce qui dans la dérivation reléve des techniques de champ moyen proprement dit et ¢e gqui appar-
tient au formalisme des int&grales de chemins je ferai de cette derniZre m&thode une rapide

description.

La méthode des intégrales de chemins s'attache 3 définir la mécanigue quantique & partir
de la mécanique classique. A tout 1'arsenal de cette branche de la physique elle ajoute deux
"ingrédients" : une notiom quantique et un procéd&. La notion est celle de probabilité. On
admet en effet que toute la dynamique du systdme est décrite par la probahilité qu'on a de
1'observer en un endroit et un temps donnés (gqb,tp) sachant que sa pesition g €tait connue

d un temps antériesr tg. Nous la noterons

Le procéd& de calcul est la construction de Huygens. Tl est bien connu gue cette construction
permet d'obtenir un grand nombre de résultats de 1'optique ondulatoire (tous ceux pour lacom-
préhensicn desquels la nature Electromagnétique de 1'onde lumineuse n'importe pas) A partir des
résultats de l'optique géométrique. Si 1'om envoie une onde sur un &cran ¢ percé de deux fentes

et que 1'on observe 1'amplitude 49 (qui joue ici le r8le de la probabilit® ¢qptblqata’y Ysur un

. PP . . .. 3 .
Zcran E on vérifie (on observe en fait l'intensitd =~ | ¢{ ) que celle-ci se calcule comme la
somme de contributions provenant de chacune des fentes. -
~hbyg +kly
o e 4+ e

donnant lieu au phénomdne bien connu d'interférence (Figure 1). Les quantités kLx et ki,
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tor®

Figure |

< : E
sont les chemins optiques parcouruspar les ondes lumineuses depuis chaque fente jusqu'au point

de 1'&cran considéré. La construction de Huygens génfralise ce procédé de construrtion en faisant

abstraction des feptes et affirme que 1'amplitude observée sur yn &cran E &clairé par une spurce

Figure 2

E
§ peut-étre obteny en considérant chaque peint de 1'espace comme ré&8mettant de la lumiBre, et en
P

gommant les amplitudes (Figure 2)

(b l= JE:: c
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Figure 3

Pour mieux comprendre la signification de cette somme on peut réintroduire des &crams (Figure 3)
aux ghgcisses Byp Xyt . Le nombre et la forme de ces &crams importent peupourvu que l'indiee des
milienx change peu entre deux &crans consdeutifs. 8i on dénote y; la coordonpée cpyrante sur

1'Bcran d'abscisse x;, on aura

2w Gagfagen fay,

et ) (J'\ Emind
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et

»

e T .

k; Lo = Lwl.\[(xin'xi) + (‘jiu"j;)

Si l'on décide d'utiliser ce proc&dé de construction, la mécanique classique remplagant 1'op-
tique géométrique comme matériau de base, il faut bien siir employer 1'&quivalent mfcanique du

chemin optique. Cet &quivalent est bien conmu ; c'est l'action §.

sofie

qui s'obtient en intégrant sur le temps la fomction de Lagrange L
¢

. N
,’ vk
/ '((J/ ":
/7 e [
b o !
/ ! - f ;
/s 4 [
ly / / [ i
lr <\§ / [
v £ I
9. .........f\\ \\:\T‘\ / A ” : Figure 4
i \\\L; " hh.b"‘Nn’ é
Pk k _h | ks e bk

- ey
treis chemins possibles centribuant 3 1'amplitude <qptp[gata®

On sait en effet que cette quantit® est extremale pour la trajectoire classique ce qui est
aussi la propriété fondamentale du chemin optique., On va donc chercher Z &crire 1'amplirude
<apthlaat,y sous la forme

A S (ehemin)

Catilaatay < 22 o

cheming

ofi nous avons intreduit le facteur de proportionnalité'ﬁ v & la limite h ~» 0, on retrouve
bien la m8canique classique car la geule contribution non mulle sera celle qui viendrs du {ou

des} chemin rendant stationnaire la phase, c'est—§~dire 1'action.
p

Nans ce qui suit, aprés un rappel de certains résultats de mécanique classique, j'expliciterai

ce qu'on entend par le symbole . et ce en me restreignant d'aboerd an cas unidimenszionnel.
cheming

2) QUELQUES RESULTATS DE MECANTQUE CLASSIQUE

En mfranique classique 91 la dynamique d'un systdme est gpntemie dang la fonction de Lagrange
qu'on lui associe

L = L{q,q} @)

Les trajectoires que suit le systiBme sont alors déterminfes par le principe de Hamilton qui

*En toute rigueur, il faudralt tenir rompte de 1 amortisseément de 1'amplitude avec L qui appa-

raitrait alors comme unc contribution imaginaire au chemin optique.




128

postule que la trajectoire classique

- Ga(¥)

L
est celle pour laquelle l'action est extremale

§$5:0 .

(3}

La variation 8 doit secomprendre comme le changement dg la valeur de 1'intégrale (l) pour une

variation infinitesimgle de la fonctiom
q(e) = q(&) + 3q(t)
satisfaisant aux copditiods | : : ‘
qu(t) = qo qle) 2 q, | “
c’est~i-dire

S$q(t)s Sq(l) <o . .

Du principe de Hamiltonian décoylent les‘équationé de Lagrange

T TR ®
dt 34 dq T
‘On peut alors dériver un ensemble de propriétés telles que
R dH N
(k) = 28 ; () = - = '
‘51 BP s P 3

oli nous avons introduit 1'impulsion et la fonction du Hamjiltonian

pe 2k ; H =2 pg - L - (8)
24 :
L'action peut aussi s'écrire au moyen de la fonction de Hamiltonian sous la forme
2

S - S (p(k)q(t) - H(p(t),q(é)))cll;- (9

et la trajectoire classique est alors obtenue comme celle qui extremise 8 pour des variations
indépendantes des fonctions p{t) et q(t) satisfaisant aux conditions (3). Passant maintenant
4 des résultats relatifs & 1'action stationnaire, on rappelle d'abord trais &quations bien

connyes

23} Lopqhy; 35

9 1
b ﬁp.’t‘}t‘ . cl‘“' -
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Un autre résultat moins connu concernant la dérivée seconde de 1'action stationnaire nous scra

utile plus loin

" ¢ . ‘ ty . -2
o S5 - m 9__5!; = *m(P(tﬁ)P(bs)S db ) .
9.291 pltayp(ty 2 ky L P G
En effet om a
ELSA“. . E_ ( P(tl)) - m_ B_E - _ 3‘5 = m ?.ILL‘) = _r:_s_f -a—E;
29,39 . 2. Pty 39. Pl 39,3k, ADNERIN T N

Dans cettechafne d'égalités la seconde ct la derniére découlent de la relation valsble en tout

point q de la trajectoire
Y
p= ( enm(E (do,9,b4) - V(9))

maintenant on remarque gue

kL 93
k-t - S Jb - mdy
t 4. |
d'oll 1'on déduit
94 9 kL
3t mds Eg _ m‘e‘j _ S mdt
—_— = = z i 3 - —
PE lq.qut. . T 2E % P to P

.

et la derniére &galité de 11.

3) DEFINITION DE L'INTEGRALE DE CHEMINS

On définit 1'intégrale foncticnnelle au moyer d'un passage 4 la limite qui met sous forme mathé-
matique 1'image heuristique des chemins telle qu'elle a &té présentée dans 1'introduction. Avant

-

le passage 4 la limite on ne manipule que de la mathématique traditionnelle (celle qu'on apprend
en maitrise voire avant). Apris le passage 4 la limite on ne sait plus tré&s bien ce que 1'on a
dans les mains. De 13 vient le sentiment d'ins&curité qu'eéengendre parfois la mithode des inté-
grales de chemins. "Quelles sont les manipulations licites des expressions formelles que 1'on
obtient 7", est une question qui est loin d'&tre résolue. Cependant, cette situatieon n'est pas
sl grave qu'on pourrait le penser. Il faut en effet se rappeler que tout est parfaitement défini
avant le passage 2 la limite. Dans le doute on peut calculer avant ce passage, étudier la liuite
du résultat, et vErifier alors la justesse des calculs formels. Dans ce qui suit je vais donc
manipuler des expressions continues souvent mal définies mais qul ont l'avantage, d'étre d'8cri-
ture simple, et de faire apparaltre plus clairement 1a physique du problEme que les formules
discrétisfes dont elles sont la limite. Enfin on peut mentionner qu'aucune ambiguité n'existe

pour les caleculs sur ordinateur puisque ceux-ci ne peuvent se faire que sur des expressions

discrétisées.

La formation de 1'idée de chemins commence par um découpage de 1'intervalle de temps t,Tt, en

H intervalles Egaux.
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On d&finit alors un chemin par un choix de quantités

9. 2 q (k) ;  Pa= plha)

et on remplace

e
dt (pq - Hipa,k) =2 3
. par ta
Ne4
- (12)
5“ (q'-o- “NI Pl--- F“.“) = Z‘: E { P", q"_—-&.ﬂ:—? - H(Pﬂ,qﬂ'tﬂ}}
nx
On posera alors
-"':-'5 " Pl“"' o
i ’ F R ) %05
<hte|Aatede 7, N \TT 989 dRuc e r 213,
NEs bute ¢ R ev %

la notation formelle introduite par la derniére €galité doit domc toujours 8tre comprise comme
la limite du rdsultat des!Ndintégrales*. Dang le cas particulier (mais particulidrement intéres=

sant) ol 1'hamiltonien se compase d'une énergie cinBtique et d'une &nergie potentielle

]

H(a,pt) a ;; + V(q,tb) | (e

on peut pousser plus avant en effectuant les intégrales sur les variables Py (11 s'agit d'inté-

grales gaussiennes). On aboutit alors i la formulation proposée initialement par Feynmann

N 9.~9 2
: Lo Y AL ) I n
L7 (e ) - Vqat)) e 7
‘. ] dq ﬁﬂl‘n (lS)
Im A .
<fbhlg.t>. S'r, \. :E e |
N&as l‘.[,-bq.
avec
-
[ L
A ( —_ ) 16
® aritie _ ' (e
On reconnait dans la phase de 1'exponentielle de la formule (13} uyne version digerétisée du

Lagranglen associde & 1'hamiltopien (14)

XJe n'évoquerai pas le probléme engendré par l'existence de nombreuses approx}mapions discrites
autre que (12) qui 2 limite &€ —» 0 tendent vers 1'action §, (Par exemple remplacer H(py,qn,ty)
par (H(pp.qn.tn) + Hpn,Gn~[+tn))/2). Ce probléme est 1if 2 celui.da la définition en mécanique
quantique de l'opérateur associé 3 une quantit& classique contenant des produits de grandeurs
dont les apérateurs quantiques associés ne commuteft pas ; par exemple Hepg. L1 n'apparait pas

pour 1'hamiltonian (14).




.2
L = smq - Viq,u) (173

On peut donc dans ce cas particulier de Lagrangian fcrire farmellement 1'int8grale de chemin sous

la forme

by -
) :LSL(qe,t)at , |
<qptp]| qata> = gﬁ‘i e’ te = S% ¢ (18)

N— =
NE 2 c.sl:.

’ [} T4
ol le symbole S Qq remplace dr S .JK. —T;r 2

4) RELATION AVEC LA MECANIQUE QUANTIQUE

51 on se donne un espace de Hilbert engendré par les vecteurs 1q) vérifiant

(qlq’) = S (9-9) ; A= S:Lq‘lq><ql e

~ -

dans lequel on définit les opirateurs q et p de fagon traditiomnelle par

(qlq1q).= q Calad (91 P1q’) = -:; 9(q19") 20,

on peut associer 3 1'ensemble des nombres <g tylg' ty P pour ta et typ fixés un opdrateur

ﬁ(tb,ta) de cet espace de Hilbert par la définition
Oen 'y = Euiqg't E
(ql Uk, t)lq ) = <qtelqt> Sy

On peut facilement en vérifier quelques propriftés. En effet la définition (13) entraine
cl_ 'R k I "t >< "I: l 'ta> - <q l:l,lf-'-l’tu> ,
q <qFblq 29 Bl _ (22)

(le fait qu'il y ait N+l intégrales sut p et seulement N sur q dans (13) est ce qu'il faut

remarquer pour fairve lz d8monstration), on en déduit en utilisant (19) et (21)

C) (buta) = O (ke b)) Uk, E) (23)

quelque solent tg, ty et te. De méme la propriété &videntede (13)

' ' , *
<qtulqtad=<qtalqts) e
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sg transerit en
-~ oy
Uk, t) = U (b t) (25)

Pour montrer 1' équ1valence avec la théorie de Schrbdinger il nous vérifie que 1' opéra:eur U(tb,

ta) défini par 21 est bien identique 3 1'opérateur d' ﬁvolutlon
exp (- & bty t.d) (26)
PA\"%

ofi 1'ppératenr hamiltonien est défini par

y V() @

~d

A

)

m
On remarque d'abord que les &léments de matrice de H s'écrivent

. ) . .
LP(a-4) &P (a-9)

- | b gy & 4 \
(qulﬂ)' 5 H”'% m ("))e' h S“”"E.,“("z”" (28).

Par axlleurs, 81 € est un infiniment petit, on a

(qle |‘|) = (ql4,;§.ﬁlq')* O(e")
-\L(.J

S"L (4- £ Heap)e ¢ O1e)

d'aprés les définitions (13), (21) on aura

L1
~ . ]
(@ulOeea) =t (T o AT jd_r

NEwm EL-

(30)

. 7 N Ned i ﬁ .
s N‘t_-;'_ STrdq.. {lf:((q,.le L ) .O(e)}

Ne = bp-ta /78
&h 3 50
i STT dq. {(qule ¥ 19w (qule {l‘lu-n)""('i;lf- bl .>(q.le"€u.w~*°°“"}
NEa Bty

Au passage 4 la limite le terme (N+1) O¢ s‘) tend vers z@ro, on peut alers le négliger et effecw

tuer les int8grales sur 4y en utilisant (19), on trouve alers

Pour simplifier, nous nous limiterons 3 des hamiltoniens indépendants dutemps. Dans le cas con-

traire i} faut faire attention i l'ordre des termes des prodults apparaissant daps la formule
(30).
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(aul UCELEDq.) = (qulexp-§H (brta]ql)

qui est justement la propriété cherchée

~5) APPLICATIONS DE LA METHODE DES INTEGRALES DE CHEMINS

Maintenant que pous avohs'vg que la théoyie de Schrédinger gt la méthode des intégrales de che-

nins,décrivent la méme physigue on peut ge demander quelles applications on peut faiqei

de cette derpiére formulation. Un peut en distinguer trols types : celles ol l'on calcuie‘analy-
tiquement 1'intégrale de chemins, celles ol 1'on cherched 1'%8valuer numériguement et enfin celles

oli on 1'utilise comme point de départ pour des approximations.

a) Catcul analytique de 1'intégrale de chemipns

Le calcil exact des intégrales de chemingn'a pu 8tre effectué que dans un nombre de cas trés
réduiis bien inférieur 2 celui des probiémés résclus analytiquement au moyen de 1'é&quation de
Schradingéf. En dehors du probléme de la particule libre et de l'os¢illateur harmonique résolus
par Feynmann dans scn premier travail, on peut citer le puits carré infini 3 une dimension et
le potentiel coulombien 2 trois dimensions. Le calcul pour des potentiels aussi simples gue le
paits infini 2 symétrie spbErique ou le puits carré ynidimensionel de profondeur finie n'a pas
encore &té réalisé. La quantitd@ d'astuce qu'il a fallu mettre en oeuvre pour résoudre un pro-
bléme aussi éimple que le puits infini 3 une dimensian, a d'ailleurs de quoi rendre circonspect

quiconque aurait 1'enmvie de s'attaquer 3 des cas plus compliqués.

b) Evelution numérique des intégrales de cheming

3i peu de chose peut &tre fait analytiquament qu'en est-il mumériquement ? LI auss’ rien n'est

obtenu 4ans risque et sans peine.

Scher, Smith et Barange%ﬂént essayd de trouver les fonctions d'onde et les éhergiks dans un po-
tentiel 3 une dimension en &valuant la transformée de Fourier de ¢xt|x'0% ecalculée au moven
d'une intégrale de chemins.Ils se basent en effet sur l'&criture suivantede la probabilité de
transition. ' 4

"

Fed -.ﬁ‘-Et » "#"'Enk
"L“t » h " . ' ! ¥ '
Gakley=(aie ® s Lo (aime® (mx) = 2:,: L. (1)

=
n

d'ell 1'om peut déduire

= A (Evip)t . .
lim dt e * E<x'=la-’o> - 2..: ‘“:“(‘; *

R to (3

-]

En &tudiant la position des pdles et les résidus de la transformée de Fourier, on peut domc en
principe avoir ume connalssance complédte de spectre et des &tats propres. Se tenmant A la défini-
tion de l'intégralede chemins Scher et ses collaborateurs ont construit l'int&grale pour une
valeur assez grande de N en choisissant au hasard des chemins q, et en ajoutant les contribu-
is ; -

tions e . Méme aprés &limination des chemins oscillant trop violemment il n'a pas &té possible
P : P .

d'obtenir des résultats sens@s. La raison de cet &chec tiend & ce que dans 1'intégrale exacte
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beaucoup des contributions de chemins tendent & s'annular alors que cette annulation est jnexac-
te pour des cheming choisis au hasard. Le fait que chacun des chemins apperte uyne gontribution
de module 1 n'est certainement pas Etranger aux prohlémes numdriques rencontrés lors de ce tra-
vail.

Une fagon plus efficace de procéder ¢onsiste & introduire um temps imaginaire et & ealculer

1'intégrale (1%) qui prend alors la forme

[ 3
A 4i-9: .
i S (2 vea
<.;‘..u.|qo) 2 A Nt TF d e * : (33
T Nawat S apan

L'intégrale est alors définie pasitive (én fait dans ce cas 1'intEgrale de chemin est mathémati-
quement parfaitement définig) et beaucoup de trajectoires n'apportent que des contributions
négligeables au résultat. On peut alors utiliser des technigues de Monte-Carlo an ponderapt le
choix des trajectoires au moyep du facteur de poida exponentiel contenu dans (33) Creutz et

113

Freedman ont traité gquelques problémes simples 3 une dimension par catte méthode  “ . Ils &valuemt

pour de grandes valeurs de ¥, 1a quantitd
wEnu
-Sckr, {x-iz|x 0P = Z;J &

qui est alors dominde par 1'&tat fondamental. Ils font ensuite un histogramme des points xj de
I'engemhle pour ohtenir la fonction d'onde du fondamental. Le résultat’ correspondant est montréd
sur la figure 5, De méme par le calcul de la quantité& (x{0), z(®)) définie comme

-z (B E)e 2
(ar.(.) l’-(t.))a Fim Sd-*- =iyl masey(uoin|®od = Z:: % Jd.ul”f.(q \1;_.,.,|£
T, raor
e T T T % T
07k - HARMONIC OSCILLATOR -

0.6
0.5

[ v (X)]?
o
Y
i

03~
Q2

0. =

) 1 I l 2 | :
20 -8 -0 05 00 05 10 15 20
X

Figure § : Probabilité de présence pour 1'Stat fondamental d'um ascillateur harmonique. Les

eroix indiquent les résultats du calcul de Monte-Carlo. Le régultat exact est donmné par la
courbe en trait plein.
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qui pour T grand est dominde par le facteur exponentiel exp--;n (€,-K,) on peut obtenir
une Bvaluation de la position du premier Etat excitd,Sur la figure 6, on peut voir le résultat

pour up potentiel d'oscillateur .anharmonique V(x) = A.(xz- f )2. Cette discussign montre donc

50 T T T T [
™ ANHARMONIC OSCILLATOR N
- f=2.0 7]
»
\\
1.0 |~ -~
- z
a L ]
= -
x L .
=)
>
N
ol = —
- -
0.0( I ! | i L. oy
0.0 10 2.0 30 40 5.0
: ™

Pigure 6 : Fonction de corrélation (veir texte) d'un oscillateur anharmonigue portde en fonction
du temps T. La ligne en trait plein est le résultat attendu d'aprés up calcul exact de 1'Bnergie
du premier £tat excité. Les nombres et les symboles indiquent la valeur d'un paramdtre de 1'al-

gorithme de Monte-Carlo.

que, manipulée correctement, l'int&grale de chemins peut fournir la splution compléte d'un pro-
bléme quantique. Cependant, eM dgard aux difficultds numériques A surmonter, ce n'est certaine-
ment pas une m&thode d'avenir pour les problémes 4 yne ou peu de dimensions pour lesquels la

résolution directe de 1'8quation de Schridinger reste la méthode la plus simple.

¢) L'approximation staticmnaire

'La forme méme de 1l'intggrale de chemins(13) (18) suggdre d;en explorer la limite classique par
la méthode de la phase stationnaire. En effet, 2 1'exception du voisinage de la trajectoire
classique qui extremise 8§ om peut s'attendre % une annulatiop des contributiens des chemins
infiniment voisins, Partant de la formulation de Feynman (18}, nous effectuons un développement

de Taylor autour de la trajectoire ¢lassique en posant

CI (t) = Ci‘_!.(‘:) + éq(t) } éq (h;.) = éq(tb) 0 (35)

On obtient alprs 1'approximation suivante

_‘ kL , ‘43
, LSataatR) (o A Saea Sqm 25 dqw)
{qtlqtad = eF Dq  tF b q D900 i
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oli nous avons introduit la "matricé' dérivie seconde de 1 action calculée autour de la traJectOLre

-classique ,qui pour un hamlltonlen de cype (l4) s'éerit

& " ’ .an ) i
DS o mmder) - Y (g0 Skt (37
Dcltt)aq(t') 73 g
Démonstration:
11%
41Y " v(q)
S = S:E ‘E‘(ae)‘ (4
POUT une variation-éql(t) satisfaisant lg conditiom {35)
ki . o tL .
- “_‘!‘ﬁl-ws{u = = A odb (mdd 3—)&1(&)
SS"S:':(M& dt  2q 1 N ( d*

si on effectue de plus une variation indépendante éqz(t), on aura

ks

4t | 2 |
é 3= - S[ik é‘:"(U(m Ei:-"' i 3‘1‘) 5(14“;) qui peut alors s'écrire
" s
$5 = dedt’ dq, 1) 22 Sq )
N 2q(94(t)

avec la définition (37) de la matrice dérivée seconde.

5i noys considérons maintenant la matrice & indice continue comme une matrice ordinaire,on pour-
ra effectuer 1'intégrale gaussienne. (Pour mieux voir de quoi il s'apit on peut revenir 2 une

formulation discrétisée de 1l'intégrale de chemin

nad ,,_ﬁg nmel

A ST‘[" d(éqn axr ‘L Z‘ éq‘ E BS"‘(" """J'Sc‘n (38)

en considérant pour matrice é}—!R n, m) une matrice tridiagonale du type
GI

A, B lf\f( ( )

1
A,z 2m - £ 25 (9, (bane)
B AR o) h . ¥y
3 A,s
. Bz -m

o "B AL B
B A,

Pour cela on a utilis@ -1’approximation d'ordre 3 de 1l'opérateur dérivée seconde contemu dans 37,
approximation qui serait d'ailleurs apparue par la variation directe de 1'expression discrétisée

de 5 dans la formule (I5)), et trouver le résultat semi-classique

{39
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e xp T—; St (a,9, by )

(39)

On n'aurait guére progressé s'il n'existait un moyen simple d'8valuer le déterminant de la matri-
ce infinie. On peut en effet montrer que celui-ci est relié & la dérivée seconde de 1'agtion

stationnaire par rapport aux valeurs initiales et finales des coordopnfes de la trajectoairs

a’ ’
4 [ det 3:5:.&) L m DE(agbe) o4 25aleg b
2 q* p(tOP(tL) 2ty ™ 439’
- (40)

{La démonstration de cette propriétd sera donnée ultérieurement). Compie tenu des prapridtés

(10) de l'action classique, nous auraons donc aussi

' o4 D P (L}
A/ det -_;;1—‘) St R

qui nous donne 1'expression particuliZrement simple du r&sultat semi—classique

£ S (q,0k08)

bLlq' = \[i 2ty K _ 1)
<{qtulqt.) i ol |

on voit dong que la probabilit# d'observer le syst@me au temps b, sera proportiomnelle 3 la
r3cine carrée de la dérivée -aP:E(ltk)/aﬁl' . Celle-ci mesure la dispersion en impulsien
finale des trajectoires ciassiques qui partant d'un point gq' + &q' au temps ty finissent au
point ¢ au temps th. Plus cette dispersion des impulsions finales(c'est-&-dire des trajectoires
dans 1'espace des phases au temps ty (veir figure 7)) est importante plus la probabilité quanti-

que sera grande

H
P .’
L 2Ap(W)
M
Figure 7
ﬁé-A-;b Ci: qsh( EL) q

Démonstration de la formule (39).
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Il existe plusieurs démonstrations de cette formyle, L'une

12)

précleuse par bien d'autres aspects. Ici, je choisirai une d

regsante se trouve dans les articles de revue de Miller

départ la formulation discrétisée (38) de l'intd@trale gauss

masse, nous devons évaluer le déterminant d'ume matrice d'or

‘ En effet (38) s'écrit :
T

"
Q:mm A \! arhie
m

Par la transformation unitaire qui diagonalise la matrice he

exp = 2
2h ™

se raméne i

m. IT exp (= T
431;;5 n ) \farhie P ( 2fiie

2y') = VE.G_

d'entre elle partigulidrement incé-
nui sont d'ailleurs une réfirence
Emonstration qui prend paur peint de
ienne, Aprés factorisation de la.

dre N.

(¢ %‘i'(h' m)) 90

rmitienne,

T

L]

s\ TT _&,V_'LTTJ- < \[-e VE e det M
Vawﬂie n exp(-4) arhie " [ A, \Lﬁi/"""' "
‘ " Nescsb,
*
ol M est la matrice .f:-‘ -9—-5-.. qui s'écrit
m a3 q
2-eflt) -4
-4 2- ff(k) -4 Q
MN = . Taq Qwa‘j(b.i ~i
O Te. '*._ ) tel {(42)
R 2-' E}J(hN-J ‘4
-4 e- )t
avec
Wi
B A 2V (t)
gy = & Sqe (an ) )

Nous allons calculer par récurrence ce déterminant. $i on dénote D(ty) le produit par £ du

déterminant de la sous-matrice carr@e obtenue enne conservant que le bloc inférieur droit de la

[ ‘ » - - &
matrice My ayant 2-E& f(ty) pour premier &lément diagonal, on aura

:D(bu) = & (2- Eaj(bu'\)

D(L’N-s)=
D (kyy =
D (hi) = Sd&b MN

on peut donc écrire 1'équation aux différencas

(Dcl:ku.) "])(hhi)

E

(2-€J(kn)) D(E) - &

A
—
£

) D(t-m)wD(h))g
e

(2-£°8(kwd) D (Eno) - Dlbuesd

- J(tkﬂ.) D ( kies)

(44)
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:D(bﬂ)" :D(tﬂ-i) .‘i_ (-{ -+ E-ag(tu-l))])(hﬂ) +4 (4

E = ‘-0-5)
3
D) = 2e - (k) (46)
d 1a limite & - 0, EN = constant cn a D(ty} —» D(ty) = G(E) J
la quantite -4 (4- £ JEw) Db # 4 5 o (4~ &f(Ena)(2- £ J(En) + 4 cend vers
-1 + (&) alors que le membre de gauche de (45) tend vers a% D(ty) »
Finalement la relation de récurrence (44) tend vers 1'équation différentielle
2z .
dP . D
b
On a donc ramené le calcul dy déterminant de la matrice continue ou le ecalcul de Jl”le . dek M"
4 la résolution dans l'intervalle Ba,tb] de l'dquation différentielle Nz ok
D VvV
d7 4 24 (qu) D (47)
2 2 s
d bk m dq
pour les condition initiales
b= -4
D(t)= o D) )
La valeur recherchée est alors la valeur pour t; de la solution de 1'équatiom : D(tg).

I1 nous faut maintenant résoudre l'&quation différentielle (47} avec les comditions aux limites

(48). On vérifie immédiatement que la fonction

D(k) = q, ()

(49)
satisfait & 1'8quation (47). En effet
N - v . “
L2 L (G L (s Rquu)s - £ TE () du
d B dt at 29 m 29 |
En utilisant la méthode de "variation des constantes™, on trouve une solutien indépendante
sous la forme t ,
]) (b) - % .S EBL
£ = st Y
° ‘1*('5)
la solution générale est donc de la forme k
. ;"_.’
D) = «vp§ 25 )
G o GoylE
et il nous faut choisir & et /6 de facon i satisfaire (48). Le calcul de D(t)
) }
DO = g, ®m(«s b ) A
« B, ., .
st ~ . Gt Al E)
conduit 3
. STy (50)
- qitL) ;4= cl(h,)% T,y
st sk . o q.}h(t)
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On obtiend donc pour B{(t) la forme plus compacte

Y ,
) = q (k) q(k) 4t
R A on

et pour la quantité qui nous intéresse la formule symétrique

kL ’

lim e deb My = qebyq(b) \ &
N - o S NG 52
Nz a ]-'-L'ta. e * ' —

dans laquelle la fonction q est 8valuée le long de la trajectoire classique. Nous pourrons

alers utiliser le résultat (11) (on a bien sur p = m ) pour démontrer la formule

2
N“"“ﬁ edet My, = - m a?—-s—"t (5)
-ﬁ a
NEa bh-to 9a 29

d) Calcul approché du spectre au moyen de l'approximation de phase statiomnaire

La méme méthode permet aussi d'cbtenir une estimation des &nergies des &tats li&s. Pour cela on

considdre la quantité (voir formule 32).

o0 i.'-(E.i-i.?)k , .
k : 2 h
dt dq e - <qtlqe) = 2;" E.-E

+a (54)

lim
E)=
GeEy = i

dont 1'approximation stationnaire s'éerit (le facteur de convergence exp, (- pt) sera désormais

implicite)
= é? EE . L
G(E) o dE e c:'.q Z: exp - .Sf.t(q’qzl:}o) 3__‘5.#":
cheming * bqaq nl.-.q'
@ classigues
On remarque que les chemins classiques considérés dans la somme 2{: sont ceux commengant au

point q & 1'origine des temps et finissant au méme point auw temps t. On réalige maintenant 1'in-
tézrale sur le temps par la méthode de la phase stationnaire c'est-&-dire que pour E et g domé,
on recherche les solutions classiques satisfaisant 3
§.. ( EE + Sst) = O .
- soit
- st —
E = Syl H(q,q,t0)
Cette &quation qui doit-étre considérée comme une gquation en t, nous indique que le temps
mis 3 parcourir l'orbite doit-&tre choisi de fagon 3 rendre 1'€nergie classique &gale & E.
La période t &tant ainsi choisie Emt(E) . Nous pouvons réaliser l'intégrale jusqu'au second
2 2
ordre. Nous avons besoin de connaftre la dérivée seconde r-) 5,*_/3': dont nous savons par

(10) qu'elle vaut - 9E /3t . Nous obtenons done : )
Y #(EE(EH SNCICPLICES

5 35S Y
3 C'. (___E_l:l it [

c,lw:ﬁu.f-s
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qui compte tenu de (31) devient

%(smn S5¢ )
. ,

G(E) » SMZ: e
Upmp(hj (53)

§1 nous utilisoms une derniére fois 1'approximatian de la phase statjonnaire pour réaliser 1'in-

" tégrale sur q. Nous ohtepons la condition

g—éﬁ (q;q}hl'") '-3 [=)
, 3q
C'est-3-dire (on utilise une fols de plus les relations (10))

335 ' 33 2 p(Y) - ple) =0

9. lq.2q 9 1 queg
Dong seules les orbites pyrement périodiques (q{r} = q(0) = q, p(t) = p(0)) d'énergie E sont 3
considérer. Gelles—ci pourront dtre groupdes en famillas telles que dans chaque famille aque 1'pn indemera
par la lettre o s Ghaque orbite corresponde 3 une méme orbite fondamentale parcourue un nombre

entier de fois. Si on appelle

WL (E) = E E(E) ¢ Spn(E) - o

la phase associde 3 l'orbite fondamentale de la famille & , On aura
i%"\d;(‘)

S o . _

‘ . : : N_(E)

G(E) gZ:Z. N, () e Z:, —_-1}&")' (57)
- 1 nad < ﬁi -4

Dans le facteur N 4 (E) se trouve inclu le facteur &m qu/P s ba ainsi que les fag-

teurs prevenant de l'intégrale gaussienne. On voit done qu'l 1'approximation semirclassique

les énergies propres du systBme qui d'apris (54) sont les valeurs de E pour lesquelles G{(E) a

un pdle sont ausei celles qui emtrainent
¥

W, (E) = anT ‘ (58)

Compte tenu de la forme (9) de l'actien on voit que cette condition peut apssi s'éerire

pcbﬁ s LhT
o
On retrouye la formule de quantification de Bohr Sommerfeld. Pratiquement 13 méthode de calcul
est la suivdnte, On cherche les trajectoires périediques fondameptales ep fonction de 1'énergie
E. On caleule les quantités Wy (E).On ghange ensuite l'énergie E jusqu'a ce que Wy croise
un multiple de 2W, Pour des systimes 3 une dimension, op retrouve ainsi 1'approximation W.K.B.
mais la formule (38) est applicable # des systémes & plusieurs dimensions pour legquels elle

est npn triviale tout en correspondant bien & 1'intultion physique,

—r T -

* ‘ ' ) ' 1 r‘ . a - . - ’ .
Ung analyse plus soignde aurait modifife Wy en Wy +TT pour tenir compte des réflexions qui

ont lieu pour ung trajectoire fermée.
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e} Applications de la méthode de la phase stationnaire

Aprés cette longue discussion des méthodes de 1'approximation stationnaire il est hen d'en mon~

trer quelques applications. En dehors de nombreux travaux ep chimie, il vy a eu des applicatipns
. . . . , . . 3 . .

en physique nucléaire ppur traiter des problémes de diffusion &lastique =, d'excitation coulom=

14)

. que ce que nous avons exposé car les variahles q et p ne forment pas un couple de variables

bienne ainsi que de fission induite par effet coulombien 13, Le probléme est plus complexe
conjugées satisfaisant pour décrire les &tats asymptotiques du syst¥me. Il vaut mieux choisir
das poordonnées conjuguées du type action-angle (voir Ref.9) dont l'une d'entre elle ppsséde une
limite asymptotique que l'en puisse assimiler 3 un nombre quantique de niveau (l'énergie par
exemple). Sur la figure 8, on peut voir des exemples de résultats pour les sections efficaces

classiques de r8actions par ions lourds. Dans le cas d'excitation coulombienne le systdme intrin-

PR

b dendn L] TE
30" 60* " 90*

Figyre 8 : Comparaison d'un caleul quantique exact (Q.M.) et d'un caleul semirclassique avec des

trajectoires complexes (5.C.) {extrait de la ré&férencell).

s&que est décrit comme un ensemble de vibrateurs ef de rotateurs et la trajacteire de 1'ign inci-
dent peut-étre décrite soit classiquemenc-soit de facan semi-classique et coyplée 5‘1'2x¢ita"
tign . La figure 9 mPntre uyne comparalson gvec des caleuls beaucoup plus complexes (et
chers) de voies coupl&es. Enfin, je voudraie mentionner un exemple de caleul sémi—clasgique

de niveaux d'énergie pour un modEle 3 plusieurs particules. Il a'agit du mpdéle de Lipkin qui

consiste en N particules qui peuvent chacune occuper un des deux niveaux indexés par o = 2 1

9.8 Ty & Usca’ (30
+ Da Bonr- o
'Winthn

Figure 9 : Probabilité d'excitation coulpmbienne du ni-
veau de gpin I de la bande fondamentale de *?%D par de
1' “%Ar & E1ap = 200 MeV. USCA correspond 2 1'approxima-
tion semi-classique gt De Boer et Whinter correspond 3

:X]

- un calcul quantique de type voies couplées Q4 est le mo-

ment hexadecapolaire de la bande (Refld),

g
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et d'énergie o= & /2. De pius ces particules sont couplées par une interaction qui peut faire
monter ou descendre des paires de nucléons. L'hamiltenien du probléme peut s'dcrire en geconde

quantification sous la forme

N
N
a3
+ V + +
H= £ D2 WS Z. o, o, @, o
2 = . — — i L ne
gia’:t-:l nTone 2 nonka grid Tome e .(60)

’

Il est ppssible pour ce syst&me de définir une action et donc utiliser les techniques gemi-
classiques indiques précédemment. Sur la figure 10, on peut veir une comparalson des énergies
semi-classiques obtenues par la relation 59 avec les énergies exactes pour différentes valeurs
de 1'inrensité de 1'interaction ( g“ 2 (N-4) V/E) 16)

Wm0 .

™mm

G ..g-.m-'-..-:--‘

mr2

T
- ’ f
-

-+
v 3 -0...---0-----"”- A/
2 b —m——— ‘-/

+
me 4+ e
N 6 ' PR L

1 me7
R T S P Ly Tt O By oo
1 I v !

b h ; T ] :
04 [#13 Q8 I L2 2 235 3 4 3

EJ

Figure 10 : Comparaison du spectre exact (croix) et de son approximation par la méthode de
; . ; : . \ . )
la phase stationnaire (courbes en trait plein,tiret et point tiret). La quantité & mesure

l'intensité de 1'interaction 3 2 corps {voir texte).

6) L'INTEGRALE DE CHEMINS POUR DES SYSTEMES A N CORPS

Nous avons vu que la méthode des intégrales de cheminspeut—&tre considérée commeun outil pour
1'8tude d'un systdme quantique & une ou peu de dimensions. Cependant on ne peut mangquer de

comparer sa grande complexité 3 la relative simplicité de L'équatiom de Schrédinger tant en
ce qui concerne la résolution analytique de problZmes "simples” que pour le traitement numérique

de problémes plus complexes. Toutefols dés que 1l'en sfintéresse A des problZmes 3 plusieurs
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corps la compétition devient plus incertaine. Considérons en effet un systéme 3 A corps. Une fois
£liminé le centre de masse,il nous reste un probléme 3 3(A-1) dimensions (on ne parle pas de

spin). §i chaque coordonnée est déerite par une décompozition sur une base de dimension B, la
3(a-1)

fonction d'onde totale consiste en B nombres . 51 on prend 1l'exemple de 1'h&lium

A = & et d'une hase constitude par un réseau dont le pas vaut 0.05fm et qui s'étend jusqu'a

4fm on aura B = 80 soit 807 ns 10]?. Dans la méthode de 1'intégrale de chemin on wa deveir consi-
dérer unrensemhle de trajectoires qui,si l'algorithme de Monte-Carlo est blen choisi.sera

de 1'ordre de Cas1000. Chacune de ces trajectoires est alors définie par 3{A~1) x N nombres

{W est le nombre de pas en temps choisi lors de la discrétisation). Une valeur typique popur N
sera 100. Le nombre total de chiffre I manipuler est alors 3{A-1)NC. Méme si 1'om considére
qu'il faut recommencer un nouveay calcul de Mpnte-Carlo pour chaque observable que 1'an veut
&valuer, il faudrait dans 1'exemple ci-dessus &tre intéressé par lOlIobservables pour rendre

les deux méthodes compétitives.

Afin de traiter des probl2mes 3@ A corps sans aveir A caleuler un trop grand nembre

de trajectoires il faut prendre en compte la dépendance rapide du potentiel 3 deux corps et

pour cela introduire dans 1'algorithme de calcul une certaine connaissance du résultat final. ~
Ceci peut-8tre réalis€ par 1'introduction d'une fonction d'onde d’essai I'f}cud solf ume appro-
ximation raisomnable de celle du fondamental (fonction de Jaatrow par exemple), On applique

alors la technique des intégrales de chemin auy calcul de la guantité
< HP[ exp (~2HED |
f|exp(~-eH)ED> (61)

pour T suffisament grand. Le choix de la fonctian lf) ntinfluence pas le résultat mais
seulement le temps de caleul. On peut d'ailleurs remarquer que si |'FD Stait justemept  &tat
propre de H, la quantité ci-dessus (61) serait égale & 1'&pergie decet &tat indépendament des
erreurs numériques effectuées dans le calcul du numérateur et du dénominateur (les mdmes tvajec—
toires &tant bien slir utilisges lors de calcul). Il existe d'autres fagoms d'influencer le choix
de la trajectoire de fagon & acc&lérer les calculs, une des plys usitées est 1'gehantillenage
préférentiel (importance sampling I'?)). Ces méthodes o'appliquent avee succds au caleul des
énergies de liaisow et d'observables pour des systdmes 3 peu de nucl&ons interégissant par deg
potentiels centraux comme le montrent les figures 11 et 12. Sur la figure 11, on peut
voir 1'gnergie du fondamental de 1'HElium 4 pour le potentiel de Malfliet-Tjen qui consiste

en une somme de fonctions de Yukawa attractive et répulsive, Compar® i la valeur exacte (=28 MeV)
Ale résultat est hon. On observe une relaxation trZs rapide 4'10-235) du résultat vers la
valeur exacte suivie d'un comportement oscillant autour de la vaieur exacte. Ces fluctuations
reflétent les erreurs statistiques de la méthode de Monte~Carlo et peuvent &tre rdduits par une
asgmentation du nombre de trajéctoires. Sur la figure 12, la densité calcule pour le méme sys-

téme et la méme interaction est comparée 3 la demsité exacte.

La méthode &voquée ci-desgus ne permet pourtant pas le calecul des fonctions d'ondes d'Etats
excit@s (sauf si on commait exactement les fonctions d'ondes des &tats d'@nergie inférieuras) ni
{et c'est plus grave pour un physicien nuclaire) le traitement des systimes de plusieurs fer-
mions. La raison tiend 3 ce qu'il est impossible d'imposer dans 1'intégrale de chemin Scrite
sous sa forme conventionelle {33} une symdtrie exacte comme la symétrie sphérique ou 1'antisy-
métrie globale de la fonction d'onde. Pour la plupart des hamiltoniens la fonction d'pnde symé-
trique du systme de bosons possdde une Energie inférieure & celle antisymStrique du systdme de

fermions, ¢'est donc la premidre qui sera trouvée par la méthode de Mpnte-Carlo utilisant le
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Figure 11 : Energie du npyay He' comme
fonetion de = pour la fonction d'sssal

indiquée et le potentiel de Malfiet-Tjon,

Figure 12 : Densité du noyau He®  pour
le potentiel de MalflieteTjon et divers
choix d'algorithme de Monte-Carlo.
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temps imaginaire. On a proposé de remEdier 3 ce probléme en chosissant une fonction d'essai
< )*antisymétrique. Maig cette méthode & 1'incanvénient d'imposer dés le départ la structure
des noeuds, Par ailleurs, elle ne semble pas adaptée lorsque les particules se meuvent dans un
espace d plusieurs dimensions. Il faut donc reformuler 1'intégrale de chemin en termes de
coordonnées contenant explicitement l'antisym€trie inh#rente au probléme. Parmi les deux types
de méthodes proposées, je n'aborderzi que celle qui fait du champ moyen la coordonnée sur
laquelle est bitie l'intégrale de chemin. Une autre méthede qui sert de base & des déQeluppe-
ments bosonlques s'applique i chercher un ensemble de coprdonnées qui caractérise de fagon uni=
voque un ppint dans 1'espace des déterminants de Slater et au moyen d'unme dégomposition de
1'unité appropriée (analogue de 19) bAtissent la probabilité ¢'évolution cemme un intégrale
de chemin dans cet.espace. Je remvoie aux références 19 et 18 le lecteur intéressd par cette

approche.

7) L'INTEGRALE DE CHEMINS DANS L'ESPACE DES COORDQNNEES DU CHAMP” MOYEN
' b {:]]

Dang ce chapitre, je décris une méthode proposée origlnellement par Stratonavitch et reprise

24 )

par Hubbard Ce n'est certainement pas la seule méthode de ce type. A bien des égafds

elle n'est pas optimale car elle manque de scuplesse et ne pefmet par exemple pas d'obtenir lp
champ moyen de Hartree-Fock ou de Hartree-Fock-Bogoliubov. @ 1'approximation de la phase station-
naire ni de prendre en compte la notion d'interaction effective. Cependant, elle met en oeuvre
de fagon relarivement compacte les techniques nécessdires 3 1'obtention de meilleures formulations

dont la congtruction implique une discussion technique plus soignée mais reléve du méme esprit™v

Deux idd&es somt 3 la base de la méthode. La premi®re comsiste 3 remarguer que la complexité du
propagateur exp (" % k ﬁ ) est due 3 laprésence du potentiel 2 deux corps dans 1 hamilto--
nien #. En effet, gréce aux connaissances acquises par moyen de caleculs TDHF, on maitrise la
technologie nécessaire a l'utilisation de propagateurs du type Ugf{t) = &Xp (@ %—S&' f?\,{ﬂh'}))
o h(0") est un opérateur 3 un corps (&nergie cindtique plus potentielle associde au champ
moyen * ). On va donc chercher 3 &crire le propagateur exact comme une intégrale

de propagateurs 3 un corps sur toutes les higtoires possibles du champ moyen. L'outil technique

utilisé est la complBtion quadratique de 1'intégrale gaussienne qui s'@erit

. ] 2 .
~% a.«f' vl - n.% 4 O
& .
= .= d = & e (62)
v
- |

.On remarque que dans cette €galité nous avons remplacé 1'eXponenFielle d'une quaﬁtité quadrativ
que en x par l'intégrale sur y de l'exponentielle d'une quantité lindaire gn % multiplide par

la fonction de poids exp(wiq}[Z }. On va done &crire 1'Energie potentielle 3 deux corps

comme le carré d'un opérateur & un corps (X dans la formule 62) ce qui nous permertra d'utiliser
la transformation 62 le r8le de y &tant tenu par une guantit® qui pourra alers s'assimiler & un
champ moyen. Il y a une infinité de fagon de rdaliser 1'&criture du potentiel I deux fermions
comme le carré d'un opérateur d un corps. Aucune mna conduit 3 Hartree-Fock comme trajectgire
stationnaire. Je choisirai donc celle qui 3 1'approximation de la.phase statignnaire, donne

le potentiel de Hartree 28)

(plutot que celui de Fock ou la moitlé de Hartree~Foek par
exemple) .

Nous partons du hamiltonien
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»
+ A LR . .
H . T‘; N0y 4 = L V:ihjl Qe ooy (H3)
q"i 2 A.J,h[ ’
ol Tij = {11 T!jpsont les é1éments de matrice de 1'@nergie cinltique Tet Vikil * CikIvijrn

sont les &léments de matrice non antisymétrisés du potentiel. Compte tenu des réyles d'anticom-

mutation de Fermions, on peut aussi Scrire Hsous la forme

Hag_;. K‘“J 3 22:. Vuan, f’ f’l.q. (64)

<) (]
avec
. T.. A I 5
K‘g, A Ta o+ z 4 Vikkg S (h%)
et ~ + - .
Pey = % , (b6 -

. Fal
Dans la formule (64) on a mis l'Energie potentielle spus forme fuadratique en Pij' la formile

.

(62) se généralise § une forme quadratique de dimension D :

dind i /€ L xp

» v P :
' Ya ',
£ ' -
exy(— it 7, Cl-g-"‘-«";o) z (deton) SS Tdd ups ig ) Ct.s,o(’j;;. ‘ﬂ.’p)} (67)
Nous pouvons denc 17utiliser pour notreconstruction, Le rdle des indices o et 4 de la
formule 67 est temu par ley pairesd’indices (i3) et (k1) et celui de 1a matrice am 4 = a{ij){kl)
par Vikifk - On arrive 3

e (-5<H) J’SSEM enp {3 I Vit o)} Ut -

avec
LLo~(2) s txP( -!‘ Za ,Q\.‘(a-J f’,.;) (69)

et

/R.ad,(fj = Ko+ Zu% Vit Ty (70)

En toute rigueur, mous avons triché en écrivant {68) car nous avons assimilé les op@rateurs ?;q
aux nombres x4 de la formyle 67, négligeant ainsi le fait qu'ilsne commutent pas. Cependant,

une analysze solgnée montre que 1'erreur engendrée est d'ordre &*’et de méme que lors de la dfri-
vation de la formule (30) eile dewient negllgeable au passage § - 0 N&ach. Le facteur de nor-
malisation Uuﬂ est celul gul assure que pour H=0 on retrouve bien l'unité. Maintemant, il ne
nous restequ’'d discrétiser le temps comme précéddemment en intervalles de largeur £ , 4 réaliser

" les propagateuré infi-

la décompesition (68) pour ghaque temps tp = n&, n = 1-K, et 4 "empiler

nitesimaux ainsi obtemns. Le rBsulrat s'écrit
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N
eﬂP(-%");J‘o (;[;l;"cl—ﬂ'c)(v%) txp{-éé%; %jmo'gjmonw} L9 o»

N | |
LLo.Ch) - TIE exp (-% %', )L;J(cr(-p) Py oy

ol le symbole T rappelle que l'on doit respecter l'ordre dans le temps lorsque 1'on effectue

le produit (72). Une éarituéﬁicommode {mais parfois dangereuse) de (71} (72) est

(73)

‘ t
exp(- 2t ). Smm op | £ (rove] Uy

b
Watty= T exp (_ i Sdt (‘_&(U?)), o (74) .

Mzintepant que nous avans 1'outil (71)-(74) VOYOnE Ce que NQus pouvons en fatre. L'utilisation
analytique gemblant improbable dans les cas d'intdrét, il reste seit le calcul numérigue d'une

intégrale utilisant le propagateur et hien sur avec t - -itvsoit la congtruction 4'approximations,

La premi&re application est précis&ment celle qui est actuellement tentée (sous cette forme
ouides varlantes) pour .résoudre exactement le probléme 3 N fermions. On remarque ep effer que

.

1'intégrale ds chemin® (71} tlend uampts B tout instant de l'antisymétrisation des fermions. La

procédure de calcul consiste & choisir par des méthodes de type Monte~Carle un ensemble de che-

min T1j(tn) puis de calculer 1'&volution d'une fonction d'essai I"f) par, 1'opérateyr de type

TIDHF (72) (74). A chadue chemin correspondra un caleul de type TDHF (moins la sglfconsistence

car < est donné & priori). C'est le prix 3 payer pour un résultat exact ; il est lourd maig

cependant raisonnable par comparaison avec celui que requéralent des calculs exacts par :
la diagonalisation de matrices (dimension 1017). Une autre difficultd viendra aussi de ce que

la fohction d'essal’ {'¥ > (formule:6D‘devra prebablement &tre choisie comme une somme-de déger—

minants de Slater, si l'on veut temir compte des effets des corrdlations pour ne pas tfop aug-—

menter le nombre de trajectoires nécessaires au calcul.

8) UNE APPROXIMATION DE TYPE CHAMP MOYEN POUR LA MATRICE 5

Dans ce chapitre, nous allons dériver une approximation de 1'&l&ment de matrice (3|GIP(':‘EH)I*}

entre deux Etats initial et flnal Partant de 73 on &crit 1l'expression exacte

*1:.-'

41 |
1 . N _ (75)
< g)e Ji>e Séz_)[e-] exp(‘_f*S{Wr)Jt)(nurh> " Sm[a-] up(Estv))

dans laquelle on a introduit 1'actiom

%

SteY s :2'_ S_dtqu \/;gje L) - L% ln ¢§) Ur(t)) i




On peut maintenant chercher le champ sz(t) qui rend 1'action stationnaire. La variation s'ef-

fectue comme suit

k

! t ‘ . é(?lufl">
85 = SQAt;‘thLL Ve G B S0 - ik S

< U2 v

et on a

b

. . yo~ 1 R
é<5|u-a-l">= - ."E. S E;JZII‘Q \{ktja éagk(t)<3!uq-(t‘b) th ur(h’o)|&> (18)

501t
LYY B LL(E)D

z dt vy} K - - : e
$5 . S. ‘% Vk 3 éﬂ;k(t) ] (v) < et oli> (79)

L] . ~
comme la variation é Tk (t) est arbitraire on en déduit gue 17aceplade doit-Btre nul-
le pour tpus les incides i (cela implique bien sur qu'd Vigjl corresponde une matrice a

inversible., Le résyltat s'écrit alors

., Y ooy~ (¥
st(b): 3 (L (80)
< SN A (DD 7

formule dans laquelle nous avons introduit la notation
> = Ller(Ee) )42
[0 = Ul (B 1) 18> @

. ’ ¥
La self consistence du probléme se velt 4 ce que U*O(Ej dépend des états In(t)>/ Ix(t.)P
)
qul sont eux mlmes obtenus au moyen d'opérateurs d'&velution Ug® dépendant de a’(\Aﬂ;IEJ,Q;(htD
Une fois résolu le problime (80)~(81) par une généralisation des techniques numérigues de TDHF

on obtient une approximation de 1'&l&ment de matrice §

<Jlumpi> = g,r{ P S&Z:k'n Vikjt T () J,( >} P Upe (b)) (82)
*

243

Je ne discuterai pas ici diverses variantes de 1'approximation qui en particulier permettent
de réscudre le probléme de 1'asymptoticit& (que se passe-t-il quaﬁd 1'intexrvalle [D,Q

est étendu é]‘ﬁﬂ,ﬂb [ ). Avant de présenter des résultats je mentionnerail seulement comment

TDHF apparalt comme cas particulier des &guations (80), (81). Ce sera le cagfpour lequel ]L>

et | §> sont choisis comme des d&terminants de Slater vérifiant llty)> 2 ]3(t5>. En d'autres
termes, si partant d'un déterminant de Slater [i) , on 1'&volue par les &quations TDHF
"ordinaires" jusqu'au temps t et que 1l'on appelle lf>> 1'état obtenu, le champ moyen de TDHF

serz selution des &quatioms (80) (81) baties sur les &tats }1) at |f> ainsi définis

La premi@re application des équations ci-dessus, a £t& faite pour le hamiltonien de Lipkin (50}

en présence d'une perturbation & un corps dépendante du temps

+

N
2 .
"U'(k) = exP(- k ) Z ( Cl.:\q_(\.nqq' +* —O{-' an,,-a"nw') (83)

neleati
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On calcule les transitions engendrdes par cette perturbation du fondamental vers les &tats exci-

tés. La figure (13) montre trois comparaisons avec les résultats d'un caleul exact. La figure 14,
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L wiw Tl e dr 1)
L1 1505 -
go
os|- i - J
£ [ aa
b o
cal- , wwo L 8%, im0 L ° o H150 -
N an
!Snu| » * L4 a°
N e s . N
0.3~ ° - -9 - - ‘o
Q a
& “ ‘. “ &.
ozl * - ° - L b
" - ag
a
o g s, o a .
. Q -
o e B LI ) [ “g Aa ']
L . & .
5 . LN B Y.,
.Y 4 g ! L 5 1 th‘afl*,
O 2 4 6 @ 1D O 2 4 €& & 10 & 13 4 & 012 T4 le IR 20

n
Figure 13 : Amplitude d'excitations S paur le modéle de Lipkin en présence de
Zlgure '5 P no p

champ éxtérieur‘(indiqué en haut de la figure). O-résultats exacts ; & approximation
de champ moyen & —evolution par 1'hamiltonien TDHF , Ref.24

se singularise dans cet exposé ; en effet elle montre une comparaison avec des résultats expé-
rimentaux. Il s'agit d'expériences d'ionisation de 1'H&lium par des protons.Lesmouvements des
neyaux sont traités classiquement et ceux des &lectrons quantiquemént. On constate que la métho-
de de champ mo&en gsemi-classique pour la matrice § reproduit bien les donnges expérimentales,
Les résultats d'un calcul utilisant une méthode traditionnelle en physique méléculaire dennent

une idée de la difficultd qu'il y a & reproduire les domnées.

ptHe—H+ X

—o— Present theory {b=0.13)

10~ == Exneriment

-~ Atomic stale expension

1

oo 06

04r

L N " L | |

2 4~ 6 BI0 20 40 6080100
INCIDENT PROTON EMNERGY (KeV)

Figure 14 : Probabilité de transfert de charge inclusif dans la réaction
atomique p + He;''present theory" indique le résultat de 1'approximation

de champ moyen.

9) CONCLUSION

Je pense avoir démontré& que la méthode des int&grales de chemin est non seulement un outil
conceptuel puissant mais encore qu'elle offre une des chances'les plus prometteuses de caleculer

exactement les propriétés de 1'état fondamental voire des premiers &tats excit#s du probléme &
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N corps. Par ailleurs elle se préte nmaturellement & des approximations ﬁasées sur la méthode de
la phase statiomngirs. Ces approximations fournissent souvent une bopne reproduction des donndes
expérimentales .De plus (fe n'ai pas disoutd ce point) elles constituert la base de gépart d'un
traitement perturbatif dy problZme quantique autour de la solutien classique.
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LECON TII

UN PRINCIPE VARTATIONNEL POUR LA MESURE DE LA VALEUR MOYENNE D'UNE OBSERVABLE ET DE BA DISPERSION

1) CARACTERISTIQUES GENERALES DU PRINCIPE VARIATIONNEL

Dans cette legon, je présenterai un principe variationmnel adapté 3 la description de pracessus

de mesure d'une observable sur un syst&me préparé antérieuremen€¥ J'en décrirai ensuite une mo-
dification qui aura pour but d'adapter le principe i la détermination dela dispersion des résul-
tats dela mesure dine observable. La motivation de cet effort tiend Bune remarque de la legom T
affirmant que TDHF n'est pas adapté au calcul de dispersiomns. Il s'agit domc de remédier & ce
défaut tout en conservant des équations assez simples pouf &tre résolues . Deux constatations
déduites de 1l'expérience sont i cet &gard encourageantes. On remarque d'abord qu'unm grand nombre
de données peuvent s'expliquer au moyen de modéles qui utilisent 1la notion de température. Celle-
¢i est absente de TDHF mais il est possible de 1'inclure dans une théorie de type champ moyen.
Pour ce faire on peut .décrire le systéme par une matrice densité non correllée uP(F-R;jG-;G-J)
et si la notion de température T a un sens on aura de plus R,.j- f—-’: h‘J ot h est 1'hamilto-
nien 3 un corps.L'autreconstatation concerne les observables mesurdes dans les expériences : ce
sont presque exclusivement des observables & un corps (&mergie cinétique = impulsion, angle,
nombre de masse ou de charge). Bien que la mesure de la dispersion d'une observable & | corps
s'apparente i celle d'un opérateur 3 2 corps le probléme est toutefois plus simple puisque le
nombre de degrés de liberté reste £gal au nombre ¢'éléments de matrice de l'opérateur 3 ] corps.
Quand on &tudie une dispersion on doit donc s'attendre 3 des &quatioms plus complexes que pour
une valeur moyenne, mals pas 3 une augmentation de la taille de 1'espace dans lequel les équa-
tions doivent 8tre résolues. En d'autres termes,la matrice demsité 3 un corps (guantitd 3 Z in-
dices Legon I formule 3) reste l'objet fondamental de notre &tude alors méme qu'on ne peut plus

lui assccier une fonction de déterminant de Slater

Avant de dériver les Equations de type champ moyen, nous allons présenter et &tudier le principe
variationnel qui sera 3 leur origine. On peut &tablir un certain nombre de critdres que devrait
satisfaire un principe adapté 2 la mesure d'une observable

1) La description quantique d'un processus de mesure implique deux objets mathématiques : un
op8rateur correspondant 3 1'observable et une matrice densité qui décrit le systéme*. L'emploi
d'un opérateur et d'une matrice densité comme wquantit&s variationnelles apparait donc comme une
exigence naturelle.

Z) Dans une expérience, on prépare le systZme & un instant initial tj. Sa matrice densit& D est
parfaitement spEcifife 3 cet instant . 5i on dénote JD[h)la matrice densitZ d'essai de prin-

cipe celle-ci doit donc satisfaire 3 la condition

Le choix d'une matrice densitZ semble pré&férable 3 celul d'une fonction d'onde {(qu'il englobe
d'ailleurs) car il permet une description coh&rente de probl2mes comme celui de la mesure succés-

sive de deux observables quand on n'observe pas le résultat de la premifre mesure.
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& (k) = D o ' €1)

La matrice demsité exacte a &volue ultérieurement selon 1'équation de Von Neuman

LR D) [H,&)] . . (@

jusqu'd un temps final tl s ti . A cet instant on effectue un processus de mesure au moyen d'yn
appareillage que 1'on décrit par un opérateur A. Si on dénote () 1'opérateur variationnel du

principe et on devra donc avoir
A(t§) = A (3)

En d'autres termes une variation de b et & compatible avec la nature du processus de mesure

doit satisfaire

g$|h=¢ é‘t‘t‘! =l° 7 (4]

3} L'utilité d'un principe variatiennel se manifeste surtout quand on 1'utilise dans le cadre
d'une approximation {dans un espace variationnel réduit}. Cependant pour qu'il ait gquelque chaace
de decrlre coTrectement le processus d'une mesure il se dclt de conduire aux EBquations exactes
du mouvement (Schroedinger) pour la variation la plus générale deéa et de di:

4) I1 apparalt finalement souhaitable que la valeur stationnaire de 1'action poss&de un sens
physique et plus précisémeﬁt celui de la quantit@ méme pour 1'évaluation de-laquelle,le principe
est comstryit : le résultat de la mesure. On peut remarquer gue cette exigence satisfaite en
mécanique et optique gfométrique, ne l'est pas par le principe de Schroedinger mentionné
dans la legon 1. On vérifie facilement que dans ce derniqr cas l'insertion des solutioms du
probl&me {aussi bien dans le cas exact que dans l‘épplication 3 TDHF) conduit & ume action sta-

tionnaire nulle.

2) PRINCIPE VARIATIONNEL POUR LA VALEUR MOYENNE D'UN OBSERVAELES—EQUATIONS—SYHETRIES

Nous allons vérifier que les critdres énoncés ci~dessuys sont bien satisfaits par 1'actien 5
suivante,

£y
S.s T2 (& T o4 L) %Z'Ta])

T (5)
o _ dt > , :
t;
quand les variations de o‘t et o sant contraintes par .
g—p‘tlhf:n :S:bl b= SN

Dans 1'équation (5) H  est 1'hamiltonien (quantique) et 1; signifie que 1'en calcule 1la
trace dans 1'espace complet (espace de Fock) des @tats @ ],2 . partlcules dans lequel U* etdb
agissent . Derridre la complexitd apperente de 1'action (5) on reconnait une structure proche de
celle de 1Taction classigue (Legon II formule 9) ék jouant le rdle d'impulsion et BffPcelui de
coordoanée. Le contre terme final résulte des conditioms (6). Un tel contre terme apparaitrait

aussi dans le principe de Hamilton pour des conditions aux limites mixtes(ﬂ]ft;), Prtn) I1 est

commode d'iniroduire la notation
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£a 2 /T2 (N

La variation de ¢t et P dans un espace variationmel qu'il n'est pas besoin de préciser pour

1'instant, conduit alors aux Equatioms

T Sk ( %-;!.7+;[H,5]) =o .

(8a)
0*-' . - -(® ﬂ‘@t .:. ] -
Tw c‘vb{ ‘."!J-t.- 4a [l-l,;st] Tw(-ﬁ(,;_.h.¢ [Hsgﬂ]) ° -
On peut aussi &crire ces Zquations sous la forme
43 - tu S
da Tm it ( 23 h[n,.a]).-_‘o
(9

¢ T & (92 i [Metl) w0

ofi les symboles !Qg R Sdg signifient que les quantités auxquelles ils s'appliquent doivent

€tre variées par rapport aux seuls coefficients définissant ck ou ® . on peut Temargquer due
pour des espaces variationnels arbitraires de ﬂt et B ,rien ne garantit a priori 1'existence
de solutions. aux équations '(8)(9). Il sera donc roujours néégsgaire de la vérifier, Nous suppose-
rons désormais que tel est bien le cas. .

Les &quations variationnelles ri-dessus ont un certain nombre de propridtds que nous allens main-
tenant passer en revue. Tout d'abord nous allens chercher un espace variationnel qui garantisse
la proprigté 4) mentionnée dans le chapitre précédent (1'action statiopnaire 8 est égale & la
valeur moyenne de l'observable A mesurée ap temps E: *). On constate que si 1'espace ol &volue
& est tel que des variations dA proportionnelles 3 & sont permises 1'équation (B) devient

T d:(:'_'-‘;é i [H,s'])‘ = 0 . (10)

Revenant alors 3 la définition de 1'action on trouve
S‘_(stationnaire) - T ‘*'alk = Aa’t‘r an
] - _

qui est ce que nous souhaitone. Nous supposerons désormais que tous lgs gspaces variationnels
choigis pour ok permettent des variations infinitésimales :sc‘ﬁ'.' o d‘ . 11 est facile de voir que
les espaces variationnels les plus intéressants (opdrateurs & un‘cm plusieurs corps) sont de ce
Lype.

Nous devons aussi vérifier le point 3) de 1'introduction en &tudiant la varistion la plus géné-
tale de " 4 et $ . L'équation 8a conduit bien & 1'Bquation d“@volytion exacte pour la densitéd
normaligée ' ' '

&; M 3 =
Je (K,8]<0 | | (12)

On remarque que par suite de 1'invariance de 1'action vis 2 vis de 12 transformation de jauge

T Ty

*. T . A ‘ . o
$i l'espace variationnel de Wk oou B est restreint il ne pourra bien siir s'agir que d'une ap-

proximation de la valaur moyenune mesurée. Il n'y a pas de miracle !
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oi)(l) — e_gF!(h) LBy (?“:1)"‘ o (13)

nous n'avons aucune information sur 1'évelution de la norme de € (la fonction de partition Z
e Tv® ) pais bien sfir cette incertitude n'affecte pas l'action, donc le résultat de la mesure.

- En introduisant la motation

My L .
Az A -T A (14)
nous dérivons de 1'équation (8h) 1'équation d'évelution pour
> ol
c‘-—-—-—-'dt + L [H c’t] =0 (1%)
dE 4

Cette Equation nous montre, qu'id une constante pré&s, 1'évolution temporelle de et est celle

dict&e par 1'équation de Schridinger. On peut remarquer que o4 (k) neg doit pas &tre identifiée
avac un opérateur de la représentation de Schroedinger (qui sst constant). 51 on 1'8crit plutét
sous la forme dt(th) on constate qu'il ob&it 3 l'8quation de Heisenberg vis 3 wvis du temps t§
et & celle de Schroedinger vis 3 vis du temps £ . Le fait que ¢k ne soit connu qu'i une cons-
tante pr&s n'affecte bier slir pas le résultat de la mesure car au temps bs justement on a une
cennaissance compldte de vt(hg) = A . On peut relier cette indétermination de 3 une autre

symétrie de jauge de 1l'action

A(L) — A +g(b) glkg)=o (16)

oft E’(h) est une fonction (un € nombre) arbitraire. Le moyen le plus simple de 1'&liminer con-
siste 3 imposer

d maAd
At Trtd so (173

L'équatien (15) devient alors 1'é&quation exacte

_é_elt_ +4'_£H,0£] = ©
dE

On peut enfin mentionner que guelques soient les espaces variationnels de ot et 3{‘il-existe
un invariant assoclé 3 l'invariance de 1'action par translation dans le temps. Pour dériver cet

invariant le plus simple est de considérer les &gquations 8a, 8b pour les variations

St . 9 gy $2. 48 5t (18)
dt dt
qui caracté&risent l'évoluticn le long de la trajectoire .Une simple soustraction montre alors
L

que la quantité

g, - - Tretln, 3]

(e

se conserve lors de 178&volution. On peut d'ailleurs remargquer que 1'analogie de 1'action D4
avec celle du principe de Hamilton met. justement E4_en correspondance avec le hamiltonien

classiqua.

3} MODIFICATION DU PRINCIPE POUR LE CALCUL DES DISPERSTONS

Pour un choix donné des .espaces variationnels de A et & nous avons déterminé ume réponse

"optimale" au probléme de la mesure au temps tJ de la valeur woyenne {AD et nous avons vérifid
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que
S‘_(skaltgn;.;m) = <A (20)

Dans une &tape ultérieure nous voudrions utiliser les mémes espaces pour gbtenir une valeur opti-

male de la dispersion A de 1'opérateur A au méme temps EJ auytour de €A% . Pour ce faire

nous considérons l'action

hJ ‘
LU e o~ . ~
S‘—___, T ot @ X - dt T cft (%—% +4 [H,e]) 21
4 kE;

ot @ er A sont définis par les formules (7) et (l4). Les gquations du mouvement s'obtien-
nent en rendant statiomnaire 5‘ pour des variations A ,d®  sourises aux contraintes ( en

Plus bien sfir de celles que leur imposent leurs espaces variationnels respectifs).
SeAl - Sel <o @
ky t:

La variation quoique plus pénible se fait comme dans le chapitre précédent . On obtient alors

les Equations - a2

S T ok v_“[us])

~ ~l
g Tw d(‘i.i‘?a&[l-lak}) =0 - (23)
D , :
. dt :
Si on veut mettre en &vidence plus directement les variationg et on peut técrive les

&quations (23) sous la forme

T S {"5( [ a]} éé(TWt(?&‘ v, é])) (f )T dgj ERSET

T (de- e'l'(éa))[___-“[udt] sk To _:u[ua])]

(25)
(1Taccolade avec un signe + indique un anticommutateur).
On vérifie aisément que le choix d'un espace permettant la solution Sk ek entraine
1, n n i '
de . [w J)]) zo
22 §d = -
( av ’ (26)
qui a pour conséquence
~d
54(8“.‘:00\&;'\.) = T'— (‘1 ‘ = A (27)

ks

~

De méme on trouve un invariant associé 3 1'invariance de 1'action 5¢ par translation temporelle
2
N -
E = Tk [H 3]
" 4

La variation la plus générale de ¢t ot & conduit 3 des Equations dont il est aisé de voir

qu'elles sont satisfaites par les €quations exactes du mouvement.
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4) APPLICATION AU CALCUL DE LA VALEUR MOYENNE ET DE LA DISPERSION DES HMESURES prUus OBSERVABLE
A UN CORPS

Aprés avoir &tudié les caractéristiques générales des 8quations associfes aux actions et
nous alloma gonsidérer le cas particulier ol ;ﬁ(k) (donc A) ne peut varier que dans l'espace
des opérateurs & un corps ’

A

A a4 2 By ooy (28)
% .

Dans la définition (28) on voit apparaitre les paramdtres quil définissent b clest & dire le
nombre a et les &léments de la matrice { B;J}

Pour espace variationne} de <) nous choisissons celui des matrices dengité non porrdlées
. ot o
69: P e_x? Z, R"J ai.a'u . (29)
3

qui ainsi qu'il & &té& mentionné& dans 1'introduction peut, entre autres, décrire un gystgme de
nucléons plagés dans un champ moyen 3 une température donnée. ‘
Dans la définition (29) p et { jo sont les paramdtres qui d&finissent «& ., En fait toute
matrice densité de ce type peut &tre mise en correspondance univeque avec 1'ensemble de nombraes

constitué par la fonction de partition Z et la matrice densité { F;J} défini par

T & = Z _ (30)

i = ’% ( éﬁ' Hﬁ) RENELS

I

T { a§l1; 2)/Z

Pour des raisons de commedité ¢e sont les nombres Z et {_?1%} que nous utiliserons comme
paramétres variationnels plutdt que les quantités p et {Ril} auxquelles ils peuvent aisément

8tre reliés,

a) Equationp du mouvement pour la mesure de la valeur moyenne = TDHF

Considérous d'abord les équations assocides & S; . Pour les dériver d partir de (9) i1 nous faut
préalablement calculer Tr-cxg% ,Tr—s%% et 'F-o\:[l-l,.'b] . Ceci peut se faire au noyen

du théoréme de Wick et on obtient

~

d - A | B;T
T ot ;% "
(32)

T & dt o 4 (&4 b B(arm)
dt L

Dans les égquations (32) mous avons introduit la notation k- pour indiquer ume trage dans 1'es-
pace 3 un corps par opposition avec le symbole lv pour trace dans 1'espace de Fock. 51 pour

Hamiltonien H nous adoptens

A E y + %
e Zo Ty ohey v 4 e Vihe dieg aesh (33)

la quasi Energie g'écrit

E, e -i T AH2]) - -% t-8{ & H] (34)

1'hamiltonien JL gtant celui de Hartree-Fock
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. ., A v
(Rgg T&J v g % V,,gdn, (4‘")£I.. _ | (35}

Afin de condenser les formules il est commode d'introduire la notatien
L

Vﬂ . V;Q‘Jh Cut , (36)
: ke

de sorte que 1'opérateur (matrice) ﬁ\. prend la forme

Erv (441)

L. 7.2 (37)
L

Nous pouvons maintenant effectuer les vafiations sachant que et symbolise 3u-et {Jaﬂi .

De méme 3 o9 correspondent les variations 92 et {JH.J} Les variations par rapport I &

et Z conduisent 3 deux identitds 0=0. Ceci est ume consdquence des invarjances de jauge (]3)

et (16) qui sont encore vérifides dans les espaces variationnels restreints de o et & défi-

nis par (28) et (29). Les autres variations conduisent au systéme d'@quations matricielles

|:|+-'- [‘ﬁ,ﬂ]=°

(38a)
B s Bl+its
Ba+i[A 8]eitso (38b)
avec 1'apparition d'un nouveau champ moyen
b L8N
t. 4 A"
z 3 (3N

Les équations (38) appellent quelques remarques. On doit en général s'attendre 3 obtenir des
Bquations couplées pour le mouvement de ob et & (sauf bien silr pour la variation la plus gé-
nérale qui conduit aux &quations exactes). Le sens d'un tel couplage est clair : gquans on cher-
che & utiliser un espace variationnel restreint poﬁr obtenir la deseription optimale d'unme
mesure}l'évolution temporelle duy systéme se trouve influencée par l'observable qu'onm mesure,
En d'autres termes cette &volution cesse d'aveir un sens physique intrinsdque. Seule compte la
quantité (le chiffre) qu'on optimise c'est 3 dire la valeur statiomnaire de l'action CA» cup
. Lz premiére équation du systime (38) apparait de ce point de vue remarquable. Epn effet on
constate que 1'évolution de M (donc de & ) qui est justement celle de TDHF est indépendante
de 1'évolution de B . On peut done dire que TDHF représente 1'évolution optimale pour la mesu-
re de la valeur moyennme de toute observable % un corps i tout instant t’ « Quel est le sens de
"1'Equation (38b)? Pour le discerner on peut considérer le cas particulier oll la premi&re &qua-
tion est statique [-&,'1]: 9 ., Dn peut alers vérifier que 1'Bquation (38b) est identique aux
Equations de 1a RPA autour du champ moyen Jk . Dans le cas général 1'équation (38b) représente

donc une &quation RPA autour de la solution TDHF.

b) Equaticns du mouvement pour la dispersion

i e ~
Pour utiliser les &quationms (23) il nous faut calculer Tret :‘J-? ,Trﬁ‘-:l-.-‘:;‘ et nolﬁfll,sj

. Utilisant & nouveau le thdorZme de Wick on obtient

~

T at‘o;'s’ . . A b BHBR

b 3

(40)

L b - )
T & s’.ﬂh = 4 k- B(B-HBH)
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At

-F" ﬂt[ﬁ éj = -f. tr([»E) B]r t)(B-‘”BH)

7

Afin de mettre sous fofme plus compacte les Bquations provenant de la variation il est commode

d'introduire les quantit8s X et Y mesurant la déviation par rapport aux équations (39)
Xz "*i[)‘/“]
2 . : ' (41)
Y= b"*[’p‘;a]*'kt )

Les &quations variationnelles s'dcrivent alors

MBX » x8H =z i ([.6H) -t .ritn)
BHy + yig = 4 ([a, B] - m)
avec deux nouveaux champs moyens de couplages
k-, , (8-nem) k,v(sn)‘pcnsf
A
43 ‘ M= (43)

2

A unjnstant donné, connaissant B etM on calcule les champs s et u.Onrésoud alors les quations lin&aives
{43) pour trouver X et Y. Reportant les résultats obtenus dans les Bquatioms (42) on peut alors

caleculer 1'&volution temporelle de B et M, Une fois le calcul terminé

L. 2
A= Tw ch & ‘l: = % k- E"t' ®) (44)
Ok :

5) CONCLUSION

Dans cette legon, nous avons wu comment la notion de principe variationnel qui soutend une bon-
ne part de la physique pouvait aussi &tre utilisée pour calculer le résultat d'une mesure
quantique. Le principe adopté est structurellement identique 3 celui de Hamilten et fait
jouer & la matrice densitéd du systéme et & l'observable mesurée les réles de coordonnées conju~
guées. La variation de l'action assocife conduit & des &quatiops du mouvement en général cou=
plées, Le résultat de la mesure (valeur moyenne ou dispersicn) est &gal i 1'action stationnaire
On obtient done pour ce résultat une valeur optimisée compte tenu des espaces variationnels
choisis. Finalement, dans le cas particulier d'observables & un corps et de matrices non corré-
lées, on dérive des &quations généralisant TDHF mais dont 1a oomplexité apparait cependant

compatible avec les moyens de r&solution actuellement disponibles.
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