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SACS, SKYRMIONS ET SOLITONS

_G. RIPKA |

Service de Physique Théorique, CEN Saclay




"Au demeurant, je n'ai cherché de rien prouver, mais de
bien peindre et d'éclairer bien ma peinture"”. - ,
A.Gide, Nourritures Terrestres.

Les cours sur les solitons, les skyrmions et les sacs sus-
ceptibles de décrire les hadrons ne sont pas nombreux surtout en
langue frangaise. (e texte, pour débutants, fait suite a des
cours donnés A 1'université de Coimbra, au Centre International
de Physique Théorique de Trieste, a la faculté de Sciences d'0Or-
say et A 1'école Joliot-Curie 3 Bombannes. J'ai pris du plaisir
? 1'écrire et je remercie ces institutions de m'en avoir donné

'occasion. '

Le style est relax. J'ai fait suivre chaque section d'exer-
cices qui tantét facilitent les calculs et tantdt poussent le
lecteur 3 des réflexions que je crois utiles. Une versien plus
sobre et mieux farcie de références est en préparation en langue
anglaise. ,

On s'étonnera peut-étre de ne trouver dans ce cours
pratiquement aucune confrontation entre ja théorie et
1'expérience, si ce n'est pour citer quelques ordres de grandeur
des parametres qui 5'introduisent. Les modéles n'ont pas, a
1'heure actuelle, été suffisamment +travaillés pour qu'une
comparaison avec 1les donhnées permette d'en éliminer certains en
faveur d'autres. En outre leurs domaines de validité sont encore
mal définis et ne se chevauchent peut-&tre pas entierement,

Au lieu d'essayer de justifier les différents moddles, j'ail
cru plus utile, dans ce cours, de me borner 2 les décrire dans
le but de faciliter au lecteur 1'acces a 1'abondante littératu-
re. I1 semble, en effet que, dans ce domaine, nombreux sont ceux
qui, en présentant lTeurs travaux, prennent un tel soin & justi-
fier leur description et & vouloir coOte que colQite 1'intégrer
duns un cadre théorigue contraignant en apparence bien que rare-
ment immuable, qu'ils en viennent souvent a oublier de préciser
‘Jes calculs simples qu'ils ont faits, de peur peut-etre de
paraftre ridicule, et sans doute dans te souci d'€pargner ce
ridicule & leurs collégues qui, par inadvertance, seraient
tentés de les imiter. J'ai également omis toute discussion de la
parenté entre les modeles et 1a QCD. Ceux-13 mémes qui ont
contribué 3 ce sujet difficile /11/, et ce sont toujours les
mémes qui sont cités, précisent que jusqu'a présent on ne peut
qu'avancer des arguments qualitatifs et qu'ils ne proposent, en
fin de compte, que des lagrangiens effectifs et
phénoménologiques & la rigueur raisonnables. Dans ce domaine,
comme dans tant d'autres, certains modéles simples peuvent bien
marcher sans qu'on en comprenne la raison. En outre une certaine
prudence nous dicte de ne pas se€ référer sans cesse a une
théorie, somme toute encore asseZ peEM vérifiée.

Je dois beaucoup a une collaboration continue et
enrichissante avec Sid Kahana. Je dois exprimer aussi ma vive
reconnaissance & Mannque Rho qui m'a prodigué de nombreux
enseignements et - avertissements, ainsi qu'a Jean-Paul Blaizot,
Michel Gaudin et Vincent Pasquier qui, au cours d'innombrables

discussions, m'ont énormément aidé & comprendre.
: Saclay, Septembre 1984.




1, INTRODUCTION

Dans ce cours nous décrirons les hadrons et la matizre
hadronique a 1'aide de-lagrangiens effectifs qui mettent en jeu
des quarks et des champs chirals. Ce sont des lagrangiens phéno-
menologiques dont 1a parenté avec la QCD n'est encore que spécu-
lative /11/. Disons d'embiée que la spectroscopie des baryons
peut étre décrite avec une étonnante_précision a 1'aide de 1a
dynamique de quarks non relativistes et que méme }'interaction
nucléon-nuciéon peut, dans une large mesure, @&tre reproduite
ainsi /12/. Alors pourquoi (e foisonnement d'autres modeles
(sacs chirals, skyrmions, etc.) qui ne rivalisent pas, & 1'heure
qu'il est, avec 1a spectroscopie de quarks non relativistes ?
Plusieurs raisons nbus poussent 3 introduire de nouveaux degrés
de 1iberté dans la description des hadrons. L'existence du pion,
qui régit la partie a longue porté de 1'interaction nucléon-nu-
cléon, est toujours ajoutée gx-tempore dans le calcul des dépha-
sages. Nous verrons que la dynamique dés quarks peut etre pro-
fondément modifiée par 1'introduction di champ du pion. D'autre

“part la brisure de la symétrie chirale dans le vide physique et
le confinement des quarks ne sont probablement que des manifes-
tations de 1la matiere hadronique & basse température et (peut-
8tre) a basse pression. Certains calculs en QCD /137 semblent en
effet indiquer qu'a mesure que 1a température

stélave, le confinement des quarks cesse et 1a symmétrie
chirale est restaurée. Un des buts des lagrangiens effectifs qui
introduisent le degré de liberté pionique est d'explorer ces
états excités de 1a matigre hadronique. Enrun premier temps on

est bien obligé de leur demander une description raisonnable des
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hadrons dont on connait si bien les propriétés. Mais on n‘exige
pas encore des différents modeles, issus des lagrangiens effec-
tifs, de rivaliser dans 1a précision avec laquelle jils reprodui-
sent les données spectroscopiques d'autant moins que leurs do-
maines de validité restent encore 2 définir.

Précisons notre notation. Nous travaillons avec la métri-
que et les définitions des matrices de Dirac de Itzyksdn et
Zuber /14/ (les mémes que <celles de Drell et Bjorken). Nous

écrirons :

(30) () = 5 Qo) (30)

o °
3 - — - — r 4 1 » a
¢ ot 2 ox* - (X1, Xa)%3)

[

¥ 9. = rpa- 2.¥ (1.1)

Nous sommons toujours les indices répétés. Les vecteurs d'espa-

ce seront notés r, ¥V, ¥ ,... . Les isovecteurs seront notés
- - - T -
T, ... et les quadrivecteurs chiraux seront notés
— ->

P = (0", mw). Les produits scalaires des isovecteurs et

des quadrivecteurs chirals s'écriront :

- 3
T.h= %= 5 °°w"

aR=1

— -— - -l
.9 = o c, + W, . T, (1.2)

Nous adoptons 1a notation habituelle des spineurs de Dirac
\YU:) pour représenter un vecteur (spineur) dont les composantes
sont \Psc (£) o s = 1,2,3,4 sont tles indices sur lesquels
agissent les matrices de Dirac Z;u et ol sont les indices

d'isospin sur lesquels agissent les matrices de Pauli . Nous

utiliserons de méme des contractions incompietes {x 1 A) pour
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désigner un vecteur dont les composantes sont {YroT \ AD

Dans cette notation, on a par exemple:

t t
Y (r)p Vo) = g g L[’“(f) 3 - ‘Ps,t (r)

(MOIBLTIND = J D ixirstif. <rsTin> (1.3)

LY 2
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2. LAGRANGIEN D'UN SYSTEME DE QUARKS EN INTERACTION AVEC UN
CHAMP CHIRAL

Un systéme de fermions (quarks), représentés par un

spineur de Dirac 4’ et en interaction avec un champ chiral réel
- .

(o, W) est décrit par le modele < non-linéaire /1/. La '

densité de lagrangien s'écrit

- ->
I =V [ike d"a,.-g(cuws?r-t)]kl.’

, > > -
+ (aﬂﬁ')(a"o') PR (a/,.'ﬂ').(ar-rr) - £ch w5
2+c ke
(2.1)

fa notation est définie dans la section 1. La Ffonction

2 T2 . -
£[G'+-Tf ) sera précisée ultérieurement et g est une
constante de couplage, sans dimension, entre les quarks et le

champ chiral. Les champs@g%)ont la dimension d'une énergie et Y a

. . f ~3/2 .
fa dimension m . Au lieu de poser fi = ¢ = 1 nous

travaillerons avec des champs et des coordonnées sans dimension

et définfes ainsi

/ <. ) a ’ ’ 2 ’
¥ = .j__ff_' 'f_‘: %____"'t 8/,5": Bg-—Ya
ke +
3/2 -
ke -
V= ( b ) J c'= & m
3% %o %
3
g’ z (he) | (
2 4 . 2.2
(49 ) )
Dans ces définitions, O est une constante que nous

interpréterons (section %) comme 1la valeur classique du champ &

dans le vide physique et qui a donc 1a dimension d'une énergie.




A 1'aide des quantités sans dimension (2.2), [l'action peut

s'écrire ainsi

_ .-I“. - drjatl / ? ""-‘?},.-

[ = (dedt Lb,0,T, ) b (drat’ X (Ve W) g
)

oit Y’ est un lagrangien sans dimension égal 2

v e W [.:*d"a,.-(owcﬁs?r.{:’)]‘l’

-> > -2
+os [l(a a)fer+ = (2 Tty - £k J]
gt L 2 vl (24)
Dans 1'équation (2.3), ainsi que dans celles qui suivent, nous

dans nos expressions sont les quantités primées, définis dans
les équations (2.2). Les énergies ainst obtenues seront
exprimées en unités de 99, et les distances en unités. de

hc/gqiqui sera identifié a la longueur de compton du quark dans
le vide physique. On remarquera 1'absence de o, dans 1a densité
de lagrangien (2.4). Le choix de o, pourra ainsi etre déterminé
soit en ajustant une énergie (qui est proportionnelie aoy b
soit en ajustant une fonqueur {qui est inversement
' proportionne1le a o, ). On remarquera également que 18 constante
de couplage 9 n'apparaft pas dans le terme fermionique (le
premier terme) du lagrangien (2.4). La dynamique des quarks est
donc entiérement déterminée par 1a forme {dans 1'espace et le
temps) du champ chiral (s'fg y. En augmentant (ou en diminuant)

la constante de «couplage g on peut diminuer (ou augmenter) la

contribution a 1'énergie du champ chiral.
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EXERCISE
E2.1 : Montrer qu'il existe une loi d'échelle qui permet
d'augmenter 1'énergie du systéme (en variant o, ) et de dimi-

nuer, en méme temps et en proportion, sa taille.
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3, QUANTIFICATION DU CHAMP DES QUARKS

I1 y a une disymmétrie entre la dynamique des fermions et
celle des bosons. En effet, i1 existe wune approximation
classique non triviale des champs bosoniques (ici, Te champ
chiral) alors que )'approximation classique du champ de fermions
donne, en général \P= O et élimine les fermions du probieme. A
1'ordre le plus bas les fermions apparaissent donc comme une
fluctuation quantique, clest-a-dire qu'ii faub quantifier les
champs des fermions. Dans cette section nous étudierons le
systeme dans 1'approximation (dite d'une boucle fermion) ol le
champ des quarks est quantifié tandis que le champ chiral est
classique. Nous ne savons pas si cette approximation (la
premiére qui soit non triviale) est justifiée ou si, par
exemple, i1 ne serait pas préférable de quantifier 3 la fois les
bosons et les fermions et de travailler a 1' approx1mat10n d'une
boucle fermion et boson.

Soit qgt(!j,t Y} Je champ du quark 3 unm instant t. Le champ
peut-&tre considéré comme une variable dynamique dont e moment
conjugué est

o’
0 ¢gtfc,t)

La régle canonique de quantification exige qu'a temps égéux,‘P

= LW (r,t) (3.1)

et \V+ obéissent aux regles d'anticommutation (propres aux

fermions)

[l¢gt(r' ), \P (et )]

K<rstlris’t’>

s 8i Spgr S(r-x’)  (3.2)
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La densité d'hami]tonien s'écrit alors:
o X’ . y
= Yo tr,t) - X (3.3)
3y, (r,t)

ce qui donne, explicitement :

= V] LT, (Gw-c?(;“'-t)]‘,)

\ i L > L > .2 z D=
" g [ 50eo)s £ @FYs Ligels g g™+ £ ot 1
L'expression (3.4) représente 1'hamiltonien du systéme dans
1'approximation ol seul le champ des quarks est quantifié. I1

peut-8tre diagonalisé en résolvant 1le probléme aux valeurs

propres : <.V -yﬁ:%) -
+ +-P(0"+L L (CIXND = €,K¥x1X2D

CAMAD> = 4 (3.5)

qui est 1'équation de Dirac d'une particule couplée & un champ

*
chiral (0, W) extérieur. Les ¢&tats propres IXD>  seront

appelés les_ orbites_des gquarks. Soit D> le déterminant de

Slater construit & partir des orbites d'énergie négative.

Nous 1'écrivons ;

+ + N
II)).-.;E(O a, 10> , a,lod>=0, <ola =0, Lolo>=l (364
ol a: est 1'opérateur qui crée un quark dans 1'orbite {2
P o(ry = 2 O, <AITSTD [a,,a, ] =<ans
ST Y
= Ban (3.71)

Noter la différence entre <C€S5T I N> dans (3.7) qui est un
nombre et <{TIX>dans (3.5) qui est un vecteur (un spineur) dont
les composantes sont £LrstlXy.

L'énergie de 1'état fondamental de 1'hamiltonfen (3.4) est

égale a
! | z ™ \> 2 2
E = ) €y + = gcl_r_‘ [E(Y‘-""J’fz(?") + fiohsm )]
Ao gz '

(3.9)
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Si le systéme se composailt de plusieurs quarks(de valence)
occupant des orbitres d'énergie positive, comme cela se produit
dans les modéles de sac, 11 faudrait ajouter a 1'expression
(3.8) la somme des énergies de ces orbites de valence.
L'expression (3.8) représente 1'énergie du systeme calculé a
1'approximation d'une boucle fermion.

A 1'équilibre, le champ chiral est jndépendant du temps et
1'énergie est stationnaire par rapport aux variations du champ
chiral (0”,'_“"). Gn a donc :

-~ o) + I+
26(Yr)
of

BRAR ST ER + 9 <gtmy =0 . (3.9)
DdMWrer) :

+ g" <’g’(r)>' = O

ol 1les termes de source <¢> sont déterminés par les orbites des

quarks :
5
(elryy = — ) e = Jo4xry parind
So(ry Heo *<o
= (p1 Py oy IDS
<§“(r))= ..._3._-—- Ze,_ =Z<)\i[)ﬂ{52‘$ta<[\)\)
S'ﬂ'q([) Ao Ao
= (D Wer)y ¥ TP IDD (3.10)

L'ensemble des équations (3.9), (3.9) et (3.10) nous permet de
catculer, pour une constante de couplage donnée, les orbites des
quarks et le champ chiral du systeme en équilibre, c'est-a-dire

dans un état stationnaire. On distingue deux types de solution .




13

L'une, dans Tlaquelle les champs G et ?F ne dépendent pas de r
et dans Jaquelle les orbites IMY> des quarks sont des ondes
planes, est invariante par translation et décrit le vide
physique (section 5). Mais d'autres solutions  existent,
auxquetles on attache souvent le nom de soliton dans lesquelles
les champs O et i? ne sont pas invariants par translation et ou
certaines orbites des quafks, prégs de 1la surface de Fermi,
peuvent &tre des orbites 1iées. Le nucléon en est un exemple.
Dans ce cours nous n'étudions que les cas olt les champs ne
différent de leur. valeur constante du vide physique que

Ce sont évidemment 1Jes conditions aux limites (que nous
n'avons pas encore précisées) qui déterminent le systeéme qu'on
veut étudier. Le comportement des champs & 1'infini sera précisé
dans la section 5 o0 nous construirons fe vide physique. Leur
comportement & 1'origine sera déterminé par les équations de
mouvement et par 1'exigence que 1'énergie soit une quantité
finfe.

On peut définir un lagrangien effectif Lfir a
1'approximation d'une boucle fermions (d'ol 1'indice 1F) a
.partir duquel on peut, au besoin, quantifier 2 son tour'le champ
chiral afin de travailler a | 'approximation d'une boucle fermion
et boson. Pour cela nous construisons 1'action effective

T, = & S"“: L"“_ () (3.1)
ol le lagrangien effectif (:iF (+) est défini  par

1'expression

L'er (&)

<DL £ -HIDD>

T oantid - LI p(owid W) IN

Ao +

n

+ -é;_ jd_l_' { 5':(6!.‘0'}(6"&) + ?:'- (6ﬁ%)(3"g)“f(02«-1¢2)§

(2.22)
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pans 1'expression (3.12) les orbites [)\)> et les champs 0~ ¢t ;;
dépendent du temps. Le prime sur L' indique dque nous
travaillons avec les quantités sans dimension (2.2}.

Dans la mesure ol les orbites des quarks sont considérées
comme des fonctionnelles du champ  chiral (cr)%% y , e
lagrangien effectif (3.12) peut-étre considéré comme une
fonctionnelle du seul champ chiral. Ce méme lagrangien peut-étre
obtenu en écrivant 1'intégrale de Feynman et en intégrant les
champs de fermion. La possibiliteé de décrire un systeme de
quarks (qu'ils soient en nombre pair ou impair), 2 1'aide d'une
fonctionnelle du seul champ chiral, est exploitée par la théorie
de Skyrme (section ®). Mais dans cette théorie, le lagrangien
effectif, gquoigue apparenté au lagrangien (3.12), ne s'jdentifie
pas a tui.

EXERCICES

E3.1 : Quantifier e champ des quarks 3 partir du
lagrangien (2.1) et montrer que le champ conjugué a‘P est iﬁ‘PT
Vérifier que * s'élimine de la rég1e'de quantification du champ

de fermions :

- 1. i > ra L
[‘{f“(\;,{),&h\lﬂs,f tr_,{;)-_L - thcrscir’s’td

£3.2 : On considére le tagrangien
— -2
;(:\P[[Bﬂ‘d#-%(o'-e—i?f:ﬂ.t)]\-l}

Etudier les solutions classiques des équations de mouvement du

champ (de fermions). Montrer qu'une solution stationnaire

classique non triviale ( W #Cl) n'existe que si 1'hamiltonien &




15
un ¢orps :

7 . > -y
hs =7 4+ gp(eri¥dT.T)
_ i _
admet une valeur propre nulle et que dans ce cas le nombre de

particules Sd[‘?+‘y est indéterming.

£3.3 : On -considere 1'hamiltonien h= P‘ = + Y oll
Lpe,x=-1 et ol y commute avec x et P,. Montrer'qué
les vecteurs propres de h sont In,y> avec n =0,1,2,... et

roy - - ? . :
<n3I“3 > S,,,,' Sha Ylet que les valeurs propres sont n+i+.a .

On dit que y est une variable classique du systeme.

£3.4 : On considére 1'hamiltonien quadratique de fermions

+ t
2. 4 hy ay [a:,a; 1,
e

Soient 1A) les états propres normalisés de h. Montrer que

H = ;e,\ qfaA olt €,  est une valeur propre de h et

,
G.: = z Q;+(£l>s> .

Montrer éue 1'¢tat_fondame

tal de H est te déterminant de Slater

|=

o

composé des seules orbites d'énergie négative (e, ¢o0). Montrer
qu'on peut contr ﬁler le nombre d'orbites dans 1'état fondamental
‘en travaillant avec 1'hamiitonien H-unN et en ajustant I (N
est 1'opérateur nombre de particules N = 2:qfq5) . Montrer
que 1'invariance relativiste exige quei}z: o pour des

particules de Dirac.
E3.5 : Ecrire les équations de mouvement pour les champs
et T et pour les orbites N>, qui viennent de 1a variation de

1'action définie par les équations (3.11) et (3.12).

£3.6 : Etudier les raisons pour lesquelles 1a partie
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bosonique de 1'hamiltonien (3.4) contient des dérivées Ppar
rapport au temps tandis que la partie fermionique n'en contient
pas. pourquoi est-ce que le 1agrangien-de bosons est quadratique
dans les dérivées par rapport au temps tandis que celui des
fermions est linéaire 7 Le champ de fermions peut-il etre réel ?
Peut-on définir un champ chiral complexe pour lequel 1€
lagrangien serait linéaire dans les dérivées par rapﬁort au
temps ? (voir Bjorken and Drell, Relativistic_ﬂuantum Mechanics,

page 199).




4. L'INVARIANCE CHIRALE

Pour discuter les invariances du lagrangien (2.1) i1 est

commode d'utiliser wune notation qui se réveélera commode dans
T'étude du skyrmion (section 8). A partir du champ chiral on

peut construire la matrice (ou 1'opérateur)

U=04+0Y 7.0 Ut=c-cy, 7.7
uut = Utu = o2 v (4.1)

Il est facile de vérifier que

(30) (3TUT) = (duo)(dfe) + (37> (aFF) (4.2)
Le lagrangien (2.4) peut donc s'écrire .

X' Wit ov e Lot - feooty T a3
Le second terme du Tagrgigien {4.3) est, & proprement parier,

une matrice. Cependant les équations {4.1) et (4.2) montrent que

ce terme est un muitivle de 1a matrice unité et i1 en sera de
méme dans les résultats qui suivent. Il est habituel de
transformer les matrices, telles que le second terme de (4.3),

en nombres, en prenant la frace sur les matrices ¥ et sur les

e e e e

matrices © . Mais pour des termes, qui ne sont que des multiples
de Ta matrice unité, cela revient a multiplier par la trace de

T'unite, qui vaut 4x2 = 8 dans notre cas. Nous omettons dans la

T

suite d'écrire la trace. On remarquera enfin que la matrice X}

s'élimine entidrement du second terme du lagrangien (4.3).

On distingue deux transformations globales qui lafssent
invariant te lagrangien (4.3). Elles peuvent-&tre représentées
par les opérateurs unitaires

.5 c ¥ S
A =¢ et B = e (4.4)

ou 5 est un opérateur hermétique, qui ne dépend ni de 1la
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position ni du temps et qui commute avec les matrices de Dirac Y.

Pour les transformations de type A, les <champs S¢€

transforment ainsi

V5 AY ARSRUAN S (V>¥A")
U — AUA-‘ (4.5)

11 est +trivial de vérifier que ta transformation des champs
(4.5) laisse le lagrangien (4.3) invariant. Un exemple d'une
telle transformation est fournie par la rotation d'isospin qui
est générée par 1'opérateur :
e s
L ol.T /2
A = ¢ (4.6)

-3 -
ol 1'isovecteur &« définit la rotation. En effet T/2 est le
générateur des rotations d'isospin des quarks, de sorte que
¢-+ A‘P est une rotation d'isospin. Pour vérifier que
-’.

U-pAL)A" est bien  une rotation de 1'isovecteur ™

o
calculons, pour/{rés petit :

- ;3. L > (LT )
AUA = (|+ T-}---')(G"J-\,US.TT.II)U- 'y
. - - e
= 6+ L¥W.T - E? [ o?_1;) ™. T ] b
2
. > > > -4 -
e G F LB T - (BT . (XxT )+ (4.F)

La transformation ({(4.7) laisse donc e champ scalaire invarfant
- - -
et transforme T —» T oo x ™ 11 s'agit bien d'une rotation

d'isospin.

Pour les transformations de type B, 1les champs se€
transforment ainsi :
Y o BY yt L y'e’ (P> VB)

1

U —» 37’ U B (4.3)
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On vérifie que cette transformation laisse le lagrangien (4.3)
invariant. Noter bien 1la différence entre les transformations
(4.5) et (4.8). Elle est doe a 1a présence de ¥g dans
1'opérateur B. Les transformations de type B sont appelés des
transformations chirales. Un exemple d'une telle transformation

est 1a rotation chirale définie par 1'opérateur
- - ¥
Lxg .- T /2
B = ¢ (4.9)

1'analogue chiral de (4.6). Si on décompose le spineur ?’en ses

composantes droite-gauche :

|+—b’;— f“j
A > W, + _._2_.‘ Y, (4.io)

on vérifie que, dans la transformation chirale VY~ B 4’, les
composantes droite et gauche de ‘P subissent des rotations

d'isospin opposées :
-»> - e
L. T/2 -r=-T/2

Jy, » e V% Y o e Y, (a)

b} ) >

alors que dans 1la rotation d'isospin (4.6) elles subissent la
méme rotation.
Pour déterminer 1a rotation chirale du champ U calculons,

-’
pour « trés petit :
> >

- -1
BUB = (1- 0¥ LR
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, -
de sorte que les champs G et M se transforment ainsi

- - o 4 -> -¥
C» 0+ .1 " - W~ &0 (4.v3)

-
e champ O et le champ 1.

la rotation chirale mélange donc |
car elle est

L'invariance chirale est importante

spontanément brisee dans le vide physique, comme é&n témoigne la

masse quasi-nulle du pion.

EXERCICES

£E4.1
20kl = b.(Exd) .. (axk)
ax (bxec) L (2Cye - (B
Ok (bxe )+ Ex(gx;)-t-gx(a.’xg)ao
(& xb ) (T by = otk - (a.b)
(SxB) . (Exd) = 2 [ By cixd)]
2D - @A
(c-:x_l_-:)x (gxc?) = [d’(gxa—,)]g-[a’-’ (ng)—J
(a.2)(bT) = 2T, T @axb)
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E4.2 : Vérifier que, dans les transformations (4.5) et

(4.8),%e second terme du lagrangien (4.3) reste un multiple de

la matrice unité.

£E4.3 : Vérifier que les générateurs des rotations chirales

ont les mémes nombres quantiques que les pions.
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5. LE VIDE PHYSIQUE

Quelque soient les QOOts que Pascal att cru bon lui
attribuer, 1'univers se COmMpose essentiellement du vide, que
nous appellerons le vide physique, pour le distinguer des vides
de divers opérateurs de destruction qu'on pourrait-gtre amené a
définir. Les particules, noyaux et atomes sont des systemes qui
ne perturbent que localement 1le vide physique et on ne mesure
jamais que des écarts du vide physique. Ce n'est qu'au centre
des étoiles (& neutrons par exemple) qu'on pense trouver e vide
physique perturbé suUr une échelle macroscopique. C'est
parcequ'une symmétrie du lagrangien (la symétrie chirale) est
brisée dans le vide physique, que nous devons le construire
explicitement. Ceci est vrai tant pour les lagrangiens effectifs
tels que (2.1) que pour le‘lagrangien de la QCD. Mais le travail
est infinimément plus simple avec le lagrangien effectif (2.1)
parceque la brisure spontanée de la symétrie chirale est obtenue
par un <choix approprié de la fonction -£(<TZ+ZE2') qui trouve
1a sa raison d'é@tre. On pense, par ajlleurs, qu'a haute
température et (ou 7} haute pr~ssion, c'est-a-dire dans les
conditions ou se serait trouve 1'univers aux temps reculés, le
.vide physique aurait eu les mames symmétries que son lagrangien
et que certaines des symmétries se seraient spontanément brisées
au cours de son refroidissement et de son expansion.

A 1'approximation d'une boucle fermions {section 3), Te
vide physique peut-€tre construit 2a partir de ja solution
stationnaire et 1gg§[iggtg»;g§[;§[§n§1§§ign des équations (3.95)

et (3.9). Dans une telle solution

c(r) = & (indépendant de r)i(e, o) =0
-» - —
TW(r) = X (indépendant de r): QF i) =8 (5. 1)

Les orbites des quarks sont déterminées par 1'équation de Dirac
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(3.5) que nous écrirons & I'aide de 1a matrice U, definie en
(4.1) :
% . v
hix> = e, 1x)> h= = +p8U (s.3)
4.

Nous écrirons 13 matrice U dans 1§'E9rme :

i t¥.6.T
Uz c+i¥d,m.T = Pe °
ol
S Py
. |
$? = %y T2 & =  cos O Tr:tp.é_s.:ne (5.4)

On appelle E) 1'angte <chiral (du champ chiral). Considérons la
rotation chirale, de type (4.9), définie par 1'opérateur unitai-

re

o I

-
¥ B.T /2
B = € (5.5}

T T o e

Cette rotation chirate transforme 1'hamiltonien (5.2) des quarks

en :

Bh B = 8({—'*?+F,U)B*I= QETZ?+PLP (5.6)

L L

Nous voyons qu'une rotation chirate transforme |'hamiltonien des E|
quarks en un hamiltonien de particules libres de masse égale a Q’
{en unités de go;,/cz selon nos définitions 2.4). La rotation
chirale, générée par T1'opérateur (5.5), Jlaisse invariant le
lagrangien et 1'hamiltonien (et donc |'énergie) du systéme. Il
est fmportant de noter que cela n'est vrai que pour une solution
stationnaire et invariante par translation, telle gque B commute

avec les gradients qui apparaissent dans 1'hamiltonien.

et ety e T L

Les états propres de 1'hamiltonien (5.6) sont les ondes !i
planes .bien connues de Dirac, que nous écrivons |RcowT > é
".
of.V Vi }
( %ﬁ-+g@)<t\&@t>=&3 2, (TikCoT >
] o

; . )
(kown Ikaow'n ) = §

/ )
kls "o’ "2z’ Ty
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ol E et ¢ =%1/2 dénotent 1'impulsion et 1a projection du spin
du qﬁark, ot of = % 1/2 distingue les orbites d'énergie positive
et négative et ol T désigne les autres nombres quantiques
(isospin, couleur, étrangeté,...). L'énergie e, de 1'orbite est

éga1e a:

e, = Jk+ @2 '- (s5.8)
L*'énergie (3.8) de 1'état fondamental s'écrit, pour la solution

fnvariante par translation :

E=ov X JEqt+ 2047 (s-9)
k 9*

ol Y est la dégénérescence des orbites :
M= 2 (spin) x 2 (isospin) « 3 (couleur) x ... (5.10)
et ou LL est le (grand) volume d'intégration. On voi£ que 1'é-
nergie n'est qu'une  fonction . de tp% et qu'elle est
donc indépendante des angles chiraux 6.. Nous reviendrons sur
cette dégénérescence.
_ Dans le vide physique,‘fﬁ prendra la valeur qui minimise
)iénergie (5.9) et cette valeur dépend de 1a fonction £(W@?)
que noﬁs choisirons plus bas de manigre a briser la symmétrie
ichira]e. Mais auparavant nous devons nous soucier de ce que
1'énergie des quarks (premier terme de 5.9) soit infinie. Que
1'énergie du vide physique par unité de volume soit infinie
n‘est pas génant en soi parceque nous ne mesurons que des
variations de 1'énergie du vide. Ce qui, par contre, est gé&nant
dans 1'expression (5.9}, ctest que méme la différence entre les
énergies (par unité de volume), calculées pour deux valeurs
differentes de W2, soit infinie. On se heurte 13 & une
difficulté typique de la théorie des champs et qui apparaft des

1'approximation d'une  boucle. On 1a résoud (disons qu'on
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1tévite) par un processus renormalisation qui, dans ce cas
particulierement simple, peut-étre résolu analytiquement.

7 Pour cela prenons comme énergie de référence 1'énergie E
obtenue pour 1a valeur W= 1 .
E o= .y V4 + 2= B(w%4) (5.W)
° K 3
Considérons le développement de yk*+ #* autour de la valeur
('?1'-'1:

r 3 z 3
p b w-t)
VK Wt :\/k‘a-i + -(;9——'- . @ D + ¢ + - (5-12)

€, ge? 16 €5
ol nous avons posé

€k= sz-i'i

qu'on prendra soin de ne pas confondre avec €, défini en

(s.13)

(5.8). En substituant ce développement dans {5.9) 1'énergie du

vide physique s'écrit :

z ! (@El)l A
E((P’)=Eo*"(f~2-§€:+"“'g—“kzgka
Ly (@1 L

AT

(§.14)

Lorsqu'on remplace les sommes sur les impulsions par des

y o ms fdk
w (21}

-

intégra]es :
(5.15)

on trouve que Tles deux premiers termes de (5.14) donnent des
intégrales divergentes alors qu'a partir du troisigme terme les
intégrales convergent., Supposons maintenant que la fonction

2
f( Ly ) ait une forme polynomiale que nous écrirons :

R B (9 A) = an (9T + a, (050 a, (@) 4.
(5.16)
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On voit que les deux sommes infinfes de 1'énergie (5.14) peuvent

etre incluses dans 1les coefficients a, et a, du développement

{(5.16). Modifions donc les coefficients de 1a maniére syjvante :

}
a, =+ @, + = _

T 2 [

2 i (k)"
» 5 2t
Q, »+ Gu - 3 >/

* " g 4 (ki D R (5.13)
On voit aqu'ils sont renormalisés par une quantité, infinie cer-
tes, mais indépendante de W% 11 est important que seuls les
coefficients Q, et a, soient renormalisés parce-que, si le

4
polyndme -#(tvz) contenait des puissances plus élevées que -‘?
e lagrangten (3.12) cesserait d'étre renormalisable des

1'approximation d'une boucle boson.

La modification (5.17) des coefficients Q, et Ay

élimine les divergences qui apparaissent dans 1'expression

(5.14) de 1'énergie. On obtient ainsi 1'énergie renormalisée :

E(*) - E(W=1) = -)?Z\/kIJ—(P’“ + V Z vkl
L L

(=1 I et |
Y2 % (k%)™ g f- (ko 102>
a ,
3 [o, (% 1) + y (@507 1 (5.18)

Les termes de 1la deuxieme ligne de (5.18) sont souvent appelés

des contretermes qui assyrent la convergence de 1'énergie sans

s
toutefois modifier la forme de sa dépendance €n @ . Les sommes

{5.18) peuvent-étre calculées analytiquement. Imaginons qué nous
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limitions les sommes sur les impulsions a un cut-off k g A

Cela revient 2 remplacer dans {(5.18)

Z —- == jénrk. dk (s.13)
b

(zw)

T ———— e =

Fa
2 2 P2 .
Les intégrales du type jﬂ¢dk (k1) sont citées dans les
-]
tables. On peut ainsi calculer I'énergie (5.18) pour un cut-off
donné A et prendre la limite A-» e de 1a somme des termes

{nous recommandons fortement ce calcul). Le calcul est

é1émentaire et i1 donne 1'expression :

E(@*) - E(W*=1) = -vﬂ. [ “PL'QQL? (ce‘?.n)(l-?;te’")}

32
(o2 , 2
+ — [ql(w?;]} + Ci,_, (Cp?‘l) + - ] (5-20)
3 '
Choisissons la Fonction £{%*) de
A
maniere a ce qu'elle ait un minimum au point P - 1
. K 2 2 ( )
Fret) = Z e~ .24 L

¢e qui est bien un polyndme de deare 4. Dans ce cas le membre &ﬂ

z, )
droit de 1'équation (5.20) présente un minimum au point @ = (i

et i1 peut donc représenter V'énergie du vide physique en fonc-

tion de W'z o’ TT Nous écrirons -
EL@*] = -5 £ [ m_g}" (=1)(1-3%") ]
2T — )

e 10

g | (5.23)

Cette écriture revient 3 annuler 1'énerqgie de référence (5.11)

+ LR et )y’
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et 2 1'identifier & 1'énergie du vide physique.

2
L'énergie (5.23) présente un minimum au point @ =1":

2 dE 2
E(Q:]):O) = O ClE

c;Eb 2 =0, —. = 535
= d(pa

T %z

te premier terme de {5.23) peut—etre'considéré comme la contri-

(S.24)

bution des quarks dans la mer de fermi a 1'énergie du vide :

E. = - Ll [Wt q,z.+ wz_l)(l..aqﬂ)] (5.25)
27m? |G 32

Les quarks ne contribuent ainsi en rien 3 1'énergie du vide phy-
sique au voisinage du point (PL= 1. On vérifie en effet
que :

dEr cle'F
: = 0, —_
3@ l(-("?'zl 4¢° iy

E.(0-1)= 0, = o6 (5.26)

Mais le lecteur attentif aura sans doute remarqué 1a part d'ar-
bitraire qu'il y a a séparer les contributions respectives des
quarks et du champ chiral a }-énergie du vide. En effet, nous
avons éliminé les deux termes divergents du développement (5.14)
.de 1a contribution des quarks afin de les inclure completement
dans les coefficients @& et @&y du développement de 1la
fonction f, Mais nous aurions aussi bien pu reﬁplacer chacune de
ces sommes infinies par un nombre fini et arbitraire, et
reléguer les différences infinies correspondantes dans les
termes &, et Q, . En d'autres mots, les contributions
respectives des dquarks et du champ chiral aux coefficients a,
et a, restent indéterminées et arbitraires dans cette
‘théorte. Le choix particulier que nous avons fait pour les

séparer est exprimé par . ce qu'on appelle des conditions_de
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renormalisation et qui trouvent leur expression dans les
équations (5.26). Dans notre cas, le fait d'avoir inclus, dans
la fonction () , les deux premiers termes du développement
de 1'énergie des quarks en puissances de (Y*=1) fait que le
comportement de 1'énergie du vide au voisinage du point (?z= 1
est entigrement régi par la fonction £(®W%*). C'est
commode; cependant nous aurions pu décider que les quarks
ne contribuent pas a 1'énergie au voisinage du point'fto. Gans
ce cas le premier terme de (5.23) aurait été modifié par un
polyndéme de degre 4 en(f{ Pour comparer les résultats de deux
calculs i1 est important d'en précfser 1les conditions de
renormalisation.

Avec le  <choix (5.21) de 1la fonction ¥((Pz)
l'énergie peut-8tre représentée en fonction de P et de (la
valeur absolue de) 1'angle chiral 6 par une surface en forme de
chapeau mexicain (ou de fond de bouteille, d'autres y voient un

kuglupf alsacien)

(5.23)

L'énergie ne dépend pas de l'angle chiralfet le vide est donc

dégénéré le long du cercle chiral défini par 1'équation
7 2
W= ¢+ T o= 4 (5.28)
On passe d'un point de «ce cercle & un autre par une rotation

chirale. Bien qu'on puisse représenter le vide par un queiconque

des points sur le cercle chiral, i1 est évidemment plus simple
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de choisir le point B =0 :
o= '-t-’\'.-. O (vide physique, champs sans dimension) (5.-29)
En unités dimensionnées (voir 2.2) te vide physique est carac-
térisé par les valeurs classiques suivantes du champ
chiral

G = G, -F‘-’ = O (S.30)
11 est diffictle de déterminer 13 courbe (5.27) expérimentale-
ment et 1les calculs en QCD n'en sont pas encore la. Donc on ne
peut que identifier le paramdtre o, du lagrangien (2.1) a la
valeur classique du champ scalaire dans le vide. Cependant on
peut aussi calculer le temps de vie du pion (T°%+ 28) 2
partir du lagrangien (2.1). Ceta permet de déterminer une valeur o, =
93 MeV, indépendamment des autres paramgtres du lagrangien.

Le fait que 1le vide physique se réalise sur le cercle
chiral @=1 et non au point ¥ =0 est 1'expression de la
brisure spontanée de 1la symétrie chirale dans le vide. Il est
bien entendu que nous n'avons Ppas expliqué cette brisure de
symmétrie puisque nous avons choisi la fonction (%) de
maniérg 3 ce qu'elte ait lieu.

Lorsqu'on calcule les vibrations du vide physique autour
"de son état d'équifibre, on trouve un mode de vibration sans
force de rappe! et dont la trajectoire est le long du cercle
chiral. Un tel mode, do a la brisure de symmétrie, porte le nom
de boson de Go1dst6ne et i1 représente une particule de masse
nulle. I1 a les mémes nombres quantiques que les générateurs de
la symmétrie brisée. UDans notre cas ot la symmétrie brisee est
une rotation chirale représentée par 1'opérateur (4.9) i1 a les
mé&mes nombres quantigues que le pion :-isovecteur et pseudosca-
laire. Le lagrangien (2.1) prévoit un pion de masse nulle. Sa

faible masse de " 156 MeV peut-étre obtenue en ajoutant une
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faible perturbation de 1a forme c G qul  brise Tlégerement
I'invariance chirale du lagrangien {(voir la discussion pages 549-
555 dans Itzykson et Zuber),

EXERCICES

E5.1 : Montrer que les équations (3.5) et (3.9) admettent
une solution invariante par translation de la forme {5.1) et

(5.7).

e

ES.2 : Tracer la courbe de 1'énergie (5.23) en fonction de

-
@ pour différentes valeurs de k:/g" . Montrer qu'elle n'a
qu'un minimum local au point W = 1 (la contribution des

fluctuations quantiques du champ chiral, dits effets 3 une

boucle boson, peut stabiliser le vide pour Yipeo ),

Ao /
£5.3 On définit IP()\)--.- S‘xzclx(l-l»ﬁt.‘).?z

L]

Montre que (veir Gradstern p. 86 )

I, (A) = ;; [Sf“:q“..x:]{:” E'-[Q.A“a- 2 3%, 932A+;-:] +G(;';)

Loo s 3 [EEE] i [y ] e 00k

T,0) = x- tanha ~~ Qg-ZA-I + O ( i»)

Moo

3 |
I__ { A = = tan h A ot
s (X)) = 3 O

3 1 L3 3_‘

I._;()«) :31""0!\"\1-"5*‘4&'1'*;':;0 15

avec A= Sinh o T = -Qg [lﬁ-Ver"]




32
Utiliser les intégrales ci-dessus pour étudier 1a maniére dont
1'énergie (5.18) dépend du cut-off keA- Tracer la courbe
de 1'énergie (5.18) en fonction du cut-off pour ¢ = 9.5 et

W =-1s5 {belle occasion pour programmer votre HP 11C).
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6. LE SAC_DE MIT

Deux modeles du nucléon rivalisent par leur simplicité et
ont été par conséquent tres développés. I1s donnent des descri-
ptions différentes du hadron. I]is'agit du modéle du sac de MIT
/81 et du skyrmion /3/. Nous les décrivens dans cette cette
section et dans 13 section 8. Dans le modele du sac de MIT, les
trois quarks qui composent le nucléon creusent dans le vide
physique une petite cavité (1e sac) ou ils se propagent
librement avec une masse nulle. Dans cette cavité 1a symmétrie
chirale est restaurée. Lles quarks ne peuvent quitter la cavité
car, dans le vide physique, iis acquierent une masse infinie.
Nous verrons que dans le modele de Skyrme, la symmétrie chirale
est partout brisée et, ce qui distinguera les régions
intérieures et extérieures du nucléon, ce sera 1'angle chiral
qui passera continuement de 6 a T a mesure qu'on péndtre Je
nucléon en partant du vide physique. Dans ce modele, e
confinement, voire la présence des quarks, ne seront pas
explicités. Annoncons d'avance qu'un troisieme modeéle, dit duy
sac chiral /4/ et décrit dans la section 18, a été congu pour
concilier le sac de MIT] et le skyrmion. Dans le modele duy s8¢
vchirai, le nucléon se compose d'une'cavité intérieure semblable
(quoique pluys petite} que celie du sac de MIT et entourée d'une
région extérieure décrite par le lagrangien de Skyrme.

IT existe un lagrangien effectif pour le modele du sac de
MIT (voir le soliton de T.D. Lee décrit dans la section 7) et i1
existe un autre Tagrangien pour décrire le skyrmion.
Malheureusement it n'‘existe pas actuellement de lagrangien
effectif qui soit 3 la fois invariant chiral et qui prévoie une
région intérieure dy nucléon ob la symmétrie chirale serait

restaurée, bpien que le modele du sac chiral puisse @8tre
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considéré comme un premier pas dans cette direction.

Le mod2le du sac de MIT est mieux.discuté avec les champs
et les distances dimensionnées du lagrangien (2.1) qu'avec ies
variables sans dimensions définies en (2.4) qui, elles sont plus
utiles pour la descriptipn des solitons. La réécriture des
équations avec les quantités dimensionnées est triviale et, dans
cette section, nous 1a ferons sans autre commentaire.

Le modele du sac de MIT suppose que 1a valeur classique du
champ du pion est partout nulle :

T = o (6.1)
Les quarks n'interagissent effectivement qu'avec un champ
scalaire O(f) et %0‘([‘) joue 1le rdle de masse locale des
quarks. lLes orbites des quarks sont solution de 1'équation de
Dirac (3.5)

[hc §%?+ %P01r31<51;> = €, <riix>

L

Catay = 4 (¢-2)

et la masse effective gcf'(g‘) est (dans le cas fnvariant par
rotation) supposée @&tre nulle 3 1'intérieure d'une sphere de

rayon R {qui définit le sac) et infinie 3 l'extérieur :
ﬂt %U‘(rl

9% -

/i/’,/ | (6-3)

On voit que si O, est la vateur classique du champ scalaire
dans le vide physique ( O, ~ 95 MeV voir section 5) le moddle du

du sac de MIT suppose une constante de couplage infinie

g —» oD (6 4) :1
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entre les quarks et le champ scalaire. (C‘est pour cela que les

varfables (2.4)

sans

dimensioh ne sont pas adaptées & ce mode-

~le). La paroi infinie {6.3) de 1a masse du quark impose aux or-
bites 1a condition

<‘T’\P>R = <A|r=R>(5<r=,R\}.>=o {(6.5)
A 1'intérieur du sac oi la masse %G‘ = 0O les orbites

obéissent a 1'équation :

o SN
B TP teiad = e, ¢riny r¢R
i
S Irrdirixns dr = 4 (6.6)
rR

et elles s'annulent 2 1'extérieur du sac {(r> R). Les équations
(6.5) et (6.6) permettent de calculer les orbites des quarks.
L'orbite 1a plus basse, d'énergie positive est 1'orbite Sy,

(f= ) dont la fonction d'onde (non-normalisée) s'éerit

ia}.(kr) 1o S
(T’lhﬁ’) =

-&',(l<r-){9".?)lc'> (6. %)

ol T est la projection du spin (égal, pour £ = 8, au moment

cinétique fotal) et 1'dnergie de 1'orbite est

e = hek (e-8)
La condition aux timites (6.5) est satisfaite lorsque
4o (kR) = 4, (kR) —+ kR =204 (¢.a)
L'orbite du quark a donc une énergie égale 2
e = .hc Z.04 (6.!0)

R

L'énergie du systeme (voir 3.8) composé du N quarks de valence

TR T R R e i e T T T e Frn I T s e SRR ST e

o e LT
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dans 1'orbite d'énergie (6.10) est égale a

£ - he LOAN 44w R B (6.n)
R

oy on néglige 1la contribution des orbites de la mer de Fermi
dont on ne sait, au juste, dans quelle mesure elle est comprise
dans la fonction f, c'est-a-dire, ici, dans 1a constante du sac
B.
te rayon d'équilibre est celui qui minimise 1'énergie
(6.11). Pour un nucléon composé de N = 3 quarks et d'énergie
égale a3 1 GeV on trouve un rayon d'équilibre égal a 1.61fm et
une constante du sac B = 14,3 MeVlfma. Cependant, dans la mesure
ol on peut comparer le mouvement des quarks dans le sac a celui
de particules dans un oscillateur harmonique, on doit calculer
]'énergie du systeme de N quarks en remplagant N par N-1 pour
extraire 1'énergie spurieuse du mouvement de leur centre de
masse. L'énergie d'un nucléon dont 1'énergie d'équitibre est
1 GeV, <calcule en posant N = 2 dans ta formule de masse (6.11)
donne alors un rayon d'équilibre égal 2 1.07fm et une constante
du sac B = 48 WeV/fms, valeurs proches de celles couramment
utilisés pour la spectroscopie des hadrons.
Relevons !)'image physique sousjacente au modele du sac de
MIT. Les quarks se propagent a 1'intérieur du sac, tibrement et
avec une masse nulle. Le sac délimite deux régions de |1'espace.
L'intérieur ou 14 symmétrie chirale est restauree (T=i?==6)) et
1'extérijeur, le vide physique, ol ellie est brisee (&~ %, ;;v.o)
et ol les quarks ont une Masse infinie -
On peut donc considérer le sac comme UnNE

surface qui Ssépare deux phases du vide et la constante B du sac

mesure ta différence en 1'éperqie, par_unité‘de volume, entre
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ces deux phases. D'aprés «ce mod2le, i1 en colterait au vide

environ 5@ HeVlfmﬁ pour restaurer la symmétrie chirale. .
. L] ’ .

EXERCICES
E6.1 + La condition aux limites (6.5) est égaiement satis-
faite par les deux équations j;(kR) =% a}{kR). Montrer que ces
équations donnent lés énergies des orbites S, | et Pva.
respectivement et que lé prolongement analytique des fonctions
de Bessel aux arguments négatifs donﬁe également les énergies

négatives des orbites dans la mer de Dirac.

E6.2 : Soient E, et R, 1'énergie et le rayon d'équiiibre

prévus par ta formule de masse (6.11). Montrer que

R, = 2.04 fic 4N B = 28 (hic = 197,3 MeV fm).
3E, tGWR:
£E6.3 : Montrer que, pour une'constante'B donné, le rayon
d'équilibre varie comme N 4 et que 1'énergie va-
: 3/
rie comme N 4 . Montrer que ces l1ois cessent d'étre valables

1or3que N>voliv est 1a dégénérescence {(5.10) des orbites. Montrer
"qu'un seul quark forme un sac de rayon 0,89fm et d'énergie 0,6
GeV (on prendra B = 50 MeVIf‘m3 ). Montrer que le nucléon est
11é¢ par wune énergie de 0.8 GeV par rapport 2 la fission en 3
quarks et de 8,2‘ GeV paf‘rapport 3 la fission en un sac de 2

quarks et un sac de 1 quark. Est-ce raisonnable ?
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7. LE SOLITON DE FRIEBERG ET LEE

Friedberg et Lee se sont proposés de dériver le modéle du
sac de MIT a partir d'un lagrangien effectif 15/ qui n'est autre
que le Tagrangien (2.1) ou {2.4) dans lequel on pose'"'- 9,
c'est-a-dire qu'on néglige le degré de liberteé du pion, du moins
a )'approximation classique. Le Tlagrangien effectif (2.4) se

réduit alors & 1'expression

x'=@(;g"a-o—-)\¥ v () de) - £ (o €z2.1)
a I

_L
&
Le champ scalaire est trajté ctassiquement. En outre on timite
1'espace des configurations des quarks aux orbites d'énergie
positive (donc aux seuls quarks de valence) de sorte qu'on né-
glige les effets dos aux quarks dans la mer de Dirac. Dans cette
approximation 1'énergie d'un état stationnaire ayant N quarks
dans une orbite 1AXx> d' énerq1e e est égale a (voir section 3):
E = N e, + Sclr [ )+ ?coﬂ] (3-2)
Le vide phvsique étant déF1n1, dans ce modele, par 1'absence de
quarks de valencu (N. = 0} et par 1'invariance par translation du
champ ({_70-) = @) la fonction -ftc')/%" représente 1'énergie, par
.unité de wvolume, du vide physique.r T.0. Lee <considére des

fonctions f(G ) telles que
42ic)

N

(%.3)

le vide physique étant réalisé au point G = 1.

L'orbite des quarks est déterminée par 1'équation de
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Dirac
[ 2.7 + PG(P)]<Y|*> = €,<rix)
i
{AAD> = 4 (3 4)
Le champ scalaire est déterminé par 1'équation
. of
-Yza-(v:)qr- —_ + gzg(f) =0 (1.5)

e (r)

oit 1e terme de source est déterminé par 1'orbite des quarks :

cPiryW(r)> = (%.¢)

(v)

-
——

N (kig>P<rlx>

§

A 1'infini le champ scalaire retrouve sa valeur classique dans

le vide physique, et on impose donc 1a condition aux limites :

glr)y —~ 4 (3.7)

Montrons que les équations (7.4) et (7.5) admettent une

"solution localisée dans 1'espace a condition que la constante de
couplage soit assez forte. Pour <cela nous remarquerons qu'en
peut toujours.choisir une fonction d'essai O (r) telle que 'or-

bite du quark soit une orbite liée, c'est-a-dire telle que :

2
e, <
IN suffit po

par rotation

1

4 Oie'e ) (2.8)

ur cela de choisir, pdar exemple, C (r)

(orbite

invariant

et de la forme .

AT

JEp—

...----——-*:/“"""—_'"

Ly +
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En effet, en élevant au carré 1'hamiltonfen de Dirac on s'aper-
goft, qu'ad des effets de gradient pres, 1'énergie e, est 1a
méme que celle d'une particule de Schrddinger, de masse égale A
172 dans un potentiel égal a oc*cr) . La profondeur de ce
potentiel étant fixée a1 par la condition aux 1imites (7.7) i
suffit d'augmenter suffisamment son rayon pour qu'apparaissent
des orbites 1iées, e ¢ 4. On peut alors
toujours trouver une constante de couplage g asseZ forte pour
que 1'énergie (7.2) sojt telle que :

E ¢ N (55s+£me We') (3 10)
Cette énergie est inférieure A 1'énergie de N quarks se propa-
geant librement dans le vide physique ol leur masse est égale 3
1. Les équations (7.4) et (7.95) expriment 13 stationnarité de
}'énergie par rapport aux varfations, tant des orbites des quar-
ks, que du champ & . Par conséquent, pour 1a constante de
couplage choisie de manizre a satisfaire (7.19), um meilleur
choix de la fonction G (I ) ne pourra qu'abaisser 1'énergie et
renforcer 1'inégalité (7.10). Une orbite 1iée a une fonction
d'onde qui décroft exponentiellement avec la distance. Il en
sera de méme du terme de source (7.6). Par conséquent G(r) ne
differe de sa valeur asymptotique o= 1 que dans la région
admise classiquement pour le quark, c¢'est-a-dire dans la région
ou e olr).

Une solution des équations (7.4) et (7.5), qui est
localisée dans 1'espace, porte le nom de soliton. Nous mn'avons
pas analysé sl cette dénomination (qui s'applique au mascaret
qui atteignait Rouen) est correcte ou pas et nous sufvons T.D.
Lee dans son emploi. Notre sotiton n'est ni plus ni moins unr
état 1i¢ de quarks et 11 n'est pas localisé pour d'autres

raisons.
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Précisons le rdle de la fonction f{(g). L'équation (7.18)
s'écrit de manidre plus succinte ainsi
2 34 s |
~-Ve + 2 4 %“<¢¢>=o | (3.1)
o6 |

Si nous négligeons les effets dO0s aux variations des orbites des
quarks (et donc de (WF¥P> ) on peut dire que 1'effet des quarks
sur le champ g revient 3 ajouter a la fonction f un terme

%V‘F‘P) o , linéaire enc. Lés quarks provoquent donc

la modification :

feor &> £y + @2013"/)0' g’ (3.12)

L'effet est représenté ci-dessous :

A

- SN 4
,/\&_‘/ | - (%.13)

-~ |0
- 1

On voit qu'une augmentation de la constante de couplage ¢
accentue la pente de la droite g‘c@\?> 6 et finit par faire
passer le minimum - du point T = 1 au point o = @. Le champ

o concentre sa valeur dans Jla région ob f' est minimum
(1'étalement étant dG au terme Ylﬁ“ ), de sorte que g acquiert
la forme {7.9) pour laguelle les quarks ont une masse nulle
(g6 = @) dans la région centrale du soliton, comme dans le sac
de MIT. Mais, contrairement au sac de MIT, ta région intérieure
du sotiton de T.D. Lee est séparée de 1a région extérieure par

une surface diffuse. En outre, tant que la constante de couplage
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g reste finie, les quarks peuvent se propager librement dans le
vide physique, avec une masse égale a zéro. A mesure que 1'on
. augmente la masse du quark dans le vide (en augmentant 1a
cqnstante de couplage) 1'épaisseur dé la surface se rétrécit et,
3 la limite g-» oo on retrouve le sac de MIT. La constante B du
sac est alors é&gale & f{ & = 9), ob f est la fonction
dimensionnée du lagrangien (2.1).

On notera enfin que nous avons utilisée une fonction f{CT)
gqui n'est pas symmétrique autour du point G = 8, comme
1'étajent les Ffonctions f des lagrangiens invariants chirals
(voir 5.27 par exemple)}. Si nous avions utilisé une fonction
f( cr2 ), symméirique par rapport a 1'origine, et gui présente
donc deux minima, 1'un 3 6 = i et 1'autre 3 o = -1, les quarks
de valence feraient simpiement basculer le minimum de f' du

point & = 1 au point & = -1 <comme le montre 1a figure ci-

dessous :

(3.14)

{%.15)
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et Ta densité des quarks aurait tendance A se concentrer 3 1la
surface ol a":ﬂ.; 8. A la limite g~p oo une telle solution donne Je
modele du sac du SLAC /7/. Nous retrouvons ici la diFficulté de
trouver un Tlagrangien, invariant chiral, qui donne un soliton

avec une région centrale ol Ja symmétrie chirale est restaurée.

EXERCICES

E7.1 : Montrer que si [AD> est une orbite d'énergie ey
solution de (7.4), a1ors-1?>3,.l,\) est une orbite d'énergie -g, .

Montrer que ces deux orbites ont 1a méme densité de
quarks. En déduire que le champ chiral ne peut pas modifier la

densité de quarks de la mer de Dirac.

£7.2 ¢+ On considére espace 1'équation de Birac (7.4) dans

le cas ol le champ &¢r) est invariant par rotation. Montrer

que dans ce cas les orbites peuvent se mettre sous la forme

[FE“ (r)
Hym>

¢rinlimy =
n
GEU('—) A -
i €.v im>
Y

et que les fonctions radiales F et G sont solution du probléme

aux valeurs propres

- W ¢ 1 iy - F,
s _ (3,, + qlr,__. ) ng_fﬂ = enlld‘ 2; {r)
Wy 3t » "
3 - Y -~ G G g (v Gy, (0
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oll Q)QJ =P si j=0+'% et We; * -4 s j,_Q_,-;(voir Itzykson
et Zuber pages 77-78). Ce probléme aux valeurs propres n'admet
pas des paires de solutions d'énergie opposées. Comment

concilier cela avec le résultat de 1‘'exercice précédent ?

£7.3 : Etes-vous réellement convaincu par 1'argument que
1'équation (7.18) est une condition pour que le systeme soft
1ié 2 (Ceux qui ont fait les exercices de la section précédente

le seront moins. Qu'iis essajent d'améliorer 1'argument).

£7.4 : Montrerque les équations (7.4) et (7.95) n'admettent
une solution sphérique (cu & et ? sont invariants par rotation)

que si les quarks forment des couches complates. Préciser.

r
£7.5 : On suppose que, pres de 1'origine, G (r) ala

forme O = we /2 d'un oscillateur :
Act N

L]
»
L]

Ve = = —

LY
0 1 —»
Elever au carré 1'hamiltonien de Dirac et montrer que (7.4) don-

v

ne :

[—-V’a- Ty + iﬁ-(YG‘)—_\“*>=e:|>~>
On néglige le terme Ve et on‘assimi1e (pour une orbite
bien liée) a 1'oscillateur. Montrer que pour une
orbite d'énergie € ~ 0.5 on a o~ -'-é— et la taille sans

dimension des systzmes est alors -~ 3.
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B. LE SKYRMION |

Ity a 24 ans environ, Skyrme proposait de décrire les
hadrons 3 1'aide d'un seul champ chiral, astreint au cercle chi-
ral : - ; - |

U =6+ ¢ ¥, T vy = 6'!4- T"i-.-/_l_ (8.’)

~ —
ou & et ™ sont sans dimension. Dans cette définition, nous

avons gardé le B} afin de maintenir un lien avec les sections
2-5 olt le champ chiral U é&tait couplé aux quarks. Les résultats
de cette section ne changent pas si nous omettons le X} ;, Plus
précisément si nous posons B} = 1.

Skyrme n'a pas introduit de quarks dans sa théorie. Soyons

indulgents. Gell-Mann et Zweig ne les inventaient que 4 ans plus

tard. Skyrme a néanmoins defini, & partir du champ chiral (8.1}, f

un courant baryonique, idée a priori choquante (et i1 nous en

pProposera une autre plus bas) puisque nous autres, nous savons *f

aujourd'hui que <ce sont les quarks qui portent la charge baryo-
b N
nique et non les mésons & et TV . Nous insistons Ja-dessus pour L

o i SR

souligner 1'originalité de Ja pensée de Skyrme. Il semble que .

pendant vingt ans personne n'avait compris qu'il avait quelque

[EERPE™, ETon i TR Ty

chose 3 dire.

Définissons les opérateurs

Lo s ~cUTu) = 4 (.0t (8.2
qui sont hermétiques parce que U est supposé unitaire partout - :
HUTUY =510 + LY (3pv) (2.3)

A partir des opérateurs H’ on peut définir un courant

% p Y
8" = si_?s?’ e

La LF‘ L-x (8. 4)

oh ervp¥ est le tenseur completement antisymmétrique

11%y 2Y3%
E L = . = {L .




46

Exprimons ce courant 3 1'aide du quadrivecteur chiral
— - - - - -
(-P '.-_(G"’TT) (-P.LP 1:4- (‘?- (%‘L?)go (B.S)

On utilise la relation (8.3) pour écrire :
Lalply = vt u) uteav) vt (a,0)

= - (3,071 (3u) vt cayu) (2.¢)

On substitue cette expression dans (8.4), on utilise la défini-

tion {8.1) de U et, au bout d'un certain temps, on

trouve :
-— - - ¢ d
n o #dpr a b Ze
B = tzm? € eqtccl ¢ LPq L?p X (8.%)
ol les indices a,b,... dénotent les composantes du quadrivecteur

chiral Y (a = 0,1,2,3) et ol nous utilisons 1a notation

o b

@, (2, ") (8-7bie)

A partir de cette expression, il est facile de vérifier que le

courant B est conservé :
Ao (g.8)
oxB” = O

Skyrme propose de décrire les hadrons avec la densité de
tagrangien :

2

L = 2? Lf‘L‘Mq- ke [Lﬂ,Lv][\_Ju’ L"] (8.9)
ol

lé?g‘
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ob S, a la dimension d'énergie et ol g est sans dimension. A

1'aide des relations E4.1 on vérifie que :

R o
L,‘L = CP,\.LP"

[uo 0007 = -a [ 04,60 (.., ) (§" &*]
' (8.10)

de sorte que 1le lagrangien de Skyrme peut aussi s'écrire 3 1'ai-

de du quadrivecteur chiral

= % - o + - e oy 2 - - ' LETAd)
Tae B BTG g an]

L'invariance de Lorenz et 1'invariance chirale (rotation des

quadrivecteurs chirais) est manifeste dans cette écriture. Dans

le lagrangien, les 4 composantes du quadrivecteur (-l; ne sont

pas indépendantes car elles sont contraintes par la relation (8.5),
Le champ <chiral du Tagrangien de Skyrme est traité clas-

siquement. Cherchons une solution stationnaire. On a :

-

G 9" o L (5,8, (5,5 - (%Y. (5,8)  (ea2)

cl-

Pour un état stationnaire (,)*(é ) = 0 et la densiteé d'énergie
est égale 3 :

2 . | - - - - Py
€y = 2> @dov A Teg &y (6. 6.7¢F, . %]
24 ¢ *

Cette énergie doit atre stationnaire par rapport aux variations

du champ & e long du cercle chiral 5{3(-{3 = 4 {en Fait ce

"cercle" est une sphére dans 1'espace A 4 dimensions du

-

quadrivecteur 4 ),

Une solution saute aux yeux. C'est celle o les champs o
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-
et W sont des constantes indépendantes de la position et du temps.

Une rotation chirale peut alors ramener 1a solution au point:

G = 4 1?_,, o (U= 1) vide physique C8.14%)
Cette solution est identifiée au vide physique qui est dégénéré
par rapport aux rotations chirales (voir section 5). L'énergie
du vide physique est égale a zéro.

L'intérét du lagrangien de Skyrme, c'est qu'il admet d'au-
tres solutions qui sont localisées dans 1’'espace etrqui servi-
ront A décrire les hadrons. (On se souviendra que les hadrons
sont des particules qui subissent des interactions fortes : P, n,
TT, 51-,"' . Les  hadrons peuvent avoir des nombres
baryoniques différents. Les TT,\<,... ont un nombre baryonique
égal a 0. Les p,n,A,Z,.. ont un nombre baryonique égal & 1).
Nous demanderons aux solutions qui décrivent 1les hadrons de

satisfaire 1a condition aux limites :

Cep 0O
qui dit qu'a 1'extérieur du hadron on retrouve le vide physique.

Skyrme a proposé une solution de la forme :

Fa)
Ty = €S B(ry T HUL) = ¥y Sin O(D)

(©¢r) invariant par rotation) (8.16)
ol f = r/r est le vecteur position unité. Une solution de cette
forme porte le nom de hérisson, traduction fidele de hedgehog.

Elle est justement célzbre car elle a de quoi choquer nous
-

autres qui savons que l'orientation d’un isovecteur T{ n'a rien

% voir avec 1l'orientation d'un vecteur tel que T. Pourtant ces

deux vecteurs sont alignés dans 1a solution (8.16). On vérifie

aisément qu'une solution de la forme (8.16) existe qui rend 1°'é-
nergie (8.13) stationnaire.  On peut considérer la solution en

hérisson comme une brisure de symmétrie engendrée par

-
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1'approximation cltassique des équations de mouvement.
L'approximation classique peut étre congue comme une
abproximation de champ moyen et nous savons, par l'expérience
acquise en physique nucléaire, que ce genre d'approximation peut
briser des symmétries du lagrangien. La symmétrie qui est brisde
par la solution en hérisson est 1'invariance par rapport aux
rotations et 1'invarfance par rapport aux rotations dans
1'espace d'isospin. (Seule une rotation conjointe de 1'espace et
de 1'isospin laisse la solutfon invariante). Nous verrons dans
Ta section 1@ qu'on peut associer un mouvement collectif de
rotation a cette brisure de symmétrie. Des solutions aux
équations de mouvement classiques, qui couplent des variables
internes (ici 1'isospin) aux variables externes de l'espace, se
retrouvent dans les études plus récentes des monopoles /9/,

Un petit calcul permet de vérifier qu’avec la forme (8.18)

des champs on a :

~ . d6
(bz"") =~ Y scnb g
QiT) = (Bea-TeTQ) 08 v, 056 30 (8.1%)

de sorte que

—-—

G, 0. = (& -7, %)

3 Ly

n
.
=
N
L
b

. o (;f’)f (%.18)

J

-1

Ces formules permettent d'exprimer 1'énergie (8.{3) comme une

Fonctionnelle du seul angle chiral & Cv)
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2 .
E Lan‘grclr 22; [(i——f)+ 25:_‘:29

w2 G

(g.19)

Effectuons le changement de variable, identique a (2.4) :
<,
lé = _3_3 . . ' (8.26)
. Y |
L'énergie (8.22) devient alors proportionnelle 2 G;/g

£ e Foam ey L2 [(5 Y. e ]
. SM[ Stn +2( )]} (g.21)

{On notera que les paramdtres définis par Adkins, Nappi et

2z
Witten /B8/ sont reliés aux nbtres par les équations 40,z ke F

%!.-.- ‘kcez et v = -‘23)

Nous imposons 3 8(r) 1a condition aux limites (8.15)

f(r)y —~— O (8.22)
v OO
Par ailleurs, 1'énergie (8.19) devient infinie & moins qu'a

1'origine on ait :

Otry —— n TN n=o,x1, 2, (823

r->0
ol n est un nombre entier qui sera identifié plus bas au nombre
baryonique. _
Pour n donné, la fonction 6(3) qui minimise 1'énergie
(8.24) est une {Fonction universelle (c'est-a-dire indébendante

de tout paramétre). Pour n = 1 un calcul numérique /8/ Tui donne

o kM




51

la forme

A en:g

| .
O 3 —ry (8.24)

Muni de cette fonction on peut calculer 1'énergie de 1a valeur

stationnaire de 1'énergie {8.21)., On trouve /8/ .

*+3 o,
E“-' a (2.25)

3
- : 8’ F?:

Anticipons : cette solution décrit un nucléon dont 1'énergie (la

masse au repos) est de 1'ordre de 1 GeV. Si G, ~ 95 MV |

. 1a constante de «couplage doit Btre de 1'ordre de gn-?'. Pour
une solution qui satisfait a 1a condition aux limites (8.18) ou

(8.22), la conservation du courant (8.F) assure que la quantite

/.L:b :
B = §dr 8" (r) (3.26)

est une constante du mouvement. Avec la solution en hérisson

(8.16) on trouve que la composante Mp=0 du courant (8.% )
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est égal a

Py - H . de
BM"% () = - =, S 6 (;) (¢.2%)

En tenant compte des conditions aux limites (8.22) et (8.23) on

trouve alors que la quantité conservée 8 est égale a

o 0 . a0
B=AT\'Sr’JrBF (e>= L]O- ‘“‘Zel
° )Y 2 o

(€.28)

n
3

Skyrme a proposé d'identifier le courant baryonique au courant B".

zo
Dans ce cas L

(r) devient 1a densité baryonique
(nombre de baryons moins antibaryons par unité de volume) et le
nombre baryonique B est quantifié par 1les conditions aux
limites. Cette quantification du nombre baryonique trouve
~ également son expression dans les propriétés topologiques de la
projection d'une matrice unitaire U dans 1'espace-temps 1191,
Chacun pourra accorder a ces propriétés topologiques
}'importance qui lui conviendra (voir la discussion plus Toin}.
Une solution Tlocalisée dans 1'espace, telle que (8.24), est
souvent appelé soliton__topologigque et, comme on en rencontre
dans d'autres domaines, celui-ci porte le nom commode de
Skyrmion. Des solutions peuvent-&tre trouvées pour des valeurs
différentes de n. Le vide est un état stationnaire ayant n = @,

donc un nombre baryonique nul. On peut aussi calculer les

vibrations autour du vide et obtenir ainsi des g¢tats excités du
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vide, ayant également n = 8. Ces &tats sont des mésons (de
nombre baryonique nul) dont 1le méson Thqui a une masse nulle.
Comme nous 1'avions annoncé, le nucléon serait une solution avec
n= 1 ayant donc nombre baryonique égal a 1. L'énergie (8.21)
étant une fonction paire de 6 , 1'état n = -1 peut représenter

un antinucléon de méme masse que le nucléon. Le systeme composé

représenté par le produit U, (c-vy,) Upeo, (T8 peut
représenter un systéme baryon-antibaryon etc.
L'énergie (8.2') devenant infinie si 1'angle n'est pas,

& 1'origine, un multiple de T¥ » on ne peut pas déformer, par
exemple, la courbe (8.24) ayant n = 1 pour 1a transformer en une
courbe passant par 1'origine (ayant donc n = @) sans que |'éner-
gie devienne infinie en cours de route. Les solutions ayant des
~valeurs différentes de n sont donc séparées par des barridres
infinies en énergie et on dit qu'elles appartiennent 2 des sec-
teurs topologiques différents. Cependant, i1 semble que ces pro-
priétés topologiques soient d0es au refus obstiné de mettre en
jeu les degrés de liberté des quarks. Nous verrons dans la sec-
tion 11 que, dés qu'on décrit le systeéme a 1'aide de gquarks en
~Interaction avec le champ chiral, comme dans le lagrangien (2.1}
par exemple, on n'a plus a franchir de barriere d'énergie
infinie pour passer continuement d'une solution ayant n = 1 2
une solution n =0. Dans ce cas, les propriétés topologiques du
champ chiral perdent de I'"importance. La pertinence de 1a
topologie de U semble ainsi liége au choix qui est fait pour la
description du systeme (avec ou sans quarks). C'est Skyrme qui
nous a donné la possibitité de ce choix.

Cela dit, 1a théorie que nous avons développée dans cette
section et qui résume 1'apport de Skyrme dans les années 1969,

est incomplete. C'est a Adkins, Nappi et Witten /8/ que nous
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devons, non seulement de prendre la théorie de Skyrme au sé-
rieux, mais aussi de 1a développer au paint ol on peut
distinguer le neutron du proton, le proton du A , etc afin de
voir, par comparaison avec les données expérimentales, s'il
s'agit d'une théorie crédible ou pas. C'est ce développement que
nous abordons dans la section
EXERCICES

E8.1 : Montrer que les opérateurs (8.2) définissent un

-
isovecteur u%

5> o
L,L= T. Wy

- -

Vérifier les propriétés remarquables syivantes :

- - - -
tqr. W, = 434. W,

- - - -a ~b — e 58
i?,wd.(wr"‘-wu)=€qbcd@ (P.l L?Pt?v

e
qui relient les produits vectoriels des isovecteurs @, aux pro-

duits vectoriels des quadrivecteurs chirals QP.

E8.2 . FEcrire 1'équation qui exprime que 1'énergie (8.13)
est stationnaire et vérifier qu'une solution en forme d'hérisson

(8.16) existe.
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E8.3 : Un hérisson, qui a peur, se met en forme de boule

ainsi

ob les fl2ches représentent ses piques. Quel rapport avec la

solution (8.16) ?

E8.4 . Ecrire 1'équation pour 6(5) qui minimise ,
1'énergie (8.21). Montrer qu'a 1'origine 6(3) =nT+ ot 9 et :’
qu'a 1'infini Bfg) -~ P’gz . Le champ du pion se

comporte & 1'origine et & 1'infini comme un champ classique

dipolaire. Pourquoi ne décroft-il pas exponentiellement comme f

exp (~my c ¥/k)? Discuter. !§

E8.5 : Montrer que !
Cyk “a b € fpd
€ eqbtd ¥ O, (Pj (P]‘

- o k a b ¢ a b P

en déduire (8.7 ).

E8.6 : La symmétrie par rapport aux rotations n'est pas la
seule qui soit brisée par le soliton de Skyrme. Cherchez-en deux

autres.

E8.7 : Etudier si le soliton de T.D. Lee a, ou non, une

taille voisine de celle du Skyrmion (comparer E7.5 et 8.24).

L
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£8.8 : On cherche une soltution de la forme

Uity s 6 (r) Tr ). W)

cl'est-3-dire une solution ol le champ du pion est invariant par
rotation. Montrer que dans ce cas la densité d'énergie (8.13)
devient égale a3 € = (o;,zfzhc)(a’"q- '?r’.{;’) ol o’z de/dr et

i?', at’/dr . Vérifier que 1a solution (B.Lﬁ) du vide
physique est 1la seule (a une rotation chirale pres) quli

minimise 1'énergie dans ce cas.

£8.9 : Démontrer que la densité d'énergie (8.13) est

positive partout.

E8.1 : On suppose que l'angle chiral ©(r) de 1'hérisson
varie linéairement deT a @ a une distance R :

fetr)
N

Vérifier les intégrales

R .
g'-mr"dr [ 3"2)1* 2 Slt:-‘;‘e ] = v (14 “1)R
[ ]

0]

R . 2 2
{Tymetar SO [0 2(40) ] 25
. . r \ g ar R

En déduire la formule de masse suivante pour le Skyrmion (avec n:Bﬂ‘
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»

E = 26,45 2 R 4 35 29 ke 1
. fe 3 R

Montrer que e rayon d'équilibre Ro et 1'énergie d'équilibre E;

sont ;

R, = ke 1.¢% B, = Jo.1 %

et comparer a ({8.25).

A e R T
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9. MOUVEMENT COLLECTIF DE TRANSLATION D'UN SYSTEME SIMPLE

~Pour illustrer la méthode que nous appliquerons aux rota-
tions du Skyrmion (section 10), considérons un systéme simple
qui se compose d'un champ scalaire o(x,t) plongé dans un
espace a 1 dimension d'espace et 2 1 dimension de temps. (Avez-
vous déja imaginé un monde ayant deux dimensions de

temps ?). Le lagrangien de ce systeme a 1a forme :
J A
Y= 3 (o)) - £eo

a z
= i(gz,é_(g)—ﬁtcﬂ (3.1)

Les équations de mouvement gqui rendent j'action stationnaire

sont

a——

X do > ¥ €a.2)
ottt

i
|
|
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L'énergie classique du systéme est égale & :

e far [ 20

e B BT re]

Une solution stationnaire &,(xy s'obtient en posant f-'e’-_'so dans
1'équation de mouvement (9.2)
3%a, Y

+

st b ose T° (8:8)

-

Multiplions cette équation par d9,/dx . On obtient

é% - 3 s—?’):+ -?]‘-'-O (a.5)

Avec une condition aux limites telle que, par exemple

oo, o g .
— Lt
X X ~» o (G-f’()-’ %« 20 (‘3-6)

1'équation (9.5) s'intégre pour donner

fae 3 (205« far 2o

S e L
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Ce résultat est une expression du théorzme du viriel.

L'énergie de 1'état stationnaire est égale 3

e a2 ] - Sa (B) s

On a dot& cette énergie du symbole M parce-qu'elle est
identifiée 3 la masse au repos d'une particule.
L'invariance de Lorenz prévoit que si Qy¢x) est un champ

stationnaire, solution de {9.4), alors

6.'. c '?t-u‘l:
(x, %) o*,(m) (9.28)

est une solution des équations de mouvement (9.2) pour lagquelle

1'énergie (9.3) est égale a

™

Vi-u® (3.9)

E =

Cela se vérifie directement en remplacant l1a forme (9.8) dans
les équations (9.2) et (9.3). Nous obtenons ainsi, a partir
d'une solution stationnaire, une solution qui évolue dans le
temps et qui décrit un mouvement de translation de vitesse u.
L'invariance de Lorenz ne viendra pas a notre secours pour
1'étude ultérieure des rotations. Alors imaginons que nous igno-
rions les transformations de Lorenz. Comment retrouverions nous

1a solution (9.8) & partir du lagrangien (9.1) dont Dieu nous
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aurait dicté 1a forme invariante ?
Nul besoin d'étre Einstein pour remarquer 1'invariance du

lagrangien par rapport aux translations globales Ofx,¢) — & (x- R,t)

ob R est indépendant de x et -t, et pour en suite essayer de dé-
crire le mouvement collectif de translation en permettant a la
"variable collective" R-» R {tYde dépendre du temps, ainsi qu'au
champ & (ce qui est essentiel). On considere donc la transforma-

tion

F =+ X(x,t) = o (t-RH:),t) (‘3-10)

X (x, 1) peut 2tre considéré comme le champ G(x,t) dans un repere

translaté d'une distance R(t) et en mouvement. On voit que

Torowe elw
t x 0 x B
. (3.12)

Le Tagrangien dans 1le repere mouvant s'obtient en écrivant le

lagrangien (9.1) 2 1'aide duy champ . On utilise (9.12) pour

écrire
Y - i'—(gfé:rf_g)z-zl(:—?)z—-? (3.13)

Cherchons une solution statijonnaire dans le repere mouvant.
Celle-ci s'obtient en posant 3?5/a£=0dans 1'équation de mouve-
ment qui rend T'action (9.13) stationnaire. Le champ stationnai-

re Xtx) dans le repere mouvant obéit donc 3 1'équation

Ao gt g M, g niris s ot 4 ko e w

PR
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_ X r2 o
%X -k e Moo (3.1

est solution de (9.4) alors

S1 Gplx)
o
X(x) = o, (-—“‘—""‘) (9.1%
ik ’
est solution de (9.14). D'apres (9.12) on &
?f = %-:-xé - R G‘o’ ' (‘3-'&)
ax ? ‘\-k"

de sorte que 1'énergie (9.3) de 1a solution (9.15) est, compte

tenu de (9.7), ¢égale 3

résultat que d'aucuns reconnaissent exact. Le résultat prévu par

s'obtient donc E€n cherchant un champ

1'invariance de LorenZ
se R.

stationnaire dans un repere anime d'une vites
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EXERCICES

~E9.1 : On considere te 1agrangien,,‘(:;'(3"0-)(31'0.)_?(6-)

dans un espace ayant D dimensions d'espace et 1 dimension de i

temps. Soit 0,¢ry une solution stationnaire. On pose SCEY = G, (AV),

Montrer que

(D-2) } dyr -’-(a‘-(r)z-.z-]) dor £
2

En déduire qu'une solution stationnaire, localisée dans 1'espace
{donc un so1iton)) ne peut pas exister dans un espace de dimen-

sion D2B. Ce résultat est connu sous le nom du théordme de i

Derrick. Comment est-ce que le soliton de T.D. Lee (Section 7)
et le skyrmion (section 8) évitent 1le théoreme de Derrick ?

Retrouver 1'équation (9.7) & !'aide de ce théoreme.

ES.2 : Montrer que, si Tox,£) obéit a 1'équation de mouve- |

~ment (9.5), la fonction

Uin,t) = o ( )

y obéit aussi. Expliquer pourquoi.

E9.3 : On considére 1'énergie (9.3) comme une fonctionnel-

-
le de & u'on veut minimiser pour une vitesse de translation R
q p

donnée. Montrer que

E(er s (14 R¥Y fax £ () + (an o
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est statfonnaire pour Fi{x)= G, (_._’."_--) et que la valeur de
Vis R?

1*énergie stationnaire est égale a MATRE . Quelle erreur a-t-

on commise pour obtenir ce faux résultat ?

£9.4 : Vérifier que si une solutien stationnairé des équa-
tions de mouvement (9.2) est invariante par translation la masse
M est nulle et le systeéme ne présente pas de mouvement collectif

de translation.
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10. MOUVEMENT CLASSIQUE DE ROTATION DU SKYRMION

Dans Ta section 8 nous avons 6tudié une solution sta-
tionnaire localisée des équations de mouvement du skyrmion. La
solution en hérisson, définie en (8.16), n'est ni invariante par
rotation (le champ classique du pion est un champ dipolaire), ni
invariante par rotation d'Tsospin (le champ classique du pion
est un dJsovecteur). Dans cette section nous étudions le mouve-
ment collectif de rotation associé A cette brisure spontanée de
symmétrie,qui a lieu dans un volume fini de 1'espace. Nous sui-
vrons 1a méthode esquissée dans la section 9. On notera que

1'hérisson (8.16) est invariant par rapport aux rotations simul-

le produit scalaire et donc U invariant. Une rotation de
1'isospin de 1'hérisson est donc équivalente & une rotation in-
verse de 1'hérisson dans 1'espace. Il s'en suit que 1'hérisson
aura toujours wun isospin égal A son moment cinétique. (Ce sujet
épineux est approfondi dans les références 15 et 16).

Le mouvement de rotation d'isospin est plus facile 3 étu-
dier avec la forme (8.11) du lagrangien de Skyrme qu'avec la
 forme (8.9 ) parce-que 1les rotations d'isospin préservent la

nerme des quadrivecteurs chirals (8.58). Le lagrangien de Skyrme

est .
G'.,z ey e e TN el T R4
Y= S = [ & (4.0 (@ &%) (10.1)

avec les notations (8.5) et (B.7bis).
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Nous pouvons expliciter le lagrangien ainsi :

i:fﬂ-pz Ke PP~ R _ ¢ .
o g L& (6.8 ) - ECF)  Co.2)

ou, encore plus explicitement :

e
e {(atm“a- 2,7 §

+ 3%;‘_ ! [oveys oy ]l (e i) ]

2
- [(3to')fa;o-)+ ca‘?).(a;%')] }

~ E£0(®) (10.3)

Dans les expressions (10.2) et (10.3) Ta fonction E(R),
qui représente la densite d'énergie d'une solution stationnaire

~des équations de mouvement, est €gale 3

- . G.bﬁ-. 2 >
£(¢) é';:[(é.:ﬂ')-f (a;v)]

o ke [ v 22t 2 i ’_\1 (10.4)
;;%';{ (3o0) +(2;T) ] - [(a;o‘){a‘;u-) v (3w ). (3;T) }

Les équations de mouvement, qui rendent 1'action

stationnaire, s'écrivent

. ]

s, 3¢° *® _2 260" 5 a - -
—_— F — (3 -2 | (e, w. 2; )
Led ot a*c {( € 2% 3t [ T P ]} i
= 2% (10.5)
a [
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a
o @ (@=1,2,3) sont les composantes du quadrivecteur chiral

-l
p «(o, ). Normalement nous aurjons dn introduire, dans les

équations de mouvement (10.5), un parametre de lagrange pour

contraindre la norme 4. du  quadrivecteur <chiral a rester

égale 3 1. Cependant, dans cette section, ol la dépendance dans ?
le temps des champs sera d0e A une rotation d'isospin qui ﬁ
conserve cette norme, 1'introduction d'une contrainte sur la |

norme s'avére inutile.

La solution stationnaire en hérisson {8.16) est une

solution de 1'équation

o0&
2 6%

O (\0.6)

obtenue en annulant les dérivées des champs par rapport au temps
~dans 1'équation de mouvement (te.5).

Puisque Te lagrangien de Skyrme est quadratique dans les
dérivées des champs par rapport au temps, 1'énergie classique
est égale a .

o¥ a
E - Ja aq‘»“q’"i}

c_;z - 2 + - .2 - % - =y

+ E(O) } (10.%F)
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Le lagrangien de Skyrme {10.1) est invariant par raport

aux rotations d'isospin globales défines par :

Ule,ty = AUCE A Cro.8)

ol A est 1'opérateur unitaire défini en (4.5) supposé indépen-

dant de ¥ et t, et ol U est 1a matrice unitaire
. >
Ule, k) = 6Cr,t)+ (% T.T0(g,b) wot=1  (10.9)

Le lagrangien de Skyrme n'est cependant pas invariant par
rapport aux rotation locales d'isospin, définies par la trans-

formation :

- .
UL, t) — W(r 1) = Alr t)U(c,e)A (£,8) (10.10)

e
ot A est 1a matrice unitaire (4.6) avec « dépendant de ¥ et de t.

La matrice W(r,t) que nous gcrirons

-

WiE &) s @(r )+ ¥ T-% (5,8 (1o-1)

représente le champ chiral dans le référentiel iso-tournant. Le

champ scalaire UTfyt\=Wf:,t)ne sybit évidemment pas cette rota-

tion.

Exprimons le lagrangien (16.1) a Y'aide du champ chiral
tournant (10.11). Le lagrangien ne dépend que des dérivées
des champs. On a U= A'wA . Calculons donc:

- <> :
e (A T.TA) 1

|

» et -1 >

A“{t.%71-[(ﬂ%ﬂ ),tx.]}ﬂ “DJliJ

- >

H

"
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o ,
Nous définissons un isovecteur.@,_, qui représente la vitesse de

130-rotation; par 1'expression
-y - ‘
A(QA")> = (AYA™ = -4 [T (10.12)
2
On a donc
-1 - - > . ‘
'?.(q_.-ﬁ’)=ﬁ'ta {8,*')&4-_@,‘%7(} (vo.13)

Cette équation exprime la lof de transformation des dérivées du

champ du pion dans une rotation locale d'isospin. On peut com-
parer cette Jloi, & celle qui exprime la transformation du champ

du pion

'?% = A '-C»H‘)_Z (\o.14)

Le facteur §1€F§ est une transformation unitaire de 1'isovecteur

:E (son iso-rotation) et i1 conserve les produits scalaires
des isovecteurs ainsi que des quadrivecteurs chirals (8. 5). La
loi de transformation des produits scalaires de deux isovecteurs

chirals s'écrit donc -

-

%4, - (%) (2,00 + (2.7 (3,7 )

) -> - -» - - -»
= (B (2, 9) + (3 X+ Dux¥) (3,2 4+ 0,%x%)
(1p.15)

Le Yagrangien de Skyrme dans le référentie] iso-tourmant s'écrit ?

donc ainsi

- Re TG Gry- (6.5 Y (5" ¢7) N
431[“‘%“’) (G -%,) (%7 tp ]“o.%)
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oli nous avons défini
~ - . =-» -

= - -
e (3w, %+ Qux¥) (10.\%})

Nous allons é&tudier le cas ol 1'opérateur A dépend du
temps t mais pas de la position r. Dans ce cas vecteur vitesse
Jg, (ILJL0,0) défini en (10.12) n'a qu'une composante qu'on
appellera 11

-S> -
A, A ) s~ (a A )R s - (10.18)
On peut se demander s'il est prudent de ne pas permettre a A de
dépendre de la position ; en effet, A premiére vue, si i{ est
assez grand, des points assez éloignés de 1'axe de rotation
pourraient &tre dotés de vitesses supérieures a la vitesse de la

fumidre, .

Dans le cas {(19.8} on a

~ 1 - - -

6, = = (34, 2, + 2 » X)

o~ -

P, = (v, ;%) o (10. 18 bis)

La forme (19.3) du lagrangien (10. 16) dans le référentiel
iso-tournant s'obtient en remplagant, dans (19.3), ‘les champs U'e{ﬂ
respectivement par (?(=o'1a+£ et en remplagant les dérivées atu

par (atj—z-\- a m’Z Y. L'expression ‘du lagrangien dans le

référentiel iso-tournant est donc : ‘ i

|
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Am— e P

&£ 3‘:{-3 {(a,‘w)’k (3x+ 2 x%)}
+5;—; { [caer’s (2 ¢ A e ) [ (300* 3, %)*] f
-[ e (a;0) + (3,7 + 2x%). ra;i’:]z} :

- £ (a;q,a;z) | (10.19) ;
ol € est Ja  fonctionnelle définie en (10.4). Formule 3 g

rapprocher de 1'expression (9.13). Nous cherchons une solution

stationnaire 1t

2% = Qtj? = 0 (r0.26)

des é€quations de mouvement qui rendent 1'action feltcl_r_' ¥

stationnaire. Un peu de réflexion permet de conclure qu'une
solution stationnaire (c'est-A-dire indépendante du temps dans
le référentiel iso-tournant) s'obtient en rendant stationnaire

ta fonction

- -> o ? » = 2
= £ -~ — (n )
$ g, x) (%, x) g (@
T -p -t ?
‘_QE{‘ {(Exi’)z(a;w)7‘+ (Axx) (0, %)= [(Axi). ¢o; %] }
3¢ :

(10.21)

—p
de sorte que la solution stationnaire (P(E) et X{rlobéit aux

équations

%_i’ ° <b o (10.22)

= 0
@y x(r)
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On remarquera que la vitesse de rotation 5{ n'apparaft qu'au
deuxieme ordre dans 1'expression (18.21) et donc aussi dans les
équations (18.22). Donc, au premier ordre dans 1la vitesse
angulaire, le champ stationnaire CW,iZ) obéit aux mémes équa-
tions (10.6) que les champs non tournants (w,;?). A cet ordre
les champs (q’,-;c’) dans le référentiel mouvant ont 1a meéme forme
que les champs (0‘,1-\?) du Skyrmion au repos.

Meme si les champs (w,;) ne changent pas, on peu, 1'éner-
gie (10.7) du Skyrmion, qui, vu du labo, est en train de tour-
ner, varie avec la vitesse de rotation f;. En effet les équa-

tions (10.15) et (10.2¢) nous précisent que

2

(3,6) = (axx)

(at‘:—P)-(B;L-P)= (ﬁx;). (a;*}’) (10.23)

de sorte que }'énergie (19.7) du Skyrmion iso-tournant est égale
_3.:
- 2 - - 2
£ = Sa}:{E((Q,)L)-F S (axx)
2he?

K - - 2 2 - 2

- [axx). 21 ] }
E C!o.zlr);

Désignons par Pic‘ }*énergie du Skyrmien au repos, état dans

.
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tequel .f{-:o et W= o ,;;‘FT sont solutions de (19.6). A t'approxi-
mation ol on néglige 1'effet de 1"iso-rotation sur les champs
et ;’, c'est-a-dire, au deuxiéme ordre eni;, 1'énergie est éga-
le & :

48“ [(nxﬂ) [ca;09+ (5, 7)°)

[y eimr] ) }

(vo.24)

ol T et ;; sont  les solutions de {16.6). A cette approximation,
celle ot travaillent Adkins, Witten et Nappi /8/, 1'énergie est
quadratique dans ta vitesse i{ et le systeme se conduit comme yn
rotateur rigide.
Pour la solution en hérisson (8.1¢), on peut utiliser les
formules (B.13) et (B.18) pour réduire FPlénergie (10.26) du hé-
risson iso-tournant a celle d'un rotateur isotrope (ayant les
trois moments d'inertie égaux)
E = M¢?

-+
= $a (10.2%)

ol 1'énergie au reposfﬂcz st donnée par (B8.21)

= _Sd { 2“ 20

i
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et ol le moment d'inertie F est égal a :

k2 in’ O 2
3"-"-5;:5&5 %Siﬂze[i* s,'_f_é_\;.—q. ‘é_z)] (\0.29)

ol nous avons exprimé 1'intégrale en termes de 1a variable sans
dimension Y= gg;r _ Pour un hérisson ayant n =1, donc nombre
baryonique Bx1 {(voir section 8),Bf3) est 1a fonction univers-
elle (8.24) et 1les intégrales (10.28) et (10.29) peuvent étre
évaluées numériquement /3/. I1 en résulte 1'expression suivante

pour le moment d'inertie :

S +2 T (So0.9) (10.30)
583¢%

Nous ne serons pas surpris d'apprendre,- qu'une fois quantifie le
rotateur (10.27), 1le spectre du Skyrmion ayant isospin T

(égal au moment cinétique) est égal a

E: = Mects R T¢(T+1)
=3
2Y
. 3%, 39°%  T(Ted) (10.31)
3 2T (50.9)

Si on détermine les deux constantes du lagrangien de Skyrme
(c,et g) en exigeant que la formule (10.31) donne correctement
les masses du nucléon (939 MeV) ayant T = I = 1/2 et duy delta

(1232 MeV) ayant T =1 = 3/2, on obtient les valeurs :

q = S,hhk 6, = 64,5 MeV (\0.32)

On peut admirer ou déplorer 1'taccord avec la valeur
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expérimentale O, ~ 95 MeVselon qu'on manifeste scepticisme ou
enthousiasme vis 3 vis de 1la théorie de Skyrme qui, avec
jusqu'ici seulement deux paramétres, relie les propriétés des
mésons et des baryons. La référence /8/pousse la comparaison
entre théorie et expériénce plus loin.
EXERCICES

10.1 : La solution en hérisson (8.16) n'est pas invariante

par rapport aux rotations chirales (4.8) engendrées par

1'opérateur (4.9). Expliquer pourquoi le skyrmion n'est pas

animé d'un mouvement <collectif associé 1A cette brisure de

symmétrie,

10.2 : On définit un opérateur %P par les expressions
A a = ~v -> '-i"t
arc' = Bﬂq- aFTf © 3‘/‘“ + i .

Vérifier que (3, ut U+ VTS V)2 001 U est deFini par (10.1). In-

terpréter.

10.3 : Vérifier que 1'équation de mouvement (10.5) s'ob-
tient en rendant stationnaire l'action‘fdtx ot & est le la-
grangien (18.1), mais qu'elle ne s'obtient pas en rendant 1'é-
nergie (10.7) stationnaire. Vérifier cependant que 1'équation

(18.6) qui donne wun état stationnaire s'obtient en minimisant

s50n énergie.

La rotation d'isospin (10.1@} n'affecte pas le
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champ scalaire et on a O(r,t)+ @ (r,t). tst-ce & dire que le champ

scataire ne dépend pas de la vitesse d'iso-rotation LL 7

’ -
16.5 : Le champ chiral (¢g,x ) est invariant par rapport a
la transformation A-»- A (voir 10.1@ et 19.11). Montrer que la
transformation A=-A dquivaut a ajouterZT a 1'angle de 1'iso-

rotation (voir 4.6).
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11. LE POINT BE VUE DES QUARKS

La théorie de Skyrme décrit 2a 1la fois les mésons et les
baryons 3 1'aide de champs mésoniques et de ce point dervue elle
constitue une théorie unifige des hadrons c'est a dire des par-
ticules subissant des interactions fortes. Une autre théorie
unifiéde des hadrons est construite A partir des quarks qui
échangent des gluons, eux-m&mes en interaction entre eux. ('est
la chromodynamique quantique (QCD apres permutation angltaise des
sigles). On espere que le tagrangien de Skyrme, (ou des lagran-
giens du méme genre faisant intervenir davantage de champs méso-
niques) donne des résultats semblables 3 ceux que donnerait la
QCD, si seulement on savait les calculer, et cela dans certaines
conditions/11/. Le lagrangien de Skyrme n'est probablement pas
le seul Jlagrangien effectif ayant cette propriété et on peut
é€galement songer 2a un Tagrangien effectif, tel que celui du mo-
dele o (auquel on ajoute éventuellement d'autres champs mésoni-
ques), ol les quarks sont pris en compte explicitement et ot ils
portent la charge baryonique. Cette approche 2 1'avantage de ne
Ppas se heurter A certaines anomalies {telles que les anomalies
‘triangulaires) qui se traduisent, dans 1'approche de Skyrme, par
des termes supplémentaires,' tels que le terme de We ss-Zumino,
qu'on doit introduire d&s qu'on veut généraliser Te Skyrmion de
Ta section 8 au groupe SU3 de saveurs ik AN

Elle a e désavantage d'8tre plus éompTiquée puisqu'elie
couple la dynamique des champs mésoniqueé {chirals entre autres)
a celle des quarks

Dans cette section nous abordons 1'étude de cette approche
en etudiant 1la réponse d'une mer de Dirac a un champ chiral ex-
térieur. Cela nous permettra de mieux comprendre la nature du

courant baryonique (8.7} proposé par Skyrme.
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Les orbites des quarks couplés A un champ chiral U sont

données par l'éduation de Dirac

(9‘.(__'?4. PU)!)&):Q,IX) M AD> =) (w.1)
L .
ot U est donné par 1'expression (8.1). Pour le champ chiral

(8.16),en hérisson, les orbites IXAD> sont les états propres du

hamiltonien

h: 5:?_ 4 P(G“i’ E:XS'?:C’ “)
A

klk):e"u> EAtad> = 4 (n.2)

Ce probl2me aux valeurs propres a éte ¢étudié en détail par
Gaudin f18/. L'hamiltonien h est invariant par rapport a la pa-

rité et par rapport -aux rotations conjointes d'espace et

G = i+ t (11.3)
? 29 e ng
ol § = ity 9;._. et t = T . Gn peut

donc étiqueter les orbites par leur parite p leur grand spin
et projection (G,M). Une orbitelr;Grip) , ol n distingue les
différentes orbites de méme parité p et grand spin {GM), peut
gtre représentee a 1'aide de quatre fonctions radiales réelles

ainsi




e emy
g
L
R g £1146M)
¥
LFnGMp> = — i)

20 %M
T'

F“ A )
% (0 (e ry12eM)
r

Pour les orbites de parité (—)G on a:

R R I L T T T I A (n:Sa)
. . Gl
Pour les orbites de parité &) on a
pro ™ pl e 2'= 61 J= 6% 6% (1.S'b)

Dans 1'expresfon (11.4), 1€jGEM> est 1'état obtenu en couplant
iy
Te moment cinétique } et 1'isospin 1/2 & un grand spin total G:

P W
\QJGM>: Z [m ':M] l@d‘m> 1T

| LY ~
(PR, s = Z [ ""]Yf, (Fy t%a> (n.¢)

m, & m

L) ]
Les 4 fonctions radiales Ff {r) peuvent @&tre calculées en

résolvant le probleme aux valeurs propres
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La ol apparaissent les signes ¥ et {1 faut choisir le signe

ow

inderienr
supérieur(pour les orbites de parité (—)G' ou (-)GH
se tradpit par 1'équation :

(n.g)

respcc#-‘vencn'l: .
La normalisation {xtxdy> =1

o
2 2 2 2
AT AR AR AP B
=)
La figure (11.9) ci-dessous /19/ montre le spectre des orbites

positive energy continuum

p

[i]
! .

-05

negative energy continuum

-

? chirat
’ ungle
\
_ ! T
10
+ -

(S.Kahana et G.Ripka, Nuel. Plys. A429 (1384) 462 )

(n.9)

cn,
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dans le cas oit ct+;t.-«_|_ de sorte que le champ chiral est

paramétrisé par un- seul angle chiral, comme en (8.16). On
suppose en outre que 1'angle chiral varie linéairement de TF 3 0
a une distance X. Le parametre X est une mesure de la taille du
sotiton (nous Jjustifions plus 1loin 1'usage de ce mot pour
décrire le 'systeéme). Lorsque X-» © 1le champ chiral n'affecte
plus que 1les orbites du continu de tres haut moment. Lorsque X
grandit une orbite ()+ {(ayant G =0 et parité positive) quitte
le continu pour rejoindre les autres orbites de la mer de Dirac,
Soit N.le nombre de couteurs; chaque <quark porte un nombre
baryonique 4/N, (car il en faut N¢ pour faire un nucléon) et
uneorbite saturée de couleur porte un nombre baryonique égal 3
1. Donc Ta mer de Dirac, c'est a dire 1'etat fondamental de
T'hamiltonien des quarks {obtenu en remplissant 1les orbites
d'énergie négative), s'enrichit d'un baryorn lorsque 1'angle
chiral varie de W & zeéro, en accord avec l1'interprétation de
Skyrme (n =1 dans 1'expression 8.2%). La figure (11.19) montre
te spectre des orbites pour n = 2, c'est a dire dans le cas oi

~1'angle chiral varie de 270 a 0.
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positive energy continuum

R L
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g
.
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negative energy continuum

(S.Kahana ef G.Ripka, Nud. Phye. AB2A (1agu)u462)

On voit qu'une seconde orbite O~ rejoint les orbites de la mer
de Dirac de sorte que celle-ci acquiert un nombre baryonique B =2
(et change aussi de parité St Ne est cmparr,

La densité baryonique portée par les quarks s'écrit

elr) = z<A\:><r‘>> i)

N¢o

o la somme s'étend aux orbites occupées. Pour X asseZ grand
cette somme se confond avec les orbites d'energie négative mais
lorsqu'une orbite acquiert une énergie positive rien ne nous
empéche de 1'inclure dans Ja somme. La fiqure(ll.lZ)montre 13
densité (11.11) dans le <¢as n = 1 pour une taille X = 5. La i
contribution de 1'orbite de valence est explicitee (c'est t

1'orbite qui, dans la figure (11.9), traverse |'énergie zéro). L3

valeur donnée par 1'expression (8.27) de Skyrme est dessinée en

hachuré. Elle est dite "perturbative” car la formuie (8.27) de
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Valence orbital

7

02

01

Perturbative

(11.12)

0 : =

1 Vi 3 [ S x

r
Vd
Pl
/ \I]irac sea
P contribution
rd
-0,

(s.Kahana and 6.Ripka,Nuel. Phys. 4424 (1984) 462)

Skyrme peut aussi étre obtenue par un calcul perturbatif s2e/.
On voit que 1a densite portée par les quarks exposés au champ
chiral est tr2s voisinc de Ta densité baryonique effective
attribuée auy champ chiral de Skyrme (a condition toutefois de ne
‘pas la confondre avec la seule densité de P'orbite O de
valence). Fn ce qui concerne la densite baryonique, on peut dire
que le champ chiral de la théorie de Skyrme décrit une mer da
Dirac de quarks couplés a ce champ chiral. De 131 i conclure que
la théorie de Skyrme deécrit 1a méme dypamique qu'un systeéme de
quarks couplés au champ c¢hiral est un pPas que nous nous
garderons de faire car ¢’est un probleéme aytrement compliqué. La
raison de cette complication vient de ce que la somme (11.11)
qui donne 13 densité, soit convergente fandis qu'une somme des
€nergies des orbites (telle que 3.8 par exemple} diverge, et son

€valuation numérique est difficile /21/.

SO

ok e
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EXERCICES

E11.1 : Montrer qU'une-ofbite ayant grand spin O porte un
nombre baryonique 26+1 lorsqu'elle est saturée de couleur,
vérifier que toute orbite saturée de gou1eur a une couleur
totale nulle. Montrer que bour X assez grand (voir les figures
telles que 11.9) 1a mer de Dirac s'enrichit d'un spin entier ou

demi-entier selon que le nombre N. de couleurs est pair ou im-

pair.

E.11.2 : Poser M=0Odans le probléme aux valeurs propres

(11.7) et en déduire la nature des orbites du modele de sac de

MIT. Vérifier 1'orbite (6.7). Etudier le spectre des orbites du

sac de MIT,
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12. LE _SOLITON CHIRAL

Nous pouvons étendre auy champ‘chirai 'a théorfe du soliton
de Friedberg et Lee decrite dans la section 7. En ﬁ'autres mots,
nous pouvons étudier 1'état ¢ fs‘il y en aj formé par des
quarks en interaction avec un champ chiral, en ﬁéglfgeant la
contribution, 3 1'énergie, de la mer de Uirac, Imaginons,lpour
simplifief,'que. le chémp chiral soit astreint ay cercle chiral
et -que celui-ci ait 1a forme (8,16) en hérisson. Si le nombre de
couleurs des quarks est !ﬂc , ‘on- peut former un nucléon ep
mettant N, quarks dans 1'orbite OF ‘de valence (voir la figure
11.9) de maniere 2 la saturer en couleur, Numériquement, dans 1a
région 2.5¢X<¢ 15 1'énergie @ de  cette  orbite peut  etre

paramétrisée par 1'expression .

A .12 | = 3% (r1z.
o% © X - %%t (X=19%g) 12.1)

olt nous avons SUppose une variation linéajre de l'anglé chirat,
comme dans la section 11 et ainsi que 1'illustre I"encart de 7Ta
Figure (11.9). L'énergie (3.8) du systeme est alors donnée (en

unités dimensionnées; par 1'expression

—— ™ oo ‘
E = aw(1+ ;);\-Z-a . 302%e -'§—°~-- ©.94 N, go, (12.2)

qui constitue yne formule de masse (approchée} du soliton
chiral. Un meilleur caleyl 119,22/‘peut &tre obtenu en résoivant
les €quations sejf-consistentes (3.5) et (3.9) qui minimisent
l'énergie (3.8). L'argument avance en section 7 A propos du
soliton de Friedberg et Lee, peut &tre utilisé ici pour montrer
que si 1'orbite de valence est lige [c'est 3 dire si son énergie
se trouve dan§ e "mass qgap" qui sépare les continus d'énergie .

Positive oy négative), on peut toufours trouver une constante de
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couplage g assez forte pour lier le systeme, d'ob 1'usage du mot
soliton pour décrire 1'état de quarks 1iés par le champ chiral.
Les &tats de rotation du soliton chiral ont stés étudiés par des
méthodes de projection du moment cinétique et de 1'isospin /22/.
L'accord obtenu avec 1'expérience est du meéme ordre de grandeur

qhe dans la théorie de Skyrme et elle est sensiblement améliorée

avec 1'introduction de champs vectoriels couplés aux quarks /22/

Un probléme encore partiellement ouvert est posé par la
contribution 2 1'énergie des orbites de ta mer de Dirac, qu'on
appelle 1'énergie de Casimir {qui Tui n'y est pour rien). A ce
jour seuls des calculs perturbatifs ont été effectués /23/. Ceux-
ci montrent en particulier que le lagrangien de Skyrme n'est pas
équivalent 2 wun systeme de quarks couplés au champ chiral. Ils
mettent également en doute la stabilité du soliton chiral par
rapport 3 )'effondrement aux courtes distances. Malheureusement,
pour un soliton de petite taille, le champ chiral varie rapide-
ment avec la position et les calculs perturbatifs deviennent
moins précis de sorte que la stabhilité du soliton chiral, une
fois prise en compte la contribution de la mer de Dirac, n'est
. pas encore conhnue.

EXERCICE

£12.1 : Confronter, comparer et discuter les formules de

masse obtenues dans les trois modeles remontrés jusqu'ici

E » L—‘IRSB + .ok ke Ne (Sac de MAT)
3 R |
t .
E = _z;%? + 5.3 ?‘-9; -ﬁ’- (Skyrmicn, veir Eg.1)

4 N .
E = 2% f‘-‘gﬁ + 302 ke '\,R-}-‘-‘ - 0895 N, %cr', (soliton chiral)
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13, LE SAC CHIRAL

Le mod2le du sac de MIT (décrit dans la section 6) prétend
que les quarks se propagent librement a I'lntérueur d'une cavité
o0 leur masse s’ annulle et ob le vide a restauré la symétrie
chirafe, ce qui  Tui colte environ B - 50 M;v/cm d'énergie. Le
mod2le de Skyrme (décrit dans la section 8) prétend, au contrai-
re, que la symétrie chirale est brisée partout mais que 1'angle
chiral peut varijer localement, le nucléon n'étant qu?un "pli" du
vide pour lequel 1'angle chiral a varié de T, Le sac chiral
/4,24/ tente une synthese de ces deux moddles, trouvant le sac
de'MIT a son goOt pour ce qu'il lui rappelle 1a liberté asympto-
tique, tout en étant séduit par la théorie de Skyrme qui, eltle,
respecte '1'invariance chirale.

Une maniere de preésenter le sac chiral est de lyi assignér

le lagrangien -

I = \TJ[ the a,.?s"- 43(0'+£‘6’:-T}.'€)]‘P

£ G
+_{,;:-QF‘L{’" kc-ﬁ{(q, q,r)_ (q:w q;)(t? l?)]

-2 (e TP Uy (13.4)
4

La premfare ligne représente des quarks couplés A un champ
Chiral (i’=(c',]-1!)f-f - La deuxigme ‘tigne n'est autre que le
lagrangien de Skyrme (8.11). Dans I3 derniére ligne, ¥ est un
champ externe, fonction de r (et éventueilement du temps)

auquel, dans ce modele, on donne la forme -

I

&
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ki

N

(13.2)

La figure (13.2) représente f dans le cas d'un sac sphérique.
Plus généralement, on dira que f==o a 1'intérieur du sac (quel-
que soit sa forme) et f= o, & 1'extérieur.

ta forme (13.1) du Tlagrangien n'est pas unique, d'autant

“moins qu'on considérera la limite
A+ o0 ' | (|3'3)

Dans cette limite, le seul effet du terme proportionel 3 M\ est
de forcer le champ chiral a rester sur un cercle chiral de rayon
ﬁ (r) qui dépend de la position. On pent donc paramétriser le
champ chiral afnsi |
. e +
, L?fg e("').t
- -b .-’ . -
0"(!.')4*[,\5:“'(‘!'_}‘.'[: = 'ﬁ(f)e

(13.5)
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Enfin, le terme Ug) représente 1'énergie, par unite de volume,

du vide physique, en fonction du rayon du cercle chiral; du
moins & 1'approximation ot on néglige la contribution de 1a mer
de Dirac (voir cependant 1a discussjon dans la section 5). Cette
fonction aura une forme semblable a celle qui intervient dans le

modele de Friedberg et Lee {voir, par exemple, 7-3)

uH
/ . (13.¢)

0 G,

Les orbites des quarks sont solution de 1'équation de Dirac :

LG 'ch

(e LY - gfpe )IA) = e, 1y (13.3)

A 1'intérieur du sac ﬁ%r; = 0 de sorte que les quarks ont une

masse nulle et ils obéissent 3 1'équation de Dirac :

ke "i‘_yu): e, Ix> | (13.8)

[

Comme dans 1le modele du sac de MIT, on suppose que la constante
de couplage g est infinie de manigre i ce que la masse du quark
soit infinie 3 T'extérjieur‘ (ol elle vaut go, ) et qu'elle
s'annulle a2 1'intérieyr (ol elle vaut gf avecf--*o ). Dans ce

€as, pourqu'une orb1te IN> ait une’ énergie Fxnie il faut que

LG T 3
()«lf)Pe <rixd =0 rR - (13.9)

Les fonctions d'onde {rix>y des quarks décroissent exponen-

tiellement et infiniment vite 1'extérieur du sac et elies sont

Pamsbar iy > 0y e
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donc normalisées a 1'intérieur du sac :

S de <Air><riay =1 (13.10)

L'équation (13.9) fourni une condition aux 1imites des orbites,
condition qui quantifie 1les niveaux d'énergie €, des quarks et
qui ne dépend que de la valeur de 1'angle chiral 3 1la surface.

A V'extérieur du sac, seul subsiste le champ chiral (13.5):

-y
(BT Y
& (r . --> -2
£y s+ LY M(r).T = c, & (1¥3.M1)

de sorte que, dans 1la région extéfieure, 1a dynamique systéme
est régie par le lagrangien de Skyrme (8.11). Elle est fdentique
a celle qui est étudiée dans la section 8. Puisque le lagrangien
(13.1) est invariant par rapport aux rotations chirales (4.8) et
(4.9), le courant axial, associé 3 cette rotation, est conserveé.
11 en résulte que la composante d'isospin a,du courant axial

jf (L), normale a la surface, est continue. Donc, a la surface
JL sac, le courant axial n. (Jf%f) % porté par les quarks doit

etre égal au courant axial Q'dftf) porté par le champ chiral
Y _ .5
n.< rl = .
n.<ga (20 2 Do-oda (0D \s (13.12)
ol n est le vecteur unité normal & la surface.
Cette &quation constitue une condition aux limites pour e champ
chiral, une seconde condition gtant que 1'angle chiral s'annulle

a3 1'infini

B(r) —~— © (13.13)

Y —p OO
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Gn peut donc résumer le moddle du sac chiral de la manfere
suivante. On postule 1'existence de deux régions de 1'espace
séparées par wune surface (qui définit le sac). A 1'intérieur du
sac 11 y a des quarks libres de masse nulle dont les orbites
obéissent & la condition aux limites (13.9) qui les empéche de
quitter le -sac. A l‘extérieﬁr le systeme est décrit par le
lagrangien de Skyrme (8.11). La région intérieure communique
avec la région extérfeure par la continuits {13.12) du courant
axfal.

Voyons comment ce modele se réalise concritement dans Je
cas d'un sac sphérique. A T'extérieur, ol le systeéme est décrit
par ‘e lagrangien de Skyrme, 1'angle chiral a la forme (8.16}) en

hérisson de sorte que :

T(eY = o, cos B(r) ﬂatr)z ﬁ\s;sanecr)
( 6%(r)y = ¢a6(r) ) (13.14)

Calculons le courant axial porté par ce champ chiral en héris-
son. Pour <cela, nous notons la transformation (4.13) subie par o
et {? dans une rotation chirale. On en déduit que, pour une

rotation chirale dont les amplitudes ;Z sont petites, on a :

- - - —_— >

- - - - - -y e - = B
(G, HRME”) > (L7 + 4o [Ws, . o, ] (G707 / % (13.15)

Le courant axial associé 2a cette rotation chirale est (voir
Ttzykson et Zuber, page 28)

- L 9;{ - } T-F fd
TR Say T Gop (mTm Tadl)

é’i,_f;i [ (Ef’,.q’y?(ﬁ:g-ﬁqg)‘)_ (@f‘ @V) (TI:'“G*_ Tta‘cry)]

(13,18)
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Dans le cas ol le champ chiral a 13 forme en hérisson, 1a
composante du courant axial normale a la surface se réduit a
1'expression :

PR EVE et ay] e

Les orbites des quarks sont déterminées par les équations (13.8)

et (13.9). L'angle chiral en forme d'hérisson est tel que :

g 5 A >
O (r).T = v.T 8(m (13.18)

de sorte que la condition aux limites (13.9) n'est invariante
que par une rotation simultanée de 1'espace et de 1'isospin

(1aissant le produit T jnpvariant). Les orbites seront dong
étiquetées par les valeurs propres (G,M) du grand spin C_; = Ii--‘i;
~défini en (11.3). Les orbites auront donc la méme forme (11.4)
que celles du soliton chiral, discuté en section 11. Les fonc-
tions radiales seront solution du probleme aux valeurs propres
(11.7) dans lequel on aura posé g = T =0.

{es fonctions radiales s'expriment alors 3 1'aide des fonc-

tions de Bessel sphériques. Il est commode de définfr gquatre

états de base H\kJGr4> ainsi
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<4, (Red 1R IEMD ,
riakjeM > = ( e ] d ) parck ' = 0y &
0
L) Fd G
. 2 . pasle’= (=)
{ri2kyemM (3¢tl(kr) Ie-t'JGM))
‘ 4 fo,, ker) 1021 jGMD RPN 2 L
Crizkj 6 M > feay Lhr d pParcie’=(6)
0O
0 PN -
» - 1 ‘k C-)
Srigkjem? dzthr);g‘;gm> ) pax
(13.19)
oli nous avons posé
t=c J =G (13.20?

et oll nous avons utilisé la notation (11.6).

Il est aisé de vérifier les relations .

k
—-.,.Pm)(l*l}-!- -'-:—"-1\2)) E |’1>i‘.s—*"12))

+m

(- spm ) (5 & M)-l-lz))--l’:‘(+é:—n M>+=z>)

E+m

("‘_;_VJ. Pm) (13> & ":Tn 14>

-V __k__ )::
(O{T -}-(bm) (i BE+m 12> A
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ol :
E = kl-l- m" (|3_2'2_)

Les propriétés utiles des états l4yeEmM> sont :

<QJGM | 2"6"G’M’> = SEQ' SJ‘qi’ SGG' SHH'
A ) ! -4 ~2Velem | J=&%
iemiraolf/'6My =
d - - d ? 26+ 1 .y
-2 Jelse A J=6+4
j=6% g6+
- (26-1) 4 VG e+ \ j%6
&>
ejemlia. T 10j6M> =
G+

WEw - (aevs) JiE

j=6-" jl=e+

13.23)
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A 1'aide de ces relations i1 est facile d'étudier le spectre des
~orbites. Par exemple, 1'orbite 10> 3 1a fonction d'onde (poser

m=o dans 1'équation 13.21) .

i ( ':ci" tkr) 1v>

~htRr) T F v

- (13.24)
(g+T)ivy =0
et Ta condition aux Timites (13.9) s'écrit
CELT 6(r) v,
{Alr> e {ri| = O
r B AP A

En utilisant les relations (13.23) on ohtient

2 '

&o(kR)"‘ I(kR)

J (13.26)

4-8 B(R)
240 (RR) 4, (RR)

Cette &quation quantifie Kk et donc les énergies thek des

orbites. On voit que si B(R)» o , CE qui arrive 3 la limite ol

R est tre2s grand, la condition (13.26) se réduit 23

ccelle (6.9) du sac de MIT. D'ailleurs le modele du sac chiral se

confond avec le modele duy sac de MIT A la limite oi son rayon R e,
A Ta limite dnverse R0 {1 se réduit évidemment au

Skyrmion, On voit aussi que pour B(R)Y = g:, on a k = @ de sorte

nergie de 1'arbite OF s'annulle. Le spectre des orbites

‘D

ue 1!

s

a été 4dtudié en detail par Milders /247 et {1 a la forme
suivante, en fonction de 6(R) . Pas plus que dans le soliton
chiral (section 11) les orbites ne viennent par paires
d'énergies égales et opposées. le spectre se reproduit chaque

fois que BIR) augmente de T |
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P.3. Mutdony, Phys.
Rev. D30 [1984) 1033

L9
-8 mw

Le courant axial des guarks associé & la rotation chirale (4.8)

et (4.9), est représenté par 1'opérateur

. kS = T
fo = vyl z N4 (13.28)
Soit N, le nombre de couleurs des quarks (N, =3) . S
on met Ng quarks dans 1'orbite (13.24) de maniere 3 former un

stat de couleur nulle, 1la composante normale 3 la surface du

courant axfal,porte par les quarks,est

<d;q,s. _':: > = - et g— ;:“’ [ d'nz(hr_) r (5|2(h|')-] (‘B-Zq)

4w e

Dans cette expression, le facteur de tormalisation & de 1'orbi-

te (13.24) est égal 2

o ng‘ér [ 52 (k) + §i% (k) ] (13.30)
= J" r) + dl r 7

(-4
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On remarquera que 1a composante normale du courant axial (13.29)
poerté par Jes quarks a la m&me forme (proportionnelle 2 EL )
que celle (Eq. 13.17) portee par le champ chira}. Nous vérifions
13 une condition de self-consistence, qui . permet au courant
axial d'étre continu 3 Ta surface du sac}. S$f, pour une forme en
hérisson du' champ chiral, on n'avait pas placé N. quarks dans
une orpite G = g (ou, plus généralement , 51 on n'avait pas for-
mé des couches @ complétes) on n'aurait pas pu réaliser 13
continuité (13.12) du courant axial sur 1la surface d'un sac
sphérique. Qn remarquera aussi qu'avec 1la réalisation (E13.1) de
ta condition aux limites (13.9) et avec la forme en hérisson
(13.14) de 'angle chiral, le courant axial porté par une orbite
IA> est rerie a la dérivée de 1'énergie de 1'orbite par la rela-

tion .

1 oe | (13.31)
" Se

CAld'qg.f x>

l\)ip >

L'équation (13.29) devient alors

SN T 2. e (13.32)
e s 2 r* 5 doce

ol Ta somme est limjtee aux orbites occ upées par les quarks,
Dans ces conditions 1a continuité du courant axfal a 1a
surface, exprimée par 1'équation (13.12}, devient, compte teny

des résultats (13.17) et (13.32)

S %
2R* §BeR) .\.,, (m) ) [4 2_5'._._1_‘_9 ) ]

013.33)
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Une fois calculés 1'angle chiral B(r) et 1'¢nergie e, de
1'orbite IN> (ol sont placés Ne quarks de valence) 1'énergie

du systeme devient égale a :

E = NL Q* + 4_3.11. R‘;B

+ 4T Sﬂl‘-‘dr [( z+ 25:_“61
R

+1§.“#9[ 9ﬁ5+2 ( ]} (1\3.34)
2a:

Le premier terme est 1'énergie des quarks dans le sac. Le deu-
xieme terme est 1'énergie de volume du sac do a la restauration
de la symétrie chirale au sein du sac. Le dernier terme est
1'énergie (8.19) du Skyrmion intégrée 3 Jtextérieur du sac.

On a proposé /4/ de suivre le schéma suivant le calcul

a) On détermine B(r) en rendant stationnaire 1'énergie (13'34)

par rapport aux variations de B{r) et en imposant la con-

dition aux limites :

e(r\ T _Q_ ('3-35)

r 0 r?

ol a est fixé de maniére X obtenir la valeur expérimentale de a -

b) On se donne wun rayon R et on calcule les orbites des
quarks compte tenu de 1a condition aux limites (13.25). qui est
connue d2s lors que B(r) a été calculé au point R.

c) En général, on trouvera que la continuité (13.33) du
courant axial ne sera pas réalisée par ce calcul., On recommence
donc le calcul avec des vé1eurs diFférentes du paramgtre e du
lagrangien de Skyrme jusqu'a ‘ﬁe que la condition (13.33) soit
satisfaite.

On peut imaginer d'autres schémas de calcul. Par exemple,
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i1 a ¢été& suggéré de choisir la valeur de B afin de rendre 1'é-
nergie stationnafre par rapport aux variations du rayon R du sac
f24{.0n peut aussi inclure 1a contribution des quarks de la mer

de Dfrac a la fois 3 1'énergie et au courant axfal. Cela exige
une renormatisation /4/ que nous ne discuterons pas jci. Nous ne
discuterons, non plus, 1les propriétés intéressantes du courant
baryonique dans 1le modeéle du sac. Bornons nous 3 les décrire. A
1'extérieur, le courant baryonique est porté par le champ chiral
et 11 est donné par 1'expression (B.7) ou, dans le cas de 1'hé-
risson, par 1'expression (8.26). Le nombre de baryons a 1'exté-~

rieur du sac est donc égal 2

= p=e sew 26(R)
Bl‘-tt = q‘\‘rkg rdr B (r) = - %-'r [e(R)- v

A (3. 36)

Puisque B(RY est une fonction continue de R, le nombre de
baryons a 1'extérieur du sac peut &tre fractionnaire.

Pour que nous opuissions, dans ce modele continuer 3 iden-
tifier le courant (8.7) de Skyrme au courant baryonique, i1 Ffaut
que 1a contribution B, , au nombre baryonique, des quarks a

_1'intérieur du sac soit également fractionnaire. C'est cette
propriété qu'ont démontré Gdestone et Jaffe /25/, qui
obtiennent Te résultat remarquable B,y + Boy = 4 .

Pour 1'instant 1le champ externe (voir 13.2), introduit
dans le Tagrangien (13.1}),n'a pas d'interprétation dynamique. Ce
terme brise 1'invariance par translation du Tagrangien et on
aimerait voir la fonction £ apparaftre par exemple comme une
valeur classique d'un champ dynamique. En d'autres mots on ai-
merait connaftre le mécanisme qui crée le sac. Les quelqgues ten-
tatives /26/ dans <cette direction n'ont, jusqu'a présent, pas

réussies. L'existence méme du sac n'est, A 1'heure actuelle, pas
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yraiment démontrée expérimentalement. I1 nous reste encore

beaucoup a apprendre sur la structure des hadrons.

E13.1 : Montrer que la condition aux limites (13.9) peut

gtre réalisée par 1'équation

-
c8.t %
(n. Y Ix> = € 1>
£13.2 : Soit j un courant conservé : V.j=0 . On con-
sidere le volume qui entoure de pr&s une surface S. On a

(e = §dsng

3

En déduire la condition aux limites (13.10}).

£13.3 : Discuter si le confinement des quarks dans la mer
~de Dirac est correctement décrit par la condition aux limites
{13.12). Est-ce que cette condition permet, par exemple, la

création d'une antiparticule de couleur nulle de se propager ?

£13.4 : Vérifier que le facteur (-4/%c) apparaissant
dans la définition (13.16) du courant axial, est choisi de ma-
niere 2 ce que le courant baryonique des quarks, associé a la

Lol —
transformation ¥ € Y soit égal 2 \PB’,“P

E13.5 : On a exigé au courant axial d'étre continu 3 1a

surface du sac. Pourquof n'a-t-on pas, par exemple, exigé au
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courant d'isospin, associé 2 une rotation d'isospin, d'étre con-
tfnu & 1a surface 7?7 (On  aura intérét, pour répondre A cette
question, A& calculer 1le courapt d'isospin porté par les quarks
ainsi que celui porte par te champ chiral). Faut-i! rendrg les
courants, associés aux tfans]ations, continus & la surface ?
{Question bien plus intéressante ) Et, tant qu'on y est, le
courant baryonfque est-i1 continu a la surface du sac ? Et 1a

densité baryonique ? (Voir la référence 25).
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