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DESCRIPTION THERMODYNAMIQUE DES NOYAUX EXCITES

P, BoNCHE

Service de Physique Théorique, CEN Saclay




Résumé

Le cours est divisé en trois parties. La premiére
contient les rappels de mécanique statistique nécessaires pour
comprendre la mécanique quantique & température non nulle. La
seconde présente une étude de la transition de phase
liquide-gaz avec comme application a la physique nucléaire un
modéle pPhénoménologique simple. Enfin dans 1la troisiéme, une
approche complétement microscopigue est proposée, elle fournit
un cadre A 1'eétude des diverses propriétés des noyaux en

fonction de 1la température.

Abstract

These lectures are divided in three parts. The first
one Presents basic «concepts of statistical mechanics and
thermodynamics necessary to understand quantum mechanics at non
zerc temperature. The second part introduces liguid-gas phase
transition with a simple phenomenological model as an
application to nuclear physics. Finally 1in the third one, a
fully microscopical approach is given, which provides with a
framework to study the different properties of excited nuclei

as a function of temperature.




Dans les collisions entre ions lourds aux énergies dites Ganil, ou Bara,
gn a pu mettre en évidence ia formation de systémes composites trés excités. Si
1"on traduit en température les énergies d'excitation ainsi obtenues. on obtient
des températures de plusieurs MeV, typiquement 4 & 5 MeV, voire & MeV pour les
systémes les plus Jégers. Les études théoriques de ces systéemes font de plus en
plus appel & des concepts de thermodynamique ou de physique statistique, ne

serait-ce que par 1'introduction de 1a température que 1’o0on vient de mentionner.

Ce cours a donc pour but de présenter précisément les concepts de base de
physique statistique qui sont sous-jacents dans la physique des ions lourds telle
qu'on peut désormais la pratigquer au Ganil ou & Sara. 11 ne s'agit pas tout
d*abord de décrire les mécanismes de réactions <qui aménent & la formation de
systeémes composites susceptibles d'une description faite dans le cadre de la
physique statistique, ni d*ailleurs de proposer wune é&tude des mécanismes de
desexcitation de ces systeémes par évaporation ou par fragmentation. Pour cela,
nous renvoyons les lecteurs aux cours et séminaires appropries de cetle école

{(voir en particulier le cours de Babinet et le séminaire de Galin).

Le contenu du cours est réparti en trois grands <chapitres. Le premier
contient des rappels de mécanisme slatistique et des éléments de thermodynamique
nécessaires pour comprendre la mécanique gquantique & température non nulle. Le
second présente une étude dans le cadre nucléaire de la transition de phase
liquide-gaz 3 wune application phénoménologique de la stabilité des noyauwx chauds
en decoules Enfin, dans le troisiéme chapitre, une préseniation microscopique est
praposée 3 partant des concepts de physique statistique exposés dans le premier
chapitre, elle fournit wune description des novaux trés excités, ou chauds, qui
confirme en particulier Jles résultats quatitatifs obtenus dans le cadre de
}? approche phénoménologique de la deuxi¢me partie. 0Oe pius elle permet une
description compléte de la plupart des caractéristiques des noyaux en fonction de

la température.




Le temps i1imité fait Qque ce cours ne pourra &tre complet et mainis aspects
seront Ppassés sous le silence. Si du moins, sur les points traités, un peu de
clarté est apportée, ce cours aura rempli une partie de ses ambitiaons. Si de plus,
1"un ou l?autre de ses Jecteurs restait sur sa faim et cherchait a en apprendre
davantage en allant consulter 1*une gquelconque des réfarences citées. le succes du

cours serait camplet.




I. ELEMENTS DE PHYSIQUE STATISTIQUE

Dans cette premiére partie, nous esquissons un rapide survol des éléments
de physique statistique 4qui sont sous—jacents en physique nuctéaire lorsquen
étudie les propriétés des noyaux treés excités. Tout d’abord, nous rappeions les
définitions et les propriétés des opérateurs densite ainsi que leur utilité pour
le calcul des wvaleurs moyennes d?’observables., Nous introduisons la notion
d’ entropie statistique comme mesure de 1*information manquante et nous donnons sa
définition en terme de 1'opérateur dencsité. Une fois ces concepts introduits, nous
nous attaquons au probléme du choix de 1’opérateur densite pour un systéme
physique donné en fonction des renseignements connus sur le systeme. Ceci nous
permet de définir la distribution d*équilibre d*un systéme, ainsi que sa fonction
de partition, comme résultant de 1’application d’une méthode variationnelle
associsée & des paramétres de Lagrange judicieusement choisis. Suivant le choix des
variables du probléme, npous définissons les ensembles canonique et
grand-canonique. Le Jien avec la thermodynamique est rappelé, mais sans
justification detaillée, seule 1a relation entre le paramétre de Lagrange associé
a4 la conservation de 1’énergie et 1la température est explicitée. Enfin, les
différents potentiels thermodynamiques sont définis ainsi que teur inter—relation
par transformation de Legendre appropriée. Une application du concept d’'entropie
ctatistique maximum est donnée & titre d'exemple pour une é&tude possible de la

fragmentation des novaux.

Ce chapitre s"inspire directement du livre de R.Balian "Du microscopique

vl Dans la suite, nous ne donnons aucune référence et, pour

au macroscapique
compléter ou approfaondir ce cours, on aura tout intéré&t a se reporter spécialement

aux chapitres 2 a 3 du tome l.




I.i. MELANGES STATISTIQUES - OPERATEURS DENSITE

On a 1’habitude de représenter un état physique d*un noyau par une
fonction d'ande qui dépend de tous les degrés de liberté des nucléons en présence,
(position, spin...) ¢ ¥(pr,o,,r,0,,...r 0, par exemple pour wup systéme 2 N
nucléons. En fait cette fonction d'onde est la représentation dans 1’'espace des
coordonnées d’un état de 1'espace de Hilbert X associé au systeéme gquantique que

1’00 considére.
"I’(r‘lc’l.r‘zd’z....} = <r101,P262'0|-l‘;!> .

Seit donc un état physigue représenté par le ket |¥>. Dans la suite, 1’espace de
Hilbert est supposé de dimension finie pour ¢viter des complications mathématiques
laborieuses.

S$i une grandeur physigque A est décrite par un opérateur A , 53 mesure

ay

expérimentale sera donnée par ia valeur moyenne de 3 dans 1’ eétat |9
A> = TIAIY> .

Ce probléme bien posé est celui ou 1?é&tat considéré est un état du systeéme
parfaitement connu, on appelle un tel état, état pur.

En fait nous wvoulons décrire des situations plus complexes ou 1'état du
systéme est mal connu. Dans ce cas, le ket décrivant cet état n'est pas
entierement déterminé mais seul peut &tre atteinte Ya probabilite q, que 1*état
sgit décrit par un ket donné |¥,>. Bien entendu, comme toute loi de probabilite,

ces q, doivent &tre positifs ou nuls et leur somme doit égaler 1:

a, >0, Za =1 . (I.1)
A

Dans c¢e cas, on a un mélange statistique d’états {q1;|¢l>} qui représente le
systéme.

Suivant la démarche esquissée ci—dessus pour un état pur, nous voulons
definir maintenant 1a wvaleur movenne d’une observable pour un état décrit par un

tel mélange statistique. Si le systeme était dans 1’'un des états purs [¥,>, 1a

mesure de I'observable A serait donnée par <w113|wx>. comme la probabilité de ce

ket est q,, on wvoit intuitivement que la valeur moyenne de A sera ?

> = 2 a, <, |AlY, > . (1.2)
A

Nous admettrons ce résultat gqui s*obtient rigoureusement en considérant les
50Us—espaces propres de A. I1 faut parfois se méfier dé son intuition ¢ nous awvons
implicitement supposé les kets [|¥, > normés & I1'unité mais 1ls ne sont pas
nécessairement orthogonaux, cependant, le résultat ci-dessus est correct méme si

les kets ne sont pas orthogonaux.




Introduisons donc une représentation particuliére de 1’espace de Hilbert

qui sgit une base orthonaormée {iid>} :

<ilg> = 8,5

2 il = i , (1.3)
i
ou ﬁ est 1’opérateur unité, Si 1’on insére dans (I.2) cet opérateur unité a gauche

et a droite de 3, on obtient aprés guelques manipulations

<A> = 22 E: G, > q, <%, 1i> <Jlﬁli> . (I.4)
ij A
Cette relation permet de définir 1'opérateur densité B associé a 1'état décrit par

le mé¢lange statistique {q,,1%, >} :

Do 19,> q, <¥, 1 . (1.5)
A

Ses éléments de matrice dans la base {]i>} sant :

Dy 5= <ilDIj> = 2 i1e, > a, <, 15>
A

et forment la matrice densité. L*équation (l.4) s'écrit alars :

P> = 2 D; ;A;;= T.D A . (1.6)
14
Ce résultat montre que seul 6 intervient pour le calcul de <A> et donc que toute
"information sur le syst2me quantique décrit par le mélange statistique est
contenue dans 1’ opérateur densite.
Une remarque impartante s’impose alors immédiatement. Seient deux états
décrits par des mélanges statistiques differents, {q,, [¥,>} et (p,, ¥ >}. Si ces

mélanges correspondent au méme apérateur densité :

Z e, > q, <¥,1 = Z 1®,> p, <@ | =0,

A v
on woit, & cause de 17éq,(I1.8) qu'aucune expérience ne permettira jamais de les
distinguer ! ils sont équivalents., Enfin, un systéme décrit par un &tat pur n*est
qu'un cas particulier de mélange statistique oG tous les q, sont nuls sauf un
seul, égal a J'unitée et, B = [¥><¥]| est le projecteur sur 1’atat pur |9
correspondant.

Nous donnhons maintenant les proprietés des opérateurs densitée, telles

qu’elles découlent des equations (I.5) et (I.1) :




iy D =0" hermiticite (q, reel)

1) Trace(Dy=t 2 a,=1 , (1.7
A

i11) <@IBI®> > 0 semi-défini positif <(q,2 0, ¥V A) .

Un a noté entre parenthéses 1les propriétés des prubabilités g, responsables de

-~

celles de D. Inversement, on peut montrer que tout opérateur vérifiant ces trois
propriétés peut &tre considéréd comme un opérateur densité associée & un état
représenté par un mélange statistique que 1'on peut en principe construire. En
effet, si D vérifie (1.7, son hermiticitée entraine qu’on peut en écrire sa
décomposition spectrale en terme de ses fonctions propres ortko-normées |i> et de

ses valeurs propres réeffes Pyt

B=2 1> py il (1.8)
i

des propriéetés ii) et iii) de 5. il résulte que les p; sont positifs ou nuls et

~

que leur saomme wvaut 1. Ainsi 0 sous la forme (1.8) a bien la structure d'un
opérateur densité (voir 1.5) associé & un mélange statistique {p,;|i>} oU les

états purs représentés par les kets 1i> sont cette fois orthonormés.

Jusque la, nous avons supposé que le nombre de particules du systéeme était
donné, Ce que nous avons dérive se généralise sans difficulté au cas ou le nombre
de vparticules n'est connu qu’en moyenne ou est aléatoire. L’espace de Hilbert
associé au systéme est alors 1a somme directe des espaces de Hilbert associés a
des systémes ayant un ban nembre de particules. Pour le physicien nucleéaire
habitué aux fermions qui obéissent au principe d*exclusian de Pauli, il s*agit 14
de 1'espace de Fock. Pour toute observabie A qui conserve le nombre de nucleons,
[3,&]20 (o0 N est 1"opérateur nombre de nucléons), la mesure A sera donnée comme
précédemment par

<A> = Trace (D A),

~

o D est 1'opérateur densité du systéme dans 1'espace de Fock.
Rappelons briévement 1la fagon dont ﬁ évplue dans le temps. Si
1*hamiltenien ﬁ du systéme est exactement connu, les états purs évoluent suivant

1*équation de Schrddinger dépendant du temps
ik 41> o gy ,
dt

et 1’'opérateur densii¢ associé & un état pur vérifie donc

in 4D = 1,01 . (1.9)

Four un mélange statistique oU chaque composante l¢a> evolue suivant 1*équation de




Schrdinger, comme les probabiliteées g, ne dépendent pas du temps, 1’'opérateur
densité asspcié wvérifie encore 1'eéquation (1.9 ci-dessus dite éauation de
Liguville~von Neumann. Nous ne considérerons pas ici le cas plus général 00
i'hamiltonien est mal connu ou aléatoire.

Remarquons que 1*opérateur densité B est un opérateur A plusieurs corps
dans 1’espace de Hiibert associé au systéme. En particulier, pour un novau avant
exactement N nucléons la matrice densité sera wune matrice dans un espace a N
corps. btLa matiere dencité réduite & 1 corps avec lequel on a 1'habitude de
travailler s’aobtient par une trace partielle sur N-1 corps faite sur la matrice
densité. Par exemple soit 1'opérateur densité E caractérisant un novau de N
nucléons dans un état donné, sa représentation dans 1'espace des coordonnées peut

stécrire 3

L Y ] VR 1L LY (LY L S
la matrice densité & un corps <r1|3|r'1> est donné par !

<rylelr*y> =N I drzdrs...drN<r1,r2,...rN|D|r’1.rz,...,rN> .
Bien eévidemment fa matrice densité a un caorps contient moins d*information, en
particulier toutes les corrélations a deux corps et plus ont disparu. Et enfin la
densite de matiére en un point donné de 1*espace est la partie diagonale de la
matrice densité a un corps @

e(r) = <rielr> .
Rappelons que dans un modéle de particules indépendantes o0 un noyau est décrit
par un déterminant de Slater o0 exactement N arbites ¢ (r) sont occupees avec une

probabilitée 1 par un nucléon, on a la relation usuelle

CloIr > = 2@, (PSR
A

que nous retrouverons dans la suite.

1.2. ENTROPIE STATISTIQUE — DEFINITION ET PROPRIETES - CA$ DE SYSTEME COMPOSITE

L.*abjectif est de déterminer aw mieux, pour un systéme quantique donne,
1*opérateur densité puisque c'est lui qui permet, au moins en principe, de
calculer les wvaleurs moyennes de toutes les wobservables. Cependant, pour un
systéeme mal connu, il faut d*abord donner une mesure gquantitative de 1’ information
manquante, oDu, ce qui revient au méme, évaluer le désordre du systeme en fonction
de 53 loi de probabilité. Cette quantité d*information manquante est mesurée a

partir de 1’'opérateur densité D par 1’entropie statistique S ¢




$(D» = -k Trace ¢D Lag DJ, (1.10)

at k est la constante de Boaltzmann. Nous ne donnerons aucune justification de
cette expression que nous postulons. Les propriétés de 5 gqui sont données dans la
suite montrent que S5 est bien une mesure du désordre. Remarquons que si D est
donné par sa décomposition spectrale en fanction de ses valeurs propres et de ses

vecteurs propres (cf. eq.(I.8)), 1'entropie statistigque devient :

shy = —« 2 (pyLog py) . (I.11)
i

L'entropie statistique définie par (1,10} wvérifie quelques proprieétés

élémentaires qui la justifient comme mesure du désordre d’un systéme.

i) Elle est invariante laorsqu’on change D par une transformation unitaire.
Par une telle transformation, le systeme quantique considéré n*est pas modifieé et
son désordre ne peut donc ni augmenter ni diminuer. Cette propriété se démontre 2

partir de (I.10) en utilisant 1?invariance cyclique de la trace.

ii) L'entropie statistique est minimale et égale a zéro pour un état pur.

D* aprés (I.11}, puisque les py sont phsitifs ou nuls et de somme |

(0 € p;% 1, E: p;= 1), chaque contribution —kp;log p; est positive ou nulle, § est
donc positive ou nulle. Pour wun état pur, les p; sont tous nuls sauf un qui est
é¢gal & 1’unité, S est alors nulle et donc minimale. Réciproquement si S est nulle
les p; sont soit nuls soit égaux a 1, comme leur somme vaut 1, un seul d'entre eux
est non nul et é&gal a 1, on a donc un état pur.

S*il n*y a pas de desordre 1’entropie statistique S est nulle, et

réciproquement.

iii? LU*entropie statistique est maximum si les événements p, sont
équiprobables. Four N événements équiprcbables, p;= é et S = kLogN. Nous
admettraons ce résultat qui exprime bien que Y'entropie est une mesure de deésordre.
En effet, 1*équiprobabilité des événementis correspond & 1'état le plus deésordonneé
o0 il ny a en quelque sorte aucune raison de pr&férer un événement a un autre.
Toute différence, si minime spit—elle, 'renseigne’ sur le systéme. Le maximum de
1'entropie correspond donc au maximum du désordre ou, en d*autres termes au
maximum de 1*information manquante. C’est cette derniere remarque qui naus

permettra de construire la méthode variationnelle qui donne 1*opérateur densité.

D*autres propriétés sont a noter dans le cas ou le systéme physigue est un
systéme composite constitué de deux sous-systémes a et b. Dans ce cas 1’espace de
Hilbert du systeme taotal est le produit tensoriel des deux espaces %° et X° des
deux sous—systémes. Spit D 1*apérateur densité du systéme composite. Soit une
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abservable A deéfinie par un opérateur A, n’agissant que dans X*; dans le calcul de

a

sa wvaleur movenne, Trace(ﬁ 33), on peut prendre tout d*abord la trace dans

1’ espace X° ou A, n'agit pas et, définissant D, par :
D, = Trace, (D), (1.12)

a

Trace, (ﬁa 3 ) . (1.13)

pve
H

a

~

L’ opérateur 0, vérifie les proprietes (1.7) des opérateurs densités, on peut
1*assimiler a 1'opérateur densité du sous-systéme a décrit dans X*. On aurait pu

définir de méme 1'opérateur densiteé hb en prenant la trace de ﬁ dans ¥*.

Revenons aux propriétés de 1’entropie dans le cas o0 un systéme est

-~

composé de deux sous—-systeéemes a et b d'opérateurs densité ﬁa et D,.

iv) S5i les sous-systemes sont statistiquement indépendants, 1’apérateur
densité du systéme composite est ¢gal au produit tensoriel des opérateurs densité

des sgous—-systémes,
6=0,®0,, (1.14)

et 1*entropie statistique totale est exactement la somme des entropies calculées

séparément dans chacun des sous—espaces:
s(Dy = s(D,) + 5D, . (1.15)

Dans c¢e cas, il n*'y a pas de corrélations et aucune information provenant de 1'un

des sous—-systémes ne peut renseigner sur 1*autre.

v) Si au contraire les sous—systémes a et b sont corréiés, D contient
plus d'information que n’en contient D, et O,. La tonnaissance du systéme global
avec =ses corrélations est plus précise que 1a simple connaissance de ses deux

parties et donc

s(h < 5D, + s . (1.16)

~

L*opérateur densité ﬁ n'est plus nécessairement égal au produit tensoriel D, ® D, .

En fait, dans <(I.16), 1’égalité n’a lies aue si D =D, ® D,, ¢’est-a-dire en

1’ absence de corrélations: c’est une réciproque de la propriété précédente.

vi) La derniére propriété est wune propriété de "concavite" qui signifie

que !a réunion de deux &tats d*un méme systéme en un état unique augmente le




désordre. Soit deux états décrits par les opérateurs densité ﬁl et ﬁz. soit w, et
wy, les poids par Jesquels on pondére ces états dans le mélange (0 € w1, € 1 et

w,t w,= 1) alors
S, D, *+u, D) 2w, SO +w, 8D, . (1.17)

Nous terminons cette section par 1'expression de 1la variation de S en

fonction d’une wvariation infinitésimale quelconque $D de D 3
$S(D) = ~k Trace (8D(LogD + 1)} . (1.18)

Enfin pour tout systéme guantique décrit par un mélange statistique et qui évolue.

par un hamiitonien H parfaitement connu, on a d’aprés (I1.9)

it %% = - Trace ([ﬁﬁ]Luga) =0 . (I.19)
Dans un tel «cas, aucune infarmation n’®est perdue ni gagnée. L'entropie ne peut
donc augmenter que si 1’évolution ealle-méme est mal connue, c'est-a—-dire si
1*hamiltonien est mal connu ou s*il contient des parties aléatoires. ]

Pour obtenir les résultats (1.18) et (I.19), i} faut utiliser entre autre

1*invariance cyclique de la trace.
I.3. CHOIX DE L*COPERATEUR DENSITE ~- DISTR TION D*EQUIL IBRE

Jusqu'a présent, nous avans défini formellement un opérateur densité et
calculé le degré de désordre qui le caractérise via 1'entrpopie. Il nous reste
maintenant & trouver wune méthode pour le calcul explicite de b pour un systéme
quantique donné, compte tenu des renseignements que 1’on posséde sur le systéme.

Tout d’abord si 1’on ne sait rien, cas que nous avons déja rencontré, il
suffit de dénombrer les états purs possibles qui sont alors tous équiprobables.

Pour N états [¥,>, on aura

N

D=2 e, > L <w
A=l N

A

et, conformément & la propriété 1ii) de la sectian précédente, 1'entropie qui est

alors maximum vaut 3
S(D) = & Log N .

Si au c¢ontraire 174tat est au moins partiellement connu, i1 faut
explicitement tenir compte des renseignements dont on dispose. 5i 1'un de ces
renseignements est une infarmation exacte, an ¥’inclut dans la construction de
1*espace de Hilbert. Ainsi, i le nombre de particules N est exactement connu, il
suffit de choisir 1*espace de Hilbert des états xN avant exactement N particules.

Dans dfautres cas on ne connait 1’information qu'en valeur movenne, par exemple
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17energie U = Trace{(D H) peut &tre connue seulement en moyenne. Les cas que 1’on

rencontre Te plus souvent sont ¢

i} N et U sont connus exactement, 1’opérateur densité associé est dit
microcanonique.

ii> N est connu exactement mais 1 en wvaleur movenne. L'ensemble
statistique des états de ce type est dit canonique.

iii) Enfin a la fois N et U sont connus en valeur movenne, on parle alors

d’ ensemble grand canonique.

Si des renseignements sont exactement connus, nous SUPposerons que 1a
definition de 1*'espace de Hilbert en tient compte de facon approprice.
Plagons—-nous dans le cas général o0 neus connaissons la valeur mayenne d'un
certain nombre d4'aobservables Ei:

Trace (D A, = <A;> . (1.20)

Nous voulons trouver la distribution statistique d*équilibre réalisée dans
1'opérateur densité ﬁ. compte tenu des contraintes (I.20). Or nous savons que
1'entropie, mesure du désordre, est maximum si 1le désordre est maximum,
c'est~a-dire en !*absence d*information pour des événements équiprobables. Pour
généraliser ce concept en incluant les contraintes, on postule que la distribution
d'équilibre représentée par 1’opérateur densité 5 est celle, compatible avec

toutes les données existantes, qui maximise 1'entropie S(DJ.

Pour construire D explicitement a partir de ce postulat, choisissons une
base arbitraire d’état {li>} de 1'espace de Hilbert. Il faut alors trouver les
¢léments de matrice <ilDlj> qui maximisent S(D) avec les contraintes (1.20). En
général, on inclut une contrainte supplémentaire qui exprime le fait aque D est de
trace unité (cf.{I.732, On wutilise alors la méthaode wvariationnelle des

-

multiplicateurs de Lagrange et nous cherchons tes valeurs stationnaires de

-Trace (D LoqD) - E: A; Trace (D 3i> =~ A, Trace(D) , (I.21)

i
en faisant varier arbitrairement les Dij sans plus se soucier des contraintes. Les
paramétres de Lagrange &; et A serant ensuite déterminés en impaosant a la
eolution trouvée de vérifier les contraintes. En utilisant (I1.18) on écrit que la

variation de (I.21) est nulle 3

(]
i

-Trace ! (Lagb + :Z Ai§i+ At 11}
i

L2 <itsbiiv<iiLagh + 2 A A+ Agt 111D \ (1.22)
i i

Cette derniére exprescion doit &tre nulle pour toute wvariation hermitique
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arbitraire des é¢léments de matrice de 5 et donc

0 = <jiLogh + 2 A A E At LD (1.23)
i

pour tout coupie (ij) coit :

~:: Aiai"*o'l
i

0D=e . »

que 1’on réécrit sous la forme 3

2 A
i

e . (I.24)

o
|
[

On a ainsi c¢onstruit 1'opérateur densité a 1’'équilibre étant donné des contraintes
imposées en movenne. Cette expressicn s’appelle distribution de Bottzmann—Gibbs.
Pour clore Ya démonstration, i1 faut montrer que 1’extremum que nous avons trouve
rend S(D) maximum. Nous admettrons que la distribution de Boltzmann-Gibbs a une
entropie strictement supérieure 3 ceile obtenue pour tout auire opérateur densite
verifiant les caontraintes (1.207.

Ao+l
-En écrivant 1'¢9.(1.24), nous avons remplacé le paraméire A par 1=¢e° .
La condition de normalisation de b détermine Z
—22 hiAi
Z = Trace e ? . (I1.25)

Cette équation danne 7 comme fonction des paramétres de Lagrange &;+. On appelle 2Z
la fonciion de partition du svystéme. Les conditions (1.20) achevent de déterminer

les A; comme solutions des équations:

f k!
<A;> = Trace(DA;) = % Trace {e Y Al
L ¥
oJd encore ¢
1 9 —Z i
A;> = - 2 Trace e J »
* Z I

m

et, en réutiltisant (I1.29) :
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d

1

LugZ(Aj) = - <A;> . (I.26)

Par un calcul simple, on peut maintenant réexprimer 1'entropie d’équilibre en

fonction de la distribution de Boltzmann—-Gibbs part

sBy = k LosZ + k 2u Ay <AL . (1.27)
i

ou encore, a cause de (I.26):

S =k LogZ - 24 &, =2- Ck Log2) . (1.28)
i

N,

i

Sagit wun petit déplacement de 1’équilibre caractérisé par une variation

infinitésimale des <A;> et donc des A; qui en dépendent. On a

d(Los?) = ai (LoaZ)dh = ~ 2 <A> dr; (1.29)
i i i

et, avec (1.28)

dS = k EE A; dlAg . (I.30)

i
Cezs deux derniéres relations montrent que les wvariables naturelles pour 1a
fonction de partition sont les paramétres de Lagrange alors que pour 1*entropie,
ce sant les valeurs mavennes <A;>. Prenant Tes <A;> comme variables, on déduit de

(1.30):

95 =k A : (1.31)
3<A>

ta transformation (I.28)} est une transformation de Legendre qui fait passer de
kLogZ , fonction des A; & 1'entropie S comme fonction des <A;>, variables

conjuguées des A;. La transformation inverse qui est aussi une transformation de

Legendre s’ écrit immédiatement

K LogZ = § - 2 <Ay> <25 . (1.32)
i a(Ai>

Ensembtas canonique

Le nombre de particule N et le volume £ sant dannés exactement, 1'énergie
est donnée en wvaleur moyenne : U = Trace(D QN) ol H, est 1*hamiltonien dans
1*espace a N particules. Le paramétre de Lagrange associé s’appelle

traditionnellement & et 1’on a:
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N ~BH
p=4i o M , (1.33)
ZC

avec pour la fonction de partitiaon Z_:

-BH -pE
Z,(B,N) = Trace e " = 2: e " , (1.34)
m

o la somme sur m porte sur les éetats a N particules. L'entropie d’équilibre
s*écrit:

S = k Log Z,+ k B U . (1.3

Ensanbta grand cancnique

L’énergie U et 1le nombre de particules sont dannés en moyenne. On
travaille alors dans 31'Espace de Fock défini dans la premiére section, les
parametres de Lagrange associés a U et N sont P et -w. On peut écrire

iﬁmédiatement, en spécifiant les expressions (1.24), (1.25) et (1.27):

D=L o RH¥aN (1.36)
ZG
~ ~ N
_ -pE
Zq(@,p) = Trace(e PH*ON) = PIPRLID NI I Z.(B,N), (1.37)
N m N
SC(U,N) = k Log Zg + kK B U -~ k @ N : (1.38)

On  remarquera que dans (I.37), nous avons réexprimé Z, comme une transformée de
Laplace sur N des fonctions de partition canonique Z_(P,N) calculees dans chacun
des espaces de Hilbert a ben nombre de particules N et pour la méme valeur du
paramétre de Lagrange B.

Motons enfin les relations entre U et N, valeurs moyennes d’observable et
B et o, relations dérivées des expressions (I.26) et (I1.31) écrites en grand

canonique

0 ]
— L Z.= —U ’ = Log Z,= N (1.39)
ap 0 ‘e 3o 2 fe '

et les relations inverses
195 . , 198 - _ 4 . (1.40)
k oU k IN

La généralisation, en grand canonique, au cas o0 1'on a plusieurs espéces
de particules, se fait sans difficultés particulieres. 11 suffit de repartir des
formules générates (1.24) a (1.32) en introduisant autant d’opérateurs nombre de
particules &i que nécessaire et de méme, autant de paramétres de lLagrange associés

;. Nous rencontrerons un tel cas dans 1la derniére vpartie du cours g0 nous
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distinguernons explicitement les protons des neutrons.

1.4, RELATION AVEC LA THERMODYMNAMIQUE : TEMPERATURE

Maintenant que nous avons construit la densité d'égquilibre de
Boltzmann—-Gibbs, il nous faut faire le lien avec la thermodynamique. En fait nous
aitons 1imiter nos ambitions et nous nous contenterons de définir la température
et les différents potentielc thermodynamiques dans le contexte microscopique que
nous avons adopté.

lla notion de température en thermodynamique s’intraduit comme une mesure
relative, seul le troisiéme principe (principe de Nernst) permet de définir un
zéro absolu. La facon de erocéder consiste & mettre au contact deux systémes en
équilibre thermique, le plus chaud céde alors de la chaleur au plus froid et vice
versa. Du point de vue microscopique, prendre deux systémes & 1'équilibre et les
mettre en contact thermique revient & prendre deux systémes décrits par une
distribution de Boltzmann-Gibbs et & 1les coupler par une interaction pour
permettre le transfert d'énergie d'un systéme a 1*autre.

Placons—naus dans 1'ensemble canonique. Si donc deux systémes a et b sont
tout d’abord isolés thermiguement, 1*hamiltonien ﬁ du systéme a+b est exactement

ia somme de deux parties H, et gb qui dépendent exclusivement des wvariables des

a
~

spus—systémes concernés t a pour H,, b pour H,. Comme H; et H, commutent, les

a?*

énergies U, et Uy de chacun des sous—-systémes sont conservées. Introduisons les

paramétres de Lagrange B, et B, POuUr écrire explicitement que a et b sont a

1*équilibre dans 1”ensemble canonique:

~ _ﬂ /]:i -~ 'ﬁ i\"l

b=1 e *° B=i-e °°, (1.41)

2 z

a b

'ﬂaﬁa _ﬂb;‘b
I,(B,) = Trace e s Z,(B,) = Trace e ’ (l.42)
U= - <2 LogZ, (B) ,  Uy= = =2 LoaZ, (B,) . (1.43)
36, 38,

L*opérateur densité global s*écrit alors

b=0,0, =—L & °° : (1.44)
Z,(B, 02, (B,)

Nous avans ainsi realiseé 1*equilibre thermique de <chacun des sous-systémes en
ecrivant qu’ils sont & 1°équilibre pour les énergies U, et U, respectivement, Le
fait qu'ils sont thermiquement isolés se traduit par 1’'absence de carrélations
entre a et k. Amenons ces systemes au contact en introduisant une petite
perturbation 0. Ce terme‘depend des deux sous—systémes mais doit 8tre assez faible

pour pouvoir 8tre négligé devant ﬁa et ﬁb. Son rdle est de permetire des échanges
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d*énergie entre a et b sans perturber le systéme total de telle sorte que
1*énergie totale U = U+ u, reste constante. L'opérateur densité s®écrit alors
avec wun seul paramétre de Lagrange B puisqu’il n'y a plus gqu’une seule centrainte

sur 1*énergie totale et, comme V¥ est négligeable, on obtient

D=1 e_ﬁg =1 e_ﬁ(Ha+Hb) . (1.45)
26 Z, (87, (P

En comparant avec (L.41), on wvoit que le contact thermique réalisé par O a eu paur
effet d’'égaliser les paramétres B, et ﬁb. Ce paramétre de Lagrange joue ainsi le
réle d*une température, il est déterminé par 1'énergie totale qui est conservée ¢

U= U+ U= - gg Log {Z,(B)Z,(B)} . (1.46)

La nouvelle répartition de 1'énergie, U = U’_+U’,, entre a et b une fois
}”équilibre thermique realisé, s’obtient en calculant la valeur movenne de ﬁa et

de ﬂb dans 1’ état deécrit par ﬁ selan (I1.43) avec B déterminé par (I1.48).

Pour achever de réaliser le lien entre B et la température, nous
utiliserons le resultat suivant que mous n’avons pas démontré mais qui pravient
de la concavité de 1’entropie (wvoir sectian 1.2): 1'énergie U est une fonction
décroissante de B. Par suite, comme la somme U,+U, est conservée, 1'¢équilibre va
se¢ réaliser pour une valeur de B intermédiaire entre B, et By« Le systeme "le plus
froid", c'est-a-dire celui <qui gagne de 1’énergie au deépend de 1*autre, wveit san
paramétre B diminué: 1’'échelle des P varie donc en sens inverse de la température
ordinaire.

On peut poursuivre Te 1lien entre 1'échelle microscopique, 0U nous ne
disposons que de 1’énergie interne U, et i’échelle macroscopique en identifiant au
cours d'une transfermation infinitésimale la partie de 1la wvariation de U
provenant uniquement de la variation de D a la variation de quantité de chaleur

{pas de variation de ﬁ)
d@ = Trace (H d D) . (1.47)

En effef nous avons assimilé les échanges de chaleur avec un potentiel de couplage

V non déterminé mais faible devant ﬁ. Par contre, la variation infinitésimale de

travail sera associée a la variation de ﬁ lui-méme:
d = Trace (B d ﬁ) . . (1.48)

Pour un systéme qui peut échanger du travail et de l1a chaleyr on retrouve ainsi le

premier principe de la thermodynamique:

AU = AU + AQ . ) (1.49)
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On peut de méme retrouver le fondement microscopique du second et du
troisieme principe. Nous nous contenterons ici de remarquer que pour un systéme
subissant wune transformation telle 4qu*a chagque instant i1 est a 17équilibre
thermiaue, et donc decrit par une distribution de Boltzmann-Gibbs, la variation de
la quantité de chaleur (1.47) peut é&tre reliée & la variation d’entropie:
dS = -k Trace E(Lngb+l) donnée par (I1.18). En effet, puisque la trace de D reste
égale & un a chagque instant, et danc Trace(dD) = 0, on peut simplifier cette

~

expression. Si 1'on remplace D par son expression on obtient successivement

dS = —k Trace (dD LogD)

—k Trace (dD Log2) + kB Trace (H d D)

kB Trace (H d D) . (1.50)
Si maintenant on rapproche le résultat de la relation

dS =

g
@

entre Jles wariations d*entropie et de chaleur au cours d'une transformation
quasi—-statique d*un systéme a 1'équilibre thermodynamigue. on voit que 1*on peut

identifier le paramétre de Lagrange P avec 1’inverse de la température
g = L . (1.51)

Ceci achéve ce que nous dirons sur les liens entre 1’ échelle micrascopique décrite
par la distribution de Boltzmann-Gibbs et 1'échelle macroscopique de Jla

thermodynamique.

1.5. POTENTIELS THERMODYNAMIQUES

Un potentiel thermodynamique est une fonction des wariables qui
caracteérisent un systéme, cette fonction est extremale & 1'équilibre et ses
dérivées partielles ant des interprétations physiques simples. De ce point de vue,
1*entropie réalise un exemple de potentiel thermodymamique avec pour variabies les
variables conservées, énergie interne U, nombre de nucléons N, et éventuellement
d’autres wvariables %, dont peut dépendre 1*hamiltonien, volume Q@ par exemple ou
champ externe. La différentielle totale s’écrit alors (vaoir (1.30),(1.39) et
(1.40))

dS = kP dU - ka dN - kP E: X, d=x, . (1.52)
o

Elle s'exprime en terme de paires de wvariables canjuguées: U et kb, N et —ko«,
X, et -kpX_ . On a 1*habitude en thermodynamique de distinguer entre variables

extensives qui, a la limite macroscopique, sont proportionnelles au volume pour
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des systemes homogénes au moins localement, et entre wvariables intensives qui ne
déependent pas du wvolume. Les wvariables U et N sont extensives alors que les

variables conjuguédes kff = 1/T et —-ko sont intensives.

La démarche suivie traditionnellement en thermodynamique met davantage
1*accent sur 1’énergie interne U(S,N,x ) fenction inverse de 1'entropie S(U,N,x ).

La différentielle totale dU s’eécrit immédiatement:

dU =T dS +w dN+ E: X, dx, . (1.53)
[+
L*énergie interne U est danc un potentiel thermodynamique fonction de S,N et x,.
ta wvariable conjugudée de N, w = o/P est le potentiel chimique sur lequel nous
reviendrons.
On utilise wusuellement <comme wvariable, Tla température T plutdt que

1*entropie. Par transformation de Legendre appropriée on obtient 1’énergie libre

F(T.N,x_) = U(S,N,x) - & g_g =u-T18 (1.54)

dont la différentielle toltale est

dF = =S d T+ d N+ 2: X, dx, . (I1.55)

.3
o

Les wvariables naturelles dont dépend 1°énergie Jlibre F sont T = 1/kB, N et
éventuellement le wvolume. Ce sont celles qui cont définies dans 1'ensemble

canonique et d*ailleurs, d'aprés (1.33), on ai
FeTaN.x_ ) = —kT Log Z (B,N,x_) . (1.56)

L*énergie Yibre est utilisée pour des transformations isothermes quasi-statiques,
e1le présente un minimum 2 1*équilibre. En cas de transformations adiabatiques, on

aura inteérédt a utiliser 1’é&nergie interne.

Si 1'un des x_ est le volume, le travail recu par le systéme lors d’une

variation 492 du volume est, selon (1.48)

~

dd = Trace D oH da.
r:Te)

On peut montrer que ce travail peut se réécrire:r d = P 4 V ou la pression P est

la variable conjuguée au volumes

o
|
|
[+1]
o
£

Q
o]
=
Q![QI
©

LogZ, (B N2, ee) . (1.57)

La pression, comme fonction de la température, du nombre de nucléons et du volume

est ce qu'pn appelle 1*'égquation d’état du systiéme.
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De méme que -PdQ représente le travail des forces de pression pour une
variation de volume, w&dN joue le réle d'un travail associé a une variation du
nambre de particules. On peut 1'interpréter comme la quantité d'énergie que recoit
un systéme si on lui rajoute ou enléve une particule, c’est en physique nucléaire
1" opposé de I’'énergie de séparation d’un nuciéon & 1a limite de basse température.
Pour les échanges de particules a température constante, cas le plus frégquent, il
est plus pratique d’'utiliser le potentiel chimique # = o/P que le paraméire de
Lagrange «. Enfin si par la méme procédure que dans la section precédente, on met
au contact deux systémes qui sont 4éja a la mdme température, ils é&changeront des
particules jusqu'a réaliser 1’équilibre des potentiels chimiques, le systéme ayant
e potentiel chimique le plus élevée au départ cédant des particutes a 1%autre. On
retrouvera une situation de ce type dans le chapitre suivant sur les transitions

de phase.

Enfin <1 1’on veut prendre pouUr variables la température et Te potentiel
chimique, on introduit le grand potentiel A qui est obtenu par double

transformation de Legendre a partir de 1’énergie interne :

AT % ) = UGS,Nyx ) — s 98 oy oy 15 ~-pN , (1.58)
“ « 55 3N

ou encore & partir de 1?énergie libre !

ACT,u,x ) = F(T,N,2,) ~ N 95 = F - uN . (1.59)

)

La différentieiie totale de A s*écrit

68 = ST - Ndw + 2 X, dx,, : (1.60)
44
Cette fois-ci les wvartablies naturelles, T = i N, .. sont celles de 1'ensemble

grand canonique et d’ailleurs (cf.(L.38)3
AT ey % 2 = kT Log Z5(B,o,x? (1.61)

Le grand potentiel est minimal & 1*équilibre, et 1'équation d* état (I.57) est

alors donnée par ta représentation paramétrique

©
;

= - 2— A(TIP'!Q) ]
o0
(1.82

N = -2 ACT,wm,0 ,
S

1*élimination de i enire ces deux équations redanne 1’expression (1.37).
Remarquons enfin que la seule wvariable extensive dont dépend le grand

potentiel est Te volume et donc

AlT,e,2) . 24 (1.63)
o o0
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par suite
P =- 3 . (1.64)

ce qui montre que, au moins paur un fluide homogéne constitué d*une seule espéce
de particules, la pression est égale au 4grand potentiel par unité de volume au

signe prés.

Si maintenant on voulait n’utiliser gque les variables intensives T, et P
pour définir un potentiel thermodynamigque, on devrait faire la transformation de
iegendre : A-Q oA s, ce qui donne un resultat rigoureusement nul d’apres (1.63). La

farme différentielle de ce '"résultat” s’écrit
SdT — QdP + Ndw = 0 . (1.65)

Cette relation s’'appelle rafation de Gibbs-Dufiiem en thermodynamique, elle exprime
le fait que pour caractériser wun fluide & 1'aide de trois wvariables, 1'une au
moins doit &tre extensive. On retrouvera une forme simplifiée de cette relation
dans la section suivante: dans le cas isotherme et pour un systéme infini

homogéne, on a

(1.66)

c:.'a.
L

1
3

a |a
T

o0 p = N/Q est la densité de nucléon.

1.6. DESORDRE MAXIMUM ET FRAGMENTATION

Dans cette cection, nous allons appliquer le cancept de désordre maximum a
1'étude de 1l1a fragmentation en suivant la méthode proposée récemment par
J.Aichelin et J.Hifner?.

Quand wuwn novau est fortement excité, comme c¢ela se rencontre dans les
réactions entre ions lourds, on observe expérimentalement un nombre important de
noyaux leégers produits dans la réaction. Le mécanisme de production est encore
controversé et nous ne présenterons pas les modéles antagonistes en présence. Nous
considérons wune réaction o0 un projectile d'energie élevée, typiquement de 30 a
106 MeV¥ par nucléon est lancé sur une cible et un fragment de charge Z est
observé. Avec Aichelin et Hifner nouws allons faire les hypothéses les plus

"minimales possibles” pour calculer la section efficace do/dZ:
i) dans une premi#re étape rapide de la réactiaon, un systeme est formé avec
une charge Z, éventuellement inférieure a 1a charge totale du systéme cible plus

projectile,

ii} dans une deuxiéme atape, ce systéme chargé se désexcite dans toutes
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les combinaisons possibles de noyaux.

Définissons 1a probabilité Pim,Z) qu’une fragmentation donnée praduise m
noyaux de charge Z. Comme pour toute loi de probabilité nous avons ta caondition de

narmalisation ¢

2: Pim,Z) =1 . (1.67)
m

Une autre condition doit &tre évidemment imposée! la conserwvation de 1a charget

2 0z P(m,2) = Z, . (1.68)
m,Z

Aucune autre hypothése n*est faite, tant sur le mécanisme de réaction gque sur la
conservation de 1’énergie, pPar exemple.
L*entropie statistigque asscciée & la 10i de probabilité P{m,2) s”écrit:

{voir section 1.2, eq.(I.11))

S = - Ez Pim,Z> Log P(m,Z) ’ (1.69)
mi

o0 nous avons omis la constante de Boltzmann inessentielle pour la suite. Nous
devons donc maximiser § avec la contrainte (I1.68) sur la charge et les contraintes
(1.67) de normalisatian {autant de conditions que de valeur de Z), c'est-a-dire en

introduisant les paraméires de Lagrange 0 et A{(Z} et en écriwvant @

9% E: {(-P(m,2)Log P(m,Z)}-A(Z)P(m,Z)}-DmZP(m,2}} , (1.70)
P (m* ,2*) m, 2

le maximum de S est réaltisé poaur

P(m,2) = exp(-A(2)-1-0DmZ)} .
Suivant les notatians de Aichelin® introduisons C(Z) par

Pim,Z) = C(2Z) exp(-Dm) . (LI.71>
Les conditions de normalisation permettent de calculer exactement C(Z)3

ClZy = 1 - exp(-D0Z2} . (1.72)

La conservation de ta charge entraine:

2= — L
7 exp(DI)-1

En passant & la limite continue, Alichelin et Hiifner obtiennent 0 = 1-28A|Z° y CE

qui, connaissant 2 achéve de deéterminer J1a laoi de probabilité Pim,Z) qui

c!
représente ici 1*équivalent de 1*opérateur densité des sections I.1 et 1.3,
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La secticn efficace inclusive de production d’un fragment de charge Z est

proporiionnelle a fa multiplicité movyenne de praduction:

<np> = E: m P{mZ) R (I.73)
m

et, tout calcul fait, on obtient:

o

2 . (I.74>
exp(i,28 ZAlZD) -1

— = 0, {nz> =

La constante de proportianalité o, ne peut &tre calculée par ce modele, on peut la
fixer par normalisation adéquate de la section efficace totale. Pour une réactian
donnée, I, est déterminé expérimentalement & partir de la charge totale de la
cible et du projectile & laquelle on soustrait la charge des particules rapides
¢ventueliement émises dans 1la premidre &tape de 1la réaction. Une fois Z; et o,
calculés, il n'y a plus aucun paramétre ajustable dans le modéle. De plus, la
forme de la courbe représentant 1la distribution de charge est complétement
déterminée par la canservation de la charge. La figure I.1 que nous avons reprise
de la référence 2 compare le madéle avec les données expérimentales obtenues pour
lTes réactions p+hAg, ptU, p+X_ et p+K_. & des ¢nergies de 1'ordre de plusieurs GeV.
On peut voir 4ue 1’accord est tout a fait remarquable. Nous ne discuterons pas
plus en détails de la caomparaison modéle-expérience, pour cela on pourra se

reporter a 1a référence 2.

Insistons seulement sur le point suivant: nous avons fait le minimum
d' hypnthéses compatibles avec 1les conditions expérimentales et la qualité du
résultat obtenu montre 1la puissance de la stratégie adoptée. LCet exemple treés
simple 1illustre parfaitement la wvaleur du concept d'entroplie maximale assorti de

conditions judiciesusement choisies reflétant la physique du probléme,

Corollairement, il est inutile de supposer des mécanismes de réaction
raffinés ou trop compliqués si 1'expérience ne fournit aucun renseignement
permettant de les tester. Dans 1'esprit de 1a méthode que nous avaens suivie, cela
reviendrait a présupposer dans les expériences des informations qui en fait ne
sant pas mesurées. Dans le cas de la fragmentation que nous avons regardée, la
mesure de corrélation {(do/dZdE par exemple} fournirait plus d*information et

permettrait de raffiner les modales.
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do/dZ

do/dQdZ

-1
0 N —
I T IS D T B N
K| 5 7 9 1 13 15 17
Z
Fig. 1.1 = Comparaison entre f{as distributions de charges expérimentalas et

théoriques sefon fe modéfe de J. Aichelin ot J. Hufnarz. Les fignes continues sont
calculdes & partir de ¢'éguation (1.74). Les données expérimentales pour P+Ag ¢
:o+U3 ont 4té obtenues & «,9 Gel, pour p+X_ et p+K’_.4 tes données sont pubfidas
seufement & 34 degrés, pour des énergies aflant de 80 & 200 GeV. Les sections

erfficaces sont en unité arbitraire,
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II. TRANSITION DE PHASE. STABILITE DES NOYAUX CHAUDS

Dans cette deuxiéme partie, nous nous intéressons a la limite de stabilité
des noyaux chauds. Nous allons décrire cette limite comme la Timite de coexistence
de deux phasez, 1’une liquide, i'autre gazeuse. Au lieu de dériver les propriétés
des transitions de phase liquide—gaz dans le cas le plus général, puis de les
appliquer au contextenuciéaire, nous allons adopter une stratégie inverse: nous
allons partir du probléme de physique nucléaire qui nous intéresse et dériver au
mament opportun les équations de coexistence liquide gaz en mantrant paurquaoi nous
sommes amenés a eétudier ce probléme. Avant alors rappelé les propriétés des
transitions de phase relevanies a notre cas, nous montrerons quelles en sont les
implications en partant d’une équation d’état tres simple décrivant Ta matiere
nucléaire infinie. Cette facon de procéder nous permettra de bien mettre en
évidence la spécificité du praobléme nucléaire caractérisé par un petit nombre de
nucléons, ce qui se traduit par un rapport de 1'énergie de surface a 1'énergie de

143

volume en A et par un champ coulombien important.

II1.1. LE CONTEXTE EN PHYSIQUE DES IONS | OURDS

Dans les coilisions entre ions lourds, on peut s*attendre & ce qu’une
fraction importante de la section efficace de réaction soit due a ta faormation
d'un novau composé. Une détermination expérimentale de cette fraction requiert une
célection des évenements qui scit dénués de toute ambiguité. Récemment, une telle

5-10 .t & canduit a mettre en évidence la formation de

sélection a été proposeée
noyaux CoOmpDSés A& des énergies d’excitation &levées carrespondant & des
températures de 1’cordre de 5 MeV. Cet axe de recherche est trés prometteur car it
ouvre la possibilite d*étudier la 1imite de stabilité des novaux a hautes
températures. En plus de son intérdt expérimental, 1’étude de cette limite devrait
apporter des renseignements précis sur les propriétés de la matiére nucléaire
chaude qui existe a l'intérieur d’un noyau composé avant qu'il ne se désexcite.
Parmi les principales propriétés de la watiéere nucléaire, la possibilite
de coexistence de deux phases distinctes se retrouve dans la plupart des travaux

théorigque réecent'? 18, En particulier, on en obtient une illustration dans le
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diagramme des isothermes de la matiére nucléaire qui, comme on le verra dans la
suite, ont wune forme typique de Van der Uaals avec deux régions stables
carrespondant respectivement a une phase dense de type liquide et a une phase plus
diluée de type gaz. Lorsque la température augmente, ces isothermes se déforment
suyivant le scénario classique: la distinction entre les deux phases s'estompe
jusqu’a disparaitre complétement a 1la température c¢ritique T. et au-dessus.
L’interprétation de cette température critique comme température Jlimite de

stabilité du noyau composé ainsi que 1*'étude de 1’émission de fragments de masse

infermédiaire au voisinage de 1. ont été étudiées dans diverses
pubtications* 17°21,
Des calculs micruscupiqu9522'23 que npus présenterans dans la derniére

partie ont montré que la descriptioh du noyau composé¢ avec les lois de la
mécanique statistique rend nécessaire la considératien non pas d'un novau isolé
mais d’un noyau en équilibre avec un gaz environnant constitue des particules
qu® il évapore. La présence de cette vapeur dans le calcul microscopique refléte
tres précisement la présence dans la fonction d4*onde nucléaire de composanies non
liées qui correspondent aux divers canaux de désexcitation ouverts.

Dans le contexte de 1”hydrodynamique, 1*équilibre entre le novau et sa
vapeur saturante s®interpréte comme la coexistence des deux phases de matiére
nucléaire mentionnées plus haut. La matiére a 1'intérieur du novyau est dans la
phase liquide dense alors que la vapeur externe est dans 1'etat plus dilué de la
phase gazeuse. La diminution de la différence entre ces deux phases avec
1*augmentation de la température wvers la température critique T, a pour
équivalent en terme nucléaire 1'augmentation de la partie non 1liée du spectre
nucléaire, c'est—a~dire du nombre de voies de désexcitation ouvertes. Au-dessus de
la température T., le systéme nucleaire ne peut plus exister en temps que systéme
lié.

Nous allons developper un modéle phénoménologique trés simple?* 2% pour
décrire 1'équilibre du noyau composé baignant dans sa vapeur saturante. Ce modeéle
reproduit qualitativement les résultats obtenus dans les calculs microscopiques
dont nous parlerons dans la derniére partie. Il a 1'avantage de permettire de
discuter précisément de 1'importance du terme de surface, provenant de 1'interface
nucléaire, et de 1a c¢harge du noyau.

Ce modéle est essentiellement un madéle de goutte liquide & température

26-28%  On simule le noyau

finie trés semblable & celui wutilisé en astrophysique
par une goutte de matieére nucléaire a bards francs, de densité constante et & une
température uniforme. La pression a }?intérieur est donnée par 1'équation d4*état
de la vphase liquide de la matiére nucléaire infinie. Cette goutte est
éventuel Tement uniformément chargée, de méme on peut inclure une tension
superficielle. A 1'extérieur, les conditions aux limites sont engendrées par une
vapeur en équilibre avec les particules qui s'évaporent. Cette vapeur est régie
par 1'équation d*état de la phase gazeuse de la matiére nucléaire infinie,

Avant d*introduire 1*équation d’état nucléaire, nous allons briévement
rappeler comment décrire un équilibre liquide—gaz & partir des concepts développés

dans la premiére partie du cours mais avec des notations de physique nuciéaire.
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11.2. EQUATIONS DE COEXISTENCE L IQUIDE-GAZ

Soit wune enceinte d’un wolume ¥ contenant exactement N nucléans en
équilibre thermique & la température T. Supposons dque N d’entre eux soient
condensés en une goutte de matiére nucléaire occupant un volume V,, les N,= N-N,
nucléons restant constituent la phase vapeur environnante et occupent donc le
volume compiémentaire V,= V-~V . 0On a la un modele treés simple d'un noyau composé
décrit par une goutte liquide en géquilibre thermique au sein d’'une wvapeur de
nucléons. L’enceinte glsbale n'a pas d'intér&t physique en soit pour le cas
nucléaires; notons cependant que 1'an pourrait décrire ainsi 1*équilibre
liquide—vapeur de 1*eau dans une enceinte V.

De la facon dont nous avons posé le probléme, on voit que les variables
sant le volume, la température et le nombre de nucléons qui est connu exactement.
Ce sont les wvariables de 1'ensemble canonique. I! est alors naturel d’écrire
1*énergie libre du systéeme comme 1a somme de deux termes provenmant 1'un de la

phase liquide, 1*'autre du gaz:
FOTLV NSV, N, ) = FoqT, VN F (T V-V W N-ND) (II.1)

ou F, et F, sont donc respectivement 1'énergie libre du noyau compose et de la
vapeur. Dans cette expression, nous n*avons pas distingue explicitement les
protons des neutrons, nous verrons dans la suite comment introduire le champ
coulombien de facon approché. Nous avans donc deux variables supplémentaires N, et
V. & déterminer, ce sont elles qui caractérisent dans 1'enceinte la répartition
des nucléons entre les deux phases. En 1'absence d* informations supplémentaires
sur le systeme, i1 nous faut minimiser 1’énergie }ibre par rapport au volume V, et
au nombre de nucléons N, de la goutte liquide. Comme on 1’a vu dans le chapitre
précédent, cette minimisation de F est 1’équivalent de }a maximisation de
1*entropie dans 1?ensemble canconique. Dans 1la pratique, nous écrivons seulement
que 1’énergie libre est stationnaire, sans vérifier s’il sagit d’un extremum. On

obtient ainsi les équations standards de coexistence.

oF oF
oF = Q0 = Pnz - n - - b PU .
v, v, v, S
oF 3F '
aF =0 =8 p.n= _n - Mo v, .
aN, N, o,

Ces éguations déterminent le volume d*®équilibre et le nombre correspondant de
nucléans du noyau composé a une température donnée T pour un nombre total de
nucléons N donné dans un wvolume total V donné. Leur interpétation physique est
immédiate. La premigre exprime 1*équilibre des pressions a 1'interface
liquide-gaz: si 1’en wvisualise cette interface comme une membrane, on voit bien
qu*un gradient quelconque de pression romprait 1’équilibre et aménerait un
déplacement de la membrane. La seconde équation demande 1'équilibre des potentiels
chimiques. Si 1’on écrit la différence d’énergie libre enlre un systéme a N+l et a

N nuclfons, on wvoit qu*au premier ordre, le potentiel chimique est 1’ opposé de
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1'énergie de séparation d'un nucléon calculée & température non nulle & partir de
1* énergie Tibre. L'équilibre des potentiels chimiques signifie danc que cela
demande autant d'énergie de faire wigrer un nucléon de la phase liquide vers la
phase gazeuse que 1'inverse. Ces deux c¢eonditions intuitivement raisannables
trouvent donc leur fondement dans le principe de maximisation de 1’entropie.

Dans 1'immeédiat nous n*incluerons ni terme de surface ni terme coulombien
et nous SuppOserons que 1%énergie libre pour chacune des phases est
proportionnelle au volume. Cela revient & supposer des phases homogénes que 1'an
peut décrire comme  des volumes de matigre nucléaire uniforme sans interaction de
surface a la frontiére entre les deux phases. L*énergie libre peut alors s’écrire
pour la phase novau

Fon(ToVpsNg) = W, Fo,(Teey) . (11.3)

n

ou f,, est 1’énergie libre par unité de volume de la phase liquide 2 la densite

e.= N,/V,. Nous avens rajoyté un indice "0" pour signifier 1’absence de tensian

n
superficielle et de charge. L*expressian du potentiel chimique devient:

_ aFun _ aFon apn - a'Fcln
Fon= 3 =V, T 3 =3 . (I11.4}
Nn pl‘l Nﬂ pﬂ
tandis que celle de la pression s’ ¢crit:
oF of de
Pop= — ——D = = f,— ¥ 20 = e tgnFon ' (11.5)
v, n de, OV, "
ou encore:
T
Pon= — _223_31#1 . ‘ {11.46)

ce qui est bien 1'opposé du grand potentiel par unite de volume, expression que
nous avions déja obtenue pour un milieu homogéne (1.64).

Remarguons gque dans le cas d'un milieu hgmogéne, la pression et le
potentiel chimique ne dépendent que de la température et de la densité du milieu.

Si 1’on dérive la pression par rapport 4 1a densité, on obtient:

aP Ol of
N = gt P, e = — . (I1.7)
do do de,
Ce qui donne, compte tenu de (11.4):
P O
20 = p, —O . (11.8)
e, de,

Cette relation est une version simplifi¢e de 1la relation de Gibbs Duhem (cf.
€1.65) et (1.66)) pour un milieu homogeéne a température constante.

Si 1’an suppose de md8me que la phase gazeuse est homogéne, on aura de méme
Foo= Vf Les relations (I1.4) pour le potentiel chimique w,, et (IL.3) pour

o av®
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la pression P, sont aussi wvalables et les équations de coexistence s’ écriront
doncs
Pcn_ (Fon=Ppbgn? = -(Fov'pv“ou) = Pgy '
(I11.9)
afnn arov
Beop® do = o = Mgy *

I1.3. EQUATLION D'ETAT — DIAGRAMME DE PHASE

Pour résoudre les équations de copexistence, i1 nous faut wune équation
d'état. Au lieu de prendre d'emblée wune é&quation d’état dérivee des forces
nucléaires, nous allgns choisir une variante simplifiée de 17 équatian de Van der
Waals qui présente suffisamment de similiitude avec une équation d*état nucléaire
pour &tre tout-a—fait relewvante.

L*équation de Van der Waals s'écrit:

p=_kip . 52 . (11.10)
(1-be)

Elle reproduit bien les isothermes des liquides et des gaz. Les termes en bp et
ap? mesurent les déviations par rapport aux gaz parfaits ou P = kTe (soit
PY & NkT). Le terme en -ap® provient d'une interaction faible, attractive et 3
longue portée, tandis que le terme -be est en quelque sorte une mesure du valume
exclu lié & 1la taille finie des molécules (ou au coeur dur des nucltéons), ce qui
emp&che de comprimer le systéme au-dela d’une densité minimum e ., ~ 1/b.

L' expression (11.102> n*est pas directement wutilisable: en physique
nuciéaire les forces a deux corps attractives sont telles que Te terme en -ap? est
trop important et 4 des densités élevaes mais raisonnables du point de wvue
nucléaire, la pression deviendrait négative. Pgur éviter cet inconvénient. on peut

introduire un terme répulsif d’ordre supérieur en ng:

3
P = kTP - 392 + ce (Z—bp)
(1-bp)?

. (II.11)

Le terme en ce”, corrigé des effets de coeur dur (b#0) simule 1*effet répulsif de
foerces a trois qui deviennent impaortantes a haute densité et empé&chent le
systéme de s’effondrer sur lui-m&me. Le potentiel chimique peut s’obtenir & partir
de }a pression grce a la relation de Gibbs DOuhem (II.8) mais & une constante preés
dépendante de la température. ¢On en trouvera dans la réf.2% une derivation
compléte)., Pour montrer 1'allure générale des isolhermes nous avons encore
simplifié 1'expression (II.10) en négligeant les effets dus au coeur dur (b=0): la
dépendance en densité introduite par le terme en ce? est de lain la plus

significative. Ceci conduit & 1"équation 4’eétat approchée:
- 2 3
P = kTe -~ ap” + 2ce . (I1I1.123

1e potentiel chimique s*écrit:
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p = kT Logle) - 2ap + 3cp® + w(T) . (I1.13)

avec {voir ref.29):

e (T) = 3 kT Log X . (I11.14)
2

kT
La figure I1.1 montre le réseau d’isothermes que 1'on obtient pour différentes
valeurs de la température. Le choix des parametres a,c et A dans (II.12), (I1.13)
et (11.14) est arbitraire, les unités n’ont donc aucune signification

quantitative, seul 1*aspect qualitatif est a considérer.

M
Tl= TE
Ti
\\\__
B p
T3
Ta
T= Ti‘: ¢
Fig. 1l.1 - [(sothermes Fie) et plp) catculées & partir de €'équation 4’'érat

([7.712) pour différentes tempdratures (7, (T, < veslds

On observe sur la figure 1'évolution des isothermes lorsque la température
augmente. Elles ont une forme similaire a celles de Van der Waals. En-dessous de
la température T_, chaque isotherme présente deux ragions stables o0 la dérivée de
la pression par rapport a la densité est positive. La vapeur correspond a la
région de basse densité, a gauche du maximum, le JTiquide a la région de haute
densité, a droite du minimum. Les maximums et minimums entre la pression et le

potentiel chimique se correspondent: a cause de l1a relation ¢(l11.8), les dérivées
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de P et de » par rapport 3 ¢ s'annulent en méme temps.

tes deux regions physiques stables, liquide et wvapeur, sont séparées par
une région non physique au la dérivée OP/Pp est négative. En effet, soit un
systéme préparé a une densité intermédiaire situéde entre les extremums d4’une
isotherme donnée Plp). Si 1'on augmente légeérement le wvolume & nombre de
particules constant dans 1’enceinte, la densité diminue et la pression augmente
tendant ainsi a augmenter encore le wvolume, au contraire, une diminutiaon de
volume, équivalente a une augmentation de densité¢, entraine une diminutian de la
pression et le systéme tend & se diluer de plus en plus. Dans les deux cas, a un
petit déplacement te systiéme ne développe aucune force de rappel et est instable.

Les régions liquides et gazeuses de ces isothermes pour T < T, donnent les
équations d’"états P, (e,) et P, lp,? dans les équations de coexistence (II.%).
Enfin, & la température critique T_ la distinction entre les deux phases disparalt
et au—dela de T. le systéme n’existe plus que dans une seule phase.

Une autre facon de visualiser les isothermes P{p) et p{p) consiste & les
tracer dans le plan (P,n), les équations (Il.12) et (I].13) étant considérées
comme une représentation paramétrique de ces isothermes en fonction de e. La
figure II.2 montre wune telle représentation des isothermes calculées aux mémes
températures que sur la figure 1I.1.

H

T >Tc

Fiq. 11.2 ~ {sothermes tracées dans e plan (P,u) pour €’dquation J'état ([7.12)

et (/I!.13) aux mémes températures que fa figure [fl.I.
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En-dessaus de la température critigque, ces isothermes présentent une forme
typique en "queue d*aronde" avec deux points de rebroussement éerrespnndant aux
maximums et aux minimums de P{p) et w{p) comme fonction de p. La phase gazeuse
correspond & la branche ascendante proche de la verticale, ta région non physique
est située entre les deux points de rebroussement et la phase liquide est
représentée par la troisiéme branche oblique. Cette représentation a 1’avantage de
fournir immédiatement une solution graphique aux ¢quations de coexistence comme

nous allons le vaoir dans 1a section suivante.

P

Fig. 11.3 — fsotherme de ¢ dquation d' tat ([1.12) pour {a température I'=T, de fa

Figure [[.1. La sofution des équations da coexistence esi indiquée en tiret.

1I1.4. SOLUTIONS DES EQUATIONS DE COEXISTENCE - CONSTRUCTION DE MAXWELL

Pour illustrer la facan de résoudre les équations de coexistence nous
avons redessiné sur la figure II.3 1'une des isothermes de la figure 1I.1 pour une
température inférieure a la température critique (T = T,< T.). La phase liquide,
Pon(Pn) et mg {e,) correspond donc aux densités e,> pp {(minimum de P et de )
tandis que la phase gazeuse, P, {p,’ et u,,(e,), correspond comme an i's vu, aux

densités e,< e, (maximum de P et de w). On doit donc avoir:
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(g,) = Pon (Pn) ]
{11.15?
{e,) = bgalp,) .

On obtient 1la solution numérique de ces équations par un processus iteratif
adéquat, ce qui donne, en sus des deux densités e, et p., la pression P, et le
potentiel chimique m, d’équilibre. Cette solution est reportée sur les figures
11.3 et II.4 pour 1*isotherme qui y est dessinée. Lorsque cette isotherme est
tracée dans le plan (P,»), on obtient e point (P ,w,) de coexistence des deux
phases liquide et gazeuse a 1’intersection des deux branches de 1’isotherme. Les
densités p, et p,, sont alors solutions de 1'une ou 17autre des équations:

P, = P o) =P

e an n
e = Mo (PL) = B, (p,) .

Sur la figure II.4 ou 1'isotherme est dessinée dans le plan (P,s}, on a reporte 1a

pression P, et je potentiel chimique p, d’ équilibre.

diluée

|
f
'
|
phase _ [,
1
]
|
|
1

Fig., I11.4 - Méme iscotherme gue pour fa Figure [/.3 dans te plan (P,u).

Traditionnellement en thermodynamique on représente plutdt la pressian et
le potentiel chimique en fonction de la wvariable volume & nombre de nucléons
constant soit en fonction de 1/p. MNous avons redessiné sur la figure II.S
1*isotherme qui nous a servi d’ exemple en fonction du wvolume en fixant
arbitrairement le nombre de nucléons. Les régions correspondant aux phases liquide
et gazeuse sont échangées: la phase liquide est a gauche du minimum (petit volume,
V < V,), la phase gazeuse est 4 droite du maximum de 1’isotherme (grand volume,
V>V, ). La ligne horizontale qui rejoint les points de coexistence liquide—gaz

{noté L et 6 sur la figure) s'appelle le palier de vaporisation.
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Fig. 1I1.5 - /sotherme das figures (/.3 et /.4 dessinde dans fa variable volfume V.

Calculons 1*aire comprise sgus 1a courbe P(VY) entre L et G:

vu VU Vu
Pav = [pPv},” - VdP . (I11.16)
v n v

n n

Nous avons fait wune inteéegration par partie pour calculer (II.16). Le terme tout
integrée danne P (V, -V ), c'est-a-dire 1’aire du rectangle LGV, V,. En utilisant ia
relation de Gibbs—DOuhem a T constant: VWdP = Ndw (cf (I1.45)) on peut intégrer le

deuxiéme terme:

Yy Vo v,
VdP = N de = Nlwl,” = 0 .
Y v, n

n

Bt donc 1’aire sous Ta courbe P(V) entre L et G et 17aire du rectangle LGV, V,
sont égales ce qui canduit, par différence, a 1'égalité des aires hachurées. La
démonstration de cette égalité que nous wvenons de faire s*appuie sur les
développements microscopiques <que nous avens fait dans la premiére partie a
travers la relation de Gibbs-Duhem. Cette &galité des aires est connue sous le nom

de reégle de Maxwell: elle détermine la position du palier de vaporisation lorsque

1*isotherme fournie par Ta theéorie présente un minimum et un maximum.

On donne habituellement en thermodynamique 1*argument swuiwvant pour
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justifier la construction de Maxwell: dans la transformation isotherme en circuit
fermé de L wvers G le lang de 1'isotherme puis de 6 vers L (cf. fig.1I.3) le long
du palier, le travail recu, ¢égal a 1’aire enfermée, doit &tre nul en vertu du
second principe. et donc la somme algébrique des aires hachurées doit &tre nulle.
Cet argument n*est quére satisfaisant car la transformation invoquée fait décrire
au systéme une région non physique de 1*isotherme. Si les régions situées 1'une,
entre le point L et le minimum, 1'autre, entre le maximum et le point G et
correspondant toutes deux aux branches descendantes de 1’ isatherme parcourue lors
de la transformaticgn, peuvent 8tre associées a des minimums relatifs de 1'énergie
libre et décrire des états métastables hars d*équilibre (vapeurs sursaturantes ou
tiquides surchauffés), la partie ascendante n’est associée a aucun minimum relfatif
de F et n’a aucun sens physique.

Revenant a la figure I1.3 qui donne wune isotherme en fonction de e, un
raisonnement en tout point cemblable a celui qui nous a permis de justifier la
constructian de Maxwell entraine pour le potentiel chimique 17 égalité des aires

hachurées. En effet 1*aire sous }1*isotherme wn(p) entre p, et p, vaut:

Pe e Pe
wde = [wel ? - o & 4o . (11.17)
ey v e, B

Le terme entre crochst est egal & 1’aire du rectangle sous le palier de
vaporisation: w_ {e,~p ) et le dernier terme peut s’intégrer en utilisant la

relation de Gibbs-Duhem sous la farme (11.8}:

p{ pf P
o & 4o = 9P 4o = [(PI¢ =0 . (11.18)
e, §p e, Op v

Ce 4qui achéve de damontrer 1le résultat annoncé. On a 1a pour les potentiels
chimiques une r2gle analogue a la régle de Maxwell pour les pressions.

En physique nucléaire on trace en général les isothermes en fonction de la
densité plutét que du volume, 1a densité étant plus adéquate pour 1’étude des
noyaux que le wolume 9qui reste plus mal déterminé. Remarquons enfin qu’en
1?absence de tension superficielle, nous ne pouvons rien dire sur la forme de
1*interface. La tension superficielle peut deéterminer la taille des gouttes de
liquide dans la wvapeur, ou de bulles de vapeur dans le liquide. La céparation des
phaces peut aussi &tre réalisée par un champ extérieur comme 13 gravitation dans

1*équilibre liquide—wvapeur saturante de 1'eau.

11.5. EGUATION D’ETAT_ NUCLEAIRE -~ TENSION SUPERFICIELLE - INTERACTION
COULOMBIENNE

On peut obtenir une équation d'état nucléaire directement a partir d’une force
effective de type Skyrme par exemple. Ce travail a été fait et conduit a des
expressions compliquées et assez lourdes & manipuler. Le choix que nous avons fait
dans la suite a été guidée par le souci d'avoir & la fois des résultiats

qualitativement correctes et suffisamment simples pour pouvoir mettre en évidence
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les principaux effets: le but recherché est avant tout de montrer la dépendance de
la stabilité d*un novau par rapport a 1’équation d*état et aussi d'introduire le
plus simpliement possible la tension superficielle et le champ coulombien.

Dans la réf. 14, une équation d’eétat relativement simple a é&té suggéree,

elle peut se mettre sous 1a forme:

P (T,0) = To - an(The?+ ay(1+0)p2™ " (11.19)
au
zyarz
ah(T) = a,— —> [Zﬂﬁ ] Tz, (11.20)
2'_-'>/2 m

Dans cette derniére expression, m est la masse du nucléon et g=4 la dégénérescence
en spin et en isospin. Le paramétre o contrdle la rigidité de 1*é&quatian d'état et
est relié, ainsi que les constantes a, et a;, aux propriétés de 1*état fendamental

de la matieére nucleaire® par:

(K-9Eg-E, )
g= — = > ’
(9Eg+3E,
(1+d)EB+(d+l/3)EK
4y T ’ (1I1.21)
R
(Eg+E, /3]
aa = —1"-""_ [ 4
o P, hd

ou Eg et E, sont les énergies de liaison et cinétiques par particule de la matiere
nucléaire, p, est la densité de saturation et K est le module d'incompressibiliteé
du fondamental:
2
K =902 &E .

a

ap2

Cette expression (I1.1%9) de 1"équation d’ état avec les deéfinitions des
coafficients ci-dessus est une approximation de basse densité mais a haute
température obtenue a partir de celle qu’en peut dériver dans le cadre de
1*approximation Hartree-Fock en wutilisant une interaction particuliére de type
Skyrme. Eile peut &tre améliorée en ajoutant des termes de puissance supérieure en
e et en incluant la dépendance en densité de la masse effective’*. Toutefois, un
inconvénient sérieux est 1’absence compléte d*effets 1iés au spin-orbite associe a
1*énergie de symétrie. Néanmoins, 4 cause de sa simplicite et de 1a qualité de ses
résultats, elle est tout-a-fait suffisante pour le but recherché.

Sauf indication cantraire, les paramétres utilisés dans les calculs sant

définis par:

Eg = 16 Mev ey = 0,17 Fn'?

(11.22)

Ey 24 MeV K 222 MeV .

Par suites
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a, = 800 Fm® a, = 879.448 Fm 27 % (11.23)

P

Les isothermes calculées avec ces waleurs des parametres et 1'équation d'état
(11.19) sont données sur ja figure Il.6. Elles ont des formes de Van der Waals
avec un point critique a T_ = 17,22 MeV pour p.= 0,057 Fm ® et P.= 0,27 MeV Fm 2,
En-dessous de la température critique, Jes isothermes ont deux régions stables, ou
1a dérivée de la pression par rapport a4 ¢ est positivet la vapeur correspond & la
région de basse deénsité et le ligquide & la région de haute densité. Ces deux
phases sant séparées par la régian non physique ou la dérivée oP/0p est négative.
Comme on 1'a déja discuté, les régions ligquides et gazeuses de ces iscihermes
donnent les équations d’état respectives pour les pressions PontTse, ) et

Poa,({Tsp,) dans les equations de coexistence (I11.15).

T T T T T T T T T
.8 .
06 - g
| T = 18 MeV i
o4+ .
'€ 2l Te -
: 75
3 - |
2
a 0 -
_ 12 4
-02 5
| 9
-0k _
| 6 i
- 05 1 I } I | L ! ]
0 0.04 0.06 0.12 0.1%
p(fm?)
Fig. 1l1.6 - [sothermes des pressions cafcufées avac ¢! équation L' &tar ([{.19) ot

tes paramdtres (11.23). Les fignes horizontafes pour T=IZ et 15 Hel/ indiquent féas
pafiers de coexistence entre {¢as phases £Ligquides et gazeuses en {’absence de

tension superficieffe et de champ coufombieri.

C'est la similitude entre 17expression (I1.19) de 1*équation d’état
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nucléaire (a la dépendance en température preés du terme aL(T)) paur o = | et
1*équation de VYan der Waals simplifi¢e — et modifiée — (I1.12) qui a conduit a
1”etude de Ja possibilité d'une transition de phase liquide-gaz dans la matiére
nucléaire. D*ailleurs Ja waleur o =1 qui conduit du terme en p” dans P(p)
correspond au choix traditionnel des forces de Skyrme avec un terme dépendant des
densités en tye3 dans 1’interaction & deux corps. Les valeurs inférieures de o
(o0 = 1/4 & 1/6) sont nécessaires pour abaisser le module d*incompressibiliteé de
K ~ 380 MeV a K = 220 MeV, Cette similitude est frappante =si 1'on compare les
isothermes P(p) correspondant a 1’équatien (I11.12) pour des gaz réels (fig. II.1)

et les isothermes obtenues pour la matiére nucléaire infinie (fig. II.63.

I1 faut aussi déterminer les potentiels chimiques correspondants ., et
Woy+ Comme on 17a vu, 1ils s’obtiennent a une constante prés a4 partir de 1a

relation de Gibbs-Ouhem (IL.8):

G(T,p) = wT,e) - (T) = T Ln p - 2ag(Tle + a5(2+0)e" " (11.28)

ou g (T) est une fanction arbitraire de T.

T 1 T ‘ T I T 1 T-1

N AV I E N
0 0.04 0.08 032 0.16

plfm’)

Fig. 11.7 - isothermes du potentiel chinique en fonction de fa densité, Le cafcuf
ast fait & partir de ¢’sxpression (//.24). Les courbes horizontales sont les
paliers de coexistence des phases fiquida-gaz pour €es températures considérées .

Comme pour fa figure [[.5, mni fa tension superficielfe, mi fe champ coutombian ne

sont incfus.
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Puisque dans 1'équation de coexistence (I1.13) intervient seulement 1’égalite des
potentiels chimiques, w (T} wva s*éliminer et sa détermination precise est donc
sans objet. Les courbes en trait plein de la figure II.7 montrent des exemples de
potentiels chimiques calculés pour différentes températures avec 1°équation
(I1.24), A cause de la relation de Gibbs—Duhem, les minimums et les maximums de
ces courbes correspondent & ceux des isothermes Pi{e) de la figure Il.6. Comme pour
la pression, les parties gaz et liquide des isothermes w(p), c'est—a-dire les
régions & basse C(avant le maximum) et a haute densité (aprés le minimum)
fournissent les potentiels chimiques w_,(T,e,) et w, ,(T,e,) & reporter dans

1* équation de coexistence (I1I1.13).

1.6 - TENSION SUPERFICIELLE — INTERACTION COULOMBIENNE

Pour introduire les effets de surface et 1’'interaction coulombienne dans
les équations de coexistence, il nous faut revenir & 17expression de 1’'énergie
libre dont elles dérivent. Considérant 1le novau comme une goutte uniformément
chargée, nous pouvons é&crire san énergie libre non plus seulement comme un terme
de wvolume mais comme une SOomMme a trois termes: volume, surface et coulomb. Dans

1*énergie libre totale (Il.1), la contribution du novau devient donc:
FalToV N = Fo T,V W N )+ Faurs TSy + Fogyq (V) . (I11.25)

L?’énergie de volume a déja 4té étudidée en détail dans 1a section précédente. Les
termes de surface et de coulomb s'écrivent:

Faur(ToS,) = a(T)8, = «(T) 4n RZ , (11.26)
z 2
Feaur{Vp? = % ZRe . (11.27)

Ces expressions sont appropriées pour une spheéere uniformément chargée de surface
S,
température, La forme explicite de «(T), qui reste & choisir, a, avec 1'équatian

de ravon R de charge 7 ayvant une tension suparficielle a{T) dépendant de Ta

nt
d*etat P, (T.e ), un réle déterminant sur le comportement des noyaux & hautes
températures. L’expression (II1.27) du terme coulombien est indépendante de la
température, de te fait eile implique un certain nombre d’hypothéses
simplificatrices (voir ref. 26) qui ne doivent pas modifier radicalement notre
discussion.

Comme nous ne cherchaons qu'a montrer qualitativement [1’aorigine de
1"instabilité des novaux, nous n’avons pas introduit explicitement les protons et
les neutrons, ce qui nous aurait conduit a introduire deux potentiels chimiques
avec comme conséquence des équations de coexistence & la structure plus complexe.
Aussi la charge 2 du novau sera définie par Z = %A 00 X est un paramétre fixé
externe a déterminer dans chaque cas suivant le noyau considéreé.

En revenant a la forme premiére (I1.2) des équations de coexistence, an
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voit que les termes rajoutés a F , dans {(I1.29) vont modifier les équations que

1’on peut maintenant réécrire:
Pon (Tue,) + B8P (T,p_ ,A) = P, (T.e,? . (11.28a)
bop (Thep) + Bu (T,e ,A) = w,,(T,e,) ' (11.28b)

ou Pay v Poy o Popn et Bpy sont les pressions et potentiels chimiques du liquide

et de la vapeur. Les termes supplémentaires sont:

sp.= P .+ p = [T )t 1226 L oa(T (11.29a)

n” Peoul surf 34 SA Pa & ' e7a
4w p _YiLr3 2

Bk, = Mgyt = [ — "] éﬁ%&_ . (11.29b)

ot 1*on a wutilisé Je fait que x = Z/A Tixe la fraction de nucléons chargés.
L*interprétation physique de ces termes supplémentaires est immédiate. La
répulsicn coulombienne induit wun terme supplémentaire positif dans la pression
tandis que la tension superficielle au contraire réduit la pre5siun‘interne. En
terme imagé la pression nécessaire pour maintenir le noyau composé est le résultat
d’un  compremis entre la tension superficielle qui aide & maintenir le novau et ta
répulsiaon coulombienne qu*il faut caontrebalancer., De plus le terme coulombien
induit wune modification du potentiel chimique proportionnelle a la fraction x de
protons a 1*intérieur du novau.

I1 nous faut  maintenant définir la tension superficielle w{(T). Une étude
détajllée en a été présentée dans la réf. 27, dans les calculs que nous allons

présenter une forme plus simple est utilisee 2

TC

j 4
a(T) = o [1 + g I_] [1 - I;] , (11.30)

ou T, est ]a température critique. La tension superficielle & température nulle

vaut:

@g= 18 Mevsan r = 1,14 Mev Fm 2 . (I11.31)
c’est la wvaleur des formules de masse semi—empiriques avec r = 1,12 Fm. Pour

camparaison nous avons aussli utilisé 1'expression:

T

[+

T 2
afl{T) = 050 1 - = . (II.32)

qui a été introduite dans la réf. 11. Les deux expressions (II.30) et (II.32)
s*annulent a la température critique mais apprachent cette 1limite de facon
différente. A basse température 1'expression (I[1.30) est quadratique en T ce qui
est plus satisfaisant que 1’'expression (II.32) qui est lineéaire en T.

En principe 1*é&quation d'état et la tension superficielle devraient Eire

déterminges & partir du médme hamiltonien microscapique et devraient donc &tre
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reliées. MNous n’avans pas cette relation et nous les wvarierons indépendamment
quoique la température critique T, figurant dans 1la tension superficielle soit

celle déterminée par 1'équation d’'état.

11.7 — EQUIL IBRE EN | *ABSENCE DE CHAMP COULOMBIEN

Lorsque la tension superficielle est incluse, mais sans terme coulombien,
le probléme est alors celui d'une goutte de matiére nucléaire non chargée baignant
dans la wvapeur environnante. Dans ce cas, 1’équation (I].28b) de coexistence pour
les potentiels chimiques reste inchangée (8w, =0) tandis que dans 1'équation

d'égalité des pressions (I1.28a) le temps &8P, est rajouté:

an p, Y13 1
3P, = —2atT) = ~2a(T) = .
3A .

n

Ce terme est 1’expression usuelle de la différence de pression a travers une
interface sphérique: la pression interne est supérieure a la pression externe, la
différence étant contrebalancée par 1la tension superficielle., Cette différence
dépend du rayon Rn de la goutte et donc du nombre de nucléons A. Les équations de
coexistence auront une solution qui va dépendre du noyau considéré. C'est 1a
premiére dépendance explicite  en A qui apparait dans 1’équilibre nayau-vapeur.
Cette dépendance sera encore plus accusée Jlorsgue nous introduirons le terme

coulombien.

Restant pour 1’instant au cas non chargé, an voit que 1a solution des

équations (I1.28) denne des expressions pour les pressions P et P,, de vclume

on
et pour les potentiels chimiques associés u,,= w,, 9ui sont fenction et de la
température, et de A. Pour apprécier les modifications introduites par la tension
superficielle a 1'équilibre en volume discuté plus haut, il est plus facile de
représenter les nouvelles wvaleurs sur les isothermes dessinées en 1'absence de
terme de surface. La figure II1.8 donne un exemple itlustratif pour le noyau non
chargé '°%Ag avec te coefficient «(T) de surface danné par 1'expression (II1.30).
Pour les températures T = 12 MeV et T = 15 MeV, les lignes en tirets joignent les
points de coexistence. Comme les pressions internes de la phase liquide sont
modifiees par Je terme 3P, et ne sont plus égales aux prassions de la vapeur, ces

lignes n*ont plus de raisons d*&tre horizontales.

La pression interne totale, corrigée du terme de surface: P, + 8P (T.p,A)
109
Ag

{non chargé). L'4quilibre demande 1’'égalité de cette pression et de la pression de

a #été dessinée sur ia figure II1.8 pour 1’isotherme T = 12 MeV pour le novau

vapeur P La ligne verticale aide a wvoir cette égalité t la pression a lagquelle

ov'
elle coupe 1'isctherme en pointille (P + &P a T = 12 MeV) ect égale a la pression
de wapeur figurée par le point noir sur la partie gauche stable de 1*isotherme

T =12 MeV pour la vapeur.

Comme 1* équation (I1I1.28b) pour ies potentiels chimiques n'est pas

explicitemant modifiée pour des novaux non chargés, les points de coexistence sont
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toujours aux extrémites d*une ligne horizontale qui ne sont cependant plus celles
obtenues pour 1*'équilibre en volume sans terme de surface: c’est 1a conséquence
implicite sur cette équation de Jla modification de 1*égaiité des pressions par
8P,. La modification principale due au terme de surface est dans le changement des
isopthermes de la phase liquide. Cette modificatien disparait a la température
critigue <quel que spit A. En-dessous de la tempéralure critique, on peut observer
que la tension superficielle déplace 17équilibre wvers un équilibre avec un
potentiel chimique moins profond, une phase gazeuse moins dense et une phase
liquide plus dense. Ce changement se comprend qualitativement assez simplement: la
tension superficielle aide a maintenir e noyau stable, prenant ainsi le relais

d*une partie de 1a wvapeur nécessaire & 1'équilibre en 1"absence d'effet de

surface.

T=12 MV, T=15 MeV

'0.2 - P — - _
] 4 L +-80
- 0.4 1 ] 1 | 1 | 1 1 | ] I 1 ] 1 1 L 1 1
0 0.04 0.08 0.12 0.16 0 0.04 0.08 30.12 0.6
pLim?) p (fr’)
Fig. 11.8 — [{sothermes de <{a pression (& gaucke) et du potentief chimique (&

droite) pour T = 12 Mell et T = 15 Mel, Les patfiers de coexistence horizontaux

(2rait plein) sont obtenus sans temsion superficiefle. Les points refiés par des
tiraets iflustrent ¢a coexistence d’une goutte non chargée (A = 109, z=0:*%%4g non
chargé) avees €a vapeur environnants. La courbe en pointifté (T = 12 Mel/) dornne fa
pression totate de ta goutte. La figne wverticale joint tas points de coexistencs

sur fes isothermes avec et sans terme de sursface.
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La tension superficielle «(T), et donc la pression induite P_, ¢ (T.ep.A)
tend wvers O lorsque la température T approche de la température critique T.. Par
suite, la différence entre les points de coexistence pour un noyau non chargé avec
et sans tension superficielle décroit larsque T croit pour s’annuler & T_. Les
équations de coexistence peuvent donc aveir une solution pour toute température
inférieure a T,. En fait, la tension superficielle ne s’annule pas "assez vite"
lorsque T tend wvers T, et 11 apparait une température limite T,;, maximum
inférieure a T, au-deld de laquelle Jes équations de coexistence n’ont pas de
satution. La figure II.9 montre la variation de cette température limite avec le

nombre de nucléons de Ta goutte nucléaire.

; I } ]

20 |- -
— Te e e ——————————— ]
>l'.| wnen
=215 - -
—

10 —

0 | ] | |
0 50 100 150 200
A
Fig., 11.9 - Température fimite au-delfa de taqueéfas fes éguations de coexistence

n'ont plus de solution €orsque seufe fa tansion superficielle est incluse. La
tigne en tiret horizontate indique {¢a température coritique T _= I7.22 HeV pour fa

transition de phase dans €a matidre nuctféaire infinia.

lorsgue A augmente est en accord avec 1’'évolution
3
143 o4

La diminution de T_-Ty;,
de 1'énergie de surface qui, ramenée a 1*énergie de volume, décroit comme A
est donc de moins en moins efficace pour produire cette différence.
L’abaissement de la température de stabilité entre les deux phases, du a
la tension superficielle est certes remarquable, cependant 11 n’a aucune
implication expérimentale. En effet, comme nous allons Jle voir dans la section
suivante, 1'effet du au champ coulgmbien sera bien plus important et wva

compietement masquer ceiui de 1'énergie de surface,
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11.8 - INFLUENCE DE LA CHARGE SUR L' EQUILIBRE

Pour observer les changements dus & la charge, nous avans considére le
méme noyau ‘°%Ag, mais chargé. Avec «(T) toujours donné par 1’expression (IL1.30),
les isothermes P et v sont dessingées pour deux températures sur tes figures I1.10
et 1I.i1. Analysons tout d*abord 1les parties gauches de ces figures (isothermes
T =5 MeV). Comme précédemment (cf. fig. II1.8), les points sur les isothermes de
volume représentent 1les points de coexistence. Pour la phase liquide, a
1*intérieur du novau, les lignes en pointillés représentent les isothermes
Pont &P, (fig. II.10) et w .+ 8 (fig. II.11)>. Les lignes horizontales
correspondent a la construction de HMaxwell wusuelle en 1'absence de tension
superficielle (af(T) = 0) et de champ coulombien (Z = 0) tandis que la ligne en
tiret joint les paoints de coexistence lorsque ces effets sont inclus. Les lignes
verticales permettent de mieux wvoir 1*équiiibre entre les phases et fes
cantributions B8P, et % & la pression et au potentiel chimique de ta goutte dans

1a phase liquide.

0.4

P(MeV - fm?)

0.2

b

0.2

Y

- 0.6
R N N N R B B RS N
0 00 008 06 o008 01 0.16

p (fm?) p(fr?)

1°5Ag a 7T =& Mel et & da

Figq. 11.10 ~ /sothermes de pression Pour un moyau chargé
tenpérature ftimite T = &£.57 MeV. Les isothermes de vofume sont en traits pleins,
cettes de fa phase tigquide chargée avec tension superficiefl{e sont san pointiltés.,

Les points de coexistence sont refids par fes €ignes obfigques en tirets.
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Si maintenant on augmente la température au-deld de 5 MeV pour essayer
d*atteindre la température critique Tc. oy tout-au-moins la limite due aux effets
de surface {(voir section précédentel, la tension superficielle «{T) diminue bien
maic les contributions 4 la pression et au potentiel <chimique provenant de la
charge ne diminuent pas lorsque T augmente et tend wvers T_.. Comme les isothermes
de volume s’applatissent — la différence entre maximums et minimums disparait - on

doit daonc s*attendre & ce qu’a une température T inférieure a T, les points

Tim
de coexistence de la vapeur atteignent sur 1’isotherme le maximum de la phase,
i+ev le maximum dé 1’isotherme. E£n d’autres termes, & cause de 1'intensité du
champ coulembien répulsif, il arrive un moment en température ou la pression de
vapeur dqui serait nécessaire a maintenir confinée l1a goutte devient supérieure 2
la plus grande wvaleur possible qui est celle au maximum de P, ,(e}. Cette situation
est illustrée sur les parties droites des figures II.10 et Il.11: la valeur de la
température limite est de &6.57 MeV spit nettement inférieure & la température
critique (T_= 17.22 MeV) et aussi & la température limite prévue a cause des

effets de surface seulement (cf. fig., Il.9). Au—dessus de T les équations de

1im?
coexistence n*ont plus de solutions.

L B —fF I I Y I RN B SR B
T = 5MeV T = Tiim= 6.57 MeV :
.t':= 1 .-':. |
& ! s
-~ .-' 1 K
S -~ 1 41 s _
S - 1 »
‘:‘“:"-\ =
“__.-". S 1
-[.5 -
R AT TN (NN NN O NN ¥ AT FUM S N S NNH T
0 0.04 0.08 0.12 016 0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
p(fm") p(fm")
Fig. I11.11 - Figure sembfable & fa précédente pour (e potentiet chimigue. Les

courbes en traits pleins représentent {fes isocthermes de vofume et ceffes an
pointiftds tes isothermes de fa phase fiquide chargée avec tension superficielfle

et champ coutombien,
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Pour woir plus clairement 1Ja disparition de 1la solution, nous avons
dessinéd (fig. I1I1.12) les isothermes T = 5 MeV, T = 6.37 MeV et T = 8 MeV dans le
plan (P,n). Cette représentation est bien adaptée puisque 1la solution est
représentée par un seul point dans ce plan. Les courbes en traits pleins montrent
les isothermes avec les trois branches wvapeur, non physigque (;Dncave) et liguide

{(voir section I1.3 et les figures I1l1.2 et 11.47.

%) S A
L T=5MeV
7| ~. équilibre
ok [l o goutte-vapeur
el -aaaa———""“— T
— ~._coexistence
-2 de volume -
—t
-0 | T= Tin= 6.57MeV .o ]

v 740 ~._ coexistence
o de volume .
-52 [ [ 1 1 N L 1 M L 1 L l_

£ Y i 7 L ! 1
W~ T= 8 MeV u
-4 F _
..,.8 N .
-52 | ™~ coexistence -
i de volume i

-56 | L ] I ] | ] ] i ] 1

04  -02 0 0.2 04
P{MeV - fm’)

Fig. 11.12 - [sothermes I' = 5 MeV, T = 6.57 MeV, T = 8 Mel!. Les courbes en rraits
péeins sont €es isothermes de vofume. Les courbdes en pPointiflés sont celftes da La

phase Liquide chargée avec tension superficieffe at chanp coulombien.

Le point de coexistence en volume {pour la matiére nucléaire infinie) est
4 1*'intersection des deux branches stables pour le liquide et la vapeur. Pour

observer la coexistence d’une goutte chargée dans la vapeur, on a reporté en
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pointilies sur la figure II1.12, la pression totale (P .+ 8P,) en fonction du

1OBAg. L’intersection de cette

potentiel chimique total (e ,+ Sp,) pour le novau
courbe avec la branche verticale de la wvapeur définit la nouvelle solution des
équations de coexistence (I1.28). On wvoii comment & T,;,. cette intersection
atteint la frontiéere de 1a phase vapeur et gu’aucune solution n*existe au-dela de
Tlim'

La disparition de la selution pour T > Ty, implique qu’aucun gquilibre ou
coexistent 1les deux phases vapeur et liquide n*'est possible. Si 1'on essaie donc
de préparer un noyau a une température supérieure a T,;,. la pression inlerne ne
pourra dtre d&quilibrée et il s’en suivra wune expansion hors d’équilibre
accompagnée d* émission de particutes chargeées ou pouvant provoquer la
fragmentation du nayauz'ai. Le processus d'émission de particules ne pourra
s*arréter que lorsque les conditions d*'équilibre, & des températures plus basses,
seront a nouveau réunies pour les fragments ou le noyau résiduels. L’étude de la

dynamique d'un tel processus n’entre pas dans le cadre de la présente étude.

11.9 — VARIATION DE L& TEMPERATURE LIMITE AVEC A ET Z

De la discussion précédente il ressort que gquel que soit le novaw
considéré 1la température limite est toujours plus basse que la température
critique. Cependant, contrairement au caractére universel de 1la température
critique, 1a tempsrature Jimite dépend, elle, du noyau étudié par sa masse et sa
charge., La figure 1I1I.13 montre cette dépendance le long de la ligne de stabilite

que 1'on a approchée par la relation entre Z et A:
Z = g - 0,3.107% a%7? . (11.33)

La valeur de T,;, diminue de facon appréciable avec A mais le taux de décroissance
est plus faible lorsque A est grand. Cela peut se comprendre & partir des
expressions (I1.29) pour 1les différences de pressions et de potentiels chimiques
par rapport aux effets de voiume: la partie coulombienne P_,,, de 8P, de méme que
Sw,» dépend du rapport 228t

dépendance entralne 1*augmentation usuelle des effets coulombiens pour A grand, ce

Pour des novaux symétriques avec Z = A/2, cette

qui implique une diminution de la température & laquelle les noyaux deviennent
instables. Le long de la ligne de stabilité, 1le méme effet demeure gquoique
iégerement atténue.

Pour un noyau donné, la wvaleur de la température limite dépend
crucialement de ta tension superficieile. Sur la figure II1.13, on a reporté la
température limite calculée avec les expressions (II.30) et (11.32) de Ja temsion
superficielle ({(courbe en tiraits pleins et en pointillés respectivement). Dans ia
seconde expressiohn, la tension «(T) deécrpit plus vite & basse température ce qui
augmente la contribution B3P, a la pression et la température Timite est plus
élevée. On voit sur ta figure II.12 qu*une augmentation de 3P, a & fixé (la
tension superficielle ne contribue pas & Bp ) wva déplacer 1*isotherme (en

pointillés) de la goutte nucléaire wvers la droite et le point de coexistence va
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redescendre: le noyau deviendra instable a une température plus élevée. Remarquons
que le compartement en mD(l—TZ) de 1*expression (I1.30) de «(T) & basse

température est plus raisonnable que le comportement linéaire en T de (I11.32).

Tiim (MeV)

Fig. 11.13 - Variation de T fe Cong de ¢a vaffda de stabidité. La figne en

€im

trait pltein et cefle en pointiffé ont &td obtenues avec fas mémes paramdires
(/7.23) &t avec fes tensions supPerficiefées (F7.30) et (/[.32) respectivement.
Pour fa figne en tiret, aiT) est adfiniae par ([/.30) mais £’squation d'état est

plus rigide (¢ = 1),

La température limite wva dépendre aussi des parametres de 1°’équation
d*état pour la matiére nucléaire infinie qui détermine les fonctions PDn ' Pov .
Bons Bg, dans les équations de coexistence. Dans 1’expression (I1.19), on peut
varier le paramétre o qui contrdle la rigidité de 1*équation d’état. La figure
11.13 montre (ligne en tirets) 1a température limite obtenue avec la tension
superficielle dannée par <I1I1.30) et pour o = 1. Les mémes valeurs de E; (16 MeV)
et de E, (24 MeV) ont été utilisées mais le parametre d’ incompressibilite K a éteé
porté a 384 MeV ce qui danne la valeur 1 pour o (cf. (II.21)). On wvoit sur la
figure I1.13 que la température 1limite le long de 1la ligne de stabilite a
considérablement augmenté et donc qu’une équation d*état plus rigide entraine une
température d’instabilité plus grande, surtoui pour les grandes masses. lette
caonclusion esti en accord avec les calculs de la réf. 23. Pour 1'interaction de
type Skyrme S, qui y était utitisée, on a un module d’incompressibilité wvoisin de
K = 384 MeV avec une dépendance en densité de type o =1, et la température
limite carrespondante est nettement plus grande que celle abtenue avec
1*interaction dite SKM qui conduit a un module d’incompressibilité beaucoup plus
faible.

Saulignons toutefois que le changement substantiel de température lTimite

dans la comparaison ci-dessus provient pour 1'essentiel du changement induit sur
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la température critique qui de 17.22 MeV avec o = 1/4 (K = 222 MeV) est passée 3
22,90 MeV avec o = 1 (K = 384 MeV), Ce changement de T_ modifie implicitement la
tension superficielle «(T) qui en dépend quelle que soit la forme analytidque
utiltisée (I11.30) ou (I1.32).

La wvaleur ¢ = 1 carrespond a un module d'incompressibilité beaucoup trop
grand. Cependant, des changements de K raisonnables étant donné la situation
expérimentale, soit par exemple pour K variant de 200 a 240 MeV, changent la
température Timite de prés d'un MeV pour le Plomb 208: pour K = 200,

Tiim= 4593 MeV et pour K = 240 fMeV, T,;,= 35,77 MeV.
| | [ |
0
]
Z 5
E
—
4
190 200 20 220
A
Fig. II.i4 - Variation de Ty;n Gvec A pour une série 4’ isotopes du FPlomb. Leés

convent ions du dessin sont ceffas de ta figure (/.13.

Enfin, sur ta figure I1.14, nous avons danné un exempls de la facon dont
T,im d¢Pend du nombre de masse pour une série isotopique donnée. L’exemple choisi
est le Plamb et 1°on vaolt que de 1'isotope A = 190 déficient en neutrons au Flomb
220 riche en neutrons, la température limite augmente réguliérement de plus de
1,5 MeV aussi bien pour les choix (II.30) et (11.32) de la tension superficielle
avec o = 1/84 que pour 17équation d’état modifiée (o = 1). Cette variation est en
accord qualitatif avec 1*augmentation comparable de 1a température d'instabilite
coulombienne observée dans les calculs microscopiques de la réf. 23 pour les

noyaux t80py ot 208py,

11.10 = RESUME

Dans un modéle thermodynamigque simple, nous avons cherchée a étudier ta
possibilité d'une transition de phase liquide-gaz pour les noyaux CcOmMpPOsSés a
haute température. En fait nous avons observé I’'existence d4*une température limite
bien inférieure a la température critique et a laquelle le nevau devient instable

a4 cause du champ coulombien. Cette température limite T dépend fortement des

1im
deux caractéristiques fondamentales de la matiére nucléaire a haute température:
son  équation d4*état et la dépendance en température de ses propriétés de surface.

On peut eétudier en principe cette dépendance dans différentes reégions en
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température par la mesure de T dans des noyaux composés de masses et de charges
différentes.

Plusieurs effets importants n'ont pas ¢été pris en compte dans notre

1im

discussion qualitative. Tout d*abord la dépendance en isospin a été traitée de
facon approchée. Un traitement plus correct de 1’isospin peut se faire en
introduisant explicitement 1la contribution des protons et des neutrons dans
1*énergie libre par le biais de leur densité respective et en tenant compte de
1*énergie de symétrie. Le traitement de la tension superficielle doit &tre modifié
en conséquence {(voir réf.27). Le mode de fission n*a pas non plus &té inclus alors
que ta barriére de fission dépend elle aussi de la compétition entre le terme de
surface et 1’énergie coulombienne.

Méme =i le modéle devait &tre ainsi enrichi, i1 resterait trés qualitatif,
en effet le remplacement de 1la distribution de matiere dans un noyau par une
densité & bard franc est certainement une simplification qui rend abusive toute
comparaispn <quantitative avec 1'expérience. Cependant wun bon accord qualitatif
avec les calculs microscopiques®?°2?, donne un bon degré de confiance dans la
valeur eprédictive du modeéle qui apparait ainsi &tre capable de fournir un guide
pour des calcuis futurs de noyaux comppnsés a haute température et ausci pour des

expériences o4 ces mémes noyaux sont formés et excités.
Paour terminer ce chapitre, trois commentaires s*®imposent!

1) Expérimentalement, 1*instabilité coulombienne que nous étudions doit se
traduire par une chute soudaine du taux de formation du noyau composé a T,;, avec
une augmentation rapide de 1’émission de particules ne provenant pas de processus

31.32

équilibrés. lLes mécanismes de fragmentation devraient se produire a partir

de températures supérieures a T.; .

2} On peut se poser la question de savoir si cette instabilite
coulombienne est en fait la manifestation d’une transition de phase. Cette
question & deja été abordée dans la réf. 23. On a alors montre que si le noyau
composé est enfermé dans une boite de taille finie, alors 1"instabilité
coulombienne correspond bien & une +transition de phase du premier ordre vers un
é¢tat ou toute 1a matiere, qui était a 1’intérieur du nsyau, est maintenant
uniforméement “collée” sur la surface de la bolte. Cette transition est semblable
a la transitian noyau-bulle +trouveée dans le coeur des éloiles de type
supernovaz® 3, ou le milieu nucléaire est localement électriquement neutre.

Elle est par contre tout-a-fait irrélevante pour les réactions nucléaires.

3) Quelques mots enfin sur des approches différentes. Dans la réf. 14, les
effets de taille finie et du champ coulombien ont été inclus directement de fagon
adéquate dans 1*équation d’é&tat de 1a matiére nucléaire infinie, ce qui a pour
effet d*abaisser la température critique T.. A notre avis, & cause de sa longue
portée, - plus grande que la taille du noyvau - et de son caractere nan—-saturant,
1'"interaction coulombienne ne doit pas en principe &tre incluse de cette fagan

dans 1'équation d'état. L’analogie avec 1la gravitation universelle illustre
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suffisamment ce point. Le tiraitement séparé de 1la force de Coulomb que nous
proposons montre bien comment cela conduit & wune instabilité qui n*est pas
d'origine thermodynamique et non pas & wune modification de la température
critique.

Dans un autre travaila4. 1a force coulombienne a été introduite
séparément mais le nevau est artificiellement inclus dans une buite sans tenir
compte des voies de désexcitation ouvertes par émission de particules. Dans notre
approche, les niveaux & une particule non-1iés par lesquels peut s*effectuer cette
émission sont inclus grfce a 1ia vapeur saturante externe qui définit de facon
self-consistante 1les conditions aux limites du noyau. L'instabilité coulombienne
se déclenche Torsque ces conditions ne peuvent &tre satisfaites.

Enfin, dans les références 20 et 21, 1a force de Coulomb est apparemment

ignorée.
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111. DESCRIPTION MICROSCOPIGUE DES NOYAUX CHAUDS

Dans le chapitre précédent, nous avans proposé une description d'un noyau
trées excité en équilibre thermique au sein de la vapeur de nuclésons qu’il évapore
en terme de coexistence d'une phase dense et d*un phase diluée. Nous nous
Proposons maintenant de reprendre cette méme démarche dans un contexte
compléetement microscapigque.

On montre tout d*abord comment se met en oeuvre le formalisme développe
dans la premiére partie du c¢ours pour un novau décrit dans un modéle de particules
indépendantes. L'hamiltonien contient alors simplement wun potentiel a um corps
décrivant un ensemble d’états a une particule dont les énergies ne dépendent pas
de 1a température. Cette premiére approche wvers un calcul microscopique a
1 avantage de la simplicité., Elle permet de dériver les nombres d’occupation sans
avoir & se soucier de la complexité 1liée a 17empioi de forces a deux corps. De
plus, les difficultés 1Tiées & la présence des états du continu sont déja
présentes, et 1’on peut deviner la methode adéquate qui permettra de traiter ces
états.

Enfin, revenant & 1’opérateur densité exprimé en fonction de 1”hamiltonien
complet avec un terme & deux corps, on fait 1’approximation de champ moyen avant
d* effectuer 1a meéthode wvariationnelle décrite dans la premiére partie, ceci
conduit aux équations de Hartree-Fock 2 température finie. Avec une interaction
effective & deux corps de type Skyrme, des applications concrétes sont présentées
pour le calcul des propriétés des noyaux chauds en fonction de la température:
rayon carré moven, potentiel chimique - 1ié & 1'eénergie de séparation d’un
nucléon -, entropie — permettant le calcul des paramétres de densité de niveaux -,
profil des densités de charges et de matiére, limite de stabilité et enfin temps

de wvie.

I11.1. BA FOCK

Dans 1a section I.l nous avons introduit la notion d*espace de Fock: c’est
1*espace de Hilbert X formé par la somme directe des espaces de Hilbert
x0, k..., R(H),... 4 Oy1,e0e,MN,.-+particules. Mous nous proposons maintenant
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de chpisir, dans cet espace, une base qui permette de ¢lasser simplement les états
pour un systéme de particules sans interactions.
Partons de 1'espace I(lj des é&tats a4 wune particule et choisissons pour

> & un

base de cet espace 1’ensemble des vecteurs propres de 1’hamiltonien H¢Y
corps que 1'on suppose donné’>. Soit i 1’ensemble des nombres quantiques
caractérisant chacun de ces vecteurs et €; la valeur praopres correspandante de
1’ énergie. A partir de ces états {i} a une particule, on peut construire une base
dans 1’espace X¥‘'’. Pour cela on ordonne arbitrairement 1’ensemble des etats (i},
par exemple par énergie croissante; on définit un ket de X''’ en spécifiant dans
la suite des états lequel est occupé par la particute. On introduit alors Jes
nombres d*occupation n; 4que 1’on range dans 1*'ordre choisi pour Jes états, le

vecteur de ¥‘*7 ou 1’6tat i est occupé s'écrit:
IO...'.O.n1=‘- 1.0,--.) 2 (111-1)

o0 tous les nombres d’occupation n, pour j # 1 sont nuls.
Pour wun systéme de fermions, 1’'ecpace de Hilbert x‘z’ est 1'espace des

états antisymétriques

1 {it1)j2y - i@ i1} (1I11.2)
{2

i¥me ( _ | gy 2) particule est dans 1°état i.

ot Je symbole i(n) signifie que ia n
OGn peut le caractériser en introduisant le ket qui 9énéralise 1'expressiaon

(I11.1)
IO..-o.O. ni-‘— 1,0,---,0. nj= 1,0,:..) . (11113)

Cette fois-ci tous ltes nombres d*occupation sont nuls sauf deux: ni=nj=1- La

généralisation a 1’espace de Hilbert x(“) est maintenant immédiate, scit le ket:
[ PR PN PR R R (I11.4)

gy exactement N nombres d'occupation correspondant &4 des états distincts sont
égaux a 1 et tous les autres sont nuls, ce ket est un des vecteurs de la base qui
sous—tend N7,

Ces mémes états (1I1.4) o0 maintenant un nombre queiconque de n; sont
égaux a 1 forment une base compléte de 1’espace de Fock £ 8 un nombre quelconque

de particules:
= k° + Y+ X2 o+ .., . (I11.5)

Remarquons que la construction de la base de 1’espace de Fock (III1.4) a partir des
¢tats & une particule de XY’ nous a naturellement amenés a introduire 1’espace
vide, sans particules, X°’, sous—tendu par 1’unique vecteur (1I1.4) ou tous les
n;, sont nuls.

Dans cette base, 1'écriture des opérateurs se simplifie, en particulier
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on peut définir 1'opérateur nombre d’occupation n; dans un état i avec les wvaleurs
propres n;= 0 ou 1 suivant que 1'état est vide ou occupé. L’opérateur nombre total

de particules est alors:

N= 2 , ‘ (111.6)

1
i
at le nombre N de particules d*un ket (IIL.4) est la somme EE n.. De méme,

b S
i
1" hamiltonien des particules sans interactions =*écrit:

Bee , (111.7)

E = E: €, n; . (III.87

Si - 1'on utilise le formalisme des opérateurs de création a; et

-~

d’annihilation a; d'une particule dans 1’état i, les opérateurs Bi. N et H se

mettent sous forme:

ng = a; a, . (I111.9a)

No= 2 aj a; . (I1I.9b)
i

H o= E: €, a; a; ' (I11.9c)
i

o0 les opérateurs a; et a; aobeéissent aux relations d’anticommutation des fermions:

[aiaj], = [a; ayl, =0
(I11.10)

la;a;1, = &;; .

C'est 1a premié¢re fois ou nous introduisons explicitement la statistique
de Fermi-Dirac. Pour des bosons, on aurait des résultats tout-a-fait analogues:
dans 1la base (III.4) les nombres d’occupation peuvent alors prendre toutes les
valeurs entiéres positives ou nulles. Les expressions (I1I1.4) & (III.9) sont
toujours correctes mais i1 faut rempiacer les relations d'anticommutation des
fermions (III.10) par les relations eéquivalentes de commutation des bosons pour

achever d'expliciter la statistique de Bose—Einstein.

I11.2. CAS D’UN HAMILTONIEN A UN CORPS

Ayant maintenant défini la base de Fock, nous voulans calculer 1’oppérateur

densité dans 1'ensemble grand canonique:
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exp {~B (H-wN>} , (111.11)

o2
H
N'n—b

~

danse le cas o0 H est un opérateur a un corps, c’est-a-dire dans le cas ou ﬁ est
précisément donné sous 1’une oy 1'autre des formes (III.7) ou (I11].%9c).

L*opérateur D peut alors se réécrire:

D=l exp - @ a;a . (111.12)
Z, :

avecg

@, = Ble,—p) . - (111.13)

i

La fonction de partition

I; = Trace exp —E: @ a;a, (II11.14)
i

se calcule en utilisant Ya base de Fock (I1I.4) associée a 1’hamiltonien ﬁ du

systeéme:

25 = 2: <n1.n2.---.n5.---|exp *:E mia;ai Inl.nz,.-..nj.---> . (I111.15)

{nj=0.1} i

Remarquons incidemment que dans le cas des bosons, la sommation sur les
nombres d*occupation n*est pas Timitée aux wvaleurs 0O et 1 comme on 1'a vu dans la

section précédente, mais que chaque n peut prendre toutes les wvaleurs 0,1,2,... .

Revenons au cas des fermions et calculons Z; en effectuant explicitement

la somme sur n,:

’ "y
1, = EE <n1=0.n2,...|exp —25 aia;ai INg=04nysesa> o
{nj>1=0,l} i
\ Y,
( 3
+ EE <ny=lyngyseeelexp —EZ mia;ai In,=lynpuuas>
{n,,,=0,1} i
\ /

Soit :
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5 = 2 <n,lexp(-aya a,)in >
n,=0,1

E: CgseveaNgsesslexp —E: «;a;a; PO FITEE A
{ny, =01} i>1

En iteérant ce calcul pour nysng,..., on obtient pour Zg:

I = m| = <ny lexp (- aga; i ing> (I11.16)
i n.=0,1
1
et enfin
2, = Il cise 77y . (1I11.17)
i

La factorisation (IlI1.16) de 1ia fonction de partition Z; vient du fait que
1*espace de Fock =2 une structure simple de produit direct d’'espaces relatifs a
chaque ¢tat i a une particule,

Calculons maintenant 1la valeur movenne f. de 1’apérateur nombre

1

.Y
d*occuypation n; ¢

_ A _ ~. _ a - 1
f; = <n;2 = Trace (Da;a;) = 3o Log Z; = — -
1 1+e 1
En remplacant o, par sa valeur (III.13), on obtient:
f.o= — 1 (I111.18)
: B(!i-p)
l+e

Ces valeurs moyennes sont aussi appelées facteurs de Fermi ou nombres
d*occupation.
LLe grand potentiel s’exerime alors simplement en fonction des f;:

A = ~kT Lag Zg= —kT 2 Log(i+e "5y = kT 2 Log(1-Ff;) , (111.19)
i i

de méme que le nombre de particules

N = R = 2 £ (111.20)
i

que 1'énergie interne

E=cf> =2 e fy (I11.21)
i

et que l'entropie
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s = L (E-un-m) = k (f,04 + Log(1-f;)) . (111.22)

1

Ll L

Dans cette derniére expression on peut €liminer o, en remarquant que:

1-f,
o, = B{e;~1) = Log - = . (111.23)

i
i

L’entropie prend alors la forme usuelle en fanction des facteurs de Fermi

S = -k {f;Log f, + (1-f;) Log(1-f,0} . (I11.24)
i

Etant donné que le nombre d’accupation n; d’un état i ne peut prendre aque
les deux valeurs 0 et 1, le facteur de Fermi f; est nécessairement compris entre
0 et 1 puisqu*il en est la wvaleur moyenne. Comme fonction de 1°énergie €; des
états i, le facteur de Fermi est wne fonction décroissante: les états de haute
énergie sont moins peuplés que les états de basse énergie. La courbe flei, que
1'on a illustrée par la figure III.1, présente un point d’inflexion autour de la
valeur e,=e€.= ol 1’énergie de 1'état a une particule est égale au potentiel
chimique 9que 1’an appelle encore énergie ou niveau de Fermi. La décroissance de

f(e) de 1 a4 0 est d'autant plus rapide que la température est plus basse.

£€j
172 1

0 i ﬁ
|
1
I

T} S——

Figs, III.1 - ~Facteur de Fermi en jonction de {'énergie de particute indépendante

Pour une température et umn Potentief chimique donnds.

La courbe f{e) est symétrique autour du niveau de Fermi, il en résulie un
changement de signe de w;= B(e,—w) pour deux niveaux situés de part et d’autre et
a égale distance du potentiel chimique, cette symétrie transforme f en 1-f. A la
limite de basse température les o; tendent vers 1*infini avec le signe de e;-p.
ainsi, pour tous les états situés au—-dessous de €., f tend vers 1 tandis que pour
tous ceux situés au-dessus, f tend vers 2&rg. On retrouve & cette limite un état
pur correspondant au déterminant de Slater ou tous les états situés en-dessous du
niveau de Fermi sont occupés et tous ceux situés au—dessous sant vides. On peut

aussi verifier sur 1’expression (III.24) que i'entropie est bien nulle a la limite
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de température nulle.

II11.3. TRAITEMENT DES ETATS DU CONTINU

Supposcns gue §’on veuille décrire wuwn noyau par un modéle de particules
indépendantes. Les orbites des nucléons sont alors données par un potentiel a un
corps, par exemple le potentiel de Saxon-Woods. Le spectre des états liés est un
spectre discret avec la séquence habituelle Os, lp, etc... du madéle en couche,
les énergies a une particule sont négatives, la plus basse (€,.) étant supérieure
au fond du puits de potentiel.

A température nulle, si le novau a N nucléons, on place ces N particules

dans les orbites les plus basses et 1?¢énergie du systéme esi:

E = 2: g;€; (111.25
i

La somme sur i comprend uniquement les orbites occupées et les cpefficients g;
sont les facteurs de dégénérescence éventuels des orbites (g;=2j;+1 par exemplel.

On peut réécrire 1’énergie sous ia forms!

E = a;fieg , (111.26)
i

o0 les f, sont les limites des facteurs de Fermi & température nulie: fi=1 pour un
état occupé et £,=0 si il est vide. La somme sur i se fait maintenani sur tous les
états, il n'est plus nécessaire de la limiter aux seuls états occupés. Le nombre

de nucléons N est alors relié aux f; par la somme:

N= 2 9; 3 . (I11.27)
i

Remarquons que les expressions que naus venons d’écrire pour 1'énergie (II11.26) et
pour le nombre de nucléons {II1I.27) sont +tout-a-fait analogues aux expressions
(111.21% et (III.20) mais cette fois nous avons explicitement tenu compte de la
dégénérescence des orbites.

Dés que 1*on ¢leve la température, ces expressions (III.26) et (111.27)
donneront encore 1*'énergie et le nambre de nucléons du noyau avec les facteurs de

Fermi donnés par ¢(III.18). Pour un noyau & N nucléons, 1*équation (111.27)

N=Dy % (111.28)
(Ei‘p)/kT

i 1+e

est wune equation implicite pour le potentiel chimique w = €. dont la résoltution
donne par voie de conséquence tous les facteurs de Fermi f;, et donc 1*énergie
interne E. '

La difficulté, immédiatement wvisible sur la figure III.1 vient des etats
d’ énergie positive, c’est-a-dire des états du continu. La figure a été dessinée
pour un potentiel type d’une profondeur de -40 MeV, le potentiel chimique est de
-10 MeV et la tempeéerature de & MeV. On wvoit dans ce cas que le nombre de
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©
particules dans le continu, proportionnel a I f(ed)de, est deéja trés important.
n]
Lorsgu’un etat du continu est peuplé¢ avec une probabilité non négligeable, on a un
etat du continu de diffusion et on ne peut plus traiter le noyau dans une

approximation stationnaire.

Cependant, & plus basse température, le nombre de nucléons dans le continu
devient négligeable. En effet, Ja température caractérise la facon daont les
facteurs de Fermi ~ décroissent de 1 a O: autour de la valeur 1/2, ils passent de
0.9 a 0.1 sur un intervalle d*énergie sensiblement égal a 4.4 T. On stattend donc
4 ce qu’a température suffisamment basse, on puisse négliger la contribution des
états du continu.

Dans une premiére approximation, on peut définir comme contribution au
noyau uniquement celle provenant des états T1iés et associer au gaz la contribution

des états d’ énergie positive!

Etotal = Enoyau vapeur 4
(IIL.29)
Ntctal = Nnuyau + Nvapeur ¢
awvec,
Enoyay = EE 9;f;¢; ' (I111.30a)
i:e; <0
Nnoyau = 2 g9;fy . (111.30b)
ite; <0

Dans cette approximation, T1a contribution éventuelie du continu via les ré¢saonances
est complétement éliminée et le novau est déterminé indépendamment du gaz qui
1*entoure. L'équation (I1].30b) fixe le potentiel chimique w & une température
donnée T. A partir de w et de T, on peut calculer les propriétés du gaz nécessaire
a 1’ équilibre.

En utilisant cette approximation, M.Brach et P.Quentin®%' 37

ont effectué
des calculs microscapigues de type Hartree-Fock. Dans la mesure o0 la température
reste suffisamment basse pour que la contribution du continu soit essentiellement
celle de 1Tla wvapeur, méme si 1'occupation des eétats non 1tiés n*est plus
négtigeable, cette approximation devrait &tre satisfaisante. De ce fait, an verra
dans la suite 4que c'est bien le cas jusqu®a des températures de 1’ordre de 2 & 3
MeWV.

A plus haute température, il devient nécessaire de traiter correctement la
contributian au noyau des états du continu, par exemple par un ca];ul dynamigque de
désexcitation. Au lieu d’effectuer un tel calcul qui pourrait fournir une réponse
au probleme, mais de fagon probablement prohibitive, nous nous proposons plutdt
d’' obtenir une bonne description du novau dans 1’'état qu’il occupe avant
désexcitation. Pour cela on étudie un novau en équilibre thermique au sein de la

vapeur de nucléons qu'il évapore. En quelque sorte, on bloque 1’ évaporation,
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peuvre pour un patentie) & courte portée et a une dimensian.

Sait Vi(x) un potentiel défini sur un segment de longueur 2R. Nous imposons
aux fonctions d'onde de s*annuler & x = +R et x = —R. Pour une valeur donné du

potentiel chimique, le grand potentiel est donné par (cf. eq.(IIL1.1%))

& = kT E: Logli—f,) ) (I11.33)
i

La somme sur 1 pnrté sur tous les états propres de 1’ équation de Schrédinger:

#2 d%
- 2l 8+ Vi) wix,EY = E $(x,E) . (I1I1.36)
2m g2

Pour des valeurs positives de E, et si R est cuffisamment grand devant la portee
du potentiel, Jles sclutions de (111.384) qui s’annclient & x = -R auront un

camportement en
$(x,E} ~ gin(kx + kR + &) R (I11.37)

ay voisinage de x = R. Dans cette expressian, k est le nombre d’ondes (2mE/ﬁz)¥ et
5(E) est le déphasage qui dépend de 1*énergie E et du potentiel Vi{x). Les états

d*énergie pasitive sont donnés par 1*équation:
2kR + B(E) = nm . (111.338)

Par suite, on peut réécrire la densite d’état d'énergie positive!

FeEy = 90 - 2R dk , 1 d3 . (111.39)
d£ m dE ® dE

En reportant f(E) dans 1e grand potentiel et en eécrivant explicitement la

contribution des états lieés, on obtientt

41T 2 Log¢1-F,> + KL | tagui-f(Ey) €8 <€
i1e;<0 n Jo dE
+ 2R KT jb Log(1-f(E>) 3K 4 : (111.40)
T o dE

Dans ceatte équation, le premier terme est la contributicn des états liés,
le second représente la contribution finie au grand potentiel des états du
continu. Prés d'une réscnance d’énergie E. et de largeur [, le déphasage & peut

s*écrire:

5 = 8, + Arctg |EL2- , (111.41)
E €

et, 5i l1a résonance est suffisamment étroite:
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d3 . L/2 ~ 8 (E-E )

> _x . . (111.42)
& (g-gyF+@s2)f

Sa contribution au grand potentiel est alors:

# = kT (1-f(E2} . ‘ (I11.43)
ce gui est exactement la faorme de la contribution d’un état 1ié.

Par opposition aux deux premiers termes, le dernier terme de }’expression
(III.40) du grand potentiel diverge linéairement avec la taille du csegment. Ce
dernier terme n'esi rien d’autre que le grand potentiel que 1’on obtiendrait en
1*absence du potentiel Vix) pour la méme température et Je mé&me potentiel

chimique. Dans le cas d’un poteniiel a courte portée, on obtient donc la procédure

suivante pour extraire la partie finie # du grand potentiel décrivant le noyau:

;& = oy - &W=0) . (111.44)

Le grand potentiel décrivant le noyau excité en équilibre au sein d’ une
vapeur apparait donc comme la différence entre le grand patentiel du systéme total
noyau plus vapeur et le grand potentiel de la vapeur seule (le potentiel nucléaire
est mis a zéro). On trouvera une Jjustification plus détaillée de cette méthode
dans la réf.22. En particulier, on y trouvera une discussion analogue amenant a
un résultat similaire pour le champ coulombien dans un modéle a trois dimensions.
Quoiqu’il en soit le résultat (I111.44) que nous venans d'obtenir par cette étude
des déphasages est rigoureusement identique & celui que nous avions obtenu plus
haut (cf. eq.¢I1I.34)) a vpartir d'arguments généraux. Nous wverrons plus lain

comment inclure le champ coulombien dans le calcul.

111.4. EGQUATION DE HARTREE-FOCK A TEMPERATURE FINIE

Revenons maintenant au cas général ou 1'hamiltonien du systéme contient un
potentiel a deux corps. Dans 1*ensemble grand canonique, on connait au moins

formellement 1" expression de l*opérateur densite:

D = _;.. exp{~B(H — wh)} . (111.45).
4G

L’hamiltonien s’ écrit en second quantification:

o)

i

2 <l aja; + 1 > <ijlvike> alaja,a, , (111.46)
Co Z

1,4
ou nous utilisons pnur,ﬁ les éléments de matrice non antisymétrisés du potentiel

Ve
L*expression de D est beaucoup trop compliquee car elle met en jew
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1*expaonentiel d”un opérateur & deux carps., Nous ailons faire sur D 1*approximation
du champ moyen. Pour cela nous revenans au principe wvariationnel gui nous a permis
dans la premieéere partie de calculer 1’opérateur D par maximisation de 1*entropie,

ou de fagon égquivalente par minimisation du grand potentiel!

#

[l

E - TS - wN
Trace {HD - w ND + kT D Log 0 .

Ll

L'approximation du champ moven revient a minimiser #& dans la classe
restreinte des opérateurs densitée avant la forme d’une exponentielle d'un

apérateur & un corps: .

Q

ﬁ =1 exp - E: oy a. a, . (I111.47)
Z, i

Lorsqu’on compare cette expression awvec 1’expression exacte (111.45), on wvoit
qu®il s*aqit de remplacer l’opérateur a deux corps B(ﬁ - uﬁ) par un opérateur a un
corps qui aprés minimisation de # deviendra le champ moyen le plus adapte a la
description du novau. Remarquons que la formule (111.47) de D est identique &
celle <que nous avions chtenue pour un hamiltonien a un corps dans la section
II1.2, et tous les résultats précédents qui ne font pas interwvenir la relation

entre les «; et les e, (cf. éq. (I11.13)) sont valables, en particulier:

2 =11+ o) : (I1I.48a)
i
Foo=<ny> = - 2 Log 2, = —1 (I1I.48b)
1 O T '
1 1+e 2
N= oD =2, : (111.48c)

S = —k Trace (D Lag D) = -k 2 {f, Log f,+ (i-fy)logdl-f 0} .  (III.48d)
i

Par contre., 1*énergie interne E = Trace(ﬁ b) est donnée par:
E = EE £y <ittlir + 1 E: Fifj (<igIviij» - <ijtvijis} (II1.49
i i

£t 1e grand potentiel g’écrit:

£ =2 Fot,+ L ) FifsVy - v 2 fot KT = {f; Log f,+ (1-f;)Log(1-f);} , (I1II.50)
i i i i

ou nous avons utilisé les notations plus transparentes ti='<i!tli> et
Uij= CijiViEij>» — <ijiIviji>. Le merite de la seconde gquantification est simplement

de permettre une dérivation formelle aisée des expressions (I11.48) et (I111.4%).

Nous devans maintenant minimiser #f par rapport aux paramétres qui
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décrivent 1la classe des opérateurs densités d’essal ﬁo défini par (I11.47). On
trouvera dans les références 33 et 43 une bonne description de 1a méthode que nous
suivans. Tout d'abord, pour minimiser par rapport aux états fi> a une particule,
il est nécessaire d*introduire une contrainte supplémentaire de normalisation.

Ceci se fait a 1’aide d*un paramétre de Lagrange additionnel A, et en minimisant

Bedo2un, <l (111.51)
i

Définissant 1*hamiltonien & un corps h par

hy 3= <ilhij> = <iftly> + jz £ CiKIVEGK> = <ikiViki>} , (111.52)
k

on irouve que 1a condition Szfsvi. ot ¢, est la fonction d’onde décrivant 1°état

li>, impose : <ilhlj> = e;8;; soit encore:

hii> = e;liv s (I11.33
ou les énergies de particules indépendantes sont reliées aux A; par A;= fie;.

I1 reste maintenant & minimiser par rapport aux o;. Comme 1’'expression
(111.48b) définit les f, comme fonction monotone des a; et que le grand potentiel
n*est faonction que des f;, il est plus simple de minimiser # par rapport aux f,

et 1a condition @#/¢f;= 0 entraine:

of _ OFE i
=Y= - u + kT Log = ¢ . (I11.54>
af, af, 1-f,
Les équations (II1.49) et (II1.53) permettent de calculer JE/9F;:
9E _ -
St 25 FVis = ep (I11.53)
i J
et ainsi,
fF, = 1 . (111.56)
E(éi-u)
1+e
et

Nous retrouvans exactement les exemples obtenus pour wn potentiel a un corps dans

la section II1.Z2 pour le potentiel

hoe e, aja; - ‘ (I111,58)

Il vy a toutefois une différence essentielle dans la détermination de

1*hamittonien h Jui-méme a partir de la salution des équations non iinéaires

(II1.53) que }'Dn peut réspoudre par itération de }a fagon suivante. Supposons que
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1'on <connaisse une approximation %P de 1*hamiltanien, la réspiution des équations
t111.53) permet de calculer 1le spectre et les fonctions d'onde de particules
ind¢pendantes (e ,$;). Pour un nombre danne de nucléons N, et a une température
fixee T, 1*'équatian (I1I.48¢) (pu (I111.28)) donne le potentiel chimique et les

facteurs de Fermi f;, On peut alors recalculer une nouvelle approximation h,,, de

~

h  par (111.52) et itérer le processus jusqu’”a convergence. Ces équations (III.33)
et <(II11.48c), avec la définition (III.5Z) de h sont les équations de Hartree-Fock
& température mnon .nuffe. On peut veérifier que 1’an retrouve les équations
Hartree—Fock usuelles a la limite de la température nulle.

Une autre différence wvient du calcul de 1'énergie interne et du grand
potentielou de ta fonction de partition. En effet, 1'opérateur densite 50 (cf.
(I111.47)» 9que nous awvons obtenu s*é&crit en rassemblant les résultats (111.37) et
(111.58):

D o= L g Bth-ul) (111.59)

et ltes résultats de la section I1II.2 conduisent & 1'expression suivante de

1*énergie interne:

E_ = E: fie, (II1.60)
i
alars que 1'énergie interne Hartree-Fock du syctsme s'écrit d*apres (I111.49):

- _ 1 - -

Epe = E: fiey > ES fifjvij = E, ) . (III.6l)
i ij

Le terme supplémentaire, égal & la wvaleur movenne du potentiel, est 1la

généralisation du terme équivalent deja présent a température nulle dans 1'énergie

Hartree-Fock. Le grand potentiel, & 1*approximation Hartree—Fock du champ moyen

s*écrira donct
& = ﬁo - <D (I11.62)

ou &ﬂ est le grand potentiel associe au prableéme & un carps défini par h, par

suite, si Z, est la fonction de partition teile que 1*opérateur densite Dj est
nporme & 1'unité et est donnée par (II1.48), i'approximation Hartree-Fock Z,p a la

fonction de partition exacte s’écrit alors
Lr = £, exp BV} . (111.632

Ces modifications & E_, et Z_ saont la conségquence directe de la non—-linéarité des
équations de Hartree-Fock résultant de i1'approximation du champ moyen.

Il est important de ne pas publiier cette correction & la fonction de
partitiaon pour le calcul des paramétres de densité de niveaux par transformée de

Laplace inverse sur Z, sinon on ne retrouverait pas le résultat classique donnant
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la densité de niveaux a une energie donnée comme proportionneile a 1'exponentielle
de 1’entropie. On trouvera une dérivation de 1la densité de niveaux dans les
références 44 et 45. La différence entre 2Z,. el 2, est bien discutée dans la
ref. 45.

1I11.5. APPLICATION AU NOYAU

Dans les calculs Hartree-Fock effectués & 1*intérieur d'une cellule de
rayon R pour une température finie donnee, i)l existe en général deux solutions
distinctes pour des wvaleurs doannées du potentiel c¢himique. L'une d'elle est
obtenue en commencant a partir d’un potentiel de Saxsn~Woods le processus itératif
décrit dans la cectian précédente. Elle décrit un novau situé au centre de la
celiule et entouré d'un gaz externe. L*autre, =aui ressemble a une matieére
nucléaire diluée de type vapeur, s'gbtient en commencant les itérations a partir
d'un potentiel nul. En 1’absence de force coulombienne., la densité de matiére de
cette solution est pratiguement uniforme et & grande distance, elle est égale a la
densité de la solution précédente de type novau. Dans la suite nous appelons p et
: les matrices densité a un carps correspondant aux solutions de type novau et de
type wvapeur respectivement, de plus nous distinguons explicitement Yes neutrons
des protons en introduisant deux potentiels chimiuves distincts w et v

Dans la ligne de la discussion de la section IZI.3, i1 est naturel de
definir le grand potentiel d'un noyau chaud comme la difference entre les grands
potentiels &£ et % calculés avec les matrices densitée & un corps ¢ et ;

respeclivement. En 1’absence de chanmp coulambien, c¢ette définition est

satisfaisante car la différence @ = ﬂ-& définissant e novau converge wvers une
valeur indépendante de J1a cellule lorsaue son rayon R augmente.

_Le champ coulombien introduit une difficuité supplementaire: lorsaue la
taille de la cellule augmente, ta répulsion coulombienne devient si forte qu'elle
chasse tous les protons et les colle sur ia surface de la ceilule. La méme
difficulté se produit en thermodynamique wusuelle @ en présence du  chame
coulombien, les fonctions thermedynamiques dépendent linéarrement du wvolume, a
moins que ta charge totale du systéme ne soit nulle.

Pour tenir compte de 1'interaction caulombienne sans introduire de
divergences parasites et sans que la description physique des novaux ne dépende du
modéle, 11 agus faut revenir & ’origine de la méthode. S*il n'existe pas de
vapeur de protons & 1'extérieur du novau, 11 n’y a aucun probleme: seule la
matiere nucléaire infinie chargée présente des divergences. La présence d’une
vapeur de protons est 1"indice d’una évaporatiuon de particules chargées puisque
nous remplacons un mode dynamique d’ évapuration par un calcul en régime permanent
ot la wvapeur représente les particules evaporées. Comme 1 est tout-a—~fait
raisonnable de négliger 1'interaction coulembienne entre deux protahs évaparés, ce
qui revient & négliger une partie de 1’interaction dancs 1" état final, nous allons
négliger 1*interaction coulombienne dans la phase vapeur! les protans évaparés
n*interagissent pas entre eux via te champ coulombien et sont ceulement sensibles

a la charge du novau.
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Cette hypothese se met en oeuvre en calculant 1’énergie coulombienne a
partir de la densité de protons soustraite PpPp et en laissant le potentiel
résultant agir sur les configurations novau plus wapeur el wvapeur seule. Nous

définissons ainsi le grand potentiel soustrait par

- _ ~ 1 e 2 , ~ .
# = &, pr—f,p) + 2 I Lo ,(ry= e (r)] TF%FTT [en(r'd—e (r?)1drdr’+ Egp. (111.64)

Le terme E., tient compte des termes d'échange du potentiel coulombien a

1"approximation de Slater. L’indice N rajoute aux grands potentieis f(p) et e

signifie qu*ils ne contiennent que 1’interaction nucléon~nucléon.

Si 17gn minimice & 2 la fois par rapport &2 p et a : comme on 1'a fait
dans la section précédente, on obtient deux jeux d'équations Hartree-Fock couplés
tout a fait semblables & 1*équation (II1.53). La solution novau contient un
potentiel coulombien obteny par variation & vpartir de 1*#nergie coulombienne
inclue dans {(III1.&4), de méme pour 1a solution wvapeur. Pour un novau de masse A et

de charge Z, les potentiels chimiques w», =t o sont solutions des équations:

A = I dr {e(r)=pir)} -,
(111.65)

M
1}

I dr {pp(r)-pp(r)} .

Les nombres des neutrons et de protons en exces dans la solution novaux plus

vapeur sont égaux a ceux de la solution vapeur:

I dr e, (r) +

I dr gp(r) .

LN

[t}

(I11.66)
Fi¥4

Mous terminons cétte <cection en rappetant briévement les propriéteés des

46, . .
6. 47 que nous wtilisons dans la

forces effectives nucléon-nucléon de type Skyrme
suite. Ces interactions se présentent sous la forme d'une somme d*>une force a deux

corps qui s’écrit dans 1'espace des momenis:
<kivik'> = to (l+x P )+ % tl(k2+k’2) + tykek’ + il (o ro )0k X kT, (I111.67)

et d’une force de portée nulle dépendant de 1a densité donnée dans 1'espace des

coordonnées par:

Wie} = % t3(1+x3Pq)p“(% (ry+r,0) (I111.68)
Gans (I11.87) k et k' sont les vecteurs nombres d’ondes, P, 1’opérateur d’échanges
de spin, o les matrices de Pauli. 12 terme en U, est un terme d'interaction
spin-orbite a deux corps de portée nulle. Dans (III1.68), ¢ est la densité totale.

Les é9quations de Haritree-Fock (II1].33) s’'écrivent alors dans 1’espace des




69

coordannées:

2
v P U - IVUR) ATHED P, r) = e Py (6D (111.69)
Zm*(r)

ol nous n*avons pas inciu le champ coulombien. Pour alléger 1*'écriture, naus
donnons ci-dessous les exprescions du champ central U, de ia masse effective m* et
du potentiel spin-orbite pour un novau ayvant méme nombre de protons et de

neutrans.
- 3 1 v 1 1 2 3
Uéir) = 2 t p + =— (24aldt.,p + 22— (3t +5t, 0t — - (91, -51,)¥p - = W_div J ,
4 ° 16 : .16 tme 32 172 4 °
2 _ =20+ m (3t,+5t,0p (III.7

Wir) = % Uoe -

Jans ces expressions, e, T et J sont donnés par:t

o(ry = 2 Fole it
i

) = 2 foAve (2, (I11.71)
i

Iy = -1 2 £,07 (P)ATxaIP, (P)

1

L*?énergie interne est égale a E = I E{rydr ou la densité d’énergie E(r) vaut:

2
Ecry = 5 ot 3¢ 0%+ Ly 07 L (gt +stetr Lo (9t,-51,0 (Wer?- 2 ugp div J.
2m 8 16 16 &4 a
(111.72)

Pour un noyau ayant un npombre différent de protons et de neutrons. ces
formules sont un peu plus caompliquées, elles sant données dans ta reférence 33
pour des forces de Skyrme de structure un peu plus générale. La forme précise du
champ coulombien paur chacune des solutions novau plus vapeur ert vapeur est
détailiee dans la référence 22.

Notons enfin que pdur un noyau chargé, 1l faut introduire séparément les

facteurs de Fermi des protons F? et ceux des neutrons F? et 1'on a:

N2 o= 2 1
i i 1rexp{(e]-p, 2/kT}
(I11.73)
i = =2 1 '

= EE £f
i i l+exp{(eﬁ—up)/kT}

ce qui définit les potentiels chimiques u, et By o en fanction des nombres N de

neutrons et Z de protons. Dans ces deux expressions, il faut bien sGr tenir compte

des dégenérescences des orbites comme nous 'avons fait dans la section IIL.3 (ef.

eq.(I11.28)).
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Enfin, le tableau .1 donne les paramétres des deux forces que nous allons

utiliser pour le calcul explicite des propriétés des noyaux.

Tabteau .1 - Paramétres des forces de Skyrme utilisées

tn tl t2 tS UCJ
[MeV.fm*]  x, [Mev.fm®]  [Mev.fm®]  [rev.fm®]  x, o [Mev]
SKNM -2645,0 0,09  385,0 -120,0 15595,0 0,0 % 130,0
SIII  -1128,75 0,34  395,0 - 95,0 14000,6 1,00 1  120,0

111.6. CONDITIONS DE VALIDITE

Elles s5ont de deux ordres. Tout d'abord, il faul s’assurer que la méthode
de soustraction que nous avnns‘définie décrit bien la physique d'un novau chaud et
non pas la physique de 1’enceinte dans lagquelle nous 1’avons placé pour pouvoir
faire le calcul de facon pratique.

208

Le tableau H.2 montre les résultats obtenus pour le Pb a la température

de 4 MeV avec la force de Skyrme SKM (voir tableau H.1) pour différentes valeurs
du rayeon R de Ta cellule allant de 12 a 18 Fm.

Tableau I.2

Valeurs spustraites de 1*entropie S (en unité de ta constante de Boltzmannl}, de
1*énergie de liaison E* (en MeV) des rayons de neutrons r, et de protons Mo {en

fermi} en fonction du rayon R (en Fm) de la celltule. Le noyvau étudie est le 208py
pour T = 4 MeV avec 1*interaction SKM. Les valeurs de la densité au bard de la
cellule sont aussi indiquées pour la solution novau:r p, et Pp et pour la solution

e

vapeur: e, et e, (en unite¢ 10°* Fm™ ).

12 130,75 280,14 5,785 3,607 8,80 0.92 8,26 0,78
14 130,71 280,06 5,784 5,606 &8.16 1,13 8,13 1,14
16 130,63 279,86 2,784 5.606 &,0814 1,513% 88,0811 1,3136
i8 136,70 280,02 5,784 5,606 %,0745 11,8821 88,0741 11,8820

On peut facilement se convaincre <due !a convergence est excellente pour Tes
valeurs soustraites de 1'entropie, de 1’'énergie et des rayons carré moyen. La
qualite de ta cunvergénce, au sens du processus iteératif deéecril dans la section
II11.4 est tout & fait comparable & celle que 1'on atteint usuellement dans les
caleculs Hartree-Fock a température nulle. Le tableau H.2 montre aussi les waleurs
non soustraites dec densités de neutrons et de protons au bord de la cellule pour

les deux solutions navau et gaz. On peut remarquer que ces densités sont déja tres
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proches 1’une de 17autre (p,~ :n et po 3P) pour une cellule de 14 Fermi et gue
1*ecart diminue rapidement Jlorsque la taille de la cellule auvamente. La cellule
R =12 Fm est trop petite par rapport & 1a taiile d’un novau de 208pp et dans la
pratique la piupart des calculs ont été conduits dans une boite de 1& Fm.

Cette premiére condition de vatidité avait trait & la justification de la
procédure de sousiraction wutilisée. La seconde que nous atlons présenter tient a
la physique du novaut: pour 9que cette description ait une quelconque wtilité, il
faut que e temps de wvie du novau soit plus long que le temps de réaction
nécessaire pour te farmer. On peut obtenir une estimation du temps de vie du novau
par évaporation de la facon suiwvante.

Pour pouvoir utiliser upe approximation Hartree-Fock statique pour décrire
un noyau chaud, nous avons été amenés a4 ajouter un gaz externe. Ce gaz produit

exactement la pression nécessaire paour obtenir un équilibre avec le noyau. On peut

illustrer ceite remarque & partir de 1%expression &£ du grand potentiel que nous
minimisons. En effet pour un milieu homogéne <comme le serait la phase gaz en
1"absence de champ coulombien, le grand potentiel # wvapeur est égal a 1’opposé de

la pression multipliée par 1e volume et 1*on peutl écrire:

& = #e) + PV . (II1.74)

On peut reéinterpréter la minimisation de # comme celle de #ip) avec comme
contrainte que le systieme occupe Jle volume V. le paramétre de Lagrange associe est
alors —P. 7

I1 resulte de ces remarques que les propriétés du gaz externe donnent des
informations sur la stabilité des novaux chauds. Qualitativement, une pressian
plus ¢lavee correspond & un novau moing stable. Quantitativement, le temps de vie
dy novau composé s'obtient par la formule standard donnant les taux de réaction

nuciéaire an nuc]écsynthese4a

1= neovy = <o . (111.75)
T
Dans ceite formule, n est 1a densité du gaz externe, o la section efficace de
capture de nuciéon, v la vitesse des nucléans externes et § leur courant. La
notatien <ov) représente la movenne statistique sur les états du gaz. Remarquons
taeut d*abord gque le temps de vie ecst inwersement proportionnel a la densité du
qaz.

Si i'on calcule expiicitement cette movenne pour les neutrons, aon cbtient:

[+¢]
1= grg L. ZmJ‘ o(E) f(E) E dE , (I11.76)
T K3 a

gl g = 2s+1 est le facteur de dégénérescence de spin, m la masse du neutron, o(E)

la section efficace de capture a 1'énergie E et F(E) le facteur de Fermi. Comme

1"intégration se fait a partir de O, on peut estimer (III1.76) & basse température

en remplacant f(E) par exp{-P(E-w )}. En negligeant la dépendance en énergie de
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g(E} on obtient:

Loamg Lo2n (D2 o exply, /kT} . (111.77)
T hS

Gn pourra comparer utilement cette formule awvec celle obtenue par Ericson a partir

49

du principe de 1a balance detaillee ~. Si 1%on prend pour @ la section efficace

géométrique o = ﬂRz, gcu R est le rayon du novau, on trouve pour le zoan

(R =7 Fm, », = -8 MeV) les valeurs suivantes
T=1Mev : = =2,010""%¢
=2 MeV : = 0.9 107%% 5, (111.78)
=5 MeV 3 =1.310%% 5 .,

Pour que la méthode de soustraction gui nous a conduit a ces temps de wie soit
utilisable, il est souhaitable que 1le temps de vie du noyau composé soit plus
grand que le temps de thermalisation de formation du systéme. Cette hiérarchie de
temps semble bien étre observée axpérimentalement au moins jusgu'a des
températures de S5 & & MeV, 5 Me¥ pour les novaux plus lourds, (cf. ref. S par
exemple) et & MeV pour les plus léegers®.

Une estimation plus preéecise des temps de vie par 1’'ég.(1I1.76) a été
faite®? a partir des facteurs de Fermi calculés a 1’approximation Hartree-Fock,
elle donne des résuttats tout-a-fait similaires a (111.78). Par contre, la section
efficace de capture o(E) décroit treés fortement avec l'énergie43 de sorte qu*un
calcul plus complet avec une bonne approximation pour o(E) devrait conduire a des

temps de vie plus longs. Ce calcul reste & faire.
il11.7. RESULTATS

Les récsultats que nous présentons dans cette section ont été obtenus pour
le plomb et le fer avec les forces SHM et SIII dont les paramétres ont été donneés
dans le tableau Il.1. Les calculs sont faits & 17 intérieur d'une cellule sphérique
de rayon R donné dans le cadre de 1'approximation Hartre-Fock que nous avons
décrite dans la section I11.4., Pour toutes les températures supérieures a 2 MeV la
méthode de soustraction est utilisée. A T = 1 MeV la densiteé du gaz externe est
quasiment nulle et aucun état dans le continu n"est peuplé de fagon significative.
Aucune correction due au mouvement du centre de masse n'est failte, les noyvaux sont
sphériques et les effets de défarmatiaon ne sont pas pris en compte.

Tout d*abord, ta figure III1.2 montre 1’ évolution des rayons carré moven de
neutrons et de protons Torsqu’an  chauffe un noyau de 208p,, La comparaiscn avec
les calculs antérieurs de Brack et Guentin®’ montre un bon accord jusqu’'a des
températures de i'ordre de 3 MeV avec des déviations faibles & 4 MeV et treés
significatives des 5 MeV, signature de 1'importance des effets du cantinu dans

cefite région.
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Fig. 111.2 - Rayomns carré wmoyen de neutrons et de protons (Fm) cafcufés pour fe
208%p4  avec S/i/ en Fonction de fa température (MeV)., Les résuftats ds fa ref. 37,

vour ¢a méme interaction sont indiqués par des points.

Ces déviations sont plus importantespour les profons, cela s'explique par le fait
que dans la ref. 37, 1'espace accessible aux orbites est Timite aux états liés et
quasi—liés par la barriére coulombienne, tandis que dans notre cas il n’y a aucune
limitation et la répulsian coulombienne repousse plus efficacement les protans
vers 1'extérieur.

Les densités soustraites de nautrans et de protons sont tracées sur la

208ph ot avec la

figure 111.3 a quatre températures différentes, toujours pour le
méme interaction. On observe que 1'épaisseur de surface augmente avec la
température plus rapidement pour les protons gque les neutrons. Cetie différence
est encore une manifestation de 1*importance du champ coulombien. De plus, dans la
ref. 37, 1'épaisseur de surface des neutrons ne dépend pas de 1a température,
1 augmentation <que nous observons sur la figure IIl.3 sculigne cette fois

1*importance des effets du caontinu.
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Fig., [11.3 - Profids des densitéds de matidre pour fe Pb cafcutés avec SI{{I pour

quatre vateurs difrérentes de fa température.

Camme dans les calculs précedentsS? s, NDUS pOUVONS remarquer que 1ées
oscillations de densité dues aux effets de couches disparaissent lorsque la
température augmente et devient plus grande gue la distance antre les couches. De
méme, la densite centrale de pratons décraoit si T augmente, ce comportement
particulier provient de 1'occupation d’orbites de plus en plus élevées et
surtout du dépeupiement de 17arbite 3s% qui n*est plus occupée qu’a environ 70 %
dés 2 MeV de températuref Remarquons que les densités de protons dessinges ne
représentent pas les densités de charge ¢ 11 reste & les convoluer avec la

distribution de charge du protan, ce qui adoucirait encore les ascillations.

Les spectres de particuies indépendantes de pratons et de neutrons pour le
298pL  gont traceés - en fonction de la température sur les figures I1I1.4 pour
1interaction SIII et I1I.5 pour SKM. Remarqusons tout d'aberd gue les niveaux
restent répartis en couche jusgu’aux plus hautes températures. La disparition des
effets de couches n*est donc pas liée & 1a disparitiocn des couches mais a
1 augmentation de la température qui devient grande devant 1’espacement moyen des

nNiveaux.

Pour des températures inférieures & 4 MeV, an n’observe que de faibles
variations dans les spectres, en accard avac la réf. 37. A plus haute température,
par contre, une compression impariante se produit. Nous reviendrons dans un
instant sur 1'interprétation physique de ce résultat. On peut aussi observer une
variation systématique des potentiels chimigues qui décroissent fortement lorsque

la température augments. On trouvera réf.23 une etude détaillée de cette variation
pour différents noyaux.
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Pour pouvelr comparer plus quantitativement 1’influence du choix de la

208 L
force apus awons résumeé sur le tableau .3 pour le Pb les principaux résultats

obtenus avec SKM et SIII. Le tableau MH.4 donne 1es mémes informaticns pour le

Rl =P

Tableau .3

Energie d*excitation E*, entropie S, potentiel chimique de eprotaon By et de neutraon

Yne. Fayons carre moyen de proton ry et de neutron r, pour le 29%pp avec SIII et
SHM. L'énergie de liaison du fondamental a température nultle est de -1618.32 MeV
pour SIII et -1634,22 MeV pour SKM. L*absence o’ information paur SKM & 9 et 10 HMeV
signifie que le novau n*est pas stable.

E* (Mew) S by (MeV) ey (MeV) rotfm) o (Fm)
T __________________________________________________________________________
(MeV) SIII SKM SIII SKM SIII SKM SIII  SKM SII] SKM SIII SKM
8] o] a Q 0 -3.,7> -5,21 -4,95 -5,8f 5,53 5,44 5,85 5,62
1 14,865 14,12 20,40 18,95 -6,30 -5,67 -5,80 —-6,22 5,53 5,435 35,66 5,63
2 74,18 79,90 60,41 63,14 -6,58 -6,00 -6,24 -6,54 5,56 5,49 5,68 5,66
3 154,83 148,37 $2,86 98,73 -7,07 -46.,47 -4,57 —4,90 5,59 5,54 5,71 5,72
4 255,96 279,95 121,79 130,45 -7,81 -7,i7 -&,90 -7,31 5,63 5,81 5,795 5,78
5 379,14 418,96 149,19 161,56 ~-8,7? -8,11 -7,28 -7,80 5,69 5,71 5,80 5,88
6 323,30 587,71 175,42 192,26 -9,%8 -9,28 ~7,73 -8,38 5,7 5,85 5,87 6,01
7 688,00 788,24 200,78 223,12 =-11,36 -10,6% -§,25 -9,06 5,85 6,05 5,95 &,19
& &70,36 1039,58 225,11 256,56 -12,91 -12,3% -8,87 -9,86 5,97 6,45 6,08 6,57
g 1048,05 248,36 ~14,61 -2.,56 6,12 &,1%
10 1291,50 271,93 -16,51 -10,34 6,33 6,3%2
Tableau .4

Energie d*excitation E*, entropie S, potentiel chimique de proton P et de neutron

H,s rayons carré moven de proton r. et de neutron r, pour le " Fe avec SIII et
SKIM. L’énergie de liaison du fondamental & température nulle est de —-468,76 MeV
pour SIII et -481,90 MeV pour SKM. L’absence d’ infarmation pour SKM a 9 et 10 MeV
signifie gue le rayon n'"est pas stable.

0

1 1,79 1,62 Z+96 7,33 7,64 -7,80 -9,i2 -9,85 32,70 3,63 3,74 3,69
2 16,88 17,20 19,11 19,47 -7,75 -7,53 -9,6% -10,41 3,71 3.68 3,77 3,72
3 41,24 45,27 29,25 30,73 -7.8 -~7,88 -10,58 -10,89 3,75 3,73 3,78 3,77
4 74,58 81,49 38,55 41,09 -8,85 -8,5f{ -10,79 -11,42? 3,78 3,80 3,84 3,83
S 112,78 124,66 47,05 50,69 -9,69 -9,34 -11,37 -12,03 3,83 3,88 3,88 3,92
6 154,71 174,49 54,84 59,75 -10,34 -10,37 -12,36 -12,75 3,90 4,00 3,92 4,03
7 202,43 231,02 62,19 68,44 -11,48 -11,57 ~13,13 -13,60 3,98 4,16 4,00 4,18
8 253,36 294,53 69,01 76,90 -12,76 -12,99 ~14,00 -14.54 4,08 4,41 4,09 4,42
¢ 307,26 75,33 -14,17 ~14,96 4,20 4,21

0 366,49 81,58 13,73 -146,01 4,38 4,38
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Jusqu’a une température de & MeV, 1les deux interactions donnent des
résultats quaiitativement similaires. On observe cependant des différences
systématiques. Dans les deux novaux, 1’éneraie d’excitation E* et 1'entropie S
sant plus grandes pour SKM que pour SIII dés que la température dépasse 2 MeV.
Cette tendance peut se relier au comportement des rayons carré moyen. Bien qu'a
T=0, ils spient plus petits pour SKM, ils croissent plus vite avec 1la température
pour 1"interaction SKM. A 8 MeV de température, ils dépassent les valeurs obtenues
pour SIII1 de 10 % environ. A 1’augmentation des rayons carré moyen correspond une
évolution des potentiels moyens Hartree-Fock vers des puits moins profonds at de
plus grand rayon ce qui explidue an partie la compression des spectres de
particules indépendantes observées sur les figures [1I.4 et III.S o0 la densité
d'états de particules indépendantes augmente d*environ 20 %X au veisinage de la mer
de Fermi lorsque T auvgmente de O a & MeV. Cet effet est plus accentué pour
1"interaction SKM, ce qui explique 1’augmentation plus rapide avec T de l'énergie
d’excitation et de T'entropie. Cette différence de comportement des rayons carré
moyen est corrélée avec la wvaleur du module gd*incompressibilite nettement pius
faible pour SKM (K ~ 220 MeWV) que pour SIII (K ~ 380 MeV). Enfin la différence 1la
plus spectaculaire entre ces deux interactions est la température & laquelle les

noyaux deviennent instables ; nous vy reviendrons dans la section suivante.

Tableau I.5

Propriétés du '%%°Pb  avec SKM. L’'énergie du fondamental a T=0 est de
E,=~1470.95 MeV.

T{MeV) E* (MeV) S vy (MeVd w, (Mel) ro (Fm} ro (Fm)
0 0 .56 -1.07 -2,84 5,35 5,42
1 13,30 32,06 -1,63 -2,58 5,36 5,43
2 58,24 61,87 -1,94 -9,45 5,38 5,45
3 134,67 92,46 -2,39%9 —9,67 5,43 5.49
4 239,27 122,37 -3,05 -10,09 5,49 5,56
5 371,18 151,71 -3,94 ~-10,61 5.39 3,65
& 531,17 180,81 -5,05 -11,24 3,72 5,77
7 717,30 209,44 -6, 3% -11,96 2,91 3,95

I est aussi intéressant d*'étudier ¢e qui e passe loin de Ta ligne de

190

stabilité. A cet effet, 1le tableau X.5 résume les propriétés gu Pb awvec

1’interaction SKM. Pour un tel noyau pauvre en neutrons, 1'effet lte plus marquant

est 1'abaissement de la température d’instabiiité par rapport 4 celle observée

zoapb

pour le situé lui, sur la ligne de stabilité B, ce qui suggére fortement

i?importance du champ coulombien dans ce phénoméne. L*entropie non nulile que 1’'an

190

trouve a T=0 correspond simplement a la descriptiocn du Pb comme novau

sphérique. La derniere couche a remplir 1i 13/2 devrait @&tre Dccupée par 8

199p, devrait &tre déforme dans son état fondamental. On décrit cet

neutrons et le
état de facon approchée en remplissant les 14 niveaux dégénérés de fagon

équiprobable, de la 1’entropie non nulle,
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31 pour le 2°%Pb on analyse plus précisement 1’évolution de S et de E*,on
5’ aper¢oit que 1’entropie croit linésirement avec 1a température tandis que
1*énergie d'excitation c¢roit quadratigquement, <c¢eci dés que i1a température est
suffisante. Ce comportement se veérifie sur la figure III.6 00 sont dessinéges les
quantités S/27T, E*#1% et 5%/4E". Pour un gaz de Fermi idéal ces quantités

devraient &tre indépendantes de la température et égales au paramétre a de 1a
50

farmule de Bethe pour la densité de niveaux:
2Yi/4
p(E") = %5 [E- E*757% exp 2JaE‘ . (111.79)
a

Four un 9az de Fermi, a est donné par:

z 2
a="T g(e) =T 20 A (I111.80)

ou gleg) est la densiteé moyenne de niveau & une particule autour de 1'énergie de
Fermi €., m* est la masse effective, ke le moment de Fermi et A le nombre de
nucléons. Cette formule donne asA = 0,054 MeV ' pour SIII et 0,053 pour SKM*1' 3%,
Les wvaleurc asymptotiques extraites de 1la figure I1Il.6 sont environ 30 % pius
grandes. On peut attribuer cette différence av moins en partie a des effets de

51
surface et de courbure” .
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Dans les calculs 9que nous avons présentés, la dépendance linéaire de
1”entropie avec la température est le résultat d°une compensation délicate entre

deux effets. & haute température, le specire devient plus dense, ce qui augmente
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1"entropie. Cependant. par rapport a la formule S = 2aT, an s’attend a une
reduction de I*entropie car seul un nombre fini d*eétats et de résonances peut
étre peuplé alors que ta formule S = 2aT, dérivée a partir de développement de
basse température, présuppose une infinité de niveaux équidistants. Cet effet est
d*ailleurs dominant dans Tes calculs de la référence 37 qui n'"inclut que les états
liés et quasi-liés, Le traitement correct de la contribution des états du continu
et 1a compression du <spectre que nous observons compensent en partie cette

diminution. La figure III.7 illustre 1’ importance relative des différents effets.

300 T T T
9
g
P
w
200 |-
100
. Hortree - Fock
T=0 états ligs et quasi lies
o T=0 champ moyen
0 ] | |
0] 5 10 15 20

Température ( MeV)

Fig, 111.7 - Variation avec T de {£’'entropie du 2085 cafcutde avec SKM. Le catcud
Hartree—-Fock comple? (courbe avec fes points) est compard avec deux calculs
approchés & partir de spectre [Fixé & T=0, €'un négfige +{te continu (figne
cont inue), €'autre non (figrne avec deas cercfes).

208 . X . ,
Pb  avec I1'interaction 5111, elle fournit wune comparaison entre

Pour le
I"entropie calculée en fonction de la température (cf. tableau H.3) et deux
approximations. La premiére, et 1a plus radicale, consiste & prendre seulement les
états de particules indépendantes 1iés et quasilies tels qu'on les obtient a
température nutile: le spectre est indépendant de 1l1a température et aucune
résonance n’est inclut. La seconde consiste & prendre ie mé&me spectre indépendant
de T mais & inclure par la méthode de soustraction les effets du continu. La
différence la plus importante est observée entre les deux approximations, ce qui
spuligne encore davantage 1"importance d’un traitement correct des étlats du

continu et ce, dés 4 MeV de température. La différence restante entre le calcul
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complet et la seconde approximation est due a ta modification du champ moven qui
évolue Jentement avec la température et produit 1la compression des spectires de

particuies indépendantes.

111.8. LIMITE DE STABILITE

Comme nous 1'avons vu dans la section précédente, les calculs n'ont pu
8tre faits que pour une certaine gamme de température. Dans les calculs numériques
faits au—-dela de cette température limite, les résultats se mettent & dépendre de
la taille de Ta boite dans Jaquelle les équatiens de Hartree-Fock sant résolues.
208py avee

1*interaction SIII & 11 MeV de température, c’est-a—-dire a 1 MeV au-dela de la

La figure I11.8 montre un exemple de profils de densité pour le

derniére température figurant dans le tableau I.3 pour SIII. Pour une cellule de
14 Fermi de rayon, on peut avoir 1'illusion que le noyau est bien décrit par les
densités soustraites puisqu’elles tendent bien wvers 0 a 1la surface de la cellule.
Maia le méme calcul répété dans une cellule de 16 Fermi de rayon montre que la
densité n*est pas stable el gue ies nucléons commencent a s'échapper du noyau wvers

ia périphérie de la cellule.

)
ptFa-d)

0. 5. " th. %. r{Fa)

Fig. 1l11.8 - Frofifs de densités soustraites de neuirons et de protons pour fLe
208py A T = 17 Mel avec Si17 dans des ceffufes de 14 Fm (traits pleins) et de

I6 Pm (tirets).

Dans wune cellule plus grande, les calculs conduisent & une solution de type bulle
g la matiere est collée & la surface de la cellule. Cette transition vers une
solution de type bulle @ 1’intérieur d'une cellule de rayon donné présente les

.. s . 23 .
caracteéeristiques d’une transition de phase du premier ordre (cf. aussi les
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refs. 27 et 28). 0On rencontre d*ailleurs une situation physique ou cette
transition se produit. Dans le coeur des supernovae, au cours de la phase
d'effondrement, la structure du coeur se modifie profondément lorsque la densité
movenne atteint la mpitié de 1a densité de matiére nucléaire infinie. Il y a une
transition entre une structure de type réseau cristallin au 1les nucléons sont
concentrés en chaque site du réseau vers une structure de type réseau de bulle od
les nucléons ont été en quelque sorte chassés dans les espaces interstitiels du

33:53 . Du point de wvue coulombien la situation est trés

reseau précédent
particuiiére car 1%étocile est wun milieu électriquement neutre et le bain
d’eélectrons supprime les effets & longue portée du champ coulombien, seules les
filuctuations Incales subsistent. Cette transition est par contre irrelevante pour
uh noyau isolé: aucun mécanisme n'existe dans la physique des ions Tourds pour
maintenir une cellule <contepant un '"noyau bulle" et il n*y a pas de bain
d*électrons qui puisse écranter le champ coulombien.

Revenons a la température limite que nous avons observée dans la section
précédente. Deux faits saillants ont déja été notés. Le premier est 1*influence du
choix de 1*interaction, les différences de température limite étant alors
essentiellement liées aux madules d* incompressibilité tres différents. Le second
ect 1’abaissement de la température limite lorsqu'on s’éloigne de la vallée de la
stabititée. Ce dernier trait suggeére l1*'origine coulombienne de 1*instabilité. Nous
avons de plus 1’ensemble des résultats de la secocnde partie qui nous pousse a
chercher dans les effets coulombiens la cause de 1’instabilite. 11 faut cependant
savoir que la démarche que nous avaons suivie dans ce cours, du phénoménolodique du
chapitre précédent au microscopique de c¢e chapitre, est d'ordre purement
pédagogique. Dans 1a pratique le modéle que nous avons décrit dans le chapitre Il

est wvenu aprés les calculs que nous présentons ici.

Cela etant, pour mettre pleinement en évidence Tle rdle du champ
coulombien, il suffit de Jle supprimer '... tout au moins dans te calcul. Le
tabieau .6 présente ainsi les résultats obtenus pour un noyau de 208Bpy avec
1*interaction nucléaire SKM mais sans champ coulombien. Pour réaliser pratiquement
un tel calcul, il suffit de prendre 126 neutrons et 82 protcons et de metire a zéro
la charge dans 1’expression (II1.64) du garand poteniliel soustrait et dans les
¢quations Hartree—-Fock qui en découlent aprés minimisation. Sur le tableau, aucune
instabilité ne se manifeste jusqu’a des températures de 1'ordre de 12,5 alors
qu’avec la méme interaction et en présence du champ coulombien, une instabilité se
produit entre 8 et 2 MeV.
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Tableau X.é

Proprietés du Z9%pL  non chargé calculées avec 1’interaction SKM, 1”énersgie
Hartree-Fock du fondamental est —-2449,23 MeV.

T(MeV) E* (Mew) S wo (MeV)  w (MeV) ¢ (Fm)  r, (Fm)
o o 0 -23,79 -5,06 5,23 5,52
1 12,40 16,46 -23,95 -5,37 5,24 5,53
2 74,52 57,98 -24,18 -5,58 5,26 5,56
3 157,97 91,60 ~24,57 -5,590 5,30 5,60
a 259,81 120,75 -25,15 ~6,29 5,35 5,66
5 383,97 148,36 -25,93 -6,74 5,42 5,73
6 530,60 175,03 -26.89 -7.26 5,52 5,82
7 697,39 200,71 -28,01 ~7,88 5,66 5,95
8 883,09 225,49 -29,27 8,60 5,85 6,11
3 1083,25 249,06 ~30,65 -9,42 6,07 6,34

10 1296,05 271,48 -32,16 -10,33 6,41 6,67
11 1528,53 293,64 -33,74 -11,37 6,96 7,20
11,5 1656,46 304,57 -34,55 -11,92 7,42 7,66
12 1829,35 319,54 -35,34 -12,63 8,25 8,45

12,5 2041,24 337,06 -36,20 -13,44 9,98 10,02

L*augmentation des rayons carré moyen de neutrons (r ) et de protons (r_)
est certes spectaculaire -~ de preées d'un facteur deux — mais elle reste trés
réguliare. I1 en est de méme pour les autres quantités! aucune irrégularité ne se
produit entre 8 et 9 Mel ou se situe Ja température d’instabilité dans le cas
narmal ou la charge est incluse. Pour mieux voir la différence avec le cas chargé,

208

la figure 111.9 montre les densités de matiére soustraites pour le Fb non

chargé et celles du 208 ph normal. Cette comparaison n’est évidemment possible que

208pj, g5t instable. Le noyau non chargé continue

Jusqu’a 8 MeV puisqu’au-dela le
lTui d'exister & des températures nettement plus élevées mais il devient de mains

en moins dense, sa surface est de plus en plus diffuse et son rayon devient plus
grand. Si 1'on augmente encore la température, on observe non pas une instabiliteé
brutale mais une transition douce wvers une matiére nucleaire uniforme. A cause de
difficultés techniques liées a la procédure de soustraction, i1 n'est pas possible
de dépasser cette température de transition, aussi peut-on seulement en donner une

estimation: entre 12,5 Mev et 13 MeV.
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Fig. 111.9 - Densités soustraites de mneutrons et de protons & différentes

tampératures pour fe 208

Pb non chargé (trait continu) et pour f€eé 2080, chargé
(tirets). Le cafcuf est fait avec €’ interaction SKM dans une cellule de 15 Fermi

de rayon.

Pour 1*interaction SKM., 1a température critique pour Ja transition de
phase liquide gaz est: T_= 13,22 MeV. L’estimaiion que 1i'on vient de donner a
partir des résultats sur le 2°®Pb non chargé est légérement inférieure. Cela est
du aux termes de surface qui sont inclus dans la force effective SKM. Conformément
a 1’analyse présentée dans la section III.7, ces termes tendent & abaisser la
tempeérature limite (voir fig. I1.9J.

Si 17on peut dire que la transition de phase liquide gaz peut s’cbserver
dans le cas non reéaliste o0 1'interaction coulombienne est supprimée, par contre

la situation pour un noyau normal est tout & fait différente. On peut suivre sur
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la figure 1I1.9 1'effet induit par te champ coulombien. Dés T = & MeV,on observe
en effet wune deéepression centrale dans la densité de protons causée par la
répulsion coulombienne. A cause de I’interaction nucléaire, cet effet se retrouve
sur la distribution de neutrons. Cette déprecsion se traduit en particulier par
une augmentation du nombre de protons a la périphérie du noyau. A T = 8 MeV
1*effet s'amplifie encore si bien qu'a température plus élevée, le nombre de
protans dans la queue de la distributiaon de matiére est devenu trop important. Le
champ coulombien dewvient d'autant plus efficace et produit la rupture du novau par
dislocation bien avant que la température critique ne soit atteinte.

Nous retrouvans daenc par un calcul microscopigue, J'essentiel des
résultats obtenus dans le modéle phénoménologique de la seconde partie, mais de
facon beaucoup plus 4quantitative. La dépendance de la température limite avec la
masse du noyau semble cependant moins marquée. Les calculs microscopiques avec SKM
montrent que le SéFe ot le 2%%Pb sont tous deux stables a T = 8 MeV et instables a
T = %9 MeV., Une étude plus fine a été faite & partir des rayons carré moyenzaz la

208pp est 2 peine supérieure a & MeV tandis que pour le

température limite pour le
S8Fe elle avoisine les 9 MeV. Cette différence reste inférieure a celle prédite
par le modéle phénoménologique et wune étude systématique de la dépencance de la
température limite reste & faire.

Les conséquences physiques de cette température limite dans les réactions
entre ions lourds ont été présentés a cette école dans le cours de Babinet et le
seminaire de Galin auxquels nous renvoyons pour les aseects expérimentaux.
Soulignons cependant les limitations d’'ordre théorique des calculs présentes.

1) Tous les calculs ont eteé conduits pour des noyaux sphériques. L'effet
de 1la deéformation peut &tre tres important, en particulier les barriéres de
fission & température non nulle peuvent se itrouver modifiges”?.

2) De méme le moment angulaire n’'a pas été inclu et 1'on sait bien que les
novaux formés par réaction entre ions lourds emportent un moment angulaire non
negligeable.

3) L’interaction effective gqu’il faut wutiliser dans Jles calculs est
déterminée en général a partir des propriétés des novaux & température nulie. I
n*y a pour 1?instant aucune indication qu’elle soit wvalable & température non
nulle et que la seule dépendance en température induite par la non lipéarité soit
suffisante. I1 n’y a d'ailleurs pas plus d'évidence inverse.

En ce qui concerne les deux premiers points une remarque importante
s*impose. Si on connait 1*énergie d'excitation d*un systéme composite et si on
veut, @& partir d’un paramétre de niveau supposé connu, extraire une température,
il faut impérativement retrancher a 1'énergie d'excitation toute énergie, non
thermique ou collective, associée 3 des mouvemenis d'ensemble du noyau comme 13
déformation ou les rotations soOus peine de surestimer grossiérement iz

température.
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