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Bésumé :

Les brisures (spontanées) de symétrie sont d'sbord expliquées et leurs implications physiques
discutées pour des sytémes infinis. La relation avec les transitions de phases est indiquée. Ensui-
te la spécificité des brisures de symétrie dans les systimes finis et notamment dans les noyaux est
abordée et illustrée en détail pour 1'imvariance de translation sur un modéle trés simplifié mais
exactement soluble. La méthode de projection (restauration de symérrie) est expliquée dans le cas
statique et appliquée au modéle. La brisure de symétrie dans le cas dynamique et notamment la dis-
cussion d'un mode mou qui enclenche la brisure de symétrie sont expliquées dans le cas de la super-
fluidité et & nouveau wn modéle exactement soluble est introduit. Le mode de Goldstone est traité en
détail. Quelques remarques sur les analogies dans la brisure de la symétrie chirale sont faites.

Quelques développements récents dans la restauration de symétrie sont briévement expliqués,

Abstract

First symmetry breaking (spontanecus) is explained and the physical implication discussed for
infinite systems. The relation with phase transitions is indicated._Then the specific aspects of
symmetry breaking in finite systems is treated and illustrated in detail for the case of transla-
tional invariance with the help of an oversimplifiedAbut exactly solvable model. The method of pro-
jection (restauration of symmetry) is explained for the static case and also applied to the model.
Symmetry breaking in the dynamical case and for instance the notion of a soft mode respomsible for
the symmetry breaking is discussed in the case of superfluidity and another exactly solvable model
is intro&uced.The Goldstone mode is treated in detail. Some remarks on analogies with the breaking
of chiral symmetry are made.Some recent developments in the theory of symmetry restauration are

briefly outlined.
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I. INTRODUCTION

En physique nucléaire, om travaille habituellement avec des Hamiltoniens (exemple :
modzle en couches) qui brisent explicitement un certain nombre de symétries qui somt par contre

conservées par 1'Hamiltonien de départ, c'est-a-dire :

b

H:%fdﬁa:aﬁ %FZ 5§ G O O Gy (1)
of

ol t est l'énerpgie cindtique et ﬁ;P],S 1'élément de matrice antisymétrisé de 1'interaction

entre deux nucléons. Nous avons

[Hﬂﬂ-f[H,f(a]=[H,:‘¢:]=[Hl@]:.__ - 0 @)

Ll T Y
ot P, I, N, ® ; ... sont respectivement les opérateurs du moment total {invariance par tran-

slation) ,du moment cinétique (invariance par rotation), du nombre de particules (bon nombre de
particules) et de la parité (bonne parité), etc. L'Hamiltonien du modile en couches, clest—a-

. H.F. . HFB . .
dire de Hartree-Fock (h ) ou de Hartree-Fock-Bogoliubov (h™ ) peut briser toutes ces syme-

tries :

The 30 #0, [0 3000, [ e, K7, 8120 o

L'Hamiltonien du mod2le en couches brise toujours la symétrie de translation; en plus, il peut

briser la symétrie de rotation (noyaux déformés), me pas conserver un bon nombre de particules
{noyaux superfluides), ne pas &tre invariant par rapport 2 un changement de parité (novaux avec
une déformation octupolaire}, etc...

Pendant le cours, nous allons insister sur le fait que toutes ces brisures de symétries
sont intimement lides 3 ce que 1'on appelle les transitions de phases qui, elles, sont déclen—
chées par un mode collectif qui devient (en fonction d'un paramétre physique) de plus en plus
mou.

Ainsi, on peut s'imaginer que la brisure de 1'invariance de translation est liée a la
transition de phase gaz-liquide et au processus de fragmentation qui, elle, est déclenchée par
des fluctuations de densité dans le gaz.

La brisure de 1'invariance rotationnelle est lide & la transition sphérique-déformée
qui est déclenchée par un mode mou qui est la vibration quadrupelaire de la surface.

La transition normale-superfluide brise la conservation du nombre de particules et
est déclenchde par le mode mou dite de vibration des paires, etc.

11 faut tout de suite rappeler que la notion de transition de phases est strictement

valable uniquement dans wn systéme infini (c'est-a-dire macroscopique) et que dans des systémes
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finis, c'est-a-dire avec un petit nombre de particules, les transitions de phases sont taujours
plus ou moins lavées. Ainsi, travailler avec des Hamiltoniens qui brisemt les symétries (voir
eq. (3)) n'a un sens et peut éventuellement nous amener & une deseription "exacte" du systéme que
pour les systémes macroscopiques {(penser & des gouttes macroscopiques de He? liquide). Pour des
systdmes 4 un nombre de plus en plus petit de particules, 1'introduction d'un Hamiltonien qui brise
les symétries a de moins en moins un sens. Néanmoins,comme nous le savons, méme pour des noyaux
si petits que A% 20 le modéle en couche peut Btre encore une approximation trés valable.

Ceci nous améne 3 la question de savoir si travailler avec un Hamiltonien qui brise un
certain nombre de symétries peut &tre une bonne approximarion et si surtout,lorsque A + =,
nous pouvons avoir une théorie avec symétrie brisde qui devient de plus en plus précise et qui
peut devenir exacte, ce que nous allons démontrer dans le cadre de certains modéles.

Pendant le cours, nous allons aussi développer des notions intimement lides 3 tout pro—
cessus de brisure de symétrie. Ce sera surtout le cas pour 1'Hamiltonien du champ moyen (c'est &

. HE . . s , N ) : s P .
dire h™ ) qui brise une symétrie et qui correspond & un Hamiltonien intrinsgque du systeéme. Nous

allens parler de la brisure spontanée de symétrie (et en fait tous les exemples que nous venons

-

de eiter plus haut correspondent & des brisures spontanées de symétries) et également du mode de
Goldstone qui lui est associé.

Pour des petits nombres de particules ol 1'approximation du champ moyen devient de plus
en plus mauvaise, il peut s'avérer nécessaire de restaurer les symétries; nous allons démontrer
comment cela peut se faire dans la pratique.

Plus précisément, le plan du cours est le suivant. Dans le chapitre 2, nous ferons des
remarques générales sur les brisures de symétries et surtout des illustrations concernant la brisu-
re de la symétrie de translation sont données. Le chapitre 3 nous montre les implications de la
brisure de symétrie pour des systémes finis en utilisant un moddle exactement soluble. Le chapitre
4 parle des technqiues de restauration de bonnes symétries dans le cas statique et le chapitre 5
est consacré aux aspects dynamiques et aux modes mous qui sont responsables de 1a brisure‘de symé-
trie. Dans le chapitre 6, quelques développements récents dans la-théorie de la restauration de
symétrie seront briévement ahordés.

2. REMARQUES GENERALES SUR LES BRISURES DE SYMETRIE ET LA BRISURE DE LA SYMETRIE DE TRANSLATION

Dans un certain sens, la brisure de symétrie de translation est le cas le plus simple.
Néanmoins, on doit se méfier parce que justement & cause de sa simplicité, on pourrait manquer de
comprendre la vraie nature de la brisure spontanée de symétrie. Imaginons un gaz chaud de nucléons.
Ce gaz montre un comportement typique d'un gaz de Van der Waals parce que la force nucléaire a une
partie & courte portée répulsive et une partie & longue portée attractive. Dans la figure 1, nous

montrons qualitativement la dépendance du grand potentiel

N =E -Ts-pA (2.1)
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en fonction de la densité pour une température dennée et pour plusieurs valeurs du potentiel

chimique)g_

- Fig. 1. Le grand potentiel w={R/A en
fonction de la densité p pour
plusieurs valeurs du potentiel
chimique p. La figure est celle

de la réf. [1]-

Le gaz est invariant par tranaslation (nous supposons des conditions aux limites péricdiques au
bord du container macroscopique des A particules). Placons nous d'abord dans la situation p = ,
et la densité du gaz est au volsinage de p = 0o Comme indiqué sur ia figure. Imaginons que
nous puissions agir sur le potentiel chimique et passons de p = ug A= My- Le gaz "wvoit" mainte-
nant une situation ofi, & une densité plus élevée, il pourrait gagner beaucoup d'énergie. Seulement
le container a un volume V et un nombre de particules A donné, c'est 3 dire la densité pq = A/V
est fixée. Comment le systdéme va~t—-il s'arranger pour gagner de l'énergie quand mBme ? Dans le
gaz,il v atoujours des fluctuations de densité, c'est 2 dire localement dana 1l'espace et dans le
temps il y a des endroits dams le gaz ol la densité est plus élevée ou plus diluée que la moyenne.
Ces fluctuations, de nature thermique ou quantique, ne sont pas invariantes par t:ranslatio.n car
localisées dans 1'espace, mais 2 cela il n'y a rien d'anormal. Ces fluctuations vont et viennent

c'est A dire qu'elles représentent des paquets d'ondes dépendants du temps; on peut se les imaginer

aussi comme une superposition d'ondes de densité

Bﬂ-f;:{') = §, + bit) cos k+ (2.2)

Tout cela est tout & fait naturel car obéissant & l'équation de Schrédinger dépendant du temps.
§i maintenant une de ces fluctuations locales de densité est suffisamment forte pour que le gain
en énergie de volume surcompense le cofit de 1'énergie de surface, elle va s'amplifier jusqu'a ce

.

qufelle soit "tombée" dans le minimum de la figure 1 pour p = My, c'dst & dire p = oL Comme le
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nombre de particules reste fixe et le volume aussi, il s'est nécessairement formé une ou plusieurs

ES
gouttelettes de matidre

Q(RF L) = [d% Tz (D) §p )

(2.3)
2
I
. . = 5y ti ' hs KR e ‘
qui sont centrées autour de R {prenez & titre d exemple 'FE (k) = s 3
habituellement on prendra % = 0).MBme si ce réservoir de particules est infini, il se forme tou-
jours, d'abord & partir des fluctuatioms localisées (2.3) des gouttelettes qui grandissent, se
réunissent jusqu'i ce que finalement tout le réservoir soit rempli de la phase liquide avec
P =P
A ce stade de la discussion, tout est encore en ordre parce que rien de plus normal
que de former un paquet d'onde (2.3). Seulement si 1a masse de la gouttelette devient macroscopi-

que (exemple : goutte de He liquide) 1'étalement du paquet d'onde (2.3) devient si lent qu'on

peut le considérer comme inexistant (ce qui est strictement vrai lorsque la masse de la gouttelet-

te tend vers 1'infini); & ce moment le paquet (2.3) est devenu un état stationnaire. Cet

état stationnaire brise explicitement la symétrie de translation. Les brisures de symétrie doivent

en général toujours Stre comprises dans ce sens : elles correspondent i des paquets d'ondes qui
n'ont pas la symétrie de 1'Hamiltonien mais qui sont stationnaires 3 cause de la taille macresce-
pique du systime. Ceci est vrai, comme nous alloms le voirexplicitement dans plusieurs cas de fi-
gures, pour la déformation, la superfluidité, 1'aimentation dans un ferromagnet, mais aussi pour
1a brisure de la chiralitédu vide, etc...

Revenons i notre exemple de la translation qui comme je 1'ai dit est dans un certain
sens un cas simple qui peut introduire une mauvaise conception de la réalité. Car pour la transla-
tion il est, au moins en principe, toujours possible de raisonner sans la terminologie de transi-
tions de phases et de la brisure de symétrie dont nous venons de parler : pour une gouttelette ma-

croscopique on peut toujours transformer l'Hamiltomien (1.1) en coordonnées intrinséques £ et
e

coordonnée de centre de masse

R

(2.4)

Avec
2.4 435 % D
v AR T T L

nous obtenons pour (1.1) {écrit samns seconde quantification)

* —

11 est clair que les noyaux se forment aussi et surtout par réactions nucléaires.En plus, les
noyaux ne sont pas des objets macroscopiques. Néanmoins, nous poursuivons 1'exemple de la tran-
sition gaz liquide parce qu'il est trés illustratif.
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H = Sy > (‘3—‘)2 *V o= iz+ 2 I)“.(U T Tes +V(D

2wm R 2 Amn Lot (2.5)
ol
;i; = ji ;Zl i Tl = ;E :Q— ; J%’ CE) = 'E:é : GZ;G
{ IR L AT ‘ A
(2.6)
et ot mous avons utilisé le fait que 2., m/ﬂ'ﬁ.)fc = O car les coordommées intrinsgques

dépendent uniquement des différences ;a - ?f'

Pour la partie intrinsque, nous obtenons une équation de Schrddinger stationnaire pour
les énergies propres de la gouttelette. Seulement 1'exemple de la tranglation est le seul cas
(2 ma connaissance) ol (pour un systéme macroscopique c'est & dire A + =) une formulation d'ume
transition de phases en gardant la bonne symétrie soit possible d'une manitre univoque par une sépa-
ration de coardonnées;cependant,une description en gardant la bonne symétrie de translation masque
en quelque sorte le phénoméne physique de la transition de phases décrite plus haut.Pour toutes les
autres transitions de phases,il faut aveir recours & la formulation {2.3) et il est impossible,
d'avoir ﬁne description autre que celle qui brise explicitement la symétrie.

Reprenons l'exemple (2.3) d'une pouttelette macroscopique de fermions. Il se trouve que
tout comme pour le gaz un déterminant de Slater est une trés bonne premidre appreximation. Pour
celle-ci, les fonctions d'ondes individuelles de H.F. ne sont évidemment plus des ondes planes mais
des fonctions qui elles aussi brisent la symétrie de translation dans le sens que leur champ moyen
dépend du centre de masse R : c'est évidemment le modéle en couche pour une goutte macroscopique mé-
me si la goutte est si grande qu'en réalité le spectre est pratiquement continu.

D'aprés ce que nous venons de discuter, il devient aussi clair que d'autres notions fré-
quemment employées dans le concept de transitions de phases et de:brisure de symétrieont un
sens : c¢'est notamment le cas pour la variable redondante du centre de masse; en =ffet, le paquet
dionde (2.3) est caractérisé em outre des 3 A coordonnées ro des A particules qui sont contenues
dans le paquet d'ondes par la coordonnée E du centre de masse du paquet d'onde; comme le paquet
d'ondes est stationnaire, nous pouvons résoudre une équation de Shrdinger indépendante du temps
impliquant une variable redondante { § ) et néanmoins, au moins en principe, obtenir une solu-
tion exacte, Il devient évident que cette solution n'est pas 3 considérer, dans le sens habituel
d'une fonction d'ondes stationnaire, fonction propre de l'Hamiltonien (1.1) mais elle décrit plu-
tHt un systime intrinsdque caractérisé par le centre de masse de la gouttelette. Ce qui n'empdche

pas qu'elle peut décrire exactement 1'état physique du systéme.
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Pour un systime macroscopique, la largeur du paquet d'ondes (2.3) dans la coordonnée
T est zéro, c'est i dire c'est une fonction de Dirac & (R). C'est pour cela que une fois la
taille macroscopique atteinte, c'est & dire la symétrie brisée, cela n'a plus de sens de vouloir
décompaser le paquet d'ondes dans ses composantes individuelles. Seulement pour des transitions
de phases pgéométriques comme 1la brisure de tramslation ocu la déformation, on est toujours tenté
de rétablir la symétrie par une transformation des 3A coordonnées r; en (3A-3) coordonnées in-—
trinséques (f 1} et 3 coordonnées pgéométriques (centre de masse Rx, Ry, R3 angles d'Euler o,B,Y }
Pour d'autres transitions de phases comme &ans le cas de la superfluidité {(qui implique pourtant
uwne physique analogue) on aurait jamais 1'idée d'éliminer la variable supplémentaire {l'angle de
jauge) par une telle transformation car cet angle de jauge n'a rien 2 voir avec les coordonnées
dans 1'espace réel. Ceci illustre parfaitement que le concept des variables redondantes est in-
timement 1ié & la transition de phases et n'a rien d'artificiel.

Pour l'instant, nous n'avons parlé que des systémes macroscopiques. Que se pagse t il
pour des systémes aussi petits que les noyaux ? Etonnament tous les concepts gque nous venons
d'écrire restent valables (dans le sens d'une bonne approximation) pour des systémes trés petits,
de 1'ordre de quelques dizaines de particules. Notamment, le concept du syst&me intrins2que est
en quelque sorte A la base de la physique nucléaire et dés que 1l'on parle du modzle en couches
ou de la théorie Hartree-Fock, on a implicitement formé ce paquet d'ondes dont le centre de masse
peut 8tre le centre de masse physique {translation) ou (en plus) les anpgles qui fixent l'orienta-
tion d'un noyau déformé ou l'angle de jauge qui fixe 1'orientaﬁion dans un espace abstrait(super-
fluidité). Ce paquet d'ondes si on le mettait dans 1'équation de Schrddinger dépendant du temps
s'étalerait trés vite {3 cause du petit nombre de particules) mais les physiciens nucléaires qui
utilisent le moddle en couches ou la théorie H.F. savent qu'il est apparemment une bonne approxi-
mation de négliger cet &talement et de faire comme s'il restait stationnaire. Les raisons de ce
fait ne sont pas tout a fait éclaircies. D'autre part, il est néanmoins bien clair que ce concept
ne peut &tre qu'une premiére approximation et bien souvent on est obligé en physique nucléaire
de rétablir la bonne symétrie c'est i dire de filtrer du paquet d'ondes (2.3) qui, pour un systéme
fini, aura une certaines largeur en R et donc en F la composante qui a le bon nombre quantique
de l'impulsion totale., Ceci correspond & des technigues de projection qui compliquent énormément
la théorie de Hartree-Fock et dont nous allons parler dans le prochain cours,

Résumons : La brisure de symétrie et la brisure spontanée de symétrie domnt nous allons
parler plus en détail plus loin peut &tre considérée comme une fluctuation locale dans 1'espace
et le temps, ¢'est 2 dire un paquet d'ondes comportant initialement peu de particules, qui pour
des raisons énergétiques {voir figure 1)} envahit tout le systéme et devient macroscopique. A ce
moment, le paquet d'ondes caractérisé par sa position et son impulsion est piégé car il ne peut

plus s'étaler et la brisure de symétrie devient permanente (symétrie spontanément brisée).
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Comme généralement pour les systimes de fermioms, 1'approximation de Hartree-Fock ou de
H.F. dépendant du temps sont des bonmes approximation, il va de m@me pour un systéme avec symé-
trie brisée. Les fonctions d'ondes individuelles obéissent dans ce cas 4 une équation de Schrddinger
2 un corps avec symétrie intrinséquement brisée caractériséde par une coordonnée (centre de masse
du paquet d'ondes) comme le centre de gravité, les angles d'Euler, l'angle de jauge, etc...

Ce genre de raisonnmement est valable pour des systémes infinis c'est & dire dans la limite
A-» 09 : mais mdme pour des objets aussi petits que les noyaux cela reste une trés bonme premiire

approximation et nous allons en étudier les implicatioms et conséquences sur un petit modéle

soluble mais tres schématique dans le prochain chapitre.

3. ETUDE SUR UN MODELE SCHEMATIQUE

Considérons le modéle hyper-simplifié suivant : deux particules distinctes avec masses m,
et m, interagissent avec ume force harmonique (voir figure 2); en plus, on se place & | dimension

et on considére des particules sans spin.

: e oy

e N

e (4= Xa) e {2)
L Xa

X%,

Fig. 2 . Approximation harmonique
de deux particules en in-—

teraction (en une dimen-

sion)
L'Hamiltonien de ce systéme est donné par :

2, 2 FA & F3

H‘-:“-h"“?— ._j'__lz + € (Re=%2)
2, OKE 2mg g (3.1)

En coordonnée du centre de masse et coordonnée relative
"m,.X.\ + 'TY\,_Xz — . — =

= R + Xa X2 S (3.2)

M.+ My
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ceci s'écrit :
N
—_— - e — = C 3 (3.3)

avec

= "™ + M N = -—--——m‘fm‘
M 4 Rt M+ m,

La solution exacte est immédiate et nous avons (pour le fondamental) :

H Y (%) = EF Y (xox) -

i PR
Y lxax) o< @ P (s)

(3.5)
~-4/2 2
g = Twb]™ exp[-4(%)]
ook
et I’Z-/A-C 1
E-Pl"' P = = P 4 e (3.6)

[} - 2 J%fL 2.M 2

ofi 1'énergie de translation est P2/2M et l'énergie intrinsdque wofz.
Bien que cela ne soit pas réaliste , nous pouvons maintenant chercher (comme habituel-
lement en physique nucléaire) une solution approchée sous forme de produit. Nous posons donc

comme fonction d'essai

H
’l{’o (%) = £ @) o

Naivement, on pourrait penser qu'il serait bon de chercher parmi les fonctions d'ondes qui
tonservent la symétrie de translation [?,ﬁ] = 0 que possdéde l'Hamiltonien.{3.1). Cependant,

ceci ne nous laisse gudre d'autre choix que de prendre des ondes planes pour les ¢i :

A APpaX, A <P Xa
ﬂ(x..) = % e ;P e) = % e EERER
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ot L caractérise la taille du systéme en considération. Une petite réflexien montre que le mini-
mum de l'énergie est atteint pour P, =P, = 0. On peut maintenant se poser la question si en bri-

sant la symétrie c'est i dire en localisant les ¢ ; par une superposition d'ondes planes

ke X3

po(x) = odh L (p-k) o

(3.9)

2 |

un gain en énergie peut 8tre obtenu. Si on prend par exemple pour fonction de distribution

- (p- Y/ Ax
'?('P"k) = J-TT‘% e (3.10)

un caleul simple montre gue 1'énergie

EMayz <yl iy

(3.1%)

est instable par rapport & des petites variations em A autour de la solution A =0 qui
conserve la symérrie. $i notre modéle n'était pas trop simplifié, on pourrait dire que la symétrie
se brise spontanément. Rappelons que cette notion n'a un sens stricto sensu que dans un systéme
infini. Cependant, nous pouvons apprendre bien des choses én poussant 1'étude de notre modéle
jusqu'au bout. Au lieu de calculer {3.11) avec (3.10) faisons un calcul variationnel sans res-

triction
H
SE =0

avec

EX = L <ulByy 5 <ulB R
| (3.12)

Fc[<ninilyy w<al Xy ]

o1 les termes mélangés sont zéro i cause de la conservation de la parité. Ceci nous améne a:

. 2 2 2 y v g
bt = (- S e e = el p
(3.13a)
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O S b ¢ x 1) : T
h. fo = (—. 2m, VX * » ) Ba) = & 5‘3_ (x2) (3.13b)

L'état fondamental est done donné par

(ot b)Y = (ef+e)p° ¢° (3.14)

2% = [mb 1 expl-

| 2T

(4]
(%/eY) ]

IS

- s
potx) = [Wha]  expl-

bl'_ H . 60 - Hle '
i === &= g 2T

2me: C <

(3.15)

I1 est clair que 1'Hamiltonien h, + h2 ne commute plus avec 1l'impulsion totale,c'est-a—dire

1

Chov by BT % 0

(3.16)

ce qui est tout & fait analogue au probiéme Hartree-Fock habituel.

Considérons la limite lorsque une des deux masses,soit m

4» tend vers 1'infini. L'énergie

exacte et de Hartreesont données par

Eexac‘t ’?2- 2, B
o =

" My "
Z_(r'm& ) 2. AN 4+ W, (3.17a)
o, —» 00 H%e
-~ P
+ -] ] f c c
EO - 81 + Ez + ’ﬁ 2., + 'h 2_%1 {3.17b)
m, > 00 +%c

2.am,
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Il en résulte donc que 1'énergie de Hartree est épale 4 1'énergie exacte lorsqu'une des deux mas-
ses tend vers 1'infini. Cecl n'est pas tout i fait surprenant car dans ce cas, la msse légdre
gravite autour du centre fixe de la masse lourde. Néanmoins, il reste wvrai, dans le cas général,
que l'approximation du champ moyen (c¢'est-i-dire Hartree-Fock) dans la base de la symétrie bri-
sée est d'autant meilleure (pour certaines valeurs moyennes) que le systéme est lourd. Nous allons
volr ce fait aussi dans 1'exemple beaucoup moins trivial de la superfluidité que mous alloms étu-
dier dans le chapitre 5.

Notons en passant qu'on a aussi la relation

. texact)
b ﬁmc —_— ?;o (3.18)

m >0

Ceci nous incite 4 étudier les diverses fonctions d'ondes plus en dérail . Considérons surtout
la dépendance en centre de masse et choisissom pour cela, sans restreindre le caractire général,

en coordonnée relative , le point & = 0; selon (3.5) la fonction d'onde exacte est denc

proportionnelle & une onde plane

exachk A PR
r‘\Fo (R,5=°) o<C e (3.19)

et par conséquent la distribution en R est une constante

1bsi®

" 2
[rq}‘ (1{) = Cﬂw\5~t.
? l - © —> R (3.19")

*)

et la distribution en impulsion une fonctien de Dirac

|

0O < §(k-7)

(3.19'"}

Donc la fonction exacte a bien évidemment les caractéristiques d'une fonection propre de 1'impul-
sion totale.

Pour dériver ce résultat,il est indiqué de passer par la transformée de Wigner de la matrice
de densité,
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Faisons maintenant la mBme étude pour la solution approchée de Hartree (3.14,3.15)

\’th (R,S-‘-rﬁ \2- = 7" (ZC m)ﬁ& QXP[_JE?(W+W)R2]

(3.20)

Prenons la limite de cette expression lorsque m1-a-00 , c'est 4 dire pour le cas ou nous avons
vu précédemment que la solution Hartree est une trés bonne approximation tendant vers le résultat

exact pour l'énergie du fondamental:

AL
%00 [W“(R)lz oc §(R)

(3.21)

R

Fig, 3 : Distribution en R pour la solution Hartree Le résultat (3.20,3.21) est schéma-
pour deux valeurs de m,

tiguement représenté sur la Fig. 3.
La distribution en impulsion s'ob-

tient facilement par transformation de Fourier :

von N 2 .
(3.22)
KAl
Iren JTPOHCK)V = const,
trn, —» 00
(3.23)

Les résultats que nous venons d'obte-

nir, bien que dérivés uniquement

dans le cadre de notre petit modéle,

Fig.4 : Distribution en K pour la solution Hartree

sont d'une nature tout i fait géné-
pour deux valeurs de m,
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rale : pour des systémes infinis (simulés par m1~900 dans notre cas) la fonction d'ondes en
symétrie {spontanément) brisée devient fonctiom propre (3.21), (3.23) de 1l'opérateur du centre

de masse R. Ceci est tout & fait le contraire au cas avec une bonme symétrie ot la fonction d'onde
est fonction propre de P (impulsion totale). Nous avons étudié cela ici pour la translation mais
il en est de méme pour l'angle de jauge en superfluidité dans un solide ou pour les angles
d'Euler d'un objet déformé macroscopique {grande molécule par exemple) ou encore pour l'angle Qb
de la symétrie chirale, etc,

I1 est peut-8tre bon & présent de rappeler que nous avons fait notre étude en approxima-
tion du champ moyen mais que les résultats sont tout i fait généraux : on aurait aussi pu former
des paquets d'ondes trds localisdes en R par une superposition de fonctions d'ondes exactes,
invariantes par tramslation, et cela nous aurait amenés aux mémes conclusions. Seulement pour des
systémes fermioniques, 1'approximation du champ moyen est généralement une bonne approximation et
elle facilite grandement les calculs.

Jusqu'3 présent, nous avons discuté uniquement deux cas extrémes clest & dire la symétrie
totalement conservée ou totalement brisée telle qu'elle se réalise dans les systémes infinis. Les
noyaux sont des objets intermédiaires déja suffisamment grands pour qu'une description en symétrie
brisée soit une bonne, poutr certains aspects mme déji une trés bonne, premikre approximation.
Néanmoins, les noyaux sont encore assez petits pour que le paquet d'ondes en position, en angle
etc. reste assez étalé pour que d'importantes corrections (quantitatives et qualitatives) res-—
tent & faire. La situation est schématiquement représentée sur les figures 3 et 4 ol om a un pa-
quet relativement étroitien position et relativement étendu en impulsion.

Pour la rotation ce sera respectivement un paquet en angle et en valeurs (discrétes) du
moment cinétique. Pour ce dernier exemple, mous voyons tout de suite un aspect de la problématique :
en physique nucléaire, nous nous intéressons souvent 3 des états avec un bon spin et - nous
sommes obligés de "filtrer" cette composante du paquet d'ondes (Hartree-Fock deformé) qui nous
intéresse; on dit qu'on doit projeter sur un bon spin, isospin etc. Malheureusement, cet aspect
13 complique souvent énormément la théorie du champ moyen et dans le cas le plus difficile, comme
la rotation & trois dimensions, méme aujourd'hui, avec les moyens numériques importants, cela
reste une tiche extrémement difficile, sinon impossible & faire. Nous allons y revenir et discu-
ter plus loin les techniques et facons approximatives pour traiter cette projection.

D'autre part, il devient évident que dans la limite macroscopique, c'est A dire lorsque
la distribution en centre de masse, angle, etc est devenue une fonction de Dirac, la projection
sur un bon spin etc. n'a plus aucumisens .

Par ailleurs, nous invitons le lecteur 2 vérifier explicitement 4 1'aide de notre modéle,
le point que nous avons discuté dans le chapitre 2, c'est 4 dire le fait que ces pagquets d'ondes,

qui ne sont pas états propres des opérateurs de symétrie commutant avec 1'Hamiltonien, ne sont
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‘pas des états stationnaires mais que 1'étalement du paquet d'ondes devient d'autant plus lent que
la masse est grande et que, dans la limite des trés grandes masses {c'est a dire macroscopiques),
1'étalement devient si lent qu'il est pratiquement négligeable (le temps caractéristique atteignant
1'8ge de 1l'univers par exemple). C'est ce qui se passe pour les supraconducteurs, le vide avec
symétrie chirale brisée etc,

-Avant de passer & la description des techniques de projection, considérons encere un
aspect quelque peu négligé dans notre solution Hartree (3,13 — 3.15). C'est le fait que la valeur
moyenne de 1'impulsion totale‘est nulle { <"'{'°“[ 11'3 ”{fn"‘> =0 ) tandis que la valeur
moyenne avec la fonctiom exacte est différente de zéro (voir (3.197")): ‘(1hf"rﬁ11h"> =P,
Cependant, ce défaut est facile 2 corrige; : i1 suffit d'imposer dans le calcul variationnel la

valeur moyemnne correcte par un multiplicateur de Lagrange.

S (UMW) ~E QMBS - v < Blyt> ) = o

(3.24)
avec
5 i (2 a2
’¥D = - %a T
(3.25)
Ce nouveau principe de variation méne aux équations suivantes :
£V L exd v (s ) B =h B = B f
S -T Br ) Jaw = Pav v = B Jov
4
(3.26a)
2 I")Z kX '2)-\' — N —_ ~ .
(3.26b)
I1 est facile de vérifier que les solutions sont données par :
~ XZ. 4"
SPIw- o exp __“_i + = rm, X],_] (3.27)
bt
Iﬂl::'f‘Z-
b 443}
— - my 2
ehv- = £, z v

(3.28)
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Nous pouvons facilement nous convaincre que toutes les considérations ci-dessus restent valables

pour ce probléme légirement modifié mais que maintenant la distribution en K est centrée autour de
P (voir figure 5).

A

Fig.5 . Distribution en impul-
sion correspondant au

probléme variatiomnel

(3.24).

Le nouveau probldme variationnel (3.26 a-b) peut Btre interprété en termes physiques de la maniére
suivante.

Considérons l'équation de Schrddinger pour un puits de potentiel V en mouvement uniforme
a & —
ik q)% 1{/0(.{:) = (zj_-m + V(X‘ V{))q{/(xtt) = he) Pq'(x‘f) (3.29)

Le puits de potentiel file de gauche A droite avec la vitesse v (voir figure 6)) lorsqu'il est

observé dans le systéme du laboratoire

vy t=0 v ti= Xl
Q 6 3
—

Fig. 6 . Puits de potentiel se déplacant avec la vitesse v vue du laborataire.

Nous pouvons passer 4 une équation de Schridinger dans le systdme intrinsiéque par la transformation

de coordonnées suivantes :
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. LR L2
x- ot = x ow x o= xtewt o= (3.30)

1}

[ ¥ 2
2 YOt ) = (T even) POt Gy

En définigsant

’I{J(xumrﬁ,‘t) = 'Q‘/U(x'l{:) (3.32)

nous arrivons & :

L2 Pleey ¢ w2 e = he) Yo

DE ox! (3.339)

ol le second membre de gauche sert i compenser le fait que la dérivée par rapport au temps agit
~
maintenant sur les deux dépendances en t de rqf (x",t ) (voir eq. (3.32)).

Avec le changement de nomenclature xX'=> x ‘e p, nous aboutissons & :
P D

4

L2 Yot = (heoy -vE ) Pt) (3.36)

AL o .~
et avec "\P {x,t) = Yix)expd gt nous obtenons
(s %3

(hto) —v ¢ ) "F;VC*') = £y Yiw ™)

(3.35)

Cette équation est identique aux équations (3.26) qui sont souvent appelées équations de cranking.

Dans le cas de la translation on dit aussi pour des raisons évidentes "mod2le du pushing". Les
équations (3.26) peuvent done &tre interprétées comme étant des équations (indépendantes du
temps) dans le systéme intrinséque du systéme c'est & dire l'ohservateur "vovage" avec le po—
tentiel.
, . . H.F. )
Lorsqu'on a vraiment un potentiel de Hartree-Fock h Ep:l on appelle aussi cela

modéle du cranking self consistant.

Nous avons choisi l'exemple de la translation pour dériver le mod2le du cranking parce

qu'il est conceptuellement le plus simple mais le principe reste le meme dans tous les autres cas :
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par exemple, pour la rotation, nous avons :
~ A"
¥E - ’1{/ = é' ’L{/
h - Wi iw i Tiw (3.36)

olt W est la fréquence de rotatiom. L'interprétation est toujours la méme; on a uniquement &
échanger les opérateurs de symétrie et leurs conjugués canoniques. Ce qui était le couple
A oA . . i) : .
i =P R pour la translation devient le -couple a—u— = Lx So pour la rotation (voir
DR ! B '
figure 7).

Fig. 7. Rotation d'un noyau déformé (classiquement)

e
ou encore le couple -L,'—)-;—-Fa 7 5\0' pour la rotation dans 1'espace de jauge pour le cas de la
superfluidité, ete. Dang chaque cas, le déterminant de Slater représentant un moyau est un paquet
d'ondes relativement étroit en R, $P ,j;etc {(d'autant plus étroit que le noyau est grand} et rela-
tivement large dans les variables conjuguées. Ce paquet d'ondes se translate, tourne, etc. sans
s'étaler dans le temps comme wn corps classique et c'est pour cela qu'on dit souvent que 1'approxi-

mation du cranking est une approximation classique. Il faut cependant toujours se rappeler que la

limite classique n'est atteinte que dans la limite A-»0O,

Parioné; pour &tre complet, encore d'un petit détail concernant la notien
du systéme intrinsdque. Le lecteur averti aura certainement remargué que 1'équation (3.35) et done
les équations (3.26) ainsi que toutes les équations de type cranking ne représentent qu'une trams~
formation partielle dans le systime intrinséque. En fait, on vérifie aisément que 1'hamiltenien

h (0) figurant en (3.35) s'obtient par la transformation unitaire suivante de h {t} de (3.29) :

h (o) U heey U™" (3.35")

avec

1
it
sH» .

(3.37)

U
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ce qui signifie que seules les coordonnées sont transformées. Pour aveir une transformation de

Galilée compléte, il faut aussi transformer les impulsions, & savoir :

2
g ¥ - mir
b= Ul heuw = Grme)” |y
2 vy
(3.38)
ol
—%mu--?' ;-'_.u.-;_-k‘,‘
U = e e® (3.39)
L'équation de Schrddinger (3.35) complétement transformée s'écrit alors :
(\5‘*-“"“")1 (x 2 ¥ xy = £ 7:{:- ()
o Wv — ; *
E o + V& V(’f + ) /LP;\,- v Tiv
{3.40)

Cependant, pour arriver a une équation de Schrddinger indépendante du temps, comme les eqs.
(3.26), il suffit généralement d'effectuer uniquement la transformation paire par rapport au
temps (3.37);c'est & dire de considérer les équations du cranking. Mais pour des potentiels
qui dépendent des impulsions, comme les potentiels non locaux, i1l faut prendre certaines pré-
cautions supplémentaires. En outre, il n'est pas tout & £ait évident de savoir comment s'écri-
rait la partie impaire par rapport au temps de (3.39) dans le cas de la rotation (voir l'article
de Winter/Schuck [27] 2 cet égard).

La différence entre le cas de la translation et celul de larotation devient aussi évi-
dente lorsqu'on calcule 1l'énergie dans le syst®me du laboratoire. Pour notre modiéle, on'a avec

(3.27, 3.28)

Ee) = A RIHED = KBl T TEDD « v <l [BIURD

o FE = A (mam Yud L rifwmirm, (3.41)
AT X z t

on Hy = hoy + haw

=  E,.+§ A (g, em ) Ut
E () v x (et (3.42)

et en général on a
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<
E(v) = EG) + —:—‘vz = E ¢) +«';PM (3.43)

ot M est la masse totale du systéme. Le cranking donne done la bonne dépendance(trivialeden vites—
se; ceci est dii au fait que le spectre intrinsdque et le mouvement collectif sont découplés. Ceci

n'est pas le cas pour la rotation ol l'énergie dans le laboratoire est domnée par :

LI, 0> o O T 0>

i)

E ()

(3.44)
= E) + %w‘- + O(wv)

oll }f est le moment d'inertie de Thouless-Valatin ]:3] . La dépendance en ®» n'est pas pres-

crite a priori comme dans le cas de la translation et elle peut varier d'une théorie & 1'autre.

*
4, TECHNIQUE DE PROJECTION

Comme nous l'avions annoncé & plusieurs reprises, nous allons discuter maintenant les
techniques pour extraire du paquet d'ondes la composante avec un bon nombre quantique qui nous in-
téresse. Nous allons de nouveau traiter explicitement le cas de la translation et utiliser motre
mod2le pour mener certains calculs jusqu'au bout mais le principe restera toujours le méme pour
toutes les autres symétries brisées. Rappelons de nouveau que la projection a un sens
uniguement - pour des systémes finis. Dis que la distribution dans la "coordonnée"
aura atteint une forme de fonction de Dirac,il n'y a plus de raison pour effectuer une projection.
Formellement, la projection est triés simple, Il suffit de superposer les paquets d'ondes distribués

dang tout l'espace de la maniére suivante

+0a

%()(HX;_)——-- XA) = 2_/![? Jo{'? ¢

]

-+ Pg ~
Q’ %VHFCX‘+CP!X1+?J Tt XA.HT)

= ’F;ﬂs 1%%1! (xq,xz, s xﬂ“)

4.1)

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu'effectivement ﬂ{%b est fonction propre de

*Dans ce chapitre, nous allons &tre relativement succints parce que la méthode est décrite d'une
manidre assez détaillde dans deux livves récents [ 3,41 . Par contre, nous invitons le lecteur
pour se familiariser avec 1a méthode et ses différents aspects, d'appliquer la projection 3 notre
modéle ol tout peut &tre calculé analytiquement.
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N _ A fR L, D l)
—_]3 - r(ﬁ*+’3x; * Fﬂx;‘ (4.2)

et que le projecteur peut aussi s'édcrire de la manidre suivante :

+ 20 -

~ P B A :._ﬂ_. Jof —i('P-'P)'T
'.P\”"S = S(P P) zjr_mct ¢ (4.3)

De la mEme fagcon, on peut dériver des projecteurs sur un bon nombre de particules (dans le cas

de HFE)

~ N "
ng = SN —-N) (4.4)

*)

ou sur un bon spin

B = S(T - 13D §(M-T3)

(4.5)

=] o}

Nous pouvons maintenant utiliser notre fonction projetée (4.1) comme nouvelle fonction

d'essai. Ceci nous améne au probléme variationmel suivant :

| i 7 HE
S EE"&. = 3 < :":Fl HA Ll l:l/:; >
LY \ o ) e

Malheureusement, c'est un problime qui est loin d'@tre trivial de résoudre. Le projecteur détruit
toutes les propriétés agréables des déterminants de Slater et induit une fonction d'ondes hautement

corellée. Pour aboutir 3 des schémas systématiques d'approximation, étudions les recouvrements

qui. entrent (4.6)

o0
P
FHE] AP s A - . o) &I
BRI NESY = & o € e TR
~ A ~ i 9P N 0B v
<1Po:};l HR—:‘: l’q/ > z'% JO{T Q “ [’\(ﬂ J h(ﬁ): <71["03FIH Qq l‘L]’ouF
- 00

{4.7b)

En général,le projecteur dans le cas de la rotation est plus compliqué [737] mais nous ne voulons
pas rentrer dans ces détails iei.
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Les fonctions n(q) et h{(q) sont appelées recouvrement de norme

et de hamiltonien respectivement.
Plus explicitement, on a pour n{qg)

™~ 1~ HF
m{q) = deq de, ... ’Lh:""(qul ) lhv (-x#q, K49, )

(4.8)

Le recouvrement de deux déterminants de Slater qui sont légdrement décalés

. 1'un par rapport a
1'autte est une fonction fortement décroissante en fonction de gq. Souvent on fait en conséquence

1'approximation gaussienne du recouvrement

12

. A 4 - <
ney) o <P &-;<(A1>)2>1

(4.9)

<P

n

BEIBIRES AP = P-<B>

On vérifie fatilement que (4.9) est exact pour notre modéle. En effet, avec (3.27, 3.28) on a :

B> = vimerm) o L(ABRD = 3

a2

(444 = VE (v v o)

(4.10)

On voit donc que le recouvrement est d'autant plus étroit que la variance de 1'opérateur de symé-

trie est grande, c'est-a-dire que la masse est grande.

Pour trouver un schéma d'approximation dans notre probldme variatiomnel, il est peuk—

Btre utile de traiter d'abord explicitement notre modéle pour lequel on peut également calculer
le recouvrement de 1'Hamiltonien :

I :,:h} A A A
h(ﬂl) = lqh Q) + JquCa[) . q( ¥ >+

z('\’hﬂ'ﬂ“;)v’z
kiw
h @ =

pot

Mgy = 5 (b +bi —9%) M)

( « +1F°]+3'“12)’““i)p’=+'vb - L)

2 y {4.11)
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Dans notre modéle, le recouvrement de 1'Hamiltonien est donc un polyndme d'ordre deux en q que

multiplie le recouvrement de la norme :

hea) = (a0 + aiq + 29%) m@) (4.12)

Il reste vrai dans le cas général que h(g) n'est pas trés différent de n(q) et on suppose géné-
ralement que h{g) /n{q) est une fonction lentement variable én ¢. Ainsi, un développement en sé~-

rie de Taylor est possible :

htq) 2
—)= = G, t Qa + Q + .-
m(q) ° cl 29 (4.13)

On a2 donc 1'égalité :

A {<ﬁ>q _i<tdﬁx>1l
~ LS9 ~ 2
<<i%aJ?F ; P* e 9 ‘ QPLJTF:> = (tlo +a, q + 4, q T "’> e Ll

(4.14)

. ~ s . . . n
Le développament de deux cdtés en pulssances de q et comparant les coefficients de q permet de

calculer les a;. Pour aboutir & la formule finale, nous utilisons les relations suivantes :
¢ spst 2 IO

qlmcq) - e e . (4-15)

Insérant (4.15) dans 1'expression (4.6) pour Egroj et intégrant par partie permet d'amnuler le

dénominateur et nous obtenons :

- M
M) = - h,, (1) (’P —<B> Y (4.16)

P“& =g

E

Les coefficients hn(M) sont directement lids aux a; et dépendent de 1'ordre auquel
on pousse le développement (4.16). Ce développement va converger d'autant plus rapidement que
les fluctuations en B, c'est & dire <(A §)2 >, sont grandes. Supposons qu'elles solent trds

grandes, alors M = 1 va &tre suffisant et nous obtenons dans ce cas

M=A1

h) = <u> ; ho = <HAB>
<CA.£5)1> (4.17)

EV. 0 = B - h@OBIESD> theP

(4.18)
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Le calcul variationnel nous améme 2

fﬁ &8> + (P -<B>) ik = 0 (4.19)

P g
B ) = S <HY = h, >

Ce probléme est résolu par l'équation du cranking

SEL 0 = § P w-vBIRS>

1l

(4.20)

avec

P> =P (4.21)

et
],."(-1) = v
(4.22)

La relation (4.22) peut &tre démontrée en toute généralité [2,4]mais le lecteur est invité 3 la
vérifier directement dans le cadre de notre modéle.

Nous avons donc abouti au résultat trés importamt suivant, que pour les cas de forte
brisure de symérrie , ¢'est & dire < (Ai;)2 > grand, les équations du cranking sont équiva-
lentes, pour 1'énergie du fondamental,? une théorie avec projection. Ceci peut se comprendre
dans la limite ol nous avons vu plus haut que pour m, —» o¢  1'énergie de Hartree est 1'énergie
exacte deviennent égales dans notre modéle.

Malheureusement, 1l'ordre le plus bas n'est pas toujours suffisant en physique nucléaire
et il faut pousser le calcul plus loin. Cependent ici (comme souvent ailteurs) 1l'expérience a
montré que si 1'ordre le plus bas n'est pas suffisant, les choses commencent 4 se compliquer sé-
rieusement. Ceites, en principe, on pourrait pousser (4.16) 3 1'ordre deux - et mous allons le
faire dans un instant - mais souvent il s'est avéré dans des cas réalistes que les surfaces
d'énergie sous-jagantes ne possédent pas un minimum trés prononcé ou qu'elles possédent mBme un
maximum , c'est & dire que la théorie n'est plus limitée inférieurement au cas ot on devrait
aller & un ordre encore plus élevé, etc. Dans la pratique, on a donc souvent le choix entre
deux extrimes c'est & dire ou bien 1'ordre le plus bas, & savoir le cramking, est suffisant
ou on doit faire une projection exacte. Le dernier est possible numériquement dans le cas de
la superfluidité et de la rotation 3 une dimension (symétrie axiale) mais semble &tre pratique—

ment impossible dans le cas de la rotation 2 trois dimensioms. Il est possible que la mouvelle
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méthode de projectoin que mous allons présenter 3 la fin de ce cours y portera secours mais
cecl reste i Btre démontré dans le futur.

Pour 8tre complet, nous allons néanmoins bridvement traiter le cas M = 2. Dans le
cadre de notre modéle, ceci est particulilrement intéressant parce qu'il contient la réponse

exacte. Nous avens donc @

M=2

_ _ Lady> . <P A
l\u(") = <uY —Em—y—— 5 hy = M, hy (2) = {“ﬁ; ! (4.23)

avec

A LRABD> A <k (ABY D = <HXC@APD

—_

Mee  <aBESCE T M, LeaBY> - <adyd (6.26)

Pour une norme gaussienne, nous avons <Cﬁ'13)4 > =13 <( A?)z > et par conséquent

14 L=< (aBy> ,
My <(ad)>

(4.25)

Le paramétre de masse M, est souvent appelé masse de Yoccoz tandis que Msc(v = () est connu sous
te nom de Thouless-Valatin. On peut montrer que Msc est égal 4 la masse totale du systéme, ce

»

qui n'est pas le cas pour M. L'énergie projetée & l'ordre deux s'édcrit maintenant :

ks COABD
( = .S S { - .Jl__ — B )R
Epn®) = 8> - 25 My + & (Pocpr) v 5 My (P o)

prey (4.26)
et le probléme variationnel devient
S [ L(ABY> $ .
$T <:Fl>’ I -V P = 0
¥ 2 My § Y (4.27)

avec
<y, P
Nous voyons que 1'énergie est abaissée par rapport au cas M = 1 par un terme qui re-
présente quelque chose comme la fluctuation de 1'énergie cinétique due au mouvement du point de

zéro. Cependant My n'est pas la masse physique, ce qui est un désavantage de la théorie ol on
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travaille avec des déterminants de Slater comme fonction d'ondes de base. Si on avait travaillé
avec un fondamental contenant des corrélations RPA, nous aurions obtenu la vraie masse a4 la place
de MY . Quelques éléments de la restauration de symétrie en utilisant la théorie RPA seront abordés
dans le prochain cours.

Pour se familiariser avec le formalisme, il est vivement conseillé au lecteur de pousser
le calcul jusqu'au bout en utilisant notre modéle oit tous les calculs peuvent se faire amalytique-
ment et oii 1'ordre M = 2 contient le résultat exact. Notamment, on vérifiera les relations sui-
vantes

Qo> = flmeamywr + 0 A g )

T Y 2 (4.28)

adyy =3(4+ ) 5 k@ =v
* (4.29)

dln-<n>)AB¥> = —_Z—z(-i— -l—;h’:'-l.;> + C (4.30)

™y L

Pour faciliter le caleul, nous posons m = my = mps b, = b, = b, et la variation de 1'énergie

par rapport i b0 donne :

bz b/,

(4.31)

ob b est le paramdtre de l'oscillateur dans le cas exact (3.3).
L'énergie projetée est dgale 4 1'énergie exacte,ce qui n'est pas étonnant en observant que
la fonction d'ondes projetée (4.1) est donnée par

. 8%
PR - e
! o bt

Q‘F’P (Q‘S) =< ¢ (4.32)

Avec la relation (4.31) ceci redonne bien la fonction d'ondes exacte (3.5).

A la fin de ce chapitre,nous voudrions présenter quelques résultats tirés de calculs réa-
listes pour faire une démonstration de l'importance que peuvent prendre les fluctuations quanti-
ques dans certains cas.

Sur la figure 8, sont montrées des surfaces d'énergie dans le plan 8 - y pour les

168Er et 18305 (Hayashi, Hara, Ring 51 ). A gauche, se trouvent les surfaces

noyaux déformés
sans projection tandis qu'a droite une projection & trois dimensions a été effectude, Nous

voyons que la projection a peu d'effet dans le cas ot déja sans projection un minimum prononcé
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Fig. 8 Surfaces d'énergies sans (a) et avec {b) projection [5].

168Er). Par contre, dans le cas d'une surface plate comme pour 18805 la projection a un

existe (
effet dramatique; elle creuse un minimum prononcé dans le plan B —Y «c¢e qui démontre clairement
la triaxialité de ce novau. Il est compréhensible que la projection a plus d'effet dans le cas
d'une surface plate par apport & une surface avec un minimum bien prononeé car les fluctuations
quantiques sont bien plus importantes dans ume surface douce.

Un deuxiéme exemple concerne la transition de ph;ses superfluide &« fluide normal
en fonction de la fréquence de rotation, Il est bien comnu qu'il existe dans les systémes infinis
des transitions de ce type. Par exemple, le gap qui est le paramétre d'ordre représentant la su-
perfluidité disparait brutalement & une valeur eritique d'un champ magnétique. Le méme régultat
est obtenu en théorie du cranking, qui justement, comme nous l'avons vu, imite ce qui se
passe dans les systimes macroscopiques,pour les noyaux en fonction de la fréquence de rotation.
Seulement lorsqu'on tient compte des fluctuations quantiques c'est & dire lorsqu'on effectue un
caleul projeté la transition de phase peut Btre totalement lavée. Ceci est démontré sur la figure

168

9 olt le gap est tracé en fonction du spin pour Yb avec et sans projectien.
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10 r—T— Fig. 9, Le pap A en fonction du spin pour
a4 168y
M protons (p ——-) et neutrons
a5 S oL AdPNe
RE T (n } dans le modéle du cran-
“fpﬁcm king self-consistant (SCC) et
L 1 1 171

e pri 1 Il
0k . P . .
h de 1la projection avant variation

(ewe)  [6]

Concluant ce chapitre, nous pouvons dire qu'en partant d'une théorie projetée avant
la variation, nous avons dérivé le modéle du cranking et trouvé qu'il est d'autant plus valable
que les fluctuations de l'opérateur de symétrie (B, 3%, ﬁ, 3-§E s ete) sont grandes. Nous
avons également trouvé que la projection c'est & dire les effets quantiques dus a la petitesse

des noyaux peuvent 3tre extrBmement importants au voisinage des transitions de phases.

5. SUPERFLUIDITE ET BRISURE SPONTANEE DE SYMETRIE. RESTAURATION DE LA SYMETRIE DANS LE CAS DYNA

MIQUE . MODE DE GOLDSTONE,

Avant d'aborder les gquestions de brisure de symétrie dans le cas dynamique, nous vou—
lons traiter un autre cas de brisure de symétrie fréquemment rencontré en physique nucléaire :
c'est le cas de la brisure spontanée de la symétrie du nombre de particules ([y,ﬁ] =Q0)., I1
s'agit de la superfluidité dans les noyaux mais aussi dans He3limﬁde ou de la superconductivité
dans les solides, etc. La brisure de symétrie du bon nombre de particules pose habituellement
quelques problémes de compréhension. Pourtant il y a une trdés grande analogie avec le cas de la
brisure de symétrie de translation ce que nous venons d'expliquer en détail et qui ne devrait
plus poser de problémes. Nous commencons par expliquer la supperfluidité dans les noyaux. Nous

avons vu que la transition gaz liquide est engendrée par des ondes de densité. Les ondes de den-
sité sont des corrélations particule~trou; rappelez—vous que l'opérateur de densité est P = a+a;
ce sont ces corrélations 13 qui deviennent de plus en plus fortes pendant la tramsitionm et qui
créent finalement le paquet d'ondes permament qui brise la symétrie. Dans le cas de la superflui-
dité c'est un autre type de corrélations qui est responsable pour la brisure de symétrie : ce
sont les corrélations particule-particule. Plus précisément, dans les nmoyaux, ce sont les corré-
lations proton—-proton ou neutron—neutron dans les couches ouvertes. En effet, dans les noyaux, a
cause du milieu nucléaire, deux protons ou deux neutrons peuvent former un état 1ié, ce qui n'est
pas le cas pour deux neutrons (protons) libres. En fait, cet état 1ié& a le spin zéro. Commencons
par prendre un exemple concret et remplissons la couche ouverte au-dessus du 208?b avec des paires

de neutrons, voir figure 10.
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208

10. Distribution d'une paite de neutrons dans la couche au-dessus du Pb

Fig.

(schématique)
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La paire peut occuper toutes les sous—couches (en pointillés) mais généralement la corrélation

entre deux neutrons qui se trouvent dans différentes sous-couches est plus faible. L'opérateur de

création d'une paire peut ainsi s'écrire comme

-+

¥
Aoo = Z %& QSrm Qgp’“ (5.1)
é"”\
oit les indices 00 indiquent le spin I = O, M = O, et T est 1'état renversé par rapport-au temps
(nous supposons que les éiements de base de la théorie BCS sont connus et nous sommes donc rela-
tivement brefs icl en ce qui concerne le formalisme, insistant surtout sur les aspects physiques).
5i les coefficients 2; ne différent pas beaucoup 1'un de 1'autre et si la dégénérescenée de la

1

. +
couche est grande, 1l'opérateur A est presque un boson :

[A+‘A‘1 ~o A (5.2)

Continuons & mettre des paires dans la couche (voir figure 11).

La fonction d'ondes est approximativement donnée par une répétition des opérateurs A

129Dy, s> oc AT AT AT AT AT AT AT 200>

(5.3)
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L
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oy Fig. 11. Distribution de plusieurs
A
(o) (oo} £y paires de neutrons dans la
oy N L——

couche.
ot les coefficients z pourraient tre déterminés par un calecul variationnel et | 208 >

est ld déterminant de Slater correspondant a 208

Pb. Avec (5.2) on peut appeler cela un conden-
sat de bose, C'est une fonetion qui posséde un bon nombre de particules mais une petite réflexion
montre que c'est une fonction hautement corellée et que le caleul variationmel correspondant
n'est pas du tout trivial. En fait (5.3) peut Stre considéré comme la composante avec un nembre

de particules bien déterminé d'un paquet d'ondes qui est donné par une superposition d'états avec

un nombre de particules différent :

IBCS D> o¢ lo> + AT 1> + 4 AYAY o> + él;A*A"A* [0 + -+ -

2!

A+

= e lo> (5.4)

+ +
o< N (u; + U5 Gjom A ) o>

é-m) o

)

ot |0 > est le "coeur" du noyau, c'est & dire 208 > de 1'exemple du haut et z, = vj/uj
Cet dtat est 1'analogue au paquet d'ondes (2.3 que nous avons considéré dans le cas de la biisure
de translation. Dans un solide, o dans un sous domaine le nombre de particules fluctue, ce paquet
d'ondes en nombre de particules peut 8tre énergétiquement favorisé (comme la fluctuation de densi-
té dans l'exemple de translation) et en conséquence envahir des domaines macroscopiques, a savoir
tout le solide : c'est la transition 3 la superfluidité. A 1'incertitude du nombre de particules
dans la fonction d'ondes (5.4) on peut formellement associer une incertitude dans une variable
conjuguée qu'on appelle habituellement 1'angle de jauge ¥ . Le nombre de particules correspond
jci a 1'impulsion totale du cas de la translation et 1l'opérateur ¥ du nombre de particules corres-

pond & 1'opérateur de 1l'impulsion totale :

[ﬂlH—l =0 [’ﬁ, H] =05 (5.5)
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Comme la brisure de la symétrie de translation se traduit en un paquet d'ondes en R (c'est-2-
rire §{R) pour A>3 ) ici la brisure du bon nombre de particules se traduit em un paquet
d'ondes en ¥ (c'est A dire S(P) pour A-» ©2 ). Pour voir cela facilement et explicitement,

simplifions encore notre modéle de la figure 10 et considérons le cas ofl toutes les sous-couches

dégénérent en une seule couche (modéle de la séniorité C21 ). A ce moment, nous avons :
T D APR
\RCS(p)) = (1u] + e’ T ag, ag )led>
anrh

e ¥ N2 acstan> -0

n—
—_—

ce qui est & voir en analogie avee le déterminant de 5later centré autour de la position

E G0 ¢

RE - -
Yo (RR ... 7)) =A g (4 %)

- ei'R'p fL{J:lF(IE\;A) (5.7)

Rap

.
L'équation (56 ) nous montre aussi que l'opérateur N peut B8tre représenté par :

)
— 4+ wnst, ‘
’D(f (5.8}

.
= +

I‘“\Z)
i

Le paquet d'ondes (5.4) avec un écart de deux particules entre les différentes compesan—
tes ressemble formellement beaucoup au cas de la rotation & une dimension d'un noyau pair ol le
paquet d'ondes serait constitué d'états de la bande de ratation du fondamental dont les spins _
I=0,2,4,... sont écarfés de deux unités et c'est pour cela qu’on appelle | BCS > de (5.4)

aussi un état qui "tourne' avec une fréquence de "rotation"

dy = 2948 _ 2 (5.9)
dt AN '
dans 1'espace de jauge { A est le potentiel chimique et E 1'énergie correspondant & (5.4), voir
plus loin}.

Pour 1'instant, nous n'avions pas parlé du caractire trés spéeial du paquet d'ondes (5.4)
qui est dii au choix approximatif des fonctions de base (en fait tout le raisonnement du haut aurait
pu se faire en employant des fondamentaux exacts comme fonctions de base). En effet, il s'agit
de nouveau d'un déterminant de Slater (approximation toujours trés valable pour des systémes fer-
mioniques) avec les propriété suivantes

& IBCSD =0

+ + *
Ky = U G - Qg R = U, q - v, ag bh:' +‘U'|:' =1; (5.10)
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|BCSD> < T xp 10> (5.11)
a,’\"ﬂ

Le lecteur a évidemment reconnu le formalisme BCS bien connu de quasiparticules {5.10) et nous
conseilions de vérifier explicitement que | BCS > peut s'éerire sous la forme (5.11). Nous
invitons également 2 vérifier que la distribution en ¥ correspondant A (5.6) tend vers la
fonection de Dirac S(P) lorsque la dégénérescence de la couche tend vers 1'infini et elle est
34 moitié remplie, par exemple.

Pour progresser dans l'étude de la transitiom a 1'état superfluide introduisons 1'inter-

action d'appariement :

- + 4t + ot

8] ~, ~ ™, C{ b Q q“ C("" a ’
_S_) hLﬁ-,th; Qh q" le L' G g k h L le
b b (5.12)

ce qui est approximativement valable lorsqu'on regarde une seule couche comme indiqué sur la fi-

gure 10. L'Hamiltonien dit de 1'appariement s'écrit alors :

3 +
Bo= Z € O O — G HTH
ym DY
(5.13)
+ + +
B o= ) Qo Ajam
A e
Le caleul variatiomnel en utilisant (5.4) et en fixant 1e nombre de particules par un paramétre

de Lagrange nous améne i Fal:

S<BeS| H -ANIRES> =0 -
633") A Uy - E. LAS
A -0 A\ ! Uy (5.14)

avec le "paramétre d'ordre" (le gap )

_ Y
A - G Z‘ Ma $ (5.15)

§~w>o
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La solution est dommée par @

2 _ 4 8 - X : — 2.[:4 LY
Vh—z["‘"ﬁi—;]: T =
B, = \f(el.-ﬂz x A

Les équations (514) - (5.16) nous indiquent que

I1 aurait dond suffi de varier
E¢a) = <mes@y|H - afligesa>

par rapport & A oill le potentiel chimique est fixé par la condition

<BesI NIBCs> = A

Le minimum de E' (A) détermine la solution & =

]

(5.16a)

(5.16b)

{5.16¢)

| BCS > ne dépend en fait que du seul paramétre A

(5.17)

(5.18)

Ab' La fonction E'{A) peut avoir deux comporte-

ments différents selon que la valeur de G est en—dessous ou en-dessus d'une certaine valeur criti-

{figure 12). (Tout ceci est bien expliqué dans les livres [ﬁa‘{], voir aussi 1'exemple plus

Comportement qualitatif de

que
loin)
Eg
C:<‘c;‘ﬁ=é
- . C>Gc
o A
Fig. 12.
A=l

E' (A) pour G en dessus et
en dessous de la valeur

critique.
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Pour G < GC, nous avons :

=0 P Ue =
A ; A ; k =0 (5.19)
T af !
IBCs> = I g >
3
clest & dire que la solution avec la symétrie conservée minimise 1'émergie.
Dans le cas G > GC la solution A = 0 est instable et un nouveau minimum &4 A = A o

se développe : c'est la solution avec symétrie spontanément brisée. On vérifie aisément que

le "paramétre d'ordre” A peut aussi s'écrire de la maniére suivante :
A = G <3c312;_ ay A, |RCS> (5.20)

ce qui veut dire que la valeur moyenne d'une paire prend une valeur mon nulle pour G > Gc ce qui
n'est évidemment pas le cas pour la solution "non déformée’.

Nous vaulons A nouveau insister sur le fait que la transition de phases & la superfluidité (A #Q)
est tout a fait analogué 4 la brisure de symétrie de tfanslation ou de rotation, ete. Les para-

métres d'ordre correspondants sont donnés par (pour la rotation)
)
q = <KHFE(&)| Q| HFe)> (5.21)

oft |HF (€) > est la solution HF 2 la déformation £ et a est l'opérateur quadrupolaire. Pour

la brisure de la symétrie de translation une définition possible d'un paramétre d'ordre serait :

¥ +
d = <HF(¢)](Z, agdy - 2. A ag) (W
wu’ e (5.22)

oli les indices k,Lk' reférent i la base des ondes planes; il est de nouveau évident que le pa=
ramdtre d'ordre d est nul lorsque | HF(1) > (1 = localisarion) est complétement délocalisé
ctest & dire invariant par translation ( |HF> est.alors construit avec des ondes planes) et que

d # 0 pour un déterminant du medéle en couches, par exemple. (Le fait que nous sommes un peu hé-
sitants 2 donner une forme bien définie du paramdtre d'ordre dans le cas de la translatien est
dfi 2 ce que en physique nucléaire, la transition de phases qui est sous-jacante & la brisure de

symétrie de translation est trés peu discutée et plusieurs définitions, déviant légérement les

unes des autres, sont possibles pour le paramétre d'ordre).

Considérations dgnamidﬁes

Il est clair que le paquet d'ondes qui brise la symétrie et dont nous avons maintenant

parlé si souvent peut aussi dépendre du temps lorsqu'il ne se trouve pas i 1'équilibre. Pensons
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4 la gouttelette : outre le mouvement trivial de la translation du centre de masse, la gouttelet-
te qui dépend de toutes les coordonnées correspondant aux partieules qui la conmstituent, peut
par exemple vibrer de toutes les facons possibles. Comme la gouttelette dépend des 3A coordonnées
des A particules qui la composent, une description dynamique va nécessairement inclure toutes les
formes de mouvement possibles. Surtout elle va inclure aussi le mouvement spécial gui correspond
4 une simple translation du paquet d'ondes. Une bomne théorie de la dynamique doit avoir comme
réponse une description correcte du mouvement callectif qui correspond & 1'opérateur de symétrie.
Par exemple, il est clair que dans le cas de la brisure de symétrie de la translation une branche
du spectre d'excitation de la gouttelette doit &tre donnéde par P2/2M olt P est 1l'impulsion totale
et M la masse totale de la gouttelette, ce qui correspond & l'énergie cinétique du mouvement uni-
forme de la pouttelette.

Dans le cas ol les surfaces d'énergie, comme celle de la figure 12 (qui peut Etre prise
comme représentatif pour tous les cas de figures de brisure spontanée de symétrie) montrent
un minimum fortement creusé 1'approximation quadratique pour des mouvements de petites amplitu-
des est valable., En fait, pour la description de la dynamique (quantifide) la figure 12 n'est

pas compléte. Généralement, le paramétre d'ordre peut 8tre complexe (voir aussi eq. (5.6))} :

o
A = [ale (5.23)

Seulement on comstate que 1l'émergie E' (5.17) ne dépend que de lﬂ|2 méme pour une transforma-
tion de Bogoliubov ol les coefficients u:,v peuvent Btre complexes. C'est pour cela que d'habitu-
de on pose I =0 et le depré de liberté qui est représentéd par la phase n'entre plus en jeu.
Par contre, pour les considérations de la dynamique, cette omission n'est plus possible et il
est important de considérer toute la surface E'( |4] »¥). Comme E' en fait ne dépend pas de Y
il suffit de pivoter 1la figure 12 autour de 1'axe E' pour créer la surface bidimensionnelle.

Ceci nous améne au fameux "chapeu méxicain" représenté sur la figure 13

Fig. 13. Surface d'énergie bidimensionnelle pour un systdéme avec symétrie continuement brisée.
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L'angle ¥» sur la figure 13 est représentatif pour la position du paquet d'endes {(c'est 2 dire
centre de masse R, les angles d'Euler &,B , ¥ , l'angle de jauge ¥ etc). Une analyse harmonique

autour du minimum donne les frégquences propres habituelles :

12 2E!
w;, = (& - Co= =
v B,{ L) ’DIA‘ A=’AQ
r
c. = & (5.24)
2 Dpr la=4a,
Sans connaltre le paramétre de masse, mous savons que w, = 0 parce gu'il n'y a pas de force

de rappel dans la direction qui correspond & un déplacement collectif du paquet d'ondes. Cette

excitation particuliére est appelée mode de Goldstone.

Nous allons par la suite traiter ce mode en détail. Remarquons dfabord que la situation présen-
tée en figure 13 est caractéristique pour une symétrie continuement brisée. Il y a aussi des cas,
comme par exemple pour la parité, ol la symétrie est spontanément brisée d'une manidre discriéce
(paire et impaire pour la parité). La surface d'énergie correspondante développe alors deux mini-

ma discrets tels que c'est montré sur la figure 14.

Fig. 14. Surface d'énergie dans le cas d'une brisure de symétrie digcréte.

I1 y a en effet des spéculations selon lesquelles les brisures de parités qu'on trouve dans
la nature (expérience de Mme Wu, voir cours de P. Depommier) seraient aussi des brisures sponta-
nées de symétrie analogues & celles qu'on vient de discuter. Les brisures discrétes de symétries
ne sont pas accompagnées d'un mode de Coldstone; ceci se manifeste uniquement dans les cas ol

1'analogue classique de 1'opérateur de symétrie permet un mouvement uniforme. Nous donmons quel-

ques exemples ici :
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D\HF; Plro W, %J #0 [hgcs r Nl#o D"Dr erl% ° )

translation rotation rotation des paires pion

Les sous—titres de (5.25) donnent la désignation du mode (collectif) qui représente le
mode de Goldstone, au-dessus sont indiqués les champs moyens qui brisgnt les symétries et les
opérateurs de symétrie correspondants; n? signifie ici un Hamiltonien de Dirac qui brise la
symétrie chirale dont nous allons encore parler un peu plus lein {voir aussi le cours de P.A.M.
Guichon) Le mode de Goldstone correspondant est le pion qui idéalement aurait la masse nulle
comme tous les autres modes de Goldstone. Dans un effort de jeter un pont entre le langage des
physiciens des particules élémentaires et celui des physiciens nucléaires, notons que hD a, a

la relativi¢é pris, la m8me strtucture que 1'Hamiltonien BCS

en."'k &.

—> Eq = JCea-N® + At (5.26)

FANEE (Cu‘k)
~ A

et que dans hD figure un terme analogue au A  représentant la masse constituante des quarks
(la masse des quarks dans le Lagrangien du départ est nulle, ou guasiment nulle). On dit que

la brisure spontande de la chiralité a créé une masse (4 4> m)pour les quarks; nous allons y
revenir briévement dans la description du mod2le de Nambu-Jona-Lasinio.

Essayons maintenant de concrétiser par des formules ce que nous venons de déerire avec
des mots. Lorsque la symétrie est spontanément brisée les équations Hartree-Fock dépendant du
temps restent autant une approximation valable pour décrire la dynamique des systémes fermioni-
ques que lorsqu'il s'agit d'un systéme {infini par exemple) sans brisure de symétrie. Pour un
noyau (ou mieux encore, pour une gouttelette macroscopique de Hea) nous avons donc {(dans une

base qui brise explicitement au moins la symétrie de translation } pour l'opérateur de densité :

LQUe) = [\,,“F(e) 8 |

(5.27)

Pour 1'analyse harmonique dont nous avens parlé plus haut, il suffit de linérariser cette équa-

tion :

0 = o+, avee [ W7 g ] =0 (5.28)
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La densité o, correspond donc & la solution H.F. du probléme statique. L'équation (5.27) de-

vient :

cio= T e e Dnels b= 37 s,

. “at L Lint X I
Une analyse de Fourier : §,{¢t) = P, e +e' e nous améne aux équtions

bien connues LSJ«] de RPA :

(5.30)

o =[] [ B 0] (RPA)

Comme p correspond 4 une densité qui brise au moins la symétrie de translation (une situation

analogue aux figures 12 et 13), nous devrions retrouver le mode de Goldstonme qui correspond 2 la

translation. Pour prouver que c'est effectivement la cas, nous considérons la densité déplacée :

<q 1; - iq'i;

. 3
e = ¢ $. ¢
(5.31)

(Rappelons, veir les remarques dans le chapitre 3 que (5.31) agit uniquement sur les coordon-

nées et ne représentant donc pas une transformation de Galilée complite; c'est un déplacement sans

donner de la vitesse). Les équations de H.F. peuvent alors 8tre transformées de la manidre sui-

vante :
By e iqf sef R
Qq'l“\oﬁng gn—goﬂ e "10 e =0

(5.32)

I1 est facile de se convaincre que, lorsqu'on a [H,?jl = ), le champ moyen et donc 1l'équation

.

H.F. se transforme comme ceci :

iqP -iq® ~
U1 e = WTIE1 -

(5.33)

Them1, 81 = o.

Nous avons donc le résultat suivant (qui est presque évident) que les équations de H.F. statiques

sont valables & n'importe quel point au fond de la vallée (de la figure 13).Effectuons une transla-

tion infinitésimale :
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§'= §°+ 9, = ?u + ;ﬁ [$|9;]

{5.34)

L'équation (5.33) s'écrit alors :

(5.35)

WE
sous la condition que [L\ o ) gu_l =0

-

L'équation (5.35) est &gale i (5.30) pour Q = 0 et nous avons donc bien le résultat désiré

que, sous condition qu'on travaille dans la base H.F., les équations RPA dégagent un mode de

Goldstone & 1'énergie nulle qui représente un déplacement infinirésimal de la position de la

gouttelette, Sans rentrer dams plus de détails, nous pouvons écrire l'eq. (5.35) avec la défini-

tion de  p, (5.34) da la maniére habituelle en rea [ 3]

A B P
g% A% _p* _ (5.36)

I
Q

ot P représente les éléments particule-trou de 1'opérateur de symétrie (1'impulsion totale). Com-
me P est un vecteur ce mode de Goldstone que les physiciens nucléaires appelent zussi mode spu-
rieux ne se manifeste que dams la voie des spins I = 1, T = 0, Rappelons de nouveau que le mode
de Goldstone (5.36) n'apparait que lorsque la symétrie est effectivement et spontanémeﬁt bri-
sée; A ce moment 13, toutes les considérations que nous venons de faire pour la translation se
font de la mfme maniére dans les autres cas {de 1'éq. (5.25) par exemple).

Pour acquérir encore davantage de familiarité avee la physique des brisures spontanées
de symétries, je propose d'étudier dans le cas de la superfluidité un modéle exactement soluble:

c'est le modéle symétrique 3 deux niveaux représenté sur la figure 15.

2 +8 4,12
- 4]
A -Sh 4,0

Fig. 15. Modéle symétrique 2 deux niveaux avec N = = 2j + t particules
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Nous supposons que nous avons N = 2j+1 neutrons dans le systéme c'est 2 dire en approximation
HF la couche inférieure est pleine. Avec la force d'appariement pure, le Hamiltonien (5.13)

se réduit a 1

+ 1
a.—-ﬂ.l 13 =12 (5.37)
"

Plabord, nous nous placons dans le cas G < Gc c'est 3 dire le minimum (figure 12) est & A = 0.
L'analyse harmonique consiste % étudier les équations RPA dans la base non "déformée". Clest

une RPA particule-particule {pp) E'h“]dont la fonction d'essai s'éderit :
t +
IN#2> = (X PooIND> 7’ P, )1N > (5.38)

et 1'équation RPA devient

A B\[X X A= Z
4 ‘ (N~1)G
5 A Y y B = - (5.39)

(_NIZ

N
- - = e (5.40)
..[-2:/* - I E ) ' ,{A‘ = 0,4, 2.J

Dans notre modéle gsimple, il n'y a que la possibilité p = 0 et 2 cause de la gymétrie du modéle,

nous avons

L., =+ &V -x ;X = Elg}—@' (5.41)

La dépendance des valeurs propres en fonction de 1'intensité effective X de 1la force est

tracée en figure 16; elles s'annulent & la valeur X = X =1 c'est a dire
G, = & (5.42)
c - — -
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Fig. 16. Dépendance de la solution

.Q,/g_
RPA en fonction de 1l'inten-
sité de la force dans la
A la base "sphérique".

et c'est précisément la mEme valeur en-dessous de laquelle il n'y a pas de solution superfluide
comme le montre un petit calcul en employant 1'équation du gap correspondant 3 notre modéle.

Le point X = 1 est la vaieur ou l'attraction, c'est & dire l'énergie de liaison entre les deux
particules rajoutées au fondamental |N >, compense exactement 1'augmentation de 1'énergie qui
est donnée par 1'addition au fondamental de deux particules‘libres (2 /2 =€ ). A ce moment,

deux fondamentaux voisins deviennent donc dégénérés :

(5.43)

Dans un espace ofl on inclut le nombre de particules comme degré de liberté supplémentaire
la suite des énergies des fondamentaux peut &tre considérée comme un spectre d'excitation. LTéqua—
tion {5.43) nous dit alors qu'il peut y avoir une telle collectivité (un tel degré de corréla-
tion) dans le premier état excité que son énergie devient dégénérée avec le fondamental : c'est
le seuil de la transition de phase & la superfluidité . Ce scénaric est 3 peu de chose prés
propre 2 toutes les transitions de phases qui correspondent i une brisure spontande de symétrie :
en fonction d'un paramétre physique un état excité devient de plus en plus corrélé (il devient
de plus en plus "mou") jusqu'au point ol son énergie sera dégénérée avec celle du fondamental.
8i on suit ce processus sur la figure 12 en employant notre modiéle on constate que la parabole
pour G < GC s'ouvre de plus en plus et qu'elle est complétement plate pour G = GC et i1l devient
clair qu'ad ce moment 1'énergie d'excitation est nulle car il n'y a plus de force de rappel. En
outre, nous comprenons aussi que pour G > GC les états excités c'est 3 dire ceux qui sont obte-
nus i partir d'un mouvement autour du nouvel équilibre A = Ao gont & calculer dans la base
avec la symétrie brisée. Avant d'entamer explicitement ce calcul dans notre modéle, discutons
quelques cas physiques qui sont analogues & la transition & la superfluidité.

11 est bien connu que dans les moyaux 4 couches ouvertes en ajoutant de plus en plus des neutrons
et des protons,le premier état excité qui est généralement un 2+,c'est % dire une corrélation

particule-trou (ph) descend de plus en plus en énergie pour passer par un minimum au milieu de la
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couche, 1'énergie d'oscillation est alors de 1'ordre de 100 Kev, ce qui est une énergie d'exita-
tion trés faible sur 1l'échelle nucléaire. La situtation est schématiquement représentée sur la

. . . + . 2 s .
figure 17. Le fait que le niveau 2 le plus bas ne devient pas dégénéré avec le fondamental tient

1+
E'é;h
X A
Epn
0 A X
2‘*'
5
o*
Z+
4+
2 2+
2:!-
o
A Ax2 Arl A+b A+ 8 A+A0 At+A2

Fig. 17 . Position de la vibration quadrupolaire en fonction du taux de remplissage de la couche

(schématique).

A ce qu'il s'agit d'un systéme fini et nous avons vu que les vraies transitions de phases se pro-
duisent uniquement pour des systimes macroscopiques. Néanmoins, il est surprenant de voir a gquel de-
gré mBme pour un systdéme aussi petit qu'um noyau la transition sphérique-déformé est réalisce.
Pour certaines discussions, il est utile de représenter 1'équation RPA par des graphes de
Feynman. Notamment, on peut réécrire la RPA sous forme d'une équation intégrale pour la fonction

de Green ph. Cette équation est appelée équation de Bether—Salp8ter[3,ﬁ“€1qui permet la réalisa-

tion graphique suivante :

b - 2
p

L 4
W
\r

...{

u
<
x
M
N
M
F1

(5.44)
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Le point représeate 1'interaction particule-trou et l'itération de (5.44) engendre la série
bien ceonnue [3,#] des bulles ph. Si 1'interaction ph est assez forte, il y a transition 3 la
déformation et i ce moment les propagateurs ph sont A calculer dans la base déformée et la RPA
décrit les excitations harmoniques autour du nouvel équilibre. Il est peut-&tre utile de men-
tionner gqu'on s'imagine géméralement la brisure de la symétrie chirale sur une base tout i
fait analogue : la paire ph est & remplacer par le quark antiquark (gg) et 1'interactiom qq

est domnée par 1'échange de gluons :

Ny
>

=0 (9 —> .m‘; —_— \,LL‘I\‘%
T=O ry < _I\ < <

g

i

.

|

(5.43)

C'est une équation de Bethe—Salpeter relativiste, $i 1l'interaction qq est assez forte,l'éner-

gie d'excitation de la paire qq (I = Ot T = 0) passe par zéro, il y a création spontanée d'une

R

masse { 2 300 MeV) de quark et la symétrie chirale est brisée. L'équation RPA relativiste dans
la base "déformée" dégage un mode de Goldstone et on identifie généralement ce mode avec le
pion dont 1'énergie est nettement plus basse que celles des autres mésons. Le fait que 1'éner-—
gie du pion n'est pas nulle est attribué & ce que les quarks du Lagrangien du départ ont déjz
une trds petite masse non nulle ( 220 MeV) et ainsi la symétrie chirale est déji explicitement
mais trés légérement, brisée i 1'origine. Ceci entraine une faible inclinaison du chapeau
mexicain (Fig. 13) et le mode de Goldstone oscille lentement autour du point le plus bas de la

vallée, Dans un modéle schématique, on remplace l'interaction gq par une force de contact

{(qui possdde explicitement 1'invariance chirale) de la forme suivante :

T =g (i) + QLD+ (37T 9) ] G

On peut étudier tout ce scénario de la brisure de chiralité dans ce modéle qui a été inventé
par Nambu-Jona-Lasinio en 1961 [3] en analogie avec la RPA et les transitions de phases non
relativistes. Ce modéle a été repris et affiné depuis par plusieurs avteurs [8,9] avec des
résultats trds encourageants.

Reprencns maintenant notre modéle A deux niveaux et étudions explicitement la RPA dans la
base "déformée", Pour ce faire, il faut gue nous transformions d'abord le Hamiltonien (5.37) en

représentation de quasiparticules (5.10). Nous introduisons :




+ 1
E-w.-. 3y - C1 a—éq’M
3'4::. Ca S. Q,i“.-v';
$; = $in ¢\/2
+
+ .
T L. - 5 c,laz."'“ Co = Cos Qj.é
- (5.47)
T s, €. RETL

Ce choix de la matrice de transformation assure automatiquement la normalisation et 1'unitarité

L'inversion nous donne :

.

+
at:‘lw g" c 1 Y:!'h‘l
a’i!'x‘ - Ca S 3—43&
1+ + (5.48)
v‘lizw Cl SZ 2,
O f2 -3, G\

s . . ] . +
I1 faut insérer cette transformation dans le Hamiltonien (5.37) et ourdonner les opérateurs vy .,y

en produit normal. C'est un caleul assez fastidieux. Cependant, la valeur du terme constant

est obtemue assez facilement

WD = <RBRCSIH ~AN|IBCSD =
{5.49)

= N(E-a)sk -N(Esx)cr - 8K (e s0) - ¥ ¥ (sepna)

La variation de cette exXpression par rapport 2 ¢, et c, nous donne deux équations dent nous pou-

vons prendre la différence et insérer le résultat dans la premi2re équation; ceci montre que

b = ¢..

(5.50)
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Le potentiel chimique est maintenant calculé facilement avec la condition du nombre de particu-—

les N = <f> s

N = o- G/z (5.51)

Aprés ces préliminaires, nous arrivons & 1'expression de 1'Hamiltonien transformé en quasiparti-

cules

' = £ -
+ 2B,y + 2E,2,
"%3[”““0‘: £ 4 - %](I; +2)
~Gs[hoenc et 2 BB, )

~GLs (2, v ) -2 (e e ) + 20 e (e 7 %)
Fist(zor v x|

A C LI LI L) TR G 2.7)]

+G “[2;25 _'_2,;:2.__ '}:- ‘Z ~ G T+ Z(Q'J-*?-)"Z&U: *50-)]

(5.52)
ol nous avons introduit les abréviations suivantes

BCS _ ‘ e r'd
E —-%—NCN*")—N3C(4—-€C)

4]
C = ¢ . L= &mn ¢? ; }: = (N‘zgﬁ ;
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[ RN
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2E, = (£~G)c + CNs’-+§(«+cf“ —.E'Ssz

2E, = (£+G)c + GNe* + §(1-c)* - (g2

(5.53)

Dans (5.52) on reconmalt successivement [:3 ] : 1'énergie BCS, le terme H1I, les termes HZO,

sz, H&O’ H31. Comme d'habitude, la solution BCS s'obtient en annulant le terme Hzo. Ceci nous

améne avec (5.51) &
s @ = 2L (5.54)
X

A 1'équilibre 1'expression des émergies de quasiparticules se simplifie grandement :

- GN
E, =E = = (5.55)

Montrons briévement que ce résultat est en accord avec la définition habituelle :

= §e 2 . = 2'1 *
E. & +a ’ E. 2 TA (5.56)

Le gap est donné par

A = GE:_—I (sicis 86,) = G-aﬁ s §
(5.57)

. . : . 4 i
et les énergies H.F. (renormalisées par le terme v ) s'écrivent :

g{:_‘.f...,\—Gcf - g, =52 ~Gs? (5.58)
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A 1'équilibre (5.54) et avec (5.50, 5.51, 5.53) nous retrouvons bien le résultat (5.55).

Ceci termine la transcription de 1'Hamiltonien en opérateurs de quasiparticules et nous
pouvons commencer notre calcul RPA dans la base déformée, Comme les opérateurs de gquasiparticules
mélangent particules et trous, nous avons maintenant & la place de (5,38) un vecteur A quatire

\m>=(x4vz_+xzz’+“y4}:-§/z ) o> (5.59)

Les opérateurs }1 'zi- n'interviennent pas parce gu'ils découplent du reste dans la matrice
i
RPA comme on peut 1l'observer rapidement. La matrice RPA se calcule comme d'habitude [3 T et

nous obtenons

Ao =0 = .{-3.1@“][1'[“:’ JATmesy = 2<[2 [1i2.]]> = Aw

= NG - .g- £ - gq’ﬂ (4+C‘)

2
(5.60)
A‘z =O.-' = ﬁ <I->_°‘[HIJ‘?+]]> = '_E{"<E‘?—|[H!} Z]]> :A2.1
(5.61)
= - -g—b—lsz
4
B, = b = %<I‘ZJ[H]'>:]]> - %<[2-[H1&'j]> = Be2 (5.62)

= _ G a0y

qu_ =\3’ = %<[}:,[H',.?_]]>

= ,_N(,t,*.p_z)

4

La patrice RPA s'écrit finalement :

3,;;<]:-?_1[H" Z]]) =Bz (5.63)

aa' b
a'oe b
bb' aa Y ~Yi
bb aa Y, ~Y, (5.64)

Er X4 Xﬂ
b %,
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A cause de la propriété a + a' = b + b' et en additionnant dans le déterminant correspondant a
(5.64) la deuxiéme ligne A& la premiére et la quatriéme & la troisiéme, nous voyons tout de suite

que la RPA possdéde une valeur propre qui est nulle : c'est le mode de Goldstone. Nous obtenoms

done le résuletat attendu parce que nous avons travaillé dans la base self-consistante en annulant
20

le terme H°", Il est peut-étre utile de remarquer que le résultat (5.64) aurait pu 2tre obtenue
directement en utilisant la formule (8.201) de:la ref. I:S:l mais nous avons préféré donmer une
déviation cohérente dans le cadre de notre modéle afin qué le lecteur puisse se familiariser
avec tous les détails du formalisme.

Le probléme (5.64) posséde aussi une racine non spurieuse qui correspond 4 une vraie excita-

tion du systdme intrinséque qui s'obtient assez facilement en rearrangeant le déterminant corres~

pondant & (5.64)
4 (a~b)(0«-b'>

:—l\i—..?- (7(’-"‘3

0. NETRDS (5.65)
X "L‘J\}ax X

. . . . s s N+2 N
Nous avons donc une solution RPA du premier état "excité" c'est & dire pour & = ED - ED pour

toutes les valeurs X 2 1 . Il est extrémement instructif de comparer ce résultat au résultat
<

exact pour différents nombres de particules W = 2j + 1 (Fig. 18).

L

Fig. 18. Energie "d'excitation"
en théorie RPA comparée
au résultat exact pour

différents noﬁbres de

)C particules en fonction
de 1'intensité de la

force.
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Nous voyons que la solution RPA devient d'autant meilleure que le nombre de particules (la dé-

générescence) du modéle est grande et dane la limite N —» &9 mnous avons

—QRPA = _Qexn.c(: (N: OO> x 2 4 (5.66)

Notre modéle contient donc un deuxiZme exemple ol la théorie du champ moyen (TDHF, c'est i dire
RPA) avec symétrie spontanément brisée coincide avee la solution exacte du probléme. Rappelons
nous toujours que ¢'est un résultat non trivial dans la mesure obt la théorie est basée sur une
fonction d'ondes qui est un paquet d'ondes (dans l'angle de jauge) et qui donc, en principe,
est un état non starionnaire. Seulement pour N 292 1'étalement du paquet d'ondes se réduit 2
zéro et la solution avec symétrie brisde coincide avec la solution exacte. Cecl termine le trai-
tement explicite de notre modile.

Faisons un bref inventaire des différentes brisures de symétrie que nous avons abordées :

i)} Translation
Sans dérivation, mais le résultat est assez éloquent pour 8tre campris {voir chapitre

8.4.7 de [:f] },nous donnons 1'Hamiltonien qui correspond 4 la RPA quantifiée

. fRPA + e 22
H& = E, + /L_%_O __Q/u Of,_L O/* T M aR2 (5.67)

ot les opérateurs C}L :Cb* représentent les modes RPA mis 3 part le mode de Goldstone qui est
représenté par le dernier terme en (5.67) c'est & dire par 1'énergie cinétique du mouvement uni=-
forme; on peut montrer que la masse M est égale 4 la masse totale du noyau [ 271 . L'énergie
du fondamental,qui est abaissée par rapport 4 H.F. 2 cause du mouvement de point zéro des modes

RPA,est donnée par

RPA — WE Ml <HF\$‘1HF>
E, = B -2 Q.21 ~
Mo / ¥ h i l 2 M (5.68)

Si on néglige la contribution p # 0, nous voyons gue ES'F‘

est essentiellement corrigée par
1'énergie (spurieuse) du point zéro de translation qui est contenue dans la fonction d'ondes
H.F. brisant la symétrie de translation. Nous avons déji rencontré un terme similaire lorsque

nous avons traité la projection dans le chapitre 4 seulement le paramétre de masse n'était

pas égal 3 la masse physique du noyau (M& # M) ce qui peut Etre considéré comme un désavantage.
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Le mode instable qui enclenche la brisure de symétrie est une ande de densité

Mode de Goldstone : translation; I =1 ; T =20

ii) Rotation (perpendiculaire 3 un axe de symétria)

Le mouvement collectif associé au mode de Goldstome dans la brisure de 1'invariance par
rotation (déformation) est domné par les rotations; contrdirement au cas de la translation ce mode
représente une excitation non triviale du noyau car le mouvement collectif n'est pas découplé du

mouvement intrinsgque. En RPA qui est valable pour des petites fréquences de rotation, nous avons :

¥4g5 = - “':;gt; f]x

(5.69)

ol a;vreprésente le moment d'inertie de Thouless-Valatin (veir[31).

Mode instable : vibration de surface I = 2+; T =0

. +
Mode de Goldstone : bande de rotations : I = 0+, 2, A ; T =0

iii) Superfluidité nucléaire

Comme nous 1'avons déja dit, la superfluidité nucléaire peut Etre considérée comme une rota-—
tien dans 1'espace d'isospin; on obtient en théorie BCS un terme qui peut Btre interprété comme

1'énergie cinétique de rotation dans cet espace 3

Hy = - -+ A (R oND? (5.70)
2

En effet, des bandes de rotations dans 1'espace d'isospin ont été observées (voir [}'] p- 448)

. . +
Mode instable : paire de Cogper I =0 , T = 1

Mode de Goldstone : I =0, T =T, T=T ¥2,T=71%4...

iv) Brisure de la symétrie chirale (voir cours de P.A.M. Guichon)

Le Lagrangien du mod&le non linéaire &, ¥ ou de Nambu-Jona-Lasinio contient aussi un

angle qui est 1ié au mouvement au fond du creux du chapeau mexicain, ce qui est représenté par
: — . . ipR
la transformation U = &xp L‘ ]‘rf' ¢ 1 qui, elle, est analogue aux transformations U= p ?

“
et U= e*FR? dans le cas de la superfluidité et de la translation (voir egs.

(5.6 ) et (5.7 ))Y. Il apparaft donc dans le Lagrangien un terme qui doit &tre 1'analogue aux
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termes cinétiques dans les exemples précédents

z = D/w 5 D}L EP? {5.71)

Mix

{Pour plus de détails, voir le cours de P.A.M. Guichon)

Le mode instable : excitation qq I = 0f T =0

Mode de Goldstone : pion L =0 T = 1

Avant de conclure ce chapitre, insistoéns encore sur un détail important concernant la compré=-
hension des tramsitions de phases en approximation du champ moyen. Il s'agit du fait que 1'équation
pour le paramétre d'ordre (A, g,etc) c'est & dire :

1'équation du pap est une équation RPA atrophiée.

Regardons pour cela 1'équation de Bethe-Salpeter pour la fonction de Green pp (4 comparer avec

eqs (5.44) )

¥
~

Ceei donne explicitement (voir [§ , Appendice E]ou " dfautres livres sur les fonctions de Green

v
4

N

Edb] ) en employant la force d'appariement (5.12)

£-t' £-t’ Besl-t) f't'., BCS(E &) t.-t’
CIHQ WEOS C; Gy Su +”.[‘& Gl Z. W wa

(5.73)
En représentation énergie les fonections de Green sont donndes par
S
Gou} = .—4_ . GBC 'm_ A avee E,reu-)
e - ) 1 - Aa
w - & W=~ —=——
w + (5.74)

Le fait que nous avons pris deux fonctions de Green différentes (5.74) dans 1'équation de
Bethe-Salpeter (5.73) deviendra clair dans un instant. L'expression pour GBCS se dérive en éliminant
une des deux équations couplées (5.14) et en inversant I1'équation obtenue. I1 faut savoir que la

P . . . ~ . . ll!l
repreésentation spectrale de la fonction de Green pp contient des plles aux energles_flzf* *‘(E. )
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(voir aussi les énergies propres de l'équation RPA pp (5.38)) :

+
W ol Qi A 1> <ul Al ad Loy Goh A Qin LSl A Gy |6
CL Z: - {5.75)

T w o= Do +5y w +_Q_/.,, -in

Prenons maintenant la transformée de Fourier par rapport au temps de 1'eq. (5.73} et plagons

Nt N .
nous au pdle LJ = E, -, %~ 2 A . Comme dans (5.73) toutes les énergies somt

comptées & partir de 1l'énergie de Fermi, nous obtenons donc :

oo’
. BC - ' ﬂJ t -
Glasauieed = - £ [awr I WGV L T we g Glaganto
A
-0
(5.76)
Avec
CBCS;'M;GW”, = w! - Eh . 4
A &
wr’._ E: - Az_ ot — El-.
et

A 4 A A
wﬂ-‘_ El__ A‘- L - ffz*'d" _‘,‘1,1 W+ re;_'_Aa'_,:qz 2 fcg*ag '

nous avons

+ 00
A 27w o
DfUJ = -
w -g* — A 2 Vg7 + A?
—00

et avec la définition

4 ot
De = 3 Z "‘JT.‘;"HQ olafayled
kl
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nous aboutissons 3 l'équation habituelle du gap :

4 . .
) RoRh (5.77)

Nous avons donc démontré que 1'équation du gap est équivalente 3 une solution particulikre de
1'équation Bethe-Salpeter (5.72) qui elle mBme est équivalente & la RPA.
Pour comprendre 1'asymétrie du traitement de deux propagateurs (5.74) dans (5.73) nous

P - BCS s .
reécrivons d'abord l'expression pour G de la maniére suivante :

'

BCS . 0
= + G -AF
h G" k e (5.78)
4 BCS
T: = A C:h
k W+ €
le (5.79)

Nous constatons que l'expression (5.79) figure sous l'intéprale dans (5.76)} et le propagateur

BCS

G contient donc un couplage au mode le plus bas de la RPA pp. Graphiguement, on peut

interpréter 1'eq. (5.78) comme ceci :

Sl £ BeS (5.80)

ol le point représente l'interaction et 1'amplitude <0laal 0> est donnée par :::ﬁz::_
Les équations BCS peuvent donc &tre interprétées comme un couplage simultané de la

solution RPA la plus basse (le mode mou) & la propagation d'une particule. Le mode mou est repré-
senté par l'amplitude RPA < Ola a |0 > qui elle méme peut &tre considérée comme une densité 2

un corps (la densité anormale de la superconductivité). C'est la raison pour laquelle,en couplant
seulement un mode RPA (le plus collectif ou le plus bas) au mouvement des particules individuelles
nous obtenons 3 nouveau une théorie 3 un corps. Nous avons ici traité la transition & la super-
fluidité mais les considérations sont tout 3 fait analogues pour la transition sphérique déformée

ou le mede mou est donné par la vibration quadrupolaire & basse énergie. Dans ce cas, le coupla-
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ge particule-vibration peut &tre représenté de la facon suivante :

N Y
©
v
i
+

< e e
(5.72")
2?‘
—_— = o T U " J - {5.80")
(:~9é¥4 (:n el m-T C:DEG

Les deux équations (5.72') et (5.80") sont équivalentes aux équations Hartree-Fock déformées et amn

+ +

représente une amplitude RFAph < 0] a a 127 ».

Dans le prochain chapitre, nous allgns reveniy plus en détail sur tous ces aspects mais
il m'a semblé bon de donner les grandes lignes déja ici parce qu'il est important de connaltre
l'interprétation micrascopique lorsqu'on travaille dans la base "déformée'.

Ceci conclut i peu prs tout ce qu'il y avait & dire sur les brisures (spontanées) de
symétrie et leur restauration dans le cadre de la théorie conventionnelle. Dans le prochain
chapitre, nous allons esquisser quelques développements récents.

Rajoutons simplement quelques remargues sur la restauration de symétrie en fonction de
1'énergie d'excitation. En effet, il est bien connu que le paramétre d'ordre disparait i ume
température critique (dans le systéme
infini)} comme c'est indiqué sur la
figure 19 ). Un exemple est domné
par la superconductivité mais il existe
aussi des spéculations que la symétrie
chirale est rétablie dans des plasmas

quark gluons. Egalement, en cosmologie

T T lorsqu'on parle de la supersymétrie qui
<
Fig. 19. Dépendance du gap de la température en est successivement brisée en sous~
théorie du champ moven. groupes en abaissant 1'énergie d'excita-

tion le méme mécanisme est encore a

1'oeuvre.

Dans les systémes finis et chauds, lorsqu'une projection sur ume bonne symétrie est nécessaire (par
exemple pour décrire correctement la transition déformée &> sphérique dans les noyaux chauds)

aucune théorie, & ma connalssance, est actuellement mise sur pied qui pourrait traiter ce probléme
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{voir cependant le chapitre suivant). On s'imagine facilement que le formalisme de projection

qui a été développé au chapitre 4 pour un état pur (le fondamental) n'est pas pratiquable
lorsqu'on travaille avec un ensemble statistique d"états. I1 est certainement impossible de projeter
chaque état d'une distribution de Boltzmann, par exemple, sur un bon nombre de particules, spin

.

etc... De gros efforts sont done encore A entreprendre de ce cHté-1a.

6. DEVELOPPEMENTS RECENTS

Nous avons vu & la fin du chapitre préeédent que la théorie du champ moyen dans la
base "sphérique" est applicable en dega du point de transition de phases ( en fait il ne faut
pas trop se rapprocher de ce point)} et qu'au~deld, on 40it travailler avec la base "déformée".
Cette base déformée consiste en réalité en un couplage particule-vibration (RPA) et une théorie
RPA dans une base qui tient compte de ce couplage (voir egqs. (5.72, 5.80)). On peut se demander
s1 on n'améliore pas beaucoup la théorie en incluant proprement un couplage dynamique particule
vibration (self consistant) dussi bien avant qu'aprés la transition de phases. On aurait en
quelque sorte une seule théorie qui passerait continuement 3 travers le point de transition en
tenant compte des fluctuations quantiques. J'ai présenté récemment 1'amorce d'une telle appro-
che I;44j] que je voudrais bridvement expliquer.

La théorie Hartree-Fock consiste & prendre comme fonction d'essai un déterminant de

Slater :
l¢’> o exp [% ﬁl’"‘ q;qh] | ¢> (6.1)

On pourrait essayer de développer une théorie qui inclut les corrélations RPA dans le fondamental
en prenant comme fonction d'essai généralisée

4 . T

[SCRPAS o ™" oD (6.2)

. + .
ol les B sont des opérateurs de bose avec

B/u_ l¢> = O (6.3)

et qui commutent avec les opérateurs des Fermions.
En variant dans (6.2} simultanément par rappont aux th et aux Z””ﬁ on aboutira a des équations
couplées HF-RPA. En prenant uniquementl'état le plus bas (c'est 3 dire celui qui est le plus

collectif) des équations RPA on arrivera & la théorie recherchée. Plus de détails de catre
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approche sont donnés dans 1'appendice F de la ref. ES} .
Simplifions encore davantage et adoptons un développement bhosonique complet de
1'Hamiltonien des Fermions 1:311 . & ce moment, nous pouvons écrire pour (6.2)

4+
;Z; Ey& }34_ -+ ﬁ%&;zz;ﬁul I%p_j%:: I qb:;

1SCRPAD << & * - (6.4)

Appliquons cela au modéle de Lipkin I:3j1 qui est aussi un modéle 3 deux niveaux comme celui

de la Fig. 15 mais avec un terme d'interaction différent :

H= ek, = 3V (KW, + K KD

(6.5)
avec
=254 . N NyX +
+
kﬂ = 43 Z— (qhm Az "q-m.q!mj ; Kl— -‘(k-) = Z- a:»m a‘lfw.
A Mz (6.6)

A 1'ordre quatre, le développement bosonique 2 la Marumori [.37 (6.5) s'éerit (il n'y a qu'un

seul boson dans le modéle) 1

Hy = ~£.0 +eB'B - ¥ nJa,B'R*~ a,B*R'R'B + hc ]

(6.7)
O, = 1 - "/_Q_ ;oa, =1- Yo _(d-441)(4-2/_n_>
La fonetion d'onde (6.4) prend la forme suivante :
+ Y ot
|SCRPAD o exp {2 BT + =~ RBTB}(¢> |
X (6.8)
On peut vérifier que cet état est le vide & 1'opérateur
+
gt = XB" —VYR - X2
(6.9)

G1sCRPAD> = O

4

. . A + N
En inversant (6.9) nous pouvons exprimer (6.7} par les opérateurs 0 , O et aprés un arrangement

en ordre normal on obtient

+
He = G + ¢ (0%40) + c.(a%o? £+ 00) + G 0O
6.10)
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Les constantes c; sont fonctions des paramdtres X,Y¥,z. Annuler ¢y et ¢, équivaut i la:re-
cherche du minimum de < S CR P A| Hy IS CRPA> et avec X? - Yz = 1 ceci donne deux équa-
tions pour deux inconnues qui sont faciles & résoudre.

Sur la figure 20 nous montroms 1'énergie du fondamental en fonrtion de 1'interaction,
Nous voyons que cette théorie est en trés bon accord avec le résultat exact pour toutes les va-
leurs de X = Q&:ﬁll{ (ce modéle posséde dgalement une "transition de phases" pour XKoo= 1).
C'est done une théorie qui, comme nous 1'avons annoncé, passe continuement de la région "sphérique”
(X < 1) & la région "déformée" ( X > 1). Sur la figure 20 nous avons également reporté les
valeurs qui sont obtenues en découplant le champ moyen de la RPA c'est &4 dire en posant ZJJ =0

dans (6.8B). Nous voyons que le couplage particule - vibration, & saveir le maintien du boson 1i-

néaire en (6.8), qui simule le champ moyen, est essentiel pour obtenir un bon résultat. En aban-

donnant ce couplage 1'accord est rapidement détruit pour X, > 1.

Fig 20 . L'énergie du fondamental correspon-
dant au probléme variationmel (6.7,

6.8) en fonction de 1'interaction

- screa ¥ = (n-OV/E

without linear Bogson

exact + SCRPA L'énergie du fondamental pour X = 0

with linesar Boson
est retranchée; N = 40; l'énergie

exacte et 1'énergie SCRPA sont indis-

cernables sur la figure.

Nous voyons donec qu'un couplage champ-moyen-RPA est primordial pour passer continuement de la

iy

"sphéricité"” a la "déformation" pour des systémes finis. Nous ne voulons pas discuter ici

comment la présence des fluctuations RPA joue pour la conservation de la symétrie car la symétrie
brisée qui est en jeu dans le moddle de Lipkin est une symétrie discrite (parité) et cette dtude
nous aménerait un peu loin. Rajoutons simplement que cette théorie peut se généraliser 4 des cag
plus réalistes et qu'elle permet surtout un traitement pour les températures finies, ce qui
n'était pas le cas pour la théorie des fluctuations quantiques en employant le formazlisme de la
projection du chapitre 4.

A la fim, je voudrais présenter des éléments d'une généralisation des considérations
que nous venons de voir ci-dessus. C'est une théorie sur laquelle je travaille avec D. Janssen
et qui est directement applicable dans 1'espace des Fermions. Nous avons traité 2 présent
la superfluidité nucléaire E&z ] et la translation; c'est ce dernier cas de figure que je

vais détailler quelque peu ici.
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Je dérive la théorie dans le cadre des fonctions de Green [3, Appendice F-_]
il est d'abord important de se rappaler comment on aboutit aux équations H.F. ordinaires (qui
brisent, je le rappelle, pour les noyaux finis toujours au moin.s la symétrie de translation) dans
ce formalisme. Définissons la fonction de Green (GF) & uwn corps (nous travaillons désormais dans

la base des moments)

th' = =+ (o T{ q, &) q[: (t')}

(6.11)
= i (4 <o) A () A (8 (03 + < (e &) Golay @ O, () oS

Les opérateurs a*ié) ) atk) tournent avec 1'Hamiltonien exact et | 0 > est en principe le
fondamental exact du noyau. Pour &tre préeis, il faudrait expliciter les nombres quantiques de
10 > et surtout, dans notre cas, celui de 1'impulsion totale; nous allons le faire plus loin

mais pour l'instant, nous préférons rester vagues lia-dessus. Appliquons 1'équation du mouvement

a (6.11) :

(6.12)

(4._"_)_ ..JS_)GEE = SH.: S(f t) + CJ‘ K

Gia,k" = -i T {f, ahfce')} N

- - +
108 =120 Vi kg, Qa0 O ) 9 ()

(6.13)

Nous introduisons formellement un champ moyen effectif (1'opérateur de masse) de la maniére suivante:

e

’ {_t‘l 'lf_1‘t’
. 2 ht .t‘f — k! go{'é'\ M t
Q'ﬁt‘ - -2-—:“ ) GU!.' - Shh' S(t t J + 2;— ['h-q C’ral&

1o (6.14)

o+ &

£t At -t
Maw = % ot C‘:Ju’ (C')L v

- O

(6.15)
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L'opérateur de masse contient une partie statique (proportionnelle & §(t-t')) et une partie
dynamique qui contient les corrélations comme les états 2p-1h etc. Pour dégager la partie statique,
il suffit de remplacer dans (6.15) G-1 par son expression a l'ordre zéro :

ay t-T 3 .
(C 4) & k! = ("‘ '5% - f::) YHE 'S(f"“t') (6.16)

et aprés application de 1'équation du mouvement en ne retenant que le terme statique, nous obtenons

A 2 £t L uF -t/
(‘5"{- —:gk;., )th‘ = L S(Et) & % Vie, Gue (6.17)
avec
¥R — '
VH‘: = Z_ Vb, k' L <o q‘: e, lo> (6.18)
k ok,

Nous reconnaissons en (6.17) et (6.18} les équations H.F. habituelles. Seulement en cours de
route, nous avons perdu quelque part l'invariance par traﬁslation parce que fih’='<%rththQ>
est basé sur un détermiﬂant de Slater qui brise explicitement l'invariance de translation
c'est & dire |0 > est un paquet d'ondes en impulsion pour les noyaux finis,

Essayons maintenant d4'@tre plus soigneux dans notre dérivation surtout en cejqui
concerne le traitement explicite de 1'impulsion. Nous caractérisons “le fondamental par 1K >
ce qui veut dire que le fondamental se meut avec la quantité de mouvement total K. Pour la

fonction de Green (6.11), nous avons donc :

K tt '
G _ _4-<K_L+u\*r§ql,(t)q:r&‘)}ll»Q

ol (6.19)

Nous voyons tout de suite qu'il n'est plus possible de définir une GF avec conservation des
impulsions qui soit symétrique. En effet, nous allons obtenir plus loin des équations pour
{6.19) qui ne sont pas symétriques non plus.

"
Nous voulons dériver des équations du type H.F. pour C:uu (6.19) mais en
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respectant les relations d'impulsions & chaque étape. Avant de commencer, il faut se souvenir
(voir chapitres précédents) que 1l'approximation de H.F. n'a un sens que lorsqu'on se place dans
le systéme intrinsdque. Regardons ce que cela veut dire dans notre cas et étudions la représenta-

tion spectrale de (6.19) :

Av u
A0 4 . (e-t)
, . Ek—'ﬁ-k‘ + , -a Ek4hr
CREY | et e T ki o leskyy e .

kL' ¥, Ata
A
- A Ekm t 4

v G kel A TR e

(6.20)

bl G- E) ..

ol les énergies sont données par la somme des énerpies cinétiques plus les énergies intrinséques.

Par exemple, pour un noyau de masse Awm !

2 4 'y Ara
phe o KO pA oAy k) g
W 8 Ko g ’
2 A / 2 (At )M

(6.21)

A+1

Les énergies B, E,, sont des énergies du systéme intrinsdque c'est 3 dire aprés séparation du

centre de masse.

Nous constatons done que (5.19) n'est pas la bonne définition d'une GF dans le systime intrinséque
parce que nous voudrions gu'élle ne contienne que des émergies intrinsiques du systéme. Nous
redéfinissons alors
ne e t_t! --‘*'(EAP‘- ._.A)( - g

! . v & {-t)
G = —i Gle-t) T K-kl Q \Kik, VD> 6 ° .

w Y, Ara
x {Kel'y vl a:« TS
(6.22)
. A Ast
' + - 4(E° -E )(f"t')
$4 B(¢-t) E:. K-k o+l ] Ay H(-hv> ¢ ¥ g

W, A-4

v CK-le,v] A LKD
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Il est possible d'écrire ceci sous une forme rrizs &lépante .
P 24

~ o t-t! ~ ~t
LT = i e[ T8t duer J IS
(6.23)

avec

a, 4) = e NOR

ot H' est un Hamiltonien intrinsdque
H'= H - h (F*) (6.24)

avec les propriétés suivantes

hE 1KY = 5 k> hariiy = UOAE g iy o (KoR) gy,

2L{Ar)m Z(A-«)h.\

Il est facile de vérifier que les égs. (6.23 - 6.25) sont dquivalentes 3 (6.22).
Avec (6.23) nous pouvons maintenant procéder exactement comme avant (6.12 = 6.18) pour dériver des

éqs. du type H.F. Apris transformation de Pourier dans le temps, nous obtenons

z ~ K, E W ~KE
(E—ﬁ)d‘w = Suu ’*% Mu., G

(6.26)

.'st+ i a (Kek He‘)[[aa, H]I,q:‘ 1 [KS

kL'

(6.27)

L'élaboration de cette expression domne :
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K® HF K (Kek')® sk (K-kik)* =K
Mhhr - vf!k’ Z.(A+1)m 9’!&' > A v 9(45'
. K+ ?k (i~ ) {:&r (6.28)
ZAM kb 2 (A=) ‘
avec
K oAt AN |
?“‘, = K-k +h [ Ay O (6.29)

?:1- = CU-lerk'l Oy an k>

|24 (6.30)
\/HF Z ‘U'““ ?L b,

k! e

Nous voyons, comme nous 1'avions annoncé, que le champ (6.28) n'est pas symétrique. L'équation
aux valeurs propres qui correspond & (6.26) posséde donc des vecteurs propres de gauche et des

vecteurs propres de droite :

K HJ“. K k:".
(&6 +MHOX = e’ X
Ty k< kK K,
(t + M ) L = e X
(6.31)
Ce qui est équivalent i la représentation spectrale suivante de la fonetion de Green
Kis
Z 'X.h ?lu'
(6.32)

e
L'équation (6.26) nous permet avec (6.32) d'arriver 3 la relation de fermeture

Ko Kl
Z X XY = S (6.33)
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En inversant cette relation nous obtenons la condition de normalisation

5 K K,
% Xk XIR& = 9‘5 (6.34)

A partir dela, nous montrons comme d'habitude que la matrice de demsitd obéit & la relation

de la “idempotency"
K K K
Z gkk.‘ S’k‘kf = g)kk’ (6.35)
k4

avec

A ki o~k
§::. = Z-Xh, Y

~ (6.36)

Nous: avons done un formalisme complet et cohérent qui est constitué par les équations (6.28)-
(6.36) et il nous reste & démontrer que c'est une théorie qui conserve la symétrie.
Pour ce faire, nous écrivons d'abard (6.28) pour le cas K = 0 c'est 2 dire que le syste-

me est au repos. Aprés un petit réarrangement, nous obtenons

2 0 HE, 0 ke A2 A [ L? k" aLh']
t = Fl — L -
-———-Zm Su. + M Lk VLL + 2 A4 S”" Lioen A(A-«) A(AH) + A x

~ (Ge - fw)

(6.37)
Dans une premigre étape, mous arrivons donc au résultat important suivant :
2
(k‘k/A} S+ Mniﬁf = Koo+ ML
kb ki, k'-Kz T 2 ki
2rm at A
(6.38)
ou en d'autres termes
S (Eoge + ML = el X
T \Zm ke bk’ wooT Tl k
(6.39)

A

. (l“K/A : ° o,
-7 O g X

4vec 1'invariance par rapport au remversement du temps, ceci signifie :
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B> = k8 2 ks ik, =K
" - A, k- B (6.40)
Nous avons donc bien le résultat que la valeur moyenne de 1'opédrateur de l'impulsion totale P
est égale 2 la quantité de mouvement totale K du systéme.
La condition nécessaire et suffisante que la théorie conserve la symétrie de transla-
tion est que la variance de P est nulle (toute fonction qui donne une variance nulle d'un opéra-

. . a2 .
teur est fonction propre de cet opérateur [13:1 ). La valeur moyenne de P~ est donnée par

. , b atau
B> = > k' <k laga, ag aylk> (6.41)

Le calcul de la densité & deux corps qui intervient dams (6.41) sortirait du cadre de ce cours
< N p . . 52 a2 .
et nous reférons le lecteur a la réf. [thl pour la démonstration <P° — <P>" > =0 qui peut

gse faire exactement selon les mémes lignes que dans le cas de la superfluidité.

Cependant, nous voudrions présenter 1'expression de 1'énergie du fondamental qu'on

dérive dans le cadre de notre formalisme. On vérifie facilement la relation suivante
Y I
. . ka _’D) k]t-t LL
~ i b (£ i . s
2 ;%;" 2 vk C: e b ‘%?L <:L&12yh A p ‘£&:>

+’:.L§ 2 4‘h’:tul.l(‘,l,ﬁ <wkladag g, Gy, 1K

(6.42)

_ A KE k| ala, |k
ZZAMZI‘:<\kk >

S (K=& 2] af a 1KS

* ke 2_CA-4}WM

i

En insérant dans (6.42) 1'équation de Dyson {6.26 nous arrivons 3 1'expression suivante pour
1'énergie du fondamental :

¥ K

KIWIKD> = o + 2
15 Tkl +l)? | (K- (Kel)® g2 § ok ok
z%. 2 A 2 (A=1]m 2(A+m +2A~h (SLL' gph Sjul gw,)

(6.43)
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ol
L HF, W
HE, K k 4 : ) s
Eo ) % (hm S+ 3 M Sin
(6.44)
Nous utilisons la relation § % ° (6.40)
e = Plika, u-ka
et obtenons :
EHEK WE, k=0 K*
* - * 2Am (6.45)
En procédant de la méme maniére avec le restant de 1'expresionm (6.43) nous arrivoms 2
HE, k=0 2
klBlkS = E{ LK
Z A
A A S e 4 A TOR N
2m AZ-q Lt 2Am L . )
A 1 2 p° °
+ y Z lﬁ gbkh’ gw‘
ZAm Al (6.46)
En négligeant des termes d'ordre 1/A nous obtenons donc :
HF, K= 0 k=0) (A PY| k=05 K2
<klRWlk> = E, _z A (6.47)

2 Amn 2 A,

ce qui est égal A 1'expression RPA du fondamental (5.68). Nous observons que nous avons gbtenu
ia bonne dépendance en K dans {6.46), (6.47) et que surtout la masse totale du systéme figure
dans le terme de fluctuation du moment total ce qui n'était pas le cas dans la méthode de projec-

tion du chapitre 4.

Ceci termine nmotre excursion dans les développements récents dans la restauration des
symétries. Rajoutons simplement qu'il est tout & fait clair pour savoir généraliser les formalis—
mes exposés dans ce chapitre pour des systdmes & température finie. Nous avons uniquement 3 rem-

placer 1'état fondamental par un ensemble statistique dans les fonctions de Green. Il me semble
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clair aussi que cette derniére théorie posséde de grands avantages par rapport 4 la technique

de projection habituelle (chapitre 4).car nous ne sortons pratiquement pas du cadre Hartree-Fock.

7. RESUME ET CONCLUSIONS

Nous avons développé dans les chapitres précédents la notion de la brisure spontanée
de symétrie dans les systémes infinis. La relation avec les transitions de phases a été discutée.
L'approximation du champ moyen c'est i dire du eranking a été introduite et son caractére classi-
que a été démontré. Ceci entraine la néecessité de rajouter d'importantes corrections quantiques
pour des systémes finis et petits comme les noyaux. Nous avons vu comment cela peut se faire dans
le cas statique et dynamique. Nous avons présenté et longueument discuté la notion du mode de
Goldstone. Deux modéles explicitement solubles pour le cas de la translation et la superfluidité
ont illustré les considérations théoriques. La méthode de projection a été expliquée et les grandes
difficultés que cela entraine ont été détaillées.

A la fin, j'ai rajouté un chapitre sur les prospectives et les développements récents
dans le domaine du traitement des symétries et des fluctuations quantiques‘dans les systémes
finis. I1 me semble que ce chapitre est loin d'8tre clos et que les noyaux atomiques constituent
un domaine propice & la mise en évidence des fluctuations quantiques. Des expériences gqui essaient
de mesurer les parametres d'ordre en fonction de la vitesse de rotation ou de la température
sont en cours avec la physique des ions lourds et c'est certainement 14 un des aspects de la phy-

sique nucléaire des plus excitants.
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