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Introduction

Les fluides complexes regroupent tous les fluides dont le comportement differe de celui de
I’eau ou I'air : ils ne peuvent pas tre décrits par les équations de Navier-Stokes, et sont alors
dit non-newtoniens. La plupart des fluides quotidien, tels que les matieres plastiques lors de
la mise en forme, les fluides géophysiques comme la lave, les sols et roches grande échelle,
ou encore le sang et les tissus biologiques sont des fluides complexes, non-newtoniens. Les
applications sont aussi variés que la mise en forme des matieres plastiques (extrusion, em-
boutissage, moulage), la prvision des risques naturels (coules de lave, avalanches, glissement
de terrain, tectonique des plaques) ou la mise au point de pontages (coulement du sang en
biologie).

Ce texte traite I’analyse mathématique et numérique des équations décrivant de tels fluides.
Les méthodes numériques étudiées ont pour but de calculer les vitesses, pressions et les
contraintes pour de tels fluides et pour des géométries suffisamment générales pour qu'un
calcul explicite ne soit plus possible. De nombreux exemples illustrent le livre. Ce document
est issu des notes du cours de deuxieme année de matrise de mathématiques appliquées de
Grenoble en 2012.

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes est donc abordée au chapitre 1
et constitue le fondement sur lequel sont construit les modeles plus élaborés. Un schéma
de discrétisation par la méthode des caractéristiques est présenté, puis deux méthodes
de résolution des systemes linéaire : une méthode directe et une méthode itérative. Le
chapitre 2 présente les modeles quasi-newtoniens, décrits par une viscosité non-constante
et qui dépend du gradient des vitesses. Les algorithmes du point fixe et de la méthode
de Newton sont détaillés pour résoudre les non-linéarités. Le chapitre 3 présente les
fluides viscoplastiques et aborde les deux grandes classes de méthodes numériques as-
sociés : la régularisation et la minimisation par lagrangien augmenté. Cette derniere ap-
proche passe par 'utilisations d’outils d’analyse convexe. Le chapitre 4 introduit les fluides
viscoélastiques avec la dérivation d’Oldroyd des tenseurs. La décomposition d’opérateurs
permet d’écrire un algorithme en temps d’ordre 2, le #-schéma. Le chapitre 5 combine
les non-linéarités des chapitres précédents dans le cadre des fluides élastoviscoplastiques :
de tels modeles sont obtenus dans le cadre thermodynamique des matériaux standards
généralisés.
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Chapitre 1

Equations de Navier-Stokes

1.1 Conservation de la masse

Introduisons les notations suivantes :
p(t,x) la densité au point x = (x1, 22, x3) et a I'instant t.

u(t,x) = (u;(t,x))1<i<3 la vitesse au point x et a l'instant .

u(t, x)

FIGURE 1.1 — Ecoulement dans un domaine ).

Soit 2 C R3 le domaine ouvert borné occupé par le fluide et ¥V C  un sous-domaine ouvert
régulier quelconque, comme représenté sur la figure [I.1} La conservation de la masse dans
le volume V exprime que la variation de la masse totale de fluide contenu dans ) a 'instant

t est égale au flux de masse entrant a travers JV :

4 ([ otexas) == [yt uexn0ds

9



10 Méthodes numériques en fluides complexes

ol n est la normale unitaire sortante a } sur V. Rappelons la formule de Stokes :

/ v.nds:/divvda:, vv e (H'(V))? (1.1)
oV 1%

et appliquons cette formule au membre de droite de I’équation de conservation de la masse,
avec v = p(t,.)u(t,.). Aprés permutation de la dérivation en temps et de la somme sur V
dans le membre de gauche, il vient :

[(2 i) e -

Cette relation étant vraie pour tout voisinage ) d’un point quelconque x de 'ouvert €2, et
a tout instant ¢ d’un intervalle de temps |0, T, nous obtenons une expression locale de la
conservation de la masse :

% +div(pu) =0 dans ]0,T[x2 (1.2)

1.2 Conservation de la quantité de mouvement

r ion s’énon n génér :
Cette relation s’énonce de facon générale
masse X accélération = forces exercées

ceci dans tout volume V C €2 de fluide. Considérons une particule en x a l'instant ¢ : cette
particule sera en x + u(t, x)dt + O(6t?) a Uinstant ¢ + §t. Ainsi, son accélération est donnée
par :

2 —_
a(t,x) — (Sltm{) u(t+0t, x+uf(t, X);tt + O(6t%)) — u(t,x)
ou

= <E + u.Vu) (t,%)

ol u.Vu est la notation d'un vecteur de composantes

Les forces exercées sur le volume V sont de deux sorte :
i) Les forces externes, dues a la gravité :

/V p(t,x) g dz

ou g est le vecteur gravité, supposé constant. Nous négligerons ici les autres forces,
telles que la force de Coriolis ou les forces dues aux effets magnétiques.
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ii) Les forces internes, dues aux déformations du fluide :

/av Tiot (t, X) n(x) dz

ou oyt (t,X) est le tenseur symétrique des contraintes totales.
La notation o, n représente un champs de vecteur issu du produit tenseur-vecteur, de
composantes :

3
(Utotn)i = E 045 Ny, 1 S 1 S 3
Jj=1
La conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc :

/V ot %) ((g—‘t‘+u.v11> (t,%), dz — /V p(t,x) g dz + / s (£, %) n(x) ds

oV

Introduisons la divergence d’un tenseur 7 :

N
divr = ( E 2 ”)
l’ .
=1 7 ) 1<i<s

Ainsi, div 7 est un champs de vecteur, a trois composantes. Afin d’éviter toute ambiguité
avec la divergence d’'un champs de vecteur div v, 'opérateur divergence de tenseur est noté
en caracteres gras.

En appliquant la formule de Stokes suivante :

/ Tndsz/diVde, vre (H'(V))>3
)Y v

au tenseur oy (t, .), la conservation de la quantité de mouvement devient :

/ (p (g—? + u.Vu) — div oot — pg) dz =0
%

Cette relation étant vrai pour tout voisinage V d’un point quelconque x de I'ouvert €, et
a tout instant ¢, nous obtenons une expression locale de la conservation de la quantité de
mouvement :
ou .

p (E + u.Vu) —div oy = pg dans ]0,T[xQ (1.3)
Les deux équations de conservation et contiennent trois inconnues : u, oot €t
p. Avant de chercher a résoudre ce probleme, il s’agit de compléter ce systeme en ajoutant
une équation liant u et .
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1.3 Loi de comportement

Commencons par introduire quelques définitions. Tout d’abord, définissons la trace d’un

tenseur 7 : ,
tr(r) = Z Tii
i=1

Un tenseur 7 peut étre décomposé en la somme de %tr(T) I, appelé partie sphérique,
et de 7 — %tl‘(T) I, sa partie déviatrice, oul I = (0;j)1<; j<s est le tenseur identité et d;;
représentant le symbole de Kronecker.

La partie sphérique du tenseur des contraintes totales permet d’introduire le champs de
pression :

1
= ——t o
p 3 T(Ut t)

La partie déviatrice du tenseur des contraintes totales est notée o, si bien que :
Ot = —pl+o (1.4)

La loi de comportement exprime une relation entre la partie déviatrice du tenseur des
contraintes totales et le tenseur des gradients de vitesse Vu :
aui

Vu); = —, 1<i,j<3
(u)] axj (2W)

Dans le cas le plus simple d’'un fluide newtonien, la loi de comportement est linéaire :
2n .
o =2nD(u) — ?dlv(u) I (1.5)

ou 7 est une constante positive appelée viscosité et D(u) est la partie symétrique du
tenseur de gradient des vitesses :

~ Vu+ \VATLE

D) =~

Le tenseur D(u) est aussi appelé tenseur des taux de déformation. Remarquons que

tr(D(u)) = divu, si bien que I'expression du membre de droite de est bien a trace

nulle. L’eau et 'air sont des fluides newtoniens et vérifient la relation . Un certain

nombre de fluides ne vérifient pas cette loi de comportement, et sont appelés fluides non-

newtoniens ; citons notamment :

e les pates alimentaires (pate a pain, ...), les argiles et terres

e les fluides présentant des fibres, tels que les plastiques fondus (moulage, injection, em-
boutissage) ou en solution (encres)

e les mélanges de fluide et de particules, tels que le sang, les suspensions de sable dans
I'eau;
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e les mélanges deux fluides : mousses (air+eau) et émulsions (eau+huile, mayonnaises,
etc)

La loi entre o et Vu est alors non-linéaire. L’étude de diverses types de lois non-linéaires

sera 1’objet du reste du cours.

1.4 Hypothese d’incompressibilité

Refaisons le point sur les équations et les inconnues : quatre équations ([1.2))-(1.5)) pour cing
inconnues : oy, 0, U, p et p. Nous avons ajouté deux relations et deux inconnues !

Une facon classique de résoudre cette difficulté est de se donner une seconde loi de com-
portement, liant cette fois la pression p et la densité p [Pir88, p. 163]. Ceci est classique
par exemple pour les gaz, comme l'air, qui sont compressibles, et cet aspect a de nom-
breuses applications : portance des ailes d’avions, optimisation de la forme des voitures
pour diminuer leur consommation, etc.

Pour les liquides tels que 1’eau ou les fluides complexes que nous étudierons dans ce cours,
la variation de la densité p est extrémement faible, et dans la suite, nous allons supposer la
densité p constante. Cette hypothese se justifie également pour des gaz tels que 'air, a faible
vitesse. La conservation de la masse conduit alors a la relation d’incompressibilité :

divu=0 dans ]0,T[x (1.6)
et la loi de comportement (1.5 devient :
o =2nD(u)

En utilisant la décomposition (|1.4)) du tenseur des contraintes totales, la conservation de
la quantité de mouvement ([1.3)) devient alors :

ot

Les équations (1.6)-(|1.7) sont appelées équations de Navier-Stokes. Remarquons encore
l'identité div(2D(u)) = Au+ V(divu). La premiere équation (|1.7)) relation s’écrit encore :

P (8_11 + u.Vu) —div(2nD(u)) + Vp = pg dans ]0,T[x2 (1.7)

9,
p (8_1: - u.Vu) —nAu+ Vp = pg dans |0,T[xS2

1.5 Probleme aux limites

Le probleme est complété par une condition initiale :

u(t=0,x) = up(x) pour presque tout x €
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et par une condition aux limites :
u(t,x) = ur(x) pour presque tout x € 99, t €]0,T|

ou ug et ur sont donnés.

Pour que divu(t) soit continu en ¢ = 0, ce qui est souhaitable, il est nécessaire que la
donnée initiale ug soit a divergence nulle. D’autre part, la formule de Stokes s’écrit :

/divudx:/ u.nds
Q a0

Pour que le probleme admette une solution, il est nécessaire que la donnée au bord ur

vérifie :
/ ur.nds
a0

Le probleme de Navier-Stokes s’énonce alors :

(NS) : trouver u et p tels que

p(a_quuhvu) — div(2nD(u)) + Vp = pg dans ]0,T[xQ

ot
— divu = 0 dans ]0,7T[xQ
u(0) = uy dans €
u = ur sur |0,7[x00

Pour des résultats d’existence et d’unicité, on pourra consulter [Lio69] ou [Pir88], page 132
ou encore [Tem95|, page 22.

1.6 Approximation en temps
L’intervalle [0, T] est partitionné en N sous-intervalles [t,,t,11], ot t, = nAt, 0 <n < N
et At = T/N est le pas de temps.

Introduisons la dérivée totale d’une quantité ¢ :

Dy Oy
D= o + (u.V)p
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FIGURE 1.2 — Approximation de la dérivée totale.

Notons X (™ (x) la position de la particule au temps ¢, qui est & la position x au temps
tn+1. Cette situation est représentée sur la figure[I.2] La dérivée totale de ¢ a l'instant ¢,,44
est approchée suivant 1’expression de type différences finies :

D(P Sp(thrle) — gp(tn,X(n)(X))
—(t = At
Dt(n"!‘l’X) At +O( )
Remarquons que la dérivée totale du champs des vitesses
Du Ou
Di E + (u.V)u
apparait dans les équations de Navier-Stokes. Il est donc possible d’approcher ce terme par
Du u(x, 1) —u(X™(x),t,)
== = A
T tnt1,%) Ar +0(At)

Utilisons un schéma d’Fuler implicite d’ordre un pour approcher en temps le probleme :

My(nH) —Yn) o x (™)
At

- ()
M = diag(p, 0)
Fy) = ( —div(2nD(u)) + Vp )

—divu

+FQYU) = 0
o=

avec

Nous pouvons construite par récurrence une suite (u(n)>0§n§ ~, ot ul™ (x) ~ u(x,t,) est
une approximation de la vitesse :

ALGORITHME 1.6.1 (schéma d’Euler implicite)
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e n=0: u":=uy est donné.

e n>0:u™ étant connu, trouver u™tV) et p(+t1) tels que

Aitu(”ﬂ) — div(2pD(uV)) + Vprth = pg+ Aﬂtu(”) o X™  dans Q
— divu™+?) = 0 dans Q
ut) = ur(tns1) sur O

Dans [S88] on trouve I’analyse numérique de ce schéma lorsque la trajectoire X est
calculée exactement. cependant, dans la pratique, le calcul exact de X ™ n’est pas possible.
Remarquons que X ™ (z) = x — At u(x) + O(At?), Puisque u™ est connu a I'étape n,
I’approximation au premier ordre X ™ (z) ~ x — At u™(x) peut tre utilisée pour évaluer
le terme u(™ o X ™ intervenant dans le second membre. Dans RHEOLEF [Sar11], chapitre 5,
on trouvera une extension de cette méthode avec un schéma d’ordre deux en temps, tant
pour approcher la dérivée totale que pour approcher X (z).

1.7 Probleme de Stokes

A chaque étape de 'algorithme précédent, nous avons a résoudre un systeme linéaire de
type Stokes, de la forme :

(S) : trouver u et p tels que
au—div(2nD(u)) + Vp = f dans Q
— divu =0 dans 2 (1.8)
u = ur sur df)

ou « et 1 sont des constantes positives, et f et ur sont donnés. Remarquons tout de suite
que si (u,p) est solution, alors (u,p + ¢) est aussi solution, pour toute constante ¢ € R.
Ceci est du au fait que p n’apparait que dans un seul terme, sous un gradient. Il n’y a donc
pas unicité de la solution pour la pression p.

Un préalable obligé a ’approximation du probleme par élémens finis est d’écrire la formu-
lation variationnelle du probléme. En multipliant la premiere équation de (1.8) par une
fonction test v quelconque, puis en intégrant sur €2, il vient :

/au.vdx—/div(2nD(u)).vdx—|—/Vp.vdx:/f.vdx (1.9)
Q Q Q Q

Nous allons retravailler les deuxieme et troisieme termes du membre de gauche de cette
égalité. Commencons par le troisieme : de la formule de Stokes , en remplacant v
par qv, pour toutes fonctions-test v et ¢, puis en développant, nous obtenons la formule
d’intégration par partie pour la divergence suivante :

/qdivvdx—f—/Vq.Vd:c:/ gv.nds, Vg, Vv (1.10)
Q Q 09
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En particulier, avec ¢ = p, il vient :

/Vp.vdx:—/pdivvdx+/ pv.nds (1.11)
Q Q

o0

En remplacant dans (1.10) ¢ par la i-éme composante v; de v, et v par le i-éme vecteur
ligne 7;, d’un tenseur symmeétrique 7, nous obtenons, apres sommation :

/V.diVle‘+/VVZle‘:/ v.(tn)ds, V7, Vv
0 Q o9

ou, pour deux matrices 3 X 3 quelconques ¢ et 7, on a noté o : 7 le produit doublement

contractée :
3
g.T = E UijTij

3,7=1

Remarquant que, puisque 7 est un tenseur symmétrique, nous avons Vv:7 = D(v):T et
la formule d’intégration par partie précédente devient :

/v.divrdx—l—/D(v):de:/ v.(tn)ds, V7, Vv (1.12)
Q Q o0

En particulier, avec 7 = 2nD(u), il vient :

—/Qdiv(QnD(u)).vdx:/QZUD(u):D(V) d:z:—/((m(QnD(u)n).vds (1.13)

En remplacant dans (|1.9)) les expressions obtenues dans ([1.11]) et ((1.13]), puis en regroupant

les termes de bord en second membre, nous obtenons :

/Q(au.v +2nD(u):D(v)) dx — /deivvdx

:/f.vda:+/ ((=p-I +2nD(a))n).vds, Vv (1.14)
Q o0

Remarquons dans le second membre I'apparition de 'expression (—p.I 4+ 2nD(u))n = o0
qui représente les forces exercées sur le bord. Le traitement de la deuxieme équation de
est beaucoup plus simple : en multipliant par une fonction test ¢ quelconque, puis en
intégrant sur €2, il vient :

/qdivudx:(), Yq (1.15)
Q

la deuxieme étape de la formulation variationnelle est de fixer la régularité requise aux
inconnues (u,p) et aux fonctions test (v,q) pour que les intégrales apparaissant dans

(1.14)-(1.15) ait un sens.
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Ni la pression p ni la fonction test associée ne sont dérivées sous les intégrales. Introduisons
'espace des fonctions de carré sommable (voir par exemple [Bre83|) :

L*(Q) ={q : Q= R; /Qq2(m) dr < 400}

Pour régler le probleme de la non-unicité sur la pression, qui est définie a une constante
pres, nous choisissons pour pet ¢ 'espace des fonctions de L? et & moyenne nulle :

12(Q) = {g € LA(Q); / o(z) dz = 0}

Les inconnues u et fonctins test v interviennent via les dérivées premieres D(u) et D(v).

Introduisons l'espace des fonctions dont le gradient est de carré sommable (voir par exem-
ple [Bre83]) :
H'(Q) ={p € L*(Q); V¢ € L*(Q)°}

La vitesse u appartiendra a un sous espace de H'(2)® pour lequel la condition au bord
sera vérifiée :

V(w,) ={v e H(Q)? v=ursur 0Q}

La fonction test associée v appartiendra a un sous espace de H*(2)? pour lequel la condition
au bord homogene associée sera vérifiée :

V(0) ={v e HY(Q)? v =0 sur 00}

Le sous espace de H'(2) avec condition au bord homogene est noté H}(Q), si bien que
V(0) = H}(2)3. Remarquons qu’en choisissant v nulle au bord 942, le terme de bord dans le

membre de droite de (1.14)) est nuls. En reprennant ([1.14])-(1.15)) avec ce choix des espaces

fonctionnels, la formulation variationnelle du probleme s’énonce :

(FV'S) : trowver u € V(ur) et p € L3(Q) tels que

/ﬂ(au.v—anD(u):D(v)) dx—/ﬂpdivvdx = /Qf.vdx, Vv e V(0) (1.16)

—/qdivudx = 0, Vg € Lj(Q) (1.17)
Q

Remarque pour les mathématiciens : pour que I'intégrale apparaissant dans cette formu-
lation ait un sens, il est nécessaire que la donnée vérifie un minimum de régularité :
f € (H1(Q))3 Lintégrale de f.v s’interprete alors comme un produit de dualité entre
les espaces H}(Q) et H1(Q) (voir [Bre83]). Par ailleurs, la donnée sur le bord ur doit
satisfaire up € (H'/2(09Q))® pour que la condition au bord u = up sur 9 puisse étre
satisfaite pour toute fonction u € H*(Q)? (voir [GR86], page 11).
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Afin de mettre en évidences des propriété de ce systeme de fagon plus commode, intro-
duisons également les formes bilinéaires a et b ainsi que la forme linéaire [ suivante :

a(u,v) = /Q(ozu.v—{— 2nD(u):D(v)) dx

b(v,q) = —/pdivvdx
Q

I(v) = /Qf.vdx

La formulation variationnelle du probleme s’énonce de fagon plus concise :
(FVS) : trouver u € V(ur) et p € L4(Q) tels que

a(u, v) + b(v,p) = I(v), Vv eV(0)
b(u, q) = 0, Vg € L§(Q)

Pour des résultats d’existence et d’unicité de ce probleme linéaire, on pourra consul-
ter [GR86], page 80 ou bien [Pir88|, page 101.

Introduisons le noyau de la forme b :
K(g) ={v e V(g): b(v. q) =0, Vg € L5()}

Cet espace représente I’ensemble des vitesses & divergence nulle dans L2. La formulation
variationnelle du probleme s’énonce :

(FVS)s @ trouwver u € K(ur) tel que
a(u, v) = (f, v),Vv € K(0)

Sous cette forme, il s’agit d’'un probleme extrémement standard : il ne reste plus qu’a
construire une discrétisation de l'espace K par éléments finis pour obtenir un systeme
linéaire de dimension finie.

1.8 Approximation en espace du probleme de Stokes

La difficulté vient du fait que la construction de bases polynomiales a divergence nulle pour
K est assez délicate. Peu de travaux ont suivi cette voie [Hec81], et les résultats obtenus
par cette méthode sont assez décevants.

Aussi nous revenons au probleme (FV.S) : il s’agit de discrétiser les espaces (H')3 et LZ.
Pour ce qui est de la construction de bases discretes de H', la méthode est tres classique
en éléments finis. La question est plus délicate pour L2, pour lequel nous ne connaissons
pas explicitement de base discrete a moyenne nulle. Par contre nous savons travailler avec
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L?, aussi nous allons introduire la contrainte de moyenne nulle séparément, & 1'aide d'un
multiplicateur de Lagrange, noté A € R.

Introduisons le Lagrangien suivant :

L(u, p,\) = %a(u, u) + b(u, p) + ¢(p, \) — (f, u) (1.18)

c(p,A) = )\/Qp(x) dx

La solution du probleme est caractérisée comme le point-de-selle de L, ce qui s’écrit

(u,p,A) = arginf sup L(v, ¢, )
veV(ur) qeL3 ()
pER

Remarquons que nous avons deux contraintes a satisfaire : la divergence nulle pour la
vitesse u et la moyenne nulle pour la pression p, et que nous avons deux multiplicateurs
associés qui sont respectivement p et \.

Comme L est dérivable, le point de selle (u, p, \) vérifie

L
OL (4 p.2) =0,

L
ou _(u7p7>\) =0

L 0
_(u7p7/\)_0 et O\

0
dp
Ici les notations OL/d0u et OL/Op désignent les dérivées de Gateauxr de L par rapport a u
et p. Par définition, pour toute fonction test v :

oL . L(u+ev,p,A) = L(u,p, N
g WP A)-(v) = lim 5

Ainsi, la dérivée de Gateauz est simplement une dérivée directionnelle. De la définition de
L, de la bilinéarité des formes a et b et de la symmétrie de la forme a, il vient :

L 1
g—u(u,p,)\).(v) = lin%g{a(u#—ev,u—irav)+b(u—|—5v,p)—(f,u+6v)}

= a(u, V) + b(V7 p) - (fa V)
De méme, pour toute fonction test ¢ € L?(2) et tout u € R :

g—i(u,p,)\).(q) = b(u,q) + c(q, A)

g—i(u,p, A)-(w) = cpp)

La caractérisation du point de selle conduit ainsi & une nouvelle formulation variationnelle
du probleme, incluant cette fois la condition de moyenne nulle pour la pression :
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(FVS)3 : trowver u € V(ur), p € L*(Q) et X € R tels que

a(u, v) + b(v, p) = (f,v)
b(u, q) + (¢, A) = 0
c(p, 1) = 0

pour tout v € H} ()3, ¢ € L*(Q) et u € R. Cette fois, nous savons construire concrétement
des bases polynomiales par morceaux des espaces X (0) et L? intervenant dans ce probleme.

Soient X, C H'(Q)? et @, C L*(Q2) deux espaces vectoriels de dimension finie et soit uy,
une approximation de ur, par exemple 'interpolée de Lagrange des données aux bords.
Introduisons V},, le sous espace de X, incluant les conditions aux limites :

Vi(upr) = {vn € Xp; VhloQ = upr}

L’approximation variationnelle du probleme précédent s’écrit :

(FVS), : trouver uy, € Vi,(upr), pn € Qn et A € R tels que

a(up, vi) + b(Vh, pn) = (f, va)
b(U.h, Qh) + C<Qh7 >\) =0
C<ph7/“L) = 0

pour tout v, € V4(0), g, € @Qp et p € R. 1l s’agit d'un systeme linéaire de dimension finie.
Nous sommes presque au bout de nos peines : la construction par éléments finis de X}, et
Q) doit encore étre faite avec soin pour que les approximations uy et p, convergent vers
u et p. En effet, une condition nécessaire et suffisante pour que cette convergence ait lieu
est que [BE91L P. 205] :

b
38 >0 tel que Vh >0, inf sup (Vh, qn)
€Qnv,exX;, [[Vallar llgnllz2

> p

En particulier, I'expression en inf-sup doit pouvoir étre majorée par une constante
indépendante de h. Si cette expression croit indéfiniment lorsque h — 0, alors la con-
vergence de (uy,pp) n'est plus assurée (u,p). Cette condition, dite condition inf-sup
ou encore condition de Brezzi-Babuska exprime la nécessaire compatibilité entre les
espaces de dimension finie X} et Q.

Ainsi 'approximation la plus simple possible, affines par morceaux (notée P;) pour les
vitesses et les pressions, ne satisfait pas cette condition. On pourra consulter [BF91],
page 207 et suivantes, pour des combinaisons satisfaisantes d’approximations des vitesses
et pressions, ainsi que d’autres paires ne satisfaisant pas cette condition. Nous présentons
ici la combinaison proposée initialement dans [HT74] et largement utilisée : les vitesses
sont approchées par des fonctions continues quadratiques par morceaux et les pressions
par des fonctions continues affines par morceaux. Cette combinaison est notée P, — Pj, et
est appelée élément de Hood-Taylor (voir Fig. . Pour la preuve que cette combinaison
vérifie la condition inf-sup, on pourra consulter [BF91], page 211.
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2D

AN

FIGURE 1.3 — Eléments finis de Taylor-Hood pour le probleme de Stokes.

p:Pl—CO

Soit T, une triangulation de €2. Les espaces X}, et (), sont alors définis par

Xh = {Vh € CO(Q)?), Vh\K € (P2)3, VK € 771} (119)
Qn = {an € C°(Q); gui € P, VK € Tp} (1.20)
(1.21)

En différences finies, le schéma aux grilles décallées est aussi tres populaire (voir Fig. |1.4)).
Il est intéressant de remarquer que cette méthode aux grilles décallées s’interpréte comme
une méthode d’éléments finis et se généralise aux maillages non-structurés (triangles ou
tétracdre) a 'aide de I’élément de Raviart-Thomas [GR86, chap.3] et en introduisant le
tourbillon w = rot u comme variable auxilliaire.

1.9 Résolution du probleme de Stokes discret

Soit (¥, )1<i<n., 1a base nodale de X}, et (&;)1<i<m la base nodale de @j,. Quitte & numéroter
les fonctions de base de X}, nous supposons que les nceuds de 1 a n sont situés a 'intérieur
du domaine et ceux de n + 1 a ny sont situés sur le bord. Ainsi (¢;)1<i<, est une base
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FIGURE 1.4 — Différences finies aux grilles décallées pour le probleme de Stokes.
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nodale de V},(0). Décomposons uy, et p, sur ces bases respectives :

Ntot

up(x) = Z%’%(X)Jﬁz ujp;(x)
pn(x) = Z%‘ﬁj(x)

Les valeurs (u;)n<j<n.,, sont donnés par u,r au bord tandis que (u;)1<j<, sont inconnues.
Posons :

Ay = a(%%‘, ), 1<4,5<n
Ay = alp @), 1<i<n, n+1<5 < ng
Bij = blp;; &), 1<i<m, 1<j<n
Bij = ble;; &), 1<i<m, n+1<j < ng
Ci; = c&,1), 1<j<m

fi = (f9), 1<i<n

Remarquons que la matrice C' a une ligne et m colonnes et que A est rectangulaire. La
matrice A est symétrique définie positive n x n. Le probleme de Stokes discret se ramene
a résoudre le systeme linéaire suivant :

(S)n = trouver u = (ui)i<i<n, P = (Pi)1<i<m €l A € R tels que

A BT 0 u f
B 0 C*T p |=1y9
0o C 0 A 0
avec f = f— AT et g = —Bw. Il s’agit d’un systeme linéaire symétrique de taille n+m+1,

de matrice notée A, inversible. Les matrices A et B sont tres creuses et une implémentation
performante ne stockera que les éléments non-nuls : le lecteur intéressé consultera [Sari3]
pour ce type d’implémentation avec des matrices creuses. Signalons que la présence des mul-
tiplicateurs fait apparaitre des valeurs propres négatives : matrice est alors inversible mais
indéfinie), les valeurs propres étant soit strictement positives, soit strictement négatives.
Par conséquent, la résolution par factorisation de Choleski sous la forme LL”, avec L tri-
angulaire inférieure, ne peut pas étre effectuée ici. Il est cependant possible de factoriser A
sous la forme A = LDLT, avec D diagonale contenant des valeurs positives et négatives des
pivots. On pourra consulter [LT86], chapitre 5 pour le principe de la factorisation LDLT,
et [Dav12, [DD94] pour un logiciel libre exploitant de fagon performante la structure creuse
de la matrice A.

La résolution par méthode directe est tres performante pour des problemes en dimension
deux d’espace. Pour des problemes en dimension trois, la matrice creuse A conduit a des
matrices L bien moins creuses et les temps de calculs croissent tres vite avec la taille totale
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int madn (int arge, charwr argy) {
geo omega (argviil);

space @b (omega, "Pi%);

space ¥h (omega, "P2¥, "yeetor');
Xb.-block (*boundary");

trial a(B), P@R); test YO, q@); Vi, v, 6k p, g, définissons :
form 2 = integrate (2Hdot®® PW); av) = /@ 2D(u): D)

: Mﬁ@@ﬁé; 451;2;§
form b = integrate (-grdiv(®); g = = / gdivy
; 8

Qr = {a € IX®); gk € P, YK € Th}
Xy = (v € H Q) vix € (B, VK €T}

form @ = integrate (prqQ);
feld wh (X8, 0, pb @ 6); m@”@:/ﬁpg
whd] [*eoptl = §;
solver-abtb stokes (2.w(), ».w0), B.80);
stokes . solye(=2. b #uk O, =H.4b(*uk.HO,
uh.set4(), ph.set40));

gout &K catchmark('y") & wh

L catchmark('p') K ph;

trouver 4 € Xy, wp = 0 sur 89, 6t py € Q) tels que
a(@p,¥p) F0¥np) =0, Yyn € Xp,¥p =0 siF 60
b(#p,4) =0, Ygp €@

FIGURE 1.5 — Probleme de Stokes : implémentation dans la librairie RHEOLEF [Sarll].

du systeme linéaire. Dans ce cas, on préférera une méthode itérative : pour cela, le probleme
est réduit sur les pressions. Le logiciel libre RHEOLEF [Sarll] propose une programmation
concise et performante de ces algorithmes dans le contexte des éléments finis. La Fig.
montre I'implémentation du probleme de Stokes. Les conditions aux bords correspondent
au probleme de la cavité entrainée et la solutin est représentée sur la Fig. [1.6]

1.10 Probléeme de Stokes : méthode itérative

L’algorithme de résolution par méthode directe doit étre considérée comme le choix par
défaut : pas de parametre numérique ni de controle et de test d’arrét comme pour les
méthodes itératives. Cependant, la méthode directe a 'inconvénient de nécessiter plus
de place en mémoire informatique que les méthodes itératives, et ceci peut étre crucial pour
des probleme tridimensionnels, faisant intervenir des maillages et des matrices de 'ordre
de 100000 ou plus.

Aussi, nous présentons brievement le principe des méthodes itératives, telles qu’elles sont
implémentées dans la librairie [Sarl1]. Nous renvoyons a cette référence pour les détails et
la mise en ceuvre concrete.

Pour les méthodes itératives, la non-unicité de la pression n’est plus un probleme, car les
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,,,,,,,

FIGURE 1.6 — Probleme de Stokes dans une cavité : vitesses et fonction de courant as-
sociée [Sarll].

algorithmes partent d’une valeur initiale et iterent en la corrigeant pour se rapprocher
d’une solution. Par conséquent, nous pouvons ignorer la contraint de moyenne nulle sur la
pression et considérer le lagrangien simplifié :

Efu, p) = a(u, ) +b(u, p) ~ (£, p) (1.22)

Cette définition, nous pouvons définir la fonctionnelle d’énergie J par :

J(u) = sup L(u,q)
geL2(Q)

et le probleme se réduit a la minimisation de 1’énergie :

u = arginf J(v)
VEV(UF)

Remarquons que dans les problemes de point de selle, le rle de u et p peut tre échangé en
changeant le signe du lagrangien. Nous pouvons définir la fonctionnelle duale J, par :

Ji(q) =— inf L(v,q)

VEV(UF)

Remarquons que J, est convexe, car L est concave en ¢. Ainsi le probleme s’écrit de fagon
équivalente :

p = arginf J,(q)
q€L ()
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Nous disposons d’une collection algorithmes itératifs (méthode de descente a pas fixe,
gradient conjugué, MINRES, etc) qui résolvent ce probleme de fagon standard. Une fois
p € L*(Q) calculée, il est facile d’obtenir la solution p & moyenne nulle :

_ Jop(z)da
Jodz

p.p. x €}

q1

FIGURE 1.7 — Algorithme de descente.

Par exemple, 'algorithme de plus profonde descente a pas fixe, appelé aussi algorithme
d’Uzawa, s’écrit :

o k=0:p° est donné

e k>0 :p* est connu, on calcule :

PP = —p L")
A chaque étape (voir Fig. , on descend d'un pas p > 0 dans la direction opposée au
gradient J.. Cet algorithme se décline en de nombreuses variantes : 1’algorithme du résidu
minimal consiste a calculer le pas de descente optimal a chaque itération, et ’algorithme
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du gradient conjugué utilise des directions de descentes successives orthogonales (aka con-
Juguées) entre elles.

Regardons plus en détails comment calculer concrétement J.(p¥). Une fois le systeme est
discrétisé, nous avons, avec les notations précédentes :
(S)n = trouver w = (u;)1<i<n €t D = (Pi)1<i<m tels que
A BT uY [ f
B 0 p) \y

ou la matrice A est symétrique définie positive n x n et B est rectangulaire n x m. En
développant :

Au + BTp = f
Bu = g

De la premiere équation, il vient
u=A"(f-B"p)
et alors de la seconde :
(BA'B")p=BA'f—yg
En posant A = BA™'BT et 3= BA™'f — g, ceci s’écrit encore :

Ap =

La solution p € R™ est caractérisée comme étant 'unique minimum de la fonctionnelle
convexe

J.(0) = (Ag, 4) — (5. )

C’est la version discrete de la fonctionnelle introduite plus haut. L’algorithme de plus

profonde descente a pas fixe, appelé aussi algorithme d’Uzawa, consiste a choisir pour le

pas de descente une valeur constante p, = A > 0 et pour la direction de descente w*),

I'opposée du gradient,
T.(p*) = Ap* —
= BA'BTpF —BA ' f+¢
= BATY(B"p" ~ f) +g
= —Bu® + g
ol nous avons posé
u® = A7 (f - BTp"Y)

Ainsi, 7, = J'(p*) représente le résidu de la deuxieme équation du systeme linéaire.
? *
Concretement, nous avons ’algorithme :
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ALGORITHME 1.10.1 (Uzawa)

o k=0 :p® cR™ étant donné, trouver ul® € R™ tel que
Au® = f — BTp®

e k>0 : (u® p®)) étant connu, calculer successivement :

k)= g—BTu(k)
p(k+1) — p(k) — A\

puis trouver u®) € R™ tel que

Au(k—l—l) _ f . BTp(k+1)

Le pas de descente A > 0 est un parametre de cet algorithme. Le test d’arrét peut étre
effectué sur le résidu : ||r®)|| < &, on € est une tolérance.

Dans la pratique, cet algorithme converge pour toute donnée initiale p°. Les propriétés
de convergence peuvent étre améliorées en utilisant une des variantes plus performantes,
comme le gradient conjugué. Voir le logiciel libre RHEOLEF [Sarll], chapitre 5, pour la
programmation performante de ces algorithmes dans un contexte d’éléments finis en di-
mension 2 et 3 : on y trouvera également des préconditionnements qui accélerent encore la
convergence.

1.11 Exemple : écoulement dans une cavité

Les Fig. [1.§ et [I.9 présentent un exemple de calcul tiré de [Sar1l] pour une cavité entrainée,
avec différentes valeurs du nombre de Reynolds Re = pLU/n, ou L est la taille de la cavité
et U la vitesse d’entrainement. Ce calcul utilise ’élément de Taylor-Hood et un procédé
d’adaptation de maillage.
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FiGURE 1.8 — Maillages et fonctions de courant associées a la solution des équations de

Navier-Stokes pour Re = 100 (haut) et Re = 400 (bas).
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FiGURE 1.9 — Maillage et fonction de courant associées a la solution des équations de

Navier-Stokes pour Re = 1000.
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Chapitre 2

Fluides quasi-newtoniens

2.1 Loi de comportement

Comme précédemment, le fluide est supposé incompressible. Cette classe de modele est
obtenue en remplagant la loi de comportement (1.5)) par :

o = 2(|2D(w)[*) D(u) (2.1)
ou |7] désigne la norme matricielle d’un tenseur 7 suivante :
_ 1 3.3
|7'|2 = % = _ZZTiz,j

Notez le facteur 1/2 devant la norme matricielle usuelle : les composantes non-diagonales
d’un tenseur symétrique 7 sont comptées deux fois, et ce facteur est introduit par simple
commodité. La fonction n : R+ — R+ est donnée : c’est la loi de viscosité. Il existe deux lois
classiques tres répandues : la loi de Carreau et la loi puissance. Posons £ = 42 = [2D(u)|?.
Pour la loi de Carreau [BAHSTal, p. 171], on a :

() =Moo + (M — Nee) (1 + AE) 2", VE€RF

avec 1o, Moo, A €t n € RT*. et 1y > 1. Pour la loi de puissance :

n(€) = Ke2", VeeR?

avec K,n € R™. Remarquons que dans les deux cas, pour n = 1 nous retrouvons un modele

newtonien, de viscosité constante 7y (ou K). Lorsque n €]0, 1] le fluide est rhéo-fluidifiant :

la viscosité n décroit avec le taux de déformation 7, c’est le cas usuel. Lorsque 4 devient n < 1
grand la loi de puissance est assez similaire au cas de la loi de Carreau avec 7o, = 0 : dans donner

ce cas la viscosité n tend vers zéro pour n < 1 (voir Fig. . Lorsque n > 1 le fluide est des exem-
rhéo-épaississant : la viscosité 1 croit avec 7s. ples!

33
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FIGURE 2.1 — Fluide quasi-newtonien : loi de viscosité de Carreau pour n < 1 (gauche) et
n > 1 (droite).

2.2 Probléeme aux limites

Le probleme s’énonce alors :

(QN) : trouver u et p tels que

p(a—u—f—u.Vu) — div{2n(|2D(u)]*) D(u)} + Vp = pg dans |0,T[xQ

ot
— divu = 0 dans ]0,7[x$2
u(0) = uy dans Q
u = ur sur |0,7[x00Q

avec les notations du chapitre précédent. Nous pouvons discrétiser en temps ce probleme,
comme au chapitre précédent, par la méthode des caractéristiques. A chaque pas de temps,
nous obtenons un sous-probleme qui ne dépend plus que de la variable d’espace : ce sous-
probleme n’est plus linéaire, il contient encore la non-linéarité issue de la loi de viscosité.
Le probleme a la forme suivante :

(QNS) : trouver u et p tels que

— div{2n(|2D(n)]*) D(u)} + Vp = f dans Q
— divu = 0 dans €
u = ur sur 0f)

ou f est donnée. Dans le probleme précédent, nous avons omis le terme (p/At)u issu de
la discrétisation en temps : cette simplification est effectuée afin d’alléger les notations et
ne constitue pas une perte de généralité, car tous les résultats que nous allons montrer
s’étendent sans probleme en ajoutant ce terme. Le probleme précédent exprime également
la situation d’un écoulement stationnaire soumis a une force extérieure f et dans lequel
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le terme d’inertie u.Vu a été négligé. Cette hypothese se justifie lorsque 1’écoulement est
lent.

2.3 Exemple 1 : écoulement de Poiseuille

u
TN S T —
=1 e
| n=05 —
n=02 ——
\ W (3 S —
- '
?JL
T f 0_1 0 .

FIGURE 2.2 — Fluide quasi-newtonien : écoulement de Poiseuille entre deux plaques.

On considere ’écoulement d’'un fluide a loi de puissance entre deux plaques paralleles au
plan Oyz. Nous cherchons dans cette géométrie une solution correspondant a un écoulement
établi : le vecteur vitesse est porté par I'axe 0z et ne dépend que de x : u(z) = (0,0, u(z)).
On vérifie que cette solution ne peut exister que si la pression est de la forme p(z,y, z) =
—fz+ po ou pgy est la pression de référence et ou f > 0 est une force de poussée constante
donnée. On vérifie sans difficulté que |2D(u)| = ||, si bien que la composante u vérifie :

{—(K!u'\”_lu')' = f
uw(—L)=u(l) = 0

ou 2L est la distance séparant les deux plaques. Pour renormaliser le probleme, on pose
Z = x/L. De méme, on va remplacer I'inconnue u(z) par u(z) = u(Lz)/U, avec U > 0
qu’on va préciser. Le systeme vérifié par u est :
—_ KU (|I~L/|n_1ﬂ/)/ - 1
an+1
a(=1)=ua(l) = 0

En choisissant U = (fL""'/K)'/", et sans perte de généralité, le systeme se simplifie en un
probleme avec pour seul parametre n > (0. Comme nous allons travailler avec ce probleme
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re-normalisé, et qu’il n’y a plus d 7ambiguté, nous pouvons omettre les tildes :

{ — (J/|* ") = 1 dans]0,1]
w(0)=0 et u(l) = 0

Par symétrie, on a réduit 'intervalle a ]0, 1] avec une condition de symétrie en = 0. Une
premiere intégration conduit a
/|n71

—W " =2+

et, la condition de symétrie en = 0 donne ¢ = 0. Remarquons que ¢’ a le signe opposé de
x : u' est impaire, et donc est paire. Ainsi [/|” = |z| et encore u' = 2!/ pour 0 < z < 1.
Finalement, avec la condition en z = 1, il vient :

1—| x‘%ﬂ
u(z) = I x €l —1,1].
Cette fonction est représentée sur la Fig. pour quelques valeurs de n. Lorsque n > 1,
le profil de vitesse est plutdt pointu. Pour n = 1, on a une parabole renversée u(z) =
(1 —2?)/2. Enfin, pour 0 < n < 1, le profile s 7aplati : c’est le cas le plus courant pour des
fluides non-Newtoniens tels que le sang, la pate dentifrice, les coulées de neige, de lave ou
les glissements de terrain.

2.4 Formulation variationnelle

Multiplions la premiere équation par une fonction test v qui s’annule sur le bord et som-
mons sur €2, puis utilisons les formules de la divergence ((1.10)) et (1.12]) :

/Q 2([2D(w)P) (D(u) : D(v)) di — /

pdivudx:/f.vdx (2.2)
0 Q

Les termes de bord son nuls du fait que la fonction test v s’annule au bord. Nous souhaitons
écrire ce probleme sous la forme d’une minimisation d’une fonctionnelle d’énergie. Cher-
chons la fonctionnelle sous la forme :

J(u) :%/QH(|2D(u)|2) dx—/gf.udm

ott H est une fonction de R* dans R™ que nous allons identifier. Supposons H dérivable et
calculons la dérivée de Gateaux de F' en us : pour toute fonction test v, ¢’est par définition
la dérivée de F' en u dans la direction v :

J(u+ev) — J(u)

J'(u).(v) =
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Rappelons que |7|> = (7 : 7)/2. Par un développement de Taylor de H, il vient :

Ju+ev) = /H (2D(u+ev):D(u+ev)) dx—/f.(u—l—sv)da:

0
= /H|2D dx—/fudx

+8</92H’(\2D(u)|2) (D(u):D(v))dx—/gf.vdx)
+ O(g?)

Ainsi, la dérivée de Gateaux de J s’écrit pour tous u et v :

J(u).(v) = /Qsz(pD(u)F) (D(u):D(v))dx—/f.vdx

Q

Le probleme va pouvoir s’écrire comme un probleme de minimisation de cette énergie
sous la contrainte d’incompressibilité, ou encore comme un probleme de point-de-selle d'un
Lagrangien. En identifiant cette expression avec (2.2))

J'(u).(v) = /9277 (]12D(u)]?) (D(u):D(v))dx—/f.de

Q

En posant £ =42 = [2D(u)|?, nous obtenons une condition nécessaire et suffisante sur H :

£
H(© =n(6), Y €RY = HO = [ () dé, v R
0
Exemples — Pour la loi de puissance, on a :

nE¢) = K& =2

N(E) = Moo+ (M0 — Noo) (1 +AE) 2

H() = /05 (e + (0 = 1) (14 287

n> d
= mab —2%;7’1";) (a+x0% -1)

Dans ces deux exemples, J(u) fait intervenir des intégrales avec des puissances (1 + n)/2
de ¢ = 4? = |2D(u)|*%. Ces termes sont bornés lorsque u,v € Wh"(Q)? avec r = 1 + n.
Rappelons que, pour tout r > 1 :

W (Q) ={p e L'(Q); Vpe L'(Q)}
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H(%?) n=01— H(%%) n=01—
n=05 —— n=20.5
nzl.()ﬁ nzl();
n=2.0 n=2.0

0 I
0 Y 0 Y

FIGURE 2.3 — Fluide quasi-newtonien : énergie pour les lois de viscosité de puissance
(gauche) et Carreau (droite).

Dans le cas de la loi de Carreau, il y a en plus un terme 7,|2D(u)|? sous 'intégrale dans
'expression de J(u) : pour 74 # 0 il faudra donc u,v € W (Q)? avec r = max(2, 1+ n).
Dans la suite, par soucis de simplicité, on supposera que on utilise la loi puissance ou bien
la loi Carreau avec 1, = 0, si bien que r = 1 4+ n. Regardons quelle est la régularité
minimale requise pour les données f et ur. Une condition nécessaire et suffisante pour que

1
I'intégrale de f.v ait un sens pour tout v € Wol’H" (2)3 est que f appartienne a 1’espace

1
dual [Bre83, p. 174] de W01’1+" (Q)3, cest-a-dire £ € W17 (Q)3. De méme, une condition

nécessaire et suffisante pour que la condition au bord u = ur sur I' = 9Q ait un sens
pour u € WLH%(Q)?’ est que ur appartienne a 'espace des traces sur le bord [GRS6 p. 8]
des fonctions de W4 (Q)3, soit encore up € W~ T1(90)3. Enfin, pour que le terme
b(v,p) ait un sens, il faut que pdiv u soit sommable. Or divu € L'™™(Q) : il est nécessaire
que p € L™ (Q) avec 1/ + 1/(1 +n) = 1, soit encore p € L ().

Par analogie avec le probleme de Stokes, introduisons I'espace pour les vitesses :

Vig) = {vewh Q)3 upo =g}
K(g) = {veV(g); div(v) =0}

On a V(0) = W, "' ™™(Q)?. Le probléme s’exprime sous forme de minimisation :
u = argminJ(v)
VEK(UF)

On montre dans [BN90| que J est convexe et que ce probleme admet une solution unique.
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Introduisons également les formes :
a(@;u,v) = /277(|2D(ﬁ)|2) D(u):D(v)dx
Q

b(v,q) = —/qdivvdx
Q

l(v) = /Qf.vdx

La forme a est linéaire par rapport aux deux dernieres variables. La formulation variation-
nelle du probleme s’énonce :

(FV) : trouver u € V(ur) et p € LY (Q) tels que

{ a(u;u, v) + b(v,p) = I(v)
’ b(u, q) = 0

pour tout v € Wt(Q)? et ¢ € L'*# (). Toujours avec les notations du chapitre
précédent, introduisons le Lagrangien suivant :

L(u, p) = J(u) + b(u, p) — (f, u)
La solution du probleme est caractérisée comme le point-de-selle de L, ce qui s’écrit

(w,p) =arg inf  sup L(v,q)
veviur) ek q)

Ainsi, en écrivant que la solution vérifie : 9,L = 9,L = 0 on retrouve la formulation
variationnelle. Le lagrangien est convexe en u, du fait de la convexité de J Ainsi ce probleme
admet une solution unique.

2.5 Exemple 2 : écoulement dans un tuyau

On co