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Introduction

Les fluides complexes regroupent tous les fluides dont le comportement differe de celui de
I’eau ou I'air : ils ne peuvent pas tre décrits par les équations de Navier-Stokes, et sont alors
dit non-newtoniens. La plupart des fluides quotidien, tels que les matieres plastiques lors de
la mise en forme, les fluides géophysiques comme la lave, les sols et roches grande échelle,
ou encore le sang et les tissus biologiques sont des fluides complexes, non-newtoniens. Les
applications sont aussi variés que la mise en forme des matieres plastiques (extrusion, em-
boutissage, moulage), la prvision des risques naturels (coules de lave, avalanches, glissement
de terrain, tectonique des plaques) ou la mise au point de pontages (coulement du sang en
biologie).

Ce texte traite I’analyse mathématique et numérique des équations décrivant de tels fluides.
Les méthodes numériques étudiées ont pour but de calculer les vitesses, pressions et les
contraintes pour de tels fluides et pour des géométries suffisamment générales pour qu'un
calcul explicite ne soit plus possible. De nombreux exemples illustrent le livre. Ce document
est issu des notes du cours de deuxieme année de matrise de mathématiques appliquées de
Grenoble en 2012.

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes est donc abordée au chapitre 1
et constitue le fondement sur lequel sont construit les modeles plus élaborés. Un schéma
de discrétisation par la méthode des caractéristiques est présenté, puis deux méthodes
de résolution des systemes linéaire : une méthode directe et une méthode itérative. Le
chapitre 2 présente les modeles quasi-newtoniens, décrits par une viscosité non-constante
et qui dépend du gradient des vitesses. Les algorithmes du point fixe et de la méthode
de Newton sont détaillés pour résoudre les non-linéarités. Le chapitre 3 présente les
fluides viscoplastiques et aborde les deux grandes classes de méthodes numériques as-
sociés : la régularisation et la minimisation par lagrangien augmenté. Cette derniere ap-
proche passe par 'utilisations d’outils d’analyse convexe. Le chapitre 4 introduit les fluides
viscoélastiques avec la dérivation d’Oldroyd des tenseurs. La décomposition d’opérateurs
permet d’écrire un algorithme en temps d’ordre 2, le #-schéma. Le chapitre 5 combine
les non-linéarités des chapitres précédents dans le cadre des fluides élastoviscoplastiques :
de tels modeles sont obtenus dans le cadre thermodynamique des matériaux standards
généralisés.
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Chapitre 1

Equations de Navier-Stokes

1.1 Conservation de la masse

Introduisons les notations suivantes :
p(t,x) la densité au point x = (x1, 22, x3) et a I'instant t.

u(t,x) = (u;(t,x))1<i<3 la vitesse au point x et a l'instant .

u(t, x)

FIGURE 1.1 — Ecoulement dans un domaine ).

Soit 2 C R3 le domaine ouvert borné occupé par le fluide et ¥V C  un sous-domaine ouvert
régulier quelconque, comme représenté sur la figure [I.1} La conservation de la masse dans
le volume V exprime que la variation de la masse totale de fluide contenu dans ) a 'instant

t est égale au flux de masse entrant a travers JV :

4 ([ otexas) == [yt uexn0ds

9
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ol n est la normale unitaire sortante a } sur V. Rappelons la formule de Stokes :

/ v.nds:/divvda:, vv e (H'(V))? (1.1)
oV 1%

et appliquons cette formule au membre de droite de I’équation de conservation de la masse,
avec v = p(t,.)u(t,.). Aprés permutation de la dérivation en temps et de la somme sur V
dans le membre de gauche, il vient :

[(2 i) e -

Cette relation étant vraie pour tout voisinage ) d’un point quelconque x de 'ouvert €2, et
a tout instant ¢ d’un intervalle de temps |0, T, nous obtenons une expression locale de la
conservation de la masse :

% +div(pu) =0 dans ]0,T[x2 (1.2)

1.2 Conservation de la quantité de mouvement

r ion s’énon n génér :
Cette relation s’énonce de facon générale
masse X accélération = forces exercées

ceci dans tout volume V C €2 de fluide. Considérons une particule en x a l'instant ¢ : cette
particule sera en x + u(t, x)dt + O(6t?) a Uinstant ¢ + §t. Ainsi, son accélération est donnée
par :

2 —_
a(t,x) — (Sltm{) u(t+0t, x+uf(t, X);tt + O(6t%)) — u(t,x)
ou

= <E + u.Vu) (t,%)

ol u.Vu est la notation d'un vecteur de composantes

Les forces exercées sur le volume V sont de deux sorte :
i) Les forces externes, dues a la gravité :

/V p(t,x) g dz

ou g est le vecteur gravité, supposé constant. Nous négligerons ici les autres forces,
telles que la force de Coriolis ou les forces dues aux effets magnétiques.
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ii) Les forces internes, dues aux déformations du fluide :

/av Tiot (t, X) n(x) dz

ou oyt (t,X) est le tenseur symétrique des contraintes totales.
La notation o, n représente un champs de vecteur issu du produit tenseur-vecteur, de
composantes :

3
(Utotn)i = E 045 Ny, 1 S 1 S 3
Jj=1
La conservation de la quantité de mouvement s’écrit donc :

/V ot %) ((g—‘t‘+u.v11> (t,%), dz — /V p(t,x) g dz + / s (£, %) n(x) ds

oV

Introduisons la divergence d’un tenseur 7 :

N
divr = ( E 2 ”)
l’ .
=1 7 ) 1<i<s

Ainsi, div 7 est un champs de vecteur, a trois composantes. Afin d’éviter toute ambiguité
avec la divergence d’'un champs de vecteur div v, 'opérateur divergence de tenseur est noté
en caracteres gras.

En appliquant la formule de Stokes suivante :

/ Tndsz/diVde, vre (H'(V))>3
)Y v

au tenseur oy (t, .), la conservation de la quantité de mouvement devient :

/ (p (g—? + u.Vu) — div oot — pg) dz =0
%

Cette relation étant vrai pour tout voisinage V d’un point quelconque x de I'ouvert €, et
a tout instant ¢, nous obtenons une expression locale de la conservation de la quantité de
mouvement :
ou .

p (E + u.Vu) —div oy = pg dans ]0,T[xQ (1.3)
Les deux équations de conservation et contiennent trois inconnues : u, oot €t
p. Avant de chercher a résoudre ce probleme, il s’agit de compléter ce systeme en ajoutant
une équation liant u et .
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1.3 Loi de comportement

Commencons par introduire quelques définitions. Tout d’abord, définissons la trace d’un

tenseur 7 : ,
tr(r) = Z Tii
i=1

Un tenseur 7 peut étre décomposé en la somme de %tr(T) I, appelé partie sphérique,
et de 7 — %tl‘(T) I, sa partie déviatrice, oul I = (0;j)1<; j<s est le tenseur identité et d;;
représentant le symbole de Kronecker.

La partie sphérique du tenseur des contraintes totales permet d’introduire le champs de
pression :

1
= ——t o
p 3 T(Ut t)

La partie déviatrice du tenseur des contraintes totales est notée o, si bien que :
Ot = —pl+o (1.4)

La loi de comportement exprime une relation entre la partie déviatrice du tenseur des
contraintes totales et le tenseur des gradients de vitesse Vu :
aui

Vu); = —, 1<i,j<3
(u)] axj (2W)

Dans le cas le plus simple d’'un fluide newtonien, la loi de comportement est linéaire :
2n .
o =2nD(u) — ?dlv(u) I (1.5)

ou 7 est une constante positive appelée viscosité et D(u) est la partie symétrique du
tenseur de gradient des vitesses :

~ Vu+ \VATLE

D) =~

Le tenseur D(u) est aussi appelé tenseur des taux de déformation. Remarquons que

tr(D(u)) = divu, si bien que I'expression du membre de droite de est bien a trace

nulle. L’eau et 'air sont des fluides newtoniens et vérifient la relation . Un certain

nombre de fluides ne vérifient pas cette loi de comportement, et sont appelés fluides non-

newtoniens ; citons notamment :

e les pates alimentaires (pate a pain, ...), les argiles et terres

e les fluides présentant des fibres, tels que les plastiques fondus (moulage, injection, em-
boutissage) ou en solution (encres)

e les mélanges de fluide et de particules, tels que le sang, les suspensions de sable dans
I'eau;
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e les mélanges deux fluides : mousses (air+eau) et émulsions (eau+huile, mayonnaises,
etc)

La loi entre o et Vu est alors non-linéaire. L’étude de diverses types de lois non-linéaires

sera 1’objet du reste du cours.

1.4 Hypothese d’incompressibilité

Refaisons le point sur les équations et les inconnues : quatre équations ([1.2))-(1.5)) pour cing
inconnues : oy, 0, U, p et p. Nous avons ajouté deux relations et deux inconnues !

Une facon classique de résoudre cette difficulté est de se donner une seconde loi de com-
portement, liant cette fois la pression p et la densité p [Pir88, p. 163]. Ceci est classique
par exemple pour les gaz, comme l'air, qui sont compressibles, et cet aspect a de nom-
breuses applications : portance des ailes d’avions, optimisation de la forme des voitures
pour diminuer leur consommation, etc.

Pour les liquides tels que 1’eau ou les fluides complexes que nous étudierons dans ce cours,
la variation de la densité p est extrémement faible, et dans la suite, nous allons supposer la
densité p constante. Cette hypothese se justifie également pour des gaz tels que 'air, a faible
vitesse. La conservation de la masse conduit alors a la relation d’incompressibilité :

divu=0 dans ]0,T[x (1.6)
et la loi de comportement (1.5 devient :
o =2nD(u)

En utilisant la décomposition (|1.4)) du tenseur des contraintes totales, la conservation de
la quantité de mouvement ([1.3)) devient alors :

ot

Les équations (1.6)-(|1.7) sont appelées équations de Navier-Stokes. Remarquons encore
l'identité div(2D(u)) = Au+ V(divu). La premiere équation (|1.7)) relation s’écrit encore :

P (8_11 + u.Vu) —div(2nD(u)) + Vp = pg dans ]0,T[x2 (1.7)

9,
p (8_1: - u.Vu) —nAu+ Vp = pg dans |0,T[xS2

1.5 Probleme aux limites

Le probleme est complété par une condition initiale :

u(t=0,x) = up(x) pour presque tout x €
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et par une condition aux limites :
u(t,x) = ur(x) pour presque tout x € 99, t €]0,T|

ou ug et ur sont donnés.

Pour que divu(t) soit continu en ¢ = 0, ce qui est souhaitable, il est nécessaire que la
donnée initiale ug soit a divergence nulle. D’autre part, la formule de Stokes s’écrit :

/divudx:/ u.nds
Q a0

Pour que le probleme admette une solution, il est nécessaire que la donnée au bord ur

vérifie :
/ ur.nds
a0

Le probleme de Navier-Stokes s’énonce alors :

(NS) : trouver u et p tels que

p(a_quuhvu) — div(2nD(u)) + Vp = pg dans ]0,T[xQ

ot
— divu = 0 dans ]0,7T[xQ
u(0) = uy dans €
u = ur sur |0,7[x00

Pour des résultats d’existence et d’unicité, on pourra consulter [Lio69] ou [Pir88], page 132
ou encore [Tem95|, page 22.

1.6 Approximation en temps
L’intervalle [0, T] est partitionné en N sous-intervalles [t,,t,11], ot t, = nAt, 0 <n < N
et At = T/N est le pas de temps.

Introduisons la dérivée totale d’une quantité ¢ :

Dy Oy
D= o + (u.V)p
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FIGURE 1.2 — Approximation de la dérivée totale.

Notons X (™ (x) la position de la particule au temps ¢, qui est & la position x au temps
tn+1. Cette situation est représentée sur la figure[I.2] La dérivée totale de ¢ a l'instant ¢,,44
est approchée suivant 1’expression de type différences finies :

D(P Sp(thrle) — gp(tn,X(n)(X))
—(t = At
Dt(n"!‘l’X) At +O( )
Remarquons que la dérivée totale du champs des vitesses
Du Ou
Di E + (u.V)u
apparait dans les équations de Navier-Stokes. Il est donc possible d’approcher ce terme par
Du u(x, 1) —u(X™(x),t,)
== = A
T tnt1,%) Ar +0(At)

Utilisons un schéma d’Fuler implicite d’ordre un pour approcher en temps le probleme :

My(nH) —Yn) o x (™)
At

- ()
M = diag(p, 0)
Fy) = ( —div(2nD(u)) + Vp )

—divu

+FQYU) = 0
o=

avec

Nous pouvons construite par récurrence une suite (u(n)>0§n§ ~, ot ul™ (x) ~ u(x,t,) est
une approximation de la vitesse :

ALGORITHME 1.6.1 (schéma d’Euler implicite)
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e n=0: u":=uy est donné.

e n>0:u™ étant connu, trouver u™tV) et p(+t1) tels que

Aitu(”ﬂ) — div(2pD(uV)) + Vprth = pg+ Aﬂtu(”) o X™  dans Q
— divu™+?) = 0 dans Q
ut) = ur(tns1) sur O

Dans [S88] on trouve I’analyse numérique de ce schéma lorsque la trajectoire X est
calculée exactement. cependant, dans la pratique, le calcul exact de X ™ n’est pas possible.
Remarquons que X ™ (z) = x — At u(x) + O(At?), Puisque u™ est connu a I'étape n,
I’approximation au premier ordre X ™ (z) ~ x — At u™(x) peut tre utilisée pour évaluer
le terme u(™ o X ™ intervenant dans le second membre. Dans RHEOLEF [Sar11], chapitre 5,
on trouvera une extension de cette méthode avec un schéma d’ordre deux en temps, tant
pour approcher la dérivée totale que pour approcher X (z).

1.7 Probleme de Stokes

A chaque étape de 'algorithme précédent, nous avons a résoudre un systeme linéaire de
type Stokes, de la forme :

(S) : trouver u et p tels que
au—div(2nD(u)) + Vp = f dans Q
— divu =0 dans 2 (1.8)
u = ur sur df)

ou « et 1 sont des constantes positives, et f et ur sont donnés. Remarquons tout de suite
que si (u,p) est solution, alors (u,p + ¢) est aussi solution, pour toute constante ¢ € R.
Ceci est du au fait que p n’apparait que dans un seul terme, sous un gradient. Il n’y a donc
pas unicité de la solution pour la pression p.

Un préalable obligé a ’approximation du probleme par élémens finis est d’écrire la formu-
lation variationnelle du probléme. En multipliant la premiere équation de (1.8) par une
fonction test v quelconque, puis en intégrant sur €2, il vient :

/au.vdx—/div(2nD(u)).vdx—|—/Vp.vdx:/f.vdx (1.9)
Q Q Q Q

Nous allons retravailler les deuxieme et troisieme termes du membre de gauche de cette
égalité. Commencons par le troisieme : de la formule de Stokes , en remplacant v
par qv, pour toutes fonctions-test v et ¢, puis en développant, nous obtenons la formule
d’intégration par partie pour la divergence suivante :

/qdivvdx—f—/Vq.Vd:c:/ gv.nds, Vg, Vv (1.10)
Q Q 09
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En particulier, avec ¢ = p, il vient :

/Vp.vdx:—/pdivvdx+/ pv.nds (1.11)
Q Q

o0

En remplacant dans (1.10) ¢ par la i-éme composante v; de v, et v par le i-éme vecteur
ligne 7;, d’un tenseur symmeétrique 7, nous obtenons, apres sommation :

/V.diVle‘+/VVZle‘:/ v.(tn)ds, V7, Vv
0 Q o9

ou, pour deux matrices 3 X 3 quelconques ¢ et 7, on a noté o : 7 le produit doublement

contractée :
3
g.T = E UijTij

3,7=1

Remarquant que, puisque 7 est un tenseur symmétrique, nous avons Vv:7 = D(v):T et
la formule d’intégration par partie précédente devient :

/v.divrdx—l—/D(v):de:/ v.(tn)ds, V7, Vv (1.12)
Q Q o0

En particulier, avec 7 = 2nD(u), il vient :

—/Qdiv(QnD(u)).vdx:/QZUD(u):D(V) d:z:—/((m(QnD(u)n).vds (1.13)

En remplacant dans (|1.9)) les expressions obtenues dans ([1.11]) et ((1.13]), puis en regroupant

les termes de bord en second membre, nous obtenons :

/Q(au.v +2nD(u):D(v)) dx — /deivvdx

:/f.vda:+/ ((=p-I +2nD(a))n).vds, Vv (1.14)
Q o0

Remarquons dans le second membre I'apparition de 'expression (—p.I 4+ 2nD(u))n = o0
qui représente les forces exercées sur le bord. Le traitement de la deuxieme équation de
est beaucoup plus simple : en multipliant par une fonction test ¢ quelconque, puis en
intégrant sur €2, il vient :

/qdivudx:(), Yq (1.15)
Q

la deuxieme étape de la formulation variationnelle est de fixer la régularité requise aux
inconnues (u,p) et aux fonctions test (v,q) pour que les intégrales apparaissant dans

(1.14)-(1.15) ait un sens.
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Ni la pression p ni la fonction test associée ne sont dérivées sous les intégrales. Introduisons
'espace des fonctions de carré sommable (voir par exemple [Bre83|) :

L*(Q) ={q : Q= R; /Qq2(m) dr < 400}

Pour régler le probleme de la non-unicité sur la pression, qui est définie a une constante
pres, nous choisissons pour pet ¢ 'espace des fonctions de L? et & moyenne nulle :

12(Q) = {g € LA(Q); / o(z) dz = 0}

Les inconnues u et fonctins test v interviennent via les dérivées premieres D(u) et D(v).

Introduisons l'espace des fonctions dont le gradient est de carré sommable (voir par exem-
ple [Bre83]) :
H'(Q) ={p € L*(Q); V¢ € L*(Q)°}

La vitesse u appartiendra a un sous espace de H'(2)® pour lequel la condition au bord
sera vérifiée :

V(w,) ={v e H(Q)? v=ursur 0Q}

La fonction test associée v appartiendra a un sous espace de H*(2)? pour lequel la condition
au bord homogene associée sera vérifiée :

V(0) ={v e HY(Q)? v =0 sur 00}

Le sous espace de H'(2) avec condition au bord homogene est noté H}(Q), si bien que
V(0) = H}(2)3. Remarquons qu’en choisissant v nulle au bord 942, le terme de bord dans le

membre de droite de (1.14)) est nuls. En reprennant ([1.14])-(1.15)) avec ce choix des espaces

fonctionnels, la formulation variationnelle du probleme s’énonce :

(FV'S) : trowver u € V(ur) et p € L3(Q) tels que

/ﬂ(au.v—anD(u):D(v)) dx—/ﬂpdivvdx = /Qf.vdx, Vv e V(0) (1.16)

—/qdivudx = 0, Vg € Lj(Q) (1.17)
Q

Remarque pour les mathématiciens : pour que I'intégrale apparaissant dans cette formu-
lation ait un sens, il est nécessaire que la donnée vérifie un minimum de régularité :
f € (H1(Q))3 Lintégrale de f.v s’interprete alors comme un produit de dualité entre
les espaces H}(Q) et H1(Q) (voir [Bre83]). Par ailleurs, la donnée sur le bord ur doit
satisfaire up € (H'/2(09Q))® pour que la condition au bord u = up sur 9 puisse étre
satisfaite pour toute fonction u € H*(Q)? (voir [GR86], page 11).
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Afin de mettre en évidences des propriété de ce systeme de fagon plus commode, intro-
duisons également les formes bilinéaires a et b ainsi que la forme linéaire [ suivante :

a(u,v) = /Q(ozu.v—{— 2nD(u):D(v)) dx

b(v,q) = —/pdivvdx
Q

I(v) = /Qf.vdx

La formulation variationnelle du probleme s’énonce de fagon plus concise :
(FVS) : trouver u € V(ur) et p € L4(Q) tels que

a(u, v) + b(v,p) = I(v), Vv eV(0)
b(u, q) = 0, Vg € L§(Q)

Pour des résultats d’existence et d’unicité de ce probleme linéaire, on pourra consul-
ter [GR86], page 80 ou bien [Pir88|, page 101.

Introduisons le noyau de la forme b :
K(g) ={v e V(g): b(v. q) =0, Vg € L5()}

Cet espace représente I’ensemble des vitesses & divergence nulle dans L2. La formulation
variationnelle du probleme s’énonce :

(FVS)s @ trouwver u € K(ur) tel que
a(u, v) = (f, v),Vv € K(0)

Sous cette forme, il s’agit d’'un probleme extrémement standard : il ne reste plus qu’a
construire une discrétisation de l'espace K par éléments finis pour obtenir un systeme
linéaire de dimension finie.

1.8 Approximation en espace du probleme de Stokes

La difficulté vient du fait que la construction de bases polynomiales a divergence nulle pour
K est assez délicate. Peu de travaux ont suivi cette voie [Hec81], et les résultats obtenus
par cette méthode sont assez décevants.

Aussi nous revenons au probleme (FV.S) : il s’agit de discrétiser les espaces (H')3 et LZ.
Pour ce qui est de la construction de bases discretes de H', la méthode est tres classique
en éléments finis. La question est plus délicate pour L2, pour lequel nous ne connaissons
pas explicitement de base discrete a moyenne nulle. Par contre nous savons travailler avec
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L?, aussi nous allons introduire la contrainte de moyenne nulle séparément, & 1'aide d'un
multiplicateur de Lagrange, noté A € R.

Introduisons le Lagrangien suivant :

L(u, p,\) = %a(u, u) + b(u, p) + ¢(p, \) — (f, u) (1.18)

c(p,A) = )\/Qp(x) dx

La solution du probleme est caractérisée comme le point-de-selle de L, ce qui s’écrit

(u,p,A) = arginf sup L(v, ¢, )
veV(ur) qeL3 ()
pER

Remarquons que nous avons deux contraintes a satisfaire : la divergence nulle pour la
vitesse u et la moyenne nulle pour la pression p, et que nous avons deux multiplicateurs
associés qui sont respectivement p et \.

Comme L est dérivable, le point de selle (u, p, \) vérifie

L
OL (4 p.2) =0,

L
ou _(u7p7>\) =0

L 0
_(u7p7/\)_0 et O\

0
dp
Ici les notations OL/d0u et OL/Op désignent les dérivées de Gateauxr de L par rapport a u
et p. Par définition, pour toute fonction test v :

oL . L(u+ev,p,A) = L(u,p, N
g WP A)-(v) = lim 5

Ainsi, la dérivée de Gateauz est simplement une dérivée directionnelle. De la définition de
L, de la bilinéarité des formes a et b et de la symmétrie de la forme a, il vient :

L 1
g—u(u,p,)\).(v) = lin%g{a(u#—ev,u—irav)+b(u—|—5v,p)—(f,u+6v)}

= a(u, V) + b(V7 p) - (fa V)
De méme, pour toute fonction test ¢ € L?(2) et tout u € R :

g—i(u,p,)\).(q) = b(u,q) + c(q, A)

g—i(u,p, A)-(w) = cpp)

La caractérisation du point de selle conduit ainsi & une nouvelle formulation variationnelle
du probleme, incluant cette fois la condition de moyenne nulle pour la pression :
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(FVS)3 : trowver u € V(ur), p € L*(Q) et X € R tels que

a(u, v) + b(v, p) = (f,v)
b(u, q) + (¢, A) = 0
c(p, 1) = 0

pour tout v € H} ()3, ¢ € L*(Q) et u € R. Cette fois, nous savons construire concrétement
des bases polynomiales par morceaux des espaces X (0) et L? intervenant dans ce probleme.

Soient X, C H'(Q)? et @, C L*(Q2) deux espaces vectoriels de dimension finie et soit uy,
une approximation de ur, par exemple 'interpolée de Lagrange des données aux bords.
Introduisons V},, le sous espace de X, incluant les conditions aux limites :

Vi(upr) = {vn € Xp; VhloQ = upr}

L’approximation variationnelle du probleme précédent s’écrit :

(FVS), : trouver uy, € Vi,(upr), pn € Qn et A € R tels que

a(up, vi) + b(Vh, pn) = (f, va)
b(U.h, Qh) + C<Qh7 >\) =0
C<ph7/“L) = 0

pour tout v, € V4(0), g, € @Qp et p € R. 1l s’agit d'un systeme linéaire de dimension finie.
Nous sommes presque au bout de nos peines : la construction par éléments finis de X}, et
Q) doit encore étre faite avec soin pour que les approximations uy et p, convergent vers
u et p. En effet, une condition nécessaire et suffisante pour que cette convergence ait lieu
est que [BE91L P. 205] :

b
38 >0 tel que Vh >0, inf sup (Vh, qn)
€Qnv,exX;, [[Vallar llgnllz2

> p

En particulier, I'expression en inf-sup doit pouvoir étre majorée par une constante
indépendante de h. Si cette expression croit indéfiniment lorsque h — 0, alors la con-
vergence de (uy,pp) n'est plus assurée (u,p). Cette condition, dite condition inf-sup
ou encore condition de Brezzi-Babuska exprime la nécessaire compatibilité entre les
espaces de dimension finie X} et Q.

Ainsi 'approximation la plus simple possible, affines par morceaux (notée P;) pour les
vitesses et les pressions, ne satisfait pas cette condition. On pourra consulter [BF91],
page 207 et suivantes, pour des combinaisons satisfaisantes d’approximations des vitesses
et pressions, ainsi que d’autres paires ne satisfaisant pas cette condition. Nous présentons
ici la combinaison proposée initialement dans [HT74] et largement utilisée : les vitesses
sont approchées par des fonctions continues quadratiques par morceaux et les pressions
par des fonctions continues affines par morceaux. Cette combinaison est notée P, — Pj, et
est appelée élément de Hood-Taylor (voir Fig. . Pour la preuve que cette combinaison
vérifie la condition inf-sup, on pourra consulter [BF91], page 211.
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2D

AN

FIGURE 1.3 — Eléments finis de Taylor-Hood pour le probleme de Stokes.

p:Pl—CO

Soit T, une triangulation de €2. Les espaces X}, et (), sont alors définis par

Xh = {Vh € CO(Q)?), Vh\K € (P2)3, VK € 771} (119)
Qn = {an € C°(Q); gui € P, VK € Tp} (1.20)
(1.21)

En différences finies, le schéma aux grilles décallées est aussi tres populaire (voir Fig. |1.4)).
Il est intéressant de remarquer que cette méthode aux grilles décallées s’interpréte comme
une méthode d’éléments finis et se généralise aux maillages non-structurés (triangles ou
tétracdre) a 'aide de I’élément de Raviart-Thomas [GR86, chap.3] et en introduisant le
tourbillon w = rot u comme variable auxilliaire.

1.9 Résolution du probleme de Stokes discret

Soit (¥, )1<i<n., 1a base nodale de X}, et (&;)1<i<m la base nodale de @j,. Quitte & numéroter
les fonctions de base de X}, nous supposons que les nceuds de 1 a n sont situés a 'intérieur
du domaine et ceux de n + 1 a ny sont situés sur le bord. Ainsi (¢;)1<i<, est une base
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FIGURE 1.4 — Différences finies aux grilles décallées pour le probleme de Stokes.
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nodale de V},(0). Décomposons uy, et p, sur ces bases respectives :

Ntot

up(x) = Z%’%(X)Jﬁz ujp;(x)
pn(x) = Z%‘ﬁj(x)

Les valeurs (u;)n<j<n.,, sont donnés par u,r au bord tandis que (u;)1<j<, sont inconnues.
Posons :

Ay = a(%%‘, ), 1<4,5<n
Ay = alp @), 1<i<n, n+1<5 < ng
Bij = blp;; &), 1<i<m, 1<j<n
Bij = ble;; &), 1<i<m, n+1<j < ng
Ci; = c&,1), 1<j<m

fi = (f9), 1<i<n

Remarquons que la matrice C' a une ligne et m colonnes et que A est rectangulaire. La
matrice A est symétrique définie positive n x n. Le probleme de Stokes discret se ramene
a résoudre le systeme linéaire suivant :

(S)n = trouver u = (ui)i<i<n, P = (Pi)1<i<m €l A € R tels que

A BT 0 u f
B 0 C*T p |=1y9
0o C 0 A 0
avec f = f— AT et g = —Bw. Il s’agit d’un systeme linéaire symétrique de taille n+m+1,

de matrice notée A, inversible. Les matrices A et B sont tres creuses et une implémentation
performante ne stockera que les éléments non-nuls : le lecteur intéressé consultera [Sari3]
pour ce type d’implémentation avec des matrices creuses. Signalons que la présence des mul-
tiplicateurs fait apparaitre des valeurs propres négatives : matrice est alors inversible mais
indéfinie), les valeurs propres étant soit strictement positives, soit strictement négatives.
Par conséquent, la résolution par factorisation de Choleski sous la forme LL”, avec L tri-
angulaire inférieure, ne peut pas étre effectuée ici. Il est cependant possible de factoriser A
sous la forme A = LDLT, avec D diagonale contenant des valeurs positives et négatives des
pivots. On pourra consulter [LT86], chapitre 5 pour le principe de la factorisation LDLT,
et [Dav12, [DD94] pour un logiciel libre exploitant de fagon performante la structure creuse
de la matrice A.

La résolution par méthode directe est tres performante pour des problemes en dimension
deux d’espace. Pour des problemes en dimension trois, la matrice creuse A conduit a des
matrices L bien moins creuses et les temps de calculs croissent tres vite avec la taille totale
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int madn (int arge, charwr argy) {
geo omega (argviil);

space @b (omega, "Pi%);

space ¥h (omega, "P2¥, "yeetor');
Xb.-block (*boundary");

trial a(B), P@R); test YO, q@); Vi, v, 6k p, g, définissons :
form 2 = integrate (2Hdot®® PW); av) = /@ 2D(u): D)

: Mﬁ@@ﬁé; 451;2;§
form b = integrate (-grdiv(®); g = = / gdivy
; 8

Qr = {a € IX®); gk € P, YK € Th}
Xy = (v € H Q) vix € (B, VK €T}

form @ = integrate (prqQ);
feld wh (X8, 0, pb @ 6); m@”@:/ﬁpg
whd] [*eoptl = §;
solver-abtb stokes (2.w(), ».w0), B.80);
stokes . solye(=2. b #uk O, =H.4b(*uk.HO,
uh.set4(), ph.set40));

gout &K catchmark('y") & wh

L catchmark('p') K ph;

trouver 4 € Xy, wp = 0 sur 89, 6t py € Q) tels que
a(@p,¥p) F0¥np) =0, Yyn € Xp,¥p =0 siF 60
b(#p,4) =0, Ygp €@

FIGURE 1.5 — Probleme de Stokes : implémentation dans la librairie RHEOLEF [Sarll].

du systeme linéaire. Dans ce cas, on préférera une méthode itérative : pour cela, le probleme
est réduit sur les pressions. Le logiciel libre RHEOLEF [Sarll] propose une programmation
concise et performante de ces algorithmes dans le contexte des éléments finis. La Fig.
montre I'implémentation du probleme de Stokes. Les conditions aux bords correspondent
au probleme de la cavité entrainée et la solutin est représentée sur la Fig. [1.6]

1.10 Probléeme de Stokes : méthode itérative

L’algorithme de résolution par méthode directe doit étre considérée comme le choix par
défaut : pas de parametre numérique ni de controle et de test d’arrét comme pour les
méthodes itératives. Cependant, la méthode directe a 'inconvénient de nécessiter plus
de place en mémoire informatique que les méthodes itératives, et ceci peut étre crucial pour
des probleme tridimensionnels, faisant intervenir des maillages et des matrices de 'ordre
de 100000 ou plus.

Aussi, nous présentons brievement le principe des méthodes itératives, telles qu’elles sont
implémentées dans la librairie [Sarl1]. Nous renvoyons a cette référence pour les détails et
la mise en ceuvre concrete.

Pour les méthodes itératives, la non-unicité de la pression n’est plus un probleme, car les
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,,,,,,,

FIGURE 1.6 — Probleme de Stokes dans une cavité : vitesses et fonction de courant as-
sociée [Sarll].

algorithmes partent d’une valeur initiale et iterent en la corrigeant pour se rapprocher
d’une solution. Par conséquent, nous pouvons ignorer la contraint de moyenne nulle sur la
pression et considérer le lagrangien simplifié :

Efu, p) = a(u, ) +b(u, p) ~ (£, p) (1.22)

Cette définition, nous pouvons définir la fonctionnelle d’énergie J par :

J(u) = sup L(u,q)
geL2(Q)

et le probleme se réduit a la minimisation de 1’énergie :

u = arginf J(v)
VEV(UF)

Remarquons que dans les problemes de point de selle, le rle de u et p peut tre échangé en
changeant le signe du lagrangien. Nous pouvons définir la fonctionnelle duale J, par :

Ji(q) =— inf L(v,q)

VEV(UF)

Remarquons que J, est convexe, car L est concave en ¢. Ainsi le probleme s’écrit de fagon
équivalente :

p = arginf J,(q)
q€L ()
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Nous disposons d’une collection algorithmes itératifs (méthode de descente a pas fixe,
gradient conjugué, MINRES, etc) qui résolvent ce probleme de fagon standard. Une fois
p € L*(Q) calculée, il est facile d’obtenir la solution p & moyenne nulle :

_ Jop(z)da
Jodz

p.p. x €}

q1

FIGURE 1.7 — Algorithme de descente.

Par exemple, 'algorithme de plus profonde descente a pas fixe, appelé aussi algorithme
d’Uzawa, s’écrit :

o k=0:p° est donné

e k>0 :p* est connu, on calcule :

PP = —p L")
A chaque étape (voir Fig. , on descend d'un pas p > 0 dans la direction opposée au
gradient J.. Cet algorithme se décline en de nombreuses variantes : 1’algorithme du résidu
minimal consiste a calculer le pas de descente optimal a chaque itération, et ’algorithme
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du gradient conjugué utilise des directions de descentes successives orthogonales (aka con-
Juguées) entre elles.

Regardons plus en détails comment calculer concrétement J.(p¥). Une fois le systeme est
discrétisé, nous avons, avec les notations précédentes :
(S)n = trouver w = (u;)1<i<n €t D = (Pi)1<i<m tels que
A BT uY [ f
B 0 p) \y

ou la matrice A est symétrique définie positive n x n et B est rectangulaire n x m. En
développant :

Au + BTp = f
Bu = g

De la premiere équation, il vient
u=A"(f-B"p)
et alors de la seconde :
(BA'B")p=BA'f—yg
En posant A = BA™'BT et 3= BA™'f — g, ceci s’écrit encore :

Ap =

La solution p € R™ est caractérisée comme étant 'unique minimum de la fonctionnelle
convexe

J.(0) = (Ag, 4) — (5. )

C’est la version discrete de la fonctionnelle introduite plus haut. L’algorithme de plus

profonde descente a pas fixe, appelé aussi algorithme d’Uzawa, consiste a choisir pour le

pas de descente une valeur constante p, = A > 0 et pour la direction de descente w*),

I'opposée du gradient,
T.(p*) = Ap* —
= BA'BTpF —BA ' f+¢
= BATY(B"p" ~ f) +g
= —Bu® + g
ol nous avons posé
u® = A7 (f - BTp"Y)

Ainsi, 7, = J'(p*) représente le résidu de la deuxieme équation du systeme linéaire.
? *
Concretement, nous avons ’algorithme :
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ALGORITHME 1.10.1 (Uzawa)

o k=0 :p® cR™ étant donné, trouver ul® € R™ tel que
Au® = f — BTp®

e k>0 : (u® p®)) étant connu, calculer successivement :

k)= g—BTu(k)
p(k+1) — p(k) — A\

puis trouver u®) € R™ tel que

Au(k—l—l) _ f . BTp(k+1)

Le pas de descente A > 0 est un parametre de cet algorithme. Le test d’arrét peut étre
effectué sur le résidu : ||r®)|| < &, on € est une tolérance.

Dans la pratique, cet algorithme converge pour toute donnée initiale p°. Les propriétés
de convergence peuvent étre améliorées en utilisant une des variantes plus performantes,
comme le gradient conjugué. Voir le logiciel libre RHEOLEF [Sarll], chapitre 5, pour la
programmation performante de ces algorithmes dans un contexte d’éléments finis en di-
mension 2 et 3 : on y trouvera également des préconditionnements qui accélerent encore la
convergence.

1.11 Exemple : écoulement dans une cavité

Les Fig. [1.§ et [I.9 présentent un exemple de calcul tiré de [Sar1l] pour une cavité entrainée,
avec différentes valeurs du nombre de Reynolds Re = pLU/n, ou L est la taille de la cavité
et U la vitesse d’entrainement. Ce calcul utilise ’élément de Taylor-Hood et un procédé
d’adaptation de maillage.
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FiGURE 1.8 — Maillages et fonctions de courant associées a la solution des équations de

Navier-Stokes pour Re = 100 (haut) et Re = 400 (bas).
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FiGURE 1.9 — Maillage et fonction de courant associées a la solution des équations de

Navier-Stokes pour Re = 1000.
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Chapitre 2

Fluides quasi-newtoniens

2.1 Loi de comportement

Comme précédemment, le fluide est supposé incompressible. Cette classe de modele est
obtenue en remplagant la loi de comportement (1.5)) par :

o = 2(|2D(w)[*) D(u) (2.1)
ou |7] désigne la norme matricielle d’un tenseur 7 suivante :
_ 1 3.3
|7'|2 = % = _ZZTiz,j

Notez le facteur 1/2 devant la norme matricielle usuelle : les composantes non-diagonales
d’un tenseur symétrique 7 sont comptées deux fois, et ce facteur est introduit par simple
commodité. La fonction n : R+ — R+ est donnée : c’est la loi de viscosité. Il existe deux lois
classiques tres répandues : la loi de Carreau et la loi puissance. Posons £ = 42 = [2D(u)|?.
Pour la loi de Carreau [BAHSTal, p. 171], on a :

() =Moo + (M — Nee) (1 + AE) 2", VE€RF

avec 1o, Moo, A €t n € RT*. et 1y > 1. Pour la loi de puissance :

n(€) = Ke2", VeeR?

avec K,n € R™. Remarquons que dans les deux cas, pour n = 1 nous retrouvons un modele

newtonien, de viscosité constante 7y (ou K). Lorsque n €]0, 1] le fluide est rhéo-fluidifiant :

la viscosité n décroit avec le taux de déformation 7, c’est le cas usuel. Lorsque 4 devient n < 1
grand la loi de puissance est assez similaire au cas de la loi de Carreau avec 7o, = 0 : dans donner

ce cas la viscosité n tend vers zéro pour n < 1 (voir Fig. . Lorsque n > 1 le fluide est des exem-
rhéo-épaississant : la viscosité 1 croit avec 7s. ples!

33
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FIGURE 2.1 — Fluide quasi-newtonien : loi de viscosité de Carreau pour n < 1 (gauche) et
n > 1 (droite).

2.2 Probléeme aux limites

Le probleme s’énonce alors :

(QN) : trouver u et p tels que

p(a—u—f—u.Vu) — div{2n(|2D(u)]*) D(u)} + Vp = pg dans |0,T[xQ

ot
— divu = 0 dans ]0,7[x$2
u(0) = uy dans Q
u = ur sur |0,7[x00Q

avec les notations du chapitre précédent. Nous pouvons discrétiser en temps ce probleme,
comme au chapitre précédent, par la méthode des caractéristiques. A chaque pas de temps,
nous obtenons un sous-probleme qui ne dépend plus que de la variable d’espace : ce sous-
probleme n’est plus linéaire, il contient encore la non-linéarité issue de la loi de viscosité.
Le probleme a la forme suivante :

(QNS) : trouver u et p tels que

— div{2n(|2D(n)]*) D(u)} + Vp = f dans Q
— divu = 0 dans €
u = ur sur 0f)

ou f est donnée. Dans le probleme précédent, nous avons omis le terme (p/At)u issu de
la discrétisation en temps : cette simplification est effectuée afin d’alléger les notations et
ne constitue pas une perte de généralité, car tous les résultats que nous allons montrer
s’étendent sans probleme en ajoutant ce terme. Le probleme précédent exprime également
la situation d’un écoulement stationnaire soumis a une force extérieure f et dans lequel
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le terme d’inertie u.Vu a été négligé. Cette hypothese se justifie lorsque 1’écoulement est
lent.

2.3 Exemple 1 : écoulement de Poiseuille

u
TN S T —
=1 e
| n=05 —
n=02 ——
\ W (3 S —
- '
?JL
T f 0_1 0 .

FIGURE 2.2 — Fluide quasi-newtonien : écoulement de Poiseuille entre deux plaques.

On considere ’écoulement d’'un fluide a loi de puissance entre deux plaques paralleles au
plan Oyz. Nous cherchons dans cette géométrie une solution correspondant a un écoulement
établi : le vecteur vitesse est porté par I'axe 0z et ne dépend que de x : u(z) = (0,0, u(z)).
On vérifie que cette solution ne peut exister que si la pression est de la forme p(z,y, z) =
—fz+ po ou pgy est la pression de référence et ou f > 0 est une force de poussée constante
donnée. On vérifie sans difficulté que |2D(u)| = ||, si bien que la composante u vérifie :

{—(K!u'\”_lu')' = f
uw(—L)=u(l) = 0

ou 2L est la distance séparant les deux plaques. Pour renormaliser le probleme, on pose
Z = x/L. De méme, on va remplacer I'inconnue u(z) par u(z) = u(Lz)/U, avec U > 0
qu’on va préciser. Le systeme vérifié par u est :
—_ KU (|I~L/|n_1ﬂ/)/ - 1
an+1
a(=1)=ua(l) = 0

En choisissant U = (fL""'/K)'/", et sans perte de généralité, le systeme se simplifie en un
probleme avec pour seul parametre n > (0. Comme nous allons travailler avec ce probleme
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re-normalisé, et qu’il n’y a plus d 7ambiguté, nous pouvons omettre les tildes :

{ — (J/|* ") = 1 dans]0,1]
w(0)=0 et u(l) = 0

Par symétrie, on a réduit 'intervalle a ]0, 1] avec une condition de symétrie en = 0. Une
premiere intégration conduit a
/|n71

—W " =2+

et, la condition de symétrie en = 0 donne ¢ = 0. Remarquons que ¢’ a le signe opposé de
x : u' est impaire, et donc est paire. Ainsi [/|” = |z| et encore u' = 2!/ pour 0 < z < 1.
Finalement, avec la condition en z = 1, il vient :

1—| x‘%ﬂ
u(z) = I x €l —1,1].
Cette fonction est représentée sur la Fig. pour quelques valeurs de n. Lorsque n > 1,
le profil de vitesse est plutdt pointu. Pour n = 1, on a une parabole renversée u(z) =
(1 —2?)/2. Enfin, pour 0 < n < 1, le profile s 7aplati : c’est le cas le plus courant pour des
fluides non-Newtoniens tels que le sang, la pate dentifrice, les coulées de neige, de lave ou
les glissements de terrain.

2.4 Formulation variationnelle

Multiplions la premiere équation par une fonction test v qui s’annule sur le bord et som-
mons sur €2, puis utilisons les formules de la divergence ((1.10)) et (1.12]) :

/Q 2([2D(w)P) (D(u) : D(v)) di — /

pdivudx:/f.vdx (2.2)
0 Q

Les termes de bord son nuls du fait que la fonction test v s’annule au bord. Nous souhaitons
écrire ce probleme sous la forme d’une minimisation d’une fonctionnelle d’énergie. Cher-
chons la fonctionnelle sous la forme :

J(u) :%/QH(|2D(u)|2) dx—/gf.udm

ott H est une fonction de R* dans R™ que nous allons identifier. Supposons H dérivable et
calculons la dérivée de Gateaux de F' en us : pour toute fonction test v, ¢’est par définition
la dérivée de F' en u dans la direction v :

J(u+ev) — J(u)

J'(u).(v) =
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Rappelons que |7|> = (7 : 7)/2. Par un développement de Taylor de H, il vient :

Ju+ev) = /H (2D(u+ev):D(u+ev)) dx—/f.(u—l—sv)da:

0
= /H|2D dx—/fudx

+8</92H’(\2D(u)|2) (D(u):D(v))dx—/gf.vdx)
+ O(g?)

Ainsi, la dérivée de Gateaux de J s’écrit pour tous u et v :

J(u).(v) = /Qsz(pD(u)F) (D(u):D(v))dx—/f.vdx

Q

Le probleme va pouvoir s’écrire comme un probleme de minimisation de cette énergie
sous la contrainte d’incompressibilité, ou encore comme un probleme de point-de-selle d'un
Lagrangien. En identifiant cette expression avec (2.2))

J'(u).(v) = /9277 (]12D(u)]?) (D(u):D(v))dx—/f.de

Q

En posant £ =42 = [2D(u)|?, nous obtenons une condition nécessaire et suffisante sur H :

£
H(© =n(6), Y €RY = HO = [ () dé, v R
0
Exemples — Pour la loi de puissance, on a :

nE¢) = K& =2

N(E) = Moo+ (M0 — Noo) (1 +AE) 2

H() = /05 (e + (0 = 1) (14 287

n> d
= mab —2%;7’1";) (a+x0% -1)

Dans ces deux exemples, J(u) fait intervenir des intégrales avec des puissances (1 + n)/2
de ¢ = 4? = |2D(u)|*%. Ces termes sont bornés lorsque u,v € Wh"(Q)? avec r = 1 + n.
Rappelons que, pour tout r > 1 :

W (Q) ={p e L'(Q); Vpe L'(Q)}
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H(%?) n=01— H(%%) n=01—
n=05 —— n=20.5
nzl.()ﬁ nzl();
n=2.0 n=2.0

0 I
0 Y 0 Y

FIGURE 2.3 — Fluide quasi-newtonien : énergie pour les lois de viscosité de puissance
(gauche) et Carreau (droite).

Dans le cas de la loi de Carreau, il y a en plus un terme 7,|2D(u)|? sous 'intégrale dans
'expression de J(u) : pour 74 # 0 il faudra donc u,v € W (Q)? avec r = max(2, 1+ n).
Dans la suite, par soucis de simplicité, on supposera que on utilise la loi puissance ou bien
la loi Carreau avec 1, = 0, si bien que r = 1 4+ n. Regardons quelle est la régularité
minimale requise pour les données f et ur. Une condition nécessaire et suffisante pour que

1
I'intégrale de f.v ait un sens pour tout v € Wol’H" (2)3 est que f appartienne a 1’espace

1
dual [Bre83, p. 174] de W01’1+" (Q)3, cest-a-dire £ € W17 (Q)3. De méme, une condition

nécessaire et suffisante pour que la condition au bord u = ur sur I' = 9Q ait un sens
pour u € WLH%(Q)?’ est que ur appartienne a 'espace des traces sur le bord [GRS6 p. 8]
des fonctions de W4 (Q)3, soit encore up € W~ T1(90)3. Enfin, pour que le terme
b(v,p) ait un sens, il faut que pdiv u soit sommable. Or divu € L'™™(Q) : il est nécessaire
que p € L™ (Q) avec 1/ + 1/(1 +n) = 1, soit encore p € L ().

Par analogie avec le probleme de Stokes, introduisons I'espace pour les vitesses :

Vig) = {vewh Q)3 upo =g}
K(g) = {veV(g); div(v) =0}

On a V(0) = W, "' ™™(Q)?. Le probléme s’exprime sous forme de minimisation :
u = argminJ(v)
VEK(UF)

On montre dans [BN90| que J est convexe et que ce probleme admet une solution unique.
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Introduisons également les formes :
a(@;u,v) = /277(|2D(ﬁ)|2) D(u):D(v)dx
Q

b(v,q) = —/qdivvdx
Q

l(v) = /Qf.vdx

La forme a est linéaire par rapport aux deux dernieres variables. La formulation variation-
nelle du probleme s’énonce :

(FV) : trouver u € V(ur) et p € LY (Q) tels que

{ a(u;u, v) + b(v,p) = I(v)
’ b(u, q) = 0

pour tout v € Wt(Q)? et ¢ € L'*# (). Toujours avec les notations du chapitre
précédent, introduisons le Lagrangien suivant :

L(u, p) = J(u) + b(u, p) — (f, u)
La solution du probleme est caractérisée comme le point-de-selle de L, ce qui s’écrit

(w,p) =arg inf  sup L(v,q)
veviur) ek q)

Ainsi, en écrivant que la solution vérifie : 9,L = 9,L = 0 on retrouve la formulation
variationnelle. Le lagrangien est convexe en u, du fait de la convexité de J Ainsi ce probleme
admet une solution unique.

2.5 Exemple 2 : écoulement dans un tuyau

On considere 1’écoulement d’un fluide a loi de puissance dans un tuyau rectiligne d’axe Xz
et initié par une force de poussée f = f e, verticale et constante : c¢’est I’écoulement de
Poiseuille dans un tuyau. Ce peut étre une artere ou bien des micro-canaux en biologie,
par exemple. L’écoulement, une fois établi, est aussi vertical et le vecteur vitesse et ne
dépend que de z et y : u(z,y) = (0,0,u(x,y)). La contrainte div(u) = 0 est vérifiée par
construction.

Lorsque le tuyau est circulaire, on peut utilise le systeme de coordonnées cylindrique
(r,0,z) : la solution ne dépendent que de 7 et le probleme est alors similaire a 'exem-
ple précédent (voir section . Pour un tuyau dont la section est non-circulaire (carrée,
rectangulaire, etc), la solution dépend de x et y : c’est un probléme bidimensionnel.
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Notons € la section du tuyau. Notons Vu = (J,u,0,u) le gradient de la com-

posante en 2z de la vitesse dans le plan Oxy. On vérifie sans difficulté que
1

12D(u)| = |Vu| = ((0,u)* 4+ (9,u)*)2, La contrainte d’incompressibilité étant vérifiée,

probleme se ramene a la minimisation de :

K
J(u):H—n/Q|Vu|1+”dx—/qudx

C’est le probleme classique dit du p—laplacien, avec p = 1+n. Pour n = 1 on retrouve une
fonctionnelle J quadratique et le systeme correspondant est linéaire. La Fig. représente

FIGURE 2.4 — Fluide quasi-newtonien a loi de puissance (n = 0.5,1,1.5) : écoulement de
Poiseuille dans un tuyau de section carré représenté en élévation (d’apres [Sarlll part 3]).

la solution pour n = 1/2 (cas rhéo-fluidifiant), n = 1 (cas newtonien), et n = 3/2 (cas
rhéo-épaississant) pour un écoulement dans un tuyau de section carrée : on pourra penser
par exemple a 1’écoulement du sang dans des micro-canaux. Nous allons étudier a présent
deux algorithmes pour résoudre cette classe de problemes : I’algorithme du point fixe et la
méthode de Newton.

2.6 Algorithme du point fixe

L’idée la plus simple est de résoudre ce probleme non-linéaire par un algorithme de point
fixe. On construit par récurrence une suite (u(k))kzo avec u® donné et, & étape k, con-
naissant u*~Y nous calculons u®) solution de :

(FV) : trouwver u® € V(ur) et p® € L' (Q) tels que

a(u® D u® v) + bv, p®) = (f,v)
b(u®, q) =0

pour tout v € wy't"(Q)? et ¢ € L1 + L(Q). L'opérateur qui, aux seconds membres f et
g associe u® | est linéaire. Ainsi, & chaque itération, u*~b, étant connu, le systeme est
linéaire. Reste a savoir si la suite converge.
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G(u) y G(u)
’ u® = GuM) - - g 7
[
u =GOy |- o ool : u® = GO - oo 2
u® =Gy | v :
_____________ I
u=Gu)f """ a | u=Gu)f - AR
I |
[ | : ! : | :
[ | | b |
[ | | b |
| l | L, N |
| | | | . | | | |
[ l | - b |
S oo | o Lo |
[ | | ) b |
7 | | | . _ R ! | I |
u u@u® u©® uu@u® u®
- converge — diverge

FIGURE 2.5 — Méthode du point fixe : (gauche) cas convergent ; (droite) cas divergent.

Notons G l'opérateur qui, a la donnée u*~Y, associe la solution u® = G(u*b) du
probleme précédent. Cette fois-ci, G n’est pas linéaire. Nous cherchons a obtenir u = G(u),
soit le point fixe de G. Par récurrence on a u®) = G*(u®). On observe sur la Fig. que
la solution u'®) ne converge vers u solution du probléme non-linéaire que dans certains cas :
une condition suffisante est que |G’| < 1 dans un voisinage de u et contenant u®). Dans
ce cas, (G est dit contractant dans ce voisinage de u. Pour s’en convaincre, considérons le
cas G(u) = au, avec a > 0 constante. Alors u® = of u® ne converge vers u = 0 que si
G’ =a< 1L

Dans la pratique il est difficile de savoir si G est contractant ou non. On observe, pour le
probléme qui nous intéresse, que I’algorithme ne converge que pour n €]0,2[ (voir [Sarlil
part 3]). Ceci recouvre cependant les valeurs utilisés en pratique pour n : généralement
0 < n < 1. Dans le cas ou n > 2, il est possible de faire converger cet algorithme en
utilisant un algorithme de point fixe avec relaxation (voir également [Sarlll part 3]). Cet
algorithme est facile & mettre en ceuvre en pratique, en partant d’'un code de Stokes ou
Navier-Stokes. Cependant, la convergence est lente et on lui préfere la méthode de Newton
(voir Fig. [2.6]).

2.7 Algorithme de Newton

Posons :

Flup) = ( ) ) _ ( ~div {2(2D(w)?) D(w)} + Vp - pg )

— divu
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FIGURE 2.6 — Convergence du résidu pour le point fixe (gauche) et la méthode de Newton
(droite) pour n = 0.5 (source : logiciel libre Rheolef [Sar11]).

//u' a®  u®

OO

[ u
converge

-

u(©

u®

u®@

R

v

diverge
FIGURE 2.7 — Méthode de Newton : (gauche) cas convergent ; (droite) cas divergent.
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Le probleme peut se formuler : trouver (u, p) tels que F'(u,p) = 0. Le probleme, sous cette
forme, est susceptible d’étre résolu par la méthode de Newton. Posons y = (u,p). On
construit par récurrence une suite (x*));>o avec x(¥) donné et, & 1’étape k + 1, connaissant
x®), nous calculons y**1) comme intersection de la tangente en x*) & la courbe Y = F ()
avec 'axe Y = 0. La tangente au point (x*), F'(x®)) est I’'ensemble des points (X,Y") tels
que :

Y — F(x™) = F'(x®).(x = x")

Cette droite intersecte I’axe horizontal Y = 0 en X = ¥tV et le calcul de cette intersec-
tion s’écrit :

F'(x®™).(6xM) = —F(x)
NN CEPNT

Ici F' désigne la dérivée de Gateaux de F :

] . F(x+edx) - F(x)
F'(x).(6x) = lim .

On observe sur la Fig. que la solution u® ne converge vers u solution du probleme
non-linéaire que dans certains cas : une condition suffisante est que |F’| ne s’annule pas
dans un voisinage de u et contenant u”. Lorsque cette méthode converge, elle converge
bien plus vite que la méthode du point fixe. De plus, dans la pratique, on sait construire des
variantes de la méthode de Newton et qui convergent globalement. Pour cela, lorsque nous
ne sommes pas dans un voisinage favorable, le pas dx*) est réduit d’un facteur g, €]0,1] :

WED = )y s )

Le facteur ¢ devient égal a un lorsque le voisinage est favorable. Pour plus de détails sur
I'implémentation de cette méthode, voir [Sarlll part 3]. Regardons & présent plus en détails
comment s’écrit le calcul du pas 6x®.

Pour pouvoir utiliser cette méthode en pratique, il nous reste a calculer F”’, la dérivée de
Gateaux de F'. Pour toutes directions (du, dp), on a :

OF,

e p) 6w + S (. p).0p)
F'(u,p).(0u, dp) = oF

(6w + 2 (). 0p)

Rappelons que |7|? = 7 : 7/2. La dérivée de Gateaux de la fonction

() = () = 22220 ) ppa
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est définie pour toute direction du par :

7/(w).(u) = lim L2 E00) = (W)

e—0 g

Par un simple développement au premier ordre :
f(u+edu) = f(u) + e 4D(n): D(6u) + O(e?)
Ainsi :
f'(u).(6u) =4D(u): D(0u)
De méme, la dérivée de Gateaux de la fonction composée :

g(w) =n(|2D(w)[*) =no f(u)

est définie par :

g(w).(6u) = 7n'o f(a) f'(u).(ou)
= 47/ (12D(w)]*) (D(u):D(0u))

Enfin, la dérivée de Gateaux de la fonction produit :
h() = div {2g(u) D(w)}
est définie par :

h'(u).(6u) = div{(2¢'(u).(6u)) D(u) + 2g(u) D(6u)}
= div {87(2D(w)*) (D(u): D(v)) D(u) + 2n(|2D(u)*) D(v)}

Afin d’alléger les notations, on omet l'indice k£ : on note simplement (u,p) la solution a
’étape k ainsi que le pas oy® = (0u, 0p). Ainsi :

F'(a, p)(du, dp)
( —div {2n(|2D(1)[*) D(du) + 87 (|12D(@)|*) (D(u): D(0u)) D(a)} + V(dp) )

— div(du)

On pose (ry,r,) = —F(1,p). Le probleme a 'étape k se ramene a trouver (du, dp) solution
de :

—div {2n(|2D(w)[*) D(6u) + &' (|2D(W)[*) (D(w): D(du)) D(a)} +V(dp) = r,
—div(ou) = 1,
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Afin de discrétiser ce probleme et de le résoudre, nous allons en écrire la formulation
variationnelle. Posons

a0 du, 0v) — /Q m(12D(W)P) (D(su): D(5v)) da
+/§2277'(|2D(u)|2) (2D(n):D(0u)) (2D(u):D(6v)) dz
L(oV) = /Q rdv de
L(5q) — /Q r g da

Le systeme linéaire a résoudre a chaque étape de la méthode de Newton s’écrit :
(FV) : trouver du € H}(Q)? et op € L*(Q) tels que
{ a(a; du, ov) + b(dv, op) = [, (6v)
b(0u, dq) = 1p(d9)
ceci pour tout ov € H(Q)? et g € L*(2). Pour que les intégrales dans la définition de a
aient un sens pour tout du,dv € H}(Q)?, nous devons supposer que i € WH>(Q)3. Une

condition suffisante pour que le systeme linéaire soit bien posé est que la forme bilinéaire
a soit coercive dans Hg () :

i e Wh(Q), 3> 0 / (i ou,du) > afdul?,q. Vou e H(Q)?

Remarquons que

a(w; 6u, du) = /Q 4n(12D(w)[?) (—D (5“);) (5“)> dz

¢ [srepmp) (PRPO0)

- / 1n(|2D(w)?) |D(6u)? dz

v [sieomp) (PULO0)

car 7 : 7 = 2|7]? pour la norme matricielle choisie. Dans le cas ot 7 > 0, on obtient
directement :

a(a; du,du) > inf%582n(|2D(ﬁ)(x)|2) ||D(5u)||3Q
x€ ’

L’inégalité de Korn permet de conclure a la coercivité de a. Ainsi, lorsque 7 est strictement
positive et croissante (loi de Carreau avec n > 1 et 79 > 0) nous pouvons conclure a la
stricte coercivité. Pour la loi de puissance avec n > 1, n peut s’annuler lorsque D(du)
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s’annule, et la forme bilinéaire n’est alors plus nécessairement coercive strictement : dans
la pratique, ceci peut arriver ponctuellement en un point, par exemple en un sommet du
maillage situé sur un axe de symétrie. Dans ce cas la matrice jacobienne du systeme discret
devient singuliere.

Le cas 7 < 0 demande un peu plus de travail. C’est le cas le plus courant dans les
applications : loi de puissance avec 0 < n < 1. De Cauchy-Schwartz :

(QD(ﬁ)éD(éu)f - (2D(1‘1);2D(1‘1))2 (D(éu)ép((su)f

= [2D(@)]* |D(du))?

car 7 : 7 = 2|7|? pour la norme matricielle choisie. D01, en multipliant par 7’ < 0, il vient :
wanow > [ {420} + 82D 2D@} D ds
= | 4(2D@P) D60 do
avec v(€) = n(€) + 2/ (€) €. Etudions le signe de v.

Pour la loi de puissance, on a :

nE) = Ke=*
e = TR
v(€) = nK& 2o > 0, VEeRt
Pour la loi de Carreau, on a :
NE) = Moot (0 — ) (14277,
7o) = S aaeTE

2

V() = Moo+ A — 1) (LA 77
Finalement, nous pouvons conclure a la stricte coercivité de a pour la loi de Carreau pour
les valeurs de 0 <n < 1 et e >0, 0un > 1etn > 0. Dans le cas de la loi puissance
ou bien de la loi de Carreau avec 0 < n < 1l et 7, =0, oun > 1 et ny = 0, la forme
bilinéaire n’est plus nécessairement coercive strictement lorsque D(u) s’annule. Ceci peut
arriver par exemple en un sommet du maillage situé sur un axe de symétrie. Dans ce cas la
matrice jacobienne du systeme discret devient singuliere. D’une facon générale, le fait que
la matrice jacobienne soit singuliere peut exprimer simplement qu’il existe une multiplicité
de directions admissibles pour la méthode de Newton : il suffit alors d’en sélectionner une
qui convienne. Dans la pratique, on observe que la méthode de Newton est tres performante
(voir Fig. quoique plus complexe a mettre en oeuvre que la méthode du point fixe.
Nous renvoyons a [Sarlll part 3] pour I'implémentation pratique de ces deux méthodes.

> 0, VEeR"



Chapitre 3

Fluides viscoplastiques

3.1 Loi de comportement

Herschel-Bulkley

n et oy
gg = 0 n=1
loi puissance Bingham
n 00

Navier-Stokes

F1GURE 3.1 — Fluides viscoplastiques : une hiérarchie de modeles.

Il est commode, dans la perspective de méthodes numériques, de manipuler des problemes
de minimisation. Pour cela, posons G = 2D(u) et introduisons 1’énergie de dissipation
suivante :

K

7 =1

IG|"™ + 00|G|, VG € R4 (3.1)

47
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avec toujours |G| = (G:G)/2 et (G,H)? = (G: H)/2 le produit scalaire associé¢. On a
K > 0 et n > 0 correspondent aux parametres de la loi de puissance précédemment étudié
et 09 > 0 est appelé la contrainte seuil. Pour oy = 0, on retrouve le modele dit loi de
puissance précédent, qui se réduit au cas d’un fluide newtonien pour n = 1. Pour n = 1
et op > 0 ce modele s’appelle fluide de Bingham [Bin22]. Dans le cas général n > 0 et
oo > 0 le modele a été introduit par Herschel et Bulkley [HB26]. Ce modele recouvre
ainsi les modeles que nous avons abordé précédemment (voir Fig. . Le probleme de

A 2(6) A 2(0)

,‘8.@(G0) >0

Gol =~ Gl =~
: e ol 4 la

FIGURE 3.2 — Minimisation d’une énergie non-différentiable : (gauche) 0 € Z(G)) ; (droite)
0 ¢ 2(Gy).

minimisation s’écrit :
u = argmin J(v)
veK(ur)

avec

I(v) = /Q P(2D(v)) dz — /Q £vde

K
_ /|2D(V)|1+”dx—|—ao/\2D(v)|dx—/f.vdx
Q Q Q

1+n

Ici, 'énergie de dissipation & n’est plus différentiable des que oy # 0. Par contre elle est
convexe, comme somme de fonctions convexes, et on peut définir son sous-différentiel :

99(0) = {0 € BRY% ()~ 2(0) > TV ey 3

Ceci exprime que toutes les tangentes possibles en (G, Z(G)) sont situées sous la courbe
convexe. Dans le cas d'une fonction de R dans R (voir Fig. , cette notion se réduit, si
2 est différentiable & gauche et & droite, & 02(Gy) = [Z2"(Go), Z'.(Gy)].
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Rappelons que le tenseur des contraintes totales de Cauchy se décompose ooy = —p.I + o
ou —p.I est la partie sphérique et p la pression, et o la partie déviatrice. Par définition,
pour un fluide viscoplastique, o est donné par :

o€ 0%(2D(u)) (3.3)

Clairement, il n’y a pas unicité des contraintes déviatrices o, car l’ensemble Z(2D(u))
ne contient pas qu’un seul élément en général. Il reste a calculer concretement le sous-
différentiel 02 selon lorsque I’énergie de dissipation Z est donnée par . Lorsque
G = 2D(u) # 0, alors Z(G) est dérivable et la définition du sous-différentiel coincide du
ici avec la dérivée usuelle. Calculons 2'(G) lorsque G # 0. Posons (G) = |G|* = G:G/2.
De la définition de la dérivée directionnelle, pour tout H € R4 :

(G +eH) —P(G)

Y(G).(H) = lim

e—0 g

_ hm(G+€H):(G+€H)—G:G
e—0 2e

= G:H

B (2G:H)

N 2
(V'(G):H)

2

Il vient finalement ¢'(G) = 2G. Nous avons

D=

2(G) = (K/(1+n)(G) " + opy(G)

Ainsi, pour G # 0 :

7(@) = Su(@) (@) + Do) (G)

G

Pour G = 0, par contre, la dérivé est multi-valuée, c’est un ensemble de valeurs. On a
2(0) =0et 0 € 02(0) si et seulement si

2(x) = T, Vx e R

K oix d
o n > A v eRXd
Hn!x\ + oolx| > 5 VX € Ry

Une condition suffisante pour que o € 9%(0) est :

oolx| > %, vy € R
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De I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le produit scalaire sur les tenseurs |y|?> = x:x/2 :

X
|O-’ ’X‘ Z Ta VO',X € Rng

nous obtenons une condition suffisante pour que o € 9Z(0) : |o| < 0. Montrons que cette
condition est nécessaire. Supponsons |o| > oy et montrons que o ¢ 0%(0). Si |o]| > 09 > 0
alors o # 0 et choisissons y de la forme y = ao/|o|, ot & € R sera choisis plus loin. Alors

x| = a et

oY Kot
200 - = 1, (@)

Puisque o —o0( > 0, cette quantité devient négative en choisissant « assez petit, precisément
a < ae, avec a. = ((1+n)(|o] — 00)/K)"™. Ainsi, une condition nécessare et suffisqante
pour que o € 02(0) est |o| < 0p. Finalement :

{U:K|G|_1+RG+O’0%}, SlG?éO
09(G) — Gl

{o. lo] < oo}, sinon

Remarquons que la norme du déviateur des contraintes |o| s’exprime assez simplement en

o]

K—|—0'0 - B
n=03 ——

oo | n:06 -
n=10 ——
n=20 ——

0 ! -

0 1 ¥ = |2D(u)]

FIGURE 3.3 — Fluide viscoplastiques : norme des contraintes |o| en fonction de celle des
taux de déformation [2D(u)|.

fonction de celle des taux de déformation [2D(u)| (voir Fig. :

{ lo| = K]2D(u)[" 4+ 0o si [2D(u)| # 0

lo| < o9 sinon
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On complete cette équation constitutive (3.3) avec la conservation de la quantité de mou-
vement (1.3) et la relation d’incompressibilité (1.6, ainsi que des conditions aux bords et
initiales pour obtenir un probléme a trois inconnues :

trouver o, u et p, dfinis dans 10, T[x €2 tels que

2D
o = K|2D(u)|""*"2D(u) + Uoﬁ, si2D(u) #0
lo| < o9 sinon
p (%—?+U.Vu) —dive+Vp = pg dans ]0,7[xQ
divu = 0 dans ]0,7[xQ
ur sur ]0,7[x00
u(0) = uy dans Q

=
Il

ou les conditions aux bords et initiales ur et ugy sont données.

Lorsqu’on discrétise ce probleme en temps par la méthode des caractéristiques, on se ramene
a chaque pas de temps a un probleme de structure tres similaire qui ne dépend que des
variables d’espace :

(P) : trouver o, u et p, dfinis dans Q tels que

2D(u) :
o= K|2D(u)|"""™2D(u) + 0p———=, si2D(u) #0
2D (u)]
lo| < oy sinon
aou—dive+Vp = f dans 2
divu = 0 dans Q (3.4)
u = ur sur 0N

oua=p/At et f =pg+ auoX est donné, avec u la vitesse a l'itération précédente. On
obtient également ce probleme lorsqu’on cherche la solution stationnaire du probleme en
temps et qu’on néglige le terme d’inertie pu.Vu : dans ce cas a = 0 et f = pg. Le cas
a # 0 n’ajoute pas de difficulté supplémentaire, et pour simplifier, on traitera dans la suite
le probleme avec o = 0.

3.2 Exemple 1 : écoulement de Poiseuille

On étend 'exemple d’un écoulement entre deux plans introduit a la section page
a un fluide viscoplastique. La pression est donné par p(z) = —fz. Le tenseur symétrique o
n’a plus qu’une composante non-nulle o,,(z). Le probleme se réduit a :
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(P) : trouver o,, et u, définis dans | — L, L] et tels que

’Z:Eg’, siu/(z)#0
loe. ()] < o9 sinon

'.,—f = 0 dans |- L, L]

uw(—L)=u(l) = 0

0z (7) = K|/ ()71 ! (x) + 09

On se donne une contrainte représentative > = fL et une vitesse représentative U telle
que K(U/L)™ =3 et on effectue le changement d’inconnues :

r=Lx, u=Uu, 0, = X0,

Le systeme se réduit a un probleme avec seulement deux parametres n et le nombre Bi =
0o/(fL) de Bingham, qui mesure le rapport du seuil de contrainte sur la charge. Comme
il n’y a plus d’ambiguité, on omet les tildes :

(P) : trouver o, et u, définis dans | — 1, 1] et tels que

Op(x) = |/ ()| 71/ (2) + Bi%, siu'(z) #0
|o22 ()] < Bi sinon

0 dans |—1,1]
u(—1)=u(l) = 0

|
q\
|
—_
Il

Remarquons que la solution est paire : u(—z) = u(x). On obtient o,.(x) = —x et le critere

n=2 -—
n=15

0.3 + n=1 -
n=05
n=02 ——

0.2 b

0.1 f

0
-1 —Bi 0 Bi 1

FIGURE 3.4 — Fluide viscoplastique :écoulement de Poiseuille pour Bi = 1/2.

de seuil donne u(z) = 0 quand |z| < Bi. Autrement dit, la charge est plus faible que le
seuil, et 1’écoulement est nul. Si Bi > 1 la solution est u = 0. Sinon, pour |z| > Bi, on
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obtient |u'(x)|" + Bi = |x| et finalement, avec les conditions aux limites et la continuité en
r==xDB1i:
1

(1 — B+ —max(0, |z| — Bi)'*=
1+1

u(z) =

Cette solution est représentée sur la Fig. [3.4]

3.3 Formulation variationnelle

Décomposons 'énergie de dissipation ¥ = %, + %, suivant :

K
h(G) = H—n\GPM

D(G) = oo|lG|, VG e R

ou %, et Y, sont convexes. Ainsi, 0 € %; est caractérisé comme étant la somme o =
T + T, avec 11 € Z1(G) et 72 € Z5(G). Remarquons que 2, est différentiable : son sous-
différentiel ne contient quun élément et 0%, (G) = {r = K|G|~'™"G}. Ainsi, on obtient
successivement :

0 €092(G) < IR ecIA(G)/o=K|G "G +n
= o K|G"""G € 02(G)
(0 — K|GI™"" G):(x - G)

5 , Vx € R&

= Z(x) - %(G) >

La derniere relation provient de la convexité de %, et de la définition du sous-
différentiel 0%,(G). Choisissons G = 2D(u) : la contrainte div(u) = 0 s’écrit aussi
tr(G) = 0. De méme, choisissons x = 2D(v) avec div(v) = 0 et v représente une fonc-
tion test. En intégrant sur € la relation précédente, et en réarrangeant les termes, il vient
I'inéquation variationnelle suivante :

/ K]2D(u)|""*"D(u): D(v —u)dz + j(v) — j(u) > / o:D(v—nu)dzx
Q Q
ol on a posé :
i(v) = / D(2D(V)) dx — / oo[2D(v)] da
Q Q
Comme pour les fluides quasi-newtoniens du chapitre précédent, on introduit les espaces :

Vig) = {veW Q) up =g}
Q = L'"=(Q)
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En multipliant la conservation de la quantité de mouvement —divo + Vp =f par v —u
s’annulant sur le bord et en intégrant par parties :

/QJ:D(V—u)dx—/Qp div(v—u)dxz/f.(v—u)dx

Q
En ajoutant cette équation a l'inéquation variationnelle précédente, et en incorporant la
relation d’incompressibilité, il vient la formulation variationnelle du probleme :

(FV) : trouver u € V(ur) et p € Q tels que

/QQK\QD(U)FH"D(U) :D(v—u)de

+j(v)—j(u)—/pdiv(v—u)dx > /Qf.(v—u)d:c

0
—/qdiv(u)dx =0
Q

ceci pour tout v € V(ur) et ¢ € Q. Remarquons que la fonction test v € V(ur) n’est pas
nulle sur le bord : c’est v —u € V(0) qui s’annule au bord.

Introduisons le noyau de 'opérateur divergence :

K(g) = {VEV(g); /quiv(v)dx:(), }

De méme que pour le probleme de Stokes et les fluides quasi-newtoniens, il est possible de
réduire le probleme sur cet espace :

(FV) : trouver u € K(ur) tel que

/QzK\zp(u)|l+"D(u) D(v —u)de + j(v) — j(u) > /Qf.(v —w)da

ceci pout tout v € K (ur). Cette formulation est élégante mais a I'inconvénient de conduire,
une fois écrite sur des espaces de dimension finie, a un systeme d’inéquations non-linéaire de
grande taille et tres difficile a résoudre : nous ne connaissons actuellement pas d’algorithmes
performants issus de cette écriture.

3.4 Régularisation : un probleme modifié

On remplace I’équation constitutive des fluides viscoplastiques par celle d’un fluide quasi-
newtonien [GLT8Il p. 364] :

70 ) 2D(u)
([2D(u)[? 4 £2)
— 2. (|2D(u)?) D(u)

o = <K\2D(u)|1+n+
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e=10"2
e=10""

v(¥%)

FIGURE 3.5 — Régularisation des fluide viscoplastiques pour n = 1 et o9 = 1/2 :
(haut-gauche) : norme des contraintes |o| en fonction de celle des taux de déformation
4 = [2D(u)|; (haut-droit) : énergie H(5?); (bas-gauche) : viscosité n(%?); (bas-droite) :
coercivité v(32).
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avec £ € R et oll on a posé :
—1+4n 0‘0
t 7
(§+e%)z

On ne divise plus par [2D(u)|, ce qui évite les problemes dans les zones rigides associées
4 2D(u) = 0 (voir Fig. B.5)). Les méthodes vues au chapitre 2] s’appliquent donc a priori.
Ainsi, cette approche permet de réutiliser un code de calcul permettant de résoudre des
écoulements quasi-newtoniens. Avec les notations du chapitre [2] le probléme de minimisa-
tion est associé a la fonction H, suivante :

¢ K 1
Hg(f):/o Us(s)d3:12+—n§2+00 <\/§—|—52—5>, VE e RT

On peut vérifier que H, est convexe. En ce qui concerne la méthode de Newton, le coefficient
de la jacobienne est donné par :

ve(§) = ne(§) +26nL()
= nK§% + sigmage® (5 + &2

, Vx € RT

)—3/2

La coercivité de la jacobienne est assurée car v. > 1.(0) = gpe~! > 0. On montre [GLTSI]
p. 370] dans le cas n = 1 et pour (2 la section circulaire, que le probleme régularisé est bien
posé et que sa solution, notée u., converge, quand € — 0, vers la solution u du probleme
initial suivant :

cey/—loge

ce

Hu - us”1,2,Q

<
lu—ulfocn <

ou ¢ > 0 est indépendante de . La premiere difficulté vient de ce que £ doit étre choisis
petit pour que la solution de ce probleme quasi-newtonien ressemble a celle du probleme
viscoplastique. Pour € petit, le probleme quasi-newtonien en dimension finie devient difficile
a résoudre : les matrices dépendent de ¢ et leur conditionnement est en 1/e, ce qui détériore
les propriétés de convergence des méthodes itératives : point fixe ou méthode de Newton.
Ceci s'observe sur la Fig. [3.5]c : le coefficient v.(|2D(u)|?) assurant la coercivité est non-
borné uniformément en ¢ : dans les régions rigides ot £ = |D(u)|*> = 0, on a v.(0) = gpe™*
qui tend vers +oo quand € — 0.

La seconde difficulté vient de ce que pour tout € > 0 il n’existe plus de zones rigides
associées & D(u) = 0. Ceci est d’autant plus génant que 1'un des intérét de ce modele est
de permettre de prédire ces zones : stabilité d'une fondation, résistance aux contraintes pour
une barre d’acier, départ ou arrét d’un glissement de terrain ou d’une avalanche. .. Avec
ces modeles régularisés, on est plus capable de déterminer ces situations dites d’analyse de
charge limite.

Ces deux inconvénients ont motivé la recherche d’algorithmes de résolution du probleme
initial, non-régularisé.
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3.5 Algorithme du lagrangien augmenté

Cet algorithme a été proposée par Fortin et Glowinski [FG83|. L’idée consiste & introduire
v = 2D(u) comme variable supplémentaire indépendante dans le probléme ainsi qu'un
multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte 7 — (2D(u) = 0. Le multiplicateur va
coincider avec le déviateur des contraintes et est donc noté o. Le probleme se formule
comme le point-de-selle du Lagrangien

K
L(u,v;p,0) = H—n/g|7|1+ndx+‘70/§2h’dx_/Qf-U-dSC

(2D(u) —
—/pdivudx+/ o:(2D(u) = 7) d[E—i—g/ 12D(u) — v[*dz
Q Q 2 Jo

2

Le parametre o € R correspond au parametre d’augmentation du lagrangien : on ajoute
un terme quadratique en u. Le probleme s’écrit :

(w,v;p,0) = arginf sup L(v,0;q,7)
(v,0)eV (ur) x L2024 (q,r)eL2(Q)x L2()2x¢

La contrainte v — 2D(u ne peut étre que satisfaite par la solution : autrement, la
maximisation en o correspond & une valeur infinie. Pour v = 2D(u) on obtient alors
L(u,v;p,0) = J(u) qui est Iénergie du systeme.

La facon la plus simple de résoudre ce probleme est d’écrire un algorithme de descente a
pas fixe (Uzawa) sur la fonctionnelle duale :

Ji(o) = — arg inf sup L(v,8;q,0)
(v,8)eV (ur)x L2(Q)3*¢  ¢€L?(Q)

On obtient
Algorithme 1 (Uzawa)

e k=0:09 donné
e k>0 : 0, connu, calculer

(ap, vripe) = arg inf sup L(v,d;q,0%)
(v,6)€V (up)x L2(Q)3*?  ¢€L?(Q)

puis descendre dans la direction opposée au gradient de J,,
Opr1 = 0k — BJ.(0k)
ou (3 est le pas de descente. Dans la pratique on choisis ce parametre comme étant le
. . . . . 0L
parametre d’augmentation : § = a > 0. Le gradient de J, est au signe pres — et L est

oo
linéraire, donc dérivable en o : pour tout 7 € L(Q)%*? :

—Ji(ow).(7) = %(uk>7k§pk,ak).<7') = /Q <2D(“k)2— V)T da
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L’espace L(2)?? est muni du produit scalaire :
(o,7) = / 77 dx
Q 2

—J(03).(T) = 2D(ug) — v, 7), V7 € L(Q)2*¢

et ainsi

ce qui conduit a
—Ji(on) = 2D(ug) — 7k

L’étape de descente devient explicite :

Op1 = o + B(2D(ug) — )

Tout le travail est donc dans le calcul de (ug,yg, p). qui est découplée en deux parties :
tout d’abord le calcul de (ug,px) puis celui de 7. La nouvelle variante de 1'algorithme
s’écrit :

Algorithme 2 (Fortin-Glowinski, forme abstraite)
e k=0: 09 ety donnés
e k>0 : 0, et v connus, calculer successivement :

(wpspr) = arginf  sup L(v,w;q, o) (3.5)
veV(ur) q€L2(Q)

Yer1 = arginf  L(ug,d;pk, ox) (3.6)
seL2(0)dxd

puis descendre dans la direction opposée au gradient de J, :

01 = 0k + B (Vi1 — 2D(uy))

Regardons en détail les étapes (3.5)) et (3.5 de I'algorithme. Le lagrangien L est dérivable
par rapport a u et p si bien que la premiere étape (3.5 s’écrit encore :
oL

a—u(uk,%—l;pmak—ﬁ-(V) = 0, VVEH&(Q)d

oL
a_p<uku'7k‘—1;pk,0'k—l>-(q> = 0, Yge L*Q)

Le lagrangien L est quadratique en u et linéraire en p. Le développement du dernier terme
de L donne :

(2D(u) —):(2D(u) —v)
2

(4D(u):D(u) —4D(u):v+7: )

[0
D)~ =

Ny el N o)

= aD(w):D(w) — aD(w):y + 5
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si bien que :

K o)
L(u,v;p,0) = —1+n/9|7\1+”dx+§/Q|v|2d:c+o—o/g|7|dx—/ﬂf.udx
1
—/pdivudx+/a:D(u)da:——/J:de
Q Q 2

o [ DDl [ bt

a_L<u7f}/;p’0').(V) = /{faD(u):D(v)dx—/pdivvdx

8u Q
—i—/(a—ow):D(v)dx—/f.de
Q Q
oL / .
—(u,v;p,0). = — divudzx
ap( 7;p,0).(q) X

La premiere étape (3.5)) se ramene & la résolution d’un probleme de Stokes :

(P1) : trouver (ug,px) tels que

/Q 2aD(uy): D(v) dz — /Q pedivvdr = Iy (v)

—/qdivukdm =0
Q

ceci pour tout v € HE(Q)? et ¢ € L*(Q) et olt on a posé :

L(v) = /Q fvdr— /Q (04 — amp): D(v) dz

La résolution de ce sous-probleme est completement standard : il a été traité en détails au

chapitre [I}

La seconde étape (3.6)) de 1'algorithme correspond & la minimisation du lagrangien L par
rapport a v : cette fois-ci, L n’est pas dérivable en v mais peut s’écrire point par point

presque pour tout x € € fixé :

ve(z) = argmin  j(9)
SeRrdxd

oil on a posé, pour tout § € R4

- _ K +n | ¥ 62 X:0
J0) = T ol 1A+ oold] - X2

X = op1(z)+2aD(ug)(z)
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Remarquons que j est convexe et donc ce probleme de minimisation dans R*¢ admet une
solution unique. Pour tout § € R¥? le sous-différentiel 9;j(9) est :

{T:K|5|_1+”5+a5+00%—x(x)} sid#0
95(0) =
{r e R, |7| <00} sinon

Le minimim v de j est caractérisé par 0 € dj(7). En recherchant v # 0 on obtient succes-
sivement :

)
K|6)7""0 + ad + O'()m = X
K[o[" +alo] =[x — oo
Une condition nécessaire pour avoir le minimum ~ # 0 est |x| > 0¢. Posons
() = K&" +ag, VEeRT

Puisque 1 est strictement croissante de Rt sur RT, elle est inversible et notons ¥~! sont
inverse. Pour n = 1 on a explicitement ¢~ (¢) = (/(K + a). Dans le cas général n € R+,
on peut calculer efficacement ¥~! par une méthode de Newton. Remarquons que 1(0) = 0
et donc ¢~1(0) = 0. Ainsi, si |x| > 0o on a:

0] = ¥~ (Ix| = 00)
D’autre part, les matrices ¢ et x sont proportionnelles :
(KMF””waﬁ)ézx

si bien qu’elles ont méme direction, noté x/|x|. Finalement, le minimum de j, noté P(x)
est :

7 = P(x) = ¢ (max(0, |y| - ao>>|§|

La seconde étape s’écrit :

Ver1(x) = P (on(2) + 2aD(ug)(z)), p.p. v €

Algorithme 2 (Fortin-Glowinski, forme concrete)
e k=0:0g ety donnés
e k> 0: 0, et v étant connus, effectuer en trois étapes :
1) trouver (ug;px) € V(ur) x L*(Q), solution du probleme de Stokes :

MADmmMﬂM—Lm%wM::Mw

—/qdivukdx = 0
Q
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ceci pour tout v € V(0) et ¢ € L*(), avec :

lp(v) = / fovdr — /(O’k —ay®):2D(v) dz
Q Q
2) calculer point par point :

Yer1(x) = P (ox(z) + 2aD(ug)(x)), p.p.z €
3) effectuer la descente :
Opt1 = 0 + a (2D(ug) — Yet1)

La premiere étape consiste en la résolution du sous-probleme de Stokes. Les deux dernieres
étapes du calcul sont des calculs points par points, tres rapides. Le test d’arrét s’effectue
sur ||[y**+D) —2D(u®) g 14n0 < €.

3.6 Approximation en espace

Oy Oy v
) o— QO
O H u B Or
Ozxy Oyy
v
a. g,
QO o Qo

F1GURE 3.6 — Différences finies pour Stokes trois champs.

Les contraintes ne peuvent pas étre discrétisées n’importe comment : elle doivent l'étre
d’une facon qui est compatible avec la discrétisation des vitesses. De méme que pour Stokes
et Navier-Stokes, les vitesses devaient étre discrétisées d'une fagon qui était compatible avec
la discrétisation des pressions. On se retrouve ici avec deux conditions de compatibilités
imbriquées.

Pour comprendre cela, on regarde ce qui se passe pour n = 1 et Bi = 0 : le modele décrit
un fluide newtonien de viscosité K (voir Fig. [3.1)). Le probleme stationnaire se réduit a
Stokes trois champs :
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u: P, —C" ocand vy : P —C! p: P —C°

FIGURE 3.7 — Eléments finis pour Stokes trois champs.

(FV) : trouver o € L*(Q)?¢ u € V(ur) et p € L*(Q) tels que
1

Yol D(u) = 0 dans (2
div(o) — Vp = —fdansQ
divu = 0 dans(

u = ur sur 9

On pose :
@) = 5 [oird
m(o,7) = 5 QO‘.T T
do,u) = —/J:D(u)dx
Q

b(u,p) = /pdivudx
Q

I(v) = —/Qf.vdx

La formulation variationnelle est :

(FV) : trouver o € L2(Q)%¢, u € V(ur) et p € L*(Q) tels que

m(o,7) + d(7,u) = 0
d(o,v) + b(v,p) = I(v)
b(ua q) = 0

ceci pour tout 7 € L2(Q)™4 v € V(0) et ¢ € L*(Q).

Cette formulation peut s’écrire aussi en utilisant 1'espace K (ur) des fonctions a divergence
nulle :
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(FV) : trouver o € L*(Q)%4 et u € K(ur) tels que

m(o,7) + d(r,u) = 0
d(o,v) = (v)

ceci pour tout 7 € L2(Q)¥? et v € V(0).

Ce probleme a une structure similaire au probleme de Stokes, mais en couplant contrainte-
vitesse (7,u) au lieu de vitesse-pression (u, p).

Lorsqu’on discrétise le probléme avec des espaces de dimension finie T}, C L?(9)4*4,
Vi (0) € V(0) et Q C L*(€), nous avons deux conditions de compatibilité :

d
36 > 0 tel que Vh > 0, inf  sup M ) (3.7)
V€KL (0) 7, €Ty, HThHL2HVhHH1
b
38 >0 tel que Vh >0, inf sup (Vh, G1) I6; (3.8)

a€Qh v, Xy, ||Vh||H1 ||Qh||L2

ou K, est le noyau de la forme b discrete, soit :

Ky = {vy, € V4(0) / b(vh,qn) =0, Vg, € Qn}

La premiere condition exprime une condition de compatibilité entre T}, et V}, la seconde en-
tre Vj, et @)y, : cs trois espaces sont liés et ne peuvent pas étre choisis de fagon indépendante.

L’idée la plus simple pour construire une combinaison d’élément satisfaisant simultanément
ces deux conditions est de partir d'un couple (V}, @Q);) satisfaisant , et donc utilisable
pour le probleme de Stokes, et de prendre ensuite T, = D(V},), c’est-a-dire ’ensemble des
parties symétriques des gradients des champs de vecteurs de V},. Avec ce choix, il est possible
de montrer sans trop de difficultés que la condition est satisfaite [Sar90, [BS92].

Deux types de discrétisation pour ce probléeme sont tres utilisées : 'une en différences finis,
les grilles décalées [Sar94] autre en éléments finis Piy—P,—P; [RS03| (cf Fig.[3.7)). En effet,
les gradients des fonctions continues et polynomiales de degré deux par éléments, noté P2
sont des fonctions discontinues et polynomiales de degré un par élément.
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3.7 Exemple 2 : écoulement dans un tuyau

nombre sans dimension

F1GURE 3.8 — Fluides viscoplastiques : écoulement dans un tuyau.

De méme qu’a la section 2.5 page [39] considérons I’écoulement dans un tuyau rectiligne
d’axe Xz et initié par une force de poussée f = fe, verticale et constante : c’est
I’écoulement de Poiseuille dans un tuyau. Le fluide est viscoplastique. L’écoulement, une fois
établi, est vertical et le vecteur vitesse et ne dépend que de z et y : u(z,y) = (0,0, u(z,y)).
La contrainte div(u) = 0 est vérifiée par construction.

Lorsque le tuyau est circulaire, on peut utilise le systeme de coordonnées cylindrique
(r,0,z) : la solution ne dépendent que de r et le probleme est alors similaire a 'exem-
ple précédent (voir section . Pour un tuyau dont la section est non-circulaire (carrée,
rectangulaire, etc), la solution dépend de z et y : ¢’est un probleme bidimensionnel.

Notons € la section du tuyau. Notons Vu = (d,u,d,u) le gradient de la com-
posante en z de la vitesse dans le plan Oxzy. On vérifie sans difficulté que
|2D(u)| = |Vu| = ((8xu)2+(8yu)2)%, La contrainte d’incompressibilité étant vérifiée,
probleme se ramene a la minimisation de :

K
J(u):H—n/Q|Vu|1+"da:~l—ao/Q|Vu|dx—/qud:v

Pour oy = 0, nous retrouvons le probleme classique du p — laplacien, avec p = 14+ n. Pour
o9 = 0 et n = 1 nous retrouve une fonctionnelle J quadratique et le systeme correspondant
est linéaire. Le cas du modele de Bingham oy > 0 et n = 1 a été traité en details dans [SROI]
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et nous en donnons ici les principaux résultats. Le probleme peut se mettre sous une forme
sans dimension, avec le nombre sans dimension Bi = o¢/(Lf), ou L est une dimension
caractéristique de la section 2. Par exemple, pour une section carrée, L sera la demi-
longueur d’un coté. (voir Fig. [3.8).

”
N

Fi1cUrRE 3.9 — Fluides viscoplastiques : zones caractéristiques de 1’écoulement dans un
tuyau.

zone morte

> surface limite

zone bouchon

A

@

zone cisaillée

N

La Fig. présente les principales caractéristiques de 1’écoulement lorsque oy > 0. La
vitesse est constante au centre de la section, avec une zone bouchon, et nulle vers les coins,
dans les zones mortes. Dans la région intermédiaire, entre le bouchon et les zones mortes,
la vitesse varie graduellement.

La méthode de régularisation a été mise en ceuvre en 1997 sur la section carrée par Taylor
et Wilson [TW97] : elle donne les résultats présentés sur la Fig. [3.10f Pour Bi = 0.8 le
bouchon apparait, ainsi que les zones mortes, mais ces dernieres ont une concavité tournée
vers l'exterieur, alors qu'il est possible de montrer [MMG65, MM66, MMG67] que celles-ci ont
une concavité inverse, tournée vers l'intérieur de la section. Pour Bi = 1, nous sommes
proche de l'arrét total de I’écoulement : la méthode de régularisation [TW97] prédit une
connectio du bouchon avec les zones mortes (Fig. alors que persiste un écoulement
le long des parois : ceci est impossible. L’année méme de la parution de ces travaux,
Wang dans une lettre au journal [Wan97, (Wil97], effectue une étude de sensibilité sur
le parametre de régularisation € et montre que ¢ = 1073 utilisé par Taylor et Wilson
n’était pas suffisant pour localiser la limite des zones rigides (bouchons et zones mortes).
Ses travaux, complétés, seront publiés deux années plus tard [Wan99]. La méthode de
lagrangien augmenté, sans régularisation, a été mise en ceuvre en 2001 sur la section carrée
par Saramito et Roquet [SRO1] : la Fig. compare les solutions obtenues avec celles
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FIGURE 3.10 — Fluides viscoplastiques : étude suivant Bi, pour € = 1073 de la solution u.
obtenue par régularisation d’apres Taylor et Wilson [TW97].

e=10"13

\ e=1073

—.-*r- _l-_..  —

NS A

|

F1GURE 3.11 — Fluides viscoplastiques : étude suivant e, pour Bi = 1, de la solution wu.
obtenue par régularisation : & gauche, d’apreés Taylor et Wilson [TW97] avec e = 1073; a
droite, d’aprés Wang [Wan99] avec € = 1079 et les isocontours de |[2D(u.)| pour les valeurs
(a) 8 x 1077 pour la surface limite; (b) 1073; (c¢) 1072,
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FIGURE 3.12 — Fluides viscoplastiques : comparaison de solution du probleme régularisé
u. (¢ = 1073, d’aprés Taylor et Wilson [TW97]) avec la solution du probleme sans
régularisation u (d’apres Roquet et Saramito [SRO1]).
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de Taylor et Wilson. Cette fois, la concavité des zones mortes est correcte et pour Bi =
1, le bouchon central ne vient pas en contact avec les zones mortes. L’arrét effectif de
’écoulement a lieu pour Bi = Bi. = 4/(2 + /m) =~ 1.06, soit une valeur légérement

supérieure [SROT].
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F1GURE 3.13 — Fluides viscoplastiques : boucle d’adaptation de maillage, avec a droite, les
isocontours de |o|.

Les calculs effectués par Saramito et Roquet [SR0O1] utilisent une technique d’adaptation de
maillage qui permet de capturer avec précision les surfaces de séparation entre les différentes
zones (voir Fig. . Partant d’un maillage quasi-uniforme, cette technique permet, par
itérations entre génération de maillage et résolution du probleme discret correspondant, de
capturer automatiquement ces surfaces.

La Fig.[3.14/montre I’évolution de la solution lorsque B7 augmente : le bouchon se développe
ainsi que Is zones mortes. Pour Bi = 1.05 nous sommes tres proche de 'arrét, la vitesse du
bouchon est trés faible (4 x 107 sans dimensions), et le bouchon vient coller & la paroi.

Trouver ’aspect de la solution lorsque Bi tends vers Bi, correspond a un probleme d’anal-
yse de charge limite : nous pouvons obtenir cette solution par extrapolation (voir Fig. ,
tandis que I'analyse théorique permet de montrer que les surfaces limite séparant le bou-
chon des zones mortes sont des arcs de cercle.

Dans le cas d’un tuyau de section circulaire, la solution est connue explicitement et
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Q
Ay,
NN

A s

A

A\
Bi=05 AN

W\

0.02

0.0004,

F1GURE 3.14 — Fluides viscoplastiques : étude suivant Bt de la solution sans régularisation.
A gauche, maillage adapté.

1.0 . .
%
y/L
1 Bi,.
2
0
- x/L 1

FIGURE 3.15 — Fluides viscoplastiques : l'extrapolation & Bi = Bi. = 4/(2 4+ /) des
solutions calculées a Bi < Bi,.. est représentée par des croix. En trait fort, la solution
exacte du probleme d’analyse de charge limite, qui est un arc de cercle.
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102

u—Uu
I hll Py uniforme

1073 L

P, uniforme

1074 L \\\K\\
P, adapté

1075 1 \‘
10 102 103 10% 10°

FIGURE 3.16 — Fluides viscoplastiques : pour un tuyau de section circulaire, erreur d’ap-
proximation ||u — up||; en fonction de N = dim(V},), la taille du probleme discret.

peut étre obteue par un calcul similaire & ’exemple précédent (voir section . En le
résolvant numériquement, il est possible de calculer l'erreur effectuée et de mesurer la
vitesse de convergence de la méthode (voir Fig. . L’utilisation d’éléments linéaires
par morceaux (P;) sur des maillages uniformes conduit & un comportement asymptotique
optimal O(N~/2) = O(h) ou N = dim(V},) = O(h~?) est la taille du systéme & résoudre.
L’adaptation de maillage n’apporterai rien dans ce cas. Avec utilisation d’éléments quadra-
tiques par morceaux (FP,), 'adaptation de maillage permet par contre d’obtenir un gain
asymptotique et de retrouver le comportement optimal de 'erreur O(N1).
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3.8 Exemple 3 : écoulement autour d’un obstacle

FI1GURE 3.17 — Fluides viscoplastiques : écoulement autour d’un obstacle cylindrique.
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N

amandes

pointes
zone

déformé

.~

zone
englobante

-

FIGURE 3.18 — Fluides viscoplastiques : zones caractéristiques de I’écoulement autour d’'un
obstacle cylindrique.
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Chapitre 4

Fluides viscoélastiques

4.1 Principe de la loi de comportement

u(z;)
u(zs)

T:,LL()E@E

A
Y

T £ )

FI1GURE 4.1 — Fluides viscoélastiques : une suspension de ressorts élastiques.

Lorsqu’on cherche a décrire un comportement d’un milieu élastique linéaire, on écrit que
la contrainte 7 est proportionnelle aux déformations :

7= u(Vd +vad’)

Cette loi correspond au modele de Hooke pour un milieu incompresible. C’est la
généralisation a un milieu continu du comportement d’un ressort lorsqu’il est étiré. Ici,
w est le module d’élasticité et d(t,z) = X (¢, z) — x représente les déformations du milieu
décrit par X(¢,x) : la particule qui était en = a t = 0 est en X (¢,z) a l'instant ¢. Ce
milieu décrit par exemple une suspension de longues molécules, en solution dans un fluide
environnant, appelé solvant. Ces molécules peuvent s’étirer, telles des élastiques. La vitesse
dans ce milieu continu est u = d, c’est-a-dire la dérivée par rapport a ¢ des déformations
d. En dérivant la relation précédente par rapport a t, on obtient :

7= pu(Vu+ vVu®) = 2uD(u)

75
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Ici 7 correspond a la dérivée lagrangienne de 7, soit dans un repere eulérien, non lié au
matériau :
or

F = — . 4.1
T at~|—uVT (4.1)

La force de rappel des longues molécules, qui se comportent comme de longs élastiques, est
contrée par les frottement visqueux des molécules avec le fluide environnant. Il est possible
de montrer, avec des outils de physique statistique [BAHS7D, p. 72|, que, qu'un milieu
composé d’un grand nombre de telles molécules se comporte asymptotiquement comme un
milieu continu ot on y ajoute un terme d’amortissement visqueux :

T+ T —9D()

Ko M
ou 71, > 0 est la viscosité. Posons A = 7,/ : en physique, cette quantité a la dimension
d’un temps, c’est le temps de relaxation du milieu. En multipliant ’équation précédente
par A, il vient :

AT + T = 2n,,D(u)

En prenant oy = —p.I + 7 comme tenseur des contraintes totales de Cauchy, on obtient
I’équation constitutive viscoélastique de Maxwell. C’est le modele viscoélastique le plus
simple possible. En prenant oy, = —p.I + 2n,D(u) + 7 comme tenseur des contraintes, on
obtient on obtient I’équation constitutive viscoélastique d’Oldroyd [OId50]. Ici 7, représente
la viscosité du solvant : ceci exprime les frottements entre elles des petites molécules du
fluide environnant, qui s’ajoute aux frottement avec les longues molécules élastiques.

4.2 Invariance par changement de repere

Oldroyd [OId50] a regardé en détails comment exprimer la dérivée 7. Il a fait remarquer
que le matériau était le méme, indépendamment de la personne qui 'observe. Il devait
en etre de méme de I’équation constitutive : les calculs et les quantités devront étre les
mémes indépendamment du mouvement du repere utilisé. En particulier il a montré que
prendre pour 7 la dérivée lagrangienne 0,7 +u.V 7T ne permettait pas d’écrire des équations
indépendantes du repere, et il a proposé une méthode pour remédier a cela.

Considérons deux observateurs, I'un a la position z(t) et 'autre animé d’un mouvement
de rotation-translation par rapport a l'autre :

z(t) = R(t)z(t) + T(t), Yt>0
La vitesse pour le premier observateur est donnée par u = & et pour le second par

A~

u = 2
= Rr+Ru+T
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Le gradient des vitesses pour le premier observateur est Vu et pour le second :

. ou;
vVa = <8Az
i) 1<ij<d

d A
( ou; Oxy,
N Oz 0% ;
k=1 RN ) g jea

Remarquons que la rotation s’écrit :

R ((%:Z)
Ox; 1<i,j<d

- (32)
8@» 1<i,j<d

De plus, par propriété du mouvement de rotation, R~! = RT. En effet, par exemple pour
d = 3, avec un vecteur rotation w = (wy, ws, w3) on a :

et son inverse :

Rxr = wAx
0 —Ws Wa I
= W3 0 — w1 )
— W2 w1 0 T3

Comme R™! est associé au vecteur rotation —w et que R est antisymétrique, on a bien
—=R". émonstration imilair ur d = 2. Ainsi :
R™! = RT. La démonstration est similaire pour d = 2. Ains

va = va R
= V(Rr+Ri+T)R"
= (R+RVi) RT
= RVuR'+RR"

La tenseur des taux de déformation pour le premier observateur est 2D(u) et pour le
second :

2D(a) = Va4 va?l
= RVuRT+RRER'+RvVvuW RT+RR"

De R~' = RT il vient RRT = I et en dérivant par rapport au temps RRT + RRT = 0 si
bien que :

2D(t) = R2D(u) RT
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De méme, le tenseur symétrique des contraintes 7 pour le premier observateur correspondra,

pour le second a
7=R7R"

En dérivant par rapport a t :
7 = RTRF+R+R +R7R"

Finalement, & I’équation constitutive A7 + 7 — 2n,, D(u) = 0 du premier observateur cor-
respondra 1’équation :

N+ 7 — 2, D(0) = R(/\%—i-T—anD(u))RT—i-/\(RTRT+RTRT)
- /\(RTRT-i—RTRT) (4.2)

Le terme résiduel, issu des rotations du repere, n’est pas nul en général : le modele n’est pas
invariant par changement de repere. L’idée d’Oldroyd est d’incorporer ces termes dans une
nouvelle définition de la dérivée en temps des tenseurs afin de pouvoir écrire des modeles
invariants par changement de repere.

4.3 Dérivation objective d’un tenseur

Pour cela, observons comment se transforme le tenseur de taux de rotation du matériau

2W(u) = Vu—Vu?. On a:

A

oW (a) = Va-va?l
= RVuR'+RR"—RVU" R"—RR"
= R2W(u) RT +2R R*
L’effet de la rotation du matériau W (u) sur le tenseur symétrique des contraintes 7 s’évalue

par :
rW)+(r W) =7 W) - W) 7

Ce terme est vu par le second observateur comme :
FW@ W@ 7 = (R7RN(RW(u)R"+ R R")
—(RW(u) R + R R")(R 7 RY)
= R(r W) —W()7)RT+R7 R RR" — R R

On a vu précédemment que R RT = —RR7, et donc :

FW@-W@) 7 = R(rW)=W()7)RE—R7 RT—R7 R
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Remarquons que les deux termes supplémentaires sont exactement, au signe pres, ceux
qui apparaissent en transformant 1’équation constitutive (4.2)). On introduit une nouvelle
définition de la dérivée d’un tenseur :

ks _
5 = T+7 W) —W(u)
or
= E—i—u.VT—}-T W(u) —W(u) 7

Cette dérivée est aussi appelée la dérivée de Lie en mathématiques ou en-
core dérivée de Jaumann en mécanique. En observant que le tenseur symétrique
7 D(u)+ (1 D(u))! =7 D(u)+ D(u) 7 se transforme de fagon invariante en
R (r D(u)+ D(u) 7) RT on peut définir, pour tout a € R, la dérivée objective
suivante :

YD, OT
96 ot +uVr+7W(u)—-W(u)7—a(r D(u)+ D(u) 7) (4.3)

Pour a = 0 on retrouve la dérivée de Jaumann, pour a = 1 c’est la dérivée convectée
supérieure et pour a = —1 c’est la dérivée convectée inférieure. Pour a € [—1,1] on parle
de la dérivée de Gordon-Schowalters.

4.4 Le modele d’Oldroyd

Oldroyd : A, a et ny

Ns = 0
Maxwell : A, a

Jae

Navier-Stokes

FIGURE 4.2 — Fluides viscoélastiques : une hiérarchie de modeles.

Le tenseur des containtes totales de Cauchy est oy, = —p.I + 2n,D(u) + 7 et 7 vérifie
I’équation du premier ordre :

)\%Z + 7 =2n,D(u) dans |0, T[x$
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ou A > 0 est le temps de relaxation et n, > 0, 1, > 0 sont des viscosités. Pour A = 0 on
retrouve un fluide newtonien de viscosité n = ns + n,,. Pour n; = 0 ce modele s’appelle le
modele de Maxwell. En complétant avec les conservations de la masse et de la quantité de
mouvement, on obtient le probleme suivant :

(P) : trouver 7, u et p, dfinis dans |0, T[xQ tels que

A (% + u.VT+5a(VU,T)) +7 =2, D(u) = 0 dans 0, T[xQ

p (%—? + u.Vu) —div (1) —div (2n,D(u)) + Vp = f dans |0,7[xQ

divu = 0dans ]0,7T[x
T = tpsur |0,T[x00_
u = ursur |0,7[x0N)

7(t=0) = 79 dans

u(t=0) = wupdans

ou f sont les forces extérieures (gravité, etc) données, et les conditions aux bords et initiales
7T, ur et 7, ug sont également connues. On a noté 9€)_ 'amont, c’est-a-dire la portion de
frontiere présentant un flux entrant :

0Q_(t) = {z € 0; ur(t,z).n(z) <0}
Par commodité on regroupe les termes issus de la dérivée objective dans

Bo(Vu,7) =7 W(u) —W(u) 7 —a(r D(u) + D(u) 7) (4.4)

4.5 Exemple 1 : écoulement de Poiseuille
On reprend l'exemple d’un écoulement entre deux plaques paralleles introduits a la sec-

tion 2.3 page [35] et poursuivi a la section [3.4] page [52}

Lorsque ’écoulement est établi, la vitesse est de la forme u(z) = (0,0, u(z)) et le gradient
des vitesses est donné par

o O

Vu =

o O O
o O O

/

IS

Le tenseur des contraintes élastiques a la forme :

T 0 Txz
T = 0 0 O

Toz 0 T
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En effet, en plus de la contrainte élastique de cisaillement 7., le fluide peut développer des
contraintes élastiques normales 7., et 7,,. Un petit calcul conduit a :

1 1-—
(1 —a)u'r,, 0o — _g au'Tm + 5 auszz
ﬁa(Vu, T) = 0 0 0
1 1—
— —; a’LL/TM + TGU/TZZ 0 —(1+a)u'7,.,

Le probleme se réduit a :

(P) : trouver T, T,., Tz, €t u, définis dans | — L, L[ tels que

ML —a)u/' Ty, + Tow = 0
A1l +a)u'r. +7.. = 0
A1 A1 —
- ( i a) u/Tacx + ( a) uszz + Tpr — nmu/ =
2 2
_T;z - 773“// = f

u(—L)=u(l) = 0

Pour renormaliser le probléme, on pose & = x/L. De méme, on va remplacer 'inconnue
u(z) par a(z) = u(Lz)/U, avec U > 0 qu’on va préciser. Les contraintes sont renormalisées
par 7;; = X7;; avec X = (15 + 1)U/ L. Le probleme devient :

(P) : trouver T,u, Tz, Te» €t @, définis dans | — 1, 1] tels que
AU
T(l - a)ﬁ'/%xz + 7 = 0
U
U 1 1— m -
T (_ —gaﬁ,/%xx + 5 a'&/%,m') + %xz _ nsinmu/ = 0
~1 Ts ~n fL2
Ty — U - T T N\7r
Ms + Nim (ns + 1m)U
a(-1) =a(l) = 0

Choisissons, sans perte de généralité U = fL*/(ns + nm) et posons We = AU/L et a =
Nm/(Ns + Mm). Comme nous allons travailler avec ce probleme renormalisé, et qu’il n'y a
plus d’ambiguité, nous pouvons omettre les tildes :
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(P) : trouver T, T,., Tz, et u, définis dans | — 1, 1] tels que

We(l —a)u'rp, +Toe = 0 (4.5)

—We(l+a)u'r,, +7.. = 0 (4.6)

% (—(1+ a)u're + (1 — a)u/'7..) + o —at/ = 0 (4.7)
—7 —(1l—a)” =1 (4.8)

u(—1)=wu(l) = 0 (4.9)

Le probleme contient trois parametres : We > 0 appelé nombre de Weissenberg, et corre-
spondant a I'effet mémoire du fluide, o €]0, 1] correspondant a un effet de retard, et a € R
le parametre de la dérivée des tenseurs. De (4.5)) et (4.6) il vient :

Tex = _We(l - a)ulTxZ et 7, = We(l + a)ulTxZ (410)
et (4.7) conduit a :
(1+(1—a*)We*(W)?) Tu = ot

Le parametre de dérivation de tenseur sera définitivement réduit a a € [—1, 1]. Posons par
commodité k? = (1 — a®)We?. Ainsi

au’

= — 4.11

et (4.8), une fois intégrée, conduit a une équation en u’ :

ou’

m‘f‘(l-&)ul—f-.rzo

La constante d’intégration est nulle du fait de la symétrie en x de la solution. L’équation
précédente s’écrit encore :

(1—a)k*(u)? + Kr@) +u' +2 =0

Il s’agit d’une équation du troisieme degré en u'.

Pour a = 41 on a k% = 0 et cette équation se réduit & v’ = —x ce qui permet d’obtenir la
solution :
1 — a2
u@) = —
Te(T) = —ax
Ter(?) = —We(l — a)az?
.(x) = We(l+a)az?
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Pour a €] — 1,1 on a k > 0 : opérons le changement de variable 6 = —ku' et ( = kz.
L’équation du trosieme degré prend la forme plus concise :

(1-a)f® =¢8P +6—-¢=0
Pour @ = 1 (modele de Maxwell) I’équation se réduit au second degré :
(0 —35+(¢=0

Le discriminant est A = 1 — 4¢%. Ce déterminant n’est positif que si Wev/1 — a2z < 1/2,
Vz € [—1,1] ce qui donne une condition d’existence de la solution : Wey1 —a? < 1/2.
Dans ce cas, remarquons que la plus grande des deux racines est non-bornée quand x = 0
tandis que la plus petite des deux s’annule en x = 0, ce qui est requis pour des raisons de
symétrie de la solution.

En prenant la plus petite des deux racines :

, —1++/1— k%22
w(r) = 2k2x

Vo e [-1,1]

d’ou finalement la solution pour a =1 :

1 14+ 1 — 4k?
wz) = — (V1 —4k222 — /1 —4k2+1o < ))
@) = 3 < S\l Vi aee
Te(T) = x
Tee() = —We(l —a)a?
m..(z) = We(l+a)a?
ceci Yr € [—1,1]. La solution est représentée sur la Fig. pour le cas limite

k =+1—a?We = 1/2. il n’existe plus de solution pour k > /1 — a’?We = 1/2, c’est-a-dire
pour |a|] < 1 et We assez grand.

Pour av < 1 I'équation caractéristique (4.12)) est strictement du troisieme degré. Remar-
quons que nous pouvons exprimer ( = kx en fonction de § = ku’ :

(1+ (1 —a)s®)s

¢ = 1+ 02

ce qui permet d’en réaliser facilement le graphique (voir Fig. . Les points de rebrousse-
ment correspondent a d¢/dé = 0 soit encore a ’équation bicarrée :

(1—a)d*+(2-3a)8* +1=0

dont le discriminant est a(9a — 8). Pour @ < 8/9, il n’y a pas de points de rebroussement
et ainsi ¢ est unique pour chaque valeur de ( : il y a existence et unicité de la solution.
Pour 1 > a > 8/9, il y a deux points de rebroussement : il y a alors multiplicité de la
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u() | u(z) |
(a) a=8/9,We=1/2,a=0 959 (b) a=8/9,We=1,a=0 |
0.582 . ’
0.5 prmei -
0.5 frovmommm g
0 ‘ 0 ‘
0 0.5 1 0 0.5 1
x x
u(z) | u(z) |
(¢) a=0.95We=0.48,a=0 (d) «a=0.95,We=0.6,a=0
1.86 . 4.05 .
2.33 i
0.583
R .
0 0 T ——
0 0.5 1
x
0.614
0.5 e .
0 1
0 0.5 1
x

FIGURE 4.3 — Fluides viscoélastiques : écoulement de Poiseuille avec a = 0 : (a,b) o = 8/9
et (a) We=1/2, (b) We=1; (¢,d) a=0.95¢t (c) We=0.48, (d) We=1; (e) a=1et
We = 1/2. En pointillé, la solution newtonienne u(x) = (1 — z2)/2.
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T
Tzz —

Trx

Trz

(a) a =8/9,We =‘1/2,a =0

(b) a=8/9,We =1,a= 0 T

T
Tzz = Tgz ——

Trz

-1 -1
0 0.5 1 0 0.5 1
4r (©)a=095We=048,a=0 4 4r (d)a=095We=06,a=0

2 T

() a=1,We=1/2,a=0
1 [~ A
0 i
-1 \

0 0.5

FIGURE 4.4 — Fluides viscoélastiques :

écoulement de Poiseuille avec a = 0 : contraintes

(a,b) a =8/9et (a) We=1/2, (b) We=1; (c,d) a=0.95¢et (c) We =0.48, (d) We = 1;

(e) a =1 et We =1/2. En pointillé, la solution pour |a| = 1.
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o= R
a=0.92
o= 8/9 ............
a=038
a=0 | ===
1/\/3 1 15
kx
FIGURE 4.5 — Fluides viscoélastiques : courbe caractéristique 6 = —ku/(z) en fonction de

( = kx avec k =1 — a*We.

solution. Pour o« = 8/9, les deux points de rebroussement sont confondus en un point

(Co,80) = (1/v/3,/3) (voir Fig. |4.5)).

Posons § = ¢ + (/(3(1 — «)) : I'équation prend la forme canonique :

¢’ +pp+q=0
avec
3(1—a)—?
31 —a)?

¢(9(1 = a)(Ba — 2) — 2¢%)
27(1 — a)?

p:

q

Par la méthode de cardan, on obtient le discriminant :

4
A = ¢+ =p°
q +27p
4¢H + (2702 — 360 + 8)C% + 4(1 — )

27(1 — )

Le signe du discriminant est porté par le numérateur qui est un polynome équation bicarrée,
dont le discriminant est a(9a — 8)3.

e Sia€]0,8/9], alors A est toujours positif et ’équation du troisieme degré a exactement

une solution réelle :
1 1
_q + /A 3 _q o /A 3
D012 = 5 + s
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e Sia=38/9, alors A =0 et I'équation admet deux solutions

3
g = 2

p

3q
¢1,2 = _2_p

e Sia€]8/9,1], alors A < 0 et I'équation trois solutions

/ 2k 1 —27
o = 2 ?pcos Tﬂ%—garccos( g —)) k=0,1,2

Pour chaque x € [0, 1] il peut exister trois solutions, si glen qu’on est conduit a un con-
tinuum de solutions «/(x). On construit les solutions minimales et maximales associées a

Gmin = Milg—g 12 Ok €t Pmax = MaXy—0,1,2 P-

On obtient par les formules de Cardan une expression explicite de u/(x) et des contraintes
7(z) mais il n’existe pas de primitive usuelle de ' : le calcul de u(x) se fait par intégration

numérique :
N

u(z) = — / () dy ~ — S () Ay

i=0
avec y; = x + (i + 3)Ay, Ay = (1 —x)/N et N = 1000.

4.6 Algorithme du 6-schéma

Cet algorithme a été introduit pour la premiere fois dans [Sar90, [Sar94]. On néglige le
terme d’inertie u.Vu dans le probleme : le fluide est supposé lent. On pose

T To 0 A\
U= u |, Up=| u |, F=| —f |, Mzdiag(—,—p,())
21,
D 0 0
et
(WYT + Bo(V, 7)) + —— —D(u)
Al = 27]m 21m,
div (7) +div (2nsD(u)) —Vp
divu
Le probleme peut se mettre sous la forme :
(P) : trouver U tel que
ou
M—+ A =
ETER u) F

MUt=0) = MU,
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Le schéma de discrétisation en temps s’appuie sur une décomposition de l'opérateur

A=A + Ay avec

AU = | div(r) +div(2n,Du)) —Vp
divu

A
—— (W.VT + B.(Vu, 7))
Ay = | Zm

0
0
et le #-schéma suivant :
Aq Ay Ax
t
Stokes Transport Stokes
t t+ 0At t+ (1—20)At t+ At

FIGURE 4.6 — Fluides viscoélastiques : le #-schéma.

(P)g : au pas de temps k > 0, Uy, étant connu, calculer successivement Uy g Uy11-9 €t Uy 11
suivant :

Uy o — Uy,

M= + Ai(Uire) + As(Uy) _r
Ups1-0 — U
M ?;1—020 Aktw + AiUivo) + As(Upirg) = F
U1 — Upr1—
M HAtkH St AfUns) + AsUpiig) = F

avec At > 0 et 6 €]0,1/2].

Etape 1

Connaissant 7 et uy, trouver 7x,9, Ugig €t pPrig tels que

A Thto — T 7 A
oo () + et = D) = T+ AT (12
— <UktoeA—t uk> + div (Tpyg) + div (20,D(upsg)) — Vpesy = —f dans Q  (4.13)

divugre = 0dans Q  (4.14)
U9 = Ur sur 0f) (415)
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Posons vy = ug. V7 + B.(Vuy, 7). De (4.12)) il vient une expression explicite de 7414 en
fonction de I'inconnue ug,¢ et de grandeurs connues : :

Th+0 = N OAL

En reportant dans (4.13)) et en rajoutant (4.14)) et (4.15) on obtient :a

(P1) : trouver uy et py tels que

)\Tk + 27)m0AtD(uk+9) — )\QAt”}/k)

Lukw —div(2n.D(ugy9)) + Vpr = f£i dans

OAt
—divugy = 0 dans 2
Ugpig = up sur 0f)
avec
£ = 4+ —Lup + ——div(\r — A0ALy)
N A WV L Tk

AN
e = s T\ N T oA )

L’étape 1 se ramene donc a la résolution d’'un sous-probleme linéaire de type Stokes suivit
du calcul explicite de 7j¢.

Etape 2

Posons ¢ = 1 — 20. Connaissant 7,9 et ug,g, trouver 7,1 4 et g 1_g tels que

A Try1-0 — T T
o ( kHQ?At L T RN v SRR Ba(Vuyi1-0, Tk+19)) = _ﬁ + D(ug46)4.16)
B <Uk+1—0€A—tuk+0> = —f — div (7p40) — div (20, D(z49)) + Vppse dans F4.17)

Tkr1-0 = T sur 0€2(4.18)

En soustrayant (4.13)) a (4.17) et en divisant par p, il vient :

Upt1—9 — Ukt  Ugye — Ui

o' At N

soit encore, I'expression explicite de ug.1_¢ en fonction de grandeurs connues :

1—46 1—26
Uptr1-0 = 0 Ug49 — 0 Uy
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Posons
Xk+o = ﬁﬂﬁe + %Tm (—% + D(Uk+9))
L’étape 2 se réduit a
(P2) : trouver 7411_¢ tel que
Wiy1-0-VThi1-0 + Ba(VUkii-0, Thr1-0) + ﬁﬂc—i—l—@ = Xt dans
Tpi1—g = 77 sur 0§)_

Il s’agit d’un systeme hyperbolique linéaire, faisant apparaitre le terme de transport u.V.

Etape 3

Cette étape de symétrisation est identique a I’étape 1, a un décalage d’indice pres. Elle
permet d’obtenir un schéma d’ordre 2 en temps a condition de prendre § = 1 — 1/ V2
(voir [Sar97]). L’algorithme conduit & une succession de sous-problémes linéaires de type
Stokes, qui sont completement standard, et de type transport, dont I’étude fait I’'objet d’un
prochain paragraphe.

4.7 Approximation en espace

L’approximation en espace des inconnues (7,u,p) est similaire & celle du probleme vis-
coplastique, introduite a la section page [61] Le probleme peut étre discrétisé par
différences finies ou bien par éléments finis (voir Fig. et [3.7). L’approximation par
éléments finis a été introduite dans [FF89]. L’approximation par différences finies s’in-
terpréte comme une méthode d’éléments finis mixtes [Sar90, [Sar94].

4.8 Transport des contraintes

On va se concentrer sur le sous-probleme de transport, et comme il n’y aura plus d’am-
biguité, on omet l'indice k +1 — 6 :
(P) : trouver 7 tel que

u.V7+ 5,(Vu,7) +vr = x dans Q

T = 7 sur 0f)_
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ot on a posé v = 1/(0’At) et ott u € WH*(Q)? est donné ainsi que x € L*(Q)? et .
Introduions les opérateurs :

A(T) = wVTH+ B(Vu,7) +ur, Y7 e CHQ)P
B = un
M = |un|

Le probleme s’écrit encore :
(P) : trouver 7 € C1()%*4, tel que

At = x dans () (4.19)
(M —B)(t—m) = 0sur 02 (4.20)

Remarquons que la donnée au bord a été étendue de 02 a tout 0f2. Une solution 7
vérifiant — sera dite solution forte du probleme. Le but des notations qui vi-
ennent est de traiter, autant que possible les systemes hyperboliques comme nous savons
traiter les équations elliptiques : ce formalisme a été introduit en 1958 par Friedrichs [Fri5g],
puis largement utilisé par Lesaint et Raviart [Les74, [LR79] pour traiter les équations de
transport par méthodes de Galerkin discontinues. Tombé quelques temps dans I'oubli, il
est actuellement en train de resurgir avec le renouveau des méthodes de Galerkin discon-
tinues [EG06D, [EG06al, [ EGCOT, [dPEI12] qui permettent de traiter de fagon uniformes les
équations elliptiques et hyperboliques. Pour cela, introduisons 1’adjoint formel A* de A,
défini par :

A (1) = —u.V7 — _,(Vu,7) + (v — divu)7, V7 € C’l(Q)fXd

LEMME 4.8.1 (de I’adjoint formel)
L’opérateur A et son adjoint formel satisfont la formule d’intégration par partie :

/QA(T):fydx:/QT:A*(fy) da:+/ (7:7) unds, Vr,y € C*(Q)¥4 (4.21)

oN

Démonstration : D’une part, par intégration par partie :

/Q(u.VT):’ydx:—/QT:(u.V”y)dx—/Q(T:’y) divudx+/ (7:7) unds

o0

D’autre part, de la définition de 3, a I’équation (4.4)), page |80 :

Bo(Vu,7):y = — 7:f_o(Vu,n), Vr,v € R4
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En effet, W (u) anti-symétrique :

d d
(TW(u) = W(u)r):y = Z Tikaj(u) Yij — Z VVz’k(u)Tkj Yij
i,j,k=1 ij,k=1
d d
= - Z Ti i Wik(u) + Z Ty Whi(@) i
ij,k=1 ijk=1

= —m:(yW(u) = W(u)y)
De fagon similaire, D(u) étant symétrique :
(tD(u) + D(u)r):v = 7:(yD(u)+ D(u)y)
D’ou le résultat. H

On introduit A; = (A + A*)/2 la partie symétrique de A. Il vient :
1 1
Ay(r) = <y - adiv u) T+ (Ba(Vu,7) — f_o(Vu, 7))

1
= (l/ - §div u) 7 —a (7t D(u)+ D(u) 7)
L’opérateur A est dit positif au sens de Friedrichs si il existe une constante ag > 0 telle que

/de > DR vreT (4.22)
a 2 2

avec la norme |7|7 = (1/2) [, 7:7 dx. Friedrichs montre dans [ETi58] que si A est positif,
alors la solution forte existe. Il nous reste par conséquent a vérifier la positivité. Dans notre
cas du probleme de transport des contraintes, 'opérateur A, dépend du champs de vecteur
u et de v > 0 : la positivité impose une condition entre u et v. De I'expression précédente
de A, il vient :

Ay(r):t = (2v—divu)|7|* — 2a(r D(n)):7
Une condition suffisante pour que A soit positif est
uec Whe(Q)? et 2v — ||div ul|o,00.0 — 2|a| |D(1)][0,000 >0

Lorsque divu = 0 comme c’est le cas ici pour le probleme qui nous intéresse, et avec le
choix a = 0, cette condition est vérifiée. Lorsque a # 0, rappelant la définition v = 1/(6'At)
il vient une condition sur le pas de temps :

2

(1 =260) (ldivullocc.0 + 2[al [2D(w)]0,00.0)

At < At, =

Ainsi, pour divu # 0 ou a # 0, le pas de temps ne doit pas étre choisis trop petit
pour garantir que le sous-probleme de type transport admette une solution faible. Dans la
pratique, u étant connu, il est méme possible de calculer At, et de satisfaire cette condition.
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4.9 Formulation variationnelle du transport

La formulation précédente, introduite par Friedrichs, a cependant quelques inconvénients :
I’expression de la condition aux bords ne permet pas de montrer 'unicité de la solution forte
dans C1(Q) et cette formulation se préte mal & 'approximation par éléments finis. Nous
allons y remédier en définisant une solution faible du probléeme de transport des contraintes.
Pour cela, étendons les opérateurs A et A* ainsi que B et M & tout T = L2(Q)%*? et
introduisons ’espace :

H={reT; A(r) e T}
que munisons du produit scalaire :
: A(T): A
(1,%)m = / ud:zH—/ —(T) ) dx
o 2 0 2

L’espace H est ainsi un espace de Hilbert [EGC07]. Introduisons les formes :
1
a(t,y) = /A(T):vdx—i— —/ (M — B)T:vdx
Q 2 Jo

1
l(y) = /X:deJr—/ (M — B)mr:vyde
Q 2 Joo

Nous dirons que 7 € H est solution faible du probleme de transport des contraintes si et
seulement si

a(r,7) =1(y), Vv € H
Remarquons que la condition au bord sur 0)_ est maintenant imposées faiblement via une
intégrale sur 0.

LEMME 4.9.1 (coercivité)
Supposons que A est positif au sens de Friedrichs. Alors la forme a est coercive dans H
pour la semi-norme

7|3, —/T:de+ M(7):7dx
Q o0
c’est-a-dire qu’il existe une constante cg > 0 tel que :

a(t,7) > 040|7'|?\4, Vre H

ou ag > 0 est la constante de positivité.

Démonstration : Pour tout 7 € H, en utilisant (4.21]) :
1 1

a(t,7) = —/(A+A*)(T):de+—/
2/, 2

Q

_ /AS(T):deJr%/QB(T):deJr%/aQ(M—B)dex

Q
= AS(T)ITd$+1/M(T>ZTd$
Q 2 Ja

* cTdx 1 — B)r:vdzx
(A—A")(7):7d —1—2/69(]\4 B)r:vd
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Le résultat découle ensuite de la positivité (4.22]). ]

THEOREME 4.9.1 (existence et unicité)
Supposons que A est positif au sens de Friedrichs. Alors la formulation variationnelle du
probleme admet une solution unique T € H et qui vérifie le probleme au sens faible suivant :

At = x dansT
(M —B)(t—m) = 0 dans H'

Démonstration : Pour une démonstration compete, voir [EGC07, |[dPE12]. Nous en donnons
ici quelques indications. On introduit Hy = Ker(B — M) C H. L’opérateur A est défini de
H dans T : on montre que sa restriction A : Hy — T est un isomorphisme, ce qui prouve
I'existence d'une solution dans Hj. L'unicité découle de la coercivité. H

4.10 Discrétisation : la difficulté

exact
h = 1/200
h = 1/100 o
h = 1/50 *
h= 1/20
0.05 0.1

FIGURE 4.7 — Transport et éléments finis (¢ = 300) : (gauche) approximation continue
centrée et oscillations lorsque eh > 3. (droite) approximation discontinue décentrée et
monotonie.

Pour présenter la difficulté, étudions un cas simple. Supposons y = 0 et le champs de
vecteur u = (u(x),0,0) avec u > 0 constant dans un systeme de coordonnées (z,y, z). et
posons € = v/u > 0. Supposons également 7 = 1. En projettant 1’équation de transport
tensoriel, nous obtenons trois probleme de Cauchy de la forme :

a—i—ar = 0 dans |0, 1]

7(0) = 1
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et dont la solution est 7(z) = exp(—ex). Etudions & présent Uapproximation par éléments
finis de ce probléme : nous découpons le domaine de calcul 2 =]0,1[ en N éléments égaux
K; = [ih,(i+1)h], 0 <i < N —1 de longueur h = 1/N. Choisissons 'espace d’approxima-
tion :

Th = {1 €CQ); wx, € P, 0<i<N—1}

Nous avons Tj, C T = L*(Q), dim(7},) = N + 1 et la famille (¢;)o<;<ny des éléments de T,
définie par ¢;(jh) = d;; constitue une base de 7},. Un élément 75, € T}, sera parfaitement
déterminé par ses composantes dans cette base : 7, (z) = Yo Tpi(x), ceci Vo € Q. La

méthode des éléments finis consiste a chercher (7;)o<;<y € RV tels que

o = 1
f: (/01(%03(@ + ep;j(x))pi() dx) 7, = 0,1<i<N

J=0

Les estimations d’erreur classiques s’appliquent et l'erreur est en O(h?) en norme L%, ce
qui est optimal. La solution exacte 7 étant monotone décroissante en x, il est souhaitable
que la solution approchée 7, ait des propriétés analogues. En évaluant les intégrales dans
le systeme précédent, il vient :

O = 1
i+1 — Ti— h )
%+%(Ti+l+4ﬂ+n_l) = 0, 1<i<N-1

™N — TN— eh
AN v+ ver) = 0
2 6
La solution est représentée sur la Fig. : observons que pour eh = 3, la solution approchée
Th est donnée par :
7'0:1 et TZ'IO, ].S’LSN

ce qui est loin d’étre satisfaisant. Dans le cas plus général, la matrice est tridiagonale, et a
diagonale dominante [Sarl3] des que eh > 3. Posons A\ = ¢h/3. En recherchant la solutions
sous la forme 7; = ari + Bry, 0 < i < N, il vient que 71 et r5 sont racines de I’équation du
second degré

A+Dr+4r+(A-1)=0

ol « et [ sont donnés par la premiere et la derniere équation du systeme. Ainsi
ry = =2\t VvV 1+ 3\

La plus grande des deux racines 1, = r est toujours dans l'intervalle [0, 1]. L’autre racine,
ro = r_ est toujours negative et augmente en valeur absolue lorsque \ augmente. Ainsi,
pour eh assez grand, la solution oscille, ce que nous pouvons observer sur la Fig. 4.7
Ce comportement n’est pas incompatible avec une convergence O(h?) en norme L?, mais
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n’est pas souhaitable : sur un cas plus complexe, I'amplitude des oscillations peut devenir
préjudiciable.

Nous pouvons aussi recourir a des formules de quadratures pour calculer les intégrales inter-
venant dans la formulation variationnelle précédente. Par exemple la formule des trapezes
est définie pour toute fonction ¢ continue par :

(i+1)h h

[ vy G wlin) + (6 + 1)
ih

et cette formule est exacte lorsque 1 est afine. Avec cette formule, la méthode des éléments

finis conduit a :

T0 — 1
%—kshn — 0, 1<i<N-1
™ — TN-1 ch 0
—T —
2 9 N

Ce systeme est sensiblement différent du précédent, et coincide avec ’approximation du
probleme par différences finies : cependant, une rapide investigation conduit a montrer
que pour £h > 1 la solution oscille encore. Ainsi, ’approximation par différences finies
ou éléments finis de ce probleme conduit a des solutions qui présentent de grandes oscil-
lations. Un des remede connu est de décentrer les schémas. Nous avons vu, lors de 'ap-
proximation en temps des équations de Navier-Stokes (section , comment la méthode
des caractéristiques permet d’approcher le terme de transport u.Vu. Cette méthode s’ap-
plique lorsque 'approximation polynomiale est continue, ce qui est le cas pour le champs de
vecteur u. Ici le champs transporté 7 est discontinu au niveau discret : afine par morceaux
dans chaque éléments mais sans raccord continu a l'interface des éléments. Nous allons
profiter de cette discontinuité pour utiliser un décentrage par discontinuité connu sous le
nom de la méthode de Galerkin discontinue ou de méthode de Lesaint-Raviart.

i i+l Tit
. t .

N

u >0

Y

Ti—1 Z; Li+1 Ti42

FIGURE 4.8 — Schéma décentré amont.

Cette méthode généralise en dimension quelconque, pour des polynomes de degré k > 0 et
pour des maillages non-structurés arbitraires le schéma de différences finies décentré amont
(voir Fig. Pour le probleme de transport scalaire en une dimension étudié précédement,
le schéma centré en ., 1 s’écrit :

i+3
T:13 —T,_1
i+ =3
u| —————=| +vT, 120
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On le remplace par le schéma décentré suivant :

U —TH%_TF% +vr,1=0 siu>0
. il = siu >

Ti+d = Titl
2 2 _ 3
u(T —i—VTH_%—O siu <0

avec la condition au bord sur la trace externe :

T_ 1 =1r siu>0

1
3
N4l =T siu<0

Ce schéma peut s’écrire encore :

lu| +u <Ti+; - Tz’é) N lul —u (TH; - Tz‘+§) fur = 0

2 h 2

ou bien, de facon équivalente :

lulh (~Tivg 271 — T2 Tit -1 B
9 12 +u T +VTZ-+% =0

Cette derniere présentation met en évidence d’une part le terme de discrétisation centré
du transport, et d’autre part, 'apparition de la discrétisation d’un terme nouveau de type
diffusion et de coefficient |u|h/2 dépendant de h : ce terme d’interprete comme ayant
un effet de stabilisation numérique sur la discrétisation centrée. Ainsi, le décentrage par
discontinuité équivant, dans le cadre de la méthode des différences finies en dimension un,
a I'ajout d'un terme de diffussion numérique proportionnel au pas de la maille.

W
|
\]

Quiqu’il en soit, la résolution est ici explicite : ainsi, dans le cas ou u > 0, nous obtenons

1\
Ti+;—<1+€h> T, 0<i<N-—-1
avec la notation € = v/u. Cette fois-ci la solution approché 7, est strictement décroissante.
Une approche possible pour généraliser le décentrage dans le cadre de la méthode des
éléments finis continus est d’ajouter un terme de diffusion artificiel de coefficient propor-
tionnel a h : voir Brooks et Hughes [BH82], qui I'appliquent au terme d’inertie dans les
équations de navier-Stokes. Dans notre cas, nous sommes contraint de satisfaire la condi-
tion de Brezzi-Babuska exprimant la compatibilité entre les approximations des vitesses
et des contraintes : et nous avons vu que le choix de I’élément de taylor-Hood conduit a
une approximation discontinue du tenseur des contraintes. Dans le cadre de la méthode
de Galerkin discontinue [Les74l, [LR79, [dPE12] nous allons voir que le schéma décentré
précédent se généralise au cas des dimensions d’espace d > 1 et au cas d’approximations
polynomiales de degré k£ > 0 : dans ce schéma 73, s’interprete comme étant constant sur
chaque élément [ih, (i + 1)h] et valant 7, ;1. Ainsi, du point de vue des éléments finis,
'approximation 7, est constante par élément et globalement discontinue sur 2 =]0, 1[.
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4.11 Discrétisation : décentrage par discontinuité

Etudions & présent la méthode de Galerkin discontinue dans le cas général de la dimension
d. On introduit I'espace des fonctions discontinues et polynomiales par morceaux sur le
maillage .7, de § :

T = {m € L*(Q)P% vk € (P)P?, VK € %}
L’approximation du probleme (4.19))-(4.20) s’écrit :

(T)y, : trouver 7, € Ty, tel que

> /A(Th);%dwr% > /S(M—B)[Th]s:’yhdx —i—%Z/S(M—B)(Th):”yhdx

ke, \"K SCOK\OQ 5Co0

1

SCoR

/(M — B)(mr) :ynda
s

ceci pour tout v, € Tj,. Tout d’abord, on remarque que la condition aux limites 7 = 7p
est ici imposé faiblement sur les faces S de la frontiere : 7 n’est pas imposé via ’espace
T}, mais par un second membre du probleme. Ensuite on remarque le terme de somme sur
les faces S d’un élément K et qui ne sont pas sur la frontiere 02 : une telle face S sépare
nécessairement deux éléments K7 et K, voisins, c¢’est-a-dire S = 0K N 0K,. Supposons
que la face S est orientée par sa normale n sortante de K; et entrante dans Ks. Alors

[Th]s = Th|K; — Th|K>

Ainsi, l'intégrale sur S sera effectuée deux fois lors de la somme sur les éléments K € .7}, :
une premiere fois lorsque K = K; et une seconde lorsque K = K.

Notons Sy la face de K5 coincidant avec S et orienté avec la normale n, sortante de K5
et entrante dans K. De méme, notons S; la face de K; coincidant avec S et orienté avec
la normale n; sortante de K; et entrante dans K,. On remarque que S; et Sy ont une
orientation opposée : ny = —n; = —n; Avec les définitions de M = |u.n| et B = u.n,
regroupons les deux contributions sur la face S :

1 1

5/5 (M — B)[th]s, :vnjx, ds + 5/5 (M — B)[7h]s, : VKo ds

1 1

= 5/ (Juny| —wny)(7hx, — Thik,)  Vajk, ds + 5/ (Jung| — wng)(Th Kk, — Thik,) : Va|ks AS
Sl SQ

1

1
= 3 /(]un| —un)(Thx, — Thiks) :ValK, A5 + 3 /(|un\ + un)(Thx, — Thik,) P Vh Ko S
s s

= %/Shl.n’[Th]si[’yh}sds—/SU.H[T}L]S:{/Yh}SdS
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ou on a introduit, pour la fonction test 7y, son saut [y,]s & travers S et sa moyenne, notée
{Vn}s et définie par :
YnlKy T Vn|Ko

2
Remarquons que [13]s et [y]s ont des signes qui dépendent du choix de l'orientation de
S, mais leur produit en est indépendant. De méme, le premier terme est donc indépendant
de l'orientation de S. Dans le second terme, ce sont B = u.n et [1,]s qui ont un signe
dépendant de l'orientation de S, tandis que la moyenne {7, }s n’en dépend pas. Le second
terme est donc également indépendant de l'orientation de S : nous avons vérifié que la
formulation du probleme ne dépend pas du choix pour orienter les arétes internes du
maillage. Notons .7, 'ensemble des faces internes du maillage .75,. Le probleme discret
s’écrit de fagon équivalente :

{mts =

(T), : trouver 7, € T}, tel que

/ATh Sy da + Z/Th ( 'yh]g—B{yh}S) ds+ = Z / (M — B)(m): s dz

SeS, SCBQ

/x Yhda + = Z/M B)(mr) s da

SC@Q

ceci pour tout v, € T},.

Pour £ = 0, en dimension 1 et sur un maillage uniforme, on peut vérifier qu’on retrouve
le schéma de différences finies décentré amont. La méthode est ici utilisée avec k£ = 1 pour
approcher le probleme de transport du tenseur des contraintes.

Notices that this optimal behavior is better than the O(h%/?)

La majoration d’erreur théorique de la méthode pour un probleme de transport scalaire
a ¢té effectuée en 1986 par Johson et Pitkaranta [JP86] qui obtiennent une esti-
mation O(h¥*/2) en norme L2. Cette estimation d’erreur sétend au au probleme
viscoélastique [BS92]. En 1988, Richter [Ric88] a montré qu’il est possible d’obtenir O(h?)
pour des éléments P;, ce qui est optimal, pour un probléeme de transport scalaire, et avec des
familles de maillages satisfaisant certaines propriétés. Ce dernier résultat a éte récemment
étendu par Cockburn et al. [CDGQ10], tandisque Peterson [Pet91] a montré que 'estima-
tion O(h%/2) est la meilleure pour une famille générale de maillages quasi-uniforme.

4.12 Exemple 2 : écoulement dans une contraction
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N e e =

plan axisymétrique

FIGURE 4.9 — Ecoulement dans une contraction brusque : cas plan (gauche) et ax-
isymétrique (centre) ; observation de recirculations pour une solution de polymeres [CP92]
(droite).
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We =2 We=4.6
8 8
7E 7k (b)
6 6
5 F 5 E
-0.025
4 F 4 F
3 3
2 F 2k
1+ 1L
0 L L L 0 L L L L L T T
-12 -10 -8 -6 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
We =14 We = 69
8 8
7 (0) Tr (d)
6 k 6 L
5 F 5
-0.36 t-0.41
4 4 F
3 E 3 F
2 2k
1+ 1F
0 L L L L L 0 L L L L
-12 -10 -8 -6 -4 -2 -12 -10 -8 -6 -4 -2

FIGURE 4.10 — Ecoulement dans une contraction brusque axisymétrique : selon We, la solu-
tion stationnaire correspondante est représentée par sa fonction de courant (d’apres [SP94]).
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Chapitre 5

Fluides élastoviscoplastiques

5.1 Principes de la thermodynamique

5.1.1 Conservation de ’énergie

Le premier principe exprime la conservation de 1'énergie, notée e : sa variation est égale
au travail des forces plus les sources de chaleur, notées r :

pé = 0o : D(u) —divg +r (5.1)
avec 5
e = 8_§ +u.Ve

Ici oy : D(u) correspond au travail des forces, div q aux flux de chaleur par diffusion et r
aux autres sources de chaleur.

5.1.2 Second principe

Ce principe postule 'existence d’une température & > 0 et d’une entropie s qui vérifient
I'inégalité d’évolution :

pé + div (%) - g > 0 (5.2)

En introduisant 1’énergie spécifique de Helmholtz, notée & :
& =2(e— sb)

103
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on obtient que :
. _ 1. .
pls = pé — p (§£+ s@)

En combinant cette derniére relation avec (5.1)) et (5.2)) on obtient une inégalité équivalente
au second principe de la thermodynamique, 1'inégalité de Clausius-Duhem :

1. . Vo
—p (56" + 89> + 0ot : D(u) — qT > 0 (5.3)

5.2 Loi de comportement

Les lois de comportement doivent vérifier le second principe de la thermodynamique. Afin
de construire facilement des lois de comportement plus complexes que celles présentées
jusu’a présent (Bingham et Herschel-Bulkley, Maxwell et Oldroyd), et qui vérifient ce
principe, nous allons nous doter d'un cadre général. Suivant Halphen et Nguyen [HNT75]
(voir aussi [LT90] ou [Mau92, p. 97]) on définit un matériau standard généralisé : il est
completement caractérisé par la donnée de deux fonctions : une énergie libre & et un
potentiel de dissipation Z. La convexité de ces deux fonctions va garantir que le second
principe de la thermodynamique est vérifié, ce qui fait le principal attrait de ce cadre
abstrait.

Notons d le champs des déplacements dans le matériau : la vitesse est donnée par u = d.
Notons ¢ = Vd + VdT le tenseur des déformations : le tenseur des taux de déformation
est donné par 2D(u) = €.

Pour un matériau standard généralisé, la fonction & dépend de 6, € et éventuellement de
m — 1 variables d’état internes (xa2, ..., Xm) tandisque la fonction 2 ne dépend que de ¢
et (x2,---,Xm). Pour alléger les notation, on notera x; = € et x = (€, x2,---, Xm) Les
équations constitutives du matériau standard généralisé sont définies par :

o0& 09 , .
Otot — p¥(€7 X) + g(X)
o0& 09
= — y <1 <
0 paxi(e’XHaxi(")’ 2<i<m
2s = _%(67X)
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Lorsque Z n’est pas différentiable, on écrit de fagon plus générale :

o0& 09 , .

Otot — /)8—8(9’ X) S 8_5'(X) (5-4)
o0& 09
— Y <i< )
paxi(&x) € %M’ 2<i<m (5.5)
o0&

Supposons que le flux de chaleur est donné par la loi de Fourier :
q=—-k(0)VE
ou k est un tenseur positif. On obtient

_aVvh_

5 = (k(O)V0).V6 > 0 (5.7)

Montrons alors que la convexité de & et & conduit automatiquement a ce que le second
principe de la thermodynamique soit vérifié. Puisque 2 est convexe, et comme Z(0) est
définie & une constante additive pres, nous pouvons supposer que Z > 0 et 2(0) = 0. De
la convexité de & et de la définition du sous-différentiel page , il vient que, pour
tout élément Z = (Z1,...,Z,) € 02(x) que

2(Y) = 2(x)+ Z.(Y = X)

ceci pour tout Y. Rappelons' que cette relation exprime que la tangente se trouve toujours
sous la courbe. Ainsi, pour Y =0 :

Zx z 9(x) 2 0

d’apres les hypotheses fautes sur . En particulier, pour

0& o0& ]
7 = <otot — p%(ﬁx), (—paxi (Q,X))mm) € 09(x)

on a
o0& . 08 :
(Utot - P&(&X)) €= Zﬂa—x(eax)‘Xi >0
i=2 t
Or
. . o0& Y RN .
E0.06,0 = 0.0+ 52000+ 7-(6.20%

=2

— —239+%—f(9,x).é+zg—f(9,x).xi d’apres (5.6)

i=2 ¢
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L’inégalité précédente devient

—p (5’(9,)()(9,)() + 25 9) + 06 > 0
Rappelons que ¢ = 2D(u) : en divisant I'inégalité précédente par deux, puis en ajoutant
(5.7), on obtient finalement 'inégalité de Clausius-Duhem ([5.3)) qui est une expression

équivalente au second principe de la thermodynamique. Ainsi, la convexité de & conduit
a ce que le matériau vérifie le second principe de la thermodynamique.

5.3 Application des outils thermodynamiques

5.3.1 Application 1 : modele de Herschel-Bulkley

00
| T
o
]K,n |
£

F1GURE 5.1 — Fluide viscoplatique : représentation schématique.

Le modele étudié au chapitre |3 et introduit en (3.1)) correspond ici au choix m = 1 (pas de
variables internes) avec :

&,e) = 0, V0 € R+, Ve € R4
K
2(E) = ——e["" +oole], Ve e RIX
€ = Tl aole :
La Fig. donne la représentation schématique du modele : ce type de représentation nous
sera utile pour manipuler simplement des modeles plus complexes. Comme nous ’avons

vu au chapitre [3|le sous-différentiel de & s’écrit pour tout & € R4 .

{r = K&V 4 aoi_} sic#0
09(2) = ¢l

{r e R |7 < o} sinon
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Le dual Z* de & est characterisé par 'identité de Fenchel :
D(T) =17 :6—D(E), V7 € 09(¢), Vé € R

De plus, 7 € 0Z(¢) est équivalent & ¢ € 92*(7). Apres calcul :

09 (1) = {é - (Mf_(ao)i %} = (5.8)

{e =0} sinon

En érivant € = 2D(u) € 02*(0) et en complétant avec les relations de conservation de la
quantité de mouvement et de la masse, ainsi que des conditions aux bords, nous obtenons
une nouvelle écriture équivalente du modele de Herschel-Bulkley (3.4)), page [51|:

(P) : trouver o, u et p, définis dans 0, T[x€ tels que

1
max (0, %) o —2D(u) = 0dans ]0,T[xQ

p (%—?—I—U.Vu) —dive+Vp = fdans |0,T[xQ
divu = 0dans ]0,7[xQ
u = ursur |0,7[x0N

u(t=0) = wupdans

5.3.2 Application 2 : modele d’Oldroyd

Le modele étudié au chapitre 4| correspond ici au choix m = 2, avec une variable interne
notée ¢, :

E0.e2) = el
p
D(ee) = DleP+ e -2

On introduit €, tel que € = &, + ¢, : la variable ¢, s’interprete comme les déformations
irréversibles dues aux effets visqueux. La variable ¢, s’interprete comme les déformations
réversibles dues aux effets élastiques. La Fig. donne la représentation schématique du
modele.

Les équations constitutives, données par (5.4))-(5.6)), conduisent ici & :

o = NE+ (e —Ee)
0 = Mge_nm(é_ée)
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] -
-~

Tlm 1%

=

Ev ' Ee

FIGURE 5.2 — Fluide viscoélastique : représentation schématique.

Posons 7 = pe. et A = n,,,/p on obtient :

o = Ne+T
AT +T = e

D,

On prend ¢ = 2D(u) et 7 = T la dérivé de Gordon-Schowalter donnée par (4.3), puis

on compléte avec les relations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse,
ainsi que des conditions aux bords. Nous retrouvons le probleme introduit au chapitre

5.3.3 Application 3 : modele élastoviscoplastique

Le modele représenté sur la Fig. 5.3 s’écrit :

&0,2,2) = LeP

K
D(E,é) = —EP+ (& —¢.)

N . - - 114 . dxd
ou () = 1+n|5p| "+ oolél, Ve, € R
La notation €, tel que ¢ = ¢, + . : la variable ¢, s’interprete s’interprete comme les

déformations irréversibles dues aux effets plastiques et visqueux. La variable ¢, s’interprete
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- KS

1

oo | —

AN

]K,n

F1GURE 5.3 — Fluide élastoviscoplastique : représentation schématique.

comme les déformations réversibles dues aux effets élastiques. Ce modele a été introduit
pour la premiere fois dans [Sar(07, [Sar09]. Les équations constitutives, données par ((5.4))-

(5.6]), conduisent ici & :

o € Kié+0p(e—é.)
0 € pe.—0p(é—Eé.)

Posons 7 = pue.. De fagon équivalente, nous pouvons écrire :
c = Ke+71
T
e—— € 9p*(1)
1

Le sous-gradient du dual ¢*, noté d¢*, est donné par (5.8)). On obtient :

Ke+1
= ué si|r| <oy
1
I‘-I—(lT‘;UO)nL = & si|t| >0
T K 7| -

Dans le cas ou |7| < 0y on obtient le comportement d’un solide élastique : 7 = ue. Dans le
cas ou |T| > oy il s’agit d’un fluide viscoélastique : il y a un amortissement non-linéaire.

Da : _ :
On prend ¢ = 2D(u) et 7 = < -@Z> , la partie déviatrice de la dérivé de Gordon-
d

Schowalter donnée par (4.3]), puis on compléte avec les relations de conservation de la
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EVP
0o, W, M1, KS

1/p=K,=0 op=0,n=1

Herschel-Bulkley Oldroyd
n et oy et K
/ 0 n=1 Ke=0
loi puissance Bingham Maxwell
n 0o M

0'0:0
1/u=0

Navier-Stokes

FIGURE 5.4 — Fluide élastoviscoplatique : une hiérarchie de modeles.
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quantité de mouvement et de la masse, ainsi que des conditions aux bords. Les équations
s’écrivent :

(P) : trouver o, u et p, définis dans |0, T[x€) tels que

. _ o
1 (@9;;)(1 + max (0» @(ITIZO) 7—2D(u) = 0Odans ]0,T[x0Q (5.9)

p ((g—l: + u.Vu> —divr —div(2K;D(u)) + Vp = fdans ]0,T[xQ (5.10)
divu = 0dans ]0,T[x$2 (5.11)

u = upsur 0)0,7[xQ (5.12)

u(t=0) = wupdans Q (5.13)

Pour 1/pu = 0 et Ky = 0 nous retrouvons le modele de Herschel-Bulkley. Pour oy = 0 et
n = 1 nous retrouvons le modele d’Oldroyd.

5.4 Algorithme du 6-schéma

Il s’agit d’'une adaptation du schéma de discrétisation en temps présenté au chapitre
précédent dans le cadre des fluides viscoélastiques. Pour des détails sur cet algorithmes
et des calculs en géométrie complexe, voir [CS13]. Pour des calculs en géométrie de Cou-
ette, voir [CSG12].
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GNU Free Documentation License

Version 1.3, 3 November 2008

Copyright (©) 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc.
<http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document,
but changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful
document “free” in the sense of freedom : to assure everyone the effective freedom to copy
and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially.
Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for
their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document
must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License,
which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation : a free program should come with manuals providing
the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software
manuals ; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it
is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose
purpose is instruction or reference.
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1. Applicability and definitions

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License.
Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that
work under the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such
manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You
accept the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission
under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another
language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document
to the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could
fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of
mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship
could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of
legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as
being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released
under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not
allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections.
If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover
Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under
this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be
at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a
format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the
document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels)
generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that
is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats
suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format
whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent
modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for
any substantial amount of text. A copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.



Méthodes numériques en fluides complexes 119

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available
DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human
modification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque
formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word
processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally
available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word
processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page.
For works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the
text near the most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of
the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to
the public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title ei-
ther is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ
in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below,
such as “Acknowledgements”, “Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To
“Preserve the Title” of such a section when you modify the Document means that it
remains a section “Entitled XYZ” according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that
this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be
included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties : any
other implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on
the meaning of this License.

2. Verbatim copying

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or non-
commercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice
saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you
add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical
measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or
distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute
a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly
display copies.

3. Copying in quantity

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover
Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover
Texts : Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover.
Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies.
The front cover must present the full title with all words of the title equally prominent
and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes
limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these
conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the
first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto
adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you
must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy,
or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general
network-using public has access to download using public-standard network protocols a
complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter
option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque
copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the
stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy
(directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an
updated version of the Document.

4. Modifications

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions
of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely
this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing
distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In
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addition, you must do these things in the Modified Version :

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the
Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be
listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous
version if the original publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for
authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of
the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than
five), unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the
publisher.

D. Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copy-
right notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public per-
mission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown
in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover
Texts given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating
at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the
Title Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating
the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then
add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a
Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the
Document for previous versions it was based on. These may be placed in the “History”
section. You may omit a network location for a work that was published at least four
years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to
gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title
of the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the
contributor acknowledgements and /or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.
M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in

the Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title
with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.
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If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as
Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your
option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to
the list of Invariant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be
distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorse-
ments of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review
or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up
to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified
Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added
by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes
a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the
same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace
the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to
use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

5. Combining documents

You may combine the Document with other documents released under this License, under
the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in
the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified,
and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that
you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical
Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant
Sections with the same name but different contents, make the title of each such section
unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or
publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment
to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined
work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various
original documents, forming one section Entitled “History” ; likewise combine any sections
Entitled “Acknowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete
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all sections Entitled “Endorsements”.

6. Collections of documents

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with
a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this
License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually
under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document,
and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

7. Aggregation with independent works

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent
documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called
an “aggregate” if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the
legal rights of the compilation’s users beyond what the individual works permit. When the
Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in
the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document,
then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover
Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the
electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must
appear on printed covers that bracket the whole aggregate.

8. Translation

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations
requires special permission from their copyright holders, but you may include translations
of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant
Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the
Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original
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English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers.
In case of a disagreement between the translation and the original version of this License
or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”,
the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing
the actual title.

9. Termination

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly pro-
vided under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute
it is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copy-
right holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly
and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to
notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the
copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first
time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright
holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties
who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been
terminated and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same
material does not give you any rights to use it.

10. Future revision of this licence

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Doc-
umentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to
the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See
http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document
specifies that a particular numbered version of this License “or any later version” applies
to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified
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version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software
Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may
choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the
Document specifies that a proxy can decide which future versions of this License can be
used, that proxy’s public statement of acceptance of a version permanently authorizes you
to choose that version for the Document.

11. Relicensing

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web
server that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody
to edit those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server.
A “Massive Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set
of copyrightable works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published
by Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of
business in San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license
published by that same organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of
another Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that
were first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently
incorporated in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections,
and (2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-
SA on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for
relicensing.

Addendum : how to use this License for your docu-
ments

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page :
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Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute
and/or modify this document under the terms of the GNU Free Documenta-
tion License, Version 1.3 or any later version published by the Free Software
Foundation ; with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-
Cover Texts. A copy of the license is included in the section entitled “GNU
Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with
... Texts.” line with this :

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover
Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing
these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU
General Public License, to permit their use in free software.
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