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SIGNAL, n.m. (v. 1220) £crit aussiseignalau Xllle s. (v. 1265) ; le mot, qui correspos
I'ancien provencasennal(1174), est un emprunt au bas lasignale« signe», neutre substan-
tivé du bas latirsignalis« qui sert de signe, dérivé du latin classiqusignum(— signe).

¢ Le mot appart en francgais avec des sens particuliekqquillon d'une e@e», « sceau ave
lequel on signe un actgv. 1260,seignal), et c’est aussi le nom d’une constellation (v. 1265).
Il signifie aussi« ce dont un propétaire marque un animal « marque sur la peaw(v. 1298),
« gros grain de chapele{1328), etc. Dans tous ces emplasggnal désigne des signes natu-
rels ou conventionnels qui constituent ou donnent desnmdtions ; aujourd’hui, dans l'usage
courant,signal correspond un signe de nature conventionnell&me si pour les #oriciens,
le signal peugtre forme par un signe naturef: Le mot cesigne en particulier (1540) un signe
convenu fait pour indiquer le moment d’agir, d'¢éa locutiondonner le signal(1798). Il s’est
dit (1690) d’un moyen utilie pour porter au loin une information ; iedigne (1718) le fai
par lequel un processus commence et qui constitue un sigrsynupbme de ce processus
jourd’hui (XXe s.) surtout dans les emplois didactiques, g@emple en psychanalyssgnal
d’'angoisse

& Avec la valeur« signe conventionnel, il s’emploie pour« bolée flottante (qui marque la
place des filets)(1769), en marine danSode international des signagk868), courammen
ceux qui eglent la circulation (1875, dans les chemins de fer), pansdesélécommunications
(1933), en informatique (v. 1970). C’est un concept esseatiéntérieur de la notion tBorique
large de signal , concernant tous les canaux de commumc@ignaux visuels, acoustiques,
olfactifs, surtout eréthiologie,chimiques.

—

Le ROBERT, Dictionnaire Historique de la Langue Fran@ise, sous
la direction d’Alain Rey, page 3504, Janvier 1999




Table des materes

ntroductiom la notion de fequenge . . . . . . . ..o 16

u-,AnoA. t par des fon Ol"lll‘ ] | interva :' L1 - series de Fourier 17




13.3.4 Produit de convolution et transfoees de Fourier et de Laplace . . . . . 70
[3.3.5  Systme de convolution et fonction de tranafert ............. 12

13.3.6 _ Simulation d'un sygme de convolution . . . . . . . ... ........ 73
B.4_ Filtrage fequentiel . . . . . ... ... 73

5 De l'analogique au nunérique! 111
5.1 Modklisation d'un signal dlscretoaroelg,n_e_d_e_d' e

5.4 1 TFD pour Ie calcul du soectre de S|g,na|.mmoort fI b
5.4.2 TFD pour le calcul du soectre de signaéxipdiques . . . . .. ... .. 131

Iﬁune_mmamuf_enguﬁﬁ_de_cgngusmn .................... 162



I7__De ignaux éterministes aux signaux aatoires 167

nergie et puissance pour les signaux discrets . . . . .. ... .. .. ... 167







Modalit es pratiques de STI tc2

MERCI DE LIRE ATTENTIVEMENT LES MODALIT ES DE FONCTIONNEMENT DE L 'EN-
SEIGNEMENT STI TC2 “T RAITEMENT DE SIGNAL”.

— Stancesde TD:

1. Les differentes activds commencera I'heure planifee. En particulier, les respon-
sables de TD sont autoéisa ne pas accepter I&eves n'ayant pas laglicatesse de
respecter I'horaire. Dans ce cas-ils seront poés absents. L'enseignement de traite-
ment du signal est suffisamment dense pour ne pas pouvoilselpduxe de perdre
du temps. 8 minutes de retard suréasces font environ une heure en moins'!

2. Un corrige des exercices trés en TD sera disponible sur le serve@dagogique
lorsque tous les groupes de TD auront &sile sujet. Il n'y aura pas de corgigour
les travaux peparatoires.

— Travail péparatoire :

1. Le travail péparatoire d’'une&ance de TD est ppag par tous legleves du groupe et
présené par un (ou plusieur®leve(s) @sigre(s) par I'encadrant de TR partir de la
liste deseleves, le jour de lagance. Paratlement, une ou (plusieurs) copie(s) seront
ramasées poutvaluation. En cas de travail non effeetau d’absence non just

d’'un éleve dksigre, la note sera de 0.
2. Un des exercices du test final sera pris dans I'ensemblexisices des travaux
préparatoires.

3. Les pésentations doiveidtre claires, gcises et efficaces. Elles contribuanqeparer
lesélevesa la communication technique.

— Le contble des connaissances de la c@étgmce Savoir seedompose en pregrie session
en 3 parties.
1. Correction du travail @paratoire de TD (10% de la note totale).
2. Microtest : il s'agit d’'un test de 1h lors de lagfie €ance de cours dans lequel le sujet
sera esolu par bidbmes (10% de la note totale).

3. Test terminal (80 % de la note totale). ATTENTION, les sedibcuments autoigs
sont des formulaires qui seront distrésuen cours de semestre et une feuille de papier
A4 ou leséleves pourronécrire un esuné de coutd lls rendront cette feuille avec
leur copie.

1Un résung de cours ne doit pas comprendréldments des TDs.
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— Apres publication augs desleves de la note totale, deudasces de consultation de copies
seront organises.

— Leséleves qui ésirent des pacisions sur la note totale ou constatent des probk au-
ront un cklai de 3 semaines & la publication des notes par le Service de Scéladur
contacter le responsable du colRas® ce &lai, aucun demande ne sera prise en compte.

— A l'issue de la seconde session, la note de Savoir seraitt@espar la note de test de la
seconde session.

— Assiduig : confornément au&glement de scolaét la pésence est obligatoire pour toutes
les activies de STI tc2. Si c’est une conditioBaessaire, elle n’est cependant pas suffisante
pour pleinement profiter de I'enseignement de traitemersigioal.

1. Toute absence dditre justifee aupes de I'administration.

2. Pour la &éance de microtest, en plus de la justification agmlu Service de Scolgit
toute absence dogttre signade par email augs du responsable de cours. Si ces deux
demarches sont effedas et 'absence est exéespar le Service de Scoldjtla note
finale sera calcéle avec un poids de 90 % pour le test final. Sinonetde gerérale
s’applique avec une note de microtest de 0.

3. En cas d’absence non exéespar le Service de Scoldrit’'unéleve desigre a partir
de la liste de€leves du groupe de TD pourgsenter le travail @paratoire ou pour
donner sa copie, la note de travaiéparatoire sera de 0. En cas d’absence é&epar
le Service de Scola#gt la note finale de Savoir sera cakilavec un poids de 90 %
pour le test final au lieu de 80 %.

4. En cas d’absence non exée9ar le Service de Scold@&in €ance de TP de 4hgleve
ne pourra pas se @sentea la £ance de BE de 2h et aura 0 pour note de Savoir Faire
de STItc2. En cas de @sence dans l&ance de TP de 4h et d’absence non egeymar
le Service de Scolagtdans lagance de BE de 2h, la note de Savoir Faire sera &adcul
en prenant 0 pour note de BE. En cas d’absence érquar le Service de Scoldién
seance de TP de 4hgleve pourra participeat une autre@ancea condition qu’il n’ait
aucune activéé programrde sur ce @neau et que I'effectif du groupe le permette. Un
éleve ne peut se psenter ené&ance de BE de 2H que s'il a effeétla £ance de TP
4h. En fin de semestre, le responsable de I'AF essaiera etidordes possibilés
du planning d’organiser unéance de rattrapage pour le TP 4h et le BE 2h. En cas
d’'impossibilitt et d’absence excés par le Service de Scol@ite leleve, I'€leve
n'aura pas de note de Savoir Faire pour I'AF.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Le signal au service de &tre humain

Un signal est une grandeur quegend du temps Cette grandeur est souvent physique.
La grandeur d’un signal peétre de diférents types :
— Information : par exemple le son qui est une variation dedagion de I'air, voir figure 111 ;

Cliquer pourécouter

Alleluia du Messie de Haendel

Fic. 1.1 — Alleluia d’'Haendel

— Energie : par exemple la tension du secteur ;
— Matiere : par exemple unéthit d’eau en un point d’'un canal d’irrigation.

Les outils pesenés dans I'’Action de Formation STI tc2 concernent plus palitcement les
signaux porteurs d’information.

Les signaux occupent une plac&pondrante dans la vie de toétre humain puisqu’ils sont ce
qui permeta unétre humain de percevoir son environnement et d’interagic &ui.

Détection L' étre humain dtecte les signaux issus de son environnement (sons, odeages,
etc..) gacea ces capteurs (oreilles, nez, yeux, etc...).

Traitement |l les traite et les intergte (par exemple, il isole un son particulier).

9



10 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Geéneration |l est capable de&yérer des signaua destination de son environnement.

1.2 Limportance du signal dans nos so@tés contemporaines

C’est un lieu commun que d’affirmer que notre &tieicontemporaine est la sé@ de 'informa-
tion. L'information y est &hicuke par les signaux. Faada masse des signaux qu’il egoessaire
de traiter, souvent en tempsal, les in@nieurs ont @ des systmes technologiques d’'une grande
complexié. Ceux-ci ont envahi notre sété et font parti des objets incontournables de notre quo-
tidien.

En reponse aux enjeux de la set& actuelle, des gthodes scientifiques puissantes paeneg
une telle complexé ontéte developgees par les chercheurs en Sciences dedthigur. La mérise
de ces réthodes devient de plus en plus incontournable dans laypeatie I'ingenieur quelque
soit le domaine auquel il se destine.

L'objectif de cet enseignement est de donner des basediigiees minimales fFalablesa
'acquisition eta la matrise de ces rethodes. D’autre part, coml@ia avec les enseignements
d’Automatique, il s’agit de contribuex I'acquisition de I'approche sysemes, incontournable
lorsqu’il s’agit de @velopper des sysines d’'une certaine complexjtméme si leur finalé n’est
pas de @rer de linformatioB}

Dans le traitement de l'information, il eséoessaire de

— mesurer le signal, souveat’aide de capteurs (etrologie) ;

— carackriser et extraire le signal utile (traitement du signal) ;

— le transmettre par un codagecagdat (traitement du signal).
Pour cela, le traitement du signawkloppe des gthodes baes sur la maglisation matémati-
gue, ces rathodes pouvaritre ensuite mises en ceuvre @actronique (nui@rique) du signal
(réalisation technologique).

1.3 Les signaux utiles
Une premere classification des signaux pétite faite :
— Signaux en temps continu ou en temps discret :

— Un signal en temps continu (@ignal continy x est cefini a chaque instaritappartenant
a un intervalle deR, ou R est 'ensemble des nombrezets, oua R tout entiefi. Un si-
gnal continu est un made de signal analogique. Un signal analogique correspante
grandeur physiqueeelle quiévolue au cours du temps. Un exemple de signal analogique
est repeseng figure[1.1l. Leuétude est fondamentale pour I'i@gieur car les signaux
analogiques regsentent I'essentiel des signaux du monde physique.

— Un signal en temps discret (signal discre} « n’est cefini qu’a certains instants, soit
un vecteur de valeurgelles{z(t = t;)}. Le cas le plus important en pratique est celui o

LVoir par exemple les Actions de Formation du semestre S/sémes nécatroniques intelligents « Filtrage
adaptatif : application au corile actif de bruityou encorex Sciences de I'ilnformation et Biologie
20n peut aussié&finir le signal suiR auquel on a soustrait des ensembles de mesure nulle.
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FIG. 1.2 — Signal discret

Vk, (ty+1 — tx) = Constante= T. Le vecteur de valedise gecrit donc{x(kTy) = x4}
Un exemple de signal discret esépeng figure 1.2.

Un signaléchantillont@ est un signal discret dont les vale{irs }, appeéeséchantillons
sontissues (mesees) d’'un signal contiﬂuTS est alors appékpériode déchantillonnage
Un exemple de sign@chantillon@ est pesené figure 1.8.

Les signaux discrets sont le support de I'information quitestée par les sysimes
technologiques bés sur [electronique nu@rique, I'exemple le plugvidentétant les
ordinateurs. lls constituentdtrasante majoétdes systmes technologiques complexes
géerant de I'information. Leur formidableadeloppement ces deames @cennies a ouvert
d'immenses possibilitsa exploiter. lls sont devenus incontournables y compris di@s
systmes qui traditionnellement n’utilisaient pas de techgiels'electroniqu& L étude
des signaux discrets est donc fondamentale pourdhieur car ils re@sentent I'essen-
tiel des signaux traits par les systmes complexesggant I'information.

— Signaux griodiques ou non. Nous allons voir dans le chapitre quicgLétles signaux conti-
nus sinus@aux constituent une classe fondamentale de signauadgques.

— Signaux @éterministes ou @htoires. Cette distinction sera ab®eden fin de cours, dans le
chapitre 7.

3Bien que tés simple, la re@sentation par un vecteur de valewsltes pésente I'inconénient majeur dtre un
objet matiématique radicalement diffent des fonctions qui métisent les signaux continus. Nous verrons dans la
suite qu’un autre objet matmatique est@réralement utilig, plus complexe qu’un vecteur&sdnmoins, il pgsente
I'avantage formidable &tre plus proche des fonctions : on peut aiggifun ensemble d’outils communs aux sighaux
continus et discrets.

41l s’agit de I'opération déchantillonnage. Dans un sgate électronique, cette @pation est &alie par un
convertisseur Analogique Nugmque ou CAN.

SUn exemple frappant est 'automobile qui d’'un syse “purement” racanique est devenu un syste
« mécatronique, c’esta-dire un systme qui fait massivement appel aux technologiela fois nécaniques et
électroniques (voir I’Action de Formation de S8ysemes Mecatroniques Intelligents De fait, une automobile
est un sysime qui @re de I'information.
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FiG. 1.3 — SignaEchantillon

1.4 Plan du cours

Les 6 chapitres qui suivent correspondent chacun cours. Le chapitfé 2@sente la moglisa-
tion et I'analyse spectrale des signaux continuédtior). Le chapitré B introduit une technique
de traitemenimportante des signaux analogiques : le filtragsgtrentiel. Le chapitrel 4 traite
des notions dEnergie et de puissance et de leur application pour I'ektrad’information des
signaux. Le chapitriel 5&veloppe la moglisation des signaux discrets étdhantillonnage des si-
gnaux continus. Le chapitrééend le filtrage fquentiel aux signaux discrets. Enfin le chapiire 7
est une introduction aux signawéatoires avec comme application krgrationde signaux.

1.5 O trouver I'information ?

1. Surle serveurgdagogique, sont disponibles ce document de cours ainkgjtransparents
de cours au formatlectronique. On y trouve aussi un document de cours cammghtaire.

2. Dans les livres ofts en eference de ce document, pagell82. Un livre que le lecteuripeut |
avec grand profit est [7].

3. Sur Internet. Par exemple, les page WEB suivantes sontiehsnt recommarges :
(@) Pour un coursé&taillé sur les diferents points du traitement du signal atésiti :
http ://www.greyc.unicaen.fr/ gbinet/ COURS.html
(b) Pour les applications java illustrant difents aspects du traitement du signal :

http ://patrick.furon.free.frtraitementsignal€ourstns/ PlanCoursTNS.htm

Ces sources d’information ont servi de bada edaction de ce document.

1.6 Remarques sur l'utilisation de ce document

Ce document contient de nombreuses notes de bas de pagepdtiient se regrouper en 3
caggories :
— Rappels de é&finitions parfois tesélementaires : elles sont destas auxeleveséetrangers
qui ne connaissent pas tout le vocabulaire scientifiquechhique en Francais.


http://www.greyc.unicaen.fr/~gbinet/COURS.html
http://patrick.furon.free.fr/_traitementsignal/_cours_tns/_PlanCoursTNS.htm
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— Approfondissement de certains points du cours : d’'une [eattaitement du signal est par
nature multidisciplinaire et d’autre part le volume hoedimité de I'enseignement ne per-
met pas de @velopper les diffrents points; certaines notes en bas de paggeptent des
élements pour aller plus loin;;

— Connaissance culturelle du domaiagravers par exemple des bibliographies sommaires.

A certaines figures sont assesides sons : pour que cette fonctiongadibit active, il est@cessaire
de €lecharger en compiment du fichier .pdf du document de cours, les fichiers diesxom .wav
assoces.

Les applications du traitement du signal sont @xtement nombreuses et \&s. Vouloir
en faire une pgsentation exhaustive consommerait I'ensemble du volwrerie consa&a cet
enseignement en interdisant dégenter les fondements scientifiques et léthodes principales
du traitement du signal, ce qui est l'objectif principal denseignement. Banmoins, chaque
partie (avec les TDs assési) sera illuste par des applications :

— Le chapitré R est illusérpar la caraétrisation de I'audition humaine et de la bande VHF.

— Le codage MP3 de part ses multiples facettes permet dftiues chapitrels|8) 5 et 6.

— Le chapitrd_B est aussi illugtipar la caraérisation de I'acoustique de salles, le filtrage
audio, la caraérisation de canaux de communication, &&ration de notes dans les ins-
truments de musique et la modulation d’amplitude (en TD).

— Le chapitré ¥ est illusérpar le calcul de distances pour positionner un objet.

— Le chapitré b est illusérpar le calcul de spectre de signaux physicupartir d’'une acqui-
sition lors d’'une exprience et par une @hode de compression de signa@achantillon@s
utilisée dans les CDs audios (en TD).

— Le chapitrél7 est illusérpar la @rération de la parole appligea la €lephonie mobile.

Pour plus de étails, le livre [4] cetaille un certain nombre d’applications du Traitement ayn&l
en utilisantMatlab .

1.7 Remerciements

Je tiensa remercier tous les lecteurs attentifs qui par leurs nouda® et constructives re-
marques ont permis de fortementé&liarer la qualié de ce document ainsi que celle de tous les
supports de I'enseignement “Traitement du Signal”, queatessir le fond ou sur la fornfdles
etudiants (plus particidrement de la promotion 2011) et les enseignhants impdigians cet ensei-
gnement (Ronan Perrussel, Paule Blanchart, Damien VoyereManick Galland, Eric Blanco,
Julien Huillery, etc..).

6Ce n'était pas une mincéthe !
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Chapitre 2

Modeliser et caraceriser un signal :
Analyse en temps et en fequence

Pour pouvoir disposer d’outils efficaces pour le traitentensignal, il est d’abordé&cessaire
de moctliser (repesenter) un signal par un objet mahatique. Puisqu’un signal est une grandeur
qui dépend du temps, uneéd naturelle est de le meliser par une fonction du temps dont le
domaine de dfinition estR ou un intervalle deR.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possibleadacériser un signal repseng
par une fonction du tempstravers les notions deéfquence et de spectre&fuentiel. Ce qui est
remarquable, c’est que cette cagidation va mettre eavidence que Bme si la repgEsentation
des signaux par des fonctions est naturelle, elle admétraruses limitations. Afin d’aller au-dsl
une classe d’objets matmatiques gréralisant les fonctions sera introduite : les distribugicDe
chapitre est consagux signaux continus. Nous verrons dans le chdgitre 5 cdnaax signaux
discrets que pour cette classe de sighaégg&moniques dans les sgstes technologiques actuels)
la mocklisation par les distributions est incontournable.

Le spectre fequentiel d’'un signal estédini a partir de la Transforge de Fourier de ce si-
gnal. Une autre application de la Transf@ende Fourier est le calcul de solutioreduations
différentielles lieairesa coefficients constants. Cependant, comme cela est &isadin de cha-
pitre, une extension de la Transfamde Fourier, appeé Transforree de Laplace, est un outil
plus geréral pour cette application.

Plan du chapitre Aprés une prendre introductiora la notion de fequence sectidn 2.1, en par-
tant du principe qu’un signal est une fonction, la desariptie fonctions éfinies sur un intervalle
par des fonctions sinugtales est frsenke dans la sectidn 2.2. Cette descriptioné&sndue
aux fonctions priodiques dans la sectign P.3. Dans la sedtioh 2.4, cesErigéon esétenduea
une classe @réerale de fonctions nonégpiodiques. anmoins, bien queégérale, cette classe ne
contient pas des fonctions r&sentant des signa@gémentaires utiles. Si oglargit la classe afin
de les contenir, la sectidn 2.5 illustre qu’un predole matématique fondamental appérd_a no-
tion de distribution introduite dans la sectlon|2.6 offrewolutionélegante avec pounéfice de
définir une description par fonctions siniidales pour une classe de signaux suffisamment riche
pour nos objectifs pratiques. Les sectigng 2.4 et 2.6 inisaoht la Transfori@e de Fourier qui
permet de dfinir le spectre fquentiel d’'un signal. La sectign 2.783ente des presries appli-
cations du spectre éguentiel. Lutilisation de la Transfor@e de Fourier en conjonction avec la
Transfornée de Laplace pour l&solution déquation diférentielle est discét sectioh 218, ce qui
permet d'illustrer les relations entre ces deux Transéasn

15



16 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FEEQUENCE

2.1 Introduction a la notion de frequence

La notion de fequence est intimemengka une classe de signaux particuliers qui sont les
signaux moé@lisables par des fonctions sinigales, c’est-dire les fonctions de la forme :

t
Asin | 21—
sin ( T + ¢>
Ces classes de signaux occupent une place importante dasrsdgppon du son par 'lhomme.

L’ étre humain est en effet sensildle
- la fréquence%L gui corresponé la notion de grave et d’aigu, voir le tableau de figlrek 2.1 ;
— I'amplitude A qui correspona la notion de puissance, voir le tableau de figlrels 2.2.

Cliquer pourécouter Cliquer pourécouter Cliquer pourécouter
y(t) = 0.6 sin(27600¢) y(t) = 0.6 sin(271000¢) y(t) = 0.6 sin(272000¢)

TAB. 2.1 — Sons assdzsa des fonctions sinustales de difrentes fequences

Cliquer pourecouter Cliquer pourécouter
y(t) = 0.2sin(2w600%) y(t) = 0.6sin(27600t)

N -

i ¢

§ o 5 o
s

TAB. 2.2 — Sons assdzsa des fonctions sinustales de diftrentes amplitudes

Il est aussi bien connu qu’un son congtitupartir d'une combinaison de fonctions sinigsdes
bien choisies peut produire des saragieables)a écouter. Un exemple estgsent tableal 2]1.

Au-dela d’étre qualitativement igressant, les signaux sinidaux pesentent un i@et beau-
coup plus fondamental. lls permettent une description emgtique pecise de larges classes de
signaux. Nous allons expliciter ce que cela signifie danhepitre.
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Cliquer pourécouter
y(t) = 0.3 (sin(27.440.t) + sin(27.554.t) + sin(27.659.t))

Son agréable

1

0.8

0.6

0.4

0.3(sin(21440.t)+sin(2m554.t)+sin(21659.t))
o

0 50 100 150 200 250

FIG. 2.1 — Un sorx ageable»

2.2 Signaux moelises par des fonctions éfinies sur un inter-
valle [-%, L] : séries de Fourier

PourT > 0, soitL,([—Z, T]) 'espace des fonctionsréelles @finies suf—Z, Z] telles que

/QT f(t)?dt < <.

On peut @finir le produit scalaire de dewtementsf et g de cet espace par :

T

<fg>= [ ftgt)

N

et la norme assoge par :

T

1l = / o

Nl

Cette norme est ap@ norme.,. La norme| |2 S'interpete comme la racine c&e de lénergie

de /. Pour ce produit scalaire, une base orthonornialg},.cz de L,([—%, ]) est ctfinie par :

( \/gcos (27‘(’771%) sim <0

sim=0

€m

2 sin (27rm%) sim >0

= s

Par suite, toute fonctiofi de L»([—%, Z]) peut sécrird

o0

f=Y <few>em

m=—0oQ

1Sur la signification de cetiegali€, voir laRemarque importante pagd 20.
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em \/LT \/%cos (2rmi) 2 sin (2mm)

< f,em > %/; ft)dt \/g/; f(t) cos (27Tm%> dt \/%/2 f(t)sin (QWm%) dt

TAB. 2.3 — Coordonées def dans la basée,;, } ez

!

Qo an bn

%/; f(t)dt %/5 f(t) cos (2%71%) dt % ;f(t) sin (27m%> dt

TAB. 2.4 — Coefficients,, etb,,

!

D’apres le tableali 213, il existe alors dé®lsay, a,, eth, préesenés dans le tabledu 2.4 tels Eue

Vt € {—g, g] . ft)=ag+ i (an cos (27m%) + by, sin (27?71%)) . (2.1)

n=1

Exemple 1 Lafonctionf dontla courbe re@sentative est psenge figuré 2.2 admet l&edomposition
en $rie de Fourier suivante :

t . t t
Vit e [-1, 1], f(t) = cos (2ﬂf> + 4sin (271'?) + 4 cos (271'2T> :

Exemple 2 La figure[Z.8 repesente la courbe carécistique de la fonctiory définie par la
decomposition ené&ie de Fourier suivante, avét= 2 :

vt e -1, 1], f(t) = 1.3959+92.108 cos (2rL) + 1.9081 cos (272L) + - --
-+ +10.545 cos (2m34) + 2.7034 cos (2744) + 3.5953 cos (2754 ) + - - -

<-4 27778 cos (2#6%) + 1.9838 cos (27?7%) + 2.4283 cos (2%8%)
(2.2)
On constate qu’en sommant quelques courbes sidakss, une forme éséloigrée d’'une courbe
sinusadale peugétre obtenue.

En utilisant la formule d’Eulé; la decomposition enéie de Fourier d’'une fonction peut se

2Une autreécriture de legalié (2.1) est :

T T - , t
Vit € [—2, 2] , f)=ao+ ;an sin (27rnT + qbn>
Le terme de la somme correspondant = 1, c’'esta-diresin (274 + ¢1), est traditionnellement apggefondamen-
tal ; les termes de la somme correspondant> 1, c’esta-diresin (271'71% + qsn), sont traditionnellement apypés
harmoniques.
3¢l = cos(x) + isin(z) ou i repesente I'imaginaire puriZ = —1.
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Cos(21UTt)
— — - 4sin(21UTt)
— — — 4cos(21T2t)

s f(£)

~10 . .
-1 -0.5 0 0.5 1

FIG. 2.2 — Repesentation de la fonctiofi par sa @composition enérie de Fourier

150

100 : J

50 b

-100 i i i i i i i i i

FiG. 2.3 — Repesentation de la courbe car@gstique de la fonctiorf définie par[(Z.R)
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ré-exprimer par :

T T _ = 27ri%t
Vi € {—5, 5} , ) = RZZOO Cne (2.3)
aveH .
Cn ::é% O (2.4)

Nl

L’ équation[(2.B) est appEd ladecomposition enésie de Fourier (complexeje la fonctionf sur

lintervalle [-Z, T].

Remarque Dans le caswla fonctionf est
1. réelle : les coefficients, sont tels que,, = ¢, : |c,| = |c_, etarg(c,) = —arg(c_,);
2. pair@ : les coefficients;, sont éels;
3. impair@, les coefficients;,, sont imaginaires purs.

Remarque importante L’ égalié (2.3), ainsi que lesgali€s pecdentes telles quie (2.1), doivent
se comprendre ergalitt comme la convergence de Exie :

N
Sn(t) = Z ¢, eXmiTt
n=—N

vers la fonctionf au sens de la normefinie surL,([—Z, 1) :

1Sy = fll2=0

lim

N—o0

. - . pa T T
(convergence en moyenne quadratique). Cela ne signifie p@srfent que pour toute [—5, 5} :

lim Sy(t) = f(t)

N—oo

(convergence point par point ou ponctuelle). La convergemmoyenne quadratique n'implique
la convergence ponctuelle que pour des classes pagtieside fonctiong. Une classe particudre
est celle des fonctions continues étigables et dont la&tivee est continue (clasgé). Pour plus
de cetails, voir [10[ 5].

Egalité de Parseval A partir des coefficients,, I' énergie de la fonctiofi peutétre cetermirée :

’ F@Pdt=T )" el

n=—oo

N

4, = % eta, = 2Re(¢c,), b, = —2Im(c,). Faire attention que, contrairementa somme[{2]1), dans la
somme[(Z.B)n prend des valeursagatives.

f(=t) = f(t).

f(=t) = —f(t).
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2.3 Signaux moelises par des fonctions priodiques : €ries de
Fourier

On consi@re le cas d’'une fonction’emiodiqu@ réelle de priodeT’ f, définie surR et telle que
T

f,(t)%dt < .

!

Alors, d’apes la section @eedente,

r T C 2mikt
Vt € |:—§, §:| , fp(t) = Z_ Cpe™ T (25)
avec
1 [z L,
S / £ (82t (2.6)
g

Puisque la fonctiorf, et les fonctions quit associent=2"7* sont des fonctionsgiodiques de
périodeT’, la decomposition[(Z2]3) est valable pour taut R :

VEER, folt)= > c,e®7h
Le rapporty = 2 définit unefréquencemultiple dev, = = ; v est appefréquence fondamentale
et v défini avecn > 1 frequence harmoniquéuisquen est un entier relatif, dans I'expression
ci-dessus, la frequence peutétre regative dans le casio: est regatif.

Ce qui est remarquable dangduation[(2.b), c’est qu’elle met @vidence que les coefficients
de la decomposition enérie de Fourier,, caracérisents exactementf la fonction f,. lls consti-
tuent ainsi un mode de regsentation d¢,. C'est pour cela qu’il est commode de les iegenter
graphiguement. Dans le ca8 es coefficientg,, sont €els, ils sont re@senés en fonction de ;
sinon on repesentdc, | en fonction de- etarg(c,,) en fonction de sur deux figuresépages.

Exemple 1 Soit la fonction @riodiquef, définie par :

e2migt _ o—2migt

) 1
fp(t) = sin (27Tft> = 5

Par identification, ona_; = i, ¢; = —3 et¢, = 0 pourn # —1 etn # 1. On obtient alors la

repiesentation @senge figuré 2.4.

Exemple 2 A partir de la fonctiork rect », fonction rectangle &finie par :

Vi€ [—3, 1] rect(t) =1

sinon rect(t) =0
et dont la courbe caramtstique est re@senge figurd 2.6, on peutédinir la fonction @riodique

de geriodeT f, par :
T T t
vt € [—5, 5} . fo(t) =rect <To)

avec0 < Ty < T, voir la courbe caraétristique repesenge figurd 2.6. Par application de(2.6),

7fp(t + T) = fp(t)
8Dans le sens piseng dans l&Remarque importante présengée pagé 20.
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15

0.5

le,l

-0.5

radians

-1/T

uT

w2

arg(c,)

Y

-uT

uT

FIG. 2.4 — Repésentation des coefficients de la €rie de Fourier

051

rect(t)

-0.5

-0.5

0.5 1

FiG. 2.5 — Courbe caragtistique de la fonction rect
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15

f,0

0.5r

05 i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3

FIG. 2.6 — Courbe caragtistique de la fonctiongriodiquef,

on peut alorgtablir que

Ty . To
¢, = — sinc [ n=
T T

avecsinc la fonction sinus cardinaléfinie pdﬂ

sinc(z) = s1n(—7rx)
T

La courbe caraéristique de cette fonction est résenge figurd 2.7. On notera que :
— sinc(0) =1;
— Pour tout entier relatif non nul, sinc(n) = 0.

Les coefficients:, sont ici els. Avecl’ = 2T;, on a la repesentation assae figurd 2.8 0
la courbe en trait continu fin est la courbe cagaistique de la fonction sinus cardinal.
Examinons ce que donne le somme 285+ 1 premiers termes de l&édomposition enésie

de Fourier ainsi obtenue :
N

Sn(t) = Z ™t

n=—N

pour N =1, N = 3, N = 5 et pourN = 144, voir figure[2.9. On constate qu’au plié est
important, au plus on se rapproche de la fonctiéniguique f, saultd pour les valeurs de qui
correspondent aux discontinestde la courbe caraetstique def,,. L'explication se trouve dans la
Remarque importante pagé 20 : dans I'exemple conéi@ ici la convergence n’est pas ponctuelle
mais en moyenne quadratique.

9Si vous avez #ja croi€ la fonction sinus cardinal, laéfinition que vous avez eu a pekiie ée differente.
Normal, il existe deux éfinitions de la fonctiosinc |eégerement diférentes. Pour ce qui est de cet enseignement de
Traitement de Signal, seule l&fithition piesenée dans cette page est cosist comme valable.

100n parle duw phénonene de Gibbs.
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1.2

sinc(x)

FIG. 2.7 — Courbe caragtistique de la fonction sinus cardinal

0.6 T T T T T T T T

0.4

FIG. 2.8 — Coefficients de laésie de Fourier de la fonctiorepiodique assoéea la fonction rect
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FIG. 2.9 — Somme ded’ premiers termes de la&ddomposition ené&rie de Fourier avedy = 1,
N =3 etN =5 (haut) etV = 144 (bas)

2.4 Signaux moelises pour des fonctions non priodiques :
Transform ée de Fourier

2.4.1 Introduction

L'objectif est de rechercher un&dompositiork du type €rie de Fourier mais dans le cas
d’'une fonction non griodiquef appartenard L, (R) N Ly(R), c’esta-dire telle que :

+oo +00
/ |f()|dt < oo et f(t)2dt < .

o0 -

Le format et les objectifs du cours ne permettant pasaweldppement maématique rigou-
reu@, une premére explication qualitative et rapide de ce que @tid la transposition de I&se
de Fourier aux fonctions norepodiquesa travers un exemple \&re pesenge dans ce qui suit.

Une fonction del,(RR) peutétre vue comme la limite de fonctionéniodiquesfr telles que

T T

ve -3 5] 0 =10

pourT tendant vers l'infini, voir figuré 2.10. Puisque cette foantf; admet une dcomposition
en €rie de Fourier, comment celle®volue-t-elle quand’ tend vers l'infini ?

1pour une pesentation matmatiquement rigoureuse, voir par exemple [1, 10].
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FIG. 2.10 — Fonctioryr obtenuea partir def
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On revient sur I'exemple de la fonctiongsenée dans I'exemple 2, pa@el21, avBcfixe :
Vit € R, f(t) = rect (%) L'explication qui suit est« avec les mains. La fonction fr

étant @riodique et de carintegrable sur unegriode, elle admet d’'aps la sectiom 2|3 une
décomposition enésie de Fourier :

VEER, fr(t)= Y ¢, (2.7)
avec
1 [2 0
Cn = 75 fr(t)e ?™7tdt.

!

La decomposition enésie de Fourier fait intervenir 'ensemble deéduences { %} _, ol 7 est

la frequence fondamentalEvidement on peuécrire I'egalie (2.7) simplement pour intervalle

[—%, %] et comme les fonctiong et f coincide sur cet intervalle, on a alors :

r T C 2milkt
Vt € [—5, §:| ,f(t) = Z cpe T

n=—oo

avec

T
I in
n = t)e ?MTldt,

Nt

Notons que:, est une fonction d¢.

QuandT tend vers+oo, 'ensemble discret de point{s,_%}nEZ se « transforme» en un en-
semble continu de points/},cr :

(3hen — heno

Par suite, la variablé: est remplaée par la variable continueet la courbel'c, fonction deZ
se transforme en une courbe continue fonction dea figure[2.11l refrsente les coefficients de
la decomposition enégie de Fouriéd multipliés parl’. En prenant successiveméent= 2Ty,
T = 4T,, T = 8T, etT = 167T;, on obtient les re@sentations ass@as figuré¢ 2.11. Ecart entre
deux points successiétant del /T, celui-ci tend vers 0 quanf tend vers+oo.

Donc, quand’ tend vers+oo,

400
« {Ten}tpey — { f(t)e—%riutdt} »
00 veR

ce dernier ensemblefinissant une fonction ne¢ L. Enfin,

1 in Foo :
« Z TTcne2”‘Tt—>/ F(v)e*™tdy »

donc,ona:

ft) = /_+°° F(v)e*™ i dy.

[e.9]

12qui ont le bon gat d’étre eels dans cet exemple : ce n'ésidemment pas toujours le cas.
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FIG. 2.11 {Tc,},,op POUrT = 21,, T = 4Ty, T = 8T, etT = 167,

2.4.2 [efinition de la transformée de Fourier
Définition 2.4.1 La fonctionF telle que

+oo
WweR, F)= f(t)e > iqt (2.8)

est appete transforrde de Fourier def et est nade F[f]. On cefinit la transfornée de Fourier
inverse, naée F [ F|, par

VteR, f(t)= / +OO F(v)e*™™dy.
Notation : f(t) « F(v) = F[f](v).

On appelle transformation de Fourier I’applicati@mot’eef qui & une fonction associe sa
transfornmée de Fourier (si elle existe).

Remarque Pour un signalf, F' = F|[f] est appe# Spectre du signal

B application qui a une fonction associe une fonction egtede un ograteur. Afin de les distinguer des fonc-
tions, I'application de I'oprateurF sur la fonctionf est noée avec des crochets (au lieu de pareséls) F[f]. La
valeur de la fonctiorF[f] env est alors na@eF[f](v). L' écritureF[f(¢)] esta proscrire car absurdeF, s'applique
sur des fonctions ; of (¢) ne repésente pas la fonctiofimais sa valeur eh
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Remarque La transforn@e de Fourier et la transfoga de Fourier inverse sonef proches
puisque leur dfinition implique qu@ :

FVF) = F[F). (2.9)

On a le Esultat suivant qui &cessite la @finition de I'ensemblé.; (R) : c’est I'ensemble des
fonctionsf deR dansR telles que :

/_m F(1)|dt < oc.

o0

Théoreme 2.4.1Si f est une fonctidi de L, (RR) alors la fonctionF existe, est continue ét(v)
tend verd) quand|v| — oo.

Exemple AvecT; > 0, la fonctionf définie surR par :
VieR, f(t)=rect (~
) =T T()
appartien&t L; (R).

Notation Dans la suite du document, afin d&dler les notations, on pourr&signer la fonc-
tion f par son expression dans laquelle la variab&€aremplaée pare, ce qui donne dans cet

exemple :
[ ]
t{—=1].
i (1)

Il sS’agit ici de bien faire la diféerence entre la fonctiofi et sa valeurf(¢) pour la variable.

Exemple (suite) D’apres le tleoeme 2.4.11, cette fonction admet une trans#erde Fourier. De
plus, par application directe de (R.8), établit que sa transforee de Fourier s’exprima l'aide
de la fonction sinus cardinal :

[

T )] (v) = Tp. sinc(vT)

0

VveR, F [rect (
voir figure[2.12.

Remarque Méme si dans I'exemple peadent la fonctiorF' est une fonctionéelle, en gréral,
elle est complexe. On regsente graphiquement son modiigr)| en fonction de- et son argu-
mentarg(F'(v)) en fonction de.. On parle deeprésentation spectrale

2.4.3 Proprietes de la transfornmee de Fourier
Dans ce qui suity € R, b € R, f etg sont deux fonctions dé,(R). F'(v) repésenteF[f](v).

14F est la fonction conjugee deF, quiav associel’(v), nombre complexe conjugue F(v). Pour un nombre
complexer + iy ol z ety sont desé&els, le conjugé est @&fini parz — iy.

15’extension de la transforée de Fourier aux fonctions de (R) peut se faire au sens des distributions car une
fonction deLs(R) définit une distribution (temfrée), voir la sectioh 216.
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rect(t/T O)
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-2/Fd/To0 1/T@/To
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2431

24.3.2

2433

2434

2.4.3.5

FIG. 2.12 — Fonction rectangle et sa transfémue Fourier

Linearite

Flaf + bg] = aF[f] + bFlg]

Synétrie et conjugaison complexe

WweR, F [m] (v) = F(—v)

Vv eR, Flf(—e)|(v)=F(-v)

Changement cchelle

WeR, Flf(a®)(v) = —F (3)

lal” \a

Translation temporelle
VweR, F[f(e—ty)|(v) =eF (v)
Modulation

Vv eR, Fle*™f(e)](v) = F (v — 1p)
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2.4.3.6 Transformee de Fourier de la érivée d’'une fonction

La fonction f est ici suppose cerivable avec saativedd 1 e Li(R).
YweR, F[f(v)=_2rivF (v).
Cette relation se@réralisea I'ordren :

Y eR, Flf™(v) = (2riv)" F (v).

2.4.3.7 Congquences des propiBtes

1. La partie éelle de la transforge de Fourier d’une fonctioreelle est paire et la partie
imaginaire est impaire.

2. Le module de la transfor@e de Fourier d’une fonctioreelle est pair et son argument est
impair.

3. Latransfornee de Fourier d’une fonctioeelle et paire eseelle et paire.

4. Latransfornee de Fourier d'une fonctiorgelle et impaire est imaginaire et impaire.

2.4.4 Energie

Une fonctionf de L,(RR) est ditea énergie finieL’ énergie est d’ailleurséfinie par

/: f(t)*dt

soit|| f||3. Si de plusf appartienta L, (RR) alors elle admet une transfoe@ de Fourief".

Peut-onévaluer Ienergie def a partir de sa transforee de Fourief” ? Le theoeme suivant
réponda cette question.

Théoreme 2.4.2 (Parseval Plancherelpoit f € L,(R) N Ly(R). Alors

/_Z f(t)*dt = /_Z |F(v)|dv.

L’ énergie peut donc aussi se calcugrartir de I'expression de sa transf@ende Fourief” dans
I'espace des &rquences. La fonctiofi'(e)|? est appédedensié spectrale cBnergie

2.4.5 Un exemple illustratif

Soit un enregistrement sonore qéta enregist sur un disque vinyla 45 tours par minutes.
Ce signal est restifuen lisant le disque sur un tourne-disque avec une vites88 deurs par
minutes. Quelle est la relation entre le spectre du sigrssitue par rapport au spectre du signal
enregiste ?

Soit = le signal enregisé etz le signal restité. Alors le signal restitl s’exprime pafr =
x(ae) aveca = % Il s’agit donc d’'un changement@&chelle temporelle. Par suite,

Vv eR, Flz]= Flz(aeo)]

18 a formule qui suit peut se calculer en faisant uné&gnation par partié partie de I'expressior_(2.8) de la
transforngée de Fourier.
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FIG. 2.13 — Tourne-disque Teppaz http ://www.alienor.org/ABRIES/scooters/imag&urne-
disque.htm

D’apres la prop@te de Changementéthelle :
weR, Fla(ao)v) = —Fle] (2)

Par suite,
45 45
VweR, FI|(v)= ﬁf[x] (ﬁu)
Le signal restité sera donc plus grave que le signal enregistr

Le signal restité sera d’autre part pluspuissant: dans le senstol’ énergie du signal sera
plus importante. En effet, d’aps le tleoeme de Parseval :

[ oo [ et () [ ()

En faisant le changement de variable- 321, on obtient

/_ :O T(t)%dt = (2)2 [ :: X ()] dv.

D’apres le tleoeme de Parseval, on aura alors :

/_:O T(t)dt = <§—§>2 /_:O x(t)*dt,

2

D’ou la conclusion.

2.5 Limites de la mocktlisation des signaux par des fonctions

Certaines fonctionsés simples et potentiellemenésrutiles n’appartiennent pag’ensemble
Li(R) (nial'ensemble »(IR)). Un exemple simple est la fonctighdéfinie paivt € R, f(t) = 1.
Quelle pourrai&tre la transforr@e de Fourier pour certaines de ces fonctions, si elle exiSie
va examiner le cas de cette fonctipn
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Exemple La fonctionVt € R, f(t) = 1 peutétre interpétte comme la limite d’'uneégjuence
de fonctionsfr, définies par

Vte R, fr,(t)=rect(t/Tp),

quandI tend verst+oo. Pour une valeur d&, donree, la transfori@e de Fourier de la fonctiofy,
est repesenée figurd 2.12. La figuile 2.114 régzente la éformation du trag de la transforriee de
Fourier pour des valeurs croissantes/geSupposons que la transfoeede Fourielf;;, converge
vers une fonction quand, tend vers I'infini. Cette fonction que I'on va notérserait alors telle
que:

1. Vv #0,6(v)=0;

2. 6(0) = +oc.
De plus, puisqu’on peutamontrer que

+o0
/ To. sinc(vTy)dv = 1

[e.o]

si la fonctiond existe alors elle &rifie probablement la prog@te :

/M S(w)dy = 1.

o0

Cette inégrale montre qu’en fait ne peut pagtre une fonctionkEn effet, I'integrale d’une fonc-
tion nulle presque partout'¢ # 0, 6(v) = 0) ne peut valoir que O et ici elle vaut ! ! Donc on est
facea une absurdisi on fait I'hypottese que est une fonction§ est donc un objet maématique
etrangea cefinir, cela ressembl& une fonction mais ce n’est pas une fonction...

La morale de cet exemple est qu'il existerait certainestfons in€ressantes n'appartenant
pasa L;(R) (ni & Ly(R)) telles que si la transforée de Fourier existe alors c’est un objet
matrematique & cefinir) qui n’est pas une fonction. Si ce n’est pas une fom¢tiuel est donc cet
étrange objet?? ?

Exemple On va essayer d'imaginer ce que pourgdit la transforr@e de Fourier inverse de la
fonction cefinie pavy, F'(v) = 1, si elle existe. Il semble possible defohir la fonctionF'(v) = 1
comme la limite des fonctions :

Vv eR, Fp(v)=sinc(vTp)

quandT tends ver9), voir la courbe caraétistique de la fonctiott’;; , figure[2.15. Comme on I'a
vu precedemment, la transfor@e de Fourier inverse est daepar :

VteR, fr,(t) = = rect (i>

dont la courbe caragtistique est ref@senée figurd 2.16. Il semble que quaifigtend ver), fr,
tende vers Btrange objet introduit piec@demment... Cet exemple met&vidence que cet objet
5 semble avoir une autre propté interessante.

Avec x une fonction continue et localementégrable, on a

1 to+T0/2 210
t = lim — t)dt A
) = gm0 et 210)
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FIG. 2.14 — Fonction rectangle et sa transfemue Fourier
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FIG. 2.16 — Courbe caragtistique de la fonctiorfy, (¢)
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FIG. 2.17 — Fonctions (gauche) etect((e — to)/T0)x (droite)

ce qui se gecrit :

+0c0 1
x(ty) = Tgiﬂo N Torect((t—to)/To)x(t)dt
+oo 1
_ /_ lim et (£~ 1)/ To)a(r)t
voir figure[2.17.
D’apres ce qui pecede, on aurait donc la propie :
+0o0
x(to):/ d(t — to)x(t)dt. (2.11)

2.6 Au-dek des fonctions : les distributions

En realite, s est une distribution. Nous allons voir que les distribusisont des objets matma-
tiques qui @reralisent les fonctions. Pour plus d’informations sur lesributions, se reporter,
par exemple, auwéferences [10,/5,/2] 3]. La#orie des distributions esfida Laurent Schwartz,
voir figure[2.18. Pour les besoins du Traitement de Signatsagvoir @fini les distributions, les
opérations de base effe@es sur les fonctions puis la Transformation de Fouriergemirali€es
aux distributions.

2.6.1 [efinition des distributions

Définition 2.6.1 Une fonction tesp deRR dansC est une fonction nulle en dehors d’un intervalle
borré et incéfiniment @rivable. On noté I'ensemble des fonctions tests.

Les propretes €clanees pour les fonctions tests sont si fortes qu’on peut se nidenasi les
fonctions tests exist

"Dans ce qui suit, aussi curieux que cela puisseiaran peut se rendre compte que ce qui est important c'est
de savoir que les fonctions tests existent et non dedechiner explicitement.



GENERALISATION DE LA NOTION DE FONCTION,
DE DERIVATION,
DE TRANSFORMATION DE FOURIER
ET APPLICATIONS MATHEMATIQUES
ET PHYSIQUES

par M. Laurent SCHWARTZ.

Introduction.

Depuis I'introduction du calcul symbolique, les physiciens se sont
couramment servis de certaines notions ou de certaines formules
dont le succes était incontestable, alors qu’elles n’était pas justifiées
mathématiquement. G’est ainsi que la fonction y(x) de la variable
réelle «, égale 4 o pour & <{o, a 1 pour = > o0, est couramment
considérée comme ayant pour dérivée la « fonction de Dirac »
¥ (z) =3(x), nulle pour x#£o, égale & + 0 pour z—o, et telle

+

que, de plus f wS(a:)doc:—_—i— 1. Un tel « abus de langage » est

— o0

malgré tout incompatible avec la notion habituelle de fonction et de
dérivation! Et que penser alors de la considération des dérivées
successives de la fonction de Dirac! Et pourtant de telles expres-
sions rendent de constants services en électricité et sont tres adaptées
a l'étude de la transformation de Laplace ou de Fourier et de la
mécanique ondulatoire. Le but de cet article est de faire un trés bref
résumé (et sans démonstrations) d’un travail qui sera publié ulté-
rieurement sous forme de mémoire ou de monographie et qui
apportera une justification complete au langage précédent ('). Il se

() Jai exposé ces idées dans des legons au College de I'rance (Gours Peccot. janvier-
avril 1946).

FIG. 2.18 — Extrait de Laurent SchwartzGéréralisation de la notion de fonction, déeréation,
de transformation de Fourier et applications neatlatiques et physiques Annales de I'Univer-
site de Grenoble, Tome 21 (1945), p.57-74
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Courbe caractéristique d'une fonction test
12 T T T

0.8 =

0.6 -

exp(P/(tP-1))

0.2 —

-0.2 L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

FiG. 2.19 — Courbe caragtistique d’une fonction test

Exemple Les fonctions tests existent, j'en ai renc@gune :

{Vta—nﬁl[ o(t) = exp ()

Vi>letVt < —1 o(t)=0

voir figure[2.19. On peut&montrer que cette fonction, qui est nulle en dehors d’upaudborre,
est incéfiniment crivable.

Définition 2.6.2 (Distribution) Une distributionT" est une application li@aire continue deD
dansC. Notation
T: D — C
o = <T o>

Exemple Etant donia € R, I'application quia ¢ associep(a) est une distribution appet
impulsion de Dirac

A travers la notion de distributioreguliere, les distributions apparaissent éalitt comme
une ¢eréralisation des fonctions.

Définition 2.6.3 (Distribution r éguliere) Une distributionI” est ieguliere s'il existe une fonction
x localement inkgrable telle que

+oo
<T,o>= /_ x(t)p(t)dt. (2.12)

[e.9]

Une distribution?” est dite singuire s’il n’existe pas de fonctiantelle que [(2.1PR).
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Remarque Sil'objet ¢ introduit dans I'exemple pade [Z3ait une fonction alors d’aps la rela-

tion (2.11) :
/_ 5(t — a)p(t)dt = p(a).

La distribution Eguliere assoéea j(e — a) est telle qua une fonction tesp on associe la valeur
v(a) : on retrouve I'impulsion de Dirac! Il appditaju’en alite /(e — a) est une distribution qui
est singulére puisqueé n’est pas une fonction.

Dans ce qui suit, on noterg la distribution quia la fonction testp associe la valeup(a) et
I'on s’empressera de bannir les notatiofié— a) oud(t —a) qui n’ont aucun sens puisgqden’est
pas une fonction. La distributiofy est noée pardé. On associé §, la repesentation graphique
présenke figurd 2.20, gauche. Jiest un el alors\j, est la distribution qué la fonction test

Représentaion graphique de 63 Représentaion graphique de Aéa

12

0.8

0.6

0.4

0.2

FIG. 2.20 — Repesentation graphique dg et de)\J,

associe la valeuk.o(a) avec la repgsentation graphique gsengée figuré 2.20, droite.

Remarque Une suite de distributionsegulieres peut converger vers une distribution qui est
singuliére ; un exemple peétre obtenwa partir de 'exemple pade B3.

Remarque Par un abus de notation et afin de limiter le nombre de nowtitanipuées, pour la
distribution Eguliere assoé&ea une fonctione, on utilise souvent la Bme notation pour&signer
la distribution eguliere et la fonction assaeé. Afin deéviter toute ambigite, avant d’adopter cette
notation, on noterd, la distribution Eguliere assoéea une fonction.

2.6.2 Ogerations de base sur les distributions

Les ogerations de base sont maintena@ayali€es des fonctions aux distributions. Elles sont
definies de telle fagoa ce que quand elles sont appkgsa une distributioné&guliere, c’esta-
dire une distribution assdga une fonctionz, on obtienne la distributioreguliere assoéea la
fonction esultat de I'ogration effectée surz.
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Translatée d’'une distribution 7" par la constantea La translaée d’'une distributio” par la
constante: est la distribution n@er, 7" définie par :

VoeD, <71, p>=<T, p(e+a)>

La justification vient des distributionggulieres : il faut que lorsqu’on applique l&fihition de la
translaéer, T, a la distribution eguliereT), assodéea une fonctionr, on obtienne la distribution
réguliere’’,._,) assodeea la transléex(e — a) de la fonctionz. Or

—+00

Vo €D, <Tye-a), p>= / x(t — a)p(t)dt

[e.9]

ce qui donne avec le changement de variabtet — a :

+oo
Vo €D, <Tye—a), p>= / z(t)p(t+a)dt =< T,, p(e+a) >

—00

ce qui est colrrent avec la éfinition de la transl&e d'une distribution par la constante

Changement déchelle de constante d’'une distribution 7° On appelle changementéthelle
de constante de la distribution” la distribution nokeech,T" et cefinie par :

1
Yo €D, <echaT,g0>:‘—|<T,gp<:>>.
a a

Lajustification vient encore des distributiogulieres : il faut que lorsqu’on applique lafihition
du changement échelleech, T, a une distribution&guliereT, assockea une fonction:, on ob-
tienne la distribution&guliereT, .., assodea la fonctionz(ae) obtenuea partir de la fonction:
par changement dthelle. Or

+00 400 ~ g _ 1 °
Vo €D, <Tiae, ©>= / x(at)p(t / dt = — <T,, p (—) >
- ol |al a

o0

ce qui donne avec le changement de variabteat :

1o - ([t ~ 1 .
Vo eD, <Tyae, ¢ >=— ()| —|dt=— <T,, ¢ (—) >
la] J a |al a

ce qui est colrent avec la@finition du changement échelle d’'une distribution.

Exemple Déterminons le changemeng&dhelle d’une impulsion de Dirac. Par application de la

définition : )
[ ]
< echgby,,  >= — < 0y, ( ) >= — (VO).
| = a a7

Cette derngére quanti peut s’interpgter comme le@sultat de I'image de la fonction tegtpar la
distributionﬁém :

1 Y

ot 2 (—0> L. W, P>

la|” \a jaf

Par suite, .
echyd,, = —on.
la| =

Ce qui n’est pas foment le esultat que I'on aurait spontament attendu du fait du facte%y!



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 41

Multiplication d’'une distribution par une fonction  Pour toute distributiof” et toute fonction
f indéfiniment ekrivable, le produitf.T" est une distribution &finie par :

YVoeD, < [fT, o>=<T, fpo>.

Nous utiliserons dans la suite la cégsience de cesultat lorsqu’il est appliqea la distribution
impulsion de Dirac :

£.0, = f(a).0a (2.13)

Dérivation d’une distribution  La dériveeT” d’'une distributionl” est la distribution dfinie par :
VoeD, <T, p>=—<T, o >. (2.14)

Cette formule e&te établie de facora geréraliser la @rivation des fonctions aux distributions.
En effet, il est naturel deédinir la cerivee d’une distributiongguliereT,, de fonction @rivablex
comme la distributionéguliere T, assodeea la fonctionz’. Montrons que la formuld (2.14) est
cohérente avec cet objectif. La distribution as&®@ ' s’écrit en effet :

+o0
VoeD, <Ty, p>= / ' (t)p(t)dt.
En faisant une ir@gration par parties, on a alors :
+00 +oo
/ @' (t)p(t)dt = [x(t)p(t)] 12 —/ z(t)'(t)dt = — < Ty, ¢' >,

oo S——— oo
0

le premier terme de droitetant nul du fait que est une fonction test.

La formule [2.14) permet ainsi éfendre la notion deé&tivationa des fonctions discontinues
a travers leurs distributionggulieres assoées.

Exemple SoitI" la fonction appeéteéchelon d’Heavisidet cefinie par

Vt>0, T'(t)=1
t =0, I'(¢)estnon éfinie
Vit <0, I'(t)=0

SiI" est consiére comme une fonction alors pout£ 0, IV(¢) = 0 etI’(0) n'est pas éfinie. Par
contre, on peuté&finir la derivee de la distributionaguliere assoéeal :

“+o00
VoeD, <Ti, o >=—<Tr, ¢ >= —/ ' (t)dt = p(0) =< do, p >
0

Par suite, au sens des distributions,
Trlx - 50,

ce qu’on note gréralement de facon abusive :

F/ == 50.
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Exemple L'exemple pecdent montre qu’il est possible au sens des distributiordetieir la
déerivee d’'une fonction grsentant des discontinag. Une fonction qui €crit comme la somme
d’une fonction @rivable et d'une somme de fonctioashelons d’Heaviside, par exemple :

f=g+12I

ou g est cerivable en est un exemple. Alors, au sens des distribytemnatilisant I'abus de nota-
tion,ona:
=4 +126.

Remarque Au-dela de la @réralisation de la notion deadivation aux distributions, liréret de

la dérivation au sens des distributions est de permettre Faiwr entre limite ou somme infinie et
derivation. En effet, si, dans le cas des fonctions, il €stessaire de poser un nombre important
d’hypotheses, ce n’est plus le cas lorsque I'inversion est efeecaw sens des distributions. Dans
le cadre de ce document de cours, cette remarque sera dmpggé 116 powtablir la formule
sommatoire de Poisson.

2.6.3 Transformée de Fourier d’'une distribution

Dans le droit fil de la dfinition de la @rivation, on peut éfinir la transfornee de Fourier d’'une

distributionT par

Vo e D, <F[T|, ¢ >=<T, Flp] >. (2.15)
PuisqueF|T] est une transforée de Fourier, la fonction tegtest une fonction de.
Comme peccdemment, cette formule peut se justifier via les distringi léguliére@ . nous
allons voir que pour une distributio@guliere7,. définie par une fonction: de L, (R) N Ly (R),
on retrouve bien la transfor@e de Fourier telle qu’elle @ cefinie section 2.412. En notant que
¢ étant une fonction de, F[¢| sera une fonctidf det :

<T,, Fl¢] > = /_ - x(t)Flo)(t)dt = / o x(t)( _m (V)eQ’Ti”tdu) dt

(e 9] —0o0 o0

_ /_ :O < /_ :o x(t)e%i”tdt) S(v)dv

J/

'

Fla](v)

= <T]:[z]7 ¢>.

18En realite, il y a une subtilié theorique qui n’a cependant pas dgercussion sur I'utilisation pratique que I'on
va faire de cette formule dans cet enseignemegar¥oins, pougtre complet, on va en souligner les grandes lignes.

La difficulté est gu’on peut&montrer que @me sig est une fonction test, ce n’est pas famtent le cas d&[¢).
Par suite,F[¢] n'est pas dans le domaine défihition deT et donc lecriture< T, F[¢] > n'a pas de sens. Pour
surmonter cette difficult, on est amemna cefinir les distributions tenfaées. Une distribution tengee se éfinit de
la méme fagon qu’une distribution si ce n’est qu'au lieu dediter sur 'ensemble des fonctions te®n travaille
sur I'ensemble des fonctiodstecroissance rapid®(R). Une fonctiony esta decroissance rapide si pour tque NN,
ona:

lim |vPg(v)| = 0.
[v]—o00

On a la propete queD C S(R). Un exemple de distribution teragee est I'impulsion de Dirac.

Si¢ € S(R) alorsF[¢] € S(R). Par suite, si” est une distribution tengée et sip € S(R) alorsF|[¢] € S(R)
et doncF|¢| appartient au domaine défihition deT'.

®Noter que dan$(2.8),etv interviennent de fagon sy&trique dang —27iv¢,
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Par suite, avec cetteetinition de la transfori@e de Fourier d’'une distribution, la transfaende
Fourier de la distributiongguliere assoéea z est la distribution&guliere assoéea F|x].

La transfornée de Fourier d’une distribution conserve les preps de la transforée de Fou-
rier d’'une fonction, voir la sous-section 2.4.3. Notammdmtransformation de Fourierefinie
sur les distributions est une applicatioméaire et continue

Transformée de Fourier inverse d’une distribution Elle est é&finie par :

YoeD, <F T, o>=<T, F ly| >.

De la cefinition de la transfori@e de Fourier et de la transfoeminverse, on&duit que :

FUFIT)) =T. (2.16)

Transformée de Fourier de I'impulsion de Dirac On peut la éterminer en appliquant la
définition de la transfori@e de Fourier d’'une distribution :

+o00
< Flda], ¢ >=< 04, Flp] >= Fl¢](a) = / eI b)) dy =< T-2miae, @ > .

—0o0

Par suite,
f[éa] - 7—16727ria-7
ce que I'on note de fagon abusive :
Floa)(v) = e7?me. (2.17)
Et donc, avea = 0,
Flo] = 1.

Transformée de Fourier de la fonctionl C’estI'exemple de la page B3. L'astuce est de montrer
queF~1[§] = 1 etd’en ceduireF[1]. Pour cela, on applique lagme é@marche que pedemment
mais en utilisant la &finition de la transforiee de Fourier inverse.

< F o), ¢ >=< 0, F o] >= F[p](0) = +Oo (V)dv =< Ty, ¢ > .

Par suite, avec I'abus de langage usi#€t}[§] = 1. D’apres la relation[(2.16), on a alors :

F1] = 6.
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15
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0.5

-0.5
=y v

FIG. 2.21 — Repgsentation du module dé(v) = Fsin(2mrye)]|(v)

Application : d étermination de la transformée de Fourier de la fonctionsin(27vge)

1 . .
SlIl(27TVOt) = — (62Tl'lllot _ e*2ﬂ'11/0t) )

La transforn@e de Fourieetant lirgaire :
Flsin(2mue)] = o2 (FI@™*] — Fle 7)),
D’apres la relation vue sectidn 2.4.8.5, avee- 1 :
Fle*™ %] = §,,.

Par suite, Fle 2] = §_,, et

1
Flsin(2rvpe)] = %q (Opy — 0—sp) -

On obtient donc un spectre consétde deux impulsions de Dild; voir figure[2.21.

Exemple Calculons la transforge de Fourier de la fonctioros(2rhae) a partir de la trans-
formée de Fourier deos(271e) par application de la pro@# de Changement &helle de la
transformation de Fourier psenée sectioh 2.4.3.3.

D’apres la prop@te de changementéchelle :

1
Flcos(2nvpae)] = mech;]—‘[cos(?wyoo)].

Comme .
Flcos(2mye)| = 3 (Ouy + 01 ) (2.18)

20Et non de raies comme il est courant d’entendre.
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ona:
(ech;éyo + ech;é,,,()) L= la] (Oavy + O—avy) -

ech1 Flcos(2mvge)] = 2

a

N —

Et donc

Fleos(2nvpae)| = % (Oarvy + O—avy) - (2.19)

Bien entendu, on aurait pu utiliser directement la formul&§2pour obtenir en remplacamt par
avy la formule [2.19).

2.6.4 Transformée de Fourier de fonctions (au sens des distributions)

Dans la sectioh 2.4.2, nous avons vu que la trangderde Fourier pouvaétre cfinie pour
les fonctions dd_, (R). L'introduction de la transformation de Fourier pour lestdbutions per-
met de @finir la « transforngée de Fourier d’une fonction (au sens des distributiong)ar cette
expression, il faut comprendre {aransforneée de Fourier de la distributioeguliere assoéea
la fonction» (Yes!). De cette facon, on peuéfinir la transforneée de Fourier :

— les fonctions dd.»(R) ;

— les fonctions localement iegrables et croissance lenta 'infini. Une fonction f esta
croissance lenta l'infini s'il existe A > 0 etm € NN tels que|f(t)|] < A[t|™ pour |¢|
suffisamment grand. Les fonctionérodiques ou encore les fonctions polynomiales (telle
que la fonctionl) sont des fonctiona croissance lent& I'infini.

2.6.4.1 Fonctions priodiques

Le cas des fonctionsgpiodiques est particirement intressant. Sojf, une fonction griodique
de eriodeT admettant une@tomposition de Fourier :

o0

VieR, f,(t)= Z cpe?mirt,

n=—oo

A partir de la lireari€ et de la continuit de la transfori@e de Fourier, on peugdontrer que :

o0

Flf) = 3 cFleii).

n=—oo

Dapres [2.17) Fle*™7*] = éx. D'ol

oo

Flfp] = Z Cnoz.

n=—oo

La transfornge de Fourier d'un signalgpiodique est donc disete (non nulle seulement pour
les frequencesg). Si on reprend I'exemple de la fonction régenge figure 2.6, on obtient la
repesentation graphique figure 2122, soit un spectre d’'impnssde Dirac. On en avait vu un
exemple avec la fonction sinus, voir figlre 2.21.

Il est d’ailleurs ineressant de mettre en\asvis un tel spectre avec celui de la fonction niEdtif
correspondante, voir figure 2124. Le spectrefglest issu du spectre de sa fonction mgtif par

214 a fonction motif f,,, d’une fonction @riodiquef, de priodeT est une fonction nulle sauf sur un intervalle
de longueuf” telle quevt € I, f,,(t) = fm(t). Un exemple est do@figure 2.2B.
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FIG. 2.22 — Spectre de la fonctiorepodique assoéea la fonction rect
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FiG. 2.23 — Fonction griodique et fonction motif



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 47
TEMPS FREQUENCE
1.5 25
.l
1+ ——
151
'\;; 0.5 % 1r
0.5
0
<> 0
TO
-05 . ! -05
-Ty2 Etl T2 *2/'Fd./To(\)/ 1/T@ [To
\U/ Periodisation du motif ~U/ « Discrétisation»
1.5 0.6 T
To 05 TU/T\) %
<>
1 0.4
03f 1 e
g ost 0.2}
0.1r
C_g Cs c, c, c, Cs Cg
. — ot t 1 A
«F—> - C_} cq l 1 4 CJ% Co
T 0.1 C3 C3
-0.5 ! ; ; ! | -0.2 :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t v

FIG. 2.24 — Spectre d'une fonctiorepodique et spectre de la fonction motif correspondante



48 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FEEQUENCE

une« discretisation» et un facteur cBchelle de%. Ce facteur cechelle @coule du fait que :

T
1 2 —2mik 1 ee —2miZ 1 n
= | e = Il it = —F, (T) .

N

2.6.4.2 Fonctionéchelonl’
Dans la note de bas de p%e)n demontre que

1 1
'l = —9.
]:[ ] 2me + 2

Merci de bien noter le termgs qui est souvent oul#i avec parfois pour coéquence unasultat
incorrect.

2.6.4.3 Fonction sinus cardinal

F [sinc <f>} = T.rect(Te). (2.22)

Voir la demonstration en TD.

2.7 Exemples d’analyse fequentielle

2.7.1 Caracegrisation de I'audition humaine

Dans l'air, le son se propage sous la forme d’une variatiopréssion. Le niveau du son
découle donc de la pression acoustique exparan PascalbPg@). La sensation de niveau sonore

22 Dans I'exemple pade 41, nous avons vu fjtie= 6. D’autre part, d’apes la sous sectidn 2.4.8.6,
FIf'v) = 2mivF[f] (v).

Par suite
2mivF(T)(v) = Fo](v) = 1. (2.20)

Ici, il faut faire attention que les termes de ceitpiation sont des distributions. On peut air&indntrer qu’au sens
des distributions :
«vd(v)» =0

Par suite, la solution dedtuation[(2.200) €crit :

F = — 4+ ks (2.21)

T 2mie

ou k est une constantie ceterminer. Pour &erminerk, on va regarder la valeur que prend la distributiéfire par
FT'] pour une fonction test particelie cfinie par :

1 .2
¢(V) = \/ﬂe 2
Cette fonction test est telle que :
1 e
Flolt) = Z=e™ 7.

En utilisant cette expression dg(¢| et la relation[(2.15), on&montre que< F[I], ¢ >= wlﬂ'

utilisant [2.21), on @montre que< F[I], ¢ >= k\/% Par suitek =

D’autre part, en

1
3



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 49

par un auditeur humain d’'une composant sifidale d'un son appék sonie dpend de la pression
acoustique mais aussi de l@fluence de cette composante. La fim.ﬂﬁmésente la pression
que doit avoir un son en fonction de l&§uence afin d’obtenir une@dme perception de volume
sonore pour un humai I'ouie fine [11].

Niveau maximal admissible A Pa
— |
12{} = : _"'-{-//i El]
-3 : 110 i 2
%.. . !
. 100 :
= 1 :
i 3 ' 210 -1
: 807 :
fl | 2,90 -2
a : ; i
: 5 NG :
2 o0 iSeuil Faudibit\ ~mal e 2104
= 20 iSeuil daudibils \ = i
: < | 29076
0 - ‘ :
ap 100 1000 10K 20K
Frequence (Hz)

FiG. 2.25 — Courbes d’audition isosoniques : Pression acogsgquPascal (ordoiea droite)
versus fequence (abscisse) (extrait del[11])

Au dela de son irgrét scientifique, la caragtisation de I'audition humaine a un @&t pra-
tique important pour I'ingnieur : elle va permettre deefinir une partie du cahier des charges
des systmes technologiques qui vont effectuer le traitement dupsam des applications bien
determiree<?d. Ainsi, par exemple, urétéphone est un sy&e technologique dont I'objectif est

Z3’ordonnéea gauche reg@sente le niveau sonoréfihi par :

P
L =20log (F)
0

avecP la pression acoustique en PascaPgt= 2 x 10~° la pression acoustique déférence : elle correspond au
seuil de I'audition.
24_es limites de la perception o&té illustrées par le peinture belge RenMagritte, voir par exemple le tableau
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de traiter la parole. La figuie 225 nous montre que le spéetia parole comprend des compo-
santes comprises entre 800 Hz et 8 kHz environ. Lorsque tdepeaétre trai€e par leélephone,
il est donc primordial de ne pasater la partie du spectre qui est dans cette gammedadnces.

2.7.2 Description de la bande VHF

Il s’agit de la bande de &quence radio qui étend de 30.528 400 MHz. Elle est utilise de
la facon ecrite dans le tableau 2.5.

2.8 Resolution d’equations differentielles ou de la transfornée
de Fourier a la transformée de Laplace

—

Transformation

Résolution Résolution
difficile simple

2

3
- Transformation -

inverse

FiG. 2.26 — Transformez votre vie!

Les propréetes de la Transforée de Fourier @senées sectioh 2.4.3 peuvegtire exploiees
pour la esolution dequations diferentielles lieairesa coefficients constants. Le principe est de
calculer la transfor@e de Fourier de la solution puis d’obtenir la solution pansfornée de
Fourier inverse suivant le sema péseng figurd 2.26. Ceci est illustrdans I'exemple qui suit.

Exemple Soit I'équation diferentielle :
VieR, y(t)+ay(t) = bx(t). (2.23)

On cesire @terminer la fonctiony solution de cett&@quation pour: = T'.

« La Trahison des images L'art de I'ingénieur est d’exploiter au mieux les limites de la perceptiomaine. Pour
cela, il est important de les coritre.
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Fréquence

Utilisation

30,525a 32,125 MHz

Réseaux priés

30,750a 32,075 MHz
31,300 MHz

32,125a 32,500 MHz
32,500a 33,700 MHz
32,800 MHz

33,000a 34,850 MHz
34,850a 36,200 MHz
36,200a 36,400 MHz
36,400a 37,500 MHz
37,500a 38,250 MHz
39,000a 40,600 MHz
40,660a 40,700 MHz
40,9954 41,105 MHz
41,100a 41,200 MHz
41,2054 41,245 MHz
41,3104 41,475 MHz
47,000a 47,120 MHz
47,4004 47,600 MHz
47,600a 47,700 MHz
50,200 MHz

50,200a 51,200 MHz
55,750a 63,750 MHz
56,330 MHz

62,860 MHz

68,000a 68,460 MHz
68,462a 69,250 MHz
69,250a 70,000 MHz
70,250a 70,525 MHz
70,525a 70,975 MHz
70,9754 71,950 MHz
71,300a 71,800 MHz
72,2004 72,500 MHz
72,500a 73,300 MHz
73,300a 74,800 MHz
74,800a 75,200 MHz
75,200a 77,475 MHz
77,4754 80,000 MHz
80,000a 82,475 MHz
82,475a 83,000 MHz
83,000a 87,300 MHz
87,300a 87,500 MHz
87,500a 108,000 MHz
108,000a 117,950 MHz
118,000a 136,000 MHz
137,000a 138,000 MHz
138,000a 144,000 MHz
143,9875 144,000 MHz
144,000a 146,000 MHz
146,000a 156,000 MHz
151,005a 152,990 MHz
152,000a 152,020 MHz
152,570a 152,655 MHz
152,990a 155,995 MHz
154,980a 155,180 MHz
155,995a 162,995 MHz
156,025a 157,425 MHz
160,625a 160,950 MHz
161,550a 162,025 MHz
162,500a 162,525 MHz
164,800a 168,900 MHz
169,410a 173,815 MHz
169,795a 173,495 MHz
173,500a 174,000 MHz
174,000a 223,000 MHz
174,000a 234,000 MHz
175,500a 178,500 MHz
183,500a 186,500 MHz
223,500a 225,000 MHz
225,000a 400,000 MHz

Appareils faible poie non spcifiques
Radiomessagerie sur site

Usage militaire

Réseaux prigs

Microphones sans fils

Usage militaire

Réseaux priés

Microphones sans fils

Usage militaire

Radio-astronomie

Réseaux priés

Appareils faible poge non spcifiques
Aéromodlisme

Modélisme

Télealarme pour personnagees jusqu’au 31/12/2005
Télephones sans fils

Réseaux priés

Réseaux priés en égion parisienne seulement
Réseaux priés

Liaison video sol-train, enégion parisienne

Trafic amateur

Télévision bande |

Liaison viceo sol-train, en&gion parisienne
Liaison viceo sol-train, en&gion parisienne
Usage militaire

Réseaux priés

Usage militaire

Réseaux prigs

Usage militaire

Réseaux prigs

Appareils faible poée non spcifiques

Modélisme

Réseaux priés

Gendarmerie nationale

Radiolocalisation @ronautique (Marker)

Réseaux prigs, taxis

Gendarmerie nationale

Réseaux prigs

Usage militaire

Police, pompiers, SAMU

Radiomessagerie uniiale : alphapage, biplus ou eurosignal
Radiodiffusion FM bande I

Radio Navigation &ronautique (VOR et ILS)
Trafic &ronautique, bande "air” ou "aviation” @guence deé&tresse 121,5MHz)
Liaisons satellitaires descendantes,(Satellité&b)
Usage militaire

Fréequenceésenee "vol libre”

Trafic amateur, bande des "2nes”

Trafic &ronautique (liaisons satellitaires montantes de 148MH#Z0MHz )
Réseaux priés

Radiomessagerie sur site

Appareils faible poie non spcifiques

Réseaux priés

Liaisons fixes d’abongs isoés

Réseaux prigés en dehors dedtes

Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine”
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine”
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine”
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine”
Réseaux prigs

Radiomessagerie norme ERMES

Réseaux prigs

Police, pompiers, SAMU

Télévision bande Il

DAB bande I

Microphones sans fil

Microphones sans fil

Appareils faible pokée non spcifiques jusqu’au 31/12/2005
Trafic &ronautique et liaisons satellitaires militaires

TAB. 2.5 — Utilisation de la bande VHF
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1. La premereétape consista prendre la transforee de Fourier de cetéruation. La trans-

formée de Fourier a la prof@te de lirtarie : Flaf + bg] = aF|[f] + bF[g]. D'ou
Fly+ayl = Flyl +aF[y].
Par la prop@te sur la @rivation : F[f™](v) = (2xiv)" F (v),on a:
Fly] =2rie Fly|.
Par suite, la transforée de Fourier de&quation diférentielle nénea :
(27miv +a) Y (v) = bX(v).
D'ouonaY(v) = G(v)X(v) avec
b

- omiv +a

G(v)

. La secondétape consist& remplaceX par son expression. D’ags la sous section 2.6.4.2 :

1 1
I = 9.

]:[ ] 2mie + 2

D'ou . )
Y = —Go
G27Tio + 2G

Or, d'apees [2.1B), padge 4175 = G(0)0 soitb/ad.

. La troisemeétape consista faire une dcomposition eeléements simples de la fonction

rationnelleY (v).

1 b 1 —b b
0 P —. L

2wy 2miv 4+ al2miv 2miv+4+a  2miv
par cecomposition e@léments simples. Dio:

1 1 1
Y=0b/a|— +——+z0
2rie +a 2mwie 2
———
FIr]
D'apresle TD 1:
1
Fle ™l = ———
[6 ] 271 e +a

D’ou, en prenant la transfo@e de Fourier inverse, on obtient :

y=>b/a(l—e)L.

La demarche mgraedente n'a de sens que si pour les signawet y, il est possible de &finir

leur transforng@e de Fourier. Pour la fonction= T", nous savons d’aps la sous sectidn 2.6.%4.2
gue celle-ci est &finie au sens des distributions. La fonctipoorrespond ell& une fonction qui
fait intervenir le terme=— .
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— Dans le caswa > 0, y appartientd L;(RR) et donc d’apes Theoeme[2.4.11, il admet
forcement une transforae de Fourier.

— Dansle caswa < 0, y n'appartient paa L, (R) et elle n’est paa croissance lengel'infini.
D’apres la sous sectidn 2.6.4, il n’est donc @asdent quer admette une transfor@e de
Fourier, néme au sens des distributiBs

Par suite, la @marche appligge dans I'exemple predent n’est pas correcte dans le cas o
a < 0. Comment 'adapter pour pouvoir traiter correctement cetgde ?

Pour cela, on a recoudtune astuce (changement de variable) qui congistieoduire le signal
z tel quey = e°*z, aveco telle ques > —a etw tel quex = e“*w, dans lequatiori 2.23, ce qui
donne :

VteR, e”i(t)+ (a+0)e”2(t) = be” w(t)
soit
VieR, Z2(t)+ (a+0)z(t) = bw(t).

Avec o > —a, les fonctionsz et w appartiennend L, (R) : il est alors possible deé&finir leur
transfornée de Fourier et donc d’appliquer la transféerde Fouriea I'équation ci-dessus.

Or, par cfinition,
+oo
Zv) = / z(t)e 2™Vt

o0

+0c0 .
— / e—oty(t)e—Qﬂ'wtdt

o0

+o0 .
— / y(t)ef(odr?ﬂ'w)tdt

o0

Soits = o + 2wiv une variable complexe apggelvariable de LaplacelLa quantié ci-dessous
définit une fonction de appeéeTransfornée de Laplace bil&raledey :

+oo
Y(s) = / y(t)edt
et noteLy,[y](s). Lu|y] est une gréralisation de la transforée de FouriefF[y] qui était cefinie
par :
+00 .
Folw) = [ e

o0

ou I'on a remplaé 2riv par la variable complexe Attention que l'inegrale ci-dessus n’est bien
déefinie que pous appartenana un sous ensemble debien cefini. Dans I'exemple consale, le
nombre complexe doit étre tel que R&) > —a ou —a est apped abscisse de convergence.

Définir la transforn@e de Laplace dg avec un abscisse de convergence-derevient dona
définir la transforn@e de Fourier de qui est bien éfinie puisque: € Li(R).

Il est aussi possible deefinir latransformée de Laplace monolatale

Y(s) = /t et

25Et c’est effectivement le cas.
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Temporel Laplace | Ensemble de&finition
o 1 C
Oa e 9 C
r L C-
e T - Re(s) > —a
a€eR
e Sin(u)o.)F (.Jr;;% Re(S) > —a
0
a€R
e~ cos(wpe)I" (.Jr;)% Re(s) > —a
0
a€R

TAB. 2.6 — Transforraes de Laplace usuelles

que I'on notera dans la suitdy]. Pour les signauy tels quevt < 0, y(t) = 0, les transforrées de
Laplace monoldrale et bilaérale céncidenti. Souvent, lagsolution degquations diftrentielles
telles quel(2.23) se fait pour> 0, avec des conditions initiales da@es pout = 0, par exemple :

{ vt >0, y(t) +ay(t) = bx(t)
y(0) = yo

Ceci explique I'inérét particulier de la transforee de Laplace monokxale. Un autre point est
gue le calcul d’'une transforee bilaérale peut se ramener au calcul de deux trangfeexmono-
latérales caron a:

+00 0 +oo
/ y(t)e Sdt = / y(t)e *'dt + / y(t)e *tdt
_ 0

o0 — 00

+o0 , +o0
= / y(—t)e " dt’ +/ y(t)e *dt
0 0

en faisant le changement de variable> —t' dans la prengre inggrale. Ces deux termes corres-
pondenta deux transfor@es monolarales :

Lulyl(s) = Lly(—)T](=s) + L[yT'](s).
Dans la suite, on ne s’iatessera donc gar'la transforree de Laplace monokxtale.

Comme dans le cas de la transf@erde Fourier, on pe@tablir les transfori@es de Laplace
(monolaérales) de fonctions usuelles ainsi que de distributiomscéltain nombre d’exemples
sont pesenés dans le tabledu 2.6.

26Ces signaux sont parfois appstausaux Cependant, cette appellation est assez trompeuse pliscaesalié
est la propete d’'un syséme de convolution qui se traduit par le fait quedpanse impulsionnelle de ce Sste est
nulle pour leg < 0.
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Linearie Llaf + bg] = aL[f] + bL[g]
Changement L[f(a®)](s) = ;LIS (3)
d’échelle
Translation L[f(e —tg)](s) = e L[f](s)
temporelle
Modulation Lle** fl(s) = L[f] (s — s0)

Dérivee | L[f™](s) = s"L[f](s) — (s" 1 £(0) + s"2fD(0) + - - - + sf@2(0) 4 F=D(0))

Intégration c [ /0 ' f(u)du] (s) = 2£[f](s)

S

TAB. 2.7 — Propietes de la Transformation de Laplace (monetate)

Du fait de la proximié des deux transforees, les propeites de la transforée de Laplace sont
similaires aux propétés de la transforée de Fourier, voir tabledau 2.7.

Exemple En appliquant la transforée de Laplace surdqguation :

{ vt >0, y(t) +ay(t) = ba(t)
?J(O) = Yo

et les prop@tés du tableau 2.7 de la sous section, on obtient alors :
(s+a)Y(s)—y(0) =bX(s)

D’apres le tableali 216, on a alors

Y (s) = b 1+ 1 y(o):y(O)—b/a+b/_a

s—i—ag S+ a S+ a S

D’apres le tableali 216, on eréduit que :

VteR, y(t)= (y(0) —b/a)e ™T(t) + (b/a)L(t).

2.9 Enréesune

— S'il est naturel de magliser un signal par une fonction, une approche plus se#sfte
consistea mockliser un signal par une distribution, notion @end la notion de fonction.

— Une distribution particudire et incontournable en traitement du signal est 'impulsie
Diracd,.
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— Un signal peutétre caradrise par son spectre, I'analyseefiuentielle correspondaat
I'étude de ce spectre. Comme nous l'avons vu dans I'exempleaddition humaine, le
spectre d’'un signal peut permettre dgetminer I'information pertinente pour une applica-
tion donre€ . Ce point est important : il sera par exemple exg@aiains le chapitre suivant
pour extraire l'informatiorn utile » d’'un signal dans le chapitre suivant.

— La décomposition enéie de Fourier est un premier outil d’analyséduentielle valable
pour des fonctionséafinies sur un intervalle (avec certaines pré@s) et pour des fonctions
périodiques. Cependant, dans ce qui suit, sauf indicatiotraios, I'analyse fequentielle
se basera sur la transfoee de Fourier, car elle peétre ckfinie pour une classe riche de
signaux, contrairemerit la €rie de Fourier, quitta la cefinir au sens des distributions.

— Les spectres de signa@iementaires oréte étudiesa travers des exemples :

1. Non periodiques : rect, {#, sinc,T...
2. Periodiques

— La transforn@e de Fourier pewdtre utili€e pour la @solution déquations diférentielles
linéairesa coefficients constants condition de s’assurer qu’elle est biegfidie pour les
signaux sur lesquels elle s’applique.

— Latransforrgée de Laplace est une extension de la trangferde Fourier qui est bieréfinie
pour une classe de signaux plus importante que la trangéfoda Fourier, par exemple pour
les signaux qui ont une divergence exponentiallénfini. Elle permet ainsi de@soudre de
facon plus syg@matique legquations diférentielles.

— Dans la suite du document, par convention, une lettre roinedait ©férencea un signal
dans le domaine temporel et I&me lettre en majuscubesa transfori@e de Fourier ou de
Laplace.

2.10 Annexe du chapitre : un exemple de scripivat | ab

SousMatlab , il existe deux modes de fonctionnement :
1. Soit les commandes sont &gs en ligne, sous le prompt> dans la febtreMatlab ;

2. Soit un fichierfilename.m  est céé dans lequel une suite d'instructioMatlab est
ecrite. Ce fichier est ensuite @ug sousMatlab . Un tel fichier est appélscript. Pour
créer un nouveau script, cliqguer sous ladee Matlab sur la premére idne en haua
gauche. Lediteur qui est ouvert s'utilise alors comme té@dliteur. Pour I'ekcuter, apEs
avoir sauvegar@ le fichier, taper le nom du script (sans I'extension .m) deygompt de
Matlab ou cliquer sur l'idne play de editeur.

Conseil pratique : le second mode de fonctionnement énable au premier.

Dans les exemples @senés dans ce chapitre, les scripstlab ont essentiellement servi
a tracer les courbes caradstiques de fonctions. Par exemple, pour obtenir figuZe 13. suite
d’instructions suivante permet de tracer la courbe caratique de la fonction (2.2) :

T =2 % Initialisation de la variable T

tv = linspace(-T/2,T/2,1000); % Cr eation d'un vecteur de 1000 el ements
% espaces lin eairement dont le premier

2iC'esta-dire dans le cas de I'audition humain, la part du son quéfsttivement percu par wtre humain.
28Cette fonction esté&finie en TD.
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% vaut -T/2 et le dernier +T/2

ft = cos(2 *pi/T *tv)+4 *sin(2 *pi/T *tv) + 4 *(cos(2 =*pi/T *2xtv));
% Calcul des valeurs de la fonction f
% pour t prennant ses valeurs dans le
% vecteur tv

figure, % Cr eation d'une nouvelle figure

plot(tv, ft); % Trac e des points de coordonn ees prises dans les vecteurs
% tv et ft, les points successifs
% etant reli es par des segments de droite

grid on; % Affichage d'une grille

hold on; % Fige le contenu de la figure active

plot(tv,cos(2 *pilT *tv),”’,tv,4 *Sin(2 *pilT *tv),’-. v,
4% cos(2 *pilT *2*xtv),’--);
% Trace sur la figure les diff erents termes

% de la decomposition en s erie de Fourier

Un point de syntaxe : le %édinit le debut d’'une zone de commentaires. De plus pour avoir
d’'information sur une fonctioMatlab de nomxxnomde_fonction consulter I'aide, par exemple
en tapantelp nomde fonctionsous le prompt-> dans la febtreMatlab .
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Chapitre 3

Modeliser et caraceriser un syseme :
Convolution et filtrage fr equentiel

Dans le chapitre @cedent, nous avons vu comment cagaisier un signal par I'analysegfquen-
tielle. Dans ce chapitre, nous allons metrgrofit cette caraétisation pour aborder une des
grandes techniques de traitement de signal permettantraii@xd’'un signal don@, un signal
« utile» : il s’agit d’obtenir le signal utile comme la sortie d’un $me de convolution (judicieu-
sement choisi) ayant en eeg le signah traiter (filtrage).

Les differentes notions sous-jacentes sont introdaiteavers deélements sur la compression
MP3 dans la sectidn 3.1. Ags avoir @fini 'opération de filtrage quentiel dans la section 8.2,
les sysetmes et les sydimes de convolution sont ensuitefitiis dans la sectidn 3.3. Leur mise en
ceuvre pour le filtrage est ab@el dans la sectidn 3.4 : le type de filtragégané est qualie de
frequentiel car bassur une caraetisation fequentielle des signaux telle queepenge dans le
chapitre pecedent. Le chapitre se termine sur le@age temporel gsengé section 3.5.

3.1 Un exemple introductif : la compression MP3

La compression est un ensemble detinodes visard reduire I'espaceécessaira la repesen-
tation d’un signal. Ce point est important que ce soit pourdagmission d’'un signal ou son
stockage. La compression MiP&st un algorithme de compression audio. Elle s'appligukes
signaux sonores deséna étre ecoués par unétre humaif. De fagcon scbmatique, un signal
sonorer peut se dcomposer en deux parties :

VieR, x(t) =x,(t) + x.(t)

~

ou

1. z, est la partie« utile » : dans I'exemple @sent, il s’agit de la partie du son audible par
I’ &tre humain;;

2. x, est la partie« inutile » : dans I'exemple @sent, il s’agit de la partie du son inaudible
par I'étre humain.

1La compression MP3 ou MPEG-1 Layer 3 est une technologie euréenne. L'algorithme “MPEG-1 Layer
3” décrit dans les standards ISO/CEI IS 11172-3 et ISO/CEI 19.83Best soumia des redevances (droits com-
merciaux)a Philips (entreprise@erlandaise), TDF (entreprise francaise), Frariléébm (entreprise francaise), IRT
(entreprise allemande), Fraunhofer 1IS (entreprise alleae) et Thomson (entreprise francaise) pour toute atiiis
ou implantation physique (notamment sur les baladeurs MP3)

2Ce point bien quévident est en fait fondamental pour bien comprendre la cessjpn MP3.

59
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La compression MP3 est s sur le constat que I'oreille humaine ne pouvant percenerr,,,
plutdét que de coder I'ensemble du signal sonerd est simplement @cessaire de coder la part
utile z,,. Puisque seule la partie utile est éed la quant& de donges @cessaire sera donc plus

faible que si 'ensemble du signalétait cock.

La question est de savoir comment extraifea partir du signak:. Cette question peldtre
abordcee en deurtapes :
1. Carackrisation du signat,, : cette cara@risation se fai& partir de 'analyse en temps et en
frequence du signal telle qu’elle aéte pesenke dans le chapitre @eedent ;
2. Extraction de la partie utile, : I'extraction dez,, se fait par des techniques de filtrage dont
le principe est prseng dans ce chapitre.

ViF . NOI'K

If there is a loud sound in one band,
the compression algorithm can
ignore all of the other bands.

'—Qﬂ ¥

U

{\‘E“E'

© 2001 HowStulfivorks

FIG. 3.1 — Principe du codage MP3 (extrait de http ://compubardtuffiworks.com/mp31.htm)

La caracérisation dex,, est bage sur diférenteségle dont quelques exemples sonépentées

ci-dessous :

— Loreille humaine ne percoit que la partie du spectre coseentre 20 Hz et 20 kHz environ.
On peut don&liminer les composantes dedont le spectre est nul dans cet intervalle de
frequences.

— Si le signal peugtre cecompoé en deux composantes dont le spectre est non nul dans
deux intervalles de &quences distincts et que ksergies de ces signaux @ifent de facon
importante, on ne peut conserver que la composante du gigrsdntant Energie la plus
importante, voir figuré-3]1.

— Endessous d’'une certainéfiuence, 'oreille humaine n’est plus capable de fairedtrdi-
tion spatiale du son. Il est alors plus judicieux de coderld gu signalk: correspondara
cet intervalle de fequence en mono phittqu’en séreo.

— Etc..
Le point commun entre toutes ce&gles est qu’elles sont ass sur les caramtistiques du spectre

du signal et que le signal utile pegtre obtenu er supprimant certaines composantes spectrales

3Qui constituent un mage psycho-acoustique de I'oreille humaine.
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du signal, voir figuré 3]1. L'iée est de grérer un signal dont le spectre est nul sur certains inter-
valles de féquence et qui docide avec le spectre du signal depdrt sur les autreséiquences.
Cette compression bé@s sur le spectre du signal depdirt permet de diviser jusguun facteur de

12 la quantié de donges stockes. Merci Monsieur Fourier!

Comment extraire d’un signalun signal utiler,, caracérise frequentiellement ?
3.2 Filtrage frequentiel : objectif

Pour « supprimen certaines composantes spectrales d’un signal, la teahnitilisee est le
filtrage frequentiel.

0.0

— ???

0.04

0.0:

y()

-0.02-

-0.04;
0

FIG. 3.2 — Exemple de filtragedguentiel ' N = 1, v} . = 100 Hz,v. .. = 400 Hz
Le filtrage fréquentielest I'opération qui consiste en :
— Etant dongé N intervalles de fequencesv; ;. ; v}...), tel que pour tout € {1,---, N},
vi o< vl etpourtouti € {1, (N — 1)}, v, <vitl;
— Pour tout signat
Produire un signaj tel que :
W € | Whini Vinae) - Y () = X () 5

YreR\ U [Vinin; l/fnax] , Y(v)=0.

On parle de transmission dans les intervalles dgifences’ , :v¢ . ] et d’aténuation pour les
frequences n'appartenant gases intervalles.

Un exemple est @senk figure 3.2.
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Remarque Si I'opération de filtrage filtrage &quentiel est &finie a partir des spectres des si-
gnaux, dans la majogtdes cas, elle estali®e sur les signaux dans le domaine temporel, sans
calcul explicite de leur spectre.

Le filtrage féquentiel est fongsur les sygimes de convolution qui sont maintenaréganés.
3.3 Sysémes de convolution
Les syseémes de convolutions songfihisa partir du produit de convolution.

3.3.1 Produit de convolution et systmes de convolution
3.3.1.1 [Efinition

Causes Effets
Information—— Information

Energie — SYSTEME Energie

Matiere Matiere
ENTREE SORTIE

FIG. 3.3 — Systme gréral

Un syseémeest un processus qui transforme un ou plusieurs signantrdeen un ou plu-
sieurs signaux dsortie, voir figure[3.7. En Physique, un sgste est en@réral une portion de la
réalite cefinie par undrontiereet organige en fonction d’un but. En Traitement du Signal, s'il est
organi€ en fonction d’un but, il peudtre plus virtuel : par exemple, cela peut corresporadne
programme informatique qui effectue des calaulgartir d’'un signal pour produire un nouveau
signal.

T R n
——» Sysktme ——»

1+ X Y1+ Y2

—» Systme | ———»

T2 N Y2
——» Systme |——

Fic. 3.4 — Additivite

Un syseéme lireaire est un systme qui olit au principe de superpositiongfihi par les pro-
prietes d’additivie et d’homogreité :
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Additivit & Si pour un systme,y; est le signal de sortie correspondant au signal céenty et
o est le signal de sortie correspondant au signal déenty alors pour le signal d’ente
x1 + 79, le signal de sortie est do@ampary; + v», voir figure[3.4.

Homogéneité Si pour un systme,y est le signal de sortie correspondant au signal céentr
alors pour tout&el A\, pour le signal d’enfre Az, le signal de sortie est doarpar\y, voir
figure[3.5.

——» Syskme ———» = —» Syseme ——»

FiG. 3.5 - Homogreité

Un syseéme invarianist un systme dont les para@tres sont invariants dans le temps. cela se
traduit par :

Invariance Si pour un systme,y est le signal de sortie correspondant au signal céentralors
pour le signal d’enfex(e — t,), le signal de sortie est doarmpary(e — t,), voir figure[3.6.

——» Syskme ——— = ——» Systme ——

FiG. 3.6 — Invariance

Attention Le terme de sysime est souvent appliguaux relations ma#matiques qui écrivent
le comportement du sy&ie c’esta-dire qui relient les signaux de sortie aux signaux désntr
en €alite, il s'agit dumockle (matfematique) du syémeﬁ

FiG. 3.7 — Systme de convolutiony = h x x

4Le developpement important de I'informatique a permiséseloppement de puissantegtimodes d’ingnierie,
c’esta-dire de conception des sggies. Le sysimea concevoir est d’abord dimensidnr réali€ » et étudé sous
la forme d’'un moéle matiematiquea I'aide d'un logiciel. Cettectape a permis de fortemeréiduire le temps de
conception des syisnes tout en traitant des systes de complextcroissante.
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Lessysemes de convolutiocsont des sysimes lirgaires invariantd dont le comportement est
défini par une fonctiork : si x est I'entée ety la sortie alors

+00 +00
VieR, y(t) = / h(t — 7)x(r)dr = / h(7T)x(t — 7)dT = h* x(t) (3.1)

e} — 00

ou « définit le produit de convolutiorde i par z, voir figure[3.T. Cette cgration a les propéies
suivantes :

Commutativité hxx =z % h
Additivit & (hy + he) xx = (hy xx) + (hg * )
Homogérgéité \hxz = hx A\x = A (hxz)

Exemple illustratif du produit de convolution On consiére le signak: défini par la courbe
repiesenge figuré 3.8 gauche. Le sy8ime est caraétis par la fonctiorh définie par la courbe
repesengée figurd_3.B en haut. On cherchekterminer la valeuy(t) pourt = 1.5 avecy(t) =
hx x(t).

h(u)

x(7) X h(t — ) = h(t — 7)x(T)

+00
/ h(t — 7)x(7)dT = (Aire rouge fone&) - (Aire gris clair)

o

FIG. 3.8 — lllustration du produit de convolution

SLe terme systme lirtaire stationnaire egtuivalent : pour la &finition des systmes ligaires stationnaires, voir
le cours d’Automatique.
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Pour celaa partir de la courbe caraistique deh, on obtient la courbe caragistique de
h(t — e). La courbe caraétistique deh(t — e)z(e) est alors obtenua partir des courbes ca-
racéristiques dé: (¢t — o) et dez, voir figure[3.8,a droite. La valeur dg(1.5) est alors I'inégrale
de cette fonction, ce qui revieatsoustraire I'aire cologe en gris claiga I'aire colore en rouge
fonc, figure 3.8 en baa droite. La courbe caraaistique deh(t — o) indique que la valeur de
y(1.5) va de moins en moinsépendre de la valeur d& ) au fur eta mesure que devient de
plus en plus irgrieura 1.5. Puisqué(t — 7) est nulle pourr < 0.5, la sortiey(t) ne cepend pas
des valeurs de I'ente anérieures de plus de 1. On parle alorssgeemea mémoire finie

Cet exemple permet de comprendre pourquoi le produit de aaiwo est parfois appelRTMI.
Cet acronyme est basur les diferentes oprationlémentaires effec&es pour obtenir le produit
de convolution :

Retournement h(u) — h(—7)
Translation h(—7) — h(t —7)

Multiplication h(t — 7).2(7)
+oo
Int égration / h(t — 7)z(r)dr

—0o0

3.3.1.2 Exemples de sysimes de convolution

Le comportement d’'un grand nombre de sysés physiques, sous certaines conditions d’uti-
lisation, peutétre mo@lisé par un systme de convolution. A titre d’exemple, ongsente un
sysemeélectronique et un sy&ine nécanique.

Exemple d’un circuit électronique Le circuit dit semi-inégrateur refseng figure 3.9 est un
syseme de convolution admettantcomme ente,y comme sortie et tel que :

VteR, y(t)=hxz(t) avec h(t)=—ercl(t)

‘ -1 i i i
0 RC 3RC

FIG. 3.9 — Exemple de sy&ine de convolution
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\ 4

zsol zroue

FiG. 3.10 — Modtlisation simplifee d’'une rou&quipee d’'un pneumatique

Exemple d’'un syseme necanique Une moclisation simplifee d’une roue dée de pneuma-
tique se @placant sur un sol égal est donee par :

mréroue(t) = C(zsol(t) - zroue(t)) + k(zsol (t) - Zroue(t))

voir figure[3.10. Le systme qui admet,,,. pour sortie etz,,, pour entee est un systme de
convolution @fini par la Eponse impulsionnelle :

h(t) = 2e~*" (a cos(Bt) + bsin(5t))

2
2

2
aveca = <, 0 = k _(L),a:Letb:C 2m?
mr

k c

2m- 2m- 2my- B

Exercice Par application de la transfoéa de Laplace, retrouver I'expression de épanse
impulsionnelleh.

3.3.1.3 Proprietes de base étudier
La stabilig et la causal@ sont deux propeites qu’il est important dtudier pour un systne

de convolution.

Stabilité Un syseme est dit stable si pour tout signal d'é&rborief le signal de sortie est
borré. Dans le cas d’'un sy&he de convolution, le sysihe de convolution est stable (pour tout
signalz borrg, y tel que [(3.1) est bo#@) si et seulement &i € Ll(]R)E].

61l est possible de &finir de plusieurs fagons un signal bérr.a plus courante es8M tel quevt, |z(t)| < M.
C’est la cfinition qui est ado@e dans ce document.
" Dans un premier temps, montrons qué s L, (R) alors le systme de convolution est stable.
Soit un signal d’enfex borré. Par suitey borré = M tel queVt, |x(t)| < M.

+o0 +oo oo
ly(t)| = '-/_ h(t — 1)x(r)dr| < /_ |h(t — 7)||z(7)|dT < M/_ |h(u)| du.

Par suite, comme € L (R), le signaly est borie. A partir de la éfinition de la stabilié, on conclut que le sy&ine
de convolution est stable.
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Causalitt Le syséme est dit causal si la valeur de la sortia I'instantt ne cepend que des
valeurs de I'eneex aux instants a@rieursat, ¢ inclus. Dans le cas d’un syshe de convolution,
I'expression[(3.11) se simplifie alors en :

Vie R, y(t)= /t h(t — 7)z(T)dr.

—0o0

Par suite, la fonctioth est forément telle que :
Vu < 0,h(u) =0 soit Yu € R, h(u) = h(u).I'(u)

Tout syseme physique possle la propéte de causal@d. Ce qui ne veut pas dire qu’'un s¥ste
non causal esta&hie d’intérét pratigue comme lillustre la discussion secfion 3.4 76.

3.3.2 Produit de convolution et distribution

Pour les objectifs du cours de traitement du signal, on nsidere que le produit de convolu-
tion entre une fonction et 'impulsion de Dirac qui pewgtre cefini par :

hx04(t) = h(t — a).
Faire le produit de convolution depar, revient dona retarder de la fonctionh. Par suite :
hxd=h. (3.2)

Cette relation justifie I'appellation deeponse impulsionnellpour la fonctionh. Elle offre une
méthode exprimentale pour eterminer une approximation de laponse impulsionnelle d’'un
syseme de convolution.

Exemple : la réponse impulsionnelle d’'une salle @&glise Lorsqu’un son esémis dans une
eglise, l'acoustique particéie de ce type de salle fait que le son percu est toujourbleotant
difféerent du soremis. On peut éfinir un syseme “salle déglise” qui admet pour erée le son
eémis en son sein et pour sortie le son tel qu’il est perdintérieur de cette salle. Sous I'hy-
pothese que ce sy&ne est un systne de convolution, on peut corgment le caraétiser par
la determination de s&ponse impulsionnelld.n’étant pas une distributio@guliere, on ne peut
évidement pas éer le son correspondant. Par contre, comme céla aug@re dans I'exemple
page 3B, puisque les fonctiorfg, définies dans cet exemple convergent vers une impulsion de
Dirac quandl} tend ver9), on peut approcher une impulsion par une telle fonction ayeuetit.
Cela revienta envoyer un son é&s bref et tes intense. On mesure alad’aide d’'un micro le
son dans la salle ce qui donne Eponse impulsionnelle regsenée figure_3.1/1. Le produit de
convolution de cetteaponse impulsionnelle avec un semis produit le son que I'on percoit dans
I église.

En faisant le produit de convolution de cetégponse impulsionnelle avec un son, on obtient le
son tel qu'il est effectivement percu dans la sallegli'se, voir figuré 3.12.

Montrons maintenant que si le sgate de convolution est stable alére L (R).
Soit le signal d’enteex = — sign(h(—e)). Comme ce signal est ba&mpar 1 et que le sysine de convolution est
stable alors le signal de sortjeest bori@, en particulier pout = 0. Par suite,

“+oo
y(0) = / [h(u)| du < oo.

— 00

Donch € L1 (R).
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Cliguer pourécouter

2500
2000+ rock v s
1500f 1

1000 1

h(t)

500

-500

=100 [+ 1

-1500 : : - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 3.11 — Reponse impulsionnelle d'une salleedlise

Sonémis Son pergu
—> Sale ——
x Eglise hxx
h

FIG. 3.12 — Son percu dans la salledlise

Prét 15.7% 0o dE UM | |

FiG. 3.13 — Logiciels gratuits de convolution sonore (dits &eerteration)
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Asin(2mygt) A’ sin(2mvpt + @)

>

Y
=

FIG. 3.14 — Systme de convolution eregime sinusilal

Des logiciels spcialiges permettent decaliser la convolution de le&€ponse impulsionnelle
caracéristique d’'une salle avec un son, voir figlre 3.13.

Enfin, on peut éfinir le produit de convolution de deux impulsions de Dirac :
(5a * (5;, = 6a+b‘ (33)

3.3.3 Sortie d’un syséme de convolution pour une entée sinusidale : réponse
harmonique

Dans la mesuretodans le chapitre predent, nous avons vu que, sous certaines hyset
un signal peut seeatomposer comme la somme d’une infirie sinus, voir par exemple pdge 28,
il est naturel de cherchercaradtriser le comportement d’un sgshe de convolution (stable) en
étudiant sa&ponse aux signaux d’ebt sinus@aux, ce qui est appetéponse harmonique

Pour cela, nous allonstablir I'expression du signal de sortied’'un syseéme de convolution de
réponse impulsionnelle pour un signal d’&gx sinusddale :

A . .
Vt e R, Z'(t) = ASln(Qﬂ'yot) — ? (627T1V0t _ 6727”1/0t) )
1
Or,

+00 +oo

h x 627Ti'/0°(t) _ / h(T)QQﬂ'iuo(t—T)dT _ 627ri1/0t/ h(T)e—ZWiVOTdT — €2TriV0tH(l/0).
—00 —00

De mémehxe= 200 (t) = 2™t [T (1), H est la transforr@e de Fourier d’une fonctioeelle :

d’apres la section 2.4.3.7, pagel 31, on a

|H(=wo)| = [H(w)| et arg(H(—w)) = —arg(H(r)).

Par suite,

Vit e R, y(t) = A|H(vp)|sin (27vot + arg (H(1p))) - (3.4)
H, la transfornee de Fourier de la&eponse impulsionnellk, est appdle laréponse fequentielle
du syséme de convolution. Le&éponse fequentielle d’un sysime de convolution&finit donc sa
réponse pour toute egie sinusaale.

Cette proprete montre que la valeur de laponse fequentielle pour une équence’ donree
peutétre obtenue eX@imentalement en appliquaat’entrée du systme un signal sinusdal de
frequence’ et en mesurant I'amplitude du signal sinidad de sortie ainsi que soepghasage par
rapport au signal d’enge. Le rapport de 'amplitude de la sinide de sortie sur 'amplitude de
la sinuséde d’entée donne une valeur e&pmentale dgH (v)| et la difference entre les deux
déphasages, une valeur &jmentale derg(H (v)) :

|H(w)| =4 et arg(H(w)) = ¢
voir la figure[3.14.
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3.3.4 Produit de convolution et transformees de Fourier et de Laplace

Avec z ety, signaux d’entee et de sortie d’'un sy@mne de convolution&fini par la Eponse
impulsionnellen :
VieR, y(t)=hx*x(t),

gue peut-on dire du spectrédey par rapport au spect€ dex ?
Le signalz est rele a son spectr& par :
+o0 .
VieR, xz(t) = X(v)e*™tdy

—00

Or, d’apees la section f@eedente, pour une valeur dedonree :
Vit € R, h x eQﬂ'iy-(t) — H<I/)€27rizxt

Par suite,
VteR, X(w)hxe*™*(t) = H(v)X (v)e*™

On en eduit que :

too +00
Vvt € R, / h*X(y)e%'im(t)dV _ H(I/)X(I/)ezﬂ-iytdl/

D'ou . .
VteR, h */ X(v)e*™dy(t) = H)X (v)e*™ dy
e y(®)
Puisque
+oo .
VteR, y(t)= / Y (v)e*™tdy
on en @duit

VweR, Y()=Hv)X({)

On a la proprete fondamentale : la transfoéa de Fourier du produit de convolution de deux
signaux eségale au produit de transfoams de Fourier de chaque signal, c'astire :

Flf < gl = FIf].Flg]. (3.5)
Il est amusant de constater qu'’il existe une relation ‘syique”a la relation[(3.b) :
Flf-g] = Flf]* Flgl- (3.6)
Si on appliquel(3]5& un systme de convolution deeponse impulsionnelli, on obtient :
y(t) =hxz(t) «— Y()=HW)X(). (3.7)

Le spectre du signal de sortie est obtenu par la multipboatiu spectre du signal d’ebgt par la
reponse fequentielle du systne de convolution.
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Exemple du circuit électronique Revenons I'exemple page 65.

1

H(v)= - 1+ RC2mwiv

Des relations similairea (3.5) et[(3.6) peuverdtre obtenues dans le cas de la transém e
Laplace :

L[f *g] = L]f].L]g] (3.8)
et

L[f.g] = LIf] x L[g]. (3.9)

La proprété remarquable @gsenge en[(3.I7) a plusieurs applications importantes.

1
Résolution Résolution
difficile simple

3

inverse

Fic. 3.15 — Transformez votre vie!

Une application iréressante est le calcul de la sortie d’'un &yst de convolution connaissant
le signal d’enteex et la Eponse impulsionnelle du sgshe. Pour une erde dongex, dans le
domaine temporel, le calcul de la sortie d’'un gyse de convolution par la formule (8.1) pétrte
extémement difficile puisque la valeur @g€t) pour chaque est obtenue par un calcul @gral.
Par contre, dans le domain@fuentiel (resp. Laplace), la transf@ende Fourier (resp. Laplace)
du signal de sortie est obtenue par la simple multiplicatleria transforrae de Fourier (resp.
Laplace) de la&éponse impulsionnelle du sgshe de convolution par la transfoee de Fourier
(resp. Laplace) du signal d’eB&, ce qui est largement plus simple. C’est le graewkfice de
I'utilisation de transformations, voir la figure 3]15.

Remarque |l s’agitici du calcul de la sortie du sy&stne de convolution pour une ee¢rdonie.

En géréral, un systme de convolution repsente un sy8tme physique. Biegvidemment, un
syseme physique manipule les sighaux dans le domaine tempar@helans le domainedquen-
tiel, remarque de bon sens qu'’il conviel@ammoins de garderl’esprit.
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3.3.5 Syskéme de convolution et fonction de transfert

Beaucoup de sysines physigues sont melges par des sy8imes causauxé&finis par une
equation diferentielle lireairea coefficients constants. Ces syses sont-ils des syshes de
convolution ? Pourépondrea cette question, la transformation de Laplace est apdiqu

Soit I'équation diferentielle lireairea coefficient constant d’ordre:

d"y(t) dVy(t) dy(t) d"x(t) dm =V (t) dx(t)

el t) = by ———2 by ————L 4o+ b box(t

apr Tt g+t Faoy(l) g Homm1 =gy b~ (l)
(3.10)

oua,_1, -+, ag €tb,, ---, by sont des coefficienteels, @ m etn sont deux entiers tels que

m < n. Les conditions initiales sont nulles.

En prenant la transforeée de Laplace de cetégjuation diferentielle et en utilisant les pro-
prietes de la transforge de Laplace gsenges dans le tableau 2.7, pagé 55 :

— Linéarié

Llaf + bg] = aL[f] + bL]g]
— Dérivee
LIFMN(s) = s"L[f](s) = (" F(0) + "2 fD(0) + - + s fT72(0) + f7D(0))
on obtient :
(Sn + anflsnil + P + a18 + ao) Y(S) — (bmsm + bmilsmfl + e + bls + bo) X(S)

La fonction rationnelle n&e F'(s) et appekefonction de transferést c.finie par :

by 4 by 8™ 4 4 bys + Do
S a8 ags + ag

F(s)

L'entier n est apped I'ordre deF'(s). De plus,
Y(s) = F(s)X(s) (3.11)

Soit i la fonction telle queF’ = L]h|. Alors d’apees la relation[(3]8), &quation [(3.1]1) est
équivalenten :

y=hxzx.

Le syséme @fini par [3.10) est donc un sgshe de convolution.

Il est usuel detudier les propétes de systmes @finis par degquations diférentielles[(3.710a
partir de la fonction de transfeft(s). Le syseme est stable siles racines du pdigre cenominateur
deF(s):s"+a, 18" ' +---+ a5+ ag sonta partie éelle strictementégative. Dans ce cass!
on a, aved (v) la réponse fequentielle du systne de convolution :

H(v) = F(2riv).
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3.3.6 Simulation d’'un syséme de convolution

Une grande major@des systmes de convolution qui sont sinéglsont des sy&ines de convo-
lution qui peuvengétre cfini par desquations diftrentielles ou des fonctions des de transfert,
voir sectior 3.3.6. Un exemple est celui du pneu vu page 68ydeéme est dcrit par I'equation
differentielle :

mréroue(t) = C(Zsol(t) - Zroue(t)) + k(zsol (t) - Zroue(t))

ou z,,, estI'entée etz,,,. est la sortie. A cettéquation diferentielle, on peut associer la fonction

de transfert :
cs+ k

- mys2+cs+k
La simulation de sysimes éfinis par desquations diftrentielles ou des fonctions de trans-
fert s’effectue simplement soudatlab avec la b@e a outils Simulink . Quelques notions

surSimulink  sont pésenges en fin de chapitre, sectlon 317.1, 96. Pour uasgmtation compte
de la simulation souMlatlab , le lecteur peut seeferer avec profit au livre [8].

F(s)

3.4 Filtrage frequentiel

3.4.1 Filtres analogiques

La congquence remarquable de la pré#i(3.7) est qu'il est possible déaliser I'ogeration
de filtrage féquentiel telle que &finie section_3)2, pade 61 par un €yse de convolution ap-
pek filtre analogique

Rappelons que le filtragedquentiel est I'opration qui consiste en :
— Etant dongé N intervalles de fequencesv! ;. :v: .1, tel que pour tout € {1,---, N},

min’ “max

Vi<l etpourtout € {1,--- (N —1)}, v  <vitl:
— Pour tout signat,
Produire un signaj tel que :
Ve Whimi Vi), Y1) = X(0);

Vv e R\ U [Vimn; V’fnaw] , Y(v)=0.

Si y est la sortie d’un sysme de convolution pour I'eréie x alors puisqu’avedd la réponse
frequentielle du syéme de convolution, on a :

'opération de filtrage eséali®e par le sygtme de convolution dont l&ponse fequentiellel/
esttelle que :

Yv € U [l/fm»n; l/fmw} , Hv)=1;
Vv € R\ [Viini Vinae] » H(v) =0.

Lesintervalles de &quence§/ . ;v! ] sontappeédeshandes passantesles intervalles comphmentaires
bandes deé&jection
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Dans la tes grande majoétdes cas, on congte un systme de convolutioné&fini par une
fonction de transfert (rationnelBecoefficients constants). Cela vient du fait que, comme gupli
sectiorn 3.3b, pade I'2, dans ce cadé systme de convolution est carade par uneequation
differentielle. Le systme de convolution peut doitre €ali€ physiquement en construisant un
syseme physique dont le comportement dynamique esétisgdpar cett&@quation diferentielle.

Filtre passe-bas Filtre passe-haut
T T T T

H(v) H(v)

i i i i i i i i i i i i i i
-V 0 \Y v 0 \Y
c c
v v

Filtre passe-bande Filtre coupe-bande
T T T T

HW) H(v)

-V vy v v -V vy V. v

i i i i
-v, -v 0 v v -v. -v 0 v v

FiG. 3.16 — Feponse fequentielle de filtres iehux

Il est classique dedfinir differents filtres i@aux voir figuré 3.16 :

— Filtre passe-bas : la bande passante est de la fixme| et la bande de&jection est de la
forme]v,, +o0[;

— Filtre passe-haut : la bande dgection est de la form@, v.[ et la bande passante est de la
forme]v., +o0f;

— Filtre passe-bande : la bande @gection est de la form@), v,[J]vs, +oof et la bande
passante est de la formag, vs|;

— Filtre coupe-bande : la bande passante est de la firme;[| J]v», +oo] et la bande de
réjection est de la forme;, vs]|.

Exemple des enceintes HIFI 3 voies Les enceintes haute &tité de qualié sont @réralement
equipees de 3 haut-parleurs, chaque haut-pardant en charge de reproduire le son dans une
gamme de fquences biendlinie :
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FIG. 3.17 — Application du filtrage la HIFI

— Les tweeters reproduisent les haut&sgjfrences, typiguement le€fuences sugrieuresa
2 kHz : le signala reproduire est donc env@yen entee d’'un filtre passe-haut afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les tweeters soit un signalktté par les composantes
hautes fequences du son;

— Les mediums reproduisent les moyennesduences, typiguement legfiluences dans un
intervalle[500Hz, 5kHz] : le signala reproduire est donc env@gn entee d'un filtre passe-
bande afin que la sortie de ce filtre qui alimente I€sliams soit un signal const#épar les
composantes moyennegfuences du son;

— Les woofers reproduisent les bassé&gjfrences, typiquement legfuences irdrieuresa
1 kHz : le signala reproduire est donc enveyen entee d'un filtre passe-bas afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les woofers soit un signalstitue par les composantes
basses fquences du son.

Une enceinte HIFI est dorequigee de 3 filtres quentiels qui son&aligsa I'aide d’un circuit
d’électronique analogique, voir figure 3.17.

Exemple du pneu XXX

En résung, la conception d’un filtre consiste:

1. determiner le sygtme de convolution dont I&ponse fequentielle a les bonnes catsti-
gues en terme de bande(s) passante(s)ejgetion, etc.. Le sygtme de convolution peut
étre repeseng par sa&ponse impulsionnelle ou de facon plus commode par saidondé

transfert;
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| Filtre | Domaine de travail Syséme manipué |

x(t) y(t)

Réalisation

temporel
Fonctionnement
X(v) Y(v)
I H(l/) >
Conception
frequentiel
Analyse

TAB. 3.1 — Filtrage, temps etéguence

2. le realiser par un syéme technologique : cela peg@tre un systme délectronique ana-
logique, un sysime nécanique, racatronique, etc... Le circuilectronique regaseng fi-
gure[3.17 est un exemple dealisation.

C’est la premére étape qui nous igresse dans ce coursé&dhmoins, la étermination du filtre
doit prendre en compte le fait qu'il ddétre possible de Iealiser par un systme technologique !
Pour ce qui est des technologi&sctroniques, ce second aspect est abdahs le cours GE b 1.3
“Systemestlectroniques”.

Remarque Si le filtre est @fini puis concu en raisonnant sur &ponse fequentielle du filtre et
le spectre des signaux, comme cektéaremarqé page 711, la mise en ceuvre du fillr&ravers sa
réalisation technologique traite les signaux dans le doeaimporel, voir tabledu 3.1.

3.4.2 Lideal peut-il étre atteint ?

La guestion est maintenant de savoir s'il est possibleedéser, en tempsel, par exemple
par un circuitélectronique, un filtre ieal.

La causalié est une propeite incontournable pour effectuerfitrage en tempséel: la sortie
y(t) est effectivement calcéé a I'instantt et donc on ne dispose pas de la valeur de l&mtr
x(t") pourt’ > t. Par exemple, il s’agit du cas de figura ton effectue une prise de son avec
un microphone et w le filtre serta traiter le signal au fur e mesure. anmoins, certaines
applications correspondent diltrage en temps diéré. Le filtrage en temps diré consistea
faire I'acquisition dex(t) V¢ puis ensuitéd determinery connaissant ainsi I'iégralie du signal
d’entrée. Dans ce cas| la causalé n’est plus gcessaire puisque pour calculer la valeuyde
l'instant¢, on dispose de la totaditdu signal d’enrex. Un exemple est le traitement d’un concert
qui a pécdemmenéte enregisié et stock sur un CD. Dans la suite de ce document, on ne
consicerera que le filtrage en tempisad.

Prenons le cas du filtre passe-bas (voir figurel3.16, ershgauiche). Il esté&fini par la Eponse
frequentielle :

v
Vv e R, Hpy(v) = rect (QI/C) :
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D’apres [2.22),
VEER, h(t) = F L [Hy () = 2v,sinc(2u.d).

Or une condition acessaire pour guesoit la eponse impulsionnelle d'un sgshe physique est
que le systme de convolution correspondant soit causal € 0, h(u) = 0), ce qui n'est pas
le cas. Par suite, le filtre @&l passe-bas n’est pasafisable. Enéalite, il en est de @me pour

'ensemble des filtres &hux pesenés figure 3.117.

Pourquoi un filtre id éal ne peut pasetre causal ? Les filtres iceaux que I'on a vu @eedem-
ment ont une&ponse fequentielle eelle. En ealite, la difficul& est qu’il existe une relation entre
la partie eelle de la &éponse fequentielle d’un filtre causal et sa partie imaginaire. Hatgefe
syseme de convolution de&eponse impulsionnelle est causal si et seulement si :

h=hT.

En prenant la transforeée de Fourier de cetiegali€ et en utilisant la relation (3.6), on obtient
alors:

H(v) = H*F[['|(v).
PuisqueF[I|(v) = 52— + 10(v) et d’apes [3.2), on a

2miv
H=H + 1H
= * —
2mie 2
Par suit,
1
H=H~* v
T1e
et donc

Yy, Re(H(v)) =Im(H)xL(v) et Vv, Im(H(v))=—Re(H)*%(v)

Fixer la partie eelle d’un filtre causal revient dodixer sa partie imaginaire. Par suite, on ne peut
avoir une partie imaginaire identiquement nulle sans dagartie elle identiquement nulle. On
ne peut donc avoir un filtre avec urigponse fequentielle gelle qui ne soit identiquement Hul

3.4.3 Filtres analogiques classiques

Remarque préeliminaire  Afin d’étre homogne, dans tout le document, I&ponses fquentiel-
les sont expriraes en fonction de ladguence’ (uniteé Hertz). Il faut cependant faire attention
gu’en ceréral, en traitement du signal, dans certains protds comme la&finition de filtres
analogiques, leseponses fquentielles peuvent augdire expringées en fonction de la pulsation
w = 2mv (unité rad/s). En Anglais, le terme de frequency» recouvrea la fois la fequence
et la pulsation. En coigjuence, une frequency» est expringe soit en Hz soit en rad/s. Dans
le logiciel Matlab , suivant la fonction utiliée, I'unie de la« frequency» est le Hertz ou le
radians/s.

8Cette relation €crit aussiH (v) = —iH[H](v) avecH[H](v) = H » -5 (v) ol 'H[H] est appede la transforrae
d’Hilbertde H.
9L’id éal ne peut donc pdsre atteint mais comme a dit le philosophd demeure un guide.
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Gabarit pour un filtre passe-bas

1 N\M Bande de transition

08 Bande de réjection

0.6

[HW)I

0.4

0.2 q
Bande passante L

0

0 1

FIG. 3.18 — Gabarit sur le module de kyponse fequentielle d’un filtre passe-bas

Filtres « réels» Contrairement aux filtres @hux dont des exemples dponses fquentielles
sont pésengés figurd_3.16, les filtres causaux doivent jgoes entre une bande passante et une
bande d’agnuation undandedite de transition Ces bandes sont eigeral cefiniesa travers un
gabarit flequentiel sur le module de léponse fequentielle du filtre, voir par exemple pour un
filtre passe-bas figute 3/18.

Le probEme de conception de filtre consiste alarsaiter la question suivanteetant dong
un gabarit sur le module de l&ponse fequentielle du filtrea concevoir, terminer le filtre
qui satisfait ce gabarit. Dans ce qui suit, on €msse aux filtres stables et causaégrits par
des fonction de transfeff(s), rationnelles en la variable de Laplacet a coefficients &els, ce
qui corresponda la eponse fequentielleF'(2riv). Il s’agit du cas tra# en Automatique : les

representations &quentielles correspondent aux diagrammes de Bode qemtlpulsations et
echelles logarithmiques.

Exemple Les gabarits quentiels sont souvent utéis dans l'industrie, voir par exemple fi-
gure[3.19 un gabaritadini par France Telecom.

ms

dB
73 4
054
Q | | ! | !
L T T L Hz
40 125 1020 10K 14K 15K
05 4 32 /

16

| | 1 Il
T T T Hz
31 % 40 75 14K 15K

LL Radio 15 kHz monophonique - Gabarit-limite de la distorsion de temps de propagation de groupe en
LL Radio 15 kHz monophonique - Gabarit-limite de la distorsion d'affaiblissement en fonction de la fréquence fonction de la fréquence

o

FiG. 3.19 — Gabarits &rquentiels France Telecom
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Exemple Le circuit semiinégrateur pesené pagé 65 éfinit un filtre passe-bas, voir figure 3] 20.

[HW)I

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1r

circuit semi integrateur
T T T

i
0.5

i i i
15 2 25

Diagramme de Bode du circuit semi intégrateur
T T T

-45

FiG. 3.20 — Module de laaponse fequentielle du circuit semi iagrateur, en fonction de la
frequences (gauche) et Module en dB en fonction de la pulsatios 27v (droite) (Bode)

Temps de groupe Le temps de groupe est une des caastiques importantes qui permettent
de juger de la quakt d’un filtre el pour un nombre important d’applications. Il s’agit dun
des mesures dtarta l'idéal pour un filtre €el. Contrairement aux filtres@dux, un filtre eel

de reponse fequentielled introduit un cephasages(v)

arg(H(v)) qui est fonction de la

fréquence, voir par exemple figure_3.21 pour le circuit semiégtateur. Dans le domaine tem-

arg(H(v))

170

1601
150
140
130
120
110
100

90
0

0.5

15 2 25

arg(H)

180

170

160 -

150 -

140

130

120

100 -

9oL

FiG. 3.21 — Phase de l&ponse fequentielle du circuit semi iagrateur, en fonction de la
frequences

porel, ce @phasage entirge un retard entre le signal d’eéé et le signal de sortie. En effet, en
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écrivantp(v) = —2nwite(v), pour un signal d’enéex(t) = Asin(2rvt), d'apres la relation(314),
la sortiey du filtre est donée par :

y(t) = A|H (v)|sin 27v(t — to(v))) .

Cela veut dire qu’un retard dg(~) secondes appdtantre le signal d’enée et le signal de sortie
du filtre. Examinons travers un exemple les catgiences de ce retardpendant de la&guence
dans le cas d’'un signal d’eit plus complexe qu’un signal sinidal.

NS

\/

FIG. 3.22 — Signak

Exemple On consigére le signal d’enfrex repieseng figure 3.2R dont I'expression est d@en
par :
VteR, x(t) =sin(27t) + 0.1 x sin(127t + 2).

Ce signal se @&compose donc en deux composantes qui sont deuxdiaufsequence de 1 Hertz
et de 6 Hertz. Ce signal est eny I'entree de deux filtres :

1. Le premier filtre est tel qud,(6)| = |H1(12)| = 1 et le retard,, est constant ¢y(e) =
Cte;,

2. Le second filtre est tel quél, (6)| = |H1(12)| = 1 etle retard est tel quey(6) # t(12).

Les signaux de sortie obtenues sont espnées figuré 3.23. On voit que dans le cas du premier
filtre (gauche), le signal de sortie correspond au signaittée retaré alors que le cas du second
filtre (droite), le signal de sortie est déffent du signal d’enée. Cette aéiration du signal est la
congquence directe du fait qug6) # to(12).

Par suite, si le retar) n’est pas constant en fonction de laduence, la sortie du filtre, pour
des signaux autres que des signaux sifdaox, pesentera forlement une adiration par rappow
I'entrée de filtre. Ce retard est la c@mmience du&phasage qui est une des éiffnces importantes
entre les filtres&elles et les filtres ihux. De facora se rapprocher au mieux de Edl, il est
donc imgeratif de limiter I'al€ration |ée au @phasage. Puisque un filtrieet pesente forement
un cephasage qui, sauf caé$rparticu|ie dependant de la&guence, ce que I'on peut faire de
mieux est d’avoir une phasgr) qui est ou est la plus proche possible d’une fonctioédire de

9Comme par exemple les gains constants.
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Filtre avec temps de groupe constant Filtre sans temps de gorupe constant
T T T T T

— entrée X
— SOrti€ Y

i i i i i
0.5 1 15 2 ~o 0.5 1 15 2

FiG. 3.23 — Sortie du filtré phase ligaire (gauche) et sortie du filteephase non ligaire (droite)

la frequence’ de fagona avoir un retard constant. Pour mesurécérta la linéarié de la phase,
on introduit letemps de groupgqui est éfini par :

1 do
T(v) = %E(V)

En résung, un criere de qualé pour un filtre est d’avoir un temps de groupe proche d’'une
constante. Un filtre avec un temps de groupe constant eatpliase ligaire Dans ce casa,
pour un signal quelconque, toutes ses composarégadntielles seront transmises avec un retard
constant. Dans le cas d'un filtre avec un temps de groupe nustardt, des distorsions peuvent
appardtre entre le signal de sortie et le signal d’@etdues au fait que le retard introduit par le
filtre sera diferent suivant les composantegduentielles. C’est pour cela que dans des applica-
tions al il est recessaire de transmettre et de traiter des sons (transmisila parole, etc..) il
est ineressant d'utiliser des filtresphase ligaires ou le plus proche possible d’un filk@hase
lineéaire. Enfin, les filtres ihux ayant uneéponse fequentielle eelle, leur temps de groupe est
constant et nul.

Filtres prototypes Les filtres sont §reralement concua partir defiltres prototypesappeés
aussifiltres normali€squi correspondent au cas d’un filtre passe-bas @gugnce de coup
V. = % Hz, ce qui correspond une pulsation de coupuke = 1 rad/s.

La determination de filtres passe-bas degluence de coupure # % passe-haut, passe-
bande ou encore coupe-bande peut se randeiagEtermination d’un filtre passe-bas deduence

de coupure/, a I'aide du tableali32.

Les filtres les plus classiques sontdwement pesenés dans les sous sections suivatites
lls sont ckfinis de la fagcon suivante. Puisqu’un filtre est concu pqug son module respecte
un gabarit fequentiel donag, la relation du module de I&ponse fequentielle en fonction de la
frequence est d’aboretablie. Les quatre types de filtres qui soréganés dans la suite (filtre de
Butterworth, filtre de Chebyshev de type | et Il et filtre de Caweryespondenrd des relations

10n appelle fequence de coupura 3 dB) la fiequence pour laquelle le module de éponse fequentielle du
filtre en cecibels (dB) vaut le module de laponse fequentielle du filtre dans la bande passanteémibels moins
3 decibels. Il faut faire attention qu’en Automatique le terde frequence de coupure pegiire utili€ avec une
définition differente.

12pour des com@iments d’information, voir lagferencel[9]
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| De passe-basénuence de couputg vers...| s est remplaé par...|
passe-bas. # 5- D

2TV

2mve
s

passe-haut,

52 +47r21/1 Vo
27 (va—v1)s

passe-bande

27 (va—v1)s
s24+-4m2 0109

coupe-bande

TAB. 3.2 — Passage d'un filtre prototypeifferents types de filtres

différentes. A partir de cette relation, I'expression de la fioncde transfert du filtre est ensuite
établie.

3.4.3.1 Filtres de Butterworth

Filtres de Butterworth
T

|F(2Tti v)|

FiG. 3.24 — Filtres de Butterworth

Les filtres de Butterworth son&finis par la relation suivante :

o 1

Cette relation &t établie de facom@ assurer que :
— La courbe F'(27iv)| soit la plus plate possible et proche de 1 au voisinage €€0 c’est-
a-dire que
|F(27iv)| =~ 1.

— Lafréquence,, = ;- Hz définit une féquence de coupute-3dB, c’esta-dire que :

. 1
1) = —5 = —3dB.
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— |F(27ioco)| = 0.

Les eponses &quentielles obtenues pour @ifentes valeurs de sont repesenges figuré_3.24.
Noter que le choix de influe sur la largeur de la bande de transition.

A partir de [3.12), I'expression de la fonction de transfé(t) d’ordren est obtenue comme
la fonction de transfert de gain statigégala 1 et dont les ples sont les: racinesa partie
réelle regative de quation polydmiale 1 + (—s?)" = 0. Les racines de ce polgme sont
uniformément éparties sur le cercle de centre 0 et de rayon 1. A titre d'@kenpourn = 2, on

obtient :
1

Fls)= —
(s) s24+2s+1

voir figure[3.25.

12 L L L L L L L L L L L
‘12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12

FIG. 3.25 — Localisation desjtes pour un filtre de Butterworth d’ordre 2

Un filtre de Butterworth peldtre eali$ par un systmeélectronique, voir figure 3.26.

3.4.3.2 Filtres de Chebyshev
lls sont de deux types, le type | et le type II. Les filtres de Gisbbv de type | sonté&finis par :

C 2 1
|F(27iv)|” = T+ 20, 2mo (3.13)
ol
V2nv € [—1, 1], Cn(27v) = cos(n cos™!(27v))
V2rmv € R\ [~1, 1], C,(27v) = cosh(n cosh™ (27v)).

— le tra@ de|F(2riv)| en fonction de’ présente des oscillations dans la bande passante ;

— leur amplitude dpend de la valeur de voir figure[3.27 ;

13Contrairement aux apparences, (27v) est un polydmea coefficients &els em2rv. L'expression de ce po-
lyndme peuitre obtenw partir de la relation deecurrence C,, 11 (27v) = 47vC, (27v) — Cp—1(27v) initialisée
parCo(2mv) = 1 et Cy(2nv) = 27v. Ces poly®mes ont la propété remarquable d’avoit zéros dans l'intervalle
[—1; 1]. lls présentent ainsi des oscillations p@atv € [—1, 1] et sont monotones en dehors de cet intervalle.
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SKYWORKS'

BREAKTHEOUGH SIMPLICITY

DiEeE
e o

NEW Programmable 1-28 MHz
6th Order Low Pass Butterworth Filters

The Skyworks Advantage
Extremely high stop-band isalation while maximizing pass-band flatness
and minimizing group delay distortion. Programmable in 1 MHz steps.

W SKY73201-364LF, Single Chann
W SKY73202-364LF, Dual Channe!

Power Amplifiers » Switches « Transceivers ® Front-End Modules » RF Subsystems
Single Package Radios = Mixers * Synthesizers  Atteruators = Diodes » Technical Ceramics

USA: 781-376-3000 = Asia: B86-2-2735 0399 Ext. 990 = Europe: 33 (0)1 41443660
Email: com = www.sky inc.com

FiG. 3.26 — Publicié pour une éalisation technologique du filtre de Butterworth

Filtres de Chebyshev type |

o N=2
— =8

- = =N [

1
1/(1+¢%)°°

0.8

0.6

|F(2Ttiv)|

0.4

0.2

0
1/(2m) v

FIG. 3.27 — Filtres de Chebyshev de type |
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— pourn pair (comme sur la figufe 3.27f'(0)| =1 — ﬁ ; pourn impair, |F(0)| = 1.

Ici encore,n est I'ordre du filtre. Son choix influe sur la largeur de la badeé transitionF" est
obtenue comme la fonction de transfert de gain stat&pgada 1 et dont les ples sont epartis
dans le plan complexe sur une ellipse de centre Oésfudition :

(o) + () -

aveco;, etw, les parties &elle et imaginaire desofes etug = Smh;w Cette epartition des
poles sur une ellipse psente des similitudes avec celle dékep des filtres de Butterworth sur un

cercle.

Filtre de Chebyshev Il n=8

14

12

o
o

|F(2mtiv)|

o
o

04 |
el(1+e2)*5)

0.2

° :

FIG. 3.28 — Filtres de Chebyshev de type I

Les filtres de Chebyshev de type Il sont similaires aux filteetyge | sauf que les oscillations
ne sont pas dans la bande passante mais dans la bargjeai®n. Leur expression est gassur :

|F(2niv)|? = (3.14)

Un exemple est j@seng figure[3.28.

3.4.3.3 Filtres elliptiques ou filtres de Cauer

Par rapport aux filtres predents, les filtres elliptiques permettent de satisfairgabarit avec
un ordre plus faibfd. Les filtres elliptiques sontéinis par :
1

. 2
|F(2miv)|” = T+ 2G (2m)? (3.15)

14 e prix a payer est une compleg&iplus grande dans leur conception. Le lectel@ragé pourra lire avec profit
le chapitre 7 de laaférence([9].



86 CHAPITRE 3 CONVOLUTION ET FILTRAGE

Filtre elliptique
T

1—51 L
0.9

0.8

|F(2mtiv)|
©c o o
(53] [} ~
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0 0.5 1 1KL5 2 25 3
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FIG. 3.29 — Filtre elliptique

ou G(2nv) = sn(nsnm (27w, k), ky) avec sn la fonction sinus elliptigfiie
— La bande de transition est & viak par5- x [1, £]; n dépend dé ;

— L'amplituded; des oscillations dans la bande passagfedd de via la relation :
20, — 0%
E=\T———=;
1—26; + 62

— L'amplitude , des oscillations dans la bande dgectiond, dépend de et dek; par la
relation :

voir figure[3.29. Ce filtre admet des oscillatiolta fois dans la bande passante et dans la bande
de ejection.

15_e sinus elliptique estéfini & partir de la fonction :

o= [
’ 0 /1 —k2sin?(y)

ou plubt & partir de la fonction inverse asseei(u, k) :

sn(u, k) = sin(¢(u, k)).
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3.4.3.4 Un exemple en guise de comparaison

Le calcul des diferents filtres peut se faire soMktlab doté de laSignal processing
toolbox avec les fonctiondutter, chebyl, cheby2, ellip . Pourn = 5, on ob-
tient le ©sultat figurd_3.30. Le scriptlatlab qui a permis d’obtenir cette figure estégenée
sectior 3.7.2, pade P8.

ririine butterworth
m— Chebishev | [
1= = Chebishev Il
= = = Efliptique

0.8

0.6

0.4r

0.2

S
&)

& LR

“9_4‘: "‘—“\"H-—-H
""uuuu

FiG. 3.30 — Comparaison des difents filtres poun = 5

3.4.3.5 Exemple de mise en ceuvre
3.4.3.6 Filtrage frequentiel pour I'extraction d’un signal utile

Une application importante du filtrageéfjuentiel est I'extraction d’um signal utile»§ Ty
noyé dans un signal plus complexea partir de celui-ci z peut sécrire comme :

Tr =1, + T,

ou z, est le« resterdu signal. Cela n’est possible par cette technique de filagesi
1. On a des informations sur le spectrexgeet sur le spectre de, ;

2. Les spectres de, et dex, sont £pags, c’'esta-dire que les intervalles degfjuences o
leur amplitude est de valeur significative sont disjoints.

Dans ce casd, il est possible de trouver un filtie tel qu’avec pour enéex, la sortiey est telle
quey = x,.

3.5 Feretrage temporel
De fagon syratrique au filtrage quentiel, ealiser urx filtrage temporeb, que I'on cesignera

par le terme déerétrage consistea transmettre un signal dans certains intervalles de tet#ps e
I'atténuer voire le supprimer dans d’autres intervalles de temps

18C’esta-dire contenant une information nousérgssant.
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Xl
Xl

FiIG. 3.31 — Exemples de signaux avec spedd@ag (gauche) et norepagés (droite)

(1) y(t)

— )

FIG. 3.32 — Feltrage temporel

Uneferétreest un systme tel que suivant l'intervalle de temps, on a, avée signal d’entee
ety le signal de sortie, soit :

— Atténuation y(t) ~ 0;

— Transmission y(t) ~ x(t).
La ferétre peugtre cfini par une fonctiory telle que :

Vite R, y(t)= f(t)x(t).

Exemple Un exemple de fegtre peutre €ali par la fonctionf définie par

Vie [0, T,] f(t)=1

sinon ft)=0
Cette fetre est appékferétre rectangulair@. Le signal de sortigy corresponda I'acquisition
du signalz sur l'intervalle de temp$), 7|, signal qui est aussi ®t:7, . On parle aussi dierétre
de ponération

Que peut-on dire du spectre du signal par rapport au spectre du signaP Cette question
prend tout son sens lorsqu’on sémesse la mise en ceuvre e&gmentale du traitement du signal,
notamment pour effectuer I'analys@fuentielle d’'un signal réel». En effet, un signak réel»
ne peuétre mesw que sur un intervalle de temps fini, par exemfld,]. L'objectif de la mesure
est détudier le spectre du signal mesura partir du spectre du signal de mesuye. Pour obtenir
desélements dea@ponse, un exemple est examiians un second temps, un calcul réatltique
simple permettra deepondrea cette question.

YCar la courbe caragtistique def rappelle une fegtre.
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Exemple Soit le signal: défini par :
Vie R, x(t) = cos(2mvpt) + A; cos (2muyt)

avecr, = 10 Hz, v, = 15 Hz et A; = 0.1. Le spectre de ce signal est dénpar :
1 Ay
Yv € ]R, X(V) = 5 ((51,0 + (571,0> + 7 ((51,1 -+ 571,1)

puisque nous avons vuguedemment que :

Floos (2mvpe)]|(v) = % (Gs +6-11)-

Il est repesent figure 3.3B, gauche.

05

0.4

0.3F

0.2

0.1r

SEE | o |

-0.1p

-0.2 i i i i i i
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

FIG. 3.33 — Spectre de (gauche) et de.7, » (droite)

Le signalz aéte mesué pendant I'intervalle de temgs-Z2, L], avecT, = 1, ce qui donne
le signalzr, /» défini par :

Vt e R, w51,/2(t) = (t) rect (%) :
Le spectre de ., » est repéseng figure 3.3B, droite. On constate que si sur le spectre dalsign
départ, ilétait facile de distinguer les (deux fois) deux raies ca@mstiques des deux composantes
sinusddales du signal, sur le spectre du signal mesdu fait des oscillations introduites par le
fenétrage rectangulaire, il est difficile de retrouver ces prses de raies et donc de conclarta
présence de deux composantes siitlses.

Le lien entre le spectre du signaf, et le spectre du signalest maintenarétabli. D’apes la
relation [3.6), on a:
y(t) = f()z(t) < Y(v)=FxX(v)
Le feretrage modifie donc le spectre d’un signal. Dans I'exempegaient, la fonctionf peut
étre expringéea l'aide de la fonctionrect :

Vie R, f(t)=rect <#) :
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Le spectre de,, sera alors reéia celui der par :
Xz, = (T,e ™" sinc (T,0)) x X

La courbe caraéristique de la fonctiolil, sinc (7,e)| est repesenée figur@[’{_@,. Quand, —
oo, elle tend vers I'impulsion de Dirac et dog;, — X.

1.2Ta

; ,

0.8Tar R
lobe central

o
)
_‘
@
T
!

Ta|smc(Tav)|

lobes latéraux
0.4Taf 4

0.2Taf . |

0 Il
-1/Ta0 1/Ta
v

FIG. 3.34 — Spectre en amplitude d’'une &re rectangulaire

En conclusion, le spectre du signal méseera donc dans tous les casatiint du spectre de
sa mesure. Il convient de prendre cela en compte si l'olbjdetia mesure est dtudier le spectre
du signal mesu@a partir du spectre du signal de mesure.

La question est « commenta partir du signal mesérr, obtenir un spectre plus proche du
spectreX dex que le spectr&, dexr, ?» La réponse cette question est s sur le featrage
dexr,. Dans la suiterr, est noé plus simplemeny. Pour cela, on utilise un filtre temporedfihi
par la fonctionw tel qu'avecy, défini par :

VteR, yp(t) = w(t)y(t)

le spectreY; dey, soit plus proche du spectré dex que le spectré” dey I'est. Une premére
fenétre appdtefergtre de Hannir@ est cefinie par la fonctionv noew,qnning

Vi€ R, Whanning(t) = (% + % cos <w)) .rect (t_Ti/Z) . (3.16)

183 le lecteur @sire se rappeler la forme du spectre en amplitude de Eréenectangulaire, mon jeune neveu
conseille le moyen mémotechnique suivant : penseun doigt d’honneur.
9oy ferétre de Hann du nom duéteorologiste Australian Julis von Hann.



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 91

::::::

FIG. 3.35 — FONCtioNusanning (t) définissant la feétre de Hanning

La courbe caraéristique de cette fonction est régenge figuré 3.35. On a alors

Y5 (t) = Whanning(t)-y(t)

qui se eecrit :

0= (1 oo (IO  (1T2) oy (12202Y

yr(t) = (% + %cos (Mt;—f“m)) rect (#) 2(t)

c'esta-direy;(t) = Whanning(t).x(t). Par suite,

Yf = Whanning * X

soit

Le signal de sortig/; de la ferétre de Hanning avec pour signal d'érgry est aussi le signal
de sortie de la fegtre de Hanning avec pour egérz. On a donc “rempla&” la ferétre rectan-
gulaire par la feétre de Hanning. L'amplitude du spectre de |laéfiea de HanningV,qnn, €St
repesenge figure 3.36.

Le tablead 313 donne une comparaison entre latferrectangulaire et la fétre de Hanning.
Pour ce qui est de I'amplitude du spectre des deugtfes, le lobe l&ral le plus important n’est
plus qua 3% de la valeur maximale, contre 22 % dans le cas d’'uréremnectangulaire ; cepen-
dant le lobe centrale est deux fois pktendu.

Une anglioration de la feétre de Hanning appetferétre de Hanmind@ aété propoge : elle
est cefinie par la fonction :

VEER, Whamming(t) = <a +(1—a)cos (M)) rect (“TL/Q) |

aveca = 0.54. Le lecteur attentif peut noter que pour= 0.5, la ferétre d’Hanning est ob-
tenue. Par rappor cette derrdre, le coefficienty a éte optimi€ de facora diminuer le plus
possible 'amplitude maximale des lobestlatux, voir le ésultat figuré_3.37. Les deux fetnes

sont compages dans le tableau 8.4.

20du nom du matématicien araricain Richard W. Hamming.
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FIG. 3.36 — Spectre en amplitude de la&tme de Hanning

Feretre rectangulaire

|

Ferétre de Hanning

|

o—T,/2 1 1 2m(e—Tg/2) o—T,/2
w rect < T ) (2 + 5 cos ( T .rect T
wty | 7
1.2Ta
Tar
.STaf
- o8Tar ﬂ lobe central lobe central
;m
E 0.6Ta|
]
0.4Ta[ /Iobes latéraux lobes latéraux
0.2Taf /
o ; 03~5Taf :
-1/Ta0 1UTa -2/Ta 0 2/Ta
W(v)

TAB. 3.3 — Comparaison entre la f&ne rectangulaire et la fétre de Hanning
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FIG. 3.37 — Spectre en amplitude de la&ne de Hamming

| Ferétre de Hanning \ Ferétre de Hamming |

To P
w (% + 3 cos (W-;_?ﬂ))) .rect (%) (oz + (1 — ) cos (%ﬁ)) rect < = )

0.5Tar

lobe central

lobes latéraux

035aL : ;
-2/Ta 0 2/Ta -2/Ta 0 2/Ta

W) i

TAB. 3.4 — Comparaison entre la fetine de Hanning et la fé&re de Hamming



94 CHAPITRE 3 CONVOLUTION ET FILTRAGE

Exemple (suite) L'exemple peseng pagd 89 est maintenant repris. Ladea de Hanning est
appliqee sur le signatr,. Son expressionéinie par [(3.16) pour l'intervall¢d; T,] s’adapte
sans difficule a l'intervalle [— %, Z], ce qui donne :

7)) (z)

~ 1 1 2
whanm’ng(t) = 5 + 5 COs T

Le calcul du spectre de la sortie de la&ne de Hanning pour l'eréexr, » donne le spectre
repeseng figure[3.38. On distingue de nouveau les “raies” qui cooedpnt aux deux com-
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FiG. 3.38 — Spectre de,, » (gauche) et der, » apres application d'une fé&tre de Hanning
(droite)

posantes sinus$dales du signal. Cet exemple illustre le viférét des febtres temporelles pour
'analyse féquentielle de signaux e&gmentaux.

F 1
4 Amplitude Amplda

Temps Tamps

FiG. 3.39 — Signaux @riodiques correspondaatun piano (gauche) €t une clarinette (droite)
(extrait de [11])

Un exemple de feltrage temporel : la note de musique La note produite par un instru-
ment de musique est & sur une variation de la pression acoustique qui @sbgique. Des
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exemples sont psenés figure 3.39. Comme dans I'exemplégeng figure[2.1, le fait que le
signal soit @riodique et donc avec un spectréduentiel bien éfini est important pour obtenir

un son« agreablea écoutery. Le probEme pratique est que la note d’un instrument de musique a
forcement une due limitte. Comme on I'a vu @cédemment, simplemengégérer ce signal sur

un intervalle de temps de dee limitee revienta pratiquer une dgration de featrage rectangu-
laire. L'intervalle étant court, la coréxjuence est I'obtention d’'un son dont le spectegfientiel
peutétre éloigré du spectre &quentiel du signalgriodique correspondant. Cela se produit par
un « claquement. La solution est dBviter ce pénonene en appliqguant une fetre temporelle.
C’est la solution adope dans les instruments de musique. Une allure typique @éréerempo-

A Déclin
Attaque
Maintien

temps

FIG. 3.40 — Febtre temporelle d’instrument de musique

relle pour un instrument de musique est es@ediguré 3.40. Traditionnellement, oaabmpose
cette feietre temporelle en 4 phases : la phase d’attaqueedind le maintien et la chute. |l faut
noter que sur le figufe 3.40, la phase d’'attaque et la chutelsaces ce qui n’est pas sans rappeler
les ferétres d’Hanning/Hamming, voir tableau 84

On peut illustrer ce pdnonene dex claguement a travers I'exemple suivant. On congre
le signal @fini par :

vt € [0.05; 0.1], x(t) = 0.2sin ((27.1000.t + %)
sinon z(t) =0

Il s’agit d’'un signal sinusimlal auquel on a appli@uune fegtre rectangulaire. Ce signal est

repieseng figure[3.4lla gauche en haut. Si on examine son spectre en ampétuaiche en

bas, on constate que par rapport au spectre du signal silalide spectre est plustak. On ap-

plique sur ce signat une feretre de Hamming, ce qui donne le sigral,,i», qui est repeseng

a droite de la figure 3.41 avec son spectre en amplitude. §uasit sur la figuregcouter les deux
sons correspondants.

3.6 Enrésune

Dans ce chapitre, I'cggration de filtrage quentiel &t pesenge. Cette opration est&ali€e
par un filtre analogique qui est un s§ste de convolution&fini par une fonction de transfert. Il

21Bjen dir, la plupart des instruments de musique @Btinvenés avant que les techniques de&eage temporel
soient ceées. Comme Monsieur Jordain le personnage delzeple thatre le “Bourgeois Gentilhomme” de Mélie
faisait de la prose sans le savoir, les fabricants d’instniside musique ont fait du fétmage temporel sans le savoir.
Cependant, contrairemeatMonsieur Jordain, cette integation peut gesenter un grand ietet : celui de permettre
le deéveloppement de éthodes permettant une meilleureitriae des sygmes que I'on congoit.
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FIG. 3.41 — Signal sinugdal ferétré

est &fini par des bandes passantes et des bandeérdiation. Le filtrage analogique ne peut
étre eali® de facon iédale que par des filtres non causaux qui ne peugtstutili€s qu’en
temps difere. Dans le cas d’'un fonctionnement en temsl rles filtres serontéfinis par des
gabarits sur le module de lewgponse fequentielle. Nous avons vu commegterminer un filtre
analogique satisfaisant ces gabarits. De plus, ésgmtent forement des bandes de transition et
un cephasage. L'impact de I'é@tation provogae par le @phasage est megupar le temps de
groupe.

Le ferétrage temporel permet de répenter la dgradation introduite lorsque I'on veut ap-
proximer le spectre d’'un signal défini surR par la spectre d’'une mesure de ce signal sur un
intervalle de temps bo#n Il offre aussi des &thodes pour limiter cetteegradation.

Une application importante du filtrageefjuentiel est I'extraction de la part utile d’un signal
sous I'hypotlese de gparation des spectres. Si elle nest pas satisfaite, ihé&mtmoins pos-
sible dans un certain nombre de cas de mettre au point un filigant une telle propete par
des techniques d#éfentes du filtrage &guentiel. Ces techniques ne seront pas d@ssrdians ce
cour&? Cependant, le chapitté 7 consa@ux signaux &atoires pesentent les notions de base
nécessaires pour les aborder. Le chapitre suivaggemte les bases des techniguegetbpees
dans le chapitrgl 7.

3.7 Annexe du chapitre

3.7.1 Unenvironnemengévolué de simulation “signaux et sysetmes” :Si nul i nk

Simulink  est un environnement ddatlab destiré & la simulation dans le domaine tem-
porel, baé sur un mode de re@sentation graphique des s#stes sous forme de smina-blocs.
Simulink comprend des bibliolques appéks "Library” qui contiennent des bloelementaires
permettant de construire rapidement et simplement deslaieons de sysimes lirgaires, non
linéaires (dans la library Simulink) ou encor@caniques etlectroniques (dans la library Sim-
scape par exemple) ou encor@&r@nautique (library Aerospace Blockset), etc... On pensiali
obtenir des simulateurs dynamiques de aysts complexes incluant des outils de visualisation

2%E|les seront vus dans diffents enseignements de 2A comme par exemple 'AF de S7 ST Bsfimation et
Transmission de 'Information ou I'AF de S8 ELC D-2« Filtrage adaptatif : application au codlke adaptatif de
bruit ».
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s+l
Step Transfer Fcn Scope

FiG. 3.42 — FeatreSimulink

graphique 3D, voir les demos disponibles sMatlab . L'intérét de cet environnemenéborde
largement du cadre du Traitement du signal ou du cadre deédiAatique : par exemple, au Tech-
nocentre de RenautGuyancourt, chaque sous gyse d'un ¥hicule @velope est accompagn
d’un sclema de simulation dynamiqu&mulink . Sur 'utilisation deMatlab /Simulink , le
lecteur peut seéférer avec profit au livre [8], disponibkela bibliotheque de I'Ecole Centrale. La
prise de écision qu’est amearea prendre un ingnieur fait de plus en plus appela modtlisation
(mathematique) du proleime suivi de I'exploitation (au moins) en simulation du raledobtenu.

Un exempleglementaire de sé@maSimulink  est peseng figure 3.4P.

— Les blocs avec une sortie sont déswyateurs de signaux. Sur I'exemple, le bloc “Step”
gerere deschelons. On peut les paréatrera partir d’'un menu ouvert en double-cliquant
sur le bloc.

— Les fils vehiculent des signaux dans la direction indigyar les #iches.

— Les blocs avec une ou plusieurs éef(s) et une ou plusieurs sortie(s) transforment des si-
gnaux : ils repesentent des sysnhes. Sur I'exemple, il s’agit d’'un syshe de convolution
de fonction de transfer;t%. En double cliquant sur ce bloc, on obtient un mendeopre-
mier (resp. second) champ corresparid liste des coefficients du polgme au nurarateur
(resp. @nominateur) de la fonction de transféecrits suivant les puissancesadoissantes.

— Les blocs avec une ou plusieurs éeffs) “absorbent” des signaux pour par exemple les en-
voyer vers une fegtre graphique afin de les ré&senter en fonction du temps (sur I'exemple,
le bloc “Scope”).

SousMatlab , Simulink  peutétre ouvert en cliquant sur un bouton en haut de |&tien
Matlab (horloge rose avec blocs bleu et vert) ou en tapant en ligne :

>> simulink

Cela ouvre la featre repesenée figurd 3.413, gauche. En cliquant surdie “feuille blanche” en
hauta droite, une nouvelle fé&tre peugtre céée. A partir des Library (voir figure_3.43, droite,
partie de gauche), erekectionnant une library, on peut @&dera un ensemble de blocs (partie
de droite de la fedtre). La library “Sources” contient les blocs q@rgre des signaux, la library
“Sinks” les blocs qui en absorbent. Les autres librariegieonent des blocs qui assurent des
transformations de signaux. Par exemple, on peut trouves alibrary “Continuous” le bloc
“Transfer function” de la figure 3.42.

Le lecteur est invéé a visiter les diferentes librairies d8imulink . Plus que la lecture d’'une
documentation, c’est la manipulation de cet environnemenpermet de prendre en main cet
outil : il a d’'ailleursétée coincu plus pouétre appehender de cette facoa:ICertes, lorsque I'on
fait cela pour la prend@re fois, ce n'est pas forcemegnident. Cependant, si vousussisseza
prendre en maiSimulink  par vous-réme, vous serez apour “affronter” les environnements
similaires.
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FiG. 3.43 — FeatreSimulink

3.7.2 Exemple de scriptvat | ab pour le calcul de filtres

Le programméVatlab ci-dessous permet de calculer leséliéints filtres de la section 3.4.8.4
et d’obtenir la figuré3.30.

n = 5; % Ordre du filtre
wn = 1; % Pulsation de coupure en rad/s

% Calcul du filtre de Butterworth

[Bb,Ab] = butter(n, wn,’s’);
% Bb est le vecteur des coefficients du polynome num erateur dont les
% termes sont ecrits par puissance d ecroissante
% Ab est le vecteur des coefficients du polynome denominateur dont les
% termes sont écrits par puissance d ecroissante

% Calcul de la r eponse fr equentielle du filtre de Butterworth
w = 0:.001:3;

% vecteur de pulsations pour lesquelles la r eponse fr equentielle est
% calcul ee.

Hb = freqs(Bb, Ab, w); % Calcul de la r eponse fr equentielle

figure

plot(w, abs(Hb), :");
% Repr esentation du module de la r eponse fr equentielle en fonction de la
% pulsation

hold on

% Calcul du filtre de Chebyshev de type |

Rp = .5
% Fixe I'amplitude des oscillations de I'amplitude de la r eponse
% fr equentielle dans la bande passante. unit e dB

[Bcl,Acl] = chebyl(n, Rp, wn, ’s’);
% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type |
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% Calcul de la r eponse fr equentielle du filtre de Chebyshev de type |
Hcl = fregs(Bcl, Acl, w); % Calcul de la r eponse fr equentielle
plot(w, abs(Hcl));

% Calcul du filtre de Chebyshev de type Il

Rs = 20;
% Permet de fixer I'amplitude des oscillations de I'amplitude
% de la r eponse fr equentielle dans la bande de r ejection. Unit e dB

[Bc2,Ac2] = cheby2(n, Rs, wn, ’s’);
% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type I

% Calcul de la r eponse fr equentielle du filtre de Chebyshev de type Il
Hc2 = fregs(Bc2, Ac2, w); % Calcul de la r eponse fr equentielle
plot(w, abs(Hc2), ’-.");

% Calcul du filtre elliptique
[Bce,Ace] = ellip (n, Rp, Rs, wn,’s");

% Calcul de la r eponse fr equentielle du filtre elliptique
Hce = freqs(Bce, Ace, w);
plot(w, abs(Hce), '--");
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Chapitre 4

Autocorr elation et intercorrelation des
signaux deterministes

Ce chapitre est consdra une caraétrisation des signaux b@es sur I[e€nergie et sur la puis-
sance. Cette caragisation permet d’'introduire les notions d’auto&ation et d’'intercor&lation.
Ces deux notions ont des applications nombreuses. Les pactati sont probablement :

— Lextraction d’informations sur un signal utile par aubo&lation : la néthode pesenée
dans ce chapitre est corgphentaire de la gthode de filtrage &quentiel pesenée cha-
pitre[3;

— La mesure de distances et/ou de temps par inté&letion : la néthode pesenke dans ce
chapitre est explaite dans les radars, sonars et autres GPS.

4.1 Energie et puissance

4.1.1 Definition

Les differentes grandeurs diséet dans ce texte sorgéfthies matématiquement dans le ta-
bleaU 4.1, pade 102 pour les signaux continus ; les prirespalations y sorééigalement fsenges.

Les signaux peuveldtre clasés en :
— Signauxz aénergieF, finie, ce qui correspond aux signaux 8gR) :
400
E, = / lz(t)|*dt < oco.

o0

On peut les interfater comme les signaux qui sont “temporellerréamhenéresﬂ.
— Signauxz a puissancé’, finie :

1 +T/2 )
P, = lim —/ lz(t)|"dt | < 0.
T—oo \ T J_p)s

C’est une classeés large de signaux. On peut les intéter comme les signaux “tempo-
rellement persistan@”

ICette dernére phrase n’est pas unéfuhition formelle mais une interptation qualitative.
2Cette dernére phrase n’est pas unéfuhition formelle mais une interptation qualitative.
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Energie finie

Puissance finie

+o0 1 +T/2
Définition E, = / lz(t)|*dt < oo P, = lim —/ lz(t)?dt | < oo
—00 T—oo \ T —T/2
+00 1 [TT1/2
Echange E,, = / x(t)y(t)dt P,, = lim —/ x(t)y(t)dt
—00 T—oo \ T' -T/2
de puissance :
Densié spectrale d’énergie : lim 1|X(y )2
S, (v) X ()2 T—oo T
X(v,T) = Flx.rect(e/T)]
Densie spectrale d’énergie : de puissance :
interspectre - 1 -
Sy (V) XY (v) jlgrolo TX(I/, 7)Y (v, T)
—+o00 1 +T/2
Intercorgélation || R,,(7) = / z(t+ 7)y(t)dt | Ryy(T) = 7lim T / x(t+7)y(t)dt
o —00 —T/2
FRay] = Suy FlRay] = Say
+00 1 +7/2
Autocorélation R.(1) = / x(t+7)x(t)dt | R.(T)= Tlim = / x(t+ 7)x(t)dt
oo —00 —T/2
R.(0) = E, R.(0) =P,

TAB. 4.1 — Signaux continus
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Par cefinition, la puissance d’un signaknergie finie est fo@ment nulle.

Exemplesélementaires Le signal continur = rect est un signah énergie finie dont Energie
vaut 1. Le signal continet = I" est un signaa puissance fini dont la puissance véut

On cefinit I'énergie (respectivement la puissankg) (resp.F,,) €change entre deux signaux
x ety, ce qui donne :
— ¢ ety aénergie finie :

— x ety a puissance finie :

1 +T/2
Pry = lim | — /_ ” z(t)y(t)dt

On peut interpgter la quant# £,, comme le produit scalaire entre le signatt le signaly.
Intuitivement, un produit scalaire donne un dege similitude entre deugléments. Pour deux
signaux Ienergie déchange mesure-t-elle bien leur similitude ?

Exemple Pour donner deglements deaponse, on prend les deux signaugt y repesengs
figure[4.1. Ces deux signaux sanénergie finie. Le signa} est en ealit le signal: decak dans

FIG. 4.1 — Sighaux: ety
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le temps. Pour ces deux signaux,, = 0 : on ne retrouve pas cette similitude dar&ngrgie

d’eéchange. Pour la voir appétre, il aurait fallu calculer le produit scalaire, eaalant un des
deux signaux de telle facalm ce que leurs motifs @ocident : d’ai la notion d’intercorglation

introduite ci-dessous.

4.1.2 Intercorrelation et autocorrelation

L’ énergie (resp. la puissancahange obtenue ené&talant le premier signal desecondes
est appdde intercorélation R, (7) : il s'agit donc d’'une @réralisation de Bnergie (resp. la puis-
sancegchange. Pour les signaux contina€nergie finie :

+00

VreR, Ru(r)— / (4 )y ()t
Mathematiquement, cela s’integie comme le produit scalaire entre le premier siggabé et le
second signal. Commeguedemment discét un produit scalaire entre deux vecteurs mesurant un
degg de similitude entre ces deux vecteurs, l'interétation est une mesure de similitude entre
deux signaux.

Deux signaux: ety seronindépendants’il n'y a aucun lien entre eux. S’il existe un lien alors
celui-ci doit cependre du &calage temporel entre ces deux signaux. lls seront doepémdiants
Si:

Vr e R, R, (7)= constante
On peut montrer que dans ce cas, I'interétation esgegale au produit de la moyenne dear la
moyenne dg. Sila moyenne d’un des deux signaux est nulle alors I'imteétation est nulle.

L’ étude de la similitude d’un signalavec lui-néme revient determiner I'intercorelation de
ce signal avec lui-@me. On parle dutocor@lation: elle est ncée Rz,
— Six estaénergie finie :

+oo

VreR, R.(r)= / x(t + 7)x(t)dt.

—00

— Six esta puissance finie :

T—o0 T/2

VreR, Ry(r)= lim (% /+T/2 z(t + T)x(t)dt>

L'autocor€lation enr = 0 correspondh I'énergie (resp. la puissance) du signal,(0) = E,
(resp.R.(0) = P,).

Propriété Lautocor@lation d’un signal priodique est priodique et paire.

Exemples Pour le signal continu défini par
Vie R, xz(t) = Asin(2nvpt + ¢)

ona:
2

VreR, R.(r)= A? cos(2muyT) (4.1)

R, est bien une fonctiongriodique de fequence,. Par contre, elle est igghendante duégphasage

0.
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Exercice Etablir 'expression[(4]1).

4.1.3 Densiés spectrales

Pour les signaug énergie finie, d’agrs le tileoeme de Parseval Plancherelgoeme 2.4.D,
pagd 31), il est possible de calculegriergie d'un signaa partir de son spectre :

Ex:/joo\x(t)]?dt:/joo X () 2d.

o0 o0

L' énergie est donc obtenue enéigtantS,(v) = |X(v)|*> qui est appde Densieé Spectrale
d’EnergieouDSE Elle s’interpete comme lagpartition de Iénergie en fonction de Iaéfquencﬁ

On peut @montrer que la DSE d’un signal correspanth transforrée de Fourier de I'auto-
corrélation de ce sigr@t
Sy = FR,].

Dans le cas de signaux (contindspuissance finie IRensié Spectrale de Puissanoe DSH se
definit par :
1
Sz(v) = lim T|X(l/, )

T—o00

avecX (v, T) = Flx.rect(e/T)](v), ce qui correspond au spectre dsur lequel on a appligu
une ferétre rectangulaire. De plus, orba = F[R,].

La transfornée de Fourier de l'intercogtation correspond la densi¢ spectrale interspectre
d’énergie qui esté&finie par le produit des spectres en amplitude de la tramgé®de Fourier des
signauxz ety (fenétrés pour deux signaux puissance finie) :

X(v)Y(v) et lim %X(V,T)Y(I/,T)

T—o0

Ces grandeurs ont un grandérit pour I'etude d’'un systme de convolution : lorsque et
y sont respectivement l'erte et la sortie du sy&ste de convolution continu, on a, voir le ta-

blead 4.2 :
— La densié spectrale interspectre deet y est le produit de la@ponse fequentielle du
syseéme de convolution par la derssipectrale de :

Syz(v) = H(v)S,(v).

— La densié spectrale dg est le produit de laagponse fequentielle en amplitude au caru
syseéme de convolution par la derssipectrale de :

Sy(v) = [H(v)[*Sz(v).

3Tout commez(t)|? donne la épartition de Ienergie en fonction du temps.
4

400
R, (1) = / x(t + 7)x(t)dt = x * x(—e)(T).
Par suite, en prenant la transf@ende Fourier de &gali€é precedente :

FIR:)(v) = X (). X (—v) = | X ()]e! "EE X (1) |e 180D = | X ().

>Ne pas confondre DSP et DSP : DSP en Anglais signifie Digitai&@iProcessing : traitement de signal digital...
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Continu

y=hx*zx

Sy(v) = [H(v)[*Sz(v)

TAB. 4.2 — Sysemes de convolution continus et deasispectrales

4.2 Quelques applications

4.2.1 Autocorréelation appliquée a I'extraction d’'information d’'un signal
déegrade

Un signalz est transmis puis mesupar un systme d’acquisition. Ces d#éfentes oprations
entrdnent en @réral la degradation du signal initial. Le signal meéur,, peutétre repeseng
par :

Vi e R, x,(t)=x(t)+ b(t)

ou le signalb repiesente I'effet de la@gradation du signal. Le signalest normalement un si-
gnal sinus@al de féquence inconnue. Le signa), est repeseng figure[4.2. On constate que la
degradation est telle qu'il est difficile de distinguer unreiggsinus@dal. La question est donc de
savoir si le signal sangdradation (c’esk-direx) était bien @riodique, sinusiolal et si oui quelle
était sa griode.

Une premére icke serait d'appliquer les@hodes de filtrage&quentiel pesenées chapitrel 3.
Cependant, elles ne peuvent s’appliquer que si les speagesighaux: et b sont €pags, hy-
pothese qui est peu probablemeré@rifiee et en tous les cas n’est pagifiable. Une hypotbse
plus €aliste est de supposer que les signaaik sont incdependants caésultant de sysimes phy-
siques diferents. On peut alors exploiter les pr@tes de I'autocoglation et de I'intercoglation.

Supposons que le signal mesécrive sous la forme :
Vte R, z,(t) = Asin(2rvpt + ¢) + b(t)
ou b est un signal indpendant. Si le signal a effectivement cette structure alom autocoélation

s’exprime par :
2

A
VreR, R, (7)= 53 cos(2mwpt) + Ry(T).

Exercice Démontrer ce@sultat.

A l'aide deMatlab , il est possible de calculer une estimation de l'autdgation R, (7) a partir
de la mesure du signal, voir figure ¥.3. On observe que l'autélation calcude a partir du
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Signal bruité
4 T
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0 50 100 150 200 250 300 350 400

t

FIG. 4.2 — Signal meseér

Autocorrélation du signal bruité
4 T

3.5 b

25 b

15 b

0.5

_1 L
-500 0 500

FIG. 4.3 — Autocorelation R,
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signal pesente bien une composante sir‘idate%2 cos(2myT) & lagquelle se superpose une valeur
importante emr = 0. Le signalb serait alors tel que :

{ Vr e R\ {0}, Ry(r)=
Ry(0) #

Comment s’interpgte-il ? Le signab est corélé avec lui-néme mais n’est pas c@lé avec lui-
méme @cak dans le temps. Ceciindiquerait que ce signal Begmte pas de structure ou preéji
particuliere (griodique, etc..). Cela est cafent avec le fait que ce signal répente la égradation
introduite par des sources multiples (gyses de transmission, sgstes de mesure, etc..). Le reste
de la courbe resenge figurd 4.8 est une fonction cosinus d’amplitude 0.5 eta@®ge 50 s.
Cela correspondrait un signal sinugdal v, = % Hz d’amplitudeA telle que :

0
0

A2
— =10.5
2

soitA = 1.

4.2.2 Intercorrélation appliqguéea la mesure d’'un temps de propagation

FiG. 4.4 — Determination d’'une distance : exemple d’applications dede figure extraite de
http ://www.outilpro.com, troigme de http ://axiomcafe.fr/la-revolte-des-papillons]

L'intercorrélation est souvent applige pour la @termination d’'un temps de propagation. Ceci
est exploié par exemple par les radars et les sonars ou encorgéde®tres et les chauve-souris,
voir Figure[4.4. L'inerét est & de cterminer la distance laquelle se trouve un objet appeible.
Pour cela, oremet un signat sous la forme d’'une onde. Ags Eflexion, unechoy revient vers
I'émetteur, voir figur€ 4l4. Le principe est que connaissanitésse de propagation de I'onde,
le tempsécouE entre IEmission et la&ception permet deéderminer la distance. Cependant, la
présence de bruit dans le signatend difficile la mesure du temps, voir figurel4.5. Si on cacul
a partir des valeurs deet dey I'autocorilation der et I'intercorielation entrer ety, on obtient
les courbes repisenges figuré 4)6.
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FIG. 4.5 — Signak émis ety recu

FiG. 4.6 — Autocorelation der et Intercorélation entrer ety
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Interpretons cesésultats. On fait I'hypotbse que
Vte R, y(t)=ax(t—t,) +0b(t)

aveca < 1 un coefficient d’agnuation, ave¢, le temps de parcours pour effectuer I'aller-retour
etb un signal de valeur moyenne nulle et@mndant de. On a alors :

VT € R, Ruy(7)=aR,(T+1,)

Exercice Démontrer ce@sultat.

Par suite, I'intercoglation R,,,, a un facteur multiplicatif ps, correspond R,, translaée de
—t,. On céduit donc de la figurie 4.6, droite qye= 600.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, att piesenée une rathode qui peut s’appliquex I'extraction des in-
formations sur un signal utile. Elle est corapientaire des éthodes prsenées dans le cha-
pitre[3 puisque les hypodises de mise en ceuvre sont@iéintes. Cependant, ses possislisont
moindres puisqu’on n’extrait pas totalement le signal : @ample dans le cas d’'un signal si-
nusadal a extraire, si on peutéderminer sa fiquence, on ne peut pastdrminer son &phasage.

Les signaux consités dans ce chapitre sont ditstdrministes : un signalest ditdéterministe
si,a chaque instarit sa valeur:(t) peutétre cetermirée de fagon certaine par un nébel mattema-
tiqgue. Exemple :

Vte R, xz(t) = Asin(27t).

Il est clair que ces signaux ne peuvent pasasenter I'ensemble des signa@els. Nous verrons
dans le chapitre] 7 que les signaukatbires constituent un ensemble de signaux plus satisfai-
sant de ce point de vua.lLe grand irgrét est que la notion éhergiea puissance finie permet
d’étendre les thodes gFsenkes dans ce chapitre aux signawbaaires. Le plus gran@alisme

des signaux &latoires permettra en plus d’aborder dans le chdgitre 7 @tieotke de grération

de son qui sera appligea la €lephonie mobile.



Chapitre 5

De l'analogique au nunerigue
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FIG. 5.1 — Principe de la compression MP3

Dans le chapitrgl3, I'introduction du filtrageefjuentiel &te motivee par la compression MP3
ou il est recessaire degdectionner les composantes d’un signal appartedaettains intervalles
de frequences, voir figufe 5.1. Cependant, le filtragg@ientiel qui &t pesené ne peut s’appli-
guer gu’aux signaux en temps continu (ce qui comprend lesgiganalogiques). La compression
MP3 s’effectue enéalite sur des signaugchantillon@s qui sont un cas particulier de signaux en
temps discret, voir figure 5.2. Peut-étendre le filtrage &quentiel aux signaux discrets et plus
particulierement aux signawdchantillonies ?

A 4
\4

FIG. 5.2 — Signakchantillon@

D’autre part, dans de nombreuses@nences, il esteécessaire deaderminer exprimentalement

111
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le spectre d’'un signal physique (donc analogicuegrtir de la mesure faite par un syste d’'ac-
quisition, cette mesure segsentant enareral comme un signal discret. Est-il possibl@artir
de ce signal discret d’estimer le spectre du signal analegitg @part ?

Pour donner deglements de&ponsea ces questions, ce chapitre va fissera differentes
questions interradiaires :

1. Comment peut-on métiser matématiquement un signal discret (secfiod 5.1) ? Comment
se ckfinit la transfornge de Fourier et de Laplace d’un sigieahantillon@ ? Nous verrons
dans la section 5.1 tout I'iatét des distributions.

2. Comment la transforée de Fourier d’'un sign@chantillonie est-elle rekea la transforrge
de Fourier du signal analogique correspondant (seCtidr?3.2 question estée au fait
gue I'on veut @terminer le spectre de signauxie la nature (analogique) en utilisant des
sysemes technologiques manipulant des sigriazhantillon@s.

3. Comment« correctement échantillonner un signal analogique ? La question est de cho
sir la péeriode déchantillonnagel’, de facona ce que le signaéchantillon@ ait « autant
d’information» que le signal analogique correspondant (sec¢tian 5.3).

4. Comment estimer le spectre d’un signal analog@peartir de son signa@chantillon@ sur
un intervalle de temps bo@® Il s’agit ici de pesenter les principes de fonctionnement
des analyseurs de spectre (rariques). Pour cela, la transfoee de Fourier diséte sera
introduite et son applicatioa cette question seragsenée dans la sectidn 5.4.

5.1 Modelisation d’un signal discret par peigne de Dirac
Dans le chapitrel2, la relation (2]13g& pesenée : pour une fonctiom,
I.(Sto = LL’(t(]).(;tO.

L'impulsion de Dirac permet donc dextrairesl] la valeur d’un signal (analogique)a un instant
donré ty. Il semble envisageable de I'adapter pour &l@er le signakchantillon@ {x(kT%)}
issu de leéchantillonnage la eriodeT, du signal analogique puisquéchantillonner un signal
analogique consist extraire ses valeurs aux instahfs.

Le signaléchantillon@ prend la valeur:(kT;) a l'instantkTy : I'id ée est de le madiser par
une impulsion de Dirad,r, poncerée parx(kTs). Lensemble du signachantillon@ peutétre
alors repésengé par une distribution*, voir figure[5.3 :

o0

vt =Y a(kT.).Oer,. (5.1)

k=—o00

5.1.1 Transformee de Fourier d'un signal discret

On peut obtenir I'expression de la transf@ede Fourier de la distribution distributiogafahie
par (5.1). Par libari€ et continuié de la transformation, on obtient alors :

“+o00

Fla) = > (kT Flowr,).

k=—o00

1Cest le dté « appareil phote de I'impulsion de Dirac.
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Modélisation d’'un signal discret avec peigne de Dirac
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FiG. 5.3 — SignaEchantillonie et mo@lisation avec peigne de Dirac

D’apres [2.1V), on aF[6r.|(v) = e 2™ Par suite, la transforée de Fourier d’un signal
discret s’exprime par :

YweR, Flat|v)= ) x(kT,)e " *. (5.2)

k=—o00

Pour mémoire, pour le signal analogiqueon avait :

VveR, Flz)j(v)= /+OO w(t)e 2™ dt,

t=—00

Noter que les deux expressions ont une structure similaire.

5.1.2 Transformée en Z d’'un signal discret

On peut obtenir I'expression de la transf@ende Laplace de la distributiofihie par[(5.1).
En pro&dant comme pour la transfoem de Fourier, on obtient, posir= C telle que I'expression

ci-dessous est bierefinie :
“+o00

Lla*)(s) = > a(kT)e .

k=—o00
En posant = ¢’*%, on c&finit ainsi latransfornée en 2 (voir figure[5.4) du signal discret* :

“+o00

Zl')(z) = Y a(kT)z* (5.3)

k=—o00

Elle est aussi née X (z). La variablez joue pour les signaux discrets léle de la variable de
Laplaces pour les signaux continus. Cettéfthition correspona latransfornée en Z bilakrale

2 La transfornge en Z d’un signal discrétant une &rie infinie, la question se pose de la convergence de cette
série et donc de I'existence de la transf@eren Z. La &rie ne converge que pour certaines valeurs,d®s valeurs
formant dans le plan complexe un anneau.
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FIG. 5.4 — D'un Z qui veut dire... Laplace (au changement de bgipesz = ¢7-%)

De méme, on peuté&finir unetransformée en Z monolarale:

—+00

Zla*)(z) = ) x(kTy)z " (5.4)

k=0
Linéarité La transforngée en Z est ligaire : poum etb deux €els :

Zlaz* 4+ by*] = aZ[x*] + bZ[y*].

Translation temporelle Soit le signal discrey* qui correspond au signal discret retarce de
r périodes dechantillonnage. Il est alorftini par :

Z CC (SkTS

k=—0o0

ou r est un entier naturel. Alors, dans le cas de la transferan Z bilagrale :
Y(2)=2""X(z)

et de la transfori@e en Z monola&rale :

Y(2)=27"X(z +Zm PR

5.1.3 Expression d’un signal discret ba&e sur un peigne

Exploitons maintenant le fait que le signal discretkTy) }, est obtenu pa&chantillonnage du
signal continur. Le gros inérét de la moélisation d’un signaéchantillon@ bage sur 'impulsion
de Dirac est que la valeur(kT}) peutétre directement obtenue du signgbar multiplication par
I'impulsion de Diracd,r,, ce qui correspond la relation[(2.113) c’esd-dire :

x<kT5)~5kTs = x~5kT5-
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(5.7) se eécrit alors :

En introduisant la notation de peigne de Dirac, voir fig@ 5.

Peigne de Dirac
15 T

-0.5
-3Ts -2Ts -Ts 0 Ts 2Ts 3Ts

FIG. 5.5 — Peigne de Dirac

“+o0o
Pon,, = Z OkT,

k=—00

on a alors ;
o = z.Pgn; . (5.5)

Avec cette modlisation, un signaéchantillon s’exprime comme le signal continu multilpar
un peigne de Dirac.

Remarque Sion assimile un signa une sene, on peut faire le parale entre I'extraction de la
valeur du signah un instant donmavec la prise d’'une photographie, I'impulsion de Dira@jale
role de I'obturateur de I'appareil photographique. Dans &ama ordre d’iée, I'échantillonnage
d’un signal analogique se rapproche de la prise de vuen@aographique, le peigne de Dirac
permettant de reproduire I'action d’'une cama viceo (qui par exemple enregistre 25 images/s).

5.2 De latransformée de Fourier d’'un signaléchantillonné

Nous allons maintenant relier la transfaende Fourier d’'un sign@chantillon@ a la trans-
formée de Fourier du signal analogique dont il est issu. En padiata relation[(5.5), la trans-
formée d’un signaéchantillon®@ s’exprime par :

Fla*] = Flo.Pgn, | = Flz] « F[Pgn, |.

3La repesentation graphique de cette distribution irgd’allure d’un peigne (renve}, d’ali le nom de peigne
de Dirac.
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Or
—+o00 +oo —+o00
F Z Okt | = Z F[bkr] = Z e 2,
k=—o00 k=—00 k=—00
D’apres la formule sommatoire de Poisdon
400 1 400
Z —2mikTse 5
(& = — k.
Ts Ts
k=—o0 k=—o0
Par suite,
+oo 1 +oo
F1 2 ol =7 D 0p
k=—00 k=—o00

Avec la notation peigne de Dirac, on obtient :

1
F[Pon, | = ZPan..

Par suite, .
Flx¥] = Flx] * Tpgni‘

s

4 Soit f la fonction @riodique de priode 1 @finie par :

1
vt € [07 1}7 f(t) :_(t_§)2'
Au sens des distributions, cette fonction pete cerivee deux fois. La @rivee premere f” est une fonction @riodique

de periode 1 telle que :

1
vt 6]07 1[a fl(t) = _2(t - 5)
La dérivée seconde est alors d@apar :
+oo
fr==2+2> 3,
p=—00

puisquef’ présente une discontinéitle valeur 2 pour prenant des valeurs eates relatives.
D’autre part, la fonctiory admet la @composition ené&sie de Fourier suivante :

+oo
1 1
1

Il est ici licite de deriver la somme infinie term& terme puisqu’on a@re au sens des distributions, voir la remarque
pagd 4P ou encore l&#rencel[2, Page 13]. Par suite,

—+oo —+oo .
= 4ZCOS(Z7Tn0) =2 Z el2mhe 9,
1

k=—o00

Par suite, eregalant les deux expressions de &aivke seconde dg, on obtient la formule de Poisson :

—+oo +oo
i2wke __
E e = E Op-
k=—oc0 p=—00

En faisant le changementéthellet — -, on obtient :

+oo

+oo
2k
z : el27rkTs :Ts § 5;DTS-

k=—oc0 p=—00
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Avec X*(v) = Flz*|(v) et X (v) = Flz](v), ona alors :

+oo
VVER,lvaz% ij<y—$). (5.6)

Cette relation occupe une place centrale en traitementé(riqmaﬁ du signal. Cette relation im-
plique que :

La transforn@e de Fourier d’un signal discret e&rjpdique de ;’ariodeTls.

En effet,
1 1 & 1 m
\V/VER, X(V—Fi):iZX(V—Fi—i)
En posantn’ = m — 1, on a alors :

. 1 1 = m' .
YweR, X (V+i)—i Z X(V—T>—X(V).

/

m =—0Q

Pourétudier le spectre d’'un signal discret, il suffit donc de leradtre sur I mtervalle[ T }

le resteétant @duit de ce motif par griodisation et multiplication par un facteur. Pour le si-
gnal continu dont le spectre multiplipar1/7T, est repeseng figure[5.6, le spectre du signal
échantillon®@ correspondant est ré&gseng figure 5.7, gauche.

5.3 Théoreme de Shannon

Le spectreX* du signaléchantillone est donc obtenwa un facteur multiplicatif [J‘i!ST%
en superposant le spectié du signal analogiqua X (1/ + i), le spectreX décak deTiS, a

X (1/ + TQ) le spectreX déecak de— etc.. Un cas #s ineressant est celuiio

1. Le support deX est I’mtervall@ [—Vimaz, Vmaz), VOIr figure[5.6 : cela @finit un motif ;

2. Vmax S %
Dans ce casa, quand on construit le spectfé* en additionnant les diéfrents spectre#—X
décaks de multiples d% (périodisation deF—X) les motifs correspondant aux difents spectres

ne se recouvrent pas, voir figurels.7, gauche Par suiten@idém motif cefinie par :

wel-s | LX)
W e R\ |5k, | 0

est alors en@alite X, la transfornee de Fourier du signal Puisqu’un signal est comgtement ca-
racérise par son spectre et que dans ce cas, il est possible d’oletspictre du signal analogique
a partir du spectre du sign@thantilloni@ : on peut donc #oriquement reconstituer le signal ana-
logique a partir du signakchantillon@ correspondant. Le spectre du sigaahantillonie et le

5Le terme nurérique fait Eferencea la branche du traitement du signal congaaiux signaux discrets et notam-
mentéchantillontes.
®Vmaz €St le plus petit&el positif tel quevy € R\ [~Vmaz, Vimaz], X(v) = 0.
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0.8}
S
X, 0.6}
[~
B

0.4f

0.2

FIG. 5.6 — Spectré /T, X a support bor@|[— Ve, Vimaz)

spectre du signal correspondantremdant sur I mtervalle[ 7T 2T , le signal analogique peut

étre obtenw partir du signaéchantillon@ par application d’un filtre passe-bagad de fequence
de coupur%. Nous discuterons plus eretdils de cette @marche dans ce qui suit.

12

0.8

X'(v)
o
[}

0.4

0.2

n n
n n
L} LI |
[ | L |
[ I LI |
1 | L} 1
I 1 L} 1
] 1 Li 1
] 1 L} 1
T ] . L} 1
) 1 ] 1
Li 1 L} 1
L 1 I 1
] 1 I 1
L} 1 L} 1
L} 1 L} 1

—3/?2Ts) “U(@2TS) Vi 0 Vi (2Ts) 3/(2Ts) 0 E/(sz) —1/(£Ts) 0 1/(éTS) 3/(£Ts;
) \Y

FIG. 5.7 — Spectre d'un signakhantillon@ sans (gauche) et avec (droite) recouvrement

Par contre, dans le casi 0,,,, > 2T , la périodisation deF—X entrdne unrecouvrementles
difféerents motifs, voir figure 5.7, droite. La c@ugience est que :

1 1
2T, 2T,

Jv e { } X (v) £ T,X* ().

Il n’est donc plus possible de reconstituer le signal ariglega partir du signabchantillon@.
Les deux cas sont illuss par la figuré 517. L'application de la reconstitution dénsas du
recouvrement produit alors un signal éifént du signal analogique déphrt, voir figuré 5)8. Les
différents cas de figure sont répenés figure 5.9.
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FiG. 5.8 — Spectre du signal analogique dpadrt et spectre du signal analogique recor&stto

cas de recouvrement de spectre
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FiG. 5.9 — Differents cas de figure
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| Support | GSM| MiniDV | CD audio]
Frequence
d’échantillonnage 8000 | 32000,48000 44100
(Hz)

TAB. 5.1 — FEquences @chantillonnage pour le son dans éiffnts systmes “grand public”

5.3.1 Lenseignement de Shannon

Théeoreme 5.3.1 (Tieoreme de Shannonﬂ Un signalx réel dont le support de la transfoéa
de Fourier est contenu dans l'intervalle-v,,qz, Vima.] €St enterement étermiré par ses valeurs
enkT, ou k est un entier relatif si, avee, = Ti :

1
Vimaz < 5Vs & Vs > 2Unag (5.7)

Lafrequencer,,.. estlaféquence dchantillonnage critique. Elle indique l&fjuence dchantillonnage
minimale d’un signal analogiqueénessaire pour conserver l'information utile dans le digna
echantillon®. Dans le cas d'un signal sinudal, cela correspond échantillonner au minimum

deux valeurs pargriode. La féquencéys est souvent appetfrequence de Nyquisufréquence

de Shannon

Remarque En pratique, le support du spectre d’'un signal’est ¢geréralement pas limia un
intervalle[—v,,az, Vmae] fini, ce qui correspondv,,,, = +oo : la condition [5.¥) du toeme de
Shannon ne peut donc pa@se satisfaite. Par contre, on @gralement :

lim |X(v)| =0.

[v|—=+o0

Par suite, il existe une&quence/S? finie telle que ¥v € R\ [—v2, veP ], | X(v)| = 0. Il est
donc possible d’appliquer le #oeme de Shannon de fagon appreelen prenant la condition :
v > 2U5P .

Le tableal 511 donne des ordres de grandeur éegiénces &chantillonnage utilises dans les
systmes “grand public” pour les signaux sonores.

Exemple On échantillonne le signal analogiqué/t € R, x(t) = sin(2nt) a la frequence
d’eéchantillonnage, = 1.05 Hz. Le ésultat obtenu est regsené figure 5.1D. Inter@ter.

’Claude Shannon (1916-2001) est unénggurélectricien et mathmaticien araricain. Il est particuérement
connu pour le dveloppement de la &orie de I'information au sein des Laboratoires Bell - Balephone Labora-
tories ou AT&T Bell Laboratories. lls font actuellement pardu centre de recherche ehaloppement d’Alcatel-
Lucent. Le tleoeme pesent ici est aussi appeltheoeme de Nyquist-Shannon, car Harry Nyquist qui travaillait
aussi au sein des laboratoires Bell avait avant Shannomegge Esultat. Claude Shannon est sans aucun doute I'un
des pres fondateurs de la science du signal. La diveidit ses travaux y compris les plus “ludiques” illustre bien
l'universalite et la versatili& de cette science. Soréemoire de Masteréquivalent du TFE centralien) a permis de
développer I'utilisation de I'algbre de Boole pouré&tude des circuita relais. Sa thse a d’'autre paéte consad@e
a une approche abprique de la gretique de Mendel. Ses travaux les plus fameux portent labldration d’'une
théorie matmatique de la communication. Cependantdté de cela, il a mendes travaux sur la jonglerie (son
dernier article scientifique s'intitule “Scientific aspedf juggling”) ou il a encore&laboé une machineésolvant le
Rubik’s cube.
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FiG. 5.10 — Signal analogique (trait continu) et signakchantillon®@ (points)ar, = 1.05 Hz

Exercice On consi@re le signal sinugdal = défini par :
Vt € R, x(t) = sin(27.1000.t).
Onéchantillonne ce signalla frequence/, = 44100H z, ce qui donne le sign&chantillon@ 7,
d’échantillonz;, ou T, = Vi S.
1. Lacondition du tboreme de Shannon est-elle satisfaite ? Si oui, quelle ém@st€£quence ?
2. On construit un signal discrg};, ou NV est un entier naturel partir du signakéchantillon@

r}, de la fagon suivante :
VE, Yk = TNk

ce qui revient prendre uréchantillon surN de {z;},. On parle desouséchantillonnage
ou down sampling en Anglais. On envoie vers un haut parlesignauxzy, , i, et
Ysor,» VOIr le tablead 5]2. Ecouter I&sultat obtenu. Que constatez-vous ? Integx les
différences notables qui apparaissent entre certains signawus inspirant des raisonne-
ments effectas dans cette section. Le lecteugigsg pourra @rérer ces signaux gce au
sctema Simulink repeseng figure 5.111 et disponible sur le serve@dpgogique.

Cliquer pourécouter Cliquer pourécouter Cliquer pourécouter

* * *
I, Yio1, Ysor,

TAB. 5.2 — Sons assa&s aux signauxry, , 7,r. etyir,

5.3.2 De l'art de bienechantillonner

Les signaux analogiquestchantillonner ne sont pas les signaux physiques eéxes mais
leur mesure par des capteurs. Touépbnene de mesure s’accompagne d’'umdtion que I'on
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o

BFFT
Spectrum

ﬁ Scope T < } }>

J/ To Audio
L] g 10 Device
Sine Wave Downsample
AppliShannonSinus 10.wav
> |:| |:| To Wave File
Ladl
xk

txk

FiG. 5.11 — Scbma Simulink pour grérer les sons

b
+
X mesure de x / X*
—> > —>
. _/
Ts
CAPTEUR

t plitud

\\

//
\
/

o
~—
Spectre en amplitud
<
= il

FiG. 5.12 — Effet du bruit
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appelle @réralement bruit : la co@guence est que @me si le support du spectre du signal
est bien boré et de la formé—1v,,42, Vimaz|, il €St improbable que le support du spectre de la
mesure du signal soit bagnun bruit modifiant de facon notable le spectre du signdiartes
frequences, voir figufe 5.112. La solution est d’introduire lirefpasse-bas avanéhantillonnage
de frequence de couputs,,., voir figure[5.18. Ce filtre qui est foetnent analogique est appel
filtre anti-repliement Il permet déviter le recouvrement élimine I'effet des bruits en hautes
frequences.

b(t)

+ l
x(t) mesure de x(t xk

* = T s B Ts

Y
\ 4

CAPTEUR

FiG. 5.13 — Principe de la clve d’acquisition d’un signal continu et de sa transforpratn
signaléchantillonte

5.3.3 Del'artde reconstituer un signal continua partir du signal échantillonné

On suppose que la condition (b.7) d@éteme de Shannon est satisfaite. Comme on I'a vu
dans la section gredente, la reconstitution du signal contéapartir du signaéchantillone est
bage sur le fait que

— La transforng@e de Fourier du signal continu égalea la transforrée de Fourier du signal

échantillon® multipliée par lagponse fequentielle d’'un filtre passe-ba$al de fequence
de coupure; :
Vv eR, X(v)=TX"(v)rect (Tsv).

— En utilisant la transforée de Fourier inverse, = F~![X], cette expression devient dans
le domaine temporel :

+o0
x = Tyx™ x vgsinc(vge) = Z x(kTy).0r, * sinc(vge)
k=—o00
et donc
+o0
VteR, a(t)= Y a(kT.)sinc (vt — kT)).
k=—0oc0

Cette derrgre formule donne une @hode explicite pour&erminer le signal analogique
connaissant tous leéchantillonsc(k75) : « est obtenwa partir du signaéchantillon@ par appli-
cation d'un filtre ickal passe-bas deéfjuence de coupurg,, voir figure[5.14. Elle souffre de
plusieurs incongnients majeurs. D’une part, pour obtenir la valeurzcel'instantt, xz(t), il est
nécessaire de conitee tous leschantillonsz(kT), y compris ceux qui sont a@s l'instantt et
donc dans le futur. La reconstruction n’est donc pas causalgui est cobrent avec I'utilisation
d’'un filtre passe-bas @hl : nous avons vu dans le chapitrégdent que I'incongnient majeur de
ce filtre est qu'’il n’est pas causal. De plus, le nombre tdtathantillons Bcessaires pour le calcul
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Y

x(t) X X (t)
/ | >

Ts

FIG. 5.14 — Principe de la reconstitution d’un signal continpartir du signaéchantillonre

dez(t) estinfini! Une telle expression ne peut ddtee utile qu'appligée en temps diéfrédl sur
des signaux pogslant un nombre fini &chantillons non nuls. Laésance de TD 5 est consaer
a I'etude d’'une rathode applicable en tempsel eteéconomique en nombre de calcukeffec-
tuer pour reconstituer une approximation du signal anglega partir du signabchantillone
correspondant. Cetteathode est par exemple applegudans les lecteurs CD.

5.4 De la transformee de Fourier discete aux analyseurs de
spectre nunerigues

Dans les chapitres peedant, nous avons vu I'importance de I'analyse spectrale |goca-
racérisation des signaux, cette analyse reposant suté&amination de la transfor@e de Fourier
du signal. C’est pour cela que I'analyse spectrale estésilitans de nombreuses applicatioassi
par exemple au traitement du son (par exemple codage MR'®tude du comportement vibra-
toire de systmes n@caniques, etc... La question de sa mise en ceuvre pratiggenescruciale.

Dans les exemples adamhiques d’analyse spectrale que nous avons pu abordeggikss’
sait de signaux pour lesquels on avait une expression aqatyéxplicite. De plus, ces signaux
etaientélementaires : I'expression analytigétait alors suffisamment simple pour permettre de
déterminer par calcul formel la transfoem de Fourier du signal.

Malheureusement, les applications sont ernegal beaucoup trop complexes pour qu’une telle
demarche puissétre appligée : souvent, on ne connait pas d’expression analytiqueydalst si
on en connaissait ueelle serait probablement beaucoup trop complexe pourgiod&terminer
par calcul formel sa transfoi@e de Fourier. Puisque le calcul formel ne peut @as mis en
ceuvre, il est @cessaire de recourir au calcul nengque.

Un cas typique d'application est I&alisation de I'analyse spectrale d’'un signal physique
a partir de son acquisition (ou mesure). La situation estimee par la figuré 5.15. Un signal
physique est un signal analogique, c’astlire une fonction: définie surR (trait fin sur la figure).
Il est mesué au cours d’'une exgrience qui dure un temgs : cela permet deé&finir la fonction
xr, qui est suppd=e étre nulle en dehors de l'intervalle de temps sur lequel Iaure aéte
effectiee etégala x sur l'intervalle de temps de mesure (trgpais sur la figure). Cependant,
la mesureétant effectée par un dispositif technologique, au vu des technologiaseles, le
signal mesw& sera enéalite le signal discret;. obtenu pachantillonnage du signat, (les

8Le calcul des valeurs(t) n’est fait que quand tous léxhantillonsz(kT) ont é mesugs : la conéquence
pratique est que le valeuit) ne peuitre calcuke qua un instant; > t.
A supposer qu’elle existe.
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FIG. 5.15 — Mesure, d'un signal physique (trait fin)
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echantillons du signal discret sont les points rouges dglad). Puisque I'on ne dispose que du
signal discretr’, pour estimer le spectre du signalse posent deux questions :

1. Peut-on estimer correctement le spectrerdepartir dex?, ? Si oui, sous quelles condi-
tions ?

2. Comment calculer “efficacement” le spectre d'un signairdita support temporel boertel
quexry ?

Pour epondrea la premére question, il estétessaire de comparer les spectres der, et
vy . Comme cela &t étudé dans la section 3.5, pagel 87, le passage der, corresponc
une ofration de feétrage rectangulaire, ce qui entra forément une égradation du spectre,
degradation qui peuktre diminge par application sur le signaj., d’'une feretre adape telle
que la feetre de Hanning ou la fé&re de Hamming. Le spectre du signal correspondant
auqguel un feétrage appropei aéte appliqe constitue une estimation du spectrerd®&lous ver-
rons dans la sous-sectibn 514.3 que lettemge peuttre effecté sur le signakj, obtenu apés
échantillonnage der,. Enfin, d’apes la section @édente, si la @riode déchantillonnage peut
étre choisie conforément au teoeme5.3.]1 (TBoeme de Shannon), le spectrexde peutétre
compktement reconsti@a partir du spectre de;. . En conclusion, il est donc possible d’obtenir
une estimation du spectre de partir der;, , a condition de choisir unegpiode déchantillonnage
qui satisfait le TRoeme de Shannon et d’effectuer unemtion de featrage sur?, .

La seconde question est abeeddans la sous-section suivante. Pour &mgur, I'efficacié
est unélement crucial pour la mise en ceuvre de I'analyse spectraespéctre du signal doit
étre calcud avec un cbt le plus faible possible, le ébétant mesw par le nombre d’ogrations
arithmétiques effectées. Or le nombre dchantillons non nuls dej. peutétre extemement
important. Par exemple, comme nous I'avons vu en introdnau chapitré]3, la mise en ceuvre
de la compression MP3 est lé&ssur des analyses spectrales effeesusur le soa compresser
déecoug par intervalles de temps. D'aw le tableal 511, lagpviode d’un signal sonore pour un
CD est de 44100 Hz, ce qui veut dire qu'une minute de musiquéd €D est repesenge par
N = 2 millions 646 milles échantillons! Pour que la compression MP3 s’execute en mpge
raisonnable, il est donc in@patif de diminuer au maximum le @bde I'analyse spectrale.

Comme la relation entre le spectre det le spectre de,, dans la sectioh 3.5 ainsi que le
traitement applique z7, pour obtenir un signal dont le spectre est une meilleurenasiton du
spectre de: que celle donée par le spectre de-,, la sous-section suivante @udier I'estimation
efficace du spectre de;, a partir deschantillons de’’, . De fagona alleger les notations;y, est
noté x, ce qui revient supposer que est un signah support temporel boén

5.4.1 TFD pour le calcul du spectre de signau& support fini

Soitun signal continu tel quevt € R\[0, 7,[, z(¢) ~ 0. Ce signal est mesg@etéchantillon@
avec une priode déchantillonnagé’; sur l'intervalle de temp§), 7,[. Le temps d’acquisitioff,
du signal est suppéstre un multiple entier d& : 7, = NT. Le signalechantillon@ obtenu est

donre par :
+00 N-1

= Z x(kTy).0pr, = Zm(kTs).(SkTs.
k=—00 k=0
D’apres [5.2), la transforée de Fourier du signékhantillon@ est donée par :
N—-1
YveR, Flz*|(v)= Z z(KT,)e 2mkTsv (5.8)

k=0
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Cas alil n'y a pas repliement de spectre En I'absence de repliement, d'&srla sectiof 513,

Vr e {—% 2” X(v) = T,X*(v)
et donc[(5.B) donne :
1 e .
Vv € {_2_:&’ ﬁ} , X(v) = Ts;x(kTs)eQ’”kTS”. (5.9)

] - . . 1 1
L'expression[(5.9) montre comment il est possible de calqubur toute valeur de € [—ﬁ, 57 |

la valeur du spectre du signal contiaila frequence a partir degchantillons{x(kT%) }c (o ... (v_1)}-
Dans la suitez(kT}) est plus succinctement réot;,.

En pratique, les calculs s’effectuant sur un ordinateuruows microprocesseur, on ne calcule
- . - 1 1 .
X (v) que pour un nombre fini (paity de valeurs der € [ [ LV =y = 7o pour

2Ty 2T NT;
ne{-%,..., § -1} cequidonne:
N-1
N N . kn
Vn € {—5,..., 5—1}, X () | =T ) ape ¥ (5.10)
VENT T k=0

Xn

3]

Le calcul deN points du spectre de se ranéne donc au calcul d{aXn}ne{fﬂ
N
facteur multiplicatif pes. De plus X,y = X,,. En effet,

y_gpaun

N-1 (i)
_ 7. (n+
XnyN = E zpe RN

o
o

=

—orik 2
T 2 lk’,N — Xn
0

£
I

On en @duit que :
{X”}ne{—%,...,—l} = {Xn}ne{N (N-1)}

IR A
2

Par suite, caIcuIe{Xn}ne{fN ¥ se ranénea calculer{ X, }.cqo,.., (N1}

{ X tneqo...., (v—1)) est appedeTransfornge de Fourier Disceté] de {Zk}reqo,..., (N—1)}-
Notation

{zp} — {Xn}
Transformation directe N
X, =S ape W (5.11)
k=0
Transformation inverse N
1 «— < kn
1= 3 X, (5.12)

100n prendra soin de ne pas confondre une Trangferae Fourier Diséte et la Transforée de Fourier d’'un
Signal Discret telle queéinie par[(5.R).
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Partant dg{x }reqo,..., (v—1)}, 1€ calcul de{ X, },.cqo...., (v—1)} S'effectuea partir de[(5. 11k 'aide

d’'un nombre fini d’'ojgrations arithratiques. Nanmoins, en pratiquéy peutétre (tes) grand.
D’apres le tableau 5l 1, laapiode déchantillonnage d’un signal sonore pour un CD est de 44100 Hz,
ce qui veut dire qu’une minute de musique sur 1 CD estsgnee parN = 2 millions 646 milles
échantillons et une heure 10 minutes correspnd = 185 millions 220 milleéchantillons. Le
calcul nunérique de la Transforée de Fourier Diséte{ X, },.c(o,., (v—1); par la formule[(5.111)
colte (N — 1) multiplications complexes, le &b des additiong&tant régligeable par rapport au
colt des multiplications. Poul grand, le temps de calcul esé$rlong, ce qui limite fortement
l'int érét pratique de ce calcul. Afin de réudliera ce probéme, pludt que d'utiliser nd&vement

les formules[(5.11) et (5.12), un algorithme efficace appensfornée de Fourier RapidéTFR

ou FFT en Anglais) &€ developg. Il s'applique dans le casuaV est une puissar@de 2.
L'algorithme FFT permet de calculer la Transf@ende Fourier Diséte {Xn}ne{o,..., (N—1)} €N
effectuant% log, (V) ou log, repiesente le logarithme de base 2, ce qui fait un nombre de multi-
plications complexes qui augmente beaucoup moins vite aveoir figure[5.16

N
o
o
o

== TFD 4
—FFT .
2000t P

1500} & ]

1000+ 7 1

500 o 1

Nombre de multiplications complexes
~

0 10 20 30 40 50

FIG. 5.16 — Cdit du calcul de la TFD pal(5.11) versus FFT

Une minute de musique sur 1 CD etant &g@née parN = 2 millions 646 mille échantillons,
le calcul nunérique de la Transforée de Fourier Diséte par la formule(5.11) ce plus der x
102 multiplications complexes alors que le calcul par FFTliteanoins de x 10" multiplications
complexes soit une défence d’ordre de grandeur de 100 000! L'algorithme FFT exiramne
sousMatlab avec la fonctiorfft ;

>> help fft

FFT Discrete Fourier transform.
FFT(X) is the discrete Fourier transform (DFT) of vector X. For
matrices, the FFT operation is applied to each column. For N-D
arrays, the FFT operation operates on the first non-singleton
dimension.

11 existe M tel queN = 2M. Si ce n'est pas le cas, il suffit de corafgr{z;} par2™ — N zéros @i M est le
plus petit entier tel qués > log,(N).
1250usMatlab , l'indice du premieelement d’'un vecteur est toujourset jamais).
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()
For length N input vector x, the DFT is a length N vector X,

with elements

N
X(k) = sum x(n) =*exp(-j *2xpi *(k-1) *(n-1)/N), 1 <= k <= N.
n=1
The inverse DFT (computed by IFFT) is given by
N
x(n) = (/N) sum X(k) *exp( j *2+pi *(k-1) *(n-1)/N), 1 <= n <= N.
k=1

La fonctionfft permet aussi de traiter des preiries o N n’est pas une puissance de 2, comme
I'exemple qui suit. Dans ce cas, elle est moins efficace ce’gst pas @nant pour 'exemple car
il est de petite dimension.

Bilan
— L'intervalle entre deux points&quentiels deX () calcuks par[(5.10) e% = T% ;
— Uy = 7% est la largeur de l'intervalle &quentiel sur lequel des valeurs Hesont calcudes;
— La mesure déV echantillons temporels, permet de @terminerN points du spectreX
dezx.
Le calcul desechantillonsn € {-%,..., ¥ -1}, X (%) se rangéne au calcul de la trans-

formée de Fourier diséte{ X, },c(o,.., (v—1)} Voir la formule [5.1D) et la discussion assaei On

a alors :
vne{-5,..., -1} X(v) | =T Xnin

V=NTs

vne{0,..., ¥ -1} X(v) | =T, X,

La démarche de mise en ceuvre éstunee figurd 5.117.

Exemple Consicerons le signat: défini par
VteR, x(t) =t 'T(t)

ou I" est I'echelon d’Heaviside. Sa courbe répentative est repsenge figurd 5.118. La fonction
est strictement&kcroissante, de limitegalea 0 quand tend vers l'infini. On peut consater que

pourVt > 5, z(t) ~ 0. Par suite, on choisif, = 5s. Ce signal estchantillon@ avec une @riode

d’échantillonnagé’, = %s soity, = 8 Hz, voir figure5.18. AvedV = 40, on a bienl, = NT,.

Dans cet exemple, la transfoe@ de Fourier du signal peutétre calcude de facon ligrale :

2
YweR, Xv)=—————. 5.13
veR, X(v) (2riv + 3)3 (5.13)
Pourv > 0, | X(v)| est une fonction strictemeng&droissante de. De plus,| X (1/(27s))| =
1.2334 x 10~* =~ 0. Par suite, on peut congter que la condition du &oeme de Shannon
(condition[5.7, pagke_120) est satisfaite. Le spectre eniaudpl| X*(v)| du signaléchantillon@
est repeseng en noir figuré 5.19. L'amplitude dgl, X, }.cqo,.., (v—1)} €St repésenge en bleu

figure[5.19, 'amplitude deX (ﬁ) en rouge poun € {—%,..., —1} et en bleu poun €



130

HAPITRES

Echantillonnage

DE L'A NALOGIQUE AU NUMERIQUE

Calcul de TFD

: b

.ﬂ
f‘ Astimation
A spectre

Fic. 5.17 — CEmarche de mise en ceuvre de la TFD

Période d'échantillonnage T,=0.125s
T

FIG. 5.18 — Signat?e3'T'(t)
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o
o
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“

1 .
Transformée de Fourier du
'%'ignal échantillonné

/

o
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N
T

o
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sn
pour n 0 0,..., (N-1)

Spectre en amplitude
° o °
o o o
N w B
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o

o
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A
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Fréquence v en Hertz

12

FIG. 5.19 — Spectre en amplitud&™(»)| du signalechantilloné

{O, ce % — 1}. On constate que les vaIeursNe(NLTs) calcukes par la transforée de Fourier
discrete cancident bien avec les valeurs obtenagsartir de[(5.13).

Cas au il a repliement de spectre Cependant, dans le cas & support d’un signal continu est
un intervalle borg, le support de sa transfoe® de Fourier n’est pas b@nll y a donc forément
repliement de spectre. On a alors :

+00
X, = Z v X (TE — mgN) =X <T£) + Z v X <T£ — mT;N)

m=—00 m#0
o

terme de repliement

Néanmoins, on peut s’arranger pour que son effet sur I'estmde X (%) via l'utilisation de
la TFD soit pratiquement faible.

5.4.2 TFD pour le calcul du spectre de signauxgriodiques

Nous allons voir que I'utilisation de la transformation dmiFer discete permet de@terminer
l'intégrali€e du spectre d'un signal contin@odique. C’est le grand avantage de ce éapdr
rapport au cas tra@tdans la sous-sectionguedente. Cependant, pour les applications pratiques,
le cas pecedent est beaucoup plusénéssant, ce que motivera I'exemple de cette sous-section.

Dans la sous section 2.6.4.1, pageé 45, nous avons vu que :

| La transfornée de Fourier d'un signakpiodique est diseéte. |

Un signal @riodiquex correspond la periodisation d’un signal motif,,..; s, voir figure[5.20 : la
transfornge de Fourier du signaEpiodique est alors obtenugun coefficient multiplicatif prs,
par la discetisation de la transforee de Fourier de la fonction motif. Cela se retrouve dans les
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fonction motif
0.08 T T

0.06

0.04

0.02}

t
fonction périodique
0.08 . .

0.06 54

004y ¥

0.02

b Mso

10

Tmotif * 57T Tmotif *0 Tmotif * (ST

FiG. 5.20 — Fonction griodique et fonction motif 2 = 47 * PN,
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expressions maématiques. Aved’ la période du signal @riodique, un signal griodiquex est
reliee au motitr,, ., ; par :

T = Tmotif * PONp.
En prenant la transforee de Fourier de cette expression, on obtient :

1
Fla] = Flwmotis)- 7PN (5.14)

Pour un signal griodique de priodeT’, la transfornée de Fourier est disgte avec un pas dg.
D’autre part, nous avons vu qu’un sigredhantillon@ avec une @riode déchantillonnage dé;
a une transfori@e de Fourier @riodique de fariodeT%. D’ou le tableal 5]3.

Signal | Spectre

Domaine|| Temps| Fréquence

Période T L

Pas T,

Nl

TAB. 5.3 — Temps fequence pour un signaégodiqueéchantillon@

La relation [(5.14) permet deéduire le calcul de la transfoée de Fourier d’une fonction
périodiquea celle de sa fonction motif,,..is. Or z,,..;y €St une fonctiora support boré de
longueur?’. Si on pro@dea I'acquisition deN échantillons{z;,} xc(o,.. (v—1)} @vec une priode
d’echantillonnagéd’ telle que le temps d’acquisitichi, = NT; soitégala la geriodeT” du signal
périodiquez, d’aprs la section f@oedente équation[(5.9)), on a, en I'absence de repliement de
spectre :

1 —2mikTsv
VVG[ 2T’2T]’ Xonotif(V Tg re

Sinon Xnotif(v) =0
Par suite, puisqué’ = Xmotif.%Pgn% et pourN pair,

X motzf < Z 0 1{)

1 < 1
+5
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En conclusion, en I'absence de repliement de spectre, posignalx périodique de priode
T échantilloni@ periodeT telle queT = NTy, le calcul de la TFD assaee permet de@erminer
l'int égralie du spectre de :

+ﬁ
T,
X = T Z Xn(;n%

__N
n=-s5

ce qui d’'un point de vue #rorique est remarquable.
Exemple Soit le signal griodique de priodeT" = 1s cEfinie par :

1
Vie R, z(t)=sin (ZWTt) :

Le signal eséchantillon@ avecT,; = 0.1s et on fait I'acquisition deV = 10 échantillons. Par
suite, T, défini parT, = NT, esttel quel, = T . Le calcul de la transforée de Fourier diséte
par la fonctionMatlab fft ~ donne le esultat pesené figure[5.21L. Le&sultat est bien cdrent
avecF|z] : en effet, nous avons vu dans le chagiire 2 que

0.6

sin(2m/T)
0.8 — sin(2nkTs/T) 1

05 p

0.4

0.3F

=)
TITIX |
s n

0.2
uT

0.1f

-1 : : : ® ° ° ®
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 2 4
t Fréguence v=n

®
6 10
/T

FIG.5.21 —z et | X, |

Maintenant imaginons gue nous ne connaissions pas exattknfi@quence du signabpiodi-
que : la @riodeT; est alors choisie telle quUE, # T', par exemple, avet, = 0.11s,7, = 1.1 s.
La figure[5.22 pesente le&sultat obtenu. On constate qu'une modification de seuleh®h de
T, a des effets importants. ERgalite, la transforrée discete repesenge figurd 5.22 correspond
au spectre du signabgpiodique dont le motif estéfini par :

1
YVt € [0, Ta[, xmotif(t) = sin (277'?75)



G. SCORLETTI

0.8
0.6
041

0.2

VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012

sin(2mt/T)
— SIN(2TT kTS/T) 1

0.2

0.4

0.6

FIG.5.22 — etL:

TITIX |
n

s

0.7

0.6

I
S
T

o
w

0.2
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Fréquence v=n/T

X,| avecT # NT,

FIG. 5.23 — Fonction motif pouf, = 0.11s

10
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soit ce qui est refsené sur la figuré 5.23, ce qui ne correspond plus au motif d’'unetfon
sinusadale : il est donc normal de ne plus avoir le spectre d’unetfon sinusidale.

En pratique, comme on ne connait pas éament exactement l&epode d’un signal eriodique
aétudiels, on traite un signal@riodigue comme un signal quelconque, tel que celagsitdlans
la sous section suivante.

5.4.3 Principe de I'analyseur nungérique de spectre

0000
(ofaYa (ol
01610 10)

ad

L

060¢
0.0,0.0;
{0

il QeEe |
Lee ¢

FIG. 5.24 — Analyseur de spectre nariqueTektronix  (Source photo http ://www.tek.com)

%%7~%>»JH~%>»MML

Sine Wave Zero-Order FFT
Hold Spectrum
Scope

FIG. 5.25 — Analyseur de Spectre sdbisnulink

Un analyseur nugrique de spectre est un appareildctronique nur@rique servana esti-
mer le spectre d’un signal megusur un intervalle de temps b&nUn exemple est pseng fi-
gure5.24. SouSimulink  (avec la librairieSignal Processing Blockset ), I’ équivalent
de I'analyseur de spectre est3pectrum Scope , voir figure[5.25.

Les differentestapes de I'analyse e&pmentale du spectre sont répenées figuré 5.26.

13’ objectif de 'analyse spectrale pedtre justement deéderminer cette @riode !
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b(t)

X mesure de x

CAPTEUR

Y

Ts

STOCKAGE de N
échantillons Xk

N échantill

transmission de

ons

FENETRE de
PONDERATION

transmission de

N échantillons pondérés
y
Calcul de
FFT
transmission de
N valeurs de TFD
A

Estimation du spectre de
X

FIG. 5.26 — Etapes de I'analyse eqmentale du spectre
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1. Le signalx estéchantillone en tempséel avec une griodeT, qui aété choisie de facon
adequate, voir sectidn 5.3.

2. Leséchantillons{z; } obtenus sont stoés dans une &moire de capa@t\ : cette némoire
contienta chaque instant |e¥ derniersechantillonse, dex.
3. Toutes lesnT, secondes, avee < N, lesN échantillons stodks sont transmis de faca@n
effectuer une opration de featrage temporel.
4. Apres feretrage, la TFD est caloe pour lesV échantillons transmis,, par application de
I'algorithme FFT, voir section 5.4.1.
5. A partir du calcul de la TFD, une estimation du spectre: @est obtenue et est regseng
graphiquement.
Pour mettre en ceuvre le fetnage temporel sur un signal discret, il suffit de coeed une version
discrete des fe@tres. En notant quE, = NT, et que l'on s’inéresse aux temps= kT, on a
apres simplifications :
Hanning

ke{0,---,(N—-1)}, wk:%—%cos(%r%)
Sinon, w, =0

Hamming
ke{0,--,(N-1)}, wy=a—(1—a)cos (27L)
Sinon, w, =0

Les fonctiondMatlab hanning  ethamming donnent, pour uV donrg, le vecteur des coeffi-
cientswy, k € {0,--- , (N —1)}.

Remarques

1. Lesétapes 3 5 sont ekcukes toutes lesnT, secondes : uneésie de TFDs est donc
calcuke, deux TFDs successives ayant en comivua m échantillons. Il y a donc un
recouvremeflfl des deux ensemblesathantillons.

2. Des variantes sont possibles. Par exemple, I'estimaliospectre de peutétre faite non
pasa partir d’'un seule TFD mais en faisant la moyenne de plusi€BDs.

3. Lutilisation d’un analyseur de spectre ou du bgectrum Scope ne peut donner de
résultat correct que si
— La periode déchantillonnage;
— Laferétre de ponération;
— Le nombre déchantillonsN pourla TFD;
— lintervalle de tempsnT, entre deux TFDs
sont correctement choisis. Ce document de cours vougseipk tous leslements dispo-
nible pour ce choix : il ne vous reste plus guéflechir...

5.5 Enrésune
Afin d’améliorer l'interactivié de I'enseignement, le lecteur est idatecrire le Esungé de ce

chapitre de cours en cong@tant le tableau 5.4 : merci d'y indiquer quelles sont refatientre le
spectre d’'un signal analogique le spectre du sign@&chantillon®@ z* et la TFD correspondant.

YEn Anglais, overlap.
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| SPECTRE || Signal discret \ TFD |
Signal continu

Signal discret X

TAB. 5.4 — Tableau de relations entre les spedresmpleter

5.6 Annexe du chapitre : exemples de scriptsht | ab

Pour I'exemple page 129, le scriptatlab ci-dessous permet d’obtenir la figure 5.18 et la
figure[5.19.

% Trace de la courbe representative de x(t)

Ts = .125;
tfinal = 5;

t = 0:..01:(tfinal-Ts);
Xt = t°2.  xexp(-3 *t);

figure, plot(t, xt);
hold on

% Traceé sur la m eme figure des  echantillons
kTs = 0:Ts:(tfinal-Ts);

N = length(kTs);

xkTs = kTs."2. *exp(-3 =*KkTs);

stem(kTs, xkTs, '.")
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% Calcul de la TFD
Xn = fft(xkTs);

% Representation des points du module du spectre X
% obtenu a partir du calcul de la TFD

figure, stem( (0:(N-1))/N/Ts, Ts *abs(Xn), 'b. )
hold on
% Trace sur la m eme figure de la courbe caract eristique

% du module du spectre X

freq
Xfreq

(-1/2/Ts):.01:(+1/2/Ts);
2 *abs(1./(sqrt(-1) * 2% pi *freq+3).”3);

plot(freq-1/Ts,Xfreq,’k-" ); plot(freq,Xfreq,’k-" );
plot(freq+1/Ts,Xfreq,’k-")

stem( ((-N/2):-1)/N/Ts, Ts *abs(Xn((N/2+1):N)), 'r.")



Chapitre 6

Filtrage numerique

Le filtrage frequentiel est une @pation importante en traitement du signal. Dans le chelBitr
sectiori 3.4, nous avorggude le filtrage fequentiel analogique, ce qui correspa@nah systme de
convolution continu. Manmoins, une part importante et toujours croissante dersgs techno-
logiques incorpore des sgshes délectronique nui@rique, ces syemes incluant de nombreuses
opérations de filtrage. Dans ce contexte, le filtraggfrentiehumériqueest largement plus utiks
gue le filtrage fequentiel analogique. Par exemple, le filtrage qui est eiédors de la compres-
sion MP3 est engalite un filtrage nurarique et non analogique. Cependant, les filtres analogiques
restent incontournables powgaliser des filtres anti-repliements ou enEqireur des applications
pour lesquelles la rapiditest teés importante.

Ce chapitre s'irtresse donc au filtrageéfjuentiel nuraérique qui travaille sur des signaux
discrets. Apes avoir @fini les systmes de convolution discrets (sectionl 6.1), la concepteon d
deux grandes classes de filtres sera admrdes filtresa Reponse Impulsionnelle Infinie ou filtres
Rlls (sectior 6.R) et les filtred Reponse Impulsionnelle Finie ou filtres RIFs (seciion 6.3).

6.1 Convolution discrete

6.1.1 Produit de convolution discret et systmes de convolution discrets

Tout comme les systes de convolution continus (chapitde &aient assoés au filtrage
analogique, la mise au point de Sstes de filtrage nuémique est ba&e sur les sysimes de
convolution discretsé&finis par la distribution :

+o0
W= )" hidir,

i=—00

qui, a une entee
+oo

*
f— g Lo O,

m=—0oQ

associe la sortie
+o0
y* = Z ynénTs

n=—oo

1Ce qui est de moins en moins vrai.

141
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telle que
Yt =h"*x" (6.1)

T, désigne ici la priode déchantillonnage.

A partir de I'equation[(6.11), peut-on trouver une relation qui lie deeoént lesy,,, h; etz,, ? Pour
cela,ona:

+o0 +oo

y* = h¥xzr¥ = Z Z hzxméqu *5st
M=—00 1=—00
—+o00 —+o0

= Z Z hil’m5(i+m)TS

M=—00 1=—00

+oo +00
= Z (Z hzxn—z) 5nTS'

n=—00 \i{=—00

+oo
Par suite, puisqug® = Z YnOnT,

n=—oo

Cette expressionéinit le produit de convolution discredinsi que le sygime de convolution
discret assoéi.

Exemple Soit le signal discret* = 9. Il peut s’exprimer pat, = 1 etz,, = 0 pourm # 0. Par
suite, la sortie/* = h* x x* est donge par :

h* est bien lagponse impulsionnelle du sgshe de convolution.

On parle de sysime de convolution :
Causal si
a Réeponse Impulsionnelle Finies'il existei,,;, < inq. tels que

Vi < Tomins h; =0 et Vi> - h; = 0.

Abréviation en Francais RIF et en Anglais FIR.

a Réponse Impulsionnelle Infinie s’il n'est pasa reponse impulsionnelle finie. Abviation en
Francais RIl et en Anglais IIR.

Remarque Un syséme de convolution continugdini par une fonction de transfeft(s) réelle
rationnelle ens ne peut pas avoir un&ponse impulsionnelle finie. Unéponse impulsionnelle
finie est donc une geificite des systmes discrets.
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6.1.2 Syséme de convolution discret et fonction de transfert

Soientz* ety* tels quey* = h* x z*. Nous avons vu dans la sous secfion 5.1.2 que la trans-
formée en Z des signaux discrets s'obtergafpartir de leur transformation de Laplace suivi du
changement de variable= ¢’s*. Par suite, ave€ qui repesente la transforée de Laplace et en
utilisant [3.5), page 70 :

Lly*] = LIW*] L[]

se eecrit :

avec

+oo +oo +oo +oo
F(z) =L ( > mm) = > hL(Gr)= Y he =Y hz (6.2)

1=—00 1=—00 1=—00 1=—00

F(z) définit la fonction de transfert assée au sygtme de convolution discret. Dans le cas d’'un
RIF:

tmax

F(z) = Z hiz ™"

Dans beaucoup de cas de gyses de convolution causaRll, la fonctionF'(z) peut s’exprimer
de la fagon suivante :

(6.3)

avecay = 1. Le syseme de convolution discret correspoaida fonction de transferk’(z) est
stable si les racines du polgme au énominateur dé" :

Na

5 alz_l

=0

sont de module strictement &rieura 1. Les racines de ce polyme sont appéks ples de la
fonction de transfert.

Lint érét de la formulation[(6]3) appdtdorsque I'on revient dans le domaine temporel. En
effet,Y (z) = F(2) X (z) se €écrit :

(Za alzl> Y(z2)= (Z bjz]) X(z)

soit

i az Y (2) = i bz X (2) (6.4)
1=0 Jj=0

Or, d’apes la sous sectidn 5.1.2,'Y (z) est la transforrée en Z du signal discret

n=-+00

Z yn—l(snTS .

n=—0oo
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L’ equation[(6.4) est donc obtenue par transfaeran Z de :

Na n=-4oo np n=-4oo
ZCL[ ( Z ynldnTs) = ij ( Z xnjdnTs) (65)
=0 7=0

n—=——oo n=—oo

ce qui se eecrit enéchangeant les sommations :

n=+oo Ng n=-+00 ny
> <Z al%—z) O, = Y (Z bjxn_j> Sy, (6.6)
=0 j=0

n=—oo n=—oo

ce qui nenea :

Na

ny
Z QYp—1 = Z bjxy,_;. (6.7)
=0

=0

Puisquezg = 1, on obtient ainsi la relation dé&currence :

Yn = Z bjxn—j - Za A Yn—1- (68)
=0 =1

L’ équation[(6.R) elle corresporda cefinition du produit de convolution :

+oo
Yn = Z hin_;.

1=—00

L’ évaluation dey, a partir de cett&quation demande un nombre infini déptions alors que
I évaluation dey,, par 'equation[(6.8) n’en demande qu’un nombre fini.

Remarque L' équation[(6.]7) peuditre directement obtenaepartir de Iequation([(6.4) en replacant
les termes du type~'Y (z) pary,_;.

Exercice Le syseme de convolution&fini par la fonction de transfeft(z) = z + 27! est-il
causal ?

La reponse fequentieller* d’'un syseéme de convolution discret est la transféerde Fourier
de sa eponse impulsionnellz*. Par suite, la@&ponse fequentielle/* est geriodique de priode
Tis. Si un systme de convolution discret, causal et stable, éfhdpar une fonction de transfert
F(z) alors

Vv e R, H*(v)= F(e*™7).

XXXXX

On peutétablir un parakle entre les fonctions de transfert continues et les fonstde transfert
discretes, voir le tabledu 8.1 et la figure6.1.
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L
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N
o
AN

I
ol
o
o

| | Continu \ Discret |
400 +oo
Produit de convolutior / h(r)z(t — 7)dT Z Rty
s—%s In(z)
Fonction de transfert F.(s) e F(z)
Z(:e_‘
Stabilie \ pole_s quc(s) poles def'(z)
a partie eelle< 0 de module< 1
Réponse fequentielle F.(2riv) F(e?mvTs)
TAB. 6.1 — Parakle continu discret
E Z—eTsS St " EE T HE 2 ,“
: —_—
“““““““““““““““““““““““ : 82%5 ln(Z) E 15 1 05 0 05 1 15 2

FIG. 6.1 — Localisation destes des fonctions de tranfert continu et détercorrespondantes
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6.2 Conception de filtresa réponse impulsionnelle infinie

Dans la sous sectidn 3.4.3, pdge 77, nous aebndié la conception de filtres éguentiels
continus. Licke est de concevoir un filtregfquentiel discret en utilisant les relations qui existent
entre les systmes continus et les sgshes discrets. Pour cela, on va adopteElmdrche suivante :

1. Conception d'un filtre continu qui respecte le gabaégfrentiela satisfaire : le&sultat de
cetteétape est une fonction de transfert contidés) ;

2. Détermination d’une fonction de transfert dister/'(2) “€quivalente’a F.(s).

La premereétape ayangte trai€e dans la sous-sectibn 3]4.3, nous nowg@ssons la seconde
étape.
D’apres le tableali 611, on aueguivalence ave€'(z) définie par

F(z) = F, (Tisln(z)) |

F.(s) étant une fonction&elle rationnelle e, la fonction de transferi’(z) ainsi obtenue ne le
sera pas en. Or pour pouvoir ealiser une fonction de transfert digte, il faut y associer une
équation deé&currencel(618), ce qui ne peut se faire quB(gi) est une fonctionéelle rationnelle

enz, c'esta-dire de la forme (613). Il faut donc trouver une autretihode.

L'id ée est de remplacer= e’* & s = Ti In(z) par une relation rationnelle entseet = (appeée
transposition), de facoa ce que, quanelsest remplaée par cette expression delansrF,(s), la
fonction F'(z) soit rationnelle en. De plus, le choix de la transposition doit assurer que latfon
de transfert continue deégart et la fonction de transfert diste obtenue soie@quivalentes. Par
équivalente, il faut comprendre que :

1. La fonction de transfert disere “equivalente” est stable si et seulement si la fonction de
transfert continu I'est : un filtre ne peéatre que stable;

2. Les Eponses fquentielles assames aux deux fonctions de transfert doiverincaer au
mieux : la finalie d’'un filtre est de respecter un gabaréduentiel.

Plusieurs transpositions sont classiquement cérnesas :

Rectangles inérieurs s < ZT—}

A z—1
Rectangles suprieurs s < Z

. e, _ . 14+ Ls
Transformation bilin eaire s < 221 soitz <> —2°
TS‘ z+1 1_753

Elles sont obtenuea partir de I'estimation de l'irtgrale d’un signal continu cal@g a partir
du signal discret issu deéthantillonnage de ce signal continu. L&gration est un sysie de
convolution aved = I'. De plus, siy est l'integrale du signal continu nul pourt < 0 alors

{ vVt >0, y(t) =x(t)

y(0) =0
Par suite, en prenant la Transfa@ende Laplace (monokatale), on obtient
Y 1
F(s) = (s) _
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Signala integrer Rectangles irdrieurs

=l

Rectangles sugrieurs Trapezes

FIG. 6.2 — Differentes rathodes d’approximation de l'iagrale
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La méthode des rectangles@mnfeurs (respectivement senieurs) consista approcher I'inégra-
le a 'instantkT; par la somme de I'approximation de I'egralea I'instant pecédent(k — 1)7
et de la surface du rectangle ayant pour baset pour hauteur 'amplitude du signal en
t = (k— 1)T; (resp. ent = kTy), voir figure[6.2. Dans la gthode des trazes (qui corres-
ponda la transformation biligaire), le rectangle est rempéapar le trapze @fini figurel6.2. Soit
v I'approximation de l'inégrale. Alors dans le cas des rectanglegrielrs :

YC’«(Z) — Ts

Yoo = Vo, + Tsz1 & (1—27NY,(2)=T2"'X(2) & X = oo

y . . Ts . N Z*].
Formellement, I'approximation dsbpar; revienta remplaces par —.

Exercice Etablir les formules pour les autresethodes.

La transformation biligaire est aussi apg@gtransformation de TustirAvec les deux prersres
transpositions, la stabiétde la fonction de transfeff(z) obtenuea partir deF.(s) n’est pas
forcémentéquivalentea la stabilie deF.(s), ce qui n'est pas le cas de la tr@gie puisqu’avec
cette transposition :

Re(s) <0« |2 <1

voir la figure[6.8. Les deux pregiies transpositions sont dogliminées. Appelong,(z) la fonc-
tion de transfert diséte obtenue partir deF,(s) par la transformation bilisaire. Que peut-
on dire de la éponse fequentielle de&F,(z) par rapporia la eponse fequentielle deF.(s) ? La
réponse fequentielle de-.(s) est obtenue en remplacanpar 27wiv,.,; OU v..,; €St la féquence
pour le temps continu. La&ponse fequentielle de,(z) est obtenue en remplaganpar e i,
Si Fy(z) avaitét obtenue en rempla(;a,mtparTls In(z) alors on aurait forementv,,,; etv qui
correspondent. Par contre, ici comme

2z—1
S &~ —
T,z+1
on a, apes simplificatioﬁ ;
Veont = %Ts tan (nTsv) & v= WLTSarctan(wTsywnt) (6.9)

Au voisinage der = 0, on a au premier ordie Veont ~ V. La courbe re@sentative de,,,; en
fonction dev est pésenge figuré 6.4 pouf, = 1s. On constate que.,,; ~ v pourrv < 0.1 Hz,
soit 5 fois moins que la trquencezli. De plus,

Veont € [0’ +OO[<:> Ve

0 1
T 2T,

Moralité, les spectres dE,(z) et de F.(s) vont étre tes proches en basseg&duences. Ils vont
differer quand la frquence crib. La deformation est écrite par la relatior (619).

2Posons
_ 2 z—1

w = .
Tsz+1
Ici w joue le Ble de la variable de LaplagePar suite, pour passer dans le domaiggqdientiel, on pose = 27iv.on:
etz = 27T+ Larelation pecedente crit alors :

2 eQﬂ'iI/Tb -1 2 eTriuTs _ e—ﬂ'iz/TS

= —itan (77Tsv)

2MiVeont = — —— = —— -
Te 627r11/TS + 1 Tg eﬂ'wTS + e—ﬂwTS Te

ce qui donne la relation (8.9).
3Au voisinage der=0, tan(z) ~ .



G. SCORLETTI VERSIONPROVISOIRE DU27 JUILLET 2012 149

Rectangles irérieurs

\ 4

\ 4

z—1

Rectangles sugieurs R
T,z

+1

(1N

2 z—1

Transformation biligaire S —
T,z+1

\ 4

\ 4

FIG. 6.3 — Zone de localisation de8lps de la fonction de transfert digte obtenue par transpo-
sition d’une fonction de transfert continue stable
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Tracé dev . en fonction de v pour T =1s
Tracé dev . en fonction de v pour T =1s

T T T T T T T
20 T T T T r T T o7l ,’7

18 4 ,
0.6 ,’
16 q .

14r : : 1 05F .

0.3} ”

sr : : 1 02t : ’

0.1r

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIG. 6.4 — Tra€ dev.,,; = WLT tan (7T,v) (zoom en Ga droite)

Exemple AvecT, =1set

1
F, =
(5) = T35 11
on obtient : +1
4
F = —
v(2) = 0553

La relation entre leurseponses fquentielles en module estgsente figurd 6.b.

Mise en ceuvre pour la conception de filtres Le gabarit fequentiel que doit satisfaire le filtre
numérique est dfini en fonction de la fquences. Cependant, voir padel77, on congoit dans une
premireétape un filtre continu, le filtre éiquentiel discrektant ensuite obtenu par transposition
du filtre continu en utilisant la transformation bifiaire. Comme lesponses &quentielles sont
déformeées lors de I'opration de transposition, il eséoessaire de choisir pour la conception du
filtre continu un gabarit frquentiel qui soit reé au gabarit fquentiel du filtre nufarique par la
transformation biligaire.

Le processus de conception du filtre renque péseng en @&but de section est donc moéifi
de la fagon suivante :

1. Transposition du gabaritéquentiel dans le domaineéfjuentielv.,,; a I'aide des rela-
tions (6.9) ;

2. Conception du filtre continif.(s) qui satisfait le gabarit &quentiel ainsi obtenu par les
méthodes de la sous section 314.3, dade 77;

3. Transposition par la transformation bémire du filtreF.(s) en le filtre nunérique F'(z2)
recherck en utilisant les relation®finissant la transformation bikaire.

Exemple de conception de filtre nunérique On souhaite concevoir un filtre n@mque passe-
bas de priodeT, = 0.005 s qui Vérifie le gabarit fequentiel éfini par :

— Une bande passant®; v.| avecr. = 50 Hz;

— Une bande de transition assez courte : moins de 10 Hz;

— Des oscillations sont permises dans la bande passantepldiade inerieurea 0.056 ;

— Dans la bande dé&jection, 'amplitude doiétre inerieurea0.1.
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L[ 15
- 1 - 1
> : > : : :
0441 |3 044+
‘ / 2.
0 0
1 0.5 0 0O 01 02 0[3 04 05 0.6
|FC(2T[I vcont)|
0.0303

FIG. 6.5 — Relation entre leg€ponses &quentielles en module d’une fonction de transfert continu
et de sa transposition par la transformation Biiime
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Le filtre continu correspondant devranifier le gabarit transforgpar la relation[(6]9) ce qui
revienta modifier la bande passante et la bande de transition :

— La frequence/. = 50 Hz est remplag parvs™ = WLTStan (rTsv.) ce qui donne/c™t =
63.66 Hz ;

— La bande de transitiop0, 60] est remplaé par la band@3.66, 87.62] Hz.

Un filtre elliptique F.(s) est mis au point I'aide des fonctiondvatlab ellipord et
ellip . On obtient :

0.09998(s? 4 2.206 x 10°)(s2 + 7.934 x 10°)
(s 4 3965 + 1.105 x 10)(s? + 58.05s + 1.679 x 10%)°

Son spectre en amplitude est repené en pointiles figuré 6.6. L'application de la transformation

F.(s) =

Spectre en amplitude de F(e>™" Ts) en fonction de v

etde F (2miv___) en fonction de v
Cc cont cont

lm 'v‘l T T T

- — 2miv T
1 F(e s

0.9 |F( )l

il (== -|FC(2T[IV

)l

cont

0.8

0.7f

0.6

0.5

0.4rf

0.3

0.2

1
.
1
i
|
'
' : : .
i
|
1
1
1
1
'

0 10 20 30 40 50 6§6Zt 70 80 90 100

FIG. 6.6 — Reponses frquentielles en module dé(27iv,.,;) en fonction dev,,,,; et deF (e2 1)
en fonction dev

bilinéaire (fonctiorMatlab bilinear ) permet d’obtenir le filtre nu@&rique correspondant :

Fz) = 0.24099(2* + 1.329z + 1)(2* 4 0.3187z + 1)
(22 —0.23112 + 0.2613)(22 + 0.044722 + 0.8677)

On peut erifier sur la figuré 616 que ce filtre respecte bien le gabdijfentiel @sie. Le script
Matlab permettant sa conception esépené dans la sectidn 8.5.

6.3 Conception de filtresa réeponse impulsionnelle finie

Un inconenient majeur des filtres RIl est que leur phase n’est pas uniido affine en la
frequence, voir, par exemple, la phase du filtre concu dans I'exempdegalent et re@senge
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figure[6.T. Or, comme celaé&é discué page 79, il est souhaitable que la pha&e) d’'un filtre

Phase de F(e>™ ) avec T,=200s

arg(Fe®™" 7)) en radians

i i h
60 80 100

FIG. 6.7 — Reponse fequentielle en phase (radians) dé>"7+) en fonction de/

soit une fonction affine en laéguence, c’esta-dire que le temps de groupe :

T(v) = —%3—?(1/) (6.10)

soit constant. Le gros iatét des filtres RIFs est qu'il est possible de les concevoir@ringposant
un temps de groupe constant. Les classes de filtresdRiraps de groupeconstant consigtees
correspondert des filtres RIFs dont |e¥ échantillons non nuls de I&ponse impulsionnelle*
présentent une sy@trie ou une anti-syétri@ par rappoﬁ a7, voir la figurel6.8.

Les filtres RIFs pesentent deux autres avantages importants :
1. lls sont forément stables puisque tous leuddgs sont forément erb. En effet,

tmazx

F(z) = Z hiz™' = hmin

zimaz

1=%min

2. lls peuventtre ealies efficacement par des sstes délectronique nurmrique (voir fi-
gurel6.9) et leur fonctionnement est moins sensible auxiertigesa la pécision finig.

4Sachant qu’en pratique, I'ordre d’un filtre RIF pdiite de plusieurs centaines, l&mkt de cette (anti) syétrie
est de limiter le nombre de coefficiertstocker au moment de la mise en ceuvre du filtre.

5r = TSM.

5Sur les ordinateurs et les sgstes délectronique en @éral, les nombreséels sont ref@sengs par des
nombres binaires. Cette ré&zentation peldtrea virgule flottante ow virgule fixe. Par exemple, dans le cas d’'une
repiesentatiora virgule fixe en com@menta 2, un nombreéel est regeseng parn + m bits (prenant la valeur 0 ou
1),n bitsb,_1, - - -, by codant la partie erétre etm bitsb_1, - - -, b_,,, codant la partie fractionnaire tels que :

i=(n—2)
X =—b, 2" ' + Z b2

i=—m

Il apparait qu’on ne peut exactement coder que certains resniels appartenarit l'intervalle [-27—1, 2n—1 —
27™]. Une erreur appatidonc dans le codage des nombreals. De plus, des erreurs vont apfiaeadans le&sultat
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W)

il

Nombre pair d’échantillons
{Iei N=10 ; ==T,(N-1)/2}

h(y — °

Nombre pair d’échantillons
{Ici N=10 ; ==T(N-1)/2}

DE L'A NALOGIQUE AU NUMERIQUE

h(t)

Nombre impair d’échantillons
{Teit N=11 ; ==T,(N-1)/2}

h(t)

Nombre impair d’échantillons
{Iet N=11: t=T4(N-1)/2} hy=0

FIG. 6.8 — Guy Bine®

FIG. 6.9 — Realisation possible d'un filtre FIR
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L'inconvénient majeur des filtres RIFs par rapport aux filtres Rlls estapur satisfaire un gabarit
frequentiel dona, un filtre RIF sera d’ordre beaucoup plus important qu’urefiRll. Dans ce qui
suit, on s'ineresse la conception d’un filtre de la forme :

N-1
F(z) = Z hiz "
=0

Contrairement aux filtred reponse impulsionnelle infinie, les filtragéponse impulsionnelle
finie ne peuvent paitre congus par transposition de filtres continus. En,affapres la remarque
page_14P, un filtre continu ne peut avoir ueg@onse impulsionnelle finie. Il est doneagessaire
de trouver une @thode alternative qui \@&tre une rethode direct

6.3.1 Conception par la néthode du ferétrage

La méthode est @senge pour la conception d’un filtre passe-bas. Un filtre passdebal de
frequence de coupure peutétre cefini par la Eponse fequentielle pesenée figuré 6.10. D'agrs
la sous-section 3.4.2, l&ponse indicielle correspondante est dempar :

h*(t) = 2v,sinc(2v.t).T,Pgn,
et donc
Vk € Z, hy =2v.T;sinc(2u.kTy). (6.11)
Comme en contirflicette eponse impulsionnelle n’est pas causale, voir la figure &vetT, =
10 s ety, = % De plus, elle est de longueur infinie. L&d est de
1. Tronquer cetteaponse impulsionnelle de facon sgtrique (pourquoi ?) en cong&ichnt plus
que le2M + 1 échantillons{ i, } xe—as,... a3, VOIr figure[6.12, gauche;

2. La translater vers la droite de facarobtenir une nouvelleéponse impulsionnellz* qui
sera causale : ~
Vk e {0,...,2M} hy = hx_py
sinon hp, =0
voir figure[6.12, droite.

La synetrie de laeponse impulsionnelle obtenue indique bien que le tempexilgg est constant.
La réponse fequentielle du filtre RIF'(z) finalement obtenue est r&ggenée figurd 6.113.

d’opérations arithrétiques sur des re@sentations virgule fixe en com@menta 2.
Imaginons qu’on dsire calculer legchantillons de la sortig* d’'un filtre pour I'entéex. Dans le cas o le filtre

est RII, I'echantillory,, peutétre calcud a partir de lequation de&currence(618) :

2 MNa
Yn = E bkxn—k - § ArYn—1-
k=0 =1

On voit qu'il y a risque de propagation des erreurs de calaidquey,, dépend dey,, ;. Dans le cas d'un filtre RIF,
yn Peutétre calcud a partir de lequation :

N—-1

=0

Dans ce casd, puisquey, ne cepend pas dg,_;, il N’y a pas de risque de propagation des erreurs.
Par suite, les erreurs introduites par les @spntations binaires et par leséogtions arithratiques sur ces
repesentations binaires sont plus critiques dans le cas diom RIl que d'un filtre RIF.
'C’esta-dire sans passer par l'integdtiaire d’un filtre continu via une @pation de transposition. De telles
méthodes existent aussi pour la conception de filtres cantibapendant, elles sortent du cadre de ce cours.
8\oir la sous section 3.4.2.
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Filtre passe-bas discret
T T T T

F(eZm v TS)

1+ - E N EEEE . FE R S N NN W NN -

-v /2 7V v v 2

FIG. 6.10 — Reponse fequentielle d’un filtre passe-bas discretadl

Réponse impulsionnelle
0.03 T T T

0.025

0.02

0.015

0.005

-0.005 -

-0.01 i i i i i i i i i
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
k

FIG. 6.11 — Feponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas discreslid
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Réponse impulsionnelle tronquée avec M=24 Réponse impulsionnelle tronquée et translatée
T T T T T T T T T T T T

02f ] 02}
—
0 il i ‘ ‘ I 0 i 1l ‘ ‘ L
e i
Ok 40 s 20 10 0 10 20 30 40 50 TR 0 10 20 %0 40 50 60
K K

FIG. 6.12 — Reponse impulsionnelle tronga (gauche) puis transta (droite)
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arg(F(e®™V T5)) en radians
o

i
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\

FIG. 6.13 — Reponse fequentielle du filtre passe-bas RIF
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On observe de petites oscillations au niveau du spectre plitade. Quelle est leur origine ?
Nous sommes faca un plenonene bien connu puisque nous l'avorgjadrenconte en continu
dans le chapitrie] 3, sectibn B.5, pagé 87, ou encore danspéreff, sous sectidn 5.4.3, pdge 1136.
Tout comme en continu, en discret, le fait de tronquegéf@onse impulsionnelle revieateffec-
tuer une opration de filtrage temporel avec une &ne rectangulaire : laéponse fequentielle
correspondana la eponse impulsionnelle tron§a consiste alors en le produit de convolution
par la Eponse fequentielle de lagponse impulsionnelle initiale par laponse fequentielle de
la feretre rectangulaire, voir la figute 3134, pagé 90. Egmhdation est d’autant plus importante
que la Eponse fequentielle de la fegtre séloigne de celle de I'impulsion de Dirac. Nous avons
vu, sous-section 5.4.3 qu'il y avait des &res plus iréressantes de ce point de vae la ferétre
d’Hanning et la febtre de Hamming. En discret, leur expression est derpar, avedV la lon-
gueur de la fe@tre de troncature erepode déchantillonnage :

o () (1)

aveca = 0.5 pour la ferétre de Hanning etr = 0.54 pour la ferétre de Hamming. D’autres
fenétres sont possibles : triangulaire, Blackman, Kaiser,-etoir la littérature spciali®e. La

Réponse impulsionnelle tronquée fenétre rectangulaire
0.3 T T T T T T T

0.2

0l et 1t 111 {

1 i i i i i i i i 0 i i
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 0 0.005 0.0125 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
k \

IS

0.3

N
T

0.2r

0.1 i i i i i i i i —4 i i i i i i i i i
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
\Z

arg(Fe®™ 7)) en radians
’l} o

FIG. 6.14 — Conception du filtre RIF avec f&ne de Hamming

fenétre de Hamming est utié® pour I'exemple @oedent : sur la figure_6.14 gauche, on peut
observer la@ponse impulsionnelle tronga avec la fegétre de Hamminga droite est prsenée
la réeponse fequentielle du filtre RIF finalement obteaupartir de cetteaponse impulsionnelle
tronquee. On observe que les oscillations ont effectivement digsa

Si on observe Bvolution de la phase en fonction de ladquence, on remarque qu’elle varie
linéairement. D’ags la formule[(6.10), le temps de groupe est d’environ 240rgies. Par suite,
pour tout signal sinugdal applige a I'entréee du filtre, le signal de sortie gsentera un retard
d’environ 240 secondes et cela quelque soit émfrence du signal sinusial. Pour observer ce
phénonene, on ealise le scemaSimulink  repieseng figure[6.15. On@termine les sorties du
filtre RIF pour deux en&es sinusidlales correspondaatdeux fequences diffrentes vy = 0.01
Hz etyy = 0.005 Hz. On constate que dans les deux cas, il y a bien un retard@se&bndes
entre le @but de I'application du signal d’erée et Ietablissement du signal de sortie.
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hktronc(z)
I > pl ]
| U 1
Sine Wave Discrete Filter Scope
o
Scope 1

FiG. 6.15 — Simulation du filtre RIF

Entree sinus, = 0.01 Hz Entrée sinus/, = 0.005 Hz

iF T _|‘ -

0.5

—-0.5F

0 260 460 560 860 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 80 900 1000

FIG. 6.16 — Sorties (bleu) correspondardeux entes sinusigalesa deux fequences diffrentes
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On peut traiter d’autres filtres @édux en les exprimant comme des combinaisoréalies
de filtres passe-bas. Par exemple, si on canmsidk filtre passe-bandeédtit figure[6.1V7, il peut
étre exprine comme un filtre passe-bas déduence de coupurg moins un filtre passe-bas de
frequence de coupurg. Une autre approcheé&é discuée pagé 81.

Filtre passe—bande discret

T T T T } T T T T
1F =S -
0 >
VSIZ —v2 —Vl V1 V2 \)S/Z
i i i i i i i i
-V, v, 0 vy v

FIG. 6.17 — Feponse fequentielle d’un filtre passe-bande discréta

6.3.2 Conception paréchantillonnage frequentiel

La méthode qui &te pesenée dans la sous-sectiongpedente est bée sur le fait que I'on
soit capable de calculer talemerft I'expression de lagponse impulsionnella partir de sa
reponse fequentielle, ce qui peutre difficile voire impossible pour deéponses &quentielles
de forme complexe. Dans ce cas-l est possible de substituarcettegtape le calcul nuérique
de la éponse impulsionnelle par TFD inverse en faisant appet qui aéte pesené dans la
sectiorL 5.4. La&ponse impulsionnelle \&re obtenue en :

1. EchantillonnantV points de la&ponse fequentielle ;

2. Calculanta partir de cegchantillons, lesV points de lagponse impulsionnelle correspon-
dantea I'aide de la transforée de Fourier inverse.
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Echantillonnage de la réponse fréquentielle, N=32 Mise en forme pour le calcul de la TFD inverse

ir ! 90000 TRX

0.8 1 0.8

0.6 1 06

0.4 1 04r

0.2 1 0.2

.- 0 9000000000000 0000 oo 0000

0 L L i
-0.06 -0.04 -0.02 [ 0.02 0.04 0.06 0 001 002 003 004 005 006 0.07 008 009 0.1
v v

Réponse impulsionnelle obtenu par TFD inverse Réponse fréquentielle du RIF par TFD inverse
T T T T T T T T T T T

0.01 0015 0.02 0025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
01 1 v

0.01 0015 002 0025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
k v

FIG. 6.18 — Differentestapes de la conception pachantillonnage &quentiel

La réeponse impulsionnelle sera donc naturellement tréagCette @marche est mise en ceuvre
sur I'exemple de filtre passe-bas de la sous sectiéedente et éfini par la figurd 6.11. Les
résultats sont @sengés figuré 6.18.

La premere sous-figure en haatgauche re@sente la&ponse fequentielle du filtre passe-
bas ickal de fEquence de coupure = 0.0125 Hz échantillone par 32 points. Afin de pouvoir
appliquer la transforge de Fourier diséte (inverse), il est@cessaire de constituer un vecteur
qui contienne les valeurs de laponse fequentielle pour les équences positives, puis les valeurs
de la éponse fequentielle pour les &guences @gatives (voir la sectidn 3.4) : cette@ption de
permutation donne la sous-figure en hautroite. On calcule ensuite la transf@ende Fourier
discrete inverse, ce qui donne un vecteur contenant un premiggwedes valeurs de l&ponse
impulsionnelle pour les temps positifs puis un second weates valeurs de l&&ponse impul-
sionnelle pour les temp<gatifs. En permutant ces deux vecteurs, on obtiergpganse impul-
sionnelle qui apgs translation temporelle (comme dans la sous-secti&@gente) donne la sous
figure en bas gauche. Saéponse fequentielle est repsenée en bas droite. Le ésultat peut
étre antlioré en appliquana la ieponse impulsionnelle cal@é une featre de Hamming, voir
discussion sous-sectiongquedente.

L'intérét d’'une telle approche est de permettre d’aborder des igglfi@quentiels de forme
“excentrique”, voir le cas traifigure 6.1D.

9C’esta-direétablir une relation explicite entre Iéshantillonsh;, de la €ponse impulsionnellz* et I'indice &

telle que[(6.11).
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Echantillonnage de la réponse fréquentielle, N=32 Mise en forme pour le calcul de la TFD inverse

Réponse impulsionnelle obtenu par TFD inverse
0.7 T T T

0.6 ] .
05f

©
0.4 4 & o4l

0.3

02} 0 0.5 1 1.5‘/ 2 25 3

0.1

Orevevevesege] RN A 5
“0af l l : 1 H
: L
T
=

-0.2f : : 4 2l

-0.3
0

5 10 15 20 25 30 35

FIG. 6.19 — Differentestapes de la conception pachantillonnage &quentiel

6.4 Une remarque en guise de conclusion

Dans la sectioh 615, sontgsenés des scriptMatlab qui permette la conception et I'analyse
de filtre frequentiel discrets. lls font appaldes fonctions de I8ignal Processing Toolbojui
regroupe un ensemble de fonctidviatlab speciali€es dans le traitement du signal. Cettédo
a outils propose aussi une interface graphique @sbeatool qui permet de plus confortable-
ment concevoir les filtres nuaniques, voir figuré 6.20. Ce qui estggengé dans ce document de
cours permet de comprendre la ma@ues rethodes assoegsa cette interface graphique.

6.5 Annexe du chapitre : exemples de scriptat | ab

6.5.1 Conception de filtres Rlls

Le programmeéMatlab ci-dessous permet de calculer leséliéints filtres de 'exemple page 150
et d’obtenir la figuré 616. Sur le choix d&p et deRs, voir sectior 3.7.2.

Rp = .5;

Rs = 20;

nupass = 50; % fr equence de fin de bande passante

nustop = 60; % fr equence de d ebut de bande de r gjection

Ts = 1/200; % P eriode d’ echantillonnage

% Caract eristigue des gabarits en temps continu
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-} Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *]

File Edt Anslysis Targets View Window Help
DeEERE 222X TR KK # + 0 Bk @ | 8

— Current Fitter Information. — Magnitude (dE) and Magnitude (dE) Responses

Structure.  Direct-Form |l
Order 5

Stahle: Yes

Source;  Converted

Magnitude (d8)
Magnituds (dE)

[ Store Fiter

l

Fitter Marnagsr

Frequency (kHz)

_ esponse Type __ Fiter Order _ Frequency Specifications _ Wagnitude Specifications

@ |Lowpsss il (3) Specity order: Is Units: Hz ] Units: oE |
O Highpass
- (2 Minimum order Fs 45000 [
) Bandpass Apass: 1
() Bandstoy Ot Fpass: jae00
O P _ Options 2 =
) |pirterentistor v

There are no optional parameters for this design

’ [ DesignMethed || method.

@ ® IR |Eligtic v/
OFR Euiripple -

[Epﬂ

E Design Fiter

‘Computmg Response ... done

FIG. 6.20 — Interface graphigqudatool deMatlab

nucontpass = 1/pi/Ts
nucontstop = 1/pi/Ts

* tan(pi * Ts*nupass);
* tan(pi * Ts*nustop);

% @neration du vecteur de 0
% avec un pas de 0.1
nu=0:.1:1/2/Ts;

a la fr equence de Shannon

nucont = 0:.1:1000;

% Calcul de l'ordre du filtre elliptigue et de sa pulsation

% de coupure pour satisfaire le gabarit fr equentiel

[n, wn] = ellipord(2 *pi * nucontpass, 2 *pi *nucontstop, Rp, Rs, ’s);

% Calcul des coefficients des polyn omes nunerateur et d enominateur
% du filtre elliptique

[Bc, Ac] = ellip(n, Rp, Rs, wn, 's’);

% Transposition par la bilin eaire
[Bb, Ab] = bilinear(Bc, Ac, 1/Ts);

%Calcul des r eponses fr equentielles
Hc = fregs(Bc, Ac, 2  *pi *nucont);
Hb = freqz(Bb, Ab, nu, 1/Ts);

% Traceé des modules des r eponses fr equentielles
figure, plot(nu, abs(Hb)), hold on, plot(nucont, abs(Hc), 'g--);
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% Choix des variations en abscisses et en ordonn ees
axis([0, 100, 0, 1]);

6.5.2 Conception de filtres RIFs

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les @iints filtres de la section 6.8.1.

Ts = 10;

nu c = 1/8/Ts;

% Representation de 99 points de la r eponse impulsionnelle du filtre
% passe-bas id eal discr etis ee

N = 50;

k -(N-1):(N-1);

hk = 2*nu_c*sinc(2 *nu_cx*xk*Ts) *Ts;
figure, stem(k,hk);

% Troncature pour ne conserver que 49 points
M= 24

ktronc = -(M):(M);

hktronc = 2 *nu_c=*sinc(2 *nu_cx*ktronc =*Ts) *Ts;
figure, stem(ktronc,hktronc);

% Translation vers la droite
figure, stem(ktronc+M,hktronc);
hold on

stem((2 *M+1):3 *M, zeros(1,M));

% FReponse fr equentielle du filtre RIF
[Hz,F] = freqz(hktronc,1,1000,1/Ts);

figure, subplot(211), plot(F, abs(Hz));
subplot(212), plot(F, angle(Hz));

% Aralioration du r esultat par fen etre de Hamming
% Coefficients de la fen etre de Hamming
f k = hamming(2 =*M+1);

% Application de la fen etre de Hamming aux coefficients
% du filtre RIF

hktronchamming = f_ k(). * hktronc(2);

figure,

subplot(211), stem(ktronc,hktronc),
subplot(212), stem(ktronc,hktronchamming)

% FReponse fr equentielle du filtre RIF fen etr e
[Hzhamming,F] = freqz(hktronchamming,1,1000,1/Ts);
figure,
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subplot(211), plot(F, abs(Hzhamming));
subplot(212), plot(F, angle(Hzhamming));

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les @iéints filtres de la sectidn 6.8.2.

Ts = 10; % periode d echantillonnage

nu_c = 1/8/Ts; % fr equence de coupure du filtre passe-bas

nus = 1/Ts;

% Nombre total de points echantillonn es sur la r eponse fr equentielle
Mtot = 275;

% Echantillonnage de la r eponse fr equentielle

% Pour lintervalle [-nu_s, +nu_s]

nu_ech = linspace(-nu_s/2,+nu_s/2, Mtot+1);

% Onéelimine la fr eqguence nu_s
nu_ech = nu_ech(1:Mtot);
% Dans I'expression ci-dessous

%  (-nu_c <= nu_ech) : comparaison terme a terme du vecteur -nu_c

% et du vecteur nu_ech. Le r esultat est un

% vecteur de m eme longueur avec le i eme el ement
% qui vaut 1 si -nu_c(i) <= nu_ech(i), 0 sinon

% .~ . effectue la multiplication terme a terme de deux vecteurs

X ech = (-nu_c <= nu_ech). *(nu_ech <= nu_c);

% Representation de la r eponse fr equentielle echantillonn ee

figure, stem(nu_ech, X _ech,’0’);

% le vecteur X ech est d ecomposé en deux : [X_ech_moins, X ech_plus]

% avec X_ech_moins qui contient les valeurs de la r eponse fr equentielle
% pour les fr equences n egatives. Les deux vecteurs sont alors permut es :
% X _ech_swap = [X_ech_plus, X_ech_moins]
X_ech_swap = fftshift(X_ech);

figure, stem(linspace(0,+nu_s,Mtot), X _ech_swap,’0’);

% Calcul de la transform ee de Fourier discr ete inverse
xn = ifft(X_ech_swap);
% Permutation des deux moiti es du vecteur xn

xn_swap = ifftshift(xn);

Xn_swap = [xn_swap, xn_swap(1)];

% Representation de la r eponse impulsionnelle obtenue
figure, stem(0:(Mtot),xn_swap,’0’);

% Representation de la r eponse fr equentielle
[Hzfft,F] = freqz(xn_swap,1,1000,1/Ts);

figure, subplot(211), plot(F, abs(Hzfft));

subplot(212), plot(F, angle(Hzfft));
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L'exécution de ce scripilatlab permet d’obtenir la figure 6.18.



Chapitre 7

Des signaux @terministes aux signaux
aleatoires

La premere partie de ce chapitre est congaer la caradrisation des signauxeterministes
discrets baise sur IEnergie et sur la puissance, caegidation qui avaiete pesenge dans le cas
des signaux continus chapifre 4. Dans les deux cas, ceterdgation est importante car elle
s’applique aussi aux signauxéatoires qui seront introduits dans la seconde partie dbagatee.
Le chapitre se termine sur l'i@iét des signaux ahtoires pour la maisation des signaweels
avec une applicatioa la €léphonie mobile.

7.1 Energie et puissance pour les signaux discrets

Energie et puissance oat trai€es dans le chapitté 4 dans le cas des signaux continus. Le
tableal 711 et le tableau ¥.2sument les Bmes esultats mais pour les signaux discrets.

7.2 Signaux akatoires

Les signaux d@atoires sont&finis dans le cas continu. Les signaugabires discrets peuvent
étre ckfinis de facon similaire.

7.2.1 [efinition

Un signal continu: est ditdéterministesi, & chaque instarnf sa valeur:(t) peutétre cetermiree
de facon certaine par un melé matlematique. Exemple :

Vie R, z(t) = Asin(2nt).

Un signalz est ditaléatoireou stochastiquesi a chaque instant sa valeur:(t) ne peut pagtre
détermirée de facon certaine caependante du hasard. Cette incertitude provient d’'un manque
d’'information ou de I'impossibilié de moéliser un penonene du fait de sa trop grande com-
plexité. Un signal a@atoire est aussi ap@girocessus &atoire On le noter(t,¢) :
— t est (geréralement) la variable de temps;;
— ¢ est la variable de I'ensemble des possibles : elle indiqua duaque instarit =(t, o) est
une variable @atoire (eelle).

167
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| Energie finie \ Puissance finie
+o00 +N
Définition = Z |z < o0 | Py —]\}1_{1(1)0 <2N—|—1 Z || ) < 00
k=—o00 k=—N
+o00 +N
Echange E,, = k;m The- Yk Ppy = lim_ <2N — ; >
de puissance :
Densié spectrale d’énergie : lim X (v, N2
e [-%, %], S.(v) X)) N 2N
X*(v,N) = Flz*.rect(o/(NT}))]
Densité spectrale d’énergie : de puissance :
interspectre R — . 1 . NPT
e -4 4] Su) XY ) e A

Intercorélation

+oo
= Z Ryy (n) Ont,

+oo
n) = Z Lk+n-Yk

+N
Z $k+n-ykz)
N

Ray(n) = lim <2N +1 &

_ k=—00
F[Ray] = Sey FRyy) = Suy
Auticorrélation 1 N

TAB. 7.1 — Signaux discrets

Discret

y*=h"xa"

Sye(v) = H*(v) 52 (v)

Sy(v) = [H*(v)|*Sa(v)

TAB. 7.2 — Systmes de convolution discrets et deasispectrales
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FIG. 7.1 — A quoi peut ressembler un signaatoire ?

7.2.2 Mocklisation
7.2.2.1 Rappels sur les variables éatoires

Une variable @atoire eelle X est une application de I'ensemble des possibles dans un en-
semble inclus danR. Elle est caraé@risee par une fonction départitionFx qui est la probabilé
pour queX soit inferieure owegalea un €éelz :

Fx(z) = ProhX < z).

La densié de probabilid px meénea la probabilie pour que la variable @htoireX prenne des
valeurs comprises entreetx + dx :

px(x)dx = Profz < X <z + dx) = dFx(x)

—+00
Elle satisfait la relation : px(z)dxr = 1. Deux densis classiques sont la loi uniforme et la

- - - —00
loi gaussienne, voir le tableau7.3.

Une variable @atoire est caragtiste par ses moments{X "] d’ordre N définis par :

EXM] = /_ T ().

o0

Les deux premiers moments sont importants :
— N = 1: premier moment omoyennestatistiqu@;
— N = 2:second moment : il permet défihir la variance :

VIX] = E[(X - B[X])?].

La moyenne sur toutes les valeurs possibles de la variaistoide.
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Loi uniforme

Loi gaussienne

b—a

px(w) = 5 rect <%>

_ (zf'm)2
e 202

px(z) =

TAB. 7.3 — Densits de probabilé classiques

Loi | uniforme | gaussienne |
2
1 z—(b+a)/2 1 _(z=m)
DPx b—a rect < b—a > 2mo € 207
Moyenne o m
. _ )2
Variance (b=a) o?

TAB. 7.4 — Premiers moments de lois classiques

On cémontre que :
V[X] = E[X?] — E[X]*.

Des exemples de moments sont desitableali 714. On voit qu’une loi gaussienne est cétapl
m%nt cefinie par ses deux premiers moments. Si deux varialdesatesX et’Y sont incdependan-
tes) alors

EXNYM) = EIXN|E[YY].

PourN = M = 1, on obtient lacorrélation statistique I'yy = E[XY].

7.2.2.2 Signaux &@atoires stationnaires

Pour un signal &atoirez, en notaniX(¢) la variable adatoirez(¢, ), on peut @finir :
— l'autocor@lation comme la comlation statistique entre les valeurs du signal en deux ins-
tantst; ett, :

Ly (ty, t2) = E[X(t1)X(t2)].

px (x]y) = px ().
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— lintercorrélationcomme la comlation statistique entre la valeur d’un premier signain
un instant; et la valeur d’'un second signalen un instant, :

Lay(t1,t2) = E[X(81) Y (£2)].

Puisqu’un signal &atoirex est une variable éhtoire “qui &pend du temps”, ses difents mo-
ments @pendent du temps. Par exemple :

E[X(t)] = ma(t;) et VIX(t)] = ou(t:)?.

Si on cesire éterminer une valeur ekpimentale des moments, il est aloécessaire deepeter
plusieurs fois la rame exg@rience au cours de laguelle le signakera mesw. Le temps ref@sente
ici le tempsecouk par rapport au&but de I'exgrience. Par exemple, la valeur, (¢;) sera estirae
en faisant la moyenne des valeu(s;, £) sur 'ensemble des ekpiences, voir la figure 7.2.

Numéro

- Temps &coulé t & partir du début de l'expérience
d'expérience &

FiG. 7.2 — Determination exprimentale de la moyenne

Stationnarité  On appelle signaitationnaireun signal pour lequel les moments sontépendants
du temps. Pour ce signal, toutes les variabléatairesX(¢;) ont meme densé de probabilié p,.
La fonction d’autocor@lation ne épend plus que dg — 5 :

oty ts) = Doty — ta).

Un signal aéatoire est stationnaire au sens large si seules la moyepme la variancer? sont
indépendantes du temps.

Ergodicitée Dans le cas d'un signakel dont on a prd@E a une seule acquisition lors d’'une
expériences, le probBme est de &erminer ses diffrentes caragtistiques statistiquesn,, o2,
etc.. Une ié&e est que si un signakadtoire est stationnaire, il est possible d’avoir une egion de
la moyenne et de la variance endgtant sur le tempisa partir des valeurs(t, {,) correspondant
a cette seule acquisition :

2

T
1 (= 1
ma & lim o / o(t,&)dt et o~ lim — / (w(t, &) — m)” dt.
T
75 -

T—+o0 T—+4o00 T

N
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Par suite, par exemple, on remplace I'estimation de la mugekcrite figuré 7.2 par I'estimation
décrite figurd 7.B.

Numéro
d'expérience &

Temps écoulé t a partir du début de I'expérience

FIG. 7.3 — Notion d’ergodicé

S'il est legitime de proeder comme cela, on dit que le signatifie I'hnypothese déergodicié.
Un signal akatoire stationnaire est ditgodiquesi

T—+oco

E[XM] = lim %/_2 a(t, &)V dt

N

ce qui s’exprime pour un signal discret par :

. 1
E[X"] = lim <2n+ 1 2. :c{j) ’

k=—n

De neéme :
Io(1) =Ry(1) et Tuy(r) = Ryy(7).

De plus, on peuté&montrer qu’

Un signal akatoire stationnaire et ergodique estessairemerit puissance fini¢.

Par suite, la classe des signaapuissance finie permet donc de trageia fois de signaux
déterministes et de signauxéaltoires.
7.2.2.3 Un signal a&atoire stationnaire et ergodique important : le bruit blanc

Un bruit bland est le signal a@atoire stationnaire et ergodique dont la dénsjtectrale de
puissance, est constanie ce qui eséquivalenta ce que son autoc@lation'y = R, Soit une

3’adjectif blancvient de I'analogie avec la lurdie blanche dont la puissance est aussi uniéonent epartie sur
tout le spectre.

4Cette affirmation est assez contradictoire émme incorrecte puisque, d’'udt, on affirme que le bruit est un
signala puissance finie (car ergodique) et, de l'autre, on affirme s DSP est constante sur tout le spectre ce
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Densité spectrale de puissance d'un bruit blanc Autocorrélation d'un bruit blanc

S,v) R0

FiG. 7.4 — Bruit blanc

impulsion de Dirad"y = I'x(0)d, voir figure[7.4. Puisque son autooglation est nulle partout
sauf enr = 0, la valeur du signa& un instant don® n’a pas de lien avec la valeur du sigaal
un autre instant. Par suitéévolution de ce signal est congpement impdictible.Un bruit blanc
discret se dfinit de la néme facon.

Le bruit blanc peuétre utili pour moéliser des signaux physiques comme les bruits d’ori-
gine thermique qui interviennent dans uneiokeade transmission ou encore les erreurs d’arrondi
dans un systme d€lectronique num@rique. Cependant, usruit blanca bande spectrale linée
est un modle de signaux physiques plus plausible. Il esfird par la limitation de sa denéit
spectrale de puissance sur une bande&@g®nce— 1,4, Vimnaz -

v
Vv eR, S.(v)=Syrect <2Vmw> :

Par suite,
VT € R, Ruz(T) = 2VpaxSo SINC (20p027) -

Remarque On associe souvent le terme de gau&ieun bruit blanc. Attention, un bruit blanc
peut ne pa®tre gaussien tout comme un signaaibire gaussien n’est pas fersent un bruit
blanc.

7.2.3 Quelques applications

Dans la sous sectidn 4.2, pdge 1106, eidtpiesenges une application de I'autocélationa
I'extraction d’'un signal et une application de l'intercelationa la mesure d’'un temps de pro-
pagation. Dans ces deux applications, un signaléte introduit pour prendre en compter la

qui implique qu'il esta puissance infinie et n'est donc pas pratiquemealisable ! L'introduction de la notion de
bruit a é& motivee par la refsentation d’'un signal physique qui a la préfizid’avoir une densit spectrale de
puissance constante sur unesttarge gamme dedguence$—ry,;q, v3ig), tellement large qu’on ne peut pas ader
physiquemena des fequences s@rieuresa v, €t que de fait on peut congiter la densé de puissance constante
sur I'ensemble des &quences. C’est pour cela que pour cette peemintroduction au Traitement du Signal, nous
jetterons un voile pudique sur cette contradiction. Daesdeignement d'approfondissement de secondéeada
Traitement du Signal, laéinition correcte d’un bruit blanc seragsenge.

Sc’est-a-dire loi de probabilé gaussienne.



174 HAPITRE 7 SIGNAUX DETERMINISTES ETSIGNAUX ALEATOIRES

dégradation introduite par la transmission, la mesure owrenka propagation d’un signal. Les
elements pesenés dans cette section permettent de proposer unesaqation plus d@djuate de
b : de part la discussion ci-dessugst repesentable par un bruit blanc.

7.3 Modelisation d’un signal par un filtre générateur

Consicerons un sygtme de convolutiodiscretdont I'entéex* est un signal &atoire station-
naire ergodique. D'ags le tableali 712,

Vv eR, Sy.(v)=H"(v)S:(v).

Puisquel', (k) = R, (k) etl',, (k) = R,,(k) et queF[R,] = S, et F[R,,| = S,,, on aalors :
Lyo(n) =Y hTy(n—1i).

Dans le casoz* est un bruit blanc alors cette relation devient :
Lyz(n) = h,I',(0).

Par suite,a un facteur multiplicatif, la fonction d’intercatation entre le signal d’erée et le
signal de sortie corresporidia eponse impulsionnelle du filtre. Les caistiques statistiques
du signal adatoire de sortig* sont donc uniquementétermirees par la&ponse impulsionnelle
du filtre discret.

7.3.1 Filtre généerateur par la méthode de Yule-Walker

bruit y*
—_—
blanc

!
Y

FIG. 7.5 — Notion de filtre grérateur

Cette remarque est le fondement d’'unethode de moglisation de signaux @htoires comme
la réeponse d’un filtre discret un bruit blanc de variance 1. Un tel filtre est a@ggitre gérérateur
ou filtre formeur. La question est commeat partir de I'acquisition dchantillons d’'un signal
discrety* determiner le filtre grérateur correspondant, c’estdire le filtre tel que pour une
réalisation du bruit blanc applige en enfre, la sortie soiy*. Par simplici€, on s'ineressea
la recherche d'un filtre causal de fonction de transfért) sans 2ro de la forme :

F(z) bo

1+ nZF aizﬂ
=1
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Il est apped mockle AR (Auto Regressif). Lequation de@&currence correspondantéstit alor§ :

np
Yi + Z a;iYk—i = boTg. (7.1)

=1

Lorsque I'on dispose de I'acquisition déshantillons du signaj*, il est possible de calcu-
ler 'autocorelationI',(n). Nous allons voir commerit I'aide de léquation de&currence il est
possible de relier les coefficienisdu filtre & determiner et I'autocoéiationI’, (n). Pour cela :

ng
Ytn (?Jk» +) aika—i) = boYktn Tk

i=1

Ce qui donne :
E | Yrinyr + Z Qi YksnYi—i| = EboYks+nTk]
=1
D'ou .
Eyksnti] + Y @i E[Yksnyn-i] = boE[yisn]
=1
etdonc:

+Zaz (n+1) = bol'yu(n).

Or nous avons vu predemment queryx(n) = h,I';(0). D'ou :
VneZ, T, —i—Zaz (n + 1) = bohn T4 (0). (7.2)

L'id ee est d’exploiter cettéquation pour calculer les. Or lesh,, ne sont pas connus puisque
ce sont leechantillons de lagponse impulsionnelle du filtre que I'on recherche. Cependan
recherche un filtre causal, ce qui implique que pout 0, h, = 0. Par suite, en ne choisissant
que lesequations[(7]2) qui correspondeént < 0, on obtient :

Vn < 0, +Za2 (n+1i)=0. (7.3)
Puisqu’il y anp coefficients inconnus;, en utilisant la propét&e I',(—n) = I';(n), enécrivant

sous forme matricielle (7.3) pout € {—np,...,—1}, on obtient le sys&tme lirtaire deng
eégquationsan inconnues suivant :

la =~
avec

[ T,(0) I'y(1) I'y(2) : Ly(np—1) ]
Iy (1) ry,(0) Ly (1) L'y (2) : Ly(nrp —2)
I'y(2) I'y(1) r'y(0) Iy(1) T'y(2) Ly(np —3)

= I'y(3) I'y(2) I'y(1) ry(0) Ty@) - Ly(np —4)

Fy(4) I'y(3) Fy(z) Fy(l) Fy(o) Fy(l) Iy(np —5)
.. Fy(Q) Fy(l) Fy(O) .
Ly(nrp—2) Dy(np—3) Ty(np—4) - o ry(1)

L Fy(nF - 1) Fy(”F -2) Fy(”F —-3) Fy(Q) Fy(o) ]

6Cetteequation permet d’expliquer pourquoi ce ndtelest appé auto egressif : il vient du fait que, est obtenu
par iegression libaire degy,._;, i allant del ang.
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et _ _

“ [ (1) ]

2 Iy (2)

as .

a = et =
Fy(TlF — 3)
I'y(np —2)
Fy(np — 1)
i anF i L Fy( )

Ce syskme déquations ligaires est connu sous le noneduations devule-Walkd, nom qui
est aussi assaed la méthode d’obtention du filtré'(z). Pour les amateurs, la matri€eest une
matrice de Toeplitz : dans ce cas-l'algorithme de Levinson permet desoudre efficacement ce
syseme déquations ligaires.

Une fois le vecteuu calcuk, le filtre gerérateur est dorenpar :

Une estimation de la dengispectrale de puissance est alors éenpar, ave€' y (0) = 1:

b6

nrg
1 + E :aie—2kﬂ'21jTg
k=1

Sy(v) =

2

Exemple On afait I'acquisition d’un signal discret regsené figure 7.6 ave@, = 1s. L'analyse
spectrale par TFD g@sente un spectre en amplitude plus important au voisinadg ftequence
v = 0.015 Hz. A partir de cette acquisition, un filtr&egerateur du second ordre est rechérplar
la méthode de Yule Walkea I'aide de la fonctiorMatlab aryule . On obtient :

1.06
F(z) = .
) = T 1967051 + 0.9768: 2
Cette fonction de transfert admet pougs :0.9835 + 0.0976i. Par la relatiors = Ti In(z), les

pdles en temps continu correspondants semb118 4 0.0989i ce qui corresporﬁj

7 Sir Gilbert Thomas Walker{it entre les deux guerres unétdorologue dans les Indes britanniques. Sa
préoccupatiorétait de pevoir les pluies de mousson. Pour cela, il s'eséliesg aux travaux du statisticien bri-
tannique George Udny Yule qui avaiteelop@ un moéle AR d’ordrenr = 2 pourétudier le pnorene desaches
solaires. Sir Walker atendu son approche au n&del AR d’ordren r quelconque.

8 Un syseéme du second ordre de gain statique@i(sans &ro) est @fini par la fonction de transfert :

wg
52 + 2€wps + wp?

G.(s) =

ou quand les deuxgles sont complexes conjugsil €]0, 1[. wy est appe# pulsation propre opulsation naturellest
¢ coefficient d'amortissement

La reponse temporella unéchelon d'un sygme du second ordre egfihie par deux paraétres (voir la figure
[7.9) qui sont directementdsa la valeur de la pulsation propig et de I'amortissemertt :
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Echantillons du signal discret TS=1 Zoom sur [2000, 3000]
200 ‘ ‘ ‘ ‘ 150 : : : :
100
100
50
< O hf i =< 0
-50
-100
-100
-200 -150
0 2000 4000 6000 8000 10000 2000 2200 2400 2600 2800 3000
k k

FIG. 7.6 — Acquisition d’'un signal discret

FIG. 7.7 — Analyse spectrale
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FiG. 7.8 — Relation entre I'amortissement et lepdssement de l&ponsea unéchelon de la
boucle fernge
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FIG. 7.9 — Reponse d'un second ordre
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a une pulsation naturelle de0996 rad/s soit une gquence naturelle de0159 Hz. Ce filtre
gérérateur est donc céhnent avec I'analyse spectrale depart. D’autre part, le spectre en ampli-
tude deF est repésené figure 7.1l B encore, on ne peut que noter la emck.

|F(e_2niVTs)| |F(e—2T[i\)TS)| Zoom
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.005 0.01 0.015 0.02
\Y \Y

FIG. 7.11 — Spectre en amplitude @&z)

Dépassement :défini par
Valeur maximale- Valeur finale
Valeur finale

Dépassement

soit
Valeur maximale- Valeur finale

D =100 -
1% Valeur finale ’

il est une fonction dcroissante dé (voir figure[7.8) :

Di=e¢ Vi-& (7.4)
Temps du premier maximum :
tmas = wo\/%ie (7.5)
Temps d'etablissement :
p o 3o G/1-8) (7.6)

§wo
Ces caradristiques sont obtenuégartir de I'expression de I&ponse indiciellg/(t) en fonction du temps :

—&wot
y(t) =1- ;17_752 cos (wot\/l —£2 - gb)

__ ¢
avecop = i
La reponse fequentielle est repsenge figurd 7.110. Pouf < % le tra& du module gesente un maximum de
1 b P - _ 1
Yy a la pulsationvg /1 — 2£2. De plus, on dG.(jwo)| = 5¢-
9 Pour gererer le signal temporel figube T26partir de la fonction de transfef, il serait recessaire de conitiee
la réalisation du bruit blanc qu'il estessaire d’appliquer en eaérdu filtre.
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7.3.2 Lamethode de Yule-Walker comme solution d’un probéme d’optimi-
sation

Un examen attentif de&quation de&currencel(7]1) ass@a au filtre @rérateur permet d’in-
terpiéeter la néthode de Yule-Walker comme la solution d’'un péxbk d’optimisation. [&quation
(7.) secrit :

ng
Y + Z a;Yk—i = bog.
=1
Supposons que I'on se plaaéinstant(k—1)T; et qua cetinstant ainsi qu'aux instant€pedents
(k —2)Ts, ..., (k—np)T,, on connaisse leschantillons du signa}*. L' équation de&currence
permet de relier la valeur de la sorfjgea l'instantkT, a ces valeurs :

ng

Yp = — Z a;Yk—i + boxg.
i1

L'id ée est que I'on peut utiliser cette relation paetanta 'instant(k — 1)7%, prédire la valeur
de la sortiey a l'instant k7. La difficulté est que Echantillonz; n’est pas conna l'instant
(k — 1)T;. De plus, le signat est un bruit blanc et nous avons vu qu’un bruit blanc est umasig
dont I'évolution temporelle est totalement ingpisible. Par suite, il n'y a aucun espoir dé&gire
la valeur de [echantillon dec* a l'instantk T} si on se placé I'instant(k — 1)7,. Une piédiction
alinstant(k — 1)7 noteey,, de la valeury, est donc effectee en gligeant le terméyzy, :

ng

Uk = — Z QiYk—i
i=1

ce qui engendre l'erreure;, = ¥, — yr = boxr. On a ainsi @fini une variable &atoireF,. On
peut cemontrer que les coefficients obtenus par la gthode de Yule-Walker sont tels que la
variance de I'erreul/ [ Ey] soit minimisedd. De plus,V[Ey] = b3V[X]. Par suite, la variance du
bruit d’entiéeétantl, on peut @duire del/[E| la valeur deb,.

Au-dela de permettre le calcul dg, ce qui sembleétre une simple re-interptation est en
realite I'idée fondamentale d’'un ensemble important dghrades de filtrages nLérrique.

7.3.3 Une application des filtres gnérateurs : le codage LPC en traitement
de la parole

La syntlese d’un filtre @rérateur par 'approche de Yule-Walker est le fondeme@btigue
du codage LPC (Acronyme anglais pour “Linear Predictive ﬁg’d@ utilisé dans des athodes
classiques de traitement de la parole. Le codage LPC est audam tres grand nombre de
sysemes technologiques “grand public” tels que les &aysts de transmission de la parole en
telephonie mobile (GSM) ou par satellite. L&d est de regsenter un signal vocal comme la
reponse d'un filtré

— Un bruit blanc si le son est non véis

10c’esta-dire tels que la variance de I'erreldfE;] soit la plus faible possible.

11| s’agit des techniquesvoquees sectioh 316, pafel95.

12’acronyme anglais LPC ne doit p&sre confondu avec I'acronyme francais LPC : “Langageé@P@dmpéte”.
Le langage pad compéte est un langage gestuel utdlipour communiquer avec les sourds. Ce qui est amusant, c’est
que les deux LPCs sont deux codagesadéhts utili€s pour la transmission de la parole !
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— Un train d’impulsions si le son est véis
Un son voi& est un son qui est produit par les cordes vocales et quégessie structure harmo-

nique, voir figuré_7.112.

'\"“& H"‘\IF"I'*-_} J«"\w !"'l,'f"h-,ll th*‘a: ]]r‘li'; f"““\,‘ r L.'-...-'-\'J Af"\.“!\Lﬂ‘y 'h"\_j Hﬂ_\‘"‘ﬁ,ﬁri"-"'-“h\dﬁﬁm

A B 3B MM LET MM MBS 33 LI L2 L0 M4 B AW LI 08 18 1N AN A2 W3 LM s

FIG. 7.12 — Son voig ou non, source http ://tcts.fpms.ac.be/cours/1005833p@ech

La mise en ceuvre pour la transmission de la voix consisteesurer avec uneéuence
d’échantillonnage’, (8kHZ en &léphonie mobile) le signal vocal @t pro&der toutes les 10
millisecondesy

1. Sur le signal meserlors des 30 millisecondésoukes sur lesquelles une fgre de Ham-

ming a ét appliqeee, la moélisation par un filtre grérateur par I'approche de Yule-
Walkefd (calcul des coefficients du filtreagérateur) ;

2. Transmission des coefficientsdu filtre gerérateur avec l'indication du signal d’eéga

appliqudE;

3. Au niveau du&cepteur, reconstitution du signal vocal en calculantitaesdu filtre geréra-

teur.
Pourv, = 8kHz, on utilise des filtres d’'ordre = 10. En ®léphonie mobile (GSM), ce qui est
transmis ce n’est donc plus le signal sonore mais par tradehlemps les coefficients du filtre
gérérateur. L'inerét du codage LPC est de permettretanpression de l'informationla trans-
mission des coefficients du filtr&@egerateur engendre uredit d’information beaucoup plus faible
que la transmission du signal luieméd.

Exercice Essayer d’estimer&conomie ealisee en appliquant cetteathode par rappog une
transmission directe du son.

13Ainsi qu'une analyse spectrale powtdrminer si le son est vd@su non et si oui la quence du train d’'impul-
sions.

14Bruit blanc ou train d’'impulsions avec sa&fuence

5pour plus de étails sur le traitement de la parole ezngrale et le codage LPC en particulier, voir par exemple
le site WEB ! http ://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-082sith


http://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech
http://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-08/speech
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7.4 Annexe du chapitre : exemples de scriptat | ab
Le programmeéMatlab ci-dessous permet de traiter 'exemplégené dans la sous-sectibn 4.2.1.

% Signal p eriodique sous-jacent
[k = 50000;
k = Llik;
ck = cos(2 =*pi *k/50);
% @neration du bruit
rd = rand(1,lk); % Calcul d’'un vecteur de Ik valeurs
% tir ees au sort suivant une loi uniforme
rd = rd - mean(rd); % On retranche la moyenne du vecteur
% Signal bruit &
ckb = 6 xrd+ck;
% Representation des echantillons en fonction de leur
% indice
figure, plot(ckb(1:400))
% Calcul de l'autocorrelation du signal
corr_ckb = xcorr(ckb, 'unbiased);
% Representation de I'autocorrelation
figure,
plot(-(Ik-1):(Ik-1),corr_ckb)
axis([-500, 500, -1, 4])
grid on
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