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SIGNAL, n.m. (v. 1220) s’écrit aussieignalau Xllle s. (v. 1265) ; le mot, qui correspond a
I'ancien provencgabennal(1174), est un emprunt au bas lasiignale« signe », neutre substan-
tivé du bas latirsignalis« qui sert de signe », dérivé du latin classigignum(— signe).

¢ Le mot apparait en francais avec des sens particuliers llemadiune epée », « sceau avec
lequel on signe un acte »(v. 126€kignal, et c’est aussi le nom d’'une constellation (v. 1265).
Il signifie aussi « ce dont un propriétaire marque un animalmarque sur la peau »(v. 1298),

« gros grain de chapelet »(1328), etc. Dans tous ces empigisa/ désigne des signes natu-

rels ou conventionnels qui constituent ou donnent desnmédtions ; aujourd’hui, dans 'usage

courant,signal correspond a un signe de nature conventionnelle, méme sigmthéoriciens

le signal peut étre formé par un signe natufel.e mot désigne en particulier (1540) un signe
convenu fait pour indiquer le moment d’agir, d’ou la locatidonner le signal(1798). Il s’est
dit (1690) d’un moyen utilisé pour porter au loin une infotioa ; il désigne (1718) le fait
par lequel un processus commence et qui constitue un sigrsynoptome de ce processus au-
jourd’hui (XXe s.) surtout dans les emplois didactiques, ggemple en psychanalyssgnal
d’'angoisse

& Avec la valeur « signe conventionnel », il s’emploie pour «é® flottante (qui marque la
place des filets) »(1769), en marine da&ade international des signagk868), couramment
ceux qui reglent la circulation (1875, dans les chemins degeais dans les télécommunications
(1933), en informatique (v. 1970). C’est un concept esskeatlentérieur de la notion théorique
large de signal , concernant tous les canaux de commumc@ignaux visuels, acoustiques,
olfactifs, surtout en éthiologiegchimiques.

Le ROBERT, Dictionnaire Historique de la Langue Francaise, sous
la direction d’Alain Rey, page 3504, Janvier 1999
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Modalités pratiques de STI tc2

MERCI DE LIRE ATTENTIVEMENT LES MODALITES DE FONCTIONNEMENT DE L'EN-
SEIGNEMENT STI TC2 “T RAITEMENT DE SIGNAL".

— Séancesde TD:

1. Les différentes activités commencent a I'heure planifiée particulier, les respon-
sables de TD sont autorisés a ne pas accepter les élévestpagla délicatesse de
respecter I'horaire. Dans ce cas-la, ils seront portésndhdéenseignement de traite-
ment du signal est suffisamment dense pour ne pas pouvoilselpduxe de perdre
du temps. 8 minutes de retard sur 7 séances font environ ume ée moins !

2. Un corrigé des exercices traités en TD sera disponibldesgerveur pédagogique
lorsque tous les groupes de TD auront traités le sujet. lanta pas de corrigé pour
les travaux préparatoires.

— Travail préparatoire :

1. Le travail préparatoire d’'une séance de TD est prépartopaies éléves du groupe et
présenté par un (ou plusieurs) éléve(s) désigné(s) pardtrant de TD a partir de la
liste des éleves, le jour de la séance. Parallelement, u{@usieurs) copie(s) seront
ramassées pour évaluation. En cas de travail non effectuéabsence non justifiée

d’'un éléve désigné, la note sera de 0.

2. Un des exercices du test final sera pris dans 'ensemblexgesices des travaux pré-
paratoires.

3. Les présentations doivent étre claires, précises eaeff&c Elles contribuent a préparer
les éléves a la communication technique.

— Le contr6le des connaissances de la compétence Savoic@@pése en premiére session
en 3 parties.
1. Correction du travail préparatoire de TD (10% de la notalédt
2. Microtest : il s’agit d’'un test de 1h lors de la 4iéme séateeours dans lequel le sujet
sera résolu par binbmes (10% de la note totale).

3. Test terminal (80 % de la note totale). ATTENTION, les sedibcuments autorisés
sont des formulaires qui seront distribués en cours de smatsine feuille de papier
A4 ou les éléves pourront écrire un résumé de dbussrendront cette feuille avec
leur copie.

1. Unrésumé de cours ne doit pas comprendre d'éléments des TD

9
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— Apreés publication auprés des éléves de la note totale,s#ances de consultation de copies
seront organisées.

— Les éléves qui désirent des précisions sur la note totatpstatent des problémes au-
ront un délai de 3 semaines apres la publication des notde Sarvice de Scolarité pour
contacter le responsable du courassé ce délai, aucun demande ne sera prise en compte.

— A l'issue de la seconde session, la note de Savoir seraitt@espar la note de test de la
seconde session.

— Assiduité : conformément au réglement de scolarité, lagarée est obligatoire pour toutes
les activités de STI tc2. Si c’est une condition nécessallen’est cependant pas suffisante
pour pleinement profiter de I'enseignement de traitemersigioal.

1. Toute absence doit étre justifiee aupres de I'adminigtrat

2. Pour la séance de microtest, en plus de la justificatioreawgu Service de Scolarité,
toute absence doit étre signalée par email auprés du redgerte cours. Si ces deux
démarches sont effectuées et si I'absence est excusée Panviee de Scolarité, la
note finale sera calculée avec un poids de 90 % pour le test$imaln, la regle géné-
rale s’applique avec une note de microtest de 0.

3. En cas d’absence non excusée par le Service de Scolaniédve désigné a partir
de la liste des éleves du groupe de TD pour présenter le ltraéguaratoire ou pour
donner sa copie, la note de travail préparatoire sera de €agd’absence excusée par
le Service de Scolarité, la note finale de Savoir sera cacaNéc un poids de 90 %
pour le test final au lieu de 80 %.

4. En cas d’absence non excusée par le Service de Scolasié@erce de TP de 4h, I'éléve
ne pourra pas se présenter a la séance de BE de 2h et aura 0 {gode S@voir Faire
de STl tc2. En cas de présence dans la séance de TP de 4h end@hsn excusée par
le Service de Scolarité dans la séance de BE de 2h, la note die Bawve sera calculée
en prenant 0 pour note de BE. En cas d’absence excusée pavieeSkr Scolarité en
séance de TP de 4h, I'éléve pourra participer a une autres@acondition qu'il n’ait
aucune activité programmée sur ce créneau et que I'effetifoupe le permette. Un
éléve ne peut se présenter en séance de BE de 2h que s'il aéffectéance de TP
4h. En fin de semestre, le responsable de I'AF essaiera etidordes possibilités
du planning d’organiser une séance de rattrapage pour lehTé® k¥ BE 2h. En cas
d’'impossibilité et d’absence excusée par le Service deafitdlde I'éléve, I'éléve
n'aura pas de note de Savoir Faire pour 'AF.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Le signal au service de I'étre humain

Un signal est une grandeur qui dépend du tempSette grandeur est souvent physique.
La grandeur d’un signal peut étre de différents types :
— Information : par exemple le son qui est une variation dedagion de I'air, voir figure 111 ;

Cliquer pour écouter

Alleluia du Messie de Haendel

FIGURE 1.1 — Alleluia d’'Haendel

— Energie : par exemple la tension du secteur ;
— Matiere : par exemple un débit d’eau en un point d’un canaigition.

Les outils présentés dans I'Action de Formation STI tc2 eoment plus particuliérement les
signaux porteurs d’information.

Les signaux occupent une place prépondérante dans la vieidétte humain puisqu’ils sont ce
qui permet a un étre humain de percevoir son environnemefinetragir avec lui.

Détection L'étre humain détecte les signaux issus de son environnefsens, odeurs, images,
etc..) grace a ces capteurs (oreilles, nez, yeux, etc...).

Traitement |l les traite et les interprete (par exemple, il isole un sartipulier).

11



12 CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Génération Il est capable de générer des signaux a destination de sonramement.

1.2 Limportance du signal dans nos sociétés contemporaines

C’est un lieu commun que d’affirmer que notre société conteaipe est la société de I'informa-
tion. L'information y est véhiculée par les signaux. Faca @mbsse des signaux qu’il est nécessaire
de traiter, souvent en temps réel, les ingénieurs ont cregyd¢emes technologiques d’une grande
complexité. Ceux-ci ont envahi notre société et font pasialgets incontournables de notre quo-
tidien.

En réponse aux enjeux de la société actuelle, des méthddatfigues puissantes pour gérer
une telle complexité ont été développées par les chercbasiences de I'lngénieur. La maitrise
de ces méthodes devient de plus en plus incontournable damatique de l'ingénieur quelque
soit le domaine auquel il se destine.

L'objectif de cet enseignement est de donner des basedifigiges minimales préalables a
'acquisition et a la maitrise de ces méthodes. D’autre, mambinée avec les enseignements
d’Automatique, il s’agit de contribuer a I'acquisition dapproche « systéme », incontournable
lorsqu’il s’agit de développer des systemes d’'une certeimaplexité, méme si leur finalité n’est
pas de gérer de linformatidh

Dans le traitement de l'information, il est nécessaire de

— mesurer le signal, souvent a I'aide de capteurs (métm)ogi

— caractériser et extraire le signal utile (traitement dual) ;

— le transmettre par un codage adéquat (traitement du kignal
Pour cela, le traitement du signal développe des méthod&ebaur la modélisation mathémati-
gue, ces méthodes pouvant étre ensuite mises en ceuvre gorétpe (numeérique) du signal
(réalisation technologique).

1.3 Les signaux utiles
Une premiére classification des signaux peut étre faite :
— Signaux en temps continu ou en temps discret :

— Un signal en temps continu (signal contin) = est défini a chaque instanappartenant
a un intervalle deR, ou R est I'ensemble des nombres réels, di gout entier. Un si-
gnal continu est un modéle de signal analogique. Un sigredbgique correspond a une
grandeur physique réelle qui évolue au cours du temps. Ungeede signal analogique
est représenté figute 1.1. Leur étude est fondamentale jogérieur car les signaux
analogiques représentent I'essentiel des signaux du npindsgue.

— Un signal en temps discret (signal discre} « n’est défini qu’a certains instantg soit
un vecteur de valeurs réellés(t = ¢)}. Le cas le plus important en pratique est celui ou

1. Voir par exemple les Actions de Formation du semestre S@steBies mécatroniques intelligents », « Filtrage
adaptatif : application au contréle actif de bruit »ou eecerSciences de I'lnformation et Biologie ».
2. On peut aussi définir le signal drauquel on a soustrait des ensembles de mesure nulle.
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FIGURE 1.2 — Signal discret

VEk, (tx+1 —t;) = Constante= T. Le vecteur de valeubsse réécrit dongz(kTs) = xy}.
Un exemple de signal discret est présenté figure 1.2.

Un signal échantillonné est un signal discret dont les valgty, }, appeléegchantillons
sont issues (mesurées) d’'un signal corﬁirﬂ]s est alors appelégériode d’échantillon-
nage Un exemple de signal échantillonné est présenté flgule 1.3.

Les signaux discrets sont le support de I'information quitestée par les systémes
technologiques basés sur I'électronique numérique, Mgte le plus évident étant les
ordinateurs. lls constituent I'écrasante majorité desesgas technologiques complexes
gérant de 'information. Leur formidable développemers dernieres décennies a ouvert
d'immenses possibilités a exploiter. lls sont devenusntmarnables y compris dans des
systémes qui traditionnellement n’utilisaient pas de nebtbgies électroniqu& L'étude
des signaux discrets est donc fondamentale pour I'ingéiatils représentent I'essen-
tiel des signaux traités par les systemes complexes gérdatrhation.

— Signaux périodiques ou non. Nous allons voir dans le cleagiti suit que les signaux conti-
nus sinusoidaux constituent une classe fondamentale mgusigpériodiques.

— Signaux déterministes ou aléatoires. Cette distinctiom aleordée en fin de cours, dans le
chapitrey.

3. Bien que trés simple, la représentation par un vecteunkiss réelles présente I'inconvénient majeur d’étre
un objet mathématique radicalement différent des fonstaqn modélisent les signaux continus. Nous verrons dans
la suite qu’un autre objet mathématique est généralemiin€uplus complexe qu’un vecteur. Néanmoins, il présente
I'avantage formidable d’'étre plus proche des fonctionspeut ainsi batir un ensemble d’outils communs aux signaux
continus et discrets.

4. 1l s'agit de I'opération d'échantillonnage. Dans un gysé électronique, cette opération est réalisée par un
convertisseur Analogique Numérique ou CAN.

5. Un exemple frappant est 'automobile qui d’'un systémerement » mécanique est devenu un systéme « méca-
tronique », c’est-a-dire un systéme qui fait massivemepébgux technologies a la fois mécaniques et électroniques
(voir I'Action de Formation de S8 « Systémes Mécatroniqueslligents ». De fait, une automobile est un systeme
qui gere de l'information.
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FIGURE 1.3 — Signal échantillonné

1.4 Plan du cours

Les 6 chapitres qui suivent correspondent chacun a un dauchapitré 2 présente la modélisa-
tion et I'analyse spectrale des signaux continus (détectie chapitré B introduit une technique
de traitemenimportante des signaux analogiques : le filtrage fréqulert& chapitre[ 4 traite
des notions d’énergie et de puissance et de leur applicptan I'extraction d’information des
signaux. Le chapitriel 5 développe la modélisation des sigdaserets et I'échantillonnage des si-
gnaux continus. Le chapitté 6 étend le filtrage fréquentiglsignaux discrets. Enfin le chapifde 7
est une introduction aux signaux aléatoires avec commecagiph la génératiode signaux.

1.5 Ou trouver I'information ?

1. Surle serveur pédagogique, sont disponibles ce docudeeurs ainsi que les transparents
de cours au format électronique. On y trouve aussi un docudeecours complémentaire.

2. Dans les livres cités en référence de ce document[pagé&hI®re que le lecteur peut lire
avec grand profit est [8] (en Anglais) au [1] sur les signawscidts (en Francgais).

Ces sources d’information ont servi de base a la rédactioe decument.

1.6 Remarques sur l'utilisation de ce document

Ce document contient de nombreuses notes de bas de pagepdtiient se regrouper en 3

catégories :

— Rappels de définitions parfois trés élémentaires : ellesdastinées aux éléeves étrangers
qui ne connaissent pas tout le vocabulaire scientifiquechhique en Francais.

— Approfondissement de certains points du cours : d’'une [gattaitement du signal est par
nature multidisciplinaire et d’autre part le volume hoedimité de I'enseignement ne per-
met pas de développer les différents points ; certainesmestdas de page présentent des
éléments pour aller plus loin;;

— Connaissance culturelle du domaine, a travers par exeraplbildliographies sommaires.
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A certaines figures sont associés des sons : pour que cettéoforalité soit active, il est néces-
saire de télécharger en complément du fichier .pdf du docudeecours, les fichiers d’extension
.wav associeés.

Les applications du traitement du signal sont extrémementbmeuses et variées. Vouloir
en faire une présentation exhaustive consommerait I'eblgedu volume horaire consacré a cet
enseignement en interdisant de présenter les fondemaatsifsgues et les méthodes principales
du traitement du signal, ce qui est I'objectif principal denkeignement. Néanmoins, chaque
partie (avec les TDs associés) sera illustrée par des afiphes :

— Le chapitré R est illustré par la caractérisation de I'aodihumaine et de la bande VHF.

— Le codage MP3 de part ses multiples facettes permet di#iues chapitrels|8) 5 Bt 6.

— Le chapitrd_B est aussi illustré par la caractérisationatmlistique de salles, le filtrage
audio, la caractérisation de canaux de communication,iérgéon de notes dans les ins-
truments de musique et la modulation d’amplitude (en TD).

— Le chapitré ¥ est illustré par le calcul de distances positipaner un objet.

— Le chapitré b est illustré par le calcul de spectre de sigpaysiques a partir d'une acqui-
sition lors d’'une expérience et par une méthode de compress signaux échantillonnés
utilisée dans les CDs audios (en TD).

— Le chapitrél7 est illustré par la génération de la paroldéigyée a la téléphonie mobile.

Pour plus de détails, le livre |[5] détaille un certain nomibepplications du Traitement du Signal
en utilisantMatlab .

1.7 Remerciements

Je tiens a remercier tous les lecteurs attentifs qui pas leambreuses et constructives re-
marques ont permis de fortement améliorer la qualité de cardent ainsi que celle de tous les
supports de I'enseignement « Traitement du Signal », queitews le fond ou sur la fornfeles
étudiants (plus particulierement de la promotion 2011¢®ehseignants impliqués dans cet ensei-
gnement (Ronan Perrussel, Paule Blanchart, Damien VoyereManick Galland, Eric Blanco,
Julien Huillery, etc..).

6. Ce n'était pas une mince tache!
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Chapitre 2

Modéliser et caractériser un signal :
Analyse en temps et en freguence

Pour pouvoir disposer d’outils efficaces pour le traitentnsignal, il est d’abord nécessaire
de modéliser (représenter) un signal par un objet mathqoeatPuisqu’un signal est une grandeur
qui dépend du temps, une idée naturelle est de le modélisamgafonction du temps dont le
domaine de définition e& ou un intervalle deR.

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possibteadactériser un signal représenté
par une fonction du temps a travers les notions de fréquerie spectre fréquentiel. Ce qui est
remarquable, c’est que cette caractérisation va mettre@idaréce que méme si la représentation
des signaux par des fonctions est naturelle, elle admerigeisés limitations. Afin d’aller au-dela,
une classe d’objets mathématiques généralisant les édmscsera introduite : les distributions. Ce
chapitre est consacré aux signaux continus. Nous verrarsld@hapitréls consacré aux signaux
discrets que pour cette classe de sighaux (hégémoniquetedaystémes technologiques actuels)
la modélisation par les distributions est incontournable.

Le spectre fréquentiel d’'un signal est défini a partir de Ensformée de Fourier de ce signal.
Une autre application de la Transformée de Fourier est taitdé solution d’équations différen-
tielles linéaires a coefficients constants. Cependant, aoala est discuté en fin de chapitre, une
extension de la Transformée de Fourier, appelée Transéodméaplace, est un outil plus général
pour cette application.

Plan du chapitre Aprés une premiére introduction a la notion de fréquencewms€2.1, en par-
tant du principe qu’un signal est une fonction, la desariptie fonctions définies sur un intervalle
par des fonctions sinusoidales est présentée dans lars@ciioCette description est étendue
aux fonctions périodiques dans la secfion 2.3. Dans las€2i4, cette description est étendue a
une classe générale de fonctions non périodiques. Néaanimén que générale, cette classe ne
contient pas des fonctions représentant des signaux éeaimasrutiles. Si on élargit la classe afin
de les contenir, la section 2.5 illustre qu’un probleme r@athtique fondamental apparait. La no-
tion de distribution introduite dans la sectlon|2.6 offrewolution élégante avec pour bénéfice de
définir une description par fonctions sinusoidales pouralasse de signaux suffisamment riche
pour nos objectifs pratiques. Les sectigns 2.4 €t 2.6 inisaoht la Transformée de Fourier qui
permet de définir le spectre fréquentiel d'un signal. Laisa@.7 présente des premiéres appli-
cations du spectre fréquentiel. Lutilisation de la Tramsfée de Fourier en conjonction avec la
Transformée de Laplace pour la résolution d’équation whifiéelle est discutée sectiobn .8, ce qui
permet d'illustrer les relations entre ces deux Transfesné

17



18 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FREQUENCE

2.1 Introduction a la notion de fréquence

La notion de fréquence est intimement liée a une classe dauwigparticuliers qui sont les
signaux modélisables par des fonctions sinusoidaleg;&-dse les fonctions de la forme :

t
Asin | 21—
sin ( T + ¢>
Ces classes de signaux occupent une place importante darsdgion du son par 'lhomme.

L'étre humain est en effet sensible a
— la fréquencel qui correspond & la notion de grave et d’aigu, voir le tablatigure$ 211 ;
— I'amplitude A qui correspond a la notion de puissance, voir le tableau desi2.D.

Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter
y(t) = 0.6 sin(27600¢) y(t) = 0.6 sin(271000¢) y(t) = 0.6 sin(272000¢)

600)
11000
0.6sin(zre0r

TABLE 2.1 — Sons associés a des fonctions sinusoidales de difiéie@équences

Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter
y(t) = 0.2sin(2w6001) y(t) = 0.6sin(27600¢)

o 0.6]
o 0.4]
021 z 02|

: /\N\/\ §
Lo & o
. & o
o

TABLE 2.2 — Sons associés a des fonctions sinusoidales de difiéramplitudes

Il est aussi bien connu qu’un son constitué a partir d’'unelioaison de fonctions sinusoidales
bien choisies peut produire des sons « agréables »a éddateremple est présenté tabléad 2.1.

Au-dela d’étre qualitativement intéressant, les signanxsoidaux présentent un intérét beau-
coup plus fondamental. lls permettent une description émagtique précise de larges classes de
signaux. Nous allons expliciter ce que cela signifie danhepitre.
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Cliquer pour écouter
y(t) = 0.3 (sin(27.440.t) + sin(27.554.t) + sin(27.659.t))

Son agréable

1

0.8

0.6

0.4

0.3(sin(21440.t)+sin(2m554.t)+sin(21659.t))
o

0 50 100 150 200 250

FIGURE 2.1 — Un son « agréable »

2.2 Signaux modelisés par des fonctions définies sur un inter-
valle [-%, Z] : séries de Fourier

PourT > 0, soitL»([—Z, Z]) l'espace des fonctiong réelles définies sur-Z, I] telles que

/ZT f(t)*dt < oo.

On peut définir le produit scalaire de deux élémehét g de cet espace par :

T

<fg>= [ ftgt)

N

et la norme associée par :

r

1]l = / ©f(2t.

Cette norme est appelée norilie La norme|| f||» s'interpréte comme la racine carrée de I'énergie

de f. Pour ce produit scalaire, une base orthonornialg,.cz de L,([—%, %]) est définie par :

( \/gcos (2rmL) sim <0

sim=0

N

%sin (27rm%) sim >0

= s

Par suite, toute fonctiofi de L,([—%, Z]) peut s'écrird :

o0

f=Y <fem>em

m=—0oQ

1. Sur la signification de cette égalité, voilR@marque importante pagd 2R.
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\/%cos (27rm%) 2 sin (27rm%)

s o ) 3 [ st

)y ~m
’ e \/_ 2

TABLE 2.3 — Coordonnées dédans la basée,, } ez

S

€m

N

Qo Ap,

1/2 f(t)dt 2 [ f(t) cos (27?71%) dt % if(t) sin (27m%> dt

T T )
2 2

TABLE 2.4 — Coefficients,, etb,,

D’apreés le tableau 2.3, il existe alors des régls:,, etb, présentés dans le tabldaul2.4 telsﬁque

vVt € {_Z T] . ft)=ag+ i (an CoS (27rn%) + by, sin (27m%)) .

27 2
n=1

(2.1)

Exemple 1 Lafonctionf dontla courbe représentative est présentée figure 2.2 dalohitom-

position en série de Fourier suivante :

t ) t t
vVt e -1, 1], f(t) = cos (2ﬂf> + 4sin (271'?) + 4 cos <2W2T> :

Exemple 2 La figure[2.8 représente la courbe caractéristique de laitong définie par la

décomposition en série de Fourier suivante, avec 2 :
Vi€ [—1, 1], f(t) = 1.3959 + 92.108cos (274) + 1.9081 cos (2724) + - --
+++ 4 10.545 cos (2m3%) 4 2.7034 cos (274 %) + 3.5953 cos (275%) + - - -

S+ 2.7778 cos (2764 ) + 1.9838 cos (2774) + 2.4283 cos (278%)
(2.2)

On constate qu’en sommant quelques courbes sinusoidateimme tres éloignée d’une courbe

sinusoidale peut étre obtenue.

2. Une autre écriture de I'égalité (2.1) est :

T T = . t
YVt € [—27 2], f() —ao—i—;ansm (27mT+¢n>

Le terme de la somme correspondant & 1, c'est-a-diresin (27 + ¢1), est traditionnellement appelé fondamen-
tal; les termes de la somme correspondant:a 1, c'est-a-diresin (2mn % + ¢, ), sont traditionnellement appelés

harmoniques.
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Cos(21UTt)
— — - 4sin(21UTt)
— — — 4cos(21UT2t)

s f(£)

~10 . .
-1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 2.2 — Représentation de la fonctigrpar sa décomposition en série de Fourier

150

100 : J

50 b

-100 i i i i i i i i i

FIGURE 2.3 — Représentation de la courbe caractéristique de laidontdéfinie par[(Z.2)
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En utilisant la formule d’Euléd, la décomposition en série de Fourier d’'une fonction peut se
ré-exprimer par :

r T = 2milkt
YVt € |:—§, §:| , f(t) = n:EOO cpe T (23)
ave(ﬂ -
1 [z o
P / Cf(t)e iy, (2.4)
Ti-g

L'équation [2.8) est appelée tBecomposition en série de Fourier (complede)la fonctionf sur

lintervalle [-Z, T].

Remarque Dans le cas ou la fonctiofi est
1. réelle : les coefficients, sont tels que,, = ¢, : |c,| = |c_, etarg(c,) = —arg(c_,);
2. pair@ . les coefficients:;,, sont réels;
3. impair@, les coefficients;,, sont imaginaires purs.

Remarque importante L'égalité (2.3), ainsi que les égalités précédentes tglied{2.1), doivent
se comprendre en réalité comme la convergence de la série :

vers la fonctionf au sens de la norme définie sy([—%, I]):

li — =

Jim 1Sy = fll2 =0

. . .o Ve T T
(convergence en moyenne quadratique). Cela ne signifie pasient que pour toute [—5, 5] :

lim Sy(t) = f(¢)
N—oo
(convergence point par point ou ponctuelle). La convergeammoyenne quadratique n'implique
la convergence ponctuelle que pour des classes partiesitierfonctiong. Une classe particuliere
est celle des fonctions continues et dérivables et dontrlaéséest continue (clasg?). Pour plus
de détails, voir[11,16].

Egalité de Parseval A partir des coefficients,, I'énergie de la fonctiorf peut étre déterminée :

r 00
2 2
p J@Pdt=T )" e
2 n=—oo
3. € = cos(x) + isin(z) oui représente I'imaginaire pui? = —1.
4. ¢, = 25 etq,, = 2Re(cy,), b, = —2Im(c,). Faire attention que, contrairement & la somme (2.1), dans |
somme[(Z.B)n prend des valeurs négatives.

5. f(=t) = f(?).
6. f(=t) = —f(1).
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2.3 Signaux modéelisés par des fonctions périodiques : sérigs
Fourier

On consideére le cas d’'une fonction périodiauéelle de périodd’ f, définie surR et telle
que

’ f,(t)2dt < oo.

Nl

Alors, d’apres la section précédente,

r T - 2milkt
Vit € [—5, 5], fot) = ; €™ T (2.5)
avec
1 [ o
Cn =7 /T fo(t)e ?mrtdt. (2.6)
2

Puisque la fonctiorf, et les fonctions qui & associent=2"17! sont des fonctions périodiques de
périodeT’, la décompositior (213) est valable pour tog R :

[e.9]

VieR, f(t)= Z cpe?mirt,

n=—oo

Le rapporty = 7 definit unefrequencemultiple dev, = % ; 1o est appeléréquence fondamentale
et v défini avecn > 1 fréquence harmoniquéuisquen est un entier relatif, dans I'expression
ci-dessus, la « fréquence »peut étre négative dans le cassitnégatif.

Ce qui est remarquable dans I'équationl(2.5), c’est qu’edieen évidence que les coefficients
de la décomposition en série de Fourigcaractérisent « exactemert ba fonction f,. Ils consti-
tuent ainsi un mode de représentationfgleC’est pour cela qu’il est commode de les représenter
graphiquement. Dans le cas ou les coefficieptsont réels, ils sont représentés en fonctiow gde
sinon on représente, | en fonction de- etarg(c, ) en fonction de’ sur deux figures séparées.

Exemple 1 Soit la fonction périodiqug,, définie par :

e2migt _ o—2migt

) 1
fp(t) = sin (2ﬂft> = 5

Par identification, on a_; = % = —% etc, = 0 pourn # —1 etn # 1. On obtient alors la

représentation présentée figlre 2.4.

Exemple 2 A partir de la fonction «ect », fonction rectangle définie par :

Vi€ [—3, 1] rect(t) =1

sinon rect(t) =0
et dont la courbe caractéristique est représentée figurerR jpeut définir la fonction périodique

7. fp(t + T) = fp(t)
8. Dans le sens présenté dan®kEmarque importante présentée pageR2.
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15
e,
1r 4
0.5F T T 1
0
v
-0.5 - -
-1/T 0 T
radians
A
w2 arg(c,) 1
0 >
\Y
-2 d
-UT 0 T

FIGURE 2.4 — Représentation des coefficienigle la série de Fourier

051

rect(t)

-0.5

-0.5

0.5 1

FIGURE 2.5 — Courbe caractéristique de la fonction rect
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Vt € [—%, %} . fo(t) =rect (Tio)

avecO < T, < T, voir la courbe caractéristique représentée fiqure 2.6apylication de[(2]6),

de périod€l’ f, par :

151

0.5F

f,®

-0.5

FIGURE 2.6 — Courbe caractéristique de la fonction périodigjue

Ty . Ty
¢, = — sinc [ n—
T T

avecsinc la fonction sinus cardinal définie [ﬁr

on peut alors établir que

sine(z) = STT)
T

La courbe caractéristique de cette fonction est représdigigre[ 2.¥. On notera que :
— sinc(0) = 1;
— Pour tout entier relatif non nul, sinc(n) = 0.

Les coefficients:;, sont ici réels. Aved’ = 27}, on a la représentation associée figuré 2.8 ou
la courbe en trait continu fin est la courbe caractéristiquiadonction sinus cardinal.

Examinons ce que donne le somme 285+ 1 premiers termes de la décomposition en série
de Fourier ainsi obtenue :

N
Sn(t) = Z cp it
n=—N

pour N = 1, N = 3, N = 5 et pourN = 144, voir figure[2.9. On constate qu’au plié est
important, au plus on se rapproche de la fonction périod;bfglmiu@ pour les valeurs de qui

9. Si vous avez déja croisé la fonction sinus cardinal, landi&fh que vous avez eu a peut-étre été différente.
Normal, il existe deux définitions de la fonctiemc Iégérement différentes. Pour ce qui est de cet enseighataent
Traitement de Signal, seule la définition présentée dates gage est considérée comme valable.

10. On parle du « phénoméne de Gibbs ».
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1.2

sinc(x)

FIGURE 2.7 — Courbe caractéristique de la fonction sinus cardinal

0-6 T T T T T T T T

TIT
e U
0.5f 0 7

0.4

FIGURE 2.8 — Coefficients de la série de Fourier de la fonction pégiegliassociée a la fonction
rect
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FIGURE 2.9 — Somme ded premiers termes de la décomposition en série de Fourieraved,
N =3 etN =5 (haut) etV = 144 (bas)

correspondent aux discontinuités de la courbe caracdtgrestief,. L'explication se trouve dans la
Remarque importante page 2P : dans I'exemple considéré ici la convergence né&sppnctuelle
mais en moyenne quadratique.

2.4 Signaux modélisés pour des fonctions non périodigques :
Transformée de Fourier

2.4.1 Introduction

L'objectif est de rechercher une décomposition « du type sbr Fourier » mais dans le cas
d’une fonction non périodiqu¢ appartenant &, (R) N Ly(R), c’est-a-dire telle que :

+o00 +00
/ |f(t)|dt < oo et f(t)%dt < .

[e's) —

Le format et les objectifs du cours ne permettant pas un dpgement mathématique rigou-
reuxty, une premiere explication qualitative et rapide de ce qud ptre la transposition de la
série de Fourier aux fonctions non périodiques a traverxemple va étre présentée dans ce qui
suit.

Une fonction del;(RR) peut étre vue comme la limite de fonctions périodiggieselles que

we -5 5| =0

11. Pour une présentation mathématiquement rigoureusgarcexemplel[2, 11].
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FIGURE 2.10 — Fonctionfr obtenue a partir dg
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pourT tendant vers l'infini, voir figuré 2.10. Puisque cette foantf; admet une décomposition
en série de Fourier, comment celle-ci évolue-t-elle quiEmnend vers I'infini ?

On revient sur I'exemple de la fonction présentée danstigae 2, page 23, avek, fixé : Vi €

R, f(t) = rect (%) L'explication qui suit est « avec les mains ». La fonctjgrétant périodique

et de carré intégrable sur une période, elle admet d’apsestior 2.8 une décomposition en série
de Fourier :

o0

VEER, fr(t)= Y ¢, (2.7)
avec
T
Cp = 1/ fr(t)e 2ttt
n T T .

!

La décomposition en série de Fourier fait intervenir I'anbte des fréquences{%}nEZ ou% est

la fréquence fondamentale. Evidement on peut écrire i#g@l7) simplement pour l'intervalle

[—Z, Z] et comme les fonctiong et f; coincide sur cet intervalle, on a alors :

o0

T T _ 27ri%t
Vt € |:_§a §:| 7f(t) - Z Cn€

n=—oo

avec

T
1 [z in
- e t 727T1Ttdt.

Nl

Notons que:, est une fonction dé.

QuandI’ tend verstoo, I'ensemble discret de poin{é},}nEZ se «transforme » en un ensemble
continu de point§v},cr :
{1}tz — {er.»

Par suite, la variablg est remplacée par la variable continuet la courbel’c, fonction deZ
se transforme en une courbe continue fonction dea figure[2.11l représente les coefficients de
la décomposition en série de Fou@multipliés parl’. En prenant successivemént= 27y,
T =4T,, T = 81, etT = 16T}, on obtient les représentations associées figure 2.1lait'éntre
deux points successifs étant él", celui-ci tend vers 0 quarifl tend vers+oo.

Donc, quand” tend vers+oo,

+oo
«{Tcn}yey — { f(t)e_gﬂi"tdt} »
00 veR

ce dernier ensemble définissant une fonction nétéenfin,

1 in oo ;
« Z fTCnewrth_)/ F(y)ezm”tdl/»

donc,ona:

“+oo
ft) = / F(v)e*™ " dy.

12. qui ont le bon go(t d'étre réels dans cet exemple : ce @lédemment pas toujours le cas.
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FIGURE2.11 —{T¢,} pourl = 2Ty, T = 41y, T = 81y etT = 167

nez

2.4.2 Définition de la transformée de Fourier
Définition 2.4.1 La fonctionF telle que

+oo
WweR, F)= f(t)e >t qt (2.8)

est appelée transformée de Fourier flet est notéeF[f]. On définit la transformée de Fourier
inverse, notéer ! [F|, par

VieR, f(t)= /+OO F(v)e*™™dy.
Notation : f(t) <» F(v) = F[f](v).

On appelle transformation de Fourier I’applicati% notéeF qui a une fonction associe sa
transformée de Fourier (si elle existe).

Remarque Pour un signalf, F' = F|[f] est appel&pectre du signal

13. L'application qui a une fonction associe une fonctioh agspelée un opérateur. Afin de les distinguer des
fonctions, I'application de I'opérateuf sur la fonctionf est notée avec des crochets (au lieu de parenthéggg).:
La valeur de la fonctiotF[f] env est alors noté& | f](v). L'écriture F[f(t)] est & proscrire car absurd& s’applique
sur des fonctions ; of (¢) ne représente pas la fonctignmais sa valeur en
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Remarque La transformée de Fourier et la transformée de Fourier sgvepnt tres proches
puisque leur définition implique q@:

FVF) = F[F). (2.9)

On a le résultat suivant qui nécessite la définition de I'enide L, (R) : c’est I'ensemble des
fonctionsf deR dansR telles que :

/joo F(1)|dt < oc.

o0

Théoréme 2.4.1Si f estune fonctiof de L, (RR) alors la fonctionF" existe, est continue ét(v)
tend verd) quand|v| — oo.

Exemple AvecT; > 0, la fonctionf définie surR par :

Vie R, f(t)=rect (%)

0

appartient & ; (R).

Notation Dans la suite du document, afin d’alléger les notations, anrpadésigner la fonc-
tion f par son expression dans laquelle la variable a été rempfsr®e ce qui donne dans cet

exemple :
[ ]
tl —=|.
rec <T0>

Il sS’agit ici de bien faire la différence entre la fonctigret sa valeurf(¢) pour la variable.

Exemple (suite) D’apres le théorénie 2.4.1, cette fonction admet une tramsfe de Fourier. De
plus, par application directe de (R.8), on établit que sasftamée de Fourier s’exprime a l'aide
de la fonction sinus cardinal :

[ ]

T )} (v) = Tp. sinc(vTp)

YVveR, F [rect <
0

voir figure[2.12.

Remarque Méme si dans I'exemple précédent la fonctiBrest une fonction réelle, en géné-
ral, elle est complexe. On représente graphiquement somlmdd(»)| en fonction dev et son
argumentrg(F(v)) en fonction des. On parle deeprésentation spectrale

2.4.3 Propriétés de la transformée de Fourier

Dans ce qui suitzg € R, b € R, f etg sont deux fonctions dé; (R).

14. F est la fonction conjuguée d€, qui av associel’(v), nombre complexe conjugué d&v). Pour un nombre
complexer + iy ol z ety sont des réels, le conjugué est défini par iy.

15. L'extension de la transformée de Fourier aux fonctians£RR) peut se faire au sens des distributions car une
fonction deLs(R) définit une distribution (tempérée), voir la sectionl 2.6.
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TEMPS FREQUENCE

15- 25—F—F—F—F7——F T

0.5

rect(t/T O)
Tosi nc(Tov)

-0.5

TR S T S S T S S
-2/Fd/To0 1/T@/To
v

FIGURE 2.12 — Fonction rectangle et sa transformée de Fourier

2.4.3.1 Linéarité

Flaf + bg] = aF[f] + bF]g]

2.4.3.2 Symeétrie et conjugaison complexe
weR, Flf(-e)lv)=Flfl(-v)
weR, F[fO)| @) =F=)
2.4.3.3 Changement d’échelle
Vv eR, Flf(ao)(v)=—
2.4.3.4 Translation temporelle

Vv eR, F[f(e—ty)](v) =e*™F[f](v)

2.4.3.5 Modulation

vveR, Fle¥f(o)](v) = FIf] (v — 1)
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2.4.3.6 Transformée de Fourier de la dérivée d’une fonction

La fonction f est ici supposée dérivable avec sa dél@@@ € Li(R).
Vv eR, Flf(v)=_=2riwF[f](v).
Cette relation se généralise a I'ordre

Vv eR, Flf™(v) = 2riv)" F[f] (v).

2.4.3.7 Conséquences des propriétés

1. La partie réelle de la transformée de Fourier d’'une fomctiéelle est paire et la partie
imaginaire est impaire.

2. Le module de la transformée de Fourier d’'une fonctionleésdt pair et son argument est
impair.

3. Latransformée de Fourier d’'une fonction réelle et pastaéelle et paire.

4. Latransformée de Fourier d’'une fonction réelle et inpast imaginaire et impaire.

2.4.4 Energie

Une fonctionf de L,(RR) est dite &nergie finie L'énergie est d'ailleurs définie par

/: f(t)%dt

soit|| f||3. Si de plusf appartient &, (RR) alors elle admet une transformée de Foufier

Peut-on évaluer I'énergie déa partir de sa transformée de Fourie® Le théoreme suivant
répond a cette question.

Théoréme 2.4.2 (Parseval Plancherelpoit f € L;(R) N Ly(R). Alors

/_Z F(0)2dt = /_Z F(0)[2dw.

L'énergie peut donc aussi se calculer a partir de I'expoesde sa transformée de Fouriédans
I'espace des fréquences. La fonctidf(e)|? est appelééensité spectrale d’énergie

2.4.5 Un exemple illustratif

Soit un enregistrement sonore qui a été enregistré sur goalignyle a 45 tours par minutes.
Ce signal est restitué en lisant le disque sur un tourne-disgac une vitesse de 33 tours par
minutes. Quelle est la relation entre le spectre du sigrsiitué par rapport au spectre du signal
enregistré ?

Soit z le signal enregistré et le signal restitué. Alors le signal restitué s’exprime pas
z(ae) aveca = 2. Il s'agit donc d’'un changement d’échelle temporelle. Retes

Vv e R, Flz]=Fz(as)]

16. La formule qui suit peut se calculer en faisant une imtiégn par partie a partie de I'expressién {2.8) de la
transformée de Fourier.
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FIGURE 2.13 — Tourne-disque Teppaz http ://www.alienor.org/ARIES/scooters/image_tourne-
disque.htm
D’apreés la propriété de Changement d’échelle :

weR, Flaw]o) = o7l (2)

Par suite,
45 45
VveR, Fz|(v)= @‘F[‘T] (§V>
Le signal restitué sera donc plus grave que le signal ertrégis

Le signal restitué sera d’autre part plus « puissant » damerie ou I'énergie du signal sera
plus importante. En effet, d’apres le théoréme de Parseval :

[ [ et () [ ()

En faisant le changement de variable- g—gy, on obtient

/_ :o ()2t = (;%)2 /~ :: X () dv.

D’aprés le théoreme de Parseval, on aura alors :

/:O T(t)dt = <§—§>2 /:o x(t)dt,

2
dv.

D’ou la conclusion.

2.5 Limites de la modélisation des signaux par des fonctions

Certaines fonctions tres simples et potentiellement tiéssut’appartiennent pas a 'ensemble
Li(R) (nial'ensemblel,(IR)). Un exemple simple est la fonctighdéfinie pawt € R, f(t) = 1.
Quelle pourrait étre la transformée de Fourier pour ceggaite ces fonctions, si elle existe ? On
va examiner le cas de cette fonctipn
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Exemple La fonctionVt € R, f(t) = 1 peut étre interprétée comme la limite d’'une séquence
de fonctionsfr, définies par

Vte R, fr,(t)=rect(t/Tp),

quandl; tend verst-oo. Pour une valeur d&, donnée, la transformée de Fourier de la foncfign
est représentée figure 2112. La figure 2.14 représente lenagtion du tracé de la transformée de
Fourier pour des valeurs croissantes/geSupposons que la transformée de Foufjerconverge
vers une fonction quand, tend vers l'infini. Cette fonction que I'on va notérserait alors telle
que:

1. Vv #0,6(v)=0;

2. 6(0) = +oc.
De plus, puisqu’on peut démontrer que

+o00
/ To. sinc(v1p)dv = 1

[e.o]

si la fonctiond existe alors elle vérifie probablement la propriété :

/M S()dy = 1.

o0

Cette intégrale montre qu’en faithe peut pas étre une fonctiolan effet, I'intégrale d’'une fonc-
tion nulle presque partout'¢ # 0, 6(v) = 0) ne peut valoir que O et ici elle vaut ! ! Donc on est
face a une absurdité si on fait I'hypothése g@st une fonctiond est donc un objet mathématique
étrange a définir, cela ressemble a une fonction mais cepgéssaine fonction...

La morale de cet exemple est qu'il existerait certainestfons intéressantes n’appartenant
pas aL;(R) (ni a Ly(R)) telles que si la transformée de Fourier existe alors c’esthjet ma-
thématique (a définir) qui n’est pas une fonction. Si ce ndast une fonction, quel est donc cet
étrange objet?? ?

Exemple On va essayer d'imaginer ce que pourrait étre la transfoedeourier inverse de la
fonction définie pavv, F'(v) = 1, si elle existe. Il semble possible de définir la fonctiofy) = 1
comme la limite des fonctions :

Vv eR, Fp(v)=sinc(vTp)

quandT; tends ver$), voir la courbe caractéristique de la fonctibp,, figurel2.15. Comme on I'a
vu précédemment, la transformée de Fourier inverse eseéeaquar :

VteR, fr,(t) = = rect (i>

dont la courbe caractéristique est représentée figuré [2sEinble que quandj tend vers), fr,
tende vers I'étrange objétintroduit précédemment... Cet exemple met en évidence duibjat
0 semble avoir une autre propriété intéressante.

Avec x une fonction continue et localement intégrable, on a

1 t0+T0/2
oty) = lim — / (1)t (2.10)
2

T() —0 TO O_TO/2
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FIGURE 2.16 — Courbe caractéristique de la fonctjap(t)
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FIGURE 2.17 — Fonctions: (gauche) etect((e — to) /7o)« (droite)

ce qui se réeécrit :
+o0 1
x(tp) = lim T rect((t — to)/To)x(t)dt

To—0 —00 0

+oo 1
= / lim Trect((t—to)/TO)x(t)dt

— o0 To—0 0

voir figure[2.17.

D’aprés ce qui précede, on aurait donc la propriéteé :

2(ty) = /_ S — o))t (2.11)

o0

2.6 Au-dela des fonctions : les distributions

Enréalitéy est une distribution. Nous allons voir que les distribusisant des objets mathéma-
tiques qui généralisent les fonctions. Pour plus d’infdrames sur les distributions, se reporter, par
exemple, aux références [11] 6] 3, 4]. La théorie des digtoibs est dde a Laurent Schwartz, voir
figure[2.18. Pour les besoins du Traitement de Signal, apoésdefini les distributions, les opé-
rations de base effectuées sur les fonctions puis la Tranafmn de Fourier sont généralisées
aux distributions.

2.6.1 Définition des distributions

Définition 2.6.1 Une fonction tesp deRR dansC est une fonction nulle en dehors d’un intervalle
borné et indéfiniment dérivable. On nde’ensemble des fonctions tests.

Les propriétés réclamées pour les fonctions tests sontteisfgu’on peut se demander si les
fonctions tests existeft.

17. Dans ce qui suit, aussi curieux que cela puisse paraftqgeut se rendre compte que ce qui est important c’est
de savoir que les fonctions tests existent et non de lesrdiéter explicitement.



GENERALISATION DE LA NOTION DE FONCTION,
DE DERIVATION,
DE TRANSFORMATION DE FOURIER
ET APPLICATIONS MATHEMATIQUES
ET PHYSIQUES

par M. Laurent SCHWARTZ.

Introduction.

Depuis I'introduction du calcul symbolique, les physiciens se sont
couramment servis de certaines notions ou de certaines formules
dont le succes était incontestable, alors qu’elles n’était pas justifiées
mathématiquement. G’est ainsi que la fonction y(x) de la variable
réelle «, égale 4 o pour @ <Co, a 1 pour = >o0, est couramment
considérée comme ayant pour dérivée la « fonction de Dirac »
¥y (z) =3(x), nulle pour x#£o0, égale & + 0 pour z—o, et telle

+

que, de plus f wS(a:)doc:—_—i— 1. Un tel « abus de langage » est

— o0

malgré tout incompatible avec la notion habituelle de fonction et de
dérivation! Et que penser alors de la considération des dérivées
successives de la fonction de Dirac! Et pourtant de telles expres-
sions rendent de constants services en électricité et sont tres adaptées
a l'étude de la transformation de Laplace ou de Fourier et de la
mécanique ondulatoire. Le but de cet article est de faire un trés bref
résumé (et sans démonstrations) d’un travail qui sera publié ulté-
rieurement sous forme de mémoire ou de monographie et qui
apportera une justification complete au langage précédent ('). Il se

() Jai exposé ces idées dans des legons au College de I'rance (Gours Peccot. janvier-
avril 1946).

FIGURE 2.18 — Extrait de Laurent Schwartz, « Généralisation de tonale fonction, de déri-
vation, de transformation de Fourier et applications matité@ues et physiques », Annales de
I'Université de Grenoble, Tome 21 (1945), p.57-74



40 CHAPITRE 2 ANALYSE EN TEMPS ET EN FREQUENCE

Courbe caractéristique d'une fonction test
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FIGURE 2.19 — Courbe caractéristique d’une fonction test

Exemple Les fonctions tests existent, j’en ai rencontrée une :

{ vt el -1, 1] p(t) = exp (ﬁ)

VE>letVi < —1 ot) =0

voir figure[2.19. On peut démontrer que cette fonction, gunelie en dehors d’un support borné,
est indéfiniment dérivable.

Définition 2.6.2 (Distribution) Une distribution7’ est une application linéaire continue de
dansC. Notation
T: D — C
o = <T o>

Exemple Etant donné: € R, I'application qui ap associep(a) est une distribution appelée
impulsion de Dirac

A travers la notion de distribution réguliere, les disttibns apparaissent en réalité comme
une généralisation des fonctions.

Définition 2.6.3 (Distribution réguliére) Une distribution?” est réguliére s’il existe une fonction
x localement intégrable telle que

+oo
<T,o>= /_ x(t)p(t)dt. (2.12)

oo

Une distributionT” est dite singuliére s'il n’existe pas de fonctiornelle que[(2.1R).
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Remarque Sil'objet ¢ introduit dans I'exemple pade 135 était une fonction aloepdes la rela-

tion (2.11) :
/_ 5(t — a)p(t)dt = p(a).

La distribution réguliére associéeiée — a) est telle qu’a une fonction tegton associe la valeur
v(a) : on retrouve I'impulsion de Dirac! Il apparait qu’en rééhite — ) est une distribution qui
est singuliére puisqu&én’est pas une fonction.

Dans ce qui suit, on noterg la distribution qui a la fonction test associe la valeup(a) et
I'on s’empressera de bannir les notatiofieé— a) oud(t —a) qui n’ont aucun sens puisgqden’est
pas une fonction. La distributiofy est notée paf. On associe &, la représentation graphique
présentée figule 2.0, gauche \S#st un réel alorao, est la distribution qui a la fonction tegt

Représentaion graphique de Ga Représentaion graphique de Aéa

12

0.8

0.6

0.4

0.2

FIGURE 2.20 — Représentation graphiquedest de\d,,

associe la valeuk.¢(a) avec la représentation graphique présentée figuré 2.2€.dro

Remarque Une suite de distributions régulieres peut converger vaes distribution qui est
singuliére ; un exemple peut étre obtenu a partir de I'exerppbé 35.

Remarque Par un abus de notation et afin de limiter le nombre de nostitanipulées, pour la
distribution réguliere associée a une fonctigon utilise souvent la méme notation pour désigner
la distribution réguliére et la fonction associée. Afin dtértoute ambiguité, avant d’adopter cette
notation, on noterd, la distribution réguliére associée a une fonction

2.6.2 Opérations de base sur les distributions

Les opérations de base sont maintenant généralisées déseraux distributions. Elles sont
définies de telle facon a ce que quand elles sont appliquées distribution réguliere, c’est-a-
dire une distribution associée a une fonctigron obtienne la distribution réguliere associée a la
fonction résultat de I'opération effectuée sur
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Translatée d’une distribution 7" par la constantea La translatée d’une distributiofi par la
constante: est la distribution notée,T” définie par :

VoeD, <71,T, o>=<T, ple+a)>.

La justification vient des distributions régulieres : il fmue lorsqu’on applique la définition de la
translatée, T, a la distribution régulier&’, associée a une fonctian on obtienne la distribution
réguliereT,,_,) associée a la translatége — a) de la fonctionz. Or

+oo
Vo €D, <Tye—a), p>= / x(t —a)p(t)dt

—0o0
ce qui donne avec le changement de variablet — a :
—+00

VQO c D, < TI(.*CL)7 (70 >= / x(?)gp(’{—l— a)d’{:< TCE7 90(. + a) >

—00

ce qui est cohérent avec la définition de la translatée d’istglition par la constante

Changement d’échelle de constante d’une distribution 7° On appelle changement d’échelle
de constante de la distributiori” la distribution notéech,T et définie par :

1
Vo €D, <6chaT,g0>:ﬂ<T,g0<:>>.
a a

La justification vient encore des distributions réguliérgsaut que lorsqu’on applique la défini-
tion du changement d’échelteh, T, a une distribution régulier€, associée a une fonctian on
obtienne la distribution réguliefE, .., associée a la fonction(ae) obtenue a partir de la fonction
x par changement d’échelle. Or

x(at)p(t)dt = ﬁ /_:0 z(t)p (g) dt = \ai| <T,, ¢ (é) >

ce qui donne avec le changement de variabteat :

+oo
Vgp € Dv < Tx(ao), p >= /

— 00

1 [ [t ~ 1 .
Vo eD, <Tyue, ¢ >= ﬂ zt)p | - |dt=— <T,, ¢ (—) >
al J_w a a

lal

ce qui est cohérent avec la définition du changement d’éctalhe distribution.

Exemple Déterminons le changement d’échelle d’'une impulsion dad®iPar application de la
définition : .
< echgby,,  >= — < 0y, ¢ (:> >= igp (@) .
al a la|” \ a
Cette derniére quantité peut s’interpréter comme le résidtdiimage de la fonction test par la
distributionﬁci%o ;

1 1
— <@> =< —0n, @ >.
ol " \a jal

Par suite,

1
GCha(51,0 = |—|5m
a a

Ce qui n’est pas forcément le résultat que I'on aurait spamtemt attendu du fait du facteﬁl;f!
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Multiplication d’'une distribution par une fonction  Pour toute distributiof” et toute fonction
f indéfiniment dérivable, le produjtT est une distribution définie par :

VoeD, < fT, o>=<T, fp>.

Nous utiliserons dans la suite la conséquence de ce rélsuttgt!’il est appliqué a la distribution
impulsion de Dirac :

£.6, = f(a).0a (2.13)

Dérivation d’une distribution  La dérivéel” d’'une distributioril” est la distribution définie par :
VoeD, <T, o>=—<T, ¢ >. (2.14)

Cette formule a été établie de facon a généraliser la démvakes fonctions aux distributions.
En effet, il est naturel de définir la dérivée d’une distribatrégulierel’, de fonction dérivable:
comme la distribution régulieré, associée a la fonctiar. Montrons que la formulé (2.14) est
cohérente avec cet objectif. La distribution associgesécrit en effet :

“+oo
Vo eD, <Ty, > / ¥ (D) p(t)dt.
En faisant une intégration par parties, on a alors :
+00 +oo
/ o' (t)p(t)dt = [e(t)p ()] 12 —/ z(t)'(t)dt = — < Ty, ¢ >,

00 N———— 00
0

le premier terme de droite étant nul du fait guest une fonction test.

La formule [2.14) permet ainsi d’étendre la notion de déiavaa des fonctions discontinues
a travers leurs distributions réguliéres associées.

Exemple SoitT" la fonction appelééchelon d’'Heavisidet définie par

Vi>0, I'(t)=1
t =0, I'(t)estnon définie
Vt<0, I'(t)=0

SiI" est considéré comme une fonction alors po# 0, IV(¢) = 0 etI’(0) n'est pas définie. Par
contre, on peut définir la dérivée de la distribution régeligssociée B :

“+o00
VoeD, <Tf, ¢ >=—<Tr, ¢ >= —/ ' (t)dt = p(0) =< do, p >
0

Par suite, au sens des distributions,
T = o,

ce qu’on note généralement de facon abusive :

F/ = 50.
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Exemple L'exemple précédent montre qu’il est possible au sens deghditions de définir la
dérivée d’'une fonction présentant des discontinuités. fdnetion qui s’écrit comme la somme
d’une fonction dérivable et d’'une somme de fonctions éatetbHeaviside, par exemple :

f=g+12I

ou g est dérivable en est un exemple. Alors, au sens des disbrisien utilisant I'abus de nota-
tion,ona:
=4 +126.

Remarque Au-dela de la généralisation de la notion de dérivation asitxidutions, I'intérét de

la dérivation au sens des distributions est de permetineelsion entre limite ou somme infinie et
dérivation. En effet, si, dans le cas des fonctions, il esesgaire de poser un nombre important
d’hypotheses, ce n'est plus le cas lorsque I'inversion #sttiée au sens des distributions. Dans
le cadre de ce document de cours, cette remarque sera amppggée 118 pour établir la formule
sommatoire de Poisson.

2.6.3 Transformée de Fourier d’une distribution

Dans le droit fil de la définition de la dérivation, on peut diéfetransformée de Fourier d’'une

distributionT par

Vo e D, < F[T|, ¢ >=<T, Flp] >. (2.15)
PuisqueF|T] est une transformée de Fourier, la fonction tesst une fonction de.
Comme précédemment, cette formule peut se justifier via Esilaitions réguliér@ . nous
allons voir que pour une distribution réguli€fe définie par une fonctiom de L, (R) N Lo (R),
on retrouve bien la transformée de Fourier telle qu’elleéadétfinie section 2.4.2. En notant que
¢ €étant une fonction de, F[¢| sera une fonctioHf det :

<T,, Fl¢] > = /_ o x(t)Flo)(t)dt = / o x(t)( _m (u)eQ’Ti”tdu) dt

[e.9] —0o0 o0

_ /_ :O ( /_ :O x(t)e%ivtdt) o(v)dv

J/

'

Fla](v)

= <Tru, ¢>.

18. Enréalité, il y a une subtilité théorique qui n'a cepatiges de répercussion sur 'utilisation pratique que 'on
va faire de cette formule dans cet enseignement. Néannpans£tre complet, on va en souligner les grandes lignes.
La difficulté est qu’on peut démontrer que méme sist une fonction test, ce n’est pas forcément le cag[dé
Par suite,F[¢] n'est pas dans le domaine de définitionTet donc 'écriture< T, F[¢] > n'a pas de sens. Pour
surmonter cette difficulté, on est amené a définir les digiohs tempérées. Une distribution tempérée se définit de
la méme fagon qu’une distribution si ce n'est qu'au lieu @ediller sur 'ensemble des fonctions teft®n travaille
sur I'ensemble des fonctions & décroissance raf{d®). Une fonctiony est a décroissance rapide si pour toat IN,
ona:
lim |vPg(v)| = 0.
|v] =00
On a la propriété qu® C S(R). Un exemple de distribution tempérée est I'impulsion debir
Si¢ € S(R) alorsF[¢] € S(R). Par suite, si” est une distribution tempérée et/st S(R) alorsF[¢] € S(R)
et doncF|¢| appartient au domaine de définitionde
19. Noter que dan§(2.8)etv interviennent de fagon symétrique dans™i?,
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Par suite, avec cette définition de la transformée de Fodtiee distribution, la transformée de
Fourier de la distribution réguliére associée ést la distribution réguliére associé&ar].

La transformée de Fourier d’une distribution conserve teppétés de la transformée de Fou-
rier d’'une fonction, voir la sous-section 2.4.3. Notamméentransformation de Fourier définie
sur les distributions est une applicatioméaire et continue

Transformée de Fourier inverse d’une distribution Elle est définie par :

VoeD, <F T, ¢ >=<T, F 'y >.

De la définition de la transformée de Fourier et de la transéerinverse, on déduit que :

FUF[T)] =T. (2.16)

Transformée de Fourier de I'impulsion de Dirac On peut la déterminer en appliquant la défi-
nition de la transformée de Fourier d’une distribution :

+oo

< Flba), ¢ >=< 6,4, F[p] >= Fl¢](a) = / e P () dy =< T,-2niae, > .

—0Q0

Par suite,
f[éa] - 7—16727ria-7
ce que I'on note de fagon abusive :
Floa)(v) = e7?me. (2.17)
Et donc, avea = 0,
Flo] = 1.

Transformée de Fourier de la fonctionl C’est’'exemple de la page B5. L'astuce est de montrer
queF~1[§] = 1 etd’en déduirer[1]. Pour cela, on applique la méme démarche que précédemment
mais en utilisant la définition de la transformée de Fourieeiise.

< F o), ¢ >=< 0, F o] >= F[p](0) = +Oo (V)dv =< Ty, ¢ > .

Par suite, avec I'abus de langage usi#et![§] = 1. D’aprées la relation(2.16), on a alors :

F1] = 6.
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15 )
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0.5

-0.5
=y v

FIGURE 2.21 — Représentation du module B&v) = Flsin(271e)](v)

Application : détermination de la transformée de Fourier dela fonction sin(27vge)

1 . .
Sin(27r1/0t) = — (62Tr11/0t _ e—27‘rll/0t) )

La transformée de Fourier étant linéaire :

F[sin(?wyoo)] = % (f[e2ﬂiV00] B F[G—Qwiuoo]) .

D’apres la relation vue section 2.4.8.5, ayee 1 :
f[eZﬂ'iz/oo] — 51/0.

Par suite Fle 2™0*] = §_, et
1
Flsin(2mvpe)] = %A (Opy — 0—1p) -

On obtient donc un spectre constitué de deux impulsions clfS) voir figure[2.21.

Exemple Calculons la transformée de Fourier de la fonctios(271yae) a partir de la trans-
formée de Fourier deos(271,e) par application de la propriété de Changement d’échelle de la
transformation de Fourier présentée sedfion 2.4.3.3.

D’apreés la propriété de changement d’échelle :

1
Flcos(2mvpae)| = mech;}"[cos(%woo)].

Comme .
Flcos(2mpe)]| = 3 (Ouy 4+ 0_1) (2.18)

20. Et non de raies comme il est courant d’entendre.
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ona:
(ech;éyo + ech;d,w) L= la] (Oavy + O—avy) -

ech1 Flcos(2mvge)] = 2

a

N | —

Etdonc 1
Flcos(2mvpae)| = B (Oavy + O—avy) - (2.19)

Bien entendu, on aurait pu utiliser directement la formul@gPpour obtenir en remplacamt par
avy la formule [2.19).

2.6.4 Transformée de Fourier de fonctions (au sens des distributions)

Dans la sectioh 2.4.2, nous avons vu que la transformée déeFpouvait étre définie pour
les fonctions dd.; (RR). Lintroduction de la transformation de Fourier pour lestdbutions per-
met de définir la « transformée de Fourier d’'une fonction @nsgdes distributions) » : par cette
expression, il faut comprendre la « transformée de Fougdadlistribution réguliere associée a
la fonction » (Yes!). De cette fagon, on peut définir la transfée de Fourier :

— les fonctions dé.»(R) ;

— les fonctions localement intégrables et a croissance lantinfini. Une fonctionf est a
croissance lente a l'infini s'il existel > 0 etm € IN tels que|f(t)|] < Alt|™ pour |¢|
suffisamment grand. Les fonctions périodiques ou encor®ietions polynomiales (telle
que la fonctionl) sont des fonctions a croissance lente a l'infini.

2.6.4.1 Fonctions périodiques

Le cas des fonctions périodiques est particulierementaasant. Soif, une fonction pério-
dique de périodd” admettant une décomposition de Fourier :

o0

VieR, f,(t)= Z cpe?mirt,

n=—oo

A partir de la linéarité et de la continuité de la transforrdéd-ourier, on peut démontrer que :

o0

Flfil = ) aFlem#).

n=—oo

D'aprés [2.11) Fle*™'7*] = 6. D'oll

[e.e]

Flfp] = Z Cnoz.

n=—oo

La transformée de Fourier d’'un signal périodique est doscrdie (non nulle seulement pour
les frequences:). Si on reprend I'exemple de la fonction représentee figuBe @ obtient la
représentation graphique figure 2.22, soit un spectre diisigns de Dirac. On en avait vu un
exemple avec la fonction sinus, voir figlre 2.21.

Il est d’ailleurs intéressant de mettre en vis-a-vis unfietsre avec celui de la fonction mdaif
correspondante, voir figure 2124. Le spectrefglest issu du spectre de sa fonction mgtif par

21. La fonction motiff,, d'une fonction périodiqu¢;, de périodel’ est une fonction nulle sauf sur un intervaile
de longueufl” telle quevt € I, f,,(t) = fm(t). Un exemple est donné figure 2.23.
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FIGURE 2.22 — Spectre de la fonction périodique associée a la fumotict
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une « discrétisation » et un facteur d’échelle%deCe facteur d’échelle découle du fait que :

T
1 [z in 1 [t in 1
Cp = ? 2 fp(t>€727r17tdt — ? N fm(t)ef%rl?tdt _ TFm (%) .

N

2.6.4.2 Fonction écheloi’
Dans la note de bas de p@eon démontre que

1 1
'l = —9.
}—[ ] 2me + 2

Merci de bien noter le term§(5 qui est souvent oublié, avec parfois pour conséquence uftats
incorrect.

2.6.4.3 Fonction sinus cardinal

F [sinc <T)} = T.rect(Te). (2.22)

\oir la démonstration en TD.

2.7 Exemples d’analyse fréquentielle

2.7.1 Caractérisation de l'audition humaine

Dans l'air, le son se propage sous la forme d’une variatiopréssion. Le niveau du son
découle donc de la pression acoustique exprimée en P&sdal@ sensation de niveau sonore

22. Dans I'exemple pade 3, nous avons vu lue- 4. D’autre part, d’aprés la sous section 2.4.3.6,

FIf(v) = 2nivF[f] (v).
Par suite
2miv F[L(v) = F[§](v) = 1. (2.20)

Ici, il faut faire attention que les termes de cette équagiamt des distributions. On peut ainsi démontrer qu’au sens
des distributions :
«vd(v)»=10

Par suite, la solution de I'équatidn (2120) s'écrit :

FlM = - 4 ks 2.21)

T 27ie

ou k est une constante a déterminer. Pour déterniinen va regarder la valeur que prend la distribution définre pa
FI'] pour une fonction test particuliere définie par :

1 .2
¢(V) = \/ﬂe 2
Cette fonction test est telle que :
1 e
Flolt) = Z=e 7.

En utilisant cette expression d€[¢] et la relation [(2.15), on démontre que F[I], ¢ >= -——. D’autre part, en

2V2r”
utilisant [2.21), on démontre que F[I'], ¢ >= k\/% Par suitek =

1
3
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par un auditeur humain d’'une composant sinusoidale d’'uagpalée sonie dépend de la pression
acoustique mais aussi de la fréquence de cette composarﬁgutdﬂ@ représente la pression
que doit avoir un son en fonction de la fréquence afin d’obtemé méme perception de volume
sonore pour un humain a I'ouie fine [12].

Niveau maximal admissible I Fa
120 - v 20
g e~
= 100 :
1004 | !
g : 90 :
f ; 80 } 210!
g 80 — i = foen |
= :' | 2102
2 Bs04 l
g : - :
5 | T : -
g o1 1 N\ s
3 20  iSeuil daudibilith\ N1 0 Rt
| ¢ | 210-8
i :
II Frrryrer T T T LI R I[ -
a0 100 1000 10K 20K
Fraguence (Hz)

FIGURE 2.25 — Courbes d’audition isosoniques : Pression acoustig@ascal (ordonnée a droite)
versus fréquence (abscisse) (extraitde [12])

Au dela de son intérét scientifique, la caractérisation aedition humaine a un intérét pra-
tique important pour I'ingénieur : elle va permettre de défime partie du cahier des charges des
systemes technologiques qui vont effectuer le traitemargéah pour des applications bien dé-
terminée&d. Ainsi, par exemple, un téléphone est un systeme techmplegiont I'objectif est de
traiter la parole. La figurie 2.25 nous montre que le spectta parole comprend des composantes

23. L'ordonnée a gauche représente le niveau sonore défini pa

L =20log (;)
0

avecP la pression acoustique en PascaPgt= 2 x 10~ la pression acoustique de référence : elle correspond au
seuil de I'audition.
24. Les limites de la perception ont été illustrées par latpeé belge Renée Magritte, voir par exemple le tableau
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comprises entre 800 Hz et 8 kHz environ. Lorsque la paroldreat&@itée par le téléphone, il est
donc primordial de ne pas altérer la partie du spectre quiaas cette gamme de fréquences.

2.7.2 Description de la bande VHF

Il s’agit de la bande de fréquence radio qui s’étend de 3025280 MHz. Elle est utilisée de
la fagon décrite dans le tablelaul2.5.

2.8 Reésolution d’équations différentielles ou de la transformée
de Fourier a la transformée de Laplace

1
Résolution Résolution
difficile simple

3

inverse

FIGURE 2.26 — Transformez votre vie!

Les propriétés de la Transformée de Fourier présentédsrs@cl.3 peuvent étre exploitées
pour la résolution d’équations différentielles linéaiéesoefficients constants. Le principe est de
calculer la transformée de Fourier de la solution puis a@nbtla solution par transformée de
Fourier inverse suivant le schéma présenté figure 2.26. Geitlustré dans I'exemple qui suit.

Exemple Soit I'équation différentielle :
VieR, gy(t)+ay(t) = bx(t). (2.23)

On désire déterminer la fonctignsolution de cette équation pour=T'.

« La Trahison des images ». L'art de I'ingénieur est d’exploau mieux les limites de la perception humaine. Pour
cela, il estimportant de les connaitre.
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Fréquence

Utilisation

30,525 a 32,125 MHz

Réseaux privés

30,750 a 32,075 MHz
31,300 MHz

32,125 a 32,500 MHz
32,500 a 33,700 MHz
32,800 MHz

33,000 a 34,850 MHz
34,850 a 36,200 MHz
36,200 a 36,400 MHz
36,400 & 37,500 MHz
37,500 & 38,250 MHz
39,000 & 40,600 MHz
40,660 a 40,700 MHz
40,995 a 41,105 MHz
41,100 a 41,200 MHz
41,205 a 41,245 MHz
41,310 a 41,475 MHz
47,000 & 47,120 MHz
47,400 & 47,600 MHz
47,600 a 47,700 MHz
50,200 MHz

50,200 a 51,200 MHz
55,750 a 63,750 MHz
56,330 MHz

62,860 MHz

68,000 a 68,460 MHz
68,462 & 69,250 MHz
69,250 4 70,000 MHz
70,250 470,525 MHz
70,525 470,975 MHz
70,975 & 71,950 MHz
71,300 & 71,800 MHz
72,200 & 72,500 MHz
72,500 a 73,300 MHz
73,300 a 74,800 MHz
74,800 a 75,200 MHz
75,200 a 77,475 MHz
77,475 a 80,000 MHz
80,000 a 82,475 MHz
82,475 a 83,000 MHz
83,000 a 87,300 MHz
87,300 a 87,500 MHz
87,500 a 108,000 MHz
108,000 & 117,950 MHz
118,000 & 136,000 MHz
137,000 & 138,000 MHz
138,000 & 144,000 MHz
143,9875 & 144,000 MHz
144,000 & 146,000 MHz
146,000 & 156,000 MHz
151,005 & 152,990 MHz
152,000 & 152,020 MHz
152,570 a 152,655 MHz
152,990 a 155,995 MHz
154,980 a 155,180 MHz
155,995 & 162,995 MHz
156,025 & 157,425 MHz
160,625 & 160,950 MHz
161,550 & 162,025 MHz
162,500 & 162,525 MHz
164,800 & 168,900 MHz
169,410 &4 173,815 MHz
169,795 & 173,495 MHz
173,500 & 174,000 MHz
174,000 & 223,000 MHz
174,000 & 234,000 MHz
175,500 & 178,500 MHz
183,500 & 186,500 MHz
223,500 & 225,000 MHz
225,000 a 400,000 MHz

Appareils faible portée non spécifiques
Radiomessagerie sur site

Usage militaire

Réseaux privés

Microphones sans fils

Usage militaire

Réseaux privés

Microphones sans fils

Usage militaire

Radio-astronomie

Réseaux privés

Appareils faible portée non spécifiques
Aéromodélisme

Modélisme

Téléalarme pour personnes agées jusqu’au 31/12/2005
Téléphones sans fils

Réseaux privés

Réseaux privés en région parisienne seulement
Réseaux privés

Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Trafic amateur

Télévision bande |

Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Liaison vidéo sol-train, en région parisienne
Usage militaire

Réseaux privés

Usage militaire

Réseaux privés

Usage militaire

Réseaux privés

Appareils faible portée non spécifiques
Modélisme

Réseaux privés

Gendarmerie nationale

Radiolocalisation aéronautique (Marker)
Réseaux privés, taxis

Gendarmerie nationale

Réseaux privés

Usage militaire

Police, pompiers, SAMU

Radiomessagerie unilatérale : alphapage, biplus ou enasig
Radiodiffusion FM bande II

Radio Navigation Aéronautique (VOR et ILS)

Trafic aéronautique, bande “air" ou "aviation" (fréquence éteedse 121,5MHz)

Liaisons satellitaires descendantes,(Satellites Météo)
Usage militaire

Fréquence réservée "vol libre"

Trafic amateur, bande des "2 metres”

Trafic aéronautique (liaisons satellitaires montantes4@MHz a 150MHz )

Réseaux privés

Radiomessagerie sur site

Appareils faible portée non spécifiques
Réseaux privés

Liaisons fixes d’abonnés isolés

Réseaux privés en dehors des cotes

Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine"
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine"
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine'
Trafic maritime et fluvial, bande "VHF marine'
Réseaux privés

Radiomessagerie norme ERMES

Réseaux privés

Police, pompiers, SAMU

Télévision bande 11l

DAB bande llI

Microphones sans fil

Microphones sans fil

Appareils faible portée non spécifiques jusqu’au 31/12200
Trafic aéronautique et liaisons satellitaires militaires

TABLE 2.5 — Utilisation de la bande VHF
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1. La premiere étape consiste a prendre la transformée deeFda cette équation. La trans-

formée de Fourier a la propriété de linéarit€[uf + bg] = aF[f] + bF|g]. D'ou
Fly+ayl =Flyl+aFlyl.
Par la propriété sur la dérivationF[f™](v) = (27iv)" F (v), on a:
Fly] =2rie Fly|.
Par suite, la transformée de Fourier de I'équation difféeie mene a :
(2miv +a) Y (v) = bX (v).
D'ouonaY(v) = G(v)X(v) avec
b

- 2riv +a’

G(v)

. Laseconde étape consiste a remplacear son expression. D’aprés la sous se¢fion 216.4.2 :

1 1
I = 9.
]:[ ] 2mie + 2
D’ou . .
Y = -
G27rio + 2G5

Or, d’aprés[(2.13), pade U8y = G(0)d soitb/ad.

. La troisieme étape consiste a faire une décompositioiéeneaits simples de la fonction

rationnelleY (v).

1 b 1 —b b
G = 2L _ b | b

2wy 2miv +al2miv 2miv+a 27y
par décomposition en éléments simples. D’'ou :

1 1 1
Y=b/a|—=— + =+ 30
2rie +a  2mwie 2
| e ———
Fr]
D'aprésleTD 1:
1
Fle ™ = ———
le ] 27i @ +a

D’ou, en prenant la transformée de Fourier inverse, on obtie

y=>b/a(l—e ).

La démarche précédente n’a de sens que si pour les signatix il est possible de définir

leur transformée de Fourier. Pour la fonction= I", nous savons d’aprés la sous secfion 2.6.4.2
gue celle-ci est définie au sens des distributions. La fongticorrespond elle a une fonction qui
fait intervenir le terme=— .
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— Dans le cas ou > 0, y appartient al;(R) et donc d’aprés Théorenie 24.1, il admet
forcément une transformée de Fourier.

— Dansle cas ou < 0, y n'appartient pas &, (R) et elle n’est pas a croissance lente a l'infini.
D’apres la sous sectidn 2.6.4, il n’est donc pas évidentiqgadmette une transformée de
Fourier, méme au sens des distributiéhs

Par suite, la démarche appliqguée dans I'exemple précédesitpas correcte dans le cas ou
a < 0. Comment 'adapter pour pouvoir traiter correctement cetgde ?

Pour cela, on arecourt a une astuce (changement de vagabt®)nsiste a introduire le signal
z tel quey = e?*z, aveco telle ques > —a etw tel quexr = e’*w, dans I'équation 2.23, ce qui
donne :
VteR, ei(t)+ (a+0)e”2(t) = be” w(t)

soit
VieR, 2(t)+ (a+0)z(t) = bw(t).

Avec o > —a, les fonctionsz et w appartiennent & (R) : il est alors possible de définir leur
transformée de Fourier et donc d’appliquer la transforngeEalirier a I'équation ci-dessus.

Or, par définition,

Zv) = /jooz(t)e%i”tdt

o0

o0 .
— / e—oty(t)e—Qﬂ'wtdt

o0

+00 .
— / y(t)ef(odr?ﬂ'w)tdt

o0

Soit s = o + 2wiv une variable complexe appelgariable de LaplacelLa quantité ci-dessous
définit une fonction de appeléelransformée de Laplace bilatératkey :

+o0
Y(s) = / y(t)edt
et notéely,[y](s). Lu|y] est une généralisation de la transformée de Foukjef qui était définie

par :
“+oo

Flolw) = [ wtye ar

o0

ou I'on a remplac@riv par la variable complexe Attention que l'intégrale ci-dessus n’est bien
définie que pous appartenant a un sous ensemblédgien défini. Dans I'exemple considéré, le
nombre complexe doit étre tel que R@) > —a ou —a est appelé abscisse de convergence.

Définir la transformée de Laplace geavec un abscisse de convergence-derevient donc a
définir la transformée de Fourier deyui est bien définie puisquec L;(R).

Il est aussi possible de définirteansformée de Laplace monolatérale

Y(s) = /t+<>° y(t)e *dt

25. Et c’est effectivement le cas.
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Temporel Laplace | Ensemble de définition
o 1 C
Oa e 9 C
r L C-
e T - Re(s) > —a
a€eR
e Sin(wo.)F (.Jr;;% Re(S) > —a
0
a € R
e~ cos(wpe)I" (.Jr;)% Re(s) > —a
0
a€eR

TABLE 2.6 — Transformées de Laplace usuelles

que I'on notera dans la sui&y]. Pour les signauy tels quevt < 0, y(t) = 0, les transformées
de Laplace monolatérale et bilatérale coinciérouvent, la résolution des équations différen-
tielles telles quel(2.23) se fait potur> 0, avec des conditions initiales données posr 0, par
exemple :

VE =0, y(t)+ ay(t) = ba(t)
y(0) = yo
Ceci explique l'intérét particulier de la transformée de laap monolatérale. Un autre point est

gue le calcul d’'une transformée bilatérale peut se ramanealkeul de deux transformées mono-
latérales caron a:

+oo 0 +o0
/ y(t)e *tdt = / y(t)e *tdt + / y(t)e *dt
_ 0

o0 — 00

+o00 , +oo
= / y(=t)e dt’ +/ y(t)e *'dt
0 0

en faisant le changement de variable> —t’ dans la premiéere intégrale. Ces deux termes corres-
pondent a deux transformées monolatérales :

Lulyl(s) = Lly(—e)T](=s) + L[yI'](s).
Dans la suite, on ne s’intéressera donc qu’'a la transforrmé@aplace monolatérale.

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peut debliransformées de Laplace
(monolatérales) de fonctions usuelles ainsi que de digioibs. Un certain nombre d’exemples
sont présentés dans le tabléad 2.6.

26. Ces sighaux sont parfois appetésisauxCependant, cette appellation est assez trompeuse plastpgsalité
est la propriété d'un systéme de convolution qui se tradaritgpfait que la réponse impulsionnelle de ce systéme est
nulle pour leg < 0.
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Linéarité Llaf + bg] = aL[f] + bL[g]
Changement L[f(a®)](s) = ;LIS (3)
d’échelle
Translation L[f(e —tg)](s) = e L[f](s)
temporelle
Modulation Lle** fl(s) = L[f] (s — s0)

Dérivée | L[f™](s) = s"L[f](s) — (s £(0) + " 2fD(0) 4 - - - + sf=2(0) + f=D(0))

Intégration c [ /0 ' f(u)du] (s) = 2L[f](s)

S

TABLE 2.7 — Propriétés de la Transformation de Laplace (monaleter

Du fait de la proximité des deux transformeées, les promsideéla transformée de Laplace sont
similaires aux propriétés de la transformée de Fourier,tablead 2.17.

Exemple En appliquant la transformée de Laplace sur I'équation :

{ vt >0, y(t) +ay(t) = ba(t)
?J(O) = Yo

et les propriétés du tableauP.7 de la sous section, on obtms :
(s+a)Y(s)—y(0) =bX(s)

D’aprés le tableau 2.6, on a alors

Y (s) = b 1+ 1 y(o):y(())—b/a+b/_a

s+a§ S+ a S+ a S

D’apres le tableau 2.6, on en déduit que :

VteR, y(t)=(y(0)—b/a)e T (t) + (b/a)T(t).

2.9 Enrésumeé

— S’il est naturel de modéliser un signal par une fonctiore approche plus satisfaisante
consiste a modéliser un signal par une distribution, najigirétend la notion de fonction.

— Une distribution particuliere et incontournable en gaient du signal est I'impulsion de
Diracd,.
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— Un signal peut étre caractérisé par son spectre, 'andigsgientielle correspondant a
I'étude de ce spectre. Comme nous I'avons vu dans I'exempléaddition humaine, le
spectre d’'un signal peut permettre de déterminer l'infdiomgpertinente pour une applica-
tion donné&1. Ce point est important : il sera par exemple exploité dankdgitre suivant
pour extraire I'information « utile » d’un signal dans le ptee suivant.

— La décomposition en série de Fourier est un premier ouihalyse fréquentielle valable
pour des fonctions définies sur un intervalle (avec cersgimepriétés) et pour des fonctions
périodiques. Cependant, dans ce qui suit, sauf indicatiatraice, I'analyse fréquentielle
se basera sur la transformée de Fourier, car elle peut &tréedgour une classe riche de
signaux, contrairement a la série de Fourier, quitte a launéfu sens des distributions.

— Les spectres de signaux élémentaires ont été étudiésedstdms exemples :

1. Non périodiques : rect, f, sinc,T...
2. Périodiques

— La transformée de Fourier peut étre utilisée pour la réisolud’équations différentielles
linéaires a coefficients constants a condition de s’asguretle est bien définie pour les
signaux sur lesquels elle s’applique.

— Latransformée de Laplace est une extension de la trandéodsFourier qui est bien définie
pour une classe de signaux plus importante que la transéodeé&ourier, par exemple pour
les signaux qui ont une divergence exponentielle a I'infttie permet ainsi de résoudre de
facon plus systématique les équations différentielles.

— Dans la suite du document, par convention, une lettre roiedait référence a un signal
dans le domaine temporel et la méme lettre en majuscule arssfdrmée de Fourier ou de

Laplace.

2.10 Annexe du chapitre : un exemple de scripiat | ab

SousMatlab , il existe deux modes de fonctionnement :
1. Soit les commandes sont tapées en ligne, sous le promplans la fenétratlab

2. Soit un fichierfilename.m  est créé dans lequel une suite d’'instructidviatiab est
écrite. Ce fichier est ensuite exécuté shlatlab . Un tel fichier est appelécript Pour
créer un nouveau script, cliquer sous la fen@fiatlab sur la premiére icone en haut a
gauche. L'éditeur qui est ouvert s'utilise alors comme téditeur. Pour I'exécuter, apres
avoir sauvegardeé le fichier, taper le nom du script (sangdiesion .m) sous le prompt de
Matlab ou cliquer sur l'icbne play de I'éditeur.

Conseil pratique : le second mode de fonctionnement estrpi#&au premier.

Dans les exemples présentés dans ce chapitre, les ddiagib ont essentiellement servi
a tracer les courbes caractéristiques de fonctions. Panp&e pour obtenir figure 2.2, la suite
d’instructions suivante permet de tracer la courbe cariatitfue de la fonctior (212) :

T =2 % Initialisation de la variable T

tv = linspace(-T/2,T/2,1000); % Creéation d'un vecteur de 1000 éléments
% espaceés linéairement dont le premier

27. C'est-a-dire dans le cas de 'audition humain, la pagaluqui est effectivement percu par un étre humain.
28. Cette fonction est définie en TD.
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% vaut -T/2 et le dernier +T/2

ft = cos(2 *pi/T *tv)+4 *sin(2 *pi/T *tv) + 4 *(cos(2 *pi/T *2xtv));
% Calcul des valeurs de la fonction f
% pour t prennant ses valeurs dans le
% vecteur tv

figure, % Création d'une nouvelle figure

plot(tv, ft); % Tracé des points de coordonnées prises dans les vecteurs
% tv et ft, les points successifs
% étant reliés par des segments de droite

grid on; % Affichage d'une grille

hold on; % Fige le contenu de la figure active

plot(tv,cos(2 *pilT *tv),’”’,tv,4 *Sin(2 *pilT *tv),’-. v,
4% cos(2 *pilT *2*xtv),’--);
% Trace sur la figure les différents termes
% de la décomposition en série de Fourier

Un point de syntaxe : le % définit le début d’'une zone de comais. De plus pour avoir
d’'information sur une fonctioMatlab de nonmxxnom_de_fonctigronsulter I'aide, par exemple
en tapantelp nom_de_fonctiosous le prompt-> dans la fenétrélatlab .
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Chapitre 3

Modéeliser et caractériser un systeme :
Convolution et filtrage fréquentiel

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment casgatan signal par I'analyse fréquen-
tielle. Dans ce chapitre, nous allons mettre a profit cettacté@risation pour aborder une des
grandes techniques de traitement de signal permettantraii@xd’un signal donné, un signal
« utile » : il s’agit d’obtenir le signal utile comme la sortd&in systeme de convolution (judicieu-
sement choisi) ayant en entrée le signal a traiter (filtrage)

Les différentes notions sous-jacentes sont introduitess/aits des €léments sur la compression
MP3 dans la sectidn_3.1. Aprés avoir défini 'opération desfije fréquentiel dans la section]3.2,
les systemes et les systémes de convolution sont ensuitésdidins la sectidn 3.3. Leur mise en
ceuvre pour le filtrage est abordée dans la seCtidn 3.4 : ledyidtrage présenté est qualifié de
fréquentiel car basé sur une caractérisation fréquemtilds signaux telle que présentée dans le
chapitre précédent. Le chapitre se termine sur le fenéteagporel présenté sectiobn B.5.

3.1 Un exemple introductif : la compression MP3

La compression est un ensemble de méthodes visant a rédapade nécessaire a lareprésen-
tation d’'un signal. Ce point est important que ce soit pourdagmission d’'un signal ou son
stockage. La compression MB@st un algorithme de compression audio. Elle s’appliquesa de
signaux sonores destinés a étre écoutés par un étre fﬁlrﬁm‘n‘ac;on schématique, un signal
sonorer peut se décomposer en deux parties :

Vte R, x(t) =x,(t) + x.(t)

AN

ou

1. z, est la partie « utile » : dans I'exemple présent, il s'agita@éartie du son audible par
I'étre humain;

2. x, estla partie « inutile » : dans I'exemple présent, il s’agitalpartie du son inaudible par
I'étre humain.

1. La compression MP3 ou « MPEG-1 Layer 3 » est une technotag@péenne. L'algorithme « MPEG-1 Layer
3 » décrit dans les standards ISO/CEI IS 11172-3 et ISO/CHBERL8-3 est soumis a des redevances (droits com-
merciaux) a Philips (entreprise néerlandaise), TDF (enise francaise), France Télécom (entreprise francdRe),
(entreprise allemande), Fraunhofer 1IS (entreprise allese) et Thomson (entreprise francaise) pour toute utdisa
ou implantation physique (notamment sur les baladeurs MP3)

2. Ce point bien qu’évident est en fait fondamental pour b@mprendre la compression MP3.

61
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La compression MP3 est basée sur le constat que I'oreilleemeame pouvant percevoir queg,
plutét que de coder I'ensemble du signal sonoré est simplement nécessaire de coder la part
utile z,,. Puisque seule la partie utile est codée, la quantité deésmnmécessaire sera donc plus

faible que si 'ensemble du signalétait codeé.

La question est de savoir comment extraifea partir du signal. Cette question peut étre
abordée en deux étapes :
1. Caractérisation du signa), : cette caractérisation se fait a partir de I'analyse en seten
fréquence du signal telle qu’elle a été présentée dans le chapitre précédent;;
2. Extraction de la partie utile, : I'extraction dez,, se fait par des techniques de filtrage dont
le principe est présenté dans ce chapitre.

ViF . NOI'K

If there is a loud sound in one band,
the compression algorithm can
ignore all of the other bands.

'—Qﬂ ¥

U

{\‘E“E'

© 2001 HowStulfivorks

FIGURE 3.1 — Principe du codage MP3 (extrait de http ://computerdtoffworks.com/mp31.htm)

La caractérisation de, est basée sur différentes ré@emnt quelgues exemples sont présen-

tées ci-dessous :

— Loreille humaine ne pergoit que la partie du spectre cose@ntre 20 Hz et 20 kHz environ.
On peut donc éliminer les composantesadéont le spectre est nul dans cet intervalle de
fréquences.

— Si le signal peut étre décomposé en deux composantes depedtre est non nul dans
deux intervalles de fréquences distincts et que les érsedgiees signaux different de facon
importante, on ne peut conserver que la composante du gigisgntant I'énergie la plus
importante, voir figuré3]1.

— En dessous dSune certaine fréquence, ISoreille humaist psis capable de faire la dis-
tinction spatiale du son. Il est alors plus judicieux de cdd@art du signat correspondant
a cet intervalle de fréquence en mono plutdét qu’en stéréo.

— Etc..
Le point commun entre toutes ces regles est qu’elles soaebasir les caractéristiques du spectre

du signal et que le signal utile peut étre obtenu en « supptimeertaines composantes spectrales

3. Qui constituent un modele psycho-acoustique de I'eréillmaine.
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du signal, voir figuré 311. L'idée est de générer un signat tapectre est nul sur certains inter-
valles de fréquence et qui coincide avec le spectre du simdépart sur les autres fréquences.
Cette compression basée sur le spectre du signal de dépastml diviser jusqu’a un facteur de
12 la quantité de données stockées. Merci Monsieur Fourier !

Comment extraire d’un signalun signal utilez,, caractérisé fréquentiellement ?

3.2 Filtrage fréquentiel : objectif

Pour « supprimer » certaines composantes spectrales djoalsia technique utilisée est le
filtrage fréquentiel.

0.0

— ???
0.04

0.0:

y()

-0.02-

-0.04;
0

[SPECTREen module [SPECTREen module

2.5 ‘ 2.5

~ 2
215 ‘ 1 o (i =19

1] [ 1]

o4 ‘ | 0.5

c0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
v v

FIGURE 3.2 — Exemple de filtrage fréquentieN: = 1, v} . = 100 Hz, v} = 400 Hz
Le filtrage fréquentiekst I'opération qui consiste en :
— Etant donnéV intervalles de fréquences;,;,; },...), tel que pour tout € {1,---, N},
vi o< vl etpourtout € {1,--- (N —1)}, v, <vitl,
— Pour tout signat:
Produire un signaj tel que :
¥ € | Whini Vinae) » Y (1) = X () 5

YreR\ U [Vﬁnin; l/fnw] , Y(v)=0.

On parle de transmission dans les intervalles de fréquénges v,
fréequences n'appartenant pas a ces intervalles.

et d’atténuation pour les

ax]

Un exemple est présenté figlirel3.2.
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Remarque Si I'opération de filtrage filtrage fréquentiel est définieatp des spectres des si-
gnaux, dans la majorité des cas, elle est réalisée sur leawsiglans le domaine temporel, sans
calcul explicite de leur spectre.

Le filtrage fréquentiel est fondé sur les systemes de cotigalgui sont maintenant présentes.

3.3 Systemes de convolution

Les systémes de convolutions sont définis a partir du praéuionvolution.

3.3.1 Produit de convolution et systemes de convolution
3.3.1.1 Définition

Information———~ Information
Energie —— SYSTEME Energie
Matiere Matiere

ENTREE SORTIE

FIGURE 3.3 — Systéme général

Un systémeest un processus qui transforme un ou plusieurs signaantréeen un ou plu-
sieurs signaux dsortie, voir figure[3.7. En Physique, un systéme est en général utiepde la
réalité définie par unfontiereet organisée en fonction d’un but. En Traitement du Sigribest
organisé en fonction d’un but, il peut étre plus virtuel : paemple, cela peut correspondre a un
programme informatique qui effectue des calculs a partindignal pour produire un nouveau
signal.

T R Y1
——» Systemet———

Ty + X2 Y1+ Y2

—» Systeme|——

T R Y2
——» Systemeft———

FIGURE 3.4 — Additivité

Un systeme linéairest un systéme qui obéit au principe de superposition, dedinies pro-
priétés d’additivité et d’homogénéité :
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Additivité Si pour un systemey; est le signal de sortie correspondant au signal d’entyést
Yo est le signal de sortie correspondant au signal d’entséaors pour le signal d’entrée
x1 + 9, le signal de sortie est donné par+ 1., voir figure[3.4.

Homogénéité Si pour un systemey est le signal de sortie correspondant au signal d’entrée
alors pour tout réeh, pour le signal d’entréaz, le signal de sortie est donné pay, voir
figure[3.5.

——» Systemef——» = —» Systeme—»

FIGURE 3.5 — Homogénéité

Un systeme invariangst un systéme dont les parameétres sont invariants damaps teela se
traduit par :

Invariance Si pour un systeme; est le signal de sortie correspondant au signal d’entrélers
pour le signal d’entrée(e — ¢;), le signal de sortie est donné pge — t,), voir figure[3.6.

——» Systemef———» = ——» Systemef——

FIGURE 3.6 — Invariance

Attention Le terme de systeme est souvent appliqué aux relations matigygies qui décrivent
le comportement du systeme c’est-a-dire qui relient lesaig de sortie aux signaux d’entrée :
en réalité, il s'agit dunodele(mathématique) du systérﬂe.

FIGURE 3.7 — Systéme de convolutiony:= h x

4. Le développement important de I'informatique a permd&eeloppement de puissantes méthodes d’ingénierie,
c’est-a-dire de conception des systémes. Le systéme awmnest d’abord dimensionné, « réalisé » et étudié sous
la forme d’'un modéle mathématique a l'aide d'un logiciel tt€etape a permis de fortement réduire le temps de
conception des systémes tout en traitant des systémes ¢bexitd croissante.
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Lessystéemes de convoluti@ont des systémes linéaires invarigndsnt le comportement est
défini par une fonctior : si x est I'entrée ey la sortie alors

+00 +o0o
VieR, y(t) = / h(t — 7)x(r)dr = / h(T)x(t — 7)dT = h* x(t) (3.1)

e} — 00

ou  définit le produit de convolutiore i par x, voir figure[3.T. Cette opération a les propriétés
suivantes :

Commutativité hxx =xxh
Additivité (hl + hg) * T = (hl * [L‘) + (hg * [E)
Homogénéité \h x x = hx Az = A (hx x)

Exemple illustratif du produit de convolution On considére le signal défini par la courbe
représentée figufe 3.8 a gauche. Le systéme est caraci@rigefpnctionh définie par la courbe
représentée figuie 3.8 en haut. On cherche a déterminerdaryét) pourt = 1.5 avecy(t) =
hx x(t).

h(u)

05 0 05 1 15 2

|

o
eth(t-1) avec t=1.

h()

400
/ h(t — 7)x(7)dT = (Aire rouge fonce) - (Aire gris clair)

FIGURE 3.8 — lllustration du produit de convolution

5. Le terme systéme linéaire stationnaire est équivaleatir fa définition des systémes linéaires stationnaires,
voir le cours d’Automatique.
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Pour cela, a partir de la courbe caractéristiqué.den obtient la courbe caractéristique de
h(t — ). La courbe caractéristique d¢t — o)z(e) est alors obtenue a partir des courbes carac-
téristiques dei(t — o) et dex, voir figure[3.8, a droite. La valeur dg1.5) est alors l'intégrale
de cette fonction, ce qui revient a soustraire I'aire céeren gris clair a I'aire coloriée en rouge
foncé, figurd_3.8 en bas a droite. La courbe caractéristigug— o) indique que la valeur de
y(1.5) va de moins en moins dépendre de la valeur@de au fur et & mesure quedevient de
plus en plus inférieur a 1.5. Puisghé& — 1) est nulle pourr < 0.5, la sortiey(t) ne dépend pas
des valeurs de I'entrée antérieures de plus de 1. On parkeddgysteme a mémoire finie

Cet exemple permet de comprendre pourquoi le produit de tatiwo est parfois appelé RTMI.
Cet acronyme est basé sur les différentes opérations élamesretffectuées pour obtenir le produit
de convolution :

Retournement h(u) — h(—7)
Translation h(—7) — h(t —7)

Multiplication h(t — 7).2(7)
“+o00
Intégration / h(t — 7)x(7)dr

—0o0

3.3.1.2 Exemples de systémes de convolution

Le comportement d’'un grand nombre de systemes physiques ceotaines conditions d’uti-
lisation, peut étre modélisé par un systéme de convolufiotitre d’exemple, on présente un
systeme électronique et un systeme mécanique.

Exemple d’'un circuit électronique Le circuit dit semi-intégrateur représenté figurg 3.9 est un
systeme de convolution admettantomme entrée; comme sortie et tel que :

VieR, y(t)=hxxz(t) avec h(t)=—ercD(t)

i 0 RC ‘ 3RC

FIGURE 3.9 — Exemple de systéme de convolution
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\ 4

zsol zroue

FIGURE 3.10 — Modélisation simplifiée d’'une roue équipée d'un pnatimoe

Exemple d’'un systeme mécanique Une modeélisation simplifiée d’une roue dotée de pneuma-
tique se déplacant sur un sol inégal est donnée par :

mréroue(t) = C(zsol(t) - zroue(t)) + k(zsol (t) - Zroue(t))

voir figure[3.10. Le systéme qui admet,,. pour sortie etz,,, pour entrée est un systéme de
convolution défini par la réponse impulsionnelle :

h(t) = 2e~*" (a cos(Bt) + bsin(5t))

k 2

2
aveca = <, 5 = k _(L),a:Letb:C 2m%.
mr

2m- 2m- 2my- B8

Exercice Par application de la transformée de Laplace, retrouvept&ssion de la réponse
impulsionnelleh.

3.3.1.3 Propriétés de base a étudier
La stabilité et la causalité sont deux propriétés qu'il egtartant d’étudier pour un systéme

de convolution.

Stabilité Un systeme est dit stable si pour tout signal d’entrée kﬁ)reésignal de sortie est
borné. Dans le cas d’'un systéme de convolution, le systencemalution est stable (pour tout
signalxz borné,y tel que [(3.1) est borné) si et seulement s Ll(]R)E].

6. Il est possible de définir de plusieurs facons un signaidadra plus courante esBM tel quevt, |z(t)| < M.
C’est la définition qui est adoptée dans ce document.
7. Dans un premier temps, montrons qué si L, (R) alors le systéme de convolution est stable.
Soit un signal d’entrée borné. Par suite; borné=- 3M tel quevt, |z(t)| < M.

+oo +oo oo
ly(t)| = '/ h(t — 1)x(r)dr| < /_ |h(t — 7)||z(7)|dT < M/_ |h(w)| du.

Par suite, comme € L;(R), le signaly est borné. A partir de la définition de la stabilité, on cohqlue le systeme
de convolution est stable.
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Causalité Le systeme est dit causal si la valeur de la saytéel'instantt ne dépend que des
valeurs de I'entrée aux instants antérieurstat inclus. Dans le cas d’'un systéme de convolution,
I'expression[(3.11) se simplifie alors en :

Vie R, y(t)= /t h(t — 7)z(T)dr.

—0o0

Par suite, la fonction est forcément telle que :
Vu < 0,h(u) =0 soit Yu € R, h(u) = h(u).I'(u)

Tout systéeme physique possede la propriété de causalitéui@e geut pas dire qu'un systeme
non causal est dénué d’intérét pratique comme l'illustisaussion sectidn 3.4.2, pdgé 78.

3.3.2 Produit de convolution et distribution

Pour les objectifs du cours de traitement du signal, on nesidére que le produit de convolu-
tion entre une fonction et I'impulsion de Dirac qui peut étre défini par :

hx04(t) = h(t — a).
Faire le produit de convolution depard, revient donc a retarder dela fonctionh. Par suite :
hxd=h. (3.2)

Cette relation justifie I'appellation deponse impulsionnellpour la fonctionh. Elle offre une
méthode expérimentale pour déterminer une approximatioladéponse impulsionnelle d’'un
systeme de convolution.

Exemple : la réponse impulsionnelle d’'une salle d’église Lorsqu’un son est émis dans une
église, l'acoustique particuliére de ce type de salle faé g son percu est toujours notablement
différent du son émis. On peut définir un systeme « salle égl qui admet pour entrée le son
€émis en son sein et pour sortie le son tel gu'’il est percu &rieur de cette salle. Sous I'hypo-
these que ce systeme est un systéme de convolution, on peptetement le caractériser par la
détermination de sa réponse impulsionneil@’étant pas une distribution réguliére, on ne peut
évidement pas créer le son correspondant. Par contre, caelma été suggéré dans I'exemple
page3b, puisque les fonctiorfg, définies dans cet exemple convergent vers une impulsion de
Dirac quandl; tend ver9), on peut approcher une impulsion par une telle fonction ayeuetit.
Cela revient a envoyer un son trés bref et tres intense. Onrmesurs a I'aide d’'un micro le
son dans la salle ce qui donne la réponse impulsionnell@septée figure_3.11. Le produit de
convolution de cette réponse impulsionnelle avec un sos produit le son que I'on percoit dans
I'église.

En faisant le produit de convolution de cette réponse inpuitelle avec un son, on obtient le
son tel qu'il est effectivement percu dans la salle d’éghsér figure[3.12.

Montrons maintenant que si le systeme de convolution esfestdorsh € L, (R).
Soit le signal d’entrée: = — sign(h(—e)). Comme ce signal est borné par 1 et que le systéme de comvoluti
est stable alors le signal de sorgiest borné, en particulier pour= 0. Par suite,

“+oo
y(0) = / [h(u)| du < oo.

— 00

Donch € L1 (R).
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Cliguer pour écouter

2500

2000f e
1500 1

1000 S 1

h(t)

500

-500

—1000| ]

-1500 : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIGURE 3.11 — Réponse impulsionnelle d’une salle d’église

Son émis Son pergu
— > Salle ———
x Eglise h*x
h

FIGURE 3.12 — Son percu dans la salle d’église

Prét 15.7%  -oodd NUM | |

FIGURE 3.13 — Logiciels gratuits de convolution sonore (dits desrbération)
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Asin(27mygt) A’sin(2mvpt + @)

>

Y
=

FIGURE 3.14 — Systéme de convolution en régime sinusoidal

Des logiciels spécialisés permettent de réaliser la catiool de la réponse impulsionnelle
caractéristique d’une salle avec un son, voir fiqurel3.13.

Enfin, on peut définir le produit de convolution de deux imuis de Dirac :
(5a * (51, = 6a+b‘ (33)

3.3.3 Sortie d'un systeme de convolution pour une entrée sinusoidale é-
ponse harmonique

Dans la mesure ou dans le chapitre précédent, nous avonsysays certaines hypotheses,
un signal peut se décomposer comme la somme d’une infinit@de soir par exemple pagel30,
il est naturel de chercher a caractériser le comportementsi)stéme de convolution (stable) en
étudiant sa réponse aux signaux d’entrée sinusoidaux, estgppelééponse harmonique

Pour cela, nous allons établir I'expression du signal déesgrd’'un systeme de convolution de
réponse impulsionnelle pour un signal d’entiéginusoidale :

A . .
Vt € ]R,, Z'(t) e ASln(Qﬂ'yOt) — 5 (627T1V0t _ 672ﬂ-lyot) )
Or,

+oo +oo
h % 627Tiuoo(t) _ / h(,]_)627riuo(t—7')d7_ _ 627ri1/0t/ h(T)e—ZWiVOTdT — 62TriV0tH(l/0).
— 0o —00
De mémeéhxe= 200 (t) = 2™t [T (1), H est la transformée de Fourier d’une fonction réelle :
d'apres la section 2.4.3.7, pagé 33, on a:

|H(=wo)| = [H(w)| et arg(H(—w)) = —arg(H(r)).

Par suite,

Vi e R, y(t) = A|lH(v)|sin (2mvpt + arg (H (1)) - (3.4)
H, la transformée de Fourier de la réponse impulsionriglist appelée leéponse fréquentielle
du systeme de convolution. La réponse fréquentielle d'stéesye de convolution définit donc sa
réponse pour toute entrée sinusoidale.

Cette propriété montre que la valeur de la réponse fréquierpieur une fréquence donnée
peut étre obtenue expérimentalement en appliquant ademin systeme un signal sinusoidal de
fréquence’ et en mesurant I'amplitude du signal sinusoidal de sontisi gjue son déphasage par
rapport au signal d’entrée. Le rapport de 'amplitude danasoide de sortie sur I'amplitude de
la sinusoide d’entrée donne une valeur expérimentalgide)| et la différence entre les deux
déphasages, une valeur expérimentalerdéH (v)) :

[H(w)| =4 et arg(H(w))=¢
voir la figure[3.14.
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3.3.4 Produit de convolution et transformées de Fourier et de Laplace

Avec x ety, signaux d’entrée et de sortie d'un systeme de convolutéimidpar la réponse
impulsionnelleh :
VieR, y(t)=hx*x(t),

gue peut-on dire du spectrédey par rapport au spect€ dex ?

Le signalz est relié a son spectrg par :

“+o0o
VteR, z(t)= X(v)e*™dy

—0o0

Or, d’apreés la section précédente, pour une valewr diennée :
Vit € R, h x eQﬂ'iy-(t) — H<I/)€27rizxt

Par suite,
VteR, X(w)hxe®™*(t) = H(v)X (v)e*™

On en déduit que :

+00 +00
Vt € R, / hx X (v)e*™*(t)dv = Hw)X (v)e*™tdy

D’ou . .
VteR, hx / X(v)e*™*dy(t) = Hw)X (v)e*™tdy
e yz;)
Puisque
o0 .
VieR, y(t)= / Y (v)e*™tdy
on en deduit

VveR, Y()=Hw)X(v)

On a la propriété fondamentale : la transformée de Fourigrdduit de convolution de deux
signaux est égale au produit de transformées de Fourieratpietsignal, c’est-a-dire :

Flf ~ gl = FIf1-Flgl. (3.5)
Il est amusant de constater qu’il existe une relation « sgiqét » a la relatiorn (315) :
Flf-gl = FLlfI* Flgl. (3.6)
Si on appliquel(3]5) & un systéme de convolution de répongelgionnelleh, on obtient :
y(t) =hxz(t) «— Y()=HW)X(). (3.7)

Le spectre du signal de sortie est obtenu par la multipboatiu spectre du signal d’entrée par la
réponse fréquentielle du systéme de convolution.
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Exemple du circuit électronique Revenons a I'exemple paQel67.

1

Hy) = ———
W) =TT Rommin

Des relations similaires &(3.5) €f(B.6) peuvent étre al#smlans le cas de la transformée de
Laplace :

L[f *g] = L]f].L]g] (3.8)
et

L[f.g] = LIf]x L[g]. (3.9)

La propriété remarquable présentéelenl (3.7) a plusieuteaipns importantes.

1
Résolution Résolution
difficile simple

3

inverse

FIGURE 3.15 — Transformez votre vie!

Une application intéressante est le calcul de la sortie siigtéme de convolution connaissant
le signal d’entréer et la réponse impulsionnelle du systéme. Pour une entréeédan dans le
domaine temporel, le calcul de la sortie d’'un systéme dealatien par la formulel(3]1) peut étre
extrémement difficile puisque la valeur g&) pour chaque est obtenue par un calcul intégral.
Par contre, dans le domaine fréquentiel (resp. Laplac&gtasformée de Fourier (resp. Laplace)
du signal de sortie est obtenue par la simple multiplicatleria transformée de Fourier (resp.
Laplace) de la réponse impulsionnelle du systeme de catwolpar la transformée de Fourier
(resp. Laplace) du signal d’entrée, ce qui est largemerst gilmple. C’est le grand bénéfice de
I'utilisation de transformations, voir la figure 3]15.

Remarque Il s’agitici du calcul de la sortie du systéme de convolufpauir une entrée donnée.
En général, un systéme de convolution représente un sygibgsique. Bien évidemment, un
systeme physique manipule les signaux dans le domaine tehgbmon dans le domaine fréquen-
tiel, remarque de bon sens gu’il convient néanmoins de gartiesprit.
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3.3.5 Systeme de convolution et fonction de transfert

Beaucoup de systemes physiques sont modélisés par des eystausaux définis par une
équation différentielle linéaire a coefficients constaiiss systémes sont-ils des systemes de
convolution ? Pour répondre a cette question, la transfiiomde Laplace est appliquée.

Soit I'eéquation différentielle linéaire a coefficient coaust d’ordren :

d"y(t) d" Dy (t) dy(t) _ o, dma() d"™ V(1) dz(t)
din +ap—1 W+ ctag dt +a0y(t) = bmdt—m—i‘bm_l W+ ' '+b1 dt +bg$(t)
(3.10)
oUa,_i, -+, ag €th,, ---, by sont des coefficients réels, ou et n sont deux entiers tels que

m < n. Les conditions initiales sont nulles.

En prenant la transformée de Laplace de cette equatiometitiélle et en utilisant les proprie-
tés de la transformée de Laplace présentées dans le table@agé 57 :

— Linéarité

Llaf 4 bg] = aL[f] 4 bL]g]
— Dérivée
LIFMN(s) = s"L[f](s) = (" F(0) + " 2fD(0) + - + s fT72(0) + f7D(0))
on obtient :
(5" + anos" - ars 4 ag) V() = (bps™ 4 byp18™ - F bis + bo) X(s).

La fonction rationnelle notéé€'(s) et appelédonction de transferest définie par :

by 8™ + byy_1 8™ L -+ bys + by
8" 4 Q18" 4 - Fais +ag

F(s) =

L'entier n est appelé l'ordre dé&'(s). De plus,
Y(s) = F(s)X(s) (3.11)

Soit i la fonction telle ques’ = L]h]. Alors d’apres la relatiori (318), I'équation (3]111) est équii
lente & :

y=hxx.

Le systéme défini pal (3.1L0) est donc un systéme de conwvolutio

Il est usuel d’étudier les propriétés de systemes définidgmeéquations différentielles (3110)
a partir de la fonction de transfefft(s). Le systéme est stable si les racines du polynéme dénomi-
nateur deF'(s) : s™ +a,_15"" '+ -+ a15 + ao Sont a partie réelle strictement négative. Dans ce
cas-la, on a, avel (v) la réponse fréquentielle du systéme de convolution :

H(v) = F(2riv).
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3.3.6 Simulation d’un systeme de convolution

Une grande majorité des systémes de convolution qui sonté&isont des systemes de convo-
lution qui peuvent étre défini par des équations différdeseou des fonctions des de transfert,
voir sectior 3.3.6. Un exemple est celui du pneu vu page 68ydeme est décrit par I'équation
différentielle :

mréroue(t) = C(zsol(t) - Zroue(t)) + k(zsol (t) - Zroue(t))

ou z,, estl'entrée et est la sortie. A cette équation différentielle, on peut eEgda fonction

de transfert :
cs+ k

mys2+cs+ k'

La simulation de systemes définis par des équations ditiéti@s ou des fonctions de trans-
fert s'effectue simplement soldatlab avec la boite a outilSimulink . Quelques notions

surSimulink  sont présentées en fin de chapitre, sedfion]3.711, 98. Peysrésentation com-

plete de la simulation soldatlab , le lecteur peut se référer avec profit au livre [9].

F(s) =

3.4 Filtrage fréquentiel

3.4.1 Filtres analogiques

La conséquence remarquable de la propriété (3.7) est q’p@ssible de réaliser I'opéra-
tion de filtrage fréquentiel telle que définie section 3.2)g)&3 par un systeme de convolution
appeléfiltre analogique

Rappelons que le filtrage fréquentiel est I’opération guitsie en :

- Etant donnéV intervalles de frequence{ iV mw] tel que pour tout € {1,---, N},
vioo<uvi etpourtout € {1,---, (N — 1)}, <vitls
— Pour tout signat,

Produire un signaj tel que :
\LZBS U [V;mn’ V:nax} ) Y(V) = X(V) ;
weR \ U [V;nznv V’fnaw] ’ Y(V) =0.

Si y est la sortie d’un systéme de convolution pour I'entréalors puisqu’avedd la réponse
fréquentielle du systeme de convolution, on a:

I'opération de filtrage est réalisée par le systeme de cativol dont la réponse fréquentiellé
esttelle que :

Yv € U [l/fm»n; yfmm} , Hv)=1;
Vv € R\ [Viini Vinae] » H(v) =0.

Les intervalles de fréquences, . ; v’ |
plémentairedandes de réjection

sont appeléebandes passantes les intervalles com-
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Dans la trés grande majorité des cas, on considére un sysmnvolution défini par une
fonction de transfert (rationnelle a coefficients constar@ela vient du fait que, comme expliqué
section 3.3, pade 74, dans ce cas-la, le systeme de ctioaadst caractérisé par une équation
différentielle. Le systeme de convolution peut donc étedisé physiquement en construisant un
systeme physique dont le comportement dynamique est nseqsr cette équation différentielle.

Filtre passe-bas Filtre passe—haut
T T T

H(v) HV)

i i i i i i i i i i i i i i
Ve 0 Ve Ve 0 Ve
v v

Filtre passe-bande Filtre coupe-bande
T T

HW) H(v)

v vy v v, -V, vy V. v

i i i i i i i i i i i i
-v -V 0 v v v, v 0 Vi v

FIGURE 3.16 — Réponse fréquentielle de filtres idéaux

Il est classique de définir différents filtres idéaux voir figl@.16 :

— Filtre passe-bas : la bande passante est de la fixme| et la bande de réjection est de la
forme]v,, +o0[;

— Filtre passe-haut : la bande de réjection est de la fgdme. [ et la bande passante est de la
forme]v,, +o0[;

— Filtre passe-bande : la bande de réjection est de la f@ime, [ J]v,, +oof et la bande
passante est de la forma, vs];

— Filtre coupe-bande : la bande passante est de la firme;[| J]v», +oo] et la bande de
réjection est de la forme, vs|.

Exemple des enceintes HIFI 3 voies Les enceintes haute fidélité de qualité sont généralement
équipées de 3 haut-parleurs, chaque haut-parleur étartaggecde reproduire le son dans une
gamme de fréquences bien définie :
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FIGURE 3.17 — Application du filtrage a la HIFI

— Les tweeters reproduisent les hautes fréquences, typentdes fréquences supérieures a
2 kHz : le signal a reproduire est donc envoyé en entrée d'tre filasse-haut afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les tweeters soit un signalktitué par les composantes
hautes fréquences du son;

— Les médiums reproduisent les moyennes fréquences, gipignt les fréquences dans un
intervalle[500Hz, 5kHz] : le signal a reproduire est donc envoyé en entrée d’un fiissg-
bande afin que la sortie de ce filtre qui alimente les médiumsissignal constitué par les
composantes moyennes fréquences du son;

— Les woofers reproduisent les basses fréquences, typanides fréquences inférieures a
1 kHz : le signal a reproduire est donc envoyé en entrée d'tre filasse-bas afin que la
sortie de ce filtre qui alimente les woofers soit un signalstitué par les composantes
basses fréquences du son.

Une enceinte HIFI est donc équipée de 3 filtres fréquentiglsant réalisés a I'aide d’un circuit
d’électronique analogique, voir figure 3117.

En résumé, la conception d’un filtre consiste a :

1. déterminer le systeme de convolution dont la réponseédiplle a les bonnes caractéristi-
gues en terme de bande(s) passante(s), de réjection, etsystéme de convolution peut
étre représenté par sa réponse impulsionnelle ou de fagertpmmode par sa fonction de
transfert;

2. le réaliser par un systeme technologique : cela peut érgysteme d’électronique ana-
logique, un systeme mécanique, mécatronique, etc... taitilectronique représenté fi-
gure3.17 est un exemple de réalisation.

C’est la premiére étape qui nous intéresse dans ce coursmeéas) la détermination du filtre
doit prendre en compte le fait qu’il doit étre possible dedaliser par un systeme technologique !
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| Filtre | Domaine de travail Systéme manipulé |
x(t) y(t)
B —— h .
Réalisation
temporel
Fonctionnement
X(v) Y(v)
I H(l/) >
Conception
fréquentiel
Analyse

TABLE 3.1 — Filtrage, temps et fréequence

Pour ce qui est des technologies électroniques, ce secpadt&st abordé dans le cours GE b 1.3
« Systemes électroniques ».

Remarque Si le filtre est défini puis concu en raisonnant sur la réporégpientielle du filtre et
le spectre des signaux, comme cela a été remarqué page 78elamoeuvre du filtre a travers sa
réalisation technologique traite les signaux dans le doen@mporel, voir tabledu 3.1.

3.4.2 Lidéal peut-il étre atteint ?

La gquestion est maintenant de savoir s'il est possible desegaen temps réel, par exemple
par un circuit électronique, un filtre idéal.

La causalité est une propriété incontournable pour efggdafiltrage en temps réella sortie
y(t) est effectivement calculée a l'instanet donc on ne dispose pas de la valeur de I'entrée
x(t') pourt’ > t. Par exemple, il s’agit du cas de figure ou I'on effectue urigeptle son avec
un microphone et ou le filtre sert a traiter le signal au fur ed€sure. Néanmoins, certaines
applications correspondent diltrage en temps différéle filtrage en temps différéonsiste a
faire I'acquisition dez(¢) V¢ puis ensuite a détermingrconnaissant ainsi I'intégralité du signal
d’entrée. Dans ce cas-1a, la causalité n’est plus nécegsaisque pour calculer la valeur ge
l'instant¢, on dispose de la totalité du signal d’entrééJn exemple est le traitement d’un concert
qui a précédemment été enregistré et stocké sur un CD. Danstdade ce document, on ne
considérera que le filtrage en temps réel.

Prenons le cas du filtre passe-bas (voir figurel3.16, en hautcng). Il est défini par la réponse
fréquentielle :

v
Vv e R, Hpy(v) = rect (21/) :

D’aprés [Z.2R),
VteR, h(t)=F '[Hy)(t) = 2v.sinc(2uv,t).

Or une condition nécessaire pour queoit la réponse impulsionnelle d’un systeme physique est
que le systeme de convolution correspondant soit casak{ 0, #(u) = 0), ce qui n’est pas

le cas. Par suite, le filtre idéal passe-bas n’est pas rbbdisan réalité, il en est de méme pour
'ensemble des filtres idéaux présentés figure]3.17.
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Pourquoi un filtre idéal ne peut pas étre causal ? Les filtres idéaux que I'on a vu précédem-
ment ont une réponse fréquentielle réelle. En réalité flwdité est qu’il existe une relation entre
la partie réelle de la réponse fréquentielle d’un filtre ehat sa partie imaginaire. En effet, le
systeme de convolution de réponse impulsionnelst causal si et seulement si :

h=hT.

En prenant la transformée de Fourier de cette égalité etiksant la relation[(3.6), on obtient
alors :
H(v) = H* F[[|(v).

PuisqueF[I')(v) = 5% + 16(v) et d’aprés[(312), on a

2miv
1 1
H=Hx——+-H
2mie 2
Par suit@, |
H=Hx v
mie
et donc

Vv, Re(H(v))=Im(H)*=(v) et Vv, Im(H(v)) = —Re(H)x %(v)

Fixer la partie réelle d’un filtre causal revient donc a fixe@partie imaginaire. Par suite, on ne peut
avoir une partie imaginaire identiquement nulle sans da@artie réelle identiquement nulle. On
ne peut donc avoir un filtre avec une réponse fréquentiediéerqui ne soit identiguement il

3.4.3 Filtres analogiques classiques

Remarque préliminaire  Afin d’étre homogeéne, dans tout le document, les réponsggdrdiel-
les sont exprimées en fonction de la fréquendanité Hertz). Il faut cependant faire attention
gu’en général, en traitement du signal, dans certains @nods comme la définition de filtres
analogiques, les réponses fréquentielles peuvent aus®é@irimées en fonction de la pulsation
w = 27v (unité rad/s). En Anglais, le terme de « frequency » recoavila fois la fréquence
et la pulsation. En conséquence, une « frequency » est edprioit en Hz soit en rad/s. Dans
le logiciel Matlab , suivant la fonction utilisée, I'unité de la « frequency * ksHertz ou le
radians/s.

Filtres « réels » Contrairement aux filtres idéaux dont des exemples de répdréspientielles
sont présentés figufe 3116, les filtres causaux doivent gessétre une bande passante et une
bande d’atténuation urgandedite de transition Ces bandes sont en général définies a travers un
gabarit fréquentiel sur le module de la réponse fréquédatdkl filtre, voir par exemple pour un
filtre passe-bas figufe 3118.

Le probléeme de conception de filtre consiste alors a traatguistion suivante : étant donné
un gabarit sur le module de la réponse fréquentielle du fdtencevoir, déterminer le filtre
qui satisfait ce gabarit. Dans ce qui suit, on s’intéressefiltves stables et causaux décrits par
des fonction de transfeff(s), rationnelles en la variable de Laplacet a coefficients réels, ce
qui correspond & la réponse fréquentigll@riv). Il s’agit du cas traité en Automatique : les
représentations fréquentielles correspondent aux diages de Bode qui utilisent pulsations et
échelles logarithmiques.

8. Cette relation s'écritaussl (v) = —iH[H](v) avecH[H](v) = H*- (v) oUH[H] est appelée la transformée
d’Hilbertde H.
9. L'idéal ne peut donc pas étre atteint mais comme a dit legbphe « il demeure un guide ».
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Gabarit pour un filtre passe-bas

1 M/\M Bande de transition

08 Bande de réjection

0.6

[HW)I

\J
A

0.4

0.2 q
Bande passante L

0

0 1

FIGURE 3.18 — Gabarit sur le module de la réponse fréquentielle filwe passe-bas

Exemple Les gabarits fréquentiels sont souvent utilisés dansustrie, voir par exemple fi-
gure[3.19 un gabarit défini par France Telecom.

ms

dB
73 |
054
Q 1 1 1 1 1 1
T T T T T T Hz
40 125 1020 10K 14K 15K
o5 | 32 |
16
H —t Hz
R 40 75 14K 15K

LL Radio 15 kHz monophonique - Gabarit-limite de la distorsion de temps de propagation de groupe en
fonction de la fréquence

o

LL Radio 15 kHz monophonique - Gabarit-limite de la distorsion d'affaiblissement en fonction de la fréquence

FIGURE 3.19 — Gabarits frequentiels France Telecom

Exemple Le circuit semiintégrateur présenté page 67 définit un filixese-bas, voir figure 3J20.

Temps de groupe Le temps de groupe est une des caractéristiques imporiguitpermettent
de juger de la qualité d'un filtre réel pour un nombre impdri@applications. Il s’agit d’'une
des mesures d’écart a I'idéal pour un filtre réel. Contrairgnageix filtres idéaux, un filtre réel
de réponse fréquentielld introduit un déphasagg(v) = arg(H (v)) qui est fonction de la fré-
quencev, voir par exemple figurle 3.21 pour le circuit semi-intéguat®ans le domaine temporel,
ce déphasage entraine un retard entre le signal d’entréaighnlal de sortie. En effet, en écrivant
¢(v) = —27mvty(v), pour un signal d’entrée(t) = Asin(2wwvt), d'aprés la relatior (314), la sortie
y du filtre est donnée par :

y(t) = A|H (v)|sin 2mv(t — to(v))) .
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circuit semi integrateur Diagramme de Bode du circuit semi intégrateur
T T T T T

0.9

0.8

0.7

0.6

[HE)I

0.5F

0.4

0.3

0.2

0.1

FIGURE 3.20 — Module de la réponse fréquentielle du circuit sen@igrdateur, en fonction de la
fréquences (gauche) et Module en dB en fonction de la pulsatios 27v (droite) (Bode)
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FIGURE 3.21 — Phase de la réponse fréquentielle du circuit semyratéur, en fonction de la

fréquence
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Cela veut dire qu’un retard dg(~) secondes apparait entre le signal d’entrée et le signalrtie so
du filtre. Examinons a travers un exemple les conséquenaasraétard dépendant de la fréquence
dans le cas d’un signal d’entrée plus complexe qu’un signaksidal.

f [

\/

FIGURE 3.22 — Signak

Exemple On consideére le signal d’entréereprésenté figure 3.22 dont I'expression est donnée
par :
VteR, x(t) =sin(2nt) + 0.1 x sin(127¢ + 2).

Ce signal se décompose donc en deux composantes qui sontiniesia $&a fréquence de 1 Hertz
et de 6 Hertz. Ce signal est envoyé a I'entrée de deux filtres :

1. Le premier filtre est tel queH;(6)| = |H;1(12)| = 1 et le retard;, est constant ty(e) =
Cte;
2. Le second filtre est tel qué/, (6)| = |H1(12)| = 1 etle retard est tel que(6) # t(12).
Les signaux de sortie obtenues sont représentées figuteCh2ait que dans le cas du premier
filtre (gauche), le signal de sortie correspond au signaltdée retardé alors que le cas du second

filtre (droite), le signal de sortie est différent du signardrée. Cette altération du signal est la
conséquence directe du fait qt€6) # to(12).

Par suite, si le retarg) n’est pas constant en fonction de la fréquenda sortie du filtre, pour
des signaux autres que des signaux sinusoidaux, préstartarment une altération par rapport a
I'entrée de filtre. Ce retard est la conséquence du déphasag&t gne des différences importantes
entre les filtres réelles et les filtres idéaux. De facon a gprogher au mieux de l'idéal, il est
donc impératif de limiter I'altération liée au déphasagdaisgue un filtre réel présente forcément
un déphasage qui, sauf cas tres partiCL@m@pendant de la frequence, ce que I'on peut faire de
mieux est d’avoir une phasgr) qui est ou est la plus proche possible d’'une fonction lireedé
la fréquence’ de fagon a avoir un retard constant. Pour mesurer I'écartiadarité de la phase,
on introduit letemps de groupgui est défini par :

T(v) = —%%(V}

En résumé, un critere de qualité pour un filtre est d’avoiramgs de groupe proche d’'une
constante. Un filtre avec un temps de groupe constant eatptiase linéaireDans ce cas-1a,

10. Comme par exemple les gains constants.
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15

Filtre avec temps de groupe constant Filtre sans temps de gorupe constant
T T T T

15

T
i — CN{TEE X
\\\\\\\H H////// — SOrti€ Y
2

i i i i i
0.5 1 15 2 ~o 0.5 1 15 2

FIGURE 3.23 — Sortie du filtre & phase linéaire (gauche) et sortieltte i phase non linéaire
(droite)

pour un signal quelconque, toutes ses composantes frégjlesseront transmises avec un retard
constant. Dans le cas d’un filtre avec un temps de groupe nustart, des distorsions peuvent
apparaitre entre le signal de sortie et le signal d’entrés dw fait que le retard introduit par le
filtre sera différent suivant les composantes fréquertelC’est pour cela que dans des applica-
tions ou il est nécessaire de transmettre et de traiter des(fansmission de la parole, etc..) il
est intéressant d'utiliser des filtres a phase linéaireg qius proche possible d'un filtre a phase
linéaire. Enfin, les filtres idéaux ayant une réponse freggeidnréelle, leur temps de groupe est
constant et nul.

Filtres prototypes Les filtres sont généralement concus a partiffiliees prototypesappelés
aussifiltres normalisésjui correspondent au cas d’un filtre passe-bas de fréequenceupur

V. = % Hz, ce qui correspond a une pulsation de coupure- 1 rad/s.

La détermination de filtres passe-bas de fréquence de mupu# % passe-haut, passe-
bande ou encore coupe-bande peut se ramener a la déteomiiati filtre passe-bas de fréquence
de coupure, a I'aide du tableali 3l 2.

| De passe-bas fréquence de coupjirgers...| s est remplacé par.|.

passe-bas, # 5- =
passe-haut, 2
passe-bande %
coupe-bande _jgfgr;z)yz

TABLE 3.2 — Passage d'un filtre prototype a différents types dediltr

11. On appelle fréquence de coupure (a -3 dB) la fréquencelaguelle le module de la réponse fréquentielle du
filtre en décibels (dB) vaut le module de la réponse fréqedatdu filtre dans la bande passante en décibels moins
3 décibels. Il faut faire attention qu’en Automatique lenterde fréquence de coupure peut étre utilisé avec une
définition différente.
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Les filtres les plus classiques sont brievement présentés lda sous sections suivarités
lls sont définis de la facon suivante. Puisqu’un filtre estccopour que son module respecte
un gabarit fréquentiel donné, la relation du module de l@amép fréquentielle en fonction de la
fréquence est d’abord établie. Les quatre types de filtresaqi présentés dans la suite (filtre de
Butterworth, filtre de Chebyshev de type | et Il et filtre de Caweryespondent a des relations
différentes. A partir de cette relation, I'expression déolaction de transfert du filtre est ensuite

établie.

3.4.3.1 Filtres de Butterworth

Filtres de Butterworth
T T T T T
\\\\\ n=2
\\\\\\\ n=1 1

= = mn=3

— =6

|F(2miv)|

1
,
i
11,
ry
,,,,,
iy
”””””
,,,,,,

FIGURE 3.24 — Filtres de Butterworth

Les filtres de Butterworth sont définis par la relation suigant

1

1+ ((270)2)n (3:12)

|F(2riv))? =

Cette relation a été établie de facon a assurer que :
— La courbe F'(27iv)| soit la plus plate possible et proche de 1 au voisinage €€0 c’est-

a-dire que
|F'(27miv)| =~ 1.

— Lafréquence, = ;- Hz définit une fréquence de coupure-a8dB, c’est-a-dire que :

) 1
F(0) = 5 = —3dB.

— |F(2ric0)| = 0.

Les réponses fréquentielles obtenues pour différentesirsatien sont représentées figure 3.24.
Noter que le choix de influe sur la largeur de la bande de transition.

12. Pour des compléments d'information, voir la référed®3 [
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A partir de [3.12), I'expression de la fonction de transfé(t) d’ordren est obtenue comme
la fonction de transfert de gain statique égal a 1 et dont dsspsont les: racines a partie
réelle négative de I'équation polynémiale+ (—s?)" = 0. Les racines de ce polyndme sont
uniformément réparties sur le cercle de centre 0 et de rayArtifre d’exemple, poun = 2, on
obtient : X

F(s) = —————
(5) s24++2s5+1

voir figure[3.25.

-12
‘12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12

FIGURE 3.25 — Localisation des pdles pour un filtre de Butterworthrdfe 2

Un filtre de Butterworth peut étre réalisé par un systeme éeicfue, voir figuré 3.26.

3.4.3.2 Filtres de Chebyshev

lls sont de deux types, le type | et le type Il. Les filtres de Gisbbv de type | sont définis par :

1
. 2
|F(27miv)|* = T+ 20, (2m)? (3.13)
ouf
V2nv € [—1, 1], Cn(27v) = cos(n cos™!(27v))
V2rv € R\ [~1, 1], C,(27v) = cosh(n cosh™ (27v)).

— le tracé deF'(2riv)| en fonction des présente des oscillations dans la bande passante ;
— leur amplitude dépend de la valeurd&oir figure[3.27 ;

— pourn pair (comme sur la figuie 3P7);(0)| = 1 — —== ; pourn impair, | F(0)| = 1.

13. Contrairement aux apparencés,(2rv) est un polyndme a coefficients réels2rv. L'expression de ce po-
lyndme peut étre obtenu & partir de la relation de récurreftg.; (27v) = 47vC, (27v) — Cp—1(27v) initialisée
parCy(27v) = 1 etCy(2nv) = 2mv. Ces polyndmes ont la propriété remarquable d’axaiéros dans I'intervalle
[—1; 1]. lls présentent ainsi des oscillations p@uts € [—1, 1] et sont monotones en dehors de cet intervalle.
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SKYWORKS'

BREALTHREOUGH SIMPLICITY

DiEeE
e o

NEW Programmable 1-28 MHz
6th Order Low Pass Butterworth Filters

The Skyworks Advantage
Extremely high stop-band isalation while maximizing pass-band flatness
and minimizing group delay distortion. Programmable in 1 MHz steps.

W SKY73201-364LF, Single Chann
W SKY73202-364LF, Dual Channe!

Power Amplifiers » Switches « Transceivers ® Front-End Modules » RF Subsystems
Single Package Radios = Mixers * Synthesizers  Atteruators = Diodes » Technical Ceramics

USA: 781-376-3000 = Asia: B86-2-2735 0399 Ext. 990 = Europe: 33 (0)1 41443660
Email: com = www.sky inc.com

FIGURE 3.26 — Publicité pour une réalisation technologique defilte Butterworth

Filtres de Chebyshev type |

o N=2
— =8

- = =N [

1
1/(1+¢%)°°
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0.2

0
1/(2m) v

FIGURE 3.27 — Filtres de Chebyshev de type |
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Ici encore,n est I'ordre du filtre. Son choix influe sur la largeur de la badeé transition/' est
obtenue comme la fonction de transfert de gain statique &daét dont les pbles sont répartis
dans le plan complexe sur une ellipse de centre 0 et d’équatio

() + () -

avecoy etw les parties réelle et imaginaire des polesgt= % Cette répartition des

poles sur une ellipse présente des similitudes avec cdlpdles des filtres de Butterworth sur un
cercle.

Filtre de Chebyshev Il n=8

14

12

R

o
)

|F(2Ttiv)|
o
o

04 |
el(1+e2)*5

0.2

0
1/(2m) v

FIGURE 3.28 — Filtres de Chebyshev de type Il

Les filtres de Chebyshev de type Il sont similaires aux filteetyge | sauf que les oscillations
ne sont pas dans la bande passante mais dans la bande derréjexir expression est basée sur :

|F(2miv)]* = (3.14)

Crlz)°
1+ 620 (5)%
Un exemple est présenté figlire 3.28.

3.4.3.3 Filtres elliptiques ou filtres de Cauer

Par rapport aux filtres précédents, les filtres elliptiquersnettent de satisfaire un gabarit avec
un ordre plus faibIed. Les filtres elliptiques sont définis par :

1

1+ e2G(27v)? (3.19)

|F(2miv)]* =

14. Le prix & payer est une complexité plus grande dans lexaegion. Le lecteur intéressé pourra lire avec profit
le chapitre 7 de la référence [10].
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Filtre elliptique
T
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FIGURE 3.29 — Filtre elliptique

ouG(2nv) = sn(nsnmt(2rv, k), ky) avec sn la fonction sinus elliptiqf
— La bande de transition est fixée Vigar ;- x [1, ;]; n dépend dé ;

— L'amplituded; des oscillations dans la bande passante dépendidda relation :
20, — 0%
E=\T————=;
1—20) + 603

— L'amplitude §, des oscillations dans la bande de réjectiordépend de et dek; par la
relation :

voir figure[3.29. Ce filtre admet des oscillations a la fois dartsande passante et dans la bande
de réjection.

15. Le sinus elliptique est défini a partir de la fonction :

o= [
’ 0 /1 —k2sin?(y)

ou plutét a partir de la fonction inverse associée, k) :

sn(u, k) = sin(¢(u, k)).
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3.4.3.4 Un exemple en guise de comparaison

Le calcul des différents filtres peut se faire sMetlab doté de leSignal processing
toolbox avec les fonctiondutter, chebyl, cheby2, ellip . Pourn = 5, on ob-
tient le résultat figuré 3.30. Le scriMatlab qui a permis d'obtenir cette figure est présentée
sectior 3.7.2, pade 100.

riroine butterworth
m—— Chebishev | [
1= = Chebishev Il
= = = Efliptique

0.8

0.6

0.4r

0.2

»
&)
& LR -
‘.’;‘- ‘—‘_m‘-- [l ]
e ™
S

FIGURE 3.30 — Comparaison des différents filtres paug 5

3.4.3.5 Exemple de mise en ceuvre
3.4.3.6 Filtrage fréquentiel pour I'extraction d’un signal utile

Une application importante du filtrage fréquentiel esttfagtion d’'un « signal utile BS Ty
noyé dans un signal plus complexga partir de celui-ci x peut s’écrire comme :

Tr =1, + T,

ouz, est le « reste »du signal. Cela n’est possible par cette tgodie filtrage que si
1. On a des informations sur le spectrexgeet sur le spectre de. ;

2. Les spectres de, et dex, sont séparés, c'est-a-dire que les intervalles de fré@send
leur amplitude est de valeur significative sont disjoints.

Dans ce cas-la, il est possible de trouver un filiréel qu’avec pour entrée, la sortiey est telle
quey = x,.

3.5 Fenétrage temporel

De facon symétrique au filtrage fréquentiel, réaliser un trafjle temporel », que I'on dési-
gnera par le terme denétrageconsiste a transmettre un signal dans certains intesvddléemps
et a I'atténuer voire le supprimer dans d’autres intergadle temps.

16. C’est-a-dire contenant une information nous intémssa
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Kol
Xl

FIGURE 3.31 — Exemples de signaux avec spectre séparé (gauche) séparés (droite)

x(t) y(t)

— ) —

FIGURE 3.32 — Fenétrage temporel

Unefenétreest un systéme tel que suivant lI'intervalle de temps, onex ale signal d’entrée
ety le signal de sortie, soit :

— Atténuation y(t) ~ 0;

— Transmission y(t) ~ z(t).
La fenétre peut étre défini par une fonctiprelle que :

VteR, y(t) = f(t)x(t).

Exemple Un exemple de fenétre peut étre réalisé par la fonctidéfinie par

{ vt e [0, T,] f(t)

1
sinon f(t)=0

Cette fenétre est appelémnétre rectangulair@. Le signal de sortigy correspond a I'acquisition
du signalz sur l'intervalle de temdg [0,T,], signal qui est aussi noté;,. On parle aussi de
fenétre de pondération

Que peut-on dire du spectre du sigmal par rapport au spectre du signaP Cette question
prend tout son sens lorsqu’on s’intéresse a la mise en cexpeeimentale du traitement du signal,
notamment pour effectuer 'analyse fréquentielle d’'umalg< réel ». En effet, un signal « réel »
ne peut étre mesuré que sur un intervalle de temps fini, parpré), 7,]. L'objectif de la mesure
est d’étudier le spectre du signal mesu@partir du spectre du signal de mesuye. Pour obtenir
des éléments de réponse, un exemple est examiné. Dans ad $exxps, un calcul mathématique
simple permettra de répondre a cette question.

17. Car la courbe caractéristique fieappelle une fenétre.
18. De fagon imagée, I'action de cette fenétre est simitaicelle d’'un ciseau qui permet de « couper »une partie
du signal.
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Exemple Soit le signak: défini par :
Vte R, x(t) = cos (2mpt) + A; cos (2miit)

avecr, = 10 Hz,; = 15 Hz et A; = 0.1. Le spectre de ce signal est donné par :

1 A
VljéR’ X(V): 5(5V0+5—V0)+71(5V1 +5—V1)
puisque nous avons vu précédemment que :
1
Flcos (2mrpe)](v) = 5 (Opy +0_0p) -

Il est représenté figufe 3133, gauche.

05

0.4

0.3

0.1F

b e o o

-0.1p

0.2 i i i i i i
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

FIGURE 3.33 — Spectre de (gauche) et de-r, » (droite)

Le signalz a été mesuré pendant I'intervalle de tenipse, L], avecT, = 1, ce qui donne
le signalzr, /, défini par :

Vt e R, w5r,/2(t) = 2(t) rect (%) :
Le spectre de 1, /» est représenté figure 3133, droite. On constate que si Spedérs du signal de
départ, il était facile de distinguer les (deux fois) deursaaractéristiques des deux composantes
sinusoidales du signal, sur le spectre du signal mesur&iddels oscillations introduites par le
fenétrage rectangulaire, il est difficile de retrouver agseenbles de raies et donc de conclure a la
présence de deux composantes sinusoidales.

Le lien entre le spectre du signaf, et le spectre du signalest maintenant établi. D’apres la
relation [3.6), on a:
y(t) = F()x(t) < Y(v)=F*X(v)
Le fenétrage modifie donc le spectre d'un signal. Dans I'eperprécédent, la fonctiofi peut
étre exprimée a l'aide de la fonctienact :

Vte R, f(t)=rect <#) :
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Le spectre de,, sera alors relié a celui depar :
Xz, = (T,e ™" sinc (T,0)) x X

La courbe caractéristique de la fonctid sinc (7, e)| est représentée figlt$3.32. Quand, —
oo, elle tend vers I'impulsion de Dirac et dog;, — X.

1.2Ta

; |

0.8Tar B
lobe central

o
(o]
-
Q
T
I

Ta|smc(Tav)|

lobes latéraux

0.4Ta

0.2Tar i b

0 Il
-1/Ta0 1/Ta
v

FIGURE 3.34 — Spectre en amplitude d’'une fenétre rectangulaire

En conclusion, le spectre du signal mesuré sera donc dassetoaas différent du spectre de
sa mesure. |l convient de prendre cela en compte si I'olb@etia mesure est d’étudier le spectre
du signal mesuré a partir du spectre du signal de mesure.

La question est : « comment a partir du signal mesyyéobtenir un spectre plus proche du
spectreX dex que le spectr&, dezr, ? » La réponse a cette question est basée sur le fenétrage
dexr,. Dans la suiterr, est noté plus simplement Pour cela, on utilise un filtre temporel défini
par la fonctionw tel qu’avecy,; défini par :

VteR, yp(t) = w(t)y(t)

le spectreY; dey; soit plus proche du spectré dex que le spectré@” dey I'est. Une premiere
fenétre appelétenétre de Hannir@ est définie par la fonctiow notéewy,nning

Vi€ R, Whanning(t) = (% + % cos <w)) .rect (t_Ti/Z) . (3.16)

19. Sile lecteur désire se rappeler la forme du spectre etitadgde la fenétre rectangulaire, mon jeune neveu
conseille le moyen mnémotechnique suivant : penser a un dbignneur.
20. ou fenétre de Hann du nom du météorologiste Australibsvlan Hann.
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::::::

FIGURE 3.35 — Fonctionu,min,(t) définissant la fenétre de Hanning

La courbe caractéristique de cette fonction est représdigigre[ 3.35. On a alors

Y5 (t) = Whanning ()-y ()
qui se reecrit :

us(t) = (% + 5 cos (M)) rect (t‘Tﬂ) rect (t‘Tﬂ) ()

ys(t) = (% + %cos (%(t;—f“/z))) rect (#) 2(t)

c'est-a-direy;(t) = Whanning(t).x(t). Par suite,

Yf = Whanning * X

soit

Le signal de sortig/; de la fenétre de Hanning avec pour signal d’entyéest aussi le signal
de sortie de la fenétre de Hanning avec pour entré@n a donc « remplacé » la fenétre rectan-
gulaire par la fenétre de Hanning. L'amplitude du spectréadenétre de Hannin®;,ning €St
représentée figute 3.136.

Le tablead 313 donne une comparaison entre la fenétre grdtare et la fenétre de Hanning.
Pour ce qui est de 'amplitude du spectre des deux fenéadshé latéral le plus important n’est
plus qu’'a 3% de la valeur maximale, contre 22 % dans le caedemétre rectangulaire ; cepen-
dant le lobe centrale est deux fois plus étendu.

Une amélioration de la fenétre de Hanning app&éétre de Hmming a éteé proposeée : elle
est définie par la fonction :

Vit € R, Whamming(t) = (a + (1 — «) cos (%(t_TaT“m)) rect <#> :

aveca = 0.54. Le lecteur attentif peut noter que pour= 0.5, la fenétre d’Hanning est ob-
tenue. Par rapport a cette derniére, le coefficiert été optimisé de facon a diminuer le plus
possible 'amplitude maximale des lobes latéraux, voirgkuitat figuré 3.37. Les deux fenétres
sont comparées dans le tabléad 3.4.

21. du nom du mathématicien américain Richard W. Hamming.
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.STar
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FIGURE 3.36 — Spectre en amplitude de la fenétre de Hanning

Fenétre rectangulaire

|

Fenétre de Hanning

|

o—T,/2 1 1 271 (0—T,/2) o—T,/2
w rect ( T ) <2 + 5 cos < . .rect T
wty |7
1.2Ta
Tar
STar
— o8Tar ﬂ lobe central lobe central
;m
E 0.6Ta
]
0.4Ta[ /IObeS latéraux lobes latéraux
0.2Tar /
o ; 03~5Taf :
-1/Ta0 1Ta -2/Ta 0 2[Ta
W(v)

TABLE 3.3 — Comparaison entre la fenétre rectangulaire et la fedétiHanning
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FIGURE 3.37 — Spectre en amplitude de la fenétre de Hamming

95

| Fenétre de Hanning

|

Fenétre de Hamming

1,1 2m(e—T,/2) «—T,/2 B 2m(e—Ta) o—Ta
w <2 + 5 cos (—Ta -rect ( =5 a+ (1 — «)cos — ) | rect { =
w (t) s gt
5Tar
0.5Tar
lobe central
lobes latéraux
’03‘%“7 -2/Ta 6 2/Ta 0 -2/[Ta d 2/Ta

W(v) ”

TABLE 3.4 — Comparaison entre la fenétre de Hanning et la fenétreadenting
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Exemple (suite) L'exemple présenté page]91 est maintenant repris. La fedétiHanning est
appliquée sur le signalr,. Son expression définie par (3.16) pour l'intervalle T,] s’adapte
sans difficulté a l'intervallgé—Z:, Z2], ce qui donne :

~ 1 1 2t t
Whanning(t) = §—|—§COS T rect 7|

Le calcul du spectre de la sortie de la fenétre de Hanning entrée ., » donne le spectre
représenté figure_3.B8. On distingue de nouveau les « raigseogespondent aux deux com-

0.6 T T T T T T T 0.3

05 1 025} : : :

04f 1 H N
0.2r
03f

0.2

0.1r

-0.2 i i i i i i i ~0.05 i i i i i i i
-40 -30 -20 -10 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

o

o

FIGURE 3.38 — Spectre de., » (Jauche) et de-, /» apres application d'une fenétre de Hanning
(droite)

posantes sinusoidales du signal. Cet exemple illustre imtéfét des fenétres temporelles pour
'analyse fréquentielle de signaux expérimentaux.

n
4 Amplitude Amplitude

Temps Tamps

FIGURE 3.39 — Signaux périodiques correspondant & un piano (gaatheine clarinette (droite)
(extrait de[12])

Un exemple de fenétrage temporel : la note de musiquelLa note produite par un instrument
de musique est basée sur une variation de la pression apgigtii est périodique. Des exemples
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sont présentés figufe _3]139. Comme dans I'exemple présenté[Bdl, le fait que le signal soit
périodique et donc avec un spectre fréquentiel bien définingsortant pour obtenir un son
« agréable a écouter ». Le probleme pratique est que la nateimbtrument de musique a for-
cément une durée limitée. Comme on I'a vu précédemment, simgit générer ce signal sur un
intervalle de temps de durée limitée revient a pratiqueraperation de fenétrage rectangulaire.
L'intervalle étant court, la conséquence est I'obtentiamdson dont le spectre fréquentiel peut
étre éloigné du spectre fréquentiel du signal périodigueespondant. Cela se produit par un
« claquement ». La solution est d’éviter ce phénomene ernmgapit une fenétre temporelle. C'est
la solution adoptée dans les instruments de musique. Unee dilpique de fenétre temporelle

A Déclin
Attaque
Maintien

temps

FIGURE 3.40 — Fenétre temporelle d'instrument de musique

pour un instrument de musique est esquissée figuré 3.40tidrexkllement, on décompose cette
fenétre temporelle en 4 phases : la phase d’attaque, lendkctnaintien et la chute. Il faut noter
que sur le figuré 3.40, la phase d’attaque et la chute sonedaiecqui n'est pas sans rappeler les
fenétres d’Hanning/Hamming, voir tableaui®4

On peut illustrer ce phénomeéne de « claguement » a traveesiigle suivant. On considére le

signal défini par :

vt € [0.05; 0.1], x(t) = 0.2sin ((27.1000.t + %)

sinon z(t) =0
Il s’agit d’un signal sinusoidal auquel on a appliqué unéfemrectangulaire. Ce signal est repré-
senté figuré_3.41 a gauche en haut. Si on examine son speameptitude a gauche en bas, on
constate que par rapport au spectre du signal sinusoidgleldre est plus étalé. On applique sur
ce signalz une fenétre de Hamming, ce qui donne le signal,..., qui est représenté a droite

de la figurd_3.411 avec son spectre en amplitude. En cliquanadigure, écouter les deux sons
correspondants.

3.6 Enrésumeé

Dans ce chapitre, 'opération de filtrage fréquentiel a é&gntée. Cette opération est réalisée
par un filtre analogique qui est un systéme de convolutiomidgéir une fonction de transfert. Il

22. Bien s(r, la plupart des instruments de musique ont eshiés avant que les techniques de fenétrage temporel
soient créées. Comme Monsieur Jordain le personnage dekaghé théatre le « Bourgeois Gentilhomme » de Moliére
faisait de la prose sans le savoir, les fabricants d’inséntsyde musique ont fait du fenétrage temporel sans le savoir
Cependant, contrairement & Monsieur Jordain, cette irdtejion peut présenter un grand intérét : celui de pereettr
le développement de méthodes permettant une meilleureiseales systemes que I'on concoit.



98 CHAPITRE 3 CONVOLUTION ET FILTRAGE

Cliquer pour écouter

Cliquer pour écouter
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FIGURE 3.41 — Signal sinusoidal fenétré

est défini par des bandes passantes et des bandes d’atinuatifiltrage analogique ne peut
étre réalisé de facon idéale que par des filtres non causauxeqoeuvent étre utilisés qu’en
temps différé. Dans le cas d’'un fonctionnement en temps I&ffiltres seront définis par des
gabarits sur le module de leur réponse fréquentielle. Neoissavu comment déterminer un filtre
analogique satisfaisant ces gabarits. De plus, ils présefarcément des bandes de transition et
un déphasage. Limpact de I'altération provoquée par lehdsage est mesuré par le temps de
groupe.

Le fenétrage temporel permet de représenter la dégradatimauite lorsque I'on veut ap-
proximer le spectre d’'un signal défini surR par la spectre d’'une mesure de ce signal sur un
intervalle de temps borné. Il offre aussi des méthodes pmiter cette dégradation.

Une application importante du filtrage fréquentiel estt¥agtion de la part utile d’'un signal
sous I'hypothese de séparation des spectres. Si elle rdestatisfaite, il est néanmoins possible
dans un certain nombre de cas de mettre au point un filagant une telle propriété par des tech-
niques différentes du filtrage fréquentiel. Ces technig@esenont pas abordées dans ce d&lirs
Cependant, le chapitfeé 7 consacré aux signaux aléatoiresrjiedt les notions de base néces-
saires pour les aborder. Le chapitre suivant présente $eslakes techniques développées dans le
chapitre¥.

3.7 Annexe du chapitre

3.7.1 Unenvironnement évolué de simulation « signaux et systemesSt mul i nk

Simulink  est un environnement ddatlab destiné a la simulation dans le domaine tem-
porel, basé sur un mode de représentation graphique désmgssous forme de schéma-blocs.
Simulink  comprend des bibliotheques appelées “Library" qui congahdes blocs élémen-
taires permettant de construire rapidement et simplemensoinulateurs de systemes linéaires,
non linéaires (dans la library Simulink) ou encore mécagsyet électroniques (dans la library
Simscape par exemple) ou encore Aéronautique (library #jerce Blockset), etc... On peut ainsi
obtenir des simulateurs dynamiques de systemes complesieamt des outils de visualisation

23. Elles seront vus dans différents enseignements de 24negoar exemple I'AF de S7 STl a 2 « Estimation et
Transmission de I'Information » ou 'AF de S8 ELC D-2 « Filjmadaptatif : application au contr6le adaptatif de
bruit ».
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s+l
Step Transfer Fcn Scope

FIGURE 3.42 — Fenétr&imulink

graphique 3D, voir les demos disponibles sMatlab . L'intérét de cet environnement déborde
largement du cadre du Traitement du signal ou du cadre dediAatique : par exemple, au Tech-
nocentre de Renault a Guyancourt, chaque sous systeme diicnileadéveloppé est accompagné
d’'un schéma de simulation dynamig8emulink . Sur l'utilisation deMatlab /Simulink , le
lecteur peut se référer avec profit au livre [9], disponible Bibliothéque de I'Ecole Centrale. La
prise de décision qu’est amenée a prendre un ingénieufaiiug en plus appel a la modélisation
(mathématique) du probléme suivi de I'exploitation (au msdien simulation du modele obtenu.

Un exemple élémentaire de schéBieulink  est présenté figute 342.

— Les blocs avec une sortie sont des générateurs de signautex@mple, le bloc « Step »
génere des échelons. On peut les paramétrer a partir d’'un mesert en double-cliquant
sur le bloc.

— Les fils véhiculent des signaux dans la direction indiquedegs fleches.

— Les blocs avec une ou plusieurs entrée(s) et une ou plasetie(s) transforment des si-
gnaux : ils représentent des systémes. Sur I'exemple gitddaun systeme de convolution
de fonction de transfegﬁ. En double cliquant sur ce bloc, on obtient un menu ou le pre-
mier (resp. second) champ correspond a la liste des coefaiel polynéme au numérateur
(resp. dénominateur) de la fonction de transfert écritgasiiles puissances décroissantes.

— Les blocs avec une ou plusieurs entrée(s) « absorbent igdasis pour par exemple les en-
voyer vers une fenétre graphique afin de les représentenetido du temps (sur I'exemple,
le bloc « Scope »).

SousMatlab , Simulink  peut étre ouvert en cliquant sur un bouton en haut de la ®nétr
Matlab (horloge rose avec blocs bleu et vert) ou en tapant en ligne :

>> simulink

Cela ouvre la fenétre représentée figure13.43, gauche. Hraoligur I'icbne « feuille blanche »
en haut a droite, une nouvelle fenétre peut étre créée. & gastLibrary (voir figuré 3.43, droite,
partie de gauche), en sélectionnant une library, on peéidec@ un ensemble de blocs (partie de
droite de la fenétre). La library « Sources » contient lesblgui génére des signaux, la library
« Sinks » les blocs qui en absorbent. Les autres librarieBerorent des blocs qui assurent des
transformations de signaux. Par exemple, on peut trouves @alibrary « Continuous » le bloc
« Transfer function » de la figufe 3]42.

Le lecteur est invité a visiter les différentes librairiesSimulink . Plus que la lecture d’'une
documentation, c’est la manipulation de cet environnemainpermet de prendre en main cet ou-
til : il a d’ailleurs été coincu plus pour étre appréhendecetite facon-la. Certes, lorsque I'on fait
cela pour la premiéere fois, ce n’est pas forcement évidemqte@aant, si vous réussissez a prendre
en mainSimulink  par vous-méme, vous serez armeé pour « affronter » les emgroants simi-
laires.
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FIGURE 3.43 — Fenétr&imulink

3.7.2 Exemple de scriptvat | ab pour le calcul de filtres

Le programméVatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres dedtse
et d’obtenir la figuré-3.30.

n = 5; % Ordre du filtre
wn = 1; % Pulsation de coupure en rad/s

% Calcul du filtre de Butterworth

[Bb,Ab] = butter(n, wn,’s’);
% Bb est le vecteur des coefficients du polynome numérateur dont les
% termes sont écrits par puissance décroissante
% Ab est le vecteur des coefficients du polynome denominateur dont les
% termes sont écrits par puissance deécroissante

% Calcul de la réponse fréquentielle du filtre de Butterworth

w = 0:.001:3;
% vecteur de pulsations pour lesquelles la réponse fréquentielle est
% calculée.

Hb = freqs(Bb, Ab, w); % Calcul de la réponse fréquentielle

figure

plot(w, abs(Hb), :");
% Réprésentation du module de la réponse fréquentielle en fonction de la
% pulsation

hold on

% Calcul du filtre de Chebyshev de type |

Rp = .5;
% Fixe I'amplitude des oscillations de l'amplitude de la réponse
% fréquentielle dans la bande passante. unité dB

[Bcl,Acl] = chebyl(n, Rp, wn, ’s’);
% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type |
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% Calcul de la réponse fréquentielle du filtre de Chebyshev de type |
Hcl = fregs(Bcl, Acl, w); % Calcul de la réponse fréquentielle
plot(w, abs(Hcl));

% Calcul du filtre de Chebyshev de type Il
Rs = 20;

% Permet de fixer I'amplitude des oscillations de I'amplitude

% de la réponse fréquentielle dans la bande de réjection. Unité dB
[Bc2,Ac2] = cheby2(n, Rs, wn, ’s’);

% Calcul du filtre de Chebyshev analogique de type I

% Calcul de la réponse fréquentielle du filtre de Chebyshev de type Il
Hc2 = fregs(Bc2, Ac2, w); % Calcul de la réponse fréquentielle
plot(w, abs(Hc2), ’-.");

% Calcul du filtre elliptique
[Bce,Ace] = ellip (n, Rp, Rs, wn,’s");

% Calcul de la réponse fréquentielle du filtre elliptique
Hce = freqs(Bce, Ace, w);
plot(w, abs(Hce), '--");
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Chapitre 4

Autocorrélation et intercorrélation des
signaux déterministes

Ce chapitre est consacré a une caractérisation des signsé& bar 'énergie et sur la puis-
sance. Cette caractérisation permet d’introduire les nstibautocorrélation et d’intercorrélation.
Ces deux notions ont des applications nombreuses. Les pacial sont probablement :

— Lextraction d’informations sur un signal utile par aubo@lation : la méthode présentée
dans ce chapitre est complémentaire de la méthode de filtrageentiel présentée cha-
pitre[3 ;

— La mesure de distances et/ou de temps par intercorrétagométhode présentée dans ce
chapitre est exploitée dans les radars, sonars et autres GPS

4.1 Energie et puissance

4.1.1 Définition

Les différentes grandeurs discutées dans ce texte soniedéaimathématiquement dans le ta-
bleau 4.1, pagle 104 pour les signaux continus ; les priresp@lations y sont également présen-
tées.

Les signaux peuvent étre classés en:
— Signauxz a énergiel, finie, ce qui correspond aux signaux BgR) :
“+oo
B, - / 2(t)Pdt < .
On peut les interpréter comme les signaux qui sont « tenlpareht éphemére@»
— Sighauxz a puissance’, finie :

1 +T/2
P, = lim —/ lz(t)*dt | < oo.
T—o00 T 7T/2

1. Cette derniére phrase n’est pas une définition formelie oree interprétation qualitative.
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| Energie finie Puissance finie
+oo 1 +T/2
Définition E, = / lz(t)|*dt < oo P, = lim —/ lz(t)?dt | < oo
—00 T—oo \ T’ —T/2
+o00 1 +T/2
Echange E,, = / x(t)y(t)dt P,, = lim —/ x(t)y(t)dt
—00 T—oo \ T' -T/2
de puissance :
Densité spectrale d'énergie : lim ilX(V )P
S, (v) ‘X(V)’Q T—oo T
X(v,T) = Flz.rect(e/T)]
Densité spectrale d’énergie : de puissance :
interspectre - 1 -
Sy (V) X(v)Y(v) Tlgrolo TX(I/, 7)Y (v, T)
+o0 1 +T/2
Intercorrélation || R,,(7) = / x(t+ 7)y(t)dt | Ryy(T) Tlim ?/ x(t + 7)y(t)dt
—00 =0 —T/2
]:[Rzy] = Suy ]:[R:vy] = Suy
+o0 1 +T/2
Autocorrélation || R,(7) = / x(t+ 7)z(t)dt | Ry(7) = lim —/ x(t+ 7)z(t)dt
—00 T—00 T —T/2

TABLE 4.1 — Sighaux continus
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C’est une classe tres large de signaux. On peut les interp@tane les signaux « tempo-
rellement persistanté%»

Par définition, la puissance d’un signal a énergie finie eséfoent nulle.

Exemples élémentaires Le signal continur = rect est un signal a énergie finie dont I'énergie
vaut 1. Le signal continet = I" est un signal a puissance fini dont la puissance yaut

On définit I'énergie (respectivement la puissangg) (resp.F,,) €changée entre deux signaux
x ety, ce qui donne :
— x ety a énergie finie :

— x ety a puissance finie :

On peut interpréter la quantit€,, comme le produit scalaire entre le signatt le signaly.
Intuitivement, un produit scalaire donne un degré de dinaié entre deux éléments. Pour deux
signaux I'énergie d’échange mesure-t-elle bien leur gindié ?

Exemple Pour donner des éléments de réponse, on prend les deux sigredy représentés
figure[4.]l. Ces deux signaux sont a énergie finie. Le sigest en réalité le signal décalé dans

le temps. Pour ces deux signaux,, = 0 : on ne retrouve pas cette similitude dans I'énergie
d’échange. Pour la voir apparaitre, il aurait fallu calcideproduit scalaire, en décalant un des
deux signaux de telle facon a ce que leurs motifs coinciddfdu la notion d’intercorrélation
introduite ci-dessous.

4.1.2 Intercorrélation et autocorrélation

L'énergie (resp. la puissance) échangée obtenue en détalaremier signal de secondes
est appelée intercorrélatidd,, (7) : il s'agit donc d’'une généralisation de I'énergie (respues-
sance) échangée. Pour les signaux continus a énergie finie :

+oo

VreR, Ru(r)— / 2t + 1)y (t)dt.
Mathématiquement, cela s’interprete comme le produibseaéntre le premier signal décalé et le
second signal. Comme précédemment discuté, un produitrecaitdre deux vecteurs mesurant un
degré de similitude entre ces deux vecteurs, I'intercati@h est une mesure de similitude entre
deux signaux.

Deux signaux: ety seronindépendants’il n’y a aucun lien entre eux. S’il existe un lien alors
celui-ci doit dépendre du décalage temporel entre ces dgonawsx. lls seront donc indépendants
Si:

vVr e R, R,,(7)= constante

2. Cette derniére phrase n’est pas une définition formelie oree interprétation qualitative.
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FIGURE 4.1 — Sighaux: ety

On peut montrer que dans ce cas, 'intercorrélation eseégaproduit de la moyenne depar la
moyenne de. Sila moyenne d’'un des deux signaux est nulle alors I'ite&dation est nulle.

L'étude de la similitude d’un signal avec lui-méme revient a déterminer l'intercorrélation de
ce signal avec lui-méme. On parleadtocorrélation: elle est notéev,.
— Siz est a énergie finie :
+00
VreR, R.(r)= / x(t + 7)x(t)dt.

—00

— Siz est a puissance finie :

T/2

Vr e R, R,(r)= lim (% /+T/2 x(t+ T)x(t)dt>

L'autocorrélation en = 0 correspond a I'énergie (resp. la puissance) du sigRal0) = E,
(resp.R.(0) = P,).

Propriété Lautocorrélation d’un signal périodique est périodiqupaire.

Exemples Pour le signal contina défini par

Vit e R, x(t) = Asin(2rpt + @)
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ona:
2

VreR, R.(r)= A? cos(2mgT) (4.1)

R, est bien une fonction périodique de fréequengePar contre, elle est indépendante du dépha-

sagep.

Exercice Etablir 'expression[(4]1).

4.1.3 Densités spectrales

Pour les signaux a énergie finie, d’apres le théoréme devRaRkancherel (théorénie 2.4.2,
page 3B), il est possible de calculer I'énergie d’un signadidir de son spectre :

E$:/+oo\x(t)]2dt:/+oo X () 2d.

o0 o0

L'énergie est donc obtenue en intégrahiv) = |X(v)|*> qui est appelédensité Spectrale
d’Energieou DSE Elle s’interpréte comme la répartition de I'énergie encliion de la fréquen&

On peut démontrer que la DSE d’un signal correspond a laftranée de Fourier de I'auto-
corrélation de ce sign@l:
Sy = F[R,|.

Dans le cas de signaux (continus) a puissance firlkelgsité Spectrale de PuissarmeDSHS se
définit par :

.1 2
avecX (v,T) = Flz.rect(e/T)|(v), ce qui correspond au spectre dsur lequel on a appliqué
une fenétre rectangulaire. De plus, of,a= F[R,].

La transformée de Fourier de l'intercorrélation corresparia densité spectrale interspectre
d’énergie qui est définie par le produit des spectres en audplde la transformée de Fourier des
signauxz ety (fenétrés pour deux signaux a puissance finie) :

X(v)Y(v) et lim %X(V,T)Y(V,T)

T—00

Ces grandeurs ont un grand intérét pour I'étude d’'un systemmodvolution : lorsque: et
y sont respectivement I'entrée et la sortie du systeme deodation continu, on a, voir le ta-
bleau 4.2 :

3. Tout commez(t)|? donne la répartition de I'énergie en fonction du temps.
4.

+oo
R.(7) = / x(t+ 7)x(t)dt = z * z(—e)(7).
— 00
Par suite, en prenant la transformée de Fourier de I'égai#éédente :

FIR:)(v) = X (). X (—v) = | X ()]e!BE X (1) |e 180D = | X ().

5. Ne pas confondre DSP et DSP : DSP en Anglais signifie Di§itghal Processing : traitement de signal
digital...
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Continu

y=hxx

Sy(v) = [H(v)[*Sz(v)

TABLE 4.2 — Systémes de convolution continus et densités spestral

— La densité spectrale interspectreadet y est le produit de la réponse fréquentielle du sys-
téme de convolution par la densité spectrale:de

Syz(v) = H(v)S,(v).

— La densité spectrale deest le produit de la réponse fréquentielle en amplitude ené ciu
systéme de convolution par la densité spectrale de

Sy(v) = [H(v)[*Sz(v).

4.2 Quelques applications

4.2.1 Autocorrélation appliquée a l'extraction d’information d’'un signal
dégradé

Un signalz est transmis puis mesuré par un systeme d’acquisition. @ésetlites opérations
entrainent en général la dégradation du signal initial. iggad mesurér,, peut étre représenté
par :

ViteR, x,(t)=x(t)+ b(t)

ou le signalb représente I'effet de la dégradation du signal. Le signest normalement un si-
gnal sinusoidal de fréquence inconnue. Le signakst représenté figure 4.2. On constate que la
dégradation est telle qu’il est difficile de distinguer ugrsil sinusoidal. La question est donc de
savoir si le signal sans dégradation (c’est-a-djrétait bien périodique, sinusoidal et si oui quelle
était sa période.

Une premiere idée serait d’appliquer les méthodes de fdthia@gjuentiel présentées chapitre 3.
Cependant, elles ne peuvent s’appliquer que si les speagesighaux: et b sont sépareés, hy-
pothése qui est peu probablement vérifiée et en tous les esspds vérifiable. Une hypothéese
plus réaliste est de supposer que les signaexb sont indépendants car résultant de systémes
physiques différents. On peut alors exploiter les propsi€le I'autocorrélation et de l'intercorré-
lation.

Supposons que le signal mesuré s’écrive sous la forme :

Vte R, x,(t) = Asin(2rvpt + ¢) + b(t)
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Signal bruité

_4 | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

t

FIGURE 4.2 — Signal mesuré

oub est un signal indépendant. Si le signal a effectivemeng sétiticture alors son autocorrélation

s’exprime par :
2

A
VreR, R, (7)= 53 cos(2mpt) + Ry(T).

Exercice Démontrer ce résultat.

A l'aide deMatlab , il est possible de calculer une estimation de I'autocatiéh R, (7) a partir

de la mesure du signal, voir figure 4.3. On observe que I'autétation calculée a partir du
signal présente bien une composante sinuso'ﬁﬁales(%wor) alaquelle se superpose une valeur
importante e = 0. Le signalb serait alors tel que :

Vre R\ {0}, Ry(r)=0
Ri(0) £0

Comment s’interprete-il ? Le signalest corrélé avec lui-méme mais n’est pas corrélé avec lui-
méme décalé dans le temps. Ceci indiquerait que ce signaéseryie pas de structure ou propriété
particuliere (périodique, etc..). Cela est cohérent avigitique ce signal représente la dégradation
introduite par des sources multiples (systémes de trasamisystemes de mesure, etc..). Le reste
de la courbe représentée figlire] 4.3 est une fonction cosiaogplitude 0.5 et de période 50 s.
Cela correspondrait a un signal sinusoida- % Hz d’amplitudeA telle que :

AZ

0.5
2

soitA = 1.
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Autocorrélation du signal bruité
4 T

25F b

15 b

0.5

-500 0 500

FIGURE 4.3 — Autocorrélation?,.

4.2.2 Intercorrélation appliquée a la mesure d’'un temps de propagation

L'intercorrélation est souvent appliquée pour la déteation d’'un temps de propagation. Ceci
est exploité par exemple par les radars et les sonars oueclesaiélémetres et les chauve-souris,
voir Figure[4.4. Lintérét est |a de déterminer la distantzcguelle se trouve un objet appelé cible.
Pour cela, on émet un signalsous la forme d’'une onde. Aprés réflexion, un éghrevient vers
I'émetteur, voir figuré_ 4l4. Le principe est que connaissanttesse de propagation de I'onde,
le temps écoulé entre I'émission et la réception permet terméer la distance. Cependant, la
présence de bruit dans le sigpalend difficile la mesure du temps, voir figurel4.5. Si on cacul
a partir des valeurs deet dey I'autocorrélation der et I'intercorrélation entre: ety, on obtient
les courbes représentées figurée 4.6.

Interprétons ces résultats. On fait 'hypothese que
Vte R, y(t)=ax(t—t,) +0b(t)

aveca < 1 un coefficient d’atténuation, aveg le temps de parcours pour effectuer I'aller-retour
etb un signal de valeur moyenne nulle et indépendant.d@n a alors :

Vr € R, Ryy(r)=aR,(T+1,)

Exercice Démontrer ce résultat.

Par suite, l'intercorrélatiod,,,, a un facteur multiplicatif pres, correspondza translatée de
—t,. On déduit donc de la figufe4.6, droite gye= 600.
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FIGURE 4.4 — Détermination d’'une distance : exemple d’applicati(seconde figure extraite de
http ://www.outilpro.com, troisieme de http ://axiomcdifa-revolte-des-papillons]
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FIGURE 4.5 — Signal: émis ety recu
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FIGURE 4.6 — Autocorrélation de et Intercorrélation entre ety
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, a été présentée une methode qui peutiglegpa I'extraction des in-
formations sur un signal utile. Elle est complémentaire méshodes présentées dans le cha-
pitre[3 puisque les hypothéses de mise en ceuvre sont diféréPependant, ses possibilités sont
moindres puisqu’on n’extrait pas totalement le signal :gg@mple dans le cas d’un signal sinu-
soidal a extraire, si on peut déterminer sa fréquence, oeutepas déterminer son déphasage.

Les signaux considérés dans ce chapitre sont dits détstesniun signat est ditdéterministe
si, a chaque instantsa valeur:(t) peut étre déterminée de fagon certaine par un modéle mathéma
tique. Exemple :
Vit e R, z(t) = Asin(2nt).

Il est clair que ces signaux ne peuvent pas représenteehdnle des signaux réels. Nous verrons
dans le chapitr€l7 que les signaux aléatoires constitueehsemble de signaux plus satisfai-
sant de ce point de vue la. Le grand intérét est que la not@nedgie a puissance finie permet
d’étendre les méthodes présentées dans ce chapitre aaxsigléatoires. Le plus grand réalisme
des signaux aléatoires permettra en plus d’aborder daraf@tee T une méthode de génération
de son qui sera appliquée a la téléphonie mobile.



Chapitre 5

De I'analogique au numeérique

Codage
B Huffmfnn B

| How MP3 Files Work | B b
HOW IVIF B IYOI'K

If there is a loud sound in one band,

the compression algorithm can Signal audio Quantification Formatage Flux de

ignore all of the other bands. - . (chq 768 kbit/s) »| MDCT non-linéaire du flux bits codé
a = Banc H et commande de bits et

O™ defitres | : Y [ du taux correction Ba®)

(32 sous-bandes) H d'erreur

93

de
transmission

i Coguge
52,1 MpcT e

i

Modele
e — FFT j— psycho-
At acoustique

© 2001

!
accessoire

FIGURE 5.1 — Principe de la compression MP3

Dans le chapitrel3, I'introduction du filtrage fréquentigté motivée par la compression MP3
ou il est nécessaire de sélectionner les composantes dioal sippartenant a certains intervalles
de fréquences, voir figufe .1. Cependant, le filtrage fréiglayui a été présenté ne peut s’appli-
guer gu’aux signaux en temps continu (ce qui comprend lesgiganalogiques). La compression
MP3 s’effectue en réalité sur des signaux échantillonnésaqu un cas particulier de signaux en
temps discret, voir figure 5.2. Peut-on étendre le filtraggdentiel aux signaux discrets et plus
particulierement aux signaux échantillonnés ?

X X*

A 4
\

FIGURE 5.2 — Signal échantillonné
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D’autre part, dans de nombreuses expériences, il est rdeeds déterminer expérimentale-
ment le spectre d’un signal physique (donc analogique) tir pigrla mesure faite par un systeme
d’acquisition, cette mesure se présentant en général caimnsggnal discret. Est-il possible a
partir de ce signal discret d’estimer le spectre du signalagiique de départ ?

Pour donner des éléments de réponse a ces questions, ceechaps’intéresser a différentes
guestions intermédiaires :

1. Comment peut-on modéliser mathématiquement un signakdigection 5]1) ? Comment
se définit la transformée de Fourier et de Laplace d’'un sigclaantillonné ? Nous verrons
dans la section 5.1 tout I'intérét des distributions.

2. Comment la transformée de Fourier d’un signal échantilbarst-elle reliée a la transformée
de Fourier du signal analogique correspondant (settidr?3.2 question est liée au fait
gue I'on veut déterminer le spectre de signaux « de la nat(aealogique) en utilisant des
systemes technologiques manipulant des signaux écloanis.

3. Comment « correctement » échantillonner un signal argledg? La question est de choi-
sir la période d’échantillonnadg, de facon a ce que le signal échantillonné ait « autant
d’information » que le signal analogique correspondarttise5.3).

4. Comment estimer le spectre d’'un signal analogique a phation signal échantillonné sur
un intervalle de temps borné ? Il s’agit ici de présenter lescpes de fonctionnement
des analyseurs de spectre (numériques). Pour cela, ldomawée de Fourier discréte sera
introduite et son application a cette question sera préesatdns la sectidn 5.4.

5.1 Modélisation d’un signal discret par peigne de Dirac

Dans le chapitrel2, la relation (2]13) a été présentée : pmifanctionz,
x.01, = x(to) .04, -

L'impulsion de Dirac permet donc d’« extrair@a valeur d’un signal (analogique)a un instant
donnét,. Il semble envisageable de I'adapter pour modéliser leasigohantillonné&x(k7%)}
issu de I'échantillonnage a la période du signal analogique puisqu’échantillonner un signal
analogigue consiste a extraire ses valeurs aux instdpts

Le signal échantillonné prend la valeuikT) a l'instantkT; : I'idée est de le modéliser par
une impulsion de Dirad,, pondérée par(kT;). Lensemble du signal échantillonné peut étre
alors représenté par une distribution voir figure[5.3 :

o0

vt =Y w(kT.).0r,. (5.1)

k=—o00

5.1.1 Transformée de Fourier d'un signal discret

On peut obtenir I'expression de la transformée de Fourid¢a destribution distribution définie
par [5.1). Par linéarité et continuité de la transformatamobtient alors :

Fla'l= Y a(bT)Flokr.):

k=—00

1. Cestle coté « appareil photo » de I'impulsion de Dirac.
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Modélisation d’'un signal discret avec peigne de Dirac

| ? SO W o

-4 -4
o
-6 -6
-8t 0. : O 1 -8t
o X
-10 L L - -10 i i i
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

FIGURE 5.3 — Signal échantillonné et modélisation avec peigne dacDi

D’apres [2.1F), on a&F[67.](v) = e 2= Par suite, la transformée de Fourier d’un signal
discret s’exprime par :

YweR, Flat|(v)= ) a(kT,)e "+, (5.2)

k=—o00
Pour mémoire, pour le signal analogigueon avait :

Vv eR, Flz|(v)= /+<>° x(t)e 2™t

t=—o00

Noter que les deux expressions ont une structure similaire.

5.1.2 Transformée en Z d’un signal discret

On peut obtenir I'expression de la transformée de Laplada destribution définie paf(5l1).
En procédant comme pour la transformée de Fourier, on dpfiears € C telle que I'expression

ci-dessous est bien définie : .
o0

Llz*)(s) = > w(kT)e .

k=—0oc0
En posant = ¢’=%, on définit ainsi laransformée en ﬁ(voir figure[5.4) du signal discret* :

“+o00

Zla')(z) = ) w(kT)z* (5.3)

k=—o00

Elle est aussi noté&’(z). La variablez joue pour les signaux discrets le r6le de la variable de
Laplaces pour les signaux continus. Cette définition correspondicatesformee en Z bilatérale

2. Latransformée en Z d'un signal discret étant une sérigigfia question se pose de la convergence de cette
série et donc de I'existence de la transformée en Z. La sér@nverge que pour certaines valeurs dees valeurs
formant dans le plan complexe un anneau.
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FIGURE 5.4 — D’un Z qui veut dire... Laplace (au changement de vigiptes: = e’+*)

De méme, on peut définir unensformée en Z monolatérale

—+00

Zla*)(z) = ) x(kTy)z " (5.4)

k=0
Linéarité La transformée en Z est linéaire : pauetb deux réels :

Zlaz* 4+ by*] = aZ[x"] + bZ[y"].

Translation temporelle Soit le signal discrey* qui correspond au signal discret retardé de
r périodes d’échantillonnage. Il est alors défini par :

Z ZE 5kTg

k=—o00

our est un entier naturel. Alors, dans le cas de la transformeehsiatérale :
Y(2)=2""X(z)

et de la transformée en Z monolatérale :

Y(2)=27"X(z —i—Zm PR

5.1.3 Expression d’un signal discret basée sur un peigne

Exploitons maintenant le fait que le signal discretkT5) }, est obtenu par échantillonnage du
signal continur. Le gros intérét de la modélisation d’un signal échantil®basée sur 'impulsion
de Dirac est que la valeut(kT}) peut étre directement obtenue du signglar multiplication par
'impulsion de Diracd,r,, ce qui correspond a la relatidn (2.13) c’est-a-dire :

ZL‘(kTS).(SkTS = x~5kT5-
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(5.7) se réécrit alors :

En introduisant la notation de peigne de Dirac, voir fidHEES.

Peigne de Dirac
15 T

-0.5
-3Ts -2Ts -Ts 0 Ts 2Ts 3Ts

FIGURE 5.5 — Peigne de Dirac

“+o0o
Pon, = Z OkT,

k=—o00

on a alors ;
r* = z.Pgn; . (5.5)

Avec cette modélisation, un signal échantillonné s’expraamme le signal continu multiplié par
un peigne de Dirac.

Remarque Sion assimile un signal a une scéne, on peut faire le paatéte I'extraction de la
valeur du signal a un instant donné avec la prise d’'une phapbie, I'impulsion de Dirac jouant le
réle de I'obturateur de I'appareil photographique. Dans&me ordre d’idée, I'échantillonnage
d’un signal analogique se rapproche de la prise de vue cito@nsghique, le peigne de Dirac
permettant de reproduire I'action d’'une caméra vidéo (quigxemple enregistre 25 images/s).

5.2 De la transformée de Fourier d’'un signal échantillonné

Nous allons maintenant relier la transformée de Fourian dignal échantillonné a la transfor-
mée de Fourier du signal analogique dont il est issu. Enmpiadtala relation[(5]5), la transformée
d’un signal échantillonné s’exprime par :

Fla*] = Flz.Pgn, ] = Flz] « F[Pgn, |.

3. Lareprésentation graphique de cette distribution segg@lure d’'un peigne (renversé), d’ou le nom de peigne
de Dirac.
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Or
+o00 +oo +oo
FIY. | = >, Flown]= ) e
k=—00 k=—00 k=—o0
D’apreés la formule sommatoire de PoisHon
+o0 +00
Z —2mikTse __ 1 5
e = — k.
Ts Ts
k=—o00 k=—00
Par suite,
+o00 1 00
FIY b, -7 O
k=—o00 k=—o00

Avec la notation peigne de Dirac, on obtient :

1
F[Pon, | = —Pon...

Par suite, .
Flz*] = Flz] * Tpgni‘

S

4. Soitf la fonction périodique de période 1 définie par :

1
Vt € [07 1}7 f(t) :_(t_§)2'
Au sens des distributions, cette fonction peut étre dédegs fois. La dérivée premién est une fonction périodique

de période 1 telle que :

1
vi 6]07 1[a fl(t> = —Z(t - 5)
La dérivée seconde est alors donnée par :
+oo
ff==2+2 >4,
p=—00

puisquef’ présente une discontinuité de valeur 2 poprenant des valeurs entieres relatives.
D’autre part, la fonctiory admet la décomposition en série de Fourier suivante :

+oo
1 1
VieR, f(t)= I3 21: g cos(2mnt).

Il est ici licite de dériver la somme infinie terme a terme guisn opére au sens des distributions, voir la remarque
pagd 44 ou encore la référence [3, Page 13]. Par suite,

+oo 400
= 42 cos(2mne) = 2 Z pizrke _ o
1

k=—o00

Par suite, en égalant les deux expressions de la dérivéedsdef, on obtient la formule de Poisson :

—+oo +oo
i2rke __
E e = E Op-
k=—oc0 p=—00

En faisant le changement d’échelle— Ti on obtient :

+oo +oo
i .o
2 : 6127rk T — Ts 2 : 5;DTS )

k=—o0 p=—00
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Avec X*(v) = Flz*|(v) et X (v) = Flz](v), ona alors :

—+00

Vv € R, X*(y):Ti 3 X(V—T). (5.6)

Cette relation occupe une place centrale en traitement (winmﬂg du signal. Cette relation im-
plique que :

La transformée de Fourier d’un signal discret est périolidg période}—s.

En effet,
1 1 1 m
WweR, X <y+i>:imz__mX<y+i_i)'

En posanin’ = m — 1, on aalors :

1 1 = m’
YwwelR, X (V+i):i Z X(I/—TS)ZX(V).

m/=—o0

Pour étudier le spectre d’'un signal discret, il suffit donéedmnnaitre sur I'intervall%—%, % ,

le reste étant déduit de ce motif par périodisation et midégon par un facteur. Pour le signal
continu dont le spectre multiplié payT; est représenté figufe 5.6, le spectre du signal échan-
tillonné correspondant est représenté figuré 5.7, gauche.

5.3 Théoreme de Shannon

Le spectreX* du signal échantillonné est donc obtenu, a un facteur nfichif prés Tl
en superposant le spectié du signal analogique X (1/ + %) le spectreX décalé deTl—S, a

X (1/ + Tl) le spectreX décalé deﬁ—s, etc.. Un cas tres intéressant est celui ou

1. Le support deX est lintervalled [—Vimaz, Vmaz), VOIr figure[5.6 : cela définit un motif ;

2. Vmax S %
Dans ce cas-la, quand on construit le speatteen additionnant les différents spectg}gﬁ déca-
lés de multiples d% (périodisation de}—sX), les motifs correspondant aux différents spectres ne
se recouvrent pas, voir figure 5.7, gauche. Par suite, laifonmotif définie par :
Yo e [ 11 ] T,X*(v)

2Ty 2Ts

© 2Ty 2T,

VVGR\[ L 1} 0

est alors enréalit&’, la transformée de Fourier du signalPuisqu’un signal est complétement ca-
ractérisé par son spectre et que dans ce cas, il est possiblerdr le spectre du signal analogique
a partir du spectre du signal échantillonné : on peut doraritpdement reconstituer le signal ana-
logique a partir du signal échantillonné correspondantsjhectre du signal échantillonné et le

5. Le terme numérique fait référence a la branche du traiteohe signal consacrée aux signaux discrets et no-
tamment échantillonnés.
6. Vimas €St le plus petit réel positif tel qu& € R\ [—Vimaz, Vimaz], X (@) =0.
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0.8}
S
X, 0.6}
I~
S

0.4f

0.2

FIGURE 5.6 — Spectrd /T,X a support borné—r,,4z, Vimaz)

spectre du signal correspondant coincidant sur I’intlm{alr%n, %} , le signal analogique peut

étre obtenu a partir du signal échantillonné par applioadian filtre passe-bas idéal de fréquence
de coupure;?s. Nous discuterons plus en détails de cette démarche dans seitq

12

—3/?2Ts) “U(@2TS) Vi 0 Vn(2Ts) 3/(2Ts) 0 73/(2‘Ts) fll(Z‘Ts) 0 1/(£Ts) 3/(£Ts;
v v

FIGURE 5.7 — Spectre d’un signal échantillonné sans (gauche) et(dveite) recouvrement

Par contre, dans le cas of,, > % la périodisation de}—X entraine umecouvrementles

différents motifs, voir figuré 517, droite. La conséquenseqie :

1 1

3 -
”E{ o7, 2T,

] X (v) # T X" (v).

Il nest donc plus possible de reconstituer le signal aniglega partir du signal échantillonné.
Les deux cas sont illustrés par la figlrel5.7. L'applicatienla reconstitution dans le cas du
recouvrement produit alors un signal différent du signalagique de départ, voir figure 5.8. Les
différents cas de figure sont représentés figure 5.9.
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Signal analogique et signal reconstitué a partir de I'échantillonné (recouvrement)

T T

T T

spectre
reconstitué

o
©
T

Spectre initial

Spectre en amplitude
o
[}

o
>
T

0.2f

-V

max
i

-1/(2Ts) 0  1/(2Ts)
v

FIGURE 5.8 — Spectre du signal analogique de départ et spectre dal sigalogique reconstitue
en cas de recouvrement de spectre

1
Vmaz S §Vs

Signal analogique et signal reconstitué & parti de Féchantilonné (recouvrement)
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

FIGURE 5.9 — Différents cas de figure
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| Support | GSM| MiniDV | CD audio]
Fréquence
d’échantillonnage| 8000 | 32000,48000 44100
(Hz)

TABLE 5.1 — Fréquences d’échantillonnage pour le son dans difesystémes « grand public »

5.3.1 Lenseignement de Shannon

Théoréme 5.3.1 (Théoreme de Shannorﬂ Un signalz réel dont le support de la transformée
de Fourier est contenu dans l'intervalle-v,,q., Vma.] €St entierement déterminé par ses valeurs
enkT, ouk est un entier relatif si, aveg, = Ti :

Vmaz < 3Vs & Vs > 2pag (5.7)

La fréquencev,,,, estla fréquence d’échantillonnage critique. Elle indigueéquence d’échan-
tillonnage minimale d’un signal analogique nécessaira pouaserver I'information utile dans le
signal échantillonné. Dans le cas d’un signal sinusoidd$ correspond a échantillonner au mi-
nimum deux valeurs par période. La fréque%og est souvent appeldeequence de Nyquistu
fréquence de Shannon

Remarque En pratique, le support du spectre d’'un signad’est généralement pas limité a un
intervalle[—v,4z, Vmae) fini, ce qui correspond &,,,, = +oc : la condition [5.¥) du théoréme de
Shannon ne peut donc pas étre satisfaite. Par contre, oréeatgment :

lim |X(v)| =0.

[v| =400

Par suite, il existe une fréquene@?, finie telle que ¥v € R\ [—veP  veP | | X (v)| =~ 0. Il est
donc possible d’appliquer le théoreme de Shannon de fagmmoelpée en prenant la condition :
v > 2V .

Le tableau 511 donne des ordres de grandeur des fréequerdmdmadtillonnage utilisées dans les
systemes « grand public » pour les sighaux sonores.

Exemple On échantillonne le signal analogiqu&'t € R, x(t) = sin(2nt) a la fréquence
d’échantillonnage’, = 1.05 Hz. Le résultat obtenu est représenté fiqurel5.11. Intenprét

7. Claude Shannon (1916-2001) est un ingénieur électraienathématicien américain. Il est particulierement
connu pour le développement de la théorie de I'informatiosein des Laboratoires Bell - Bell Telephone Labora-
tories ou AT&T Bell Laboratories. lls font actuellement pardu centre de recherche et développement d’Alcatel-
Lucent. Le théoréme présenté ici est aussi appelé théoremyguist-Shannon, car Harry Nyquist qui travaillait
aussi au sein des laboratoires Bell avait avant Shannomeéme résultat. Claude Shannon est sans aucun doute 'un
des péres fondateurs de la science du signal. La diversi&ésigavaux y compris les plus « ludiques » illustre bien
l'universalité et la versatilité de cette science. Son miéende Master (équivalent du TFE centralien) a permis de
développer Il'utilisation de I'algébre de Boole pour I'éeudes circuits a relais. Sa thése a d’autre part été consacrée
a une approche algébrique de la génétique de Mendel. Sesitréas plus fameux portent sur I'élaboration d’'une
théorie mathématique de la communication. Cependant,&dsdtela, il a mené des travaux sur la jonglerie (son
dernier article scientifique s'intitule « Scientific asygeot juggling ») ou il a encore élaboré une machine résohant |
Rubik’s cube.
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SAMPLING

*That's not what | meant when | asked you to improve the sampling...”

PARGE BY EHANNON MASH WITH COMCEFT Y JEREMY Q. VEMANTWERF

Dgital Ctoect ldemiyfier 1011083405 20132040958
Diderof pualddirnitiows- 16 My M3

102 |EEE CONTROL SYSTEMS MAGAZINE ® JUME covs 1086-033 0 S polem3IEEE

FIGURE 5.10 — A propos du choix de la période d’échantillonnage
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: |
0.8 l —

06 -
0.4/ ] —

02— —

-0.21— -
-0.41— g .

-0.6—

-0.8—

0 5 10 15 20 25 30
temps t

FIGURE 5.11 — Signal analogique (trait continu) et signal échantillonné (pointsya= 1.05 Hz

Exercice On consideére le signal sinusoidatiéfini par :
Vt e R, x(t) = sin(27.1000.t).

On échantillonne ce signal a la fréquence= 44100 z, ce qui donne le signal échantillonng
d’échantillonz;, ou 7T, = Vi S.

1. La condition du théoreme de Shannon est-elle satisf&ieddi, quelle en est la consé-
guence ?

2. On construit un signal discrgl,,,, ouN est un entier naturel a partir du signal échantillonné
v}, de lafagon suivante :
VE,  yr = TNk

ce qui revient & prendre un échantillon $ade{x, },. On parle desous-échantillonnageu
down sampling en Anglais. On envoie vers un haut parleuritggex 7. , y7or. €t yzor,,

voir le tablead 52. Ecouter le résultat obtenu. Que coestabus ? Interprétez les diffé-
rences notables qui apparaissent entre certains signawusnnspirant des raisonnements
effectués dans cette section. Le lecteur intéressé poémeéregr ces signaux grace au schéma
Simulink représenté figute 5112 et disponible sur le serpédagogique.

Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter Cliquer pour écouter

* * *
T, Yo, Y30,

TABLE 5.2 — Sons associés aux signayx, vy, etysor,
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o

BFFT
Spectrum

ﬁ Scope T < } })

L] '\Llo

To Audio
Device
Sine Wave Downsample
AppliShannonSinus 10.wav
> |:| |:| To Wave File
Ll
xk

txk

FIGURE 5.12 — Schéma Simulink pour générer les sons

b
+
X mesure de x / X*
> > >
7\
Ts
CAPTEUR
Signal analogique sans bruit

Signal analogiue avec bruit

FIGURE 5.13 — Effet du bruit
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5.3.2 De l'art de bien échantillonner

Les signaux analogiques a échantillonner ne sont pas leawsigphysigues eux-mémes mais
leur mesure par des capteurs. Tout phénoméne de mesurersfzagne d’'un altération que I'on
appelle généralement bruit : la conséquence est que mérmsesapport du spectre du signal
est bien borné et de la forme vy, Vimas|, il €St improbable que le support du spectre de la
mesure du signal soit borné, un bruit modifiant de facon netebspectre du signal en hautes
fréquences, voir figufe 5.1.3. La solution est d’introduindilire passe-bas avant I'échantillonnage
de fréquence de coupure,,., voir figure[5.14. Ce filtre qui est forcément analogique epe&p
filtre anti-repliement Il permet d’éviter le recouvrement et élimine I'effet desiits en hautes
fréquences.

b(t)

+ l
x(t) mesure de x(t xk

* S ; L Ts

Y
\ 4

CAPTEUR

FIGURE 5.14 — Principe de la chaine d’acquisition d’'un signal can®t de sa transformation en
signal échantillonné

5.3.3 De l'art de reconstituer un signal continu a partir du signal échan-
tillonné

On suppose que la condition (b.7) du théoreme de Shannoategate. Comme on 'a vu
dans la section précédente, la reconstitution du signdirzoa partir du signal échantillonné est
basée sur le fait que

— Latransformée de Fourier du signal continu est égale atstormée de Fourier du signal

échantillonné multipliée par la réponse fréquentielledilire passe-bas idéal de fréquence
de coupure; :
YweR, X(v)=T:X"(v)rect (T,v).

— En utilisant la transformée de Fourier inverses F~![X], cette expression devient dans
le domaine temporel :

+o00
x = Tsx™ % vgsinc(vse) = Z x(kTs).Opr, * sinc(vge)
k=—0oc0
et donc
+o0
Vie R, z(t) = Z x(kTy) sinc (vs(t — kT5)) .
k=—oc0

Cette derniére formule donne une méthode explicite pourméter le signal analogique
connaissant tous les échantillon@Ty) : x est obtenu a partir du signal échantillonné par appli-
cation d'un filtre idéal passe-bas de fréquence de coupurevoir figure[5.Ib. Elle souffre de
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Y

x(t) X X (t)
/ | >

Ts

FIGURE 5.15 — Principe de la reconstitution d’'un signal continu dipéu signal échantillonné

plusieurs inconvénients majeurs. D’une part, pour obtemaleur der a l'instantt, z(t), il est
nécessaire de connaitre tous les échantillgig’), y compris ceux qui sont apres l'instanet
donc dans le futur. La reconstruction n’est donc pas causalgui est cohérent avec 'utilisation
d’'un filtre passe-bas idéal : nous avons vu dans le chapiedent que I'inconvénient majeur de
ce filtre est qu’il n’est pas causal. De plus, le nombre totadhtantillons nécessaires pour le calcul
dez(t) estinfini! Une telle expression ne peut donc étre utile qoligpée en temps diffétesur
des signaux possédant un nombre fini d’échantillons non halséance de TD 5 est consacrée
a I'étude d’'une méthode applicable en temps réel et écon@req nombre de calcul a effec-
tuer pour reconstituer une approximation du signal anglagia partir du signal échantillonné
correspondant. Cette méthode est par exemple appliqguédeddasteurs CD.

5.4 De la transformée de Fourier discrete aux analyseurs de
spectre numériques

Dans les chapitres précédant, nous avons vu I'importantartdyse spectrale pour la carac-
térisation des signaux, cette analyse reposant sur lantiétion de la transformée de Fourier du
signal. C’est pour cela que I'analyse spectrale est utililses de nombreuses applications liées
par exemple au traitement du son (par exemple codage MP&fudd du comportement vibra-
toire de systemes mécaniques, etc... La question de sa mise&e pratique est donc cruciale.

Dans les exemples académiques d’analyse spectrale quevans pu aborder, il s’agissait
de signaux pour lesquels on avait une expression analygixpleeite. De plus, ces signaux étaient
élémentaires : I'expression analytique était alors suffreant simple pour permettre de détermi-
ner par calcul formel la transformée de Fourier du signal.

Malheureusement, les applications sont en général bepuiucomplexes pour qu’une telle
démarche puisse étre appliquée : souvent, on ne connaitepgseaksion analytique du signal et si
on en connaissait ufieelle serait probablement beaucoup trop complexe pourgod&terminer
par calcul formel sa transformée de Fourier. Puisque leitilomel ne peut pas étre mis en ceuvre,
il est nécessaire de recourir au calcul numérique.

Un cas typique d’application est la réalisation de I'analgpectrale d’'un signal physique
a partir de son acquisition (ou mesure). La situation estmég par la figure 5.16. Un signal
physique est un signal analogique, c’est-a-dire une fonatidéfinie surR (trait fin sur la figure).
Il est mesuré au cours d’'une expérience qui dure un téinpsela permet de définir la fonction

8. Le calcul des valeurs(t) n’est fait que quand tous les échantillong:7) ont été mesurés : la conséquence
pratique est que le valeuxt) ne peut étre calculée qu'a un instant> t.
9. A supposer gu’elle existe.
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15

/

-0.51

-151

-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 5.16 — Mesurer?. d’un signal physique (trait fin)



G. SCORLETTI VERSION2013-2014 129

xr, qui est supposée étre nulle en dehors de l'intervalle de gsesap lequel la mesure a été
effectuée et égal a sur l'intervalle de temps de mesure (trait épais sur la figu€ependant,
la mesure étant effectuée par un dispositif technologigueyu des technologies actuelles, le
signal mesuré sera en realité le signal disefgtobtenu par échantillonnage du signa, (les
echantillons du signal discret sont les points rouges dglad). Puisque I'on ne dispose que du
signal discretr;, pour estimer le spectre du signalse posent deux questions :

1. Peut-on estimer correctement le spectrerdepartir dex?, ? Si oui, sous quelles condi-
tions ?

2. Comment calculer « efficacement » le spectre d’'un signatetis support temporel borné
tel quex’, ?

Pour répondre a la premiére question, il est nécessairerdparer les spectres de zr, et
vy, . Comme cela a été étudie dans la sedfioh 3.5, page 89, le padsag 1, correspond a
une opération de fenétrage rectangulaire, ce qui entrangérhent une dégradation du spectre,
dégradation qui peut étre diminuée par application sugleadic, d’une fenétre adaptée telle que
la fenétre de Hanning ou la fenétre de Hamming. Le spectrégtalscorrespondant;, auquel
un fenétrage approprié a été appliqué constitue une egima spectre de. Nous verrons dans
la sous-section 5.4.3 que le fenétrage peut étre effectué signalz;, obtenu aprés échantillon-
nage decr,. Enfin, d’aprés la section précédente, si la période d’@dltamage peut étre choisie
conformément au théorerhe 5J3.1 (Théoréme de Shannon)edtremler;, peut étre comple-
tement reconstitué a partir du spectreade. En conclusion, il est donc possible d’obtenir une
estimation du spectre dea partir dex7, , a condition de choisir une période d’echantillonnage
qui satisfait le Theoreme de Shannon et d’effectuer uneatipérde fenétrage sut;, .

La seconde question est abordée dans la sous-sectiontsuiaur I'ingénieur, 'efficacité
est un élément crucial pour la mise en ceuvre de I'analyserapec le spectre du signal doit
étre calculé avec un co(t le plus faible possible, le codttétesuré par le nombre d’opérations
arithmetiques effectuées. Or le nombre d’échantillons nois dex?, peut étre extrémement
important. Par exemple, comme nous I'avons vu en introdnau chapitré]3, la mise en ceuvre
de la compression MP3 est basée sur des analyses spectiedtsées sur le son & compresser
découpé par intervalles de temps. D’aprés le tallledu 5dériade d’un signal sonore pour un
CD est de 44100 Hz, ce qui veut dire qu'une minute de musiquéd €D est représentée par
N = 2 millions 646 milles échantillons! Pour que la compression MP3 s’exeeut&n temps
raisonnable, il est donc impératif de diminuer au maximuiolét de I'analyse spectrale.

Comme la relation entre le spectre det le spectre de, dans la section3.5 ainsi que le
traitement a appliquer &;, pour obtenir un signal dont le spectre est une meilleurenasiton du
spectre de: que celle donnée par le spectrexde, la sous-section suivante va étudier I'estimation
efficace du spectre de;, a partir des échantillons de;, . De fagon a alléger les notations;, est
notéz, ce qui revient & supposer quesst un signal a support temporel borné.

5.4.1 TFD pour le calcul du spectre de signaux a support fini

Soitun signal continu tel quevt € R\[0, 7,[, z(t) ~ 0. Ce signal est mesuré et échantillonné
avec une période d’échantillonnagesur l'intervalle de temp§), 7,[. Le temps d’acquisitioff,
du signal est supposé étre un multiple entiefgleT, = NT. Le signal échantillonné obtenu est
donné par :

z
L

—+00

v =Y a(kT) .G, = > x(kTL).0pr,.
0

T

k=—o00
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D’'aprés[(5.2), la transformée de Fourier du signal écHantiké est donnée par :

=

Vv eR, Flz'|(v)= x(KT,)e 2mFTsv (5.8)
0

i

Cas ou il n’y a pas repliement de spectre En I'absence de repliement, d’apres la sedfioh 5.3,

1 1
Yv € |i—2—,—rs, 2—1;:| s X(V) = TSX*(I/>
et donc((5.B) donne :
1 1 N-—1 )
Vv e [—Q—TS, 2TJ . X(v) =T, ;0: 2 (kT,)e kT (5.9)

3 - . . 1 1
L'expression[(5.9) montre comment il est possible de calqubur toute valeur de € —or 7|

la valeur du spectre du signal continu a la frequenagartir des échantillonise (KT%) }c o ... (v—1)}-
Dans la suitez(kT5) est plus succinctement notg.

En pratique, les calculs s’effectuant sur un ordinateuruows microprocesseur, on ne calcule

X (v) que pour un nombre fini (pait)y de valeurs des ¢ [—Z—;S, %[ LV =y = 7. pour
ne{-%, ..., ¥ —1}, cequidonne:
N—-1
N N ckn
Vn e {—5,..., 5 1}, Xw| o =T, ape 2% (5.10)
V=NT; ~Tq k=0
Xn

Le calcul deN points du spectre de se raméne donc au calcul (ﬂé(n}ne{_ﬁ ¥ aun
277 2
facteur multiplicatif pres. De plusY,, .y = X,,.. En effet,

—27ik (")

On en déduit que :
{X"}ne{—%,...,—l} = {Xn}ne{%,...,(N—l)}’

Par suite, calcule{Xn}ne{_% ¥} se ramene a calculgrX, }cqo,. (v-1)}-

ceey

{Xo tneqo,..., (v—1)) est appeléd@ransformee de Fourier Discrétéde {xk}reqo,., (N—1)}-
Notation
{zr} «— { X0}

10. On prendra soin de ne pas confondre une Transformée dieFDiscréete et la Transformée de Fourier d’un
Signal Discret telle que définie par(b.2).
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Transformation directe

N—-1
Xp= Y ape 2N (5.11)
k=0
Transformation inverse N
]_ — s kn
1= 5 S X, R (5.12)

Partant d€{zy }reqo,.., (v—1)}, 1€ calcul de{ X, }reqo,..., (v—1)) S'effectue a partir dé (5.11) a I'aide
d’'un nombre fini d’opérations arithmétiques. Néanmoinspeatique, N peut étre (trés) grand.
D’apreés le tableau 5.1, la période d’échantillonnage digna sonore pour un CD estde 44100 Hz,
ce qui veut dire qu’'une minute de musique sur 1 CD est représgairN = 2 millions 646 milles
échantillons et une heure 10 minutes correspond & 185 millions 220 mille échantillons. Le
calcul numérique de la Transformée de Fourier Discféfg},.c(o,.., (v—1); par la formule[(5.111)
colte(N — 1) multiplications complexes, le colit des additions étantigégble par rapport au
colt des multiplications. Pou¥ grand, le temps de calcul est trés long, ce qui limite forreme
l'intérét pratique de ce calcul. Afin de remédier a ce proldepiutot que d'utiliser naivement
les formules[(5.111) et (5.12), un algorithme efficace appeé@sformée de Fourier Rapid@FR
ou FFT en Anglais) a été développé. Il s'applique dans le ¢ad @st une puissance de 2.
L'algorithme FFT permet de calculer la Transformée de Fubiscrete{ X, },.co,.., (v—1)} €N
effectuanty log, (V) otilog, représente le logarithme de base 2, ce qui fait un nombre dte mu
plications complexes qui augmente beaucoup moins vite aveoir figure[5.1¥

$ 2500 : , , ,
3 == TFD B
g —FFT S
€ 2000} ~ A
(&) V4
n ra
[ "
2 1500t v ]
] ¢
O ¢
= X3
é 1000{ o 1
\O

() \¢\'
© P
o 500t ,'\ 1
Z 0 = : :

0 10 20 30 40 50

FIGURE5.17 — Co(t du calcul de la TFD par(5111) versus FFT

Une minute de musique sur 1 CD etant représenté&/par2 millions 646 mille échantillons,
le calcul numérique de la Transformée de Fourier Discratéafarmule [5.11) codte plus dex
10'2 multiplications complexes alors que le calcul par FFT codibins de3 x 107 multiplications
complexes soit une différence d’ordre de grandeur de 100 D@@orithme FFT est programmé
sousMatlab avec la fonctiorfft :

11. Il existeM tel queN = 2M. Sice n’'est pas le cas, il suffit de compléfer. } par2’ — N zéros oM est le
plus petit entier tel qués > log,(N).
12. SousMatlab , I'indice du premier élément d’un vecteur est toujoliest jamais).
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>> help fft

FFT Discrete Fourier transform.
FFT(X) is the discrete Fourier transform (DFT) of vector X. For
matrices, the FFT operation is applied to each column. For N-D
arrays, the FFT operation operates on the first non-singleton
dimension.
()
For length N input vector x, the DFT is a length N vector X,
with elements

N
X(k) = sum x(n) *exp(§ *2*pi x(k-1) *(n-1)/N), 1 <= k <= N.
n=1
The inverse DFT (computed by IFFT) is given by
N
x(n) = (/N) sum X(k) *exp( j *2+pi *(k-1) *(n-1)/N), 1 <= n <= N.
k=1

La fonctionfft permet aussi de traiter des problémes\od’est pas une puissance de 2, comme
I'exemple qui suit. Dans ce cas, elle est moins efficace ce’qst pas génant pour 'exemple car
il est de petite dimension.

Bilan
- L’intervalle entre deux points fréquentiels 8€v) calculés par(5.10) e%f—s
- Vs = = est la largeur de l'intervalle fréquentiel sur lequel delgwes deX sont calculees
- La mesure deV échantillons temporels;, permet de détermine¥ points du spectrel
dex.
Le calcul des échantillons {—%, o 1} X ( ) se raméne au calcul de la transfor-

mée de Fourier discré@(n}ne{o,‘..,(]v_l)} voir la formule [5.10) et la discussion associée. On a

alors :
vne{-%,..., -1} X(v) | = T Xpin

vne{0,..., ¥ -1} X(v) | ) = T.X,
V=N

La démarche de mise en ceuvre est résumée figurk 5.18.

Exemple Considérons le signal défini par
VteR, a(t) =t T(t)

ouTI est I'échelon d’Heaviside. Sa courbe représentative psésentée figurie 5.119. La fonction
est strictement décroissante, de limite égale a 0 quaerad vers I'infini. On peut considérer que
pourVt > 5, z(t) ~ 0. Par suite, on choisif, = 5s. Ce signal est échantillonné avec une période
d’échantillonnagd’, = %s soity, = 8 Hz, voir figure5.1D. AvedV = 40, on a bienl, = NT,.

Dans cet exemple, la transformée de Fourier du sigmeut étre calculée de facon littérale :

2

YwveR, X(v)= m

(5.13)
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Calcul de TFD

FIGURE 5.18 — Démarche de mise en ceuvre de la TFD

Période d'échantillonnage T,=0.125s
0.07 T
0.06 - / B
0.051
= 0.04
=
&
‘ﬂ)
= 0.03F
0.02-
3

FIGURE 5.19 — Signat?e3'T'(¢)

Astimation

spectre
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Transformée de Fourier du
'%'ignal échantillonné

/

o

<)

N
T

o

o

=)
T

o

=)

a
T

TX
sn
pourn 0 0,..., (N-1)

Spectre en amplitude
° ° °
o o o
N w B
T T T

o

o

2
T

A

0
-12 -8 -4 0
Fréquence v en Hertz

12

FIGURE 5.20 — Spectre en amplitud&*(»)| du signal échantillonné

Pourv > 0, | X(v)| est une fonction strictement décroissantevd®e plus,| X (1/(27s))| =
1.2334 x 10~* =~ 0. Par suite, on peut considérer que la condition du théoreeng8hannon
(condition[5.7, page 122) est satisfaite. Le spectre eniamdpl X*(v)| du signal échantillonné
est représenté en noir figure 5.20. Lamplitude{deX,, }.co,.., (v—1)} €St représentée en bleu

figure[5.20, 'amplitude de¥ (%) en rouge poun, € {—%,..., —1} et en bleu poun €
{0, cee % — 1}. On constate que les valeursXe(NLTJ calculées par la transformée de Fourier

discréte coincident bien avec les valeurs obtenues a gar{5.138).

Cas ou il a repliement de spectre Cependant, dans le cas ou le support d’un signal continu est
un intervalle borné, le support de sa transformée de Fonigst pas borné. Il y a donc forcément
repliement de spectre. On a alors :

+o00
n nN n n niN
Xn: Z VSX(Ta_mTa):V5X<i)+ZVSX(i_mTa>

terme de repliement

Néanmoins, on peut s’arranger pour que son effet sur I'esitim de X (%) via l'utilisation de
la TFD soit pratiquement faible.

5.4.2 TFD pour le calcul du spectre de sighaux périodiques

Nous allons voir que I'utilisation de la transformation dmiFier discrete permet de déterminer
lintégralité du spectre d’'un signal continu périodiquee&t’le grand avantage de ce cas-la par
rapport au cas traité dans la sous-section précédente. €eypepour les applications pratiques,
le cas précédent est beaucoup plus intéressant, ce queeradixemple de cette sous-section.

Dans la sous section 2.6.4.1, pagé 47, nous avons vu que :
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FIGURE 5.21 — Fonction périodique et fonction motif == ;s * Pgn,
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La transformée de Fourier d’un signal périodique est diec#é

Un signal périodique correspond a la périodisation d’un signal matif,.; s, voir figure[5.21 : la
transformée de Fourier du signal périodique est alors aletedn un coefficient multiplicatif pres,
par la discrétisation de la transformée de Fourier de latimmenotif. Cela se retrouve dans les
expressions mathématiques. AvEda période du signal périodique, un signal périodiquest
reliee au motitr,, ., ; par :

T = Totif * PNy,

En prenant la transformée de Fourier de cette expressiavhtent :
1
Flz] = -F[flimotz‘flfpgn%- (5.14)

Pour un signal périodique de pério@iela transformée de Fourier est discrete avec un pags.de
D’autre part, nous avons vu qu’un signal échantillonné awexpériode d’échantillonnage dg
a une transformée de Fourier périodique de pér'bésdé)’ou le tableall 513.

Signal| Spectre

Domaine| Temps| Fréquence

Période T

1
T,

1
Pas T, T

TABLE 5.3 — Temps fréquence pour un signal périodique échamntiéion

La relation (5.14) permet de réduire le calcul de la tramsfsr de Fourier d’'une fonction
periodique a celle de sa fonction motif,.ir. Or z,,,:;y €St une fonction a support borné de
longueur?'. Si on procede a I'acquisition d& échantillons{z;, }vc(o,.. ,(v—1)} avec une période
d’échantillonnagéd’ telle que le temps d’acquisitidfi, = NT; soit égal a la périod& du signal
périodiquer, d’aprés la section précédente (équation] (5.9)), on aadsénce de repliement de
spectre :

N-—1
1 1 § —27ikTsv
VV - |:—2—T€, ﬁ] s Xmotif(y) = Ts Tre
k=0

Sinon Xnotif(v) =0
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Par suite, puisqué’ = Xmotif.%Pgn% et pour/N pair,

En conclusion, en I'absence de repliement de spectre, posignalz périodique de période
T échantillonné périod&; telle queT’ = NT, le calcul de la TFD associée permet de déterminer
l'intégralité du spectre de :

ce qui d’'un point de vue théorique est remarquable.

Exemple Soit le signal périodique de période= 1s définie par :
Vte R, z(t) =sin (2#%1&) :

Le signal est échantillonné avé¢ = 0.1s et on fait I'acquisition déV = 10 échantillons. Par
suite, T, défini parT, = NT, esttel quel,, = T . Le calcul de la transformée de Fourier discrete
par la fonctionMatlab fft ~ donne le résultat présenté figlre 5.22. Le résultat est loleérent
avecF|z] : en effet, nous avons vu dans le chagiire 2 que

d1.

1
T

i
2
Maintenant imaginons que nous ne connaissions pas exattkEnfieéquence du signal périodi-
que : la périodd’; est alors choisie telle quUE, # T', par exemple, avet, = 0.11s,7, = 1.1 s.
La figure[5.28 présente le résultat obtenu. On constate guhodification de seulement 10% de

T, a des effets importants. En réalité, la transformée disaazirésentée figufe 5123 correspond
au spectre du signal périodique dont le motif est défini par :

1
YVt € [0, Ta[, xmot,-f(t) = sin (271'?75)

soit ce qui est représenté sur la figlre 5.24, ce qui ne camesplus au motif d’'une fonction
sinusoidale : il est donc normal de ne plus avoir le spectreadfonction sinusoidale.
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Xmom

FIGURE 5.24 — Fonction motif pouf; = 0.11s

En pratique, comme on ne connait pas forcément exactemeétitade d’un signal périodique
a étudie@, on traite un signal périodique comme un signal quelcortgligue cela est décrit dans
la sous section suivante.

5.4.3 Principe de I'analyseur numérique de spectre

= S| :
= BE 4
= (:-ICJ &
= be g @
(e ) o
Ecw@
o ien o le)

FIGURE5.25 — Analyseur de spectre numériquektronix ~ (Source photo http ://www.tek.com)

Un analyseur numeérique de spectre est un appareil d’éfegtre numérique servant a es-
timer le spectre d’un signal mesuré sur un intervalle de s&ebgné. Un exemple est présenté
figure[5.25. SousSimulink  (avec la librairieSignal Processing Blockset ), I'équi-
valent de I'analyseur de spectre esSigectrum Scope , voir figure[5.26.

13. L'objectif de I'analyse spectrale peut étre justementéterminer cette période !
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Po— W — ™

Sine Wave Zero-Order FFT
Hold Spectrum
Scope

FIGURE 5.26 — Analyseur de Spectre sdsisnulink

Les différentes étapes de I'analyse expérimentale durgpsant représentées figlire 5.27.
1. Le signalx est échantillonné en temps réel avec une péribdgui a été choisie de fagon
adéquate, voir section 5.3.

2. Les échantillongz; } obtenus sont stockés dans une mémoire de capscitette mémoire
contient a chaque instant |I8&derniers échantillons, dex.

3. Toutes lesnT, secondes, avea < N, les N échantillons stockés sont transmis de fagon a
effectuer une opération de fenétrage temporel.

4. Apres fenétrage, la TFD est calculée pourfeéchantillons transmisg, par application de
I'algorithme FFT, voir section 5.4.1.

5. A partir du calcul de la TFD, une estimation du spectre: @t obtenue et est représenté
graphiquement.

Pour mettre en ceuvre le fenétrage temporel sur un signaétigsuffit de considérer une version
discréete des fenétres. En notant que= NT, et que I'on s’intéresse aux temps= kT, on a
apres simplifications :
Hanning

ke{0,--- (N—1)}, wy=3—3cos(2m%)

Sinon, w, =0

Hamming

ke{0,--,(N—-1)}, wy=a—(1—a)cos (27L)
Sinon, w =0

Les fonctiondMatlab hanning  ethamming donnent, pour uV donné, le vecteur des coeffi-
cientswy, k € {0,---, (N —1)}.

Remarques
1. Les étapes 3 a 5 sont exécutées toutesnlé€s secondes : une série de TFDs est donc
calculée, deux TFDs successives ayant en comiiun m échantillons. 1l y a donc un
recouvremerit] des deux ensembles d’échantillons.

2. Des variantes sont possibles. Par exemple, I'estimaliiospectre de peut étre faite non
pas a partir d’'un seule TFD mais en faisant la moyenne dequltssiT FDs.

14. En Anglais, overlap.
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| SPECTRE || Signal discret TFD |
Signal continu

Signal discret X

TABLE 5.4 — Tableau de relations entre les specresmpléter

3. Lutilisation d’un analyseur de spectre ou du bgectrum Scope ne peut donner de
résultat correct que si
— La période d’échantillonnage ;
— Lafenétre de pondération;
— Le nombre d’échantillond’ pour la TFD;
— lintervalle de tempsnT, entre deux TFDs
sont correctement choisis. Ce document de cours vous a pdses les éléments dispo-
nible pour ce choix : il ne vous reste plus qu’a réfléchir...

5.5 Enrésume

Afin d’améliorer I'interactivité de I'enseignement, le tear est invité a écrire le résumé de ce
chapitre de cours en complétant le tableali 5.4 : merci d'igiret quelles sont relations entre le
spectre d’'un signal analogique le spectre du signal échantillonnéet la TFD correspondant.
5.6 Annexe du chapitre : exemples de scriptisht | ab

Pour I'exemple page 182, le scriptatlab ci-dessous permet d’obtenir la figure 5.19 et la
figure[5.20.

% Tracé de la courbe representative de x(t)

Ts = .125;
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tfinal = 5;

t
Xt

0:.01:(tfinal-Ts);
tn2.  *exp(-3 *t);

figure, plot(t, xt);
hold on

% Tracé sur la méme figure des échantillons
kTs = 0:Ts:(tfinal-Ts);

N = length(kTs);

XkTs = kTs.A2. =*exp(-3 *KkTs);

stem(kTs, xkTs, '.)

% Calcul de la TFD

Xn = fft(xkTs);

% Représentation des points du module du spectre X
% obtenu a partir du calcul de la TFD

figure, stem( (0:(N-1))/N/Ts, Ts *abs(Xn), 'b.” )
hold on

% Tracé sur la méme figure de la courbe caractéristique

% du module du spectre X

freq
Xfreq

(-1/2/Ts):.01:(+1/2/Ts);
2 *abs(1./(sqrt(-1) * 2% pi * freq+3).13);

plot(freq-1/Ts,Xfreq,’k-" ); plot(freq,Xfreq,’k-" );
plot(freq+1/Ts,Xfreq,’k-")

stem( ((-N/2):-1)/N/Ts, Ts *abs(Xn((N/2+1):N)), 'r.")
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Chapitre 6

Filtrage numerique

Le filtrage fréquentiel est une opération importante etenaént du signal. Dans le chapitie 3,
sectiori 3.4, nous avons étudié le filtrage fréquentiel ajigle, ce qui correspond a un systeme de
convolution continu. Néanmoins, une part importante ejoins croissante de systemes techno-
logiques incorpore des systémes d’électronique numérapsesystémes incluant de nombreuses
opérations de filtrage. Dans ce contexte, le filtrage frétglevumeériqueest largement plus utilisé
gue le filtrage fréquentiel analogique. Par exemple, lafikrqui est effectué lors de la compres-
sion MP3 est en réalité un filtrage numérique et non analegi@ependant, les filtres analogiques
restent incontournables pour réaliser des filtres antieneyents ou encotepour des applications
pour lesquelles la rapidité est trés importante.

Ce chapitre s’intéresse donc au filtrage fréquentiel nuraérigui travaille sur des signaux
discrets. Aprés avoir défini les systémes de convolutioorelis (section 611), la conception de
deux grandes classes de filtres sera abordée : les filtres astépopulsionnelle Infinie ou filtres
Rlls (sectiorL6.R) et les filtres a Réponse Impulsionnellegrani filtres RIFs (sectidn 8.3).

6.1 Convolution discrete

6.1.1 Produit de convolution discret et systémes de convolution disceet

Tout comme les systemes de convolution continus (chap)jt&taé8ent associés au filtrage
analogique, la mise au point de systemes de filtrage nuneegtbasée sur les systemes de
convolution discrets définis par la distribution :

+o0
W= hidr,

1=—00

qui, a une entrée
+oo

*
f— g Lo OmT,

m=—0oQ

associe la sortie
“+o00
v'= Y tndur,

n=—oo

1. Ce qui est de moins en moins vrai.
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telle que
Yt =h"*x". (6.1)

T, désigne ici la période d’échantillonnage.

A partir de I'équation[(6.1), peut-on trouver une relatianlig directement leg,,, h; etz,, ? Pour

cela,ona:
—+o00

+o0
y* = h*%xz* = Z Z hixméiTs *5mT5

mM=—00 1=—00

+oo +oo

= Z Z hi$m5(i+m)Ts

m=—00 i=—00

“+oo +0o0

+0oo
Par suite, puisqug® = Z YnOnT, s

n=—oo

Cette expression définit lproduit de convolution discredinsi que le systéme de convolution
discret associé.

Exemple Soit le signal discret* = J. Il peut s’exprimer pat, = 1 etz,, = 0 pourm # 0. Par
suite, la sortie/* = h* x 2* est donnée par :

h* est bien la réponse impulsionnelle du systéme de convalutio

On parle de systeme de convolution :
Causal si
a Réponse Impulsionnelle Finies'il existei,,;, < inq. tels que

Vi < Tonins h, =0 et Vi> T hl = 0.

Abréviation en Frangais RIF et en Anglais FIR.

a Réponse Impulsionnelle Infinies’il n’est pas a réponse impulsionnelle finie. Abréviatian e
Francais RIl et en Anglais IIR.

Remarque Un systéme de convolution continu défini par une fonctionrdesfertF'(s) réelle
rationnelle ens ne peut pas avoir une réponse impulsionnelle finie. Une sponpulsionnelle
finie est donc une spécificité des systemes discrets.
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6.1.2 Systéeme de convolution discret et fonction de transfert

Soientz* et y* tels quey* = h* x 2*. Nous avons vu dans la sous secfion 5.1.2 que la trans-
formée en Z des signaux discrets s’obtenait a partir de temstormation de Laplace suivi du
changement de variable= ¢’s*. Par suite, ave€ qui représente la transformée de Laplace et en
utilisant (3.5), pagk 72 :

Lly*] = LIW*]L[z7]

se réécrit :

avec

+oo +oo +oo +oo
F(z)=L ( > hiam> = > hL(Gm)= Y he =" bz (6.2)

1=—00 1=—00 1=—00 1=—00

F(z) définit la fonction de transfert associée au systeme de dativo discret. Dans le cas d’'un
RIF:

tmazx

F(z) = Z hiz "

1=lmin
Dans beaucoup de cas de systemes de convolution causal & RhctionF'(z) peut s’exprimer
de la fagon suivante :
np
> b
_ =0

F(z) (6.3)

avecay = 1. Le systeme de convolution discret correspond a la fond®transfertF'(z) est
stable si les racines du polynéme au dénominateur de

Na

g alz_l

=0

sont de module strictement inférieur & 1. Les racines de bm@me sont appelées pdles de la
fonction de transfert.

Lintérét de la formulation[(613) apparait lorsque I'on im%t dans le domaine temporel. En
effet,Y (z) = F(2)X(z) se réécrit :

(Za Gzzl> Y(z2)= <Z bjz]) X(z)
soit

i az Y (2) = i bz X (2) (6.4)
1=0 Jj=0

Or, d’aprés la sous sectibn 5.1:2'Y () est la transformée en Z du signal discret

n=-+oo

Z yn—l(snTS .

n=—0oo
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L'équation [6.4) est donc obtenue par transformée en Z de :

Na n=-+oo np n=-+oo
S ( > ym(snn) 3, ( > a) ©5)
1=0 j=0

n—=——oo n=—oo

ce qui se réécrit en échangeant les sommations :

n=+oo Na n=-+o0 ny
> (Z az%z) O, = > (Z bjxnj> S, (6.6)
=0 j=0

n=-—oo n=-—oo
ce quimeéne a:
Na ny
Z QYp— = Z bjx,_;. (6.7)
1=0 4=0

Puisquez, = 1, on obtient ainsi la relation de récurrence :

Na

np
Yn = Z bjxnfj - Z QYn—1- (68)
=0

=1

L'équation [6.2) elle correspond a la définition du prod@itodnvolution :

L'évaluation dey, a partir de cette équation demande un nombre infini d’opératalors que
I'évaluation dey,, par I'équation[(6.8) n"’en demande qu’un nombre fini.

Remarque L'équation [6.7) peut étre directement obtenue a partirépibtion [6.4) en repla-
cant les termes du type’'Y (z) pary,,_;.

Remarque Le role de I'équation de récurrence associée a une fonceédradsfert discrete est
similaire a celui de I'équation différentielle pour une ébion de transfert continue.

Exercice Le systeme de convolution défini par la fonction de transféet) = = + 2! est-il
causal ?

La réponse fréquentielld* d’'un systeme de convolution discret est la transformée deé&n
de sa réponse impulsionnehi¢. Par suite, la réponse fréquentielle est périodique de période
Tls. Si un systeme de convolution discret, causal et stablelédisti par une fonction de transfert
F(z) alors

Vv eR, H*(v)= F(e*™).

XXXXX

On peut établir un paralléle entre les fonctions de trahsfartinues et les fonctions de transfert
discrétes, voir le tabledu .1 et la figlrel6.1.
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| | Continu \ \ Discret
+00 +oo
Produit de convolution] / h(r)z(t — 7)dr > hiwn
-0 i=—00
s:% In(z)
Fonction de transfert F.(s) . F(z)
z=e"s%
g Oles deF (s Oles deF'(z
Stabilité _ boles ds (%) b (2)
a partie réelle< 0 de module< 1
Réponse fréquentielle F.(2riv) F(e¥vTy)
d"y(t) _ N g A
L e e t) = =) tobix,_
Réalisation dt"dmj(t) +aoy(t) Yn Z%;() i Tn—j
bm m T+ box(t) - 21:1 ajYn—I
TABLE 6.1 — Paralléle continu discret
0.5 E o €. ‘_____‘_é__
05 E Z:eT.sS b ’..'----",”
] A A : s:%s In(z) » ‘

FIGURE 6.1 — Localisation des pdles des fonctions de tranfert naret discrete correspondantes
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6.2 Conception de filtres a réponse impulsionnelle infinie

Dans la sous sectidn 3.4.3, pdgé 79, nous avons étudié lemw de filtres fréquentiels
continus. L'idée est de concevoir un filtre fréquentiel dis@n utilisant les relations qui existent
entre les systemes continus et les systemes discrets.#lapo va adopter la démarche suivante :

1. Conception d’un filtre continu qui respecte le gabaritdi&tiel a satisfaire : le résultat de
cette étape est une fonction de transfert contifiye) ;

2. Détermination d’une fonction de transfert discréte) « équivalente » &.(s).
La premiére étape ayant été traitée dans la sous-séctidh Bolis nous intéressons a la seconde
étape.

D’apres le tableau 6.1, on aura équivalence a@veg définie par

F(z) = F, <Tl81n<z)) |

F.(s) étant une fonction réelle rationnelle enla fonction de transfer’(z) ainsi obtenue ne le
sera pas en. Or pour pouvoir réaliser une fonction de transfert disgrétfaut y associer une
équation de récurrende (6.8), ce qui ne peut se faire gliézgiest une fonction réelle rationnelle
enz, c'est-a-dire de la formé_(8.3). Il faut donc trouver unerauéthode.

Lidée est de remplacer= %% < s = % In(z) par une relation rationnelle entseet > (appelée
transposition), de fagon a ce que, quarest remplacée par cette expressior:@mansF.(s), la
fonction F'(z) soit rationnelle er. De plus, le choix de la transposition doit assurer que latfon

de transfert continue de départ et la fonction de transfectéte obtenue soient équivalentes. Par
équivalente, il faut comprendre que :

1. La fonction de transfert discrete « équivalente » estestsitet seulement si la fonction de
transfert continu I'est : un filtre ne peut étre que stable;

2. Les réponses fréquentielles associées aux deux foadmitransfert doivent coincider au
mieux : la finalité d’un filtre est de respecter un gabarit Giéatiel.

Plusieurs transpositions sont classiquement considérées
Rectangles inférieurs s «» ZT;l

Ari z—1
Rectangles supérieurss < %

. e s . _ . 14 Ls
Transformation bilinéaire s <> 22— soitz « féi
s 2

Elles sont obtenues a partir de I'estimation de l'intégdilen signal continu calculée a partir
du signal discret issu de I'échantillonnage de ce signaliconLintégration est un systeme de
convolution aved, = I'. De plus, siy est l'intégrale du signal continunul pourt < 0 alors

{ V>0, y(t) =x(t)

y(0) =0
Par suite, en prenant la Transformée de Laplace (monditéoa obtient
Y 1
oy~ Y 1
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Signal a intégrer Rectangles inférieurs
.
Rectangles supérieurs Trapézes
1 1 ///

] ] |
| -/ N

FIGURE 6.2 — Différentes méthodes d’approximation de I'intégrale
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La méthode des rectangles inférieurs (respectivementisup®) consiste a approcher ISintégra-
le & ISinstantT, par la somme de ISapproximation de I'intégrale a ISinstaétgdentk — 1)7,
et de la surface du rectangle ayant pour b#Aset pour hauteur ISamplitude du signalen
t = (k— 1)T; (resp. ent = kTy), voir figure[6.2. Dans la méthode des trapézes (qui corres-
pond & la transformation bilinéaire), le rectangle est les®par le trapéze défini figure 6.2. Soit
v I'approximation de l'intégrale. Alors dans le cas des regtas inférieurs :

Yar, = Yar_, T Tsxp— < (1 - z_l)Ya(z) = Tsz_lX(Z) < })/‘(1((;)) - Zjisl

’ H H Ts H pN z—1
Formellement, I'approximation dfsl,:)parz_1 revient a remplacet par .

Exercice Etablir les formules pour les autres méthodes.

La transformation bilinéaire est aussi appeiéasformation de TustinAvec les deux pre-
miéres transpositions, la stabilité de la fonction de fiems’(z) obtenue a partir dé..(s) n'est
pas forcément équivalente & la stabilitéfdés), ce qui n’est pas le cas de la troisiéme puisqu’avec
cette transposition :

Re(s) <0 |2 <1

voir la figurel6.8. Les deux premiéres transpositions sont @&iminées. Appelons,(z) la fonc-
tion de transfert discrete obtenue a partirfdés) par la transformation bilinéaire. Que peut-on
dire de la réponse fréquentielle dg(z) par rapport a la réponse fréquentielle Bés) ? La re-
ponse fréquentielle dé.(s) est obtenue en remplaganpar 2wiv,.,; OU V.., €st la fréquence
pour le temps continu. La réponse fréquentielleggle ) est obtenue en remplaganpar e+,

Si F,(z) avait été obtenue en remplaga;nparTis In(z) alors on aurait forcémemt,,,,; et v qui
correspondent. Par contre, ici comme

o 2z—1
S —
T, z+1
on a, apres simplificaticﬁ"l:
Veont = %TS tan (nlyv) & v = %Tsarctan(wTsywm) (6.9)

Au voisinage de = 0, on a au premier ordFe: Veont ~ V. La courbe représentative dg,,; en
fonction dev est présentée figure 6.4 pdlir = 1s. On constate que,,,; ~ v pourv < 0.1 Hz,
soit 5 fois moins que la fréquengé;. De plus,

1
Veont € [07 +OO[®V € |:07 2_1—19|:

Moralité, les spectres dE,(z) et deF.(s) vont étre trés proches en basses fréquences. Ils vont
différer quand la fréquence croit. La déformation est dégar la relation (6]9).

2. Posons
_ 2 z—1

w = .
Tsz+1
Ici w joue le role de la variable de LaplagePar suite, pour passer dans le domaine fréquentiel, onpes@riv .
etz = 275 La relation précédente s’écrit alors :

2 eQ‘n’il/TS -1 9 eﬂ’il/T5 _ e*Triz/TS

= —itan (7 7Tsv)

2MiVeont = — —— = —— -
TS 627”'/TS +1 Ts eﬂ'wTS + e—T{'lVTS TS

ce qui donne la relation (8.9).
3. Auvoisinage de:=0, tan(z) ~ x.
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Rectangles inférieurs

\ 4

\ 4

Rectangles supérieurs s >

+1

(1N

. e 2 z—1
Transformation bilinéaire S > —
T,z+1

\ 4
\ 4

FIGURE 6.3 — Zone de localisation des pdles de la fonction de trandfscrete obtenue par
transposition d’une fonction de transfert continue stable
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Tracé dev___ en fonction de v pour T_=1s
cont s

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Exemple AvecT, =1set

on obtient :

F.(s)

Fy(2)

FILTRAGE NUMERIQUE

Tracé dev___ en fonction de v pour T_=1s
cont s

0.7F 4
0.6 ’

0.5} ’

03f ’
0.2 : Ad

0.1r

i i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FIGURE 6.4 — Tracé de/..,; = WLT tan (7T,v) (zoom en 0 a droite)

1
125+ 1

B z+1
252 —23°

La relation entre leurs réponses fréquentielles en moditlprésentée figute 6.5.

Mise en ceuvre pour la conception de filtres Le gabarit fréquentiel que doit satisfaire le filtre
numeérique est défini en fonction de la fréquenc€ependant, voir pade [79, on congoit dans une
premiére étape un filtre continu, le filtre fréquentiel did@tant ensuite obtenu par transposition
du filtre continu en utilisant la transformation bilinéai@omme les réponses fréquentielles sont
déformées lors de I'opération de transposition, il est sga@iee de choisir pour la conception du
filtre continu un gabarit fréquentiel qui soit relié au gabfiéquentiel du filtre numérique par la
transformation bilinéaire.
Le processus de conception du filtre numérique présentélen dé section est donc modifié
de la facon suivante :

1. Transposition du gabarit fréquentiel dans le domaingquieétiel v, a I'aide des rela-
tions (6.9) ;

2. Conception du filtre contin.(s) qui satisfait le gabarit fréquentiel ainsi obtenu par les
méthodes de la sous section 3.4.3, page 79;

3. Transposition par la transformation bilinéaire du filligs) en le filtre numérique(z)
recherché en utilisant les relations définissant la tramsdtion bilinéaire.

Exemple de conception de filtre numérique On souhaite concevoir un filtre numérique passe-
bas de périod&;, = 0.005 s qui vérifie le gabarit fréquentiel défini par :

— Une bande passant@®; v.| avecr. = 50 Hz;

— Une bande de transition assez courte : moins de 10 Hz;

— Des oscillations sont permises dans la bande passantepldiade inférieure &.056 ;

— Dans la bande de réjection, 'amplitude doit étre infénéed0. 1.
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L[ 15
- 1 - 1
> : > : : :
0441 |3 044+
‘ / 2.
0 0
1 0.5 0 0O 01 02 0[3 04 05 0.6
|FC(2T[I vcont)|
0.0303

FIGURE 6.5 — Relation entre les réponses frequentielles en moduleedonction de transfert
continu et de sa transposition par la transformation kaliree
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Le filtre continu correspondant devra vérifier le gabari$farmé par la relatior (6.9) ce qui
revient a modifier la bande passante et la bande de transition

— La fréquence,. = 50 Hz est remplacé pars™™ = WLTStan (rTsv.) ce qui donne/comt =
63.66 Hz ;

— La bande de transitiop0, 60] est remplacé par la ban{#3.66, 87.62] Hz.

Un filtre elliptique F.(s) est mis au point a I'aide des fonctiondatlab ellipord et
ellip . On obtient :

0.09998(s? 4 2.206 x 10%)(s2 + 7.934 x 10°)
(s + 3965 + 1.105 x 10°)(s2 + 58.05s + 1.679 x 10°)’

Son spectre en amplitude est représenté en pointillés fig@ré application de la transformation

F.(s) =

Spectre en amplitude de F(e™" Ts) en fonction de v

etde F (2miv__ ) en fonction de v
Cc cont cont

. ?.“ P : —
- — 2niv T
| F(e s
0.9 |F( )l

i | == -|FC(2niv

cont)l

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

1
v
1
y
1
.
' : : .
1
1
1
"
1
1
|

0 10 20 30 40 50 63.7. 70 80 90 100
Vv yeont
c c

FIGURE 6.6 — Réponses fréquentielles en module j€riv,,,;) en fonction dev,,, et de
F(e*¥1:) en fonction dev

bilinéaire (fonctionMatlab bilinear ) permet d’obtenir le filtre numérique correspondant :

0.24099(2% + 1.329z + 1)(22 4 0.3187z + 1)
(22 —0.2311z 4 0.2613) (22 + 0.04472z + 0.8677)

On peut vérifier sur la figufle 8.6 que ce filtre respecte bieralagt fréquentiel désiré. Le script
Matlab permettant sa conception est présenté dans la séction 6.5.

F(z) =

6.3 Conception de filtres a réponse impulsionnelle finie

Un inconvénient majeur des filtres RII est que leur phase pastune fonction affine en la
fréquencev, voir, par exemple, la phase du filtre congu dans I'exempéedutent et représentée
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figure[6.T. Or, comme cela a été discuté pade 80, il est sathaitjue la phase(v) d'un filtre

Phase de F(e2™" ) avec T,=200s

arg(F€®™" 7)) en radians

i i h
60 80 100

FIGURE 6.7 — Réponse fréquentielle en phase (radians) @& *’*) en fonction de/

soit une fonction affine en la fréquenegec’est-a-dire que le temps de groupe :

1 do

T(v) = —ga(ﬂ (6.10)

soit constant. Le gros intérét des filtres RIFs est qu'’il essjiade de les concevoir en leur imposant
un temps de groupe constant. Les classes de filtres RIFs a tengpsupe- constant considéréees
correspondent a des filtres RIFs dont £chantillons non nuls de la réponse impulsionnktle
présentent une symétrie ou une anti-sym@tp'ar rapporﬁ a7, voir la figurel6.8.

Les filtres RIFs présentent deux autres avantages importants
1. lls sont forcément stables puisque tous leurs pdles sccérent en. En effet,

tmazx

. E hizlmazfl
Tmazx =
i =%
F(z) = E hiz™' = —/—
Ztmaz

1=%min

2. lls peuvent étre réalisés efficacement par des systéraeculonique numérique (voir fi-
gure[6.9) et leur fonctionnement est moins sensible auxesiges a la précision finfe

4. Sachant qu’en pratique, I'ordre d’un filtre RIF peut étegptlisieurs centaines, I'intérét de cette (anti) symétrie
est de limiter le nombre de coefficients & stocker au momela agse en ceuvre du filtre.

5. 7 =T1,%-1

6. Surles ordinateurs et les systémes d’électronique edrgléfes nombres réels sont représentés par des nombres
binaires. Cette représentation peut étre a virgule flatanta virgule fixe. Par exemple, dans le cas d’'une représenta-
tion & virgule fixe en complément a 2, un nombre réel est reptépam + m bits (prenant la valeur 0 ou 1), bits

b,_1, -, by codant la partie entiére et bitsb_1, - - -, b_,, codant la partie fractionnaire tels que :
i=(n—2)
X =—b,_12" '+ Z b;2"
i=—m

Il apparait qu’on ne peut exactement coder que certains resniels appartenant a l'intervafle2n—1, 271 —
27™]. Une erreur apparait donc dans le codage des nombres régitud) des erreurs vont apparaitre dans le résultat
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O

il

Nombre pair d’échantillons
{Ie1N=10 ;: =T (N-1)/2}

h(y — °

Nombre pair d’échantillons
{Ici N=10 ; ==T(N-1)/2}

FILTRAGE NUMERIQUE

h(t)

Nombre impair d’échantillons
{Teit N=11 ; ==T,(N-1)/2}

h(t)

Nombre impair d’échantillons
{Ict N=11: t=T4(N-1)/2} hy=0

FIGURE 6.8 — Guy Bine©

FIGURE 6.9 — Réalisation possible d’un filtre FIR
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L'inconvénient majeur des filtres RIFs par rapport aux filiRéls est que pour satisfaire un gabarit
fréquentiel donné, un filtre RIF sera d’ordre beaucoup plysmant qu’un filtre RIl. Dans ce qui
suit, on s’intéresse a la conception d’'un filtre de la forme :

N—1
F(z) = Z hiz "
i=0

Contrairement aux filtres a réponse impulsionnelle infirgs filtres a réponse impulsionnelle
finie ne peuvent pas étre congus par transposition de filbrineis. En effet, d’aprés la remarque
page 146, un filtre continu ne peut avoir une réponse imputsithe finie. Il est donc nécessaire
de trouver une méthode alternative qui va étre une méthodetel.

6.3.1 Conception par la méthode du fenétrage

La méthode est présentée pour la conception d’un filtre gasseUn filtre passe-bas idéal de
fréquence de coupute peut étre défini par la réponse fréquentielle présentéeefidf). D’'apres
la sous-section 3.4.2, la réponse indicielle correspaiedest donnée par :

h*(t) = 2v.sinc(2v.t). T,Pgny,
et donc
Vk € Z, hy =2v.T,sinc(2uv.kTy). (6.11)
Comme en continl cette réponse impulsionnelle n'est pas causale, voir ladi§ul] aved, =
10sety, = 8% De plus, elle est de longueur infinie. L'idée est de
1. Tronquer cette réponse impulsionnelle de facon symg&ripgourquoi ?) en considérant plus
que les2)M + 1 échantillons{ A} xe(—w,...a1y, VOIr figure[6.12, gauche;;

2. La translater vers la droite de facon & obtenir une noevéponse impulsionnelle* qui
sera causale : ~
Vk e {0,...,2M} hy = hg_py
sinon h, =0
voir figure[6.12, droite.

La symétrie de laréponse impulsionnelle obtenue indigeie pile le temps de groupe est constant.
La réponse fréquentielle du filtre RIF(z) finalement obtenue est représentée figurel 6.13.

d’opérations arithmétiques sur des représentations algifgke en complément a 2.
Imaginons qu’on désire calculer les échantillons de laesgttd’un filtre pour I'entréer. Dans le cas ou le filtre

est RII, I'échantillony,, peut étre calculé a partir de I'équation de récurrehceé (6.8)

N

ny
Yn = § bkwnfk - Zalynfl'
k=0 =1

On voit qu'il y a risque de propagation des erreurs de calaidquey,, dépend dey,,_;. Dans le cas d'un filtre RIF,
yn peut étre calculé a partir de I'équation :
N-1

1=0
Dans ce cas la, puisqug ne dépend pas dg,_;, il n'y a pas de risque de propagation des erreurs.
Par suite, les erreurs introduites par les représentabioasres et par les opérations arithmétiques sur ces repré-
sentations binaires sont plus critiques dans le cas d'ua Rtl que d'un filtre RIF.
7. C'est-a-dire sans passer par l'intermédiaire d’'un fittoatinu via une opération de transposition. De telles
méthodes existent aussi pour la conception de filtres astiDependant, elles sortent du cadre de ce cours.
8. \oir la sous sectiopn 3.4.2.
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Filtre passe-bas discret
T T T T

F(eZT[i v Ts)

1+ LI B NN L FE R S N W NN NN _

FIGURE 6.10 — Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas discgel id

Réponse impulsionnelle
0.03 T T T

0.025
0.02

0.015

0.005

0ttt e 1 T 1t T m m m l“ ‘ ‘ W m m Th T 1t N il oo -

-0.005

-0.01 i i i i
-50 -40 -30 -20 ~-10

i i i i
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~o

FIGURE 6.11 — Réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas disdéet i
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Réponse impulsionnelle tronquée avec M=24
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Réponse impulsionnelle tronquée et translatée
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FIGURE 6.12 — Réponse impulsionnelle tronquée (gauche) puis ates(droite)
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arg(Fe®™'V 5)) en radians
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0

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
\

FIGURE 6.13 — Réponse fréquentielle du filtre passe-bas RIF

60
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On observe de petites oscillations au niveau du spectre plitade. Quelle est leur origine ?
Nous sommes face a un phénomeéne bien connu puisque noussl’def rencontré en continu
dans le chapitriel 3, sectibn B.5, pagé 89, ou encore danspéreffa, sous sectidn 5.4.3, pdge 1139.
Tout comme en continu, en discret, le fait de tronquer lamépompulsionnelle revient a effec-
tuer une opération de filtrage temporel avec une fenétramgataire : la réponse fréquentielle
correspondant a la réponse impulsionnelle tronquée deraigrs en le produit de convolution
par la réponse fréquentielle de la réponse impulsionneitile par la réponse fréquentielle de
la fenétre rectangulaire, voir la figure 3134, page 92. Laaldgtion est d’autant plus importante
que la réponse fréquentielle de la fenétre s’éloigne de dell'impulsion de Dirac. Nous avons
vu, sous-section 5.4.3 qu'il y avait des fenétres plus @ggantes de ce point de vue la : la fe-
nétre d’Hanning et la fenétre de Hamming. En discret, lepression est donnée par, aw¥da
longueur de la fenétre de troncature en période d’échamtiige :

o () (1)

aveca = 0.5 pour la fenétre de Hanning et = 0.54 pour la fenétre de Hamming. D’autres
fenétres sont possibles : triangulaire, Blackman, Kaiger,-evoir la littérature spécialisée. La

Réponse impulsionnelle tronquée fenétre rectangulaire
T T T T T T T

0.3

0.2

=

>

£ osh
0l eyt 1t 111 { { 111 15 K S

0.1 i i i i i i i i 0 i i
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 0  0.005 0.0125 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

k \

IS

0.3

N
T

0.2

0.1 i i i i i i i i —4 i i i i i i i i i
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
\Z

!
N
T

arg(F®™ 7)) en radians
o

FIGURE 6.14 — Conception du filtre RIF avec fenétre de Hamming

fenétre de Hamming est utilisée pour 'exemple précédeut tasfigure[6.14%, a gauche, on peut
observer la réponse impulsionnelle tronquée avec la fem@&mMHamming ; a droite est présentée
la réponse fréquentielle du filtre RIF finalement obtenu aipdet cette réponse impulsionnelle

tronquée. On observe que les oscillations ont effectivémisparues.

Si on observe I'évolution de la phase en fonction de la frégagon remarque qu’elle varie
linéairement. D’aprés la formule(6]10), le temps de graegtal’environ 240 secondes. Par suite,
pour tout signal sinusoidal appliqué a I'entrée du filtresignal de sortie présentera un retard
d’environ 240 secondes et cela quelque soit la fréquencégdalssinusoidal. Pour observer ce
phénomene, on réalise le sché8imulink  représenté figule 6.115. On détermine les sorties du
filtre RIF pour deux entrées sinusoidales correspondantafdsguences différentess = 0.01
Hz etyy = 0.005 Hz. On constate que dans les deux cas, il y a bien un retard@sebndes
entre le début de I'application du signal d’entrée et I'éssement du signal de sortie.
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FIGURE 6.15 — Simulation du filtre RIF

Entrée sinug, = 0.01 Hz Entrée sinus, = 0.005 Hz
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FIGURE 6.16 — Sorties (bleu) correspondant a deux entrées siralesid deux fréquences diffé-
rentes
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On peut traiter d’autres filtres idéaux en les exprimant cenmties combinaisons linéaires
de filtres passe-bas. Par exemple, si on considére le filssegaande décrit figufe 6117, il peut
étre exprimé comme un filtre passe-bas de fréquence de @wupomoins un filtre passe-bas de
fréquence de coupurg. Une autre approche a été discutée page 83.

Filtre passe—bande discret

T T T T } T T T T
1F e -
0 - >
vs/2 -V, Vv, 2] v, Vs/2
i i i i i i i i
_v2 _Vl 0 Vl V2

FIGURE 6.17 — Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bande diglZat

6.3.2 Conception par échantillonnage fréquentiel

La méthode qui a été présentée dans la sous-section prée@dtibasée sur le fait que I'on
soit capable de calculer Iittéralemritexpression de la réponse impulsionnelle & partir de sa
réponse fréquentielle, ce qui peut étre difficile voire irsgible pour des réponses fréquentielles
de forme complexe. Dans ce cas-Ia, il est possible de sudstitcette étape le calcul numérigue
de la réponse impulsionnelle par TFD inverse en faisantlappe qui a été présenté dans la
sectior 5.4. La réponse impulsionnelle va étre obtenue en :

1. EchantillonnantV points de la réponse fréquentielle ;

2. Calculant, a partir de ces échantillons, dépoints de la réponse impulsionnelle correspon-
dante a l'aide de la transformée de Fourier inverse.
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Echantillonnage de la réponse fréquentielle, N=32 Mise en forme pour le calcul de la TFD inverse

ir ! 90000 TRX

0.8 1 0.8

0.6 1 06

0.4 1 0.4r

0.2 1 0.2

.- 0 9000000000000 0000 oo 0000

0 L L i
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v v

Réponse impulsionnelle obtenu par TFD inverse Réponse fréquentielle du RIF par TFD inverse
T T T T T T T T T T T

0.01 0015 0.02 0025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
01 1 v

0.01 0.015 002 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
k v

FIGURE 6.18 — Différentes étapes de la conception par échantdigafréquentiel

La réponse impulsionnelle sera donc naturellement trongQétte démarche est mise en ceuvre
sur I'exemple de filtre passe-bas de la sous section prémedenléfini par la figure 6.11. Les
résultats sont présentés figlire 6.18.

La premiere sous-figure en haut a gauche représente la ggfrégsientielle du filtre passe-
bas idéal de fréquence de coupure= 0.0125 Hz échantillonnée par 32 points. Afin de pouvoir
appliquer la transformée de Fourier discrete (inversestiinécessaire de constituer un vecteur
qui contienne les valeurs de la réponse fréquentielle gsuiréquences positives, puis les valeurs
de la réponse fréquentielle pour les fréquences négatreasld sectiori 5.4) : cette opération de
permutation donne la sous-figure en haut a droite. On caénseite la transformée de Fourier
discréte inverse, ce qui donne un vecteur contenant un premcteur des valeurs de la réponse
impulsionnelle pour les temps positifs puis un second weates valeurs de la réponse impulsion-
nelle pour les temps négatifs. En permutant ces deux vegtaupbtient la réponse impulsionnelle
qui apres translation temporelle (comme dans la sousesgotécédente) donne la sous figure en
bas a gauche. Sa réponse fréquentielle est représentées ardbmte. Le résultat peut étre amé-
lioré en appliquant a la réponse impulsionnelle calculéefanétre de Hamming, voir discussion
sous-section précedente.

L'intérét d’'une telle approche est de permettre d’abordes glabarits fréquentiels de forme
« excentrigue », voir le cas traité figlire 8.19.

9. C'est-a-dire établir une relation explicite entre lebdtillonsh; de la réponse impulsionnelle et I'indice

k telle que[(6.11).
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Echantillonnage de la réponse fréquentielle, N=32 Mise en forme pour le calcul de la TFD inverse

Réponse impulsionnelle obtenu par TFD inverse
0.7 T T T

0.6f ] .
05f
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FIGURE 6.19 — Différentes étapes de la conception par échantdigafréquentiel

6.4 Une remarque en guise de conclusion

Dans la section 615, sont présentés des sdvpttab qui permette la conception et I'analyse
de filtre fréquentiel discrets. lls font appel a des fonctiole laSignal Processing Toolbojui
regroupe un ensemble de fonctidviatlab spécialisées dans le traitement du signal. Cette boite
a outils propose aussi une interface graphique appe#teol qui permet de plus confortable-
ment concevoir les filtres numériques, voir figlire 6.20. Ceegtiprésenté dans ce document de
cours permet de comprendre la majorité des méthodes ass@caéette interface graphique.

6.5 Annexe du chapitre : exemples de scriptat | ab

6.5.1 Conception de filtres Rlls

Le programmeéMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres detigxe page 154
et d’obtenir la figur€ 616. Sur le choix dRp et deRs, voir sectior 3.7.2.

Rp = .5;

Rs = 20;

nupass = 50; % fréquence de fin de bande passante
nustop = 60; % fréquence de début de bande de réjection

Ts = 1/200; % Période d’échantillonnage

% Caractéristigue des gabarits en temps continu
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FIGURE 6.20 — Interface graphiqudatool deMatlab

nucontpass = 1/pi/Ts
nucontstop = 1/pi/Ts

* tan(pi
* tan(pi

* TS* nupass);
* Ts* nustop);

% Génération du vecteur de 0 a la fréquence de Shannon
% avec un pas de 0.1
nu=0:.1:1/2/Ts;

nucont = 0:.1:1000;

% Calcul de l'ordre du filtre elliptigue et de sa pulsation

% de coupure pour satisfaire le gabarit fréquentiel

[n, wn] = ellipord(2 *pi * nucontpass, 2 *pi *nucontstop, Rp, Rs, ’s);
% Calcul des coefficients des polyndmes numérateur et dénominateur

% du filtre elliptique

[Bc, Ac] = ellip(n, Rp, Rs, wn, 's’);

% Transposition par la bilinéaire
[Bb, Ab] = bilinear(Bc, Ac, 1/Ts);

%Calcul des réponses fréquentielles
Hc = fregs(Bc, Ac, 2  *pi *nucont);
Hb = freqz(Bb, Ab, nu, 1/Ts);

% Tracé des modules des réponses fréquentielles
figure, plot(nu, abs(Hb)), hold on, plot(nucont, abs(Hc),
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% Choix des variations en abscisses et en ordonnées
axis([0, 100, 0, 1]);

6.5.2 Conception de filtres RIFs
Le programmeéMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres dedacs®6.3.1.

Ts
nu c

10;
1/8/Ts;

% Représentation de 99 points de la réponse impulsionnelle du filtre
% passe-bas idéal discrétisée

N = 50;

k -(N-1):(N-1);

hk = 2+*nu_c*sinc(2 *nu_cx*xk*Ts) *Ts;

figure, stem(k,hk);

% Troncature pour ne conserver que 49 points
M= 24

ktronc = -(M):(M);

hktronc = 2 *nu_c=*sinc(2 *nu_cx*ktronc =*Ts) *Ts;
figure, stem(ktronc,hktronc);

% Translation vers la droite
figure, stem(ktronc+M,hktronc);
hold on

stem((2 *M+1):3 *M, zeros(1,M));

% Reéponse fréquentielle du filtre RIF
[Hz,F] = freqz(hktronc,1,1000,1/Ts);

figure, subplot(211), plot(F, abs(Hz));
subplot(212), plot(F, angle(Hz));

% Amélioration du résultat par fenétre de Hamming
% Coefficients de la fenétre de Hamming
f k = hamming(2 =*M+1);

% Application de la fenétre de Hamming aux coefficients
% du filtre RIF

hktronchamming = f_ k(). * hktronc(2);

figure,

subplot(211), stem(ktronc,hktronc),

subplot(212), stem(ktronc,hktronchamming)

% Reéponse fréquentielle du filtre RIF fenétré
[Hzhamming,F] = freqz(hktronchamming,1,1000,1/Ts);
figure,
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subplot(211), plot(F, abs(Hzhamming));
subplot(212), plot(F, angle(Hzhamming));

Le programmeMatlab ci-dessous permet de calculer les différents filtres dedase6.3.2.

Ts = 10; % période d’échantillonnage
nu_c = 1/8/Ts; % fréquence de coupure du filtre passe-bas
nu_s = 1/Ts;

% Nombre total de points échantillonnés sur la réponse fréquentielle
Mtot = 2/5;

% Echantillonnage de la réponse fréquentielle

% Pour lintervalle [-nu_s, +nu_s]

nu_ech = linspace(-nu_s/2,+nu_s/2, Mtot+1);

% On élimine la fréquence nu_s

nu_ech = nu_ech(1:Mtot);

% Dans I'expression ci-dessous

% (-nu_c <= nu_ech) : comparaison terme a terme du vecteur -nu_c

% et du vecteur nu_ech. Le résultat est un

% vecteur de méme longueur avec le iiéme élément
% qui vaut 1 si -nu_c(i) <= nu_ech(i), 0 sinon

% -+ . effectue la multiplication terme a terme de deux vecteurs

X _ech = (-nu_c <= nu_ech). *(nu_ech <= nu_c);

% Représentation de la réponse fréquentielle échantillonnée
figure, stem(nu_ech, X ech,0);

% le vecteur X_ech est décomposé en deux : [X_ech_moins, X _ech plus]
% avec X_ech_moins qui contient les valeurs de la réponse fréquentielle
% pour les fréquences négatives. Les deux vecteurs sont alors permutés :
% X _ech_swap = [X_ech_plus, X_ech_moins]

X_ech_swap = fftshift(X_ech);

figure, stem(linspace(0,+nu_s,Mtot), X _ech_swap,’0’);

% Calcul de la transformée de Fourier discréte inverse
xn = ifft(X_ech_swap);

% Permutation des deux moitiés du vecteur xn
xn_swap = ifftshift(xn);

% Représentation de la réponse impulsionnelle obtenue
figure, stem(0:(Mtot-1),xn_swap,’0’);

% Représentation de la réponse fréquentielle
[Hzfft,F] = freqz(xn_swap,1,1000,1/Ts);

figure, subplot(211), plot(F, abs(Hzfft));
subplot(212), plot(F, angle(Hzfft));
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Lexécution de ce scrig¥latlab permet d’obtenir la figure 6.18.



Chapitre 7

Des sighaux déeterministes aux signaux
aléatoires

L'ensemble des signaux examinés dans les chapitres priaséue permettent pas de modé-
liser de facon pertinente I'ensemble des signaux présemts h nature. Dans ce chapitre, est
introduite une nouvelle classe de signaux dit « aléatoiresvwec I'ensemble des signaux précé-
demment considérés, on dispose ainsi d’une palette coengéetmodélisation de signaux. Une
application de cette palette a la modélisation de la pasild@veloppée dans ce chapitre. L'inté-
rét des systemes de convolution pour générer des signanmsesh évidence et son exploitation a
la compression de l'information (appliquée a la téléphandbile) ou a la prédiction est abordée.

7.1 Signaux aléatoires

Les signaux aléatoires sont définis dans le cas continu.igpesis< aléatoires discrets peuvent
étre définis de fagon similaire.

7.1.1 Une premiere définition

Un signal continur est ditdéterministesi, & chaque instant sa valeur:(¢) peut étre détermi-
née de facon certaine par un modele mathématique. Par exempl

Vte R, z(t) = Asin(2nt).

Le probléme est que certains signaux sont manifestemgnttrmplexes pour espérer pouvoir les
représenter de cette facon, voir par exemple le signalsepté figur€ 7]11. Au dela d’expliciter la
relation entre la valeut(t) et le tempg, on peut méme se poser la question de I'existence d’une
telle relation.

Exemple du signal « parole » Le signal « parole » émis par un étre humain peut se décomposer
en sons élémentaires. Il existe deux types de sons élémeEntdes sons voisés et les sons non
VOisés. Les premiers sont générés par la vibration desswodales : il s’agit par exemple du «a»,

du «e», du «b», du «d », etc.. Un exemple de signal correspbadason « a » est représente
figure[Z.2. Dans cet exemple, le signal obtenu est prochesipmal périodique : il n'est pas sans
rappeler le signal correspond a la note émise par un instrudeemusique, voir exemple pdgé 96.
L'hypothése selon laquelle il peut étre représenté pargmasdéterministe semble donc Iégitime.
Les sons voisés ne sont par contre pas généres par les cocddssvy |l s’agit par exemple des sons

171
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Signal bruité

-4 ] ] ] ] I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

t

FIGURE 7.1 — Un exemple de signal complexe

1.5X 10‘
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FIGURE 7.2 — Variation de pression correspondant au son « a »
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FIGURE 7.3 — Variation de pression correspondant au son « ch »

«ch», «f» «s», etc.. Un exemple de signal correspondartdrad sh » est représenté figlirel7.3.
On observe que ce signal semble complexe, sans doute trqpecanpour étre représenté comme
un signal aléatoire.

Dans le cas de signaux trop complexes pour étre représantés@ relation déterministe, la
modélisation par les signaux aléatoires a été introduite.

A chaque instant, la valeurz(¢) d’'un signalz ne peut pas étre déterminée de facon certaine
car dépendante du hasard. Cette incertitude provient d’ungoead’information ou de I'impossi-
bilité de modéliser un phénomeéne du fait de sa trop grandelexité. L'idée est de représenter
la valeurz(t) du signalz a l'instantt par la réalisation d’'une variable aléatoir&, ¢) ou ¢ est
(généralement) la variable de temp<s st la variable de 'ensemble des possibles. Elle est in-
troduite pour indiquer qu’a chaque instani:(¢, o) est une variable aléatoire (réelle). On appelle
signalaléatoireou stochastiquéa variable aléatoire « dépendant du temp§(s).

7.1.2 Modélisation par les signaux aléatoires

Avant d’introduire plus en détails les signaux aléatoicpselques rappels sur les variables
aléatoires sont présentées.
7.1.2.1 Rappels sur les variables aléatoires

Une variable aléatoire réell® est une application de I'ensemble des possibles dans un en-
semble inclus danR. Elle est caractérisée par une fonction de répartitigmui est la probabilité
pour queX soit inférieure ou égale a un réet

Fx(z) =ProbX < x).

La densité de probabilitex mene a la probabilité pour que la variable aléatdrgprenne des
valeurs comprises entreetz + dx :

px(z)dr = Profz < X < x4+ dzx) = dFx(x)
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Loi uniforme Loi gaussienne

_ (zf'm)2

pX(_Qj) = ﬁreCt <x—(§j’;)/2> px(iﬂ) _ _1 T

TABLE 7.1 — Densités de probabilité classiques

Elle satisfait la relation :

/+Oopx(x)dx ~ 1

oo

Deux densités classiques sont la loi uniforme et la loi ganse, voir le tablealu 7.1.

Une variable aléatoire est caractérisée par ses mofigKt¥| d’ordre N, avecN € N, définis
par :
+oo
E[XN] = / N px (x)d.
Les deux premiers moments sont importants :
— N = 1: premier moment omoyennestatistiqu@;
— N = 2:second moment : il permet de définir la variance :

V[X]=E[(X - EX])?].
On démontre que :
V[X] = E[X? — E[X]%

La moyenne et la variance sont présentées talbledu 7.2 deas t la loi uniforme et de la
loi gaussienne. On constate que les paramétres de ces deaaibcomplétement définis par ses
deux premiers moments. Si deux variables aléatdresY sont indépendant@salors

EXNYM) = EIXN|E[YY].

PourN = M = 1, on obtient lacorrélation statistique I'xy = F[XY].

7.1.2.2 Signaux aléatoires stationnaires

Un signal aléatoire est une variable aléatoire qui est fonatu temps. On notX(t) la variable
aléatoirer(t, ). La différence majeure avec un signal déterministe estrgsignal aléatoir& (e)
génere un ensemble (infini) de réalisations temporgli¢s, <) }, voir par exemple figurie 7.4.

1. La moyenne sur toutes les valeurs possibles de la vaaé#déoire.
2. px(zly) = px(x).
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Loi | uniforme | gaussienne
2
1 z—(b+a)/2 1 _(z=m)®
px 5a rect ( b—a ) Ve ©
Moyenne bia m
. _ )2
Variance (b-a) o>

TABLE 7.2 — Premiers moments de lois classiques

Réalisation temporelle 2(e, &)

Réalisation temporelle #(e, &;)

Etc..

FIGURE 7.4 — Exemples de 3 réalisations temporelles d’'un signataike
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Lors qu’on effectue plusieurs fois une méme expérience awvsate laquelle on mesure un
signal sur un intervalle de temps, les signaux mesurés ais deuchaque expérience ne seront
pas probablement pas identiques. Dans certains cas, ceams mesuré peut étre représenté
comme la réalisation temporelle d’'un méme signal aléat@rearrive ainsi a modéliser le fait
gue chaque signal mesuré n’est pas strictement identique.

Pour un signal aléatoire, on peut définir :
— l'autocorrélationcomme la corrélation statistique entre les valeurs du sigmaleux ins-
tantst; ett, :
Lu(ty,ta) = E[X(t1)X(ta)].

— l'intercorrélationcomme la corrélation statistique entre la valeur d’'un pegmignalz en
un instant; et la valeur d’'un second signalen un instant, :

Lay(t1, t2) = E[X(t1) Y (t2)].

Puisqu’un signal aléatoire est une variable aléatoire «lgpend du temps », ses différents mo-
ments dépendent du temps. Par exemple :

E[X(t)] = mu(t) et VIX(t)] = ou(t:)>.

Si on désire déterminer une valeur expérimentale des maikast alors nécessaire de répéter
plusieurs fois la méme expérience au cours de laquelle fakide, £) sera mesuré. Le temps
représente ici le temps écoulé par rapport au début de Fexqme. Par exemple, la valewt, (¢;)
sera estimée en faisant la moyenne des valeursé) sur 'ensemble del/ expériences X/
grand) :
1 M
My & my(t;) ~ ¥ Zx(ti,fj),

Jj=1

voir la figure Z.5.

Stationnarité On appelle signastationnaireun signal pour lequel les moments sont indépen-
dants du temps. Pour ce signal, toutes les variables alés¥oft;) ont méme densité de probabi-
lité p,. La fonction d’autocorrélation ne dépend plus quéide- t,) :

[o(ty,ta) = Dty — ta).

Un signal aléatoire est stationnaire au sens large si skutasyennen,, et la variancer? sont
indépendantes du temps.

Ergodicité Dans le cas d’'un signal réel dont on a procédé a une seules@amuiors d’'une
expérience, le probléme est de déterminer ses différentes caradéiest statistiquesm,, o2,
etc.. Une idée est que si un signal aléatoire est statianladst possible d’avoir une estimation de
la moyenne et de la variance en intégrant sur le temdpgartir des valeurs(¢, &) correspondant
a cette seule acquisition :

T—+o00 T—4o00 T

1 3 ) 1 3 )
me ~ lim T x(t,§)dt et o;~ lim — (x(t, &) —my)” dt.

SIE|
N

Par suite, par exemple, on remplace I'estimation de la mugyelécrite figuré 715 par I'estimation
décrite figuré_7J6.
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FIGURE 7.5 — Estimation expérimentale de la moyenne
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FIGURE 7.6 — Notion d’ergodicité
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S'il est I1égitime de procéder comme cela, on dit que le sigédfie I'hypothése dérgodicité
Un signal aléatoire stationnaire est eigodiquesi

T

EXM = lim 1/2 ot &)V dt

T—4o00 T T
2

ce qui s’exprime pour un signal discret par :

1 &
Ny _ 71: N
E[X"] = lim 2n+1§ )

k=—n

De méme :
VreR, T.(7)=R.(1) et D[yy(r)= Ry(r).

De plus, on peut démontrer qu’

Un signal aléatoire stationnaire et ergodique est néaessant a puissance finie.

Par suite, la classe des signaux a puissance finie permetdgoinaiter a la fois de signaux
déterministes et de signaux aléatoires.

Dans la suite de ce document, les signaux aléatoires caoésigéront forcément stationnaires
et ergodiques.

7.1.2.3 Un signal aléatoire stationnaire et ergodique imptant : le bruit blanc

Densité spectrale de puissance d'un bruit blanc Autocorrélation d'un bruit blanc

S,v) R (1)

FIGURE 7.7 — Bruit blanc

Un bruit blandd est le signal aléatoire stationnaire et ergodique dont tesite spectrale de
puissances, est constanté ce qui est équivalent a ce que son autocorréldign= R, soit une
impulsion de Dirad"y = I'x(0)d, voir figure[Z.7. Puisque son autocorrélation est nullequert

3. L'adjectif blancvient de I'analogie avec la lumiére blanche dont la puissast aussi uniformément répartie
sur tout le spectre.

4. Cette affirmation est assez contradictoire et méme iactampuisque, d’'un cété, on affirme que le bruit est
un signal a puissance finie (car ergodique) et, de l'autreafirme que sa DSP est constante sur tout le spectre
ce qui implique qu'il est a puissance infinie et n'est donc pagiquement réalisable ! L'introduction de la notion
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sauf enr = 0, la valeur du signal a un instant donné n’a pas de lien avealkur du signal a
un autre instant. Par suitéévolution de ce signal est complétement imprédictible bruit blanc
discret se définit de la méme fagon.

Le bruit blanc peut étre utilisé pour modéliser des signawsigues comme les bruits d’ori-
gine thermique qui interviennent dans une chaine de trazssom ou encore les erreurs d’arrondi
dans un systeme d’électronique numérﬁ;uéependant, ubruit blanc a bande spectrale limitée
est un modéle plus plausible de signaux physiques. Il estidedr la limitation de sa densité
spectrale de puissance sur une bande de fréeQUéRCES., Vimaa| :

v
Vv eR, S.(v)=Syrect (2Vma;r> :

Par suite,
VT €R, Ruwx(T) = 214250 SINC (20100 7) -

Remarque On associe souvent le terme de gaus@'ﬁeun bruit blanc. Attention, un bruit blanc
peut ne pas étre gaussien tout comme un signal aléatoirsigausest pas forcément un bruit
blanc.

7.1.3 Quelques applications

Dans la sous sectidn 4.2, pdge 1108, ont été présentées Uimtiqup de I'autocorrélation a
I'extraction d’un signal et une application de l'intercéliation a la mesure d’'un temps de propaga-
tion. Dans ces deux applications, un sighalété introduit pour prendre en compter la dégradation
introduite par la transmission, la mesure ou encore la gapan d’'un signal. Les éléments pré-
sentés dans cette section permettent de proposer uneargaté& plus adéquate de de part la
discussion ci-dessuk est représentable par un bruit blanc.

7.2 Energie, puissance, auto/intercorrélation pour les sign
discrets

L'hypothése d’ergodicité permet de ramener le calcul detteorrélation et de I'intercorréla-
tion d’un signal aléatoire a celui de I'autocorrélation eti'thtercorrélation (déterministes) d’'une
réalisation temporelle de ce signal. Les définitions deeligie, de la puissance, de I'autocorré-
lation et de I'intercorrélation déterministes présentdass le chapitre]4 dans le cas des signaux
continus sont ici introduites pour les signaux discretssdartableail 7]3.

de bruit a été motivée par la représentation d'un signalighesqui a la propriété d’avoir une densité spectrale de
puissance constante sur une trés large gamme de fréquenggs vy,,], tellement large qu’on ne peut pas accéder
physiquement & des fréquences supérieurgs, &t que de fait on peut considérer la densité de puissancéacoas
sur I'ensemble des fréquences. C’est pour cela que pow pegtmiére introduction au Traitement du Signal, nous
jetterons un voile pudique sur cette contradiction. Daaadeignement d’approfondissement de seconde année de
Traitement du Signal, la définition correcte d’un bruit lilaera présentée.

5. Ce dernier exemple est développé dans I'Action de FoamaiT| tc 3 « Conversion A/N et N/A dans les
systemes audio ».

6. c'est-a-dire loi de probabilité gaussienne.
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| Energie finie Puissance finie
s opr ey - 2 - . 2
Deéfinition E, = Z |z <00 | Py = A}linoo <2N 1 Z || ) < 00
k=—o00 k=—N
Echange Eyy = Z Tk-Yk P,y = ]\}gnm (QN 1 Z xk.yk>
k=—00 k=—N
de puissance :
Densité spectrale d’énergie : i X (v, N)J?
wel-5. 5] S X ()2 Noeo 2N 170
X*(v,N) = Flz*.rect(e/(NTy))]
Densité spectrale d’énergie de puissance :
interspectre P — _ 1 St NNFToT
we =% %], Su) X (v)Y*(v) Jim S X (v, N)Y* (v, N)

Intercorrélation déterministe

R, = ff Roy()br, || T = ;ioo Ten Yo | Flay(n) = lim <2N1+ 1 ;iv ”“"k*"'y’f)
FlRyy] = Sy F[Ray] = Say
AutocorréJIraozion deterministe oo LN
R, = _Z Ro(n)dr, Ry(n) = k;)o Then- Tk | Fo(n) = lim <2N 1 k:ZN x’“*““’“)
R,(0) = E, R,(0) = P,
FlR:] = S FlR:] = S,

TABLE 7.3 — Signaux discrets
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y*=h"xz*

Sye(v) = H*(V)52(v) | Sy = F [Rya

TABLE 7.4 — Systémes de convolution discrets et densités spestral

Dans le cas d'un signal discret pour lequel les échantillons, forment une suite pério-
dique de périodeNE], I'expression de la puissance, de I'autocorrélation et'idéstcorrélation
déterministes se simplifient : par exemple :

1 N-1
_ 2
1 P= 20: |2k
1 N—-1
2. R,(n) = N ; Ltn Tk

Les résultats liés aux densités spectrales de puissano&senpés dans le chapikrde 4 se trans-
posent dans le cas des signaux discrets, voir le tablea@.geut définir de fagon relativement
similaire au cas continu la notion de signal aléatoire @iscr

Un point intéressant est que pour un systeme de convoluisored, il est possible de détermi-
ner sa réponse impulsionnelle a partir de calculs d’autztorrélation sur des signaux aléatoires
stationnaires ergodiques particuliers d’entréet de sortie;*. En effet, d'aprés le tableau 7.4,

Vv eR, Sy.(v)=H"(v)S:(v).
En appliquant la transformée de Fourier inverse sur les tames de I'égalité :
FSye] = FUH*S,].

De part la propriété de la transformée de Fourier inversetratessformée de Fourier inverse du
produit est le produit les transformées de Fourier inverse »

F Syl = FHH % F[S4]
PuisqueF[R,| = S, et F[R,,] = S., et de part la définition de la réponse impulsionnelle, on a :
Ry, = " x R,.
Du fait de I'ergodicité ', (k) = R, (k) etT',, (k) = R,,(k). Par suite,
T,y =h**T,.

Du fait de I'expression du produit de convolution discret :

Tye(n) = Z hily(n — ).

7. N étant un nombre entie¥n, .y = xx. |l faut noter que les échantillons d'un signal discret obtpar
échantillonnage d’'un signal continu périodique ne formefpecément une suite périodique.
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Si z est un bruit blanc alorB, est une impulsion de Dirac. La relation ci-dessus deviarsal
I'yz(n) = h,I';(0).

Ainsi, a un facteur multiplicatif, la fonction d’intercaglation entre le signal d’entrée et le signal
de sortie correspond a la réponse impulsionnelle du fillae sBite, une méthode expérimentale
pour déterminer la réponse impulsionnelle d’un systemeodeatution discret est d’appliquer ce

systeme a un signal d’entrée bruit blanc puis de calculaeftorrélation entre le signal de sortie
et le signal d’entrée.

Un autre point important est que les caractéristiquesssitpies du signal aléatoire de sorjie
sont uniguement déterminées par la réponse impulsionteligtre discret. Ce point est exploité
dans la section suivante.

7.3 Modélisation d’'un signal discret par un filtre générateur

Dans cette section, nous allons voir comment a partir d’'gnaidiscret et sous certaines hy-
pothéses, il est possible de construire un modéle capalyérdaer les échantillons de ce signal
discret. Une premiére application est la compression diofimation. Si ce modéle « générateur »
est caractérisé par un nombre limité de parametres, plugdig mémoriser I'ensemble des échan-
tillons du signal discret, I'idée est de ne mémoriser qu@égametres de ce modele. Lorsque I'on
a besoin des échantillons, il suffit alors de les générereggicmodele. La détermination des
parameétres de ce modele a partir des échantillons du siggakticonstitue un algorithme de
compression; la génération des échantillons du signaletiagartir du modéle un algorithme de
décompression. Dans la suite, nous verrons que cette dygpeopermis le développement de la
téléphonie portable. Nous verrons aussi que cela permetigede la prédiction : si on connait
les échantillons d’un signal jusqu’a l'instant présefit, le modéle peut permettre d’estimer la
valeur des échantillons dans le futur, c’est-a-dire autaimsk7, aveck > n.

7.3.1 Principe de la modélisation

Les systemes de convolution jouent un réle clef dans cefimoape. Pour comprendre I'idée,
présentons la dans un premier temps dans le cas des signaticusoavant de la transposer
dans le cas des signaux discrets. En Physique, il est codeamiodéliser un signal physique
comme la solution d’'une équation différentielle. Dans lagitre[3, nous avons vu que quand
cette équation différentielle est linéaire a coefficiemsstants, on peut y associer un systeme de
convolution, voir section 3.3.5. L'idée est de considéessyisteme de convolution dont la réponse
impulsionnelle est le signal physigue € y). D’aprés la section 3.3.5, le fait qu’on puisse associer
au systeme de convolution une équation différentiellealirgéa coefficients constants revient a
avoir une fonction de transfeft qui est une fonction rationnelle a coefficients réels :

bmsm + bm—lsm_l + st + b18 + bO

F(S) = n n—1
s*"+ap_1S + -+ a1s+ag

La connaissance des coefficiematspour: € {0,---,(n — 1)} etb; pourj € {0,---,m} est
suffisante pour calculer(qui est égal a la réponse impulsionnél)e par exemple, en calculant la
solution de I'équation différentiellé (3.1.0) avec= ¢. Le systéme de convolution est appfliée
générateurou filtre formeur
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Si on transpose cette idée aux signaux discrets, d’aprablksatl 6.11, I'équation différentielle
est remplacée par une équation aux différences, de la forme :

np Na
Yn = E bjxnfj - E QYn—i-
=0 =1

Le calcul de la réponse impulsionnelle est alors particeitieent simple puisqu’il suffit de résoudre
'équation récurrente aveg = 1 etx, = 0 pourk # 0.

Exemple illustratif pour la compression d’'information  Soit le signal discret dont le modéle
(filtre) générateur est donné par

1
1 —1.414271 —0.0948222 4 0.4413273 4 0.26542—4 — 0.172825"

F(z) (7.1)

A partir de I'équation de récurrence associée, il est fatglealculer la réponse réponse impulsion-
nelle, quicomme il s’agit d’'un filtre générateur correspandignal de départ. Elle est représentée
figure[7.8. Ce qui est remarquable, c’est que la fonction aesteat définie par 6 coefficients per-

0 20 40 60 80 100 120
kTS

FIGURE 7.8 — Réponse impulsionnelle de la fonction de transfer) (7.1

met de générer une réponse impulsionnelle qui comprenddagul?5 valeurs (rigoureusement
une infinité).

Si modéliser un signal déterministe comme la réponse irgruiglle d’'un systéme de convo-
lution semble assez raisonnable, ce n’est pas le cas porgaliaation temporelle d’) un signal
aléatoire. L'idée est alors de modéliser la réalisationpiamlle d’'un signal aléatoire comme la
sortie d’'un sortie d'un systéme de convolution a I'entréguil on a appliqué une réalisation
temporelle d’un bruit blanc, voir figufe 7.9.
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bruit Y
—_—>
blanc

FIGURE 7.9 — Notion de filtre générateur dans le cas d’un signal @itéat

La question qui se pose maintenant est, pour un signal ddermgterminer le filtre générateur
correspondant. Le cas des signaux aléatoires est ici gééskncas des signaux déterministes se
traite de fagcon similaire et sera abordé dans I'un des sdgeisavaux Pratiques.

7.3.2 Deétermination d’un filtre générateur par la méthode de Yule-Waller

La question est donc : « Etant donnée la réalisation temparet’'un signal (discret aléatoire
stationnaire et ergodique, de moyenne nulle), trouver tre filiscret tel que™ soit la réponse de
ce filtre a une réalisation temporelle d’un bruit blanc ».

Par simplicité, on s’intéresse a la recherche d'un filtresahde fonction de transfeff(z)

sans zéro de la forme : ;
0

14 nZF aiz*i
i=1

Il est appelé modele AR (Auto Régressif). L'équation de réenge correspondante s’écrit albrs

F(z)=

ng
— > aiyi—i + by (7.2)

i=1

Comment calculer les coefficienisa partir de la mesure d’échantillons ge?

Lorsque I'on dispose de I'acquisition des échantillonsidaa y*, il est possible de calculer
les échantillond”,(n) de I'autocorrélation. Nous allons voir comment a 'aide @ejliation de
récurrence il est possible de relier les coefficientdu filtre a determiner aux échantillobig(n)
de l'autocorrélation. De I'équatiof (7.2), on en déduit que

) + Z a;R,(n+1) = byRyz(n).
Du fait de I'ergodicité des signaux, on obtient :

+Zal (n+41) = bpl'ys(n).
Or, puisque le signat est un bruit blanc Iy (n) = h,I';(0). D'ol:

VneZ, T, +Za, (n + 1) = bohnL'5(0). (7.3)

8. Cette équation permet d’expliquer pourquoi ce modelapgtlé auto régressif : il vient du fait qyg est
obtenu par régression linéaire dgs ;, 7 allant del ang.
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L'idée est d’exploiter cette équation pour calculerdesOr lesh,, ne sont pas connus puisque ce
sont les échantillons de la réponse impulsionnelle du fijtre I'on recherche et donc ce sont des
fonctions tres complexes des En effet,

Cependant, on recherche un filtre causal, ce qui implique quep< 0, h,, = 0. Par suite, en ne
choisissant que les équatiofs {7.3) qui correspondent &, on obtient :

Vn < 0, +Zal (n+1i)=0. (7.4)
Puisqu’il y anp coefficients inconnus,;, en utilisant la propriété',(—n) = I';(n), en écrivant

sous forme matricielld (71.4) poure {—nr,...,—1}, on obtient le systeme linéaire de équa-
tions anr inconnues suivant :

la=~y
avec
[ T,(0) I'y(1) I'y(2) : Ly(np—1) ]
I'y(1) I'y(0) I'y(1) Ly(2) -+ Ly(np —2)
I'y(2) I'y(1) I'y(0) Ly(1) Ty(2) Ly(np —3)
= I'y(3) I'y(2) ry(1) Ly(0) Ty(1) - Ly(np —4)
I'y(4) I'y(3) I'y(2) Iy(1) Ty(0) T'y(1) Ly(np —5)
o o Iy(2) Ty(1) T'y(0)
Dy(np—2) Ty(np—3) Dy(np—4) - o o r,(1)
| Ty(np—1) Ty(np—2) Dy(np-3) r'y(2) 'y (0) |
et _ -
. )]
as Fy.<2)
a = et y=-—
- Fy(TLF — 3)
Fy(TLF — 2)
: Iy(np—1)
U po L Fy( )

Ce systeme d’équations linéaires est connu sous le nom cllféqsaaleYuIe-Walke, nom qui
est aussi associé a la méthode d’obtention du fiitfe). Pour les amateurs, la matri€eest une
matrice de Toeplitz : dans ce cas-Ia, I'algorithme de Lemingermet de résoudre efficacement ce
systeme d’équations linéaires, c’est-a-dire avec un nemduiuit d’'opérations arithmeétiques.

Une fois le vecteun calculé, le filtre générateur est donné par :
bo

1+ i a;z""
i=1

9. Sir Gilbert Thomas Walker flt entre les deux guerres uréorétogue dans les Indes britanniques. Sa pré-
occupation était de prévoir les pluies de mousson. Pouy itslast intéressé aux travaux du statisticien britanaiqu
George Udny Yule qui avait développé un modele AR d’ordge= 2 pour étudier le phénomene des taches solaires.
Sir Walker a étendu son approche au modéle AR d’ordrejuelconque.

F(z) =
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Une estimation de la densité spectrale de puissance estapnée par, avdey (0) = 1:

bQ
Sy(”) = - D)

nr
1+ E :ai€_2k7ers
k=1

Exemple On afaitl'acquisition d'un signal discret représenté fefdrl0 aved, = 1s. L'analyse

Echantillons du signal discret T=1 Zoom sur [2000, 3000]
200 ‘ ‘ ‘ ‘ 150 w w w w
100
100
50
e O fif | =< 0
-50
-100
-100
-200 -150
0 2000 4000 6000 8000 10000 2000 2200 2400 2600 2800 3000
k k

FIGURE 7.10 — Acquisition d’un signal discret

spectrale par TFD présente un spectre en amplitude plustam@u voisinage de la fréquence
v = 0.015 Hz. A partir de cette acquisition, un filtre générateur duselcordre est recherché par

FIGURE 7.11 — Analyse spectrale

la méthode de Yule Walker a I'aide de la fonctibtatlab aryule . On obtient :

B 1.06
1 —1.96702"1 +0.97682~2"

Cette fonction de transfert admet pour pdl€s9835 + 0.0976i. Par la relatiors = + In(z), les

poles en temps continu correspondants send118 4+ 0.0989i ce qui correspor@ )

10. Un systéme du second ordre de gain statique unité (sex)seaé défini par la fonction de transfert :
wg
52 + 2€wps + wp?

Ge(s) =
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FIGURE 7.12 — Relation entre I'amortissement et le dépassementrépdase a un échelon de la
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Bode Diagrams

20k ksi = 0,01

Phase (deg); Magnitude (dB)

ksi =0,01

-100

-150

10° 10" 10°

Frequency (rad/sec)

FIGURE 7.14 — Diagramme de Bode de fonctions de transfert du secaind or

a une pulsation naturelle de0996 rad/s soit une fréquence naturelle@e159 Hz. Ce filtre
générateur est donc cohérent avec I'analyse spectralepaetdB’autre part, le spectre en ampli-

ou quand les deux pdles sont complexes conjuguéd), 1[. wy est appelé pulsation propre pulsation naturellest
¢ coefficient d’amortissement

La réponse temporelle a un échelon d'un systeme du secorelestidéfinie par deux paramétres (voir la figure
[Z.13) qui sont directement liés a la valeur de la pulsatiopy@w, et de 'amortissemertt :

Dépassement : défini par
Valeur maximale- Valeur finale

Dépassement -
P Valeur finale

soit
Valeur maximale- Valeur finale
Valeur finale ’

il est une fonction décroissante éé¢voir figure[7.12) :

D1% = 100

Dy=e V1-€ (7.5)

Temps du premier maximum :

tmaz = ———— 7.6
i (7.6)
Temps d’'établissement ;
_ _ 2
b~ 3TV =E7) (7.7)

§wo
Ces caractéristiques sont obtenues a partir de I'expredsita réponse indiciellg(¢) en fonction du temps :

—&wot
y(t) =1- \;177752 cos (wot\/ 1-¢62-— (;5)

_ £
avec¢_@.

La réponse fréquentielle est représentée figurd 7.14.?@%, le tracé du module présente un maximum de

1 > i _9¢2 i - L
P ala pulsationvg /1 — 2¢>. De plus, on dG.(jwo)| = z¢-
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tude deF” est représenté figuke 7]15. La encore, on ne peut que notehdaenck]. Ce qui est

|F(e—2nist)| |F(e—2nist)| Zoom
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.005 0.01 0.015 0.02
\Y \Y

FIGURE 7.15 — Spectre en amplitude d&>)

remarquable, c’est qu’a partir des 4 coefficients de la fonate tranfert, il est possible de recons-
tituer 'ensemble du spectre. On a donc ici effectué uneaijwér de compression de I'information
dans le domaine fréquentiel.

7.3.3 Une application des filtres générateurs : le codage LPC en traitement
de la parole pour la téléphonie portable

La synthése d’un filtre générateur par I'approche de Yulék@veest le fondement théorique
du codage LPC (acronyme pour le terme anglais « Linear RiegliCoding »E utilisé dans des
méthodes classiques de traitement de la parole. Le coddgestau cceur d’'un tres grand nombre
de systemes technologiques « grand public » tels que lesxsgstde transmission de la parole en
téléphonie mobile (GSM) ou par satellite. L'idée est deéspnter un signal de type parole comme
la réponse d’un filtre &

— Un bruit blanc si le son est non voisé;

— Un train d’impulsions si le son est voisé
voir figure[7.16.

La mise en ceuvre pour la transmission de la parole consistesarer avec une fréquence
d’échantillonnage’, (8kHZ en téléphonie mobile) le signal vocal et a procédetemles 10
millisecondes a

1. Sur le signal mesuré lors des 30 millisecondes écoulédesjuelles une fenétre de Ham-
ming a été appliquée, la modélisation par un filtre générapamn I'approche de Yule-
Walker3 (calcul des coefficients du filtre générateur) ;

11. Pour générer le signal temporel figure 7.10 a partir derletfon de transfer¥, il serait nécessaire de connaitre
la réalisation du bruit blanc qu'il est nécessaire d’apmigen entrée du filtre.

12. L'acronyme anglais LPC ne doit pas étre confondu avecdiayme francais LPC : « Langage Parlé Complété ».
Le langage parlé complété est un langage gestuel utiliséqooomuniquer avec les sourds. Ce qui est amusant, c’est
gue les deux LPC sont deux codages différents utilisés pavahsmission de la parole!

13. Ainsi qu’une analyse spectrale pour déterminer si leesbivoisé ou non et si oui la fréquence du train d’im-
pulsions.
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FIGURE 7.16 — Son voisé ou non, source http://tcts.fpms.ac.best05-07-08/speech

2. Transmission des coefficientsdu filtre générateur avec I'indication du signal d’entrée a
applique;

3. Au niveau du récepteur, reconstitution du signal vocalaoulant la sortie du filtre généra-
teur.

Pourv, = 8kHz, on utilise des filtres d’'ordre = 10. En téléphonie mobile (GSM), ce qui est
transmis ce n’est donc plus le signal sonore mais par tradehlemps les coefficients du filtre
générateur. Lintérét du codage LPC est de permettomiapression de l'informationla trans-
mission des coefficients du filtre générateur engendre uihdliéformation beaucoup plus faible
gue la transmission du signal lui-mefde

Exercice Essayer d’estimer I'économie réalisée en appliquant ce¢thode par rapport a une
transmission directe du son.

7.3.4 Lameéthode de Yule-Walker comme solution d’un probleme d’optimi
sation
Un examen attentif de I'équation de récurrericel (7.2) aéeaui filtre générateur permet d'in-

terpréter la méthode de Yule-Walker comme la solution d’'tobj@éme d’optimisation. L'équa-
tion (7.2) s’écrit :
ng
e+ > aiye—i = boxy.
=1

Supposons que I'on se place al'instéit-1)7; et qu’a cet instant ainsi qu’aux instants précédents
(k—2)Ts, ..., (k —ng)T,, on connaisse les échantillons du siggialL’équation de récurrence

14. Bruit blanc ou train d'impulsions avec sa fréquence
15. Pour plus de détails sur le traitement de la parole ernrgienét le codage LPC en particulier, voir par exemple
le site WEB ! http://tcts.fpms.ac.be/cours/1005-07-0Sésh
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permet de relier la valeur de la sortjea I'instantkT, a ces valeurs :

nr

Y = — Z a;Yk—i + boxp.
=1

L'idée est que I'on peut utiliser cette relation pour, étadtinstant(k — 1)7%, prédire la valeur
de la sortiey a l'instant£T,. La difficulté est que I'échantillor:;, n'est pas connu a l'instant
(k — 1)T}. De plus, le signat est un bruit blanc et nous avons vu qu’un bruit blanc est umadig
dont I'évolution temporelle est totalement imprévisiiar suite, il n’y a aucun espoir de prédire
la valeur de I'échantillon de* a I'instantkT si on se place a l'instarik — 1)7. Une prédiction
alinstant(k — 1)7; notéey, de la valeury, est donc effectuée en négligeant le terme, :

ng
Y = — E QiYk—i
i=1

ce qui engendre l'erreure;, = ¥, — yr = boxk. ON a ainsi défini une variable aléatoifg. On
peut démontrer que les coefficientsobtenus par la méthode de Yule-Walker sont tels que la
variance de I'erreul/[Ej] soit minimisé@d. De plus,V|[E;] = b2V [X]. Par suite, la variance du
bruit d’entrée étant, on peut déduire d&[Fy] la valeur dé),.

Au-dela de permettre le calcul dg, ce qui semble étre une simple re-interprétation est en
réalité I'idée fondamentale d’'un ensemble important dehods de filtrages numériqt@s

16. c'est-a-dire tels que la variance de I'err@iZ;] soit la plus faible possible.
17. Il s’agit des techniques évoquées sediioh 3.6, [pdge 97.
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7.4 Annexe du chapitre : exemples de scriptat | ab
Le programmeéMatlab ci-dessous permet de traiter 'exemple présenté dans sasmtion 4.2]1.

% Signal périodique sous-jacent
[k = 50000;
k = Llik;
ck = cos(2 =*pi *k/50);
% Geénération du bruit
rd = rand(1,lk); % Calcul d’'un vecteur de Ik valeurs
% tirées au sort suivant une loi uniforme
rd = rd - mean(rd); % On retranche la moyenne du vecteur
% Signal bruité
ckb = 6 *rd+ck;
% Représentation des échantillons en fonction de leur
% indice
figure, plot(ckb(1:400))
% Calcul de l'autocorrelation du signal
corr_ckb = xcorr(ckb, 'unbiased);
% Représentation de l'autocorrelation
figure,
plot(-(Ik-1):(Ik-1),corr_ckb)
axis([-500, 500, -1, 4])
grid on
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