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Avant-propos

La description des déformations, des vitesses de déformation et des efforts intérieurs dans
les milieux continus, nécessitent 1’ utilisation de tenseurs. Ce concept mathématique n’est pas
introduit en mécanique des points matériels ni en mécanique des solides indéformables car dans
ces deux mécaniques élémentaires, il suffit de manipuler au plus des champs de vecteurs pour
représenter mathématiquement les grandeurs physiques envisagées (vitesses, forces, etc).

En outre, en mécanique des milieux continus, les déformations et les efforts intérieurs ne
sont généralement pas uniformes, on aura donc a envisager des champs de tenseurs. On sera
donc amené a généraliser les notions de gradient, divergence, rotationnel et laplacien pour ces
champs.

Toutes les définitions et les équations fondamentales de la mécanique des milieux continus
peuvent s’exprimer systématiquement sous forme tensorielle. Outre I’avantage de la concision
des formules, cette présentation de la mécanique met clairement en évidence que tout résultat
de physique devrait €tre tensoriel par essence, c’est-a-dire indépendant de la base choisie pour
faire les calculs et indépendant du systeme de coordonnées choisi pour repérer un point dans
I’espace.

Ce cours consiste donc en un complément mathématique d’introduction sur les tenseurs. Il est en
partie limité aux tenseurs opérant sur les vecteurs d’un espace vectoriel euclidien de dimension 3
et se restreint au minimum indispensable pour comprendre la mécanique des milieux continus.
Il ne peut en aucun cas étre considéré comme un cours complet sur les tenseurs ! Toutefois,
I’auteur s’est délibérément refusé de concéder a deux limitations que s’imposent souvent les
cours d’initiation aux tenseurs destinés a la mécanique des milieux continus :

1. dans les espaces vectoriels, on ne se restreint pas a 1’utilisation des seules bases orthonormées ;
2. pour repérer un point dans I’espace, on ne se restreint pas a I’utilisation des seules coordonnées
cartésiennes orthonormées.

Ce souci de généralité a un coft : il faut introduire les notions de covariance et de contravariance,
ainsi que les coefficients de Christoffel, mais il a aussi un intérét pédagogique : on comprend
mieux comment on peut définir des systemes de coordonnées.

Contrairement a beaucoup de cours élémentaires, les opérateurs différentiels gradient, divergence,
rotationnel et laplacien, sont définis intrinsequement, c’est-a-dire indépendamment de tout
systeme de coordonnées et I’on saura trouver les composantes de ces opérateurs de maniere
systématique, quel que soit le systeme de coordonnées utilisé. Le lecteur souhaitant conserver
les restrictions précitées pourra, en ignorant la variance des composantes et en annulant tous les
coefficients de Christoffel, retrouver les formules données dans les cours simplifiés.

Enfin, le second chapitre est dédié a I’étude des fonctions d’arguments tensoriels et a valeur ten-
sorielle, aboutissant aux fonctions isotropes. Cette étude est rarement développée dans les cours
d’introduction aux tenseurs pour la mécanique des milieux continus car son utilité n’apparait que
lors de la construction de lois de comportement. Si le lecteur accepte de n’utiliser que les lois de
comportement classiques présentées —sans réelle justification— dans les cours élémentaires, il
pourra ignorer ce chapitre.
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La lecture de ce cours suppose connues les notions mathématiques suivantes :

Algebre et analyse des fonctions de variables réelles a valeur réelle : fonctions réelles de une
ou plusieurs variables réelles, dérivées partielles, équations différentielles ordinaires et aux
dérivées partielles, différentiabilité, intégrales simples et multiples ;

Algebre et analyse vectorielle : espace vectoriel, bases, composantes, produit scalaire, produit
vectoriel, espace vectoriel euclidien, gradient d’un champ scalaire, divergence et rotationnel
d’un champ vectoriel, laplacien d’un champ scalaire, théoreme de Green, théoréeme de Stokes
et théoreme de la divergence (Ostrogradski) ;

Algebre matricielle : matrice, produit matriciel, changement de base, inversion, valeurs propres
et espaces propres associés, résolution de systemes linéaires.

Dans la mesure du possible, on respectera les conventions typographiques suivantes :

— les nombres réels sont en minuscules italiques (exemple : a, i) ;

— les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exemple : v);

— les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exemple : T) ;

— les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entre crochets, a deux indices, 1’indice
de gauche est I’indice de ligne, et I’indice de droite est I’indice de colonne :

myyp mpyz M3
my my mz| = [mjj]
m3p  mzz ms33
— la transposition des matrices est notée avec un | en exposant (exemple : M ') ;
— les espaces d’entités mathématiques sont en majuscules doublées (exemples : I’espace des
réels : R, I’espace des vecteurs de dimension 3 : V3).
— le produit vectoriel de deux vecteurs de V3 est noté « A ».

Remerciements

Je tiens & remercier trés vivement Mathias LEGRAND (I, ce grand magicien de ISTEX, sans qui
la mise en page de ce texte ne serait que celle par défaut de la classe book ? et qui m’a aussi
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Bonne lecture.
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internes et externes sont actives et conduisent a la cible référencée (dans la plupart des visualisateurs
de fichiers au format pdf, on revient a 1’état précédent avec la combinaison de touches <alt><page
arriere>). Néanmoins, les références de pages ont été conservées pour la lecture du document imprimé.

() De I’université McGill, de Montréal.
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1.2

1.3

14
1.5

1.6

2.2

2.3

24

2.5

Table des matieres

Algebretensorielle ...........cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeees 9

Convention de sommation d’Einstein . ........... .00ttt 9
Symbole de Kronecker, 11 - Représentation matricielle de certaines sommations, 11.

Algebre vectorielle ..........ciiiiiiiiiiiiiiieereerronncannessanas 12
Changement de base de vecteurs, 13 + Base duale, 14 « Composantes covariantes d’un vecteur, 14.

Tenseurs euclidiensréels .........coviiiiietirenreeeeneneennnneness 15

Composantes d’un tenseur, 16 « Tenseurs euclidiens particuliers, 17 « Espace vectoriel des tenseurs,
18 « Changement de base des tenseurs, 20  Produit tensoriel de tenseurs, 21 « Traces d’un tenseur, 22
« Tenseurs d’ordre zéro, 23 « Produit contracté simple, 23 » Produit contracté double, 24.

Tenseur MELriqUe . .....vvviviivieeeennnnnnnosssssssssssssssseees 25

Tenseur d’orientation ..........c.cocititiieneneeeeeeescnenceaceenaes 20

Produit vectoriel, 28 - Identités algébriques importantes, 28.

Propriétés algébriques des tenseurs du secondordre ............c0c0000... 28

Produit scalaire et norme, 29 « Transposition, 29 « Symétrie, 30 - Antisymétrie, 30 « Vecteur adjoint, 31
- Parties symétrique et antisymétrique, 31 « Parties sphérique et déviatorique, 32 + Endomorphismes
linéaires, 33 « Opérations internes, 34 « Spectre et invariants, 36 « Propriétés spectrales des tenseurs
symétriques, 38  Propriétés spectrales des tenseurs antisymétriques, 39 « Tenseurs orthogonaux, 40 ¢
Décomposition polaire, 44 « Tenseurs uniaxiaux, 44.

Enbref.. ..ottt ittt ittt ittt eeeeeeeeeeeaeaenennnnnnneas 46

Fonctionstensorielles .........coiiiiiiiiiiiiienieneennnnnes.. 49

Fonctions tensorielles d’un parametreréel ..............ccceeeeeeeee.. 49

Dérivée temporelle d’un tenseur, 49 « Cas des tenseurs symétriques, 50.

Fonctions scalaires d’une variable tensorielle ...............ccciveven... 54

Opérateur linéaire tangent , 55 - Dérivée de fonctions composées, 56 - Composantes de 1’opérateur
linéaire tangent, 56 « Variables tensorielles contraintes, 57.

Fonctions scalaires de plusieurstenseurs ...........c0vieeeereesseescss 39
Quelques identités utiles, 59 - Fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels, 60.

Fonctions tensorielles d’arguments tensoriels ..................... ... 61

Fonctions d’un argument tensoriel, 61 « Fonctions tensorielles de plusieurs arguments tensoriels, 62 «
Fonctions tensorielles isotropes, 63.

En Dbref... oottt ittt ittt ittt ittt teeeeeeereeeeseaeanananeaaas 03

Champstensoriels ...........cciiiiiiiiiiiiiiiiieieeeaenea. . 65

Systémes de coOrdonnées . . ........cceeeeeeeeeeeeeeeeeececcaaannnns 66



3.2

3.3
34

3.5
3.6

3.7

3.8
3.9

4.2
4.3
44

4.5

Al
A2
A3
A4
AS
A.6
A7
A8

Base naturelle d’un systeme de coordonnées ............eeeeeeeeeeesens 67
Base physique, 68 « Variations de la base naturelle, 69.

Gradient d’un champ tensoriel ............ ... . i i ittt 70
Eléments différentiels ...........oueeeeeeeeeennnnnnnnnnnnnnnnnnnns 72

Variations d’un point, 72 ¢ Elément de volume, 73 « Elément de surface, 73 - Elément de longueur, 74.
Gradient d’'un champ scalaire ............c0iiiiiiiiiririiinennnannss 74

Champsvectoriels .........c0iiiiiiiiieiiineiteeronscossassosnsanns 76

Gradient d’un champ vectoriel, 76 « Divergence d’un champ vectoriel, 78 » Rotationnel d’un champ
vectoriel, 78 « Laplacien d’un champ scalaire, 79 « Propriétés des champs vectoriels, 79.

Champs tensorielsdusecondordre ...........ciiieiiinenncroensanns 80
Gradient d’un champ tensoriel du second ordre, 80 « Divergence d’un champ tensoriel du second
ordre, 81 « Rotationnel d’un champ tensoriel du second ordre, 82 « Laplacien d’un champ vectoriel,
82 « Propriétés des champs tensoriels du second ordre, 83.

Champs tensorielsd’ordre p ........c.iiiiiiieetrietnessseesosnennnns 84
Enbref.. ... e e e 85
Quelques applications ...........coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnn, 87
Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques .................... 87
Gradient d’un champ scalaire, 87 « Champs vectoriels, 88.

Applications des théoremes de la divergence ...........ccoieeeeeeens 89
Dérivées d’intégrales de volume sur des domaines variables ............... 89
Conditions de compatibilité ............. ... ittt 91
Autre forme, 93 « Méthode d’intégration, 93.

Cerclesde MOIr ........iiiiiiiiiiiii it tienneneeeennneenenns 93
CoNCIUSION ... it i i it it ittt 97
Invariants et valeurs propres d’un tenseur symétrique réel ...... 99
Condition d’existence de valeurs propresréelles ............ccc0vvvnnnns 99
Définition de nouveaux invariants ...........ciiititiiiiiiiiiitieneas 100
Expression des valeurs propres en fonction des invariants ................ 101
Classement des valeurs propres ...........c.ccottttiiitiiteeeeeeennnnns 102
Ecart des valeurs Propres eXtrémMeS .. ..vveeeeoeeesesttooseascsossssss 102
Systemes d’invariants ...........cccieiiiiititettetttottcnnaaaaas 103
Détermination tensorielle des directions propres .............ccceeeee.. 104
Enbref.. ... e e e, 105
Fonctionsisotropes ...........cciiiiiiiiiiiiiiiniinrnnrnnnnns 107

Rotation d’Un teNSEUL . ... it i it ittt tereeeeeeeeeeesososonononannns 107



Table des matiéres 7

B.2
B.3

B4

B.5

B.6
B.7

Cl1

C.2

Représentation des éléments d’unensemble .......................... 109

Représentation d’ensembles de vecteurs ............ciiiieeeeeannnns 110

Vecteurs, 110 « Couples de vecteurs unitaires, 111 « Triplets de vecteurs unitaires, 112 « n-uplets de
vecteurs unitaires, 112 » n-uplets de vecteurs, 113.

Représentation de directions nonorientées ...............c00i0eeeennn. 113
Directions, 113 « Couples de directions, 114 « n-uplets de directions, 114.

Représentation de tenseurs réels du second ordre symétriques ............ 115
Tenseurs, 115 « Couples tenseur-direction, 115 « Couples de tenseurs, 117.

Fonctions scalaires isotropes ...........c0iiiiieiienrenecsoessaess. 118

Syntheése ......iiiiiiiiiiiiiiieenenneersoncsesssnsssnnensassaas 120

FOrmMUIAIIE oottt ittt ittt et tteeenesrennnnsnananass 121

Systeme de coordonnées cylindriques .........cc0eeeeiiiirceeaaaa. 121
Définition et notations, 121 - Champs scalaires, 122 - Champs vectoriels, 122 « Champs tensoriels du
second ordre symétriques, 123.

Systeme de coordonnées sphériques .........ceeeeeeeeeeeeeeeeeeee.. 124
Définition et notations, 124 - Champs scalaires, 125 - Champs vectoriels, 125 « Champs tensoriels du
second ordre symétriques, 126.






1.1

Algebre tensorielle

Dans ce chapitre on définit les tenseurs et leurs opérations algébriques. Avant d’en donner les
définitions, on commence par introduire une convention de notation inventée par Albert EINSTEIN
pour ses calculs en mécanique relativiste, mais qui est couramment utilisée aujourd’hui dans
toutes les spécialités qui utilisent des calculs vectoriels, matriciels et tensoriels.

Convention de sommation d’Einstein

Dans les calculs portant sur les composantes de tenseurs, on aura souvent a manipuler des
expressions de la forme :

n n
Z Z a' jk b; c (Les indices en haut ne sont pas des puissances mais des numéros)
i=1k=1

En outre, les sommations auront toujours les mémes bornes 1 et n (en mécanique des milieux
continus classique : n = 3 ; en relativité n = 4). Pour I'instant, la hauteur des indices n’a pas de
signification. Elle en prendra une plus loin.

La convention d’Einstein consiste a omettre les signes . On écrira donc :

n n
ZZaijkbick:aijkbick (11)
i=lk=1

Dans le mondme ' jkbi ¢k a droite de I’égalité (1.1), on reconnait qu’il s’agit d’'une sommation
sur I’indice i car cet indice apparait deux fois, une fois en haut et une fois en bas. Il en est de
méme pour I’indice k. Dans cet exemple, on est donc en présence d’une double sommation, I’'une
sur I’indice #, I’autre sur I’indice k. Pour n = 3, le mondéme «' jkbi ck représente donc la somme
de neuf produits de trois termes :

aljl by '+ aljz by 2+ a1j3 by A+ (i = 1, développement de la sommation sur k)

azjl by c! + a2j2 by c? + a2j3 by A + (i =2, développement de la sommation sur k)

aSﬂ b3 c! + a3j2 b3 c? + a 3 b3 P (i = 3, développement de la sommation sur k)

Les indices de sommation sont appelés indices muets car on peut changer leur nom sans changer
la valeur du résultat. En effet :

n n n n
j k j k
ajbict = Z Za’jkbic = Z Z aljgb,ct =al jq b, c? (1.2)
i=lk=1 p=1g=1

Les autres indices, qui n’apparaissent qu’une fois dans le mondme, sont appelés indices réels.
Dans le mondme a' i b; c*, I’indice Jj est un indice réel ; ce mondme décrit donc trois nombres
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(j=1,---,3), chacun d’eux étant la somme de neuf produits. Cette convention d’écriture des
sommations n’est pas seulement utile en calcul tensoriel. On peut aussi 'utiliser en calcul
vectoriel ou matriciel.

Exemples — Dans les exemples qui suivent, on utilise la convention d’Einstein dans des calculs
vectoriels ou matriciels.

— Soient un espace vectoriel V de dimension 7 et ’une de ses bases {e;}. Si on décide de numéroter
les composantes des vecteurs avec un indice en haut, un vecteur v € V s’écrit :

viei=vie,=1V"e, (1.3)

i
.

Il
=

Dans I’équation (1.3), il n’y a pas d’indice réel : il s’agit donc d’une seule égalité.

— L’équation vectorielle u +2v = w n’a ni indice de sommation ni indice réel. Cette égalité vectorielle
est équivalente aux n égalités entre nombres réels suivantes :

u+2v'=wt

Noter que I'indice réel i est le méme dans chaque mondme de 1I’égalité. Il permet de savoir que I’on a
écrit n égalités en une seule ligne.

— Soit M une matrice carrée n X n, de terme général M i j» avec la convention habituelle : I’indice de
gauche est I’indice de ligne et I’indice de droite est I’indice de colonne. Pour rappeler la hauteur des
indices de ses termes, la matrice est notée [M*,].

Soit une matrice colonne de 7 lignes, de terme général c¥, notée [c®]. Les régles du produit matriciel
donnent un sens au produit non commutatif [M*,] [c*]. On sait que le résultat est une matrice colonne,
que I’on notera [a*], dont le terme général est :

n
a=Y M,c"=M,c" (1.4)
p=1

Remarquer que, 1a encore, I’indice réel i est le méme dans tous les mondmes de I’égalité (1.4) ; cette
ligne représente donc n égalités.

— Le produit, non commutatif, de deux matrices carrées [M®,] et [P®,] est une matrice carrée [Q°,] de
terme général :

n
0 i= Z My Pk =My Pk j  (les indices réels ’ et ; sont les mémes dans tous les mondémes)  (1.5)
k=1

L’équation (1.5) contient deux indices réels i et j, elle représente donc n” égalités.

= Regle 1.1 — Regles indicielles de la convention d’Einstein. Les constatations précédentes
suggerent de poser les reégles suivantes dont une partie, sur la hauteur des indices, sera justifiée
plus loin :

1. Un indice de sommation est appelé indice muet ;
— dans un mondme, un indice muet doit apparaitre exactement deux fois : une fois en haut et
une fois en bas ;
— le nom d’un indice muet est sans importance et peut donc €tre changé ; il doif notamment
étre changé pour se distinguer des autres indices réels ou muets.
2. Un indice non muet est appelé indice réel ;
— dans un mondme, un indice réel n’apparait qu’une seule fois, en haut ou en bas ;
— dans une égalité ou une somme de mondmes, les indices réels de chaque terme doivent étre
les mémes et placés a la méme hauteur.
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Si une expression indicielle utilisant la convention d’Einstein ne respecte pas strictement chacune
de ces regles, elle est incorrecte ; elle résulte soit d’une erreur conceptuelle (par exemple, on
ne peut pas additionner une matrice colonne et une matrice carrée), soit d’une erreur de calcul
(mauvaise manipulation d’indice).

Conseil - C’est une bonne habitude, quand on débute, de vérifier a chaque ligne de calcul, que
toutes les régles sont bien respectées. En particulier, un indice ne doit jamais figurer plus de deux fois
dans un monome.

Symbole de Kronecker

On définit le symbole de Kronecker :

; 1 sii=j
0; = _ (1.6)
/ 0 sii#]j
Si I’on range les 5} dans une matrice n X n, on obtient la matrice unité. Noter que, contraire-
ment aux matrices, I’ordre de ses indices est sans importance. On peut I’écrire indifféremment
88 = 87, = 8,7 (laregle des indices réels est respectée). Lorsque I'un des indices de 8} sert
d’indice muet dans un mondme, on peut simplifier le mondme en ne retenant que les termes
non nuls.

Exemples — Quelques simplifications impliquant le symbole de Kronecker :

Tij 5l-k = Tkj ; 5}8,’ =e; ; 5; =n (sommation sur i)

Représentation matricielle de certaines sommations

La traduction matricielle de certaines égalités indicielles n’est jamais nécessaire, les égalités
indicielles leur sont completement équivalentes. Cette section n’a pour objectif que de retrouver
des écritures matricielles couramment utilisées dans certains cours de mécanique des milieux
continus.

Si une expression indicielle ne contient que des termes a un ou deux indices, on peut (si on le
désire) représenter les sommations qu’elle contient sous forme de produits matriciels. Pour ranger
des quantités a un ou deux indices dans des matrices, on adopte les conventions suivantes :

— les quantités a un seul indice sont rangées dans des matrices colonnes, 1’indice unique (en haut
ou en bas) est donc un indice de ligne ;

— les quantités a deux indices sont rangées dans des matrices carrées : I’indice de gauche (quelle
que soit sa hauteur) est I’indice de ligne, I’indice de droite (quelle que soit sa hauteur) est
I’indice de colonne.

Si I’on respecte strictement ces conventions de rangement, on peut évaluer une expression

indicielle contenant des sommations en effectuant des opérations matricielles.

Pour les termes a plus de deux indices, on n’utilise généralement pas de représentation matri-
cielle (1.

() Pour ranger des termes a trois indices on pourrait utiliser une « matrice cubique » n X n x n. On peut éventuellement
aussi les représenter avec une n-colonne contenant des matrices carrées n X n ou bien par une matrice n X n contenant
des n-colonnes. On peut aussi ranger les termes a quatre indices dans des matrices carrées de matrices carrées. Ces
rangements sont peu commodes pour les calculs.
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Exemples — Les n termes c¢; définis par ¢; = A;'b; (que I’on peut aussi bien écrire ¢; = b;A;')
peuvent étre calculés par les produits matriciels :

e =[AT[be] ou fe] " =[ba] T[4

Les n* termes C;/ définis par C/ = A/* B,/ = B;/ A;* (sommation sur les indices k) peuvent étre
calculés par les produits matriciels :

(Gt =[AS]Be] 0w [CS]T =[BT AL

Attention — Le produit matriciel n’est pas commutatif : [A] [B] # [B] [A], alors que 1’on peut
toujours écrire I’égalité B;/ A;* = A/* B,/ parce que le produit des nombres réels est commutatif.
Pour savoir si les n? termes C;/ = A;* By/ = By/ A;* doivent étre calculés par le produit matriciel
[A] [B] ou par le produit matriciel [B] [A], il convient de bien repérer la place des indices muets
(ici k) pour écrire le bon produit matriciel.

= Regle 1.2 — Régle pour trouver le bon produit matriciel. Dans un mondme ne contenant que
des termes a un ou deux indices avec des sommations, pour que les termes apparaissent dans le
méme ordre que dans le produit matriciel qui le représente, il est nécessaire de réorganiser le
mondme de telle facon que :

1. les indices de sommation soient contigus dans le mondme,
2. les indices réels soient dans le méme ordre de chaque coté de I’égalité.

Pour parvenir a ce résultat, il faut parfois transposer des matrices.

Exemples — Les n termes ¢’ définis par ¢/ = A/'b; = b; A/' peuvent étre calculés par les produits
matriciels :

[*]=1A"1"[b] ou [c¢*]" =[bs]" [A%]
Les n? termes C;/ définis par C;/ = Ay; B¥/ = B¥/ A;; peuvent étre calculés par les produits matriciels :
[Ce*] = [Aw] " [B*] ou [C.°]" = [B*]" [Adl]

11 a fallu transposer des matrices pour rendre les indices de sommation contigus tout en gardant les
indices réels dans le méme ordre de chaque coté de 1’égalité.

En conclusion, méme s’il est possible de traduire certaines sommations par des opérations
matricielles, cette conversion n’est jamais indispensable. L’écriture des sommations avec la
convention d’Einstein est non ambigiie et supprime les difficultés dues a la non commutativité
des opérations matricielles.

1.2 Algebre vectorielle

Cette section contient peu de concepts nouveaux. On la développe néanmoins pour familiariser
le lecteur avec la pratique de la convention de sommation d’Einstein.

Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n, soit {e, } une n-base quelconque * de V, et
soit v un vecteur de V. Pour respecter la convention d’Einstein, on numérote les composantes
des vecteurs sur cette base avec des indices en haut. Le vecteur v s’écrit donc :

v=1Ve;

@) C’est-a-dire a priori ni orthogonale ni normée.
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Définition 1.3 — Composantes contravariantes d’un vecteur. Les nombres {v*} sont appelés
composantes contravariantes du vecteur v sur la base {e, }.

Les composantes contravariantes sont donc les composantes habituelles d’un vecteur sur une
base. Le qualificatif « contravariante » est justifié par ce qui suit.

Changement de base de vecteurs

Soit {e, } une autre base de V. Les vecteurs de la nouvelle base {e, } se définissent naturellement
par leurs composantes (contravariantes) sur I’ancienne base {e, } par les n relations :

e’j:A’jei (17)
ol le réel A'; est la i* composante contravariante du vecteur e} sur la base {e.}.
Rappel — La condition det|A®,] # 0 est nécessaire pour que les vecteurs {e, } soient une base de V.

Inversement, I’ancienne base {e, } s’exprime sur la nouvelle base {e, } par les n relations :
_ pk.
e; = B"; € (18)

On range les nombres A®, et B®, dans les deux matrices [A®,] et [B®,], avec la convention habi-
tuelle : I’indice de gauche est I’indice de ligne et I’indice de droite est I’indice de colonne.

Définition 1.4 — Matrices de passage.

— La matrice [A®,] est appelée matrice de passage de {e.} a {e,}.

— La matrice [B®,] est appelée matrice de passage de {e,} a {e,}.

La j colonne de [A*,] contient les composantes contravariantes du vecteur e; dans la base {e. }.

Proposition 1.5 — Les matrices [A®,] et [B®,] sont inverses.

Démonstration — En combinant les deux égalités (1.7) et (1.8), il vient :
e} = BF ,'Ai j e;( (double sommation sur i et k = somme de n? termes)

Les vecteurs d’une base étant indépendants, cette égalité ne peut étre vraie que pour j =k :
B AT = 6}‘ & [B%][A%] =[I] ol [I] est la matrice unité. < [B%.] = [A%]]

Proposition 1.6 — Changement de base des composantes contravariantes d’un vecteur. Les
composantes contravariantes d’un vecteur dans la base {e}} sont :

Ve =Bk (e V1= [B%]]") (1.9)

Démonstration — Soit v = v'e; un vecteur donné par ses composantes contravariantes v' sur la
base {e;}. Son expression sur la nouvelle base {e;} est :
v=vie,=v B\ e, [éq (1.8)p.13]
=vke] (par définition)
On en déduit les composantes contravariantes {v*} du vecteur v dans la nouvelle base {e}} :

V/k — Bkivi PN [V/.] — [B..] [V.]
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Alors que la nouvelle base {e], } se définit sur I’ancienne base {e, } avec les nombres A®,, les com-
posantes contravariantes v'* du vecteur v sur la nouvelle base se calculent avec les nombres B®,.
Cette constatation justifie le qualificatif de « contravariante » donné aux composantes ordinaires
d’un vecteur sur la base {e, }.

On vérifie aisément que le changement de base inverse des composantes contravariantes s’écrit :

W=ak" (e =A%] ") (1.10)

Base duale
Soit V un espace vectoriel euclidien (on 'y a défini un produit scalaire) de dimension 7.

Définition 1.7 — Base duale. On appelle base duale de la base {e,} la base notée {e*} dont les
n vecteurs sont définis par :

e e =5 (1.11)
Par convention, les vecteurs de la base duale ont leur indice en haut.
Remarque — On peut interpréter géométriquement cette définition : un vecteur e’ de la base duale

est orthogonal a tous les vecteurs de la base initiale de numéro différent, et son produit scalaire avec
le vecteur de la base ordinaire de méme numéro vaut 1.

Le lecteur vérifiera aisément que la base duale de la base duale {e®} est la base ordinaire {e, }.

Composantes covariantes d’un vecteur
Soit v un vecteur de V. On note v, ses composantes sur la base duale {e®}.

Définition 1.8 — Composantes covariantes d’un vecteur. Les composantes v, du vecteur v
sur la base duale sont appelées composantes covariantes de v.

On peut donc écrire 1’égalité :
v=1e; =v;e

Proposition 1.9 — Les composantes d’un vecteur sur la base duale sont ses produits scalaires
avec les vecteurs de la base initiale.

Démonstration — En calculant les produits scalaires v - e; et v -eF il vient :

v-ek:vie’-ek:vic‘i,i:vk et v~ek:v’ei~ek:v‘6ik:vk

Les différentes manieres d’écrire un vecteur v sont donc :
v=Ve =vie=(v-e)e=(v-e)e (1.12)

Proposition 1.10 — Changement de base des composantes covariantes d’un vecteur. Les
composantes covariantes d’un vecteur dans la base {€’*} duale de la nouvelle base {e,} sont :

V;c = A’kvi
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Démonstration — Considérons le changement de base défini dans 1’équation (1.7) [p. 13] :
v;{ = v-eﬁc =V (Aike,') :Aik (v-el-) :Aik\/i

vi=v-e,=v-(Be}) =B\ (v-e}) = B'tV, (changement de base inverse)

On constate que, contrairement aux composantes contravariantes, le changement de base des
composantes covariantes utilise les nombres A®,, ce qui justifie le qualificatif de « covariante »
pour ces composantes.

Remarque — On en déduit les matrices de passage entre les bases duales :

y= v;{e/k :Atkvie/k =, (Aike/k) — vie’ = ¢ :Aike/k

v=ye =B e =V (Be)=vie' = €& =B

Les matrices de passage entre les bases duales sont les inverses des matrices de passage entre les
bases ordinaires.

En résumé, tout vecteur de V peut aussi bien étre défini par ses composantes contravariantes ou

covariantes sur une base :

— les composantes contravariantes d’un vecteur sont les composantes habituelles c’est-a-dire les
coefficients de la combinaison linéaire des vecteurs de la base : v =v'e; ;

— les composantes covariantes d’un vecteur sont les produits scalaires de ce vecteur avec
les vecteurs de base : v; = v -e; (elles sont aussi les composantes ordinaires sur la base
duale : v = v;é').

Bases orthonormées — Si la base {e,} est orthonormée, le lecteur établira facilement qu’elle est
confondue avec sa base duale. On a alors la relation matricielle [v*] = [ve] (la convention d’Einstein
interdit d’écrire « v = v; »).

Puisque dans ce cas, il semble inutile de distinguer les variances, les auteurs qui se restreignent a
n’utiliser que des bases orthonormées dans les espaces vectoriels conviennent de mettre tous les
indices a la méme hauteur (généralement en bas), en modifiant la convention de sommation d’Einstein
(sommation sur des indices répétés en bas).

Outre le fait que cette pratique astreint a n’utiliser que des bases orthonormées pour donner des
composantes aux vecteurs, elle est peu recommandable car elle induit une confusion entre le concept
de « composante » et le concept de « produit scalaire avec un vecteur de base ». Cette confusion,
courante chez ceux qui ont I’habitude de n’utiliser que des bases orthonormées, risque d’entrainer des
erreurs dans 1’interprétation d’une formule indicielle. La régle qui impose une hauteur différente aux
indices d’une sommation empéche cette confusion.

On laisse le soin au lecteur de vérifier que la matrice de passage entre deux bases orthonormées est
une matrice orthogonale, ¢’est-a-dire telle que [A®,] ™' = [A%,] .

1.3 Tenseurs euclidiens réels

Dans cette section on définit la notion de tenseur, ainsi que des opérations sur les tenseurs, ce qui
constitue une algebre tensorielle .

= Définition 1.11 — Tenseur. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n. Un tenseur
d’ordre p est une application p-linéaire de V?” dans R.

3 Le lecteur est déja familiarisé avec 1’algébre vectorielle.
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Soit T un tenseur d’ordre p. La p-linéarité du tenseur T signifie que son application a p vecteurs
est linéaire par rapport a chacun de ses arguments :

T(---,xk+x;€,---):T(---,xk,---)—i—T(---,x;c,---), Vkell, -, p
T( Axp,- ) =AT (- x5, ), Vkell,---,p

Exemples — L application (x,y,z) € V> — 3x-(2zAy) € R est un tenseur d’ordre 3 (on vérifie
aisément qu’elle est trilinéaire).

En revanche, I’application (x,y,z) € V> — 3x-(2z+y) € R n’est pas un tenseur d’ordre 3 (elle n’est
pas linéaire sur son second ni sur son troisieme argument).

1.3.1 Composantes d’un tenseur

Soit T un tenseur d’ordre p et soient p vecteurs {vi,---,v,} donnés par leurs composantes
contravariantes sur une base {e;} :

V= (vl)” e, ;5 Vp= (vp)"’ e, (sommations sur les indices iy)

L’application de T a ces p vecteurs conduit au nombre réel :

T(vi, - ,vp) = T((V] )i' €, -, (vp)i” e,-p) (p sommations sur les indices iy, ,ip)
=T(e, - .€i,) (Vi )il e (vp)ip (p-linéarité du tenseur T') (1.13)
——————
T;

1ip

= Définition 1.12 — Composantes covariantes d’un tenseur. On appelle composantes cova-
riantes du tenseur T d’ordre p, les n” nombres notés T;, ...;,, obtenus par I’application de T a p
vecteurs de base :

T;']mi - T(ei| P 7ei,,)

4
Exemple — Si T est un tenseur d’ordre 3, son application a trois vecteurs u, v et w s’ écrit :
T(u,v,w)= T(uiei,vjej,wkek) =T(eiej,ex) ul vl wk (trilinéarité)
Les n3 réels T, ik = T (e;,e;,ex) sont les composantes covariantes de T
La terminologie « composante covariante » sera justifiée plus loin. L’équation (1.13) montre que

la connaissance des n” réels T;, ...;, suffit pour calculer le résultat de I’application du tenseur T
a p vecteurs :

T(vlv T 7vl7) = T}l“'ip (vl)il e (vp)ip

= Définition 1.13 — Composantes d’autres variances. On peut aussi choisir de définir certains
ou tous les vecteurs arguments de T par leurs composantes covariantes. On obtient alors des
composantes de variances différentes.

Exemple — SiT est un tenseur d’ordre trois et si les trois vecteurs x, y et z sont définis par :

x=x e; (comp. contravariantes) ; y=yY; e/ (comp. covariantes) ; 2 =2 &~ (comp. covariantes)
L’ application d’un tenseur T d’ordre trois a ces trois vecteurs donne le réel :

T(x,y,z) = T(xiei,yje/,zkek) = T(f,’,-,ej,ek))c"yjz/< =Tk xiijk (1.14)

Les n’ nombres 7;/% = T (e;,e’,e*) sont appelés composantes 1-covariantes 2-3-contravariantes du
tenseur du troisieme ordre T'.
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Toutes les combinaisons sont possibles. Il existe donc différentes sortes de composantes d’un
tenseur T d’ordre p, désignées par p indices de hauteurs différentes. Le nombre d’indices
est toujours égal a I’ordre du tenseur. D’une maniere générale, les tenseurs d’ordre p ont n”
composantes d’une certaine combinaison de variances, chaque composante étant désignée avec
p indices, inférieurs ou supérieurs.

Tenseurs euclidiens particuliers

Définition 1.14 — Tenseur métrique. Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n. On
appelle tenseur métrique, noté G, le tenseur du second ordre défini par :

{x,y} € v? S, Gx,y)=x-yeR

ou x -y est le produit scalaire des deux vecteurs.

On vérifie aisément que 1’application G est bien bilinéaire ; il s’agit donc bien un tenseur d’ordre
deux. Ce tenseur sera étudié en détail plus loin.

Définition 1.15 — Tenseur d’orientation. Soit V3 un espace vectoriel euclidien de dimension
trois Y. On appelle tenseur d’orientation le tenseur d’ordre 3, noté H, défini par :

{x,y,2} € V3 x V3 x V3 A, H(x,y,z) =[x,y,zZ] €R

ol [x,y,z] est le produit mixte des trois vecteurs.

On vérifie aisément que I’application H est bien trilinéaire ; il s’agit donc bien un tenseur d’ordre
trois. Ce tenseur sera étudié en détail plus loin.

Théoreme 1.16 — Tenseurs euclidiens d’ordre 1. Les tenseurs euclidiens d’ordre 1 sont
isomorphes aux vecteurs.

Démonstration — Soit V un espace vectoriel euclidien de dimension n, et soit T un tenseur d’ordre 1
quelconque. Son application a un vecteur x = x'e; s’ écrit :

T(x)=T(x'e,)=T(e;)x' = T;x' (1.15)
ou les 7; sont les composantes covariantes du tenseur 7' d’ordre 1.

Considérons maintenant un vecteur v. On peut construire une application linéaire ¥ qui a tout
vecteur x associe le réel v -x. Cette application linéaire est un tenseur d’ordre 1 :

Y(x)=v-x=vx'
ou, d’apres 1’équation (1.15), les v; sont aussi les composantes covariantes du tenseur ¥ d’ordre 1.

On a donc I’égalité v; = ¥; (on laisse le soin au lecteur de vérifier que si le vecteur x est donné par ses
composantes covariantes x;, on obtient 1’égalité v' = #*).

On définit ainsi un isomorphisme entre les tenseurs du premier ordre et les vecteurs : a tout tenseur du
premier ordre ¥ on peut associer de maniere biunivoque le vecteur v qui, dans une base, a les mémes
composantes (v; = 7; ou vi = ¥%). On invite le lecteur 2 vérifier, 2 titre d’exercice, que cette bijection
entre I’ensemble des tenseurs d’ordre 1 et I’ensemble des vecteurs, définie par égalité de composantes
dans une certaine base, est bien consistante a travers tout changement de base, c’est-a-dire de montrer
quev, =% & vi="7.

@ Cette restriction est indispensable car le produit mixte de trois vecteurs utilisé dans la définition du tenseur
d’orientation n’est défini que dans un espace tridimensionnel. Il existe une généralisation a la dimension n. Elle
implique I'introduction de la notion d’alterneur qui sort du cadre de ce cours. La dimension 3 est suffisante en
mécanique classique.
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Dans la suite, on ne distinguera donc plus les vecteurs et les tenseurs d’ordre 1, et on écrira :
v(x)=vix =vix=v-x (1.16)

Les vecteurs de V peuvent toujours étre considérés comme des tenseurs du premier ordre, et in-
versement. Dans I’égalité (1.16), a gauche le symbole v est considéré comme un tenseur d’ordre 1
appliqué au vecteur x, alors qu’a droite, le symbole v est considéré comme un vecteur.

Vocabulaire — Dans les cours d’algebre linéaire, les tenseurs d’ordre 1 (applications linéaires V — R)
sont appelés formes linéaires. On montre dans la section suivante que 1’espace des tenseurs de tous
ordres (et donc en particulier I’espace des tenseurs d’ordre 1) est un espace vectoriel. Dans les cours
d’algebre linéaire, I’espace vectoriel des tenseurs d’ordre 1 est appelé espace dual de V. On verra
plus loin qu’une base de cet espace dual est précisément la base duale {e'} définie en (1.11) [p. 14].

Espace vectoriel des tenseurs d’ordre p
On définit deux opérations dans 1’ensemble des tenseurs d’ordre p :

Définition 1.17 — Addition de deux tenseurs du méme ordre. Soient T et T deux tenseurs
d’ordre p. On appelle somme de T et T le tenseur d’ordre p, noté T | + T, défini par :

(Tl +T2)<x17"' 7xp) :Tl(xla'“ 7xp)+T2(x17"' 7xp)7 v{xla'” 7xp} evr

On vérifie aisément que I’opérateur (T +T») : V” — R est bien p-linéaire si T et T sont des
tenseurs d’ordre p. L’addition de deux tenseurs d’ordre différents n’a aucun sens.

Définition 1.18 — Multiplication d’un tenseur par un scalaire. Soit A un scalaire et T un
tenseur d’ordre p. On appelle produit de T par A le tenseur d’ordre p défini par :

(AT)(x1,--- ,xp) =AT(x1,---,xp), Y{x1,--- ,x,} € VP

On vérifie aisément que I’opérateur (AT ) : V” — R est bien p-linéaire si T est p-linéaire.

Théoreme 1.19 — L’ensemble des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel.

Démonstration — Muni de ces deux opérations (addition et multiplication par un scalaire), I’en-
semble des tenseurs d’ordre p satisfait aux axiomes de définition d’un espace vectoriel : I’élément
neutre de 1’addition est le tenseur nul d’ordre p, noté 0, qui est défini par :

O(xy,---,xp) =0, V{x1,---,x,}

et ’élément neutre de la multiplication par un scalaire est le scalaire 1.

Dans le but de définir une base de 1’espace vectoriel des tenseurs d’ordre p, on définit une
nouvelle opération entre vecteurs :

Définition 1.20 — Produit tensoriel de deux vecteurs. On appelle produit tensoriel de deux
vecteurs v et w, le tenseur du second ordre noté v @ w défini par :

V{x,y} € V? Yew, veaw)xy) =wv-x)w-y) eR
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On vérifie aisément que le produit tensoriel v @ w est bien une application bilinéaire, c’est-a-dire
un tenseur du second ordre. En exprimant les vecteurs x ety sur la base {e;}, on obtient les
composantes covariantes du tenseur du second ordre v w :

vaw)xy) = (v-(Xe)) (w-(Ve))) = (v-e;) (w-e)x'y/
(v®w),-jxiyj =Viw; Xyl vxly/

Les n*> composantes covariantes du tenseur du second ordre v ®w sont donc les nombres :
(vew);=viw;

Le produit tensoriel de deux vecteurs n’est pas commutatif : on vérifie aisément que les tenseurs
vRw et w®v sont des applications bilinéaires différentes :

(vow)(x,y) # (wav)x,y)
Vocabulaire — Dans certains textes, le produit tensoriel de deux vecteurs est appelé produit dyadique.

= Définition 1.21 — Produit tensoriel de m vecteurs. On appelle produit tensoriel de m vecteurs
le tenseur d’ordre m défini par :

m
(V1®...®vm)(x17...7xm):Hvi.xl-:(v1 .xl)... <Vm'xm)
i=1

On vérifie aisément que ce produit tensoriel est bien m-linéaire.

Exemple — Le produit tensoriel des vecteurs a, b, ¢, d est le tenseur d’ordre quatre défini par :

(@@bxcd)(x,y,z,t)=(a-x)(b-y)(c-z)(dt)
(a@b@c®d)’y =d b’ cid
ol ici, les vecteurs a et b sont définis par leurs composantes contravariantes, et les vecteurs ¢ et d

sont définis par leurs composantes covariantes. On obtient ainsi les composantes 1-2-contravariantes
3-4-covariantes du tenseur d’ordre quatre a @b @ ¢ ®d.

= Théoreme 1.22 — Soit V un espace vectoriel de dimension n, soit {e,} une base de V et
soit {e*} sa base duale. L’espace des tenseurs d’ordre p est un espace vectoriel de dimension n”.
Les n? produits tensoriels de p vecteurs de base (ou de la base duale) sont une base de cet espace.

Démonstration — Soit V un espace de vecteurs de dimension n dont une n-base est {e, } et sa n-base
duale est {e*}. Pour faciliter la lecture, on fait la démonstration pour I’espace vectoriel des tenseurs
d’ordre p = 3 (le lecteur généralisera sans difficulté).

Considérons les n° tenseurs {e® @ e® @ e*} (d’ordre 3) construits par le produit tensoriel de trois
vecteurs ) de la base duale {e®}. L’application de ces n’ tenseurs 2 trois vecteurs x, y et z s’ écrit :

(e ®e @ek)(x,y,z) = (¢ -x)(e/-y) (" -z) =x'y/Z* [déf. 121 p. 19etéq. (1.12)p. 14]  (1.17)
Considérons un tenseur T' d’ordre 3 quelconque et son application a trois vecteurs x, y et Z :

T(x,y,2) = T}jkxiyjzk [éq. (1.12) p. 16]

T(x,y,2) = T;jc (¢ @&/ @) (x,y,2), V{x,y,z} € V> [éq. (1.17)] (1.18)

©) Ces vecteurs ne sont pas nécessairement distincts : v ® v ® v est bien un tenseur du troisieéme ordre.
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L’égalité (1.18) étant vraie quels que soient les vecteurs x, y et z, on en déduit 1’égalité tensorielle
suivante :

T = T,'jk(ei ®ej ®ek)
Cette égalité montre que tout tenseur T d’ordre 3 est une combinaison linéaire des n° tenseurs d’ordre
trois {e®* ®e® @e*}. Ces n® tenseurs d’ordre trois constituent donc une base de I’espace des tenseurs
d’ordre 3. Le nom de « composante » précédemment donné aux n> nombres T4, est donc pleinement
justifié.
En exprimant les vecteurs x, y et z par leurs composantes de différentes variances, on construit d’autres
bases tensorielles et d’autres composantes de différentes variances du tenseur T :

T=T/(e'®e; ®ek) (composantes 1-3-covariantes, 2-contravariantes)

= T,-j k(ei ®e; ®ek) (composantes 1-covariantes, 2-3-contravariantes)

Le raisonnement se généralise facilement aux tenseurs d’ordre quelconque : une base dans I’espace
vectoriel des tenseurs d’ordre p est, par exemple, I’ensemble des n” produits tensoriels :

{eil ®ei2 ® e ®eip}
Dans cette n”-base, les composantes du tenseur sont des composantes complétement contravariantes :

T=T""e ® Qe

L’espace des tenseurs d’ordre p, noté VP, est donc un espace vectoriel de dimension n”. On
peut construire des bases de cet espace en formant tous les produits tensoriels de p vecteurs de
base (duale ou non) de V.

Exemple — L’une des bases de V?z (tenseurs du second ordre construits sur V3) est I’ensemble des
9 tenseurs de base du second ordre suivant :

{e1®er,e1Qer,e1RQe3,e20e1, 620, e2Re3,e3Re,e30e7,e3Qe3}

Dans cette base, les composantes d’un tenseur du second ordre T sont des composantes completement
contravariantes : T =T" e; ®e;.

1.3.4 Changement de base des tenseurs d’ordre p

Les tenseurs de base de 1’espace vectoriel V¥7 sont des produits tensoriels de p vecteurs de
base e, ou e*® de I’espace vectoriel V. Tout changement de base dans V induit donc un changement
de base dans V®7. On va établir ici les formules de changement de base permettant de calculer
les nouvelles composantes des tenseurs en fonction des anciennes. Pour alléger les équations, on
montre la démarche pour un tenseur d’ordre 3.

Soit un changement de base dans 1’espace vectoriel V :

/

I Al _pi 1j— pi. i J o Ad. i
e;=Aje;, & ej=Bje < e/=Be & e =Ale

On cherche la formule de changement de base des composantes 7,°* du tenseur T d’ordre 3 :
T = Tij k ei RKRe j K e (expression de T dans I’ancienne base)

=T1/* (Ai » e’ (B? j e;) ® (B'rel) (introduction de la nouvelle base)

= (Aip qu B’y T,-jk) (e’p ® e; & e’,) (expression de T dans la nouvelle base)
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On en déduit les composantes de T dans la nouvelle base :
1qr __ Al pg . .pr Tjk
T, =A",)B? ;BT
L analyse de cette démarche permet d’énoncer la reégle suivante :

Reégle 1.23 — Construction des formules de changement de base. Pour changer de base les
composantes d’un tenseur, on somme chaque indice covariant avec des termes A®, et on somme
chaque indice contravariant avec des termes B®,, tout en respectant les reégles d’indices de la
convention d’Einstein. Cette regle est valable pour les tenseurs de tous ordres (y compris les
vecteurs).

Produit tensoriel de tenseurs

Le produit tensoriel n’a été défini que pour des vecteurs :

vow)(xy) = -x)(w-y)

Les vecteurs étant des tenseurs d’ordre 1, on peut encore écrire :

(veaw)(x,y) =vx)v(y) [éq. (1.16) p. 18]

Cette interprétation permet de généraliser la définition du produit tensoriel aux tenseurs de tous
ordres :

Définition 1.24 — Soit P un tenseur d’ordre p et soit Q un tenseur d’ordre ¢g. On appelle produit
tensoriel de P et Q, noté P® Q, le tenseur d’ordre p + ¢ défini par :

(P®Q)(x1,-- axp+q) =P(xy,-- 7xp)Q(xp+l7"' aprrq) (1.19)

On vérifie aisément que 1’opérateur P ® Q est bien linéaire par rapport & chacun de ses arguments,
c’est-a-dire qu’il est (p + g)-linéaire si P et Q sont des tenseurs.

Les n”4 composantes covariantes (par exemple) de P ® Q sont :

(PRQ)iiiyjyj, = PRQ)(€i, - ,€i,,ej, - ,ej) [déf. 1.12p. 16]
=Ple, - ,ei,)Q(ej, - ej,) [déf. 1.24]
ZPI‘]...I") Qj]...jq [déf. 1.12 p. 16]

Chacune des n”7 composantes de P ® Q est le produit d’une composante de P et d’une compo-
sante de Q.

Exemple — Si P est un tenseur d’ordre 2 et Q un tenseur d’ordre 3, le tenseur P ® Q est un tenseur
d’ordre 5 :
(PRQ)(v,w,x,y,2) =P(v,w)Q(x,y,2), V{v,w,xyz}eV
= Pz/ kan vi ijkym Zn
=PI Q" v Wiy,
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Chacune des n° composantes de P ® Q est le produit de I’'une des n*> composantes de P avec I’une des

n® composantes de Q. Les égalités suivantes donnent quelques exemples de différentes variances des

composantes de P ® Q sur des tenseurs de base :
PRQ="PjQum(e0e 2e 0e"2e") = (P®Q)ijimn = Pij Qtomn
=P/ Q" (e ve; e we, e") & (P®Q)/"y =P/ O™y

On vérifie aisément que le produit tensoriel est associatif, non commutatif et distributif par
rapport a I’addition des tenseurs :

P2(0+Q)=PRQ+PxQ

1.3.6 Traces d’un tenseur

Soit un tenseur T d’ordre p > 2. Ses composantes dans une certaine base sont un ensemble de n”
nombres a p indices, chacun étant soit covariant soit contravariant.

On considere les n”~2 nombres calculés par une certaine sommation sur les composantes de T :
on choisit deux indices de variance différente et on fait la sommation sur ces deux indices.

Par exemple, en faisant une sommation sur le second indice (covariant) et le quatrieme indice
(contravariant) des composantes 7;, ;," """ 'r~! i,» ON définit les n”~2 nombres K; B i calculés
a partir des composantes de T par la sommation suivante :

13050y iskis i, . s
K; Bhh 1,~p =T """ li,, (sommation sur I’indice k)

= Proposition 1.25 - Les nP~2 nombres Ki1i3 isip-1, , sont les composantes d’un tenseur.

Démonstration — Jusqu’ici, tous les tenseurs ont été définis en se donnant un opérateur V72 — R dont
il suffisait de vérifier la p-linéarité pour affirmer sa tensorialité. Ici, on tente de définir un tenseur K
par ses composantes obtenues par une sommation de composantes du tenseur T’ dans une certaine
base. Pour s’assurer que cette définition a un sens intrinseque, il faut vérifier que si I’on fait la méme
sommation sur les composantes de T dans une autre base, on obtient bien le méme tenseur.

Pour alléger les écritures, on suppose que T est un tenseur d’ordre 4. Ses composantes dans la
n*-base {e® @ e® @ e, R e, } sont les n* nombres T,,**. On définit les n> nombres K,* suivants :

K,-k =T; jkj (sommation sur les indices 2 et 4 de T')
Les composantes de T dans une autre base {€/* R €'* ® e, R e, } sont T,,** et on définit pareillement
les n% nombres :

K;r = T[/,qr 4 (sommation sur les mémes indices 2 et 4)

La formule de changement de base des composantes du tenseur T est :
i AJ k R

Tlﬁq” =A')A B B’ T;;""  [regle 1.23 p. 21]

En faisant la sommation sur les indices 2 et 4 des composantes de T dans la nouvelle base, il vient :
Iyl rq __ Al i nr km

K, =T, "=A'",A) B BT, T;;

:Alp Brk 6,{1 Y}jkm

— Aip Brk T;ka
ce qui est la formule de changement de base des composantes 1-covariante 2-contravariante d’un
tenseur d’ordre 2 [regle 1.23 p. 21]. Les nombres Kl’,’ et K;* sont donc les composantes d’un méme

tenseur K respectivement sur les n2-bases {e’* ®e,} et {e* @ e, }.
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La proposition 1.25 permet de poser la définition suivante :

Définition 1.26 — Traces d’un tenseur. On appelle (r,s)-trace d’un tenseur T d’ordre p > 2,
notée tr") T le tenseur d’ordre p — 2 dont les composantes sont la sommation sur les r¢ et s¢
indices (ils doivent étre de variance différente) des composantes de T'.

Cas particulier - La trace d’un tenseur T d’ordre 2 est un tenseur d’ordre zéro © :
trT =T'; = T, sa formule de changement de base est : T"; = T'; (=T’ =T}') (1.20)

C’est donc la trace de la matrice 7’ de ses composantes mixtes [T,*] ou [T*,] dans toute base.

Tenseurs d’ordre zéro

Définition 1.27 — Scalaire, invariant. Les tenseurs d’ordre zéro sont appelés scalaires ou
encore invariants. Ce sont des nombres réels dont la définition est telle que leur valeur est
invariante par changement de base.

Remarques — Tous les nombres réels ne sont pas des scalaires. Par exemple, le réel défini comme la
premiére composante d’un vecteur n’est pas un scalaire car il change avec la base. Il en est de méme
pour la somme des composantes d’un vecteur.

En revanche, la trace d’un tenseur du second ordre est un scalaire [éq. (1.20) p. 23]. On en déduit que
la norme d’un vecteur est un scalaire :

v =v-v=viV =tr(veV)

Tout nombre réel résultat d’un probleme de physique devrait étre un scalaire car un résultat physique
est en principe indépendant de la base que 1’on utilise pour faire les calculs. Si le résultat physique
est un vecteur ou un tenseur, les composantes de ce vecteur ou de ce tenseur sur une base n’ont
a priori aucune interprétation physique possible, sauf si la base utilisée a une signification physique
particuliere.

Produit tensoriel contracté simple

Définition 1.28 — Produit tensoriel contracté simple. Soit P un tenseur d’ordre p > 1 et soit
0 un tenseur d’ordre ¢ > 1. On appelle produit tensoriel contracté simple des tenseurs P et Q, le
tenseur noté P - Q et d’ordre p + g — 2, défini par :

P Q=t"""VPRQ) =P ..; (0 ). (€ ® e @e?®  Dek)

Régle 1.29 — Composantes d’un produit contracté simple. Pour calculer les composantes
de P-Q, le dernier indice des composantes du tenseur P est sommé avec le premier indice des
composantes du tenseur Q ®),

Propriété 1.30 — On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté simple n’est, en général,
ni commutatif, ni associatif, mais qu’il est distributif par rapport a I’addition des tenseurs :

P-(Q+Q)=P-Q+P-0

© Pour la trace d’un tenseur d’ordre deux, il est inutile de préciser sur quels indices on fait 1a sommation.

() La trace d’une matrice est définie dans tous les cours d’algebre matricielle.

®) Rappel : il faut que les indices de sommation aient des variances différentes [régle 1.1 p. 10]; il faut donc que les
composantes des tenseurs P et Q soient données dans des variances convenables pour les indices de sommation. Pour
changer les variances, on pourra utiliser au besoin 1’ « ascenseur d’indices » (voir plus loin la regle 1.36 [p. 26])
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Remarque — Le produit contracté simple de deux tenseurs d’ordre 1 (vecteurs) u et v est donc un
tenseur d’ordre O [déf. 1.28] :

u-v= uivi = uivi
D’autre part, le produit scalaire de ces deux vecteurs est :

U-v— (uiei) . (vjej) _ l/tiVj (ei ,ej) _ uivj5,¢] — uivi (: M,'vi)
Le produit scalaire de deux vecteurs est donc aussi le produit contracté simple de ces deux vecteurs,
ce qui justifie I'emploi du méme symbole « - ». Il faut toutefois perdre les habitudes de commutativité
que I’on a avec le symbole « - » considéré comme un produit scalaire de vecteurs. Le produit contracté

simple n’est commutatif qu’entre deux vecteurs. Pour éviter cette ambiguité, le produit contracté
simple est parfois noté « @ ».

1.3.9 Produit tensoriel contracté double

= Définition 1.31 — Produit contracté double. Soit P un tenseur d’ordre p > 2 et soit Q un
tenseur d’ordre ¢ > 2. On appelle produit tensoriel doublement contracté des tenseurs P et Q, le
tenseur d’ordre p 4+ g — 4, noté P : Q, défini par :

P:Q=trr"1p) (tr(l”p”) (P2Q))

= Regle 1.32 — Composantes d’un produit contracté double. Pour calculer les composantes
de P: Q, les deux derniers indices des composantes de P sont sommés avec les deux premiers
indices des composantes de Q.

Exemple — Si p =3etg =3, le tenseur P : Q est un tenseur d’ordre 2 :
P:Q=P*Qy" (ej®en) < (P:Q)™=P*Qyu"

On vérifie aisément que le produit tensoriel contracté double n’est, en général, ni commutatif, ni
associatif, mais qu’il est distributif par rapport a I’addition des tenseurs :

P:(Q+Q)=P:Q+P:Q
Remarque — Le produit doublement contracté est parfois noté ®.

On généralise facilement au produit r fois contracté de deux tenseurs P d’ordre p > r et Q
d’ordre g > r. On note ce produit : « @ ». Le résultat est un tenseur d’ordre p+¢q —2r:

P@rQ — Pkl---kp*ril--'l'r Qil"‘irjl"'jq—r (ekl ® e ®ekp—r ®e]l ® e ®ejQ*r)

En particulier, I’application a p vecteurs de tout tenseur P d’ordre p peut s’écrire :

P(xy,--- Xp) = PR’ X ®-- ®xp) (égalité de tenseurs d’ordre 0)

@ Voir la note 8 [p. 23].
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Tenseur métrique

Définition 1.33 — Tenseur métrique. On appelle tenseur métrique le tenseur du second ordre,
noté G, défini par :

V{x,y} e VXV <, G(x,y)=x-yeR

Etant du second ordre, les composantes du tenseur métrique peuvent tre de quatre variances
différentes :

gij:G(ei,ej):e,-'ej 5 gij:G(ei’ej):ei'ej:(sij (1.21)
gij:G(ei,ej)Iei'ej : gij:G(ei’ej):ei.ej:(S} .

Il est remarquable de constater que les composantes de variances mixtes du tenseur métrique ont
la méme valeur dans toute base. Les composantes mixtes du tenseur métrique se rangent dans la
matrice unité :

[g%] = [g"] =[]
En revanche, les composantes go, €t g** dépendent de la base. On a les propriétés :
gij=gji et gij = gj i (les deux matrices [ges] €t [g**] sont symétriques)

car le produit scalaire de deux vecteurs est commutatif.

Les différentes manieres d’écrire le produit scalaire de deux vecteurs x et y en fonction de leurs
composantes sont donc :
xy=Gx,y)=x-G-y=y-G-x=G: (xRy) =G : (y®x) (écritures tensorielles)

— gy = gixy; =y = xpy o (1.22)
ijxy 87Xy =XYi =Xy (écritures indicielles)

Propriété 1.34 — Soit T un tenseur d’ordre p, on a les égalités G- T =T etT -G =T.

Démonstration —
GT=g/T" (ei®...):5iij"- € )=T"(w - )=T

On montre aisément de la méme mani¢re que T -G =T.

Soit v un vecteur. On a donc en particulier G -v = v [propriété 1.34]. Si I’on calcule le produit
contracté G - v avec les composantes non mixtes de G, il vient :
v=Gv=g''vie;, & =gy
o (1.23)
= gjiV e & Vi =gjiV
Les formules (1.23) montrent que les composantes non mixtes du tenseur métrique G permettent
de calculer les composantes contravariantes d’un vecteur en fonction de ses composantes co-
variantes et inversement. Cette faculté de changement de variance des composantes, appelée
« ascenseur d’indice », sera généralisée aux tenseurs de tous ordres [regle 1.36 p. 26].

= Propriété 1.35 — Les composantes g*° et go. se rangent dans des matrices inverses :

8] = [ges] (1.24)
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Démonstration — Matriciellement, les relations (1.23) s’écrivent :

P =1g"1v] et ] =[gealD?] = [8%]=1gen]

..]
Cette propriété permet d’évaluer les composantes contravariantes g*® sans avoir a calculer les
produits scalaires entre les vecteurs de la base duale {e®}.

On définit le nombre réel non scalaire '’ g, qui interviendra dans la suite :
1
g =det[ges] < det[g*]=- (1.25)
8
En appliquant I’équation (1.23) aux vecteurs de base, on obtient une relation entre les vecteurs
de base et ceux de sa base duale :
ei=G-e;=gp(e) e’ =g, 0 e’ =gpiel =gipe’ = ei=gipe’ (1.26)
€=G-e =gl e, =35 e,=g"e,=g"e, = e=g"e, .

Les relations (1.26) permettent de calculer les composantes d’une certaine variance d’un ten-
seur T quelconque en fonction de ses composantes dans une autre variance. Pour alléger les
écritures, on suppose qu’un tenseur 7" est d’ordre 3 et que 1’on connait ses composantes To¢°. On
cherche, par exemple, ses composantes 74, :

T=Texe ce =T (g%e,) e @ (grse?) = g7 g1y Tij* € D€/ @€
on en déduit la relation entre des composantes de variances différentes :
' k
TPjq=8" 84 Tij
L’analyse du calcul précédent permet d’énoncer la régle générale suivante :

Regle 1.36 — Régle de «’ascenceur d’indices ». Pour « élever un indice » de composante, il
faut le sommer avec g** alors que pour « abaisser un indice » de composante, il faut le sommer
avec gee, tout en respectant les regles d’indices de la convention d’Einstein.

Tenseur d’orientation dans V;

Définition 1.37 — Tenseur d’orientation. On appelle tenseur d’orientation dans V3, noté¢ H, le
tenseur d’ordre trois défini par :

{x.y.2} €Vsx Vs x Vs 25 H(x,y,z) = [x,y,2 € R

ol [x,y,z] est le produit mixte des trois vecteurs.

Les indices i, j et k varient de 1 & 3 et on suppose en outre que la base {e, } est directe.

Restriction importante — La définition 1.37 du tenseur d’orientation n’a de sens que si V est de
dimension 3, ce qui sera suffisant en mécanique des milieux continus. En effet, le produit vectoriel
de deux vecteurs et le produit mixte de trois vecteurs ne sont pas définis pour des dimensions
supérieures (' 1.

(10> Sa valeur dépend de la base choisie.
(D ] existe une généralisation du concept de tenseur d’orientation dans des espaces de dimension supérieure a 3,
voir la note 4 [p. 17].
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On se propose de calculer les composantes du tenseur d’orientation. On note /46 S€S COMposantes
completement covariantes et 2°*® ses composantes completement contravariantes dans une base.
Le tenseur d’orientation H peut s’écrire :

H=hje e e =n"exe xe
On calcule d’abord les composantes completement covariantes de H. Par définition [def. 1.12 p. 16],
elles sont :

hij =H (ei.ej.ex) = [ei,e;,e]
Les propriétés du produit mixte entrainent que :
— les composantes qui ont deux indices égaux sont nulles ;
— une permutation paire des indices ne change pas sa valeur ;
— une permutation impaire des indices change son signe.
1 suffit donc de calculer /23 = [e1,e2,e3] = e - (e Ae3) > 0 (on suppose la base directe ('?).
Les composantes covariantes du vecteur e, A es sont ses produits scalaires avec les vecteurs de
base [propriété 1.9 p. 14] :

(eg/\e3)-e1:h123>0 ; (ez/\e3)-e2 =0 ; (82/\83)-83:0
On en déduit que :

1

(82 /\83) =hize

et donc :
1

llea Nes|| = hiosle’]]
Le carré de la norme du vecteur e; A e3 est donc :

(h123)2 ||e1 Hz = Hez /\83”2 = (ez /\83) . (ez /\83) = [ez Nnes,er, 83]

= ((82 /\e3) AN ez) -e3 = ((ez -ez) esz — (ez -e3) ez) -e3  (double produit vectoriel)
= (g2ne3—g23€2) €3 = 82833 — 823823

On en déduit :

V822 833 — 823823
hille']| = Vengs —gngn = hin=

le!l

Or, |le!||> =e'-e' = g'!, et d’autre part :

1 _ 822833 — 823832

.0]

= [gee] ' [6q. 124)p.25] = g [éq. (1.25) p. 26]

&

Il reste donc : h123 = ,/g. Les composantes covariantes non nulles du tenseur d’orientation H sont :

hi23 = haz1 = h31o = —hiza = —ha13 = —h3o1 = /8 (1.27)
Les composantes contravariantes 1% = [e’ e/ e*] ont les mémes propriétés de permutation
d’indices que les composantes 4; ;. Avec un calcul analogue au précédent, on trouve que les

composantes contravariantes non nulles de H sont :

pl23 231 _p312 _ _p132 4213 p321 RS (1.28)
V8
Les composantes mixtes de H ont des expressions compliquées que 1’on évite d’utiliser. On peut
toujours les calculer avec la regle de « I’ascenseur d’indices » [regle 1.36 p. 26].

(12) Le signe des composantes de H dépend de I’ orientation de la base {e; }. Pour cette raison, ce tenseur est souvent
qualifié de « pseudo-tenseur »
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Application : produit vectoriel dans V3
Soient deux vecteurs x ety de V3 et soitz =xAy.
z= (X&) A (ye)) =x'y e Ne;
w=zer=xy [ejejer] =x'y hiji = hyi;x'y’
Le produit vectoriel de deux vecteurs peut donc s’écrire avec le tenseur d’orientation :
xA\y=y-H-x=H: (xQy)
& XAV = 'y’ (1.29)
S (@AY =Hxy;

Identités algébriques importantes

Le produit contracté simple H - H est un tenseur d’ordre 4 de composantes :
hijk Rk — (e Nej)i (e Nk = (e; Nej)-(e" Ne")
=lei,ej,e"Ne" | =e;-(ej (" Ne"))
=e;- ((e j 'e”) e — (e j -em) e") (double produit vectoriel)

hijk prmn — o" 81’-’ - o 51’-” (1.30)
On en déduit une identité tensorielle utile :

H-H:(6im5j’7—6,~’15]’71)ei®ej®em®en (131)
H-H=¢ge ®(eRe —e;0e;) '

De I’équation (1.31) on déduit les composantes du produit H : H (c’est un tenseur d’ordre 2) :
hijeh?" = —hy 9" = — 57 81+ 57 8] = —8' + 38! = 28]
On en déduit une autre identité tensorielle utile :

H:H=2G (1.32)

Propriétés algébriques des tenseurs réels du second ordre

Les tenseurs réels du second ordre jouent un rdle trés important en mécanique des milieux
continus. On consacre cette section a leur étude. Certaines des propriétés qui suivent sont
particulieres aux tenseurs réels du second ordre construits sur V3. Dans toute la suite, les seuls
tenseurs considérés sont des tenseurs réels, c’est-a-dire que leurs composantes sur une base sont
des nombres réels ; pour alléger la lecture, on omettra le plus souvent de le préciser.

Les tenseurs du second ordre sont les applications bilinéaires V2 — R. Ils sont dans un espace
vectoriel de dimension 12 noté V®2 (si n = 3, sa dimension est 9, I’espace est noté V?Z). Les
tenseurs de base de cet espace sont les n” produits tensoriels de deux vecteurs de base de V
ou de sa base duale. Tout tenseur du second ordre T peut donc s’écrire sous les quatre formes
suivantes :

T = Tije;®ej = Z}J-ei®ej = Tijei®ej = Tijei®ej
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Son application a deux vecteurs x ety est un scalaire :
ij i i ' j i
Tx,y)=T"xyi=T;x'y =T"jx;y) =T/ x'y;
On peut écrire ce scalaire avec des opérations tensorielles :

Tx,y)=xT-y=T:(x®y)

Produit scalaire et norme dans V2

Théoréme 1.38 — Produit scalaire dans V®2. Le produit doublement contracté est un produit
scalaire dans I’espace vectoriel des tenseurs du second ordre réels.

Démonstration — Le produit doublement contracté de deux tenseurs du second ordre a les quatre
propriétés suivantes :

1. le produit contracté double de deux tenseurs du second ordre est un scalaire (tenseur d’ordre 0) ;
2. le produit contracté double de deux tenseurs du second ordre est commutatif :

P:Q=P;0/=0/P;=0Q:P
3. le produit contracté double d’un tenseur du second ordre avec lui-méme est non négatif :

n n
T:T=T,T/=uT-T")=u([T%][T%]")=Y Y (1) = T:T>0, VT
i=1j=1
4. le produit contracté double d’un tenseur du second ordre avec le tenseur nul est nul :
0:T=T:0=0
Ces quatre propriétés permettent d’affirmer que le produit contracté double satisfait aux axiomes de
définition d’un produit scalaire dans I’espace vectoriel V2.

Muni de ce produit scalaire, I’espace des tenseurs du second ordre réels V2 est un espace
vectoriel euclidien. On peut donc poser la définition suivante :

Définition 1.39 — Norme euclidienne d’un tenseur du second ordre. La norme euclidienne
d’un tenseur du second ordre est définie par :

IT|=vT:T (1.33)

Transposé d’un tenseur du second ordre

Définition 1.40 — Transposé d’un tenseur du second ordre. On dit que le tenseur du second
ordre U est le transposé du tenseur du second ordre T si :

Uxy)=T(yx), Vi{xy}eV’ (1.34)
Le tenseur transposé du tenseur du second ordre T seranoté T .

Dans une base quelconque, les relations entre les composantes de T et de T ' sont :

(T)ij=Ti & [(Te] =Tl o (T =T" & [(TT)*]=[T*]"
(T =T = [(TT) =]« (T =T & [(T)]=[T"]"

Remarque — Noter les variances des composantes dans la seconde ligne.
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On laisse le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :

P:Q=tuP-Q")=uP'-Q)=tr(Q" -P)=tr(Q-P")
(1.35)
T:T=T':T" = |T||=|T"|

Tenseurs du second ordre symétriques

Définition 1.41 — Tenseur symétrique. On dit qu’un tenseur du second ordre est symétrique
s’il est égal a son transposé :

S=ST & Sy =Srx), Vi{xyleV?

Les composantes d’un tenseur d’un second ordre symétrique S dans une base quelconque ont
donc les propriétés suivantes :

S;j=Sji < [See] =[See]| ; SV=8" = [$*]=[s"]"

| = 136
Si=Si o =1 si=8 e [ =[5 e

Remarque — Les matrices de composantes covariantes [See] €t contravariantes [S**] d’un tenseur du
second ordre symétrique sont des matrices symétriques. En revanche, les matrices des composantes
mixtes d’un tenseur du second ordre symétrique [S.*] et [S®,] ne sont pas symétriques en général ('3,

L’ensemble des tenseurs du second ordre symétriques est un sous-espace vectoriel de V2 car
I’addition et la multiplication par un scalaire conservent la symétrie. La dimension de ce sous-

espace estd =n(n+1)/2 (sin =3 alors d = 6). On le notera ngn. Une base de ce sous-espace

est, par exemple, la d-base de tenseurs symétriques : {e; @ e; +e; X e;}.
Proposition 1.42 — On a I’équivalence suivante :
S symétrique < H:S=0 (1.37)

Démonstration — On démontre aisément cette équivalence en utilisant la symétrie des composantes
non mixtes de S [éq. (1.36) p. 30] et les propriétés d’indices du tenseur d’orientation H.

Tenseurs du second ordre antisymétriques

Définition 1.43 — Tenseur antisymétrique. On dit qu'un tenseur du second ordre est antisy-
métrique s’il est opposé a son transposé :

A=-AT & Alxy)=-Apx), V{xy}eV’
Les composantes d’un tenseur du second ordre antisymétrique A dans une base quelconque ont

donc les propriétés suivantes :

Aij=—Aji & [Aw]l=—[Au] ; AV=-A" & [A°]=-[a""]T
Ali=-Af & AL =-[]AS]" 5 AV=-4 & [AS]=-]A%]T

(13 Sauf si la base {e;} est orthonormée.
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Remarque — Les matrices de composantes covariantes [Aqe] €t contravariantes | d’un tenseur du
second ordre antisymétrique sont des matrices antisymétriques (elles ont donc une diagonale nulle).
En revanche, les matrices des composantes mixtes d’un tenseur du second ordre antisymétrique [A,°]
et [A®,] ne sont pas antisymétriques en général ('),

..}

L’ensemble des tenseurs du second ordre antisymétriques est un sous-espace vectoriel de V*2
car I’addition et la multiplication par un scalaire conservent 1’antisymétrie. La dimension de

ce sous-espace est d = n(n—1)/2 (si n =3 alors d = 3). On le notera V3. Une base de ce

sous-espace est, par exemple, la d-base de tenseurs antisymétriques {e; ®e; —e; @e;}.

Vecteur adjoint a un tenseur antisymétrique

On se limite ici au cas particulier n = 3. La dimension de I’espace vectoriel des tenseurs
antisymétriques est donc n(n—1)/2 = 3.

Définition 1.44 — Vecteur adjoint. On appelle vecteur adjoint au tenseur du second ordre
antisymétrique A, le vecteur (tenseur d’ordre 1) noté a défini par :

1
a=_H:A (1.38)

En utilisant I’équation (1.30) [p. 28], le lecteur montrera facilement que :
H-a=A (1.39)

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 1.45 — L’espace vectoriel des tenseurs du second ordre antisymétriques V?fsy est
isomorphe a I’espace des vecteurs V3 par les relations :
1
a=sH:AcV; <« A=H-ac V™ (1.40)
En utilisant I’équation (1.29) [p. 28], on en déduit la propriété suivante :
Av=(H-a)-v=vAa=—alv (1.41)

Décomposition en parties symétrique et antisymétrique

Le sous-espace des tenseurs du second ordre symétriques V®?* et le sous-espace des tenseurs
du second ordre antisymétriques V¥2¢ sont orthogonaux. En effet, soient § € V¥ et A € V®2¢,
leur produit scalaire est nul :

SIA:S,'J'AU:—SijAji:—SﬁAji:—SIA = S§:A=0

Tout tenseur du second ordre T peut donc étre décomposé de maniere unique en la somme d’un
tenseur symétrique et antisymétrique. La décomposition est :

T:%(T+TT)+%(T—TT) (1.42)

symT asymT

(4 Sauf si la base {e;} est orthonormée.
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On vérifie aisément que symT est symétrique et que asym7T est antisymétrique. On les appelle
respectivement partie symétrique de T et partie antisymétrique de T .

On laisse le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :

|IT|| > ||symT||
T|*>=|symT|*+ | asymT|* = 143
T[] = ||symT||” + [|asymT || |T|| > ||asymT || A

Décomposition en parties sphérique et déviatorique

Définition 1.46 — Tenseur sphérique. On dit qu’un tenseur du second ordre § est sphérique
s’il est un multiple du tenseur métrique : S = oG, ou ¢ est un scalaire.

Définition 1.47 — Déviateur. On dit qu’un tenseur D est déviatorique (ou un déviateur) si sa
trace est nulle : trD = 0.

L’ensemble des tenseurs sphériques est un sous-espace vectoriel car 1’addition et la multiplication
par un scalaire conservent la sphéricité. Ce sous-espace est de dimension 1. De méme, 1’ensemble
des déviateurs est un sous-espace vectoriel car 1’addition et la multiplication par un scalaire
conservent la trace nulle. Ce sous-espace est de dimension n> — 1. Ces deux sous-espaces sont
orthogonaux. En effet, si S est sphérique et D est un déviateur, leur produit scalaire est nul :

S:D=0oG:D=otrD=0

Tout tenseur du second ordre T peut donc étre décomposé de maniere unique en la somme d’un
tenseur sphérique et d’un déviateur. La décomposition est :

T:(%G)JF(T—%G) (1.44)
T ot

Le tenseur sphT est bien sphérique et le tenseur devT est bien de trace nulle :
trT trT
trdevT:tr(T——G) =uT ——uG=0, cartrG=n
n n
On les appelle respectivement partie sphérique de T et partie déviatorique de T .

Vocabulaire — Les mots « déviateur » et « déviatorique » sont consacrés par 1’usage mais ils peuvent
induire en erreur : quand on considere un tenseur du second ordre T comme un endomorphisme
linéaire de V [section 1.6.8], on constate bien que sa partie sphérique ne fait que changer le module
des vecteurs sans changer leur direction. La partie déviatorique, quant 2 elle, les dévie en général (!>
mais change aussi leur module. Si v est un vecteur transformé parT,w =T -v = (S+ D) -v, le cosinus
de la déviation est :

vV o w v (S+D)-v v-S-v v-D-v

cos(h,w)= — + — = — . = +
Il wll Al (S +D)-vil [vl[[[(S+D)-vIl ([ [(S+D)-v|

La déviation d’un vecteur par un tenseur du second ordre n’est donc pas seulement due a sa partie
déviatorique, comme pourrait le suggérer la terminologie en usage. Il vaudrait mieux dénommer les
« déviateurs » par tenseurs de trace nulle ', Les tenseurs du second ordre qui dévient les vecteurs
sans changer leur module sont les tenseurs orthogonaux [section 1.6.13 p. 40].

(15 Mais pas tous : les vecteurs propres associés a une valeur propre réelle [déf. 1.56 p. 36] ne sont pas déviés.
(16 Les anglophones disent traceless tensor, ce qui ne trahit pas la définition 1.47.
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1.6.8 Endomorphismes linéaires de V et tenseurs du second ordre

= Théoréme 1.48 — Les endomorphismes linéaires de V sont isomorphes aux tenseurs du second
ordre. L’isomorphisme linéaire est défini par :

ZLWv)=T v, Vv

Démonstration — Soit une base {e.} de V. Le produit contracté simple d’un tenseur du second
ordre T et d’un vecteur v € V est un vecteurw € V :

w=Tv & w=T) & [Ww]=[T%p]
A tout tenseur du second ordre T on peut donc associer un endomorphisme linéaire .Z de V, de
matrice [.Z*,], tel que :

ZLWv)=T-v, W

Zijvj:Tijvj W/
Le terme général de la matrice de I’endomorphisme linéaire . dans la base {e, } est donc :

L=T & [2°]=[T"]
Inversement, si I’on se donne un endomorphisme linéaire .#, de matrice [.£*,], on peut lui associer
un tenseur du second ordre T défini par :

Tu,v)=u-Z£v), Yuvv

Tijuivj :u,-(,i”ijvj), Yu; Vv

Tijuivj:,fijuivj, Vuinj
Les composantes mixtes du tenseur T dans la base {e;} sont donc :

T =% « [T)=[Z" (1.45)
11 existe donc une bijection entre I’ensemble des tenseurs du second ordre et I’ensemble des endomor-
phismes linéaires de V :
— £ est I’endomorphisme linéaire de V dont la matrice [.£*.] dans une base est la matrice de

composantes [T*,] dans la méme base ;
— T est le tenseur d’ordre 2 dont la matrice de composantes mixtes [7®,] dans une base est la matrice
de ’endomorphisme linéaire [.£*,] dans la méme base.

On laisse le soin au lecteur de vérifier que cet isomorphisme, défini par une égalité de matrices dans une
certaine base, est consistant a travers tout changement de base, c’est-a-dire 7' ; = Z i T”j =" j-

Désormais, on confond les tenseurs du second ordre et les endomorphismes linéaires de V :
£ =T etonécrit: T(v)=T-v (1.46)

Puisque G -v = v [prop. 1.34 p. 25], on en déduit que I’endomorphisme linéaire associé au
tenseur métrique est 1’identité.

Remarque — Le produit contracté v - T est aussi un vecteur. On pourrait donc de la méme maniere
établir une autre bijection en faisant correspondre 2 I’endomorphisme £ un tenseur T’ tel que
Z(v) =v-T'. Le lecteur vérifiera aisément que le tenseur T’ est le transposé de T. Lorsque le
tenseur T est symétrique, les deux bijections se confondent. Dans la suite, on ne consideérera qu’un
seul endomorphisme de V associé a T : celui défini par Z(v) =T -v.

= Théoréme 1.49 — Composition d’endomorphismes. Soient .7 et % deux endomorphismes
linéaires de V3 et soient T et U les tenseurs du second ordre qui leurs sont isomorphes
[th. 1.48 p. 33]. La composition des endomorphismes est isomorphe au produit simplement
contracté des tenseurs :

{7Tet%+U = FouU«T-U
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Démonstration — On sait de I’algebre linéaire élémentaire que la matrice de I’endomorphisme
linéaire composé .7 o % est le produit matriciel [T %] [Z *].

[(Toa] %] = [T*.][U"] [éq. (1.45) p. 33]
=[(T-U)*.] [déf. 1.28 p. 23]
=[(To%)] [éq. (1.45) p. 33]

En vertu de I’'isomorphisme (1.46) [p. 33], on peut donc écrire :

W=FoU =T-U=W (1.47)

Opérations internes dans V%2

Dans I’espace vectoriel des tenseurs du second ordre V2, on dispose maintenant d’un pro-
duit interne « - » (non commutatif) et d’un produit scalaire « : » (commutatif dans V®2). Leur
combinaison conduit a la définition suivante :

Définition 1.50 — Produit combiné dans V®2. On appelle produit combiné de tenseurs du
second ordre I’opération ternaire suivante : A : (B-C) € R

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes :
A (B*c/) =B*(A;¢70) =CJ (B*A;))

A:(B-C) =B:(A-C") =C:(B' A (1.48)

Ces identités sont utiles pour factoriser des expressions tensorielles de scalaires.

Remarque — En mécanique des milieux continus, la grande majorité des tenseurs du second ordre
utilisés sont symétriques et les transpositions disparaissent.

Définition 1.51 — Puissance entiére dans V2, La puissance entiére d’un tenseur du second
ordre est le tenseur du second ordre défini par :

T'=T-T-----T, YgeN; parconvention, onpose:T’=G. (1.49)

q termes

Définition 1.52 — Exponentielle dans V®2. On définit I’exponentielle d’un tenseur du second
ordre par :

Tyl iy T (150)

q=0 q' q=1 q'

Cette définition est une généralisation du développement en série de I’exponentielle d’un réel (7).

Attention — L’exponentielle d’un tenseur du second ordre n’a pas toutes les propriétés classiques de
I’exponentielle des réels ou des complexes. Notamment, el -e? e7 T en raison de la non commu-
tativité du produit « . » pour les tenseurs du second ordre. On verra plus loin que la commutativité de
I’opération « - » entre deux tenseurs du second ordre est vraie si les deux tenseurs sont symétriques et
s’ils ont une base propre commune ; dans ce cas, la propriété e - eT' = eT 7T’ est rétablie.

(1) 11 faut toutefois vérifier que cette série converge, ce qui est vrai si ||T|| < co.
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= Définition 1.53 — Déterminant d’un tenseur du second ordre. On appelle déterminant d’un
tenseur du second ordre le déterminant de la matrice de son endomorphisme associé :

detT = det[.£*.] = det[T",] [éq. (1.45) p. 33]

On vérifie aisément en utilisant la régle de I’ascenseur d’indice [regle 1.36 p. 26] que :
detT = det[T*,] = det[T,*] = g ! det[T,.] = g det[T**] [éq. 1.25 p. 26]

Le déterminant d’un tenseur du second ordre est donc le déterminant de la matrice de ses
composantes mixtes. On laisse le soin au lecteur de vérifier, par changement de base sur les
composantes mixtes de T', que le déterminant d’un tenseur du second ordre est bien un scalaire
(ou un invariant). En revanche, les déterminants des matrices de composantes non mixtes ne sont
pas des scalaires car le nombre g = det[g..| dépend de la base [éq. 1.25 p. 26].

Bases orthonormées — Si les composantes de T sont données dans une base orthonormée, alors
g = 1 et la variance des composantes devient sans importance.

= Définition 1.54 — Inverse d’un tenseur du second ordre. Si I’endomorphisme linéaire .Z
associé a un tenseur du second ordre T est inversible, (c’est-a-dire si det[.£*,] = detT # 0), on
appelle I’inverse d’un tenseur du second ordre, le tenseur du second ordre, noté T~!, associé a
I’inverse .2 ! de cet endomorphisme :

detT #0 < 3T 'telque (T~ )] =[T*.]" (1.51)
SidetT #0etsiy=T-x,alorsx=T"""y.

Remarque — On peut préciser les relations entre les composantes d’autres variances des tenseurs T
~1
etT—:

y=Tx & [=[T k]

=
x=T".y &

La relation entre les composantes mixtes covariantes-contravariantes de T et T~! est donc :
(T ] =T

On laisse le soin au lecteur de vérifier, avec un calcul analogue, que pour les composantes non mixtes
de T, on a les relations suivantes (remarquer les changements de variance) :

(T =[Tea]™ et [T o] =[]
Ces distinctions disparaissent si les composantes des tenseurs sont dans une base orthonormée.

= Définition 1.55 — Puissance entieére négative d’un tenseur du second ordre inversible. La
puissance entiere négative d’un tenseur du second ordre inversible est définie par :

T 9=(T"), VgeN
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; ; ®2
Spectre, espaces propres, invariants dans V5

Les tenseurs du second ordre étant isomorphes aux endomorphismes linéaires de V, ils en ont
toutes les propriétés spectrales, que 1’on rappelle ici sans démonstration /%),

Définition 1.56 — Valeur propre et vecteur propre. On appelle valeur propre A et on appelle
vecteur propre u; associé a A, tout couple {A4,u, } solution de I’équation :

T~uk=7tu,1 = (T—?LG)-u;L:0 (1.52)
Dansunebase {e.}: < [T%][u; ]| =Au)*] < [T.°][upe] = A [uye] (1.53)

On appelle spectre 1I’ensemble des valeurs propres du tenseur 7.
Interprétation — L’équation (1.52) montre que les vecteurs propres u, sont les vecteurs qui ne sont

pas déviés par I’endomorphisme linéaire associé a T . La valeur propre A est I’amplification du module
de ces vecteurs.

Les valeurs propres A sont les solutions de I’équation :
det(T —A2G)=0 < det([T°]—A[l]) =det([T.*]—A[l]) =0 (1.54)

En développant le déterminant de 1’équation (1.54), on obtient le polynome caractéristique de la
matrice des composantes mixtes du tenseur T'. Le polyndme caractéristique est un polyndme en A
de degré n '), Pour n impair, on est assuré que 1’une des racines au moins est réelle. En particulier,
pour n = 3, I’'une des valeurs propres est réelle ; les deux autres sont soit toutes les deux réelles
soit toutes les deux complexes conjuguées. Pour n = 3, le polyndme caractéristique s’écrit :

A+ Ti 12— TuA+ T =0 (forme normalisée) (1.55)

ou les coefficients T, Tjp et Ty sont :

Ti = tu([T%]) = tr([1.*]) = «T (1.56)
Ty = %(trT)z — %tr(Tz) (1.57)

= (Th T —THLT?) + (T T =T T) + (T T — T Th)
=(I'B-T’L )+ (R’ -’ L)+ (LT - T' 1)
Ty = det([T°,]) = det([T,°]) = detT (1.58)

Remarque — Le coefficient 7j; est la somme des cofacteurs de la diagonale des matrices des com-
posantes mixtes. L’équation (1.57) montre que, comme les coefficients T et Tyyy, il est invariant par
changement de base car la trace d’un tenseur du second ordre est un scalaire.

Définition 1.57 — Invariants fondamentaux. On appelle invariants fondamentaux d’un tenseur

du second ordre les coefficients de son polyndme caractéristique normalisé.

Pour n = 3, les invariants fondamentaux sont les coefficients 7j, Tj; et Ty définis dans les
équations (1.56), (1.57) et (1.58).

(%) Si nécessaire, le lecteur est invité a consulter n’importe quel cours d’initiation a 1’algebre linéaire.
(19 Sa forme normalisée est celle ot le coefficient de A" vaut —1.
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Remarque — Dans le cas particulier ot n = 3, on peut donner une autre définition utile équivalente
des invariants fondamentaux 77, Tiy et Tiyp, a 1’aide du tenseur d’orientation H. Soient u, v, w trois
vecteurs quelconques mais non coplanaires, on a les égalités suivantes :

H(T -u,v,w)+Hu,T-v,w)+H(uv,T w)

L= 1.59

! H(u,v,w) (1.59)

T _H(T -u,T-vw)+Hu,T-v,;T -w)+H(T -u,v,T-w) (1.60)

= H(u,v,w) '
H(T -u,T -v.-T-w

T = ( ) (1.61)

H(u,v,w)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que ces trois définitions sont bien équivalentes aux définitions
précédentes. Elles sont couramment utilisées en mécanique des milieux continus.

Indications pour la démonstration : on montre d’abord que les numérateurs peuvent se mettre sous la
forme K (u,v,w) ol K est un tenseur d’ordre 3 complétement antisymétrique ; on en déduit ensuite
que K est de la forme o H ou « est I’invariant cherché.

On trouve les vecteurs propres u) associés a une valeur propre A en résolvant 1’équation
vectorielle (1.52) [p. 36] ou bien les équations matricielles (1.53) [p. 36]. L’ensemble de ces
vecteurs propres est un espace vectoriel appelé espace propre associé a la valeur propre A. Si A
est une racine simple du polyndéme caractéristique (1.55) [p. 36], son espace propre associé est
de dimension 1 ; si A est une racine multiple de multiplicité k, son espace propre associé est de
dimension k. Les équations matricielles (1.53) [p. 36] montrent que les colonnes propres [u) *]
de la matrice des composantes mixtes [T®,] sont les composantes contravariantes des vecteurs
propres, alors que les colonnes propres [u; o] de la matrice [7,*] sont les composantes covariantes
des vecteurs propres.

On rappelle, également sans démonstration, [’identité de Cayley-Hamilton : tout tenseur du
second ordre est solution de son polyndme caractéristique. Pour n = 3, elle s’écrit :

T+ G T* =TT +TuG=0 (1.62)
Lorsque n = 3, tout polyndme en T peut donc étre ramené a un polyndme de degré 2.

Remarque — En prenant la trace de 1’équation (1.62), on obtient une autre expression utile du
déterminant d’un tenseur du second ordre pourn =3 :

1 1 1
detT = Tin = 3 tr(T3) — > tr(T?) uT + G (&eT)? (1.63)

Identités algébriques utiles On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes :

(T-u)-(T-v)=u-T'-T-v (1.64)
(T-u) A\ (T -v) = (detT) T~ " - (uAv) (1.65)
det(G+T) =1+Ti+Tu+ T (1.66)
[symT | = 2T+ 5 u(T?) (1.67)
T =tr(T") (1.68)
t(T-T'-T")=t(T"-T-T") =tu(T'-T"-T) (1.69)

Conseil — Les identités (1.65) et (1.66) se vérifient plus aisément avec un logiciel de calcul formel.
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1.6.11 Propriétés spectrales des tenseurs du second ordre symétriques

= Propriété 1.58 — Tenseurs du second ordre symétriques. Les tenseurs du second ordre réels
symétriques ont les propriétés spectrales suivantes :
— les n valeurs propres sont réelles (pas nécessairement distinctes) ;
— les espaces propres associés aux valeurs propres sont orthogonaux entre eux, il est donc
toujours possible de construire une base orthonormée de vecteurs propres ;
— dans une base propre orthonormée {e, }, les composantes d’un tenseur symétrique S se rangent
dans une matrice diagonale dont les termes sont les valeurs propres A; :

A 0 0 - 07
0 A 0 - 0
n
s =lo o =~ | e s=YArzoee (1.70)
. . . 0 i=1
LO 0 - 0 Al

— 87 (q € N) est symétrique, de mémes directions propres que S et ses valeurs propres sont A ;
— 5 est symétrique, de mémes directions propres que S et ses valeurs propres sont e’ ;
— si S et S’ sont symétriques et ont une base propre commune, alors :

§8=8-8 et &.¢5 =¢S5t

®2

= Propriété 1.59 — Cas particulier des tenseurs de V5 sym®

peut préciser les propriétés suivantes :

— Si les trois valeurs propres sont distinctes, il existe huit bases propres orthonormées dont
quatre sont directes. Si deux valeurs propres sont égales, il en existe une infinité (il y a un
plan de directions propres). Si les trois valeurs propres sont égales, le tenseur est sphérique et
toutes les bases sont des bases propres.

— L’expression des trois invariants fondamentaux en fonction des valeurs propres est :

Dans le cas particulier ou n = 3, on

Si=M+AL+A 5 Su=AMh+bLA+A4A4 5 Sm=A4 A

Les relations inverses sont démontrées dans 1’annexe A [€q. (A.8), (A.9) et (A.10) p. 101].
— On laisse le soin au lecteur de vérifier les résultats suivants 2% :

(G+8)1=3+5
(G+8)n=3+2851+Sn
(G+8)m =1+ S1+Su+Sm
( )

G+S)' =G+ Y (—1)787, VS symétrique tel que ||S|| < I (1.71)
p=1

Les directions propres de G+ S et (G+S)~! sont celles de S.

= Définition 1.60 — Tenseur symétrique défini positif. Un tenseur du second ordre S est dit
symétrique défini positif si :

Sv,v) >0, VveV (1.72)

29 On les montre facilement en raisonnant dans une base propre orthonormée de S. Pour la propriété (1.71), on
utilise le développement en série de (1+x)~! avec x| < 1.
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Théoreme 1.61 — Les valeurs propres d’un tenseur symétrique défini positif sont strictement
positives.

Démonstration — Si u; est un vecteur propre associé a la valeur propre A, la définition (1.72)
implique :

ul-S-ul:k||u,1||2>0 = A1>0

Définition 1.62 — Puissance réelle d’un tenseur symétrique défini positif. La puissance
réelle d’un tenseur symétrique défini positif est définie par :

n
S* = Z Alei®e;, x€R, {e;} base propre de S.
i=1

Définition 1.63 — Racine p¢ d’un tenseur du second ordre symétrique défini positif. La
racine p°® d’un tenseur du second ordre symétrique défini positif est :

noo
US—=8r = Zki” e e, peN, {e;} base propre de S.
i=1

Définition 1.64 — Logarithme népérien d’un tenseur du second ordre symétrique défini
positif. Le logarithme népérien d’un tenseur du second ordre symétrique défini positif est :

InS=) InAe e, {e;} base propre de S (InA; est défini car 4; > 0) (1.73)

n
i=1

Les puissances, I’exponentielle et le logarithme népérien d’un tenseur du second ordre symétrique
défini positif S ont, par définition, les mémes directions propres que S.

Propriétés spectrales des tenseurs du second ordre antisymétriques
Dans cette section, on se restreint au cas n = 3.

Propriété 1.65 — Propriétés des tenseurs antisymétriques. Soit A antisymétrique et soita son
vecteur adjoint [déf. 1.44 p. 31]. On laisse le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :
— L’endomorphisme linéaire associé au tenseur A est :

A-v=(H-a)-v=vAa [é.(1.41)p.31]
— Les invariants fondamentaux de A sont :

A=0 : Au=|al?= % IA|]2 = —% w42 : Am=0 (1.74)
— Le polyndme caractéristique de A [éq. (1.55) p. 36] est donc :

—A3—|a|*A=0

— La seule valeur propre réelle est A = 0. L’espace propre associé, de dimension 1, est engendré
par le vecteur adjoint a. C’est le noyau de I’endomorphisme linéaire A car A -a =0.

= Propriété 1.66 — Propriétés de A>. — Le tenseur A” est symétrique, son endomorphisme li-

néaire associé est :

A’.v=(vAa)Na=|a|*v—(a-v)a
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— Les invariants fondamentaux de A2 sont :
1 1
A*)r=-2lal : (A)u=|lal]*= 3 IA|]* = ~3 tr(A®) : (AHm=0 (1.75)

— Le polyndme caractéristique de A [éq. (1.55) p. 36] est :
~2°—2|ja|| A%~ ||a|?A =0

— Les valeurs propres du tenseur symétrique A2 sont (0, —||a||, —||a||) et les espaces propres
associés sont respectivement ka (le noyau de A et de A%) et un plan propre orthogonal 2 a.

L’identité de Cayley-Hamilton [éq. (1.62) p. 37] appliquée au tenseur A s’écrit :

1
A= 3 tr(A%)A

En itérant I’équation précédente par produit contracté avec A, on en déduit les puissances entieres
successives d’un tenseur A de V52 :
2g+1 1 2\\q . . . . o
A = (tr(A”))?A  (les puissances impaires sont antisymétriques)

1
A20H2 — 5 (tr(Az))qu (les puissances paires sont symétriques)

ot tr(A?) = —2|a|* [éq. (1.74) p. 39].

= Proposition 1.67 — L’exponentielle d’un tenseur antisymétrique de V?za est un tenseur ortho-
gonal [déf. 1.68]

Démonstration — En séparant les exposants pairs et impairs, I’exponentielle de A s’écrit :
oo A2q+1 oo A2q+2

¢ = G+Z 2q+ D! " & 2q+2)

< 1 (tr(A?) = 1 (tr(A?))?
:Gizqurqﬂ))z“i(r)"z

[éq. (1.50) p. 34]

q=0
(—2]al?)* > 1 (=2[al?)?
= ANl 0 — 2 =/ sq. (1.74) p. 3
G+qu 2q+1)! A+§O2q Qg A G T0p3
G+Z Ha||2q+l A i(_ v a?72 A
2g+1)! [|a]| o (2g+2)! |lal?

et = G+s1n||a|| + (1 —cos|al) (1.76)

A2
]l lall?
Avec I’équation (1.76), on vérifie aisément que e -(eA) " = G, c’est-a-dire que I’exponentielle de A
est un tenseur orthogonal [déf. 1.68].

1.6.13 Tenseurs du second ordre orthogonaux de V?z

= Définition 1.68 — Tenseur orthogonal. Un tenseur du second ordre Q est dit orthogonal si :

00'=G & Q'=0' (1.77)
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Notation 1.69 — L’ensemble des tenseurs orthogonaux sera noté Q (ou Q3 si n = 3).

Le tenseur Q! = Q" est donc aussi orthogonal. Il découle de la définition 1.68 que :
det(Q-Q") =1 = detQdetQ" =1 = (detQ)> =1 = detQ==+1

Il existe donc deux classes de tenseurs orthogonaux :

Définition 1.70 — Rotation. Les tenseurs orthogonaux de déterminant + 1 sont appelés rotations.
L’ensemble des rotations sera noté Q. (ou Qs si n = 3).

Définition 1.71 — Retournement. Les tenseurs orthogonaux de déterminant — 1 sont appelés
retournements.

Propriété 1.72 - SiT € V?Z et si O € Q3, on laisse le soin au lecteur de vérifier les propriétés

algébriques suivantes :

— les valeurs propres de T etde @-T - Q' sont les mémes ;

— si u est un vecteur propre du tenseur T, alors le vecteur Q - u est un vecteur propre du
tenseur Q-T-Q" ;

— si les tenseurs Q et Q' sont orthogonaux, leur produit contracté Q - Q' est aussi un tenseur
orthogonal ; on en déduit que Q7 € Q, Vg € N;;

— I’ensemble Q des tenseurs orthogonaux n’est pas un espace vectoriel mais c’est un groupe
pour I’opération interne « - ».

— I’ensemble des rotations Q@ est un sous-groupe de Q.

Remarque — L’ensemble des retournements n’est pas un sous-groupe de Q car la composition de
deux retournements n’est pas un retournement mais une rotation.

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités algébriques utiles qui suivent, dans lesquelles :
QcQ,SeVs2 AcVP2 TeViiueVietwe V.

3sym? 3asy’
Q|| = []v] (1.78)
(Qv)-(Q-w)=v-w (1.79)
(Q-v)A(Q-w)=(detQ)Q- (vAW) [éq. (1.65) page 37] (1.80)
Q- u,0-v,0 -w]=detQ[u,v,w] [éq.(1.61) page 37] (1.81)
tr(Q-T-Q")=uT (1.82)
(Q-T-Q" =T (1.83)
det(Q-T-Q") =detT (1.84)
Q- T||=|T-Qll=IT| (1.85)
le-T-@"| =T (1:86)
@T-0"):(Q@T-Q")=T:T (1.87)
(@T-0) =0T Q" @eN (1.88)
(Q-5-0")*=0Q-5%-Q" (aeR, S symétrique défini positif) (1.89)
sym(Q-T-QT) =Q-symT-Q" (1.90)
asym(Q-T-Q')=Q -asymT -Q' (1.91)

adj(Q-A-Q') =Q-adjA (1.92)
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m Théoreme 1.73 — Les valeurs propres (éventuellement complexes) d’un tenseur orthogonal
sont de module unité.

Démonstration — L’équation A u = Q -u implique :
AL lul* = |Q-ul* = (Q-u)- (Q-u) =u-Q" -Q-u=|lul
Onen déduit |A?=1 = [A|=1.

= Proposition 1.74 — Les invariants fondamentaux d’un tenseur orthogonal de Q3 sont liés par la
relation :

Or=¢€Qp oue=detQ==+l1
Démonstration — Le polyndme caractéristique d’un tenseur orthogonal Q € Q3 est a priori de la
forme :

23 +0AP—0urA+e=0 (on aposé O = detQ = € = 1) (1.93)

Le théoreme de Cayley-Hamilton [éq. (1.62) p. 37] s’écrit : ,
0=-0"+010>~ 0nQ+¢G

En multipliant successivement par @' = Q~!, il vient :

0=-0"+010—-0uG+eQ' (1.94)

0=-0+01G-0nQ +eQ*' (1.95)
En transposant I’équation (1.95) et en multipliant par &, il vient :

0=0"-eQuQ+e0,G—¢Q’ (1.96)

La somme (1.94) + (1.96) conduit a I’égalité :
0=(01—€0n)(@+eG) = Qr=eQn (ensupposantQ# —£G)

On vérifie aisément que la relation Q; = € Oy est encore vraie pour Q = —€G.

Un tenseur orthogonal n’a donc que deux invariants fondamentaux indépendants : sa trace Oy
et son déterminant Oy = € = 1. On en déduit que le polyndme caractéristique d’un tenseur
orthogonal Q € Q3 [éq. (1.93) p. 42] s’écrit :

0=-A+A—eQir+e=(A—¢&)(-A*+A1(Q1—¢€)—1)

Ce polyndme en A a une racine réelle : ; = € = £1 (on a bien |A;| = 1), les deux autres racines
sont les complexes conjugués de module unité e’ et e~/ [th. 1.73 p 42] avec 6 € [0;7], qui
deviennent les réels (1,1) si & = 0 ou bien les réels (—1,—1) si 6 = 7.

On peut donc classer les tenseurs orthogonaux de Q3 de la maniére suivante :

Cas général : 0 # 0 et 6 # 7. Le tenseur orthogonal Q a une seule valeur propre réelle € = +1;
la direction propre réelle et unique de Q associée a la valeur propre € est appelée axe du
tenseur orthogonal. La trace Qp = € +¢'% +e7% = £ 42 cos 0 détermine I’angle 6 qui est
appelé angle du tenseur orthogonal V) :

Or—¢

9 —
COS 2

Cas dégénérés : 0 =0 ou 8 = m. Le tenseur orthogonal Q a trois valeurs propres réelles :
pour 6 = 0 les valeurs propres sont (g,1,1) ; pour 6 = 7 les valeurs propres sont (¢,—1,—1).

@b T’angle 6 € [0; ] est completement déterminé par son cosinus.
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— si Q est une rotation (€ = +1) :
— si @ =0, alors Q est rotation d’angle nul autour d’un axe quelconque (Q = G),
— si O = x, alors Q une rotation d’angle 7 autour de la direction propre ;

— s5i Q est un retournement (€ = —1) :
— si @ =0, alors Q est une symétrie plane par rapport a un plan normal a la direction
propre,

— si O = x, alors Q est une symétrie par rapport a un point (Q = —G).

Forme générale des tenseurs orthogonaux

= Théoreme 1.75 — Soit w un vecteur unitaire, soit 6 € [0;7] et soit € = £1. L’expression
tensorielle du tenseur orthogonal d’axe w, d’angle 8 et de déterminant € est :

Q=cos0G+(e—cosO)wew—sinOH -w (1.97)

Démonstration — 11 suffit de vérifier que Q est orthogonal (Q-Q" = G), que detQ = € et que w est
la direction propre associée a € (Q-w = ew).

Remarque — En écrivant les composantes de 1’équation (1.97) dans une base orthonormée {w,a,b},
et en prenant € = 1, on reconnait la matrice classique de la rotation géométrique d’angle 6 autour du
vecteur w :

1 0 0
[O%]wapy = |0 cos® —sind

0 sin® cos@ (wab)

Identification d’un tenseur orthogonal A partir de 1’équation (1.97) [p. 43], on trouve les
parties symétrique et antisymétrique d’un tenseur orthogonal de Q3 :
symQ =cos0G+ (e —cos0)ww et asymQ = —sin6H -w

On en déduit une méthode simple d’identification d’un tenseur orthogonal :
— le signe de det@ = € détermine si @ est une rotation ou un retournement ;
— I’angle (compris entre O et ) est donné par sa trace :

—€
cosg — & 5 (1.98)
— I’axe w est I’opposé du vecteur adjoint normé de sa partie antisymétrique :
H : asym H:
__H:asymg H:Q (1.99)

|H:Q| ~ sin®
On évite ainsi la recherche des vecteurs propres et I’ambiguité du sens du vecteur propre.

= Définition 1.76 — Petite rotation. On appelle petite rotation, notée 8Q, une rotation telle que
son angle O est un infiniment petit d’ordre 1 (on écrira : 0 < 1).
Dans ce cas, au second ordre pres, cos 0 ~ 1 et sin 0 ~ 0. De I’équation (1.97) [p. 43] il vient :
60~G—-6H-w, 0k

Si on note A = —60 H -w (antisymétrique), une petite rotation est, au second ordre pres, la somme
du tenseur métrique et d’un tenseur antisymétrique A tel que ||A|| < 1. Les petites rotations se
composent de maniere simplifiée :

60 SQ/ ~ (G —{—A) . (G —i—Al) ~G+A+A’ (ausecond ordre pres) (1.100)
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Décomposition polaire des tenseurs du second ordre

Théoreme 1.77 — Tout tenseur du second ordre T inversible peut étre écrit sous 1’une des
formes suivantes :

T=v-0=0U (1.101)
ouV=vT- -T" etU =VTT"-T sont symétriques définis positifs, et ot Q est orthogonal.

Démonstration — Le tenseur T -T " est évidemment symétrique défini positif. Il est donc inversible
et sa racine carrée V existe et est aussi symétrique définie positive. Il suffit donc de vérifier que le
tenseur Q = (VT -T T)~! . T est orthogonal, ce qui se fait sans difficulté. La démonstration de la
décomposition Q- U se fait de la méme maniere. On vérifie aisément 1’unicité de ces décompositions
polaires.

Définition 1.78 — La décomposition polaire T =V - Q est appelée décomposition polaire a
gauche, ’autre T = Q -U est appelée décomposition polaire a droite.

Propriété 1.79 — On laisse le soin au lecteur de vérifier les propriétés suivantes :
— larelationentreUetVest:U=Q"-V-Q < V=0Q-U-Q";

— les valeurs propres (positives) de U et de V sont les mé&mes ;

— siu est vecteur propre de U, alors v = Q - u est un vecteur propre de V.

Tenseurs uniaxiaux

Définition 1.80 — Tenseur uniaxial. On dit qu’un tenseur du second ordre U est uniaxial s’il
existe un vecteur u tel que :

U=u®u, ueV

Proposition 1.81 — Le tenseur uniaxial U = u ® u est symétrique, il n’a qu’une seule valeur
propre non nulle, qui est u-u = ||u||>. L’espace propre associé a cette valeur propre est de
dimension 1 ; c’est la direction de I’espace engendrée par le vecteur u.

Démonstration — La symétrie du tenseur U est évidente. Soit une base {e;} et un vecteur u = u'e;.
Le tenseur uniaxial U = u ®@u s’écrit : U = u' u’ e; ® e;. Son application au vecteur # conduit a :

U-u=uxu) u
=u'ul (e;e;)- (u'ey)
=dw it (e;2e;) e
=u' (i gjp)e;
=u (u-u)e; [éq.(122)p.25]
Uwu=@uu (1.102)
ce qui montre que le vecteur u est un vecteur propre et que la valeur propre est le produit scalaire u - u.

Le tenseur U étant symétrique, ses autres directions propres sont orthogonales a u. Soit v un vecteur
orthogonal a u. Le lecteur montrera facilement avec un calcul analogue au précédent que

Vvlu,U-v=0
ce qui montre que toutes les autres valeurs propres sont nulles °>. La valeur propre u -u est donc

la seule non nulle, son ordre de multiplicité est 1 et I’espace propre associé est donc la direction de
I’espace engendrée par le vecteur u [éq. (1.102)].

22 Le noyau de U est le plan orthogonal au vecteur u.
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Les tenseurs uniaxiaux sont donc une représentation > des directions de 1’espace. Toutefois,
cette représentation n’est pas bijective car il existe une infinité de tenseurs uniaxiaux qui re-
présentent la méme direction de I’espace. Afin d’obtenir une représentation unique on pose la
définition suivante :

Définition 1.82 — Tenseur uniaxial unitaire. Un tenseur uniaxial U est dit unitaire si ||U|| = 1.

Théoréme 1.83 — Un tenseur uniaxial unitaire est de la forme U = u @ u ol u est un vecteur
unitaire.

Démonstration — Soit U = u ®u. Le carré de sa norme est :
UI?=U:U=@ueu): (uu)
= () (i) = (u ws) (u/wy)
U1 = (-1 = [Ju*
Si||UJ| =1, alors ||jul| = 1.

Théoreme 1.84 — 1l existe une bijection entre I’ensemble des directions non orientées de
I’espace et I’ensemble des tenseurs uniaxiaux unitaires.

Démonstration — 11 suffit de montrer que la représentation est une injection, ¢’est-a-dire que les
directions non orientées de I’espace n’ont qu’un seul représentant dans 1’ensemble des tenseurs
uniaxiaux unitaires. Or, dans une direction de 1’espace, il existe deux vecteurs unitaires u et —u, et ces
deux vecteurs unitaires conduisent au méme représentant uniaxial unitaire car u @ u = (—u) ® (—u).

Propriété 1.85 — On laisse le soin au lecteur de vérifier les deux propriétés suivantes :

1. Si deux vecteurs sont orthogonaux, les tenseurs uniaxiaux associé€s sont orthogonaux, et
inversement, c’est-a-dire :

uv=0 & (ueu):(vev)

0 (1.103)

En particulier, si {#;} est une base orthonormée de V3, alors les trois tenseurs uniaxiaux
unitaires {U; = u; ®u;} sont orthonormés.
2. SiU est uniaxial unitaire, alors

VgeN, v'=U

Propriété 1.86 — Caractérisation des tenseurs uniaxiaux unitaires. Les tenseurs uniaxiaux
unitaires sont caractérisés par les trois propriétés suivantes :

U uniaxial unitaire < {U=1 et Uy=0 et Uy=0} (1.104)

Démonstration — Si un tenseur est uniaxial unitaire, ses invariants fondamentaux sont évidemment
ceux de I’équation (1.104) [déf. 1.82 p. 45]. Inversement, ces trois relations impliquent que les valeurs
propres sont (1,0,0) [éq. (A.8) et suivantes p. 101]. Le tenseur est donc de la forme U =u®u
[éq. (1.70) p. 38] ol u est un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre 1.

Remarque — L’ensemble des tenseurs uniaxiaux ne constitue pas un espace vectoriel car 1’addition
de deux tenseurs uniaxiaux n’est pas en général un tenseur uniaxial.

(23 C’est-a-dire une surjection de I’ensemble des tenseurs uniaxiaux vers 1’ensemble des directions de I’espace. Voir
la définition générale d’une représentation dans 1’annexe B [section B.2 p. 109].
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En mécanique des milieux continus, il est souvent nécessaire de considérer des directions de
I’espace non orientées comme, par exemple, les directions propres d’un tenseur du second ordre
ou encore des directions matérielles d’anisotropie. On peut désormais désigner ces directions
sous la forme d’un tenseur uniaxial unitaire.

Exemple — Les tenseurs du second ordre symétriques peuvent s’écrire :

S=) s Qs [éq. (1.70) p. 38]

o

Il
-

ol les trois vecteurs {s;} constituent une base propre orthonormée de V3. On peut maintenant écrire :

S=Y A,

o

Les trois tenseurs uniaxiaux unitaires S; peuvent étre appelés renseurs uniaxiaux propres de S car on
vérifie aisément que S -S; = A4; S;.

Angle entre deux directions — Comme pour les vecteurs, on peut définir un « angle tensoriel » ©
entre deux tenseurs uniaxiaux unitaires (ou deux directions de I’espace) U =uQ@u etV =v Qv dont
le cosinus est leur produit scalaire :

cos@=U:V car|U||=|V|=1
On a alors :
cos®@ = (u@u): (Vev) = (u-v)* =cos’0

ol 0 € [0; 7] est ’angle géométrique habituel entre les vecteurs u et v. Pour caractériser 1’angle entre
deux directions non orientées, la connaissance cos? 0 est suffisante. I’angle entre deux directions non
orientées est un angle géométrique 6 de cosinus positif, c’est-a-dire dans I'intervalle [0; 7].

1.7 En bref...

Les tenseurs d’ordre p sont des applications p-linéaires V7 — R. L’espace des tenseurs d’ordre p
est un espace vectoriel de dimension n” dans lequel on sait construire des bases. On définit des
opérations algébriques sur les tenseurs :

1’addition de deux tenseurs du méme ordre ;

la multiplication d’un tenseur par un scalaire ;

le produit tensoriel de deux tenseurs d’ordre p et g est un tenseur d’ordre p+¢;

— les traces d’un tenseur d’ordre p > 2 sont des tenseurs d’ordre p —2;

le produit tensoriel contracté simple de deux tenseurs d’ordre p > 1 et ¢ > 1 est un tenseur
d’ordre p+g—2;

le produit tensoriel contracté double de deux tenseurs d’ordre p > 2 et g > 2 est un tenseur
d’ordre p+g —4.

Les tenseurs d’ordre O sont les scalaires (ou invariants).

Les tenseurs d’ordre 1 sont confondus avec les vecteurs.

Les tenseurs d’ordre 2 sont confondus avec les endomorphismes linéaires de V. Ils peuvent étre
décomposés :

— en la somme d’une partie symétrique et d’une partie antisymétrique,

— en la somme d’une partie sphérique et d’une partie de trace nulle,
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— en le produit contracté simple d’une partie symétrique définie positive et d’une partie orthogo-
nale.

Tout tenseur d’ordre 2 construit sur V3 a des valeurs propres scalaires (dont une au moins est

réelle) et un espace propre associé a chaque valeur propre ;

— s’il est symétrique, toutes les valeurs propres sont réelles et les espaces propres sont orthogo-
naux entre eux.

— s’il est antisymétrique, il est isomorphe & son vecteur adjoint ;

— s’il est orthogonal, il est défini par son déterminant € = +1, un vecteur unitaire et un angle
compris entre O et 7.

— s’il est uniaxial unitaire il est une représentation unique d’une direction de 1’espace.
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2

Fonctions tensorielles

Fonctions tensorielles d’un parametre réel

Dans cette section on étudie des fonctions a valeur tensorielle d’un parametre réel ¢ :
T ®p
teR—T()eV

En mécanique des milieux continus, ce parametre est le plus souvent le temps. Pour simplifier le
langage, la dérivée par rapport au parametre ¢ sera appelée dérivée temporelle.

Dérivée temporelle d’un tenseur d’ordre p
La dérivée temporelle d’une fonction a valeur tensorielle est naturellement définie par :

T’(t) — g = lim w

2.1
dt  dr—0 dr 2D

La dérivée temporelle d’une fonction tensorielle d’ordre p est donc une fonction tensorielle
d’ordre p.

On laisse le soin au lecteur de vérifier (" que les dérivées temporelles du produit tensoriel et
des produits r-contractés suivent les régles habituelles des dérivées de produits non commuta-
tif's :

d(T®U) dT v d(T-U) dT v

d dr wU+TE dr d  dr U+t dr
d(T:U) dT au d(TR'U) dT_, _,dU
—5 = UtTi 5 g g PU+Te

Remarque — En mécanique des milieux continus, il arrive que certains tenseurs soit donnés par
leurs composantes sur une base fonction du temps. Par exemple, si T (¢) est ordre 2,

T =TIi(1) (1) ek (1)
sa dérivée temporelle s’écrit :
k

de*
dr

daT  dT/;

. de; .
k k
W= a GNeCOTT g ee T e o

Pour connaitre les composantes de la dérivée temporelle T”, il faut connaitre la dérivée temporelle
des vecteurs de la base variable.

() En écrivant les composantes (fonction du temps) des tenseurs sur une base indépendante du temps.
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Propriété 2.1 — Si un tenseur T du second ordre est par définition symétrique (il conserve cette
symétrie au cours du temps), alors sa dérivée temporelle est symétrique. Il en est de méme pour
I’antisymétrie, la sphéricité et la trace nulle.

Démonstration — Les ensembles de tenseurs symétriques, antisymétriques, sphériques et déviato-
riques sont des sous-espaces vectoriels. La différence T (¢ + k) — T (¢) appartient donc au méme
sous-espace.

En revanche, pour les tenseurs orthogonaux de Q3 restant orthogonaux au cours du temps,
la dérivée temporelle d’un tenseur orthogonal est un tenseur d’ordre 2 non orthogonal car la
différence Q(t +h) — Q(t) n’est pas un tenseur orthogonal en général ®. On peut néanmoins
donner un résultat sur la dérivée temporelle d’un tenseur orthogonal :

Propriété 2.2 — Dérivée temporelle d’un tenseur orthogonal Si Q est un tenseur orthogonal
restant orthogonal au cours du temps, le tenseur QT ainsi que son transposé Q - sont
des tenseurs antisymétriques.

a"
dr >

Démonstration — La définition d’un tenseur orthogonal est [déf. 1.68 p. 40] :

0n)-Q" (1) =
En dérivant par rapport a ¢, il vient :
do’ d d
Q 0"+0- Q = o Q' = ( do QT> = a0 -Q" antisymétrique

dr dr

Son transposé (% -QT> = Q est aussi antisymétrique.

De méme, les tenseurs uniaxiaux ne sont pas un sous-espace vectoriel de V2, mais on a la
propriété suivante :

Propriété 2.3 — Dérivée temporelle d’un tenseur uniaxial unitaire. Si U est un tenseur
uniaxial unitaire restant uniaxial unitaire au cours du temps, alors sa dérivée temporelle lui est
orthogonale :

dU~
:U=0
dr

Démonstration — Cette propriété se démontre en dérivant temporellement 1’identité U:U=1.

Cas particulier des tenseurs réels du second ordre symétriques

La dérivée temporelle d’un tenseur symétrique du second ordre n’est pas plus compliquée que
celle de tous les autres tenseurs : sur une base indépendante du temps, les composantes de la
dérivée temporelle du tenseur sont la dérivée temporelle des composantes. Cependant, puisque
les tenseurs du second ordre symétriques possedent des caractéristiques spectrales (valeurs
propres et bases propres) qui ont un sens physique en mécanique des milieux continus, on va
s’intéresser aux Variations de leurs caractéristiques spectrales. Dans cette section, on se limite
aux tenseurs de V3 sym €t pOUr alléger les notations, on note X ) la dérivée temporelle d’un
tenseur (ou vecteur) X.

@ L’ensemble Q3 n’est pas un espace vectoriel.
3 En mécanique des milieux continus, cette notation de dérivée temporelle prendra un sens particulier : la dérivée
particulaire.
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Le tenseur réel $(¢) étant symétrique, il existe une base orthonormée {u;(¢)} construite sur les
directions propres de S telle que :

-

I
—

Sit)=) Ai(t)u;(t) @u;(t) [éq.(1.70) p. 38]

ol les A;(r) sont les valeurs propres réelles de S a I’instant ¢ et ou les u;(r) sont les vecteurs
unitaires d’une base propre orthonormée a I’instant 7. La dérivée temporelle de S s’écrit :

3

i% (1) @ui(t) + Y Ai(e) iy () @ui(t) +

i=1 i=1

Mw

Ai(t)u;(t) @u(t) 2.2)

—_

N s

Le tenseur § est symétrique. On définit les deux tenseurs symétriques S et § suivants :

i,-(t)u,-(t)@ui(t) 2.3)

|
™~

Il
-

S(1)

3

/I,-(t)u,-(t)®u,-(t)—|—27t,-(t)u,-(t)®ui(t) 2.4)

1 i=1

I
™

S(1)

— Le tenseur symétrique S est la dérivée de S a directions propres u; constantes, ses directions
propres sont celles de S, ses valeurs propres sont 4;) ;

— Le tenseur symétrique S est la dérivée de S a valeurs propres A; constantes (attention : ses
valeurs propres sont différentes de celles de S).

L’ équation (2.2) montre que la dérivée temporelle § est la somme de ces deux dérivées :
§=8+8 2.5)

Le tenseur S(z) étant réel et symétrique, et conservant ces propriétés au cours du temps, toute
base propre orthonormée {u;()} reste orthonormée dans son évolution. Il existe donc un vecteur
« vitesse de rotation de la base propre » 4 | noté @g, tel que :

u=0sNui=H: (®sxu;), Yi=1,273 [éq. (1.29) p. 28]
=Qg-u; Vi=1.273

ou le tenseur Qg = —H - Wy est antisymétrique.

La dérivée a valeurs propres constantes S [éq. (2.4) p. 51] s’écrit donc :

3
S= Z?L,(.Qs u; ®u,—|—2% u;R(Qs-u;)
i=1 i=1
3 3
= .QS . Z?L,’ll,‘@lli-i- (Z 7L,-u,-®u,-) Qg
i=1 i=1
S= QS-S Qg (Qg est antisymétrique) (2.6)

Connaissant S et S symétriques, on se propose de trouver les tenseurs symétriques S et S, qui
sont respectivement la dérivée a directions propres contantes et la dérivée a valeurs propres
constantes.

@) Par analogie avec la cinématique des solides
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Détermination de la vitesse de rotation des directions propres

Par un produit contracté avec S & gauche et a droite de I’équation (2.5) [p. 51], on obtient les
deux égalités :

A

S §=585+S85 e S585=855+85
Par différence de ces deux égalités (ou S .8 =8-S carils ont les mémes directions propres) :
§§-85-8§=8585-88 &  2asym(S-§)=2asym(S-S) (2.7)

Le tenseur symétrique S est solution de cette équation tensorielle antisymétrique (trois équations
scalaires).

La recherche de § = Qs -S—85-Qg [éq. (2.6) p. 51] se ramene a la recherche du tenseur
antisymétrique Q5. En remplagant S dans I’équation (2.7) [p. 52], le tenseur antisymétrique £
est solution de I’équation tensorielle antisymétrique :

Zasym(S-S) :S'(QS'S—S‘QS) —(Qs~S—S'QS) -S
—=28-Q5-5—-8-Q5—Qg-5? (2.8)

Le tenseur antisymétrique recherché Qg = —H - @g se ramene a la recherche du vecteur @s.
L’équation tensorielle antisymétrique (2.8) s’écrit donc :

2asym(S-8§) = —28- (H-ws)-S+5° (H-@s) + (H - @) - (2.9)

Cette équation tensorielle antisymétrique est équivalente a 1I’équation vectorielle suivante (égalité
des vecteurs adjoints) :

2H :asym(S-$§)= —2H:(S-(H-s)-S)+H: (8- (H-ws5))+H: ((H @s)-S*) (2.10)

En utilisant les propriétés de complete antisymétrie du tenseur d’orientation H et la symétrie
de S, on vérifie aisément les identités suivantes ©) :

H:(S-(Hws)S)=(H-S):(S'H)) o

H:($* (H-05)=((5:5)G—5%) - o

H:((H -o5)-8*)=((5:5G-5%) o5
En utilisant ces identités dans 1’équation (2.10), on trouve que le vecteur @y est solution de
I’équation vectorielle :

H:asym(S-$) = [~(H-S): (S-H)+(S:5)G -] -@s (2.11)

v T

ol v est un vecteur et T un tenseur du second ordre symétrique, tous les deux connus. La
recherche du vecteur vitesse de rotation des bases propres @g se ramene donc a la résolution
de I’équation (2.11), qui lorsque I’on exprime les composantes de S et § dans une base de

©® Un lecteur craignant les manipulations d’indices pourra vérifier ces identités a 1’aide d’un logiciel de calcul
formel.
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calcul quelconque se ramene a la résolution d’un systeme linéaire de trois équations a trois
inconnues :
e _ . °
V] = (1] [ws]

En se plagant dans une base propre orthonormée de S, on trouve facilement que le déterminant
de ce systeme d’équations est :

detT = det[T'.] = (QL] — /12)2 (AQ — )L3)2 (13 —M )2 (2.12)

On en déduit que si les valeurs propres de § sont distinctes alors detT # 0 et la solution @g de
I’équation (2.11) est unique :

0s=T ' v=[—(H-S): (S-H)+(S:5)G—-S§?] ' -H:asym(S-$) (2.13)

En revanche, si les valeurs propres de S ne sont pas distinctes, alors det T = 0 et la formule (2.13)
est invalide car le tenseur T n’est pas inversible. Il y a une infinité de solutions en @, et on peut
prendre I’une quelconque d’entre elles.

Remarque — Bien que 1’équation vectorielle (2.11) puisse étre écrite et résolue dans toute base, il
est intéressant de 1’écrire dans une base propre orthonormée de S. Elle se réduit au systéme de trois
équations suivant :

$23 (A — A3) = 01 (A2 — A3)*
s31(A —4) = @ (A3 — A1)?
$12(M = A2) = @3 (A1 — An)?

ce qui montre que toute composante de la vitesse de rotation @g normale a un plan propre du tenseur S
est indéterminée. Si les valeurs propres de S sont distinctes, la solution est unique et les composantes
dans une base propre orthonormée de S de la vitesse de rotation de la base propre de S sont :

8§23 ] 513 ) S12

wl:/lz—/h ’ 0)2:711—13 ’ 0)3:/11—/12

Synthése
La dérivée temporelle S d’un tenseur symétrique S peut étre décomposée en une somme :
S=8S+S8
ou :
— le tenseur § est la dérivée a directions propres constantes ; ses valeurs propres sont les dérivées
des valeurs propres de S.
— le tenseur S est la dérivée a valeurs propres constantes (tenseur du second ordre fonction de la

vitesse de rotation de la base propre).
Les tenseurs S et § étant connus, on détermine § et § comme suit :
1. Le vecteur vitesse de rotation @s des bases propres de S est une solution de 1’équation
vectorielle :
H:asym(S-8)=[—(H-S):(S-H)+(S:5)G—5%] o5 (2.14)

ordre 1 ordre 2, symétrique

Si la solution n’est pas unique (les composantes de @g normales aux éventuels plans propres
sont indéterminées), on peut prendre 1’'une quelconque d’entre elles.
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2. On calcule Q5 = —H - @g (antisymétrique)

3. La dérivée a valeurs propres constantes est : § = Qg-S —S- Qg (symétrique de trace nulle).

4. La dérivée a base propre constante est : § =S —§ (symétrique, de méme directions propres
que S).

Quelques propriétés algébriques de S et §
Soit 8’ un tenseur symétrique de mémes directions propres que S.
§:85=8:(Qs-8) -85 :(S Q)
=(85-8):Qs—(5-8): Q5 [éq. (1.48)p.34]
=(5-S-S5-5):Q;

§':8§=0 (carSetS commutent) (2.15)
En particulier, on a les orthogonalités tensorielles suivantes :
$:8=0 (§'=Sdanséq.(2.15) et 8§:8=0 (8 =8 danséq. (2.15) (2.16)
En utilisant ces propriétés, on établit sans difficulté les dérivées temporelles utiles suivantes :
(rS) =S =tr(§+8) =tr§ (2.17)
(devS) = devS = dev(S+8) = devS +S = (devS)+S (2.18)
S . S 4 s S .
\|S||':m:S:m:(S+S):m:S (2.19)
| devS| = szzi'!\ :devS (2.20)
(detS) = (SuG —S1S+8%): 8 = (SuG —SiS+5%):§ (2.21)
= (det8)S7':8 (sis ! existe) (2.22)
(detdevS) = (devS)’ : devS (2.23)

ot {8, S, Su } sont les trois invariants fondamentaux de S [éq. (1.56), (1.57) et (1.58) p. 36].

Fonctions scalaires d’une variable tensorielle

En mécanique des milieux continus, on a besoin d’envisager des fonctions a valeur scalaire dont
I’argument est tensoriel :

Tever L, f(T)eRr (2.24)

et on veut connaitre les variations du scalaire f(7') quand I’argument tensoriel T varie.

Remarques — La dérivée habituelle, en x, d’une fonction g : R — V®” est I’application g’ (notée
aussi ‘;—5) définie par :

g(x+h)—g(x) ®p
—F——=cV

h—0 h
On ne peut pas généraliser cette définition pour x et i tensoriels car la division par un tenseur n’a
aucun sens. D’autre part, les fonctions f envisagées en €q. (2.24) sont a valeur scalaire ; pour que
I’application f ait un sens, la valeur du réel f(T) doit étre indépendante de la base dans laquelle
on exprime les composantes du tenseur T. Les fonctions V¥7 — R sont donc une sous-classe des
fonctions a n? variables réelles indépendantes.
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Opérateur linéaire tangent

La description des variations d’un argument tensoriel d’ordre p est plus compliquée que pour
les fonctions a variables réelles car les tenseurs d’ordre p sont dans un espace vectoriel de
dimension n”, alors que R est de dimension 1.

Une variation arbitraire de I’argument tensoriel T sera notée dT. C’est un tenseur de méme
ordre. A chaque variation arbitraire dT du tenseur T correspond une variation f(T +dT) — f(T)
différente.

Définition 2.4 — Différentiabilité. On dit que I’application f : T € V®7 EN f(T) e Rest
différentiable en T s’il existe une application linéaire, notée V f, appelée application linéaire
tangente a f en T, telle que :

VAT € V¥P| f(T +dT)— f(T) =Vf@"dT + ||dT||0(dT) €R (2.25)

ot (dT) est une fonction V¥” — R quelconque qui tend vers 0 quand dT — 0, et ou & est le
produit contracté p fois.

Les régles de 1’algebre tensorielle impliquent que 1’opérateur linéaire tangent V f est un tenseur
d’ordre p.

Définition 2.5 — Différentielle. Si1’opérateur V f existe, le scalaire df = V f ®@" dT est appelé
différentielle de f.

Avec cette définition, 1’équation (2.25) s’écrit :

f(T+dT) - f(T) =df +|dT| &(dT)

Lorsque la variation arbitraire dT — 0, le terme ||dT|| &(dT) tend vers O plus vite que le
terme df = Vf®"dT qui est linéaire en dT. Ainsi, quand dT — 0, la différentielle df — 0 en
s’approchant de la variation exacte f(T +dT) — f(T) qui tend aussi vers 0.

Remarques — L’operateur linéaire tangent V f est souvent noté d; Dans ce cas la différentielle
de f s’écrit : df = dT / R dT. Mais il faut bien considérer la « fraction » g; comme un symbole
indissociable ! Il ne s’agit nullement d’une division et le produit p-contracté « @ » n’est pas une

simple multiplication. Toute « simplification » par dT n’aurait aucun sens !

La différentielle df =V f " dT = f(T +dT) — f(T) — ||dT || &(dT), est notée avec I’opérateur « d » ;
la variation arbitraire dT de la variable tensorielle T est notée avec le méme symbole « d ». Ces deux
quantités sont souvent appelées « petites variations » de f et de T'. Il faut bien noter que : d’une part,
ces deux quantités ne sont pas nécessairement « petites » ; d’autre part, si la quantité dT est bien une
variation arbitraire de T, la quantité d f n’est pas une variation exacte de f. L’équation (2.25) montre
que lorsque I’on passe a la limite dT — 0, les deux quantités df et f(T 4+ dT) — f(T) tendent vers 0
en s’approchant 1’une de I’autre.

L’ opérateur linéaire tangent V f, quand il est noté %, est souvent improprement appelé « dérivée

de f par rapport a T » bien qu’il ne s’agisse nullement d’une limite puisque le résultat dépend de la
direction de dT dans I’espace V®? (voir la définition 2.6 ci-apres).

En divisant I’égalité (2.25) [p. 55] par ||dT ||, il vient :

f(T+dT) —f(T) —p dT
=V —— 4+ 0(dT 2.26
az] " qary oD (2:26)




2.2.2

2.2.3

56 Chapitre 2. Fonctions tensorielles

ou le tenseur %, d’ordre p est un tenseur de norme unité dans I’espace V®”. Lorsque 1’on
passe a la limite dT" — 0, le tenseur % tend vers un tenseur unitaire T'o et on peut alors définir

la dérivée de f dans la « direction tensorielle » (® unitaire T :

Définition 2.6 — Dérivée dans la direction tensorielle unitaire To. On appelle dérivée de la
fonction f(T') dans la direction tensorielle unitaire T, la limite suivante :

o T+dT)—AT)
@)= =

arT]|

=Vfe'T,

Dérivée de fonctions composées

S’il existe une fonction F : R — V*? telle que T = F(t), alors la fonction h = foF est une
fonction R — R, telle que h(t) = f(T) = f(F(t)), dont la dérivée par rapport a ¢ est :

H(r) = lim hie +dr) —h(t) (2.27)

dr—0 dr

Or,

h(t+dr) = f(F(t+dr)) = f(F(t) +dF + |dt| O(dt))
=f(F(t))+Vf®" (dF + |dt| 6(dt)) + ||dF +|dt| 0(dr)|| € (dF + |dt| O(dr))
N

()

=

On en déduit :

W Ve (% +on)) + ||+ oo (aF + @ o)

En passant a la limite df — 0 (= dF — 0), on trouve que la dérivée définie en (2.27) est :

dF

W (t)=VfR'F'(t) (Vf et F’ sont des tenseurs d’ordre p) (2.28)
La formule (2.28) est une généralisation de la dérivation des fonctions composées.

dh _,dF dh df _,dT
Remarque — L’équation (2.28) peut s’ écrire - dr ®F < ouencore —- = d—; P o

Composantes de I’opérateur linéaire tangent

Pour alléger les écritures, on illustre la méthode avec des tenseurs de V?z. Le tenseur du second
ordre T peut étre défini par ses composantes dans une base tensorielle. Dans la suite, on prend
(par exemple) des composantes mixtes :

T=Texe (2.29)

Dans la base {e; ® e’ }, une variation arbitraire dT du tenseur T est définie par 9 variations d7";
arbitraires de chacune de ses composantes :

dT =dT'; e; e’

© Attention : le tenseur T est une direction unitaire de I’espace V&7 et non de ’espace V ; le tenseur T n’est pas
uniaxial au sens de la définition 1.80 [p. 44].
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A la fonction f(T) et i la base tensorielle 2 = {e; ® e/} choisie, on peut associer une fonc-
tion fz : R? — R telle que :

f(T) = fz(T', T, T3, T, T, T%,T°1,T°,,T73)

La fonction fy permet d’évaluer le scalaire f(T) en fonction des composantes de T dans la
base A. L’égalité df = dfy implique 1’égalité suivante :

(Vf)i/dT?; = 5T dr’;, vdr (2.30)
df=Vf:.dT dfy

On en déduit par identification les composantes du tenseur V f dans la base {€' @ e;} :

_ 9z dfz
i, aTi;

(V)i Vf= e we,

Position des indices — Les régles de sommation dans le produit doublement contracté V f : dT de
I’équation (2.30) impliquent que, quand on dérive la fonction f par rapport aux composantes d’une
certaine variance, on obtient les composantes de V f de variances inverses.

On généralise sans difficulté aux fonctions scalaires d’argument tensoriel d’ordre quelconque.
Par exemple, pour un tenseur d’ordre quatre T = 7" jkg e;Rel Qe;e’, les composantes du
tenseur d’ordre quatre V f dans la base 4 = {e' ®e; ®ek@ey} sont:

dfz
aTijkg

(V1) =

Variables tensorielles contraintes

En mécanique des milieux continus, la plupart des tenseurs du second ordre sont des tenseurs
symétriques par définition. Ils restent donc symétriques dans leurs variations.

Remarque — L’espace des tenseurs symétriques est un espace vectoriel de dimension 6 et le ten-
seur dT appartient a cet espace. A la fonction f(T) et a une base tensorielle %* bien choisie
(n’engendrant que des tenseurs symétriques /), on pourrait associer une fonction fizs : R® — R telle
que :

f(T) = fas(T11, T2, T3, Ta2, T2z, T33) (2.31)

ol les 7j; sont les composantes (ici complétement covariantes, la matrice [7,] est donc symétrique)
de T dans cette base. On pourrait toujours écrire df = dfys et donc

3 3 9 )
ij A
(Vf)deij:ZZ%dTij (2.32)
i=1j>i 94
Mais le terme de droite n’est pas le développement d’un double produit contracté et 1’identification
des composantes de V f sur la base n’est plus possible !

) par exemple, la 6-base :

e! ®e1,(e1 ®e2+e2®e1),(ez®e3+e3®e2),ez®e2,(e3®e1 +e! ®e3),e3®e3
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D’autres contraintes sur les variations dT peuvent intervenir : par exemple le tenseur T est
par définition sphérique, ou de trace nulle, ou antisymétrique. A chaque fois, la dimension de
I’espace vectoriel dans lequel le tenseur dT arbitraire peut évoluer est différente. Plutot que
d’établir une définition particuliere de I’opérateur linéaire tangent pour chaque type de contrainte,
on va utiliser un théoréeme qui nous permet dans certains cas « d’ignorer la contrainte » pendant
la dérivation puis de la rétablir ensuite aprés dérivation.

® Théoreme 2.7 — Soit fune fonction de m variables réelles x; (i = 1,--- ,m), certaines variables
étant liées aux autres par r égalités de la forme :

Xk :hk( 7xp¢[];r]7"') ke [1;1’]

alors, dj?: ngdxl
i=19Xi

{a=h (- 7xp§§[l;r]7'") ke[l;r]}

Autrement dit, si certaines variables x; sont des fonctions des autres variables, on peut dériver f
comme si les x; n’étaient pas liés, puis remplacer ensuite dans le résultat, les variables liées xi
par leur expression en fonction des autres.

Démonstration — Pour alléger les écritures, on suppose que fa quatre variables xp, x, x3 et x4 et qu’il
n’y a qu’une seule contrainte x; = A (x2,x3). On définit la fonction g de 3 variables indépendantes de
la manicre suivante :

g(x2,x3,x4) = f(h1(x2,%3),%2,X3,%4)
Pour une variation arbitraire (dx;,dx;, dxs,dxs) satisfaisant les contraintes, on a évidemment df: dg
et donc en utilisant la régle de dérivation des fonctions composées :

dg (9f dh (97]va . dg (9f dh if . ﬁ - Lf

8)62 &xl 8x2 + &XQ ’ a)C3 8)61 aX3 + aX3 ’ aX4 o 8)64

et la différentielle de g est donc :

(8f8h1 8f)dx+(8f8h1 Bf)\ of

I I o1 o o) BT gy,
_ A o of « of . of
= o (axzdxz 93 axs) + o2t g dat gy da

dhy
On peut donc calculer la différentielle sous contrainte en posant formellement :

f of of of
d dx ——dxy + =—dx3 + =—dx.
f 1 +=— FP 2+ = ons 3+ — o 4
dh dh
puis remplacer x| par h;(xp,x3) et remplacer dx; par e, + = dxs.
8x2 aX3

Il faut bien noter que la méthode de calcul des composantes de Vf(T) avec des contraintes
sur T qui vient d’étre donnée, n’est valable que si les contraintes sur les composantes peuvent
s’exprimer strictement sous la forme donnée dans le théoreme 2.7 [p.58]. Ce n’est notamment
pas le cas pour une contrainte du type « T orthogonal » ou « T uniaxial » ou encore ||T| = 1.
Les ensembles de tenseurs soumis a ces contraintes ne sont pas des espaces vectoriels et le
tenseur dT" n’appartient donc pas a ces ensembles. Dans ces cas, la contrainte sur T ne se traduit
pas par une expression de certaines composantes en fonction d’autres (les fonctions /A n’existent

pas).
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Exemple — La fonction f : V3®2 — R définie par f(Q) = Q: Q avec la contrainte « Q orthogonal »
est une fonction qui vaut 3 VQ € Q3. L’opérateur linéaire tangent V f est donc évidemment nul. Or,
la formule de dérivation sans contraintes est : V(T : T) = 2T [éq. (2.34) p. 59]. On voit bien que la
contrainte « Q orthogonal » appliquée apres dérivation ne donne pas 0 mais 2Q. De fait, la contrainte
« Q orthogonal » ne peut pas se réduire a des relations de certaines composantes de Q en fonction des
autres telles que celles précisées dans le théoreme 2.7 [p. 58]. Le théoréme n’est donc pas applicable.

En pratique, le théoréme est utilisable pour des contraintes de symétrie ou d’antisymétrie (avec
des relations portant sur des composantes non mixtes) ou des contraintes de sphéricité ou de
trace nulle (avec des relations portant sur des composantes mixtes).

Fonctions scalaires de plusieurs tenseurs

En mécanique des milieux continus, il arrive que des fonctions a valeur scalaire soient a plusieurs
arguments tensoriels T';, d’ordre respectif p;.

Définition 2.8 — Opérateur tangent partiel. Soit f(Ty,---,T,,) une fonction scalaire de m
tenseurs ol les tenseurs T'; sont d’ordre p;. On appelle opérateur tangent partiel (ou « dérivée
partielle » de f), noté dr, f, I’opérateur linéaire tangent de f quand I’argument tensoriel T'; varie,
les autres étant constants.

Les régles de ’algebre tensorielle impliquent que le tenseur d; f est un tenseur d’ordre p;. La
différentielle de f s’écrit :

df = Y oy, f2"dT;
i=1

Exemple — Soit f(P,Q) € R ol P et Q sont des tenseurs d’ordre respectifs p et q. Le tenseur dp f
est I’opérateur linéaire tangent de f quand le tenseur P varie a Q constant ; il est donc d’ordre p . De
méme le tenseur dg f est d’ordre g. Pour toute variation arbitraire des arguments tensoriels (liés ou
non par une contrainte), la différentielle est :

df:apf®de+an®qu

Quelques identités utiles

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes dans lesquelles x et y sont des
vecteurs et T et U sont des tenseurs du second ordre :
— Opérateurs linéaires tangents de fonctions scalaires a variables vectorielles :

X

du(x-y) =y V(x-x)=2x Vil = (2.33)

— Opérateurs linéaires tangents de fonctions scalaires a variables tensorielles d’ordre 2 :
Ir(T:U)=U  V(T:T)=2T v|T| _!;H (2.34)
VuT =G Viu(T?) =2T" Vu(T")=n(T"HT" (2.35)
V() =G V(ly)=hG-T"  V(Tm)=TuG-LT"+T?7 (2.36)

=TT~ " (si T inversible) (2.37)
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— Dérivées temporelles de fonctions scalaires a une variable tensorielle :

dlx| x d d|T| T dT d(eT”) . dT
- .= puut Ll R B Sl — 2 =pn(T" — 2.38
P IR PR R IR a Iy (2.38)
et R M one-17):=— o me-nr 41— (23
dr f dr dr (G ) dr dr (G —1HT "+ ) dr (2.39)
dr
= THIT7T : & (si T inversible)  (2.40)

Remarque — Les résultats eq. (2.37) et (2.40) s’établissent en utilisant I’identité de Cayley-Hamilton.

2.3.2 Fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels

= Définition 2.9 — Rotation d’un vecteur. La rotation par Q € Q3 d’un vecteur v est le vecteur :

Fo(v) =Q-v

= Définition 2.10 — Rotation d’un tenseur d’ordre 2. La rotation par Q € Q3 d’un tenseur du
second ordre T est le tenseur du second ordre :

Zo(T)=Q-T-Q"

= Propriété 2.11 — Rotation des tenseurs du second ordre. Les propriétés algébriques des
tenseurs orthogonaux [éq. (1.82) et suivantes p. 41] montrent que les tenseurs du second ordre T
et Zo(T') ont les mémes valeurs propres et que leurs vecteurs propres se transforment par Zg.
En outre, si T est symétrique ou antisymétrique ou sphérique ou déviatorique ou orthogonal ou
symétrique défini positf, Zg(T') a les mémes propriétés. Une base propre de T se transforme
par Zg en une base propre de Zo(T).

On montre en annexe B [éq. (B.1) p. 108] comment écrire tensoriellement la rotation de tenseurs
d’ordre supérieur a deux .

= Définition 2.12 — Fonction scalaire isotrope. Une fonction a valeur scalaire et d’arguments
tensoriels est dite isotrope si elle est invariante par toute rotation de ses arguments :

f(Tlv"'7Tn) :f(‘%Q(Tl)a"‘ 7‘@Q(Tn))v VO Qs

En mécanique des milieux continus, il arrive souvent que I’on impose cette propriété d’isotropie a
certaines fonctions réelles d’arguments tensoriels, c’est-a-dire que leur valeur doit étre insensible
a toute rotation de ses arguments tensoriels .

= Théoreme 2.13 — Fonctions isotropes. Si f(T,...,T,) est une fonction scalaire isotrope, il
existe une fonction f de m arguments scalaires telle que :

FT1yeTa) = Flh,e o d)

Les m arguments {I; ... I, } de f sont des scalaires (des invariants) calculés a partir d’un ou
plusieurs des arguments tensoriels de f. Cette liste dépend a la fois de I’ordre de tensorialité et

® La justification physique de cette condition apparaitra en mécanique des milieux continus : elle signifie que la
grandeur scalaire f(Ty,...,T,) doit avoir la méme valeur pour tous les observateurs (objectivité de f).
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du nombre d’arguments tensoriels de f. Le nombre m de ces scalaires est toujours inférieur au
nombre total de composantes des arguments tensoriels.

Le grand intérét de ce théoréme est de pouvoir remplacer des fonctions scalaires isotropes
d’arguments tensoriels par des fonctions scalaires d’arguments scalaires, dont le maniement est
plus aisé .

La démonstration de ce théoréme pour des arguments tensoriels appartenant a V3 ou a V?Z est
donnée dans I’annexe B [p. 107]. On ne présente ici que quelques résultats. Dans ce qui suit, v est
un vecteur et S est un tenseur du second ordre symétrique '), d’invariants fondamentaux Sy, Sy
et Syyr et de valeurs propres s1, 57 et s3 :

f(v) isotrope = 3f tel que f(v) = F(|[v]])

f(S) isotrope = 3f tel que £(S) = £(S1, S, Sur)
f'(trS, tr(8?), tr(S?)

= f"(s1,52,53)

fvv)isotrope = 3Ftel que F(v,v') = F(|Iv]l, ]|,y
f(v,8)isotrope = 3f tel que £(v,8) = F(|[v|[,S1,Su,Sm,v-S-v,v-8%-v)

On trouvera en annexe, section B.7 [p. 120] des résultats plus complets. Comme on peut le
constater, par exemple dans le cas f(S) ol on a donné plusieurs listes possibles, les listes
d’invariants {I,,,--- ,I,} ne sont pas uniques, mais leur longueur est toujours la méme et le
jacobien de la transformation {/;, b, - ,I,} <> {I{,1},--- ,I),} est non nul.

Remarques — Les démonstrations données dans 1’annexe B permettent d’interpréter géométrique-
ment les invariants dits « croisés » (ceux qui sont calculés a partir de plusieurs arguments tensoriels
de f) : ils traduisent le fait que dans toute rotation %’Q, les orientations relatives des différents
arguments tensoriels de f restent invariantes.

Par exemple, I’invariant v-v' du cas f(v,v') traduit ’angle non orienté entre les deux arguments
vectoriels. De méme, on montre dans I’annexe [remarque B.5.2 p. 116] que les deux invariants v-S - v
etv-S2-vducas f(v,S) sont deux scalaires nécessaires et suffisants pour préciser I’orientation relative
de la direction non orientée v @ v par rapport aux directions propres du tenseur symétrique du second
ordre S. On peut trouver d’autres invariants croisés physiquement plus significatifs pour représenter
la méme information.

Enfin, si certains arguments tensoriels de f présentent des particularités permanentes (norme unité,
trace nulle etc.), le nombre de variables de f s’en trouve diminué. Par exemple, si V' est par définition
un vecteur unitaire, I’argument ||v'|| constamment égal & 1 n’est plus une variable de la fonction f.

2.4 Fonctions tensorielles d’arguments tensoriels
2.4.1 Fonctions d’un argument tensoriel

On considere maintenant des applications f : V? P V?q. Si I’application f(T) est différentiable
en T, I’opérateur linéaire tangent est défini par :

df =VferdT (2.41)

© Notamment, lorsque les arguments tensoriels varient, on n’a plus a « dériver par rapport a des tenseurs »
éventuellement contraints [théoreme 2.7 p. 58].
(10 Tout tenseur du second ordre pouvant étre décomposé en parties symétrique et antisymétrique, et les tenseurs
antisymétriques étant isomorphes a leur vecteur adjoint, un argument tensoriel du second ordre quelconque peut donc
&tre vu comme un couple d’arguments indépendants, I’un symétrique du second ordre et 1’autre vectoriel.
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ol df € V3 etdT € V5. L opérateur linéaire tangent V f est donc un tenseur d’ordre p+g. Ses
composantes dans une base fixe se calculent suivant les mémes regles que précédemment.

Exemple — Si p =2 et g =2, 'opérateur linéaire tangent Vf de 'application T = f(U) est d’ordre
4, et ses composantes dans une base sont par exemple :

aTl (Ulla"' 5U33)
AU

(Vf ) (2.42)

Noter qu’ici encore, la dérivation par rapport & une composante de certaines variances donne une
composante de Vf de variances inverses.

Cas particulier des endomorphismes inversibles V < V

Soit f un endomorphisme (a priori non linéaire) inversible V <> V : v = f(u). L’inversibilité
de f implique qu’il existe f~! tel que u = f~'(v).

Les opérateurs linéaires tangents des deux applications f et f~! sont définis par :
dv=Vf-du et du=V(f')-dv

Les opérateurs linéaires tangents Vf et V(f~!) sont donc tous les deux des tenseurs d’ordre 2,
c’est-a-dire des endomorphismes linéaires V — V. Les deux égalités ci-dessus montrent qu’ils
sont inverses. On a donc :

f:V = Vinversible = V(f!)=(vf)! (2.43)

Matrice jacobienne — Dans le cas des endomorphismes (a priori non linéaires) f : V — V, et
lorsque les composantes des vecteurs de V sont données dans une base orthonormée, la matrice des
composantes de 1’opérateur linéaire tangent V f dans cette base est appelée matrice jacobienne, et son
déterminant est appelé jacobien de la fonction f.

2.4.2 Fonctions tensorielles de plusieurs arguments tensoriels

On définit sans difficulté les opérateurs linéaires tangents partiels comme étant les opérateurs
linéaires tangents de ’application f, a valeur tensorielle d’ordre p, quand I’un de ses arguments
tensoriel T; varie, les autres étant constants. La différentielle de 1’application f(Ty,...,T,,)
s’écrit :

df = Z&T[f@”" dT; ver
i=1

ol p; est I’ordre du tenseur T'; et ou 3T,. f est un tenseur d’ordre p + p;. Si les tenseurs T'; sont
fonctions d’un parametre réel ¢, on montre facilement que :

dT;

n n
'(t) = ZaTif@”i Ti(t) quel’on peut encore écrire : —f Z r.f@" &
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2.4.3 Fonctions tensorielles isotropes

= Définition 2.14 — Une fonction tensorielle f(Ty,---,T,) € V®? est dite isotrope si :

‘%Q<f(Tla s :Tn)) :f(%Q(Tl)f" v%Q(Tn)) (2.44)

Remarque — C’est notamment le cas des lois de comportement mécanique des milieux continus
qui sont de la forme o = f(7,X1,X>,...) ol O est le tenseur des contraintes, T est la température et
les X; sont des vecteurs ou des tenseurs. La fonction f doit étre isotrope pour garantir I’invariance de
la loi dans tout changement d’observateur (' V.

2.5 En bref...

La dérivation temporelle d’un tenseur conserve la symétrie, I’antisymétrie, la sphéricité et la
trace nulle, mais pas 1’orthogonalité ni la norme ni 1’uniaxialité.

On définit des opérateurs linéaires tangents (« dérivée par rapport a un tenseur »), éventuellement
partiels, de fonctions scalaires ou tensorielles d’arguments tensoriels.

Les fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels peuvent étre remplacées par des fonctions
scalaires d’arguments scalaires.

(D Linvariance d’une loi dans tout changement d’observateur sera appelée universalité de la loi. L'universalité
imposée aux lois de comportement mécanique est aussi souvent appelée « principe de I’indifférence matérielle ».






3

Champs tensoriels

En mécanique des milieux continus, certaines grandeurs physiques, comme par exemple les
efforts intérieurs, les déformations et les vitesses de déformation, sont mathématiquement
représentées par des tenseurs du second ordre. D’autres grandeurs sont représentées par des
tenseurs d’ordre inférieur (vecteurs ou scalaires). Quelque soit leur ordre, ces tenseurs ont en
général une valeur différente en chaque point M d’un domaine Z de 1’espace occupé par un
milieu continu. Les grandeurs physiques sont donc décrites par des champs de tenseurs :

VMe2 — T(M)eV®r

On suppose que I’espace physique qui nous entoure est représentable par un espace affine
tridimensionnel (!’ de points, qui sera noté &3. On aura donc 2 envisager des champs scalaires
(tenseurs d’ordre 0), des champs vectoriels (tenseurs d’ordre 1) et des champs tensoriels (tenseurs
d’ordre supérieur a 1).

L’ objectif de ce chapitre est de présenter 1’analyse des champs quel que soit le systeéme de
coordonnées utilisé. La définition des opérateurs différentiels gradient, divergence, rotationnel et
laplacien sera donnée sous forme tensorielle, donc valable indépendamment de tout systeme de
coordonnées et de toute base. Accessoirement, la démarche permettra de construire de maniere
systématique des formulaires donnant les composantes de ces opérateurs différentiels sur les
bases locales de ces systemes de coordonnées.

Notation pour les dérivées partielles par rapport aux coordonnées

Soit f(x!,x?,x*) une fonction tensorielle quelconque des trois coordonnées réelles (x',x?,x3) et
a valeur dans V?” , p 2 0. Dans ce chapitre, on fait grand usage de dérivées partielles par rapport
aux coordonnées. En calcul tensoriel, il est d’'usage d’employer des notations plus concises que
les notations habituelles ; dans la littérature spécialisée, on trouve deux notations pour la dérivée
partielle d’une fonction f par rapport a la i¢ coordonnée :

of of
o =2 o

.f oubien fi

Dans la seconde notation, les indices qui suivent la virgule sont des indices de dérivation (s’il
y en a plusieurs, leur ordre est donc indifférent). Cette notation est la plus concise et présente
des avantages d’ordre d’indices qui apparaitront plus loin. On utilisera systématiquement cette
seconde notation dans la suite.

(U Certaines des notions qui suivent sont généralisables a des dimensions supérieures, mais puisque dans ce cours,
on ne se préoccupe que de mécanique non relativiste, on se limite a &3.
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Systemes de coordonnées

Pour repérer les points M € &3, on choisit arbitrairement un point O € &3, que 1’on appelle origine,
et deux autres points A et B non alignés avec O. On sait alors associer de maniere biunivoque a
chaque point M de &3 le bipoint (O, M) € &3 x &3 et un vecteur, dit « libre », x); € V3 déterminé
par ses « composantes » sur la « base de points » {OA, OB,OC = OA N OB}. Le choix des trois
points (O,A, B) permet donc de confondre par isomorphisme les points de &3 et les vecteurs
deVj3:

Mcé& << xycV;

Remarque — En mécanique, le choix de trois points {O,A, B} permettant d’associer biunivoquement
a chaque point M € &3 un vecteur x; € V3 sera appelé choix d’un observateur. Le vecteur x;s sera
appelé vecteur position de M pour cet observateur. Ces définitions seront précisées rigoureusement en
cinématique des milieux continus.

On peut alors définir la différence entre deux points comme étant la différence entre les vecteurs
de V3 qui lui sont associés :

M/ —-M =Xpm — XM

La différence entre deux points est un vecteur indépendant du choix de I’ origine.

Choisir un systéme de coordonnées c’est choisir une méthode pour associer de maniere biuni-
voque un triplet de réels appelés coordonnées, que I’on notera (x',x%, x*), 2 chaque point M € &3.
Chaque méthode définit un systeme de coordonnées particulier. Si la méthode est correcte, on a

les bijections suivantes (au moins dans une certaine portion de I’espace) :

systtmede ) 4 p € &% choisis
(xl,xz,x3) cR3 — 7 ’MG; — xy €V G.D
coordonnées 3

Quand on a choisi un systéme de coordonnées, on dispose donc d’une application g: R> — V;
telle que :

On peut construire une infinité de systeémes de coordonnées.

Exemples de systemes de coordonnées —

Coordonnées cartésiennes Les coordonnées cartésiennes {x'} d’un point M sont les composantes
du vecteur x;; dans la « base de points » initialement choisie :

{E;} ={E| =0OA,E, = OB,E; = OC}
La fonction g est :
g(x' ¥ X*) =XE;

Coordonnées cylindriqgues On choisit k = OC/||OC|| et ug unitaire perpendiculaire a k dans le
plan AOC. Le demi-plan %y = (O,uy,k) est appelé demi-plan méridien de référence. Soit M le
point & repérer. On appelle demi-plan méridien de M le demi-plan &g = (O, x,k). On appelle
angle polaire 0 < 6 < 27 I’angle orienté autour de k de # & Hg. On note u le vecteur unitaire



3.2

3.2 Base naturelle d’un systeme de coordonnées 67

de Py perpendiculaire a k. Dans le demi-plan &g, le point M est repéré par ses coordonnées
cartésiennes r > 0 et z sur le repére orthonormé {O,u,k}. La fonction g est :

g(r,0,z) =ru(0)+zk

Pour pouvoir écrire des sommations, on pose x! =7, x> =0 et x> =z

Coordonnées sphériques Les choix arbitraires O, k, u et uy sont les mémes qu’en coordonnées
cylindriques mais le point M est repéré dans le demi-plan méridien 2y par ses coordonnées
polaires : r = ||OM]|| > 0 et I'angle @ = (k,x);) (0 < @ < 7). On note w le vecteur unitaire
w=O0M/||OM||. La fonction g est :

g(r,®,0) =rw(0,d)

Pour pouvoir écrire des sommations, on pose d=r=detx=6.

Coordonnées géographiques Elles sont semblables aux coordonnées sphériques, mais I’angle ¢ est
défini différemment : @ = (u,xp) (—7/2 < @ < w/2). L'angle 0 est la longitude, et ’angle ¢ la
latitude. La fonction g est :

g(r,e,0)=rw(6,0)

Pour pouvoir écrire des sommations, on pose x!

=rx*=0etx’=0.

On peut en inventer bien d’autres : par exemple, on peut choisir une surface . particuliere de &3,
repérer la projection m de M sur la surface . par deux coordonnées surfaciques, la troisieme
coordonnée étant la distance mM suivant la normale a la surface. Un tel systetme de coordonnées est
commode a utiliser en théorie des coques (mécanique des milieux continus minces). Autre exemple :
un systeéme de coordonnées toriques est commode pour repérer les points dans un coude de conduite.

En mécanique des milieux continus, le choix d’un systeme de coordonnées est généralement suggéré
par la forme du domaine & C &3 dans lequel on travaille : on choisit un syst¢eme de coordonnées qui
rend facile I’identification des points du domaine et de sa frontiere.

Dans ce chapitre, on se propose de faire de 1’analyse des champs en utilisant un systeme de
coordonnées quelconque : un point M de I’espace est repéré par trois réels {xl ,xz,x3} sous la
forme d’une application biunivoque g : R? <+ V3 non précisée. Aucune hypothése n’est faite
sur la signification géométrique des trois coordonnées (composante, produit scalaire, distance,
angle, etc.). La seule condition est que I’application g soit bien une bijection entre R? et les
points M de &3 représentés par leur vecteur x); € V3, au moins dans une certaine région de
’espace 2.

Base naturelle d’un systeme de coordonnées

Soit un systéme de coordonnées quelconque défini par xy; = g(x', x?,x%). Les dérivées partielles
de la fonction g sont des vecteurs :

i oyl 2 42
ig: lim gl.., X +h,...)—g(x",x*,x7)
ox h—0 h
Xk constant
kati
Définition 3.1 — Base naturelle. On appelle base naturelle en M du systeme de coordon-
nées x); = g(x!,x2, x*), le systéme de vecteurs {e;} défini par :
g
=2 =g 32
e=5"=8 (3.2)

@ Certains systémes de coordonnées ne sont pas des bijections en tout point de &3. C’est notamment le cas des
coordonnées cylindriques pour les points » = 0 et des coordonnées sphériques ou géographiques en r = 0 et aux pdles.
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L’inversibilité de la fonction g garantit que ces trois vecteurs forment une base de V3 car le
jacobien det[(g;)’] = det[(e;)’] = det[e; - /] = 1 est non nul. L’ordre des vecteurs de la base
naturelle est induit par I’ordre dans lequel on a classé les trois coordonnées {x'}. On peut
toujours choisir un ordre des coordonnées tel que la base naturelle soit directe. La base naturelle
d’un systéme de coordonnées n’est, en général, ni orthogonale ni normée. En outre, elle est
généralement variable avec le point M.

Bases naturelles de systemes de coordonnées usuels —
— en coordonnées cartésiennes, e; = E; , la base naturelle est donc la méme en tout point M ;
en coordonnées cylindriques :

u
96

e,=u ; eg=rv ; e=k ou v=

La base naturelle est orthogonale non normée et elle change avec le point M ;
— en coordonnées sphériques :

. N ow
e, =w ; ep=rt ; eg=rsmey ou t=—-—

I

La base naturelle est orthogonale non normée et elle change avec le point M ;
— en coordonnées géographiques :

N ow
e, =W  eg=rcosQv ; e,=rs Ol S=-—

a0

La base naturelle est orthogonale non normée et elle change avec le point M.

3.2.1 Base physique

Comme on le verra dans la suite, le principal avantage de la base naturelle est que les expressions
des composantes des opérateurs différentiels dans la base naturelle sont les mémes quel que soit
le systeme de coordonnées utilisé. En revanche, puisque les coordonnées ne sont généralement
pas toutes de méme nature géométrique (longueurs, produits scalaires, angles, etc.), la base
naturelle n’est généralement pas adimensionnelle.

Exemple — En coordonnées cylindriques, on vérifie aisément que les normes des vecteurs de la base
naturelle sont ||e,|| = 1 (adimensionnel), |leg|| = r (longueur) et ||e;|| = 1 (adimensionnel). Si v est
un vecteur vitesse et que 1’on écrit ses composantes contravariantes sur la base naturelle :

v=vie=1ve +1¢y +1e;
L’analyse dimensionnelle de cette égalité indique que les composantes v et v* ont la dimension d’une

vitesse, alors que la composante v? a la dimension d’une fréquence.

Pour éviter cet inconvénient, on définit la base physique :

= Définition 3.2 — Base physique. On appelle base physique (ou base locale), notée {e;}, la base
naturelle normée :

.= &
C e
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Par construction, la base {e;} est adimensionnelle et normée. En général, elle n’est pas ortho-
normée sauf si la base naturelle est orthogonale. Méme si 1’on effectue des calculs avec des
composantes de tenseurs sur la base naturelle ), il est préférable de présenter les résultats avec
des composantes de ces tenseurs sur la base physique, afin que la dimension des composantes
soit la méme que celle de la grandeur physique qu’elles représentent. Le changement de base est
toujours tres simple car la matrice de passage de la base naturelle {e;} a la base physique {e;}
est diagonale :

1
N . Terll 1
e;=Aliej avec [A%]=| 0 Tesl

(=]
o O

(3.3)

o |
D

1

llesl

o

Variations de la base naturelle

Une fois fait le choix d’un systeme de coordonnées, il définit la base naturelle {e; =g ;} en
chaque point M [éq. (3.2) p. 67]. La base naturelle varie en général avec M, c’est-a-dire avec les
coordonnées (x!,x?,x*) de M. On en étudie ici les variations.

Les dérivées des vecteurs de la base naturelle par rapport aux coordonnées sont des vecteurs. On
désigne leurs 27 composantes contravariantes sur la base naturelle comme suit :

eij=Iex < TIf=e;j-€ [&.(112)p.14] (3.4)

Le nombre Fij-‘ est la k* composante contravariante du vecteur e; ; sur la base naturelle {e, }. Ces
27 nombres sont appelés coefficients de Christoffel.

Pour les calculer, 1a méthode la plus simple est souvent de calculer directement la dérivée
des vecteurs de la base naturelle i partir de leur définition ® et d’en donner les composantes
contravariantes sur la base naturelle. Néanmoins, on va montrer que les coefficients de Christoftel
peuvent se calculer de facon systématique en fonction des dérivées des composantes sur la base
naturelle du tenseur métrique .

La définition du systéme de coordonnées xy; = g(x!,x%,x%) et ses dérivées étant des fonctions

suffisamment régulieres des coordonnées, on peut écrire :

e, =1(8:),=8i=8,i=(8)i=¢eji = 1—;;( = F/f (3.5)

Les 27 coefficients de Christoffel Flf sont donc symétriques par rapport aux indices inférieurs. Il
suffit donc de n’en calculer que 18. Compte tenu de cette symétrie, la dérivée d’un vecteur de
base peut s’écrire :

1
€= E(ei,j +eji)

) Les calculs y sont généralement plus simples, notamment les intégrations d’équations différentielles.
) Cette définition dépend du systeme de coordonnées choisi.
©) Cette méthode de calcul systématique est plus facilement programmable dans un logiciel de calcul formel.
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Calculons maintenant les 1?;? :

205 = (eji+eij) €
=g (e, +e,;,j) ey [éq. (1.26) p. 26]
gH( +lei-en)j—eui-ej—ey-e)
k
=g"((e; 'eu) +(ei-eu),—eiu-ej—eju-ei)
g ((ej-en)i+(ei-en),—(ei-ej) )
=8 “(gj,ul“‘gl,uj gij,u) 3.6)
ol les goe sont les composantes covariantes du tenseur métrique sur la base naturelle : g;; =e; -e;
[éq. (1.21) p. 25].
On calcule maintenant les dérivées des vecteurs de la base duale {e®}. On pose comme précé-
demment 27 nouveaux coefficients I’ {k a déterminer :
—r"eé
En remarquant que :
ej-e/ = 6’ = (e,-~ej),k=0 = ei'ej,k—i-ej'ei,k:()
on en déduit que :
Les dérivées des vecteurs de la base duale s’expriment donc aussi avec les coefficients de

Christoffel I} :

e/, =-Ie (3.7)

Chaque systeme de coordonnées a donc sa propre collection de coefficients de Christoffel I; f,
que I’on peut calculer une fois pour toutes.

Cas particulier des coordonnées cartésiennes — On a vu dans les exemples de systémes de coor-
données que la base naturelle d’un systeme de coordonnées cartésiennes (orthonormées ou non) est
la méme en tout point. Elle n’est donc pas fonction des coordonnées du point et les coefficients de
Christoffel sont donc tous nuls. C’est cette particularité qui rend ce systeéme de coordonnées tres
populaire car il évite leur calcul.

Les coefficients de Christoffel F k ne sont pas les composantes d’un tenseur d’ordre 3. Pour s’en
convaincre, il suffit de vérifier que les formules de changement de base des I * ne sont pas celles
d’un tenseur. On ne peut donc pas utiliser la regle de « 1’ascenseur d’indices » [regle 1.36 p. 26]
pour faire monter ou descendre les indices des coefficients de Christoffel.

Gradient d’un champ tensoriel

Un champ tensoriel T est une application qui associe a tout point M € & C &3 un tenseur
d’ordre p :

Mea L T(Mm)ever
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Définition 3.3 — Gradient. On dit que le champ tensoriel T (M) d’ordre p est différentiable
en M s’il existe un opérateur linéaire, noté gradT, et appelé gradient du champ T au point M tel
que :

T (M')—T (M) =gradT -MM'+ |MM'| 6 (MM') VMM’ (3.8)

ol &(MM'’) est une fonction quelconque a valeur dans V®7 et qui tend vers le tenseur nul
d’ordre p quand M’ — M.

Si le champ T (M) est partout différentiable dans un domaine &, on définit ainsi sur & un champ
de tenseurs (gradT )(M).

Théoréme 3.4 — Le champ gradient d’un champ tensoriel d’ordre p est un champ tensoriel
d’ordre p+1.

Démonstration — La différence T (M’) — T (M) est un tenseur d’ordre p et le vecteur MM’ est
un tenseur d’ordre 1. Les regles du produit contracté simple dans I’équation (3.8) impliquent que
I’opérateur linéaire grad T est un tenseur d’ordre p+ 1.

Définition 3.5 — Différentielle d’un champ. Soit T (M) un champ tensoriel d’ordre p différen-
tiable en M et soit grad T son gradient (d’ordre p+ 1) en M. Soit dM une variation arbitraire du
point M. On appelle différentielle en M du champ T (M) la quantité tensorielle d’ordre p définie
par :

dT =gradT -dM [éq. (2.41)p. 61] 3.9

Remarque — La différentiabilité en M du champ T (M) [éq. (3.8) p. 71] signifie que localement
autour de M, la variation exacte T(M') — T (M) peut &tre approximée par gradT - MM’, avec une
erreur d’autant plus petite que M’ est proche de M et ceci quelle que soit la direction du vecteur MM’
La différentielle dT n’est pas la variation de T quand on passe du point M au point M’, la variation
exacte de T est :

T(M +dM) —T (M) = dT + ||dM| 6(dM)

Gradient et V — Tl découle de I’équation (3.8) [p. 71] que grad T est un opérateur linéaire V3 — V;@”
qui est I’opérateur linéaire tangent d’une application, a priori non linéaire, T (M) : & — V?” .Ce
n’est que si I’on a choisi trois points (0, A, B) dans &3, pour construire un isomorphisme entre les
points de &3 et les vecteurs de V3, que I’on peut considérer le champ T (M) comme une applica-
tion V3 — V? P11 faut avoir fait ces choix pour écrire gradT = VT [section 2.4 p. 61]. Tant que
I’on n’a pas choisi de systeme de coordonnées, on réserve le nom de gradient a 1’application linéaire
tangente d’une application &3 — V?” .

L’ opérateur linéaire grad T va permettre de définir une dérivée directionnelle en M de la fonc-
tion T (M) quand le point M varie dans une direction unitaire donnée uy. Soit M un point de &3
et soit un autre point M’ dans la direction uo défini par :

M/ :M—f—HdMHu()
En utilisant la définition du gradient [éq. (3.8) p. 71], il vient :

T(M+|dM|[uo) —T (M) = gradT - (||dM | uo) + || dM || & (M)
T(M+ ||dM||ug) —T (M)
|dM ||

=gradT -uy+ O(dM)
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En faisant tendre ||dM]|| vers 0, le vecteur unitaire W.WH tend vers une direction unitaire u :
T(M+[|dM|uo) —T (M)
im =gradT -ug
a0 [dM|
TaM] —U

Le terme de gauche est la dérivée en M de la fonction T (M) quand le point M varie dans la
direction unitaire ug. La valeur de cette dérivée dépend de la direction unitaire ug. On peut donc
poser la définition suivante :

= Définition 3.6 — Dérivée directionnelle d’un champ. La dérivée du champ tensoriel T (M),
d’ordre p, dans la direction u est le tenseur d’ordre p défini par :

T,, = gradT -ug (3.10)

Le tenseur gradT (d’ordre p + 1) permet donc de calculer toutes les dérivées directionnelles
de T (M) (d’ordre p), quand M varie dans toutes les directions unitaires uy autour de M. Le
champ tensoriel grad T (M) est I’outil permettant de donner une description locale des variations
du champ T (M) au voisinage du point M.

3.4 Eléments différentiels pour les intégrales

En mécanique des milieux continus, on aura a calculer des intégrales sur des volumes, des
surfaces, des courbes. On précise ici les éléments différentiels utiles pour ces intégrales.

3.4.1 Variations d’un point

Soit un systéme de coordonnées défini par sa fonction g(x!,x?,x?). On fait varier le point M en
donnant des variations arbitraires dx!, dx? et dx* aux trois coordonnées (x!,x?,x%). Le vecteur dM
s’écrit donc :

0 . .
dM =dg = a—fl.dx’ =dx'e; [déf.3.1p.67]

Les composantes contravariantes du vecteur dM sur la base naturelle du systeme de coordonnées
sont donc les variations arbitraires dx', quel que soit le systeme de coordonnées utilisé.

Remarque — C’est la le grand avantage de I’utilisation de la base naturelle. Il en est différemment
sur la base physique. Par exemple, en coordonnées cylindriques :

dM = dx'e; = dre, +d6 eg +dze; (sur la base naturelle)
=dre,+(rd0)eg +dze; (sur la base physique)

En coordonnées cylindriques, les composantes du vecteur dM sur la base physique sont {dr,rd6,dz}.
Pour des variations arbitraires dx’ des coordonnées, le carré de I’élément de longueur est :
d* =dM* =dM -dM = G (AM,dM) = g;;dx'dx/  [déf. 1.33 p. 25]

ol les gqe sont les composantes covariantes sur la base naturelle du tenseur métrique : g;; = e; - e;.
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Elément de volume pour les intégrales de volume

Considérons les trois variations individuelles du point M en ne faisant varier qu’une seule de ses
coordonnées :

dM, =dx'e; ; dMy=dx’e; ; dM;=dx’e;
L’élément de volume est la valeur absolue de leur produit mixte :

dv= |H(dM1,dM2,dM3)| = \H(el,ez,e3)dxl dxzdx3‘ [section 1.5 p. 26]
= |hpsde! d? dx’| = |/gdx! dx? dx®|  [éq. (1.27)p. 27] (3.11)

ol g = det[ges] [éq. (1.25) p. 26].

Elément de surface pour les intégrales de surface

Une surface . est une variété de dimension 2 plongée dans &3. Soit N un point courant de ..
Une surface est définie par 1’application f :

fs:(w ) e P cR* — N=fs(u' u?) €&
On dit que la surface .7 est paramétrée par les deux réels u' et u?.

Equations paramétriques d’une surface — Quand on a choisi un systeme de coordonnées, la fonc-
tion fs : R — &3 se traduit par trois fonctions fsl, ff et fs3 qui donnent I’expression des trois coor-
données du point courant N en fonction des deux parametres u; et uy. Les équations paramétriques
d’une surface . de & sont :

A=feetad) s =) s =R i) (3.12)

La définition paramétrique d’une surface est la définition la plus générale. Pour certaines surfaces, il
est possible de paramétrer le point courant N de la surface .7 avec deux de ses coordonnées spatiales.
Par exemple, pour certaines surfaces, il est possible de prendre comme parametres u! = x! et u?> = x%.
La définition de la surface se réduit alors a 1’équation x> = £3(x!, x?). Toutefois cette réduction n’est
pas toujours possible ().

Considérons deux variations arbitraires du' et du® des parametres u' et u®. Les variations
correspondantes du point N sont :

N i

afs ' ON
oul Jul

u' =a du' (dN), = du? = 9fs

P 2 du =a; du?

(dN), =

Les deux vecteurs

d d
alzﬁ et agza—ii

Jul

sont tangents en N a .% et constituent une base naturelle du plan tangent en N a .. L’élément
de surface de .7 est défini par :

ds = [|(dN)1 A (dN)2]| = [las Az || [du' | |du’|

© Par exemple si la surface . est la frontiere d’un domaine fermé (la surface d’une sphere par exemple).
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Normales unitaires a une surface — Les vecteurs a; et a, étant tangents en N a la surface ., le
vecteur aj Aa; est donc normal a la surface. On définit une normale unitaire 7 en un point N de .*’par :

a\Nay
n=— (3.13)
lai Nas
Le sens de cette normale dépend de I’ordre des parametres u' et u*. Il n’y a aucune raison de
privilégier I’'un des sens sauf si la surface est fermée : on peut alors définir un intérieur et un extérieur
et choisir I’ordre des parametres (u',u?) pour que la normale 2 la surface soit sortante.

3.4.4 Elément de longueur pour les intégrales curvilignes

3.5

Une courbe % est une variété de dimension 1 plongée dans &3. Soit N le point courant de ¢’. La
courbe est définie par I’application :

fe :ue?2"CR - N=fy(u) €&

On dit que la courbe % est paramétrée par le réel u.

Equations paramétriques d’une courbe — Si on a choisi un systeme de coordonnées, la fonc-
tion f : R — &3 se traduit par trois fonctions f(}, f%; et f;’, qui donnent les expressions des trois
coordonnées du point courant N en fonction du parametre u. Les équations paramétriques d’une
courbe % de &% sont :

A=) s =) o P =fi) (3.14)

La définition paramétrique d’une courbe est la définition plus générale. Pour certaines courbes, il est
possible de paramétrer le point courant N de la courbe € avec I’'une de ses coordonnées spatiales. Par
exemple, pour certaines courbes, il est possible de prendre comme paramétre u = x'. La définition de
la courbe se réduit alors a deux équations x*> = f2(x') et x> = f3(x!). Toutefois cette réduction n’est
pas toujours possible (7).

Considérons la variation arbitraire du du parametre u. La variation du point N est :

dN:%du:adu
du

Le vecteur a est tangent a la courbe ¥ et constitue une base naturelle de la droite tangente en N
a ¢ . L élément de longueur de ¢ est défini par :

df = [[aN|[ = [la] |du|

Rappels — Si le parametre u est I’abscisse curviligne sur la courbe %, le vecteur tangent a est
unitaire, c’est le premier vecteur du triedre de Fresnet. Les deux autres autres vecteurs du triedre de
Fresnet (orthonormé) sont la normale principale (dans le plan osculateur de la courbe %’ et orientée
vers I’intérieur de la courbure) et la binormale.

Gradient d’un champ scalaire

Les champs scalaires sont des champs de tenseurs d’ordre 0. Soit un champ scalaire f(M)
différentiable ; il existe donc un champ d’ordre 1 (donc vectoriel), noté grad f [déf. 3.3 p. 71].
Sa différentielle s’écrit :

df =gradf-dM  [éq. (3.9)p.71] (3.15)

@ Par exemple si la courbe 4’ est une courbe fermée.
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Interprétations — La dérivée directionnelle de f dans une direction unitaire ug est

f,ﬁo =grad f - ug [éq. (3.10) p. 72]

Cette dérivée est maximale quand la direction unitaire ug est colinéaire a grad f. La direction du
vecteur grad f indique donc la direction dans laquelle la dérivée de f est maximale. La dérivée de f
dans cette direction est || grad f||. La dérivée de f dans les directions uy orthogonales a grad f est
nulle. Ces directions sont tangentes aux surfaces isovaleurs de f.

Soit un systéme de coordonnées défini par sa fonction g(x',x%, x*). On définit la fonction f : R* — R
telle que :

f(M) = f(g(xl,XQ,XS)) :7( 17x27x3)

La fonction f = f og est celle que I’on donne pour décrire le champ f(M) quand on a choisi le
systeme de coordonnées. Pour des variations arbitraires dx' des trois coordonnées de M, I’égalité
précédente permet d’écrire :

df =df  VdM =dx'e;
gradf-dM = f ;dx' VdM =dx'e;
(grad f);dx’' = f ;dx' Vdx'

On en déduit les composantes covariantes de grad f dans la base naturelle du systeme de
coordonnées :

(gradf);=f, < gradf=Ff,é (3.16)

L’expression des composantes covariantes de grad f dans la base naturelle du systeme de
coordonnées est la méme quel que soit le systeme de coordonnées utilisé.

Remarque — Dans les formulaires classiques, les composantes du vecteur grad f sont données dans
la base physique et non dans la base naturelle. Le changement de base fait intervenir les normes des
vecteurs de la base naturelle [éq. (3.3) p. 69], qui sont spécifiques a chaque systeme de coordonnées.
L’expression des composantes du vecteur grad f dans la base physique est donc spécifique a chaque
systeme de coordonnées. L’habitude de donner les composantes des opérateurs différentiels dans
la base physique explique I’existence de formulaires spécifiques a chaque systéme de coordonnées.
L’équation (3.16) montre que I’écriture des composantes du gradient d’un champ scalaire dans la
base naturelle (non normée), ne nécessite aucun formulaire.

Autres notations — On trouve dans la littérature scientifique la notation V f pour le vecteur grad f ),
ou encore la notation %.

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes, ou f] et f» sont des champs scalaires
et ol A est un scalaire constant dans 1’espace :

grad(f) + f>) = grad f| + grad f>

grad(A f) = A grad f
grad(fi f2) = f> grad f1 + fi grad f>

®) Voir la remarque « Gradient et V » [p. 71].
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3.6 Champs vectoriels
3.6.1 Gradient d’un champ vectoriel

Les champs vectoriels sont des champs de tenseurs d’ordre 1. Soit v(M) un champ vectoriel
différentiable ; il existe donc un champ de gradient d’ordre 2, noté gradv [déf. 3.3 p. 71]. La
différentielle du champ s’écrit :

dv = gradv-dM [éq. (3.9) p. 71] (3.17)

On se propose de calculer les composantes du tenseur du second ordre gradv dans la base

naturelle d’un systéme de coordonnées défini par la fonction g(x!,x?,x3). Dans ce systeme de

coordonnées, le champ est décrit par la fonction v : R? — V définie par :
v(M) =v(g(x' ) =v(x' P ) eV =  dv=dv, VdM (3.18)

Pour définir le champ de vecteurs v(M), on choisit, dans un premier temps, de donner les trois

fonctions v (x!', x>, x*) de ses composantes contravariantes sur la base naturelle du systéme de

coordonnées :
v(M) =7 (x", %% %) e;
L’égalité (3.18) implique :
gradv-dM = iidx" VdM = dx'e;
= (ve;) dx'
V’];.ej +7/e;;)dx!

51

= (Viej+7v/ Iie)dx'  [éq.(3.4) p. 69]
= (VJZ. e+ A Eli e j) dx’ (changement d’indices muets)

(gradv)/;dx'e; = v.+VkFi,{)dx"ej VdM = dx'e;

On en déduit par identification les composantes mixtes (gradv)®, du tenseur gradv :
(gradv)/; = V’l +7I] & gradv= (V’, +7 ) e;@e (3.19)

La formule est la méme pour tous les systeémes de coordonnées ; quand on a choisi un systeme
de coordonnées, il suffit de remplacer les I} par leur valeur.

Attention a I’ordre des indices — Le dernier indice de gradv est I’indice de dérivation. On voit ici
I’avantage de la notation des dérivées partielles avec une virgule. Avec la notation 0 on aurait :

(gradv)’; = 9,7/ +7* Fl,f

ou dans le terme 97/ 1’ordre des indices réels est inversé. En revanche, 1’ordre des indices des
coefficients de Christoffel est sans importance, ce ne sont pas les composantes d’un tenseur et on sait
qu’ils sont symétriques pour les deux indices inférieurs [éq. (3.5) p. 69].

Si le champ de vecteurs v(M) est défini par ses composantes covariantes sur la base naturelle,
c’est-a-dire :

v(M) =7;(x", %%, %) e
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le lecteur trouvera sans difficulté par un calcul analogue que les composantes complétement
covariantes (gradv)e. sont :

(gradv);; =V, ; —Vkl;;-‘ & gradv=(V;; —Vkl?;‘) ewe (3.20)

ou le signe — apparait devant I, car, dans ce calcul, on dérive la base duale [éq. (3.7) p. 70].
Finalement, selon que le champ v(M) est donné par ses composantes contravariantes ou cova-
riantes sur la base naturelle, on obtient deux expressions des composantes de gradv sur la base
naturelle :

gradv—(v +v F e el = (v,yj—ka )e @el
A/—'/ %r—’
(gradv)’; (gradv);;
Le tenseur du second ordre gradv n’est pas symétrique en général : (gradv);; # (gradv) ;;

Autres notations — On trouve dans la littérature d’autres notations :

- Vvou g7 pour gradv @,

- certams auteurs écrivent les composantes de Vv sous la forme Vol = o) + 7 Fl,i ; dans cette
écriture, I’indice de dérivation est a gauche et non a droite. Le symbole Vv désignerait alors le
transposé de gradv et on devrait écrire dv = dM - Vv ce qui est une autre définition (inhabituelle)
de la différentielle d’ un champ vectoriel ;

- v, =(gradv)/; =v. + ka / (remarquer le « ; » précédant les indices de dérivation) ; ce terme
est souvent appelé « denvee covariante » de 7/ par rapport & x' ;

- Vji= (gradv) Ji=Vji—Vk F]’l‘ (remarquer le « ; » précédant les indices de dérivation) ; ce terme
souvent est appelé « dérivée covariante » de V; par rapport a X

— puisque gradyv est un tenseur, on peut aussi donner ses composantes avec son second indice (I’in-
dice de dérivation) contravariant en utilisant la régle de « 1’ascenseur d’indices » [regle 1.36 p. 26] :

S e
(gradv);’ = g/ (gradv);y, = gV, —vi I g™
o . i g
(gradv)’/ = g/*(gradv)', = g/*v',, +v I, g+
ces composantes sont parfois appelées « dérivées contravariantes » ('), bien qu’elles ne refletent
pas des dérivées par rapport aux coordonnées de M ;

— la matrice des composantes de gradv dans la base naturelle d’un systeme de coordonnées carté-
siennes orthonormé ') est aussi appelée matrice jacobienne du champ vectoriel v.

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes, ot f est un champ scalaire et v un
champ vectoriel :

gradOM = G (avec la notation en « fraction », on écrirait : 94 = G) (3.21)
grad(fv) = f gradv+v®grad f (3.22)
grad grad f = gradT grad f (c’est-a-dire : grad grad f est symétrique) (3.23)

Remarques — Un champ de vecteurs peut étre défini par ses composantes covariantes v;(x!, x

ou contravariantes v (x!, x?, x ) dans la base naturelle ou par ses composantes covariantes v;(x!, x> )
é

ou contravariantes v (xl x? , X ) dans la base physique. De méme, le tenseur gradv peut étre expnm

© Voir la remarque « Gradlent etV»p.71.
(10 Bien noter que les termes v et F * ne sont pas les composantes d’un tenseur. On ne peut donc pas « faire monter »
les indices de dérivation : les ecrltures «viJ » et « vp/ » n’ont aucun sens.
(D La variance des composantes est donc indifférente.
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par ses composantes de toutes variances dans la base naturelle ou dans la base physique. Il convient
donc de bien comprendre la signification des symboles utilisés.

Dans les formulaires classiques, les composantes de v et gradv sont généralement données dans la
base physique. Pour retrouver les formules classiques données dans les formulaires, il faut donc faire
les changements de base (toujours trés simples) entre la base naturelle {e;} et la base physique {e;}.
Les formules des composantes de gradv dans la base naturelle sont les mémes pour tout systeme de
coordonnées. En revanche, le passage a la base physique fait intervenir la norme des vecteurs de la
base naturelle, qui est différente pour chaque systeme de coordonnées. C’est pourquoi les formulaires
classiques sont spécifiques a un systéme de coordonnées particulier.

3.6.2 Divergence d’un champ vectoriel

= Définition 3.7 — Divergence d’un champ vectoriel. La divergence d’un champ vectoriel est
le champ scalaire défini par :

divv = gradv : G = tr gradv (3.24)

L’expression de divv avec les composantes contravariantes de v sur la base naturelle d’un systéme
de coordonnées est donc :

divv = (gradv)’; §/ = (ij + 7 j’k) & =V +3I;!
Remarques — Si le champ tensoriel gradv n’est pas défini par ses composantes mixtes [(gradv)®,],

on peut les calculer avec la regle de « I’ascenseur d’indice » [p. 26].

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes (orthonormées ou non), tous les coefficients de
Christoffel sont nuls et on retrouve la formule classique divv =V ;.

Certains auteurs utilisent la notation divv =V -v, le « vecteur-opérateur » V ayant d;(e) pour « com-

posantes » (covariantes) dans une base orthonormée (V =Y , d;(e) e;). Dans le cas particulier des
z P ° z ~e ~ . ~

coordonnées cartésiennes (I, = 0) orthonormées (e” = e,), la divergence de v peut étre vue comme

un « produit scalaire » entre le « vecteur-opérateur » V et le vecteur v. En raison de ces restrictions,

cette notation est peu recommandable.

3.6.3 Rotationnel d’un champ vectoriel
= Définition 3.8 — Rotationnel d’un champ vectoriel. Le rotationnel d’un champ vectoriel est

le champ vectoriel défini par :

rotv = —gradv: H (3.25)

Les composantes contravariantes de rotv sur la base naturelle sont :
k [k jik _ — ik _ < ik
(rotv)" = —(gradv);; i"/" = (gradv);; k'™ =v; ;' — v, [}' h”"
(rotv)k =—V;; W% (car ek =0) &  rotv=—V;; Wk ey (3.26)
Remarques — On constate que dans I’expression des composantes sur la base naturelle du rotationnel

d’un champ vectoriel, les coefficients de Christoffel disparaissent. On verra plus loin que cette
particularité n’est plus vraie pour le rotationnel de tenseurs d’ordre supérieur.

En développant la sommation dans 1’équation (3.26), on trouve :
(rotv)l =hp2 (v3,2—v2,3) (rotv)2 =pB (visz=v3,n) (rotv)3 =p2 (va,1 —viy2)

ou h'® =1/,/g [éq.(1.28) p.27].
Si les composantes sont dans une base orthonormée, alors g = 1 et on retrouve les formules classiques.
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3.6.4 Laplacien d’un champ scalaire

= Définition 3.9 — Laplacien d’un champ scalaire. Soit f(M) un champ scalaire. Le laplacien
d’un champ scalaire est le champ scalaire défini par :

Af =divgrad f (3.27)

Le laplacien d’un champ scalaire est donc :
Af =grad(gradf):G = ((f),;— f«I;}) 8" [éq. (3.20) p. 77]
Af=fijg"—fil7s g”

Remarque — Si on utilise un systeéme de coordonnées cartésiennes, les coefficients de Christoffel
sont tous nuls. Si de plus le systeme de coordonnées cartésiennes est orthonormé, alors [g**] est la
matrice unité et on retrouve la formule classique A f = f 11 + f22 + f33.

3.6.5 Propriétés des champs vectoriels

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes, ol f est un champ scalaire et ol v
et w sont des champs vectoriels :

divrotv =0

rotgrad f =0 (3.28)
div(fv) = fdivv+grad f-v (3.29)
rot(fv) = frotv+grad f Av (3.30)
div(vAw) =w-rotv —v-rotw (3.31)
graddivv = divgrad " v (3.32)

On rappelle, sans démonstration, des résultats classiques d’analyse vectorielle utiles en méca-
nique des milieux continus :

= Définition 3.10 - Champ irrotationnel. On dit qu’un champ vectoriel v(M) est irrotationnel
dans un domaine 2 C & sirotv(M) =0,VM € 2.

On rappelle la propriété suivante :
rotv(M)=0, VMec2 < (M) telque v(M)=grado(M) (3.33)

Le champ scalaire ¢ (M) est appelé potentiel scalaire du champ irrotationnel v(M). Le potentiel
scalaire ¢ est évidemment défini a un champ uniforme g pres.

= Définition 3.11 — Champ conservatif. On dit qu’un champ vectoriel v(M) est conservatif dans
un domaine 2 C & si divv(M) =0,VM € 2.

On rappelle la propriété suivante :
divv(M) =0, VMe2 <« Fa(M) telque v(M)=rota(M) (3.34)

Le champ vectoriel a(M) est appelé potentiel vecteur du champ conservatif v(M). Le potentiel
vecteur est évidemment défini a un champ de gradient pres [éq. (3.28) p. 79].
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Théoreme 3.12 — Théoréme de Stokes. Soit v(M) un champ vectoriel défini dans un do-
maine & C &3, et soit . C Z une surface bornée de point courant N et de normale unitaire n(N).
On note 9.7 le(s) contour(s) (' frontiére(s) de ., de point courant P et on note u(P) la normale
unitaire extérieure au contour 0.7 et tangente a .. Le vecteur #(P) = n(P) Au(P) est unitaire et
tangent au contour 0.7 ; il définit son orientation ('), Si rotv est défini en tout point de .7 et de
sa frontiere 0.7, on a I’identité scalaire suivante :

/ rotv(N)-n(N) ds — / v(P)-1(P) d (3.35)
S

27
Le flux du rotationnel d’un champ de vecteurs v a travers une surface . est égal a la circulation
du vecteur v le long du contour 9. de ..

Théoréme 3.13 — Théoréme de la divergence (ou d’Ostrogradski). Soit v(M) un champ
vectoriel défini sur un domaine volumique fermé & C &3 et sur sa frontiere. On note d Z sa (ses)
surface(s) frontiere(s) ', de point courant N et de normale unitaire sortante n(N). Si divv est
défini en tout point de & et de sa frontiere 0.7, on a ’identité scalaire suivante :

/_@ divv(M) dv = /a V() n() ds (3.36)

L’intégrale de la divergence d’un champ de vecteurs v dans un volume fermé & est égale au flux
du vecteur v a travers la frontiere d 7 de 2.

Champs tensoriels du second ordre
Gradient d’un champ tensoriel du second ordre

Soit T (M) un champ différentiable de tenseurs du second ordre ; il existe donc un champ de
gradient, noté grad T, d’ordre 3 [déf. 3.3 p. 71]. La différentielle du champ est :

dT = gradT -dM  [éq. 3.5)p. 71] (3.37)

Comme précédemment, dans un certain systeme de coordonnées, le champ T (M) est donné par
une fonction T : R? — V®2 telle que T (x!,x%,x%) = T (M). Si la fonction T définit le tenseur T par
ses composantes contravariantes sur la base naturelle, on donne les neuf fonctions 79 : R — R
telles que :

T(M)=T(x' 3 x") e;2e;
L égalité tensorielle dT = dT, VdM = dx'e; conduit  :
gradT -dM =dT"7 e;®e;+T" de;@e;+T" e; 2 de;
=TY,;df e;0e;+ TV e;@e;dx + T e; e, dxf
= (T rei@e;+T7 (L en) ®e;+ T e;® (I} €) )dx*
— (T + T+ T L) Ydi e 0ej, VAM = di'e;

(12) La surface . peut ne pas étre simplement connexe (elle peut avoir des « trous » finis). Dans ce cas, elle a un
contour extérieur et un ou plusieurs contours intérieurs (qui ne se coupent pas). Toutefois, un « trou » ne peut se
réduire a un point car dans ce cas la tangente au contour n’est pas définie. Le théoreme de Stokes est inapplicable
dans ce cas.

(13 Sj la surface n’est pas simplement connexe, ¢ définit une orientation sur chaque contour (extérieur et intérieurs).
Le triedre orthonormé direct (¢,n,u), défini en chaque point des contours d’une surface, est appelé triedre de
Darboux-Ribeaucourt.

(4 Le volume & peut avoir des « trous » finis (la normale 2 la frontiere n(N) doit &tre partout définie).
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On en déduit I’égalité tensorielle :
(gradT)/,dx* e;0e; = (T  + T I, +T™ I Y d e;e;, VAM = dx'e;
Les composantes (gradT)"/; du tenseur grad T sont donc ' :
(gradT)/, =T , + T I;} +T™ I}
En définissant le champ T par ses composantes de différentes variances, le lecteur vérifiera avec
des calculs analogues que les composantes d’autres variances de gradT sont :

(gradT);; = Tijx—Tm; I — Tim It}

(gradT)/y =T/ s ~ T,/ I + T{" I},

(gradT)' i =T ju+T" I, — T'n I3
(les signes — apparaissent quand on dérive des vecteurs de la base duale).
Reégle 3.14 — Construction des composantes du gradient sur la base naturelle. On ajoute
au terme dérivée de la composante les sommations « +7 I" » pour chaque indice contravariant
de T et « — T I" » pour chaque indice covariant de T. On compléte ensuite les indices réels
en respectant les régles de la convention d’Einstein [section 1.1 p. 10]. Ce procédé est encore

valable pour la construction des formules des composantes du gradient de tenseurs d’ordre p : il
y a alors p termes de la forme « =T T ».

Autres notations — Comme pour les champs vectoriels, on trouve dans la littérature d’autres nota-

tions pour gradT :

— VT ou % ; comme pour les vecteurs, il vaut mieux éviter d’écrire (VT),-jk = ViTjk car la

différentielle s’écrirait dT = dM - VT. _
- TV, = (gradV)v; = Ti/,k +1 I\, +T™ I, («dérivée covariante » de T/ par rapport a x¥) ;
— de méme pour T, Ti/ et T .
On vérifie aisément la propriété importante suivante :

gradG=0 (3.38)

Divergence d’un champ tensoriel du second ordre

Définition 3.15 — Divergence d’un champ tensoriel du second ordre. La divergence d’un
champ tensoriel du second ordre T (M) est le champ vectoriel défini par :

divT = gradT : G = tr® gradT  [déf. 1.26 p. 23] (3.39)

Les composantes de ce vecteur dans la base naturelle sont donc :
(divT) = (gradT)*;, =T* , + T"* I + T™ Lk,
(divT); = (gradT) =T/ o — T, I +T/" L)
On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités vectorielles suivantes, dans lesquelles T est
un champ tensoriel d’ordre 2 et v est un champ vectoriel :
divi(v-T)=v-divT +T : gradv (3.40)
div(T -v) =v-div(T ") +T" : gradv (3.41)

(15 11 convient de bien faire attention a 1’ordre des indices : le dernier indice de gradT est I’indice de dérivation, les
deux premiers sont les indices de T'.
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Rotationnel d’un champ tensoriel du second ordre

Définition 3.16 — Rotationnel d’un champ tensoriel du second ordre. Le rotationnel d’un
champ tensoriel du second ordre T (M) est le champ tensoriel du second ordre défini par :

rotT = —gradT : H (3.42)

Les composantes de ce tenseur du second ordre dans la base naturelle d’un systeéme de coordon-
nées sont :

(rotT)" = (gradT) p, h®"! =T',  h®/ +T" , T} WP/ —T", I hPI
( lpq—l—Tm Fi )hqu (carF’Zh‘”’j=0)
(rotT);/ = (gradT), pqh®P! =T ip g h®P — Ty L KT — T Tt P
= — T I (car [ h9PJ = ()
T » 1“1';" hqu i

Remarque — Contrairement au rotationnel d’un champ vectoriel, tous les coefficients de Christoffel
ne disparaissent pas.

On peut calculer les composantes d’autres variances en utlisant la regle de « 1’ascenseur d’in-
dices » [regle 1.36 p. 26]. Par exemple ('© :

(rotT)y = (rotT)~ = (Tipg—Tmp ) W% g

= (Tipyq ;n) hqp

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes, dans lesquelles T, U, S et A
sont des champs tensoriels d’ordre 2, S est symétrique, A est antisymétrique et v est un champ
vectoriel :

rotgradv =0 (3.43)
gradrotv =rot' grad' v (3.44)
rot(H -v) = grad ' v — (divv) G (3.45)
rot(v-T) =v-rotT — (T ' -gradv): H (3.46)
rot(T -v) =v-rot(T ") — (T -gradv) : H

(rotS):G=0 (3.47)
rotrot' T =rot' rot' 7' { rot “’q S symétr/iq}le (3.48)

rotrot' A antisymétrique
rot(T-U) =T -rotU —gradT : (U -H) (3.49)

3.7.4 Laplacien d’un champ vectoriel

= Définition 3.17 — Laplacien d’un champ vectoriel. Le laplacien d’un champ de vecteurs v(M)

est le champ vectoriel défini par :

Av = div gradv (3.50)

(16 Voir la note 10 [p. 77].
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dont les composantes dans la base naturelle d’un systeme de coordonnées sont :
(Av) = (gradv)"p,q g+ (gradv)”), F,,’;q g% — (gradv)’, I8

(Av); = (gradv);, , 8" — (gradv),, [;' ¢! — (gradv);,, I, g"

Remarque — L’expression détaillée des composantes de Av dans la base naturelle d’un systeme de
coordonnées quelconque est donc compliquée. Notamment, la dérivée (gradv)’ p,q Tait apparaitre des
dérivées de coefficients de Christoffel. Pour trouver son expression dans un systeéme de coordonnées
non standard, il vaut mieux s’aider d’un logiciel de calcul formel [note 19 p. 85].

On laisse le soin au lecteur de vérifier ’identité vectorielle suivante (7 :

Av = graddivv — rotrotv 3.51)

Propriétés des champs tensoriels du second ordre
On démontre sans difficulté les généralisations des propriétés des champs vectoriels suivantes :

Définition 3.18 — Champs tensoriels d’ordre 2 irrotationnels. On dit qu'un champ tenso-
riel T (M) d’ordre 2 est irrotationnel dans un domaine & sirotT (M) =0,VM € 2.

On a la propriété suivante :
rotT(M)=0, YMe2 <« 3v(M) telque T(M)=gradv(M) (3.52)

Définition 3.19 — Champs tensoriels d’ordre 2 conservatifs. On dit qu’un champ tenso-
riel T (M) d’ordre 2 est conservatif dans un domaine 7 si divl' (M) =0,VM € 2.

On a la propriété suivante :
divT(M)=0, YMec2 < 3UM) telque T(M)=rotU(M) (3.53)

Théoreme 3.20 — Théoreme de Stokes pour les tenseurs d’ordre 2. Avec les notations et les
conditions du théoréme 3.12 [p. 80], on a I’identité vectorielle suivante :

/(rotT) nds= [ Tt (3.54)
N 2.7

Théoreme 3.21 — Théoréme de la divergence pour les tenseurs d’ordre 2. Avec les notations
et les conditions du théoréme 3.13 [p. 80], on a I’identité vectorielle suivante :

/divT dv:/ T .nds (3.55)
9 209

Indications pour les démonstrations — Soit une base orthonormée fixe {e; }. En projetant sur cette
base chaque membre des égalités ci-dessus, on obtient des égalités tensorielles d’un ordre diminué
de 1. On peut alors utiliser pour chacune d’elles les propriétés de la section 3.6.5 [p. 79]. Ces trois
traitements permettent d’aboutir a la reconstruction du résultat tensoriel.

Par exemple, pour montrer (3.52) : e - rot(T) = rot(e; - T) [identité (3.46) p. 82] < o' tel
quee;-T =grad @' =e; -grad(¢'e;) [identité (3.22) p. 77]. De méme pour les projections sur e,
et e3. Le vecteur v = ¢'e; existe donc.

(7 Pour vérifier une identité tensorielle par des calculs sur les composantes, peu importe le systéme de coordonnées
utilisé. En effet, pour prouver qu’un tenseur est nul, il suffit de montrer que ses composantes sont nulles dans n’importe
quelle base. On a évidemment intérét a utiliser un systeme de coordonnées cartésiennes, dans lequel tous les 17/< sont
nuls.
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Champs tensoriels d’ordre p

Définition 3.22 — Gradient d’un champ tensoriel. Le gradient d’un champ tensoriel U (M)
différentiable d’ordre p > 0 est le champ tensoriel d’ordre p + 1 défini par :

dU = gradU -dM

Comme précédemment, ses composantes dans la base naturelle d’un systéme de coordonnées se
déduisent de I’égalité :

dU (M) =dU (x',x*,x°), VdM

Par exemple, les composantes completement covariantes du gradient d’un tenseur d’ordre 3 sur
la base naturelle sont [regle 3.14 p. 81] :

(gradl)iju = Uijit —Umjp " = Ui I = Ujm iy’
On vérifie aisément la propriété importante suivante :
gradH =0 (3.56)

Définition 3.23 — Divergence d’un champ tensoriel. La divergence d’un champ tensoriel U
différentiable d’ordre p > 1 est le champ tensoriel d’ordre p — 1 défini par :

divU = gradU : G (3.57)

Définition 3.24 — Rotationnel d’un champ tensoriel. Le rotationnel d’un champ tensoriel U
différentiable d’ordre p > 1 est le champ tensoriel d’ordre p défini par :

rotU = —gradU : H (3.58)

Définition 3.25 — Laplacien d’un champ tensoriel. Le laplacien d’un champ tensoriel U
différentiable d’ordre p > 0 est le champ de tenseurs d’ordre p défini par :

AU =divgradT (3.59)

On laisse le soin au lecteur de vérifier les identités suivantes '®, dans lequelles T est un champ
tensoriel d’ordre 2 et v un vecteur :

rotrotT = graddivTl — AT, VT e V?z (3.60)
div(T ®v) =gradT -v+T divv, VT € V&P (3.61)
divv®T) =v®divT +gradv-T', VT e V®? (3.62)

On généralise sans difficulté le théoréme de la divergence pour les tenseurs d’ordre p en utilisant
par récurrence le procédé de démonstration donné page 83 :

/ divT dv = T-nds, VT €V®?P (égalité tensorielle d’ordre p — 1) (3.63)
9 292

(%) Voir la note 17 [p. 83]
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En bref...

En mécanique des milieux continus, on doit envisager des champs de tenseurs définis sur les
points d’un domaine de 1’espace. Pour repérer les points du domaine, on choisit un systeme de
coordonnées commode pour parcourir le domaine. Chaque systeme de coordonnées a sa propre
base naturelle (en général non orthonormée) et ses propres coefficients de Christoffel.

Le gradient, la divergence, le rotationnel et le laplacien de champs tensoriels de tout ordre ont
été définis intrinsequement par des opérations tensorielles, qui peuvent étre évaluées avec des
composantes dans n’importe quelle base.

le gradient d’un champ tensoriel d’ordre p est d’ordre p+1;

la divergence d’un champ tensoriel d’ordre p est d’ordre p —1;

le rotationnel d’un champ tensoriel d’ordre p est d’ordre p;

le laplacien d’un champ tensoriel d’ordre p est d’ordre p.

L’expression des composantes de ces opérateurs différentiels sur la base naturelle d’un systeme
de coordonnées est la méme pour tous les systemes de coordonnées. Seuls les coefficients de
Christoffel (calculés une fois pour toutes) sont caractéristiques de chaque systeme de coordonnées.
Dans un systéme de coordonnées non cartésiennes, bien que systématiques, les calculs peuvent
étre fastidieux. Pour les effectuer, on peut s’aider d’un logiciel de calcul formel '

Le formulaire en annexe C [p. 121] détaille les composantes sur la base physique des opéra-
teurs différentiels utiles en mécanique des milieux continus pour les systémes de coordonnées
cylindrique et sphérique.

(19 I auteur met 2 la disposition des utilisateurs des logiciels de calcul formel MATHEMATICA® et MAPLE®, deux
«packages » destinés a faciliter la pratique de I’algebre tensorielle dans une base quelconque et de 1’analyse tensorielle
dans un systeme de coordonnées quelconque. IIs sont téléchargeables actuellement (4 janvier 2016) a I’adresse :
http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.html.


http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.html
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4

Quelques applications

Opérateurs différentiels en coordonnées cylindriques

Pour illustrer la méthode générale d’obtention des composantes des opérateurs différentiels
dans un systeme de coordonnées quelconque, on va retrouver ici quelques formules classiques
données dans les formulaires pour le systeéme de coordonnées cylindriques et les étendre aux
champs tensoriels (V.

En coordonnées cylindriques, le point courant est donné par : xyy = ru(6) + zk.
On en déduit la base naturelle de ce systeme de coordonnées [éq. (3.1) page 67] :

e,=(xy),=u ; eg=(xu)o=rv ; e, =(xy).=k
Cette base naturelle est orthogonale mais non normée car |leg|| = r # 1.

Les coefficients de Christoffel [éq. (3.4) page 69] de ce systeme de coordonnées se calculent soit
par dérivation directe des vecteurs de la base naturelle, soit en utilisant les formules systématiques
[ég. (3.6) p. 70]. Les coefficients de Christoffel non nuls sont :

1

o_ro_1 . o _
Lo=Ig=— : Igg=-r

La base physique {e;} est la base naturelle normée :

- " eg " ~e 1 (1) 0

e,=e.=u ; eg=—=v ; e =e=k = [A%] =010
r 001

En coordonnées cylindriques, il se trouve que la base physique est orthonormée car la base

naturelle est orthogonale.

Gradient d’un champ scalaire

Soit f(M) = f(r,0,z) un champ scalaire. En utilisant I’équation (3.16) [p. 75] on trouve les
composantes covariantes du vecteur grad f sur la base naturelle :

grad f = ?ar e +?79 ee +?az e
Par changement de base des composantes covariantes de vecteurs [régle 1.23 p. 21], on trouve
les composantes covariantes de grad f sur la base physique :

?a@ ~0

grad f = ?al’ e +-"e + ?,Z e (formule classique) “4.1)
r

Remarque — Puisque la base physique est orthonormée, les composantes covariantes et contrava-
riantes de grad f sont identiques.

() Un formulaire complet est donné en annexe C page 121.
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4.1.2 Champs vectoriels

Soit v(M) un champ vectoriel dont on donne les composantes sur la base physique :
v="1(r,0,2)e,+v°(r,0,2)eg +7°(r,0,2)e,

Par changement de base des composantes contravariantes de vecteurs [regle 1.23 p. 21], on en
déduit ses composantes contravariantes sur la base naturelle :

i i
V=v ; W= F=%F o v=Ve +—eg+e,
r

On peut alors utiliser les formules (3.19) [p. 76] pour trouver les composantes mixtes [(gradv)®,].,
sur la base naturelle :

Sr Sr =0 sr
Vir Vi, —V Vi
=50 =0 S5 50
° 1% V7,0 % 1%
(gradv)*.],, = | D P T
T,
Vor V7,0 V2

Par changement de base pour les tenseurs du second ordre [reégle 1.23 p. 21], on en déduit les
composantes [(gradv)®,[;, sur la base physique (la base {e;} étant orthonormée, on peut ignorer
les variances) :

— ~ ~9 -
V.,e 1%
W’ar - ‘A)T,z
45
e 1. __ V7,0 1%
(gradv)*.]; = |50, Y20 VY go
7“7Z . r
7
e

Le scalaire divv se calcule avec la définition 3.7 [p. 78] :

‘“)19 =r
divv=gradv:G =V, +
,

0 4 ~ .
=+ — 4V 'z (formule classique)
r

Remarque — Par définition, divv = gradv : G = tr gradv = (gradv);. C’est la trace d’une matrice
de composantes mixtes dans n’importe quelle base. En particulier on peut calculer cette trace avec les
composantes mixtes de gradv dans la base naturelle comme dans la base physique.

En prenantv =grad f = f,, & + j%'eve + f,. € [éq. (4.1) page 87], on en déduit le laplacien
d’un champ scalaire [déf. 3.9 p. 79] :

Af=divgradf=f,,, +f,ge + For + foe (formule classique)
r r
Le vecteur rotv se calcule avec la définition 3.8 [p. 78]. Ses composantes dans la base physique
sont @ :
rotv = —gradv: H
~z =r 50
= (V LA f/e,z) e+ (7,2 —?,r> e+ (Ve,r _e + L) Zz (formule classique)
r r r

On peut sans difficulté majeure *, trouver par la méme démarche les formules des composantes
d’opérateurs différentiels de champs de tenseurs d’ordre supérieur.

@ Cette base est orthonormée. Les composantes du tenseur d’orientation H dans cette base sont donc 1, -1 ou 0. 11
est plus simple de faire le double produit contracté —gradv : H avec les composantes des tenseurs dans cette base.
) Voir note 19 page 85.
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Applications des théorémes de la divergence

Dans les formules qui suivent, 2 C & est un volume fermé de frontiere 02 et de volume
vol(2), N est un point courant de la frontiere d 7, de normale unitaire sortante n(N) et ug est
un vecteur fixe. En utilisant les théoréemes de la divergence, on vérifie aisément les identités
suivantes, valables pour tout domaine & satisfaisant aux hypothéses de ces théorémes :

/ n(N)ds =0 ON An(N) ds =0
09 09

[ ON-n(N) ds = 3vol(2) /a (W0~ ON)n(N) ds = vol(2) uy

Les deux dernieres identités donnent différentes manieres d’évaluer le volume d’un domaine
avec des intégrales de surface sur la frontiere.

Dérivées d’intégrales de volume sur des domaines variables

En mécanique des milieux continus, on aura a considérer des intégrales sur des domaines
volumiques variables en fonction d’un parametre ¢.

On choisit arbitrairement une valeur particuliere fy du parametre . Le domaine pour t = 7 est
noté % et son point courant est noté My. Pour décrire le domaine pour toute valeur de ¢, on se
donne I’application f qui donne les points M; de ; en fonction de My etdet :

fi@MyePy < f(Mo,t)=M,

On suppose que 1’application f a ¢ constant est différentiable en tout point My de % et qu’elle
est inversible. D’autre part on suppose qu’elle est dérivable par rapport a t. Autrement dit, les
variations du domaine Z; sont suffisamment régulieres.

L’application f est un endomorphisme &3 — &3. Son gradient en M, est 1’application linéaire
tangente définie par :

dM,; =grad f-dM,

L’ opérateur linéaire grad f est donc un tenseur du second ordre [th. 1.48 page 33].

Soit un champ tensoriel T d’ordre p, fonction aussi du parametre ¢, différentiable en tout M € &3
et dérivable par rapport a ¢ :

T: Mi1)e& xR — T(Mt)eVy?

On considere I’intégrale :

1) = /_@ T(M,,1) dv,

Cette intégrale est un tenseur d’ordre p, qui est fonction de ¢ pour deux raisons : d’une part le
champ T varie avec t, d’autre part le domaine d’intégration varie aussi avec .

On se propose de calculer la dérivée par rapport a ¢ de cette intégrale. Pour ce faire, on va
effectuer un changement de variable qui ramene 1’intégrale sur le domaine variable Z; a une
intégrale sur le domaine fixe %.
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Changement de variable sur I’élément de volume

Soit . un systeme de coordonnées. A I’application f : My — M, on peut associer les trois
applications bijectives f%, qui expriment les coordonnées de M, :

1.2 3 4 Ty i1 203 j
(%0, X0, Xp:1) € R == £, (x0, X0, X0:1) =X,

ou les xf) sont les coordonnées de My € 9 et les x§ sont les coordonnées de M; € &;. L’élément
de volume dans % est :

dvo = gdx)dxjdx} 1&g 3.11)p. 73]

De méme, I’élément de volume dans Z; est :

o= vaaadas = i (57 ad) (3 aq) (5 )

= Vg det[fy.; ] dxodxgdg
dv, = detgrad f dv 4.2)

Remarquer que le rapport des éléments de volume est indépendant du systéme de coordonnées ..
I1 ne dépend que de I’application f qui définit le volume & a tout instant.

Dans la suite du calcul, on aura besoin de connaitre la dérivée par rapport a ¢ de det grad f (Mo, 1) :

d d(grad
o detgrad f = Vdetgrad f : (gl(.;f) [éq. (2.28) p. 56]
d(grad
= detgrad f grad™ ' f: (gl;;f) [éq. (2.37) p. 59]
d
=detgrad f tr ((gl:tdf) -grad ! f) [éq. (1.35) p. 30]
_ df 1 .
=detgrad f tr( grad A -grad f [éq. (2.43) p. 62]
d
= detgrad f trgrad (d—{ of ™
d dM, dM,
I detgrad f = detgrad f tr grad Wt =detgrad f div dtt 4.3)

Dérivation de I’intégrale

En faisant le changement de variable M, = f(My,?) et dv, = detgrad f dvy, I'intégrale sur le
domaine Z; se ramene a une intégrale sur le domaine % :

I(t):/ T(Mt,t)dv,:/@ T (f(Mo,t),r) detgrad f(Mo,t) dvg

Le domaine d’intégration % n’est pas fonction de . La variation de 1’intégrale I(r) en fonction
de f n’est due qu’aux variations de I’intégrande. La dérivée par rapport a ¢ de cette intégrale
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s’écrit donc :

% = /% % (T(f(Mo,t),t) detgradf(Mo,t)) dvo
dT (f(Mo,1),1)

= [ ————"""~ detgrad f(My,t) dvo+/ T (f(Mo,1),1)
Do dr Dy

:/ (aT(f(MO’t)’) gradT - %> detgrad f dvg +
D ot

d(detgrad f)
———=d
dr Y0

/ T (f(Mo,1),t) div au, detgrad f dv
D dr

On peut alors faire le changement de variables inverse : Mo = £~ (M) :

dI oT (M, ¢ dM dMm,
:/@, ((’)+gradT-f+T(M,, )leF) dv,

dr ot dr
oT (M;,t . dM
_ ; ((at’) +d1v( t’)) dv; [éq. (3.61) p. 84]
oT (M;,t dM
_ M dv+ / <T ® —[) -n ds; (théoreme de la divergence)
9, Ot 29, dr
dI T (M, ,1) dM,
a_ [y T (— : ) d 4.4
dr / ot v+/a.% a ") o

dM,
dr

Si le parametre ¢ est le temps, le vecteur est la vitesse v du point M; dans le mouvement du

domaine. Finalement,

dI IT( M,
E:/g A t+/ T(M,.1) (%(M,.1) -n)ds, 4.5)

Cette formule de dérivation temporelle des intégrales de volume sur des domaines variables avec
le temps est trés utilisée en mécanique des milieux continus. Il remarquable de constater que
dans la formule (4.5), dans I’intégrale de frontiere, seule intervient la vitesse des points de la
frontiére du domaine %;.

Conditions de compatibilité

Dans certains problémes de la mécanique des milieux continus, on est amené a résoudre le
probléme suivant :

Soit S(M) un champ de tenseurs symétriques du second ordre. Trouver le champ vectoriel v tel
que symgradv = §.

Dans cette section, on montre que ce probleme n’a de solution que si et seulement si le champ
symétrique S(M) satisfait a certaines conditions appelées conditions de compatibilité.

Ecriture d’une condition nécessaire

Soit v(M) un champ vectoriel et soit S(M) la partie symétrique de son gradient :

S = symgradv = — (gradv + grad ' v)

N —
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1 1
On en déduit : rotS = — rot gradv+— rotgrad' v [identité (3.43) p. 82]
2 ——— 2
0
En transposant cette égalité, il vient :

1 1
rot' S = 3 rot gradTv = 3 grad rotv [identité (3.44) p. 82] (4.6)

En prenant le rotationnel de (4.6) et utilisant a nouveau I’identité (3.43) page 82, on en déduit
une condition nécessaire sur le champ S(M) :

rotrot' S =0 (6 équations, [éq. (3.48) p. 82]) 4.7

La condition (4.7) est une condition suffisante :

Soit maintenant un champ de tenseurs symétriques S(M) respectant la condition nécessaire (4.7) VM.
Cherchons le champ v(M) tel que S(M) = symgradv(M).

Le champ v(M) est solution de 1’équation différentielle tensorielle :

gradv = symgradv+asymgradv =S +A (9 équations aux dérivées partielles) 4.8)

S A

ol A(M) est un champ de tenseurs antisymétriques inconnu a déterminer.

Si le champ § satisfait a la condition nécessaire (4.7), alors 1’équation (4.6) a une solution en vertu
de la propriété (3.52) [p. 83]. L’équation (4.6) est une équation d’inconnue A. En effet :

1 1
rot' S = 3 gradroty = 3 grad(—gradv:H) [éq. (3.25) p. 78]
1
= —5 grad ((S+A):H)

= —grad (%A : H) (8 : H =0 car § symétrique)
rot' § = — grada (a est le vecteur adjoint de A, éq. (1.38) p. 31) 4.9)
Le vecteur a (et donc le tenseur antisymétrique A = H -a) est donc la solution du systeme (4.9) :
grada = — rot' S (9 équations aux dérivées partielles) (4.10)

La solution de 1’équation différentielle tensorielle (4.10), d’inconnue a(M ), dont on sait qu’elle a
une solution gréce & la condition (4.7), permet de constuire le champ antisymétrique A(M) :

AM)=H -a(M) [éq. (1.39) p.31]

L’équation (4.8) [p. 92], d’inconnue v(M), peut alors étre complétée :
gradv=S+H-a (4.11)
Cette équation n’a de solution que si et seulement si rot(S+H -a) =0 :
1
0 =rotS + 3 rot(H -a)
=rotS+grad' a—divaG [identité (3.45) p. 82]

— —grad a+grad' a—divaG  [éq. (4.9)p.92]
= diva=0
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Cette condition sur le champ a(M) est toujours satisfaite car S est symétrique. En effet :
diva =grada : G = —(rotT $):G=0 [identité (3.47) p. 82]

En conclusion, on est assuré de 1’existence d’un champ v(M) solution du probléme posé sous
réserve que le champ tensoriel symétrique S(M) satisfasse les conditions de compatibilité :

rotrot' S =0 (6 équations) 4.12)

Autre forme des équations de compatibilité

Dans beaucoup de cours de mécanique des milieux continus, les conditions de compatibi-
lité (4.12) sont présentées sous la forme suivante @ .

graddivS + grad' divS —gradgradtrS —AS =0 (4.13)

On laisse le soin au lecteur de vérifier que le systeme des six équations différentielles (4.12) est
équivalent au systéme des six équations différentielles (4.13).

Indications pour la démonstration — Sil’on pose :
T =rotrot' S et T’ =graddivS+grad' divS —gradgradirS —AS

on vérifie aisément que 1’identité T’ =T — (trT) G est vraie VS. Il est facile de montrer ensuite que
T=0<T =0.

Méthode d’intégration

La démonstration qui précéde donne la méthode générale pour trouver le champ v(M). Soit un
champ de tenseurs du second ordre symétrique S(M) satisfaisant aux conditions de compatibi-
lité (4.12).

1. On cherche d’abord le champ vectoriel a(M) solution de 1’équation (4.10) :

grada= —rot' S (9 équations aux dérivées partielles) (4.14)
2. On cherche ensuite le champ vectoriel v(M) solution de I’équation (4.8) :

gradv=S+H-a (9 équations aux dérivées partielles) (4.15)

I1 faut bien noter que les champs vectoriels v(M) solutions ne sont pas uniques. En effet :
— les solutions a(M) de (4.14) sont définies a un champ vectoriel uniforme ag prés,
— les solutions v(M) de (4.15) sont définies a un champ vectoriel uniforme v pres.

Représentation de Mohr pour les tenseurs symétriques

Soit S un tenseur du second ordre symétrique. Il a donc trois valeurs propres réelles A; > 4, > 43
et il existe une base propre orthonormée {u;}. On peut donc écrire :

3
S= Z Aiu; Qu;
=1

1

@ Cette forme, d’expression plus compliquée, évite I’introduction du rotationnel d’un tenseur du second ordre.
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On considere ce tenseur comme un endomorphisme linéaire de V3 : w = §-v et on observe
géométriquement comment le tenseur S transforme le vecteur v.

On constate :

1. une dilatation d = % (le tenseur S change la norme de v) ;

2. une déviation o = angle(v,w) ; cosa = W (le tenseur S change la direction de v).
La transformation v — w étant linéaire, on a S - (kv) = kw. On vérifie aisément que la dilatation d

et la déviation ¢ sont invariantes avec k. Il suffit donc de n’envisager que les transformations de
vecteurs v unitaires.

La dilatation du vecteur unitaire v est donc : d = ||w|| et sa déviation est : @ = Arccos ;'7“’.
Pour appréhender les évolutions de la dilatation d et de la déviation & quand le vecteur unitaire v
varie, on choisit la méthode suivante :

1. on appelle partie normale de w le vecteur : w, = (Vv-w)v
2. on appelle partie tangentielle de w le reste : w, =w —w,

Justification du vocabulaire — Le vecteur unitaire v définit un plan dont il est la normale unitaire.
La partie normale w,, est sa partie hors plan, la partie tangentielle w; est sa projection dans le plan.

La connaissance des deux scalaires w, =v-w € R et w; = ||w —w,|| > 0 suffit pour reconstituer
la dilatation d et la déviation . En effet :

d=|w|=1/w2+w? et tana= W (4.16)
w

n

Afin de comprendre géométriquement comment évoluent la dilatation d et la déviation o quand
le vecteur unitaire v varie, on va tracer les vecteurs w dans un plan (e,,e, ), avec en abscisse les wy,
et en ordonnées les w; (non négatifs). D apres les égalités (4.16), un vecteur OM = w, e, +w; e,
de ce plan a pour module la dilatation d et pour angle polaire la déviation o [fig. 4.1 p. 95].

Si on note v; les composantes du vecteur v dans la base propre orthonormée {u;} du tenseur
symétrique S dont les valeurs propres sont A;, il vient :

I=vi+vi+vi (W=D 4.17)
Wp=V-w=v-8-V=A1V+A3+ A3V (4.18)
w,t+w,=w=Aviei+hvie; +313e3

w2+ w? = AP+ A3 v+ A3 v3 (4.19)

Si on se donne un point (w,,w;) du plan (e,,e;), les vecteurs v (de composantes v; dans la base
propre de S) qui correspondent a ce point du plan (e,,e,), sont solutions du systeme de trois
équations (4.17), (4.18), (4.19). Sa solution est :

V2= Wi+ (wa = A2) (wn — X3) V2= wi + (wp = A3) (wn — M) 2= Wi+ (wa — A1) (wa — Ao)
! (M —A2) (M — A3) ? (A2 —43) (A2 — A1) : (A3 —A) (A —A2)

>0 <0 >0

Puisque les termes de gauche sont nécessairement non négatifs, des solutions réelles n’existent
que si :

W?+(Wn*7tz)(wn*7t3)>0 ; wtz+(wn713)(wnfll)§0 ; wt2+(wn77tl)(w,,flz)20
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Remarque — Si deux valeurs propres sont égales, certaines composantes de v sont indéterminées.

On constate donc que tous les points du plan (e,,e;) ne peuvent pas correspondre a un vecteur
unitaire v donné : pour un tenseur § symétrique donné, de valeurs propres A; > A, > A3, les
coordonnées cartésiennes (w,,w;) (ou bien les coordonnées polaires (d, o)) ne peuvent prendre
des valeurs quelconques : il faut qu’elles satisfassent les trois inégalités précédentes. Dans le
cas ol les valeurs propres sont distinctes, ces trois inégalités impliquent que les points (wy, w;)
doivent se trouver a I’intérieur de la zone délimitée par les trois cercles de la figure 4.1 :

Ae;

)
3

A3 A Wn M
FIGURE 4.1 — Tricercle de Mohr

AM—A3

On constate en particulier que A3 <w, <A et que 0 < w; < #52.
Si deux valeurs propres sont égales, le domaine admissible se réduit a un demi cercle.
Si les trois valeurs propres sont égales (le tenseur S est sphérique), le domaine admissible se

réduit au point (1,0).
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Conclusion

L’algebre et I’analyse tensorielle sont nécessaires pour la description et la manipulation des
grandeurs physiques qui sont introduites en mécanique des milieux continus. Ce cours n’a
présenté que les concepts qui sont strictement nécessaires a la mécanique des milieux continus.
Il ne peut en aucun cas étre considéré comme un cours complet sur les tenseurs. En particulier,
bon nombre de résultats (soigneusement signalés) ne sont valables que pour les tenseurs agissant
sur des vecteurs de V3.

Ces développements permettent de simplifier la présentation de la mécanique des milieux
continus. En effet, les équations de la mécanique peuvent s’écrire uniquement avec des opérations
tensorielles algébriques et des opérateurs différentiels tensoriels (gradient, divergence, rotationnel
et laplacien). Sous cette forme condensée, on peut alors se concentrer sur 1’essentiel : les concepts
de la mécanique, sans s’encombrer des choix (accessoires car non physiques) d’un quelconque
systeme de coordonnées ou d’une quelconque base pour donner des composantes aux tenseurs.
Les équations tensorielles sont par essence valables quels que soient ces choix.

Il n’en reste pas moins que pour résoudre effectivement un probléme particulier, il faut choisir
un systéme de coordonnées pour repérer les points du domaine étudié et il faut choisir une
ou plusieurs bases pour exprimer les composantes des tenseurs d’ordre p > 1. Les équations
tensorielles (algébriques ou différentielles) qui seront écrites en mécanique des milieux continus
se traduisent alors par des équations ordinaires (algébriques ou différentielles) portant sur des
composantes et qu’il faut résoudre soit analytiquement (quand on peut) par les méthodes mathé-
matiques standard (éventuellement a I’aide d’un logiciel de calcul formel), soit numériquement
par des méthodes numériques approchées (généralement a 1’aide d’un ordinateur).

C’est pour expliquer clairement le passage des équations tensorielles aux équations ordinaires
que les chapitres précédents ont été soigneusement détaillés.
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Invariants et valeurs propres d’un
tenseur symeétrique réel

Tout tenseur réel symétrique du second ordre S opérant sur V3 possede trois valeurs propres
réelles A;, A, et A3 et un systéme de trois invariants fondamentaux réels {St, S, S} qui sont
les coefficients du polyndme caractéristique. L’ expression de ces invariants fondamentaux en
fonction des valeurs propres est triviale :

Si=M+M+4 5 Su=AAbh+AbA+44 5 Sm=A4 A4

En revanche, le probleme inverse 1’est moins. En le résolvant, on va notamment montrer au
passage que le triplet d’invariants {Sr,Si, S} ne peut pas prendre des valeurs quelconques :
pour qu’ils puissent étre les invariants d’un tenseur réel symétrique, ces trois invariants sont
soumis a certaines inégalités entre eux.

Condition d’existence de valeurs propres réelles

Les trois invariants {S, Sy, S} étant considérés comme connus, les trois valeurs propres sont,
par définition, les solutions du polyndme caractéristique de la matrice [S®s] des composantes
mixtes (V) de S :

A3 —SiAZ+SyA =S =0 (A.1)

Au lieu de chercher les solutions A de 1’équation (A.1), on effectue un changement d’incon-
nues :

St
A= —
)c—i—3

ce qui revient a chercher les valeurs propres x du déviateur de S. L’équation (A.1) devient :

512 > SI SH 2 SI3
x ——

x4 (SH EY 3 27

3 —Sm=x+px+qg=0 (A2)

dont on sait qu’elle a trois racines réelles sous la condition suivante :

R = 4p3 +27q2 = 2751112 + (4513 — 1SSISII)SIII +4SH3 —S125112 < 0

() On peut aussi bien prendre les composantes mixtes [Se*]. On obtient les mémes valeurs propres, mais les vecteurs
propres sont obtenus par leurs composantes covariantes. Ici, on ne s’intéresse qu’aux valeurs propres.
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Le polynome R, de degré 2 en Sy, de coefficient en Si2 positif, ne peut étre négatif qu’entre des
racines réelles éventuelles. Pour qu’il ait des racines réelles en Sy, il faut que son discriminant
soit positif :

A=16(S%>-3Sn)*>0 <« S§2-3S1>0 (A.3)

Les racines en Sy sont alors :

Dans ces conditions, R < 0 si Sy est compris entre les racines :

SiSu 2S° 2 51511_2513 2

[
[T

2 2
St e S = (52-38
3 27 27(5I 3Sn)? < Sm < 3 27 +27(1 )
2 3 SiSu 287 2 2 3
— = (S2 =382 < S — —— + = (82 —=358p)2
27( I )2 < Sm 3 >7 <+27( I )

soit encore :

27 S — 981 Sy 42573
—-1< o 1o+ 201 <1 (car 7 — 38y > 0, d’apres la condition (A.3)) (A4)

2(S2—35y)?

Les valeurs propres d’un tenseur réel symétrique étant réelles, les invariants fondamentaux de ce
tenseur vérifient nécessairement les inégalités (A.3) et (A.4).

Définition de nouveaux invariants

On peut donc définir deux nouveaux invariants J et ¢ pour les tenseurs réels symétriques :

J=/8512-351>0 [éq.(A3)] (A.5)
27 Str — 981 S+ 251 27 St — 981 S +285°
¢ = Arccos ;H(SIZ _I3 211) : U — Arccos 1 5 JI3 I : [éq. (A.4)] (A.6)

ol ¢ € [0;7]etcosd € [—1;1].

On peut interpréter ces nouveaux invariants en remarquant que :

Si2 =38y = % devS:devS = J= 1/% devS : devS = g | devS]||

devS
27Sm — 981 Su+25° =27 detdevS = cos¢=3\f6det<ﬁ)

A des coefficients pres, 'invariant J reflete la norme du déviateur de § et I’invariant cos ¢ reflete
le déterminant du déviateur normé.

Remarques — En mécanique des milieux continus, si S est un tenseur des contraintes, I’invariant J
est appelé : contrainte équivalente de Von Mises.

D’autre part, on constate que le déterminant du déviateur normé d’un tenseur du second ordre
symétrique réel est toujours compris entre —1/(3v/6) et 1/(3v/6) ~ 0,136. Il est nul pour ¢ = 7/2.
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Les relations inverses sont :

SE—-J* _ 2J%cos¢ —3J S+ 5
3 ¢ om= 27
Les deux triplets d’invariants {Sy, Sy, Smr } et {S1,J,cos ¢ ou ¢} sont donc équivalents en ce sens
que si on connait I’un des triplets on peut calculer 1’autre et inversement. Néanmoins, contraire-
ment au triplet {S, Sy, S}, le nouveau triplet {Sy,J,cos ¢ ou ¢ } présente un avantage : chacun
des trois réels peut prendre une valeur arbitraire dans son domaine de définition indépendamment
des autres: S;eR,J >0et ¢ € [0;7].

S =

(A7)

Expression des valeurs propres en fonction des invariants
En effectuant les substitutions (A.7) dans I’équation (A.2) [p. 99], I’équation devient :
3 J? _ 2J3 cos ¢

e A 0

En utilisant I’identité : cos ¢ = 4 cos® £ —3 oS % 2 cette équation se factorise :
(3x—2J cos g) (9x* +6Jx cosg —3J%+4J% cos? %) =0

Une premicere solution est donnée par le facteur de gauche (équation du premier degré en x) :
X1 = % cos%

Le discriminant du second facteur (équation du second degré en x) est :

108J2 (1 — cos —) (6\stm ) >0

Le second facteur a donc deux solutions réelles qui sont :

J J
xz:g(—cosg—i-\@sin%) ; X3:3( COS*_\ESIH )

Les valeurs propres de S sont donc :

S 2 ¢
M= 3 + 3 cos3 (A.8)
_S T 0! in? B
A= 3 +3( cos3+\f3$m3) 373 cos(3 3) (A9)
St J ) 2J 0 2z
=242 L. A2 cos(L + =2 Al
A3 3+3( s \@sm ) =313 (3+ 3) (A.10)

3 3
J= SIZ—3SH::2|devS|| /5 devS: devs >0

27 St — 981y + 253
¢ = Arccos ——1 ! H+3 L = Arccos [3\f6det (ﬂ)] ; ¢ €0, 7]
2(512—3511)7 HdeVSH

On propose dans la figure A.1 [p. 102] une représentation géométrique des résultats (A.8), (A.9)
et (A.10) qui illustre comment évoluent les valeurs propres d’un tenseur réel symétrique en

fonction des invariants % eR, 27] >0et % €[0;%].
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FIGURE A.1 — Représentation géométrique des valeurs propres d’un tenseur réel symétrique

Classement des valeurs propres

L’angle ¢ étant dans [0; ], on a donc % < cos% <let0K sin% < g,

les valeurs propres :

ce qui permet de classer

3 3
M—?Lzzlcosﬂ—ijsiHQEO et lg—%zilsin?}O
3 3 3 3 3
—_——
=57 <3/

Onadonc A > A, > As.

En analysant les valeurs des invariants J et ¢, on peut statuer sur la multiplicité des valeurs

propres :

— siJ =0, c’est-a-dire S;2 — 35y = 0, la norme du déviateur de S est nulle, le tenseur S est donc
sphérique, alors A} = A, = A3 = % et I’angle ¢ est indifférent ;

—siJ#Qetd =0,alors L, = A3;

—siJ#Oetdp =m, alors A} =1y

—siJ#0Oet @ #0et @ £ m, alors les valeurs propres sont distinctes.

Le lecteur est invité a observer ces cas particuliers sur la figure A.1.

Ecart des valeurs propres extrémes

En utilisant (A.8) et (A.10) [p. 101], il vient :

2J 27 2J T
M—A= 3 (cos% —cos(g +?)) =3 3 COS(E _ g)

) varie entre ? et 1, lorsque ¢ varie entre O et 7, soit une variation de 13,4%. On

WS

ol cos(§ —
adonc:

2
J< A —23< fj: 1,155

On peut donc faire une estimation de I’écart A; — A3 & 6,7% prés en prenant comme estimation
la valeur médiane :

Al—zﬂg\@(u\f) ~1,077J
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Remarque — Si § est de trace nulle (S = 0), de valeurs propres {l{ > 2.2’ > ),3’}, on peut donner le
rapport entre les valeurs propres extrémes (conditionnement de la matrice des composantes de devS) :

A cos(2+7) 1 P A 1
D08 3 (1+V3tans) = 2< 2 < -
Al cos? 5 (1 V3tan) TS T2

A.6 Systemes d’invariants d’un tenseur d’ordre 2 réel symétrique

Pour un tenseur réel symétrique S, il y a donc compléete équivalence entre la connaissance
des trois invariants fondamentaux (coefficients du polyndme caractéristique) {Sy, Sy, Sm }, la
connaissance des trois invariants

{SI, Jou | devS||, ¢ ou det<H(;Z:§'H) },

et la connaissance de ses trois valeurs propres classées {A; > A, > A3}, car connaissant un triplet,
on peut déterminer les deux autres.

Certains auteurs utilisent le triplet d’invariants {S;,S>,S3} défini par :

Si=8S=us
Sy = tr(8?) = §;> — 28y
S3 =1tr($%) = 3Sm — 381 Sy +5¢°

On montre facilement que les formules inverses sont :

1 1 3 1
Si=S : Su==(S2=S) : S :f<S—fSS 753)
1 1 I 2(1 2) 111 3 3 5 1 2+2 1

Le triplet {S;,S2,53} est donc aussi un triplet d’invariants équivalent.

En fait, on peut définir une infinité d’autres triplets équivalents d’invariants, car toute fonction
scalaire d’invariants est un invariant. Plus précisément, soient { f M, @ r (3)} trois fonctions des
invariants fondamentaux {Sy, Sy, Sy} et a valeur scalaire ; elles définissent un triplet d’invariants
valide

{sW = (81, S, Sm) , S = £ (S1,Su,8m), S = £ (St,Sm,Sm) }

si la tranformation {S, S, S} <> {S M. s (2),8(3)} est inversible, ¢’est-a-dire si la matrice jaco-
bienne de la transformation est réguligre : det(f" ;) # 0.

Remarque — Le choix d’un triplet d’invariants {S(l),S(2>,S(3)} comme arguments d’une fonction
réelle isotrope devrait étre donc guidé par I’interprétation physique des termes du triplet choisi. Cette
fonction peut toujours étre ramenée & une fonction des trois invariants fondamentaux. Par exemple :
1) o2 (3
W:fw(s( ), 52 sl ))

= fl//(f(l)(SLSHaSIII):f(Z)(SIaSII7SIII)7f(3)(SLSIIaSIH))
= gy/(S1,81,Sm)

pourvu que la matrice 3 x 3 de terme général £ j soit de déterminant non nul. Cette possibilit€
s’avere d’une grande utilité dans la construction de modeles de comportement.
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Détermination tensorielle des directions propres

On sait que pour tout tenseur réel symétrique du second ordre S construit sur V3, on peut toujours
trouver au moins une base orthonormée {u;,u>,u3} de V; telle que le tenseur S s’écrit :

3 3
S = Z)Li’l;i(@’l;i = ZA,’U,’
i=1 i=1

ou U; = u; @u; est un tenseur uniaxial unitaire représentant une direction propre non orientée
associée a la valeur propre A; [th. 1.84 p. 45]. On vérifie aisément que :

S- [7 i = 2,,[7 i
ce qui justifie la définition suivante :

Définition A.1 — Tenseurs uniaxiaux propres. Si {#;} est une base propre orthonormée d’un
tenseur réel symétrique S, on appelle tenseurs uniaxiaux propres de S les tenseurs du second
ordre uniaxiaux unitaires définis par :

Ui=u®u;

Remarque — Les vecteurs {#;} formant une base orthonormée, les tenseurs propres sont aussi
orthonormés [propriété 1.103 p. 45].

Connaissant le tenseur du second ordre symétrique S par ses composantes dans une base quel-
conque, on sait calculer les invariants fondamentaux {Sr, Sir, Smr } par les définitions (1.56), (1.57)
et (1.58) [p. 36], puis les invariants {Sy,J, ¢} par leur définitions (A.5) et (A.6) [p. 100], et enfin
le triplet des valeurs propres classées {A;} par les formules (A.8), (A.9) et (A.10) [p. 101].

En se plagant dans la base propre du tenseur symétrique S, on vérifie aisément que les tenseurs
uniaxiaux unitaires propres U; sont les solutions des trois équations tensorielles suivantes :

— (M +M3)84+ A4 G = (A —A2) (A —A3) U, (A.11)
—(M+A)S+ 244G = (h—23) (A — M) U2 (A.12)
2~ (M+M)S+MMG = (A3 —A) (A — M) Us (A.13)

Remarque — Deux de ces équations suffisent, la troisieme direction propre étant celle qui est
orthogonale aux deux autres.

Si les valeurs propres {A; > Ay > A3} sont distinctes (J # 0 et ¢ # 0 et ¢ # 7) la solu-

tion {171 , 172,173} est unique. En revanche,

— siJ =0, le tenseur S est sphérique (A1 = A, = A3), les trois équations (A.11), (A.12) et (A.13)
sont identiquement vérifiées VU, et tout triplet orthonormé {lNJ LU U 3} est solution ;

— siJ#0et ¢ =0,alors A, = A3 # A1 ; I'équation en U /1 aune solution unique et les deux autres
sont identiquement vérifiées YU,, VU3 ; le tenseur U 1 peut étre complété par tout couple de
tenseurs uniaxiaux {U 5, U 3} tel que le triplet {U U, U Us} soit orthonormé ;

—siJ#Oet g =m, alors A} = A # A3 ; 5 r equatlon enU 3 aune solution unique et les deux
autres sont identiquement vérifiées VU,, VU, ; le tenseur U /3 peut &tre complété par tout
couple de tenseurs uniaxiaux {U,U>} tel que le triplet {U;,U,,U3} soit orthonormé.
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A.8 En bref...

Pour les tenseurs du second ordre symétriques réels opérant sur Vs :

— on connait I’expression des trois valeurs propres classées en fonction des composantes dans
une base quelconque ;

— les valeurs propres étant connues on sait trouver les tenseurs uniaxiaux unitaires propres avec
des formules tensorielles, donc valables dans tout base ;

— on peut construire une infinité de triplets d’invariants équivalents.
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Fonctions isotropes

L’ objectif de cette annexe est de trouver des listes d’invariants scalaires nécessaires et suffisantes
pour représenter la liste des arguments tensoriels de fonctions réelles isotropes utiles en méca-
nique des milieux continus. Les tenseurs évoqués dans cette annexe se limitent donc a ceux de
I’espace V?p (n = 3). De nombreux auteurs (SMITH, SPENCER, WANG, BOEHLER et d’autres)
ont publié des listes d’invariants pour les fonctions isotropes d’arguments tensoriels (. La plu-
part des auteurs se sont focalisés sur la recherche d’invariants qu’ils qualifient d’« algébriques »,
entendant par 1a que I’expression des invariants qu’ils recherchent doit étre un polyndme de
composantes sur une base (le plus souvent orthonormée) *). Par ailleurs, les démonstrations
publiées sont le plus souvent tres laborieuses et compliquées a lire car elles se basent sur des
calculs de composantes.

Dans cette annexe, on va trouver des listes d’invariants pour les fonctions réelles isotropes
d’arguments tensoriels dans les cas utiles en mécanique des milieux continus, sans se préoccuper
si ces invariants sont des polyndmes de composantes ou non. On montrera au passage que
ces listes ne sont pas uniques. Les démonstrations étant rédigées sur la base de raisonnements
géométriques, elles fournissent de plus une interprétation géométrique des invariants de ces listes.
On pourra noter au passage que ces démonstrations ne requierent aucune propriété de continuité
ou de dérivabilité de la fonction isotrope, on ne lui demande que la qualité d’étre une fonction,
c’est-a-dire une application [E — R ou [E est un produit cartésien d’espaces de tenseurs.

Rotation d’un tenseur

Les fonctions scalaires isotropes ont des propriétés d’invariance par rotation de leurs arguments
[définition (2.12) p. 60]. Dans cette section, on rappelle la signification de la rotation d’un tenseur
d’ordre p par une rotation Q.

Rappels — Une rotation Q € Qs est un tenseur du second ordre orthogonal, ¢’est-a-dire tel
que Q-Q' =G et detQ = 1. Dans un espace de dimension 3, on sait identifier une rotation par
un vecteur rotation @ = 6 @ ou @ est un vecteur unitaire qui est I’axe de la rotation et ou 0 € [0; 7]
est I’angle de la rotation [éq. (1.97), (1.98) et (1.99) p. 43].

(1 Un désaccord est apparu dans le cas de deux arguments tensoriels du second ordre symétriques : BOEHLER
donne une liste de quatre invariants, d’autres auteurs soutenant (avec raison) que trois suffisent. Cette question est
abordée en section B.5.3 [p. 117].

@ La définition mathématiquement correcte des nombres algébriques est qu’ils sont des racines de polyndmes a
coefficients rationnels. La notion d’« algébricité » utilisée par ces auteurs n’est pas consistante : par exemple, dans
une base quelconque, il est rare de pouvoir exprimer les valeurs propres par un polyndme de composantes, toutefois,
il existe des bases (par exemple les bases propres) ou les valeurs propres s’expriment comme des polyndmes de
composantes ; I’ « algébricité » des valeurs propres dépendrait de la base dans laquelle on donne les composantes du
tenseur !
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La rotation par Q d’un tenseur T d’ordre p est un tenseur d’ordre p noté %y (T). Son calcul
dépend de I’ordre de tensorialité p :
— pour p = 0 (le tenseur est un scalaire x) : Zg(x) = x;
— pour p =1 (le tenseur est un vecteur v) : Zp(v) =Q-v;
il s’agit de la rotation classique du vecteur v autour de 1’axe unitaire orienté o, d’angle 6 € [0;7];
— pour p =2 (le tenseur T est d’ordre 2) : %o(T)=Q-T - o';
les tenseurs T et Zg(T ) ont les mémes valeurs propres et les vecteurs propres de Zg(T ) sont
les transformés par Zg des vecteurs propres de T [propriétés 1.72 p. 41].

Pour généraliser commodément aux rotations par Q de tenseurs d’ordres supérieurs a 2, on définit
un nouveau produit tensoriel, noté X, souvent appelé produit tensoriel de Kronecker. Ce produit
n’opere que sur des tenseurs d’ordre 2 :

Définition B.1 — Produit tensoriel de Kronecker. Considérons deux tenseurs T et U d’ordre 2,
le tenseur T XU est un tenseur d’ordre 4 défini par :

TRU =T',U’, (e;2e;@e" ®e") & (TRU) =T, U,
Cette définition montre que le produit tensoriel T XU n’est qu’une certaine transposition du
produit tensoriel habituel T @ U de deux tenseurs du second ordre [section 1.3.5 p. 21] :
(TRU) = (T QU)W

On généralise sans difficulté au produit par X de plusieurs tenseurs du second ordre. Par exemple,
le produit par X de trois tenseurs d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 6 :

TXUXRS =T, anSkp (eivejRee"®e" Rer)
dont les composantes sont :

(T RU RS)*,p =T U, S5, = (T QU @8)' ity
En utilisant le produit X, on peut récrire la rotation d’un tenseur 7" d’ordre 2 sous la forme :

#o(T) = (QNQ): T = Q' Q/uT" (e

Démonstration —

Q'T 'QT = Qim ™ Trzj (ei®ej) = Qim ™" an (ei®ej) = Qim an ™" (ei@e/) = (Q‘XQ) :T

La rotation par Q d’un tenseur T d’ordre 3 s’écrit alors :

Ho(T) = (QRQRQ)T'T = (QRQRQ) ;T (e D e; D)

=000 QT (e;0e; 0 ey)

et d’une maniere générale, la rotation par Q d’un tenseur T d’ordre p s’écrit :

%Q(T) = (Q&“-@Q)@”T — Qiljl Qipjp TJ1dp (el.1 ®"'®eip> (B.1)
— N———
pfois p termes

ol ®” est le produit contracté p fois.
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Reégle B.2 — Construction des composantes d’un tenseur tourné par Q. Chaque indice de T
est contracté avec le second indice d’un terme Q°, pour les indices contravariants ou Q,°* pour
les indices covariants, tout en respectant les regles de la convention d’Einstein.

Exemple — Soit T un tenseur d’ordre 4 :
T=T"ewece0e =T ee e e =

Sa rotation par Q est :
F(T)'"™" = Q"1 Q7; 0"k Q" T & Ho(T)=0"Q% 001 T ey 0e,0e, Den
Fo(T) M =007, 0, Q' Ty &  Ro(T)=0"070 0, Ty e, 0e,0€ @ e"

Représentation des éléments d’un ensemble
Définition B.3 — Surjection. On dit qu’une application E — FF est une surjection si tous les

éléments de F ont au moins un antécédent dans [E.

Autrement dit, I’'image de I’ensemble [E par la surjection s est exactement I’ensemble F.

Remarque — 11 est possible que des éléments de I aient plusieurs antécédents. Si tous les éléments
de F n’ont qu’un seul antécédent, la surjection est une bijection.

Définition B.4 — Représentation d’un ensemble. On dit que les éléments d’un ensemble E
sont représentés par les €léments d’un ensemble E’ s’il existe une surjection s : E' — E.
Soient e € E et ¢’ € E'. L’élément ¢’ est appelé représentant de e si e = s(¢’).

L’ensemble {E', s} est appelé représentation de E.

Il existe en général beaucoup de représentations de E, ¢’est-a-dire que I’on peut trouver un grand
nombre de couples {E’, s} ou s est une surjection E' — E.

Dans la suite, I’ensemble E sera un produit cartésien de tenseurs :
E:V;’@pl Y XVE},@pn

avec p; € N et on cherchera des représentations de [E telles que I’ensemble E’ des représentants
soit de la forme E' = R™ x Q3 ol les éléments de R™ sont des scalaires invariants dans toute
rotation des éléments de [E. L’intérét d’une telle représentation des éléments de [ apparaitra
lorsque la fonction f : [E — R est une fonction isotrope [section B.6 p. 118].

Théoreme B.5 — Composition des fonctions. Soit une fonction f : [E — F. S’il existe une
représentation {E’, s} de E, alors il existe une fonction g = fos: E — F telle que g(¢’) = f(e)
oue e etecE.

Démonstration — Pour que la fonction g existe, il suffit que s soit une surjection, c’est-a-dire que
tous les éléments de [E aient au moins un antécédent dans 1’application s.

Dans cette annexe, on se limitera au cas particulier F =R :

E 5 E L Rets surjective = Jg tel que E/ = R (B.2)
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B.3 Représentation d’ensembles de vecteurs
B.3.1 Représentation de V3

Un vecteur v € V3 peut étre défini par sa norme (r = ||[v|| > 0) et un vecteur unitaire v. On a alors
v =rvour >0 (pour les vecteurs nuls, r = 0 et v est quelconque).

= Notation B.6 — On note @3 I’ensemble des vecteurs unitaires de V3 et on note R I’ensemble
des réels non négatifs.

= Proposition B.7 — L application s” définie par :
~ /
(rv) €R, xV3; 5 §/(,v) =rv=vc V3 estune surjection.

Démonstration — Tout vecteur v € V3 a au moins un représentant dans R x @3. En effet :
— siv#0alors r = ||v|| etv = r~!v (le représentant est unique) ;
— siv=0alors r = 0 et v est quelconque (les vecteurs nuls ont une infinité de représentants).

On définit ainsi une représentation (provisoire) {R x Vs ,s'} de I’ensemble V3.

Une représentation de %73

= Proposition B.8 — Soit ¥y un vecteur unitaire arbitraire. L’ application s” définie par :
Re Q3. =5 v=R-vy estune surjection.

Démonstration — V¥ € V3, il existe une infinité de rotations R € Q3. qui font passer de ¥y 2 ¥ : toutes
ces rotations ont leur axe dans le plan bissecteur de (vg,v) et sont d’angles différents. Par exemple, il
existe une rotation d’angle 7 dont 1’axe @ est la bissectrice unitaire : @ = \;gg\\ . Quoiqu’il en soit,
une unicité n’est pas nécessaire : quel que soit le vecteur unitaire vy choisi, I'ensemble Q3. engendre
bien I’ensemble des vecteurs unitaires.

Une représentation de V3 est donc I’ensemble {Qs.,s”} o la surjection s” est définie par :

! ~
ReQs, 5§ (R) =R-vyp =v € V3 ol estun vecteur unitaire arbitraire. (B.3)

Les deux surjections s" et s” précédentes permettent de construire une nouvelle représenta-
tion {R; x Q3,s} de V3 ou la surjection s est définie par :

(nR) €R, x Q3. = s(r,R)=+5'(r,s"(R)) =5 (r,R-vo) =rR-vo=rv=v € V;

ot le réel r = ||v|| est invariant par toute rotation %Zg du vecteur v car ||v|| = || Zo (V) ||, VQ € Q3.

Application aux fonctions isotropes V3 — R

Afin d’illustrer 'intérét de la représentation {R; x Qs,s} de ’ensemble des vecteurs V3
construite précédemment, on considere une fonction f définie par :

veVs L fv)eRr
Le théoréme (B.5) [p. 109], permet d’ affirmer I’ existence d’une fonction g = fos telle que :

(nR) €Ry x Q3 5 g(rnR)=f(v)€R
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Sila fonction f est isotrope, ¢’est-a-dire si f(v) = f(%g(v)), VQ € Q3. alors on peut écrire :

g(rR) = f(v) = f(%o(v)) = (| %o(v) |, Zo(R)) =¢(rQ-R-Q"), VQ€Qs. (B4

Or le tenseur R' = Q-R-Q" est une rotation. La condition VQ implique que la rotation R’ est
quelconque. L’égalité B.4 s’écrit donc encore :

g(rnR)=g(r,R), VR

ce qui signifie que la fonction g est insensible a son second argument. On en déduit le résultat
suivant :

f: V3 — Risotrope = Jgtel que f(v) = g(||v|])
Autrement dit, si une fonction f : V3 — R est isotrope, alors elle n’est fonction que de ||v||.

Remarque — 1l est possible de démontrer ce résultat par d’autres voies, mais elles demandent en
général a I’application f de posséder des propriétés supplémentaires de continuité ou de différentiabi-
lité. La démonstration proposée ici est particulierement économique en hypotheses : elle ne demande
a f que d’étre une application. Par ailleurs, il n’est nullement nécessaire d’invoquer une base pour
donner des composantes a I’argument v de f.

Le raisonnement qui a abouti a ce résultat pour les fonctions f(v) isotropes va servir de modele
pour tous les résultats qui suivent. Pour chaque ensemble d’arguments de la fonction f il suffira
de trouver une représentation de la forme {R™ x Qs,s} telle que les m réels de R™ soient
invariants dans toute rotation % des arguments de f.

B.3.2 Représentation de @3 X XN’g

Soit un couple de vecteurs unitaires {#,v}. On note o = Arccos(u-v) € [0; 7] leur angle non
orienté ?),

On choisit un vecteur unitaire arbitraire #o. On choisit un vecteur v qui fait un angle a € [0; 7]
avec ug (il en existe une infinité sur le cone d’axe ug et de demi-angle au sommet ).

= Proposition B.9 — Il existe une rotation R € Q3 telle que # =R -up etv =R -v{.

Démonstration — Soit un couple quelconque de vecteurs unitaires {u#,v} d’angle @ € [0;7]. On
construit la rotation R en deux étapes :

1. 1l existe une rotation R, d’angle 7, telle que # = R; -#y. Son axe w) est la bissectrice unitaire
dg (ug,u) : w = % Cette rotation transforme le vecteur unitaire ¥ en le vecteur unitaire
Vo, =Ry -v{. Les rotations conservant les angles, on a les égalités d’angles :
a = (ito,vy) = (Ry -tio, Ry V) = (,v(;)
2. Tlexiste une rotation R, d’axe u qui laisse # invariant et telle que v = R, -v(y; car a = (u,v§;) = (u,v).
La rotation R = R; - R transforme donc le couple {up,v( } en le couple {u,v}.

On a ainsi construit une surjection s telle que :

(&,R) € [0;7] x Q34 > s(at,R) = {R-iko,R-V§} = {u,v} € V3 x V3 (B.5)

@ Tl n’est pas possible de donner un signe a I’angle entre deux vecteurs de V3 ; & € [0; 7] est entierement défini
par son cosinus.
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L’ensemble {[0;7] x Q3,s} est donc une représentation de V3 x V3, o le réel o € [0; 7] est
bien invariant dans toute rotation Zg du couple de vecteurs unitaires {u,v}, car

u-v==Sym) - Zyv), v € Qs [éq.(1.79)p. 41]

Représentation de %73 X %’3 X %73

Soit un triplet de vecteurs unitaires {u;,u,,u3}. On définit les quatre réels :

oy = Arccos(uy -uz) ;03 = Arccos(up-u3) ;  o3; = Arccos(uz -up) B.6)
E = Sgn[ﬁz,ﬂl ,ﬂ3] (signe du produit mixte) ’

Les trois angles a2, 0p3 et o) sont dans intervalle [0; 7], et € = 4-1. On construit trois vecteurs

unitaires {ug;,U02,Up3} de la maniére suivante :

— on choisit arbitrairement un vecteur unitaire uo ;

— on choisit arbitrairement un vecteur unitaire uo, qui fait un angle o, avec uo; (il en existe une
infinité) ;

— on construit un vecteur unitaire #o3 qui fait un angle o1 avec ug; et un angle a3 avec ug; (il
en existe deux, symétriques par rapport au plan (uo1,u2)) ;

— le signe € du produit mixte permet de choisir #y3 unique.

Proposition B.10 — 1l existe une rotation R € Qs telle que u; = R -uy;, uy = R -up, et
ﬁ3 =R ﬁ03.

Démonstration — On sait de la démonstration précédente qu’il existe une rotation R qui transforme le
couple {up;,un } en le couple {u;,u, }. Cette rotation transforme aussi le vecteur ug3 en le vecteur u3,
car toute rotation conserve les angles 031 et 03 ainsi que le signe du produit mixte € [éq. 1.81 p. 41].

On a ainsi construit une surjection s telle que :

(0412, 003, 051,€,R) € [0: 7] x [£1] x Q34— s(02, 003, @31,€,R) = {R -Tho1, R - lign, R - U3 }
= {u,,ip,u3} € V3

L'ensemble {[0;7]* x [+1] x Q3 s} est donc une représentation de V3 x V3 x V3 ol les quatre
réels oo, 03, 031 et € définis en (B.6) sont invariants dans toute rotation %Zg du triplet de
vecteurs unitaires {u;,u,u3}.

Représentation de V3"

Comme on I’aura compris avec les exemples précédents, les réels invariants par % nécessaires
et suffisants pour représenter un n-uplet de vecteurs unitaires sont les angles et les signes des
produits mixtes permettant de reconstruire sans ambiguité la position relative des n vecteurs et
on complete la représentation par une rotation. Pour chaque vecteur unitaire #; de numéro i > 3,
il faut donc ajouter, par exemple, les deux angles @;; = Arccos(u; -u;) et ap; = Arccos(u - u;),
ainsi que le signe du produit mixte €p; = sgn|u;,u,,u;]. Une représentation de n vecteurs
unitaires est donc :

{02, 003,031, €123, -+, (0, 0, €12/),- -+ ,R}, 3<j<nm

ol 0,y = Arccos(u, -uy) € [0;7] et €4, = sgn(u,, ug,u,] = £1.
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Non unicité de la représentation — La représentation proposée n’est pas unique :

— Le groupe (i, ), 812( é) peut étre remplacé par le groupe (@2, 037, €3;) Y ou aussi bien par le
groupe (0, 0y j, €pgj) ) avec p < jet g < j.

— Les angles o;; peuvent étre remplacés par leur cosinus ou par les produits scalaires u; - u, car on
sait construire les bijections {r;,r;, 0} <> {ri,rj,u;-u;}.

Remarque — On verra dans la section B.4 [p. 113] que les signes des produits mixtes disparaissent
de la liste des représentants si les vecteurs unitaires sont remplacés par des directions non orientées.

Représentation de V3"

En conséquence de ce qui précede, un n-uplet de vecteurs quelconques est représentable par
la liste des n réels non négatifs représentant les normes de chaque vecteur, complétée par la
représentation des n vecteurs unitaires comme précisé dans les deux sections précédentes. En
résumé :

un vecteur : (,R) € Ry x Q34

deux vecteurs : (r1,r2,02,R) € ]Rz+ x [0;7] x Qs

— trois vecteurs : (1’1,1’2,1’3,0612,0631,0632,8123,R) S Ri X [0;717]3 X [:l:]] x Qs34

quatre vecteurs :

4 5 2
(r1,7r2,73,74, 0012, 031, 032, 041, 042, €123, €124, R) € R x [0 7] x [£1]7 x Q34 5

n > 3 vecteurs :

(rlv'” 7rn7a127((a31aa32)7'” 7(an17an2))7(£3127"' 781’112)7R)
eR" x [0;7] 207D 5 [£1]" 2 x Qa4 ;

u,-~uj

ol r; = ||u;l|, a;j = Arccos 7

€ [0;77:] et Eijk = Sgn[uh“j,“k] ==*l.

Comme précédemment, les réels r;, les angles ;; ainsi que les signes g;j; sont invariants dans
toute rotation Zg du n-uplet de vecteurs.

Représentation de directions non orientées

En mécanique des mileux continus, on aura a considérer des fonctions de directions de 1’espace
non orientées, comme par exemple des directions d’anisotropie de la matiere. On a vu en
section 1.6.15 [p. 44] que les directions de 1’espace sont représentées bijectivement par les
tenseurs uniaxiaux unitaires [théoréme 1.84 p. 45].

Notation B.11 — On note U ’ensemble des tenseurs uniaxiaux unitaires.

Représentation de U

Les tenseurs uniaxiaux unitaires U € U sont représentables par les vecteurs unitaires u € V3
par la surjection u — u @ u. Les vecteurs unitaires u € V sont représentables par les rotations

4 Le vecteur u; est positionné par rapport aux vecteurs uy et u3.
) Le vecteur u; est positionné par rapport aux vecteurs u,, et .
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R € Q3. [éq. (B.3) p. 110]. On en déduit qu’une représentation des directions non orientées de
I’espace est donc {Qs.,s} ol s est la surjection définie par :

Re Q3. = s(R) = (R-1io) @ (R-ty) = (RXR) : (lig®ip) = (RXR) :Ug=U €U

L’ensemble {Q3,s} est donc une représentation des directions non orientées de 1’espace.

Représentation de U2

Un couple de tenseurs uniaxiaux unitaires {17 1,[7 2} est représenté par un couple de vecteurs
unitaires par la surjection (uy,u;) — (U} Qu;,up @uy); d’autre part, le couple de vecteurs
unitaires {u;,us} est représenté par une surjection (o,R) — (u;,uz) [éq. (B.5) p. 111]. On
construit ainsi une surjection (ot,R) — (U;,U>). De plus, dans le cas de directions (donc
non orientées), on peut réduire ’espace des représentants {o,R} a [0,%] x Q3, car I’angle
géométrique entre deux directions de I’espace est dans I’intervalle [0; 7] ©), Une représentation
d’un couple de directions non orientées est donc {[0, 5] x Q3 ,s} ol s est la surjection définie
par :

(ﬁ,R) € [0,%] XQ3+ ELEN (ﬁl,ﬁz) E@Z

ou I’angle B = Arccos y/ U 1 U » est invariant par toute rotation Zg du couple {Ij 1 ,Ij 2}

Représentation de U

Un n-uplet de directions non orientées est représenté par un n-uplet de vecteurs unitaires par
la surjection {uy,--- ,u,} — {u @u,--- ,u, @u,}. Cependant, contrairement aux n-uplet de
vecteurs unitaires, les produits mixtes & peuvent prendre un signe quelconque car on peut
peut remplacer u; par —u; sans changer la direction non orientée U;. Leur valeur +1 étant
indifférente, ils ne font donc plus partie des arguments de la surjection qui représente le
n-uplet {17 ITEEE ,17 »}. Une représentation d’un n-uplet de directions non orientées est donc
(par exemple) {0, %]3” (n=3) % Q3.+,s} ol s est la surjection définie par :

(ﬁ127ﬁ237ﬁ317 (B417B42>1 Tt 7(ﬁnl7ﬁn2)7 R) € [07 %]3+2(n—3) X Q3+ i> {(717' o 7fjn} € @n
B.7)

ol les angles f3;; = Arccos 4/ U;:U j €[0: %] sont invariants dans toute rotation du n-uplet de
directions {U1,...,U,}.

Non unicité de la représentation — Comme pour les vecteurs, la représentation d’n n-uplet de

directions non orientées n’est pas unique :

— on peut remplacer les angles B;; et B> pour j > 3 par les angles f3;, et Bj;ou p < jetg < j;

— on peut remplacer les angles fj; € [0; %] par leur cosinus (cos f8;; € [0;1]) ou par les produits
scalaires U; : U ; = cos® f;; € [0;1].

© Voir la remarque Angle entre deux directions p. 46
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Représentation de tenseurs réels du second ordre symétriques

Tout tenseur S réel du second ordre symétrique opérant sur V3 peut s’écrire sous la forme :

S=

o

I
—_

3
A Qu; = Z)LiUi (B.8)
i=1

ol :

— lesréels A; > A, > A3 sont les valeurs propres classées ;

— les vecteurs {u;} sont une base propre orthonormée ;

— les tenseurs U; = il; ® ; sont des tenseurs uniaxiaux unitaires propres [déf. A.1 p. 104] qui
représentent la direction propre non orientée associée a la valeur propre A; (S - U i = 7L,-l7 ;). Le
tenseur S étant symétrique, les tenseurs uniaxiaux U; sont orthonormés [propriété 1.85 p. 45].

Notation B.12 — On notera S I’ensemble des tenseurs réels symétriques du second ordre.

Représentation de S

On déduit de I’équation (B.8) qu’une représentation (provisoire) de S est {R3 x U3, 5’} ot ' est
la surjection définie par :

~ o~ o~ ~ Y] ~ o~ o~ 3 ~
(M, 22,23,U1,U»,U3) € RO xUP == (41,40, 43,U1,U,U3) = Y LU €S
i=1

ou les trois directions U |, U, et U3 sont orthonormées.

On a montré en (B.7) page 114 qu’un représentant d’un triplet de tenseurs uniaxiaux {Ij 1 ,ﬁ 2, U 3}
est {12, B31, B2, R}. Ici, les directions propres sont orthogonales, les f3;; sont donc des constantes
égales a 7 qui disparaissent de la représentation. Le représentant du triplet de directions orthogo-
nales se réduit donc a une rotation R. Une représentation de S est donc {R? x Qs ,s} ot s est la
surjection définie par :

3 _ 3
{11,12,13,R} S R?’ xQ L} S()Ll,lz,lyR) = ZAiR'UOi -RT = ZA,‘U,’ €S (B.9)
i=1 i=1
ol les U o; sont un triplet de directions orthonormées quelconque, et ou les réels A1, A, et A3 sont
invariants dans toute rotation %Zg de S [propriété 1.72 p. 41].

Remarques — La surjection trouvée ici n’est jamais une bijection : quand les valeurs propres sont
distinctes, il existe quatre rotations R différentes qui tranforment le triplet {U;} en le triplet {U;}.
Quand les valeurs propres ne sont pas toutes distinctes il en existe une infinité.

De plus, le triplet des valeurs propres classées {A41,A2, 43} peut &tre bijectivement représenté par
d’autres triplets d’invariants équivalents [section A.6 p. 103].

Représentation de S x U

Soit un tenseur symétrique du second ordre S = Z?:l A;U; et soit une direction non orientée
définie par le tenseur uniaxial unitaire V =v ®v € U. Une représentation provisoire de I’en-
semble S x U est {R* x U* 5"} ot s’ est la surjection définie par :

(A0, 25,01,0,U03,V) e R3xU* 2 {S,V}eSxT
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Les quatre directions {U,U 3,1:] 3,V} peuvent étre représentées par I’ensemble { By, Bov, R} 7
ou By € [0; 7] est 'angle (V,U1) et Boy € [0; 7] est "angle (V,U>) [éq. (B.7) p. 114].

Une représentation de S x U est donc {R3 x [0, Z]? x Q34,s} ou s est la surjection définie
par :

3 ~ ~ ~
{M, 22,23, By, Bov R} € R* < [0, 2 x Q31— {} AU;,V}eSxU (B.10)
i=1

Non unicité de la représentation — La représentation proposée en €q. (B.10) n’est pas unique :

— les deux angles By et By peuvent étre remplacés leur cosinus ou les produits scalaires U : V et
U 2 V. _

— la position de la direction V peut étre repérée par rapport a deux autres directions propres de S ;

— le triplet des valeurs propres classées {11,42,A3} peut étre bijectivement représenté par d’autres
triplets d’invariants équivalents [section A.6 p. 103].

Comparaison avec la proposition de J. P. BOELHER — La liste d’invariants qu’il propose ® pour
les invariants propres a S sont les invariants fondamentaux Sy, Sy et Sy alors qu’ici on propose les
trois valeurs propres. On a montré en annexe A.6 [p. 103] I’équivalence entre les deux systemes
d’invariants : {A;,A2, A3} <> {S1,Su,Sm}. Pour les invariants « croisés » ), sa proposition est le
couple {S: V 5% :V}. En utilisant les expressions tensorielles des dlrectlons propres données en
(A.11) et suivantes [p. 104], et en faisant le produit scalaire avec V., il vient :

(M=) (M =A) (U :V)=(8>: V)= A+ 13)(S:V)+ A A3

L ~ ~ (B.11)
(Ao —23) (Ao —A) (U2 : V) = (8 :V) = (A3 + A1) (S: V) + 3

La solution de ce systeme d’équations en S : VetS?:Vest:
S:V=U,:V)(M—2A3)—(U2:V) (A —A3) + 13
s2;vz(u1 VYAE =22 = (U2:V) (A =23+ A3

Ces formules montrent que les deux invariants croisés S : VetS2:V proposés par BOEHLER sont des
fonctions des angles By et By de la direction V avec les directions propres U et U, de S, ainsi que
des valeurs propres de §. Les deux invariants proposés par BOEHLER traduisent donc aussi d’une
certaine maniere I’orientation de la direction V' par rapport aux directions propres de S. Les deux
systemes d’invariants {11, A2, A3, Biv, Bav } et {S1, S, S, S : V S2 V} sont donc équivalents lorsque
les valeurs propres de S sont distinctes.

En revanche, les équations (B.11) montrent que lorsque certaines valeurs propres ne sont pas distinctes
(certaines directions propres ne sont pas uniques, elles sont dans un plan propre) et les valeurs des
angles By et Boy peuvent ne pas étre uniques. Cette particularité ne remet pas en question la validité
de la surjection définie en éq. (B.10) car 'unicité des représentants n’est pas nécessaire. Quoi qu’il en
soit, le nombre de représentants dans les deux listes est le méme ().

En pratique, la liste des deux invariants croisés S : VetS2:V proposée par BOEHLER s’avere plus
commode d’utilisation car leur valeur est toujours déterminée quelles que soient les valeurs propres
de S (distinctes ou non), mé€me si leur interprétation géométrique en termes d’angle entre V et les
directions propres de § est moins claire ('),

™ Les angles B2, B13 et B3 sont des angles droits.

® Voir la référence d’article dans lanote 14 [p. 118].

© C’est-a-dire qui combinent le tenseur S et la direction V.

(10 Ce ne sera pas le cas dans la représentation de 1’ensemble S? [section B.5.3 p. 117].

(D Pour un milieu continu anisotrope & une direction d’anisotropie (on le dit « isotrope transverse »), quand S est
un tenseur de déformation et V une direction d’anisotropie, les invariants croisés de BOEHLER ont une signification
physique.
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On montrerait de méme qu’une représentation de {S x V*} 12) est donnée par la surjection :

{2417127&37(B]VUBZV])?'” 7([31\/,,7132\/,1)7R} i> {S7V1a”' 7Vn} (B12)

ot les couples { Biv;, Bav; } peuvent étre avantageusement remplacés par les couples {S : V.S V,}
en vertu de la remarque précédente [p. 116].

Représentation de S?

Considérons un couple de tenseurs symétriques du second ordre {S,8'} € S? :

3 " 3 "
Y AU, 5 §=Y AU
i=1 Jj=1

Une représentation provisoire de S? est obtenue avec la surjection s’ définie par :

s' (A, Aoy Ag, AL, A5, A4, {U Y, {U} = 23: 23:

~ ~
Pour construire une représentation du couple de triplets orthonormés {{U;},{U}}, on peut
procéder de la maniere suivante :

1. on choisit un trlplet de directions orthonormées arbltralre/{U 0i}s

2. on construit U01 déterminé par les deux angles 111 = (Uy;,Uo1) et Brr = (Um Up,) (deux
possibilités) ;

3. on construit U 03 L U, o1 déterminé par I’angle B33 = (U 03:U03);

4. la direction U, 02 est alors déterminée.

Par ce procédé (il en existe d’autres (1)) les deux couples de tridres orthonormés {{U;}, {U )
et {{U 0i}s {rU 0j} } ont les mémes positions relatives et il existe une rotation R qui passe du couple
{Uu} . {U, ]}} au couple {{U;}, {U }} sans changer leur position relative. On a donc construit
une surjection s” définie par :

§ ~ ~ = ~ ~ ~
{Bv1,B12,B33,R} — {{U:},{U;}} ou U, =R-Up;-R" et U, :R‘Uo]"RT

Une représentation de S est donc {R® x [0, 2]% x Q3 s}, ol s est la surjection définie par :

{2'132‘2’&37 A‘llaz’lla)‘?/n ﬁl’l?ﬁl/ZaBy% R} S R6 X [07 %]3 X Q3+ L> {S’S/} S SZ (B13)

Les réels {A1,A2,A3, A{,A},A}, PBi1,Bi2,By3} sont invariants dans toute rotation Zg du
couple {S,8'}. Les trois angles Bi1, B2 et By peuvent étre remplacés par leur cosinus ou
des produits scalaires de tenseurs uniaxiaux :

coszﬁm:ﬁ/l:ﬁl ; 0052[31/2:[7/1:(72 ; cos2B3/3:l7/3:l73 (B.14)

(12) En mécanique des milieux continus, ce cas est utile pour des milieux a plusieurs directions d’anisotropie.

(13) En effet, il y a plusieurs maniéres de situer un triedre par rapport a un autre avec trois angles ; par exemple, les
angles d’Euler (précession, nutation, rotation propre), les angles de navigation (roulis, tangage, lacet), etc. Quelle que
soit la méthode, il faut toujours trois parametres.
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Comparaison avec la liste proposée par BOEHLER — Les trois produits scalaires de 1’équation
(B.14) sont strictement nécessaires et suffisants pour définir les positions relatives des directions
propres des deux tenseurs S et §’. IIs peuvent étre exprimés tensoriellement en utilisant les formules
tensorielles qui donnent les directions propres [éq. (A.11) et suivantes p. 104]. Par exemple, le produit
scalaire U : U est solution de I’équation :

(87— M+ 243)S+ L 3G) : (S — (M +M)S +A,A,G)
= (M —22) (M = A3) (A = 43) (A = 43) (U, : UY)

soit encore en développant le terme de gauche :

(87:8%) = (M2 +23)(S:87) — (M +23) (87 : S)
+ A2 +A3) (A 4+23) (S :8) + A Az tr(S?) + A5 A} tr(S?)
M3 (A + AL S — AL AL (Ao +A3) rS +3 A A3 AL A5
= (h = L) (M —2A3) (A —A3) (A = 43) (U1 : UY)

On obtient des formules similaires pour autres les produits scalaires U ’1 UyetU ’3 :Us de (B.14).

Dans ces formules, on constate que I’expression des trois produits scalaires « croisés » de 1I’équation
(B.14) nécessaires et suffisants pour une représentation de S> font apparaitre les quatre invariants
croisés (82 :87), (§:87), (§%:8') et ($:8') qui ont été proposés par J. P. BOELHER comme liste
minimale '? et qui ont été a I’origine de controverses avec d’autres auteurs soutenant, A juste
titre, que trois invariants sont suffisants. La liste d’invariants proposée par BOELHER n’est pas
minimale, car trois angles suffisent pour donner la position relative d’un triedre par rapport a un autre.
Toutefois, une sous-liste de trois des quatre invariants proposés par BOELHER n’est pas une liste de
représentants valide car aucune ne permet de reconstituer la position relative des triedres propres
des deux tenseurs S et S, Les formulels ci- dessus montrent que I’on peut déterminer trois invariants
strictement nécessaires et suffisants U | : U 1, U 1 U s et U 3 : U3 par des combinaisons adéquates des
quatre invariants proposés par BOELHER avec les valeurs propres des deux tenseurs. Dans le cas de
valeurs propres non distinctes, les trois représentants angulaires {f;/{, B2, B33} (ou leur cosinus ou
le carré de leur cosinus) ne sont pas uniques mais ce fait n’invalide pas la surjection proposée en
€q. (B.13) car I'unicité des représentations n’est pas requise.

En conclusion, les quatre invariants proposés par BOEHLER ne sont pas indépendants, car ils peuvent

étre déterminés avec une liste de trois angles. Elle n’est donc pas « irréductible ». Dans une représen-
tation de S?, toute liste minimale d’invariants croisés ne contient que trois éléments.

Tenseurs antisymétriques — Beaucoup d’auteurs qui ont publié des listes d’invariants se sont aussi
efforcés de donner des listes d’invariants pour des arguments de f comprenant a la fois des tenseurs
symétriques et des tenseurs antisymétriques, négligeant de considérer I’isomorphisme qui existe entre
les tenseurs antisymétriques et les vecteurs (voir (1.38) et (1.39) page 31). La représentation des
tenseurs antisymétriques est celle des vecteurs. Tout tenseur du second ordre peut donc étre représenté
par sa partie symétrique et par le vecteur adjoint a sa partie antisymétrique. Il suffit donc de savoir
représenter des ensembles de tenseurs symétriques et de vecteurs.

B.6 Fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels

= Définition B.13 — Fonction scalaire isotrope. Une fonction scalaire est dite isotrope si elle est
invariante dans toute rotation de ses arguments :

f(Tla7Tn):f(%Q(T1)77%Q(Tn))7 vQ€Q3+

(% On Irreductible Representations for Isotropic Scalar Functions, J. P. BOEHLER, ZAMM 57, 323-327 (1977).
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Remarque — En mécanique des milieux continus, cette condition a une interprétation physique : la
valeur de la fonction réelle f est invariante par changement d’observateur ('), C’est notamment ce
que I’on exige quand on cherche a écrire des fonctions d’état thermodynamiques (énergie interne,
entropie, etc.) qui sont fonctions de variables d’état vectorielles ou tensorielles.

Si on a trouvé une représentation (non nécessairement bijective) de la suite des arguments
tensoriels {T'y,...T,} de f constituée d’une suite de scalaires {Ij,...,I,} complétée par une
rotation R, alors, en vertu du théoreme B.5 [p. 109], il existe une fonction f = fos telle
que :

f, I, R) = f(Ty,--- ,Th)

De la définition B.13, on en déduit I’égalité :

f(117>IMaR):7(I],171121?QRQT)> vQE(@3+ (BIS)

ou {I{,---,1I,,} sont des scalaires de la représentation de {Zg(T1),--- ,Zo(T,)}. Puisque dans
les représentations que 1’on a construites dans les sections précédentes, ces réels sont invariants
dans toute rotation % des arguments (16 on a les égalités : I'j=1; Vje[l,m]. Légalité (B.15)
s’écrit donc encore :

f(llv"'alrmR):f(Ila“'7Im7Q'R'QT)7 vQe(@3+

ouR' =Q-R-Q" VQ € Qs est une rotation quelconque. On en déduit que la fonction f est
insensible a son dernier argument :

VRla f(117"'7Im7R):7<117"'7Im7R/) = f(117"'7Im7R>:f(117“'71m)

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Théoreme B.14 — Si une fonction f(T,T,,---,T,) est scalaire et isotrope, il existe une
fonction f telle que :

f(T17T27"' 7Tn) :f(llv 7Im)

En pratique, pour trouver les arguments de f, il suffit de supprimer le représentant R des listes de
représentants qui ont été données dans les sections précédentes.

Ce résultat est important dans la pratique de la mécanique des milieux continus : on peut
remplacer les fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels par des fonctions scalaires
d’arguments scalaires, de manipulation beaucoup plus aisée !” ; sous réserve d’avoir trouvé une
représentation adéquate de 1’ensemble des arguments tensoriels. De plus, ces représentations
n’étant pas uniques, on a la possibilité d’en choisir une dont les réels {Ij,---,l,} ont une
interprétation physique.

(15 On dira que la valeur de f est une grandeur scalaire objective.

(16 Car ils ne sont fonction que des orientations relatives entre les arguments.

U7 11 n’est plus nécessaire de considérer des dérivations « par rapport a des tenseurs », éventuellement contraints
[section 2.2.4 p. 57].
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Synthese

Les fonctions scalaires isotropes d’arguments tensoriels peuvent étre remplacées par des fonctions
scalaires d’arguments scalaires, calculés a partir des arguments tensoriels. On rassemble ici les
quelques cas étudiés :

arguments de f | arguments de f
Vi [V ]
Vi,V ill,-- [vall, 02, (051, 032, €123), -+ -, (Ot , 02, , €120)
Vi,V Bi2, (B31,B32),- - » (But, Bn2)
Vi, Va HV] ||7 7||VHH7B127(13317B32)7"‘ 7([3”17[3112)

S M, A2, A3
S,V A, A2, A3, B, B
SV, Vo | A,4,43,(Bi1,B21), - - (Bin, Bon)
S8’ (A1,242,43), (A1, 45, 43) , Bir, Bz, By

N

ou :

— les v; sont des vecteurs ;

— les l7,- sont des directions non orientées (tenseurs uniaxiaux unitaires v; @ v;) ;

— les S et S’ sont des tenseurs du second ordre symétriques ;

— les angles entre vecteurs ¢;; € [0; 7] peuvent étre remplacés par les produits scalaires v; -v; ;

— les g sont les signes des produits mixtes [v;, v, V] o

— les angles entre directions f3;; € [0, 7] peuvent étre remplacés par les produits scalaires V; : V ; ;

— les valeurs propres classées A1,A,,A3 peuvent étre remplacées par les invariants Sy, Sy, Sty
ou S1,J, ¢ ou d’autres (voir A.6 page 103).

On peut construire d’autres listes d’invariants pour des listes plus grandes d’arguments tensoriels.
D’une maniére générale, les listes d’arguments de la fonction f contiennent les invariants propres
a chaque argument de f, complétés par des invariants « croisés » qui sont un ensemble de scalaires
nécessaires et suffisants pour décrire les orientations relatives entre les arguments vectoriels ou
tensoriels de la fonction f.

Enfin, a partir d’une liste {1, - , I, }, il est possible d’en construire d’autres qui sont équivalentes,
mais qui ont une signification physique plus claire : toute liste {/{,---, I, } ou I} = f;(I1," -+ , 1)
est une liste valide s’il y a une bijection {I,,--- ,I,} <> {I{, -+ ,I,,} c’est-a-dire que le jacobien
det(d; f;) est non nul.
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Formulaire

On donne ici (sans démonstration ") les expressions des opérateurs différentiels gradient, diver-
gence, rotationnel et laplacien dans deux systemes de coordonnées classiques : les coordonnées
cylindriques et les coordonnées sphériques.

C.1 Systéme de coordonnées cylindriques
C.1.1 Définition et notations

Un point M de I’espace est repéré par les trois réels r, 6 et z définis sur la figure C.1. A chaque

é;

FIGURE C.1 — Systeme de coordonnées cylindrique

point M on associe une base locale orthonormée {e,,eq, e} définie par :
e, = 0d,OM = cos0i+sinfj
eg = ;E)QOM = —sin@i+cosOj=kANe,
e, =0J,0OM=k

() Ces formules ont été établies automatiquement avec un « package » nommé tens3d, écrit par 1’ auteur, destiné
a faire de 1’algebre tensorielle dans des bases quelconques et de 1’analyse tensorielle dans des systemes de coor-
données quelconques. L’auteur le met a la disposition des utilisateurs des logiciels de calcul formel MAPLE® ou
MATHEMATICA®. Ces packcages sont téléchargeables actuellement (4 janvier 2016) a I’adresse :
http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tens3d.html.
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Le point courant M est défini par :
OM =rcosOi+rsin®j+zk=re, +zk
Sur la base locale en M, on a

dM =dre, +rde, +dze, +zde, =dre,+rdOBey +dze,

C.1.2 Champs scalaires
Soit f un champ scalaire :
MeVs L f(M)=f(r0,2) €R
Le gradient de ce champ est :
gradf =0, fe, + %89fe9 +0.fe;

et le laplcien de ce champ est :
1 1
Af= arrf+ rfz 899f+ ; arf+ azzf

1 1
= v ar(rarf) + ) doof+d.f

C.1.3 Champs vectoriels

Soit v un champ vectoriel :
MeV; 2 v(M)=v,(r,0,2)e, +vo(r,0,2)eg +v.(1,0,2)e.

alors :
oV, % (dgvr—vg) Ovr
[(grad V)..] = |dyve % (89\/3 + vr) BZve

1
Orv: 7 9V: OcV: {ereo.e:}

. 1
divv =0y, + - (dgve +vy) + 0;v;

1 1
rotv = (;89vz - 8Zve> e+ <8Zv, — 8,vz) eg+ (8,\/9 - (dgv, — ve)> e,
1 1
Av= (8,,\/, + 3 (dggvy —2dgve —v,) + . oV, + 8zzv,> e,
1 1
+ (3rrV9 + — (deove +20gv, —vg) + — dvg + 9sz9) e
r2 r
1 1
+ (arrvz + ) dogv: + v OV + azz"z) €
1 1
- (a,(; a,(rv,)) + 5 (Jogv: —2dvo) +azzv,) e,
1 1
+ (95 21(rve)) + 5 (3aovo +230v,) + v ) e

4 (% o, (r 8er> + rlz doev; + azzvz) e;
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Champs tensoriels du second ordre symétriques

Soit T un champ tensoriel du second ordre symétrigue :
T
MeV; = T(M)c V¥
Les composantes de T dans la base orthonormée {e,,eg, e} forment la matrice symétrique :

Trr(ra 972) Trg(}’,e,z) Trz(ra Q,Z)
Tr@(r797z) TQ@(V,O,Z) T@Z(F,G,Z>
TrZ(V,G,Z) TQZ(V,G,Z) TZZ<r767Z)

{erep.e:}

Le gradient de ce champ est un tenseur d’ordre 3 dont il n’est pas utile de détailler les 27 compo-
santes sur la base physique. En revanche, les opérateurs qui suivent sont utiles en mécanique des
milieux continus.

Le vecteur divergence de ce champ tensoriel est :

1
divT = (arTrr + - (86 TrG + T — TGO) + aZTrZ) ér
r
1
+ <3rTr9 + (doToe +2Tr0) + 3zT6z> e
1
+ (arTrz + ; (89T92 + Trz) + aszz> é;

Les composantes du tenseur rotationel dans la base orthonormée {e,,eq,e.} forment la matrice
(non symétrique) :

% (89 Trz - TGz) - 81Tr0 8zTrr - arTrz arTrG - % (56 Trr -2 Tr@)
rot7T = |1 (99 Ty, + Trz) —0.Tpo 0.T,0 — 9, Tp. 0,Too— 1 (99 To + T — Tee)
%89 Tzz - aZTBZ azTrz - arTzz arT(-)z - % (89 Trz - TGZ)

Les composantes du tenseur laplacien dans la base orthonormée {e,,eq,e.} forment une matrice
symétrique :

(AT),r = 3Ty + 5 (B00Tss —~406Tr0 ~ 2T, +2Tag ) 4 T+ T,

(AT),6 = (AT )o, = 9,y Tr0 + %2 (aGBTrG +20pT,r —20pTho — 4Tr9) + % 0, Tro + 9. Tro
(AT)ye = (AT)or = 3Tt (oo~ 200Toe — Tic) 4+ T + 32T,

(AT)go = 9,/ Too + 712 (399T99 +409To9 42T, — 2T99> + % 9, Togo + 9. Toe

(AT)g, = (AT )6 = 9, To, + %2 (900To:+290Tr2 ~ To:) + % 0, To. + 0-:To.

1 1
(AT)ZZ = arrTzz + r7 899 Tzz + ; arTzz + azszz
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C.2 Systeme de coordonnées sphériques

Note importante Dans la littérature scientifique, il existe deux versions du systéme de coor-

données sphérique :

— dans la version présentée ici, I’angle ¢ est mesuré a partir du plan (e;,e;). On pourrait les
appeler « coordonnées géographiques » (0 est la longitude, ¢ est la latitude, le plan (e;,e>)
est le plan équatorial). Le triedre {e,,eq,e, } est direct;

— dans I’autre version, I’angle @ est mesuré sur le méridien de M a partir du pole Nord. On a
donc :

T
¢:§_¢ et ep = —egp

On convertit aisément les formules avec les remplacements suivants :

cos @ — sin P et sin@ — cos @

C.2.1 Définition et notations

Un point M de I’espace est repéré par trois réels r, 0 et ¢ définis sur la figure C.2. A chaque

FIGURE C.2 — Systeme de coordonnées sphériques

point M, on associe une base locale orthonormée {e,,eq,e, } définie par :

e, = d,0OM = cos Qu+sink = cos 0 cos i+ sinB cos @ j+sin @k

dgOM
eg = 00 = —sinfi+cos0j
rcos @
dyOM
ep= ¢ = —sinQu+cos k= —cos 0 sin@i+sin6 cosQ j+sinpk
r

Le point courant est :

OM =rcos@cosOi+rcos@sinb j+rsinpk =re,
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Sur la base locale en M, on a :

dM =dre, +rde, =dre,+rcos@df eqg+rdpe,

C.2.2 Champs scalaires

Soit f un champ scalaire :

MeVs Lo f(M) = f(r.0,9) € R
Le vecteur gradient s’écrit :

aef €g + Meq)

gradf =0, fe,+
r COS @ r

et le laplacien s’écrit :

doof —sin@dyf i 20,f n Ipg f

r cos? @ r r2

Af: arrf+

C.2.3 Champs vectoriels

Soit v un champ vectoriel :
MeV; 2 V(M) =v.(r,0,0)e,+vg(r,0,0)eq+vy(r,0,9)e, € V3

Les composantes du tenseur gradient dans la base orthonormée {e,,eq,e,} forment une matrice
non symétrique :

oy, ﬁ dov, — %ve % (8(,,\/, — v(p>
[gradv)..] = | 9ve m (891)9 — sin(pv(p> +1v, 1 9gve
Ve @ (89 Vo +sin@ v@) 1 <8¢v(p + v,)

{ereq.ep}
La divergence est le scalaire :

dovg —sin Qv doVeo +2V,
divv = 0,v, + 676 L4 LG AL

¥ cos @ r

le rotationel est le vecteur :

dove +Sin@vg  Jdpv doVy—V dov,
rotv:( Ak LACI) 6>er+(u_ar\)(p)e9+<&rv9_ oY —i—Vi)e(p
r Cos @ r r rcosQ r

et le laplacien est le vecteur :

dooV OooVr — 200V —2V, 2sinQvy—2dgvg —sin@dyv, 20,v
AVZ<(9rrVr+2992r+(p(pr 2(p(p ry Ove 266 (P(pr+ rr)er
r2 cos2 @ r r2 cos @ r
JogVvg —2sin @ dgvey — v JooV 20V, —sin @ dypv 20,v
+(9rrV9+ 00Vo a (I;Oq) 9+ (p(p29 0 . (P(p9+ re)ee
r2 cos? ¢ r r2 cos @ r
dooVe +2sinQdgvg — v dooVe +20pv,  SINQIpv 20,v
+(arrV(/J+ bove T2 INPTove ~ Ve 4 eple T opvr TPV "”)e(,,
r? cos? @ r r2 cos @ r
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C.2.4 Champs tensoriels du second ordre symétriques

Soit T un champ tensoriel du second ordre symétrique :
MeVs L T(M)es cvE?

dont les composantes dans la base {e,,eq,e,} sont :

@) Top(r,0,0) Tg(p(r,e,(p) (matrice symétrique)

{eraeB se(P}

Le gradient est un tenseur d’ordre 3 dont on ne détaille pas les 27 composantes. En revanche, les
opérateurs qui suivent sont utiles en mécanique des milieux continus.

La divergence de ce champ tensoriel symétrique est le vecteur :

diVT _ (arTrr + aGTrB - Sinq)Tr(p + a(pTr(p +2Trr - TBO - T(P(P ) e,

r cos @ r
doTpo —2sin@ T, 00Too +3T,
+<arTr9+ 0lo0 ¢ e<p+ olo¢ re>ee
r COS ¢ r
0oTpp +sin@Tyg —sin @ T, JoTpo +3T,
+((9rTr<p+ 0log ®1go (Y 99 | %799 r(p)e(p
rcosQ r

Les composantes du rotationel sur la base orthonormée {e,,eq,e,} forment une matrice non

symétrique :
(I’OtT) _ 89T,(p —l—sin(pTrg B a(pTrg
" r Ccos @ r
o T, — 2T,
(l’OtT)rg == % - 8,Trq,
e T, 2T,
(rOtT)rz = arTrG - oo + =8
7 COS @ r
(rotT ), = doTop +sin@(Too —Top)  9deToo — Trg
r cos @ r
0o Tro — T
(rotT)gp = w —0,Tog
89T,9—sin(pT Too — T,
rotT )y, = 0, Tpg — re T
( Jo: 06 rCos @ + r
(rOtT) _ BQTW +2 sin(pTg(p B a(pTe(p + T
« r cos @ r
0Ty + T — T,
(rotT), = 200re T —loe 57

r
89Tr¢ +sin@ T n @

e rT —
(rotT)e. = 0:Toy r cos @ r




C.2 Systeme de coordonnées sphériques 127

Les composantes du laplacien sur la base orthonormée {e,,eq,e,} forment une matrice symé-
trique :

(AT)VF = arrTrr + aeeTrr + a(p(pTrr — 4a(pTr(p — 4T, +2The

r? cos? @ r?
sinQ ATy +4sinQTy—4deT9 20,1,
+ d +
r? cos @ r
doeTro —2sin@dgT,p — T, 0ooTrg —20¢Tgy — 4T,
(AT),6 = (AT )o, = O, T, + 00 1r0 . (P2 0lrp — 16 | P9olro f 0¢ )
r? cos? ¢ r
n 20T, —20gTye —sin(p&wT,g +4 singng(p n 20,T,¢
r2 cos @ r
090 Trp +2sin0dgTrg — Ty  OpoTro +20pT —20pTpp —4T,
AT),o = (AT)g, = ), T, ¢ r 0 | %99lrg +20plrr —20p19p —41rg
( ) (4 ( )(P ot 72 0082¢ + 2
N —20pTgp —sinQ T, —2 sin @ Tyg 42 sin @ Ty N 20, Ty
r2 cos @ r
oo Toe —4sin@dgTyy —2Tgg + 2T, dooTeo +2T, — 2T
(AT)QG = arrTee + 2 2(\0 ez + e 2 da e
r2 cos? @ r
40T, +sin@QdyTog —4sin@T,y  20,Tpe
+ ‘ +
r? cos @ r
899T9(p +239T99—239T¢¢—4T9(p (9¢¢T9¢+28¢T,9 +2Tpe
(AT)Q(P = (AT)(PG = arrTG(p + r2 0052 (p + r2
N 209T,p —sin@dpTgy +2sin@Trg N 20,Toy
r2 cos @ r
899TW +4 Singoang(P—‘rZT@g—ZT(p(p
AT)gg = 9 Tpp + 2 cos? @

r r? cos @ r
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