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Avant-propos

L'objectif de ce cours est d'introduire les outils nécessaia la description du mouvement, de la défor-
mation® et de la vitesse de déformation d’un milieu continu défori@aln sens le plus général du terme,
c’est-a-dire en pratique les solides déformables, lesdasuet les gaz. Tous les concepts présentés dans ce
cours sont valables pour pour I'un quelconque de ces milbemtinus.

Les développements qui suivent se placent résolument éacadre de la physique classique (non re-
lativiste et non quantique). Nous admettrons donc que desmlans lequel les mouvements de milieux
continus se produisent est de dimension 3 et d’autre patlaggdistance entre deux points et le temps sont
des grandeurs communes a tous les observateurs du mouvement

La lecture de ce cours suppose une maitrise suffisante débia et de I'analyse tensoriefleen effet,
toutes les grandeurs physiques relatives aux milieuxcostiéformables sont représentées par des champs
de tenseurs d’ordre 0 ou plus.

Dans la mesure du possible, on respectera les conventipogrgphiques suivantes :

les nombres réels sont en minuscules italiques (exerap|g;:

les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (ezew)pl

les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exempl

les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entreets, a dentqjx liandices, l'indice de
n2 3

m
gauche est I'indice de ligne, et I'indice de droite est lizelde colonne {mﬁ M mza} = [mij]
M31 Mgz M33

— la transposition des matrices est notée avet en exposant (exempléT);

— les espaces d’entités mathématiques sont en majusculbkds (exemples : 'espace des rééls:
I'espace des vecteurs de dimensioriV3).
— le produit vectoriel de deux vecteurs g est noté «\ ».

1. Contrairement aux cours élémentaires sur les déformatianmee fera ici aucune concession géométrique. Les défornsaten
sont ni « petites » ni « grandes ».

2. L'auteur propose un autre cours intitubdgébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioms disponible sur
http://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00679923







Chapitre 1

Concepts fondamentaux

Dans ce chapitre, avant d’aborder les chapitres traitatet deématique des milieux continus proprement
dite, on définit le concept de milieu continu. On précise &asin certain nombre de concepts fondamen-
taux sur lesquels s’appuie la cinématique en général.

1.1 Le modele milieu continu tridimensionnel

On suppose que I'espace dans lequel ont lieu les mouvememdidux matériels, est mathématiquement
représentable par un espace affine de points, de dimenstanthéed’une distance. On le notes.

1.1.1 Milieu continu

Soit » un domaine volumique ouvert des. On dit que le domaine est rempli d’'un milieu matériel
continu® si, & tout instant et en chaque poi¥l du domainen, on peut définir des champs de grandeurs
physiques relatives a ce milieu matériel.

Ces grandeurs physiques peuvent étre mathématiquemeéseapees par:

— des champs scalaires (masse volumique, température, etc)
— des champs vectoriels (vitesse, accélération, etc)
— des champs tensoriels (déformations, contraintes, etc)

Lorsque la nature de la grandeur physique n’est pas préefésera notéa .

Cette modélisation « continue » de toute matiere (il exiselquechose de matériel en tout point géomé-
trique M du domainep) est assurément undéalisation Nos connaissances en physique atomique sont
en flagrante contradiction avec cette hypothése ! En un pbiet a un intant donnés, il n'y a pratique-
ment aucune chance d'y trouver un corpuscule (atome, n&actron, ...) et bon nombre de grandeurs
physiques macroscopiques perdent leur sens a cette édiodfmrvation.

EXeEmMPLES : Des grandeurs macroscopiques telles que la pression, la tempéatlae/itesse, qui semblent na-
turellement descriptibles par des champs mathématig(dst), T(M,t) ou v(M,t), perdent de leur sens au niveau
microscopique : en général, il 'y que du vide au pdihet a I'instantt, auquel on ne peut associer aucune grandeur
physique.

1. L'usage du qualificatif « continu » pour désigner un milieuérial qui occupe tous les points d’un domaine ouvert £3 est
traditionnel. Cette « continuité » n’a aucun rapport avemlatinuité des applications dont on parle en analyse.




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

Le modélemilieu continude la matiére présente néanmoins une grande utilité peatar les vérifica-
tions des prédictions de ce modéle se font macroscopiquermeand on veut vérifier une pression, une
température ou une vitesse en un point et a un instant donrgéffextue cette mesure avec appareil
macroscopiqualont le « point de mesure » est en fait un petit volume contemarirés grand nombre
de corpuscules. La mesure effectuée est donc une moyetisécia, sur un petit volume et sur un petit
intervalle de temps, des interactions des corpusculeslawene sensible de I'appareil de mestre

REMARQUE : Les prévisions d’'un modele continu de la matiére peuvent étre intesrac la taille du « point de
mesure » ne contient pas suffisamment de corpuscules pour qugdameostatistique soit significative. Par exemple,
dans les hautes couches de I'atmospheére, le libre parcours moyeorgescules est de I'ordre du metre. Si I'on
veut que les prédictions d’'un modéle continu de la matiére dans cette gEgimborent correctement des mesures, il
faudrait un instrument dont le « point de mesure » ait un volume d'ansviokn? !

Le modele continu de la matiere, ignorant délibérémentiacstire corpusculaire de la matiére, ne peut
donc fournir aucun renseignement sur les mouvements thails des corpuscules microscopiques.

1.1.2 Définition d’une particule en mécanique des milieux aginus

L'espacezs est constitué dpoints géométriqueoncept mathématique). Un milieu matériel continu est
constitué depoints matérielque I'on appellergarticules Par définition,les particules sont donc des
entités matérielles de volume nul

A chaque instant, chaque particieu milieu matériel continu coincide avec un certain poimtrgétrique
M du domainep C 3, et en chaque point géométrighee » C £3 se trouve une particule.

Quand le milieu continu est en mouvement, ses particulesesomouvement, c'est-a-dire que le point
géométrique avec lequel elles coincident varie avec lesemp

1.2 Champs matériels

La continuité supposée du milieu matériel permet de posaéfiaition suivante :

DEFINITION : SoitD C €3 un domaine d’étude contenant un milieu continu, de paigénérique P,
et soit4 une grandeur physique macroscopique (scalaire, vecterml tensorielle). On appelle champ
matériel toute application définie par:

V(Pt)e p xR — a(Pt)eV*P (p>0€N) (1.2)
oU V&P est I'espace vectoriel des tenseurs d’ordre p.
On suppose de plus que ces champs sont différentiablesugrpagout sup.

PRECISION: Le sens de la locution « presque partout » est celui que I'on défing dathéorie de la mesure. ||
signifie que 'ensemble des points geou les champs ne sont pas différentiables est de volume nul. On adntelied
possibilité d’existence de points de discontinuité isolés, de lignes de disath&nde surfaces de discontinuité. On
n’exclut donc pas priori I'existence de phénoménes physiques tels que la cavitation, la fissuratles ondes de
choc. A strictement parler, les champs matériels sont donc des distibugitles intégrales qui seront écrites dans la
suite sont a prendre au sens de Lebégue.

Dans une premiére lecture, on peut ignorer cette extension en sapgasdes champs sont partout différentiables et
que les intégrales sont au sens classique de Riemann. On peut traitpeld @és discontinuités simples en considérant
des domaines différentiables « par morceaux ».

On peut donc définir en tout point deun gradient de la grandeur physigaeainsi que tous les opérateurs
différentiels qui en découlent (divergence, rotationtagllacien).

2. On rappelle qu'une mole d’air (22,4 litres dans les cond#inormales de pression et de température) contie@tl6’3 molé-
cules. Combien y a-t-il de molécules dans un « point de mesurentde’ ?
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1.3. Observateurs en physique classique

1.3 Observateurs en physique classique

La notion dobservateurappelé aussiéférentielou encoresolide de référenck est normalement définie
dans les cours de mécanique générale. On en rappelle iditéidé.

DEFINITION : On appelle observateur (ou référentiel ou encore solideéfiérence) un ensemble de trois
points (A,B,C) non colinéairesdont les distances sont constantes dans le tegissur lesquels on a
construit, par un moyen quelconque, un repére cartésigmormé direct.

REMARQUES: Les trois points a distance constaffeB,C) forment un « solide de référence ». Le repére cartésien
orthonormé construit sur ces trois points est un « référentiel ». Leegtuin « observateur ».

Il existe une infinité de manieres pour contruire géométriquement wreepthonormé direct a partir de 3 points
(ABC):

— Exemple 1: les trois vecteurs li&s'origine A définis par e; = ﬁ e

un repére orthonormé direct d’origine A.

— Exemple 2 upg = ﬁ SUpc = ﬁ cep = m fep = m : @3 = e; Ae. Les trois vecteurs liés
{e1.e2,e3}, constituent un repére orthonormé direct d’origine A.

— Exemple 3: prendre comme origine le centre de gravité du trighB@et construire un repére orthonormé
direct d’origineG sur les directions principales d’inertie du triang8C (on sait qu’'on peut toujours trouver
des directions principales d’inertie orthogonales).

_ _e@/rAC

= e ACT e; = e A€y constituent

Un observateur étant choisi, a chaque pdnE £3 (ou a la particule qui se trouve &), on associe de
maniére biunivoque, par projection orthogonale sur lenepartésien de I'observateur, trois coordonnées
cartésiennes orthonormégs;,0,,03) € R3:

(M € £3,8) + (01,02,03) € R® (1.2)

Cependant, cette représentation des pointsgear trois réels n'est pas la plus commode. On préfére une
représentation vectorielle des pointsmede la maniére suivante :

DEFINITION :  SoitV3 un espace vectoriel de dimension 3 dont une base orthoncestée ,vo,v3}. Soit
un observateur . On appelle vecteur position d’un point M pour I'observateu (ou vecteur position de
la particule P qui se trouve en M) le vectexyi xc V3 défini par la bijection:

(a1,02,03) € R: XM = 01V +02Vo 4+ 03V3 € V3 1.3)

Avec les bijections (1.2) et (1.3), on établit la bijectianv&nte qui,pour un observateug , a tout point
M € £3 associe un vecteur positiogy € V3:

(M € £3,8) ¢ Xy =01V1+02V2+03V3 € V3 (1.4)

Soit un autre observaterr défini par les trois points a distance conste(ﬁté,é) sur lesquels on construit
un repére orthonormé dire¢g } qui permet d’associer de maniére biunivoque a tout plires trois
coordonnée$d,02,03) € R3. A ce triplet de coordonnées on associe comme précédemmericteur
positionXy du méme espace vectorigg dont les composantes sur la base orthonormé®deont les
coordonnéesa; } du pointM: Xy = 01V1 + 02V + 033

Me Zg,i) > (61,&2,63) €eR® & Xm = 01V + 0oVo +03V3 € V3 (1.5)

3. Les termeséférentielet solide de référenceont plutdt employés dans les cours francais de mécaniqueaigriée motbser-
vateura été mis a la mode par des mécaniciens contemporains américains, (\RUESDEL COLEMAN et autres), se revendiquant
de la « mécanique rationnelle ». Il n’y a absolument aucunéreiffce conceptuelle entre ces trois dénominations. L'adéece cours
a choisi d'utiliser le mot « observateur » peut-étre en rad®meon aspect anthropomorphe : il lui semble que I'on imagine>ésu
différences dans 'observation d’un mouvement quand on putechangement d’observateur plutdt que d’'un changemeréfde r
rentiel.

4. On peut les appeler augspoints ordonnés




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

Les deux vecteurgy etXy, tous deux éléments dés, sont des vecteurs différents car leurs composantes
sur la base orthonormée ®g sont différentes.

Dans toute la suite du cours, les pointsdVzz seront repérés par leur vecteur position pour un certain
observateur x¢ € Vj.

Cette méthode de repérage des positions d’'une particulenpaecteur de I'espace vectorigg présente
'avantage de ne pas avoir a se soucier de systémes de caéetorPour chaque observateur, les points
de £3 seront biunivoquement représentés par des vecteursguss{tenseurs d’'ordre 1) propres a chaque
observateur et appartenant au méme espace vecttyjelans lequel on dispose de tous les outils de
I'algébre et de I'analyse.

1.4 Mouvement par rapport a un observateur

DEFINITION :  Quand le vecteur position d’'une particule P pour un obsesuatg varie au cours du
temps, on dit que la particule P est en mouvenpenir cet observateur

DEFINITION : Le vecteur position d'une particule P pour un observatgua un instant t quelconque est
appelé position actuelle de P pour I'observateur

Lors de I'étude du mouvement d’'un milieu matériel (éveriereent continu), toute liberté est laissée au
scientifique qui fait cette étude, dans le choix d'un obgerwa(ou référentiel ou solide de référence).
Le choix d’'un observateur est arbitrairdl N’y a aucune raisora priori de privilégier un observateur
plutdt qu’un autré. Dire qu’une particule est en mouvement sans préciser dusereateur on utilise pour
observer ce mouvement, n’a aucun sens.

En particulier, un gbsgrvateui est dit en mouvement par rapport a I'observateusi les vecteurs posi-
tions des point#\, B etC pour I'observateur sont des fonctions du temps.

1.5 Tenseur de changement d’observateur

1.5.1 Vecteur matériel

Soient deux observateurs et ® étanta priori en mouvement 'un par rapport a I'autre. Soient deux
particulesP etP’ d’'un milieu continu en mouvement. On note:

— X; etx les vecteurs positions, & un instamuelconque, des particul®set P’ pour I'observateur ,
— X etX; les vecteurs positions, au méme instaites mémes particul&et P’ pour I'observateur .

L'indice  rappelle que ces quatre vecteurs positions sont des puséiiuelles (dona priori fonction du
temps).

DEFINITIONS : On appelle vecteur matériel, un ensemble ordonné de detixpias. Il sera noté{P,P'}.
La particule P est appelée origine du vecteur matéfielP’}. La particule P est appelée extrémité du
vecteur matérie{ PP'}.

Un vecteur matériel est représenté par chaque observaela gifférence entre le vecteur position de
I'extrémité P’ et le vecteur position de I'origine:

— pour I'observateur , le vecteur matériel actuel est représenté par le vec{® P}, =X —X € V3;
— pour I'observateug , le vecteur matériel actuel est représenté par le vec{aﬁ”:}i =X —% € V3.

5. Mais on peut étre motivé, pour simplifier des calculs, d’evisihun pour lequel un maximum d’entités sont fixes (par exemple
une frontiére ou une partie de frontiere d’'un domaine d'étude £3).
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1.5. Tenseur de changement d’observateur

ATTENTION : Un vecteur matériel (élément des x £3) n'est pas un élément de I'espace vectofiel (V3 est

un espace mathématique qui sert a calculer sur les vecteurs). La togutamsidérons le vecte®P’ » n’a pas de
sens vectoriel tant qu’on ne précise pas quel observateur on utiliseffé, chaque observateur associe au vecteur
matériel{ PP’} un vecteur dé&/3 différent (revoir comment on associe un vecteur positiofVgié chaque particule).
Ce malencontreux raccourci de langage est a I'origine de bien deateradies.

Par exemple; si on dessine au tableau trois pdnt® et P, il semble naturel d’écrirelans I'espace de pointss
I'égalité : OP = OO + OP sans préciser d’observateur (on devrait plutot I'écrif@,P} = {0,0} + {O,P}). Pour un
observateur cette géométrie s’'écrit dafg; :

{O.P}4 ={O.0}x +{OP}sx 0U{OP}4 #{OP}; =
N—— H{_/

x X0

On ne peut donc en déduiraf = XO+ZP comme on pourrait le faire trop rapidement en regardant la figurkacar
représentation pour I'observatesr du vecteur matérie{ﬁ,P} n'est pas le vecteur position de la particBHepour
I'observateury . B

Pour un observatewy cette méme géomeétrie s’écrit dans le méme espace vectariel

{OP}; ={00}; +{OP}; =X +%

En particulier, bien gu’on puisse écrire dans I'espace de pﬁiglttégalitéof) = —00 (qu’'on devrait écrire{O,a} =

—{6,0}), on ne peut pas en déduire I'égalité vectorielle déigsxC = —)“qp.

Les seules relations qu’on puisse écrire ddgpour les deux observateurs sont:

{OP}y =X X et {OP}; =% %

qui sont les définitions universelles (c’est-a-dire valables pour tbsemwateur) de la représentation d’'un vecteur
matériel par un observateur.

Toutes ces remarques justifient le fait qu’aucune figure ne seranéesan cinématique, car si elles induisent des
relations vraies danss x £3, elles induisent trop rapidement des relations fausses¥ans

1.5.2 Changement d’observateur des vecteurs matériels

La définitionde la distance actuelle (c’est-a-dire a I'instgnentre les deux particuldzetP’ est la norme
de la différence des vecteurs positions. Cette définitiblaaaéme pour tous les observateurs (on dit que
cette définition estiniversellg.

d(PPt) =[x —xi| et d(PPt) = I —%|

REMARQUE : L' universalitéest une propriété attribuable & uredation (loi, définition) : la relation est la méme pour
tous les observateurs.

D’autre part, en physique classique, la distance actueledgux particules est un scalait@>P’t) qui
a la méme valeur pour tous les observateurs: on dit que landistactuelle entre deux particules est une
grandeur scalairebjective On peut donc écrire :

d(PPt) =d(PP't) = X — x| = % —%| VtVPVP (1.6)

REMARQUE : L’ objectivitéest une propriété attribuable & ugeandeur physiquscalairé : sa valeur actuelle est la
méme pour tous les observateurs.

L'objectivité des distances actuelles (1.6) étant vrgieel que soit le couple de particuléBP’), il existe
a chaque instant une rotation unique (elle est donc fondhictemps), nothm telle que:

A)({ - UU{ (X —%) VtVPVP (propriété des tenseurs orthogonaux) 1.7)

6. On définira au chapitre 3 page 23 I'objectivité de granslpbysiques tensorielles d'ordre 1 ou plus.




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

RAPPEL: Une rotation est un tenseur du second ordre orthogonal et de diégetrégal a +1. On montre en algébre
tensorielle qu’on peut aussi la définir par son axe unitaigeet un angled; < [0,1. Pour déterminer cette rotation de
maniére unique, il suffit de prendre les vecteurs positions actuels)gsdeux observateurs eti, de 3 particules
quelconques non alignées. Une des propriétés des tenseurs oethegst: ||Q-v|| = ||v|]| Vv VQ orthogonal. On
est donc assuré que I'objectivité des distances actuelles pour 3 partedfi a garantir I'objectivité des distances
actuelles pour tout couple de particules.

DEFINITION : La rotation Qxi est appelé tenseur de changement d'observateur actud lestobser-
vateursg_ etx .

CONVENTION DE NOTATION: Lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre, le tenseur dagément d’ob-
servateur actu@mi entre les deux observateurs sera noté plus simple@ent

Les propriétés algébriques des rotations impliquent que :

— les angles non orientés formés par les positions actuddl&é®is particules sont les mémes pour tous
les observateurs : les angles sont des grandeurs scaladjees\es;

— les aires du triangle formé par les positions actuellesaig particules sont les mémes pour tous les
observateurs: les aires sont des grandeurs scalairesiodec

— les produit mixtes formé par les positions actuelles deérguuarticules sont les mémes pour tous les
observateurs: les volumes sont des grandeurs scalaiesiobg.

1.6 Relation avec les concepts introduits en cinématique élémenti

RAPPELS DALGEBRE: On peut identifier I'angle et I'axe d’une rotati€} par les formules suivantés

H:Q  H:Q
sinBy IH : Q]
Le vecteury = Q;.x est le résultat de la rotation du vecteupar la rotation d’axe unitaira; et d’angle6;.

La relation inverse estQ; = cost; G+ (1 — costy )W @W — sinBt H - w.
Il'y a donc une bijection entre les rotations géométriques et les tens¢huganaux de déterminant 1.

Q-1
2

costy = 8 € [0, et W= —

. . . d d d T
En dérivant temporellement I'identi@" - Q = G on trouve :&QIT Q=-qQ - Q=" <aQtT -Q[> :

Les tenseurﬁQ{r Q etQ - %Qt sont donc opposés et antisymétriques.
Soitw; le vecteur adjoint au tenseur antisymétri(:#ﬂl@tT -Qt. Il est défini par:

1 d g d .t~
w=oH: (G Q) @ q @ Q=R

Il découle des propriétés des tenseurs antisymétriques que :

<%QtT~Qt>-x:—wt/\x vxe Vs (1.8)

En cinématique élémentaire, on n’'introduit généralemastlpe tenseur de changement d'observateur, car
la bijection entre tenseurs orthogonaux de déterminanidsebtations géométriques n’est pas supposée
connue. Le tenseur rotatid@; y est donc défini comme une rotation géométrique d’'axe uaitai et
d’angleb; € [0,77. Le vecteur généralement nd%/g{ = B, W; est appelé&ecteur rotatiordei par rapport

a R . La seule nouveauté ici est donc de représenter cetteamgdiométrique par un tenseur orthogonal

7. \Voir le coursAlgéebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioms, du méme auteur, section 1.6.10
8. voir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtiomis du méme auteur, section 1.6.10




1.6. Relation avec les concepts introduits en cinématigragntaire

de déterminant +1, qui se préte mieux au calcul tensoriefoume d’'un vecteuwv par la rotationg g,  a)
s’écrit simplement :
Riora) (V) = Qv

En appliquant la définition du tenseur de changement d'ehgaur (voir (1.7) page 5) aux poinéset B
d’un observateuR, il vient :

X = Q- (Y (1.9)

En dérivant par rapport au temps I'égalité (1.9) (par dédinjtles points& etB sont fixes pour 'observateur
%), on obtient:

R N R e - N SRR

ou le tenseur du second ord@g - %Q[ est antisymétrique.

0

Sion notew = %H ( I% ) le vecteur adjoint au tenseur antisymétrigdfe- %Qt, alors (voir (1.8))
d ~ ~ ~ ~
(Q- Q) - 0 ) = —wA (& )
L'équation (1.10) s’écrit alors :
VB VA —wa (3B - xA) & VB =AW (0 — xR =VA +wa {A B},

On reconnait la formule habituellement donnéee dans lesa®mmeécanique générale pour décrire le champ
des vitesse d’'un solide (ici le solide est constitué destpdMB,C) a distance constante définissant I'ob-

servateurr ) ol le vecteuw généralement notéi/ﬁ est le vecteuvitesse de rotation actuelle de I'obser-
vateur®_ pour I'observateurg. habituellement introduit en mécanique générale. On a donc:

w=og, = 2H (Q SQ) =adi (@ $))= adi( S0 Q) (1.11)

R/R D

La connaissance des valeurs actuelles du tenseur de chamigggobservateu®; permet donc de retrouver
les concepts introduits en mécanique générale et invergeme

REMARQUE : On peut aussi envisager le changement d’observateur invezda.définition (1.7) page 5 on écrit :
X —% =Qf - (% —%) = X —x{=Q - (¢ —%)
En dérivant par rapport au temps (par définition, les padvesB sont fixes pour I'observatew ), on obtient:
d . B - d -
0= Q&%) +Qf - (¥ -7 & V= (Q Q) &%)
ou le tenseu€); - a‘itQtT est antisymétrique de vecteur adjowit On a alors:
Vv —w A (B & V=V WA R %) =V W A {AB}
Le vecteuw’ est donc le vecteur vitesse de rotationgdgour I’observateuf{:
W=, . =ad(Q- Q) = —adi (@ -Q) (112)

/& € V3 et&)x/;{ € V3 ne sont pas opposés, le premier étant évalué par ses composarstes da

le repére de I'observatewr et le second dans le repére de I'observateur

En utilisant I'identité(Q; X Q; &Q)@sH =H, on montre que:

Les deux vecteurm;{

Wy g = ~Q0g (1.13)




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.7 En bref...

Le modele milieu continu est une idéalisation de la mati®es prévisions ne peuvent corroborer que des
vérifications macroscopiques.

Pour décrire des grandeurs associées a des particulesiagiautt, on utilise des champs matériels sca-
laires, vectoriels ou tensoriels, (presque partout) difiGables.

Pour décrire le mouvement d’un milieu continu, il faut clwis observateur.

L'universalité de la définition des distances, ainsi quéjativité de la distance entre deux particules
impliquent I'existence d'un tenseur de changement d’olaenr qui est une rotation (tenseur orthogonal
de déterminant +1).




Chapitre 2

Descriptions du mouvement d’un milieu
continu

2.1 Transformation entre deux instants

Considérons un milieu continu en mouvement pour un certaseivateur, .

Soit P une particule du milieu continu en mouvement pour cet olagety. On note; et X les vecteurs
positions, pour 'observatewy , de la particulé® aux instants ett’.

Considérons la transformation géométrigiye : V3 — V3, qui, dans un certain mouvement du milieu
continu décrit avec I'observaterr, associe a toute positio € V3 (vecteur position d® a l'instantt), la
positionx, € V3 (vecteur position de la méme particitenais a I'instant’) :

X €Vs — X =Ffip(%) € Vs (2.1)

On suppose que:

1. toutes les particules dont la position a I'instaastx; ont une positionx, a l'instantt’;

2. deux particules distincte® et Q dont les positions a l'instartsontx etxtQ, ne peuvent occuper
la méme position a un autre instant(autrement dit, let; n’ont qu’un seul antécédent dans la
transformationf /).

Dans ces conditions, la fonctidipy est inversible.

REMARQUE : En fait, en mécanique des milieux continus, il est possible que l'inversidiit; ne soit vraie que
presque partout (voir note 1.2 page 2). Par exemple, dans le cag @avitation se produirait dans le mouvement entre
les instantg ett’, il existerait une particule de positioq (le « germe » de la cavitation) qui aurait plusieurs positions
a linstantt’ : ce seraient tous les points sur la surface délimitant la bulle de cavitatiois.|[B&as d’'une fissuration,
c’est toute une ligne de positioRsqui auraient deux positiong : une sur chaque lévre de la fissure ouverte.

De plus, on a évidemmenf;; = 1 (identité) etf,;» = fy v o fip (transitivité).

En mécanique des milieux continus, on utilise principalenuzux méthodes pour décrire le mouvement
des particules d’'un milieu continu par rapport a un observat . On utilise aussi ces deux méthodes pour
décrire les champs matériels de grandeurs physigyBs) d’un milieu continu. Ce sont les méthodes de
Lagrange et d’Euler. Ces deux méthodes ne different queapaahiére dont on identifie les particules.
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2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

2.2 Description de Lagrange

DEFINITIONS : On appelle instant de référence un instanthoisi arbitrairement. On appelle instant
actuel un instant t quelconque.

Dans la description de Lagrange, les particules sont idéBgs par leur position de référence’est-a-
dire qu’on désigne (on nomme) les particules par la posidimnéférenceg qu’elles occupent a l'instant
de référencéy pour un observatewr .

Soit un champ matérief (Pt) décrivant la valeur d’'une grandeur tensorielle d’orgre: O pour toute
particule et & tout instant.

DEFINITION : La description de Lagrange du champ matéridPt) est la fonctionaz . définie par:
(Xot) EVaxR — 4 (Xo,t) =4 (Pt) € V5P

oUu Xy est la position de référence de la particule P pour un obsewar .

REMARQUE : Quand on a choisi un systeme de coordonnées, I'argument véotgmie la fonction4, peut étre
remplacé par 3 réel(s%,x%,xg) qui sont les coordonnées du point occupé par la partle@dld’intantty. Dans ce cas
les quatre arguments ré€lg, x3,x3,t) de la fonctiona | sont appelésariables de Lagrange

DEFINITION : On appelledescription de Lagrange du mouvemepbur un observateug , la description
de Lagrange du champ matériel des positions actual@®tx pour cet observateur :

(Xo,t) € V3 xR — f(Xo,t) =% (Pt) € V3 (2.2)

REMARQUE : La notationf pour la description de Lagrange du mouvement est traditionnelle. Gaitlaeter cette
fonctionx;| (description de Lagange des positions actuelles).

2.3 Description d’Euler

Dans la description d’Euler, les particules sont identifi@par leur position actuelle.

DEFINITION : La description d’Euler du champ matérigl(Pt) est la fonctiona g définie par:
(X,t) EVaxR — Ag(.t)=a(Pt) e V5P

oux est la position actuelle de la particule P pour I'observateu.

REMARQUE : Quand on a choisi un systeme de coordonnées, I'argument véotode la fonction4g, peut étre
remplacé par 3 réelsd , X2, x%) qui sont les coordonnées du point occupé par la partiedd'intantt. Dans ce cas
les quatre arguments rédlg , x2, X3, t) de la fonction g sont appelésariables d’Euler

DEFINITION : On appelledescription d’Euler du mouvemenour I'observateurr , la description d’Eu-
ler du champ matériel des vitesses actuel@ty pour cet observateur :

(X,t) €VaxR — Ve (X%,t) =V(Pt) € V3 (2.3)

ILLUSTRATION : On peut considérer la description d’Euler du mouvement comme |laédode la collection des
« photographies » du champ des vitesses a tous les instants.

1. On donnera plus loin des motivations physiques pour ahmesinstant arbitraire.
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2.4. Equivalence des deux descriptions

2.4 Equivalence des deux descriptions

Tout champ matériet (Pt) peut donc étre décrit aussi bien par la méthode de Lagrargpajua méthode
d’Euler. Pour une particulB, de position de référenog et de position actuell®, on a évidemment :

4 (Pt) =4 (Xo,t) = 2e(X,t) (2.4)

Pour un observateut , les deux fonctiong| et 4g sont deux applications différentes, mais leur valeur
pour une particule donnée et a un instant donné est la méme.

La question se pose de savoir si les deux descriptions duenmeit qui ont été données précédemment
sont équivalentes : si un mouvement est décrit par I'une dgkades, peut-on trouver I'autre description?

2.4.1 Passage de la description de Lagrange du mouvement aleel’Euler

Supposons que I'on connaisse la description de Lagrangeoduementf d’'un milieu matériel continu.
La position actuelle des particules est donnée par:

X = f (Xo,t)

La vitesse d’'une particule, identifiée ici par sa positionréférencexy, est par définition la dérivée par
rapport au temps de sa position actuelle :

dx  of (Xo.t
VL(XOat) = a = (61: )

(dérivée a particule constante, c’est-a-dise &onstant) (2.5)

Le champ vectorie¥ (Xo,t) est la description de Lagrange du champ des vitesses. Ptaniola descrip-
tion d’'Euler des vitesses, il faut donner le champ des \@tess fonction des positions actuelles.

La fonctionf étant inversible a tout instant, on peut écriog:= f 1 (x.t).

En substituanky par sa valeur dans (2.5), on obtient le champ des vitessesnetidn des positions
actuelles et det, c’est-a-dire la description d’Euler des vitesses::

_of (f(xu) t)

Ve (%t) =vi(F 2 (x%,t) t) o

(2.6)

REMARQUE : La traduction de I'équation vectorielle (2.6) en un systeme de trois égeatéelles portant sur des
coordonnées dépend a la fois du systéeme de coordonnées utilisé ¢atiprifides trois variables réelles de position
(¢, %2 x3)) et de la base sur laguelle on projette cette égalité vectorielle en trois équéttias.

2.4.2 Passage de la description d’Euler du mouvement a celle ddagrange

Inversement, supposons que I'on connaisse la descriptituied du mouvemen¥e d’un milieu matériel
continu :

V(Pt) = Ve (1)

Trouver la description de Lagrange du mouvement, c'esvepla description de Lagrange des positions
actuellest; des particules, c’est-a-dire trouver la fonctibtelle quex; = f (Xo,t).

La description de Lagrange des vitesses est la vitesse detlayte (identifiée paxo) est:

of (xo.t)
ot

VL (Xo,t) = (voir équation (2.5))

Elle est aussi par définitiorvi (Xo,t) = Ve (%:,t) = ve(f (Xo,t),t).

11



2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

La fonction inconnud est donc solution de I'équation différentielle vectogell

of (Xo,t " _
% =Ve(f(Xo,t),t) avec les 3 conditions initialelgXo,tp) = Xo (2.7)
La solution de cette équation différentielle vectorietlssortie des 3 conditions initiales donne la descrip-

tion de Lagrange du mouvement.

REMARQUE: Latraduction de I'équation différentielle vectorielle (2.7) en un systéerteais équations différentielles
portant sur des coordonnées dépend a la fois du systeme de co@edariilisé (signification des trois variables réelles
de position) et de la base sur laquelle on projette cette équation vectorielleiséduations réelles (suivant la base
choisie, la résolution de I'équation différentielle £ipeut étre plus ou moins aisée).

Les deux descriptions du mouvement sont donc équivaleateartir de 'une on peut trouver l'autre, et
inversement.

On a aussi I'équivalence entre les deux descriptions dectarmp matérie (Pt) :

— si le champ matériet (Pt) est connu par sa description de LagramgéXo,t), alors sa description
d'Eulerest:4g(X,t) =4 (f1(x.t)t);

— si le champ matériet (Pt) est connu par sa description d’'Euleg (X;,t), alors sa description de
Lagrange esta| (Xo,t) = 2 (f (Xo,t),1).

2.4.3 Comparaison des deux descriptions

Les deux descriptions présentent chacune leurs commauliiéent le type de milieux continus que I'on
étudie.

Les mécaniciens spécialisés dans les solides déformatdffsgnt souvent la description de Lagrahge
car ils peuvent donner un sens physique a l'instant de mététg (par exemple, un instant ou le solide
déformable n’a jamais été soumis a aucun effort). En odg@guvent identifier physiquement des parti-
cules en marquant des points sur le solide déformable dgpas#ion de référence. Les positiagsétant
facilement matérialisables, la description de Lagrangesemble la plus naturelle pour suivre I'évolution
des grandeurs physiques des particules d'un solide déderaa cours de sa déformation.

Les mécaniciens spécialisés dans les fluides (liquides pucga notions seront précisées plus tard) pré-
ferent généralement employer la description d’Euler caiokition individuelle des particules a un instant
arbitrairetg leur est de peu d'intérét. lls préferent donc la descriptitfuler qui n’utilise pas de concept
de position de référence. En outre, la description d’Eubemn@ directement les indications d’un instrument
de mesure placé en un certain point d’observation de I'écoeiht.

EXEMPLE : Si l'on observe I'’écoulement d’une riviere avec un capteur de sétesgué en un point géométriglve
fixe3, la fonctionve (Xu ,t) pourxy fixé, est la vitesse a 'instahte la particule dont la position actuelle est le pdiht

Si I'on regarde I'évolution de cette mesure au cours du temps, la fongtioty,t) donne les vitesses des différentes
particules qui passent au point d'observation fke

La différence essentielle entre les deux description eédahs le fait que la description de Lagrange d’'un
champ matérielt (Pt) décrit la distribution des valeurs actuelles (a I'instgrite la grandeur physique

sur des positions a un instant différent : I'instant de ®Erfé€ety ; alors que la description d’Euler du méme
champ matériel décrit la distribution des valeurs actsefle la grandeur physique sur les positions
actuelles. On peut préter une plus grande significationigbgs cette derniére. Quoi qu'il en soit, les deux
descriptions étant mathématiguement équivalentes, tistassion supplémentaire ne serait qu’affaire de
traditions ou d’habitudes.

2. sauf peut-étre quand les déformations ne sont pas « petites plus loin).
3. pour un certain observateur.
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2.5. Champ des déplacements

2.5 Champ des déplacements

Cette méthode de description du mouvement n’est traditibement employée que par les mécaniciens
des solides déformables. Dans la suite, elle ne sera évogi@aasionnellement.

DEFINITION : On appelle vecteur déplacement d’'une particule P, la difiée entre la position actuelle
et la position de référence (pour un observateur:

u(Pt) =X —x§ (2.8)

Le champ matérial(Pt) peut, comme tout champ matériel, étre décrit par la méthedeadrange ou la
méthode d’Euler:

u. : (Xot) € VaxR — u (Xot) =X —x5 = f(Xo,t) —Xo € V3
Ue @ (Xet) €VaxR — ug(xt) =X —xg =x—f 7 (xt) € V3

La description du mouvement au moyen de la description dealogg du champ des déplacemantest
évidemment équivalente a la description de Lagrange du ementf. On passe de I'une a l'autre par:

f (Xo,t) =Xo+up(Xo,t) & u_ (Xo,t) = f(Xo,t) —Xo

2.6 Opérateurs différentiels lagrangiens et eulériens

2.6.1 Rappel d’analyse tensorielle

On sait de I'analyse des chanfpdanszs que les variations locales d’un champ (scalaire, vectoiel
tensoriel)a (M) différentiable, sont décrites par un champ d’opératenésires tangents appejéadient
du champ et notégrad 4 , tel que:

[da](M.dM) = [(grad2)(M)] -dM

ou dM est un vecteur arbitraire et alr, appelé différentielle eM de la fonctiona (M), tend vers la
différenceqa (M +dM) — 2 (M) quand|/dM|| — O.

Si I'on choisit de représenter les poindsde £3 par un vecteur positior (ce qui suppose le choix d’'un
observateur), 'opérateigrada est redéfini ainsi:

[da](x,dx) = [(grad 2 )(x)] -dx ou plus briévement: da =grada -dx

ou I'opérateur linéairgrad 4 est une application linéaifé; — V?p définie en chaque poixtol 4 (X) est
différentiable. Les régles de I'algébre tensorielle impént que si la grandedr est un tenseur d’ordrp,
alorsgrad4 est un champ de tenseurs d’orgre- 1.

2.6.2 Gradients lagrangien et eulérien

On considére maintenant un milieu contimupfiori en mouvement pour un observatey), sur lequel est
défini un champ matériel de tenseurs d'orgre 0: 4 (Pt) € V¥P. Les deux modes de description de ce
champ matériel, celui de Lagrange comme celui d’Euler, smu les deux des applications (différentes)
V3 — V?,fp. On peut donc décrire les variations spatiales locales declsamps (& constant) avec un
gradient.

4. \oir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtionts, du méme auteur, section 3.3.
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2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

DEFINITION : On appelle gradient lagrangien de le gradient de sa description de Lagrange. On le note
grad 4:
grad 4 =grada,

DEFINITION : On appelle gradient eulérien da le gradient de sa description d’Euler. On le note
grad=4:
gradga =grad4ag

Onadonc:
da =da, =dag =grad 2 -dx = gradg4 -dx (2.9)

ougrad, 4 etgradgz4 sont des tenseurs d’ordpet 1.

En particulier, le gradient lagrangien du champ matérial jpiesitions actuelles des particules est défini
par:
dx =grad, f-dx (2.10)

ou le tenseugrad, f (= grad, %) est un tenseur du second ordre. Il est défini pour toute péetet & tout
instant, c’est-a-dire que c’est whamp matériel

En particulier, a I'instant = ty, sa valeur est le tenseur métrig@e

REMARQUE : Le gradient eulérien des positions actuebkesst le tenseur métriqud, en effet, sa définition est
dx = gradgX; -dx vdx = gradgx =G.

NOTATION : Le gradient lagrangien des positions actuejies], f est traditionnellement nofé. On pose::

grad, f =F (2.11)

La fonctionf étant inversible, le déterminant de son gradient n’estjgma : deF 0 VP Vt. A l'instant
de référencé, ce gradient prend pour valeur le tenseur métriamnt le déterminant estl. On en déduit
la propriété suivante :

detF >0 VP Vvt (2.12)

Relations entre gradients lagrangiens et eulériens::

La fonction f étant inversible, on sait de I'analyse des champs de tesisgigr son gradient, qui est une
applicationVs — V3, est aussi inversible. On a donc la relation:

gradg (f 1) = (grad f) "1 =F1 (2.13)

De I'égalité (2.9) page 14, il vient:

grad 4 -dxg =dAa = gradg4 -dx
=gradga -grad, f-dxy (d'aprés (2.10))
grad; 4 -dxy =gradg4 -F -dxo

Cette égalité étant vralédxg arbitraire, on en déduit la relation entre les gradientsalagien et eulérien
de tout champ tensorid :

grad, 4 = gradga -F & gradea =grad 4 -F ! (2.14)

En particulier, si le champ matérigl(Pt) est le champ des vitesse@t), il vient:

grad, v = gradgVv-F & gradgv = grad,v-F ! (2.15)
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2.7. Dérivée particulaire

2.6.3 \Versions lagrangienne et eulérienne des autres opézars différentiels

En conséquence de ce qui précéde, on définit une versiomgagname et une version eulérienne des opé-
rateurs différentiels déduits du gradient (ces opératsamsdéfinis en analyse tensorielle) :

divia =grad 4 :G A a =div grad 2 rotp4 = —grad 4 : H (2.16)
divea =gradga : G Aga = divegradga rote4 = —gradg4 ' H (2.17)

ou G est le tenseur métrique Htle tenseur d’'orientation.

On déduit de (2.14) des relations entre opérateurs lagras@t eulériens :

div,.a =grad 4 : G = (gradga -F):G=gradg4 :F' (2.18)
divea = gradz4 :G=(grad .4 -F 1) :G=grad 4 :F ' (2.19)
rot 4 = —grad 4 : H = —(gradg4 -F) : H = —antisym (gradg4 -F) : H (2.20)

rote4 = —gradg4 :H = —(grad, 4 -F 1) : H = —antisym(grad, 2 -F 1) : H (2.21)

2.7 Dérivée particulaire

Soit un milieu continu en mouvement pour un observateuA chaque particul® (en mouvement) on
associe une grandeur physique (scalaire,vectoriellermotille) par un champ matérigl(Pt). On s’in-
téresse a la dérivée temporelle de la grandegour un particule donnée (on dit souvent qu’on « suit la
particule dans son mouvement »).

DEFINITION : On appelle dérivée particulaire de, notéea, la dérivée temporelle de la grandear &
particule constante :
04 (Pt) a(Pt') —a(Pt)

't t/—t

4(Pt) = (2.22)

Si4 est un champ tensoriel d'ordp sa dérivée particulaire est donc aussi un champ tenséoielrd p.

REMARQUE : La dérivée particulaire décrit I'évolution de la grandeur physigugour une une particulE donnée.
Elle traduit donc I'évolution temporelle des propriétés de la matiée. en

Si le champ matériel4 (Pt) est décrit par la méthode de Lagrange :
Sa description de Lagrange eat;:(Xo,t) = 4 (Pt), ouxg est la position de référence de la particBle

La dérivée particulaire du champ est la dérivée a particule constante, c’est-a-dibg @onstant. La
description de Lagrange de la dérivée particulaire est donc

.= 04, (Xot) (2.23)
ot

Si le champ matériela (Pt) est décrit par la méthode d’Euler :

Sa description d’Euler es®zg (X;,t) = 4 (Pt), oux; est la position actuelle de la particufe

A un instantt’, la position de la méme particurR est le poinix;, et la grandeus (Pt’) observée ey
pour cette méme particule est dofig (X ,t').

La variation de la grandewt pour la particule? entre les instantsett’ est donc :4g(Xy,t') — 2 (X;,t).
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2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

La dérivée particulaire du charmgpest donc:

A (X t') —AE (X t)

a lim
t/—t t/—t
i AEO) —AE () + AE () — e (X )
t'—t t—t
:IimﬂE(x‘”t/)_ﬂE(Xt,t/)+|im Ae(X,t') —AE(Xt)
t/—t t/—t /st t—t
: U ’ — ;) — 7\ _
_jim 9rad4E - (0 =X) + X =X) [0k =%) o A ) = AE(X)
t'—t t—t st v _t
e =x) X =%)[ 000 —X) | AE(Xt) — AE(Xt)
=gradag-| | |
gradie )M v—t M t—t tam vt

' ; 04
Ag =grad4e Ve + ||VEH tl’lr—>n’[o(xt/ _Xt)—"_TE
——

0
La description d’Euler de la dérivée particulaire du chaaipt) est donc:

: 04

Ag =gradg4 -vE+TE (2.24)
VOCABULAIRE : Dans beaucoup d'ouvrages de mécanique des fluides, la descdigidar de la dérivée particulaire
4 est souvent appelé&rivée totalede la fonctiona g(x:,t) (on considére son argumeqt comme une fonction du
temps). Le term@% est appel@érivée propreet le termegradg 4 - Ve est appelélérivée convective

REMARQUE : En prenant comme champ matériel les positions actugl(t) = x;(Pt), sa description d’Euler est
évidemmenke = X;. On a donc"i‘*TE = 0. D'autre partgradgx = G cardxg = G-dx. L'équation (2.24) conduit a
X = Ve. On retrouve bien que la vitesse d’une particule est la dérivée partediisa position actuelle.

En particulier, la dérivée particulaire du gradient lagjian des positions actuell&s= grad, f est:

. OF o(grad f) of\
F= e gradL(E) =grad. v
On peut donc récrire les relations (2.15) page 14 ainsi:
F =gradgv-F & gradgv=F -F ! (2.25)

2.8 Accélération d’une particule

DEFINITION : L'accélération d’'une particule pour un observateqr est la dérivée particulaire de sa
vitesse pour cet observateur.

Quand la vitesse est décrite par la méthode de Lagrangslisanit(2.23) page 15, on trouve la description
de Lagrange des accélérations :
o (xot) _ 0%f
YL (Xot) = ot a2
Quand la vitesse est décrite par la méthode d’Euler, ersaniti(2.24) page 16, on trouve la description
d’Euler des accélérations:

(2.26)

Ve
ot

En utilisant I'identitégradu - u = %grad(uu) + (rotu) Au Yu € V3, on obtient une autre forme utile de
la description d’Euler des accélérations::

Ye (%,t) = — - +gradgV-Ve (2.27)

ove 1
Ye(X,t) = WE+§gradE(v2)+(rotEv)AvE (2.28)
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2.9. Outils d’analyse du mouvement

Le lecteur pourra vérifier gu’on a bien les changement dergieiemn suivants :

¥e (%ot) = Y (F1(%,0),0) et YL (Xo.t) = Y (f (Xo.)t)

2.9 Outils d’analyse du mouvement

2.9.1 Trajectoire d’'une particule

DEFINITION : La trajectoire de la particule P pour un observaterrest 'ensemble des positions (pour
cet observateur) occupées par cette particule au cours apse

On sait de la cinématique élémentaire, gu’a chaque ingtamecteur vitesse actuelle d’une particule pour
un observateug est tangent a la trajectoire (pour cet observateur) au peisa position actuelbe.

Sile mouvement est décrit par la méthode de Lagrangéa description de Lagrange donne directement la
trajectoire. En effet, I'équation vectorielle = f (Xo,t) pourxg constant et €] — o, + oo définit I'ensemble
des positions actuelles de la particule identifiéexpac’est-a-dire la trajectoire de la particig

EQUATIONS REELLES: Lorsqu’on a choisi un systéme de coordonnées, 'équation velitodes trajectoires se
traduit par 3 équations réelles qui sont les équations paramétriquaajdetoires :

x¢ = 1(Xo1,X02.%03.t)
X = f(Xo,t) & { X = F2(x01,%02,%03,t)  (t est le paramétrexy;, Xo2 etxoz identifient la particule)
¢ = f3(Xo1,%02:X03.t)

Si le mouvement est décrit par la méthode d’Eulerla recherche des trajectoires revient a rechercher la
description de Lagrange du mouvement. |l suffit donc d'iréédjéquation différentielle vectorielle (2.7)
page 12.

2.9.2 Lignes de courant a un instant

DEFINITION : On appelle lignes de courant a l'instant t pour un observatey les lignes de champ
du champ des vitesses actuelles (pour cet observateus};&-dire les courbes qui sont tangentes aux
vitesses actuelles, en chacun de leur point.

Les lignes de courant visualisent donc, par leur tangeatdiréction des vecteurs vitesses a un indtaft
un autre instant, elles sont généralement différentes.

Si le mouvement est décrit par la méthode d’Euleron connait le champ des vitesses actualig; t)
et on en cherche les lignes de champar la méthode qui suit.

La maniére la plus générale de décrire toute courlme I'espacers est d’en donner des équations pa-
ramétriques, c'est-a-dire de donner une fonction vedterg) qui définit le point couranM de £ par
I'équation vectoriellexy = g(L).

EQUATIONS REELLES: Lorsqu’on a choisi un systéme de coordonnées, la définition parigmeéde la courbe est
donnée par trois équations réelles :

X

Xv =g(H) < {x

X

1
gl(u
giéu% (Hest le paramétrex, x§ etxy sont les coordonnées du point courlht
g (K

KW

La recherche de la fonction vectorietigu) se raméne donc & la recherche des trois les fonctions rééllgsetg®.
Pour certaines courbes de I'espaggil est possible de prendre comme parametre I'une des coordofpa#eemple
M= xﬁ,l), la définition d’'une courbe se ramene alors a deux équations. Captepdisque I'on ne connait pagriori
les particularités des lignes de courant recherchées, il est prigféatiliser un paramétrage général.
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2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

On sait de I'étude des courbes paramétriques, que le ve‘%%lnest tangent a la courbe au pointg(p).

Il découle de la définition des lignes de courant qu'on rediedes courbes de point courary = g(L)
telles que la tangente évi a £ soit colinéaire a la vitesag=(M.t) enM (a l'instantt choisi). On cherche
donc la fonction vectoriellg(p) telle que:

d
vel@m) | 9 o ve@w o
La résolution de I'équation différentielle vectorielleZ2), d'inconnug(|) et out est une constante, donne
les lignes de courant a I'instant

dow) _

e (2.29)

REMARQUE : L'écriture du parallélisme de deux vecte@etb sous la forme vectoriellaAb =0 est une écriture
redondante. Si I'on projette cette équation vectorielle sur une base tiemtaln systéme de seulement 2 équations
réelles indépendant@sL’équation (2.29) est donc équivalente & un systéme de 2 équafftérentielles réelles (et
non 3). Il n’y a donc que deux constantes d'intégratiaret C,. Les lignes de courant sont une famille de courbes a
deux parametreS; etCo.

Si le mouvement est décrit par la méthode de Lagrangeon cherche la description d’Euler des vitesses
suivant la méthode donnée en section 2.4 page 11 et on estéaugrobléme précédent.

DEFINITIONS : L'ensemble des lignes de courant s’appuyant sur une coudrloennée engendre une
surface appelée nappe de courant. Si la cougbest fermée la surface engendrée est appelée tube de
courant.

2.9.3 Ligne d’émission a un instant

SoitN un point géométrique fixe pour un observatgurChaque particul® a sa propre trajectoire. On ne
s'intéresse ici qu'aux particuléddont la trajectoire passe phl; c'est-a-dire qui sont passées ou qui vont
passer par le point fixe choibsi.

DEFINITION : On appelle ligne d’émission de N a l'instant t pour un obsésua % , 'ensemble des
positions (pour cet observateur), a un instant t choisi, jpiegicules dont la trajectoire passe par N.

Puisqu’a un instarttdonné, il existe toujours une particule qui se trouvéNeta ligne d’émission d&l a
l'instantt passe toujours pa.

ILLUSTRATION : Imaginons que dans un mouvement de milieu continu, il existe au Noirtinceau ponctuel » qui
colore les particules qui y passent. Si on prend une photographie du eolitinu a I'instant, les particules colorées
de la photographie dessinent la ligne d’émissioiNdel'instantt.

Si le mouvement est décrit par la méthode de Lagrangen notexy le vecteur position du point d’émis-
sion fixeN. Les particules dont la trajectoire passe Nasont les particules (c’est-a-dire &g qui sont
solutions de:

XN = f(Xo,t1) (tz est linstant ou la particul®y passe au poiritl) (2.30)

En résolvant exg I'équation vectorielle (2.30), on trouvety = f~1(xy,t1). LesXo trouvés sont les par-
ticules dont la trajectoire passe par(elles y passent a l'instatt). On sélectionne toutes ces particules
guand on fait varier le parameétredans l'intervalle] — oo, 4 oo ].

L'équation de la ligne d’émission a I'instahtchoisi est la position de ces particules a cet instant. C'est
donc la courbe définie par I'équation vectorielle paramégide paramétitg :

x=f(f 1(xy,tz),t) Ol t; €] —0,+oo[ etolt estune constante.
~—_———
g(t1)

La fonctiong(ty,xn,t) = f(f~1(xn,t1),t) est 'équation paramétrique, de paramétrele la courbe d'émis-
sion deN a l'instantt choisi.

5. L'une d’entre elles est une combinaison linéaire des datres

18



2.10. Mouvement stationnaire

EQUATIONS REELLES: Lorgu’on a choisi un systéme de coordonnées, I'équation pargmétvectorielle (de para-
meétret;) X =g(t1,Xn,t) de la ligne d’émission dBl & I'instantt choisi, se traduit par trois équations réelles :

X! = gt QR )
x=g(texn.t) & % = g2t Xy X )
x® = g3 (tL X xR R )

ot (xX,x2,x3) sont les coordonnées du point courant de la ligne d’émissﬁr,lx,z\l,xﬁ) sont celles du point d’émission
(fixe), t est une constante gtest le parameétre.

Sile mouvement est décrit par la méthode d’Euleron cherche la description de Lagrange du mouvement
et on est ramené au cas précédent.

2.9.4 Débits a travers une surface

Soit s une surface géométrique fixe (pour un observateliorientablé et orientéé traversée par un
milieu continu en mouvement. On appetiéa normale unitaire en un point courdstde.s.

DEFINITION : On appelle débit volumique a travers la surfacdixe pour un observateug_, le flux du
vecteur vitesse (pour cet observateur) a travers la surface

Qult) = /VE(N,t)-n(N) ds (2.31)

L'unité Iégale de débit volumique est |1,

DEFINITION : On appelle débit massique a travers la surfactxe pour un observateut , le flux de la
guantité de mouvement par unité de volymweg(pour cet observateur) a travers la surface

(1) = / pe(NH)ve (N.t)-n(N) dS (2.32)

ol pe est la description d’Euler de la masse volumique du milientioo. L'unité légale est le kg-s.
Noter que le signe d’'un débit (massique ou volumique) dépleritbrientation choisie pous.

VOCABULAIRE : Le scalairevg - n est parfois appeléitesse débitanta travers la surface.

Par ailleurs, dans la littérature scientifique, il regne un certain flou dangléé du mot « flux » : en mathématiques, le
flux d'un vecteumw a travers une surfaceest lescalairedéfini par l'intégrale :® = [, w-n ds; c’est la définition qui
sera utilisée dans ce cours. Chez certains auteurs, notamment lesdjeamiciens, le mot « flux » désigne parfois
l'intégrandew - n (un scalaire) ou parfois encore le vectauui-méme.

REMARQUE : Si la surfaces n’est pas fixe (mais reste indéformable), on définit le débit qui la tsavde la méme
maniére, mais en prenant le flux devigesse relativalu milieu continu par rapport & ; ce qui revient a calculer le
débit a travers une surface fixe mais avec les vitesses vues paremaibsrg; lié a la surface indéformable.

2.10 Mouvement stationnaire

DEFINITION : On dit qu’'un mouvement est stationnaire ou permanent powhservateur , si les des-
criptions d’Euler (pour cet observateur) de toutes les glamrs physiques sont indépendantes du temps:

MET(tX“t) =0 Vlagrandeur physiqua observée et'x; (2.33)

6. C'est-a-dire qu’on peut y définir une normale. Toutes lefasas ne sont pas orientables ; par exemple, une bande deddbi
n'est pas orientable car elle n’a qu’une face.
7. On a choisi une face positive et une face négative parmeles choix possibles.
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2. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT D’UN MILIEU CONTINU

Si I'on mesure une grandeur physiggae(une vitesse par exemple) en un point d’observation fixda
mesure de la grandeur(xy,t), pour les différentes particules qui passentMerau cours du temps, est
constante dans le tempg (Xu,t) = 4 (Xm).

En un autre point d'observation fiXd’, la mesure de la grandeur physiqaéxy,t) est différente, mais
toujours constante dans le temps.

En particulier, en prenant comme champ matédéPt) le champ des vitessegPt), la stationnarité
implique : ‘% = 0. On en déduit quejans un mouvement stationnaire, les lignes de courant ssnt |
mémes a tout instant

De plus, puisque les trajectoires sont aussi des courbgentas au champ des vitesses actuelles, on en
déduit quedans un mouvement stationnaire, les trajectoires sontorwhfes avec les lignes de courant

REMARQUES: En mécanique des milieux continus fluides (liquides et gaz), I'étude dasements stationnaires est
un cas particulier important : elle consiste a étudier les écoulements ererégibii (s'il existe). Les écoulements non
stationnaires sont aussi appeé&®ulements transitoiremu régimes transitoires

En présence d'écoulements fluides turbulents, le sens du mot « stéonmst réduit & la stationnarité de la seule
vitesse moyenne. Les fluctuations autour de la vitesse moyenne neas@taponnaires.

En dynamique des solides déformables (vibrations) et en acoustigqumnme souvent un sens différent a I'adjectif
« stationnaire »: on parle de « vibrations stationnaires ». Dans un tel memtela description d’Euler des vitesses
n’est pas indépendante du temps, ce sont seulement I'amplitude étleefrce de vibration des grandeurs qui sont
constantes dans le temps.

Le sens du mot « stationnaire » peut donc varier donc suivant le ¢entex

2.11 Changements d’observateur

NOTATION : On convient de surmonter d’unles grandeurs physiques mesurées avec un observateur

Toutes les définitions des concepts développés dans cdretrgpiosent sur la représentation des positions
des particule® par un vecteur positiox Le vecteur position d'une particuRest donc un vecteur différent
pour chaque observateuxt # X5 etx? £ X

Il s’ensuit que les dérivées temporelles des vecteursiposisont aussi différentes. Les vitesses et les
accélérations mesurées par deux observateurs différesm donc pas les mémes, ni en direction, ni en
module : v(Pt) # V(Pt) et y(Pt) # Y(Pt) 8.

En conséquence, la fonctidrutilisée dans la description de Lagrange du mouvementetjaides vecteurs
positions différents, est donc une fonction différente rpes deux observateurd: # f. De méme, le
champ des vitesses actuelles utilisé dans la descriptBulel’ du mouvement est différent pour les deux
observateursvg # Ve. Les trajectoires, lignes de courant et lignes d’émissamt donc des courbes de
forme différentes pour des observateurs différents.

EXEMPLE : Soit une particuléd® en mouvement pour un observategir Si I’observateurf( est choisi tel que son
origine est toujours confondue avec la partidRi@n peut dire que « I'origine de I’observateﬁrest liee ala particule

P »9), la trajectoire de la particul® pour I'observateur se réduit a un point alors que la trajectoire de la méme
particule pour I'observateut est une courbe.

8. On sait écrire les relations de changement d’observateurgs vitesses et les accélérations. Ce sont des relabomgliquées
faisant intervenir a la fois la vitesse relative des origirla vitesse de rotation relative des observateurs airesil@rs dérivées
temporelles, qu'il est inutile de détailler ici (voir n'impgerquel cours de cinématique du point).

9. Pour préciser complétement le mouvement relatif des deuxwatbsers, il faudrait aussi préciser la vitesse de rotatitative

entreR ety
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2.12. En bref...

2.12 En bref...

Un champ matériel est une fonctienPt) qui associe une valeur de la grandau(scalaire, vectorielle
ou tensorielle) a toute particule et a tout instant. Suilamtature (la définition) de la grandear, elle
peut changer ou non de valeur quand on change d'observhtude de ces changements est I'objet du
chapitre suivant.

Les descriptions de Lagrangr (Xo,t) et d’Eulerag(x;,t) d'un champ matériet (Pt) sont équivalentes.
Quand on considere le gradient de chacune de ces descsigifodéfinit une version lagrangienne et d’'une
version eulérienne des opérateurs différentiels graditrdgrgence, rotationnel et laplacien.

Le champ matériel des dérivées particulaiﬁe(ﬁt) d'une grandeus peut étre décrit par la méthode de
Lagrange ou celle d’Euler.

Pour appréhender le mouvement d’un milieu continu pour esepfateurs , on peut analyser les trajec-
toires des particules, les lignes de courant a un inst@donné, les lignes d’émission d’'un point donné a un
instantt donné.Toutes ces courbes sont différentes pour un autre obsenvate

Les mouvements stationnaires pour un certain observategula onéme apparence a chaque instant pour
cet observateur. Dans le cas d’'une définition stricte dedtosinarité, les lignes de courant et les tra-
jectoires sont confondues pour cet observateur. Un mouvestationnaire pour un observateur ne I'est
généralement pas pour un autre observateur.
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Chapitre 3
Objectivité

3.1 Définitions et notations

Dans ce chapitre, on considere deux observateurs quelesnuptés. et ,a priori en mouvement relatif
guelconque.

CONVENTIONS DE NOTATION: Dans la suite, on convient de surmonter d’um»des grandeurs vues par
I'observateur . Les vecteurs positions actuelles d’une parti®iiepour les deux observateurs sont notées
respectivement[(i) etitm.

On a montré en section 1.5 page 4 qu'il existe une rotatiorgtfon du temps, appeténseur de change-
ment d’observateur de a % a l'instantt, notéQw(;i ou plus simplemerf); tel que, pour tout couple de
particules(P(Y),P(?) et & tout instant, on a la relation suivante (voir (1.7) page 5

fit(l) _it(Z) —Q- (Xt(l) —Xt(z)) vt vp® vp®@ (3.1)

Soit un vecteur matériel défini par le couple de particm{lé@,P(a}. A un instantt, I'observateurg_ le

représente par le vectelaﬁz) —xt(l) et l'observateurg le représente par le vecteizft2> —')?t(l). On écrira
donc:

%7 —%Y = Q- (47 —x") viv{p® p@)} (3.2)
ou encore, pour un changement arbitraire de particule ainage d'une particulB:
dx = Q: -dx; (3.3)

3.2 Objectivité des grandeurs physiques scalaires

DEFINITION : Soit une grandeur physique scalaisredont la définition est universelle. L'application de
cette définition avec I'observatewy conduit au champ matériel scalaire(Pt) et I'application de cette
méme définition avec I'observate®r conduit au champ matériel scalaiﬁa(P,t). On dit que la grandeur
scalairea est objective si: B

a(Pt)y=a(Pt) VPVt 3.4)

Autrement dit, I'application de la définition universelle ¢ grandeur scalair@ conduit & une valeur
actuelle identique pour tous les observateurs.

Il existe des grandeurs physiques scalaires objectivéaugtrels qui ne le sont pas.
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3. OBJECTIVITE

EXEMPLES : La norme du vecteur vitesse d'une particule n'est pas une gramihgsique scalaire objective car
[IV(PY)|| # |IW(Pt)||- Il en est de méme pour I'énergie cinétique massique de cette particldenotme de son accélé-
ration.

En revanche, la masse volumique, la pression ou la température ditigaife sont des grandeurs scalaires objectives.

3.3 Objectivité des grandeurs physiques vectorielles

DEFINITION : Soit une grandeur physique vectorieiedont la définition est universelle. L'application de
cette définition avec I'observatesr conduit au champ matériel vectorigl(Pt) et I'application de cette
méme définition avec I'observategrconduit au champ matériel vectorigl(Pt). On dit que la grandeur
vectoriellea est objective si:

a(Py)- & -x?)=a Py (x" —x?) vPvPD vP@ vt (3.5)
——— ——————r
{p(2)_,p(l}?;k {p(Z)’p(l}K

Autrement dit, pour une grandeur vectorielle objective« leroduit scalaire de la grandeur vectorielle
actuellea (Pt) avec tout vecteur matériel actug?™ P2} »1 a la méme valeur, a tout instanpour tous
les observateurs (c’est donc une grandeur scalaire ol@gofn peut exprimer cette définition de maniere
imagée en disant que la valeur actuelle des champs matéeietisrielsa (Pt) et 2 (Pt) ont «la méme
position par rapport a la position actuelle de la matiere di@mcontinu » pour tous les observateurs.

ILLUSTRATION : Supposons que les deux observatefurgti dessinent chacun simultanément, a un instaytel-
conque, leur champ matériel vectoriel respegt{P.t) et 4 (Pt) sur les positions actuelles des particules. Quand la
grandeur vectorielle est objective, les deux dessins sont supbtpesa

De la définition (3.5), pour une grandearvectorielle objective, il vient:

(P} -x2)=aPy)- (Y -x?) VP VP vP@ vt
aA(PH-Q- ()Y —x?) =a(Py)- (x" -x?) ¥R VP vP@ vt
4(Pt)-Q =4(Pt) VPVt

On en déduit la formule de changement d’observateur de gateleur vectorielle objective :
APt =a(Pt)-Qf =Q-a(P1)
Inversement,
APH=aPy-Qf = aPy ®’'-x")=arPy Q& -%?)=aPy)- " -x?)

On en déduit une caractérisation des grandeurs vectarmbjectives :

THEOREME : Une grandeur vectoriellea est objective si et seulement si sa formule de changement
d’'observateur est:

:‘i(P,t) =Q¢-4(Pt) = Rq, (A4 (Pt)) (rotation paQ; du vecteura (Pt)) (3.6)

Les propriétés des tenseurs orthogonaux montrent quesst une grandeur vectorielle, alors sa norme est
une grandeur scalaire objective (c'est-a-difa ]| = |4 ).

1. ou plus précisément: I'application de cette définitionlpambservateurs.
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3.4. Objectivité des grandeurs physiques tensoriellegdorgl ordre

3.4 Objectivité des grandeurs physiques tensorielles du second ogdr

DEFINITION : Soit4 une grandeur physique tensorielle d’ordre 2 dont la défimiteést universelle. L'ap-
plication de cette définition avec I'observatetirconduit au champ matériel tensorigl(Pt) et I'applica-
tion de cette méme définition avec I'observateuconduit au champ matériel tensorig(Pt). On dit que
la grandeur tensorielle d’ordre 2 est objective si:

&%) APy &%) =" %) 2Py 67 -x") vPvPUve  @37)
Autrement dit, « I'action dea sur tout couple de vecteurs matériels » est un scalairetibjec

Comme précédemment, on déduit de (3.7) la formule de chaggediobservateur de toute grandeur
tensorielle du second ordre objective par la suite d’édenees suivantes (toutes valabteB v P() t) :

&Y -%?)-a(P, >-< %) = (x 2>> (Pt)- (6% —x*)
& Q- (Y —x?))-a(P)- (Q- (x ):<x§1 2y ae) - (¥ —xY)
& " —x?)-QF-aP)-Q- ¢ -xY) = Y -x?) 2Py ¥ —xY)
o Ql-a(P) Q=4 (Rt)
& AP =Q-a(P) Q-

On en déduit une caractérisation des grandeurs tenserikllsecond ordre objectives:

THEOREME: Une grandeur tensorielle du second ordzeest objective si et seulement si sa formule de
changement d’observateur est:

E(F’,t) =Q-a(Pt) QtT = Rq, (A4 (Pt)) (rotation paiQ; du tenseus (Pt)) (3.8)

L'équation (3.8) et les propriétés algébriques des tesserthogonaux permettent d’affirmer que, si la
grandeura est une grandeur tensorielle du second ordre objectiveemrasultats suivants :

— les valeurs propres de(Pt) et dea(Pt) sont les mémes, ce sont donc des grandeurs scalaires
objectives ; il en est de méme pour les invariants ;

— les vecteurs propres unitaires déPt) et de4 (Pt) sont liés par la relatiod(Pt) = Q; -u(Pt), ce
sont donc des grandeurs vectorielles objectives;

— on représente plus efficacement les directions propresmeamtées par des tenseurs du second ordre
uniaxiaux unitairesl{ = u®u etU =U®U); on montre facilement que la relation de changement
d’'observateur estU (Pt) = Q;-U(Pt) - Q[ , c’est-a-dire que les tenseurs uniaxiaux définissant les
directions propres sont des grandeurs tensorielles duindemalre objectives (I'« orientation des
directions propres par rapport a la position actuelle dedéére du milieu continu » est la méme
pour tous les observateurs a tout instant).

A partir de la définition (3.7), par la suite des équivalermgsantes (toutes valabled® v P() Vt), on va
donner une définition équivalente de I'objectivité d’'unamgeur tensorielle du second ordre :

&Y -%)-a Pt & %) = kY -x?)-aPr)- (¥ -x?)
o Q- (x” —x§2>>> APy & %) = Y —x?)-aP) - ¥ —xY)
& Y —x?)-QF-a(Pt)-®Y —xY) = )" —x?) - a(Pt) - (6% —x?)
& Q-4 - & -x")=a(P)- ¥ -x?)
e AP &2 -x") = Q- (a(P)- ¥ -x"))
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3. OBJECTIVITE

On peut donc poser la définition équivalente suivante pobydctivité des grandeurs tensorielles du second
ordre:

DEFINITION EQUIVALENTE : Un grandeur tensorielle du second ordre est objective stetesnent si son
produit contracté simple avec tout vecteur matériel estgnadeur vectorielle objective.

3.5 Objectivité des grandeurs physiques tensorielles d’ordre

La définition équivalente de I'objectivité des grandeursteielles d’ordre 2 donnée dans la fin de la sec-
tion précédente permet de généraliser par récurrence fatabéfide I'objectivité des grandeurs tensorielles
de tous ordres:

DEFINITION :  Une grandeur tensorielle d’'ordre p est une grandeur objexsi son produit contracté
simple avec tout vecteur matériel est une grandeur tenémdéordre p— 1 objective :

4P est objectif & 2P . (x{Y —x?) est objectifv PY; v P vt (3.9)
En remarquant que la formule de changement d’observateursup tenseur du second orcdté?) peut se
récrire avec le produit tensoriel de Kronecker

2% (P =qf a?ry)-Q s 22y = (QEQ) 2 2(Py)

on montre facilement que la formule de changement d’obsauvgour les grandeurs tensorielles objec-
tives d’ordrep s'écrit:
APy = (QE--BQFPaP Py =GP P AP (P = %0 (1P (RY)  (310)
N—_———

p termes

3.6 Exemples de changement d’observateur

3.6.1 Changement d’'observateur du champ (Pt)

Le gradient lagrangien des positions actuelles a été défi(2.20) page 14:
dx =grad, f-dx=F -dxy (notation introduite en (2.11) page 14)

La relation entre les représentations actuelles d'un vectatériel par deux observateuts et QNQ a été
donnée en (3.3) page 23:

dx = Q: -dx
En particulier, a I'instant = tp, on a:

d%o = Qo-dxo (3.11)

ou Qo est le tenseur de changement d'observateur a I'inggant
La définition universelle du gradient lagrangien des postiactuelles, pour un observat@ts’écrit:
d% = F -d¥ = Q:-dx =F -Qo-dx = dx = Q' -F -Qo-dxo
F

La formule de changement d’observateur pour le gradiemafagen des positions actuelles est donc :

F=QT F-Q o F=QF-Q (3.12)

2. Voir la définition dans I'annexe B.1 du coukfgébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioos, du méme auteur.
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3.6. Exemples de changement d’observateur

Cette formule est différente de la formule de changemenbs#ovateur d’'une grandeur tensorielle du
second ordre objective donnée en (3.8) page 25.

Le gradient lagrangien des positions actuelles, traditiellement noté&Fest un champ de grandeurs
tensorielles du second ordre non objectif.

REMARQUE : Le gradient eulérien des positions actuelles est définigas gradgx; - dx;, c’est-a-diregradgx; = G.
C’est un champ de tenseurs (uniforme) qui est évidemment objectif.

3.6.2 Changement d’observateur des opérateurs différerdis eulériens d’'une gran-
deur objective

Gradient eulérien d’'un champ scalaire objectif

Soit 2 une grandeur scalaire objective . L'application de sa défimiavec un observateuy conduit au
champ matériel (Pt) et cette méme définition avec un observatguconduit au champ matérigl (Pt).
L'objectivité de cette grandeur implique que la formule t@mgement d'observateur est (voir (3.4) page
23):

A(Pt) = a(P) = A% 1) = £ (X 1)
La définition du gradient eulérien (vecteur) pour I'obséeva® est:

da = gradga -dx

da = gradga -dx, (objectivité dea)
da = gradg 4 QtT -dx; (d"apreés (3.3) page 23)
gradEE -dx; = gradg 4 QtT -dx; (définition du gradient eulérien pour 'observateyy
gradEﬁ —gradga -Q (Pégalité précédente est vratied)
gradEi =Q-gradga (gradga est un vecteur)

ce qui est la formule de changement d’observateurs pourdgslgurs vectorielles objectives (voir (3.6)
page 24).

Le gradient eulérien d'un champ de grandeurs scalairesaibjes est un champ de grandeurs vectorielles
objectif.

Gradient eulérien d’'un champ vectoriel objectif

Soit4 une grandeur vectorielle objective. L'application de stnitéon avec un observateug conduit au
champ matériel vectoried (Pt) et cette méme définition avec un observateuwonduit au champ matériel

vectorieli(P,t). L'objectivité de cette grandeur implique que la formulectteangement d’observateur est
(voir (3.6) page 24):

4(Pt) =Q-a(Pt) = Ae(%t) = Q- AE (%)
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3. OBJECTIVITE

La définition du gradient eulérien (tenseur d'ordre 2) ptalidervateury est:

da = gradg4 -dx

Q/ -da =gradz4 -dx (objectivité dea)
QtT .da = gradg4 QtT -dx; (d"apreés (3.3) page 23)
QtT ~gradE§ -dx; = gradg4 QtT -dX; (définition du gradient eulérien pour 'observateyy

gradz4 -dX = Q- gradz2 - QT - dX;

gradEi =Q-gradga Q;r (Iégalité précédente est vraiedx;)

ce qui est la formule de changement d’observateurs pourrbeslgurs tensorielles d’ordre 2 objectives
(voir (3.8) page 25).

Le gradient eulérien d’'un champ de grandeurs vectoriellegctives est un champ de grandeurs tenso-
rielles d’ordre 2 objectif.

Gradient eulérien d’'un champ tensoriel du second ordre objetif

Soit4 une grandeur tensorielle objective du second ordre . Liagibn de sa définition avec un observa-
teur . conduit au champ matériel tensoriel d’'ordra 2Pt) et cette méme définition avec un observateur

K conduit au champ matériel tensoriel d’ordréiZP,t). L'objectivité de cette grandeur implique que la
formule de changement d’observateur est (voir (3.8) page 25

A(PH=Q-a(Py)-Q = Ae(%t) = Q- Ae(x.b)-Q
La définition du gradient eulérien (tenseur d'ordre 3) ptalidervateurr. est:

da =gradg4 -dx

Q -da -Q, =gradga -dx, (objectivité dea)
Q;r .da -Q; =gradg4 Q;r -dX; (d'aprés (3.3) page 23)
Q;r . (gradEﬁ -dX;)-Q; = gradg4 Q;r -dX; (définition du gradient eulérien pour I'observateyy
gradea -d% = Q- (grade4 - Q- d%) - Qf
gradg4 -d% = [(Q: X &Q)@sgrad,;ﬂ] -dX; (X est le produit tensoriel de Kronecker)
gradE,‘z = (QXQ ®Q1)®3gradEﬂ (Pégalité précédente est vraiedx;)

ce qui est la formule de changement d’observateurs pourrbeglgurs tensorielles d’ordre 3 objectives
(voir (3.10) page 26).

Le gradient eulérien d’'un champ de grandeurs tensoriellesdde 2 objectives est un champ de grandeurs
tensorielles d'ordre 3 objectif.

On généralise sans difficulté aux champs de tenseurs desgnanobjectives d’ordre supérieur.

Autres opérateurs eulériens sur des champs de grandeurs afgjtives

Les versions eulériennes des opérateurs différentietsgivce, rotationnel et laplacien ont été définis en
(2.17) page 15. A partir des formules de changement d’obs=uw du gradient eulérien d’une grandeur
objective, on montre facilement que::

L'application des opérateurs différentiels eulériens & deamps matériels objectifs engendre des champs
matériels objectifs.

28



3.6. Exemples de changement d’observateur

EXEMPLE : SiAa est une grandeur vectorielle objective, on a
gradg4 = Q;-grade4 Q] = gradg4 :G=(Q;-grade4-Q):G=gradg4 :G = divga =divga
On montre de méme quegiest une grandeur vectorielle objective, on a:

rote4 = rotg4 et Aca = Aca

Opérateurs eulériens sur des champs de grandeurs non objéats

La formule de changement d'observateur des grandeurs rjectivies étant spécifique a chaque grandeur,
il faut donc établir une formule de changement d'observageicas par cas.

Toutefois, il se peut que I'application d’opérateurs gelés a des grandeurs non objectives conduise a une
grandeur objective. Par exemple, on verra plus loin (vaR&ppage 66) que la divergence eulérienne du
champ des vitesses (champ vectoriel non objectif) est néasmne grandeur objective.

3.6.3 Changement d’observateur des opérateurs différerdls lagrangiens
Cas d’'un champ scalaire objectif

Soit 2 une grandeur scalaire objective . L'application de sa démiavec un observatew conduit au
champ matériel scalaire(Pt) et cette méme définition avec un observateuronduit au champ matériel
scalaireﬁ(Rt). L'objectivité de cette grandeur implique que la formuleatbeangement d’observateur est
(voir (3.4) page 23):

a(Pt) = a(Pt) = AL (%) = AL (%.t)
La définition du gradient lagrangien (vecteur) pour I'olvsgeur® est:

da =grad 4 -dxg

da = grad, 2 -dxo (objectivité dea)
da = grad, 4 Qg -dXo (d'aprés (3.11) page 26)
gradL;i -dXp = grad; 2 Qg -dXg (définition du gradient lagrangien pour I'observateur
gradL}I =grad, 4 Qg (égalité précédente est vraiadXy)
gradLEi =Qp-grad 4 (grad, 4 est un vecteur)

ce qui est différent de la formule de changement d’obseuvatgour les grandeurs vectorielles objectives
(voir (3.6) page 24).

Le gradient lagrangien d’'un champ de grandeurs scalaireiedives est un champ de grandeurs vecto-
rielles non objectif.

Cas d'un champ vectoriel objectif

Soita une grandeur vectorielle objective. L'application de stritéon avec un observateug conduit au
champ matériel vectoriet (Pt) et cette méme définition avec un observatewonduit au champ matériel

vectorielﬁ(P,t). L'objectivité de cette grandeur implique que la formulectiangement d’observateur est
(voir (3.6) page 24):

4(Pt) =Q-a(Pt) = AL(%et) = Q- AL (Xt)
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3. OBJECTIVITE

La définition du gradient lagrangien (tenseur d’ordre 2)rj@bservateurg est:

da =grad 4 -dx

Q/ -da =grad, 4 -dxo (objectivité dea)
Q;r da = grad, 4 Qg -dXg (d'apres (3.11) page 26)
Q;r ~grad|_§ -dXo = grad 4 Qg -dXo (définition du gradient eulérien pour I'observateyy
grad, 4 -dX = Q -grad, 4 - Q{ - dXo
gradLi =Q -grad 4 ~Qg (égalité précédente est vraiadXy)

ce qui n'est pas la formule de changement d’observateunslesgrandeurs tensorielles d’ordre 2 objec-
tives (voir (3.10) page 26).

Le gradient lagrangien d’'un champ de grandeurs vectorgetibjectives est un champ de grandeurs tenso-
rielles d’ordre 2 non objectif.

D’une maniere générale, le gradient lagrangien d’un chamigrnel de grandeurs objectives n’est pas un
champ matériel de grandeurs objectives. Ceci provientitigde la formule de changement d’observateur
d’une grandeur objective s’écrit avec le tens®umlors que la formule de changement d’observateur des
variations arbitraires de la variabtg s’écrit : dXy = Qg - dXo.

Il s’en suit quel'application des opérateurs différentiels lagrangiengdés champs matériels objectifs
engendre des champs matériels non objectifs.

EXEMPLE : On a donné en (2.18) page 15 I'expression de la divergence grare d’'un champ matériel pour
un observateur quelconque. Si le champ matériei est une grandeur vectorielle objective, sa divergence s’écrit:
div,a = gradg4 : FT. Pour un observatew , elle s'écrit :

divia = gradea :F' = (Q-gradea -QF): (Q-F-Q))T = (Q-gradea -QF ) : (Qo-FT-QT) # gradea : FT

3.6.4 Changement d’'observateur de la dérivée particulaire’une grandeur objec-
tive

La définition (universelle) de la dérivée particulaire d'cilamp matériel (Pt) a été donnée en (2.22)
page 15:

- 0
a —&Z(P,t)

Dérivée particulaire d’'une grandeur scalaire objective
Soita (Pt) un champ matériel d’'une grandeur scalaire objective. Sauter de changement d’observateur
estdonc a (Pt) = a(Pt).

L'application de la définition universelle de la dérivéetmadaire pour un observatewr s’écrit:

+ 942 44 .
ﬂ___

Tt ot
ce qui est la formule de changement d’observateur d’unedgrarscalaire objective.

La dérivée particulaire d'un champ matériel scalaire olijeest un champ scalaire objectif.
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3.7. En bref ...

Dérivée particulaire d’'une grandeur vectorielle objective

La formule de changement d’observateur d’'une grandeuosietie objective esti(P,t) =Q-a(Pt).

L'application de la définition universelle de la dérivéetjmadaire pour un observatew s'écrit:

92 dQ-a) d . 02 _d_ g p
Z_E_T_EQI a4 +Q ﬁ—aQt A+Q-a#Q-a

La dérivée particulaire d’'un champ matériel vectoriel atfjeest un champ vectoriel non objectif.

Il en est de méme pour la dérivée particulaire de tout chamignenon scalaire, car la formule de
changement d’observateur conti€ntet la relation entre les dérivées particulaires contienesgairement

d
des Q.

3.7 Enbref...

L'objectivité est une propriété des grandeurs physiques.
Une grandeur physique scalaireest objective si I'application de la définition (universgltle cette gran-

deur pour tous les observateurs donne le méme scalaire.n®aléode changement d'observateur est:
a=a4.

Sion noteQ, le tenseur de changement d’observateur (une rotatiorg detrx observateurg etg :

— une grandeur physigue vectorielle est objective si et seulement si sa formule damgbment d’ob-
servateur estq = Q-4 = R ().

— une grandeur physique tensorielle d’ordre 2 est objective si et seulement si safite de change-
ment d’observateur esta = Q; - 4 Qf = &g (2).

— d'une maniere générale, une grandeur tensorielle d’qyés objective SA = Ry (4).

On a donné quelques exemples de champs de grandeurs ayegtimon objectives. D’'une maniére gé-
nérale, les opérateurs eulériens appliqués a des champsrltegrs objectives engendrent des champs
objectifs. Il se peut que les opérateurs eulériens ap@igudes champs de grandeurs non objectifs en-
gendrent des champs objectifs. En revanche, les opérdsgmemgiens appliqués a des champs objectifs
n’engendrent jamais de champs objectifs.

Seules les dérivées particulaires de chasgadairessont des champs scalaires objectifs.
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3. OBJECTIVITE
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Chapitre 4

Deéformation d’'un milieu continu

4.1 Introduction

Un solide, tel qu'il est défini en mécanique générale, estilirurcontinu réputé indéformable, c’est-a-dire
gue la distance entre tout couple de particules est coestiams le temps. Pour analyser la déformation a
un instant dans un mouvement de milieu contiatpriori déformable, il faudrait comparer les distances
actuelles entre tout couple de particules avec les distadeees mémes couples a un instade référence
arbitrairement choisiA I'instanttg le milieu continu est donc déclaré non déformé!

REMARQUE : Le choix d’un instant de référence est arbitraire mais important caaléur de la grandeur tensorielle
déformation actuellgui va étre définie dans ce chapitre dépend évidemment du choix destatt de référence. Le
concept de déformation actuelle n’a de sens que quand on a choistantide référendg, la position de la matiere

a cet instant servant de position de référence pour comparer lescgdistactuelles des couples de particules avec les
distances de référence de ces mémes couples.

Pour I'étude des mouvements de milieux continus solides déformablebpsit généralement un instant de référence
to physiquement significatif; le plus souvety,est choisi quand le solide déformable n’a jamais été sollicité par le
milieu extérieur : on décide donc qu’a cet instant le solide déformableoasiéformé.

En revanche, en mécanique des milieux continus fluides (liquides etlgatjoix d'un instant de référence est plus
difficile a motiver physiquement: un milieu continu fluide n’a pas de fopropre particuliére a laquelle on ait envie
de se référer. Méme si le concept de déformation actuelle par tapporinstant de référence arbitrairement choisi
peut parfaitement étre défini pour un fluide, on comprendra quenieepd de déformation n'a que trés peu d'intérét
pour les mécaniciens des fluides.

Observer les changements de distance de tous les couplaestidelps d’'un milieu continu en mouvement
est redondant. D’un point de vue strictement logique, pamois si un milieu continu en mouvement se
déforme, il suffit de trouver un couple de particules dontdissances varient dans le temps. Cependant,
cette information ne donne aucun renseignement sur ce quass®e pour un autre couple de particules.
Pour donner une description plus compléte de la déformatinrprocéde de la maniére suivante : pour
chaque particule, on n'observe des variations de distaneer les particules voisines. La notion floue
de « particule voisine » dans un milieu continu sera préci€éen’est qu’aprés un certain passage a la
limite que I'on verra apparaitre la notion de tenseur deméfdion en une particule.

La déformation actuelle (a l'instan} d’'un milieu continu par rapport a la position du milieu cionta
l'instant de référenck se décrira donc avec whamp matériel de tenseurs du second ordre.

1. voir la définition (1.1) page 2
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

4.2 Direction matérielle

Considérons un milieu continu en mouvement par rapport dbsereateurs . A un instant quelconque,
gu’on appelleranstant actuelles particules ont chacune un vecteur position actuelle pet observateur.

Considérons une particukedont la position actuelle pour un observatguest le vecteux;.

DEFINITION : On appelle chemin matériel issu de P, un ensemble de patiaudtéc, dont les positions
actuelles forment une courbe contingpassant par la position actuellg ge P.

La différentiabilité de la descrition de Lagrange du mouganf garantit qu'un chemin matériel issu de
P défini & un instant quelconque, reste un chemin matériel isstPdietout autre instant, mais la courbe
Cy dessinée par les positions des particules @eun instant’ a une forme différente. En particulier, c’est
encore vrai, pour I'instant de référerige la courbe formée par les positions de référence des pladidu
chemin matériet sera notéey.

Soit P’ une particule courante d’'un chemin matégelLes deux particuleB et P’ définissent un vecteur
matériel{ P,P'}.

DEFINITION : Soitc un chemin matériel issu d'une particule P. On appelle dimtiatérielle issue de P
la direction unitaire limite du vecteur matéri¢P,P’} quand la particule courante’Rend vers la particule
P en suivant ce chemin matériel.

Rapidement dit, une direction matérielle issuePdest la tangente unitaire éhau chemin matériet.

ATTENTION : La locution « quand la particul’ tend vers la particul® » n'a aucune signification cinématique :

a un instant donné toutes les particules ont une position bien définie. Cette locution signifie considére tous

les vecteurs matériel® P’} ou les particule®’ sont des particules du chemin, toutes différentes, et de plus en plus
proches de la particule.

En considérant tous chemins matériels issuB,dm définit toutes les directions matérielles issueB.de

Si on utilise la méthode de Lagrange pour identifier les palds, les particules du chemin matérgel
ont leur position de référence sur la couthget le vecteur matériefP P’} est représenté par le vecteur
dxo = X —Xo. La direction matérielle issue de la particEest alors représentée par le vecteur unitajre
défini par:
. d
Up= lim X0

— 4.1
aano Jldo] (41)

Le vecteunyg est bien un vecteur unitaire car il est la limite des vecten'rmires%.

DEFINITION : Soit un chemin matériet définissant une direction matérielle issue de la particuleéht
la représentation de Lagrange est la courbg Le vecteur unitairalg tangent erxy a la courbecy est
appelé direction de référence de la direction matérielfuesde P.

Si on utilise la méthode d’Euler pour identifier les partesylles particules du méme chemin matérieint
leur position actuelle sur la courlgget le vecteur matériglP,P’'} est représenté par le vectelx =X, —X;.
La méme direction matérielle issue de la méme partiPubst alors représentée par le vecteur unitaire
défini par:

dx

ae"o Tl (4-2)

U

Le vecteuny est bien un vecteur unitaire pour la méme raison que préaaéam

DEFINITION : Soit un chemin matériet définissant une direction matérielle issue de la particuleéht
la représentation d’Euler est la courhg. Le vecteur unitairaiutangent erxxa la courbec; est appelé
direction actuelle de la direction matérielle issue de P.

On se propose de chercher la relation entre ces deux refaisea de la direction matérielle issueléle
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4.3. Woisinages d’une particule

La cinématique nous apprend que la relation entre les reptatsons de Lagrange et d’Euler du vecteur
matériel{ PP’} est (voir (2.10) et (2.11) page 14):

dx, =F -dxo & dxo =F1.dx
Ces relations montrentqi - P < dx —0 < dxg—0

De la définition (4.2), il vient:

W= lim dx. im F-dx F-dxo ( dxo 1
dx—0 [[dX ||  dx—0|[F-dXol| dxo—0[[F-dXol| do-0\ [dXoll ||F- H%EHII
F -Up
W = 4.3)
[IF - uo
On obtient la relation inverseg en fonction dak, en multipliant & gauche (4.3) pBr:
Uo = ||F -up||F 1 u 1
_1 Up F - U
W= = et = U=-—— (4.4)
[F - ug|] IFw = i FTu|
‘o

Les relations (4.3) et (4.4) permettent de passer de lageptation de référence a la représentation actuelle
d’une direction matérielle issue d’'une particBllet inversement.

4.3 \oisinages d’une particule

Pour définir le voisinage d’'une particlifeil faut désigner les particuld® qui appartiennent a ce voisinage.
Suivant qu’on utilise la méthode de Lagrange ou la méthoHaldr pour identifier les particules, on définit
deux sortes de voisinages:

DEFINITION : On appelle voisinage de référence de la particule P, I'eriderdes particules Pdont les
positions de référenogysont dans un voisinage géométrique du painlisera noté1/p(Xo)

Le voisinagerp(Xo) est engendré par les vecteurs arbitraites:
Xp =Xo+dX% (4.5)

Les vecteurs arbitrairedX, peuvent prendre une valeur quelconque, mais dans cerfaimtss : il faut
évidemment que les positions de référexjce Xo+dXo € 75(Xo) soient dans le domaine de milieu continu
étudié quand il est dans sa position de référence (c'eseadinstanttp).

DEFINITION : On appelle voisinage actuel de la particule P, I'ensembkepiticules Pdont les positions
actuellesd sont dans un voisinage géométrique du painthsera notév; (x;).

Le voisinaget (%) est engendré par les vecteurs arbitraihas
X =X +dx (4.6)

De méme que pour un voisinage de référence, les vecteutsaadsdx peuvent prendre une valeur
quelconque, mais dans certaines limites: il faut que le#tipps actuellesqt = X; +dx € 7;(%;) soient
dans le domaine de milieu continu étudié quand il est danssisign actuelle (c’est-a-dire a I'instatjt

Les deux voisinagesn(Xo) et +:(X) sonta priori différents: ils ne contiennent pas les mémes particules.

Selon que I'on raisonne avec un voisinage de référence auwsveoisinage actuel, on obtient différentes
maniéres de mesurer la déformation actuelle en une pafc@uand on utilise un voisinage de référence,
on aboultit aux tenseurs de déformation dits lagrangiensatdjon utilise un voisinage actuel, on aboutit
aux tenseurs de déformation dits eulériens. Dans ce quissuéxpose les deux démarches.
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

4.4 Tenseurs de déformation lagrangiens

Dans cette section, on observe les déformations actueltest;a-dire les changements de distance qui se
sont produits entre un instant de référeficehoisi arbitrairement et I'instant actuglau voisinage d’'une
particuleP, en définissant ce voisinage par un voisinage de référence.

4.4.1 Dilatation linéique dans une direction matérielle

Pour savoir si, a l'instant, le voisinage d’'une particul® a subi des déformations, il faut observer les
distances actuelles de la particlHeavec ses voisines, et les comparer avec les distances tarirde
référence, c'est a dire comparer les normes des vectefirs- || et x5 —x5|| = [|dx|| pour tous les
vecteurs arbitrairedxy du voisinage.

A partir de la descrition de Lagrange du mouvemgnbn sait écrire la relation entre le vecteur arbitraire
dx, arbitraire et la différentiell@x (voir (2.10) et (2.11) page 14), représentant tous les deurdme
vecteur matérie{P,P'} a des instants différents

xf”—xf:dxter:grade~d)q)+~~-:F~d)q)+~- 4.7)

Cependant, I'équation (4.7) ne traduit pas forcément démmétions. En effet, il peut exister des mou-
vements de milieux continus dans lesquels les deux vectbgret dx sont différents mais de méme
longueur. Il faut comparer leurs normes:

dx||> = (F-dX+---)-(F-dX+---) =dxp-FT -F.dxg+---
[dx [ _ dx o d%

5= FT R
[dxo[= ldxol| [[dxoll

Lorsqu’on fait tendre la particule’ vers la particule® en suivant un certain chemin matériel, le vecteur
dxy vers@, sa norme tend aussi vers 0, le vecteur unitajre- ”g—gu tend vers une direction matérielle,
identifiée ici par sa direction de référenge(voir (4.1) page 34) et les termes notgs. - tendent vers 0.

Il est remarquable de constater que dans I'équation (418hiee du rapport‘l‘lt‘:)’:)l‘l‘z2 a l'instantt ne dépend
gue de la direction matérielle. On peut donc poser la défimguivante :

+...=Uy-F"-F-Uy+--- ollevecteutiy = % est unitaire. (4.8)

DEFINITION : On appelle dilatation linéique actuelle dans une directioatérielle identifiée par sa di-

rection de référencag) notée K la limite du rapport% guand le vecteudgx— O:
- [ldx||
K= lim —— 4.9
' gato o 9
L'équation (4.8) montre que cette limite est:
1 1 1
Ki=[up-F"-F-up)2 =||F-up]| =[(FT-F): (Up®Up)]2 = [(FT -F) :Ug]2 (4.10)

ol le tenseur du second ordfé - F est symétrique défini positif et dig = Uy ® Ug est un tenseur du
second ordre uniaxial représentant la direction de référeon orientée d’'une direction matérielle.

La dilatation linéique dans une direction matérielle estadon nombre sans dimension strictement positif.
Si0< K| <1, ily acontraction dans la direction matérielle §si> 1, il y a élongation dans la direction
matérielle.

La dilatation linéiqueK, varie avec la direction matérielle considérée. On ne pesippaer de dilatation
linéique en une particule sans préciser dans quelle direatiatérielle cette dilatation linéique a lieu. Au

2. Pour alléger les notations, on n’écrit pas les termes aquietet vers 0 qui vont disparaitre quand on fera teriires P.
Rigoureusement on devrait écring” —xP = dx, + ||dx|| 0 (dx), qu'on écrit :dx, + - - .
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4.4. Tenseurs de déformation lagrangiens

voisinage d’une particule, il peut y avoir élongation dans gertaine direction matérielle et contraction
dans une autre. Pour décrire toutes les dilatations liegigans toutes les directions matérielles autour de
P, il faut un tenseur du second ordre.

DEFINITION : Le tenseur du second ordre symétrique défini poBitit €' - F est appelé tenseur de
déformation de Cauchy-Green droit.

L'équation (4.10) montre que ce tenseur de déformatiormpede calculer les dilatations linéiques ac-
tuelles en une particul® de position de référenocg dans toutes les directions matérielles issue® de
identifiées par leur direction de référence:

K = [UO'C'UO]% = [C3U0]%

Dans un mouvement de milieu continu, le teng@@st une fonction de la particukeet du temps, c’est-a-
dire un champ matériel tensoriel du second ordre.

4.4.2 Tenseurs de déformation lagrangiens

Suivant les habitudes des auteurs, on trouve dans lafittérapécialisée de nombreux tenseurs de défor-
mation® qui peuvent tous s’exprimer les uns en fonction des autrese@ontente d’en donner ici quelques
uns parmi les plus couramment rencontrés. La liste qui &st donc pas exhaustive.

— Le tenseu€ = FT - F défini précédemment. Il est généralement apfenéeur de Cauchy-Green
droit. Ce tenseur est symétrique défini positif. La dilatatioréifjue actuelle dans une direction
matérielle identifiée par sa direction de référence estéepar :

Ki = v/Uup-C-up=+/C:Ug (4.11)

— Letenseud = /C = VFT -F. Ce tenseur est la partie symétrique définie positive dedardposi-
tion polaire a droite du tensebr(c’est-a-diredF = R-U ouR est orthogonal). La dilatation linéique
actuelle dans une direction matérielle identifiée par section de référence est donnée par:

Ki=vp-UZ-up=U2:Ug= U u (4.12)

— Le tenseuk = LnU. Le tenseul étant symétrique défini positif, son logarithme népéridrrés
et symétrique mais non défini positif. La dilatation linégactuelle dans une direction matérielle
identifi€e par sa direction de référence est donnée par:

K|:\/U0~62L-U():\/82L1U0=HeL-U0|| (4.13)

— LetenseuE = % (C—G) est généralement appetnseur de Green-Lagrange drofte tenseur est
symétrique non défini positif.
JUSTIFICATION : Ce tenseur est introduit par les auteurs qui décrivent le mouveswemioyen du champ de
déplacement (définition en (2.8) page 13) au lieu d'utiliser la descripgdradrange des positions actuelles. La
démarche est exposée en détail dans la section 4.12 page 46. Esranbigs longueurs d’'un segment matériel
{PP'} aux instantgy ett des particules du voisinage de référenggxo) d’une particuleP, on trouve que la
variation relative du carré des distances est:

ldx |2~ f|dxol®

|2 —Up - (grad, u+grad] u+grad/u-grad, u) -y outy = dx

lldxol|

2E

3. Dans la littérature spécialisée, les noms propres afsibichaque tenseur sont largement divers et ne paraissémir@éisbjet
d’'un consensus. Il semble a l'auteur que les quelques nomisoge’iproposer dans ce cours sont relativement consenseels. S
importe leur définition a partir du tenseler Dans la suite, ils seront simplement désignés par leur symbole
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

Apres le passage a la limi#& — P, qui comme précédemment impligdgy — 0, ||dXg|| — O, ||dx || — O et
Up — Ug, on trouve :

dx |2~ [/d%ol* _ >
m —————— =K*—1=2up-E-u Ki=+/1+2uy-E-u 4.14
d—0  [[dxo[? ! 0= - ! et =t (419

Le tenseukE ainsi défini est bien égal%(c —G). Eneffet,grad u=F-G = F=G+grad u

C-6

NI =

C=F".F =G+grad u+grad/u+grad] u-grad u=G+2E = E=

La dilatation linéique actuelle dans une direction matiérielentifiée par sa direction de référence
est donnée par (voir (4.14) page 38):

K =+/14+2up-E-up = /1+2E :Up

Les tenseur€, U, L etE sont tous symétriques et ont les mémes directions propeesslvaleurs propres
sont donc réelles et les espaces propres associés orthgartee eux. Les valeurs propres@etU sont
strictement positives.

4.4.3 Dilatations linéiques principales

Soit une direction matérielle dont la direction de réféeenoincide avec une direction propre du tenseur
de déformatiord. Il est facile de vérifier, avec I'équation (4.12) page 37e tmdilatation linéique dans
cette direction matérielle est la valeur propre> 0 du tenseud associée a cette direction propre. On pose
donc la définition suivante :

DEFINITION : Les valeurs propred; du tenseur de déformatidd Wont appelées dilatations linéiques
principales actuelles.

Les valeurs propres d@sont{A?}, celles de sont{In);}, celles deE sont{3(A\? —1)}.

4.5 Tenseurs de déformation eulériens

Dans cette section, le voisinage d’'une particule est dédinupvoisinage actugimais on analyse toujours
les changements de distance qui se sont produits entre uifgeP et ses voisines entre les instatts
ett. Il s'agit donc toujours de définir la déformation actuelteume particule, ici identifiée par sa position
actuellex;. La position de référence de cette particule est donc:

X0 = f7 (% t)

Or, on a vu en (2.13) page 14 qgeadg (f 1) = F~1. On peut donc écrirk:

X5 — x5 =dxo+- - =FL.dx+-- (4.15)

ou, cette fois-ci, ce sont les vectedsg qui peuvent prendre une valeur quelconque pour définir Enage
actuel.

4. \oir note 2 page 36.
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4.5. Tenseurs de déformation eulériens

4.5.1 Dilatation linéique dans une direction matérielle

On utilise la méme démarche que pour les tenseurs de défomtagrangiens. L'équation (4.15) montre
qu’il suffit d’échanger les roles des vectedsy etdx; et de remplaceF parF ~1. On trouve donc I'équi-
valent de I'équation (4.8) page 36:

2
x|~ _ dx, EFT.F 1. dx +"':Ut'(F'FT)71'Ut+"'

ldx |2 [ldx|| [[dx |
DEFINITION : On appelle dilatation linéique actuelle dans une directinatérielle identifiée par sa di-
rection actuellany, la limite du rapport% qguand le vecteudgx— O:
- lldx]]
Ki= lim —— 4.16
' dx -0 | dxo] (4.16)

DEFINITION : Le tenseur du second ordre symétrique défini poBitif B - F' est appelé tenseur de
déformation de Cauchy-Green gauche.

La dilatation linéique dans une direction matérielle idféda par sa direction actuellg est donc:
1 1 1 1

K = = = =
w-FF)Tuw [Frwl uBTuw B1Il:U,

Soit une direction matérielle. On peut I'identifier aussrbpar sa direction de référenag que par sa
direction actuellak. La relation entre ces deux directions est:
=% o (43) page 35)
= -——— (voir (4.3) page
[|F - uol|
La dilatation linéique dans cette direction matériellecale avec le tenseur de déformatBret celle
calculée avec le tenseur de déformat®sont bien identiques. En effet:

1 1 [IF - uo|

T.ull _ E-1. Fw | JE-L.(F.
Frul =~ Ft o~ [FoF -w)

= ||F - uol| (4.17)

Les deux définitions de la dilatation linéique dans une timaanatérielle données en (4.9) page 36 et en
(4.16) page 39 sont donc équivalentes.

— Sila direction matérielle est identifiée par sa directien@érencaly (ouUy), la dilatation linéique
dans cette direction matérielle est donnée par les tendeuwlgformation lagrangiens avec les for-
mules (4.11) et suivantes page 37.

— Sila direction matérielle est identifiée par sa directictualleu; (ouU;), la dilatation linéique dans
cette direction matérielle est donnée par les tenseurs fdentition eulériens avec les formules
(4.18) et suivantes page 39.

45.2 Tenseurs de déformation eulériens

Comme pour les tenseurs de déformation lagrangiens ondrdams la littérature spécialisée d'autres
tenseurs de déformation définis a partir du tenBe@n en donne ici quelques exemples non exhaustifs.

— Le tenseuB =F -FT précédemment défini. Il est généralement appatéeur de Cauchy-Grenn
gauche Ce tenseur est symétrique défini positif. La dilatatioifjue actuelle dans une direction
matérielle identifiée par sa direction actuelle est donmde p

1 1 1 1

K = = = =
w-FF)Tuw [Frwl uBTuw B1:U

(4.18)
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

— Letenseuw¥ = vB=+VF -FT. Ce tenseur est la partie symétrique définie positive dedardposi-
tion polaire a gauche du tensdri(c’est-a-diredF =V -RouR est orthogonal). La dilatation linéique
actuelle dans une direction matérielle identifiée par ssction actuelle est donnée par:

B 1 B 1 B 1
Vu-V-2uu  WN2u IVTu

— Le tenseuM = LnV. Le tenseuV étant symétrique défini positif, son logarithme népérigné
et symétrique mais non défini positif. La dilatation linégactuelle dans une direction matérielle
identifiée par sa direction actuelle est donnée par:

K, (4.19)

_ 1 _ 1 _ 1
Vue Moy Je2Miu, e Mou
Les tenseur®, V et M sont tous réels symétriques et ont les mémes directionggmopeurs valeurs

propres sont donc réelles et les espaces propres orthogentie eux. Les valeurs propresBetV sont
strictement positives.

K|

(4.20)

De plus, en considérant les deux décompositions polairesiéhg et a droite du tensedkir on obtient la
relation entre les tenseurs de déformatibetV :

V.-R=R-U & V=R.U-R' & U=R".V.-R

Ces relations permetttent d’exprimer n’importe quel temsenseur de déformation lagrangien ou eulérien
en fonction de n'importe quel autre.

Les propriétés des tenseurs orthogonaux impliquent que :

1. Les valeurs propres des tenseurs de déformbkietV sont les mémes. On les appelfléatations
linéiques principalesctuelles. Les invariants fondamentauddletV sont donc aussi les mémes.

2. Siug), est une direction propre du tensédirassociée a la valeur propkg, alorsR-up,, est une
direction propre d¥ associée a la méme valeur propye

On peut résumer ces deux propriétés en disant que le tevisstile transformé dd par la rotatiorR: les
valeurs propres sont inchangées et les directions propresairnées par la rotatidR Il en est de méme
entre tenseur€ etB, ainsi qu’entre les tenseutsetM.

Les valeurs propres d@sont{A?} et celles dM sont{InA;}.

4.5.3 Directions matérielles propres a un instant donné

Considérons une direction matérielle identifiée par sactioe de référencay),, olug), est une direction
propre du tenseur de déformation actUéPt) associée a la dilatation linéique principale actua|ig).
La direction actuelle de cette direction matérielle estrd@npar I'équation (4.3) page 35:

F 'UO)\i . R-U 'uo)\i - R'()\iUO)\i) —R-u
)\i a )\i - )‘i a o

La direction actuelle de cette direction matérielle estcdame direction propre dé.

DEFINITION : On appelle direction matérielle propre a un instant t, unesdiion matérielle dont la
direction de référence coincide avec une direction propoa denseur de déformation lagrangien actuel ,
ou bien dont la direction actuelle coincide avec une dimtpropre d’'un tenseur de déformation eulérien
actuel.

Il faut bien noter que les directions matérielles propres autre instant sont d’autres directions matérielles
car le tenseur de déformation (quel que soit celui choisi)u&y ses directions propres sont donc différentes
a chaque instant et elles coincident avec des directiorérimitgs différentes.
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4.6. Comparaisons entre les différents tenseurs de détiorma

REMARQUE : On lit parfois une interprétation douteuse et peu utile, a propos de la patimgonaleR des décom-
positions polaire§& =V -R=R-U : le tenseur orthogon® est quelquefois interprété comme une « rotation de la
matiere » avant ou aprés une « déformation pWesuU.

D’une part, dans un mouvement de milieu continu entre les instaets, le mouvement n’est pas une succession de
deux mouvements 'un rigide et I'autre déformant. Pendant un moemeentrey ett;, pourt € [to,t1], on peut faire
toutes les décompositions polaires locales intermédiaifeg®t) =V (Pt) -R(Pt) = R(Pt) -U(Pt). La « transforma-
tion rigide locale >R, parfois évoquée, n’existe pas &{Pt) est un champ matériel en général non uniforme.
D’autre part, dans un mouvement déformant, toutes les directionsietleissues d'une particul ont en général
une déviation différente (voir (4.37) page 46).

Enfin, les directions matérielles propres dont les positions coincidentiewelirections propres dé(t) etV (t) a un
instantt ne sont plus les mémes directions matérielles a un autre itstant

Il semble donc difficile de parler d’'une « rotation locale de la matiére ».

4.6 Comparaisons entre les différents tenseurs de déformation

Tous ces tenseurs de déformation, lagrangiens comme engésont équivalents en ce sens qu'ils per-
mettent tous de calculer, avec des formules différentedildsation linéique actuelle dans une direction
matérielle. Pour les tenseurs lagrangiens, la directiaiériedle est identifiée par sa direction de référence,
alors que pour les tenseurs eulériens, cette méme direntitérielle est identifiée par sa direction actuelle.

Les tenseurs de déformation eulériens se déduisent desuitsrte déformation lagrangiens par la rotation
Rissue de la décomposition polaire du tendeu®n passe des tenseurs eulériens aux tenseurs lagrangiens
par la rotation inversR' . En effet, les propriétés algébriques des rotations péemtad’écrire :

V=R.U-R' = VZ=R.U2.R' = B=R.C-R'
= LnV =R-LnU-R" = M=R.L-R

Dans un mouvement rigide (pas de déformation), les ten€:Ws B, etV prennent la valeus (tenseur
métrique) alors que les tenselrrEE etM prennent la valeud 0En revanche, dans un mouvement rigide, le
tenseulF est une rotation uniforme quelconque.

La direction de référence delirections matérielles propres actuellesnt les directions propres des ten-
seurs de déformation lagrangiens actuels. Leur directituielie sont les directions propres des tenseurs
de déformation eulériens actuels.

Les dilatations linéiques actuelles dans ces directioriémetles propres sont appeléiktations linéiques
principalesactuelles ; ce sont les valeurs propres actuelles commumestaseurt) etV.

On peut facilement inventer quantité d’autres tenseursferhatior?. Ceux qui sont basés sur le produit
FT .F sont lagrangiens (ils identifient une direction matériphe sa direction de référenug) et ceux qui
sont basés s -FT sont eulériens (ils identifient une direction matérielle gmdirection actuella,).

4.7 Dilatation volumique

Considérons trois particuld®, P” et P’ d’un voisinage de référencey(Xo) de la particuleP. Les trois
vecteurs matériel§P,P'},{PP"} et {P,P"}, issus de la particul®, ont respectivement les positions de
référence suivantes:

dxg = Xg —Xo dxg =Xy —Xo dxg =Xy —Xo

5. On trouve dans la littérature des tenseurs de Hill, de i{efé&Finger, d’Euler-Almansi, de Piot ...
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

et leurs positions actuelles sér(woir (4.7) page 36) :
dx = F -dx; dx’ =F -dxg dx” =F -dxg’
Le volume engendré par les trois vecteurs matériels (ségpuosn coplanaires) dans leur position de réfé-
rence est le produit mixte :
dvo = [d)éhd)« 7d)‘ﬂ
A linstantt, ce volume matériel est devenu (voir (2.10) et (2.11) page 14
= [dX ,dX' ,dx"] = [F -dx,F -dxg ,F -dxy'] = (detF) [dx,,dxg ,dxg | = (detF)dw
Le rapport de ces deux volumes est:

dw
v detF (4.21)

Quand on fait tendre les trois particuleés P’ et P” vers la particulé® (chacune avec son propre chemin
matériel), les volumesly, et dy tendent vers 0. Il est remarquable de constater que le m%o st
indépendant du choix des vecteurs matériels. On peut daer pdéfinition suivante :

DEFINITION : On appelle dilatation volumique actuelle en P dans un moevermntre I'instant de réfé-
rence et I'instant actuel, notég,Kla limite du rapporth"é guanddiyg — O:

Ky= lim — 4.22
VT dw—0dvp (4.22)

L'équation (4.21) montre que la dilatation volumique afleuenP est:
Ky = detF (4.23)

La dilatation volumique est un nombre sans dimension gasiti deF > 0 (voir (2.12) page 14). Pour
0 < Ky < 1ily a contraction volumique et pol§, > 1 il y a extension volumique.

La dilatation volumique actuelle en une particBl@eut s’exprimer aussi bien avec les tenseurs de défor-
mation lagrangiens que les tenseurs de déformation engérie

Ky =detF =detU =deV >0 (4.24)

4.8 Distorsion stérique de trois directions matérielles initialerent
orthogonales

Considérons trois directions matérielles issues d'unéiqude P initialement orthogonaled.e produit
mixte de leurs directions de référence [egtup,uj] = £1.

La variation du produit mixte de trois vecteurs unitairefete la variation de I'angle solide formé par les
trois directions matérielles initialement orthogonales.

On noteu, u; ety!’ les directions actuelles de ces directions matériellesitiigant (4.3) page 35, il vient:

>0

F-u F-uy F-ujp  [F-uoF-upF-up] detF

! 0 0 ) 0

etk U] = | == |- KKK Uo WK K/K]
detF detU detv Ky

ATANTT AT A _ _ _ 0
[utautvut ] [ 0,40, 0] K| KI/ KIH K, KI/ Kl// K, KI/ KI// K, KI/ KI// >

6. Dans la suite, pour alléger les écritures, on ne fait phpmeaitre lest-- - - qui disparaissent dans les passages a la limite (voir
note 2 page 36).
7. Onrappelle quE =R-U =V -Ravec deR=1
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4.9. Dilatation surfacique

On constate que dans une déformation entre les indtpat$, le signe du produit mixte ne change pas.
D’autre part, la valeur maximale d’un produit mixte de treésteurs unitaires est1l. On a donc toujours::

Kv

0< —<
KI KI/ Kll/ —

1

DEFINITION : On appelle distorsion stérique actuelle de trois directonatérielles initialement orthogo-
nales la quantité :

K K/ K/ 1
=1 - (4.25)

o
° Ky | [ueue,u] |

O reflete la diminution de I'angle solide formé par les troiedtions matérielles non orientées initialement
orthogonales.

La distorsion stérique actuelle de trois directions mati&s initialement orthogonales est donc comprise
entre 1 (pas de distorsion stérique) et I'infini. Elle peu¢ &alculée avec n'importe quel tenseur de défor-
mation.

La distorsion stérique actuelle en une particule dépenchdixales trois directions initialement orthogo-
nales issues dé. On montre en annexe (voir (A.5) page 79) que dans une défiamadonnée, il existe
une infinité de triplets de directions matérielles initrant orthogonales dont la distorsion stérique est
maximale. Le maximum est: X
2. %2.32\3
e max= @ M (4.26)
9 AA2A3

REMARQUE : En chaque particule et a chaque instant, il existe des triplets de directaigsieties sans distorsion
stérique §s = 1): ce sont les triplets de directions matérielles propres. En effet, lestiditetdinéiques dans les
directions matérielles propres sont les dilatations linéiques principaldsnt le produit esk,. La démonstration en
annexe A.2 page 77 montre qu'’il n’en existe pas d’'autre.

4.9 Dilatation surfacique

49.1 Facette matérielle

Soit une particuld et son voisinage de référentig(xg). Dans ce voisinage, on considére deux particules
P’ etP”. Les deux vecteurs matériglB,P'} et {P,P"}, issus de la particule, ont les positions de référence
dx;, = X5 — Xo etdxg = X5 —Xo, et leurs positions actuelles sont noté&s= x; —x; etdx = x' —%;.

Avec le gradient lagrangien des positions actudflesn sait écrire la relation entre le vectelx arbitraire
et sa position actuelidx; (voir (2.10) et (2.11) page 14):

dx = F -dxo et dx’ = F -dx,

ou les vecteurdxy etdx;, sont arbitraires mais non colinéaires.

Ces deux vecteurs matériels définissent, par leur posigoref@rence et par leur position actuelle, deux
facettes planes d'aire positive de normales unitairess@sng etn; définies par:

Nodsy = dxo A dX; et nds = dx Adx

REMARQUE : Bien noter que les deux facettes planes sont chacune géométriguagfieies par trois points qui sont
respectivemen(xo,X;,Xg) et (% .X'). En général, une facette matérielle plane a l'instaree transforme en une
surface non plane a I'instantOn ne pourra parler de dilatation surfacique qu’apres la définitioecierd’une limite.
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

On adonc:
nds = (F-dxp) A (F -dxg) = (detF) F T - (dxo AdX,) = (detF) (F T -np)dsp (4.27)
En prenant la norme de I'égalité précédente, il vient:

_ d T oo
ds = (defF) |[F T || ds & £=<detF>||F T (4.28)

Quand on fait tendre les deux particulé'set P” vers la particuleP (chacune avec son propre chemin
matériel), elles définissent deux directions matériellest des directions de référence sagtetuy. La
normale unitairdly commune aux deux vectewlg; etdx; tend vers la normale unitairg commune aux
deux directions matériellag, etug ; et enfin, les aireds etds tendent vers 0.

DEFINITION : On appelle facette matérielle le plan engendré par deuxctlivas matérielles. Ce plan est
identifié par la normale commune aux deux directions madtése

4.9.2 Dilatation surfacique actuelle d’'une facette matéglle

Il est remarquable de constater que dans I'équation (4le8a,pportg—; ne dépend pas explicitement de
dxo ni dedx;, mais seulement de leur normale commmnipeOn pose donc la définition suivante :

DEFINITION : On appelle dilatation surfacique actuelle en P de la faceti@érielle identifiée par sa
normale de référencagnla limite du rapportg—; quand dg — O:

K= lim 93 (4.29)

L'équation (4.28) montre que la dilatation surfacique atteud’'une facette matérielle dnidentifiée par
sa normale de référenog est:
Ks= (detF)||F T -no|| (4.30)

La dilatation surfacique d’une facette matérielle est umbie positif car dde > 0 (voir (2.12) page 14).
Pour 0< Ks < 1 il y a contraction surfacique de la facette matérielle airgés > 1 il y a extension
surfacique de cette facette.

4.9.3 Mouvement d'une facette matérielle

On s’intéresse maintenant a la limite du vecteur unifire ”“:%g)’é“. En reprenant I'équation vectorielle

(4.27) page 44 (dont on n’avait exploité que la norme), ihvie

ds T
=—— F~'-n
M= g (def)F 7o
En passant a la limite dans les mémes conditions que précéelenon obtient :
T = 1 -T o FiT no

Remarquer que la relation entre la direction actumllde la normale a une facette matérielle en fonction
de sa direction de référenng, est différente de la relation entre la direction actug]l@t la direction

de réféérencelo d’'une direction matérielle (voir (4.3) page 35), que l'oppelle ici pour comparaison::
_ FU

= TF-

Le mouvement de la normale unitaire d’'une facette matérielest pas le mouvement d'une direction

matérielle
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4.10. Distorsion angulaire de deux directions matérietigglement orthogonales

On trouve la relation inverse en multipliant & gauche (4@&F T, on obtient :

No=|F~ T -no/FT-m

n
0 et = Np

FT.
[F~T ol IF~T-no|| =

IFT -y

. (4.32)
TFT

4.9.4 Calcul de la dilatation surfacique avec les tenseurseddéformation

La dilatation surfacique actuelle d’une facette matésieifinie en (4.30) page 44 peut s’exprimer aussi
bien avec les tenseurs de déformation lagrangiens quiengsr

Ks=detR-U)[|(R-U)"T -no|| = detU) [[R" - (U~ -no)|| = detU) [U*-no|| = Ky [U~*-no|| (4.33)
R"-V.n = detv Ky
IRT-Vene[" Vonef| Vo]
ou Ky est la dilatation volumique &R (voir (4.23) page 42).

— detV -R) | (V-R)"T -ng|| = (detV) [V T-R-

(4.34)

Les tenseurs de déformation lagrangiens identifient ldtiaogatérielle par sa normale unitaire de référence
alors que les tenseurs de déformation eulériens identifitie facette matérielle par sa normale unitaire
actuelle.

4.10 Distorsion angulaire de deux directions matérielles initialemen
orthogonales

Considérons deux directions matérielles issues d'unécpdet initialement orthogonalesCes deux di-
rections matérielles déterminent une facette matérielte th normale de référence awf = up AUy et
d’aire unité.

L'aire engendrée par les directions unitaires actuellesededeux directions matérielles ne peut qu’étre
inférieure ou égale a 1. La variation de cette aire reflete d@rwariation de I'angle (non orienté, compris

entre 0 et]) entre les directions matérielles. En effet, l'aire adeieingendrée par les deux directions
unitaires actuelles est par définition :

n - (U AU = sinog
ouu ety sont les directions actuelles des deux directions mal&siel
: F~T.n
smat:nt-(ut/\u{)ZM-(ut/\u{
_ F7T~n0 ( F-up F-U6
IF=T-nol| \[IF-uoll  [|IF - ug]
_ FTng (detF)F~T-(upAup)
CIFTnoll[IF - uoll[IF - ug]
FfT-no FfT-no
IF=T-noll " [IF -uo [|F - up|
detF [[F~T -no|| Ks
[F-uol[[IF-ug]| ~ KiK]

~—

(voir (4.31) page 44)

(voir (4.3) page 35)

(identité algébrique)

=detF

sino; =

(voir (4.30) page 44)

DEFINITION : On appelle distorsion angulaire de deux directions matfsanitialement orthogonales la
quantité :

KK 1

o = —
87 Ks  sinag

avec O<ap < g (4.35)
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

La distorsion angulaird, traduit la diminution de I'angle entre les deux directioratémielles initialement
orthogonales.

La distorsion angulaire actuelle de deux directions mellés initialement orthogonales est un nombre
compris entre 1 (pas de distorsion angulaire) et I'infini.

La distorsion angulaire actuelle de deux directions mellés initialement orthogonales dépend du choix
des deux directions orthogonales initialement orthogesasues d€. On montre en annexe (voir (A.3)
page 76), que dans une déformation donnée, il existe uneagptlirections matérielles initialement or-
thogonales dont la distorsion angulaire est maximale yvellé:

1/ M
Samax= > <)\71 + )\73> (4.36)

oUA; etAs sont les dilatations linéiques principales extrémes.

REMARQUES: En chaque particule et a chaque instant, il existe des couples de disettiérielles sans distorsion
angulaire §; = 1) : ce sont les couples de directions matérielles propres (voir la défimieiga 40). En effet, leur
direction de référence sont les directions propreb d leur direction actuelle sont les directions propre¥d€es
tenseurs étant symétriques, leurs directions propres sont ortHegolna démonstration en annexe section A.1.1 page
74 montre gu’il en existe d’autres.

D’autre part, on entend parfois parler de « distorsion dans un plan ¢ ewcaillement dans un plan ». Il est facile
de vérifier que la distorsion de deux directions matérielles initialement aitades dépend de la position de ces deux
directions matérielles dans le plan. Il semble difficile de parler de la distodgias un plan sans préciser de quelles
directions du plan on parle.

4.11 Déviation d’une direction matérielle

DEFINITION : On appelle déviation actuelle d’une direction matérielens un mouvement entre I'ins-
tant de référence et I'instant actuel, I'angle entre la gimsi de référence et la position actuelle de cette
direction matérielle :

6 = ArccodU; - Up)

En utilisant les relations (4.3) et (4.4) page 35, on peututat la déviation actuelle d'une direction ma-
térielle entre les instantg ett en identifiant la direction matérielle aussi bien par satposde référence
gue par sa position actuelle :

0= Arccogl; - Up) = Arccos(ut . F_él' ut) = Arccos(uo . Fkluo) (4.37)
= Arcco's(ut . RT\}/<|—1ut) = Arccos(uo~ %Iuo) (4.38)

Pour déterminer la déviation actuelle d’une direction meké issue d’'une particul®, on constate que la
seule connaissance d'un tenseur de déformation (lagraogieulérien) est insuffisante, il faut connaitre
en plus le champ de rotatid®(Pt).

4.12 Petites déformations

En mécanique des milieux continus solides déformablegjveasouvent que les déformations soient « pe-
tites ». En effet, dans beaucoup de dimensionnements tbadpédes déformables, le souci de I'ingénieur
concepteur est que I'objet qu’il congoit ne se déforme pasibeus.

8. Il y a aussi des cas ou on désire qu'il se déforme beaucoup cgranexemple quand on veut modéliser une mise en forme
(pliage, emboutissage, forgeage, extrusion...). DanssBhygothese des petites déformations n’est évidemment paissitle.
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4.12. Petites déformations

En revanche, en mécanique des milieux continus fluidesigiguou gaz), cette hypothése est a rejeter car
la variation de la distance entre deux particules peut &geiiinportante au cours du mouvement.

Cette section ne concerne donc que les mécaniciens dessspéd déformables.

4.12.1 Tenseur des petites perturbations

Historiquement, les déformations d’'un milieu continu delidéformable ont d’abord été introduites en
décrivant le mouvement des particules du solide déformabée le champ des déplacements (voir la
définition (2.8) page 13):

U (Xo,t) =X —Xo & X = Xo + UL (Xo,t) = dx =dxp+grad u-dxp
Pour étudier les variations de distance, on cal¢di|? :
ldx | = (dxo -+ grady u-dxo) - (d%o + grad, u-dxo)

= ||dxo||2 4 dxo - (grad, u+ grad] u+ grad/ u- grad, u) - dxo

x| — [|dxo||*

[dxo|[? =Up- (grad, u+grad/u+gradlu-grad,u) -ty 00 Uy = dxo

[[dxol|

En passant a la limitdxp — 0, ||dx|| et ||dxo|| tendent vers 0, le vecteur unitailig tend vers un vecteur
unitaireuo, et il vient:

- [ldx]|* — [|dxo|? T T
lim ————-—""— =uUg-(grad, u+grad, u+grad, u-grad, u) -u
dxo—0 ||dX0H2 0 (g L g L g L g L ) 0

KZ —1=up- (grad, u+grad]u+gradu-grad, u) - up

2E

On aboutit au tenseur de déformation de Green-LagrangtaEllsei% (C—G) évoqué page 37. A ce stade,
aucune approximation n’a encore été commise.

I'hypothése simplificatrice suivante :
|lgrad, u|| est un infiniment petit d’ordre 1, ce qu’on notera idjgrad, u|| < 1 (4.39)

Le termegrad] u- grad, u est alors un infiniment petit d’ordre 2, qui est déclaré rgagible. On aboutit
alors a la définition d'un tenseur de déformation simpkfiélit despetites déformationsu encore des
petites perturbations

£= % (grad, u+grad] u) = sym grad u (4.40)
REMARQUE IMPORTANTE : La signification cinématique de I'hypothése simplificatrice (4.39) n'est foujours
percue clairement: djgrad, u|| est un infiniment petit d’ordre 1, cela signifie que le champ de déplateest un
champ presque uniforme, c’est-a-dire voisin d'urenslationde solide rigidell s’agit d’une restriction importante
des mouvements possiblB®tamment, un mouvement de rotation sans déformation n’entre pasedeadre de cette
hypothésé.

D’autre part, si I'hypothése (4.39) implique bien qi&| est un infiniment petit d’ordre 1 et donc que les variations

9. Il suffit pour s’en convaincre de calculer le champ des di&pleents des particules d’'un solide indéformable dans ungomta
(par exemple d’anglg pour simplifier les écritures). On verra clairement que dama@evement||grad, u|| n’est pas un infiniment
petit du premier ordre et que le tensewalculé avec la définition (4.40) n’est pas une bonne mesweléfermations dans un tel
mouvement car il est loin d’étre nul bien que les déformatiors®lent de maniére certaine.
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

relatives des longueurs dans une direction matérielle sont petites, leem’est pas vraie : si les déformations sont
petites,||grad  u|| n'est pas nécessairement petit. En effet,

grad u=¢+A (4.41)

ol le tenseur antisymétrique=H -a et ou le vecteua est solution de I'équation différentief8 grad, a= —rot[&.
La condition||e|| < 1 n’implique rien sur la norme du vecteat! et donc rien sufigrady ul.

L'équation (4.41) montre que le tenseArqui est la partie antisymétrique du tensguad, u, doit avoir une norme
infiniment petite d’ordre 1 pour satisfaire I'hypothese simplificatrice pas€(4.39):

Jgrad,u] < 1 - A <1 o lall <1

On peut donner une interprétation cinématique de la condjfAdh< 1. Il découle de la définition du champ de
déplacement que :

F=G+gradu=G+&+A = FT.F=G+2e+&- A—A-e+8°—A? (4.42)
La déviation d’'une direction matérielle est donnée par (voir la définitiod &Y} page 46) :

U-F-u 1+up-€-Up+Ug-A-Ug

€00 = =
IF-uoll  \/up-(2e+&-A—A-e+€2—A2) - up+1

Puisque|g|| < 1 et||A|| < 1, il reste au second ordre prés:

Up-€-Ug+Ug-A-up+1 N Up-€-Up+Ug-A-Uug+1

V2Ug-€-ug+1 o Up-€-Ug+1

ou ||A]| < 1. Le tenseuf5 + A est donc une petite rotatidf La condition||A| < 1 impliquée par I'hypothése sim-
plificatrice (4.39) page 47 signifie donc que daiit étre proche de 1, c’est-a-dire que la déviation de toute direction
matérielle identifiée par sa direction de référengeoit étre un angle nul au second ordre prés.

Le tenseut devrait donc étre appelé honnétement « tenseur des petites déforetatéspetites déviations ffg(| < 1
et||A|| < 1). C'est pourquoi on I'appelle souvent le tensetenseur des petites perturbationsie « petite perturba-
tion » étant a la fois une petite variation des distances et une petite déviatidirelgmns matérielles. En revanche,
les déplacements n'ont pas & étre « petits » (on peut ajouter un chandépldeeainent de translation de solide aussi
grand que I'on veut sans rien changejggiad, u||).

COS) ~

=1+up-A-Uup=Up-(G+A)- up

Compte tenu des conditiofijs|| < 1 et||A]| < 1 impliquées par I'nypothése simplificatrice (4.39) page 47
le tenseur des petites déformati@ns sym grad, u permet de calculer une approximation des dilatations
linéique, surfacique et volumiquersque le champ de déplacement est proche d’une transldtosolide
rigide.

Petit allongement relatif dans une direction matérielle :

La dilatation linéique (définition en (4.10) page 36) dane dimection matérielle de position de référence
Up est:

K =+Ug-FT-F-ug= \/uo-(G+2£+s-A—A-s+52—A2)-uo (voir (4.42) page 48)
~\/Up-(26+G) -Up~ \/1+2ug-£-Up~ 1+Up-E-Up (car|le]| < 1 et||A]| < 1)

DEFINITION : On appelle petit allongement relatif dans la direction nmegie identifiée par sa position
de référenceig, la quantité :
[[dx|| —[ldxol|

Ki—1= lim 22200 L yoeeu
! a0 || dxol| 0-&70

10. Voir les conditions de compatibilité d’'un tenseur synogtei et la méthode d'intégration. L'auteur donne une démdiwirde
ces équations en section 4.4 du coliigebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxioos

11. la valeur défal| dépend des constantes d’intégration de I'équation difféstie grad, a = —rot/ &.

12. voir Algébre et analyse tensiorielle pour la mécanique des milntinussection 1.6.10, du méme auteur.
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4.12. Petites déformations

Petite dilatation volumique relative

La dilatation volumique (définition en (4.22) page 42) d6f = detF ~ de{G+€&+A) ~ 1+ Tre

DEFINITION : On appelle petite dilatation volumique relative, la quaéti

~Tre
dvy—0 ||[dvo|

Petite distorsion stérique

La distorsion stérique de trois directions matérielleafément orthogonales (définition en (4.25) page

43) est:
5 KIK/K/"  (14Uo-&-uo)(1+up-€-up) (1+ug-€-up) 1
° Ky o 1+Tre -
En petites perturbations, il n’y a pas de distorsion stéride trois directions matérielles initialement or-

thogonales, au second ordre prés.

Petite dilatation surfacique relative d’'une facette matérelle

La dilatation surfacique d’'une facette matérielle repgaesa normale unitaire de référemgg(définition
(4.30) page 44) est:

Ks= (detF)||[F T .ng|| ~ detG+&+A) \/no- (G+2€)1-ng~ (1+Tre)\/no- (G—2¢€)-ng
~ (1+Tre)y/1-2np-€-ng~ (14+Trg)(1—ng-€-Ng) ~1+Tre—nNg-€-Ng

DEFINITION : On appelle petite dilatation surfacique relative d’unedtte matérielle identifiée par sa
normale de référencagnla quantité :

Ks—1= lim M

=Tre—ng-€-n
ds—»0 dg 0 0

Petite distorsion angulaire

Soientup et ug deux directions matérielles initialement ortogonalesurLigormale commune esp. Ces
trois vecteurs forment une base orthonormée. La distoesigulaire de deux directions matérielles initia-
lement orthogonales (définition en (4.35) page 45) est:

KiK' (1+ug-&-up) (1+Uuy-€-up)

o) ~
27 K 1+Tre—ng-€-Ng

~1

En petites perturbations, il n’y a pas de distorsion angeldé deux directions initialement orthogonales,
au second ordre pres.

Conditions de compatibilité en petites perturbations tradtionnelles

Pour résoudre certains problemes en élasticité classiquest parfois amené a formuler des hypothéses sur
le champ inconng 3. Ces hypothéses ne peuvent étre quelconques, elles dsatesiaire des conditions

13. En fait, on formule plutdt des hypothéses sur le champ dieterdes contraintes, ce qui revient (en élasticité clasyig faire
des hypothéses sur le tenseur des petites perturbations
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

dites de compatibilité (ou d’intégrabilité) pour qu'il ex¢ un champ de déplacements dbest la partie
symétrique du gradient lagrangien :

0= rot._rotIe & 0= 2sym grad, div € —grad, grad, Tre —A.€ (4.43)

La démonstration de ces conditidfiSournit la méthode pour trouver le champ de déplaceragnfuand
le champe satisfait a ces conditions. Il faut procéder en deux étapes:

1. Intégrer I'équation grada = rot'e, ce qui donne toutes les parties antisymétriques possilales
grad u: ces sont les tenseuts= H - a. Les solutions sont donc déterminées a un champ vectoriel
uniformeag pres. Il y a donc 3 « petites » constantes d'intégration, eéeriseue n'a de sens que
si||All < 1< ||a| < 1. Dans ces conditions, le tens&u- A peut étre interprété comme une petite
rotation.

2. Intégrer I'équation grad, u =€+ A. Les champs de déplacemantsont déterminés a un champ de
déplacement uniformey pres (les trois constantes d’intégration sont des traoskarbitraires).

Tous les champs de déplacement solutions different dontchamp de déplacement de solide restreint
(translation quelcongque mais petite rotation).

4.12.2 Petites déformations sans restrictions sur le mouneent
Il est possible de définir deux tenseurs de petites défoomatins restriction sur les déviations, I'un est
lagrangien et I'autre eulérien :

gg=U-G e&v=V-G (4.44)
Les tenseursy etey sont symétriques non définis positifs.
Lorsque les déformations sont petites, on pose :

lleu ]| < 1 et lev] <1 (infiniments petits du second ordre) (4.45)

On vérifie aisément la relation entre ces deux tensdlirisR-U-R" = &, =R-g, -R'.

Les petites dilatations linéiques surfaciques et volumsqueut étre calculées au second ordre prés avec ces
deux tenseurs. On obtient des formules linéarisées selablalzelles du tenseur des petites perturbations
traditionnele :

1
Ki=|U ul ~1+ug-& -u =———~1—-l-&-
= of| +Ug-&y -Up V-Touy| U - Ev - U
detv
Ks=detJ U L-ng|| ~1—ng-&y-Nno = ~1+4n-gy-Nny
V-]
Ky=detU ~1+Trgy =detV ~1+Trey
KK/ K/ KK/
=——~1 =—~1
s K, Oa Ke

Aucun de ces deux tenseurs des petites déformations nigattla symétrique du gradient d’un champ de
déplacement. En revanche il n'y a aucune limitation sur ésafions des directions matérielles.

REMARQUE : Le gradient lagrangien des positions actuellesFestV -R=R-U. On en déduit des expressions
approchées des autres tenseurs de déformation dans le cas de péditestions (au sens de (4.45)) :

F=V.-R=(G+g&y)-R=R+&y R F=RU=R-(G+&y)=R+R-&y (4.46)
B=F F' =G+2gy +€5 ~G+2sy C=F".-F=G+2gy +&} ~G+2¢gy
M=LnV ~gy L=LnU ~¢gy

14. La démonstration des conditions d'intégrabilité estndenen section 4.4 du coutdgébre et analyse tensorielle pour I'étude
des milieux continuslu méme auteur. Dans les cours d’élasticité classique, oméecles deux formes équivalentes données en
(4.43).
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4.13. Changements d’observateur

Les formules (4.46) montrent que lorsque les déformations sontqedétgradient lagrangien des positions actuelles
F est voisin d’'une rotatiolR quelconque ; alors que quand on utilise le tenseur des petites perturlmtissisuee
(llgrad u|| <« 1), le tenseuF est restreint & étre voisin @

4.13 Changements d’'observateur

Toutes les grandeurs scalaires, vectorielles ou tenkwriglii ont été introduites dans ce chapitre ont une
définition qui est univerself®. On se propose d’établir les relations entre les valeurggg@ndeurs pour
des observateurs différents.

Considérons deux observatewset ® a priori en mouvement relatif. On convient d’accentuer avec un
«"» les grandeurs relatives a I'observateurConsidérons un vecteur matér{&P’} d’'un milieu continu
en mouvement. On note etx; les vecteurs positions actuelles de ces deux particules|phservateur

®_ et on noteX; etX; les vecteurs positions actuelles de ces deux mémes pasgtipalir 'observateu .
Le tenseur de changement d’observateur a l'indtast la rotatiorQ; telle que (voir (1.7) page 5):

X —% =Q- (X —X) = dX; = Q; -dX (quandP’ est dans un voisinage @) (4.47)

En particulier, a I'instant de référentsg le tenseur de changement d’observateur est la rotQjotelle
que:

X5 — %o = Qo (X5 —Xo) = dxp = Qo -dXxg (quand® est dans un voisinage &)

4.13.1 Changement d’observateur des directions matériels

Comme on I'a vu en (4.1) et (4.2) page 34, une direction neltérpeut étre identifiée par sa direction
de référencely ou par sa direction actuell®. On se propose de chercher les formules de changement
d’observateur de ces deux représentations d’une directadérielle.

La définition de la direction actuelle de la direction mattei est la méme pour les deux observateurs :

dx;

dx — lim X
dx.—0 ||dX; |

= lm — et U
ax o [[ax| B
Les égalités (4.47) montrent gu’'a I'instant actudbrsquedX; — 0, on adx; — 0, ||dX;|| — O et||dx;|| — O.

Onadonc: & d d
S X . Qt-xt:Qt_"m X

= lim —_ — |im ——— _— .
U= o a0 Qudx] ~ 2 au o dw] ~ 27U

La formule de changement d’observateur pour la directitnedle d’'une direction matérielle est donc:

h=Q & U =Q-Ui-Qf (4.48)
En particulier, pout =t il vient:
ﬁ():Qo-Uo = G():Q()-Uo-Qg (4.49)

REMARQUE : La formule de changement d’observateur de la direction actuelledliraction matérielle est la méme
que celle d’'une grandeur vectorielle objective (voir (3.6) page 2d).elzanche, il n’en est rien pour la direction de
référencalg. En effet, les vecteung ettip n'ont pas la méme orientation par rapport a la position actuelle de la matiére,
car les deux observateurs sont en mouvement relatif (la déviation dedttiah matérielle identifiée par sa direction

de référence est différente pour les deux observateurs, voir (4.52) page 54).

15. Sauf le tenseur des petites perturbati(ir section 4.13.10 page 54).
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

4.13.2 Changement d’observateur des normales a une facetteatérielle

La définition universelle de la direction actuelle de la nalea une facette matérielle est:

dx AdX

— fim SXAOX
™= Do dx AdX
dx;—0

La direction actuelle de la normale a une facette maténelle I'observateur est:

LA (QaAQedX) | Q-(dxady)
dit—>0 [a% AGX[  ax o [[(Qr-dx%) A (Qr-aX)]  dx—o [QF - (A% Adx)]|
dx—0 d)({*)O dx—0

ax 0 [[d% /\dx{H
dx—0

La formule de changement d’observateur pour la directitnedle de la normale a une facette matérielle
estdonc:

m=Q-n & Ni = QN -Qf (4.50)
En particulier, pout = tg, la formule est:
ﬁo ZQo-no = ﬂo ZQo-No-Qg (4.51)

REMARQUE : Comme pour les directions matérielles, la formule de changementeii@isur pour la direction ac-
tuelle de la normale a une facette matérielle est la méme que celle d'unegraedtorielle objective, alors qu’il n’en
est rien pour la direction de référence de la normale a cette méme facdéeatie.

4.13.3 Changement d’observateur des tenseurs de déformatti

La formule de changement d'observateur du gradient laggandges positions actuelles a éte établie en
(3.12) page 26F =Q;-F - Q. On en déduit que:

FF=Q (FTF)-Q et FF =Q(FF)Q

Les propriétés des rotatioHspermettent d’en déduire les formules de changement d’satgerr pour les
différents tenseurs mesurant la déformation actuelle :

C=QC-Q B=Q-C-Qf
U=QU-Q V=Q-V-Q
L=Qo-L-Q} M=Q-M-Q
E=Qo-E-Q

Ces formules montrent que selds tenseurs de déformation eulériens sont des grandensstielles du
second ordre objectivesoir (3.8) page 25).

En revanche, on vérifie aisément a l'aide des propriétésatatians, qudes dilatations linéiques prin-

cipalest’ ordonnées sont des grandeurs scalaires objecl@(e$ Aj). Il en est donc de méme pour les
invariants des tenseurs de déformations lagrangiens cautégens (exempleé:” =Cy , My = Miir).

16. Voir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioors du méme auteur, section 1.6.10.
17. On rappelle que de sont les valeurs propres communes desiteile déformatidd etV.
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4.13. Changements d’observateur

On en déduit aisément que la formule de changement d’olisende la direction actuelle des directions
matérielles propres (c’est-a-dire les directions propesstenseurs de déformation eulériens) s’écrit :

ﬁ[)\i :Qt'ut)\i A Gt)\i :Qt'Ut)\i'Q;r

alors que la formule de changement d'observateur de latidirede référence des directions matérielles
propres (c’est-a-dire les directions propres des tenskudeformation lagrangiens) s’écrit :

~ 1 T
Uy, = Qo Uoy, & Uox =Qo-Uoy Qo

Les directions actuelles des directions matérielles prgmont des champs objectifs.

4.13.4 Changement d’observateur de la dilatation linéique

La définition universelle de la dilatation linéique &st= ||F - up|| (voir (4.10) page 36). Pour un observateur
%, elle s’écrit :

K = |IF - o]l = |Q: -F - QF - Qo - Uol| = ||Q: - F -uol| = |IF -uo|| = K
ce qui est la formule de changement d’observateur d’unedgrarscalaire objective.

La dilatation linéique actuelle d’une direction matérizkst une grandeur scalaire objective.

4.13.5 Changement d’observateur de la dilatation volumiga

La dgfinition universelle de la dilatation volumique eKt:= detF (voir (4.23) page 42). Pour un observa-
teurg , elle s'écrit:

Ky = detF = detQ;-F -Q}) = detF =K,

ce qui est la formule de changement d’observateur d’'unedgrarscalaire objective.

Le champ des dilatations volumiques actuelles est un changpashdeurs scalaires objectives.

4.13.6 Changement d’observateur de la distorsion stérique

La définition universelle de la distorsion stérique de tdbiigctions matérielles initialement orthogonales
estds = K| K/ K{" K, * (voir (4.25) page 43. Elle est donc le produit de grandeuatages objectives.

La distorsion stérique actuelle de trois directions mag#les initialement orthogonales est une grandeur
scalaire objective.

4.13.7 Changement d’'observateur de la dilatation surfacige

La déﬁnitiorluniverselle de la dilatation surfacique lést= detF ||[F T -ng|| (voir (4.29) page 44). Pour un
observateur , elle s'écrit:

Ks=deff |[F " -ip = detQ-F-Q)) (Q-F-Q)) " -Qo-no
— detF [(Q-F T-Q))-Qo-No|| = detF Q- (F T -ng)|| = detF [|F T -no|| = Ks

ce qui est la formule de changement d’observateur d’'unedgrarscalaire objective.

La dilatation surfacique actuelle d’une facette matéaedt une grandeur scalaire objective.
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4. DEFORMATION D’UN MILIEU CONTINU

4.13.8 Changement d’observateur de la distorsion angulagr
La définition universelle de la distorsion angulaire de deuections matérielle initialement orthogonales
estd; = K K/ Kg ! (voir (4.35) page 45). Elle est donc le produit de grandecaaires objectives.

La distorsion angulaire actuelle de deux directions mates initialement orthogonales est une grandeur
scalaire objective.

4.13.9 Changement d’observateur des déviations

La définition universelle de la déviation d’une directiontérélle unitaire est cas= Up - U (voir (4.37)
page 46). Pour un observatews elle s’écrit :

cosd = Ulp - T = (Qo-Uo) - (Qr ) = Up- Q) - Q- # COSD (4.52)
La déviation actuelle d’'une direction matérielle dgtérentepour les deux observateurs.

La déviation actuelle d’une direction matérielle est unargteur scalaire non objective.

4.13.10 Changement d’observateur du tenseur des petitesnpgbations

L'hypothese simplificatricg/grad, u|| < 1, utilisée pour définir le tenseur des petites perturbagdmoir
(4.40) page 47), n'est pas consistante vis a vis de I'uraiéés En effet, dans un mouvement de milieu
continu, si cette hypothése est vraie pour un observatewlle n'est en général pas vraie pour un autre
observateur :
grad i=F -G=Q;-F-Q} —G=Q: - (grad u+G)- Q) ~-G=Q -grad,u-Q} +Q:-Q} -G
lgrad T[] < || Q- grad,u- Qg || + Q- Qg — G| = [|gradyul| + Q- Q5 — G

Ce résultat montre que I'hypothése simplificatrifgrad, u| < 1 n’'implique pas|jgrad, U|| <« 1, sauf
si |Q- Q) — G| < 1, c'est-a-dire sauf si le mouvement relatif des deux ofateors est proche d’une
translation Q¢ ~ Qg au second ordre prés).

La définition du tenseur des petites perturbations n’estypagerselle.

On peut néanmoins écrire une relation de changement digiser entre les parties symétriques du gra-
dient lagrangien du champ de déplacement mesurées par bdsemwateurs :

symgrad U=sym(F —G) = symF —G =sym(Q;-F -Q}) — G (voir (3.12) page 26)
—sym(Q;- (grad u+G)-Q}) —G (voir (4.42) page 48)
= sym(Q:-grad u-Qf) +sym(Qi-Qj) —G (4.53)
#Q-sym grad u-Q (4.54)

La partie symétrique du gradient lagrangien des déplaces@est pas une grandeur tensorielle objective.

4.13.11 Changement d’observateur des tenseurs de petitesfdrmations

La définition universelle des tense@setey a été donnée en (4.44) page 80 .=U — G etey =V - G.

On déduit aisément des formules de changement d’'obsendgsuenseurs de déformation données en
section 4.13.3 page 52 que les formules de changement dialteser des tenseurs de petites déformations
€y etey sont:

& =Q-&-Q et & =Q & -Q
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4.14. En bref...

Le champ de tenseurs des petites déformaggrsst un champ de grandeurs tensorielles du second ordre
objectif, alors queey ne l'est pas.

REMARQUE : Avec ces formules de changement d’observateur, on vérifie argtéaue si les déformations sont petites
pour un observateur, elles le sont pour tout autre :

gkl & gkl et &<l e gyxl

4.14 En bref...

L'étude des déformations d’un milieu continu est I'étudelal@ariation des distances de particules dans
un mouvement: on compare les distances entre les parti@zulasnstant aux distances entre les mémes
particules & un instant de référence arbitrajre

On a défini différents champs matériels de tenseurs de défmmmpour évaluer en chaque partic&da
dilatation linéique actuelle dans une direction matéeidlles tenseurs de déformation lagrangiens identi-
fient la direction matérielle issue depar sa direction de référence, alors que les tenseurs dedsfon
eulériens l'identifient par sa direction actuelle.

Les tenseurs de déformation lagrangiens sont des grandmsarielles du second ordre non objectives,
alors que les tenseurs de déformation eulériens sont dedaanes tensorielles du second ordre objectives.

En outre, avec ces tenseurs de déformation (lagrangiensieaulériens), on peut évaluer les grandeurs
scalaireobjectivessuivantes :

la dilatation volumique actuelle en une particule,

la distorsion stérique actuelle de trois directions nieltés issues d’'une particule et initialement
orthogonales,

la dilatation surfacique actuelle d’'une facette matkjel

la distorsion actuelle de deux directions matériellesessd’une particule, et initialement orthogo-
nales.

En revanche, la déviation d'une direction matérielle elgsanstantdy ett est une grandeur scalaire non
objective.

La définition du tenseur des petites perturbatioméest valable que pour des mouvements voisins d’'une
translation de solide rigide, et de plus, cette définitioeshpas universelle (sauf si le mouvement relatif
des deux observateurs est voisin d'une translation). Onh ¢ghfinir des tenseurs de petites déformations
sans ces restrictions.
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Chapitre 5

Vitesse de déformation

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse a la vitesse actuelle @endéfion d’'un milieu continu en mouvement,
c’est-a-dire qu’'on étudie la dérivée temporelle des distaractuelles entre les particules.

Comme pour les déformations, on va définir un tenseur du segaire appeléenseur des taux de dé-
formationqui permettra de calculer la vitesse de déformation dartesdas directions matérielles issues
d’une particuleP aprés un certain passage a la limite.

On peut définir le tenseur des taux de déformation de deuxémesii suivant un point de vue eulérien
en évaluant les vitesses de déformation actuelles a parthdmp des vitesses actuelles, ou bien suivant
un point de vue lagrangien ou les vitesses de déformationvs@s comme des dérivées temporelles des
déformations actuelles mesurées par rapport a la posiéiséfdrence de la matiere.

Le résultat remarquable est que, quel que soit le point dervisagé, le tenseur des taux de déformation
ne dépend pas d’'un instant de référefg@bitraire : on peut évaluer une vitesse de déformationsarcr

par rapport a quel instant on mesure cette déformation. $adigfaire les préférences de tous les lecteurs,
on envisage systématiquement les deux points de vue.

5.2 Taux de dilatation linéigue dans une direction matérielle

Point de vue eulérien

Considérons une particuleet un voisinage actuel de cette particudéx; ) (voir la définition en (4.6) page
35). Les positions actuelles des particiRslu voisinage sont :

X =X +dx, (5.1)

ou le vecteudyx; est un vecteur arbitraire représentant la position aewkllvecteur matériglP,P’} pour
un observateur .

Pour calculer la dérivée temporelle de sa norme, on dérigarté de sa normgx||? = dx; -dx; :

dx d

d d d
2 x| o lax | = 2dx - % = R
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5. VITESSE DE DEFORMATION

ou d’aprés (5.1) et la définition du gradient eulérien ;

d
adxt = dt(x{ —%)=V(P't) - = Ve (X,t) — VE(X:,t) = gradgv-dx + ||dx || o (dx) (5.3)
La dérivée temporelle de la longueur actuelle du vecteuérieh{ P,P'} est donc:
d d¢ d dx;
—|ld%|| = —— - —-d% = —— - [gradgVv-dx + ||dx| o(d
d
ailldx]l _ dx dx o
= ——-[gradgV- —— +0(dx%)] =T - [gradgV- O; + 0 (dX% (5.4)
|~ x| ("R g O () =t loradev- Gt 0 (e

ou le vecteuiy = % est un vecteur unitaire. Lorsqu® — P en suivant un certain chemin matériel

¢ (voir section 4.2 page 34 ), alodx — 0,
matérielleu;.

DEFINITION : On appelle taux de dilatation linéique actuel dans la dil@etmatérielle actuellayula
limite de la dérivée temporelle logarithmique i || quanddk — O:

41ldx|
dx—0 [[dx|

| = (5.5)

L'équation (5.4) montre que cette limite est:

d =W -gradgVv- U = U - symgradgV- W + U - antisym gradg V- Uy = Uy - Sym gradgV - U
0

DEFINITION : On appelle tenseur des taux de déformation, MatdaDpartie symétrique du gradient
eulérien des vitesses::
D = symgradzv (5.6)

Le tenseur des taux de déformatBmpermet de calculer le taux de dilatation linéigiy&ans une direction
matérielle repérée par sa direction actusjle

d =u-D-u=D:U; (5.7)

ouU; = u; ® u; est le tenseur uniaxial représentant la direction matéraituelle non orientée.

Point de vue lagrangien

On avu que la dilatation linéique actuelle dans une diractiatérielle repérée par sa direction de référence
Up est (voir (4.10) page 36):

K = IF -uo| - = S wl
Pourcalculerdt||F Uo|| on calcule la dérivée temporelle {E - ug||?> = (F -up) - (F - up)
20 ug] UE o ). L gy GIEtol ”?32” L Fw) = HIE::EHF o
gy P w
On a donc ddl? ||£ :32” ‘F-F71(F-up).

Or on a vu en (4.3) page 35 que la direction actuelle de latirematérielle esti, = ”E 30” eten (2.25)
page 16 qugradgv =F -F 1. Il vient donc :
%KI . F-up E.E-L F-u

a - _ " F. c———— =W -gradeV- g = W -symgradeV-uy = -D-uy =D :U
K JF-uo Fouof — 9 ymarate t
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5.3. Taux de dilatation volumique

Le tenseur des taux de déformatDmpermet de calculer la dérivée temporelle logarithmiquedkatation
linéique actuelle (entre les instamgett).

La dérivée temporelle logarithmique de la dilatation lqés actueIIeM est aussi le taux de dilatation
linéiqued, défini en (5.5). En effet:

Slldx |
Im
dx;.—0 ||dXt|| dxoao

d =

Le point de vue lagrangien comme le point de vue eulérien wisedt au méme tenseur des taux de
déformatiorD.

REMARQUE : Contrairement & ce que I'intuition pourrait suggérer, le tenBetrsym gradgv = sym(F -F 1) n'est
pas la dérivée particulaire d'un tenseur de déformation eulérien canigign. Les dérivées particulaires des tenseurs
de déformation sont calculées en annexe B page 81.

5.3 Taux de dilatation volumique

Point de vue eulérien

Considérons le voisinage actugl(x;) d’'une particuleP, et trois particules de ce voisinage dont les posi-
tions actuelles sont +dx;, X +dx etx; +dx’. L'élément de volume actuel engendré par les trois segments
matériels est le produit mixtety = [dx,dx ,dx’'].

Sa dérivée par rapport au temps est:

< (dw) = [ rex 0 A+ [, S 0] + o, dx,dtdx’

dt
= [gradEv-dxt 4o, dX,dX'] + [dx , gradgv-dX + - - - ,dX'] + [dx ,dX , gradgv-dX’ +
(voir (5.2) page 57, on a remplagéx || o (dx) par---)
%(d\/t) _ [gradEv'd)Q + - 7d)< 7d)</] + [dX{ agradEv'd)( + e 7d)</] + [d)([ 7d)< 7gradEv'd)</ +-- ]

dv [dx ,dx ,dx/]

[ldx || o (dx),dx ,dx'] = [dx,[ldx] o(dx).dx’] = [dx,dx,|[dx'] o(dx’)]

— Trgrad

FORCEVT T lax dx ] [Ox.dX.d¢] | [dx,dX,.d¥]
(on rappelle que TF = [T-uy,Up,Us] + [un T U U] U, U, T -t Yup Vup Vusg)
[ug,up,uz)

— Tr gradgv+ [0 (iixtl, uj/;ut] O .0 (SXQ;/UI] N O 0, ? (gfé )] (5.8)

(G, 0, 0] G, 0, 0] G, 0, 0]

Lorsque les trois particules voisines déendent ver$ (chacune avec son propre chemiuhy, — O et les
trois vecteurs unitaire&, U; etl;’ tendent respectivement vers les directions matériajlasetu;’.

DEFINITION : On appelle taux de dilatation volumique la limite de la déevemporelle logarithmique
de I'élément de volume dguand dy — O:

d
gt (dv)
dv= dunlo dw (5-9)
L'équation 5.8 montre que cette limite est:
dy = Trgradgv = Tr D = divgv (5.10)
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5. VITESSE DE DEFORMATION

Point de vue lagrangien

La dilatation volumique actuelle a été définie en (4.23) pt)eK, = detF. Sa dérivée temporelle st
Ky = (detF) = (detF)F T :F =K, Tr(F -F 1) =K, Trgradgv = K, TrD

La dérivée temporelle logarithmique de la dilatation voilgme actuelle mesurée entre les instaptst t
estdonc: )

Ky

— =TrD

Kv
La dérivée temporelle logarithmique de la dilatation volgue actuelle est aussi le taux de dilatation

volumique défini en (5.9) page 59 car:

d d dw y
d— lim W _ o ddw Ko
VT dw—0 dv d—0 %\‘% Ky,

5.4 Taux de dilatation surfacique

Point de vue eulérien

Considérons le voisinage actugl(x;) d'une particuleP, et deux particules de ce voisinage dont les posi-
tions actuelles song +dx etx; +dx. L'élément de surface engendré par les deux segments elatesi
défini par:

dsgm =dx Adx = dg = [|dx Adx ]| = [n,dx,dx]
La dérivée temporelle de l'airgs est:

d dxAdx d

d (2 n ¢
08 = g ldxAdx] = (@) = (G )+ (dn )

dt [dx AdX]| dt
= [N, gradeVv- dx +[|dx[| 0 (dx) ,dx] + [ ,d% , gradgV-dx + [|dx; || 0 (dx;)]
§ids [, gradev-dx + [[dx || 0 (dx) ,dX] + [y ,dx , gradev-dx + [[dx; | 0 (dX)]
ds [y, dx ,dx]
[gradev-hy,dx ,dX] | [fi, [[dx] o (dx),dx] + [, dx, [[dx | o (dx)]
= Trgradgv— +
grade [n, dx., dX] in,dx, dX]
(on rappelle que TF = [Ty, Uz, U] Uy T Up Us] + U, U T Ul Yup Vup Yus)
[ug,up,ug)
_ Trgradgv— (gradEvntd)S; (dxndx) [nt,||d&||0(d&),d%}(;[m,dn, [dx]| 0 (dx)]
__ o /
— Trgradgv— My - gradgv- Ty + [, det\IO(dxt>,d><]d+s[nr ,dx, [ldx || o (dx)]
A, [|dx || 0 (dx),dx] + [t ,dx , [|dx|| 0 (dx)]

—TrD—m-D-m+ (5.11)

ds
Lorsque les deux particules voisines tendent Pgichacune avec son propre chemihg, — O et le vecteur
unitairen; tend vers une direction unitaing.

DEFINITION : On appelle taux de dilatation surfacique d'une facette melié de normale unitaire ac-
tuellem, la limite de la dérivée temporelle logarithmique de I'airg duand dg— O:

dq
i 499
ds = dlslz(njo ds

(5.12)

1. Dans les égalités qui suivent, on utilise des proprié&ésdErivation par rapport a un tenseur » montrées Aigebre et analyse
tensorielle pour I'étude des milieux continakl méme auteur, section 2.3.1
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5.5. Vitesse de rotation d’une direction matérielle

L'équation (5.11) montre que cette limite est:

ds=TrD—n;-D-n; (5.13)

Point de vue lagrangien

La dilatation surfacique actuelle a été définie en (4.30pp8l:Ks = (detF) |[F~T -no||. Sa dérivée tem-
porelle est:

sz_ . -7 d -T
at = (detF) [[F~" -no|| +detF dtIIF -No|
: F_T-no d
=defF |[F T -no| (FT:F)+detF ————-—(F "-n
et || ol| ( ) +de F T no) dt( 0)
-T
—=defF [F " -ng| Tr(F-F~1)+defF F o (FT)-ng
IF~T-no|l
= KsTrgradgv—detF n- (FT-F'-FT).ng (Voir (4.31) page 44)

d
K detF
dts
_
Ko Trgradgv K

=Trgradgv—n;-gradiv-ny =TrD—n;-D -1y

n-gradiv-F~T.ng

La dérivée temporelle logarithmique de la dilatation stidfae entre les instantgett est donc:

iKs
a > _T1rD— n-D-n
Ks
La dérivée temporelle logarithmique de la dilatation sticfae actuelle est aussi le taux de dilatation sur-
facique actuel défini en (5.9) page 59 car:

5.5 Vitesse de rotation d’'une direction matérielle
Point de vue eulérien

On calcule maintenant la dérivée temporelle de la direcitinelle d’'une direction matérielle :

d . d/odx % Slldx | - (VE(XE) — Ve (X)) &lldx |
= lim — = lim —dx & = lim ’ = _dx 9t
att d)q—>0dt(||dXtH) dx¢—>0<||dxt|| X ||d)q|\2> d)«—>0( dx ] X ||dxt|\2>
. dd
_ iim (gradEv dx +[ldx[o@x) gl thl)

- dx—0 [ | T lax]

W =gradgVv-u — U dy = (gradgv—d G) - U (5.14)

dt

REMARQUE : Le vecteun est unitaire. Sa dérivée temporelle lui est donc perpendic@lada vérifie bien que :

d
ut~au1:ut~gradEv~ut—d| =d—-d=0

2. Pour s’en convaincre, il suffit de dériver I'égalité u; = 1.
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5. VITESSE DE DEFORMATION

Le vecteur vitesse de rotation de la direction matérielldidection actuelley est donc:

Wy, = U /\%ut = A (gradgV U — W d) = u AgradeV- U = U -gradgv-H - u; (5.15)

REMARQUES: Le tenseugradEv- H est d’ordre 3 et est antisymétrique sur ses deux derniers indices.
Le module daw, est la vitesse angulaire (rdy:

oy, || = \/ut~gradEV~gradEV-ut—d.2 (5.16)

. ) ) L .gradiv-H -
L'axe instantané de rotation est le vecteur unitaire®— — t - grade t

o | \/ut -gradgv-gradgv-u; — d?
On constate que chaque direction matérielle issue aene vitesse de rotation différente (axe et module) ; on ne peut
donc pas parler de « vitesse de rotation locale de la matiére ». En partitdieéste a chaque instant des directions
matérielles issues d@ dont la vitesse de rotation est nulle : ce sont celles qui sont actuellem&ondues avec des
directions propres dgradgVv. En effet, siu; est une direction propfedegradgV de valeur propre associée

llo |* = W - (gradiv- gradgv) - u — df = (gradgv-u) - (gradeV- ) — ( - gradeV- u)? = 0
S——— S S——
" kug "

Point de vue lagrangien

La direction actuelle d’'une direction matérielle en foontide sa direction de référence a été donnée en
(4.3) page 35u; = ﬁ Sa dérivée temporelle est:

dy_ Fu Fu %||F-uo||_F~F—1-F~u0_ut F -up
dt™  [IF-uol| [IF-uoll [IF-uol [|F - uo| [IF - uol|?
= gradgV- U — U (U - gradeV- ) = gradgV- Uy — dj U

F'no

On retrouve bien le résultat donné en (5.14) page 61.

5.6 Taux de distorsion angulaire

Point de vue lagrangien

Le taux actuel de distorsion angulaire n'a de samwiori que d'un point de vue lagrangien. En effet, la
distorsion angulaire actuelle n’est définie que pour deuactipns matériellegitialement orthogonales
(voir (4.35) page 45). Sa valeur est:

1 1 KK

o ——— — _ 1,
2= Snoy  uAd] Ke ©

Le taux actuel de distorsion angulaire est donc:

g&a g“<| QK( gl‘(s
di?_du”  dd 400 g 4d —ds=w-D-u+u-D-u—TrD+n-D-n (5.17)
da K, K| Ks

U AL U AL

=Ww-D-u+ /.D-u —TrD+ .D.
Wb TuAu] " A

(5.18)

3. Le tenseugradgV est réel non symétrique en général, il a une ou trois valeorses réelles.
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5.7. Taux de distorsion stérique

En partant de la définitiod, = Wlut il vient :

d d o d
méa: @ Sinde GOt

5 ~singy ~tana, =u-D-u+u-D-u{—TrD+n;-D-n; (d"apreés (5.17) page 62)

On en déduit la dérivée temporelle de I'angle actuel de<tiines matérielles initialement orthogonales :

/
%:tanqt(TrD_ut.D.ut_u{.D.u{_nt.D.n[) ol n[_ﬁ

— 5.19
dt gy O

REMARQUE : Siles directions matériellas etu; sont non seulement initialement orthogonales mais aussi actuellement
orthogonales, alors le taux de distorsion angulaire est nul. En effet,cdacas, le triedréu,uf ,n; } est orthonormé, et
donc:
d 63
U-D-u+u-D-u+n-D-n=TrD = 5“6—:0 (d'apreés (5.17) page 62)
a
Toutefois, ce résultat ne permet pas de conclure sur la valeur actae‘f& dbrsque les directions matérielles sont
actuellement orthogonales. En effet, I'équation (5.19) conduit aamesf indéterminée x 0.

Point de vue eulérien

Sans parler de distorsion angulaire de deux directionsl@ihent orthogonales, on peut néanmoins cal-
culer la dérivée temporelle de I'angle actaglde deux directions matérielles sans se soucier de savoir si
elles étaient orthogonales a un quelconque instant desréfér

Soient deux directions matérielles sont les directionsedlets sonty; etu.
Leur angle actuel; est défini par cos; = u; - ;. La dérivée temporelle est:

d d d
— COSO = U - el e —u =Uu - (gradgVv-u —u di) + U - (gradgVv-u —u df)  (voir (5.14) page 61)

dt dt
= W -gradgv-uf +u -gradev-u; — (d; 4+ d) cosoy
—sinut%:2ut-D-u{—(d|+d() COSOt
. . / . . la . /
day _ 2u-D-y  w-Du+u-Dw (5.20)
dt sinay tanay

En particulier, pour deux directions matériellxtuellement orthogonalés; = 7, u; - u; = 0), il reste :

da TrD

ditt = —2u; - (sphD +devD) -u; = _ZTut ‘U — 2u; -devD -u = —2u; -devD -y (5.21)
REMARQUE : On peut montrer & la suite d’un calcul pénifilgue les deux évaluations Q% données en (5.20) et en
(5.19) sont égales quang # 7. Ce résultat remarquable signifie que quand on observe la variatiilacta I'angle

de deux directions matérielles actuelles, on peut toujours supposeexjatid un instant ou ces directions matérielles
sont orthogonales et considérer une distorsion angulaire par t@pperinstant.

5.7 Taux de distorsion stérique

Point de vue lagrangien

Tout comme le taux de distorsion angulaire, le taux de digiarstérique n’a de serspriori que d’'un
point de vue lagrangien. En effet, la distorsion stériquesntéfinie que pour trois directions matérielles

4. |l vaut mieux s'aider d’'un logiciel ce calcul formel.
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5. VITESSE DE DEFORMATION

initialement orthogonaleévoir (4.25) page 43). Sa valeur est:

K K/ K/ 1
8= —J— = € [1,00
=k o] <0l
Le taux de distorsion stérique est:
45, 4k, 4/ dk” 4k
dt¥s _ dgi™ | dt™ dt _ dEY g g g’ —d 522
5 K; KI, + KI,, Ky | +0d +q v (5.22)
=u-D-uy+u -D-u+uy' -D-u—TrD (5.23)

En partant de la définitiods = m on en déduit la dérivée temporelle du produit mixte actesl d

trois directions matérielles initialement orthogonales :

&% _ diTmuwy el fueugul)
o 1 - T
% T e, ]|
onadonc:
d /ool
m”ut’ut’ut” / / 1/ 1
=TrD-w-D-y—u-D-u; —u’'-D- 5.24
o 0 ) AT 5-24)

REMARQUE : En patrticulier, si les trois directions matérielles sont non seulement iniggleanthogonales mais aussi
actuellement orthogonales, alors le taux de distorsion stérique est reffeEre triedre{u;,uf,u;’} est orthonormé et

U -D-u+u -D-u+u -D-u =TrD = %@:o (d'aprés (5.23))

Le taux de distorsion stérique de trois directions actuellement orthogaesilesl.

Point de vue eulérien

Sans parler de distorsion stériqgue de directions matésiefiitialement orthogonales, on peut toujours
calculer la dérivée temporelle du produit mixte de troigdiions matérielles actuelles sans se soucier si
elles étaient orthogonales a un quelconque instant deeréfér

Soient trois directions matérielles de direction actisalieu; etu;’. La dérivée temporelle de leur produit
mixte est:

) = S0 S ) )
= [gradeV-ur —dyue, up, u] + [, gradeV- i — diug, u'] + [, U gradev- uf — d'u]
(voir (5.14) page 61)
= [u, U, '] Tr gradev — [ug, ug '] (di +df +d’)

—TrD—u-D-t—t-D-U—u-D-u (5.25)

REMARQUE : Il est remarquable de constater que ce résultat est identique alolnualans le point de vue lagrangien

en (5.24), ou les directions matérielles étaient initialement orthogonalesdpn observe le produit mixte actuel de

trois directions matérielles, on peut toujours supposer qu'il existe uminsteelles sont orthogonales et considérer la
distorsion stérique par rapport a cet instant.
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5.8. Tenseur tourbillon

5.8 Tenseur tourbillon

DEFINITION : On appelle tenseur tourbillon la partie antisymétrique dadjent eulérien du champ des
vitesses actuelles :

W = antisym gradgVv (5.26)
Le tenseur tourbillon étant antisymétrique, on peut lubass son vecteur adjoint:

w=adjW = %H ‘W= —%W ‘H= —%antisym gradzv:H = —%gradEv: H= %rotEv

DEFINITIONS : Le vecteumnw= % rotgVv est appelé vecteur tourbillon.

On appelle lignes tourbillons a l'instant t, les lignes deanfp du champ des vecteurs tourbillons a l'ins-
tantt.

On appelle tube tourbillon a I'instant t, la surface engeéemar les lignes tourbillon a I'instant t s’ap-
puyant sur une courbe fermég donnée.

REMARQUE : Le tenseur tourbilloWW = antisym gradgV est parfois improprement appelé tenseur des «taux de
rotation » ou des « vitesses de rotation ». Ces dénominations peuveneiedugrreur: le vecteur vitesse de rotation
des directions matérielles a été donné en (5.15) pagexg2= u; - (D —W) -H -u;. Comme on peut le constater, la
seule connaissance W est insuffisante pour calculer la vitesse de rotation actuelle des directaigseties.

5.9 Compatibilité des taux de déformation

Si I'on se donne priori un champ de tenseurs symétrigues comme champ de tensetasixliee défor-
mation dans un milieu continu, il doit satisfaire a des éiguatde compatibilité pour qu'il soit la partie
symeétrique d'un gradient eulérien de vitesse. On peut leseéde deux manieres::

roterotfD =0 & 2sym gradg diveD — gradg gradg TrD —AgD =0
La recherche des champs de vitesses solutions se fait enataps :

1. On cherche d’'abord le champ des vecteurs tourblgrsolution des 9 équations aux dérivées par-
tielles :gradgw = —rot LD.
Les solutionswg sont définies a un chanwg uniforme pres, c’est-a-dire a un champ de vitesses a
rotationnel uniforme pré&s Contrairement aux conditions de compatibilité pour leseen des petites
perturbations, il N’y aucune restriction sjiw/|.

2. On cherche ensuite le champ de vectedrsolution des 9 équations aux dérivées partielles :
gradgv=D+H -wg =D +W.
Les solutions sont a un champ de vitesses uniforgares, c’est-a-dire a un champ de vitesses de
translation de solide pres.

5. Voir la démonstration danSigébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxions, du méme auteur, section 4.4

6. Ce n’est pas nécessairement un champ de vitesses de saligsebple, le champ donné en coordonnées cartésiennes ortho-
norméesv = 2x(y+z)ex+ (z+ xz)eﬁ—xzeZ a un rotationnel uniforme¢tv = —ey) mais n’est pas un champ de vitesses de solide :
on vérifie aisément que le taux de dilatation linéique dansréetioney est 2y +z) # 0.
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5. VITESSE DE DEFORMATION

5.10 Changements d’observateur

5.10.1 Changement d’observateur du gradient eulérien destesses et des opéra-
teurs dérivés

Gradient eulérien des vitesses

On avu en (2.25) page 16 que pour tout observateur on a laoretaadgv = F -F~L. En particulier, pour
I'observateurr , elle s’écrit :

gradeV—F -F "= (Q-F-Q})-(Q-F-Q})* (F = Qi -F-QJ, voir (3.12) page 26)
- (%Qt F-Q +Q -F-Q))-Q-F1qQf (Qo est la valeur d€) poutt = to)
= %Qt FFLQ +Q FFLqQf
= %Q[ Qf +Q:-gradev-Qf (définition pourg. degradgv) (5.27)
ou le tenseu@itQt -Q/ est antisymétrique et vautH -EI)K/;{ =H @ "W, (voir (1.12) et (1.13) page

7). Cette formule n’est pas la formule de changement d'elaseur des grandeurs tensorielles du second
ordre objectives.

Le gradient eulérien du champ des vitesses est un champ ddeyres tensorielles du second ordre non
objectif.

Divergence eulérienne des vitesses

On déduit de (5.27) la formule de changement d’observateua diivergence eulérienne du champ des
vitesses :

diveV = gradeV: G = (%Q[ Q1) :G+(Q -gradev-Q) : G = gradgv: G = divev (5.28)
~—_————
0
ce qui est la formule de changement d’observateur d’'unedgrarscalaire.
La divergence eulérienne du champ des vitesses est un cliatapes objectif.
REMARQUE : Bien que le champ des vitesses soit non objectif, sa divergence enkégst objective.
Rotationnel eulérien des vitesses
On déduit de (5.27) la formule de changement d’observatettationnel eulérien du champ des vitesses :
roteV= —gradgV: H = —(%Qt Qf):H—(Q-gradgv-Q) :H
d
=-H:(£Q-Qf) - Q- (gradev:H)
d
=-H: (aQt-Q;r)—&-Qt-rOtEV (5.29)

ou-H:($Q-Q) = —2, 7 =2Q-wg , (voir (1.12) et (1.13) page 7).

Le rotationnel eulérien du champ des vitesses est un chaatpried non objectif.
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5.10. Changements d’observateur

Double gradient eulérien du champ des vitesses

Pour I’observateuf(, la définition est:

gradggradgV-dx: = d(gradgV)

gradegradgV-Q; -dx =d (%Qt -QtT) +d(Q;-gradgv-Q) (d'aprés (5.27) page 66)
=0+Q;-d(gradgv) - Q (Q: est un champ uniforme)
= Q- (gradggradgv-dx) Q;r (définition du double gradient pour)

= (QX Q) : gradggradgVv-dx
gradggradeV-Q; = (Qt X Q) : gradggradgv
gradegradeV = [(Q XQ) : gradegradeV] - QT
gradggradgV = (Q; X Q XQ)®3gradEgradEv (5.30)
Le double gradient eulérien du champ des vitesses est unpctearsoriel d’ordre 3 objectif.

REMARQUE : Bien que le gradient eulérien des vitesses ne soit pas objectif, soiergradlérien (d'ordre 3) est
objectif.

Laplacien eulérien du champ des vitesses

On déduit de (5.30) la formule de changement d'observatelapacien eulérien:
AV = divegradgV = gradggradegv: G = [(Qt K Q; &Q)@‘o’gradEgradEv] :G=Q-Aev  (5.31)
Le laplacien eulérien du champ des vitesses est un champriedcbjectif.

REMARQUE : Bien que le champ des vitesses ne soit pas objectif, son laplacien e@srignjectif.

Gradient eulérien du rotationnel eulérien du champ des viteses

La définition du gradient du rotationnel pour I'observatguest :

gradgrotgV-dX = d(rotgv)

:d(—H : (%Qt QN +Q-rotEv) (voir (5.29) page 66)
gradgrotgV-Q; -dx =0+ Q; -d(rotgv) (Q est un champ uniforme)
= Q- (gradgrotgv) -dx
gradgrotgV-Q = Q; - (gradgrotev)
gradgrotgV = Q - (gradgrotev) - Qf (5.32)

Le gradient eulérien du rotationnel eulérien du champ déssgies est un champ tensoriel du second ordre
objectif.

REMARQUE : Bien que le rotationnel eulérien des vitesses ne soit pas objectif, stiemgfraulérien est objectif.

Double rotationnel eulérien du champ des vitesses

En utilisant l'identité : Agv = gradgdivev—rotgrotgv, on en déduit que :
~ ——
objectif objectif
Le double rotationnel eulérien du champ des vitesses estamg vectoriel objectif.

REMARQUE : Bien que le rotationnel eulérien des vitesses ne soit pas objectif, stiomat eulérien est objectif.
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5. VITESSE DE DEFORMATION

5.10.2 Changement d’observateur du tenseur des taux de défoation
La définition du tenseur des taux de déformation pour touemiaseur esD = sym gradzv (voir (5.6)
page 58):

En utilisant (5.27), il vient :

th

= sym gradgV = sym (Q gradgVv- Qt +—-Q ) (% Q[ est antisymétrique)
= sym (Q;-gradgv-Q ) = Q; - sym gradEv~ Q =Q-D-Qf (propriété des rotations) (5.33)
ce qui est la formule de changement d’observateur des guestnsorielles du second ordre objectives.

Le champ du tenseur des taux de déformation est un champ ddeays tensorielles du second ordre
objectif.

Il s’ensuit que ses invariantst ses valeurs propres ordonnées sont des champs scalj@eisfs, et que
les vecteurs propres unitaires (ou les tenseurs uniaxisgpcas) sont aussi des tenseurs objectifs (pour
tous les observateurs, ils ont la méme orientation par rapdea position actuelle de la matiére).

5.10.3 Changement d’observateur du tenseur tourbillon:

La définition du tenseur des taux de déformation pour toueaseur esW = antisym gradgVv (voir
(5.26) page 65). En patrticulier, pour I'observateurelle s'écrit:

W= antisym gradgV = antisym (Q -gradgVv- QtT th Q ) (voir (5.27) page 66)
- dQx Q
= antisym (Q; - gradgv- Q[ ) + ot &= = Q -antisym gradgv- Qf + — - Q]
—Q-W-Q + Q- (5.34)

ce qui n'est pas la formule de changement d’observateuredjuandeur tensorielle du second ordre.
Le champ tensoriel des tenseurs tourbillons est une grartéesorielle du second ordre non objective.
On en déduit la formule de changement d’observateur powelegurs tourbillomw:

W= ad]W_adj(QtWQt+ dx (Qt
(&

Q) =adj (Q-W-Q[) +adj (~-QT)

=Q;-adjW + adj -Q ) Q -w— w~/ (voir (1.11) page 7)

ce qui nest pas la formule de changement d’observateuedjuandeur vectorielle objectife
Le champ des vecteurs tourbillons est un champ de grandeatsnielles non objectives.

REMARQUE : En mécanique des fluides, on considére des écoulements particiitbersothtionnels (otgv = 0). La
formule ci-dessus montre que si un écoulement est irrotationnelysooibservateur, il n’est pas irrotationnel pour un
autre. L'irrotationnalité d’un écoulement n’est donc pas une caiatitgre universelle de I'écoulement. Bitgv est

nul pour un observateur, il est non nul maigformepour les autres. Le gradient eulérien du rotationnel eulérien étant
un champ tensoriel d’ordre 2 objectif (voir (5.32) page 67), il paitigervir a une définition universelle de « vorticité ».

7. notamment, I'objectivité de D a été démontrée en (5.28).
8. Ce résultat a déja été montré en (5.29) page 66.
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5.10. Changements d’observateur

5.10.4 Changement d’observateur du taux de dilatation lingue

La définition du taux de dilatation linéique pour les deuxeslateurs est donnée en (5.7) page 58:
d=u-D w et a:ﬁtﬁﬁt

En utilisant la formule de changement d’observateur duei@gndes taux de déformati@(voir (5.33) page

68), on trouve que le taux de dilatation linéique d’'une dicecmatérielle actuelle pour un observateur
est:

d=0D h=(Q uw) (@& DQ)Q w=wDu=d (5.35)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’'unedgrarscalaire objective.

Le taux de dilatation linéique actuel dans une directionéniatle est une grandeur scalaire objective.

5.10.5 Changement d’observateur de la vitesse de rotatioriuthe direction maté-
rielle

La dérivée temporelle de la direction actuelle d’'une dicectnatérielle a été établie en (5.14) page 61:
dd—‘f = gradgV- W —d u;. Pour un observatew elle est:
duk

SO d
¢ = 9radeV -k — itk = [Q:-gradev- Q[ + 7 Q'] QU —diQ - (voir (5.27) page 66 et (5.35))

B d B duy d du

= Q- [gradev -t —dr U] + S Q= Q-+ F Qe # Qe -
La dérivée temporelle de la direction actuelle d’une diectmatérielle est une grandeur vectorielle non
objective.

La définition de la vitesse de rotation de cette directioneliz esto = u; A dd—‘:‘ (voir (5.15) page 62). Pour
un observateui elle est:

~ . du duy d du d
w:Ut/\a:(Qt'Ut)/\(Qt'a+aQt'ut):(Qt'ut)/\(Qt'(a‘f'Q;r'aQt'Ut))
du; d du d
= (detQ) Q- (A (G +QT Q) ) = Q- (A ) + Q- (UAQT Q) Q-

1
La vitesse de rotation actuelle d'une direction matériels une grandeur vectorielle non objective.

5.10.6 Changement d’observateur du taux de dilatation volonique

La définition universelle du taux de dilatation volumiqué @®ir (5.9) page 59) dy = TrD. On vérifie
aisément, en utilisant (5.33) page 68, qdg= d.

Le taux de dilatation volumique actuel est un champ de grargdecalaires objectif.

5.10.7 Changement d’observateur du taux de dilatation sugcique

La définition universelle du taux de dilatation surfaciquéual d’une facette matérielle est (voir (5.12)
page 60) ds = dy —n; - D -n;. Pour un observatew il vient:
ds=dy—i-D-f=cby— (Q-M) (Q-D-Qf)-(Q-M) (voir (4.51) page 52 et (5.33) page 68)
=dy—n-D-ng=ds

Le taux de dilatation surfacique actuelle d'une facetteératle est une grandeur scalaire objective.
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5. VITESSE DE DEFORMATION

5.10.8 Changement d’'observateur du taux de distorsion andaire

Le taux de distorsion angulaire de deux directions matésehitialement orthogonales a été défini en

(5.17) page 62:
d

£95,

A2 —di+df —ds

da

Etant la somme de grandeurs scalaires objectives, on efit déeu

Le taux actuel de distorsion angulaire de deux directiongémelles initialement orthogonales est une
grandeur scalaire objective.

REMARQUE : La dérivée temporelle de I'angle actuel de deux directions matériellgsaalkeulé en (5.20) page 63:

day 2Ut~D~U{ d|+d|,
- = . +
dt sina tano

Il est facile de vérifier que = oy = d% = %.

La dérivée temporelle de I'angle actuel de deux directions matériellesnesgnandeur scalaire objective.

5.10.9 Changement d’observateur du taux de distorsion sté&ue

d
Le taux de distorsion stérique a été défini en (5.22) page‘igi =d +d +d —dy. C'estune somme de
scalaires objectifs.

Le taux de distorsion stérique actuel de trois directionsérialles initialement orthogonales est une gran-
deur scalaire objective.

5.11 En bref...

Le tenseur des taux de déformatibn= sym gradcv est un tenseur du second ordre objectif qui permet
de calculer le taux de dilatation linéique actuel d’'une aimn matérielle, le taux de dilatation surfacique
actuel d’'une facette matérielle, le taux de distorsion &rriactuel, le taux de dilatation volumique ac-
tuel et le taux de distorsion stérique actuel en une paetidalmilieu continu en mouvement. Toutes ces
grandeurs scalaires sont objectives.

En revanche, la vitesse de rotation d’une direction mdléest une grandeur vectorielle non objective. De
méme, le tenseur tourbilldN = antisym gradgV et son vecteur adjoint le vecteur tourbillan= %rotEv
sont des grandeurs non objectives.

Bien que le champ des vitesses ne soit pas objectif, cepidrateurs différentiels eulériens appliqués a
ce champ conduisent a des champs objectifs.
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Chapitre 6

Conclusion

La cinématique des milieux continus permet d’analyser lesvaments d’'un milieu continu par rapport a
un observateur.

Elle a permis de définir un certain nombre de concepts dont pn analyser les changements quand
on change d’observateur. Les grandeurs vectorielles sotieties objectives sont celles pour lesquelles la
valeur actuelle du vecteur ou du tenseur a la méme dispogitiorapport a la position actuelle de la matiere
pour tous les observateurs. Pour les grandeurs scalagrese(trs d’ordre 0), la question de I'orientation

par rapport a la matiére ne se pose pas: I'objectivité satradiégalité de la valeur scalaire pour tous les

observateurs.

Le vecteur position actuelle, le vecteur vitesse actudleecteur accélération actuelle ne sont pas des
champs vectoriels objectifs. Il s'ensuit que les trajeemilignes de courant, lignes d’émission sont des
courbes différentes d’'un observateur a I'autre.

L'analyse des déformations entre un instant de référenEmstant actuel, qui n'intéressa priori que

les mécaniciens des solides déformables, a permis de dédmienseurs de déformations (lagrangiens ou
eulériens) permettant de calculer (chacun avec des fosndlifiérentes) en une particule : les dilatations
linéiques, les dilatations surfaciques, les distorsiamgguaires de deux directions matérielles initialement
orthogonales (et leur maximum), la dilatations volumiqulegdistorsions stériques de trois directions ma-
térielles initialement orthogonales (et leur maximumpgrBgue seuls les tenseurs de déformation eulériens
soient objectifs, les différentes dilatations et distmmsi sont des grandeurs scalaires objectives. | mettent
aussi en évidence I'existence a chaque instant de dirsati@térielles principales actuelles.

L'analyse des vitesses de déformation a permis de définienseur des taux de déformation objectif qui
permet d’évaluer en une particule : les taux de dilatatiogitjue, les taux de dilatation surfacique, les taux
de distorsion angulaire, le taux de dilatation sphériguesetaux de distorsion stérique, qui sont tous des
grandeurs scalaires objectives (le mot « taux » signifiantigrivée temporelle logarithmique).

La cinématique ne fait que décrire les mouvements sans sequger des causes de ce mouvement. La
relation entre le mouvement et les sollicitations extéasiqui le provoquent est I'objet du cours suivant :
Equations générales des milieux continds méme auteur.
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Annexe A

Distorsions maximales

A.1 Distorsion angulaire maximale

SoitU le tenseur de déformation acttiedn une particule. Le tenseur de déformatibétant symétrique,
on peut toujours écrire :

3
U= AUy
2

ou les valeurs propres ordonn@gs> A, > A3 > 0 sont les dilatations linéiques principales de cette défor
mation et ou les trois vecteufs; } sont une base propre orthonormée directe du tetdeur

Soit un couple de deux directions matériell@galement 0rthogonale$u(()1),u82>}. La distorsion angulaire
actuelle de ce couple de directions matérielles a été dé&fim{d.35) page 45:

KD k®?
da= ——"1— €1,
a Ks [1,00]
Chaque couple de directions matérielles initialementagtimales a sa propre distorsion angulaire, car les

dilatations Iinéiquerl) et Kl(z) dépendent des directions matérielles et la dilatatiorasigqfieKs dépend
de la normale unitaire au plan des deux directions matésiell

K|<1) =|U ~UE)1)H K|(2> =|U -uf)z)|| (voir (4.12) page 37)
Ks=det U u{" Aul?)| (voir (4.33) page 45)
On se propose de rechercher quelle est la valeur maximatediltdrsion angulaire dans cette déformation

sur 'ensemble des couples de directions matériellesalaitient orthogonales, et accessoirement pour
guels couples de directions matérielles on atteint cetteidiion angulaire maximale.

Pour envisager tous les couples de vecteurs orthogo{uéﬂmgz)}, on pose:

uy) = QW) u et uy =Q(H)-uz

ou Q(u) est une rotation, fonction quelconque d’'un paramgtet ouu; et u, sont les deux premiers

vecteurs de base de la base propre orthonormBe tes propriétés des tenseurs orthogonaux garantissent

queuél) etu(()z) sont orthogonaux quelle que soit la rotat@n

1. On choisit d'utiliser ici le tenseur de déformatibncar il donne lieu & des écritures un peu plus simples. On vema th
suite que c’est sans importance, car les résultats sont desdio des valeurs propres qui sont les dilatations linéiques principales,
communes a tous les tenseurs de déformation.
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A. DISTORSIONS MAXIMALES

La distorsion angulaire du couple de vecte(mg),uéz)) s’écrit:

Q) -us [ JU QU -tall V- Q-] [V -Q(k) -

detU U1 (Q(W) -ur AQ(W - U)]|  detl U T-Q() - (U At)|

Y-QU - U -Q(u) -] A
detU [U - QW) - ug] |

63_:

Comme on peut le constater, la distorsion angulaire cowleedteurs(uél),uéz)) dépend de la rotation

Q-

A.1.1 Recherche de la distorsion angulaire maximale

Pour rechercher les distorsions angulaires extrémalgsffit d’annuler la dérivé%éa:

S5 SIU-QW) wl  EIU-QW-wl  &IUt-QMY s

8 [U-Q(W-uif " U -Q(H) - uz| HUﬁl QW) - us||
U-Quw)-(U uQ'Ul) U-Qu)-(U Q w) U~ 1'Q'U3)'(U_1'd%Q'U3)
B TECT A TR NE [UTQ sl
Ul-QT'UZ-d%Q-Ul Uz-QT'UZ'%Q-Uz u3-QT-U‘2-d%Q~u3
_ I _
U-Q-uy? U -Q-uyf|? U~1-Q-us?
ul-QT-UZ-Q-QT-(?—uQ-ul uZ.QT.UZ.Q.QT.ddTlQ.u2 u3-QT-U*2-Q-QT~%Q-u3
T wQUZQouw | %o UZQuw | wQ UZQu
uTAu WTAWL uThAu
N u-T-u u-T-u B uz-T-1.u3

ol on a posé dans la derniére ligne:
T=Q" -U%Q=xqgr(U? symétrique défini positif

A=Q". %Q antisymeétrique quelle que soit la fonctiQ{p)

Lorsque la rotatioQ(p) varie, le tenseur antisymétrigéeprend une valeur quelcongtie

La distorsion angulairé, est donc extrémale quand :

u-T-Aup wT-Au uTL1Au _ L
- =0 VAantisymétrique A.2
u-T-ug + u-T-up uz-T-1.u3 v a4 qu (A-2)

PosondI’ = Tjj u; ®u;j avecT;; = T; (composantes dE sur la base propre orthonorméa } deU)
etA=H -aaveca= au; (tenseur antisymétrique quelconque)

L’équation scalaire (A.2) s'écrit alofs

a3 Ti2(Tit—To2) @ Tio(Tir Toa—Ti2Tiz) a1 Tiz (TazToo — T12Tog)

— =0 Va; Vay Vag
T T2 T (TuTo2—T3) To2 (T T2~ Tj)

2. Si u était considéré comme un temps, son vecteur adjoint serait dewrevitesse de rotation du triedre orthonormé
{uél>,uf)2) ,uél) /\uéz)} par rapport au triedre orthonornfés u,uz}.
3. Pour I'écrire, il vaut mieux s’aider d’un logiciel de caldarmel.
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A.1. Distorsion angulaire maximale

La résolution de ces trois équations a 6 inconrigesnpliquent que la matrice des composanted ans
la base propre dd sont de lI'une des deux formes suivantes :

Tiu 0 Tiz Tiu Tz O
Mi]=]10 T Tos3 Ma]=|Tiz2 Tia O
Tiz Toz Ta3 0 0 T3

On calcule les distorsions extrémales dans ces deux cas.

Cas[M;]

La distorsion angulaire des deux directions initialemet‘r(mgonale:uf)l) =Q-u etut()z) =Q-u; est (voir
(A.1) page 74):

U-Q-up[U-Q-uy 2 T11 T2
5q = 5
2T TdeU U 1-Q-ug| =

27 det(Ma) (M; Das

Il N’y a donc pas de distorsion angulaire (les deux diretst'miﬁ) et uff) restent orthogonales aprés défor-
mation). Cet extremum est donc un minimum.

Cas[My]

Les valeurs propres deB= Q' -U2-Q, c’est-a-dire celles dMy], sont:(Ti1 + Ti2, Tag — Ti2, Taa).
Les valeurs propres d#? sont:(A?,A3,A3). Les propriétés des rotations impliquent que les valewsrps
deT etU sont les mémes, mais dans un ordre éventuellement différent

Tu+Te=A  Tu-Te=A  Ta=Af oul (i,j k) est une permutation dd.,2,3).
ce qui entraine:

AN

)\iz—)\jz
Tii= 5

2

Tio=

Les extrema de la distorsion angulaire des deux directimhsgnonales.lél) =Q-uy et u(()z) =Q-uy sont
donc (voir (A.1) page 74):

5, — IV QiU Q- 2 T11 T2 TH (AP +A%)?

= = =
detJ [U-1-Q-ug|| 7 detMa) My Nzs (Tu+Ti2) (Tu—Tiz)  4N2A2

Les distorsions extémales sont donc:

NN 1<)\i ﬁ)

= m =50x ou (i, j,k) est une permutation d&,2,3).

Y
Le tenseur de déformatiduh étant symétrique défini positif, oda > 0 etAj > 0. On vérifie aisément que

si les valeurs propres sont distinctes, a%)(% + %) > 1. Ces extrema sont donc des maximums relatifs
de distorsion angulaire.

Les trois distorsions angulaires maximales sont :

L I )

=30 "N 2 T AV RS
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A. DISTORSIONS MAXIMALES

Si on pose\;1 > A2 > Az > 0 on vérifie aisément que la distorsion angulaire maximaeaie calculée
avec les valeurs propres extrémes:
1 /A3 M\
Oa max= > ( + *) (A.3)

A As
La distorsion angulaire maximale d’une déformation estfonetion des dilatations linéiques principales.
Elle peut étre évaluée avec n’importe quel tenseur de défiimmlagrangien ou eulérien.

A.1.2 Recherche des couples de directions de distorsion angire maximale

On peut préciser quelles sont les rotati@hgui définissent Ieeg) de distorsion angulaire extrémale.

Les composantes dans la bgdse; des vecteurs propres unitairesTsont (par exemple) :
u; +uU up—u t u
i \/é i \/é Ak
Les propriétés des rotations impliquent qu’elles sontidyss- Q" -y, onadonc:
u; .t)\k =Uu;j .QT ‘U = Q-Jrk

Les composantésde Q dans la base orthonormée;} sont donc: Qxj = QJ-Tk =t,,-uj Pour toutes les
permutations déi, j,k), on obtient les six matrices suivantes :

t) t)

N2

[v2 V2 9 _V2 V2 g 0 0 1
2 2 2 2 V2 V2
—2 V2 g 0 0 1 2 ¥ 0
0 0 1 22 0 —Z2 2 0
Q123 Q(23Y) Q12
[v2 2 [_v2 2 0 0 -1
2 2 2 2
0 0 -1 2 2 —¥2 ¥2 g
—Z 2 0 0 -1 2 Y2 0
Q132 Q13 Q32

Ces six rotations s'interprétent géométriquement de laénaisuivante :
(on posed; = arccog—1 — ¥2) etB, = arccog— 3 + ¥2)) :

— Q™23 est une rotation d’anglg autour de-us, les vecteurugl) etuéz) sont des bissectrices du plan
(ulvu2);

— Q3D est une rotation d’angle; autour de(1— v/2)u; — U, — s, les vecteursi” etul? sont des
bissectrices du plafuy,us);

— Q1312 est une rotation d'anglé, autour deu; + (1+v/2)u, +us, les vecteursll? etul? sont des
g 0 0
bissectrices du plafuy,us);
2)

— QU132 est une rotation d’anglé, autour de(1+v/2)u; + up — Us, les vecteurs)y? etul? sont des
0 0
bissectrices du plafus,us);

— Q1 est une rotation d’angler autour de(—1+ v/2)u; + Uy, les vecteursu(()l) et u§,2> sont des
bissectrices du plafuy,uy);

— Q32D est une rotation d’angl@, autour deu; — (1+ v/2)up —us, les vecteuraslél> et uéz) sont des
bissectrices du plafuy,us).

Les rotation® qui définissent les vecteurs initialement orthogomgfxconduisant a la distorsion angu-

laire maximale sont les deux rotatio@23Y ouQ(132 et les directions de distorsion angulaire maximale
sont les bissectrices du plém, ,uz).

4. La variance est sans importance dans une base orthonormée.
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A.2. Distorsion stérique maximale

A.2 Distorsion stérique maximale

La distorsion stérique de trois directions initialemerihogonales a été définie en (4.25) page 43:

KV k@ KB
Se— N My 1
S KV S [ 700[
Chaque triplet de directions matérielles initialemenhogonales a sa propre distorsion stérique car les trois

dilatations IinéiqueKl(l), Kl(z) et K|<3) dépendent de I'orientation de référence des directionénedes. En
revanche, la dilatation volumiqu§, n’en dépend pas (voir (4.24) page 42). La recherche de lardish

stériqgue maximale en une particule revient donc a rechetaivaleur maximale du proddi(l(l) Kl(z) Kl(s).

Comme dans la section précédente, on utilise le tet$gquaur évaluer les trois dilatations linéiques, et on
utilise une rotatiorQ() quelconque pour engendrer tous les triplets de directiaténmlles initialement
orthogonales a partir d’'une base orthonormée de vecteopsgs du tenseur de déformatidn

uy) =Q(W -u
La distorsion stérique est alors:

U-Q-uif| VU -Q-uzf| lU-Q-us]

|
O = detU

A.2.1 Recherche de la distorsion stérique maximale

Pour rechercher la distorsion stérique maximale, il sufihduler la dérivéq,d—ués.

& GlU-Qul  §UQu| §U-Qu
&  U-Qul | U-Qul | [U-Qus

Avec des calculs similaires a la section précédente, oermtoti

d%las_ul'T~A-U1 u-T-A-up u3-T-A-us

s u-T-u u-T-u us-T-us
ol on a posé:
T=Q"-U?.Q=x%gr(U? symétrique défini positi
A=Q". (;qu antisymétrique quelle que soit la fonctiQqp)

Lorsque la rotatio®(l) varie, le tenseur antisymétriqdeprend une valeur quelconque.
La distorsion stériqués est donc extrémale quand :

u-T-Aup wW-T-Au u-T-Au
u-T-u u-T-u us-T-us

=0 VAantisymétrique (A.4)

En écrivant les composantes Tieet deA = H -a sur la base propre orthonorméeldigil vient :

a3 Ti2(Tit—To2)  @Tia(Taz—Ti1) | a1 Toz(To2 — Taa)
+ + =0 VayVapVas
T11Ta2 T33T1a T22T33 1

ou les termes diagonaubi1, To2 et Tz3 sont respectivement les carrés des dilatations linéiqaes ks

directionsuél), uéz) etugz). lls ne sont donc jamais nuls.
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A. DISTORSIONS MAXIMALES

La solution de ce systéme de trois équations a six inconmugggiue que la matrice des composantes de
T dans la boase propre orthonormédJda I'une des cing formes suivantes :

Tj_ 1 0 0 X T12 0 X 0 T13 Tj_ 1 0 0 X T12 T]_ 3
0 T2 Of,|Tiz x O0],[0 T2 O0[,[0 x Ta|,|Tiz x T3
0 0 T33 0 0 T33 T13 0 X 0 T23 X T13 T23 X

casnil casnz2 3,4 casnb

Cas numéro 1:

Les tenseur¥ etU ont méme base propre. On a donc
Ti1=A? T2 =M\ Tz = A2 ou (i, j,k) est une permutation dg,2,3)
La distorsion stérique pour cet extremum est alors :

_ MAN
T MAAz

Cet extremum est donc un minimum de la distorsion stérique.

Cas numéros 2,3 et4

Ces trois cas sont similaires : le tens&ua une direction propre commune akét.

Par exemple, pour la matrice numéro 2, les valeurs propr@ssiat aussi celles dé? :

X+ T2 = A? X— Tz =A% Tas = A2 oul (i,j k) est une permutation dd.,2,3)

o A2+ M2
ce qui implique :x= ———.

La distorsion stérique pour cet extremum est donc:

52 X% T3 _ ()\i2+)\12)2)\§ N 5 — (}‘i2+}‘]2))\k
ST K2 AN2AZA2 ° 2MM2Ms

Pour toutes les permutations dej,k) on obtient :

()\%+)\%))\3 1/A1 Ao
= — = — _— — = 1
08 = Ao 2(>\2 +)\1) Oa3 >
_ ()\%Jr)\%))\z 1 A A3 _
%= Trnne 2l a) 7027
_ ()\%4-)\%))\1 1 A2 A3 _
o1 = 2MA2A3 é()\73+7\72> i

Pour les matrices?2 et 3, les calculs sont semblables et conduisent aux mémesaras relatifs.

D’autre part, on sait de la démonstration précédentedgiiest la plus grande distorsion angulaibe. est
donc la plus grande distorsion stérique.

REMARQUE : Il n'est pas étonnant de retrouver que les extrema relatifs de lagl@t@stérique trouvés ici soient aussi
des extrema de la distorsion angulaire : les extrema de la distorsion aaguatrobtenus quand les directimég et

uéz) sont les bissectrices des plasu;) (voir A.1.2 page 76). La troisieme directiué3> est donc la direction propre
Ug.
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A.2. Distorsion stérique maximale

Cas numéro 5
Dans ce dernier cas, le tensduet le tenseutd? n'ont aucune direction propre commune. En revanche,
leskK® = U -ul|| = v -T-t; = /X sont égaux. On a dor D K@ K@ = x3.

: o o ’ S A2+ A3 +A3
D’autre part, les propriétés des rotations impliquent que= Tr (U<), ce qui implique :x= s

La distorsion stérique de cet extremum est donc:

KOKDKE ¢ 03434097 _ V3 (A +A3 1033
9

6 = — = — =
* Ky Kv 3V3A1A2A3 A1A2A3

Conclusion
Sion pose\1 > A, > Az > 0, on peut prouver queds; > de. La distorsion stérique maximale est donc :

3
V3 (A2 +N3+173)2

Os max= 9 A Aahs (A.5)

La distorsion maximale d'une déformation est une foncties dilatations linéiques principales. Elle peut
étre évaluée avec n'importe quel tenseur de déformatiaataien ou eulérien.

A.2.2 Recherche des triedres des directions de distorsiotésique maximale

Il existe une infinité de rotatior@ définissant Ieﬂg) et conduisant & la distorsion stérique maxinfa@en
laisse le soin au lecteur de vériffequ’une des solutions est le tens€udont les composantes dans la base

propre orthonormééu ,up,uz} sont:

N2+A3-2)3 27\3-A3-A3 A2+A3—2A3
6(AZ-23) 32 6(A7-A3)

V2 0 V2
2 2
202 —-A3-23 A24A3—2)2 203 -A3-23
6(A\7-\3) YY) 6(A\3—\3)

Pour illustrer I'existence d’une infinité de rotations qonduisent a la distor-
sion stérique maximale, la figure ci-contre montre, sur weraiesphére unité,

la trace des axes des rotatioQsconduisant a des triédre{slg)} de distor-
sion stériqgue maximale (cette figure est calculée avee 1.25, A, = 1 et
A3 = 0.75). A chaque axe de rotation est associé un certain angletaion
compris entre O et

5. Il vaut mieux s'aider d'un logiciel de calcul formel, en martt qued2, — 82, > 0

6. En interprétant les composantesQidans la bas¢u;} comme une matrice de changement de base entre deux bases erthonor
mées, on en déduit un corollaire : pour tout tenseur symétrigeriste une infinité de bases orthonormées dans laquetiatece
des composantes a ses termes diagonaux égaux.

7. Il est préférable de s’aider d’un logiciel de calcul formel
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Annexe B

Dérivées particulaires utiles

B.1 Rappels

Les dérivées particulaires des tenseurs de déformatigrafigiens ou eulériens) ont des relations avec le
tenseur des taux de déformatidnComme on va le voir, ces relations ne sont pas triviales. Ecamque
des milieux continus, on aura surtout besoin de la dérivéephaire des invariants (scalaires) des tenseurs
de déformation.

Dans cette section, on ne donne que les dérivées partesitiés trois invariants fondamentd® S ,S )
(c’est-a-dire les coefficients du polyndme caractérigtidun tenseur de déformation symétrigge S'il
plait au lecteur d’utiliser (notamment pour des raisonstdliprétation physique des invariants) un autre
triplet d’invariants définis pa:

{sV = tM(s,51,81),8% = t9(5,51,5m),8¥ = 19(5,5,51)}
il lui sera facile de trouver ses dérivées particulairedgaformules :
SV =0,fW§ +0, VS +o5f Vs

§2=0,12§ +0,f2§ +05f2
§9=0:f0§+0,%§, +0:f9 5,

Par ailleurs, on rappelle ici un résultat d’algébre tereler? ; pour tout tenseur symétriq; les dérivées
particulaires des invariants fondamentaux s’écrivent :

S=G:S (B.1)
S1=(SG-9):S (B.2)
Si=(S1G-SS+9):S =S S1:S (siSlexiste) (B.3)

Comme on peut le constater, il suffit de savoir évaluer ledyits scalaireS" : S

Enfin, on rappelle que les tenseurs de déformation euléBigvis= v/B etM = LnV, leurs puissances, leur
exponentielle et leur logarithmeont des directions propres communes, les produits coésaamnples de
deux d’entre eux sont donc commutatifs.

1. Voir le coursEquations générales de la mécanique des milieux conttwméme auteur, section 4.1.2

2. Il faut que la jacobien de la transformati¢® ,S;,Sy } « {SY,5?,59)} soit régulier.

3. Voir le coursAlgébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioms, du méme auteur, section section 2.3.1.
4. Il n’est défini que pour les tenseurs symétriques définigifsos
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B. DERIVEES PARTICULAIRES UTILES

B.2 Tenseur de déformation eulérierB

Sa définition estB=F -FT. Sa dérivée particulaire est donc:

B=FF +F-F =(F-F1Y.FFH)+F-F).(FT-F')=(D+W)-B+B-(D+W)"

B=(D+W) B+B:(D-W) (B.4)

ouF -F~1=gradev=D+W.

REMARQUE : Bien que le tenseur de déformation eulérien soit un tenseur objectiftéaife@rifiera aisément que sa
dérivée particulair® ne I'est pas (voir 3.6.4 page 31), notamment en raison de |a peédertenseur non objec¥ °.

Avec un peu de calcul algébrigfieon montre aisément qi® : B= 2B"t1: D, et donc en particulier que :

G:B=2B:D B:B=2B?:D B2:B=2(B;;G—B;B+B/B?:D

En utilisant les résultats (B.1), (B.2) et (B.3) page 81, nméduit les dérivées particulaires des invariants
fondamentaux du tenseur de déformaf®an fonction deB etD:

B =G:B=2B:D (B.5)
By =(BiG—B):B=2(BB—B?):D (B.6)
B||| = (B|| G-B B+Bz) . B=28||| G:D (B.?)

METHODE ALTERNATIVE : Il est possible d’obtenir ces résultats sans algebre tensorielle,iearédes composantes
deB dans une base propre orthonormée eulérignpg’>,v3}. Par exemple, on obtient (B.5) de la maniére suivante :

A Ai
+)\§ —3> ou —' =vV;-D-vi=d; (voir (5.7) page 58)
A3 Ai

2%
23,

: . A
B = (A2 1221 A2) :2()\{)\—14—7\

On obtient le résultat en remarquant que :

: T
A
i ke ke Moo 1w Qe e
22+ 202 ) =2Tr( |0 A3 0| Dz 22 Dp| )=28:D
M A2 A3 A2 2y
0 0 A3l by Dy %

On laisse le soin au lecteur de faire de méme pour les autres dérivéeslpaes d'invariants.

B.3 Tenseur de déformation eulérie’V = B

De I'équation (B.4) page 82, il vient:

V.V+V.V=(D+W)-V2+V2. (D-W) (B.8)

REMARQUE : La dérivée particulairy est solution de cette équation tensoriéjlenais il n’est pas nécessaire de la
résoudre pour calculer les dérivées particulaires des invariants.

5. Sa formule de changement d'observateurdbt: Q-W-Qf + % -Q: (voir (5.34) page 68)

6. On utilise les propriétés du « produit mixte » des tenseursegond ordreA: (B-C) = (BT -A) : C. Dans la derniére égalité,
on utilise l'dentité de Cayley-Hamiltor3 — T, T2+ T T — Ty G =0.

7. La solution es¥ =V~1.sym(V2. (D -W))+V~1.A oUA est le tenseur antisymétrique

A=—H-((H:(V1H) H (H: (v sym(vZ-(D-W)))).
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B.4. Tenseur de déformation eulérin= LnV

Avec un peu de calcul algébrigtieon déduit de (B.8) qu¥™:V =V™2: D, et donc en particuliér
pourn=—-1,n=0etn=1:

G:V=V:D V:V=V2:D VZ:V=V3:D=WVVZ2-V,V+V;;G):D

En utilisant les résultats (B.1), (B.2) et (B.3), page 8¥jent:

=G:V=V:D (B.9)
Vii=MG-V):V=(\VV-V?:D (B.10)
Vit = (Vi G—ViV+V?):V =V, G:D (B.11)

REMARQUE : On peut obtenir ces résultats sans calcul tensoriel par une méthadetie similaire a celle exposée
page 82.

B.4 Tenseur de déformation eulérierM = LnV

De I'équation (B.8) page 82, il vient:

MM+ EM-M=D+W).eMreM. (D-W) (B.12)
REMARQUE : On rappelle que par définitice¥ = ihlf'k =G+ z - Onadonc My = Z i Mk ot1 (MKy

estla somme dietermes qui ne se factorisent gés (MK =M Mk 1+M M-MK-24M2.M. Mk 4. 4MK1M
L'équation (B.12) est bien une équationMnmais elle est compliquég.

SoitSun tenseur symétrique ayant une base propre commundvhvee I'équation (B.12) on déduit:
S: (@M (@M))+s: (My-eM)=s: (D+W)-eM)+s: (M. (D-W))
2(s-éM): (eM)') =2(s-eM):D
(S'V):V=(SV?:D VS commutant aveM (B.13)

D’autre part, siS est un tenseur symétrique ayant une base propre communMaleproduit contracté
doubleS: (MX) s’écrit :
S: (M =S:(M-M“1)+S: (M-M-MK2) ...+ S: (MK 1. M)
=(SMY M+ (SMY M4 (S MY M (SetM*~! commutent)
—k(S-M*¥1):M
orV=@My=yp L (MK;onadonc:

0 1 3 .
S:V = Zku (M) = kzl(k—l)l(S'Mk DM

—z (S-MP): (sz M) M= (s )

S:V= (S«V) ‘M VS commutant aveM (B.14)

8. En calculant le produit scalaifé'{ : équation(B.8))
9. On peut prendra = —1 carV est symétrique defini positif et donc inversible.
10. La dérivée particulairbl ne commute pas avéd, ni avec ses puissances entieres, car elle n'a pas de base poommune
avecMP.
11. Contrairement au cas précédent (voir note 7 page 82présgion dd en fonction deM, D etW semble inaccessible. Comme
précédemment, on peut heureusement s'en passer pour évalpesdeits scalaired” : M.
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B. DERIVEES PARTICULAIRES UTILES

Les deux relations (B.13) et (B.14) nous permettent d'érdkes produits scalair€d: M , M :M etM2: M
en fonction deD comme suit:

— larelation (B.14) ave8=V ! conduita:G:M =V~1:V
la relation (B.13) ave8=V2conduitaV-1:V=G:D
OnadoncG:M=G:D

— larelation (B.14) ave8=M V-1 conduitaM :M = (M V1) :V
la relation (B.13) ave6=M V-2 conduita:(M-V~1):V =M :D
OnadoncM:M=M:D

— larelation (B.14) ave8=M?.V~! conduitaM?:M = (M2.V-1):V
la relation (B.13) ave6= M?-V 2 conduita:(M?-V-1):V =M?2:D
OnadoncM?:M=M?:D

En utilisant les résultats (B.1), (B.2) et (B.3), page 8%jent:

M =G:M=G:D (B.15)
My =(MG-M):M=(MG-M):D (B.16)
Mt = (M G—MM+M?):M = (M;G—MM+M?):D (B.17)

REMARQUE : On peut obtenir ces résultats sans calcul tensoriel par un méthodetltersimilaire a celle exposée
page 82.

B.5 Tenseurs de déformation lagrangiens

On aC =FT -F (tenseur non objectif, voir section 4.13.3 page 52). Savdémparticulaire est:

C=F F+FT.F=FT.F T-F).F+F.(F-F 1).F=F".(D-W)-F+F".(D+W)-F
—2FT.D.F=2U.R"-D-R-U=2C%.(R"-D-R)-C?
Contrairement aux tenseurs de déformation eulériens,|¢ellade la dérivée particulaire des tenseurs de
déformation lagrangiens requiert la connaissance dedéiooR de la décomposition polaife = R-U.

Il est inutile de recommencer les calculs pour trouver les/éés particulaires (objectives) des invariants
des tenseurs lagrangiens car les invariants des tensguasidgens et eulériens sont les mémes, et donc
aussi leur dérivée particulaire. On a donc par exemple :

C =B =2B:D=(R-C-R"):D=C:(R"-D-R)
Il en est de méme pour les autres invariantCdainsi que pour les invariants des autres tenseurs de
déformation lagrangiens.

Comme on peut le constater, la dérivée particulaire desiana des tenseurs de déformation lagrangiens
ne peut s’exprimer en fonction du tenseur de déformatioratagjen et d® que si I'on connait en plus la
rotationR de la décomposition polaire #e
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