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Introduction a I'Optique de Fourier

Jean-Marie Malherbe, Octobre 2007

| — Rappels sur les séries de Fourier des fonctiopgriodigues

La série de Fourier d'une fonction périodique ffe)période T est donnée par :
m .

f(X) =y G e2|7‘r nx/T
Nn=s0

avec

T2 _
ch= 1T Jf(x) e #™T dx, avec n entier relatif
-T2
la formulation classique avec lesdd les R est:

og- oot

fX)=a/2 + X a]l cos(Znx/T) + X bqsin(Znnx/T)
n= n=

avec =% (g—ih) pourn>0
ch=%(g+iby) pourn>0

soit encore@& ¢, + ¢, pourn>0
B=i(ch-cn) pourn>0

T/2
a0=2q= 2/T[f(x) dx
-T/2

bo =0
a/2 est la valeur moyenne de la fonction f(x) er{f& et T/2.
T/2 T/2

a= 2/T] Tf/(zx) cos(Z nx/T) dx et b= 2/T ITll‘gx) sin(2t nx/T) dx pour & 0
Théoréme de Parseval :

+0 og T/2

TP =vaa?+2 % (a2 + b2 =1/T [ [f(x)F dx

n=-o n=1 -1/2

Fonctions f(x) paires:nc= ¢, =% @ et = 0 pour >0

Fonctions f(x) impaires..¢=% ik, =-%ik=-cretg=0 pour >0

Exemple série de Fourier d’un peigne de Dirac de période T

b
[I+(x) = £ 8(x-nT) oud(x-nT) est la fonction de Dirac centrée en x = nT
n=ze

T/2 T2

co= UT ) e ™™ dx = UT[sx) e *™™T dx = 1/T
-T/2 -T2

w’ .
IIr(x) = LT & e2™ ™7
nee-



Il — Rappels sur la transformation de Fourier (TF)

Dans un espace a 3 dimensions, la transformée wéeFd F[f](u) ou F(u) de la fonction f(), ouu
etr sont des vecteurs est définie par :

TRIf(U) = F@) = T f(r) e 2= ofr
et la transformée inverse est donné par:
TEAE) =) = Il Fu) e du

Il - 1 - Transformation de Fourier & une dimensioncartésienne

TF[fl(u) = F(u) = [ f(x) e 2" dx

et son inverse

TFYFI(X) = f) = [F(u) €™ du

Quelgues propriétés remarquables :

Relation transformée directe / inverse et doulaledformée:
TFTFI() = f(x)

TFY(x) = TF[fl(u = -x)

TF[f(u) = TF{fl(x = -u)

D’ou TF[TF[f]](x) = f(-x)

Transformée de Fourier d’une dérivée :
TF[F)(u) = 2im u TF[f(u)

Transformée de Fourier d’'une dérivée seconde:
TF[")(u) = -4n° U* TE[f](u)

Transformée de Fourier d’une dérivée n-ieme:
TF[F ™)(u) = Qir u)” TF[f)(u)

Les opérations de dérivation n fois se réduiset¢simultiplications pardiz u)n

Transformée de Fourier d’'un produit de convolutiendeux fonctions f et g. Le produit de
convolution est défini par :

+00
frg (0= [f(x) g(x-x) dx =g*f (x)
cas particuliers utiles de produits de convolution:
d(x) * f (x) = f(X)

da(X) * f (X) = 8(x-a) * f(x) = f(x-a)
maisd(x) f (x) = f(0) 5(x) etda(x) f (X) = f(a) da(X) = f(a) d(x-a) )



La transformée de Fourier d’'un produit de convadati *g est le produit des transformées de
Fourierdefetdeqg:

TF[fg](u) = TF[fl(u) TF[g](u)

Et la réciproque au théoréme ci dessus est lars@ia transformée de Fourier d’un produit f g est

le produit de convolution des transformées de Fowle f et de g :
TF[f g](x) = TF[f](x) * TF[g](x)

Homothétie x> a x:
TF[f(ax)](u) = @/a) TF[f(u/a)

Translation x> x + a:
TF[f(x+a)](u) =e*™ " TF[f](u)

Transformée de Fourier de (x f):
TF[xf](u) = (i/2r) dTF[f](u)/du

Transformée de Fourier d’'une fonction f(x) périadigde période T développable en série de
Fourier (voir paragraphe précédent):

‘w .
f(x) = X ¢, 2™ ™T ¢, coefficients de Fourier
Nn=s0

+00 . +o0 +o0 . oot
Fw = [fx) e ™™ dx =3 ¢, ] e ?™ "D dx = 3 ¢,8(u-n/T) (voir ci dessous)
(¢ ] ne- -0 nes-
C’est une somme de fonctions de Dirac centrées=en/u.

Théoréme de Parseval

_ij(x)|2 dx :f ITF[f](u)f du

Applications directes de la transformée de Foudame dimension :

- Fonction de Diragi(x)

+00 .
TF[3](u) = [8(x) e ™ dx = 1,ce dont on déduit en passant a la transforméesever

+00 .
8(x) = [ e ™™ du (représente un paquet d’ondes planes)
- Fonction de Diradi(x-a) = da(X)

+00 . .
TF[3J(u) =] 5(x-a) @ 2™ dx = e ?™“2 ce dont on déduit en passant a la transforméesaver
e

+00 i
8a(X) =8(x-a) = | e ?™"*? du (paquet d'ondes planes)



- fonction porte/7,(x) de largeur a (valeur 1 entre —a/2 et +al2)
+00 .
TF[M](u) = [ M. (x) e ™% dx = sinua)ku = a sinctua)
ou la fonction sinc est un sinus cardinal (singfx3in(x) / x).En optique, l'intensité diffractée a
linfini (diffraction de Fraunhoffer) par une fentme de largeur a est donnée par le carré du reodul
de la transformée de Fourier d’une porte de largesoit I(u) = 4 [sin(rua)kual
- Peigne de Dirac de période T
b
I+(x) = £ 8(x-nT)
n=ze
+0
ses coefficients de Fourier soptc1/T d’ou TFHI{](u) = 1/To(u-n/T) = 1/TIly+(u)
-
Sa transformée de Fourier est donc encore un pdigerac, mais de période 1/T
- Gaussienne
TF[e*®®)(u) = a ()2 €2** (points d'inflexion d’abscisse x = * a)
La transformée de Fourier d'une Gaussienne esGanssienne

- Equation des onde#E/d¢ = (1/C?) FEIX*

On pose prend la TF de cette équation sur la Varsgatiale :
(2itu)* TF[E] - (U/C) *TF[E]/d = 0

ce qui donne une équation différentielle du seamdde sur t:
d°TF[E)/df + 4r°C*u® TF[E] = 0

dont la solution générale est:
TF[E] =A62IT[ ucC t+ B e-2iT[ uCt

On prend ensuite la transformée inverse d’ou lonléduit E(x,t):
E (X t) — ATOG 2im u (x+Ct) du + BJ'OO; 2im u (x-Ct) du

ce qui définit un paquet d'ondes planes se propagks les sens des x positifs ou négatifs.

[l - 2 - Transformation de Fourier a trois dimensions

Les propriétés ci dessus en 1D cartésienne seaiseét :

Homothétier = ar, a réel
TF[f(ar)](u) = (L/a) TF[fj(u/a)

Translationr - r +a, a vecteur
TFIf(r+a)l(u) = ™ *® TF[fl(u)

Transformée de Fourier d’une dérivée partielle:
TF[of/ax](u) = 2im Uy, TF[f](u)



Transformée de Fourier d’une dérivée partielle sdeo
TF[0%/9x?(u) = - 4n” u 2 TF[f](u)

Les opérations de dérivation partielle n fal8 /ok" se réduisent a des multiplications p2iz ux)n

Transformée de Fourier d’un Laplacien:
TF[Af)(u) = -4n° u® TF[f)(u) (avecu?= |u|p)

Transformée de Fourier de x {

TF[xf(r)](u) = (i/2r) OTF[f](u)/ouy

[l - 3 - Transformation de Fourier en symétrie sphéique z
On part de la définition : 6
+00 . r
F) = [If f(r) e #™" or R
dans laquelle on pogr = dr rdd r sird do 0 y

et on suppose quér) ne dépend que de la seule variable radiale r& X
En prenant Oz dans la direction du vectguon au.r = u r co$

+o0 2 O<p<2n
F(u) =I0f(r) r{] Cé(p | eo' Zmureod sir do } dr O< O<1t

— _/
~—

sin(2tur) /@ur)

+o0
d'ou F(u) = 2/u If(r) rsin2zur) dr
0
et la transformée de Fourier inverse est:
+00
fr)= 2/r [Fu) usin@rur) dr
0
Applications directes de la transformée de Fousighérique :

Tranformée dé(r) = €™/ r> F(u) = 1/ (wu® + 1/(4tR?) )
Lorsque R— o, on en déduit la transformée de Fourier de f(t)/= :
fn=1/r> Fu) =1/ @@u?)

A titre d’exemple, résolvons I'équation de Poisadr+ p/ep = 0 ou p(X) = qd(r), charge
ponctuelle. La transformation de Fourier donne «f F + q&o = 0, soit F(u)= g/(#* U &), d’ol
l'on déduit f(r) =q/ (&4 &o 1)

1l — Transformation de Fourier polaire : la transf ormation de Hankel

Reprenons la définition de la transformation derleoa 2 dimensions :



F) = I 1) e 2o r

En coordonnées polaires @), on a x = r cas ety =r si et I'élément de surfacd’r = dr rdd
(0< O<m), avecr? = X + y

On suppose quiér) ne dépend que de la seule variable radiale pr&Emant Oy dans la direction du
vecteuru, on au.r = ur sirt

+00 ) ) 400 b _ .
Fu)=1lf(nre ™™ drch =[f(r) r[J e * "™ do] dr
® 0 0
on posee 2™UTSM = cog(2n ur sig) + i sin(2x u T sirg)
+o0 Tt
F(u) = 2] f(r) r [J cos(2r u r sire) do] dr
0 0
car l'intégrale sur le sinus est nulle pour raiderparité
Remarquant que la fonction de Besgét)Js’écrit :
TT
J(x) = 1] cos(no - x sim) oo
0
on peut introduire la fonction de Bessgk)
TT
Jo(x) = 1] cos(x sim) o
0
et on trouve la transformée de Hankel :
400
Fu)= 2n[f(Nrde(2nur) dr
0
et sa réciproque :
400
f(r) = 2nJ F(u) u J(2r ur) du
0
Applications directes de la transformation de Hdnke
Celle ci est trés utile en optique en raison dg/kaétrie cylindrique des faisceaux.

La figure de diffraction a I'infini (diffraction d&raunhoffer) d’un télescope est donnée par lecarr
du module de la transformée de Fourier d’'une foncgiorte de rayon R. La transformée de Hankel
d’'une porte s’écrit :

R
F(uy= Ztfrd(2nun dr

0
Les fonctions de Bessel obéissent & la formuléderrence : d(X* J,.1(x))/dx = X" J,(x)

D’ou I'on tire d(xJy(x))/dx = xJo(X)



On en déduit F(u) = R@2ruR) /u

Et la figure de diffraction du télescope est donp@el(u) = 1, (2J1(2r u R) / 2t u R)?
Le rayon de la tache de diffraction est donné @arémier zéro de dui vaut 3.832.

En posant u = sin({) / A, on en déduit pour petita = 0.61A/R

Pour un télgscope de rayon &occultation centralede rayon R(anneau), on aurait eu :
F(u) = zﬂir b(2run dr=[ReI(2rUR)-R (2t uR)] /u

B0 = b [RyA(20UR) -RiJ(20UR) /[ty (RE—RA I

Note sur les fonctions de Bessel d’indice entier n

Jn(x) = f:g-l)k (x/2)" [ (K!(n+k)!)

Comportement asymptotique:

X — 0 H(X)— (x/2)"/n!

X — 00 J(X) = [2/ (x X) ]*? cos( x - & /2)(n+1/2))

| Fonctions de Bessel
| Jn(X) pour n variant de 0
| a4
] n=0
] n=1--
] n=2------
'-.)__-J"_ n:3_-_-_ —
P I 1
10
Quelgues transformées de Hankel courantes:
f(r)=8(r-R) > Fluy=2R H(2ru R Fonction de Dirac centrée en r = R (couronne)
f(r)y=Nr(r)>FUu=RX(2tuR /u Fonction Porte de rayon R (trou)

f(ry=1/r>Fu)=1/u



f(ry=e™" "> Fuy=e" u gaussienne> gaussienne
f(r)y=e™"'® 3> Fu)=ViRe """

f(r)=(@2+R)Y > Fu)=e @RY/y

.25

Fonction de Bessel
cardinal J(x)/x
apparaissant dans la
diffraction a I'infini par
une ouverture circulaire

G20
15
10

.05

a.onl

IV — équation des ondedAE = (1/C°) 0°E/dt?; ondes planes et sphériques

Cette équation se résoud par séparation des \e@siahlmettant Ef) de la forme Ef ) T(t) :

AvecT(t) = Ae' + B e™
Il resteAE + KE=00U0k =0 /C

Coordonnées cartésiennesE = 3°E/ox> +0°E/dy* + 0°E/0z?
Coordonnées cylindriques\E = (1/r)a(r dE/Or) /dr + (1/r)* 9°E/06* + 0°El0Z?
Coordonnées sphériquesAE = (1/r)0%(rE)/ar® + (1/r%sind) d(sind AE/36)/00 + (1/sind) 0°E/dg?

Ondes planes progressives :
On a la solution classiquerg) = A e & "9 4 B gikr o
Aveck.rr =k x+ky+kz

Ondes sphériques progressives :

Dans ce cas, la seule variable est r (aucune dépeacdangulaire)

(1/r) O¥(rE) /or*+ KK E =0

En posant rE = X(r) il viend®X /or* + k¥ X = 0 d'ot X= A & .

Et l'onde sphérique est E(r,t) = X(r) T(t) / &e' @ /¢y + B k-0

Ondes cylindriques progressives:

On recherche des solutions en posant ER(r) Z(z) qui vérifient :
(1/rR)a(r OR/AY) Iar + (1/1Z2) 0°El0? + K =0

Posons:

(1/2) °El0Z* + k> = 0 avec knombre réel, alors Zge*'*,?

Il reste a résoudre en remplacant :



(1/rR) A(r OR/N) /or + K - k2 =0
soitd’R/Or* + (1/r)0R/Ar + R K2 = 0 ou K = I - k,?
C’est une équation de Bessel dont la solutiong@(r), et on obtient la solution generale :
Er )= T b((-kI"n) (Ae' "V +Be )
n
z

Dans la suite, on utilisera uniquement les ondegssiveplanes ou sphériques

V — Propagation d’un rayon lumineux : la diffraction de Fresnel

k =2nr/\ (a, B,y) = 21 (U, v, W)
' (a, B,z) cosinus directeurs

X (),2+[3 +'Yz: 1

K u=al/i

vV=p/Ar

w=y/A

Amplitude Ky
fO(X1Y)

Amplitude y Z

Y) Axe optique direction Oz

O
~
~
SN
[—y

Problématigue connaissant I'amplitude)x,y) d’'une onde dans le plan z = 0, comment ewidéd
celle de 'onde{x,y)dans le plan z ?

Une onde monochromatique plane s’exprimefpa B, e '@+ (@x+Byz) -o)

Si on désigne pag(x,y) 'amplitude de I'onde dans le plan z = 0 at fy(x,y) 'amplitude de I'onde
dansle planz,ona:

f0xy) = fo(x,y) € @M 12

L’amplitude d’une onde monochromatique quelcongewg g’exprimer dans le plan origine z=0
sous la forme d’une transformée de Fourier inverse

+o0+00

fox,y) = | | F(u,v) €™“*W) du dv u=u/h,v=p/2

i(2n/x) y z

Dans un plan z quelconque, le résultat précédemétabl £(x,y) = fo(x,y) reste bien sar

valable. ¢, B, y) sont les cosinus directeurs de la direction d@ggation.

V — 1 - Principe d’Huygens Fresnel

On se place dans 'approximation de I'optigquazaxiale, aveca <<y etp<<y de sorte qu'on peut
mettre y = (1 —a? — B> sous la forme plus commode:
vT=1-%+p%)

+o0+00

f.0¢y) = [ [ F(u,v) @™ Wwa) qy dv avec w =y /1



+00+00

fz(X,Y) — eZinZ/?» ‘[ _[F(U,V) e—in/kz(a2+]32) e2i1t (ux +vy) du dv

aveco = UL, =VA,ilsuit:

+00+00

fz(X y) — eZiT[Z/X .[ .[ F(U V) e—inXZ (u2 +v3) eZiT[ (ux +vy) du dv

fz(X,y) — eZiT[ z/\ TFl[F(u ,V) e—ink z (U2 + Vza

on a vu quéTF[e*"*(u) = a (20)'? €*“**" ; on en déduit que la fonctia ™ > est la
transformée de Fourier de la fonctiod[&'* ]/ (i 1 z)*?

—imh z (U2 + V?)

Donc la fonction P(u,v) € est la transformée de Fourier de la fonction

pAx.y) = [€" €I 21 (i 2)
Onavuque TF[f*p] =TF [f] TF [p] = F(u,v) B{v) dou f*p = TFl(F(u,v) P(u,v))

La quantité TE[F(u,v) e™™ 2 * ¥4 est donc égale THF](x,y) * TF e ™2 & *Y(x,y) , c’est &
dire a 6(x,y) * pz(X,y) puisque F(u,v) = TF(x,y) , d'ou :

fz(X,Y) — e2i7r2/7\. fO(ny) * [e i (X2 +y2) /) Z]/ (| N Z)

qui donne la_relation entre 'amplitude de I'ondand le plan quelconque z en fonction de
'amplitude dans le plan origine z = 0

La fonctlon pz(x,y) :e2|7t2/;\. [e in (X2+y2) Nz

1/ (i & z) est appelée propagateur de Fresnel

C’est la réponse impulsionnellg(,y) =6(x,y)) a la diffraction de Fresnel.

f.(x,y) s'appelle la transformée de Fresnel de I'onde

En remarquant que r =Xxy*+2%)/M? = z (1+1/2(%+Y?)/2%) = z +1/2(X+y2)/z

f0y) = folxy) *[2 1 (A1)

Cette formule résume [&incipe d’Huygens Fresnel: chaque point du plan (x,y,0) émet des ondes

sphériques dont 'amplitude egfX,y); I'amplitude £(x,y) de 'onde dans le plan (x,y) a z fixé est la
somme de toutes les amplitudes de ces ondes spbsriq

V — 2 - Transformée de Fourier Fresnel

Développons le produit de convolution

+00+00

fz(X,y) — eZiT[ z/x / (| \ Z)j J‘ fO(X,,y,) e i [(x-x")2 + (y-y)?q / XZdX1 dy1

+00+00

fz(X,)/) — eZin z/\ ein (X2 +y?) I z/ (I \ Z)j j fo(X,,y,) e it (X2+y?)/Arz e-2in (xx*+yy) /n de1 dy’



fo0y) = [€77 2 (i b 2)] €™ XTI ITR[f () @ MY M (u=x/dz, v=yhz)

C'est latransformée de Fourier Fresnel. La transforméecdeiér de §(x’,y’) e ™ ***¥?/*2 ggt

prise pour u = xiz) et v = y/{z). Elle établit la relation entre I'amplitude de I'anfl(x.y) dans le
plan z=0 et I'amplitude de I'onde(k,y) dans le plan.z

En pratique, I'intensité lumineuse L(x,y) est donnée par le carré du module de(k,y) et est
proportionnelle a (K constante dépendant de z):

+00+00

Lxy) = K@) || [fo(x,y) @ ™6+ yAThzg2m W) gy gy’ |2 avec u=x/4z), v=y/(.2)

V — 3 - Diffraction de Fraunhoffer a I'infini

Ce cas particulier se déduit de la transforméerdgnel lorsque z» «

+00+00

B0y = [€2 2 (in2)]] [o(x,y) e W) gy’ dy' avec u=x/z), v=y/(.z)

f,xy) = [€2™2"™ (i h 2)] TF[fo(X,y)](U= a/r, V=P/2)

la figure de diffraction a I'infini est donc la transformée de Fourier de §(x’,y") prise pour
pouru=a/ketv=p/Louaetp sontles cosinus directeurs sur le plan (x,y) da Hirection
d’observation.

V — 4 - Autre formulation de la transformée de Frenel : lien avec les intégrales de Fresnel

Dans le produit de convolution, on pose (x-x) (2/Az)*2 ety = (y-y) (2/az)*? :

+00+00

fz(X,Y) — eZin z/\ / (| A Z)I I fo(X’,Y’) e it [(X-x)2 + (y-y)?] / kzdxr dy’

devient avec ce changement de variables (X et Ysams dimension) :

+00+00

fxy) = €221 (20) [ [fo(x+X(Az/2)2, y+Y (hz/2)M?) '™ ¢+ 29X dY

Cette formulation est utile dans certains cas on peut utiliser lesntégrales de FresnelC(X) et
S(X) définies par :

X X X
C(X) +i S(X) =£ e 2dt =] cos(e 2 /2)dt + i [ sin t2 /2)dt

Spirale de Cornu ensemble d«
points M ( C(x), S(x) )

anel integral: sin

Les intégrales de Fresnel ¢
tabulées et faciles a alculel £
numeériguement.




Intégrales de Fresnel C(x)}—

et S(x)

Onalim C(x)=Ilim S(x)
*— +oo > +o0

Ya

E= 1 I

et lim C(X)=Ilim S(x) = -%
X— -00 *> -00

Remarque sur la parité : C(-x) = -
C(x) et S(-x) = - S(x)

Les intégrales de Fresnel sont des
fonctions impaires

Fresnel integrals: cos

V — 5 - Nombre de Fresnel

On peut considérer qu'on est en diffraction a ifin& la distance z lorsque (x2 + y3 £ << 1, soit
si D’/ A z << 1, D étant une dimension caractéristiqueofiajun diaphragme par exemple). Le
nombre dans dimension :

Ni=D*/Lz
est appelé nombre de Fresnel. Pour étre proche diffinraction a I'infini, on doit avoir N<< 1 .

V — 6 - Masques d’amplitude, masques de phase

Les masques sont des éléments que I'on place deémérat dans le plan z = 0 et qui vont donc
multiplier I'amplitude de I'onde f o(x,y) par une fonction t(x,y) connue

Pour les masques d’amplitude, la transmission)tesyun nombre réel, ils n'ont donc pas d’action
sur la phase de I'onde. Parmi les masques d’andglitlassiques, on peut citer :

- les densités neutres infiniment minces

- les diaphragmes (trou circulaire, fente fine étea rectangulaire, bord)

- les dispositifs partiellement occultants (disgureulaire, fil)

Par exemple, pour un trou circulaire de rayon Rometion de transmission s’écrit :
t(x,y) = 1 pour %+y* < R?
t(x,y) = 0 pour %+y? > R

Les masques de phase agissent sur la phase de.l®npposons qu’'une onde traverse dans le plan
z = 0 un miliewd’indice de réfraction n et de faible épaisseur e(x,y). $ekt 'amplitude de I'onde

a lentrée, elle vaut a la sortight,y) = fo(x,y) @ @M N eXY) 4 &tant la longueur d’onde dans I'air.
Or 'amplitude de I'onde aurait été(£,y) = f, € @MY nour le méme chemin, mais dans I'air.

On en conclut que la transmission t(x,y)&fy) / fi(x,y) est :

t(x,y) = e @M (D etY) 60 un masque de phase d'épaisseur e(x,y) et d’ife n

Une lame quart d'onde de transmissifqy) = e™2ou une lame demi onde de transmission t(x,y)

= e'"sont des masques de phase. Une lentille est urumascgphase quadratique (voir plus loin).



V — 7 - Diffraction d’'une source ponctuelle par untmasque guelcongue

X X X

fin(x1y fout(xry)

Origine O g
< d / rigine Z/ ,
y
y y

Source ponctuelle S Plan du masque Plan d’observation
Amplitude $38(x,y)  Transmission t(x,y) Amplitude £(x,y)

L’amplitude incidentefih(X,y) au plan z = 0 est la transformée de Fresnel deuecs ponctuelle
S 6(X,Y) , dans ce cas particulier, c’est donc la répongaiisionnelle

fncy) = €97 S5 (xy) * [ (i 1 d)

fnlxy) = S [/ (1A d)] [ ]

L’amplitude sortantd,.(X,Yy) du plan z = 0 fait intervenir t(x,y) :

foulx,y) = S [/ (in d)] [e™* "™ t(xy)

L’amplitudef,(X,y) dans le plan z est la transformée de Fresnk) g&,y), Soit :
fLcY) = €5 foulxy) * [" ¢TI E (10 2)

fZ(X1y = - %[e 2ir (z+d)\ / 0\12 d Z)] [ ein (x2+y?) /nd t(X,y)] % [e in (X2 + y?) /kz]

+00+00

fz(X,y) - _ % [e 2ix (z+d) / (}\‘2 d Z)]I J‘ t(X11y1) e it (x2+y?)/rd eifc [(-x)2 + (y-y)3 [ A ZdX1 dy1

fz(X,y) - _ S) [e2i1'r (Z+d)/}“/(7\,2d2)] eiﬂt (x2+y?) hz TF[t(X’,y’) e in/) (X,2+y’2)(1/d+1/2)](u:X/;\.Z, szl}»Z)

Quand d»x, on retrouve la transformée de Fourier Fresnelplug haut. On peut faire une
application immédiate de cette formule avec larddfion de Fresnel par une lentille mince.

V — 8 - Diffraction d’'une source ponctuelle par undentille mince

L’épaisseur traversée par le faisceauneidence normaletombant au point de coordonnées (x,y)
sur la face d’entrée de la lentille, est donnée par

e(x,y) = FI(2R) — (X + Yy’ / (2R) pour la lentille convergente avec R > 0
e(x,y) =d — (X + y?) / (2R) pour la lentille divergente avec R < 0

Le rayon de courbure vaut R = @8 valeur algébriquesur I'axe Oz.



R<O0

CONVERGENTE DIVERGENTE

On obtient t(x,y) pour les différents cas de figswévants (a une constante de phase pres qui vaut
—(in/r) (n-1)r?/R —(2in/2) (n-1)d o )

e ou e selon le cas), avec R1s%& pour le premier dioptre traversé et

R2=GS; pour le second dioptre traversé:

Lentille plan convexe t(x,y) = e (™ CE¥IMDRayer > 0

Lentille bi convexe t(x,y) = e " (EIO-DARZIRL) 3 622 > 0 et R1 < 0
ménisque bi convexet(x,y) = e » (EYI-DARZIRL6R1 > R2 >0
Lentille plan concave t(x,y) = e " EYI0-DR 5 6r < 0

Lentille bi concave t(x,y) = e (™" CE¥M-DAWRZIRL) o R1>0etR2<0
ménisque bi concavet(x,y) = e (™M CE¥IMDARZIRY, 6 R1 < R2< 0

soit | t(x,y) = e ™ YT oy 18 = (n-1)(1/R2-1/R1) est la vergence d lentille.

LY =-S [eZin (z+d)A/(X2 d 2)] én (x2+y2)szF[e—(in/X) (x’2+y’2)(n-l)(1/R2-1/Rl)einlx (x’2+y’2)(l/d+1/z)]
pour (u=xAz, v=y/\z)

fz(X y) - S) [eZin (z+d)A/(7\’2 d Z)] é’n (x2+y?)\z TF[ein/x (xX'2+y'9)(1/d + 1/z — (n-l)(l/RZ-l/Rl)])pour
(u=x/\z, v=yl\z)

On remarque que la TF est particulierement simléds+ 1/z — (n-1)(1/R2-1/R1) = 0, puisqu’on a
alors a faire a la TF de 1, qui n’est autre qu'fometion de Dirad(x,y).
Dans ce cas,

fz(X,y) - _ S) [e 2in (z+d)\ /(7\’2 d Z)] eiT[ (X2+y2) [z S(X,y)

pour la valeur particuliere de z qui est telle lee+ 1/z = (n-1)(1/R2-1/R1)=1/f

Cette relation n’est autre quertdation de conjugaisondes lentilles minces. Elle montre que la
source ponctuelle S est conjuguée avec un poirinkur (fonction de Dirac) dont la position est

donnée par la relation de conjugaison classique.

V — 9 - Diffraction d’une source étendue par un mague quelcongue

L’amplitude incidente;f(x,y) au plan z = 0 est la transformée de Fresad¢hdource étendue
S(x.y):



fin(X,y) — 2indi S(X,y) * [ein (@ +y?) /Xd] / (| \ d)
L’amplitudef,(X,y) dans le plan z est la transformée de Fresn&j@e,y) = fin(X,y) t(X,y) :

fz(X,Y) — eZin z/h fout(xyy) * [e i (X2 +y2) /A Z] / (| N Z)

VI — Diffraction de Fresnel par guelgues masgques dmplitude classiques

Dans tous les exemples qui suivent, on se place ldatas ou le masque est un masque d’amplitude
éclairé par une source ponctuelle S située aninfn va donc calculer 'amplitude de I'onde
diffractée dans le plan z a partir de la transfa'mé Fourier Fresnel du masque de transmission
t(x,y), la constante K représentant les termeshdse qui ne sont pas utiles ici.

+o00+00

fxy) = KJ Jt(x,y) e ®&*Hyairzg2m+w) gy gy’ ol u=x/(A z) et v=y/Q. 2)

VI — 1 - Diffraction de Fresnel par une fente fine

Il s’agit d’'une fonction porte de largeur a, tajiee :
x| >a/2:t(x)=0
x| <a/2:t(x) =1

La seconde formulation de la transformée de Fresstgdlus aisée pour cette question avec le
changement de variab¥e= (x'-x) (2/Az)*? et inversement x’ = x + Xg/2)"*

f,x) = K[t(x+X(az/2)"?) e™*2dx

t(x+X(2z/2)"?) = 1 pour x+X(Az/2)"? > -a/2 entraine X > (-a/2 —XR/(Az))"'?
t(x+X(2z/2)"?) = 1pour x+X(Az/2)"? < a2 entraine X < (a/2 —X2/(Az))"?

Normalisons x en posaht x /a, alors on a (-1/2 —f2&/(Az))"*< X < (1/2 —t) (2&/(Az))?

Ceci définit les bornes d’intégration X1 et X2 emdtion de t = x/a.

f,(t = x/a) = KXIZX 1e"‘ X¥2gX =K [ Jxxlczzos@ X2 [2)dX+i | ij?](n X2 2)dX ]

Ou X1 = (-1/2 —t) 2N¥? et X2 = (1/2 -t) (2N}?avecN = &/(xz) nombre de Fresnel

f(t =x/a) = K[ C(X2)-C(X1L)}t i (S(X2)-S(X1)) ], S et C étant les intégraleskdtesnel

et I'intensité diffractée est donnée par I(t = )& [ { C(X2)-C(X1) }?+ { S(X2)-S(X1) }*]
I(t=x/a) = K[{ C( (1L/2-t)(2N}"*)+C( (1/2+t)(2N}?) }2+ { S( (1/2—t) 2N}?)+S( (1/2+t)(2N}?) }7]

L’intensité est donnée ci dessous pour N = 0.8, €t,25. Pour N=0.2 on est proche de la diffraction
de Fraunhoffer. A N grand, on se rapproche de lir@ngg@omeétrique (en pointillés).



Diffroction Fresnel fente infinie largeur o Oiffraction Fresnel fente infinie largeur a
Position de 1

[ I'ombre ] 081 ]
AL géomeétrique ] :

1 0EF|: i

_ ool - — [} W=t

[ 04 s
cosf ] -

L 02 .

; e [ I 1 1 I

8] 2 & ] 0] 2 £ =}

4 4
x/a %/ a
Diffroction Fresnel fente infinie largeur o Oiffraction Fresnel

fente infini= largeur a
T

HF=2E.0

4 4
%/a %/a

VI — 2 - Diffraction de Fresnel par un fil occultarnt

Il s’agit d’'une fonction porte de largeur a, teijee :

x| >a/2: t(x)=1

x| <a/2: t(x)=0

Avec les mémes notations et changements de vadqaklei dessus, il vient :
X1 ) o ,

ft=x/a)= K[| e™ZdX+] e™"dX]
00- X2

400
Or |

<0

_ X1 X2 0
el X2/2dx =1+i= '[ el X2/2dx +J‘ eim X2/2dx +'[ el X2/2dx d’oul I'on tire
o0 - X1 X2

X2
ft=x/a)= K[1+] -ile”fx“de]

ft=xla)= K[(1 -ffcos(: X2 [2)dX ) +i (1 -f:?zin(n X2 [2)dX )]

ft=x/a)= K[1-C(X2)+CXL¥i(1l-S(X2)+S(X1)) ]

d’ou l'intensité diffractée

I(t) = K [ {1-C( (1/2-t)(2N}?)-C( (1/2+t)(2N}2)} 2 + {1-S( (1/2—t)(2N}?)-S( (1/2+t)(2N}?)}? ]



2.0

VI — 3 - Diffraction de Fresnel par un bord

On étudie le cas de la diffraction par un bord @lec x=0.

Diffraction Fresnel fil infini largeur a

Ombre

Diffroction Fr

! génmé\triql e
2 3 4

% a

eznel fil |

nfini largeur a
T T

x>0: tx)=1
x<0:tx)=0
Avec les mémes notations et changements de vadqaklei dessus, il vient :

00 = K[ tx+X(Az/2)") e™ 2 dx

2,07

1.5

Diffraction Fr

esnel fil infini largeur a
T T

Diffroction Fr

esnel fil infini largeur a
T T T

t(x+X(2z/2)"?) = 1 pourx+X(Az/2)"? > 0 entraine X > —X2/(Az))"?
t(x+X(2z/2)"?) = 0 pourx+X(1z/2)"? < 0 entraine X < —X2/(Az))"?

+00 i
f,(t = x/a) = KIX 1e”‘ ¥2gx  0ou X1 =-x (2Kz))"?

0 ) X1 . ) oot ,
Or (J) e™X2ax = 1/2 +il2 =J0e”‘X 24x +£ le”‘X 2dx  d'ou I'on tire

™ nxe X1
fAx)= K j)glnx 2dx =K [1/2 +il2 _Ie(;nx 24x ]

f(x)= K[(1/2-] chos(c X2 [2)dX ) +i ( 1/2 -Ixogin(n X2 [2)dX )]

f,(x) = K[1/2 - C(XL)+i ( 1/2- S(X1))] d’ou lintensité diffractée



1) = K[{L1/2 + C(x (2/02))"*)}? +{ 1/2 + S(x (2/£2))"*) }*]

Ciffraction de Fresmel par un bord rectiligne en <=0
T T T T T 1 T T T T T T T T

Diffraction de Fresnel par
un bord rectiligne en x =0

On a représenté l'intensité
en fonction de la variable
sans dimension x (2/£))*?

0.5

Ombre géométrique

2 4
xeqridlambdas /2.3

VI — 4 - Diffraction de Fresnel par une fenétre carée de coté a

Diffraction de Fresnel
par une ouverture
carrée de coté a

On a représenté

seulement, pour raisc
de symétrie, la partie
duplanx>0ety>0

On utilise encore la seconde formulation de ladfi@mée de Fresnel, dans laquelle les variables en
X ety se séparent puisqu’on a un produit de deatesfq et gindépendantesn x ety :

fooy) = €272 1 (20) [ fo(x+X(hz/2)2 €™ dX [ goly+Y(3z/2)"?) ™2 dY

L’intensité résultante est le carré du module fey) ou I'on voit encore apparaitre les intégrales
de Fresnel C(t), S(t), C(s), S(s), t et s étantvdeisbles normalisées obtenues en posant t ®ixda
=y /a. Les bornes des deux intégrales ci dessudemsuivantes :

selon X :

(-1/2 =) (N2 < X < (1/2 —t) (2N)"?

etselon Y :

(-1/2 —s)(2N)2< ¥ < (1/2 =s)(2N)2

avec N = 4(Az)nombre de Fresnel



VI — 5 - Diffraction de Fresnel par une ouverture aculaire

On utilise ici la transformée de Fourier Fresnel

+00+00

fxy) = KIJt(cy) e ™6 yaltzg2mux+w) gy gy’ ol u=x/¢. z) et v=y/{. 2)

Le probléme étant & symétrie cylindrique, cettagfarmée de Fourier devient ummansformée de
Hankel définie au début du chapitre avetarx'2 + vy u =(x? + V)L ) = r/Q. Z):

+0

f(n = K IO t(r) e™™'*2 r Jy(2nur) dr oliu=r/fz2)

Diffraction de Fresnel par
une ouverture circulaire de
rayon R.

Pour N=0.2 on est proche
la diffraction de
Fraunhoffer.

Pour N grand, on se
rapproche de 'ombre
géomeétrique du trou.

Une tache centrale sombre
correspondant g(D)=0
apparait pour N entier pair,
c’est la tache de Poisson,
caractéristique de la
diffraction a distance finie.

f,(0) varie en effecomme I
fonction sinftN/2).

[

T T

La fonction masque est donnée par :
r<R:t(r)=1

r>rR:t(r)=0

f(n= K To e™ 2 pJ(2rur) dr olu=r/2)

On normalise les variables en posant r' = x R=eyR , d'ou il vient :
f(y) = K }O ™Rz oy B2 xy R L 2) dx

Posons N = B A z nombre de Fresnel

1
fy) = K Io e™* x J(2zN xy) dx



et l'intensité diffractée dans le plan z est proiponelle a :

1 1
Iy=r/R) =[] 0cosm\l x2) X J(2nN xy) dx P + [J osin(nN x2) X Jo( 2nN xy) dx

VI — 6 - Diffraction de Fresnel par un anneau circlaire de rayon intérieur R et extérieur Re

Il y a maintenant une occultation centrale de raggnavec les mémes notations et normalisations
rr=x R etr=yR que pour 'ouverture circulade rayon R, on obtient :

Re/R

f(y) = K Il ™ x 3(2nN xy) dx

Re/R Re/R

Iy=rR) =[] 1cos¢cN x2) X J(2nN xy) dx P + [J 1sin(nN x2) X J( 2nN xy) dx P

Diffraction de Fresnel par
un anneau circulaire de
rayon intérieur occultant R
et de rayon extérieur Re =
30 R.

Pour N grand, on se
rapproche de 'ombre
géomeétrique du disque
occulteur.

f,(0) varie comme la
fonction :
sin(aN(RE/R?- 1)/2 )

En conséquence, une tache
centrale lumineuse, dite
tache de Poisson,(0)
maximum), apparait pour
certaines valeurs de N.

Tache centrale de Poiss
dans les phénomenes de
diffraction de Fresnel a

distance finie
A gauche diffraction par
un diaphragme circulaire

a droite : diffraction par
un disque plein
(Ombre géométrique en trait

blanc)




VIl — diffraction a I'infini par un réseau plan

Les réseaux de diffraction constituent les élémeatispersifs des spectrographes. Le faisceau
incident produit par le collimateur est en lumi@aalléle. On observe la figure de diffraction a
linfini du réseau au foyer de l'objectif de chambrUn réseau de diffraction plan peut étre
représenté simplement par la fonction :

res(x,y) = [Ma (X) * (Ig(x) My (X)) 1My (y) = f(x) g(y)

ou L est la largeur du réseau dans la directidf &st la largeur du réseau dans la direction wtd e
la distance entre deux traits du réseau dansdatitin x, et a est la largeur de chaque trait deae
dans la direction X1 est la fonction porte de largeur LI& est la fonction peigne de période d.

K i angle de diffraction
¢ = azimuth

>y Plan du réseau
__________________________ N traits, distance

X T N d L=Nd entre 2 traits

_________________ B IR B Largeur L=Nd,

““““““““““““““ profondeur H

res(x,y) est un produit de deux fonctions indépateaf(x) et g(y) qui se séparent. La figure de
diffraction a I'infini est donc donnée par le praces transformées de Fourier sur x et y:

R(u,v) = F(u) G(v) = TH[1(u) TF[g M J(u) TFR](v)
On sait que THlJ(u) = a sinfua) / @ua), TF[1x](v) = H sin@vH) / (nvH)
+00 +o N-1

TF[LL4 M J(u) = JLHd(x) M.(X) e Zmux gy — | 5 §(x-nd) € 2 ux
o © n=0

ou N est le nombre de traits du réseau (donc Ld}.N

N-1 400 . N-1 . . .
TF[H_[d I_IL](U) =3 J' 6(x-nd) e 2im ux dx =3 e-2|nu nd _ (1_ e 2ituNd ) / (1_ e—2mud)
n=0oo - n=0

TR M) =e ™" M9 [sinuNd) / singud)]
Et finalement:

R(u,v) =aHe ™MV [sin(rua) / ua)] [singvH) / (rvH)] [sin(zuNd) / singud)]



On en déduit que l'intensité diffractée vaut R(IR¥{u,v) (R* quantité conjuguée) :
I(u,v) = 1o/N? [sin(rua) / (rua)]? [sin(zvH) / (rvH)]? [sin(zuNd) / singrud)]?

C’est le produit de la figure de diffraction pareufente de dimensions a * H multipliée par une
fonction d’interférence des N fentes de distanteriaente d.

Evaluons maintenant les cosinus directeurs u eowv figure):
Le vecteur d’onde diffracté a pour coordonniégsin i cosy, sin i sine, cos i), on en déduit :

u =sinicosp /A, u cosinus directeur de k'aur I'axe Ox
v =sinisine /A, v cosinus directeur de kiaur I'axe Oy

Les maxima sont observés lorsqueud = mt, m entier, soit u = sin i cog / L = m/d ce qui
constitue lgormule des réseaux

VIII — Diffraction de Fresnel au foyer d’'une lentille convergente

On se situe dans le cas d’'une onde plane d’amplifudui traverse un masque quelconque t(x,y)
. . . . —(i 2. 2
guelconqueccoléa une lentille convergente de distance focaletfalesmissiore (inf2) Ge+yalt

txy) 4 X
Onde plane I

d’amplitude A I

>
I f

" >

o 7 z
A 4 TF‘/y

y
Plan du masque (quelconque)  Plan de Fourier
de transmission t(x,y) u=x/Af, v=y/f
et de la lentille convergente Amplitude %(x,y)
de transmission au foyer de la lentill
@ ~(Im/h) (ey?)it converaent

L'amplitude incidenteif(x,y) au plan z = 0 est({X,y) = A ; en sortie, elle devient
foulX,y) = A t(x,y) e (7 0t

Dans le plan (x, y) de la lentille convergente ern £ I'amplitude de I'onde est donnée par la
transformée de Fourier Fresnel :

fiogy) = [ A ] eI ITEu(x,y?) e XYM (U=, v=yiaf)

fi(x,y) = [eZi“f/ M (i A1) g (e +y?) /“TF[ At(X,y) e (i) (x2y2)f gim (2 +y?) ,“]
qui se simplifie immediatement (en raison de latosz = f au foyer) en :

fixy) = A[e2™ Y (iaf)] e ™ TYIRITER(C,y)(u=x/ Af, v=y/hf)



On constate ainsi qu’on observe au foyer de ladllerbnvergente une quantité proportionnelle a la
transformée de Fourier du masque TF[t(x’,y")](u,v) pour u=kf, v=y/Af. Mais il y a un terme de

phase quadratiquéépendant de x et de y eff * *¥)*Tqui est génant.

VIl — 1 - Montage 2f a transformée de Fourier

Pour éliminer le terme de phase quadratiouéeédene I (¢ +y9) 101 qui multiplie la transformée de

Fourier, on utilise de préférence le montage 2daquel le masque (quelconque) de transmission
t(x,y) est placé au foyer objet de la lentille ehmplus accolé a la lentille.

_1F
Onde plane
d’amplitude IX X
A I diffraction de Fresnel diffraction de Fresnel
f f
—l
>
O
! 1<) z
1
y v y
Plan du masque Lentille convergente  Plan de Fourier u=xif, v=y/if
au foyer objet de la de transmission au foyer image de la lentille
lentille convergente g ~(im/h) (x+y2)f convergente
Transmission t(X,y) Amplitude %(x,y)

L’amplitude incidente au plan z = -f est A ; entsxrelle devient A t(X,y)

Dans le plan (x, y) de la lentille convergente en @, 'amplitude de I'onde incidente est donnée
par la transformée de Fresnel :

fO(ny) — eZiﬂ:f/?» A t(X,y) * [e in (X2 + y?) /Xf]/ (| A .I:)
et 'amplitude de I'onde sortante egixfy) @ (™ (YNt

Dans le plan (x, y) de la lentille convergente er % I'amplitude de I'onde est donnée par la
transformée de Fourier Fresnel :

ff(X,y) — [e2i7r fl X/ (I \ f)] e im (x2+y?) /0 f TF[fo(X,y) e —(in/A) (x2+y?)/f ein x2+y?) /n f](u:X/Kf, V:y/7\,f)
ce qui se simplifie en(k,y) = [€®" "% (A )] e™ I TE[f(x, )] (U=X/Af, v=y/Af)
ff(X,y) = -A [e4iﬂ: f/k/ ()\’2 .I:Z)] ei11: (x2+y2) /nf TF[t(X,y)* e im (X2 + y?) /A f](U:X/)\,f, V=y/)\,f)

ff(X,y) = -A [e4iﬂ: f/k/ ()\’2 .I:Z)] ei11: (x2+y2) /0 f TF[t(X,y)] TF[ein (@ +y2) In f](U:X/)\,f, V=y/)\,f)

i £ (u2 +

La fonctione ) est la transformée de Fourier de la fonctio & ¥ 1/ (i & )

—imh £ (

fixy) = Ae™ 2/ i nf)] e™ 0+t @ MWV ey W] pour u=xif, v=y/af)

fi(x,y) = A[e* ™2/ (i nf)] TF[t(x,Y)](u=x/ Af, v=y/if)




le terme de phase quadratique a disparu dans ctageo?f, on observe domae foyer imagede la
lentille convergente (plan de Fourierp transformée de Fourier du masque placé au foyer
objet. Le montage 2f effectue donc dans son ensemble untrdction de Fraunhoffer.

VIl — 2 - Montage 4f et filtrage optique

Si I'on place un masque de transmission m(x,y)ogerfimage de la lentille ci dessus, dans le plan
de Fourier, on obtient une amplitude filtrée égalgroduit :

ix,y) = AR A )] TF[txY)] (U=X/Af, v=y/Af) m(x,y)

S— I
———

Onde plane A A A

d’amplitude A| * X X X X
Diffraction A Diffraction | Diffraction A Diffraction

—» |deFresnel | de Fresnel ; de Fresnel | de Fresnel

Y AUIEWAY f f I\,..\f ————— —ﬁ a >
xX3Y) mAY) f
4
\ \
y y y y y
masque Lentille Masque de Lentille Plan d’observation
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Au foyer image de la premiére lentille (plan de k@®uou plan pupille) , on a vu que I'onde subit
une premiere diffraction de Fraunhoffesaon amplitude est la TF de I'objet

fi(x,y) = A 1 (A f] TEIX,y)](u=x/ M, v=y/if)



Dans le plan de Fourier, les fréquences spatialetsfitrées par le masque de transmission m(x,y).
L’'onde d’amplitude 4x,y) m(x,y) subit ensuite une seconde diffractidea Fraunhoffer, dont
'amplitude au foyer image de la seconde lentiie:e

far(x,y) = - A[¥ 21 (L ) TE[ TF[t(x,y)](U=x/Af, v=y/Af) m(x,y) J(U=xif, v=y/if)
or TE[TF[t(x,y)](u=x/Af, v=y/A)](U=x/Af, v=y/f) = (A )2 t(- X, -y)
Si M(u,v) est la transformée de Fourier du masdtrarit m(x,y),

TF[M(X,Y)](u=x/f, v=y/Af) = M(X/Af, y/Af)
La TF d’'un produit de 2 fonctions est égale au pitode convolution des deux TF, donc :

for(x,y) = - A [€¥ ' ] t(-x,-y) * M(X/ A, y/Af)

Les signes — dans t(-x,-y) indiquent un retourndnalenl'image ; le montage 4f permet ainsi de
former une image filtrée qui apparait commepuoduit de convolution du masque d’entrée avec
la transformée de Fourier du masque filtrant.

Introduisons maintenant :
- les angles décrivant fépartition angulaire dans le plan d’observatian = x/f etay = y/f
- lesfréguences spatiales angulaireghombres sans dimensiom) = u / (1/f) = fueta, = v/
(1/f) = f v, décrivant la répartition angulaire des fréquersgegiales

Considérons la fonction m(Xfu, y=ifv) :
La fonction masque mka,  Aay) est appelée fonction de transfert de modulationudfiltrage ou
MTF (Modulation Transfer Function).

Sa transformeée de Fourigl( a,/A, ay/)) est appelée fonction d’étalement du point ou PSfPoint
Spread Function)

Nous allons maintenant appliquer ces deux coneelatgormation des images.

IX — Formation des images astronomiques

On considere le montage optique suivant, dans légbget astronomique est situé a une distance
d—oo de I'objectif de l'instrument, que I'on assimilaua diaphragme d’amplitude (ouverture finie)
de transmission m(x,y) suivi d’une lentille de sarissione ™" ®*YI | -amplitude décrivant
I'objet est A t(x,y) dans le plan (x,y) de I'objet.

pupille
Onde plane
d’amplitude A IX X
diffraction de Fraunhoffe diffraction de Fresnel
_ "

y
Plan de I'objet de Masque m(x,y) et Plan d’observation
Transmission t(X,y) lentille convergente au foyer image de la
de transmission lentille convergente

o ~(in) e+ Amplitude £(x,y)



IX — 1 — Formation des images en lumiére cohérentamplitudes additives)

L’amplitude de I'onde dans le plan z=0 a I'entréendasque (ouverture de la lunette) est obtenu par
une diffraction de Fraunhoffer puisquesa :

fon(y) = A[e 2™ M (i L d)] TF[E(X,y)](u=x/d, v=y/id)
A la sortie du masque (ouverture de la lunetteledh lentille, on a : _ .
fo (xy) = A[Z™ M (i L d)] TFIE(X,y)](u=x/d, v=yind) m(x,y) e ¢ et

L’amplitude %(x,y) dans le plan d’observation au foyer de la lengk¢ maintenant donnée par la
transformée de Fresnel :

fixy) = [€2 7 (A D] e™CTYIRITEf(x,y) e ™ EF YA (u=x/Af, v=y/Af)
fi(x,y) = -A [e2™ ™V 2df)] e ™ T YIMTEITE[(X,y)](u=x/ Ad,v=yhd) m(x,y)] (U=xAf,v=y/\f)
Or TF[TF[t(x",y")](u=x/Ad, v=yAd)](u=x/Af,v=y/Af) = (A d)? TE[TF[t(AdX’, Ady)]](u=x/Af,v=y/Af)
Et TF[TF[t(dX’, Ady)[J(u=x/Af,v=y/Af) = t(-xd/f, -yd/f)
Posons TF[M(x,y)] (u=xf,v=y/Af) = M(x/), y/Af)
La TF d’'un produit de 2 fonctions est égale au piiode convolution des deux TF, donc :
fe(x,y) = -A [e®™ ™V (dff)] e Yy xdff, -yd/f) * M(x/ Mf, y/Af)
Introduisons comme précédemment :

- les angles décrivant fépartition angulaire dans le plan d’observatian = x/f etay = y/f

- lesfréguences spatiales angulaireghombres sans dimensiom) = u / (1/f) = fueta, = v/
(1/f) = f v, décrivant la répartition angulaire des fréquersgegiales

fixy) = -A [ ™ (dif)] e ™Y t(-y d, -y d) * M(a/A, oy/L)

ou encore avec afx, -ay) = t(-oxd, -0,d) fonction de répartition angulaire de 'amplitudie I'objet,
les signes — indiquant un renversement :

fi(x,y) = -A [e 2T (d/fy] e ™M o(ay, - ay) * M(ax/h, ay/h)

L'amplitude de I'onde au foyer de I'instrument estdonc une convolution entre I'objet et la
transformée de Fourier du masque décrivant I'ouvertire du télescope.

Fonction d'etalement du point PSF
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La fonction masque miay  Aay) est la MTF (Modulation Transfer Function) de I'instrument :
elle représente la réponse impulsionnelle dans légm pupille.

Sa transformée de Fourier M@/A, ay/2) est la PSF (Point Spread Function) de I'instrumet :
elle représente la réponse impulsionnelle dans légm image.

Ces résultats ci dessus ne sont valables qu’eiraggaohérent pour lequel les amplitudes sont
additives. En éclairage incohérent, les amplitutesont plus additives et il faut travailler sus le
intensités.

IX — 2 — Formation des images en lumiére incohéreat(intensités additives)

La relation image/objet établie ci dessus devierlteiereincohérente:

I(X,y) = K O(-0x, -ay) * M(a,/A, ay/2)

O(-ay, -ay) est la fonction de répartition angulaire deensités de I'objet M(ax/A, ay/)) est la
PSF ou transformée de Fourier de la MTF, qui est miatenant la fonction d’autocorrélation
du masque me m (hay  Aay). La PSF est aussi égale au carré du module detfansformée de
Fourier du masque m(x,y): M(ax/A, ay/A) = |TF[M(X,y)](ax/A, ozy/)u)|2

On calcule souvent la PSF (A, ay/A), puis la MTF (autocorrélation m m (hoy |, Aoy)) par
transformation de Fourier de la PSF.

IX — 3 - MTF et PSF d’une ouverture circulaire de myon R en lumiére incohérente

La fonction m(r)e m(r) ol f = x*+y* se calcule analytiquement: c’est l'autocorrélatite la
fonction portdlg(r). On trouve :

m(r) e m(r) = R [ 2 arc cos(1/2R) — (t/R) (1 - (12R)"?]

d’ou I'on tire en posant r %oy,

MTF(hau) =R? [ 2 arc coskau/2R) — (uay /R) (1 - (uay /2R) )74 ]

En normalisant, par RA et la fonction partR?, on obtient :
MTF(aw) =(1/m) [ 2 arc cosfy/2) —au (1 - @ /2 )*?]

La PSF est le carré du module de la transformédamdzel du masque, c’est a dire d’'une fonction
porte de rayomlg(r) ; elle vaut normalisée a l'unité:

PSF(U) = [d2tuR) / fuR)F

Et en posant u &/%, on obtient | PSF@,/2) = [J1(2r a; R/A) / (@ a, R/A)]?

puis en normalisant, parA/R, on peut tracer :
PSF6r) = [J(2nar) / (m 0‘r)]z

On a représenté ci dessous la MTF et la PSF emragancohérent pour une lunette d’ouverture
circulaire de rayon R (formules analytiques ci ds¥sainsi que pour un télescope a occultation
centrale de rayon 0.5 R et 0.9 R (un anneau, ciituiumériqguement).

La PSF d'une ouverture circulaire est une fonctiantype [J(u)/u]® . Celle d’un anneau tend en
limite vers une fonction du typeo[di)]* lorsque I'occultation centrale devient totale.

La MTF admet uné&équence de coupurey, = 2 R/A soituc = 2 [R/ (AM)].
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X — Filtrage des images astronomiqgues dans un plarupille
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v v
lunette plan image plan pupille plan image
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Désignons par t(x,y) 'image solaire fournie paluaette en son foyer.

On peut réaliser un filtrage optique sur la TF féerau foyer de la premiére lentille L1. Pour ce
faire, on dispose dans le plan de Fourier ou plgillp un masque de filtragern,y).

L’amplitude de I'onded(x,y) au foyer de la lunette, selon les résultateous a propos de la
formation des images, est proportionnelle a:

fo(x,y) = O(-0, - aty) * M( /A, oy /A) = t(x,y)

o(-ax, - ) est la répartition angulaire de I'objet obsereéspleil) et Mg, /A, ay/A) la TF de
I'objectif m(x,y) ou pupille d’entrée de la lunette

Dans le plan de Fourier au foyer image de la prenigntille L1, on a une premiére diffraction de
Fraunhoffer ; son amplitude est :

fru(x,y) = [€*™ ™%/ (i 0 )] TFHX,Y)](u=x/Af1, v=y/ify)

Comme TF[t(x,y)](u=Xkf;, v=y/Af;) = TF[o(x,y)* M(x/Af,y/Af)] pour (u=xif;, v=y/Af;), on voit
gue les frequences spatiales de I'objet astronomique oobservables dans le plan pupille
maismodulées par la transmission de la pupille avec foguence de coupureselon :

f(x,y) = [€* ™%/ (i n )] TFo(X.y)(U=x/Af1, v=yfy) m(-xf/fy, -yf/f)

La réponse impulsionnelle est I'image de la pupilld’entrée de la lunette m(-xf/f, -yf/f1).

On effectue maintenant un filtrage des fréquengegiales dans le plan pupille par le masque
mr(x,y). Dans le plan image au foyer image de la séedentille L2, on a une seconde diffraction
de Fraunhoffer ; son amplitude est :



fra(x,y) = - [ "1 (W7 1 )] TRITFIt(x,Y)](U=X/Af1,v=y/Af1) me(x,y) Ju=x/Af2,v=y/Af)
or TE[TF[t(x,y)](u=xAf1,v=yMf)](U=x/AFo,v=y/Afo) = O F1)? t(-XFu/fo,-yEu/f2)

Si M¢(u,v) est la transformée de Fourier du masque fil@ant m¢(x,y), on en conclut :

fro(x,y) = - fulfo [@®™ ™) t(-Xfo/fo,-yfo/f2) * M(X/Afa, YIAfD)

Dans le plan focal de L2, on forme donc une noeviellage renversée résultant du filtrage optique
des fréquences spatiales dans le plan pupille.

XI — Une application : le coronographe de Lyot

Objectif occulteur L1 diaphragme L2
A A
B S [T A
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v v
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fréquences
spatiales ¥(x ,y)
~ R - g
TF TF

Désignons par t(x,y) I'image solaire fournie parluaette. Au foyer de la lunette, on place un
masque d’amplitude a occultation centrale (un disgu un cone occulteur);(®,y) dont le role est
d’éliminer Iimage du disque solaire et de ne tragtire que celle de la couronne® 6is moins
lumineuse. Néanmoins, il faut éliminer un maximum défauts instrumentaux avant de voir
apparaitre la couronne dont la luminosité estfadde. En particulier, la diffraction die aux berd
de I'objectif d’entrée (lunette) et a ses défawdsfabrication (bulles, traits, rayures) introdusind
'image du limbe solaire de la lumiére diffuséedes fréquences spatiales parasites que I'on peut
filtrer sur la TF formée au foyer de la premienatilée L1. Pour ce faire, on dispose dans le plan d
Fourier ou plan pupille un second masque, le degrhe de Lyot i{Xx,y).

Désignons par t'(x,y) = t(x,y) KX,y) I'image solaire fournie par la lunette et dndisque est
occulté par le masquei(n,y).

Dans le plan de Fourier au foyer image de la prex@ntille L1, on a une premiere diffraction de
Fraunhoffer ; son amplitude est :



fu(x,y) = [&* ™/ (i A F)] TFIE(X,Y)I(U=X/AT, v=yiAfs)

On effectue maintenant un filtrage des fréquenpasiales dans le plan pupille par le diaphragme
my(X,y). Dans le plan image au foyer image de la sdedentille L2, on a une seconde diffraction
de Fraunhoffer ; son amplitude est :

fro(xy) = - ["""*/ (O f1 f2) ] TRITFIE(Y)I(U=x/Mf1,v=y/A 1) mp(x,y) [(u=xifz,v=yif,)
or TR[TF[t'(X,y)](U=x/Af1,v=yME D) (U=XIAF2,v=y/fo) = (b f1)? £ (-XE 1/f2,-yfa/f2)

Si My(u,v) est la transformée de Fourier du diaphraghrarit my(x,y),

fro(X,y) = - fiffo [@¥™ /%] t(-XF offo,-yF/f2) * Mo(X/Af2, YIAF2)

Comment choisir le diaphragme de Lyot ? Dans la gFourier, on a une image de la pupille
d’entrée de la lunette. Le rayon extérieur du diagime doit filtrer les hautes fréquences et limiter
la lumiére diffractée par les bords de I'objeatif;un petit écran central filtrera quant a luibasses
fréquences (réflexions parasites dans I'objectif).

Cette lentille est placée en A (fig. 2) et elle forme I'image du Soleil
sur un disque B en laiton noirei qui déborde le Soleil dune quinzaine de
secondes seulement. Une lentille de champ C, placée derriére le disque,
produit une image 4" A" de la lentille 4 sur un diaphragme D dont le
centre est occupé par un petit écran E. Les bords du diaphragme arrétent
la lumiére diffractée par les bords de la premiére lentille. Le petit écran
arréte la lumiére des iluéges solaires produites par réflexion sur les faces de

Description
originale du
principe du
coronographe
par Bernard
Lyot, parue er
1932

Fig. 2. Sehéma du coronographe.

cette lentille. Derriere le diaphragme et I'écran, & I'abri de la lumiere
diffusée, un objectif F, tres fortement corrigé, forme en B’ B” une image

Annhexe

Rappels sur la corrélation croisée et la fonctiod’autocorrélation

Le produit de corrélation croisée de deux fonctiigr’$ et g(x’) est défini par
+00
feog(x)=]fX)gx+x)dx ol f¥x’) est la quantité cojuguée de f(x)

feg(x)= f(-x)*g(x)



si f et g sont paires et réelles, aloms § (x) = ge f (x) = f(x) * g(x) et convolution ou corrélation
croisée sont identiques

TF[f e g] = TF[f*(-x)] TF[g(x")], formulation équivalent a :

TF[f o g] = (TF[f])* TF[g]
ou (TF[f])* désigne la quantité conjuguée de TFf].

Le produit d’autocorrélation de f(x’) est définirpa

+o0
fef(x)=[fx)f(x+x) dx ol f*x’) est la quantité cmjuguée de f(x’)
TF[f o f] = (TF[f])* TF[f]=| TF[f]| 2

La transformée de Fourier de la fonction d’autoglation fe f est égale a la densité spectrale de
puissance | TF[ff]



