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Avant-propos

L’objectif de ce cours est d’établir les équations générales régissant tous les milieux continus, qu’ils soient
solides ou fluides.

Les développements qui suivent se placent dans le cadre de laphysique classique (non relativiste et non
quantique). Les équations générales des milieux continus sont donc les conséquences des quatre principes
fondamentaux de la physique classique1 :

1. le principe de la conservation de la masse ;
2. le principe fondamental de la mécanique ;
3. le premier principe de la thermodynamique, encore appeléprincipe de la conservation de l’énergie ;
4. le second principe de la thermodynamique.

En ce qui concerne le principe fondamental de la mécanique, l’auteur a choisi résolument de conserver
le principe fondamental de Newton, c’est-à-dire celui qui est généralement posé dans les cours de méca-
nique générale élémentaires. Ce choix est un choix pédagogique : plutôt de commencer la mécanique des
milieux continus par l’énoncé d’un nouveau principe fondamental (le principe des travaux virtuels ou des
puissances virtuelles2), il semble préférable à l’auteur de se baser sur les connaissances classiques acquises
en mécanique générale. Les connaissances préalables de mécanique générale nécessaires à la lecture de ce
cours se résument aux trois théorèmes généraux pour des ensembles de points matériels (finis ou non) :

1. le théorème de la résultante dynamique ;
2. le théorème du moment dynamique ;
3. le théorème de la puissance cinétique (dérivée temporelle de l’énergie cinétique).

La lecture de ce cours suppose aussi une maîtrise suffisante de l’algèbre et de l’analyse tensorielle3 ainsi
que de la cinématique des milieux continus4.

Dans la mesure du possible, on respectera les conventions typographiques suivantes :

– les nombres réels sont en minuscules italiques (exemple :a,µ);
– les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exemple :vvv);
– les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exemple :TTT);
– les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entre crochets, à deux indices, l’indice de

gauche est l’indice de ligne, et l’indice de droite est l’indice de colonne :
[m11 m12 m13

m21 m22 m23
m31 m32 m33

]
=
[
mi j

]

– la transposition des matrices est notée avec unT en exposant (exemple :MT );
– les espaces d’entités mathématiques sont en majuscules doublées (exemples : l’espace des réels :R,

l’espace des vecteurs de dimension 3 :V3).
– le produit vectoriel de deux vecteurs deV3 est noté «∧ ».

1. En fait, on peut démontrer que si le principe de la conservation de l’énergie est universel et si les grandeurs calorifiques sca-
laires ou vectorielles sont objectives, les deux premiers principes (masse et mécanique) en sont des conséquences (voir l’article
http://hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/60/02/61/PDF/MMCEnergetique.pdf).

2. Dans ce cours, ils apparaîtont donc comme des théorèmes.
3. L’auteur propose un autre cours intituléAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus.
4. L’auteur propose un autre cours intituléCinématique des milieux continus.
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Chapitre 1

Concepts fondamentaux

Avant d’aborder l’écriture des principes fondamentaux et leurs conséquences pour les milieux continus, il
est nécessaire d’introduire des concepts indispensables àla bonne compréhension des chapitres suivants.

1.1 Les domaines de milieux continus

Dans l’étude des milieux continus, on applique les principes fondamentaux à des domaines de milieux
continus. Comme on va le voir, on peut définir deux sortes de domaines. Dans la littérature spécialisée, les
auteurs ne précisent pas toujours quelle est la définition dece qu’ils appellent domaine de milieu continu,
et cette imprécision est à l’origine de nombreux malentendus. On consacre cette section à en donner des
définitions rigoureuses.

1.1.1 Domaine matériel

DÉFINITION : Un domaine matériel est défini par l’ensemble des particules(a priori en mouvement) qui
le constituent.

Si une particule appartient au domaine matériel à un instantt, elle lui appartient donc à tout instant.

REMARQUE : Étant défini par les particules qui le constituent, un domaine matériel a la même définition pour tous les
observateurs1.

Un domaine matériel se déplace et se déforme en raison du mouvement de ses particules2. Quand on
considère un domaine matériel, on dit souvent que « l’on suitle domaine dans son mouvement ».Il n’y a
donc pas de matière qui traverse la frontière mobile. Le domaine matériel étant en mouvement, l’ensemble
des positions actuelles de ses particules définit une régionde l’espace qui change à chaque instant.

NOTATIONS :

– un domaine matériel sera notéD m (c’est un ensemble de particules);

– le domaine de l’espace qu’il occupe à l’instant t sera notéD m
t ;

– sa frontière à l’instant t sera notée∂D m
t .

VOCABULAIRE : En thermodynamique, les domaines matériels sont appeléssystèmes fermés3.

1. Imaginer que l’on a peint en rouge toutes les particules du domaine matériel.
2. Ce mouvement est différent pour chaque observateur.
3. Avec parfois une petite nuance : les thermodynamiciens supposent parfois implicitement que la frontière étanche à la matière

est fixe. Nous ne ferons évidemment pas cette restriction.
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1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.1.2 Domaine géométrique

DÉFINITION : Un domaine géométrique est défini par l’ensemble des points géométriques deE3 qui le
constituent.

Comme pour tout domaine, la frontière d’un domaine géométrique est une surface fermée. Quand le milieu
continu est en mouvement, les particules qui sont dans le domaine géométrique à un instantt ne sont pas
les mêmes que celles qui s’y trouvent à un instantt ′. On dit que le domaine géométrique est « traversé par
le milieu continu ». Il y a donc des particules qui traversentla frontière (ou une partie de frontière), en
entrant ou en sortant du domaine géométrique.

Dans ce cours, les frontières des domaines géométriques seront considéréesa priori comme mobiles pour
l’observateur choisi, mais le mouvement de ses frontières est sans rapport avec celui des particules qui s’y
trouvent.

REMARQUE : Un domaine géométrique étant défini par des points deE3, chaque observateur attribue une position et
un mouvement différent aux points de sa frontière. Toutefois, puisque tous les observateurs attribuent la même distance
à tout couple de points géométriques(M1,M2), la forme du domaine géométrique à un instant donné est la même pour
tous les observateurs.

NOTATIONS :

– Un domaine géométrique sera notéD g (c’est une région de l’espaceE3 délimité par une frontière);

– Le domaine de l’espace qu’il occupe à l’instant t sera notéD g
t ;

– Sa frontière (a priori mobile) à l’instant t sera notée∂D g
t .

VOCABULAIRE : En thermodynamique, les domaines géométriques sont appeléssystèmes ouverts. En mécanique des
fluides, ils sont souvent aussi appelésvolumes de contrôle4.

1.1.3 Comparaison entre les deux types de domaines

Les deux types de domaines on chacun leur intérêt :

– Les domaines matériels sont les préférés des mécaniciens des solides déformables.En effet, leur
sujet d’étude est le comportement d’un objet déformable toujours constitué des mêmes particules :
les particules de l’objet déformable.

– Les domaines géométriques sont les préférés des mécaniciens des fluides.En effet, en mécanique des
fluides (liquides ou gaz), on ne se préoccupe que de l’évolution des grandeurs physiques des parti-
cules qui sont à l’intérieur du domaine géométrique à un certain instant, plutôt que de se préoccuper
de l’histoire individuelle des particules, notamment lorsqu’elles sont hors du domaine géométrique.

REMARQUE : Les mécaniciens des fluides qui n’envisagent que des domaines géométriques supposent souvent im-
plicitement (et parfois un peu trop vite) que ces domaines géométriques ont des frontières fixes. Il n’est pas toujours
possible de trouver un observateur pour lequel le domaine géométriqueest fixe. Par exemple, si on considère le domaine
géométrique défini comme l’espace à l’intérieur d’une turbomachine, ily a des parties de frontières qui sont mobiles
(les aubages qui tournent) par rapport à d’autres parties de frontières (les parois) et il n’est pas possible de trouver
un observateur pour lequel toutes les frontières du domaine géométrique sont fixes. C’est pourquoi dans la suite, pour
ne pas restreindre la généralité des équations, les frontières d’un domaine géométriques seronta priori considérées
comme mobiles (mais le mouvement des frontières est sans rapport avec celui des particules du milieu continu).

4. En thermodynamique comme en mécanique des fluides, il est parfois sous-entendu que les frontières d’un domaine géométrique
sont fixes (pour un certain observateur).
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1.2. Grandeurs physiques extensives

1.2 Grandeurs physiques extensives

DÉFINITION : On dit qu’une grandeur physique globaleAAA (scalaire, vectorielle ou tensorielle) évaluée
pour un domaineD (matériel ou géométrique) est extensive si sa valeur pour ledomaineD est la somme
des valeurs deAAA pour tous les sous-domaines d’une partition quelconque deD :

AAA extensive et
{
D = ∪n

i=1D i et D i ∩D j = /0 (i 6= j)
}

⇒ AAA (D ) =
n

∑
i=1
AAA (D i)

Dans ces conditions, on peut affirmer5 qu’il existe un champ défini dans le domaineD , appelédensité
volumique deAAA et notéAAA v(M) tel que :

AAA (D ) =
∫
D

AAA
v(M) dv

Toutes les grandeurs physiques ne sont pas extensives. Les grandeurs physiques non extensives sont dites
intensives.

EXEMPLES : Le volume (scalaire), la masse (scalaire), l’énergie cinétique (scalaire), la quantité de mouvement (vec-
teur) sont des grandeurs extensives.
La température (scalaire), la pression (scalaire), la déformation (tenseur d’ordre 2) sont des grandeurs intensives.

1.2.1 Application à un domaine matériel

Puisque dans un domaine matériel, les particules qu’il contient sont toujours les mêmes, on peut identifier
ses particules indifféremment par la méthode de Lagrange (par leur position de référence) ou par la méthode
d’Euler (par leur position actuelle). La position de référence du domaine matériel sera notéeD m

0 .

Si AAA est une grandeur extensive, sa valeur actuelle pour le domaine matérielD m peut s’écrire de deux
manières :

AAA (D m,t) =
∫
D m

t

AAA
v
E(xxxt ,t) dvt =

∫
D m

0

AAA
v
L(xxx0,t)KvL(xxx0,t) dv0 (1.1)

oùKv est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont l’état de référence estD m
0

6. Le terme
KvL(xxx0,t) est sa description de Lagrange.

PRÉCISIONS: Pour passer de l’intégrale sur le domaine actuelD m
t à l’intégrale sur le domaine de référenceD m

0 , on
effectue le changement de variablexxxt = fff (xxx0,t), où fff est la description de Lagrange du mouvement7. On a donc :

AAA
v
E(xxxt ,t) = AAA

v
E( fff (xxx0,t),t) = AAA

v
L(xxx0,t)

(
= AAA v(P,t)

)
et dvt = Kv dv0

1.2.2 Application à un domaine géométrique

Contrairement aux domaines matériels, on ne peut identifierles particules qui sont actuellement dans un
domaine géométrique que par la méthode d’Euler, car ce sont les valeurs deAAA v pour les particules qui sont
actuellement dans le domaine qui sont l’objet de l’intégration (elles ne sont peut-être plus dans le domaine
D

g
t ′ à un autre instant).

En conséquence, la valeur actuelle de la grandeur extensiveAAA (D g,t) s’écrira exclusivement avec une des-
cription d’Euler du champAAA v :

AAA (D g,t) =
∫
D

g
t

AAA
v
E(xxxt ,t) dvt (1.2)

5. Théorème de Radon en théorie de la mesure.
6. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 4.7
7. Voir Cinématique des milieux continus, du même auteur, section 2.2 et 2.4

3



1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.3 Rappel : dérivées temporelles d’intégrales à bord variables

Que les domaines envisagés soient matériels ou géométriques, on aura besoin, dans les chapitres qui
suivent, d’écrire la dérivée temporelle d’intégrales sur ces domaines. Les frontières du domaine d’inté-
gration sonta priori variables avec le temps.

La variation temporelle d’une intégrale de volume dont le domaine d’intégration varie avec le temps est
due à la fois à la variation temporelle de l’intégrande et à lavariation temporelle du domaine d’intégration.

On rappelle le résultat mathématique suivant8:

ddd
dt

∫
D t

AAA
v(xxx,t) dvt =

∫
D t

∂∂∂
∂t
AAA

v(xxx,t) dvt +
∫

∂D t

AAA
v(xxx,t)(vvvf ·nnnt) dst (1.3)

où :

– AAA v(xxx,t) est un champ défini dans une portion l’espaceE3 contenant tous les domainesD t (∀ t appar-
tenant à l’intervalle d’étude[t1,t2]) ;

– vvvf est la vitesse despoints de la frontièredu domaine d’intégration ;
– nnnt est la normale unitaire extérieure actuelle à la frontière∂D t .

1.4 Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine
matériel

SoitAAA une grandeur extensive dont la densité volumique estAAA v(P,t).

Si le champAAA v est décrit par la méthode d’Euler

La valeur actuelle de la grandeur extensive pour le domaine matérielD m est :

AAA (D m,t) =
∫
D m

t

AAA
v
E(xxxt ,t) dvt (voir (1.1) page 3)

Le domaine d’intégrationD m
t est variable avec le temps. Le domaine étant matériel, la vitesse d’un point

de la frontière du domaine d’intégration est la vitesse de laparticule qui s’y trouve, on a donc :vvvf = vvv(P,t).
En vertu du théorème (1.3), la dérivée temporelle deAAA (D m,t) s’écrit donc :

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t) dvt +

∫
∂D m

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvvE(xxxt ,t) ·nnnt) dst (1.4)

Le champvvvE(xxxt ,t) étant défini dans tout le domaine d’intégration, on peut utiliser le théorème de la diver-
gence9 pour transformer l’intégrale de frontière en une intégralede volume.

En remarquant que :AAA v
E(xxxt ,t)

(
vvvE(xxxt ,t) ·nnnt

)
=
(
AAA v

E(xxxt ,t)⊗vvvE(xxxt ,t)
)
·nnnt , il vient :

∫
∂D m

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvvE(xxxt ,t) ·nnn) dst =

∫
D m

t

div
(
AAA

v
E(xxxt ,t)⊗vvvE(xxxt ,t)

)
dv (siAAA est scalaire,⊗ est un produit simple)

On obtient ainsi une seconde expression de la dérivée temporelle deAAA (D m,t) :

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

( ∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t)+div

(
AAA

v
E(xxxt ,t)⊗vvvE(xxxt ,t)

))
dvt (1.5)

8. Voir le coursAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus, du même auteur, section 4.3
9. Voir le coursAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus, du même auteur, section 3.8
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1.4. Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine matériel

En développant la divergence10, on obtient une troisième expression de la dérivée temporelle deAAA (D m,t) :

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

( ∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t)+gradEAAA

v(xxxt ,t) ·vvvE(xxxt ,t)+divEvvv(xxxt ,t)AAA
v(xxxt ,t)

)
dvt

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

(
ȦAA

v
E(xxxt ,t)+dvE(xxxt ,t)AAA

v(xxxt ,t)
)

dvt (définition de la dérivée particulaire) (1.6)

où :

– ȦAA
v
E est la description d’Euler de la dérivée particulaire11 de la densité volumiqueAAA v ;

– dvE = divEvvv= TrDDD est la description d’Euler du taux de dilatation volumique actuel.

Si le champAAA v est décrit par la méthode de Lagrange

La valeur actuelle de la grandeur extensive pour le domaine matérielD m est :

AAA (D m,t) =
∫
D m

0

AAA
v
L(xxx0,t)KvL(xxx0,t)dv0 (voir (1.1) page 3)

où KvL est la description de Lagrange de la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont l’état
de référence estD m

0 .

Le domaine d’intégrationD m
0 est, par définition, indépendant du temps. La vitesse des points de la frontière

du domaine d’intégration est donc nulle (vvvf = 000). En vertu du théorème (1.3) page 4, la dérivée temporelle
deAAA (D m,t) est donc :

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

0

∂∂∂
∂t

(
AAA

v
L(xxx0,t)KvL(xxx0,t)

)
dv0 (d’après (1.3) page 4) (1.7)

=
∫
D m

0

ddd
dt

(
AAA

v
L(xxx0,t)KvL(xxx0,t)

)
dv0 (xxx0 ne dépend pas det)

=

∫
D m

0

(
ȦAA

v
L(xxx0,t)+AAA

v
L(xxx0,t)

d
dt KvL(xxx0,t)

KvL(xxx0,t)

)
KvL(xxx0,t)dv0

ddd
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

0

(
ȦAA

v
L(xxx0,t)+AAA

v
L(xxx0,t)dvL(xxx0,t)

)
KvL(xxx0,t)dv0 (1.8)

où :

– ȦAA
v
L est la description de Lagrange de la dérivée particulaire dela densité volumiqueAAA v ;

– KvL est la description de Lagrange de la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont
l’état de référence estD m

0 ;

– dvL =
K̇v
Kv

= K̇vL
KvL

= K̇vE
KvE

= TrDDD = divEvvv est la description de Lagrange du taux de dilatation volumique
actuel.

Les trois équations (1.4) page 4, (1.5) page 4 et (1.6) page 5 (avec des descriptions d’Euler), ainsi que les
deux équations (1.7) et (1.8) (avec des descriptions de Lagrange) sont toutes des expressions équivalentes
de la dérivée temporelle deAAA (D m,t) sur un domaine matérielquandAAA est une grandeur extensive. On peut
les utiliser indifféremment, selon les termes que l’on a envie de voir apparaître.

10. Voir le coursAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus, du même auteur, section 3.8
11. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 2.7
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1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.5 Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine
géométrique

SoitAAA une grandeur extensive dont la densité volumique estAAA v(P,t).

Dans un domaine géométrique (de frontièrea priori variable avec le temps), la seule manière de décrire les
grandeurs des particules qui s’y trouvent est la méthode d’Euler :

AAA (D g,t) =
∫
D

g
t

AAA
v
E(xxxt ,t) dvt (voir (1.2) page 3)

Le domaine d’intégrationD g
t esta priori variable avec le temps, mais contrairement au domaines matériels,

la vitesse des points de la frontière est sans rapport avec lavitesse des particules du milieu continu qui s’y
trouvent. En vertu du théorème (1.3) page 4, la dérivée temporelle deAAA (D m,t) s’écrit donc :

d
dt
AAA (D g,t) dvt =

∫
D

g
t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t) dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvv

f ·nnnt) dst (voir (1.3) page 4) (1.9)

REMARQUE : S’il existe un observateur pour lequel toute la frontière du domaine géométrique est fixe, alorsvvvf = 000
et, pour cet observateur, l’intégrale de bord disparaît.

On obtient une seconde expression de la dérivée temporelle deAAA (D g,t) en notant que le théorème de la
divergence implique :

∫
D

g
t

div
(
AAA

v
E(xxxt ,t)⊗vvvE(xxxt ,t)

)
dvt =

∫
∂D g

t

AAA
v
E(xxxt ,t) (vvvE(xxxt ,t) ·nnnt) dst (siAAA est scalaire,⊗ est un produit simple)

En ajoutant le terme de gauche et en retranchant le terme de droite de cette équation à l’équation (1.9), il
vient :

d
dt
AAA (D g,t) dvt =

∫
D

g
t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t)+div

(
AAA

v
E(xxxt ,t)⊗vvvE(xxxt ,t)

)

︸ ︷︷ ︸
τττ

dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvv

f −vvvE) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦΦΦ
(1.10)

où :

– le termeτττ est appelétaux12 de production volumiquedeAAA (unité : [AAA ].m−3.s−1) ;

– le terme
∫
D

g
t

τττ dvt est appelétaux de production internedeAAA (unité : [AAA ].s−1) ;

– le termeΦΦΦ est appeléflux entrant13 deAAA à travers la frontière (unité : [AAA ].s−1).

La nouvelle expression (1.10) de la dérivée temporelle deAAA (D g,t) est souvent appeléeéquation de bilan
de la grandeurextensiveAAA pour le domainegéométriqueD g.

On interprète cette équation en disant que la variation temporelle de la grandeur extensiveAAA dans le do-
maine géométriqueD g est due à la production interne deAAA à l’intérieur du domaine géométrique et au flux
entrant deAAA à travers la frontière.

En développant la divergence dans l’expression deτττ, on obtient une troisième expression de la dérivée

12. Attention, ici le mot « taux » signifie ici une dérivée temporelle simple et non une dérivée temporelle logarithmique comme on
l’a vu dans d’autres contextes. Ces dénominations, consacrées par l’usage, peuvent induire en erreur.

13. Certains auteurs appellent « flux » l’intégrande deΦΦΦ. Son unité est alors : [AAA ].m−2.s−1.
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1.6. Rappel : lemme fondamental

temporelle deAAA (D g,t) :

d
dt
AAA (D g,t) dvt =

∫
D

g
t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E(xxxt ,t)+gradEAAA

v(xxxt ,t) ·vvvE(xxxt ,t)+divEvvv(xxxt ,t)AAA
v
E(xxxt ,t)

)
dvt+

∫
∂D g

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvv

f −vvvE(xxxt ,t)) ·nnnt dst

d
dt
AAA (D g,t) dvt =

∫
D

g
t

(
ȦAA

v
E(xxxt ,t)+dvE(xxxt ,t)AAA

v
E(xxxt ,t)︸ ︷︷ ︸

τττ

)
dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E(xxxt ,t)(vvv

f −vvvE(xxxt ,t)) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦΦΦ

(1.11)

oùdvE = K̇v
Kv

= divEvvv= TrDDD est la description d’Euler du taux de dilatation volumique actuel.

Les équations (1.9), (1.10) et (1.11) sont toutes des expressions équivalentes de la dérivée temporelle de
AAA (D g,t) sur un domaine géométriquequandAAA est une grandeur extensive. On peut les utiliser indifférem-
ment, selon les termes que l’on a envie de voir apparaître.

1.6 Rappel : lemme fondamental

THÉORÈME : SoitAAA (M) un champ (scalaire, vectoriel ou tensoriel) défini dansE3 et soit un domaine
D ⊂ E3. On a l’équivalence suivante :

∀D
∫
D

AAA (M) dv= 000 ⇔ ∀M AAA (M) = 000 (1.12)

Autrement dit : si l’intégrale d’un champ est nulle quel que soit son domaine d’intégration, alors le champ
est nul.

Ce lemme (la démonstration est donnée en annexe A.1 page 69) sera systématiquement utilisé dans les
chapitres qui suivent pour déduire les expressions localesdes principes fondamentaux.

1.7 Convention de notation

Pour alléger les écritures, on convient de ne plus faire figurer dans la suite du cours les arguments des
descriptions d’Euler et de Lagrange. Il est sous entendu quela description de Lagrange d’un champ pour
un certain observateurR a pour arguments(xxx0,t) et que sa description d’Euler a pour arguments(xxxt ,t).

1.8 En bref...

Pour appliquer les principes fondamentaux de la physique classique, on raisonne sur deux sortes de do-
maines : les domaines matériels et les domaines géométriques.

Ces domaines ont en général des frontières (ou des parties defrontières) variables avec le temps.

Les grandeurs physiques extensives permettent de définir des champs de densités volumiques de ces gran-
deurs, qui peuvent être décrits par la méthode de Lagrange (seulement pour les domaines matériels) ou par
la méthode d’Euler (pour les domaines matériels ou géométriques).

7



1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

Suivant le type de domaine (matériel ou géométrique) et suivant le mode de description (Lagrange ou Euler)
du champ de densité volumiqueAAA v, les dérivées temporelles d’une grandeurextensiveAAA (D ,t), définie sur
un domaine s’écrivent sous différentes formes :

– sur un domaine matérielD m (description d’Euler ou de Lagrange):

ddd
dt
AAA (D m,t) =

ddd
dt

∫
D m

t

AAA
v
E dvt =

∫
D m

t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E dvt +

∫
∂D m

t

AAA
v
E (vvvE ·nnnt) dst (1.13)

=
∫
D m

t

( ∂∂∂
∂t
AAA

v
E +div(AAA v

E ⊗vvvE)
︸ ︷︷ ︸

τττE

)
dvt (1.14)

=
∫
D m

t

(ȦAA
v
E +dvE AAA

v
E︸ ︷︷ ︸

τττE

) dvt (1.15)

ddd
dt
AAA (D m,t) =

ddd
dt

∫
D m

0

AAA
v
L KvL dv0 =

∫
D m

0

(ȦAA
v
L +dvL AAA

v
L︸ ︷︷ ︸

τττL

)KvL dv0 (1.16)

– sur un domaine géométriqueD g (description d’Euler uniquement):

ddd
dt
AAA (D g,t) =

ddd
dt

∫
D

g
t

AAA
v
E dvt =

∫
D

g
t

∂∂∂
∂t
AAA

v
E dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E (vvv

f ·nnnt) dst (1.17)

=
∫
D

g
t

( ∂∂∂
∂t
AAA

v
E +div(AAA v

E ⊗vvvE)
︸ ︷︷ ︸

τττE

)
dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E (vvv

f −vvvE) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦΦΦ
(1.18)

=

∫
D

g
t

(ȦAA
v
E +dvEAAA

v
E︸ ︷︷ ︸

τττE

) dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E (vvv

f −vvvE) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦΦΦ

(1.19)

où

– vvvf est la vitesse d’un point de la frontière d’un domaine géométrique ;
– Kv est ladilatation volumiqueactuelle (dans une déformation dont l’état de référence estD m

0 ) ;
– dv est letaux de dilatation volumiqueactuel ;
– τττ est le taux de production volumique deAAA à l’intérieur du domaine (matériel ou géométrique) ;
– ΦΦΦ est le flux deAAA entrant dans le domaine géométrique à travers les fontières(convection). Il est nul

pour les domaines matériels.
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Chapitre 2

Conservation de la masse

2.1 Concept de masse en mécanique des milieux continus

La masse est une mesure de la quantité de matière.

Par principe, la masse d’un domaine est une grandeurscalaire(un tenseur d’ordre 0),extensive(la masse
d’un domaine est la somme des masses d’une de ses partitions)et objective(sa valeur est la même pour
tous les observateurs).

Dans le cadre d’un modèle continu de la matière se trouvant dans un domaine, l’extensivité permet d’af-
firmer l’existence dans ce domaine d’un champ de densité volumique de masse appelémasse volumique
actuelle, traditionnellement notéeρ 1.

– La masse d’un domaine matérielD m, de position de référenceD m
0 et de position actuelleD m

t peut
s’écrire avec une description de Lagrange ou une description d’Euler des masses volumiques (voir
(1.1) page 3, avecAAA = m etAAA v = ρ scalaires) :

m(D m,t) =
∫
D m

t

ρE(xxxt ,t) dvt =
∫
D m

t

ρE dvt

=
∫
D m

0

ρL(xxx0,t)KvL dv0 =
∫
D m

0

ρL KvL dv0

où Kv est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont l’état de référence estD m
0 , et

KvL est sa description de Lagrange.
– La masse d’un domaine géométriqueD g s’écrit uniquement avec une description d’Euler du champ

des masses volumiques (voir (1.2) page 3, avecAAA = M etAAA v = ρ scalaires):

m(D g,t) =
∫
D

g
t

ρE(xxxt ,t) dvt =
∫
D

g
t

ρE dvt

2.2 Principe de la conservation de la masse

Une des manières d’exprimer le principe de la conservation de la masse est le suivant2:

PRINCIPE : La masse de tout domaine matériel est invariante dans le temps.

1. On devrait la notermv
t ou ρt

2. On peut exprimer le principe de la conservation de la masse dedifférentes manières. Celle choisie ici, exprimée pour un domaine
matériel, semble la plus intuitive à l’auteur. D’autres préfèrent l’exprimer avec un domaine géométrique, en disant que la production
de masse y est nulle (voir (1.10) page 6). Dans ce cours, l’expression du principe sur un domaine géométrique devient un théorème.
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2. CONSERVATION DE LA MASSE

Si le champ des masses volumiques du domaine matériel est décrit par la méthode d’Euler, le principe de
la conservation de la masse pour un domaine matérielD m s’écrit :

0=
d
dt

m(D m,t) =
d
dt

∫
D m

t

ρE dvt (voir (1.1) page 3)

=

∫
D m

t

(∂ρE

∂t
+divE(ρvvv)

)
dvt (voir (1.14) page 8) (2.1)

=
∫
D m

t

(ρ̇E +ρE dvE) dvt (voir (1.15) page 8) (2.2)

où :

– ρ̇E est la description d’Euler de la dérivée particulaire de la masse volumique actuelle ;
– dvE = divEvvv= TrDDD est la description d’Euler du taux de dilatation volumique actuel.

Si le champ des masses volumiques du domaine matériel est décrit par la méthode de Lagrange, le principe
de la conservation de la masse pour un domaine matérielD m s’écrit :

0=
d
dt

m(D m,t) =
d
dt

∫
D m

0

ρL KvL dv0 (voir (1.1) page 3)

=
∫
D m

0

(ρ̇L +ρL dvL)KvL dv0 (voir (1.16) page 8) (2.3)

où :

– ρ̇L est la description de Lagrange de la dérivée particulaire dela masse volumique actuelle ;
– KvL est la description de Lagrange de la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont

l’état de référence estD m
0 ;

– dvL = divEvvv= TrDDD est la description de Lagrange du taux de dilatation volumique actuel.

2.3 Forme locale du principe de la conservation de la masse

Le principe de la conservation de la masse est vrai quel que soit le domaine matériel considéré. En vertu
du lemme fondamental rappelé en (1.12) page 7, on peut en déduire des expressions locales du principe de
la conservation de la masse :

On déduit de (2.1) et (2.2) page 10 que3 :

∂ρ
∂t

+divE(ρvvv) = ρ̇+ρ dv = 0 ⇔
ρ̇
ρ
=−dv (2.4)

oùdv =
K̇v
Kv

= divEvvv= TrDDD est la description d’Euler du taux de dilatation volumique actuel.

Cette équation différentielle est l’écriture locale de la conservation de la masse. Elle est souvent appelée
équation de continuité4.

Le taux de dilatation volumique (concept cinématique) est l’opposé du taux de variation (dérivée temporelle
logarithmique) de la masse volumique.

REMARQUES :

1. En remarquant quėρE +ρE dvE est le taux de production volumique de masse (voir (1.19) page 6, avecAAA = m),
on interprète l’équation de continuité (2.4) en disant que quand le principede la conservation de la masse

3. On a enlevé les indicesE inutiles car par définitionAAA E(xxxt ,t) = AAA L(xxx0,t) = AAA (P,t).
4. Cette dénomination est consacrée par l’usage. La « continuité » évoquée ici n’a rien à voir avec la continuité des applications

qu’on évoque en mathématiques.
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2.4. Bilan de masse pour un domaine géométrique

est vrai, le taux de production volumique de masse dans le domaine est nul. Il est possible de prendre cette
conclusion comme principe fondamental, l’équation locale (2.4) est alors un principe dont on peut déduire les
expressions globales sur un domaine matériel ou géométrique.

2. On obtient le même résultat en utilisant le lemme (1.12) page 7 sur les expressions globales lagrangiennes de la
conservation de la masse (2.3) page 10 (la dilatation volumiqueKv est toujours strictement positive).

L’équation différentielle (2.4) peut s’intégrer temporellement entre les instantst0 et t :

ρ̇
ρ
=−dv =−

K̇v

Kv
⇒ ρ =

C
Kv

⇔ ρL(xxx0,t) =
C

KvL(xxx0,t)

Pourt = t0, on a : KvL(xxx0,t0) = 1 et ρL(xxx0,t0) = ρ0(xxx0) oùρ0(xxx0) est la masse volumique de la particulexxx0

à l’instant de référencet0 (masse volumique « initiale »). On en déduit queC= ρ0(xxx0). On a donc :

KvL =
ρ0(xxx0)

ρL(xxx0,t)
=

ρ0(P)
ρ(P,t)

⇔ Kv =
ρ0

ρ
(2.5)

Le principe de la conservation de la masse implique l’égalité entre la dilatation volumique actuelleKv

(concept cinématique) et le rapport des masses volumiques initiale et actuelle.

Dans une déformation entre les instantst0 et t, la masse volumique n’est donc pas constante en général.
Elle ne l’est que dans une déformation isovolume5 (Kv = 1).

2.4 Bilan de masse pour un domaine géométrique

Dans un domaine géométriqueD g, la masse du milieu continu contenu dans le domaine ne se conserve pas
au cours du temps. En effet :

d
dt

m(D g,t) =
∫
D

g
t

ρ̇E +dvE ρE︸ ︷︷ ︸
τm=0

dvt +
∫

∂D g
t

ρE (vvv
f −vvvE) ·nnnt dst

︸ ︷︷ ︸
Φm

(voir (1.19) page 8 avecAAA = m)

d
dt

m(D g,t) =
∫

∂D g
t

ρE (vvv
f −vvvE) ·nnnt dst = Φm (2.6)

où :

– vvvf est la vitesse des points de la frontière du domaine géométrique;

– Φm est le débit massique entrant à travers la frontière du domaine géométrique.

La dérivée temporelle de la masse contenue dans un domaine géométrique est égale au débit massique
entrant à travers la frontière.

REMARQUE : L’énoncé ci-dessus peut aussi bien être pris comme principe de la conservation de la masse, et on peut
en déduire la forme locale et la forme globale pour un domaine matériel comme étant des théorèmes.

2.5 Densités massiques

La distribution dans un domaineD (géométrique ou matériel) d’une grandeur physique extensiveAAA peut
aussi se décrire par des densités massiquesAAA m (unité : [AAA ].kg−1) plutôt que par des densités volumiques
AAA v (unité : [AAA ].m−3). On a évidemment :AAA v = ρAAA m.

5. En termes de tenseurs de déformation entret0 et t, la conditionKv = 1 se traduit par detUUU = detVVV = 1 ou encore dans le cas des
petites perturbations par : Trεεε = 0 (voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, sections 4.7 et 4.12.1).
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2. CONSERVATION DE LA MASSE

Pour un domaine matériel :

AAA (D m,t) =
∫
D m

t

AAA
v
E dvt =

∫
D m

t

ρEAAA
m
E dddvt =

∫
D m

t

AAA
m
E dm (2.7)

=
∫
D m

0

AAA
v
L KvL dv0 =

∫
D m

0

ρLAAA
m
L KvL dv0 =

∫
D m

0

AAA
m
L ρ0dv0 =

∫
D m

0

AAA
m
L dm (2.8)

Pour un domaine géométrique :

AAA (D g,t) =
∫
D

g
t

AAA
v
E dddvt =

∫
D

g
t

ρEAAA
m
E dddvt =

∫
D

g
t

AAA
m
E dm (2.9)

On obtient de nouvelles expressions de la dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine qui
seront utiles dans la suite quand on utilise des densités massiques.

On a établi en (1.15) page 8 que pour un domaine matériel :

d
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

(ȦAA
v
E +dvE AAA

v
E) dvt

=
∫
D m

t

(
(ρEAAA

m
E )̇ +dvE ρE AAA

m
E

)
dvt (AAA v

E = ρE AAA
m
E )

=
∫
D m

t

(ρE ȦAA
m
E + ρ̇EAAA

m
E +dvE ρE AAA

m
E︸ ︷︷ ︸

000

) dvt (conservation de la masse, voir (2.4) page 10)

d
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

t

ȦAA
m
E dm (2.10)

De même, toujours pour un domaine matériel, à partir de (1.16) page 8, il vient :

d
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

0

(ȦAA
v
L +dvL AAA

v
L)KvL dv0

=

∫
D m

0

(
(ρLAAA

m
L )̇ +dvL ρL AAA

m
L

)
KvL dv0 (AAA v

L = ρL AAA
m
L )

=
∫
D m

0

(
ρL ȦAA

m
L + ρ̇LAAA

m
L +dvL ρL AAA

m
L︸ ︷︷ ︸

000

)
KvL dv0 (conservation de la masse, voir (2.4) page 10)

d
dt
AAA (D m,t) =

∫
D m

0

ȦAA
m
L ρ0 dv0 =

∫
D m

0

ȦAA
m
L dm (KvL =

ρ0
ρL

, voir (2.5) page 11)(2.11)

Enfin, pour un domaine géométrique, en utilisant (1.19) page8:

d
dt
AAA (D g,t) =

∫
D

g
t

(ȦAA
v
E +dvEAAA

v
E) dvt +

∫
∂D g

t

AAA
v
E (vvv

f −vvvE) ·nnn dst

=
∫
D

g
t

(
(ρEAAA

m
E )̇ +dvE ρEAAA

m
E

)
dvt +

∫
∂D g

t

ρEAAA
m
E (vvvf −vvvE) ·nnn dst (AAA v

E = ρE AAA
m
E )

d
dt
AAA (D g,t) =

∫
D

g
t

ȦAA
m
E dm+

∫
∂D g

t

ρEAAA
m
E (vvvf −vvvE) ·nnn dst

︸ ︷︷ ︸
ΦΦΦ

(2.12)

où :

– ΦΦΦ (unité : [AAA ].s−1) est le flux deAAA entrant à travers la frontière du domaine géométrique (il est nul
pour un domaine matériel) ;

– ȦAA
m
= τττρ−1 est la dérivée particulaire de la densité massiqueAAA m ; c’est aussi le taux de production

massiquede la quantité extensiveAAA à l’intérieur du domaine.
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2.6. En bref...

2.6 En bref...

La masse d’un domaine matériel est une grandeur scalaire, extensive, objective et invariante dans le temps,
qui mesure la quantité de matière contenue dans le domaine matériel.

L’expression locale du principe de la conservation de la masse pour un milieu continu est une équation
différentielle appeléeéquation de continuité.

La masse d’un domaine géométrique est variable dans le tempscar de la matière traverse les frontières.

On peut calculer la dérivée temporelle d’une grandeur extensiveAAA sur un domaine matériel ou géométrique
avec des intégrales de volume de densités volumiquesAAA v ou bien avec des intégrales de masse de densités
massiquesAAA m.
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Chapitre 3

Principe fondamental de la dynamique

3.1 Rappel de mécanique générale

3.1.1 Observateurs galiléens

DÉFINITION : Un observateur galiléen est un observateur pour lequel le mouvement des points matériels
obéit à la loi de Newton : fff = mγγγ.

On ne peut savoir si un observateur est galiléen ou non qu’en faisant des expériences pour vérifier si les
prédictions de la loi de Newton sont correctes ou non pour cetobservateur1.

EXEMPLES D’ EXPÉRIENCES: La loi de Newton prédit qu’un point matériel sans vitesse initiale et soumisà une force
constante se déplace en ligne droite. Elle prédit aussi qu’un pendule lâché sans vitesse initiale oscille dans un plan fixe.

Si pour un observateur, les prédictions de la loi de Newton sont considérées comme suffisamment correctes,
on peut déclarer comme galiléen cet observateur. Déclarer galiléen un observateur, c’est donc accepter une
certaine approximation dans la confrontation avec des expériences.

EXEMPLES : Si on assimile un objet pesant à un point matériel, et si on utilise un observateur lié à la terre pour analyser
son mouvement, cet objet est soumis à une force constante (en première approximation) : son poids2. Lâché sans vitesse
initiale, la loi de Newton prévoit que sa trajectoire est une droite colinéaire aupoids. En première approximation, on
peut constater que c’est vrai, cependant des mesures fines mettenten évidence une petite déviation vers l’est.
De même, si on observe le mouvement d’un pendule simple, on constateque, pour un observateur terrestre, son plan
d’oscillation est sensiblement fixe. Mais une observation plus fine (pendule de Foucault) montre que ce plan tourne à
une faible vitesse. Selon que l’on considère que la déviation vers l’est dela chûte des corps ou que la vitesse de rotation
du plan d’oscillation d’un pendule sont négligeables ou non, on décide siun observateur terrestre est galiléen ou non.

Tous les observateurs dont le mouvement par rapport à un observateur galiléen est une translation à vitesse
constante sont aussi des observateurs galiléens car pour tous ces observateurs l’accélération d’un point
matériel est la même. On ne peut donc pas distinguer un observateur galiléen absolu.

La loi de Newton fff = mγγγ n’est donc pas une loi universelle3. On peut la rendre artificiellement universelle
en ajoutant aux forces extérieures agissant sur un point matériel des forces extérieures fictives appelées
forces d’inertie(d’entraînement et de Coriolis). La loi de Newton est alors vraie pour tous les observateurs,
mais les forces extérieures agissant sur un point matériel sont la somme de forces réelles4 et de forces
fictives ; elles ne sont plus les mêmes pour tous les observateurs.

1. On rappelle que la valeur de l’accélération d’un point matériel dépend de l’observateur utilisé pour observer le mouvement.
2. Il faut faire l’expérience dans le vide pour éliminer l’action de l’air.
3. C’est-à-dire valable pour tous les observateurs. La seule mécanique dont les lois sont universelles est celle de la théorie appelée

Relativité généraledue à Einstein.
4. C’est-à-dire dont la source est identifiée.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.1.2 Rappel des théorèmes généraux

On montre en mécanique générale, que pour tout ensemble de points matériels (fini ou infini), dont le
mouvement est observé par un observateur galiléen, les trois théorèmes qui suivent rassemblent toutes les
conséquences des lois fondamentales énoncées par Newton5 pour des points matériels :

1. Théorème de la résultante dynamique :
THÉORÈME : La résultante dynamique (somme des quantités d’accélération) est égale à la résul-
tante des actions mécaniques extérieures.

2. Théorème du moment dynamique :
THÉORÈME : Le moment dynamique en un point (somme des moments en ce pointdes quantités
d’accélération) est égale au moment en ce point des actions mécaniques extérieures.

3. Théorème de la puissance cinétique :
THÉORÈME : La puissance cinétique (dérivée temporelle de l’énergie cinétique) est égale à la
somme de la puissance des efforts extérieurs et de la puissance des efforts intérieurs.

REMARQUE : Ces théorèmes sont encore vrais pour un observateur non galiléen si on ajoute aux forces extérieures des
forces d’inertie fictives d’entraînement et de Coriolis.

3.2 Application aux domaines matériels

On considère maintenant un domainematérielde milieu continu (c’est-à-dire un ensemble de particules,
voir la définition en (1.1.1) page 1). On noteD m

t la position actuelle de ce domaine matériel. Ce domaine
contient une infinité de particules. Son extérieur est par définition le reste de l’univers.

DÉFINITION : On appelle actions mécaniques extérieures à un domaine l’action mécanique de l’extérieur
du domaine sur ce domaine.

L’objet de la mécanique (des milieux continus ou non) est de trouver les relations entre le mouvement du
domaine matériel6 choisi et les sollicitations mécaniques de son extérieur.

3.2.1 Efforts extérieurs sur un domaine matériel

Les actions mécaniques extérieures sur un domaine matérielde milieu continu peuvent se classer en deux
catégories : les actions mécaniques à distance et les actions mécaniques de contact.

Modélisation des actions mécaniques extérieures à distance

Les actions mécaniques extérieures à distance agissent surtoutes les particules du domaine. On les modélise
par un champ de densité volumiquede force7, qu’on noterafff v (unité : N.m−3) ou par un champ de densité
massique de forces que l’on noterafff m (unité : N.kg−1 = m.s−2).

Le vecteurfff v représente la force totale par unité de volume (gravitationnelle, électrostatique. . . ) exercée
par le reste de l’univers sur la particule.A priori, la valeur de cette densité volumique de force dépend du

5. La loi fff = mγγγ, et l’action d’un point matériel sur un autre est uneforcecolinéaire à la droite qui joint les deux points matériels
(interactions de Newton).

6. On verra plus loin comment on peut envisager des domaines géométriques
7. Noter que l’on n’envisage pas de densité volumique de moment.De ce fait, on élimine la possibilité d’actions magnétiques.

Le comportement électromagnétique des milieux continus n’est pas envisagé dans ce cours. Il demanderait une refonte de toutela
cinématique des milieux continus : la position à un instantt d’un milieu continu n’est pas complètement décrite par la seuleposition
actuelle de ses particules mais aussi par leur orientation actuelle (dipôles magnétiques par exemple).
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3.2. Application aux domaines matériels

domaine matériel choisi pour l’étude, car pour chaque domaine matériel, la définition de son extérieur est
a priori différente8.

REMARQUES :

1. Si l’observateur utilisé pour décrire le mouvement ne peut pas être considéré comme galiléen, le vecteurfff v (ou
bien fff m) contient en outre des forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis.

2. Dans la plupart des études, les seules forces à distance notables exercées par l’extérieur sur les particules du
domaine matériel se réduisent à la gravitation terrestre9, les autres masses extérieures ayant une action gravita-
tionnelle négligeable devant celle de la terre, soit parce qu’elles sont tropéloignées10, soit parce que leur masse
est trop faible11. On peut donc souvent affirmer que le champ de forces gravitationnelles est indépendant du
choix du domaine.

3. Lorsque les dimensions du domaine sont petites devant celles de la terre, on simplifie souvent le champ de
gravitation terrestre (qui est approximativement un champ vectoriel central convergeant vers le centre de gravité
de la terre) en disant que le champ de forces gravitationnel terrestre est un champ de forces massique uniforme
ggg, orienté vers le bas12, appeléaccélération de la pesanteur, et dont la norme au voisinage de la surface de la
terre est‖ggg‖= g≃ 9.81 m.s−2.

4. On peut représenter les forces à distance par un champ de forcesvolumiques ou un champ de forces massiques
( fff v = ρ fff m). Dans les applications où seule la pesanteur est prise en compte, on affirme parfois que le champ des
forcesvolumiquesest uniforme. Les lois de la gravitation montrent que c’est le champ des forces massiquesfff m

(l’accélération de la pesanteur) qui est uniforme. Le champ des forces volumiquesfff v n’est uniforme que si l’on
peut considérer que la masse volumiqueρ est aussi un champ uniforme, ce qui est rarement le cas en mécanique
des milieux continus. Cette approximation est acceptable pour des liquides (ρ sensiblement constant), elle est
assez grossière pour les solides déformables, et elle est difficilementadmissible pour les gaz.

Modélisation des forces extérieures de contact

Pour un domaine matériel de milieu continu, les forces extérieures de contact ne peuvent exister que sur la
frontière du domaine. Elles sont modélisées par une densitésurfacique de force s’appliquant sur la frontière
∂D m, qui sera notéefff s (unité : Pa = N.m−2).

REMARQUES : Bien que la mécanique des milieux continus soit par essence inapte à représenter correctement la
physique à l’échelle microscopique, on peut comprendre que les actions surfaciques de contact modélisent les actions
mécaniques à court rayon d’action entre les corpuscules voisins de part et d’autre de la frontière.
Par ailleurs, si la norme d’un champ de forces de contact surfaciques est bien homogène à une pression, l’orientation
et le sens du champfff s esta priori quelconque par rapport à la normale extérieure de la frontière.

3.2.2 Efforts intérieurs dans un milieu continu

Soit D m un domaine matériel dont la position actuelle est le domaineD m
t . On a défini dans la section

précédente les actions de l’extérieur sur le domaine matériel. On se propose maintenant de définir des
efforts intérieurs à ce domaine matériel.

Dans un domaine matériel discret (le nombre de points matériels est fini), il est aisé de définir les efforts
intérieurs en considérant les interactions de Newton13 entre tous les couples de points matériels (le nombre
de couples est fini). Dans un milieu continu, cette méthode est impossible. Pour analyser les efforts inté-
rieurs dans un milieu continu, on les rend extérieurs en considérant des sous-domaines au domaine matériel
étudié.

8. Dans la pratique, on simplifie souvent l’extérieur en le réduisant à quelques sources de champs gravitationnnels ou électriques.
Les champs de forces extérieures ne changent donc pas pour bonnombre de domaines matériels, tant qu’ils n’incluent pas l’unede
ces sources.

9. À condition que la terre ne fasse pas partie du domaine, auquel cas la gravitation terrestre ne serait pas un effort extérieur.
10. Les astres par exemple. Toutefois, si l’on veut prévoir unphénomène comme la marée, il faut prendre en compte la gravitation

due à la lune et celle due au soleil.
11. La matière voisine du domaine, par exemple des parois ou l’immeuble d’à coté.
12. C’est-à-dire vers la terre
13. On rappelle que les interactions de Newton entre deux points matériels se limitent à desforces(pas de moment d’interaction).
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Soit un sous-domaine matérielD m
1 ⊂ D m. L’extérieur du sous-domaineD m

1 peut être partitionné de la
manière suivante :

ext(D m
1 ) = (D m−D m

1 ) ∪ ext(D m)

Les actions du sous-domaineD m−D m
1 sur le sous-domaineD m

1 sont des actions intérieures au domaine
D m.

Comme pour tout domaine matériel, les actions extérieures au sous-domaineD m
1 sont de deux sortes :

1. des actions extérieures à distanceprovenant de(D m−D m
1 ) et de ext(D m) :

fff v
D m

1
= fff v

(D m−D m
1 )/D m

1︸ ︷︷ ︸
fff v

intDm
1

+ fff v
ext(D m)/D m

1︸ ︷︷ ︸
fff v

extDm
1

L’action à distancefff v
intD m

1
est une action à distanceintérieureau domaineD m.

2. des actions extérieures de contactsur la frontière∂D m
1 :

On noteccc la densité de force surfacique actuelle exercée par le sous-domaineD m−D m
1 sur le sous-

domaineD m
1 , répartie sur la frontière∂D m

1 .
La densité surfacique de forceccc est une action de contactintérieureàD m.

DÉFINITION : On appelle contrainte actuelle, la densité surfacique de force de contact actuelle qui
s’exerce sur la frontière des sous-domaines d’un domaine matériel.

A priori, la valeur des contraintesccc, définies sur la frontière∂D m
1 , dépend à la fois du choix du sous-domaine

D m
1 et du choix de la particuleP sur sa frontière.

HYPOTHÈSE DECAUCHY : La contrainte actuelle en une particule P de la frontière d’un sous-domaine
matériel ne dépend que de la particule P et de la facette matérielle14 tangente à la frontière actuelle du
sous-domaine matériel en P.

Si on repère la facette matérielle tangente à la frontière dusous-domaineD m
1 par sa direction actuellennnt ,

l’hypothèse de Cauchy affirme qu’il existe une applicationσσσ telle que :

σσσ : (P,nnnt) → ccc=σσσ(P,nnnt) (3.1)

L’hypothèse de Cauchy implique que tous les sous-domaines matérielsD m
1 dont la frontière contient la

particuleP et qui ont la même normale extérieure actuelle15 enP, ont la même force surfacique extérieure
enP. En revanche, pour la même particuleP, le vecteur contrainteccc esta priori différent pour une autre fa-
cette matérielle de normale unitairennn′t (c’est une autre famille de sous-domaines dont la normale extérieure
commune enP estnnn′t ).

JUSTIFICATION MICROPHYSIQUE : Microscopiquement, ce champ de forces surfaciques de contact modélise des
actions intercorpusculaires à court rayon d’action de part et d’autrede la frontière de∂D m

1 , au voisinage deP. La
localité de ces actions justifie leur indifférence à la forme de la frontière.

NOUVELLE DÉFINITION : On appelle contrainte actuelle en la particule P pour la facette matérielle de
normale actuelle nnnt , la force surfacique actuelle qui s’ercerce en P sur toute frontière de sous-domaine
passant par P et de normale unitaire extérieure nnnt .

3.2.3 Existence du tenseur des contraintes

On démontre, en utilisant l’hypothèse de Cauchy et en appliquant le principe fondamental de la mécanique
à un certain domaine matériel qu’on fait tendre d’une certaine manière vers un volume nul (voir la dé-
monstration détaillée en annexe A.2 page 70), que l’application σσσ définie en (3.1) est nécessairement un
opérateurlinéaire sur son argument nnnt ,

14. Définition dans le coursCimématique des milieux continus, du même auteur, section 4.9.1
15. Toutes les frontières de ces domaines matériels sont donc tangentes enP.
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3.2. Application aux domaines matériels

La contrainteccc et la normalennnt étant des vecteurs, l’opérateurσσσ en la particuleP est donc un endomor-
phisme linéaire deV, c’est-à-dire un tenseur du second ordre.

DÉFINITION : On appelle tenseur des contraintes de Cauchy en la particuleP, le tenseur du second ordre
tel que la contrainte actuelle en P sur une facette matérielle de normale unitaire actuelle nnnt est donnée
par :

ccc(P,nnnt , t) =σσσ(P, t) ·nnnt (3.2)

Dans un milieu continu, il existe donc un champ matériel de tenseurs des contraintes :σσσ(P,t).

Comme tous les champs matériels, le champ des tenseurs des contraintes peut aussi bien être décrit par la
méthode de Lagrange que par la méthode d’Euler :σσσ(P,t) =σσσL(xxx0,t) =σσσE(xxxt ,t) .

3.2.4 Définitions et notations

Soit P une particule à l’intérieur d’un milieu continu, et soitnnnt la normale unitaire actuelle d’une facette
matérielle enP. On noteccc(P,nnnt ,t) la contrainte actuelle enP pour cette facette matérielle.

La contrainteccc est la force surfacique de contact actuelle exercée par la matière qui se trouve du côté
dennnt (l’extérieur du sous-domaine matérielD m

1 ) sur la matière qui se trouve de l’autre côté de la facette
matérielle (l’intérieur du sous-domaine matérielD m

1 ).

Contraintes normales et tangentielles

DÉFINITION : On appelle contrainte normale actuelle en la particule P pour la facette matérielle de
normale actuelle nnnt , le scalaire défini par :

cN = nnnt ·ccc(P,nnnt ,t) = nnnt ·σσσ(P,t) ·nnnt

Si cN > 0 on dit que c’est unetraction (l’extérieur deD m
1 exerce sur∂D m

1 une force vers lui).
Si cN < 0 on dit que c’est unecompression.

DÉFINITION : On appelle contrainte tangentielle actuelle en la particule P pour la facette matérielle de
normale actuelle nnnt , le vecteur défini par :

cccT = ccc−cN nnnt =σσσ(P,t) ·nnnt − (nnnt ·σσσ(P,t) ·nnnt)nnnt

La contrainte tangentielle actuellecccT pour la facette matérielle de normale actuellennnt est un donc vecteur
orthogonal ànnnt (on vérifie aisément quennnt ·cccT = 0).

REMARQUE : Dans le plan de la facette matérielle, on peut choisirarbitrairementdeux directions unitaires orthogo-
nalesttt1 etttt2 et posercccT = cT1ttt1+cT2ttt2. On a alors :

cT1 = ttt1 ·cccT = ttt1 ·ccc= ttt1 ·σσσ ·nnnt cT2 = ttt2 ·cccT = ttt2 ·ccc= ttt2 ·σσσ ·nnnt

Les nombrescT1 et cT2 sont parfois appelés contraintes tangentielles pour les directionsttt1 et ttt2, enP pour la facette
matériellennnt . Ces définitions sont de peu d’intérêt : les nombrescT1 et cT2 ne sont pas des scalaires, car leur valeur
dépend du choix arbitraire des directionsttt1 etttt2. Ils sont donc dénués de signification physique. Seule la norme‖cccT‖

est un scalaire (c’est-à-dire dont la valeur ne dépend pas du choix d’une base).

Pour une facette matérielle enP de normale actuellennnt , on peut donc décomposer le vecteur contrainte
ccc(P,nnnt ,t) en une partie normale et une partie tangentielle de la manière suivante :

ccc= cNnnnt +cccT avec ‖ccc‖2 = c2
N +‖cccT‖

2

Les réels‖ccc‖, cN et‖cccT‖ sont des scalaires (c’est-à-dire indépendants de la base dans laquelle on exprime
les vecteurs).
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.2.5 Conditions aux limites en contrainte sur les frontières

Le tenseur des contraintes de Cauchyσσσ existe en toute particule du domaineD m
t , et donc en particulier il

existe aussi sur sa frontière actuelle∂D m
t . Soit une particuleP′ ∈ ∂D m

t , et soitnnnt(P′) la normale extérieure
actuelle à la frontière enP′. On déduit de la définition de la contrainte que le vecteurσσσ(P′,t) ·nnnt(P′)
représente la force surfaciquefff s(P′) excercée par l’extérieur du domaine sur la frontière du domaine en ce
point :

σσσ(P′,t) ·nnnt(P
′) = fff s(P′,t) ∀P′ ∈ ∂D m

t (3.3)

Cette équation est appeléecondition aux limites en contraintesen la particule frontièreP′.

Dans tout milieu continu, le champ matériel des tenseurs descontraintesσσσ(P,t) doit nécessairement res-
pecter cette condition aux frontières.

Notamment, sur une partie de frontière où il n’y a pas de forces extérieures de contact et dont le mouvement
est libre (on l’appelle souvent « bord libre »), le champ du tenseur des contraintes doit être tel que :

bord libre ⇒ σσσ(P′,t) ·nnnt(P
′) = 000

3.3 Théorèmes généraux de la dynamique pour un domaine matériel

Par définition, la résultante dynamique, le moment dynamique en un point et l’énergie cinétique sont des
grandeurs extensives. On peut donc définir des densités volumiques de ces grandeurs :

RRRdyn=
∫
D m

t

ρE γγγE dvt MMMdynO=
∫
D m

t

ρE xxxt ∧γγγE dvt Ecin =
∫
D m

t

ρE
vvv2

E

2
dvt

Le choix du point pour évaluer les moments est indifférent.Dans toute la suite, ce point sera l’origine de
l’observateur utilisé pour décrire le mouvement.

Par ailleurs, la section précédente a montré comment décrire les efforts extérieurs sur un domaine matériel
(forces extérieures à distance et forces extérieures de contact) :

RRRext =
∫
D m

t

f v
E dvt +

∫
∂D m

t

fff s
E dst (3.4)

MMMext O=
∫
D m

t

xxxt ∧ f v
E dvt +

∫
∂D m

t

xxxt ∧ fff s
E dst (3.5)

P
mec
ext =

∫
D m

t

vvvE · fff v
E dvt +

∫
∂D m

t

vvvE · fff s
E dst (3.6)

Les trois théorèmes généraux de la mécanique appliqués à un domaine matériel s’écrivent simplement :

RRRdyn=RRRext MMMdynO=MMMext O
d
dt

Ecin = P
mec
ext +P mec

int

Suivant la manière dont on tranforme l’écriture de toutes ces intégrales, on obtient différentes expressions
de ces trois théorèmes pour un domaine de milieu continu, certaines ayant parfois un nom particulier.
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3.3. Théorèmes généraux de la dynamique pour un domaine matériel

3.3.1 Théorème de la résultante dynamique sur un domaine matériel

Résultante des efforts extérieurs sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

RRRext =
∫
D m

t

f v
E dvt +

∫
∂D m

t

fff s
E dst (définition (3.4) page 20) (3.7)

=
∫
D m

t

f v
E dvt +

∫
∂D m

t

σσσE ·nnnt dst (condition aux limites (3.3) page 20)

=
∫
D m

t

( f v
E +divEσσσ) dvt (théorème de la divergence) (3.8)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

RRRext =
∫
D m

0

f v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

fff s
L KsL ds0 (changement de variables sur (3.7), voir (1.1) page 3)

=
∫
D m

0

f v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

σσσL ·
FFF−T ·nnn0

‖FFF−T ·nnn0‖
KsL ds0 (cinématique :nnnt =

FFF−T ·nnn0
‖FFF−T ·nnn0‖

)

=
∫
D m

0

f v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

σσσL ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0 (cinématique :Ks = Kv‖FFF−T ·nnn0‖)

=

∫
D m

0

(
f v
L KvL+divL(KvL σL ·FFF

−T)
)

dv0 (théorème de la divergence)(3.9)

Résultante dynamique sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

RRRdyn=
∫
D m

t

γγγE dm=
∫
D m

t

v̇vvE dm (définition de l’accélération) (3.10)

=
d
dt

∫
D m

t

vvvE dm (cons. de la masse, voir (2.10) page 12)

=
d
dt

∫
D m

t

ρE vvvE dvt (dm= ρE dvt )

=
∫
D m

t

∂∂∂
∂t
(ρE vvvE) dvt +

∫
∂D m

t

ρE vvvE (vvvE ·nnnt) dst ( voir (1.3) page 4) (3.11)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

RRRdyn=
∫
D m

0

γγγL dm=
∫
D m

0

ρL γγγL KvL dv0 =
∫
D m

0

ρ0γγγL dv0 (voir (2.8) page 12) (3.12)

En écrivant l’égalité :

RRRdyn=RRRext

et en choisissant l’une des expressions précédentes pour chacun des termes, on écrit le théorème de la
résultante dynamique pour un domaine matériel sous les différentes formes qu’on peut trouver dans la
littérature.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.3.2 Théorème du moment dynamique sur un domaine matériel

Moment des efforts extérieurs sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

MMMext O=

∫
D m

t

xxxt ∧ f v
E dvt +

∫
∂D m

t

xxxt ∧ fff s
E dst (définition (3.5) page 20) (3.13)

=
∫
D m

t

xxxt ∧ f v
E dvt +

∫
∂D m

t

xxxt ∧ (σσσE ·nnnt) dst (condition aux limites (3.3) page 20)

=
∫
D m

t

xxxt ∧ f v
E dvt +

∫
∂D m

t

HHH : (xxxt ⊗σσσE) · nnnt dst (algèbre: produit vectoriel écrit avecHHH) (3.14)

=
∫
D m

t

(
xxxt ∧ f v

E +divE
(
HHH : (xxxt ⊗σσσE)

))
dvt (théorème de la divergence)

=
∫
D m

t

(
xxxt ∧ ( f v

E +divEσσσ)+HHH : σσσE

)
dvt (développement de la divergence) (3.15)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange (xxxt = fff (xxx0,t) où fff est la description de Lagrange du
mouvement) :

MMMext O=
∫
D m

0

fff ∧ f L
E KvL dv0+

∫
∂D m

0

HHH : ( fff ⊗σσσL)
FFF−T ·nnn0

‖FFF−T ·nnn0‖
KsL ds0 (ch. var. de (3.14))

=
∫
D m

0

fff ∧ f L
E KvL dv0+

∫
∂D m

0

HHH : ( fff ⊗σσσL) ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0 (Ks = Kv‖FFF−T ·nnn0‖)

=

∫
D m

0

(
fff ∧ f L

E KvL+divL
(
KvLHHH : ( fff ⊗σσσL) ·FFF

−T)) dv0

=
∫
D m

0

(
fff ∧

(
f L
E +divL(KvLσσσL ·FFF

−T)
)
+HHH : σσσL

)
KvL dv0 (algèbre) (3.16)

Moment dynamique sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

MMMdynO=
∫
D m

t

xxxt ∧γγγE dm=
∫
D m

t

(
(xxxt ∧vvvE )̇ −vvvE ∧vvvE︸ ︷︷ ︸

000

)
dm (3.17)

=
ddd
dt

∫
D m

t

xxxt ∧vvvE dm=
ddd
dt

∫
D m

t

ρE xxxt ∧vvvE dvt (voir (2.10) page 12)

=

∫
D m

t

∂∂∂
∂t
(ρE xxxt ∧vvvE) dvt +

∫
∂D m

t

ρE xxxt ∧vvvE (vvvE ·nnnt) dst (voir (1.13) page 8)

=
∫
D m

t

xxxt ∧
∂∂∂
∂t
(ρE vvvE) dvt +

∫
∂D m

t

ρE xxxt ∧vvvE (vvvE ·nnnt) dst ( ∂∂∂xxxt
∂t = vvvE) (3.18)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange (xxxt = fff (xxx0,t) où fff est la description de Lagrange du
mouvement) :

MMMdynO=
∫
D m

0

fff ∧γγγL dm=
∫
D m

0

ρL fff ∧γγγL KvL dv0 =
∫
D m

0

ρ0 fff ∧γγγL dv0 (voir (2.8) page 12) (3.19)

En écrivant l’égalité :
MMMdynO=MMMext O

et en choisissant l’une des expressions précédentes pour chacun des termes, on écrit le théorème du moment
dynamique pour un domaine matériel sous les différentes formes qu’on peut trouver dans la littérature.
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3.3. Théorèmes généraux de la dynamique pour un domaine matériel

3.3.3 Théorème de la puissance cinétique sur un domaine matériel

Puissance des efforts extérieurs dans un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

P
mec
ext =

∫
D m

t

vvvE · fff v
E dvt +

∫
∂D m

t

vvvE · fff s
E dst (voir définition (3.6) page 20)

=
∫
D m

t

vvvE · fff v
E dvt +

∫
∂D m

t

vvvE ·σσσE ·nnnt dst (condition aux limites (3.3) page 20) (3.20)

=
∫
D m

t

(
vvvE · fff v

E +divE(vvvE ·σσσE)
)

dvt (théorème de la divergence)

=

∫
D m

t

(
vvvE · ( fff v

E +divEσσσ)+σσσE : gradEvvv
)

dvt (développement de la divergence) (3.21)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

P
mec
ext =

∫
D m

0

vvvL · fff v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

vvvL ·σσσL ·
FFF−T ·nnn0

‖FFF−T ·nnn0‖
KsL ds0 (ch. var. de (3.20))

=
∫
D m

0

vvvL · fff v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

vvvL ·σσσL ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0 (Ks = Kv‖FFF−T ·nnn0‖)

=
∫
D m

0

(
vvvL · fff v

L KvL+divL(KvvvvL ·σσσL ·FFF
−T)

)
dv0 (théorème de la divergence)

=
∫
D m

0

(
vvvL ·

(
fff v

L KvL+divL(KvLσσσL ·FFF
−T)

)
+KvL (σσσL ·FFF

−T) : gradT
LvvvL

)
dv0

=
∫
D m

0

(
vvvL ·

(
fff v

L KvL+divL(KvLσσσL ·FFF
−T)

)
+KvL (σσσL ·FFF

−T) : ḞFF
)

dv0

=
∫
D m

0

(
vvvL ·

(
fff v

L KvL+divL(KvLσσσL ·FFF
−T)

)
+KvLσσσL : (ḞFF ·FFF−1)

)
dv0 (3.22)

Puissance cinétique dans un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

P
mec
cin =

dEcin

dt
=

d
dt

∫
D m

t

ρE
vvv2

E

2
dvt =

d
dt

∫
D m

t

vvv2
E

2
dm=

∫
D m

t

(vvv2
E )̇

2
dm (voir (2.10) page 12)

=
∫
D m

t

vvvE ·γγγE dm=
∫
D m

t

ρE vvvE ·γγγE dvt (3.23)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

P
mec
cin =

∫
D m

0

vvvL ·γγγL dm=
∫
D m

0

ρLvvvL ·γγγL KvL dv0 =
∫
D m

0

ρ0vvvL ·γγγL dv0 (3.24)

Le théorème de la puissance cinétique permet d’évaluer la puissance mécanique des efforts intérieurs dans
un domaine matériel de milieu continu :

Pmec
int = P mec

cin −P mec
ext

En choisissant l’une des expressions précédentes pour chacun des termes, on trouve les différentes expres-
sions de la puissance mécanique des efforts intérieursPmec

int qu’on peut trouver dans la littérature.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.4 Forme locale des théorèmes généraux

Les résultats qui suivent sont les conséquences locales destrois théorèmes généraux énoncés pour un
domaine matériel dans la section précédente.

3.4.1 Équation de mouvement

Ce résultat est la conséquence du théorème de la résultante dynamique. En prenant les formes eulériennes
(3.8) page 21 et (3.10) page 21, il s’écrit :

∫
D m

t

ρE γγγE dvt =
∫
D m

t

(divEσσσ+ fff v
E) dvt

Cette égalité étant vraie pour tout domaine matériel, en utilisant le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en
déduit16 :

ργγγ = divEσσσ+ fff v = divEσσσ+ρ fff m (3.25)

L’équation différentielle vectorielle (3.25) est appeléeforme eulérienne de l’équation de mouvement.

En prenant les formes lagrangiennes (3.9) page 21 et (3.12) page 21, le théorème de la résultante dynamique
s’écrit : ∫

D m
0

ρL KvLγγγL dv0 =
∫
D m

0

(
fff v

L KvL+divL(KvLσσσL ·FFF
−T)

)
dv0

En utilisant le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en déduit17:

ρKvγγγ = fff vKv+divL(Kvσσσ ·FFF−T) (3.26)

ρ0γγγ = ρ0 fff m+divL(Kvσσσ ·FFF−T) (Kv =
ρ0
ρ et fff v = ρ fff m) (3.27)

où Kv = detFFF est la dilatation volumique dans une déformation de référenceD m
0 et oùρ0 est la masse

volumique à l’instant de référencet0.

L’équation différentielle vectorielle (3.26) ou (3.27) est appeléeforme lagrangienne de l’équation de mou-
vement.

REMARQUES : Pour faire une ressemblance avec la forme eulérienne, le groupement de termesΠΠΠ = Kvσσσ ·FFF−T est
parfois appelé premier « tenseur des contraintes » de Piola-Kirchhoff (ou encore de Boussinesq). On peut trouver une
« interprétation » à ce tenseur : le vecteurΠΠΠ ·nnn0 est la force de contactactuellepar unité de surfacede référence.
Contrairement au tenseur des contraintes de Cauchy, le tenseurΠΠΠ n’est pas symétrique.
Dans la littérature scientifique on trouve d’autres « tenseurs des contraintes » : le tenseur de Kirchhoff :τττ = Kvσσσ et le
second tenseur de Piola-Kirchhoff :SSS=FFF−1 ·ΠΠΠ qui sont symétriques. Ces groupements de termes sont nommés car ils
apparaissent dans certains calculs. Ils n’ont pas interprétation physique.

3.4.2 Symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy

Ce résultat est la conséquence du théorème du moment dynamique. En prenant les formes eulériennes
(3.15) page 22 et (3.17) page 22, il s’écrit :

∫
D m

t

ρE xxxt ∧γγγE dvt =
∫
D m

t

(
xxxt ∧ ( f v

E +divEσσσ)+HHH : σσσE

)
dvt

En tenant compte de la forme eulérienne de l’équation de mouvement (3.25), il reste :

000=

∫
D m

t

HHH : σσσE dvt

16. On a enlevé les indicesE inutiles car par définitionAAA E(xxxt ,t) = AAA L(xxx0,t) = AAA (P,t).
17. On a enlevé les indicesL inutiles car par définitionAAA E(xxxt ,t) = AAA L(xxx0,t) = AAA (P,t).
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3.4. Forme locale des théorèmes généraux

En utilisant le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en déduit :HHH : σσσ = 000.

Le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur du secondordre symétrique.

REMARQUES : Cette conclusion n’est valable que si les actions extérieures et intérieures sont modélisables par des
forces sans moment (milieux continus dits « non polarisés »). En effet, dans le cas contraire, le théorème du moment
dynamique contient des termes supplémentaires qui invalident la conclusion.
D’autre part, on pouvait aussi bien déduire ce résultat à partir des expressions lagrangiennes du théorème du moment
dynamique (3.16) et (3.19) page 22.

Contraintes principales

Le tenseur des contraintes de Cauchy actuelσσσ étant symétrique, il a donc 3 valeurs propres réellesσ1(P,t),
σ2(P,t) et σ3(P,t) (éventuellement confondues).

DÉFINITION : Les valeurs propres du tenseur des contraintes de Cauchy actuel sont appelées contraintes
principales actuelles.

Directions principales actuelles des contraintes

Soit une base propreorthonormée{uuui} construite sur les directions propres du tenseur des contraintes de
Cauchy actuel. On écrit donc :σσσ = ∑3

i=1 σi (uuui ⊗uuui) = ∑3
i=1 σiUUU i . On a évidemment :σσσ ·uuui = σi uuui .

En toute particule d’un milieu continu, il existe des facettes matérielles pour lesquelles la contrainte est
uniquement normale : ce sont les facettes matérielles dont les normales actuelles sont colinéaires avec les
directions propres actuelles du tenseur des contraintes deCauchy.

Représentation de Mohr du tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur des contraintes de Cauchy étant symétrique, il est susceptible d’être graphiquement représenté
par la représentation de Mohr18.

Cette représentation graphique montre que la contrainte normale actuelle et la norme de la contrainte tan-
gentielle actuelle pour une facette matérielle de normale actuellennnt ne peuvent prendre des valeurs quel-
conques : le point de coordonnées(cN,‖cccT‖) est astreint à rester à l’intérieur du tricercle de Mohr. Notam-
ment, si on ordonne les contraintes principalesσ1 ≥ σ2 ≥ σ3, la norme de la contrainte tangentielle‖cccT‖ ne
peut dépasser la valeur1

2 (σ1−σ3), et les valeurs extrémales de la contrainte normale sont :σ3 ≤ cN ≤ σ1.

3.4.3 Puissance volumique des efforts intérieurs

Ce résultat est la conséquence du théorème de la puissance cinétique : en utilisant les expressions de la
puissance cinétique (3.23) page 23 et de la puissance des efforts extérieurs (3.21) page 23, ce théorème
s’écrit :

P
mec
int =

∫
D m

t

ρE vvvE ·γγγE dvt −

∫
D m

t

(
vvvE · ( fff v

E +divEσσσ)+σσσE : gradEvvv
)

dvt

Compte tenu de l’équation de mouvement (3.25) page 24 il reste :

P
mec
int =−

∫
D m

t

σσσE : gradEvvv dvt

18. Voir le coursAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus, du même auteur, section 4.5.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Enfin, compte tenu de la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy :

P
mec
int =−

∫
D m

t

σσσE : sym gradEvvv dvt =−
∫
D m

t

σσσE : DDDE dvt (3.28)

oùDDD est le tenseur des taux de déformation19.

La puissance des efforts intérieurs dans un domaine matériel est une intégrale de volume. On peut donc
poser la définition suivante :

DÉFINITION : La densité volumique de puissance des efforts intérieurs dans un milieu continu est :

P
v
int =−σσσ : DDD (3.29)

L’unité légale est le W.m−3.

REMARQUE : On laisse le soin au lecteur de vérifier qu’on aboutit au même résultat en utilisant les expressions
lagrangiennes (3.22) page 23 et (3.24) page 23.

3.5 Théorèmes généraux pour les domaines géométriques

Soit un domaine géométriqueD g (éventuellement en mouvement, mais sans rapport avec celuidu milieu
continu) dont le domaine actuel estD g

t . L’équation de mouvement (3.25) page 24 permet d’écrire :
∫
D

g
t

ρE γγγE dvt =
∫
D

g
t

divEσσσE dvt +
∫
D

g
t

fff v
E dvt

∫
D

g
t

ρE γγγE dvt

︸ ︷︷ ︸
RRRdyn

=
∫

∂D g
t

σσσE ·nnn dvt +
∫
D

g
t

fff v
E dvt

︸ ︷︷ ︸
RRRext

(théorème de la divergence) (3.30)

De même, l’équation de mouvement permet d’écrire :
∫
D

g
t

ρE xxxt ∧γγγE dvt

︸ ︷︷ ︸
MMMdynO

=

∫
D

g
t

xxxt ∧divEσσσE dvt

︸ ︷︷ ︸
AAA

+

∫
D

g
t

xxxt ∧ fff v
E dvt

︸ ︷︷ ︸
MMMdist

ext O

(3.31)

L’intégrande de l’intégraleAAA peut s’écrire sous la forme d’une divergence :

xxxt ∧divEσσσE =HHH : (xxxt ⊗divEσσσ) =HHH :
(

divE(xxxt ⊗σσσ)−gradExxxt ·σσσE
)
= divE

(
HHH : (xxxt ⊗σσσ)

)
−HHH : (GGG·σσσE)︸ ︷︷ ︸

000

L’intégraleAAA s’écrit donc :

AAA=
∫
D

g
t

divE
(
HHH : (xxxt ⊗σσσ)

)
dvt =

∫
∂D g

t

(
HHH : (xxxt ⊗σσσ)

)
·nnn dst =

∫
∂D g

t

xxxt ∧ (σσσE ·nnn︸ ︷︷ ︸
fff s

) dst =MMMcont
ext O

L’intégraleAAA de (3.31) est donc le moment enO des actions extérieures de contact.

Finalement, les deux premiers théorèmes généraux de la mécanique pour un domaine géométrique traversé
par un milieu continu s’expriment exactement comme pour un domaine matériel :

RRRdyn=RRRext =RRRcont
ext +RRRdist

ext et MMMdynO=MMMext O=MMMcont
ext O+MMMdist

ext O

19. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 5.2.
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3.5. Théorèmes généraux pour les domaines géométriques

3.5.1 Bilan de quantité de mouvement sur un domaine géométrique

On peut présenter le théorème de la résultante dynamique appliqué à un domaine géométriqueD g comme
une équation de bilan de quantité de mouvement sur ce domainegéométrique, de la manière suivante :

RRRdyn=
∫
D

g
t

γE dm=
∫
D

g
t

v̇vvE dm

=
d
dt

∫
D

g
t

vvvE dm−
∫

∂D g
t

ρE vvvE (vvv
f −vvvE) ·nnnt dst (voir (2.12) page 12 avecAAA m

E = vvvE)

=
d
dt

∫
D

g
t

ρE vvvE dvt +
∫

∂D g
t

ρE vvvE (vvvE −vvvf ) ·nnnt dst

Le terme d
dt

∫
D

g
t

ρE vvvE dvt est la dérivée temporelle de laquantité de mouvement20 dans le domaine géomé-
trique. Il est nul dans un mouvement stationnaire.

Le théorème de la résultante dynamique s’écrit alors :

d
dt

∫
D

g
t

ρE vvvE dvt =−
∫

∂D g
t

ρE vvvE (vvvE −vvvf ) ·nnnt dst +
∫
D

g
t

fff v dvt +
∫

∂D g
t

fff s dst
︸ ︷︷ ︸

RRRext

En notant quefff s =σσσE ·nnnt , et en utilisant le théorème de la divergence, on peut encorel’écrire :

d
dt

∫
D

g
t

ρE vvvE dvt =−
∫

∂D g
t

ρE vvvE (vvvE −vvvf ) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦQmvt

+
∫
D

g
t

( fff v+divEσσσ) dvt

︸ ︷︷ ︸
RRRext

(3.32)

où ΦQmvt est le flux (débit) de quantité de mouvement entrant à traversla frontière.

En comparant avec l’équation de bilan d’une grandeur extensive donnée en (1.11) page 7, la quantité
fff v+divEσσσ peut-être interprétée comme le taux de production volumique de quantité de mouvement dans le
domaine géométriqueD g et son intégraleRRRext est le taux de production interne de quantité de mouvement.

Ainsi, le théorème de la résultante dynamique peut être interprété comme un théorème de « conservation
de la quantité de mouvement », si on considère la résultante des forces extérieuresRRRext comme une source
de quantité de mouvement (pour un domaine matériel,vvvE = vvvf , le termeΦQmvt est nul).

REMARQUES :

1. Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du théorème de la résultante dynamique est érigée en
principe. Le théorème de la résultante dynamique est alors une interprétation.

2. L’équation (3.32) est très utile en mécanique des fluides lorque le mouvement est stationnaire. Le terme de
gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulement à lafrontière d’un domaine géométrique pour
en déduire la résultante des efforts extérieurs (à distance et de contact)sur le domaine géométrique. Les actions
à distance se réduisent la plupart du temps à la pesanteur dont la résultante est facile à évaluer (le poids du fluide
dans le domaine géométrique). En revanche, la résultante des actions extérieures de contact est l’opposé de la
résultante de l’action du fluide sur les frontières du domaine géométrique.On peut donc, en ne connaissant que
les vitesses à la frontière du domaine géométrique, calculer la résultante des actions du fluide sur ses frontières.

20. On rappelle que la quantité de mouvement d’un point matérielde massem se déplaçant à la vitessevvv est le produitmvvv. Le
vecteurvvvE peut donc être vu comme une densité massique de quantité de mouvement et le vecteurρE vvvE est une densité volumique
de quantité de mouvement. La quantité de mouvement est aussi parfois appelée impulsion.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.5.2 Bilan de moment cinétique sur un domaine géométrique

On peut suivre la même démarche que précédemment pour interpréter le théorème du moment dynamique.

MMMdynO=
∫
D

g
t

xxxt ∧γγγE dm=
∫
D

g
t

xxxt ∧ v̇vvE dm=
∫
D

g
t

(
(xxxt ∧vvvE )̇ − ẋxxt ∧vvvE︸ ︷︷ ︸

000

)
dm

=
d
dt

∫
D

g
t

xxxt ∧vvvE dm−

∫
∂D g

t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvv
f −vvvE) ·nnnt dst (voir (2.12) page 12 avecAAA m

E = xxxt ∧vvvE)

=
d
dt

∫
D

g
t

ρE xxxt ∧vvvE dvt +
∫

∂D g
t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst

Le terme d
dt

∫
D

g
t

ρE xxxt ∧vvvE dvt est la dérivée temporelle dumoment cinétique21 dans le domaine géomé-
trique. Il est nul dans un mouvement stationnaire.

Le théorème du moment dynamique s’écrit alors :

d
dt

∫
D

g
t

ρE xxxt ∧vvvE dvt =−
∫

∂D g
t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst +
∫
D

g
t

xxxt ∧ fff v dvt +
∫

∂D g
t

xxxt ∧ fff s dst
︸ ︷︷ ︸

MMMext O

oùxxxt ∧ fff s =HHH : (xxxt ⊗ fff s) = H : (xxxt ⊗σσσE) ·nnnt

En utilisant le théorème de la divergence, on peut encore l’écrire :

d
dt

∫
D

g
t

ρE xxxt ∧vvvE dvt =−
∫

∂D g
t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst +
∫
D

g
t

(
xxxt ∧ fff v+divE

(
H : (xxxt ⊗σσσE)

))
dvt

=−
∫

∂D g
t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst +
∫
D

g
t

(
xxxt ∧ ( fff v+divEσσσ)+HHH : (GGG·σσσ)︸ ︷︷ ︸

000

)
dvt

=−
∫

∂D g
t

ρE (xxxt ∧vvvE)(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

ΦMcin

+
∫
D

g
t

xxxt ∧ ( fff v+divEσσσ) dvt

︸ ︷︷ ︸
MMMext O

(3.33)

En comparant avec l’équation de bilan d’une grandeur extensive donnée en (1.11) page 7, la quantité
xxxt ∧ ( fff v+divEσσσ) peut-être interprétée comme le taux de production volumique de moment cinétique dans
le domaine géométrique etMMMext O est le taux de production interne de moment cinétique.

Ainsi, le théorème du moment dynamique peut être interprétécomme un théorème de « conservation du
moment cinétique », si on considère le moment résultant enO des forces extérieuresMMMext O comme une
source de moment cinétique (pour un domaine matériel,vvvE = vvvf , le termeΦMcin est nul).

REMARQUES :

1. Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du théorème du moment dynamique est érigée en
principe. Le théorème du moment dynamique est alors une interprétation.

2. L’équation (3.33) est très utile en mécanique des fluides lorque le mouvement est stationnaire. Le terme de
gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulement à lafrontière d’un domaine géométrique pour
en déduire le moment résultant enO des efforts extérieurs (à distance et de contact) sur le domaine géométrique.
Les actions à distance se réduisent la plupart du temps à la pesanteur, dont le moment résultant enO est facile
à évaluer (c’est le moment enO du poids du fluide dans le domaine géométrique). En revanche, le moment
résultant enO des actions extérieures de contact est l’opposé du moment résultant en O de l’action du fluide
sur les frontières du domaine géométrique. On peut donc, en ne connaissant que les vitesses à la frontière du
domaine géométrique, calculer le moment résultant enO des actions du fluide sur ses frontières.

21. On rappelle que le moment cinétique en un pointA d’un point matériel de massem se déplaçant à la vitessevvv est le produit
vectorielmAP∧vvv(P), c’est-à-dire le moment enA de la quantité de mouvement.
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3.6. Formulation intégrale des équations de mouvement

3.5.3 Bilan d’énergie cinétique sur un domaine géométrique

On peut interpréter le théorème de la puissance cinétique comme un bilan d’énergie cinétique sur le do-
maine géométrique : la puissance cinétique s’écrit :

Pcin =
d
dt

∫
D

g
t

vvv2
E

2
dm=

∫
D

g
t

(vvv2
E )̇

2
dm+

∫
∂D g

t

ρρρE
vvv2

E

2
(vvvf −vvvE) ·nnnt dst (voir (2.12) page 12 avecAAA m

E =
vvv2

E
2 )

=
∫
D

g
t

ρE vvvE ·γγγE dvt +
∫

∂D g
t

ρρρE
vvv2

E

2
(vvvf −vvvE) ·nnnt dst (3.34)

La puissance des efforts extérieurs s’écrit :

P
mec
ext =

∫
D

g
t

vvvE · fff v dvt +
∫

∂D g
t

vvvE · fff s dst =
∫
D

g
t

vvvE · fff v dvt +
∫

∂D g
t

vvvE ·σσσ ·nnnt dst

=
∫
D

g
t

(
vvvE · fff v+divE(vvv·σσσ)

)
dvt =

∫
D

g
t

(
vvvE · ( fff v+divEσσσ)+σσσE : DDDE

)
dvt

=

∫
D

g
t

(
ρE vvvE · γE +σσσE : DDDE

)
dvt (équation de mouvement (3.25) page 24 )

=
∫
D

g
t

ρE vvvE · γE dvt −P
mec
int (voir définition (3.28) page 26 ) (3.35)

De l’équation (3.34) et (3.35), il vient :

Pcin =
d
dt

∫
D

g
t

vvv2
E

2
dm=−

∫
∂D g

t

ρρρE
vvv2

E

2
(vvvE −vvvf ) ·nnnt dst

︸ ︷︷ ︸
ΦEcin

+P mec
ext +P mec

int (3.36)

où ΦEcin est le flux (débit) d’énergie cinétique entrant à travers la frontière.

En comparant avec l’équation de bilan d’une grandeur extensive donnée en (1.11) page 7, la quantité

P
mec
ext +P mec

int =
∫
D

g
t

(
ρE vvvE · γE +σσσE : DDDE

)
dvt =

∫
D

g
t

(
vvvE · ( fff v

E +divEσσσ)+σσσE : DDDE

)
dvt

peut être interprétée comme un taux de production interne d’énergie cinétique et l’intégrande

τec= ρvvv· γ+σσσ : DDD = ρ( fff v+divEσσσ)+σσσ : DDD

peut être interprété comme un taux de production volumique d’énergie cinétique.

Ainsi, le théorème de la puissance cinétique peut être interprété comme un théorème de « conservation
de l’énergie cinétique », si on considère la puissance des efforts extérieurs et l’opposé de la puissance des
efforts intérieurs comme des sources d’énergie cinétique par unité de temps (pour un domaine matériel,
vvvE = vvvf , le termeΦEcin est nul).

3.6 Formulation intégrale des équations de mouvement

Cette formulation de l’équation de mouvement est à la base deméthodes numériques pour la résolution de
problèmes de mécanique des milieux continus.

Soitwww un champ de vecteurs arbitraire quelconque. L’équation de mouvement (3.25) page 24 implique :

ρwww ·γγγ =www ·divEσσσ+ρwww· fff v ∀www
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

En intégrant sur domaine actuel quelconqueD t (matériel ou géométrique, fixe ou non)22, on obtient :

∫
D t

ρE www ·γγγE dv=
∫
D t

www ·divEσσσdv+
∫
D t

ρE www · fff m
E dv ∀www (3.37)

=
∫
D t

divE(www·σσσ)dv−
∫
D t

σσσE : gradE wwwdv+
∫
D t

ρE www · fff m
E dv ∀www

=
∫

∂D t

www ·σσσE ·nnnds+
∫
D t

ρE www · fff m
E dv−

∫
D t

σσσE : gradE wwwdv ∀www
∫
D t

ρE www ·γγγE dv=
∫

∂D t

www · fff s
E ds+

∫
D t

ρE www · fff m
E dv−

∫
D t

σσσE : sym gradE wwwdv ∀www (3.38)

On démontre en analyse fonctionnelle que si cette égalitéscalaired’intégrales est vraiepour tout champ
www, alors elle est équivalente à l’équationdifférentielle vectoriellede mouvement.

INDICATIONS SUR LA DÉMONSTRATION : Si les champs arbitraireswww et les champsργγγ, divEσσσ et ρ fff m sont dans
l’espace vectoriel des fonctions définies surD t et de carré intégrable surD t (espace de Hilbert de dimension infinie),
alors on montre en analyse fonctionnelle que

∫
D t

ggg(xxx) ·hhh(xxx)dvt est un produit scalaire noté〈ggg,hhh〉 de cet espace.
L’équation (3.37) s’écrit :

∫
D t
(ρE γγγE −divEσσσ−ρE fff m

E) ·wwwdvt = 0 ⇔ 〈ρE γγγE −divEσσσ−ρE fff m
E ,www〉= 0 ∀www.

Le vecteurρE γγγE −divEσσσ−ρE fff m
E étant orthogonal à tout vecteurwww, il est donc nécessairement nul.

Vocabulaire

– L’égalité (3.38) est appeléeformulation intégraleou encoreformulation variationnelle23 ou encore
formulation faible24 des équations de mouvement. Les champs arbitraireswww sont appelésfonctions
testou encorefonctions de pondération.

– Si l’on interprète le champ vectoriel arbitrairewww comme un champ de vitesses arbitraire, il est appelé
champ devitesses virtuelles. Les termes de l’égalité (3.38) sont alors homogènes à des puissances,
et le théorème prend le nom dethéorème des puissances virtuelles.

– Si l’on interprète le champ vectoriel arbitrairewww comme un champ de déplacements arbitraire, il est
appelé champ dedéplacements virtuels. Les termes de l’égalité (3.38) sont alors homogènes à des
travaux, et le théorème prend le nom dethéorème des travaux virtuels.

REMARQUES :

1. Du fait de son équivalence à l’équation de mouvement (3.25) page24, cette formulation est présentée dans
certains de cours de mécanique des milieux continus comme le principe fondamental (peu intuitif) de la dyna-
mique.

2. Cette formulation est à la base d’une méthode numérique de résolutionapprochéede systèmes d’équations
différentielles : la méthode des éléments finis. L’approximation provient de ce que l’on cherche des solutions
dans un sous-espace de dimension finie des fonctions définies (le plus souvent polynômiales par morceaux) et
de carré intégrable sur le domaineD et que l’on remplace le∀www par un nombre fini de champswwwi engendrant
ce sous-espace de fonctions.

3. Dans le cas de domainesmatériels, on peut décrire les champs par la méthode de Lagrange. On laisse le soin au
lecteur, en suivant la même démarche que précédemment et en partant de l’expression lagrangienne de l’équation
de mouvement (3.26) page 24, de vérifier que l’expression lagrangienne de ce théorème est :

∫
D m

0

ρ0www ·γγγL dv0 =
∫
D m

0

ρ0www · fff m
L dv0+

∫
∂D m

0

www · fff s
L dv0−

∫
D m

0

KvL (σσσL ·FFF
−T)︸ ︷︷ ︸

ΠΠΠL

: gradLwww dv0 ∀www

22. Dans le calcul qui suit, on n’utilise pas de dérivées d’intégrales, les résultats sont donc valables pour tout type dedomaine.
23. Ce nom est utilisé par les auteurs qui utilisent un autre principe fondamental de la mécanique : la solution d’un problèmede

mécanique est celle qui minimise une certaine intégrale appelée « énergie potentielle ». Pour chercher ce minimum, on utilise le calcul
variationnel.

24. Ce nom est plutôt utilisé par les numériciens : cette formulation n’est pas plus faible que l’équation de mouvement, elle lui est
équivalente. Elle ne devient faible que si on limite la recherche de solutions dans un certain espace de fonctions particulières.
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3.7. Changements d’observateur

oùFFF = gradLxxxt , où KvL = detFFF est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont l’état de réfé-
rence estD m

0 et oùρ0 est la masse volumique à l’instant de référencet0.
Les auteurs qui interprètentwww comme un champ devitesses virtuellestransforment parfois le dernier terme :

KvL (σσσL ·FFF
−T)︸ ︷︷ ︸

ΠΠΠL

: gradLwww= KvLσσσL︸ ︷︷ ︸
τττL

: sym(gradLwww ·FFF−1) = τττL : sym gradEwww︸ ︷︷ ︸
DDDw

oùDDDw serait interprétable comme un « taux de déformation virtuel » par ressemblance avec les vitesses réelles.

3.7 Changements d’observateur

Soient deux observateursR et R̃ et soitQQQt le tenseur de changement d’observateur actuel. On convientde
surmonter d’un «̃» les grandeurs relatives à l’observateurR̃ .

On montre en cinématique que la formule de changement d’observateur des directions matérielles actuelles
uuut et des normales actuelles à une facette matériellennnt

25 sont :

ũuut =QQQt ·uuut et ñnnt =QQQt ·nnnt (3.39)

On posepar principeque les forces extérieures surfaciques de contactfff s = σσσ ·nnnt sur la frontière d’un
domaine ont la même orientation par rapport à cette frontière pour tous les observateurs, c’est-à-dire que
les forces surfaciques extérieures s’exerçant sur la frontière d’un domaine sont des grandeurs vectorielles
objectives. Leur formule de changement d’observateur est donc26 :

f̃ff
s
=QQQt · fff s (3.40)

En appliquant la condition aux limites (3.3) page 20 pour chaque observateur, l’égalité (3.40) s’écrit :

σ̃σσ · ñnnt =QQQt · (σσσ ·nnnt) ∀nnnt

σ̃σσ ·QQQt ·nnnt =QQQt ·σσσ ·nnnt ∀nnnt (en vertu de (3.39))

σ̃σσ ·QQQt =QQQt ·σσσ

σ̃σσ =QQQt ·σσσ ·QQQT
t (3.41)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur tensorielle du second ordre objective27.

Le champ de tenseur des contraintes de Cauchy est un champ tensoriel du second ordre objectif.

On en déduit aisément qu’une contrainte normale actuellecN(P,nnnt ,t) =nnnt ·σσσ(P,t) ·nnnt est un scalaire objectif
quelle que soit la facette matérielle de normale actuellennnt . De même, le vecteur contrainte tangentielle
actuelle en une particule pour une facette matérielle de normale actuellennnt , ainsi que sa norme sont des
grandeurs respectivement vectorielle et scalaire objectives car̃cccT · ũuut = cccT ·uuut ∀uuut . Les valeurs propres
actuelles et les invariants actuels du tenseur des contraintes de Cauchy sont des scalaires objectifs et les
directions propres actuelles sont des grandeurs vectorielles objectives.

REMARQUE : On laisse le soin au lecteur d’établir les formules de changement d’observateur des autres « tenseurs des
contraintes »ΠΠΠ , τττ etSSSévoqués dans la remarque en fin de section (3.4.1) page 24. Il en déduira28 que seul le tenseur
τ = Kvσσσ est objectif.

25. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 4.13. 1 et 4.13.2
26. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 3.3
27. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 3.4
28. On rappelle que la formule de changement d’observateur du gradient lagrangien des positions actuellesFFF est :F̃FF =QQQt ·FFF ·QQQT

0 ,
voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 3.6.1
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Enfin, on déduit aisément de l’objectivité du tenseur des contraintes de Cauchy (3.41) et de celle du tenseur
des taux de déformation29 que la puissance volumique actuelle des efforts intérieursest une grandeur
scalaire objective :

σσσ : DDD = σ̃σσ : D̃DD (3.42)

En revanche, la puissance des efforts extérieurs (à distance comme de contact), l’énergie cinétique et la
puissance cinétique ne dont pas des grandeurs objectives, car la vitesse et l’accélération ne sont pas des
grandeurs vectorielles objectives.

3.8 En bref...

Dans ce cours, on a choisi de considérer les lois de Newton comme étant le principe fondamental de la
mécanique. Elles supposent notamment que les actions intérieures ou extérieures sur une particule sont
de simples forces sans moment. On montre en mécanique générale que les lois de Newton appliquées à
un ensemble de points matériels (domaine matériel) conduisent aux trois théorèmes généraux de la méca-
nique classique : théorème de la résultante dynamique, théorème du moment dynamique, et théorème de la
puissance cinétique.

L’application de ces théorèmes à un domaine matériel de milieu continu conduit à la notion decontrainte
actuelle en une particule et pour une facette matériellepour décrire les efforts intérieurs à un milieu
continu, ainsi qu’à l’existence dans tout milieu continu d’un champ de tenseurs du second ordre objectif,
appelétenseur des contraintes de Cauchy, qui décrit la contrainte actuelle pour toutes les facettesmaté-
rielles repérées par leur normale unitaire actuelle autourd’une particule.Ce tenseur des contraintes doit
satisfaire à des conditions aux limites sur la frontière.

La forme globale des théorèmes généraux pour un domaine matériel ou pour un domaine géométrique est
la même. Toutefois elle peut s’écrire sous différentes formes pour des domaines matériels ou géométriques
par transformations d’intégrales, et suggérer d’autres interprétations en termes de bilan de quantité de
mouvement, de moment cinétique ou d’énergie cinétique.

La forme locale des trois théorèmes généraux conduit à l’équation de mouvement (forme lagrangienne ou
eulérienne), à la symétrie du tenseur des contraintes et à ladéfinition d’une densité volumique de puissance
des efforts intérieurs.

Il existe une formulation intégrale équivalente à l’équation locale de mouvement.

29. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 5.10.2
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Chapitre 4

Conservation de l’énergie

Le principe de la conservation de l’énergie est aussi appeléPremier principe de la thermodynamique. Avant
d’aborder l’expression du principe de la conservation de l’énergie pour un domaine de milieu continu, il
est utile de rappeler un certain nombre de concepts de base utilisés en thermodynamique.

4.1 Concepts de base en thermodynamique

La thermodynamique générale envisage des systèmes matériels dont la constitution interne esta priori
quelconque (machines, objets matériels solides ou non, ponctuels ou non, agencés de manière quelconque)
et susceptibles d’échanger de l’énergie avec l’extérieur du système. Cet échange d’énergie se fait sous
la forme d’énergie mécanique, qu’on appelletravail et sous la forme d’autres énergies non mécaniques,
principalement lachaleur.

On va naturellement s’intéresser plus particulièrement aucas où la matière qui constitue le système étudié
est modélisée par un milieu continu1. Les systèmes dont on étudiera l’évolution sont donc des domaines
matériels ou des domaines géométriques (voir la section 1.1page 1) remplis de milieu continu.

4.1.1 Variables d’état

Comme on va le voir dans la suite, le principe de la conservation de l’énergie invoque « l’état actuel d’un
système ». Il convient de préciser ce concept.

Dans le cas d’un système discret2, l’état actuel du système est descriptible avec un nombre fini de para-
mètres qui sontnécessaires et suffisantspour reproduire complètement la configuration actuelle du système.
Cette liste de paramètres est appeléeliste de variables d’état indépendantes. Pour un observateur donné, il
existe un grand nombre de listes possibles de paramètres pour décrire l’état actuel d’un système discret.

De plus, un état doit être un concept de définition universelle, c’est-à-dire que si un système matériel est
dans un certain état pour un observateurR , (chaque variable d’état a une certaine valeur), il doit être dans
le même état pour un autre observateurR̃ 3. La manière la plus simple de rendre universelle la définition

1. C’est d’ailleurs le cas dans la plupart des cours de thermodynamique élémentaire, où l’on raisonne essentiellement sur des
« masses de gaz » (le plus souvent parfaits). Il n’en reste pas moins vrai que tout système matériel peut être considéré comme presque
partout continu, au sens de la théorie des distributions. Les intégrales qui sont dans ce cours peuvent être prises au sens de Lebesgue.

2. Par exemple, un assemblage de points matériels, de solides éventuellent dilatables, de ressorts sans masse, liés ou articulés entre
eux, réservoirs, etc.

3. Les définitions non universelles n’ont aucun intérêt en physique. Quel serait l’intérêt du concept d’état si des observateurs
attribuaient un état actuel différent à un même système matériel? Si tel était le cas, la thermodynamique d’un système donné serait
différente pour chaque observateur !
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

d’un état est de ne n’utiliser que des variables d’état scalaires objectivespour décrire l’état du système
matériel. Ainsi, l’état est décrit par une liste de scalaires qui sont les mêmes pour tous les observateurs.

REMARQUE : Cette condition exclut donc de la liste des variables d’état d’un système, toute grandeur telle que des
positions ou des vitesses par rapport à un observateur. En revanche, des distances ou des angles entre des éléments du
système sont des grandeurs objectives.

Dans le cas d’un domaine de milieu continu, l’état du domaine est décrit par un certain nombrenéces-
saire et suffisantdechamps matérielsχχχi(P,t) de grandeurs physiquesobjectivesdécrivant l’état actuel de
chaque particule, leurs positions relatives actuelles, etc. Si l’on connaît tous ces champs, on est capable
par définitionde déterminer4 toutes les autres champs matériels (objectifs ou non) de grandeurs physiques
définissables sur ce milieu continu.

DÉFINITION : On appelle liste de variables d’état indépendantes d’un domaine matériel de milieu continu,
une liste ordonnéenécessaire et suffisantede champs matériels objectifs pour décrire complètement tous
les états envisageables de ce domaine matériel.

Le choix d’une liste de variables d’état indépendantes est donc la première étape de la modélisation d’un
milieu matériel continu.

En faisant ce choix, ondécideque tous les états du domaine matériel envisageables par ce modèle sont re-
présentés en donnant indépendamment une valeur arbitraireà chacune des variables d’état (dans un certain
domaine de valeurs admissibles). Les grandeurs physiques objectives choisies pour caractériser un état de
domaine matériel peuvent être des champs scalaires, vectoriels ou tensoriels. Tant que le modèle de milieu
continu n’est pas précisé (fluide, solide déformable, etc),on les note{χχχ1(P,t), · · · ,χχχn(P,t)}.

REMARQUES : Le choix d’un ensemble de variables d’état indépendantes est normalement suggéré par des constata-
tions expérimentales sur le milieu continu qu’on veut modéliser : on doit pouvoir donner indépendamment à chacune
des variables d’état une valeur arbitraire. Elles ne peuvent donc pas être liées par une relation issue d’une définition,
de la cinématique ou d’un principe fondamental.
Par exemple, on ne peut pas prendre simultanément la masse volumiqueactuelleρ et un tenseur de déformation actuel
comme variables d’état indépendantes, car la dilatation volumique actuelle en une particuleKv (calculable à partir du
tenseur de déformation actuelle) est liée à la masse volumique actuelle en raison du principe de la conservation de la
masse (Kv = ρ0 ρ−1, voir (2.5) page 11). Ces deux grandeurs ne sont donc pas indépendantes.
Autre exemple : en thermodynamique des gaz parfaits on ne peut pas prendre comme variables d’état indépendantes à
la fois la température, la masse volumique et la pression d’une particule car ces trois grandeurs sont liées par la défi-
nition d’un gaz parfait (p= kρT où k est une constante caractéristique du gaz parfait). Si on choisit la température et
la masse volumique comme variables d’état d’un gaz parfait, la pressiond’une particule de gaz parfait est une fonction
d’état (voir section 4.1.2 page 35).
En revanche, si on constate expérimentalement qu’il faut distinguer des états qui auraient les mêmes valeurs de va-
riables d’état, alors il faut ajouter à la liste de ces variables d’état une ou plusieurs variables d’état qui permettent
de distinguer ces états. Plus l’ensemble de variables d’état indépendantes est grand, plus le modèle de la matière est
compliqué, mais il sera d’autant plus apte à rendre compte du comportement réel du milieu continu.

Exemples de listes de variables d’état indépendantes

On verra dans le chapitre suivant qu’une variable d’état obligatoire est la température absolueT. Elle figure
donc toujours dans la liste des variables d’état des exemples qui suivent.

– La variable d’état masse volumique actuelle (un scalaire)traduit la présence d’une certaine quantité
de matière par unité de volume5. Cette description de la répartition actuelle de la matièreest la
plupart du temps jugée suffisante pour les modèles de fluides simples. Une liste de variables d’état
objectives pour décrire l’état d’une particule de fluide simple est donc{T,ρ}.

4. En résolvant des équations algébriques ou des équations différentielles avec des conditions initiales et des conditions aux limites.
5. Microscopiquement, c’est un nombre de corpuscules par unité de volume
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– Un tenseur de déformation actuelle (un tenseur du second ordre) traduit plus finement la disposition
actuelle de la matière en comparant les distances actuellesentre particules voisines avec celles d’une
configuration de référence. Un tenseur de déformation doit donc obligatoirement figurer dans la
liste des variables d’état d’une particule de milieu continu solide déformable. L’instant de référence
utilisé pour définir les déformations serait, par exemple, un instant où le solide déformable n’a encore
jamais été sollicité. Une liste de variables d’état objectives pour décrire l’état d’une particule de
solide déformable isotrope est donc{T,XXX} oùXXX est un tenseur de déformation actuelle objectif6 .

– Pour les solides déformables anisotropes, un tenseur de déformation est insuffisant pour distinguer les
états : il faut compléter la description de l’état d’une particule en précisant l’orientation du tenseur
des déformations actuelles par rapport aux directions actuelles d’anisotropie. Les variables d’état
doivent donc comporter à la fois un tenseur de déformation actuelle et les directions matérielles ac-
tuelles d’anisotropie. Une liste de variables d’état indépendantes objectives pour décrire l’état d’une
particule de solide déformable anisotrope est donc{T,XXX,NNN1, · · · ,NNNp} oùXXX est un tenseur de défor-
mation actuelle objectif et où lesNNNi sont des tenseurs uniaxiaux donnant les directions d’anisotropie
actuelles.

– Pour certains milieux continus, l’histoire des changements d’état pour parvenir à un état donné peut
être jugée importante. Il faut alors ajouter des variables d’état (scalaires, vectorielles ou tensorielles)7

qui sont le résumé actuel de l’histoire de cette particule. Ces variables d’état sont appeléesvariables
d’état internes8. Ce résumé de l’histoire peut être plus ou moins riche selon les éléments de l’histoire
que l’on a sélectionnés comme importants.

4.1.2 Fonction d’état

L’énoncé du principe de la conservation de l’énergie invoque la notion de « fonction d’état ». Il convient de
préciser ce concept.

DÉFINITION : On appelle fonction d’état, toute grandeur physique dont lavaleur est déterminée par la
seule connaissance des valeurs de la liste des variables d’état indépendantes.

VOCABULAIRE : Les fonctions d’état (ou certaines d’entre-elles) sont aussi appeléespotentiels thermodynamiques.

Les fonctions d’état sont donc des applications{χχχ1, · · · ,χχχn} → V
⊗q
3 où q est l’ordre de tensorialité de la

fonction d’état9. Une fonction d’état est donc une grandeurχχχ′
j dont la définitionfffχχχ′j

est de la forme :

χχχ′
j(P) = fffχχχ′j

(χχχ1(P), · · ·χχχn(P))

Pendant l’évolution d’un domaine, l’état{χχχ0, · · · ,χχχn} des particules évolue avec le temps, la valeur de la
fonction d’étatχχχ′

j(P) évolue donc aussi avec le temps. On définit donc la dérivée particulaire10 de cette
fonction d’état :

χ̇χχ′
j(P) =

n

∑
i=1

∂∂∂i fffχχχ′j
⊗pi χ̇χχi(P)

où pi est l’ordre de tensorialité de la variable d’étatχχχi et où⊗pi est un produit tensorielpi-contracté.

6. Il en existe plusieurs, voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 4.6
7. Ces variables d’état traduisent en général des réarrangements ou des ruptures de liaisons intercorpusculaires. Les phénomènes

macroscopiques s’appellent : plastification, endommagement, etc.
8. Le qualificatif d’« interne » semble plus ou moins consacré par l’usage, bien que toutes les variables d’état puissent être vues

comme « internes ». Certains auteurs les appellent « non observables », les autres variables d’état étant donc « observables ». Si l’auteur
de ce cours osait proposer une terminologie qui ne soit pas trompeuse, il les appellerait variables « mnésiques ».

9. La plupart des fonctions d’état envisagées dans la suite seront scalaires (q= 0,V⊗q
3 = R).

10. Voir la définition de la dérivée particulaire dans le cours Cinématique des milieux continus, du même auteur, section 2.7, et
le coursAlgèbre et analyse tensoriel pour l’étude des milieux continus, section 2.2.2 pour la dérivation de fonctions d’arguments
tensoriels.
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

REMARQUE : On peut définir un grand nombre de fonctions d’étatχχχ′
j : toute fonction de fonctions d’état et de va-

riables d’état est une fonction d’état. Parmi l’ensemble de grandeurs{χχχ1, · · · ,χχχn,χχχ′1, · · · ,χχχ
′
q}, on peut choisirn gran-

deurs{χχχ′′
1, · · · ,χχχ

′′
n} telles que lesn−q grandeurs restantes s’expriment en fonction desχχχ′′

i . Il suffit que l’application
(changement de variables d’états){χχχ1, · · · ,χχχn} ↔ {χχχ′′

1, · · · ,χχχ
′′
n} soit inversible. Cette possibilité de changer de liste de

variables d’états indépendantes explique la profusion de formules (exprimant la même chose) que l’on peut trouver
dans certains cours de thermodynamique. Dans la suite, par souci de clarté, on évitera de faire de tels changements
de variables d’état. Les seules fonctions d’état réellement indispensables sont celles introduites par les deux principes
fondamentaux de la thermodynamique, à savoir l’énergie interne introduite par le premier principe de la thermodyna-
mique (voir section 4.2.1 page 38) et l’entropie introduite par le second principe de la thermodynamique (voir chapitre
5 page 45). Les autres fonctions d’état évoquées classiquement en thermodynamique (enthalpie, énergie libre, etc.)
sont définies par des combinaisons de ces deux fonctions d’état et devariables d’état.

Fonctions d’état objectives et objectivité des variables d’état

La définition d’une fonction d’état est, comme toute définition, universelle. Soit une fonction d’étatscalaire
définie parχ′ = fχ′(χχχ1, · · · ,χχχn). L’universalité de la définition signifie que l’applicationfχ′ est la même pour
tous les observateurs.

Si la grandeur physique définie par la fonction d’état est unegrandeur scalaire objective(sa valeur scalaire
pour un état de particule est la même pour tous les observateurs), on peut écrire :

χ′(P) = fχ′
(
χχχ1(P), · · · ,χχχn(P)

)
= fχ′

(
χ̃χχ1(P), · · · ,χ̃χχn(P)

)

avec la même fonction (définition)fχ′ pour tous les observateurs et où lesχ̃χχi(P) sont les valeurs des va-

riables d’état (a priori tensorielles) de la particuleP pour un observateur̃R .

Les variables d’état étant objectives, les formules de changement d’observateur de ces variables d’état sont
connuesa priori 11 :

χ̃χχi(P) = RQQQt (χχχi(P))

oùRQQQt est un opérateur de changement d’observateur dont la naturechange avec l’ordre de tensorialité de
la variable d’état12.

La fonction d’état scalaireχ′ étant objective, l’applicationfχ′ doit satisfaire à l’égalité :

fχ′
(
χχχ1(P), · · · ,χχχn(P)

)
= fχ′

(
RQQQt (χχχ1(P)), · · · ,RQQQt (χχχn(P))

)

Ainsi, si les variables d’état sont des grandeurs objectives, toute fonction d’état à valeur scalaire objective
est nécessairement une fonction isotrope de ses arguments13.

On sait qu’il existe alors une fonctionf χ′ telle que :

fχ′
(
χχχ1(P), · · · ,χχχn(P)

)
= f χ′(I1(P), · · · Im(P)) (4.1)

où {I1, · · · Im} sont des scalaires calculés à partir des arguments tensoriels {χχχ1, · · · ,χχχn} de la fonctionfχ′ .
Cette liste dépend du nombre et de l’ordre de tensorialité des variables d’état tensoriellesχχχi .

L’évaluation d’une fonction d’état scalaire objective et,d’une manière générale, la description de l’état
d’une particule de milieu continu avec des variables d’étattensorielles objectives, peut donc se ramener à
un ensemble demvariables d’état scalaires objectives oùmest inférieur ou égal au nombre de composantes
nécessaires pour donner une valeur auxn variables d’état tensorielles{χχχ1, · · · ,χχχn}.

11. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, sections 3.2 à 3.5
12. On rappelle que pour une grandeur vectorielle objectivevvv, la formule de changement d’observateur estṽvv= QQQt ·vvv, et pour une

grandeur tensorielle d’ordre 2 objectiveTTT elle s’écrit :T̃TT =QQQt ·TTT ·QQQT
t .

13. Voir le coursAlgèbre et analyse tensorielle pour l’étude des milieux continus, du même auteur, section 2.3.2
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4.1. Concepts de base en thermodynamique

DÉFINITION : La liste des m champs scalaires objectifs{I1, · · · Im} est appelée liste de variables d’état
réduites.

REMARQUE : La signification physique profonde de ce résultat mathématique est queles seules valeurs réelles, com-
munes à tous les observateurs, nécessaires et suffisantes pour décrire un état de particule contenant des variables d’état
vectorielles ou tensorielles, sont les invariants de chacune des variablesd’état et les invariants « croisés » qui défi-
nissent les orientations relatives de ces tenseurs les uns par rapport aux autres, en excluant toute orientation absolue
par rapport à un observateur particulier. Lesm variables scalaires{I1, · · · ,Im} ne permettent donc pas de reconstruire
complètement les variables d’état tensorielles pour un observateur donné, elles permettent seulement de reconstruire
l’ensemble des variables d’état tensorielles à une rotation quelconque près.

4.1.3 Espace des états

Chaque état de particule étant défini par un nombre finim de scalaires objectifs, on peut donc représenter
les tous états envisageables d’une particule de ce modèle demilieu continu avec un point deRm (ou d’un
certain domaine deRm).

DÉFINITION : Soit m le nombre de scalaires objectifs nécessaires et suffisants pour décrire l’état d’une
particule. On appelle espace des états, notéE, un espace affine de points de dimension m tel que chaque
point représente un état possible de particule.

Dans cet espace, les fonctions d’état scalaires peuvent se représenter par des hypersurfaces de dimension
m−1 qui sont les isovaleurs de la fonction d’état.

REMARQUE : En thermodynamique des gaz, les variables d’état indépendantes se réduisent à deux scalaires objectifs
(m= 2, on dit parfois que les gaz sont « divalents »). Les isovaleurs des fonctions d’état d’un gaz sont donc des courbes
dans un espace des états de dimension 2. On peut donc les représentergraphiquement sur des diagrammes plans. Du
fait que les thermodynamiciens changent souvent de système de variables d’état indépendantes (voir la remarque en
section 4.1.2 page 36), il existe plusieurs versions de ces diagrammes, qui expriment néanmoins tous la même chose :
l’évolution de grandeurs le long d’un chemin dans l’espace des états14.

4.1.4 Évolution thermodynamique

L’évolution thermodynamique d’un domaine (matériel ou géométrique) est la description des changements
d’état de chaque particule du domaine, c’est-à-dire la donnée desmchamps matériels{I1(P,t), · · · ,Im(P,t)}.
Dans l’évolution thermodynamique d’un domaine, chaque particule suit donc son propre chemin (ou tra-
jectoire) dans l’espace des étatsE, paramétré par le temps.

DÉFINITION : On appelle évolution thermodynamique d’une particule, le chemin (ou la trajectoire) du
point représentatif de l’état de la particule au cours du temps dans l’espace des états.

DÉFINITION : On appelle vitesse d’évolution thermodynamique à l’instant t de la particule P, la dérivée
temporelle dans l’espace des états du point représentatif de l’état dans une évolution.

Lesm composantes de la vitesse d’évolution thermodynamique d’une particule dans l’espace des étatsE

sont donc lesm dérivées particulaires{İ1(P,t), · · · ,İm(P,t)}.

Il faut bien noter que si l’ensemble des variables d’état d’un modèle de milieu continu est bien un ensemble
de valeurs indépendantes15, l’ensemble de ses dérivées particulaires dans une évolution ne l’est pas néces-
sairement : il se peut que des lois cinématiques, physiques ou des principes fondamentaux imposent des
relations entre les dérivées particulaires des variables d’état.

14. On peut tenter de justifier ces différentes versions de diagrammes par le fait qu’on souhaite représenter des chemins d’évolutions
particulières (isothermes, isobares, isochores, isentropes,...) par des verticales ou des horizontales.

15. On peut donner une valeur arbitraire à chacune des variables d’état pour définir un état.
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

Toutes les directions de vitesse d’évolution thermodynamique autour d’un point de l’espace des états ne
sont donc pas toujours possibles.

EXEMPLE : Pour un milieu continu solide anisotrope, la déformation actuelle et les directions d’anisotropie actuelles
font partie des variables d’état indépendantes : tout tenseur de déformation associé à toute direction d’anisotropie est
un état possible. Néanmoins, les directions d’anisotropie étant des directions matérielles, la cinématique implique des
relations entre la dérivée particulaire des déformations et la dérivée particulaire des directions d’anisotropie car les
directions d’anisotropie sont entraînées par le mouvement.

4.2 Principe de la conservation de l’énergie

La démarche suivie dans ce chapitre est similaire à celle suivie dans les deux chapitres précédents : on pose
le principe pour un domaine matériel, on en déduit une expression locale et on exprime les conséquences
pour un domaine géométrique.

Le principe de la conservation de l’énergie est aussi appeléPremier principe de la thermodynamique. Il
fait intervenir un nouveau concept : la chaleur, qui est une forme d’énergie non mécanique, mais qui peut
aussi être échangée avec l’extérieur.

4.2.1 Énoncé classique pour une évolution finie entre deux instants

On considère un domaine matériel16 quelconque en évolution entre deux instantst1 et t2. Le premier
principe de la thermodynamique postule deux axiomes :

1. l’énergie se conserve: il existe une grandeur scalaire, extensive et objective, appeléeénergie interne
du domaine matériel, telle que l’énergie (travail et chaleur) reçue17 de l’extérieur du domaine ma-
tériel entre ces deux instants sert à modifier son énergie cinétique (modification du mouvement), le
reste servant à modifier son énergie interne18.

2. l’énergie interne du domaine matériel est une fonction d’état : à chaque état du domaine matériel
correspond une valeur de son énergie interne. Les modifications de l’énergie interne du domaine
matériel se traduisent donc nécessairement par des changements des variables d’état du domaine
matériel.

L’énergie reçue de l’extérieur est à la fois de l’énergie mécanique (du travail) et de l’énergie non mécanique
(de la chaleur). Le premier principe s’écrit donc classiquement :

(
Ecin(t2)−Ecin(t1)

)
+
(
Eint(t2)−Eint(t1)

)
=Wt2

t1 +Qt2
t1 (4.2)

où :

– la variation d’énergie interneEint(t2)−Eint(t1) du domaine matériel se traduit par des changements
d’état dans le domaine matériel, c’est-à-dire des modifications des variables d’état ;

– le termeWt2
t1 désigne le travail mécanique reçu (éventuellement négatif) de l’extérieur par le système

pendant l’évolution entre les instantst1 et t2;

– le termeQt2
t1 désigne la chaleur reçue (éventuellement négative) de l’extérieur par le système pendant

l’évolution entre les instantst1 et t2.

16. Les thermodynamiciens disentsystème fermé. Pour l’instant, le domaine matériel n’est pas nécessairementun domaine de milieu
continu, mais il est néanmoins toujours constitué de la même matière.

17. Par convention, on parle toujours de l’énergie reçue de l’extérieur par le domaine matériel. Si l’énergie « reçue » est négative,
elle est en fait cédée au milieu extérieur.

18. Bien noter qu’il n’y a pas de spécialisation : on peut modifier l’énergie cinétique aussi bien avec du travail que de la chaleur. Il
en est de même pour l’énergie interne.
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4.2. Principe de la conservation de l’énergie

L’expression de la fonction d’état énergie interne en fonction des variables d’état n’est pas précisée par
le principe. Cette relation est particulière à chaque système étudié. Dans le cas d’un domaine matériel de
milieu continu, cette relation est particulière à chaque milieu continu (acier, eau, air ...).

C’est en précisant d’une part la liste des variables d’état nécessaire et suffisante pour caractériser l’état
d’un domaine matériel et d’autre part l’expression de l’énergie interne en fonction de ces variables d’état,
que l’on construit un modèle du comportement du milieu continu contenu dans le domaine.

REMARQUE : Dans un grand nombre de traités de thermodynamique, le premier principe de la thermodynamique
est énoncé avec des systèmes supposés « à l’équilibre » aux instantt1 et t2, sans définition claire de ce que signifie
cet « équilibre » : tantôt les vitesses sont supposées nulles19 (il n’y a donc pas de variation d’énergie cinétique) ou
constantes dans le temps (accélération nulle, « équilibre mécanique ») et/ouuniformes dans l’espace (mouvement de
translation), tantôt les champs de variables d’état dans le domaine sont supposés uniformes (« équilibre thermique »
et autres...)20, et bien souvent les deux à la fois. Comme on va le voir par la suite, cette idée d’« équilibre » est
inutile. Ces conditions soit-disant simplificatrices ne sont évoquées que parce que c’est dans ces cas particuliers que les
vérifications expérimentales sont les plus faciles à faire. Pour pouvoir appliquer le principe avec de telles restrictions, on
est amené à considérer les évolutions du système étudié comme une « succession d’états d’équilibre », éventuellement
« infiniment lente » qui n’ont aucun sens physique. Lorsqu’un système matériel (continu ou non) évolue, les vitesses
ou les accélérations de ses particules se sont en général pas nulles, leschamps de variables d’état ne sont en général
pas uniformes et le principe de la conservation de l’énergie n’en reste pas moins vrai.

4.2.2 Énoncé global instantané

L’énoncé (4.2) page 38 est affirmé pour toutes les transformations, c’est-à-dire∀ t1 et ∀ t2, et donc en
particulier pour toute sous-transformation entre deux instantst et t +dt aussi proches que l’on veut21. On
va donc en donner une formulation instantanée qui garantit le respect du principe de la conservation de
l’énergie pour toute sous-évolution d’une évolution :

d
dt

Ecin+
d
dt

Eint = P
mec
ext +P cal

ext (4.3)

où :

– P mec
ext est la puissance mécanique actuelle des efforts extérieurs(à distance et de contact) ;

– P cal
ext est la puissance calorifique actuelle reçue de l’extérieur.

Il faut maintenant traduire cet énoncé global valable pour un système matériela priori quelconque, dans le
cas où la matière du système matériel est modélisée par un milieu continu22.

4.2.3 Conservation de l’énergie pour un domaine matériel demilieu continu

SoitD m un domaine matériel, soitD m
t sa position actuelle et soitD m

0 sa position de référence.

L’énergie interne est, par principe, une grandeurextensive23, on peut donc définir une densité massique
d’énergie interne, notéeem et appeléeénergie interne massique24, telle que l’énergie interne actuelle d’un
domaine matériel est (voir (1.1) page 3) :

Eint(D
m
t ,t) =

∫
D m

t

em
E dm=

∫
D m

t

ρE em
E dvt =

∫
D m

0

em
L dm=

∫
D m

0

ρL em
L Kv dv0 =

∫
D m

0

ρ0em
L dv0

19. Pour quel observateur?
20. Par exemple la température ou la pression sont supposés uniformes dans l’espace, ce qui évite de parler de champs matériels

pour les variables d’état.
21. Naturellement, tous les états intermédiairest ∈ [t1,t2] ne sont pas « à l’équilibre » quel que soit le sens qu’on donne àce mot.
22. Voir la remarque 1 page 33.
23. L’extensivité postulée de l’énergie interne est parfois appelée en thermodynamique : « principe de l’état local ».
24. Les thermodynamiciens disent aussi : énergie interne spécifique.
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

oùem est l’énergie interne massique actuelle (unité : J.kg−1).

D’autre part, l’énergie interne massique est, par principe, unefonction d’état. Il existe donc une application
réelle fe telle que :

em(P) = fe(χχχ1(P), · · · ,χχχn(P))

L’application universellefe est caractéristique de chaque modèle de milieu continu, parle choix de ses
variables (la liste des variables d’étatχχχi) et par l’applicationfe elle-même (expression de l’énergie interne
massique en fonction des variables d’état).

Enfin, l’énergie interne est, par principe, une grandeur scalaire objective. Puisque les variables d’état sont
objectives, l’applicationfe est une fonction isotrope de ses arguments tensoriels et peut donc être ramenée
à une fonctionf e d’arguments scalaires (voir (4.1) page 36) :

em(P) = f e(I1(P), · · · ,Im(P))

où les variables d’état réduites scalaires{I1, · · · ,Im} sont connues quand on connait la liste des variables
d’état tensorielles objectives.

L’énergie cinétique actuelle et la puissance mécanique extérieure actuelle d’un domaine matériel ont été
définies dans le chapitre sur le principe fondamental de la mécanique. On rappelle leurs différentes expres-
sions ici :

Ecin(D
m
t ,t) =

∫
D m

t

ρE
vvv2

E

2
dvt =

∫
D m

t

vvv2
E

2
dm=

∫
D m

0

vvv2
L

2
dm=

∫
D m

0

ρL
vvv2

L

2
Kv dvt =

∫
D m

0

ρ0
vvv2

L

2
dvt

P
mec
ext (D

m
t ,t) =

∫
D m

t

vvvE · fff v
E dvt

︸ ︷︷ ︸
Puiss. forces à distance

+

∫
∂D m

t

vvvE ·σσσE ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸
Puiss. forces de contact

=
∫
D m

0

vvvL · fff v
L KvL dv0+

∫
∂D m

0

vvvL ·σσσL ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0 (par exemple, voir (3.22) page 23)

Dans un domaine matériel, on représente l’énergie calorifique reçue de l’extérieur par deux termes :

– un terme de frontière :

P
cal sur f
ext =−

∫
∂D m

t

qqqE ·nnnt dst =−
∫

∂D m
0

qqqL ·
FFF−T ·nnn0

‖FFF−T ·nnn0‖
KsL ds0 =−

∫
∂D m

0

qqqL ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0

Ce terme est la puissance calorifique reçue de l’extérieur par conduction25 à travers la frontière. Le
champ vectorielqqq, défini dans tout le domaine matériel26, est appelécourant de chaleur27 (W.m−2).

– un terme de volume :

P
cal vol
ext =

∫
D m

t

rv
extE dvt =

∫
D m

0

rv
extLKvL dv0

Le champ scalairerv
ext représente une puisssance calorifique volumique (W.m−3) reçue à l’intérieur

du domaine matériel maisdue à une source d’énergie extérieure28 . On peut utiliser ce terme pour
modéliser une production de chaleur due à un rayonnement d’origine extérieure qui cède une partie
de son énergie sous forme de chaleur en traversant le domainematériel par interaction avec la matière
(par exemple un rayonnement micro-ondes). Dans beaucoup d’applications, ce terme est nul.

25. On applique ici le principe à un domainematériel. Aucune matière ne traverse la frontière, il n’y a donc pas d’apport de chaleur
à travers la frontière par convection.

26. L’existence du champ vectorielqqq dans le domaine est souvent postulée. En fait, on peut prouverson existence de la même
manière que pour l’existence du tenseur des contraintes. La démonstration d’existence est donnée en annexe A.3 page 72.

27. Le vecteurqqq est parfois appelé « flux » de chaleur ; quelquefois, c’est le scalaireqs = qqq·nnn qui est appelé « flux » de chaleur.
28. C’est un apport de chaleur à distance, comparable aux forces extérieures à distance.
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4.3. Forme locale de la conservation de l’énergie

Le principe de la conservation de l’énergie (4.3) page 39 pour un domaine matériel s’écrit donc (avec les
descriptions d’Euler) :

d
dt

∫
D m

t

vvv2
E

2
dm

︸ ︷︷ ︸
Pcin=

d
dt Ecin(D m,t)

+
d
dt

∫
D m

t

em
E dm

︸ ︷︷ ︸
d
dt Eint (D m,t)

=

∫
D t

vvvE · fff v dvt +
∫

∂D m
t

vvvE ·σσσE ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

P mec
ext

+
∫
D m

t

rv
ext E dvt −

∫
∂D m

t

qqqE ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

P cal
ext

(4.4)

On peut simplifier l’expression globale de la conservation de l’énergie pour un domaine matériel (4.4), en
utilisant le théorème de la puissance cinétique :Pcin = P

mec
ext +Pmec

int .

d
dt

Eint(D
m,t) =−P mec

int +
∫
D m

t

rv
ext E dvt −

∫
∂D m

t

qqqE ·nnnt dst
︸ ︷︷ ︸

P cal
ext

d
dt

∫
D m

t

em
E dm=

∫
D m

t

σσσE : DDDE dvt +
∫
D m

t

rv
ext E dvt −

∫
∂D m

t

qqqE ·nnnt dst (voir (3.28) page 26) (4.5)
∫
D m

t

ėm
E ρE dvt =

∫
D m

t

σσσE : DDDE dvt +
∫
D m

t

rv
ext E dvt −

∫
D m

t

divEqqq dvt (voir (2.10) page 12) (4.6)

Si on utilise les descriptions de Lagrange dans le domaine matériel, le principe de la conservation de
l’énergie s’écrit :

∫
D m

0

ρL ėm
L KvL dv0 =

∫
D m

0

σσσL : DDDL KvL dv0+
∫
D m

0

rv
ext LKvL dv0−

∫
∂D m

0

qqqL ·FFF
−T ·nnn0KvL ds0

∫
D m

0

ρ0 ėm
L dv0 =

∫
D m

0

σσσL : DDDL KvL dv0+
∫
D m

0

rv
ext LKvL dv0−

∫
D m

0

divL(KvFFF−1 ·qqq) dv0 (4.7)

oùKv est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont la référence estD m
0 .

4.3 Forme locale de la conservation de l’énergie

On l’obtient par le même procédé que pour les autres principes : en utilisant le lemme fondamental à partir
de l’expression globale (4.6), on obtient la forme locale dela conserservation de l’énergie , appeléeforme
eulérienne de l’équation de la chaleur29 :

ρ ėm =σσσ : DDD + rv
ext−divEqqq (4.8)

L’énergie interne massique étant une fonction d’état, sa dérivée particulaire est :

ėm =
n

∑
i=1

∂∂∂i fe⊗
pi χ̇̇χ̇χi =

m

∑
j=1

∂ j f e İ j ( fe(χχχ0, · · · ,χχχn) = f e(I1, · · · ,Im), voir (4.1) page 36)

où :

– pi est l’ordre du tenseurχχχi et⊗pi est un produit tensorielpi-contracté ;
– {χχχ1, · · · ,χχχn} sont les variables d’état tensorielles ;
– fe est la fonction d’état énergie interne massique en fonctiondes variables d’état tensorielles ;

29. On a enlevé les indicesE inutiles car par définitionAAA E(xxxt ,t) = AAA L(xxx0,t) = AAA (P,t).
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

– {I1, · · · ,Im} sont les variables d’état réduites (scalaires) ;
– f e est la fonction d’état énergie interne massique en fonctiondes variables d’état réduites.

Pour un certain milieu continu (l’applicationfe ou f e et la liste des variables d’état sont connues), la
conservation de l’énergie s’écrit donc :

ρ
n

∑
i=1

∂∂∂i fe⊗
pi χ̇̇χ̇χi = ρ

m

∑
j=1

∂ j f e İ j =σσσ : DDD + rv
ext−divEqqq (4.9)

On peut aussi écrire uneforme lagrangienne de l’équation de la chaleuren appliquant le lemme fonda-
mental à l’équation (4.7) page 41 :

Kv ρ︸︷︷︸
ρ0

ėm =−Kvσσσ︸︷︷︸
τττ

: DDD−Kv rv
ext−divL(KvFFF−1 ·qqq)

où ρ0 = ρL(xxx0,t0) et oùτττ est le « tenseur des contraintes » de Kirchhoff (voir la remarque page 24).

REMARQUE : Le termeKvFFF−1 ·qqq parfois notéqqq0 est difficilement interprétable.

4.4 Conservation de l’énergie pour un domaine géométrique

Soit un domaine géométrique dont la position actuelle estD g
t . De l’équation locale (4.8) page 41, il vient :

∫
D

g
t

ρE ėm
E dvt =

∫
D

g
t

σσσE : DDDE dvt +
∫
D

g
t

rrrv
ext E dvt −

∫
D

g
t

divEqqq dvt

En utilisant la dérivation des intégrales de masse sur un domaine géométrique (2.12) page 12, il vient :

d
dt

∫
D

g
t

em dm

︸ ︷︷ ︸
dEint

dt

=
∫
D

g
t

σσσE : DDDE dvt

︸ ︷︷ ︸
−P mec

int

+
∫
D

g
t

rv
ext E dvt −

∫
D

g
t

divEqqq dvt
︸ ︷︷ ︸

P cal
ext

+
∫

∂D g
t

ρE em
E (vvvf −vvvE) ·nnnt dst

︸ ︷︷ ︸
Φe

(4.10)

où Φe est le flux (débit) d’énergie interne entrant à travers la frontière et oùvvvf est la vitesse de la frontière
du domaine géométrique.

En comparant (4.10) avec l’équation de bilan d’une grandeurextensive donnée en (1.11) page 7, la quantité

P cal
ext −P

mec
int =

∫
D

g
t

(
rv
ext E−divEqqq+σσσE : DDDE

)
dvt peut s’interpréter comme un taux de production interne

d’énergie interne, et le termeτint = rv
ext− divEqqq+σσσ : DDD est le taux de production volumique d’énergie

interne.

Ainsi, on peut interpréter le principe de la conservation del’énergie, comme un principe de « conservation
de l’énergie interne », à condition de considérer la puissance calorifique extérieure et l’opposé de la puis-
sance mécanique des efforts intérieurs comme des sources d’énergie interne. Pour un domaine matériel, le
flux à travers la frontière est nul.

BILAN D ’ ÉNERGIE TOTALE : En utilisant le théorème de la puissance cinétique sous forme de bilan d’énergie
cinétique pour un domaine géométrique (3.36) page 37 :

d
dt

Ecin = P
mec
ext +P mec

int +ΦEcin

et en additionnant terme à terme avec (4.10) il vient :

dEtot

dt
=

dEint

dt
+

dEcin

dt
= P mec

ext +P cal
ext +Φe+ΦEcin︸ ︷︷ ︸

ΦEtot
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4.5. Changements d’observateur

Ainsi, si on appelleénergie totalele termeEtot = Ecin+Eint , en comparant avec l’équation de bilan d’une grandeur
extensive donnée en (1.11) page 7, le principe de la conservation de l’énergie peut être présenté comme un principe de
conservation de l’énergie totale, à condition de considérer la puissance mécanique des efforts extérieurs et la puissance
calorifique extérieure comme des sources d’énergie totale. Le taux de production volumique d’énergie totale est :
τEtot = vvv · (divEσσσ+ fff v)+rrrv

ext−divEqqq. Pour un domaine matériel, le flux à travers la frontière est nul.

4.5 Changements d’observateur

L’énergie interne massique est par principe une grandeur scalaire objective. D’autre part, la puissance
volumique des efforts intérieursPvmec

int =σσσ : DDD l’est aussi (voir (3.42) page 32).

On posepar principeque la puissance calorifique surfacique actuelle transmisepar conduction à travers la
fontièreqs=qqq·nnnt (W.m−2) est un scalaire objectif (̃qs= qs). On déduit aisément de l’égalité :q̃qq·ñnnt =qqq·nnnt ,
en utilisant (3.39) page 31, que la formule de changement d’observateur du vecteur courant de chaleurqqq
est :

q̃qq=QQQt ·qqq (4.11)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective.

Le vecteur courant de chaleur qqq est un champ vectoriel objectif.

On montre en cinématique que la divergence eulérienne d’un champ vectoriel objectif est un champ scalaire
objectif30. On en déduit que :

Le champ divEqqq est un champ scalaire objectif.

On déduit de la forme locale de la conservation de l’énergie (4.8) page 41 que :

La puissance calorifique volumique extérieure rv
ext est une grandeur scalaire objective.

En revanche, l’énergie cinétique, sa dérivée temporelle (la puissance cinétique) et la puissance des efforts
extérieurs ne sont pas des grandeurs objectives, car la vitesse n’est pas une grandeur objective. On peut
récrire le principe de la conservation de l’énergie global pour un domaine matériel sous la forme :

d
dt

Eint −P
cal
ext = P

mec
ext −

d
dt

Ecin

Le terme de gauche étant objectif, le terme de droiteP mec
ext − d

dt Ecin l’est aussi. Bien que chacun des termes
de cette différence soit non objectif, leur différence est objective.

4.6 En bref...

Lorsqu’un domaine de milieu continu évolue, le point représentatif de l’état de chaque particule suit son
propre chemin dans l’espace des états.

Le premier principe de la thermodynamique postule la conservation de l’énergie d’un domaine matériel
(système fermé) via l’existence d’une énergie interne qui est une fonction d’état objective. On en déduit
une équation différentielle locale de la conservation de l’énergie appeléeéquation de la chaleur(une forme
eulérienne et une forme lagrangienne).

La fonction d’état objectiveénergie interne massiqueest caractéristique de chaque modèle de milieu
continu (par la liste des variables d’état objectives et parson expression en fonction de ces variables).
Elle peut être identifiée par des mesures expérimentales ou bien sa forme peut être poséea priori par une
relation mathématique avec des coefficients à ajuster aux mesures.

30. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 3.6.2.
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4. CONSERVATION DE L’ÉNERGIE

Pour un domaine géométrique (système ouvert), l’expression globale du principe s’écrit en tenant compte
du flux d’énergie interne traversant la frontière par convection.

L’énergie interne et les quantités calorifiques sont des grandeurs scalaires objectives. En revanche, l’énergie
cinétique, la puissance cinétique, le travail et la puissance des forces extérieures ne le sont pas.
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Chapitre 5

Second principe de la
thermodynamique

5.1 Introduction

Le second principe de la thermodynamique n’est pas toujoursprésenté dans les cours de milieux continus
pour deux raisons :

1. Il n’est utile que quand on cherche à construire un modèle de comportement de milieux continus
thermodynamiquement admissible (tous devraient l’être!).

2. Contrairement aux trois principes fondamentaux précédents, il ne conduit pas à des équations mais à
une inéquation dont on n’a pas à se soucier dans la résolutiond’un problème dès lors qu’un modèle
de comportement thermodynamiquement admissible a été choisi.

Ce chapitre n’est donc indispensable que pour les lecteurs qui ont en vue la construction de nouveaux
modèles de comportements. Les modèles de comportement classiques des solides et des fluides, proposés
généralement sans justification dans les cours élémentaires, satisfont (approximativement pour certains)
automatiquement l’inégalité du second principe de la thermodynamique.

REMARQUE : Il n’est cependant pas pédagogiquement inutile de vérifier que les modèles de comportement classiques
satisfont bien le principe. Il est aussi pédagogiquement utile de reconstruire les modèles classiques à partir du second
principe de la thermodynamique, pour les justifier1.

Le second principe de la thermodynamique introduit une nouvelle variable d’état : latempérature absolue,
ainsi qu’une nouvelle fonction d’état : l’entropie. Il sort du cadre de ce cours de tenter de justifier l’énoncé
de ce principe par un exposé de l’évolution historique des idées en thermodynamique ou par des expériences
de pensée sur les machines thermiques idéales de Carnot. L’auteur a choisi résolument de le présenter
comme les principes précédents, c’est-à-dire en l’énonçant comme un axiome sans essayer de le justifier.

Dans ce chapitre, on suit la même démarche que dans les chapitres précédents : le principe est énoncé de
manière globale pour un domaine matériel, on en déduit une inégalité locale et une expression globale pour
les domaines géométriques.

1. Historiquement, les lois de comportement classiques des fluides et des solides déformables ont été proposées sans le soucide
respecter le second principe. C’est donc un peu par chance qu’ils se trouvent être thermodynamiquement admissibles (ou presque).
L’oubli de ce principe a notamment pu conduire, dans un passé récent, à la proposition de certaines lois de comportement thermody-
namiquement inadmissibles comme le comportement dit « hypoélastique », dont on peut encore trouver la trace dans certains codes
de calcul.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.2 Énoncé classique

On postule l’existence d’une grandeur scalaire positive non extensive mais objective appeléetempérature
absolue(unité légale : le Kelvin de symbole K).

On postule que la chaleur est une énergie qui ne peut se transmettre d’une régionA vers une régionB que
si TA > TB (on dit que « la chaleur va du chaud vers le froid »).

REMARQUE : Parler de la température absolue d’un système fini ou d’une région n’a de sens que quand elle est
uniforme dans le système ou la région ! La température est une grandeur non extensive.

Une variation d’entropie «dS» est quantifiée par le rapport d’une quantité de chaleur «dQ» échangée
divisée par la températureT au moment de ce échange :dS= dQ

T .

EXEMPLE : S’il y a un transfert de chaleur «dQ» de la régionA vers la régionB, le gain (négatif) d’entropie de la
régionA est− dQ

TA
et le gain (positif) d’entropie de la régionB est dQ

TB
. L’extensivité de l’entropie permet d’écrire que

la variation d’entropie du systèmeA∪B due au transfert de chaleur «dQ» estdQ
TB

− dQ
TA

> 0 carTA > TB. Un échange
de chaleur à l’intérieur du systèmeA∪B provoque donc une augmentation d’entropie.

On postule l’existence d’une fonction d’état extensive et objective appeléeentropiedu système (J.K−1),
dont la variation dans une évolution du système est due en partie aux apports d’entropie extérieuredQext

T où
dQext est la chaleur reçue de l’extérieur entre les instantst et t +dt à la températureT(t) du système.

REMARQUE : Au cours d’une évolution avec échange de chaleur, la température d’un système de dimension finie ne
reste généralement pas constante dans le temps, mais elle resterait uniforme dans le système pour qu’on puisse parler
de sa température. Une telle définition impliquerait que l’on ne puisse parlerde l’entropie d’un système fini que quand
sa température est uniforme !

On donne généralement l’inégalité du second principe pour une transformation « infinitésimale » (entret
et t +dt) d’un système fini sous la forme suivante :

dS≥
dQext

T
ou encore dS−

dQext

T
= dSint ≥ 0

où :

– dSsignifie « petite variation d’entropie du système entre les instantst et t +dt » d’une évolution ;

– dQext est la « petite quantité de chaleur » reçue de l’extérieur parle système entre ces deux instants ;

– T = T(t) est la température (uniforme) du système à l’instantt.

– Le reste de la variation d’entropie du système,dSint =
dQint

T = dS− dQext
T ≥ 0, est une production

interne d’entropie positive due à des processus internes non précisés.

PRÉCISIONS: L’augmentation d’entropie due aux échanges de chaleur entre les régionsA etB d’un système évoquée
dans l’exemple précédent (dissipation thermique) n’est pas la seule cause de création d’entropie. Des quantités de
chaleur peuvent être gagnées ou perdues par le système à la températureT en raison de phénomènes internes comme le
frottement (exothermique), des changements de phase ou des réactions chimiques (exothermiques ou endothermiques),
etc. La création interne d’entropiedSint est parfois notéedQf

T quand le frottement est seul en cause. Il n’en reste pas
moins vrai que, même s’il existe des phénomènes internes endothermiques, le second principe de la thermodynamique
postule que la production interne totale d’entropie (dissipation thermique et autres) est non négative.

Sous cette forme, le principe est inutilisable en mécaniquedes milieux continus : les températures d’un
milieu continu sont décrites par un champ de température quin’est généralement pas uniforme. Le second
principe de la thermodynamique demande donc à être reformulé de manière plus pertinente.
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5.3. Énoncé du second principe pour un domaine matériel

5.3 Énoncé du second principe pour un domaine matériel

SoitD m un domaine matériel dont la position actuelle estD m
t et dont la position de référence estD m

0 . Le
second principe de la thermodynamique affirme que :

1. Il existe une variable d’état de particule, notéeT, scalaire, objective, positive et non extensive appelée
température absolue.
La liste des variables d’état indépendantes et objectives caractérisant l’état d’une particule (voir
section 4.1.1 page 33) s’écrira donc :{T,χχχ2, · · · ,χχχn} et sa liste de variables d’état réduites (voir (4.1)
page 36) est{T,I2, · · · ,Im}.

2. En une particule, le produit scalaireqqqE · gradET est négatif ou nul (c’est la traduction locale du
principe « la chaleur va du chaud vers le froid »).

3. Il existe une fonction d’état scalaire et extensive2 Sappeléeentropie. Son extensivité permet de dé-
finir uneentropie massique3 (unité : J.kg−1.K−1) telle que l’entropie actuelleS(D m,t) d’un domaine
matérielD m peut s’écrire (voir section 1.2 page 3) :

S(D m,t) =
∫
D m

t

sm
E dm=

∫
D m

t

ρE sm
E dvt =

∫
D m

0

ρL sm
L KvL dv0 =

∫
D m

0

ρ0sm
L dv0 =

∫
D m

0

sm
L dm

L’entropie massique en une particuleP étant une fonction d’état scalaire objective, et les variables
d’état étant objectives, il existe une fonctionfs et une fonctionf s telles que :

sm(P) = fs(T(P),χχχ2(P), · · · ,χχχn(P)) = f s(T(P),I2(P), · · · ,Im(P))

où l’application universellefs (ou f s) est caractéristique de chaque modèle de milieu continu, par le
choix de ses variables (les variables d’état indépendantes) et par l’application elle-même (valeur de
l’entropie massique en fonction des variables d’état) ;

4. Pendant une évolution, la dérivée temporelle de l’entropie du domaine matériel, appeléetaux4 d’en-
tropiedu domaine matériel, est supérieure ou égale au taux d’entropie d’origine extérieure :

d
dt

S(D m,t)≥
∫
D t

rv
ext E

TE
dvt −

∫
∂D t

qqqE ·nnnt

TE
dst

Il existe donc un taux de production d’entropie interne (unité : W.K−1), non négatif, dû à des processus
internes non précisés5 à l’intérieur du domaine:

dSint

dt
=

d
dt

S(D m,t)−
∫
D t

rv
ext E

TE
dvt +

∫
∂D t

qqqE ·nnnt

TE
dst ≥ 0 (5.1)

Le cas où la relation (5.1) est une égalité (il n’y a pas de production interne d’entropie) n’a lieu que pour une
classe particulière d’évolutions thermodynamiques idéales que l’on qualifie de « réversibles ». Les autres
sont dites « irréversibles »6.

REMARQUE : Avec cet énoncé, il est possible d’envisager l’entropie d’un domaine matériel (ou d’un sous-domaine)
à température non uniforme. Les puissances calorifiques reçues de l’extérieur du domaine, modélisées parrv

ext (puis-
sance calorifique volumique actuelle apportée à distance par rayonnement) et parqs = −qqq ·nnnt (puissance calorifique
surfacique actuelle entrant à travers la frontière par conduction), ontdéjà été définies dans le chapitre précédent (voir
section 4.2.3 page 39).

2. Le postulat d’extensivité de l’entropie est parfois appelé « principe de l’état local ».
3. Les thermodynamiciens disent aussi : entropie spécificique.
4. Contrairement au chapitre sur les vitesses de déformation,le mot « taux » signifie ici « dérivée temporelle » et non « dérivée

temporelle logarithmique ».
5. Voir les PRÉCISIONSpage 46.
6. Ces qualificatifs usuels peuvent induire en erreur : certaines évolutions (comme une fissuration ou une fracture) sont irréversibles

au sens commun du terme, alors que d’autres, bien que sujettes à une production interne d’entropie, ne le sont pas vraiment caron
peut revenir à l’état antérieur en cédant de l’entropie au milieu extérieur.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.4 Forme locale du second principe de la thermodynamique

En utilisant la dérivée des intégrales de masse d’un domainematériel (2.10) page 12 et le théorème de la
divergence, le second principe de la thermodynamique pour un domaine matériel (5.1) s’écrit :

dSint

dt
=

∫
D m

t

ρE ṡm
E dvt −

∫
D m

t

rv
ext E

TE
dvt +

∫
D m

t

divE
qqq
T

dvt ≥ 0

Le principe étant vrai pour tout domaine matériel, il vient une première expression locale de ce principe7 :

ṡv
int = ρ ṡm−

rv
ext

T
+divE

qqq
T

≥ 0 (5.2)

où :

– le terme ˙sv
int est le taux de production volumique d’entropie (W.m−3.K−1) dû à des processus internes;

– le termerv
ext
T −divE

qqq
T est le taux de production volumique d’entropied’origine externe(W.m−3.K−1).

FORME LAGRANGIENNE : Si on utilise la description de Lagrange des champs dans le domaine matériel, il vient :

∫
D m

0

ρL ṡm
L KvL dv0 ≥

∫
D m

0

rv
ext L

TL
KvL dv0−

∫
∂D m

0

KvL
qqqL

TL
·FFF−T ·nnn0 ds0

On en déduit une forme locale lagrangienne du second principe :Kv ρ︸︷︷︸
ρ0

ṡm−Kv
rv
ext

T
+divL

(
KvFFF−1 ·

qqq
T

)
≥ 0.

En développant la divergence, on peut obtenir d’autres expressions .

En développant la divergence avec l’identité : divE(
qqq
T
) =

divEqqq
T

+qqq·gradE
1
T

=
divEqqq

T
−qqq·

gradET
T2 ,

l’expression locale du second principe s’écrit encore :

ṡv
int = ρ ṡm−

rv
ext

T
+

divEqqq
T

−qqq·
gradET

T2 ≥ 0

PuisqueT > 0, on peut multiplier chaque membre parT sans changer le sens de l’inégalité :

T ṡv
int = ρT ṡm− rv

ext+divEqqq−
qqq ·gradET

T
≥ 0 (5.3)

DÉFINITION : On appelle dissipation, la puissance calorifique volumique(W.m−3) d’origine interne, notée
Φ, non négative par principe :

Φ = T ṡv
int = ρT ṡm− rv

ext+divEqqq−
qqq·gradET

T
≥ 0 (5.4)

Avec cette définition, la forme locale du second principe s’écrit simplement :

Φ ≥ 0 (5.5)

En toute particule d’un milieu continu et pour toute évolution possible à partir de son état, la dissipation
doit être non négative.

En utilisant la conservation de l’énergie (4.8) page 41, on obtient une autre expression de la dissipation :

Φ = ρ(T ṡm− ėm)+σσσ : DDD−
qqq
T
·gradET ≥ 0 (5.6)

7. On a supprimé les indicesE inutiles carAAA L(xxx0,t) = AAA E(xxxt ,t) = AAA (P,t).
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5.4. Forme locale du second principe

La non négativité du champ des dissipations exprime que le taux de production volumique interne d’entro-
pie ṡv

int = ΦT−1 est non négatif pour toute évolution de particule d’un milieu continu.

En revanche, le second principe n’affirme riena priori sur la nature des processus internes qui produisent

cette entropie, excepté le fait que le dernier terme−
qqqE·gradET

TE
est non négatif (voir axiome 2 page 47).

DÉFINITION : On appelle dissipation thermique, la puissance volumique non négative (par principe)
définie par :

Φth =−
qqq
T
·gradET ≥ 0 (voir axiome 2 page 47) (5.7)

DÉFINITION : On appelle dissipation intrinsèque, la puissance volumique définie par :

Φint = Φ−Φth = ρT ṡm− rv
ext+divEqqq= ρ (T ṡm− ėm)+σσσ : DDD (5.8)

Avec ces définitions, la forme locale du second principe s’écrit :

Φ = Φint +Φth ≥ 0 avec Φth ≥ 0

Comme on peut le constater, le second principe de la thermodynamique n’impose pas que la dissipation
intrinsèque soit non négative. Il impose seulement que :Φint ≥−Φth.

REMARQUE : Lors de la construction de modèles de milieux continus, on peut assurerla satisfaction au second principe
de la thermodynamique en s’arrangeant pour que la dissipation intrinsèque soit toujours non négative. Cette condition
n’est qu’une condition suffisante pour satisfaire au principe. Elle n’est nullement nécessaire. De ce fait, on élimine
la possibilité d’existence de processus internes endothermiques. C’estle cas pour la plupart des modèles de milieux
continus monoconstituants (pas de réaction chimique ni changement de phase).
Les milieux continus multiconstituants sortent du cadre de ce cours, mais onpeut noter que si la dissipation intrinsèque
est négative, sa norme est limitée par la dissipation thermique :Φint = −|Φint | ≥ −Φth ⇒ |Φint | ≤ Φth. Autrement
dit : la chaleur nécessaire à un processus interne endothermique local(une fusion par exemple) ne peut être fournie que
par un échange de chaleur de la particule avec ses voisines.

Dans les expressions de la dissipation intrinsèque, la dérivée particulaire de l’entropie massique est :

ṡm =
n

∑
i=1

∂∂∂i fs⊗
pi χ̇̇χ̇χi =

m

∑
j=1

∂i f s İ j

L’expression de la dissipation (5.6) page 48 montre que, pour un modèle de milieu continu donné (la liste
des variables d’état et les fonctions d’état énergie interne massique et entropie massique sont connues), la
dissipation actuelle en une particule en évolution dépend :

– de l’état actuel de la particule (au moins parρ et T, mais aussi par d’autres variables d’état éven-
tuelles),

– de la vitesse d’évolution thermodynamique actuelle de la particule (par les dérivées particulaires des
variables d’état),

– de la cinématique du mouvement (au moins par tenseur des taux de déformation actuelDDD, mais aussi
éventuellement par les dérivées particulaires de certaines variables d’état),

– de son environnement thermique actuelgradT.

Quand on construit un modèle de milieu continu, il faut donc :

1. choisir une liste de variables d’état indépendantes objectives (éventuellement tensorielles), qui se
ramène à une liste de variables d’état réduite de scalaires objectifs ;

2. choisir les expressions des deux fonctions d’état scalaires objectivesénergie interne massique(en se
donnantfe ou f e) etentropie massique(en se donnantfs ou f s).
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

Ces choix doivent être faits de telle manière que pour tout état et pour toute évolution thermodynamique
possible à partir de cet état, la dissipation soit non négative.

Comme on le verra dans la construction de modèles, cette condition implique l’existence8 de ce qu’il
est convenu d’appeler des lois de comportement, qui ne peuvent pas être choisies arbitrairement car elles
doivent respecter l’inégalité du second principe de la thermodynamique en toutes situations.

AUTRE EXPRESSION DU SECOND PRINCIPE: Au lieu d’utiliser comme fonction d’état l’énergie interne massique
em, on peut préférer utiliserl’énergie libre de Helmholtzmassiqueψm définie par :ψm = em−T sm. On a alors :

ψ̇m = ėm−smṪ −Tṡm

On obtient une autre expression du second principe, avec les fonctionsd’étatψm et sm, appeléeinégalité de Clausius-
Duhem:

Φ =−ρ
(
ψ̇m+smṪ

)
+σσσ : DDD

︸ ︷︷ ︸
Φint

−
qqq
T
·gradET

︸ ︷︷ ︸
Φth

≥ 0

Le couple de fonctions d’état(ψm,sm) est très utilisé à la place du couple(em,sm) en thermomécanique des solides
déformables car il simplifie l’écriture de certaines formules.

5.5 Second principe de la thermodynamique pour un domaine géo-
métrique

SoitD g
t un domaine géométrique. De l’équation locale (5.2) page 48,il vient :

∫
D

g
t

ρE ṡm
E dvt −

∫
D

g
t

rv
ext E

TE
dvt +

∫
D

g
t

divE(
qqq
T
) dvt ≥ 0

∫
D

g
t

ṡm
E dm−

∫
D

g
t

rv
ext E

TE
dvt +

∫
∂D g

t

qqqE ·nnnt

TE
dvt ≥ 0

et en utilisant la dérivée d’un intégrale de masse sur un domaine géométrique (2.12) page 12, on obtient :

d
dt

∫
D

g
t

sm
E dm

︸ ︷︷ ︸
dS
dt

−
∫
D

g
t

rv
ext E

TE
dvt +

∫
∂D g

t

qqqE ·nnnt

TE
dvt

︸ ︷︷ ︸
d
dt Sext

−
∫

∂D g
t

ρE sm
E (vvvf −vvvE) ·nnnt dst

︸ ︷︷ ︸
φs

≥ 0

oùφs est le flux (débit) convectif d’entropie entrant à travers lafrontière et oùvvvf est la vitesse de la frontière.

On peut encore écrire ce bilan de diverses manières en transformant des intégrales, comme par exemple :

d
dt

∫
D

g
t

sm
E dm≥

∫
D

g
t

rv
ext E−divEqqq

TE
dvt +

∫
∂D g

t

ρE sm
E (vvvf −vvvE) ·nnnt dst (5.9)

où rv
ext E−divEqqq peut être remplacé parρ ėm−σσσ : DDD (équation de la chaleur (4.8) page 41), etc.

En comparant (5.9) avec l’équation de bilan d’une grandeur extensive donnée en (1.11) page 7, on peut

interpréter la quantitéτsext=
rv
ext−divEqqq

T
=

ρ ėm−σσσ : DDD
T

comme un taux de production volumique d’en-

tropie (W.K−1.m−3) d’origine extérieure.

Ainsi, la dérivée temporelle de l’entropie d’un domaine géométrique est supérieure ou égale à la somme de
la production d’entropie d’origine extérieure et du flux d’entropie entrant dans le domaine géométrique à
travers la frontière par convection. La différence est une production d’entropie due à des processus internes∫
D

g
t

ΦE
TE

dvt .

8. Un exemple de loi dont l’existence est imposée par une inégalité est donné plus loin en section 5.7 page 51
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5.6. Changements d’observateur

5.6 Changements d’observateur

Considérons deux observateursR et R̃ et soitQQQt le tenseur de changement d’observateur à l’instantt.

La température est un scalaire objectif par principe. On montre en cinématique que le gradient eulérien
d’un champ scalaire objectif est un champ vectoriel objectif 9. La formule de changement d’observateur du
gradient eulérien du champ de températures est donc :

gradET̃ =QQQt ·gradET (5.10)

Toutes les grandeurs qui interviennent dans l’expression de la dissipation (voir (5.6) page 48) sont des gran-
deurs objectives. Les dissipationsΦ, Φth et Φint sont donc des champs de grandeurs scalaires objectives.

5.7 Nécessité de l’existence d’une loi de comportement thermique

L’axiome 2 de l’énoncé du second principe de la thermodynamique pour un domaine matériel de milieu
continu donné en section 5.3 page 47 impose l’inégalité :

−qqq·gradET ≥ 0

en toutes situations, c’est-à-dire quel que soit l’environnement thermique représenté par le vecteurgradET.

On en déduit que le vecteur courant de chaleurqqq est nécessairement au moins fonction du vecteurgradET :

qqq·gradET ≤ 0 ∀gradET ⇒ ∃ fffqqq tel que qqq= fffqqq(gradET, · · ·)

La fonction fffqqq est appeléeloi de comportement thermiqueou loi de conduction thermique.

La loi la plus simple que l’on puisse choisir est la très populaire loi de Fourier:

qqq=−αgradET avec α ≥ 0 (5.11)

On vérifie aisément qu’elle satisfait bien la non négativitéde la dissipation thermique et qu’elle est bien
universelle10. Cette loi linéaire simple n’esta priori valable que pour des milieux continus isotropes, car
aucune référence n’est faite à des directions matérielles d’anisotropie (la loi est la même quel que soit
l’orientation degradET par rapport aux directions matérielles).

On peut construire des lois de comportement thermiques plusévoluées : le scalaireα peut être remplacé par
toute fonction isotrope (au sens mathématique) à valeur nonnégative de la formeα(gradET,T,χχχi ,DDD, · · ·).
On obtient ainsi des lois de conduction thermique non linéaires, mais toujours pour des milieux continus
isotropes.

On peut aussi construire des lois de conduction thermique pour des milieux continus anisotropes11. Par
exemple, pour un milieu continu à une seule direction d’anisotropie12 dont la direction actuelle estnnnt

(vecteur unitaire), on peut prendre des lois de conduction thermique de la forme suivante :

qqqE =−α1(· · ·)(gradET ·nnnt)nnnt −α2(· · ·)
(
gradET − (gradET ·nnnt)nnnt

)

où α1 est la conductivité thermique dans la direction d’anisotropie, etα2 est la conductivité thermique
transverse (perpendiculairement à la direction d’anisotropie). On vérifie aisément que cette loi satisfait le
second principe si les fonctionsα1 et α2 sont à valeur scalaire non négative et que cette loi de conductivité
thermique est bien universelle si les fonctionsα1 et α2 sont des fonctions non négatives isotropes de leurs
arguments tensoriels objectifs.

9. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, section 3.6.2
10. En utilisant la formule de changement d’observateur deqqq en (4.11) page 43 et celle degradET en (5.10) page 51, on vérifie

aisément que la loi est la même pour un autre observateurR̃ : q̃qq=−αgradET̃
11. En général ce sont des milieux continus solides déformables.
12. On les appelle milieux continus « isotropes transverses ». Ce sont, par exemple, des milieux fibreux ou feuilletés que l’on veut

modéliser comme des milieux continus.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.8 Capacités calorifiques locales dans une évolution

La capacité calorifique(J.kg−1.K−1) souvent aussi appelée chaleur massique13, est habituellement définie
comme la quantité de chaleur nécessaire pour élever de 1 Kelvin l’unité de masse de matière dans une
certaine transformation finie dont les états initiaux et finaux dont à température uniforme (gradET1 = 000 et
gradET2 = 000) mais différentes (T2−T1 = 1 K).

On va en donner ici une définition locale et instantanée : dansun milieu continu en évolution, les puissances
calorifiques volumiques échangées en une particule sont :

τcal
ext = rv

ext−divEqqq= ρ ėm−σσσ : DDD (conservation de l’énergie (4.8) page 41) (5.12)

et Φint = ρ (T ṡm− ėm)+σσσ : DDD (dissipation intrinsèque (5.6) page 48) (5.13)

La première représente la puissance calorifique volumique locale d’origine extérieure et la seconde re-
présente la puissance calorifique volumique locale due aux processus internes. La somme des deux est la
puissance calorifique volumique totale actuelle mise en jeuen une particule.

REMARQUE : Dans l’équation (5.13) page 52, on ne tient pas compte de la dissipation thermique car cet échange
de chaleur n’est dû qu’à la non uniformité des températures et n’est donc pas caractéristique du milieu continu. On
retrouve ainsi une définition locale de la capacité calorifique dans les mêmes conditions que la définition globale
habituelle énoncée en début de section.

On peut alors définir une capacité calorifique locale actuelleC qui donne la vitesse d’échauffement due à
ces puissances calorifiques volumiques locales :

ρCṪ = τcal
ext+Φint = ρT ṡm (5.12) + (5.13)

C=
T

Ṫ
ṡm = T ∂T fs+T

n

∑
i=2

∂∂∂i fs⊗
pi χ̇̇χ̇χi

Ṫ
= T ∂T fs+T

m

∑
j=2

∂∂∂ j f s
İ j

Ṫ
(5.14)

où la fonction d’état entropie massique s’exprime en fonction des variables d’état tensorielles ou des va-
riables scalaires réduites :

sm = fs(χχχ1, · · · ,χχχn) = f s(I1, · · · ,Im)

La capacité calorifique locale dépend donca priori à la fois de l’état actuel et de la direction actuelle de la
vitesse d’évolution de la particule dans l’espace des états. Pour des vitesses d’évolution telles queṪ = 0
(évolution à température constante dans le temps) elle n’est évidemment pas définie.

5.9 En bref...

Le second principe est une inégalité qui exprime que, dans l’évolution d’un domaine, la variation d’en-
tropie du domaine n’est pas due qu’aux échanges d’entropie avec l’extérieur, il y a en général un taux de
production interne d’entropie

∫
D

ΦT−1 dv (unité : W.K−1), sauf pour des évolutions particulières idéales
dites « réversibles ».

La forme locale de ce principe est la non négativité de la dissipation :Φ = Φint +Φth ≥ 0, à respecter en
toute particule et à tout instant de l’évolution de tout milieu continu.

La production d’entropie d’origine non externe est due au moins à la dissipation thermiqueΦth ≥ 0 (non
uniformité des températures) et à d’éventuels processus internes (endo ou exothermiques) : la dissipation
intrinsèqueΦint ≥ −Φth. Dans la plupart des modèles de milieux continus monoconstituants (donc sans
réaction chimique ni changement de phase), les processus internes sont exothermiques (essentiellement le
frottement) et la dissipation intrinsèque est non négative.

13. Cette dénomination est trompeuse, elle suggère que l’unité est en J.kg−1.
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5.9. En bref...

Lorsqu’on construit un nouveau modèle de comportement de milieu continu (choix d’une liste de variables
d’états indépendantes et choix de l’expression des fonctions d’état énergie interne massiquefe et entropie
massiquefs en fonction des variables d’état), le comportement du milieu continu est complètement défini.
Ces choix doivent satisfaire automatiquement la conditionΦ ≥ 0 dans toutes les situations. Cette condition
implique l’existence de lois de comportement. Les modèles milieux continus ainsi construits sont dits
thermodynamiquement admissibles.

Dans la résolution d’un problème de thermomécanique des milieux continus dans lequel le modèle de
milieu continu est donné, le second principe n’apparaît pasdans les équations car il est normalement auto-
matiquement respecté par le modèle de milieu continu donné (s’il est thermodynamiquement admissible).
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Chapitre 6

Exemple : le modèle « fluide simple »

L’objet de ce chapitre est d’illustrer comment on peut construire des modèles de fluides simples ther-
modynamiquement admissibles. On verra comment le second principe de la thermodynamique implique
l’existence d’une loi de comportement mécanique et d’une loi de comportement thermique, que ces lois
ne peuvent pas être choisies arbitrairement et qu’enfin que le modèle classiquefluide newtonienest le plus
simple d’entre eux.

Il est tout à fait possible d’ignorer ce chapitre et de poser la loi de comportement mécanique des fluides
newtoniens ainsi que la loi de comportement thermique de manière autoritaire : il suffit de vérifier qu’elles
satisfont bien le second principe de la thermodynamique dans toutes les situations, c’est-à-dire qu’avec ce
modèle, la dissipation est non négative dans toute évolution. Nonobstant, la démarche de construction de
ces lois est pédagogiquement intéressante : elle montre lesorigines profondes de ce modèle et elle ouvre la
voie à la construction de modèles de comportement thermodynamiquement admissibles de fluides simples
non linéaires.

6.1 Définition d’un fluide simple

DÉFINITION : On appelle fluide simple, un milieu continu dont les deux variables d’état indépendantes
sont la température T et la masse volumiqueρ.

La présence de la température dans les variables d’état est imposée par le second principe. Le choix de
la masse volumique comme seule autre variable d’état traduit l’intention de ne pas distinguer l’état de
deux particules ayant la même température autrement que parla densité volumique de masse actuelle, sans
référence à une déformation par rapport à un instant particulier. Autrement dit, les fluides simples n’ont pas
de forme propre par rapport à laquelle on pourrait donner un sens physique à un tenseur de déformation qui
comparerait les distances actuelles entre particules par rapport à celles d’une configuration de référence.

Avec seulement deux variables d’état scalaires et objectives, un fluide simple est un des modèles de milieux
continus les plus simples que l’on puisse construire.

La fonction d’état énergie interne massique et la fonction d’état entropie massique sont donc des fonctions
des deux variables d’état(T,ρ) :

e(P,t) = fe
(
T(P,t),ρ(P,t)

)
s(P,t) = fs

(
T(P,t),ρ(P,t)

)

REMARQUE : Les deux variables d’état étant des scalaires, les variables d’état réduites sont les mêmes.

Leurs dérivées particulaires sont donc :

ė= ∂T fff eṪ +∂ρ fff eρ̇ ṡ= ∂T fff sṪ +∂ρ fff sρ̇
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6.2 Conséquences du second principe de la thermodynamique

Le second principe de la themodynamique s’écrit (voir (5.6)page 48) :

Φ = ρ(T ṡm− ėm)+σσσ : DDD−
qqq
T
·gradET ≥ 0

soit encore pour un fluide simple :

ρ
(

T ∂T fs−∂T fe
)

Ṫ +ρ
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe
)

ρ̇+σσσ : DDD −
qqq
T
·gradET ≥ 0 (6.1)

Cette inégalité doit être satisfaite en toutes situations,c’est-à-dire pour toute vitesse d’évolution (∀ Ṫ ∀ ρ̇),
pour tout mouvement (∀DDD), à partir de tout état(T,ρ) et pour tout environnement thermique (∀gradET).

Or, les grandeurṡρ etDDD ne peuvent varier indépendamment : elles sont liées par le principe de la conserva-
tion de la masse donné en (2.4) page 10 :

ρ̇ =−ρTrDDD

En décomposant le tenseurDDD en partie sphérique et déviatorique, on isole TrDDD :

DDD =
TrDDD

3
GGG+devDDD ⇒ σσσ : DDD =

TrDDD
3

σσσ : GGG+σσσ : devDDD =
TrDDD

3
Trσσσ+devσσσ : devDDD

Le second principe de la thermodynamique pour un fluide simple (6.1) page 56 s’écrit donc :

ρ
(

T ∂T fs−∂T fe
)

Ṫ −ρ2
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe−
Trσσσ
3ρ2

)
TrDDD+devσσσ : devDDD −

qqq
T
·gradET ≥ 0 (6.2)

Cette inégalité doit être vraie dans toutes les situations c’est-à-dire :

– ∀ Ṫ (vitesse actuelle d’évolution de la température de la particule),
– ∀DDD (taux de déformation), c’est-à-dire :∀TrDDD (partie shérique) et∀devDDD (partie déviatorique),

autrement dit : pour tout mouvement actuel au voisinage de laparticule;
– ∀gradET (environnement thermique actuel de la particule),

chacune de ces quatre grandeurs{Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET} pouvantindépendammentprendre une valeur
arbitraire.

En définissant les « vecteurs généralisés » suivants1 ∈ R×R×V
⊗sd
3 ×V3 :

xxx=
{

ρ
(

T ∂T fs−∂T fe
)
, −ρ2

(
T ∂ρ fs−∂ρ fe−

Trσσσ
3ρ2

)
,devσσσ , −

qqq
T

}

yyy=
{

Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET
}

le second principe de la thermodynamique (6.2) s’écrit sousla forme :

xxx•yyy≥ 0 ∀yyy où• est un « produit scalaire généralisé ».

Le « vecteur »xxx est donc nécessairement au moins fonction du « vecteur »yyy. On en déduit lanécessité de
l’existencedes quatre fonctionsf1 ∈ R, f2 ∈ R, fff 3 ∈ V

⊗2sd
3 et fff 4 ∈ V3 suivantes :

x1 = f1(yyy, · · ·) ⇒ ρ(T ∂T fs−∂T fe) = f1(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.3)

x2 = f2(yyy, · · ·) ⇒ −ρ2
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe−
Trσσσ
3ρ2

)
= f2(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.4)

xxx3 = fff 3(yyy, · · ·) ⇒ devσσσ = fff 3(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.5)

xxx4 = fff 4(yyy, · · ·) ⇒ −
qqq
T

= fff 4(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.6)

1. L’espaceV⊗sd
3 est l’espace vectoriel des tenseurs du second ordre symétriques et de trace nulle. Il est de dimension 5. On

rappelle que le produit doublement contracté est un produit scalaire de cet espace.
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6.2. Conséquences du second principe de la thermodynamique

où les arguments supplémentaires (· · · ) peuvent être toutes variables autres que les « composantes» du
vecteuryyy (par exemple des variables d’étatT et/ouρ).

L’inégalité du second principe de la thermodynamique (6.2)page 56 s’écrit donc :

f1 Ṫ + f2TrDDD+ fff 3 : devDDD+ fff 4 ·gradET ≥ 0 ∀ Ṫ ∀TrDDD ∀devDDD ∀gradET (6.7)

Il faut doncchoisir les quatre fonctionsf1, f2, fff 3 et fff 4 (lois de comportement) dont l’existence est néces-
saire, telles que l’inégalité (6.7) soit respectée∀ Ṫ, ∀TrDDD, ∀devDDD et ∀gradET. Les quatre sous-sections
qui suivent exposent les conséquences de l’existence des quatre fonctions évoquées en (6.3), (6.4), (6.5) et
(6.6) page 56.

6.2.1 Relation de Helmholtz

Dans l’équation (6.3) page 56, le terme de gaucheρ(T ∂T fs− ∂T fe) est une fonction d’état, c’est-à-dire
fonction des seules variables d’état. On en déduit que la fonction f1 est nécessairement aussi une fonction
d’état. Elle n’est donc pas fonction de ses quatre premiers arguments. L’équation (6.3) page 56 ne peut être
que de la forme :

ρ(T ∂T fs−∂T fe) = f1(T,ρ)

Dans l’inégalité (6.7), vraie∀ Ṫ, la fonction d’étatf1 ne pouvant être fonction dėT, elle est nécessairement
nulle. On en déduit que dans un fluide simple :

T ∂T fs−∂T fe = 0 (6.8)

Dans un fluide simple, le second principe de la thermodynamique implique que les fonctions d’étatfe(T,ρ)
et fs(T,ρ) sont liées par la relation différentielle (6.8) appeléerelation de Helmholtz2. Pour définir le
comportement thermodynamique d’un fluide simple, il suffit donc de donner une seule fonction d’état,
l’autre se déduit de la résolution de cette équation différentielle.

AUTRE EXPRESSION DE LA RELATION DEHELMHOLTZ : Si on utilise le couple de fonctions d’état
(ψm,sm) à la place du couple(em,sm) où ψm = em−T sm, il vient : ∂T fe = ∂T fψ + fs+T ∂T fs.
La relation de Helmholtz (6.8) s’écrit alors :

fs =−∂T fψ (6.9)

6.2.2 Loi de comportement mécanique

Les deux équations (6.4) et (6.5) prouvent la nécessité de l’existence de deux lois de comportement méca-
nique reliant le tenseur des contraintes aux autres grandeurs :

Trσσσ
3

= ρ2
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe
)

︸ ︷︷ ︸
−p

+ f2(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.10)

devσσσ = fff 3(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·) (6.11)

L’équation (6.10) définit la partie shérique du tenseur des contraintes de Cauchy, et l’équation (6.11) définit
sa partie déviatorique.

DÉFINITIONS : On appelle pression thermodynamique d’un fluide simple la fonction d’état définie par :

p(T,ρ) =−ρ2 (T ∂ρ fs−∂ρ fe) = ρ2 ∂ρ fψ (6.12)

2. Cette relation est parfois appelée « postulat » de Helmholtz. En fait il est inutile de la postuler : elle est une conséquence du
second principe de la thermodynamique.
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La grandeur scalaire−Trσσσ
3 = p− f2 est appelée pression mécanique.

La décomposition en partie sphérique et déviatorique étantunique, on peut rassembler les deux lois (6.10)
et (6.11) en une seule loi tensorielle :

σσσ = sphσσσ+devσσσ = (−p+ f2)GGG+ fff 3

6.2.3 Loi de comportement thermique

La dernière équation (6.6) page 56 affirme la nécessité d’uneloi de comportement thermique, encore ap-
pelée loi de conduction thermique :

qqq=−T fff 4(Ṫ ,TrDDD ,devDDD ,gradET , · · ·)

REMARQUE : La nécessité de l’existence d’une loi de conduction thermique a déjà été déduite de la conditionΦth ≥ 0
imposée par le second principe de la thermodynamique (voir section 5.7 page 51).

6.2.4 Second principe de la thermodynamique pour les fluidessimples

Dans ces conditions, l’inégalité du second principe de la thermodynamique pour les fluides simples s’écrit :

Φ = f2TrDDD+ fff 3 : devDDD︸ ︷︷ ︸
Φint

+ fff 4 ·gradET︸ ︷︷ ︸
Φth≥0

≥ 0 ∀DDD ∀gradET

Comme on peut le constater, le second principe ne dit rien surles fonctionsf2, fff 3 et fff 4 sauf d’affirmer
la nécessité de leur existence. Il faut leschoisir telles que l’inégalité ci-dessus soit respectée dans toute
évolution.

6.3 Fluides simples newtoniens

Pour continuer la modélisation d’un fluide simple, il fautchoisir les trois fonctionsf2, fff 3 et fff 4 de telle
manière que le second principe de la thermodynamique soit satisfait en toutes situations, c’est-à-dire
∀ Ṫ ∀DDD ∀gradET. Pour définir lesfluides newtoniens, on fait les choix suivants :

1. f2 = k(T,ρ)TrDDD aveck(T,ρ)≥ 0. Le coefficientk(T,ρ)≥ 0 est appeléviscosité de volume.

2. fff 3 = 2µ(T,ρ)devDDD avecµ(T,ρ) ≥ 0. Le coefficientµ(T,ρ) ≥ 0 est appeléviscosité de cisaillement
ou encoreviscosité dynamique.

3. fff 4 =
α(T,ρ)

T gradET avecα(T,ρ) ≥ 0. Avec ce choix, on retrouve la loi de Fourier linéaire isotrope
proposée en (5.11) page 51. Le coefficientα(T,ρ) est appelécoefficient de conductibilité thermique.

REMARQUE : Bien souvent, les fonctionsk, µ etα sont choisies constantes, c’est-à-dire indépendantes de l’état actuel,
ou bien seulement fonctions de la température.

Comme on peut le constater, ces choix simples ne sont pas nécessaires mais ils sont suffisants pour que
l’inégalité du second principe de la thermodynamique soit respectée en toutes situations. En effet, avec ces
choix, la dissipation est la somme de termes non négatifs séparément :

Φ = k(T,ρ)(TrDDD)2+2µ(T,ρ)‖devDDD‖2

︸ ︷︷ ︸
Φint

+α(T,ρ)T−1‖gradT‖2

︸ ︷︷ ︸
Φth

≥ 0

58



6.4. Un exemple de fluide simple : les gaz parfaits

Les lois de comportement mécanique (6.10) page 57 d’un fluidenewtonien sont donc :

Trσσσ
3

= ρ2 (T ∂ρ fs−∂ρ fe)︸ ︷︷ ︸
−p

+kTrDDD devσσσ = 2µdevDDD

La pression mécanique−Trσσσ
3 et la pression thermodynamiquep d’un fluide newtonien sont égales quand

la viscosité de volumek est nulle (fluides de Stokes) ou pour des mouvements particuliers tels que le taux
de dilatation volumique est nul3 (dv = TrDDD = 0).
Ces deux lois de comportement se rassemblent en une seule équation tensorielle. On obtient laloi de
comportement mécaniquedes fluides newtoniens :

σσσ = sphσσσ+devσσσ = (−p+kTrDDD)GGG+2µdevDDD = 2µDDD+
(
− p+

(
k−

2µ
3

)
TrDDD

)
GGG

où la pression thermodynamiquep= −ρ2 (T ∂ρ fs−∂ρ fe) est une fonction d’état caractéristique du fluide
étudié.

La loi de comportement thermique choisie est celle de Fourier : qqq=−αgradET.

Les choix faits précédemment pour les fonctionsf2, fff 3 et fff 4 sont parmi les plus simples que l’on puisse
faire pour assurer le respect du second principe de la thermodynamique. On vérifie aisément avec les for-
mules de changement d’observateur deDDD 4 et deσσσ (voir (3.41) page 31), que la loi de comportement
mécanique des fluides newtoniens est bien universelle, c’est-à-dire qu’elle est la même pour tous les obser-
vateurs.

REMARQUE : On peut construire des lois de comportement non linéaires de fluides simples si les fonctions scalaires
non négativesk, µetα ont une liste d’arguments plus complète, notamment comprenant le tenseur des taux de déforma-
tion DDD. Les fonctions scalairesk, µ et α doivent être des fonctions isotropes de leurs arguments tensoriels pour assurer
l’universalité de la loi de comportement mécanique. Ces fluides sont ditsrhéofluidifiants ou bien rhéoépaississants.

Pour compléter la modélisation du fluide simple, il faut préciser l’expression d’une des fonctions d’état
introduites (p, fe, fs, fψ = fe− T fs ou autre) en fonction des variables d’état. Les autres se trouvent
déterminées par leur définition et par la relation de Helmholtz. Les sections qui suivent en donnent quelques
exemples.

6.4 Un exemple de fluide simple : les gaz parfaits

Plutôt que de se donner une des fonctions d’étatfe, fs ou fψ, on définit habituellement les gaz parfaits en
se donnant la fonction d’étatpression thermodynamique p(T,ρ) appeléeloi de Mariotte5 :

p= r ρT

où r est une constante caractéristique du gaz parfait.

La définition de la fonction d’étatp donnée en (6.12) page 57 et la relation de Helmholtz (6.8) page 57
conduisent à un système différentiel qui permet de déterminer les deux fonctions d’étatfe et fs :

−ρ2
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe
)
= r ρT T∂T fs−∂T fe = 0

La solution générale de ce système différentiel est :

fs =−r lnρ+ f1(T) fe =
∫ T

T0

T f ′1(T) dT+C

3. C’est notamment le cas en statique des fluides ou si le fluide est supposé parfaitement incompressible (ρ̇ = 0).
4. Voir le coursCinématique des milieux continus, du même auteur, sections 5.10.2
5. Cette loi macroscopique peut aussi bien être considérée comme d’origine expérimentale ou comme suggérée par un modèle issu

de la physique statistique.
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6. EXEMPLE : LE MODÈLE « FLUIDE SIMPLE »

REMARQUE : Noter qu’on retrouve un résultat classique, parfois postulé : l’énergie interne massique d’un gaz parfait
n’est fonction que de la température.

Les inconnuesf1(T) etC peuvent être déterminées par des mesures expérimentales, par exemple la mesure
de la capacité calorifiqueCv(T) àρ constant (̇ρ = 0), habituellement appeléeà volume constant. Elle s’écrit
(voir (5.14) page 52) :

Cv(T) = T ∂T fs+T ∂ρ fs
ρ̇
Ṫ

= T f ′1(T) ⇒ f1(T) =
∫ T

T0

Cv(T)
T

dT+C′

Finalement, les deux fonctions d’étatfe et fs d’un gaz parfait sont :

fs =−r lnρ+
∫ T

T0

Cv(T)
T

dT+C′ fe =
∫ T

T0

Cv(T) dT+C

Elles sont définies à une constante près, ce qui est sans grande importance car seules leurs dérivées partielles
interviennent dans les lois de comportement et dans la dissipation. On peut toujours choisir un état de
référence(T0,ρ0) dans lequel elles sont déclarées nulles ou égales à une valeur de référencesm

0 etem
0 .

L’une quelconque de ces fonctions d’état peut être prise comme définition des gaz parfaits, la relation de
Helmholtz et la définition de la pression thermodynamique permettent de retrouver la loi de Mariotte.

REMARQUE : Pour les gaz, on peut définir une chaleur massique à pression thermodynamique constante, notéeCp.
Pour un gaz parfait :p= r ρT ⇒ ṗ= rT ρ̇+ r ρ Ṫ. Dans une évolution à pression thermodynamique constante, on a

donc ṗ= 0 ⇒
ρ̇
Ṫ

=−
ρ
T

.

La capacité calorifique à pression constante est donc :

Cp = T ∂T fs+∂ρ fs
ρ̇
Ṫ

=Cv+T
r
ρ

ρ
T

=Cv+ r

ce qui est connu sous le nom derelation de Mayer.

En conclusion, les gaz parfaits sont les fluides simples telsque la pression thermodynamique satisfait
à la loi de Mariotte. Ils sont complètement caractérisés parune mesure de la constanter, une mesure
d’une capacité calorifique (Cp(T) ouCv(T)) et la donnée des fonctionsf2, fff 3 et fff 4 (pour les gaz parfaits
newtoniens, ce sont la viscosité de volumek, la viscosité de cisaillementµ et la conductivité thermique
α). On peut construire un modèle de gaz plus proche des gaz réels en suivant la même démarche, mais en
remplaçant la loi de Mariotte par celle de Van der Waals.

6.5 Liquides idéaux

Les liquides idéaux sont des fluides simples parfaitement incompressibles (ρ̇ = 0 ⇒ ρ = ρ0). La variable
d’étatρ est donc une constante.

On peut construire un modèle de liquide idéal (newtonien ou non) en posant que la pression thermodyna-
mique de ce fluide est indépendante des variables d’étatT et ρ :

p(T,ρ) = p0

Un tel liquide est incompressible (∂ρ p= 0) et indilatable (∂T p= 0, pas de variation de pression dans une
évolution de température à volume constant).

La définition de la pression thermodynamiquep donnée en (6.12) page 57 et la relation de Helmholtz (6.8)
page 57 conduisent au système différentiel :

−ρ2
(

T ∂ρ fs−∂ρ fe
)
= p0 T ∂T fs−∂T fe = 0
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6.6. Liquides simples compressibles et dilatables

dont la solution générale est :

fs =
∫ T

T0

g′(T)
T

dT+C1 fe =−
p0

ρ
+g(T)

La fonction g(T) peut se déterminer par une mesure de capacité calorifique (nécessairement à volume
constant caṙρ = 0) :

Cv(T) = T
d fs
dT

= g′(T) (voir (5.14) page 52)

On obtient les deux fonctions d’étatfe et fs du liquide idéal :

fs =
∫ T

T0

Cv(T)
T

dT+C1 fe =−
p0

ρ
+

∫ T

T0

Cv(T) dT+C2

REMARQUE : La pression thermodynamiquep0 en une particule n’est pas fonction des variables d’état. Il n’en reste
pas moins vrai que dans un milieu continu, elle peut varier dans l’espaceet dans le temps :p0 est un champ matériel.

6.6 Liquides simples compressibles et dilatables

6.6.1 Compressibilité et dilatabilité

On se propose de chercher un modèle de liquide simple (les variables d’état indépendantes sontT et ρ)
compressible et dilatable avec un comportement choisi de laforme suivante :

dv =−χT(T,ρ) ṗ+αp(T,ρ) Ṫ (6.13)

où :

– dv est le taux de dilatation volumique ;

– p est la pression thermodynamique ;

– χT est la compressibilitéà température constante6 (unité : Pa−1);

– αp est la dilatabilitéà pression constante(unité : K−1).

On cherche donc ici à modéliser un liquide dont la variation relative de volume dépend de la variation de
pression (compressibilité du liquide) et de la variation detempérature (dilatabilité du liquide).

REMARQUE : Dans l’écriture différentielle habituellement utilisée chez les thermodynamiciens, cette équation s’écrit :

dv
v

=−χT dp+αpdT oùv= ρ−1 est le volume massique.

La conservation de la masse (2.4) page 10 et la définition de lapression thermodynamique (6.12) page 57
permettent d’écrire :

dv =−
ρ̇
ρ

et p=−ρ2(T ∂ρ fs−∂ρ fe) = ρ2 ∂ρ fψ

où ψm = em−T sm est la fonction d’état énergie libre de Helmholtz.

6. Il faut en général des échanges thermiques pour maintenir latempérature constante pendant la compression ou la détente.
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6. EXEMPLE : LE MODÈLE « FLUIDE SIMPLE »

L’équation (6.13) s’écrit donc :

−
ρ̇
ρ
=−χT (ρ2 ∂ρ fψ)˙+αp Ṫ

=−χT (2ρρ̇∂ρ fψ +ρ2 ∂ρρ fψ ρ̇+ρ2 ∂ρT fψ Ṫ)+αp Ṫ

0= ρ̇
(1

ρ
−χT (2ρ∂ρ fψ +ρ2 ∂ρρ fψ)

)
+ Ṫ

(
−χT ρ2 ∂ρT fψ +αp

)

Cette loi devant être vraie pour toute vitesse d’évolution àpartir de tout état, c’est-à-dire∀ Ṫ et ∀ ρ̇, et les
termes entre parenthèses étant des fonctions d’état (c’est-à-dire seulement fonction deT et deρ), on en
déduit :

0=
1
ρ
−χT (2ρ∂ρ fψ +ρ2 ∂ρρ fψ) et 0=−χT ρ2 ∂ρT fψ +αp

L’énergie libre massique de Helmholtz est donc solution desdeux équations différentielles du second ordre :

2∂ρ fψ +ρ∂ρρ fψ =
1

ρ2 χT
∂ρT fψ =

αp

ρ2 χT
(6.14)

où les deux fonctionsχT(T,ρ) etαp(T,ρ) peuvent être identifiées par des mesures expérimentales de com-
pression à température constante et de dilatation volumique à pression constante.

En dérivant l’équation de gauche par rapport àT et tenant compte de l’équation de droite, on en déduit
l’équation différentielle que doit satisfaire la fonctiond’état fψ :

2αp

ρ2 χT
+ρ∂ρρT fψ =−

1
ρ2

∂TχT

χ2
T

⇔ ∂ρρT fψ =−
1

ρ3 χT

(∂TχT

χT
+2αp

)
(6.15)

avec les conditions (6.14).

6.6.2 Exemple de modèle simple de liquide compressible et dilatable

HYPOTHÈSE : On construit ici un modèle simple en supposant que la compressibilité à température
constanteχT et la dilatation thermique à pression constanteαp sont des constantes :χT = χ0 et αp = α0.

REMARQUE : Dans les liquides, la compressibilité à température constanteχT est toujours non négative (le volume
diminue toujours avec la pression). En revanche, la dilatation thermique à pression constante n’est pas toujours non
négative. Par exemple, on sait que pour l’eau à la pression atmosphérique et à des températures entre 273 K et 277 K,
le coefficient de dilatation à pression constante est négatif, nul à 277 K, puis positif pour des températures supérieures.
On ne peut donc pas modéliser le comportement de l’eau avec l’approximationαp = α0, sauf peut-être loin de cette
anomalie.

Compte tenu de cette hypothèse, la solution générale du système d’équations différentielles (6.14) page 62
est :

fψ =−
1

ρχ0
(lnρ+α0T +1)−

C
ρ
+g(T) (6.16)

La pression thermodynamique (voir la définition (6.12) page57) est alors :

p=
1
χ0

(lnρ+α0T)+C

Pourρ = ρ0 etT = T0, on posep= p0. On a donc

C= p0−
1
χ0

(lnρ0+α0T0)
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6.6. Liquides simples compressibles et dilatables

Finalement, la pression thermodynamique est :

p=
1
χ0

(
ln

ρ
ρ0

+α0(T −T0)
)
+ p0

L’énergie libre massique de Helmholtz est donc (voir (6.16)page 62) :

fψ =−
1

ρχ0

(
1+ ln

ρ
ρ0

+α0 (T −T0)
)
−

p0

ρ
+g(T)

L’entropie massique est (relation de Helmholtz (6.9) page 57) :

fs =−∂T fψ =
α0

ρχ0
−g′(T)

L’énergie interne est :

fe = fψ +T fs =−
1

ρχ0
(1+ ln

ρ
ρ0

−α0T0)−
p0

ρ
+g(T)−T g′(T)

La fonctiong peut être déterminée avec une mesure de la capacité calorifiqueCv(T) à volume constant
(ρ̇ = 0) :

Cv(T) = T ∂T fs =−T g′′(T) ⇒ g′(T) =−

∫
Cv

T
dT+C1 ⇒ g(T) =−

∫ ∫
Cv

T
dT+C1T +C2

REMARQUE : On constate que dans ce modèle simplifié (χT(T,ρ) = χ0 et αp(T,ρ) = α0), la capacité calorifique à
volume constantCv ne peut être fonction que de la température. Si l’expérience le contredit,il faut remettre en question
les hypothèses simplificatricesχT = χ0 et αp = α0.

Si de plus Cv est supposé constant(Cv =Cv0), il vient :

g′ =−Cv0 lnT +C1 g=−Cv0(T lnT −T)+C1T +C2

Finalement, avec les hypothèsesχT = χ0, αp =α0 etCv =Cv0, et en posantfs(T0,ρ0) = s0 et fe(T0,ρ0) = e0

pour déterminer les constantesC1 etC2, les fonctions d’état sont :

fs =
α0

ρ0 χ0

(ρ0

ρ
−1

)
+Cv0 ln

T
T0

+s0

fe =−
1

ρχ0
ln

ρ
ρ0

+
(

1−
ρ0

ρ

)( p0

ρ0
+

1
ρ0 χ0

−
T0 α0

ρ0 χ0

)
+Cv0 (T −T0)+e0

p=
1
χ0

ln
ρ
ρ0

+
α0

χ0
(T −T0)+ p0

fψ =−
1

ρχ0
ln

ρ
ρ0

+
(

1−
ρ0

ρ

)( p0

ρ0
+

1
ρ0 χ0

+
α0 (T −T0)

ρ0 χ0

)
+Cv0

(
T −T0−T ln

T
T0

)
+e0−T s0

REMARQUE : Dans une évolution à pression constante, l’équation (6.13) page 61 implique :− ρ̇
ρ =α0 Ṫ ⇒ ρ̇

Ṫ
=−ρα0.

La capacité calorifique à pression constante est donc (voir (5.14) page 52) :

Cp = T ∂T fs+T ∂ρ fs
ρ̇
Ṫ

=Cv+T ∂ρ fs
ρ̇
Ṫ

=Cv+
α2

0

χ0

T
ρ

Cp est expérimentalement plus facile à mesurer. Dans le cas du modèle simplifié, Cp est nécessairement de la forme :

Cp =Cv0+
α2

0

χ0

T
ρ

Si l’expérience le contredit, il faut remettre en question une ou plusieursdes hypothèses simplificatrices (χT = χ0,
αp = α0 etCv =Cv0) et intégrer l’équation différentielle (6.15) page 62.

63



6. EXEMPLE : LE MODÈLE « FLUIDE SIMPLE »

6.7 En bref ...

Les fluides simples sont les fluides dont les deux variables d’état indépendantes sont la température absolue
T (imposée par le second principe de la thermodynamique) et lamasse volumiqueρ.

En choisissant7 l’expression d’une fonction d’étatfe (énergie interne massique) oufs (entropie massique)
ou p (pression thermodynamique) ou autre, et en respectant la relation de Helmholtz (voir (6.8) page 57)
et la définition dep (voir (6.12) page 57) qui déterminent par un système d’équations différentielles les
autres fonctions d’état, on construit tous les modèles thermodynamiques de fluides simples auxquels on
peut associer une loi de comportement mécanique (fluide newtonien par exemple) et thermique (loi de
Fourier par exemple).

Les fluidesnewtonienssont des fluides simples dont la loi de comportement mécanique est :

σσσ = (−p+kTrDDD)GGG+2µdevDDD = 2µDDD+
(
− p+

(
k−

2µ
3

)
TrDDD

)
GGG

où

– p= −ρ2(T ∂ρ fs− ∂ρ fe) est une fonction d’état caractéristique du fluide simple appelée la pression
thermodynamique ;

– k(T,ρ) est la viscosité de volume, souvent considérée comme une constante ou seulement fonction
de la température ou même parfois nulle (fluides de Stokes) ;

– µ(T,ρ) est la viscosité de cisaillement ou viscosité dynamique, souvent considérée comme une
constante ou seulement fonction de la température ou même parfois nulle (fluides non viqueux) ;

– DDD est le tenseur des taux de déformation.

La loi de comportement thermique (loi de conduction thermique) choisie pour les fluides newtoniens est
généralement la loi de Fourier.

7. Ces choix doivent être physiquement ou expérimentalement motivés.

64



Chapitre 7

Conclusion

Dans les chapitres de ce cours, on a exprimé les conséquencesdes quatre principes fondamentaux de la phy-
sique classique sur les milieux continus, sous forme globale pour des domaines matériels ou géométriques,
ainsi que sous une forme locale.

Les formes locales du principe de la conservation de la masse, du principe fondamental de la mécanique
et du principe de la conservation de l’énergie sont des équations différentielles aux dérivées partielles, qui
doivent être satisfaites en tout point et à tout instant de l’évolution de tout milieu continu.

En revanche, l’inéquation du second principe de la thermodynamique est automatiquement satisfaite dès
lors que l’on utilise un modèle de milieu continu thermodynamiquement admissible. Cette inéquation dis-
paraît donc dans la résolution d’un problème de thermomécanique des milieux continus. Cette inéquation
n’est utile que quand on cherche à construire des nouveaux modèles, pour qu’ils ne soient pas thermody-
namiquement absurdes.

7.1 Le problème de mécanique des milieux continus

Les équations restantes (les trois premiers principes) sont évidemment insuffisantes pour déterminer l’évo-
lution d’un domaine de milieu continu particulier (acier, eau, air, etc) sous l’action de sollicitations exté-
rieures. Il faut les compléter par :

1. Un modèle de comportement du milieu continu non seulementthermodynamiquement admissible,
mais qui reflète aussi correctement le comportement réel de la matière. Ceci suppose :

(a) le choix d’une liste de variables d’état objectives indépendantes (ou la liste des variables sca-
laires réduites) ;

(b) le choix de lois de comportement mécanique et thermique satisfaisant le second principe de la
thermodynamique ;

(c) l’expression des deux fonctions d’état1 énergie interne massique (fe ou f e) et entropie massique
( fs ou f s)

2 en fonction de ces variables d’état (tensorielles ou réduites) reflétant correctement
le comportement thermodynamique de la matière (capacités calorifiques, dilatation...).

2. Une description des sollicitations extérieures sur le domaine étudié : ce sont lesconditions aux limites
(mécaniques et/ou thermiques) et lesconditions initiales(mécaniques et/ou thermiques), ainsi que

1. Ou de l’une des deux si la relation de Helmholtz est vraie.
2. En thermomécanique des solides déformables, on préfère souvent le couple de fonctions d’état(ψm,sm) au couple de fonctions

d’état(em,sm). On passe de l’un à l’autre par la relationψm = em−T sm.
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7. CONCLUSION

les actions à distance (mécaniques et/ou thermiques) qui apparaissent dans les équations locales de
la mécanique et de l’énergie.

– Les conditions aux limites mécaniques sont souvent des positions (ou des déplacements) ou
des vitesses imposées aux frontières ou encore des forces surfaciques de contact imposées aux
frontières :σσσ(P′,t) ·nnnt(P′) = fff s

0(P
′,t).

– Les conditions aux limites thermiques sont souvent des températures imposées aux frontières
ou des puissances calorifiques surfaciques imposées aux frontières :qqq(P′,t) ·nnnt = qs

0(P
′,t).

– On peut aussi envisager des conditions aux limites plus compliquées comme des relations entre
forces appliquées et positions ou encore entre températurede bord et puissance calorifique
surfacique transmise à travers la frontière.

Ces conditions aux limites doivent modéliser de façon aussiréaliste que possible les actions de l’ex-
térieur sur la frontière du domaine étudié. Elles sont donc essentielles pour la qualité de la solution.

L’ensemble de ces équations étant posé, la description du problème est complète. Les champs matériels
à déterminer sont : les champs des variables d’état, des fonctions d’état, des vitesses, des positions (ou
des déplacements), des contraintes, des déformations, destaux de déformation, etc, pour toute particule et
à tout instant. On peut aussi bien rechercher la descriptionde Lagrange ou la description d’Euler de ces
champs matériels, les équations différentielles ont été données dans les deux cas.

En mécanique des milieux continus (solides ou fluides), il arrive bien souvent que l’on ne recherche qu’une
solution stationnaire (si elle existe). Dans ce cas, le temps disparaît des équations différentielles et le pro-
blème s’en trouve quelque peu simplifié.

7.2 La résolution

La résolution analytique d’un système d’équations aussi complexe est rarement possible sauf dans quelques
problèmes académiques extrêmement simplistes (mais pédagogiquement intéressants). Les causes des dif-
ficultés de résolution sont :

– la complexité du système différentiel (équations couplées, le plus souvent non linéaires);

– la non unicité éventuelle des solutions, leur instabilitééventuelle, la présence éventuelle de bifurca-
tions (en nombre fini voire infini);

– la complexité de la forme du domaine étudié;

– la complexité des conditions aux limites modélisant correctement les interactions mécaniques et
thermiques avec l’extérieur du domaine.

Pour la plupart des problèmes industriels, le recours à une méthode de résolution numérique est indispen-
sable pour la résolution du problème exposé en section 7.1. Ces méthodes numeriques sont précieuses mais
il ne faut jamais perdre de vue que :

1. Le résultat numérique est approché pour trois raisons :

(a) les calculs sont nécessairement approchés car la représentation des nombres dans les machines
est nécessairement finie, donc tronquée, et les erreurs de troncature se propagent en croissant
dans les calculs successifs ;

(b) la méthode numérique est par elle-même approchée car l’espace des fonctions dans lequel on
cherche une solution approchée est un sous-ensemble de l’ensemble des fonctions définies sur
le domaine étudié ;

(c) la « convergence numérique » apparente de l’implémentation numérique d’un algorithme théo-
rique n’est jamais une preuve de la convergence mathématique.

2. Pour étudier l’influence d’un paramètre, on ne peut que refaire le calcul pour différentes valeurs
numériques du paramètre en supposant que cette influence estsuffisamment régulière entre deux
valeurs successives pour faire des interpolations.
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3. Dans les problèmes non linéaires, dans lesquels on est rarement assuré de l’unicité de la solution
ou de l’absence de bifurcations voire de solutions cahotiques, un résultat numérique est toujours
sujet à caution et doit toujours être considéré avec circonspection car on maîtrise rarement la (les)
branche(s) suivie(s) par l’algorithme en cas de solutions multiples.

REMARQUE : Dans les problèmes stationnaires, on peut néanmoins obtenir analytiquement des résultats partiels in-
téressants en utilisant les trois premiers principes, non pas sous leur forme locale, mais sous une forme globale (sur
un domaine matériel ou géométrique précis) avec quelques hypothèsessimplificatrices sur les frontières. Par exemple,
il est souvent possible d’évaluer des valeurs intégrées sur des parties de frontière (débits, forces résultantes, moments
résultants, quantités de chaleur échangée), mais sans information sur ledétail de leur répartition.
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Annexe A

Démonstrations

A.1 Lemme fondamental pour les intégrales de volume

Soit g(M) un champ scalaire défini dansE3 et soit un domaineD ⊂ E3. Il faut montrer que :

∀D
∫
D

g(M) dv= 0 ⇔ ∀M g(M) = 0

L’implication g(M) = 0⇒
∫
D

g(M) dv= 000 est triviale. Il suffit donc de montrer l’implication inverse.

On représente les pointsM ∈ D par un vecteurxxx. Pour définir des domainesD arbitraires, on considère un
domaine fixeD 0 arbitraire dont les points courants sontxxx0 et une applicationfff arbitaire mais différentiable
telle que :

xxx= fff (xxx0)

Avec une fonctionfff arbitraire, on génère tous les domainesD .

Par changement de variable, on ramène l’intégrale surD à une intégrale surD 0 :
∫
D

g(xxx) dv=
∫
D0

g( fff (xxx0))Kv(xxx0) dv0

où Kv =
dv
dv0

= detgrad fff > 0 (analogie avec la cinématique, la fonction arbitrairefff étant comparable à la
description de Lagrangefff d’un mouvement réel). On a donc :

∀D
∫
D

g(M) dv= 000 ⇒ ∀Kv(xxx0)> 0
∫
D0

g( fff (xxx0))Kv(xxx0) dv0 = 000

On démontre en analyse fonctionnelle que l’ensemble des fonctions définies surD 0 et de carré intégrable
surD 0, notéL2

D0
, est un espace vectoriel de Hilbert, de dimension infinie, sur lequel on peut définir un

produit scalaire :

〈 f1, f2〉=
∫
D0

f1(xxx0) f2(xxx0) dv0

L’intégrale
∫
D0

g( fff (xxx0))Kv(xxx0) dv0 est donc le produit scalaire des deux fonctionsh= g◦ fff etKv apparte-

nant àL2
D0

:

∫
D0

g( fff (xxx0))︸ ︷︷ ︸
h(xxx0)

Kv(xxx0) dv0 = 〈h,Kv〉 où h= g◦ f
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Si un vecteurh deL2
D0

est orthogonal à tout vecteur de cet espace, alors ce vecteurest nul. La fonctionf

étant arbitraire, la fonctionKv = detgrad f l’est aussi. On en déduit :

∀Kv > 0 〈h,Kv〉= 0 ⇔ h= 0 ⇒ g◦ fff = 0 ∀ fff ⇒ g= 0

On généralise sans difficulté aux champs vectoriels ou tensoriels, il suffit d’appliquer le résultat précédent
aux composantes du champ. On a donc :

∀D
∫
D

AAA (M) dv= 000 ⇔ ∀M AAA (M) = 000

A.2 Existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy

Considérons un sous-domaine matériel dont la position actuelle est le tétraédreT ⊂ D m
t , défini par les

particules sommetsP0, P1, P2 et P3, et dont les faces planesP0P2P3, P0P3P1 et P0P1P2 sont orthogonales.
Les normales unitaires sont respectivementnnn1, nnn2 etnnn3. On notennn0 la normale unitaire à la faceP1P2P3.

Pk2
P0

P1

P3

P2

nnn3

nnn2

nnn1

Pk3

Pk1

FIG. A.1 –Un sous-domaine matériel tétraédriqueT ⊂ D m
t

On noteSi les aires des faces, la géométrie de ce tétraèdre permet d’écrire :

Si

S0
=−nnn0 ·nnni ∀ i ∈ [1,2,3] (A.1)

Comme pour tout domaine matériel, les efforts extérieurs qui s’appliquent sur le sous-domaine matériel
tétraédriqueT sont :

1. un champ de forces massiques à distancefff m
T

(gravitation, forces d’inertie, etc) agissant sur l’intérieur
du tétraèdre,

2. un champ de contraintes sur chaque face de la frontière :ccci sur la faceSi .

En appliquant le théorème de la résultante dynamique (voir (3.1.2) page 16) au domaine matérielT , il
vient : ∫

T

(
γγγE − fff m

T E

)
ρE dv=

3

∑
i=0

∫
Si

ccciE ds

On définit les valeurs moyennes de chacune de ces intégrales:

fff =
1

VT

∫
T

ρE
(
γγγE − fff m

T E

)
dv ccci =

1
Si

∫
Si

ccciE ds ∀i ∈ [0,1,2,3]

Le théorème de la résultante dynamique appliqué au domaine matérielT s’écrit donc encore :

fff VT = ccc0S0+
3

∑
i=1

ccci Si

70



A.2. Existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy

On définit maintenant d’autres sous-domaines matérielsTk par homothéthie de centreP0 et de rapport
k appliquée au tétraèdreT . Les tétraèdresTk obtenus ont le même sommetP0, les autres étantP1k, P2k

et P3k (voir figure A.1 page 70). Dans cette homothétie, les aires sont multipliées park2 et les volumes
par k3. Les faces deTk sont parallèles à celles deT et leurs normales unitairesnnni sont donc invariantes
dans l’homothétie. Le théorème de la résultante dynamique appliqué aux sous-domainesTk s’écrit comme
précédemment :

fff kVTk = ccc0k S0k+
3

∑
i=1

cccik Sik

où fff k est la valeur moyenne des forces à distance moins les quantités d’accélération sur le domaineTk, et
oùcccik est la valeur moyenne des vecteurs contraintes sur les facesSik.

Compte tenu de l’homothéthie,VTk = k3VT etSi k = k2Si . Il vient :

fff k k3VT = ccc0k k2S0+
3

∑
i=1

cccik k2Si ⇒ fff k kVT = ccc0k S0+
3

∑
i=1

cccik Si

En faisant tendre le rapport d’homothétiek vers 0, on obtient1 :

000= S0 lim
k→0

ccc0k+
3

∑
i=1

Si lim
k→0

cccik

Dans cette limite, les valeurs des contraintes moyennes surchacune des faces tendent (par définition de la
contrainte) respectivement vers les contraintes enP0 pour les directions de ces faces dont les normales sont
de direction constante :

lim
k→0

cccik = ccc(P0,nnni ,t) ∀ i ∈ [0,1,2,3]

Le passage à la limite conduit donc à :

000= S0ccc(P0,nnn0,t)+
3

∑
i=1

Si ccc(P0,nnni ,t)

La contrainte en la particuleP0 pour la facette de normalennn0 est donc :

ccc(P0,nnn0,t) =−
3

∑
i=1

Si

S0
ccc(P0,nnni ,t) =

3

∑
i=1

ccc(P0,nnni ,t)(nnni ·nnn0) (voir (A.1) page 70)

=
3

∑
i=1

(
ccc(P0,nnni ,t)⊗nnni

)

︸ ︷︷ ︸
σσσ(P0,nnn1,nnn2,nnn3,t)

·nnn0 (algèbre tensorielle)

Pour toute direction nnn0, la contrainte actuelle ccc(P0,nnn0,t) est une fonction linéaire de nnn0, car le tenseur du
second ordreσσσ(P0,nnn1,nnn2,nnn3,t) est indépendant de nnn0.

En revanche, le tenseur du second ordreσσσ est encorea priori une fonction des trois directions unitairesnnn1,
nnn2 et nnn3. Pour montrer qu’elle en est indépendante, on fait le même raisonnement avec un autre domaine
tétraèdriqueT ′, de même sommetP0 dont les normales unitaires aux faces sontnnn0 (identique au précédent),
nnn′1, nnn′2 etnnn′3(les trois autres directions orthogonales sont différentes). Par passage à la limite, on trouve une
autre expression de la contrainte actuelleccc(P0,nnn0,t) :

ccc(P0,nnn0,t) =
3

∑
i=1

ccc(P0,nnn
′
i ,t)⊗nnn′i

︸ ︷︷ ︸
σσσ(P0,nnn

′
1,nnn

′
2nnn′3,t)

·nnn0

1. Il est remarquable de constater que dans le passage à la limite, les intégrales de volume (les forces à distance et les accélérations)
disparaissent.
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On a donc :ccc(P0,nnn0,t) =σσσ(P0,nnn1,nnn2,nnn3,t) ·nnn0 =σσσ(P0,nnn′1,nnn
′
2,nnn

′
3,t) ·nnn0.

Cette égalité étant vraie pour toute directionnnn0, les deux tenseurs sont égaux :

σσσ(P0,nnn1,nnn2,nnn3,t) =σσσ(P0,nnn
′
1,nnn

′
2,nnn

′
3,t)

Cette dernière égalité est vraie pour toute base
{
nnn′1,nnn

′
2,nnn

′
3

}
. L’opérateurσσσ n’est donc pas fonction du choix

des orientations des faces(nnn1,nnn2,nnn3), et on peut écrire :

σσσ(P0,nnn1,nnn2,nnn3,t) =σσσ(P0,t)

Il existe donc bien en chaque particule P0 d’un milieu continu un tenseur du second ordreσσσ(P0,t) tel que
la contrainte actuelle sur une facette matérielle de normale nnn0 est donnée par :

ccc(P0,nnn0,t) =σσσ(P0,t) ·nnn0

La démonstration précédentene prouve que l’existencedu champ matériel tensoriel du second ordre appelé
tenseur des contraintes de Cauchysans préciser sa distribution dans l’espace ni son évolution dans le temps.

REMARQUE : Contrairement à ce qui est parfois affirmé, pour prouver l’existence du champ de tenseurs des contraintes
dans un milieu continu, il n’est pas nécessaire de négliger les forces devolume extérieures à distance agissant sur les
tétraèdres (autogravitation dans un domaine contenant le tétraèdre et inerties d’accélérations) : elles disparaissent dans
le passage à la limite.
Si le champ d’autogravitationfff m

a est défini dans un domaineD et est ajouté au champ de gravitation d’origine exté-
rieure fff m

e , le champ de tenseur des contraintes, solution de l’équation de mouvement divEσσσ+ρ fff m
a +ρ fff m

e = ργγγ, prend
en compte l’autogravitation. Toutefois, la résolution de l’équation de mouvement se trouve fortement compliquée,
car le champ d’autogravitationfff m

a dépend de la forme actuelle du domaineD . C’est dans l’écriture de l’équation de
mouvement que l’on peut faire l’approximationfff m

a ≪ fff m
e .

A.3 Existence du champ vectoriel courant de chaleur

Cette démonstration d’existence est semblable à celle du champ de tenseur des contraintes de Cauchy.

On considère un domaine matérielD m dont la position actuelle estD m
t . La puissance calorifique surfacique

extérieure actuelle entrant par conduction à travers sa frontière est un scalaire notéqs(t) (W.m−2).

Pour étudier les échanges de chaleur à l’intérieur du domaine, on procède comme pour la définition des
efforts intérieurs à un milieu continu : on considère des sous-domainesD 1 et leurs échanges thermiques
avec leur extérieur(D −D 1) ∪ ext(D ), dont une partie sont des échanges thermiques intérieurs àD m

t (voir
section 3.2.2 page 17).

HYPOTHÈSE : La puissance calorifique surfacique actuelle qs(t) traversant une facette matérielle ne
dépend que de la particule et de la facette matérielle (repérée par sa normale actuelle).

REMARQUE : Cette hypothèse est semblable à l’hypothèse de Cauchy posée en section 3.2.2 page 18.

Il existe donc une fonctionfq telle queqs(t) = fq(P0,nnn,t) oùP0 est une particule etnnn est la normale actuelle
à une facette matérielle.

On applique ensuite le principe de la conservation de l’énergie (équation (4.5) page 41) au sous-domaine
matériel tétraédrique de la démonstration de Cauchy (voir figure A.1 page 70):

∫
T

ėm
E dm=

∫
T

σσσE : DDDE dvt +
∫
T

rv
ext E dvt −

3

∑
i=0

∫
S i

qsE dst

On définit ensuite les valeurs moyennes des intégrales suivantes :

Iv =
1

VT

∫
T

(
ρE ėm

E −σσσE : DDDE − rv
ext E

)
dvt I i =

1
Si

∫
S i

qsE dst
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oùVT est le volume du tétraèdreT etSi l’aire des facesS i .

Le principe de la conservation de l’énergie s’écrit alors :

VT Iv+
3

∑
i=0

Si I i = 0

Ce même principe de la conservation de l’énergie appliqué à des tétraèdresTk homothétiques deT de
centreP0 et de rapportk s’écrit :

k3VT Ivk+k2
3

∑
i=0

Si I ik = 0 ⇒ kVT Ivk+
3

∑
i=0

Si I ik = 0

où Ivk et I ik sont les valeurs moyennes des intégrales de volume et de surface sur le tétraèdreTk.

Lorsqu’on fait tendrek vers 0, les normalesni sont de direction constante et il reste :

S0qs0 =−
3

∑
i=1

Si qsi

qs0 =−
3

∑
i=1

Si

S0
qsi =

3

∑
i=1

qsinnni ·nnn0 = qqq(P0 ,nnn1 ,nnn2 ,nnn3) ·nnn0 (voir (A.1) page 70)

où qsi = lim
k→0

I ik = lim
k→0

1
Sik

∫
Sk

qsi(t) dst , ce qui est par définition la puissance calorifique surfacique traver-

sant la facette matérielle enP0 de normale actuellennni .

Pour toute facette matérielle de normale actuelle nnn0, la puissance calorifique surfacique actuelle entrant
par cette facette est une fonction linéaire de la direction nnn0 :

qs0(t) = qqq(P0 ,nnn1 ,nnn2 ,nnn3,t) ·nnn0

On termine la démonstration de la même manière que dans la section précédente : on considère les autres
tétraèdres, de même sommetP0, de même normalennn0 mais dont les autres normales orthogonales sont
différentes :nnn′1, nnn′2 etnnn′3. En refaisant le calcul précédent, on en déduit que :

qs0(t) = qqq(P0 ,nnn
′
1 ,nnn

′
2 ,nnn

′
3,t) ·nnn0 ∀nnn′1 ∀nnn′2 ∀nnn′3

On a donc :
qs0(t) = qqq(P0,t) ·nnn0

En chaque particule P0 d’un milieu continu, il existe un champ matériel vectoriel qqq(P0,t), appelé courant
de chaleur, tel que la puissance calorifique surfacique traversant par conduction une facette matérielle en
la particule P0 de normale actuelle n0 est donnée par qs(P0,t) = qqq(P0,t) ·nnn0.

Cette démonstration ne prouve que l’existence du champ matériel vectorielcourant de chaleursans préciser
sa distribution dans l’espace ni son évolution dans le temps.
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