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Avant-propos

L'objectif de ce cours est d’'établir les équations généredgissant tous les milieux continus, qu’ils soient
solides ou fluides.

Les développements qui suivent se placent dans le cadreplydégue classique (non relativiste et non
guantique). Les équations générales des milieux contntsdonc les conséquences des quatre principes
fondamentaux de la physique classigue

1. le principe de la conservation de la masse ;

2. le principe fondamental de la mécanique ;

3. le premier principe de la thermodynamique, encore agp@iéipe de la conservation de I'énergie ;
4. le second principe de la thermodynamique.

En ce qui concerne le principe fondamental de la mécani¢pgtelr a choisi résolument de conserver
le principe fondamental de Newton, c’est-a-dire celui catignéralement posé dans les cours de méca-
nigue générale élémentaires. Ce choix est un choix pédagegplutbt de commencer la mécanique des
milieux continus par I'énoncé d’un nouveau principe foneatal (le principe des travaux virtuels ou des
puissances virtuell&3, il semble préférable & 'auteur de se baser sur les cosanaigs classiques acquises
en mécanique générale. Les connaissances préalables driguécgénérale nécessaires a la lecture de ce
cours se résument aux trois théorémes généraux pour desldasale points matériels (finis ou non) :

1. le théoréme de la résultante dynamique ;
2. le théoréme du moment dynamique ;
3. le théoreme de la puissance cinétique (dérivée tempatell'énergie cinétique).

La lecture de ce cours suppose aussi une maitrise suffisatitdgébre et de I'analyse tensorieflainsi
que de la cinématique des milieux contifius

Dans la mesure du possible, on respectera les conventipogrgphiques suivantes :

les nombres réels sont en minuscules italiques (exeraplg;:
les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (ezewpl
les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exempl

les termes d’'une matrice sont rangés dans un tableau eotreets, a deux indices, l'indice de
M2 M3

m
gauche est I'indice de ligne, et I'indice de droite est lizelde colonne {mﬁ Mo mza} = [mij]
M31 Mgz M33

— la transposition des matrices est notée avet en exposant (exempléMT);

— les espaces d’entités mathématiques sont en majusculbkds (exemples : I'espace des réés :
I'espace des vecteurs de dimensioriV3).

— le produit vectoriel de deux vecteursHg est noté «\ ».

1. En fait, on peut démontrer que si le principe de la conservate I'énergie est universel et si les grandeurs caloeficsca-
laires ou vectorielles sont objectives, les deux premieirscjpres (masse et mécanique) en sont des conséquences gviitd’
http://hal.archives-ouvertes.fr/docs/ 00/ 60/ 02/ 61/ PDF/ MMCEner get i que. pdf ).

2. Dans ce cours, ils apparaitont donc comme des théorémes.

3. L'auteur propose un autre cours intitélégébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtionis

4. 'auteur propose un autre cours intit@éématique des milieux continus







Chapitre 1

Concepts fondamentaux

Avant d’aborder I'écriture des principes fondamentauxeat$ conséquences pour les milieux continus, il
est nécessaire d’introduire des concepts indispensalddsoéine compréhension des chapitres suivants.

1.1 Les domaines de milieux continus

Dans I'étude des milieux continus, on applique les prirgifmdamentaux a des domaines de milieux
continus. Comme on va le voir, on peut définir deux sortes deadttes. Dans la littérature spécialisée, les
auteurs ne précisent pas toujours quelle est la définitiaredgr’ils appellent domaine de milieu continu,
et cette imprécision est a I'origine de nombreux malenten@n consacre cette section a en donner des
définitions rigoureuses.

1.1.1 Domaine matériel

DEFINITION : Un domaine matériel est défini par 'ensemble des partic(dgsriori en mouvement) qui
le constituent.

Si une particule appartient au domaine matériel a un instafie lui appartient donc a tout instant.

REMARQUE : Etant défini par les particules qui le constituent, un domaine matériel @r@endéfinition pour tous les
observateurs

Un domaine matériel se déplace et se déforme en raison duemant de ses particulgsQuand on
considére un domaine matériel, on dit souvent que « I'onlsudbmaine dans son mouvementbn'y a
donc pas de matiere qui traverse la frontiére moblile domaine matériel étant en mouvement, 'ensemble
des positions actuelles de ses particules définit une régdespace qui change a chaque instant.

NOTATIONS :

— un domaine matériel sera not#™ (c’est un ensemble de particules);
— le domaine de I'espace qu’il occupe a l'instant t sera notg;
— safrontiére a I'instant t sera noté&en™.

VOCABULAIRE : En thermodynamique, les domaines matériels sont appgiémes fermés

1. Imaginer que I'on a peint en rouge toutes les particulesotiniaghe matériel.

2. Ce mouvement est différent pour chaque observateur.

3. Avec parfois une petite nuance : les thermodynamiciensosgpp parfois implicitement que la frontiére étanche a la matié
est fixe. Nous ne ferons évidemment pas cette restriction.




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.1.2 Domaine géométrique

DEFINITION : Un domaine géométrique est défini par I'ensemble des poéumgtriques de&3 qui le
constituent.

Comme pour tout domaine, la frontiere d’'un domaine géonpdtrest une surface fermée. Quand le milieu
continu est en mouvement, les particules qui sont dans lenhengéométrique a un instanbe sont pas

les mémes que celles qui s’y trouvent a un instar®n dit que le domaine géométrique est « traversé par
le milieu continu ». Il y a donc des particules qui traverdantrontiére (ou une partie de frontiére), en
entrant ou en sortant du domaine géométrique.

Dans ce cours, les frontiéres des domaines géométriqums sensidéréea priori comme mobiles pour
I'observateur choisi, mais le mouvement de ses frontiesesans rapport avec celui des particules qui s'y
trouvent.

REMARQUE : Un domaine géométrique étant défini par des pointsglechaque observateur attribue une position et
un mouvement différent aux points de sa frontiére. Toutefois, paismus les observateurs attribuent la méme distance
a tout couple de points géométriqudé;,M»), la forme du domaine géométrique & un instant donné est la méme pour
tous les observateurs.

NOTATIONS :

— Un domaine géométrique sera naté (c’est une région de I'espaces; délimité par une frontiére);
— Le domaine de I'espace qu'il occupe & I'instant t sera nofé
— Sa frontiére (a priori mobile) & I'instant t sera notée{.

VOCABULAIRE : En thermodynamique, les domaines géométriques sont afgyskésnes ouvert&n mécanique des
fluides, ils sont souvent aussi appelétumes de controfe

1.1.3 Comparaison entre les deux types de domaines

Les deux types de domaines on chacun leur intérét:

— Les domaines matériels sont les préférés des mécaniciensotldes déformable&n effet, leur
sujet d’étude est le comportement d’un objet déformablgtoa constitué des mémes particules :
les particules de I'objet déformable.

— Les domaines géométriques sont les préférés des mécamiasfiuidesEn effet, en mécanique des
fluides (liquides ou gaz), on ne se préoccupe que de I'éwnludes grandeurs physiques des parti-
cules qui sont a l'intérieur du domaine géométrique a uragemstant, plutdt que de se préoccuper
de I'histoire individuelle des particules, notamment tprelles sont hors du domaine géométrique.

REMARQUE : Les mécaniciens des fluides qui n’envisagent que des domainegté&pes supposent souvent im-
plicitement (et parfois un peu trop vite) que ces domaines géométriquekes frontieres fixes. Il n’est pas toujours
possible de trouver un observateur pour lequel le domaine géoméestfiree. Par exemple, si on consideére le domaine
géométrique défini comme I'espace a l'intérieur d’'une turbomachineaitles parties de frontieéres qui sont mobiles
(les aubages qui tournent) par rapport a d’autres parties de femi{xs parois) et il n’est pas possible de trouver
un observateur pour lequel toutes les frontieres du domaine géoneésoqtifixes. C’est pourquoi dans la suite, pour
ne pas restreindre la généralité des équations, les frontieres d'unndogémeétriques seroatpriori considérées
comme mobiles (mais le mouvement des frontiéres est sans rapportelvi des particules du milieu continu).

4. En thermodynamique comme en mécanique des fluides, il estgpsois-entendu que les frontiéres d’'un domaine géométrique
sont fixes (pour un certain observateur).
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1.2. Grandeurs physiques extensives

1.2 Grandeurs physiques extensives

DEFINITION : On dit qu'une grandeur physique globate (scalaire, vectorielle ou tensorielle) évaluée
pour un domainep (matériel ou géométrique) est extensive si sa valeur podoteainen est la somme
des valeurs det pour tous les sous-domaines d’une partition quelconque de

4 extensive et{@ —UM, D et DiND;=0 (i # j)} = a(p) :iz(@i)

Dans ces conditions, on peut affiregu’il existe un champ défini dans le domaimg appelédensité
volumique dez et notézY(M) tel que:

ﬂ(@):/@ﬂ"(M)dv

Toutes les grandeurs physiques ne sont pas extensivesrdretegrs physiques non extensives sont dites
intensives

EXEMPLES: Le volume (scalaire), la masse (scalaire), I'énergie cinétique (seplirquantité de mouvement (vec-
teur) sont des grandeurs extensives.
La température (scalaire), la pression (scalaire), la déformatiore(ted%rdre 2) sont des grandeurs intensives.

1.2.1 Application a un domaine matériel

Puisque dans un domaine matériel, les particules qu'ilienonhsont toujours les mémes, on peut identifier
ses particules indifferemment par la méthode de Lagraragddpr position de référence) ou par la méthode
d’Euler (par leur position actuelle). La position de référe du domaine matériel sera noté.

Si 4 est une grandeur extensive, sa valeur actuelle pour le denmaatérielp™ peut s'écrire de deux
manieres:

a(p™t) :/Dmﬂé(xti) th:/Dmﬂ\li(XOat)KvL(XOat) dvo (1.1)
o 0

ollKy est la dilatation volumique actuelle dans une déformatimmt tiétat de référence est{'®. Le terme
Ky (Xo,t) est sa description de Lagrange.

PRECISIONS: Pour passer de l'intégrale sur le domaine act@la l'intégrale sur le domaine de référenng", on
effectue le changement de variale= f (xo,t), ou f est la description de Lagrange du mouveniefin a donc:

AE (%) =AE(f(Xo.).t) =4 (xo1) (=2"(P1)) et dvt =Ky dvp

1.2.2 Application a un domaine géométrique

Contrairement aux domaines matériels, on ne peut identé$eparticules qui sont actuellement dans un
domaine géométrique que par la méthode d’Euler, car cessnaleurs daV pour les particules qui sont
actuellement dans le domaine qui sont I'objet de I'intéigrafelles ne sont peut-étre plus dans le domaine
» g & un autre instant).

En conséquence, la valeur actuelle de la grandeur exteasiwé t) s’écrira exclusivement avec une des-
cription d’Euler du champV:
A(091) = | ALx.t)dy (1.2)

Dy

5. Théoreme de Radon en théorie de la mesure.
6. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 4.7
7. Voir Cinématique des milieux continudu méme auteur, section 2.2 et 2.4




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.3 Rappel: dérivées temporelles d’intégrales a bord variables

Que les domaines envisagés soient matériels ou géométriqueaura besoin, dans les chapitres qui
suivent, d’écrire la dérivée temporelle d’'intégrales ses domaines. Les frontieres du domaine d'inté-
gration sont priori variables avec le temps.

La variation temporelle d'une intégrale de volume dont lendme d’intégration varie avec le temps est
due a la fois a la variation temporelle de I'intégrande etval@ation temporelle du domaine d’intégration.

On rappelle le résultat mathématique suiant

—a'(xt)dw+ [ a'(xt) (v -n)ds (1.3)

aV(xt) dy =
( ) Vt that 0Dt

dt /o,
ou:
— 4V(x;t) est un champ défini dans une portion I'espageontenant tous les domain®s (Vt appar-
tenant a 'intervalle d'étudé t2]);
— vf estla vitesse dgsoints de la frontiérelu domaine d'intégration ;
— m est la normale unitaire extérieure actuelle a la frontdre

1.4 Deérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine
matériel

Soit4 une grandeur extensive dont la densité volumiquea&&bt).

Si le champaV est décrit par la méthode d’Euler
La valeur actuelle de la grandeur extensive pour le domaaténel>™ est :

a(p™t) = mz‘é(xt,t) dw (voir (1.1) page 3)

Dy

Le domaine d'intégratiom," est variable avec le temps. Le domaine étant matériel, éssét d’'un point
de la frontiére du domaine d'intégration est la vitesse gmlticule qui sy trouve, on a done! = v(Pt).
En vertu du théoreme (1.3), la dérivée temporelleade ™t) s'écrit donc :

D) = /@ AL (Xt) dw+/ AE(%,t) (VE(X L) - ™) ds (1.4)

Le champve (%;,t) étant défini dans tout le domaine d’intégration, on peuisetille théoreme de la diver-
gencé pour transformer l'intégrale de frontiére en une intégdade/olume.

En remarquant quea - (x;,t) (VE(xt,t) ~m) = (ﬂ‘é(xt,t) ®VE(xt,t)> -y, il vient:
aDmﬂ\é(Xt,t) (VE(X;,t)-n)ds = / dIV (X ,t) @ Ve (X, t)) dv (sia estscalairep est un produit simple)
Dt

On obtient ainsi une seconde expression de la dérivée teffedea (p™t) :

:t,q( pMt) = /(gt £ (% .t) +div(a ‘é(xt,t)®vE(xt,t)))dvt (1.5)

8. Woir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioms, du méme auteur, section 4.3
9. Voir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxioms, du méme auteur, section 3.8




1.4. Dérivée temporelle d’'une grandeur extensive sur urestoermatériel

En développant la divergent® on obtient une troisiéme expression de la dérivée temipatel (0™ t) :

d ) _
GA@™0 = [ (SALx) + gradea’(x.) Ve (x.0) + divev(e ) V(%) ) dy
Dy

%ﬂ(@m,t) = / (;i‘é(xt,t) +dve (X,t) 2" (% ,t)) dv  (définition de la dérivée particulaire)  (1.6)
"

ou:

- :i\é est la description d’Euler de la dérivée particulairde la densité volumique" ;
— dyg = divev = TrD est la description d’Euler du taux de dilatation volumiqatual.

Si le champaV est décrit par la méthode de Lagrange
La valeur actuelle de la grandeur extensive pour le domamténelo ™ est :

a(p™t) = {Dmﬂ\((ant) KvL(Xo,t) dvo (voir (1.1) page 3)
0

ou Ky est la description de Lagrange de la dilatation volumiqueedle dans une déformation dont I'état
de référence est.

Le domaine d'intégratiom ' est, par définition, indépendant du temps. La vitesse desspae la frontiére
du domaine d’intégration est donc nulié & 0). En vertu du théoréme (1.3) page 4, la dérivée temporelle
dea (p»™¢t) estdonc:

%ﬂ(@m,t) :/m%(ﬂ\ﬁ(xo,t) KvL(Xo,t)> dvo (d'aprés (1.3) page 4)  (1.7)
)
d
_ / 5 (AL G0 K x0) ) dvo (¥ ne dépend pas dp
o At
. 4K (Xo,t
= [ (3000 +ation £ ) o ot dv
0 )
d .
GA@"0 = [ (41000 +aY et dilo) Ku(ot) dio (1.8)
0

ou:

- :i\,f est la description de Lagrange de la dérivée particulaita densité volumiquet " ;

— Ky est la description de Lagrange de la dilatation volumiqueedle dans une déformation dont
I'état de référence egt(;

—dy= % = k& = QE = TrD = divev est la description de Lagrange du taux de dilatation volueiq

actuel.

Les trois équations (1.4) page 4, (1.5) page 4 et (1.6) pageet des descriptions d’Euler), ainsi que les
deux équations (1.7) et (1.8) (avec des descriptions deabgg) sont toutes des expressions équivalentes
de la dérivée temporelle de(p ™ t) sur un domaine matérigjuanda est une grandeur extensive. On peut
les utiliser indifféremment, selon les termes que I'on aede voir apparaitre.

10. Voir le coursAlgébre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioos, du méme auteur, section 3.8
11. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 2.7




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

1.5 Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine
géométrique

Soit4 une grandeur extensive dont la densité volumiquea&gbyt).
Dans un domaine géométrique (de fronti@nariori variable avec le temps), la seule maniére de décrire les
grandeurs des particules qui s’y trouvent est la méthodeldE

a(p9t) = g ﬂE(Xt 1) dv (voir (1.2) page 3)
t

Le domaine d’intégratiom¢ esta priori variable avec le temps, mais contrairement au domainesieiaté
la vitesse des points de la frontiére est sans rapport awéetse des particules du milieu continu qui s’y
trouvent. En vertu du théoréme (1.3) page 4, la dérivée testlpalea (» ™ t) s'écrit donc:

Eﬂ »9t) dy = / — AL (X t) dv[+/ aL(x.t) (v -n)ds (voir (1.3) page 4) (1.9)

REMARQUE : S'il existe un observateur pour lequel toute la frontiére du domainmgtimue est fixe, alorg’ =0
et, pour cet observateur, I'intégrale de bord disparait.

On obtient une seconde expression de la dérivée temporeiig d9.t) en notant que le théoreme de la
divergence implique:

/gdiv (z‘é(xt,t) ®VE(Xt,'[)) dv :/ gﬂ\é(xt,t) (Ve(X:,t) -m) ds  (sia estscalairep est un produit simple)
Dg 0D;

En ajoutant le terme de gauche et en retranchant le termeoide de cette équation a I'équation (1.9), il
vient:

A(091) dy = /gat L0 t) +div (£ @Vt D)) dv+ [ a0 (v —ve) - ds

anf

T ®
(1.10)
ou:
— le termex est appeléaux'? de production volumiquéea (unité: [a]l.m=3.s1);
- le termefgtgr dv est appeléaux de production interndea (unité: [a].s™1);

— le terme® est appeldlux entrant® dea a travers la frontiére (unité z].s1).

La nouvelle expression (1.10) de la dérivée temporella (e 9.t) est souvent appelé&muation de bilan
de la grandeuextensivea pour le domaingéométriquen 9.

On interprete cette équation en disant que la variation ¢eefle de la grandeur extensivedans le do-
maine géométrique ¢ est due a la production interne dea I'intérieur du domaine géométrique et au flux
entrant dez a travers la frontiére.

En développant la divergence dans I'expressiort,den obtient une troisieme expression de la dérivée

12. Attention, ici le mot « taux » signifie ici une dérivée tengitar simple et non une dérivée temporelle logarithmique comme on
I'a vu dans d’autres contextes. Ces dénominations, corsspef I'usage, peuvent induire en erreur.
13. Certains auteurs appellent « flux » l'intégrand&d&on unité est alors A.m—2.s 1.




1.6. Rappel : lemme fondamental

temporelle dez (p9%):
d .
TRl (D9t) dy = /gat E (X t) +gradga”(x.t) - vE(xt,t)+d|va(xt,t),q‘é(xt,t)) du+
AL (VN —VE(X ) - dg

apf

%ﬂ(@gt)dw (L0 T dee) ALt ) o+ [ ALt (v —ve(et) mds (1.12)

T
(0]

oUudye = % = divgv = TrD est la description d’Euler du taux de dilatation volumiqatual.

Les équations (1.9), (1.10) et (1.11) sont toutes des esipres équivalentes de la dérivée temporelle de
4 (p9t) sur un domaine géométriqupiandq est une grandeur extensive. On peut les utiliser indifférem
ment, selon les termes que I'on a envie de voir apparaitre.

1.6 Rappel: lemme fondamental

THEOREME: Soita (M) un champ (scalaire, vectoriel ou tensoriel) défini danset soit un domaine
D C £3. On al'’équivalence suivante :

Vo /,q )dv=0 o VM 2(M)=0 (1.12)

Autrement dit: si I'intégrale d’'un champ est nulle quel qoé son domaine d’intégration, alors le champ
est nul.

Ce lemme (la démonstration est donnée en annexe A.1l pagei@O§sstématiquement utilisé dans les
chapitres qui suivent pour déduire les expressions locksprincipes fondamentaux.

1.7 Convention de notation

Pour alléger les écritures, on convient de ne plus faire digdans la suite du cours les arguments des
descriptions d’Euler et de Lagrange. Il est sous entenduagdescription de Lagrange d’'un champ pour
un certain observatew a pour argument&,t) et que sa description d’Euler a pour argumetg).

1.8 En bref...

Pour appliguer les principes fondamentaux de la physigassitjue, on raisonne sur deux sortes de do-
maines : les domaines matériels et les domaines géométrique

Ces domaines ont en général des frontieres (ou des partieandiéres) variables avec le temps.

Les grandeurs physiques extensives permettent de défmatdenps de densités volumiques de ces gran-
deurs, qui peuvent étre décrits par la méthode de Lagrargke(aent pour les domaines matériels) ou par
la méthode d’Euler (pour les domaines matériels ou géoquets)).




1. CONCEPTS FONDAMENTAUX

Suivant le type de domaine (matériel ou géométrique) eastile mode de description (Lagrange ou Euler)
du champ de densité volumique, les dérivées temporelles d’'une grandextensivea (2 ,t), définie sur
un domaine s’écrivent sous différentes formes:

— sur un domaine matériei™ (description d’Euler ou de Lagrange):

d_
D) = /ﬂe % = / ﬂEdw+/ AE (Ve -ny) dg (1.13)
at” dt Jop

- Dtm(gtﬂ‘édeiv(ﬂ‘é@vE))dvt (1.14)
Te
= ,Dtm(ﬁémvEﬂE)dw (1.15)
Te
%z(@ 1) / a K\,Ldvo_/Do (4! +dva)) Ke dvo (1.16)

LIN

— sur un domaine géométrique? (description d’Euler uniguement):

d d
—_ 9t) = —
A% = o dv = /gatﬂEd\lt+/ AL (v -n) ds (1.17)

— 0 v ;i \ V (yf

= @g<6tﬂE+dIV(ﬂE®vE) d\4+/a’Dtg,qE(v ve)-n; ds

TE o)
(1.18)
= [ g +dead) dw+/ Ay (' —ve)-n ds (1.19)
@t S——
Te
(0]

ou

— vf est la vitesse d’un point de la frontiére d’'un domaine géoioée ;

— Ky est ladilatation volumiqueactuelle (dans une déformation dont I'état de référence g%t

— dy est letaux de dilatation volumiquactuel ;

— T est le taux de production volumique dea l'intérieur du domaine (matériel ou géomeétrique) ;

— ® est le flux dea entrant dans le domaine géométrique a travers les fonti@oesection). Il est nul
pour les domaines matériels.




Chapitre 2

Conservation de la masse

2.1 Concept de masse en mécanique des milieux continus

La masse est une mesure de la quantité de matiere.

Par principe, la masse d’un domaine est une gransigalaire (un tenseur d'ordre Ogxtensivela masse
d’'un domaine est la somme des masses d’'une de ses partikwigective(sa valeur est la méme pour
tous les observateurs).

Dans le cadre d'un modéle continu de la matiére se trouvard da domaine, I'extensivité permet d’af-
firmer I'existence dans ce domaine d’'un champ de densiténigluie de masse appetéasse volumique
actuellg traditionnellement notég?.

— La masse d’'un domaine matériel™, de position de référencey' et de position actuell®™ peut
s'écrire avec une description de Lagrange ou une desarigtibuler des masses volumiques (voir
(1.1) page 3, avea = metaV = p scalaires):

m(p ™) = / PE(Xt) dv = / _Pe dvt
Dy Dy
= / PL(Xo:t) Ky dvo = / _PLKyL dvo
Do Do
ou Ky est la dilatation volumique actuelle dans une déformatiomt tiétat de référence esty’, et
KyL est sa description de Lagrange.
— La masse d’'un domaine géométriqué s’écrit uniguement avec une description d’Euler du champ

des masses volumiques (voir (1.2) page 3, avee M eta" = p scalaires):

m(p90) = [ pe(et)du = [ peau
t t

2.2 Principe de la conservation de la masse

Une des maniéres d’exprimer le principe de la conservagola thasse est le suivant

PRINCIPE: La masse de tout domaine matériel est invariante dans lesemp

1. On devrait la notemy’ ou py

2. On peut exprimer le principe de la conservation de la masdiféeentes manieres. Celle choisie ici, exprimée pour un dioena
matériel, semble la plus intuitive & I'auteur. D’autres préfeé I'exprimer avec un domaine géométrique, en disant queoldugtion
de masse y est nulle (voir (1.10) page 6). Dans ce cours, Bsspn du principe sur un domaine géométrique devient unehreor
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2. CONSERVATION DE LA MASSE

Si le champ des masses volumiques du domaine matériel efitphrda méthode d’Euler, le principe de
la conservation de la masse pour un domaine matérles’'écrit :

d m d .
0= am(ﬂ) b= i /@{“ pe du (voir (1.1) page 3)
_ (apE : .
= — + dIVE(pV)) dv (voir (1.14) page 8) (2.1)
" ot
= /@ _(Pe +pedve) vt (voir (1.15) page 8) (2.2)
t

ou:

— pe est la description d’Euler de la dérivée particulaire de ésse volumique actuelle ;
— dyg = divev = TrD est la description d’Euler du taux de dilatation volumiqatual.

Si le champ des masses volumiques du domaine matériel egt¥da méthode de Lagrange, le principe
de la conservation de la masse pour un domaine matefied'écrit :

d m d _
0= am(ﬂ) b= dt/@(f)n pL Ky dvg (voir (1.1) page 3)
= /@m(pL +pL o) Ku dvg (voir (1.16) page 8) (2.3)
0

ou:
— pL est la description de Lagrange de la dérivée particulaila deasse volumique actuelle ;

— Ky est la description de Lagrange de la dilatation volumiqueedle dans une déformation dont
I'état de référence egt(;

— dyL = divev = TrD est la description de Lagrange du taux de dilatation volumiagctuel.

2.3 Forme locale du principe de la conservation de la masse

Le principe de la conservation de la masse est vrai quel gu&estomaine matériel considéré. En vertu
du lemme fondamental rappelé en (1.12) page 7, on peut elireéldis expressions locales du principe de
la conservation de la masse :

On déduit de (2.1) et (2.2) page 10 due

5] . . (
a—erdlvE(pv) =p+pdy=0 = g: —dy (2.4)

oud, = % =divev = TrD est la description d’Euler du taux de dilatation volumiqotual.

Cette équation différentielle est I'écriture locale de damservation de la masse. Elle est souvent appelée
équation de continuité

Le taux de dilatation volumique (concept cinématique) epplosé du taux de variation (dérivée temporelle
logarithmique) de la masse volumique.

REMARQUES:

1. Enremarquant quae + pe dve est le taux de production volumique de masse (voir (1.19) page 6.4aveq),
on interpréte I'équation de continuité (2.4) en disant que quand le prindda conservation de la masse

3. On a enlevé les indicesinutiles car par définitioea g (% ,t) = 4 (Xo,t) = 4 (Pt).
4. Cette dénomination est consacrée par l'usage. La « ciétimévoquée ici n'a rien a voir avec la continuité des ajgpiins
qu’on évogue en mathématiques.
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2.4. Bilan de masse pour un domaine géométrique

est vrai, le taux de production volumique de masse dans le domaineleBtast possible de prendre cette
conclusion comme principe fondamental, I'équation locale (2.4) es$ aloprincipe dont on peut déduire les
expressions globales sur un domaine matériel ou géométrique.

2. On obtient le méme résultat en utilisant le lemme (1.12) page 7 sur lesssigns globales lagrangiennes de la
conservation de la masse (2.3) page 10 (la dilatation volunKguest toujours strictement positive).

L'équation différentielle (2.4) peut s’intégrer tempdeehent entre les instantgett :

P =1 = pP= © pLXot) = o ——=
P Ky

KVL (x07t)

Pourt =tp, on a: KyL(Xo,to) = 1 et pL(Xo,to) = Po(Xo) 0UPo(Xo) est la masse volumique de la particxie
a l'instant de référencg (masse volumique « initiale »). On en déduit @ie- po(Xp). On a donc:

Po(X)  Po(P) Po
Ky = = REN Ky=—
T plxot)  p(PY) T p

Le principe de la conservation de la masse implique I'égadittre la dilatation volumique actuelk
(concept cinématique) et le rapport des masses volumigitede et actuelle.

(2.5)

Dans une déformation entre les instamtgtt, la masse volumique n’est donc pas constante en général.
Elle ne I'est que dans une déformation isovolin(, = 1).

2.4 Bilan de masse pour un domaine géomeétrique

Dans un domaine géométrique?, la masse du milieu continu contenu dans le domaine ne sem@nsas
au cours du temps. En effet:

Em(a)9’7t) :/ng +dve PE dvt+/ Pe (VF —Vg)-mds  (voir (1.19) page 8 avea = m)
D —— anf

dt
Tm=0
o
d . ‘
P 7t):/ JPE(V' —VE)-mpds =Dy (2.6)
0D;

ou:
— vf est la vitesse des points de la frontiére du domaine géaynétri
— @, est le débit massique entrant & travers la frontiére du dwrgdométrique.

La dérivée temporelle de la masse contenue dans un domaimeégeéque est égale au débit massique
entrant a travers la frontiere.

REMARQUE : L'énoncé ci-dessus peut aussi bien étre pris comme principe deser@tion de la masse, et on peut
en déduire la forme locale et la forme globale pour un domaine matérehecétant des théoremes.

2.5 Densités massiques

La distribution dans un domaine (géométrique ou matériel) d’'une grandeur physique extemsipeut
aussi se décrire par des densités massigiegunité : [2].kg~1) plutdt que par des densités volumiques
2" (unité : [a].m~3). On a évidemmenta" = pa™.

5. En termes de tenseurs de déformation dpte¢t, la conditionK, = 1 se traduit par d&t = detV = 1 ou encore dans le cas des
petites perturbations par : &= 0 (voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, sections 4.7 et 4.12.1).
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2. CONSERVATION DE LA MASSE

Pour un domaine matériel :
ﬂl(@m,t):/ ﬂ‘édvt:/ pEﬂEdvt:/ a¢ dm 2.7)
J o™ oM Jo"
:/ ﬂ\(KdeVOZ/ pLﬂE”KdeVo:/ ﬂ?podVQZ/ ﬂ?dm (2.8)
o of of o
Pour un domaine géométrique :

a(p9t) = /Dt,q dv = /pE,q dvy = /,qum (2.9)

On obtient de nouvelles expressions de la dérivée tempateihe grandeur extensive sur un domaine qui
seront utiles dans la suite quand on utilise des densitésiquas.

On a établi en (1.15) page 8 que pour un domaine matériel
d
GA@™) = [ (at+deat)du
of"
:[m (pEﬂE)"i’dVE pE-ﬁE]) dv (At =peaf)

(pEﬂ E+PeEAE +dve pe 4F) du (conservation de la masse, voir (2.4) page 10)
0

of"
d “m
—a(pMt) = A4 dm (2.10)
dt Dtm
De méme, toujours pour un domaine matériel, a partir de {aée 8, il vient :
d
SA(D™) = / (4 +dyaY) Ky dvo
g’

:/@m (pLﬂE])-JFdVLpL/an) KL dvo @ =pLa)
0

m . m m . .
= / pLA. +pLAal +dw pLal ) KyL dVp  (conservation de la masse, voir (2.4) page 10)

—ﬂ p™Mt) / ﬂ,_ Po dvo —/ ﬂlL dm (Kv. = £2, voir (2.5) page 11)(2.11)

Enfin, pour un domaine géométrique, en utilisant (1.19) @age
Eyl(@gt) / (Ag +deal) dvt+/ aL (v —vg)-nds
dt g a8
=/g (pEzE)'+dvEpEﬂE dvt+/ ngﬂE(Vf—vE)nds (ag =peaf)

%Z(Q)gt) ﬂE dm+/ peal (vl —vg)-nds (2.12)

»f

(0]
ou:
— @ (unité: [a].s71) est le flux dea entrant & travers la frontiére du domaine géométrique ihels
pour un domaine matériel) ;

—a"= =1p 1 est la dérivée particulaire de la densité massigle c’est aussi le taux de production
massiquale la quantité extensive a I'intérieur du domaine.
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2.6. En bref...

2.6 En bref...

La masse d’'un domaine matériel est une grandeur scalatemsde, objective et invariante dans le temps,
qui mesure la quantité de matiére contenue dans le domaitézieha

L'expression locale du principe de la conservation de lasmamur un milieu continu est une équation
différentielle appelééquation de continuité

La masse d’'un domaine géométrique est variable dans le teanjgle la matiere traverse les frontieres.

On peut calculer la dérivée temporelle d’'une grandeur sigest sur un domaine matériel ou géométrique
avec des intégrales de volume de densités volumiglesu bien avec des intégrales de masse de densités
massiquea ™.

13



2. CONSERVATION DE LA MASSE

14



Chapitre 3

Principe fondamental de la dynamique

3.1 Rappel de mécanique générale

3.1.1 Observateurs galiléens

DEFINITION : Un observateur galiléen est un observateur pour lequel lavament des points matériels
obéit a la loi de Newton :f = my.

On ne peut savoir si un observateur est galiléen ou non gaisarft des expériences pour vérifier si les
prédictions de la loi de Newton sont correctes ou non pounlosgrvateut.

EXEMPLES D'EXPERIENCES. La loi de Newton prédit qu’un point matériel sans vitesse initiale et soamig force
constante se déplace en ligne droite. Elle prédit aussi qu'un penduéedank vitesse initiale oscille dans un plan fixe.

Si pour un observateur, les prédictions de la loi de Newtahsansidérées comme suffisamment correctes,
on peut déclarer comme galiléen cet observateur. Déclaliééen un observateur, c’est donc accepter une
certaine approximation dans la confrontation avec desrexpges.

EXEMPLES: Sion assimile un objet pesant a un point matériel, et si on utilise un\aiser lié a la terre pour analyser
son mouvement, cet objet est soumis & une force constante (en gramzoximation) : son poidsLaché sans vitesse
initiale, la loi de Newton prévoit que sa trajectoire est une droite colinéaipo@s. En premiére approximation, on
peut constater que c’est vrai, cependant des mesures fines neett@ridence une petite déviation vers l'est.

De méme, si on observe le mouvement d’'un pendule simple, on const@our un observateur terrestre, son plan
d’oscillation est sensiblement fixe. Mais une observation plus fine (pert® Foucault) montre que ce plan tourne a
une faible vitesse. Selon que I'on considére que la déviation vers I'ésttiéite des corps ou que la vitesse de rotation
du plan d'oscillation d’'un pendule sont négligeables ou non, on décigeaservateur terrestre est galiléen ou non.

Tous les observateurs dont le mouvement par rapport a unvalser galiléen est une translation a vitesse
constante sont aussi des observateurs galiléens car pmicés observateurs I'accélération d’'un point
matériel est la méme. On ne peut donc pas distinguer un aieangaliléen absolu.

La loi de Newtorf f= my n’est donc pas une loi universefleOn peut la rendre artificiellement universelle
en ajoutant aux forces extérieures agissant sur un poirérimaties forces extérieures fictives appelées
forces d'inertie(d’entrainement et de Coriolis). La loi de Newton est algesespour tous les observateurs,
mais les forces extérieures agissant sur un point matérniella somme de forces réeliest de forces
fictives; elles ne sont plus les mémes pour tous les obsergate

1. On rappelle que la valeur de I'accélération d’un point meltélépend de I'observateur utilisé pour observer le mouveme

2. Il faut faire I'expérience dans le vide pour éliminer l'iact de I'air.

3. C'est-a-dire valable pour tous les observateurs. Laesagtanique dont les lois sont universelles est celle de daiehgppelée
Relativité généralelue a Einstein.

4. C'est-a-dire dont la source est identifiée.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.1.2 Rappel des théoremes généraux

On montre en mécanique générale, que pour tout ensembleimts pmatériels (fini ou infini), dont le
mouvement est observé par un observateur galiléen, Isstir@drémes qui suivent rassemblent toutes les
conséquences des lois fondamentales énoncées par Ngwatondes points matériels :

1. Théoréme de la résultante dynamique:
THEOREME: La résultante dynamique (somme des quantités d’'accébénadist égale a la résul-
tante des actions mécaniques extérieures.

2. Théoréme du moment dynamique:
THEOREME: Le moment dynamique en un point (somme des moments en celgmigantités
d’'accélération) est égale au moment en ce point des actiétaniques extérieures.

3. Théoréme de la puissance cinétique :
THEOREME : La puissance cinétique (dérivée temporelle de I'énergigétiue) est égale a la
somme de la puissance des efforts extérieurs et de la pusshas efforts intérieurs.

REMARQUE : Ces théorémes sont encore vrais pour un observateur non gali@eajsute aux forces extérieures des
forces d'inertie fictives d’entrainement et de Coriolis.

3.2 Application aux domaines matériels

On considére maintenant un domamatérielde milieu continu (c’est-a-dire un ensemble de particules,
voir la définition en (1.1.1) page 1). On natg" la position actuelle de ce domaine matériel. Ce domaine
contient une infinité de particules. Son extérieur est panitién le reste de l'univers.

DEFINITION : On appelle actions mécaniques extérieures a un domaingdtamécanique de 'extérieur
du domaine sur ce domaine.

L'objet de la mécanique (des milieux continus ou non) esraiever les relations entre le mouvement du
domaine matériél choisi et les sollicitations mécaniques de son extérieur.

3.2.1 Efforts extérieurs sur un domaine matériel

Les actions mécaniques extérieures sur un domaine madérrallieu continu peuvent se classer en deux
catégories : les actions mécaniques a distance et les aiati@caniques de contact.

Modélisation des actions mécaniques extérieures a distance

Les actions mécaniques extérieures a distance agisse¢otites les particules du domaine. On les modélise
par un champ de densité volumiqde force’, qu’on noterafV (unité : N.n3) ou par un champ de densité
massique de forces que I'on notdfd (unité : N.kg ! = m.s ).

Le vecteurf représente la force totale par unité de volume (gravitagtia, électrostatique...) exercée
par le reste de l'univers sur la particule priori, la valeur de cette densité volumique de force dépend du

5. La loi f = my, et I'action d’un point matériel sur un autre est doece colinéaire a la droite qui joint les deux points matériels
(interactions de Newton).

6. On verra plus loin comment on peut envisager des domaines gégqumes

7. Noter que I'on n’envisage pas de densité volumique de morbente fait, on élimine la possibilité d’actions magnétiques.
Le comportement électromagnétique des milieux continus n&sepvisagé dans ce cours. || demanderait une refonte del@oute
cinématique des milieux continus : la position a un instatitin milieu continu n’est pas complétement décrite par la spogition
actuelle de ses particules mais aussi par leur orientatinelée (dipdles magnétiques par exemple).
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3.2. Application aux domaines matériels

domaine matériel choisi pour I'étude, car pour chaque doenaiatériel, la définition de son extérieur est
a priori différente®.

REMARQUES:

1. Sil'observateur utilisé pour décrire le mouvement ne peut pas@taderé comme galiléen, le vectefiir(ou
bien f™) contient en outre des forces d'inertie d’entrainement et de Coriolis.

2. Dans la plupart des études, les seules forces a distance notabltEesxgar I'extérieur sur les particules du
domaine matériel se réduisent & la gravitation terr@stes autres masses extérieures ayant une action gravita-
tionnelle négligeable devant celle de la terre, soit parce qu’elles soréloigmées®, soit parce que leur masse
est trop faiblél. On peut donc souvent affirmer que le champ de forces gravitatlearest indépendant du
choix du domaine.

3. Lorsque les dimensions du domaine sont petites devant celles deelaaersimplifie souvent le champ de
gravitation terrestre (qui est approximativement un champ vectantal convergeant vers le centre de gravité
de la terre) en disant que le champ de forces gravitationnel terrestre elsamp de forces massique uniforme
g, orienté vers le ba¥, appeléaccélération de la pesanteuet dont la norme au voisinage de la surface de la
terre est|g|| = g~ 9.81 m.s 2.

4. On peut représenter les forces a distance par un champ devolessques ou un champ de forces massiques
(f¥=pf™M). Dans les applications ol seule la pesanteur est prise en compteyme affirfois que le champ des
forcesvolumiquesest uniforme. Les lois de la gravitation montrent que c’est le champotdess massique&™
(raccélération de la pesanteur) qui est uniforme. Le champ desfmaumiqued n’est uniforme que sil'on
peut considérer que la masse volumiguest aussi un champ uniforme, ce qui est rarement le cas en méeaniq
des milieux continus. Cette approximation est acceptable pour des ligpidesgiblement constant), elle est
assez grossiére pour les solides déformables, et elle est difficilamgsible pour les gaz.

Modélisation des forces extérieures de contact

Pour un domaine matériel de milieu continu, les forces @&dées de contact ne peuvent exister que sur la
frontiere du domaine. Elles sont modélisées par une deswgitécique de force s’appliquant sur la frontiére
dp™, qui sera notéds (unité : Pa = N.m?).

REMARQUES : Bien que la mécanique des milieux continus soit par essence inapteégaefar correctement la
physique a I'échelle microscopique, on peut comprendre que les sistinfaciques de contact modélisent les actions
mécaniques a court rayon d’action entre les corpuscules voisingtdet péautre de la frontiére.

Par ailleurs, si la norme d’un champ de forces de contact surfaciEgicbien homogéne a une pression, I'orientation
et le sens du chamfy® esta priori quelconque par rapport a la normale extérieure de la frontiére.

3.2.2 Efforts intérieurs dans un milieu continu

Soit 2™ un domaine matériel dont la position actuelle est le domaifie On a défini dans la section
précédente les actions de I'extérieur sur le domaine nehtédn se propose maintenant de définir des
efforts intérieurs a ce domaine matériel.

Dans un domaine matériel discret (le nombre de points neddégst fini), il est aisé de définir les efforts
intérieurs en considérant les interactions de Newt@mtre tous les couples de points matériels (le nombre
de couples est fini). Dans un milieu continu, cette méthodargsssible. Pour analyser les efforts inté-
rieurs dans un milieu continu, on les rend extérieurs enidérent des sous-domaines au domaine matériel
étudié.

8. Dans la pratique, on simplifie souvent I'extérieur en leuigant a quelques sources de champs gravitationnnels driciles.
Les champs de forces extérieures ne changent donc pas poooimie de domaines matériels, tant qu'ils n'incluent pas ldee
ces sources.
9. A condition que la terre ne fasse pas partie du domaine ghoga la gravitation terrestre ne serait pas un effort exér
10. Les astres par exemple. Toutefois, si I'on veut prévopliinomene comme la marée, il faut prendre en compte la gravitation
due a la lune et celle due au soleil.
11. La matiére voisine du domaine, par exemple des parois ou l'ubleel’a coté.
12. C’est-a-dire vers la terre
13. On rappelle que les interactions de Newton entre deuxgoiatériels se limitent a désrces(pas de moment d'interaction).
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Soit un sous-domaine matériel” C »™. L'extérieur du sous-domain®@" peut étre partitionné de la
maniére suivante :
ext(o]") = (p"—-2M Uext(p™)

Les actions du sous-domaing™ — 21" sur le sous-domain®@ " sont des actions intérieures au domaine
™,

Comme pour tout domaine matériel, les actions extérieuwrs®as-domaine!" sont de deux sortes :

1. des actions extérieures a distarm®venant d¢»>™ — »1") et de extp™):

VgV v
o f(@”’—@{“)/@i“"’ fext(@m)/@iﬂ

fY m Y m
int exto]

L'action & distancd}, , m est une action a distanagérieureau domainep™.
1
2. des actions extérieures de contaat la frontieredp":
On notec la densité de force surfacique actuelle exercée par le douginep™ — 21" sur le sous-
domainen ", répartie sur la frontier@p".
La densité surfacique de forceest une action de contacttérieurea ™.

DEFINITION : On appelle contrainte actuelle, la densité surfacique dedale contact actuelle qui
s’exerce sur la frontiere des sous-domaines d’'un domairténiea

A priori, la valeur des contraintesdéfinies sur la frontiéré» ", dépend a la fois du choix du sous-domaine
" et du choix de la particulP sur sa frontiére.

HYPOTHESE DECAUCHY : La contrainte actuelle en une particule P de la frontiererdspus-domaine
matériel ne dépend que de la particule P et de la facette riedigt* tangente a la frontiére actuelle du
sous-domaine matériel en P.

Si on repére la facette matérielle tangente a la frontiérgothis-domainen " par sa direction actuell,
I'hypothése de Cauchy affirme qu'il existe une applicatioielle que :

c: (P,ny) - c=0(P,n) (3.1)

L'hypothése de Cauchy implique que tous les sous-domairaérimls»" dont la frontiere contient la
particuleP et qui ont la méme normale extérieure actuEllenP, ont la méme force surfacique extérieure
enP. En revanche, pour la méme particlide vecteur contrainte esta priori différent pour une autre fa-
cette matérielle de normale unitafg(c’est une autre famille de sous-domaines dont la normaégiexre
commune erP estn,).

JUSTIFICATION MICROPHYSIQUE: Microscopiquement, ce champ de forces surfaciques de contail#lise des
actions intercorpusculaires a court rayon d’action de part et d'aletria frontiére dédo[", au voisinage d®. La
localité de ces actions justifie leur indifférence a la forme de la frontiére.

NOUVELLE DEFINITION : On appelle contrainte actuelle en la particule P pour la faeematérielle de
normale actuellenn la force surfacique actuelle qui s’ercerce en P sur toutefiere de sous-domaine
passant par P et de normale unitaire extérieaye n

3.2.3 Existence du tenseur des contraintes

On démontre, en utilisant I'hypothése de Cauchy et en apgfitje principe fondamental de la mécanique
a un certain domaine matériel qu’on fait tendre d’une ceetananiére vers un volume nul (voir la dé-
monstration détaillée en annexe A.2 page 70), que I'apmica définie en (3.1) est nécessairement un
opérateufinéaire sur son argument.n

14. Définition dans le coutSimématique des milieux continukl méme auteur, section 4.9.1
15. Toutes les frontieres de ces domaines matériels sont dogerites eR.
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3.2. Application aux domaines matériels

La contraintec et la normalen, étant des vecteurs, I'opératemren la particuleé® est donc un endomor-
phisme linéaire d&, c'est-a-dire un tenseur du second ordre.

DEFINITION : On appelle tenseur des contraintes de Cauchy en la partieule tenseur du second ordre
tel que la contrainte actuelle en P sur une facette matérid normale unitaire actuells rest donnée
par:

c(P,n;,t) =o(P,t)-n (3.2)

Dans un milieu continu, il existe donc un champ matériel de¢ers des contrainteg(Pt).

Comme tous les champs matériels, le champ des tenseursrdesimes peut aussi bien étre décrit par la
méthode de Lagrange que par la méthode d’'EWgPt) = 6 (Xo,t) = O (X%:,t) .

3.2.4 Définitions et notations
Soit P une particule a I'intérieur d’un milieu continu, et sajtla normale unitaire actuelle d’une facette
matérielle erP. On notec(Pn;,t) la contrainte actuelle e pour cette facette matérielle.

La contraintec est la force surfacique de contact actuelle exercée par {@majui se trouve du coté
den, ('extérieur du sous-domaine matériel") sur la matiére qui se trouve de l'autre c6té de la facette
matérielle (I'intérieur du sous-domaine matérgll").

Contraintes normales et tangentielles

DEFINITION : On appelle contrainte normale actuelle en la particule P ptaufacette matérielle de
normale actuellew le scalaire défini par:
cNn =N -¢(Pnet) =n-a(Pt) -y

Sicy > 0 on dit que c’est uniaction ('extérieur dep " exerce sudo 1" une force vers lui).
Sicy < 0 on dit que c’est uneompression
DEFINITION : On appelle contrainte tangentielle actuelle en la parte® pour la facette matérielle de
normale actuellawy le vecteur défini par:

Cr=c—cnn=0(Pt) -n— (n-o(Pt) -ne)my
La contrainte tangentielle actuelte pour la facette matérielle de normale actuajlest un donc vecteur
orthogonal & (on vérifie aisément qua - ¢t = 0).

REMARQUE : Dans le plan de la facette matérielle, on peut chaigiitrairementdeux directions unitaires orthogo-
naled; ett, et posect = crity +croto. Onaalors:

Cri=t1-Cr=t;-c=t1-0-m Cra=t-Cr=t-C=t2-0-m

Les nombrer etcro sont parfois appelés contraintes tangentielles pour les direttiais,, enP pour la facette
matériellen;. Ces définitions sont de peu d'intérét: les nomlrgset ct> ne sont pas des scalaires, car leur valeur
dépend du choix arbitraire des directidagtts. lls sont donc dénués de signification physique. Seule la nerie

est un scalaire (c’est-a-dire dont la valeur ne dépend pas du choig dase).

Pour une facette matérielle éhde normale actuelll;, on peut donc décomposer le vecteur contrainte
c(Pn:,t) en une partie normale et une partie tangentielle de la masiévante :

C=cyM+Cr avec el =c& + ller ||?

Les réelg|c||, cy et]|cr|| sont des scalaires (c'est-a-dire indépendants de la basdatpelle on exprime
les vecteurs).
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.2.5 Conditions aux limites en contrainte sur les frontiees

Le tenseur des contraintes de Cauohgxiste en toute particule du domaimg”, et donc en particulier il
existe aussi sur sa frontiére actudlte™. Soit une particul® € 0o, et soitn;(P’) la normale extérieure
actuelle a la frontiere e®’. On déduit de la définition de la contrainte que le vece(® t) - n;(P)
représente la force surfaciqfigP’) excercée par I'extérieur du domaine sur la frontiére du doenen ce
point:

o(Pt)-m(P)=f3Pt) VP € 0" (3.3)
Cette équation est appeléendition aux limites en contraintes la particule frontier®’.

Dans tout milieu continu, le champ matériel des tenseurscdagrainteso(Pit) doit nécessairement res-
pecter cette condition aux frontiéres.

Notamment, sur une partie de frontiére ou il n'y a pas de fesx#érieures de contact et dont le mouvement
est libre (on I'appelle souvent « bord libre »), le champ ds&ur des contraintes doit étre tel que:

bord libre = o(Pt) m(P)=0

3.3 Théoremes généraux de la dynamique pour un domaine materiel

Par définition, la résultante dynamique, le moment dynaen&uun point et I'énergie cinétique sont des
grandeurs extensives. On peut donc définir des densitésiigples de ces grandeurs:

2
\;
Rdyn:/ PEYE dv% MdynO:/ PEX: AYE dv Ecin:/ PE = dv
" o " 2
Le choix du point pour évaluer les moments est indifférBans toute la suite, ce point sera I'origine de
I'observateur utilisé pour décrire le mouvement.

Par ailleurs, la section précédente a montré comment déesiefforts extérieurs sur un domaine matériel
(forces extérieures a distance et forces extérieures daatpn

Roo— [ fdw+ [ fids (3.4)
" an"
MextO:/ X A fg thJr/ x A g dg (3.5)
" apm
Poi o= [ Ve-fg d\H/ ve - f2 dg (3.6)
" ap"

Les trois théorémes généraux de la mécanique appliqués@nmaire matériel s'écrivent simplement :

d
Rayn = Rext Mayno= Mexto aEcin = Pos + Pt e

Suivant la maniére dont on tranforme I'écriture de toutesistigrales, on obtient différentes expressions
de ces trois théorémes pour un domaine de milieu contintgines ayant parfois un nom particulier.
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3.3. Théorémes généraux de la dynamique pour un domainei@haté

3.3.1 Théoréme de la résultante dynamique sur un domaine maiél
Résultante des efforts extérieurs sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

Rext = / fe dv + / f2 dg (définition (3.4) page 20) (3.7)
oM oo™
= fY dv +/ O -ny ds (condition aux limites (3.3) page 20)
oM oo™
= ( fY + diveo) du (théoréme de la divergence) (3.8)
"

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

Rext = / N fYKyL dvo + / N i KsL dsp (changement de variables sur (3.7), voir (1.1) page 3)
g 913
F-T ‘N -7

_/ f|_ KyL dVo+/DO oL- F TETnal ol KsL dS (cinématique n, = m)

= / fYKyL dvo + / o -FT.-noKy ds (cinématique Ks =Ky ||[F~T -ng||)
o 0]

= (f,_ Ky +div (Ky o, -F~ )) dvo (théoréme de la divergencef3.9)
Zh

Résultante dynamique sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler:

Rayn = / ye dm= / Ve dm (définition de I'accélération) (3.10)
@tm Dtm
d i
= — Ve dm (cons. de la masse, voir (2.10) page 12)
dt rptm
d
_ E/ PE Ve dy (dm= pe dv)
t ol
0
= a(pEvE) dy +/ PeVE (Ve -ny) dg (voir (1.3) page 4) (3.11)
oM apm

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange::

Rayn = / _yLdm= / LYKy dvo = / _PoyL dVo (voir (2.8) page 12) (3.12)
Do Do Do

En écrivant I'égalité :
Rdyn = Rext
et en choisissant I'une des expressions précédentes pacurchies termes, on écrit le théoréme de la

résultante dynamique pour un domaine matériel sous leéreiffes formes qu’on peut trouver dans la
littérature.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.3.2 Théoreme du moment dynamique sur un domaine matériel
Moment des efforts extérieurs sur un domaine matériel
Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :
Meyo= /Dtht A fEdw + /BD{"Xt A E ds (définition (3.5) page 20)  (3.13)

= X A fg dw +/ X A (Og -ny) dg (condition aux limites (3.3) page 20)

Dy

= X A fg dw +/ H:(x®0g) nds (algébre: produit vectoriel écrit avét) (3.14)

Dy

= / <Xt A fE +dive (H D (% ®0‘E))) dw (théoréme de la divergence)
ol

= (Xt A (fg +diveo) +H : O'E> dv (développement de la divergence) (3.15)

o

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagraqge {(xo,t) ou f est la description de Lagrange du
mouvement):

,T .
Mexio= / fA fEL KuL dvo+/ H:(feoy) Q KsL dso (ch. var. de (3.14))
DY anJ IF=T-ng|
= [ fAfEKL dw+ H:(foo)-F T -npKy dg (Ks = Ky |F~T -no|))
o oy

:/ (f A TE KoL +div (Ko H : (f ®°L)'F7T)> dvo
2g'

= (f A (g +div (KoL -FT))+H: oL) Ky dvo (algebre)  (3.16)

~HMm
Do

Moment dynamique sur un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

Mdyno:/ X AYe dm= ((xtAvE)'—vEAvE> dm (3.17)
d d .
- 5 @mxt AVE dm= ot DmpExt AVE dv (voir (2.10) page 12)
t t
0
:/ S (PEX AVe) A+ | pex AVe (Ve -1) ds (voir (1.13) page 8)
oM oo™

d
= X A —(PeVE) dv + ;

RYE- PEX AVE (Ve -Ny) d (% =ve) (3.18)
Dy

Dy

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagraqge {(Xo,t) ou f est la description de Lagrange du
mouvement) :

Mdyno:/pmf/\yL dm:/@mpo/\yLK\,L dvoz/pmpof/\yL dvo (voir (2.8) page 12)  (3.19)
0 0 0

En écrivant I'égalité :

MdynO: MextO
et en choisissant I'une des expressions précédentes paturches termes, on écrit le théoréme du moment
dynamique pour un domaine matériel sous les différentesdergu’on peut trouver dans la littérature.
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3.3. Théorémes généraux de la dynamique pour un domainei@haté

3.3.3 Théoréme de la puissance cinétique sur un domaine maigir
Puissance des efforts extérieurs dans un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

PO = o Ve fL dw +/ ve-fE ds (voir définition (3.6) page 20)
= " Ve fL dw +/ VE O N ds (condition aux limites (3.3) page 20) (3.20)
t
= /Dm ve - fE + dive(ve 'O'E)) dv (théoréme de la divergence)
t
= o (VE - (ff +diveo) +0g : gradEv) dv (développement de la divergence)  (3.21)
{

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

F—T
Ten;qecf VL K dVOJF/ VL-OL- mKsLdSO (ch. var. de (3.20))
= v - ff KdeVo+/ vi-oL-F T oKy dg (Ks=Ky|[F~T-no|)
g’
= (V|_ Y KVL+diVL(KVVL -OL - FiT)) dvo (théoréme de la divergence)
@m

/@ (vL (fY Ky +divy (Ky o -F~ ))+KvL(aL B E gradLvL) dvwo

/ (VL f ! Kyl +divi (Ky oy - FiT))—FK\/L(O’UF*T)ZF) dvp
D

/ (v|_ (fY Ky +divi (KuLOL - F*T))—s—K\,LoL:(F-F*l)) dvo (3.22)
D

Puissance cinétique dans un domaine matériel

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

dEs, d V2 d V2 (V&)
mec_ - = VE E _ VE) .
cin at at Jo PE 5 dy = o dm= /Dt > dm (voir (2.10) page 12)
:/mVE‘VE dm:/mpEVE'VE dv (3.23)
Dy Dy
Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :
épnec—/ vL-yLdm= / PLVL -YL Ky dvo —/ PoVL -YL dVo (3.24)

Le théoréme de la puissance cinétique permet d'évalueridagmce mécanique des efforts intérieurs dans
un domaine matériel de milieu continu :

mec__ ,,mec mec
Plnt = Pein — Pext

En choisissant I'une des expressions précédentes pouwrrthas termes, on trouve les différentes expres-
sions de la puissance mécanique des efforts intérgl¥squ’on peut trouver dans la littérature.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.4 Forme locale des théoremes généraux

Les résultats qui suivent sont les conséquences localegaleghéoréemes généraux énoncés pour un
domaine matériel dans la section précédente.

3.4.1 Equation de mouvement

Ce résultat est la conséquence du théoréme de la résultar@mijue. En prenant les formes eulériennes
(3.8) page 21 et (3.10) page 21, il s’écrit:

/mpEyE dvt:/m(dion+f‘é)dvt
D] D

Cette égalité étant vraie pour tout domaine matériel, disani le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en
déduit!®:
py=divea + f¥ =divea +pf™ (3.25)
L'équation différentielle vectorielle (3.25) est appeféeme eulérienne de I'équation de mouvement
En prenant les formes lagrangiennes (3.9) page 21 et (3at@)21, le théoréme de la résultante dynamique
s'écrit:
/ n pL KvLYL dvy = / o (f\( Kyl + diVL(K\,LO'L . F—T)) dw
Do Do

En utilisant le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en d€duit

pKyy= K, +div (K,o-F~T) (3.26)
poy=pof™+divi (Kya-FT) (Ky= 22 etfv=pfm) (3.27)

ou Ky = detF est la dilatation volumique dans une déformation de référarn]’ et oupo est la masse
volumique a l'instant de référentg

L'équation différentielle vectorielle (3.26) ou (3.27t eppelédorme lagrangienne de I'équation de mou-
vement

REMARQUES: Pour faire une ressemblance avec la forme eulérienne, le gronpeméermedl = Kyo-F~T est
parfois appelé premier « tenseur des contraintes » de Piola-Kirctthoéfr(core de Boussinesq). On peut trouver une

« interprétation » & ce tenseur: le vect€lrng est la force de contacctuellepar unité de surfacde référence
Contrairement au tenseur des contraintes de Cauchy, le tdiigéeast pas symétrique.

Dans la littérature scientifique on trouve d’autres « tenseurs des corgrainitenseur de Kirchhofft = Ky 0 et le
second tenseur de Piola-Kirchho8=F 1. qui sont symétriques. Ces groupements de termes sont nommés car ils
apparaissent dans certains calculs. lls n'ont pas interprétation pkysiq

3.4.2 Symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy

Ce résultat est la conséquence du théoréme du moment dyreankiq prenant les formes eulériennes
(3.15) page 22 et (3.17) page 22, il s’écrit:

/mpExt AYe dv = / . (xtA(f‘E’erion)JrH :O'E) dv
Dy Dy
En tenant compte de la forme eulérienne de I'équation de erosut (3.25), il reste:

0= mH 10 dy

Dy

16. On a enlevé les indicesinutiles car par définitiora g (X:,t) = 4 (Xo,t)

(PY).
17. On a enlevé les indicesnutiles car par définitiora g (X;,t) = 4 (Xo,t) P,

a
a(Pt).

24



3.4. Forme locale des théorémes généraux

En utilisant le lemme énoncé en (1.12) page 7, on en déHuita = 0.
Le tenseur des contraintes de Cauchy est un tenseur du seminedsymétrique.

REMARQUES: Cette conclusion n'est valable que si les actions extérieures et insisant modélisables par des
forces sans moment (milieux continus dits « non polarisés »). En effes, lé cas contraire, le théoréme du moment
dynamique contient des termes supplémentaires qui invalident la cmmclus

D’autre part, on pouvait aussi bien déduire ce résultat a partir desssipns lagrangiennes du théoreme du moment
dynamique (3.16) et (3.19) page 22.

Contraintes principales

Le tenseur des contraintes de Cauchy aaiugtiant symétrique, il a donc 3 valeurs propres réeilg®t),
o,(Pt) etoz(Pt) (éventuellement confondues).

DEFINITION : Les valeurs propres du tenseur des contraintes de Caucliglaaxdnt appelées contraintes
principales actuelles.

Directions principales actuelles des contraintes

Soit une base proprerthonormée{u; } construite sur les directions propres du tenseur des dorgsade
Cauchy actuel. On écrit done:= 32, i (U ®u;) = 32 ; 6;U;. On a évidemmento - u; = oj u;.

En toute particule d'un milieu continu, il existe des faesttatérielles pour lesquelles la contrainte est
uniguement normale : ce sont les facettes matérielles demdrmales actuelles sont colinéaires avec les
directions propres actuelles du tenseur des contraint€adehy.

Représentation de Mohr du tenseur des contraintes de Cauchy

Le tenseur des contraintes de Cauchy étant symétrique,susseptible d’étre graphiqguement représenté
par la représentation de Mokt

Cette représentation graphique montre que la contraintaale actuelle et la norme de la contrainte tan-
gentielle actuelle pour une facette matérielle de normetigetien; ne peuvent prendre des valeurs quel-
conques: le point de coordonnées,||cr||) est astreint & rester a I'intérieur du tricercle de Mohr.avot
ment, si on ordonne les contraintes principales> 0, > 03, la norme de la contrainte tangentiglier | ne
peut dépasser la valeét(ol —03), et les valeurs extrémales de la contrainte normale st cy < 03.

3.4.3 Puissance volumigue des efforts intérieurs

Ce résultat est la conséquence du théoréme de la puissarétigee : en utilisant les expressions de la
puissance cinétique (3.23) page 23 et de la puissance detsafktérieurs (3.21) page 23, ce théoréeme
s'écrit:

Pt = /D _PEVE-Ye v — (vE-( ¥+ diveo) + Ok :gradEv) dy
t

of"

Compte tenu de I'équation de mouvement (3.25) page 24 #é rest

Piite= —/@mcE s gradgv dv

t

18. Voir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtions, du méme auteur, section 4.5.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Enfin, compte tenu de la symétrie du tenseur des contraist€adchy :

Pee= —/@moE : sym gradgv dy = —/@moE : D dv (3.28)
t

t

ouD est le tenseur des taux de déformatian

La puissance des efforts intérieurs dans un domaine miagstieine intégrale de volume. On peut donc
poser la définition suivante :

DEFINITION : La densité volumique de puissance des efforts intérieurs da milieu continu est:
Py =—-0:D (3.29)

L'unité légale est le W.m?.

REMARQUE : On laisse le soin au lecteur de vérifier qu'on aboutit au méme résultatilmant les expressions
lagrangiennes (3.22) page 23 et (3.24) page 23.

3.5 Théoremes généraux pour les domaines géométriques

Soit un domaine géométrique® (éventuellement en mouvement, mais sans rapport avecdelilieu
continu) dont le domaine actuel esf. L'équation de mouvement (3.25) page 24 permet d’écrire :

/ngVE dvt :/gdionE d+ [ fEdv
Dt Dt Di

/ PeYe dv = / Og -ndy —I—/ f{ dv (théoréme de la divergence) (3.30)
o anf g
Ry xt

yn Re
De méme, I'équation de mouvement permet d’'écrire :

/ PEX AYE dvt:/ X A\ diveOg d\/t+/ X A fE dv (3.31)
»f g g

dist
Mgyno A Mgio

L'intégrande de l'intégrald peut s'écrire sous la forme d’'une divergence:

X Adiveog =H : (X ®dived) =H : (divE(xt ®0) —gradgX -0g) =dive(H : (x ®0)) —H : (G-0g)
——
0

L'intégraleA s’écrit donc:

A= [ dive(H: (x ®0))d :/ H:(%®0)) -nds= A(Og -n) dg — Mo
o0 e(H: (x®0)) dv g( (X ®0)) S 0thQXt (0e-n)dg extO

0D;
fs

LintégraleA de (3.31) est donc le moment Endes actions extérieures de contact.

Finalement, les deux premiers théorémes généraux de lanigéegour un domaine géométrique traversé
par un milieu continu s’expriment exactement comme pouramalne matériel :

ont ist cont dist
Rayn = Rext = RE} + RS et Mayno=Mexto=Mexo+Mexio

19. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 5.2.
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3.5. Théorémes généraux pour les domaines géométriques

3.5.1 Bilan de quantité de mouvement sur un domaine géométnip

On peut présenter le théoréme de la résultante dynamiqlig@gp un domaine géométrique? comme
une équation de bilan de quantité de mouvement sur ce dom@amétrique, de la maniére suivante :

Rdyn:/gVE dm:/g\'/Edm
D D

d

= — VE dm—/ PEVE (Vf —Vg)-m ds (voir (2.12) page 12 aveg™ = vg)
dt Jp$ ang

d
=— Ve d / Ve (Ve —v) - d
dt/ﬂtngE Wt o PE E(Ve—V')-nds

Le terme% f@? Pe Ve dv est la dérivée temporelle dedaantité de mouvemettdans le domaine géomé-
trique. Il est nul dans un mouvement stationnaire.

Le théoréme de la résultante dynamique s’écrit alors :

d
— Ve dvy = — Ve(ve—v)) -ncds+ [ fVd +/ fSd
dt/@ng E dv a@tng E(VE—V' ) -nds i i o0 §

Rext

En notant que ® = ok -y, et en utilisant le théoreme de la divergence, on peut erféarée :

d .
7/ PEVE dyt = —/ PeVE (Ve —vi)-neds+ [ (Y4 diveo) dv (3.32)
dt Jpg and o

PQmvt Rext

ou ®q,,, est le flux (débit) de quantité de mouvement entrant a trdadrentiere.

En comparant avec I'équation de bilan d’'une grandeur eikterdonnée en (1.11) page 7, la quantité
f¥Y+diveo peut-étre interprétée comme le taux de production voluenéiquantité de mouvement dans le
domaine géométrique 9 et son intégral®ex: est le taux de production interne de quantité de mouvement.

Ainsi, le théoreme de la résultante dynamique peut étreprée® comme un théoréme de « conservation
de la quantité de mouvement », si on considére la résultastéodces extérieurd®x: CoOmme une source
de quantité de mouvement (pour un domaine matésiek v', le termedq,,,, est nul).

REMARQUES:

1. Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du tlesdedarésultante dynamique est érigée en
principe. Le théoreme de la résultante dynamique est alors une intépréta

2. L'équation (3.32) est trés utile en mécanique des fluides lorque leemmant est stationnaire. Le terme de
gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulemefmbatiare d’'un domaine géométrique pour
en déduire la résultante des efforts extérieurs (a distance et de centdetdomaine géométrique. Les actions
a distance se réduisent la plupart du temps a la pesanteur dont la nésedtiefacile & évaluer (le poids du fluide
dans le domaine géométrique). En revanche, la résultante des actiérisie®s de contact est I'opposé de la
résultante de I'action du fluide sur les frontiéres du domaine géométqupeut donc, en ne connaissant que
les vitesses a la frontiere du domaine géométrique, calculer la résultaraetams du fluide sur ses frontiéres.

20. On rappelle que la quantité de mouvement d’'un point matéeiehassen se déplacant a la vitesseest le produitmv. Le
vecteurvg peut donc étre vu comme une densité massique de quantité de maetrigevecteupg Ve est une densité volumique
de quantité de mouvement. La quantité de mouvement est aussispgspelée impulsion.
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

3.5.2 Bilan de moment cinétique sur un domaine géometrique
On peut suivre la méme démarche que précédemment pouréterfe théoreme du moment dynamique.

Mdynoz/gxt/\yE dm:/gxt/\\'/E dm:/g((xt/\vE)
Dt Dy Dy
0

d § _
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Le terme% thg PEX AVE dv est la dérivée temporelle dnoment cinétiqu& dans le domaine géomé-

trique. Il est nul dans un mouvement stationnaire.

Le théoréme du moment dynamique s’écrit alors ;
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En utilisant le théoreme de la divergence, on peut encoceré
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En comparant avec I'équation de bilan d’une grandeur eikterdonnée en (1.11) page 7, la quantité
x A (fY+diveo) peut-étre interprétée comme le taux de production volueégimoment cinétique dans
le domaine géométrique Blex: o est le taux de production interne de moment cinétique.

Ainsi, le théoreme du moment dynamique peut étre intergrétéme un théoréme de « conservation du
moment cinétique », si on considére le moment résultar® eles forces extérieurddey; o COMmMe une
source de moment cinétique (pour un domaine matéiek v, le termedy,,, est nul).

REMARQUES:

1. Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du tieédeemoment dynamique est érigée en
principe. Le théoréme du moment dynamique est alors une interprétation

2. L'équation (3.33) est trés utile en mécanique des fluides lorque levammant est stationnaire. Le terme de
gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulemefmbatiare d’'un domaine géométrique pour
en déduire le moment résultant@rdes efforts extérieurs (a distance et de contact) sur le domaine gépraétr
Les actions a distance se réduisent la plupart du temps a la pesantele shmment résultant ed est facile
a évaluer (c’est le moment & du poids du fluide dans le domaine géométrique). En revanche, le homen
résultant erO des actions extérieures de contact est I'opposé du moment résult@nde I'action du fluide
sur les frontieres du domaine géométrique. On peut donc, en neissamiaque les vitesses a la frontiere du
domaine géométrique, calculer le moment résultar® eies actions du fluide sur ses frontieres.

21. On rappelle que le moment cinétique en un pgintun point matériel de massa se déplagant a la vitesweest le produit
vectorielm APAV(P), c’est-a-dire le moment eAvde la quantité de mouvement.
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3.6. Formulation intégrale des équations de mouvement

3.5.3 Bilan d’énergie cinétique sur un domaine géométrique

On peut interpréter le théoréme de la puissance cinétigueneoun bilan d’énergie cinétique sur le do-
maine géométrique : la puissance cinétique s’écrit :

d /v (Ve) VE o . 2
Pein = g 09 > dm= /@lg N dm+ 208 Pe > (V' —vg)-ndsg (voir (2.12) page 12 avee! = £ )
V2
— [ peve-vedu+ [ pe T (v —ve)mids (3.34)
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La puissance des efforts extérieurs s’écrit :
Lpg)‘qecz/ Ve fVdvw + vE~de3:/ vE-f"dvt+/ VE-O-n ds
g anf »f anf
=/ (vE . f"+divE(v-o)) dv :/g (VE-(fV+dion)+oE : DE) dv
Dy Dy
= / g (pEVE ‘YE +OE . DE) dv  (équation de mouvement (3.25) page 24 )
Dy
= /D o PEVE " VE duw — 2m  (voir définition (3.28) page 26 ) (3.35)
t
De I'équation (3.34) et (3.35), il vient ;
d V% V% f mec mec
fpcin = a @tg ? dm: 7‘/agtng E (VE —V ) nt dS{ +T9Xt JHPint (336)

Pegin
ou @, est le flux (débit) d’énergie cinétique entrant a traversdatiere.
En comparant avec I'équation de bilan d’'une grandeur eixtel®nnée en (1.11) page 7, la quantité
Pyt + Ping o= / o (pEVE “YE +OE IDE) dv = / ; (VE -(ft +diveo) +0g : DE) dv
Dy Dy

peut étre interprétée comme un taux de production interd@getgie cinétique et I'intégrande
Tec=pV-Y+0:D=p(f'+divgo)+0:D

peut étre interprété comme un taux de production volumid¢greetgie cinétique.

Ainsi, le théoréme de la puissance cinétique peut étreprée® comme un théoréme de « conservation
de I'énergie cinétique », si on considére la puissance degséxtérieurs et 'opposé de la puissance des
efforts intérieurs comme des sources d'énergie cinétigqueupité de temps (pour un domaine matériel,
Ve =V, le terme®dg,,, est nul).

3.6 Formulation intégrale des eéquations de mouvement

Cette formulation de I'équation de mouvement est a la baseédeodes numériques pour la résolution de
problémes de mécanique des milieux continus.

Soitw un champ de vecteurs arbitraire quelconque. L'équationalevament (3.25) page 24 implique :

pW-y=w-divea +pw- f¥ vw
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

En intégrant sur domaine actuel quelcongugmatériel ou géométrique, fixe ou ndR) on obtient :
/ PEW-Yedv= / w-diveadv+ [ pew- fldv Yw (3.37)
D Dt Dt
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Dt Dt

Dt

= W-Og -nds+ pEw-fEdv—/ oc : gradgwdv Yw
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PEW- fE‘dv—/ Oc : sym gradewdv Yw (3.38)
Dt

/ PEW-Yedv= w-f2ds+
Dt 0Dt Dt y
On démontre en analyse fonctionnelle que si cette égatdtaired’intégrales est vraipour tout champ
w, alors elle est équivalente a I'équatidifférentielle vectoriellele mouvement.

INDICATIONS SUR LA DEMONSTRATION: Si les champs arbitrairas et les champgy, diveo et p f™ sont dans
I'espace vectoriel des fonctions définies syret de carré intégrable sur; (espace de Hilbert de dimension infinie),
alors on montre en analyse fonctionnelle dijeg(x) - h(x) dv est un produit scalaire notg.h) de cet espace.
L'équation (3.37) s'écrit,, (PeYe —diveo —pe f') -wdt =0 < (peYe —diveo —pe f',w) =0 Yw.

Le vecteupg Ye — diveo — pg f{' étant orthogonal a tout vectewr il est donc nécessairement nul.

Vocabulaire

— Légalité (3.38) est appeldermulation intégraleou encorgormulation variationnellé® ou encore
formulation faible* des équations de mouvement. Les champs arbitraisent appelégonctions
testou encordonctions de pondération

— Sil'oninterpréte le champ vectoriel arbitrawecomme un champ de vitesses arbitraire, il est appelé
champ devitesses virtuelled_es termes de I'égalité (3.38) sont alors homogeéenes a desgmees,
et le théoréme prend le nom teeoréme des puissances virtuelles

— Sil'on interpréte le champ vectoriel arbitraisecomme un champ de déplacements arbitraire, il est
appelé champ ddéplacements virtueldes termes de I'égalité (3.38) sont alors homogénes a des
travaux, et le théoréme prend le nomtdéoreme des travaux virtuels

REMARQUES:

1. Du fait de son équivalence a I'équation de mouvement (3.25) pageette formulation est présentée dans
certains de cours de mécanique des milieux continus comme le princigenfiemtal (peu intuitif) de la dyna-
mique.

2. Cette formulation est a la base d’une méthode numérique de réscpimachéede systemes d’équations
différentielles : la méthode des éléments finis. L'approximation proviertedque I'on cherche des solutions
dans un sous-espace de dimension finie des fonctions définies (leplenspolynémiales par morceaux) et
de carré intégrable sur le domaimeet que I'on remplace lgw par un nombre fini de champg engendrant
ce sous-espace de fonctions.

3. Dans le cas de domainemtériels on peut décrire les champs par la méthode de Lagrange. On laisge &@1so
lecteur, en suivant la méme démarche que précédemment et ent dartaxpression lagrangienne de I'équation
de mouvement (3.26) page 24, de vérifier que I'expression lagnamg de ce théoreme est:

/ PoW- YL dvoz/ pow~f'ﬂ"dvo+/ w~ffdvo—/ Ky (oL -F~T):grad,wdyy vYw
Jof of oDy J D ————
M

22. Dans le calcul qui suit, on n'utilise pas de dérivéestdanales, les résultats sont donc valables pour tout tyglodine.

23. Ce nom est utilisé par les auteurs qui utilisent un auireipe fondamental de la mécanique: la solution d'un probléme
mécanique est celle qui minimise une certaine intégrale appealéergie potentielle ». Pour chercher ce minimum, on utdisalcul
variationnel.

24. Ce nom est plut6t utilisé par les numériciens : cette foatian n’est pas plus faible que I'équation de mouvement, eiledt
équivalente. Elle ne devient faible que si on limite la recherde solutions dans un certain espace de fonctions pantesu
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3.7. Changements d’observateur

ouF = grad| X, ouKy_ = detF est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont I'état de réfé
rence est (' et olipg est la masse volumique a l'instant de référetace
Les auteurs qui interprétewtcomme un champ détesses virtuellegansforment parfois le dernier terme :

Ky (oL -F~T): grad,w = Ky 0| : sym(grad,w-F 1) =1 : symgradew
———— —— —_————

n. T Dw

ou DY serait interprétable comme un « taux de déformation virtuel » par rédaece avec les vitesses réelles.

3.7 Changements d’observateur

Soient deux observateurs eti et soitQ; le tenseur de changement d’observateur actuel. On cordéent
surmonter d’'un «» les grandeurs relatives a I'observatgur

On montre en cinématique que la formule de changement d\aditserr des directions matérielles actuelles
u et des normales actuelles & une facette matérigifesont :

U =Q -t et M =Q-m (3.39)

On posepar principe que les forces extérieures surfaciques de corftaet o - n; sur la frontiere d’'un
domaine ont la méme orientation par rapport a cette franpi@ur tous les observateurs, c’'est-a-dire que
les forces surfaciques extérieures s’exercant sur laién@nt’'un domaine sont des grandeurs vectorielles
objectives. Leur formule de changement d’observateurast<§ :

P =Q.-fs (3.40)

En appliquant la condition aux limites (3.3) page 20 pourgeteaobservateur, I'égalité (3.40) s'écrit :

o-Q n=Q-0o-n Vny (en vertu de (3.39))
0Q=Q oo
0=Q-0-Qf (3.41)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’uneigtartensorielle du second ordre objecti{e
Le champ de tenseur des contraintes de Cauchy est un chasgitdiu second ordre objectif.

On en déduit aisément qu’une contrainte normale actog(len;,t) = n;-o(Pt) - n; est un scalaire objectif
guelle que soit la facette matérielle de normale actuell®e méme, le vecteur contrainte tangentielle
actuelle en une particule pour une facette matérielle dmaler actuellan, ainsi que sa norme sont des
grandeurs respectivement vectorielle et scalaire obgtiarCr - Uy = Cr - W V. Les valeurs propres
actuelles et les invariants actuels du tenseur des comsaile Cauchy sont des scalaires objectifs et les
directions propres actuelles sont des grandeurs vedéesrighjectives.

REMARQUE : On laisse le soin au lecteur d’établir les formules de changement diatbeer des autres « tenseurs des
contraintes f1 , T etSévoqués dans la remarque en fin de section (3.4.1) page 24. IHeiva®€ que seul le tenseur
T = K, 0O est objectif.

25. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 4.13. 1 et 4.13.2

26. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 3.3

27. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 3.4

28. On rappelle que la formule de changement d’observateuradiient lagrangien des positions actuefesst F=Q-F -Qg,
voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 3.6.1
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3. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Enfin, on déduit aisément de I'objectivité du tenseur desraortes de Cauchy (3.41) et de celle du tenseur
des taux de déformatidfl que la puissance volumique actuelle des efforts intériestsune grandeur
scalaire objective : B

6:D=0:D (3.42)

En revanche, la puissance des efforts extérieurs (& dstzmmome de contact), I'énergie cinétique et la
puissance cinétique ne dont pas des grandeurs objectaels, eitesse et I'accélération ne sont pas des
grandeurs vectorielles objectives.

3.8 En bref...

Dans ce cours, on a choisi de considérer les lois de Newtomeoétant le principe fondamental de la
mécanique. Elles supposent notamment que les actiongeiumgs ou extérieures sur une particule sont
de simples forces sans moment. On montre en mécanique tpegaeales lois de Newton appliquées a
un ensemble de points matériels (domaine matériel) coadu@ix trois théoremes généraux de la méca-
nique classique : théoréme de la résultante dynamiquegimsodu moment dynamique, et théoréme de la
puissance cinétique.

L'application de ces théoremes a un domaine matériel deundontinu conduit a la notion dmntrainte
actuelle en une particule et pour une facette matériplbeir décrire les efforts intérieurs a un milieu
continu, ainsi qu’'a I'existence dans tout milieu continurd’champ de tenseurs du second ordre objectif,
appelétenseur des contraintes de Cauclyi décrit la contrainte actuelle pour toutes les facetiase-
rielles repérées par leur normale unitaire actuelle audawure particule Ce tenseur des contraintes doit
satisfaire & des conditions aux limites sur la frontiére.

La forme globale des théorémes généraux pour un domaineiehatd pour un domaine géométrique est
la méme. Toutefois elle peut s’écrire sous différentes &xrpour des domaines matériels ou géométriques
par transformations d’intégrales, et suggérer d'autréeypnétations en termes de bilan de quantité de
mouvement, de moment cinétique ou d'énergie cinétique.

La forme locale des trois théorémes généraux conduit adaude mouvement (forme lagrangienne ou
eulérienne), a la symétrie du tenseur des contraintes elitdtion d’'une densité volumique de puissance
des efforts intérieurs.

Il existe une formulation intégrale équivalente a I'égoatiocale de mouvement.

29. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 5.10.2
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Chapitre 4

Conservation de I'’énergie

Le principe de la conservation de I'énergie est aussi apreld@ier principe de la thermodynamique/ant
d’aborder I'expression du principe de la conservation dadrgie pour un domaine de milieu continu, il
est utile de rappeler un certain nombre de concepts de hliséaen thermodynamique.

4.1 Concepts de base en thermodynamique

La thermodynamique générale envisage des systemes risatéoig la constitution interne est priori
guelconque (machines, objets matériels solides ou nortpels ou non, agencés de maniére quelconque)
et susceptibles d’échanger de I'énergie avec I'extérieusystéme. Cet échange d'énergie se fait sous
la forme d’énergie mécanique, qu’'on appelhavail et sous la forme d’autres énergies non mécaniques,
principalement lahaleur

On va naturellement s’intéresser plus particulieremertizaguou la matiére qui constitue le systéme étudié
est modélisée par un milieu contihuLes systémes dont on étudiera I'évolution sont donc desaitera
matériels ou des domaines géométriques (voir la sectiopagé 1) remplis de milieu continu.

4.1.1 Variables d’'état

Comme on va le voir dans la suite, le principe de la consemvate I'énergie invoque « I'état actuel d'un
systeme ». |l convient de préciser ce concept.

Dans le cas d’un systéme discrét I'état actuel du systéme est descriptible avec un nombirédipara-
meétres qui somécessaires et suffisamtsur reproduire complétement la configuration actuelleydtesne.
Cette liste de paramétres est appdikte de variables d’état indépendant&our un observateur donné, il
existe un grand nombre de listes possibles de paramétresi@oatire I'état actuel d'un systéme discret.

De plus, un état doit &tre un concept de définition univegselkest-a-dire que si un systéme matériel est
dans un certain état pour un observatgyr(chaque variable d'état a une certaine valeur), il doé étns
le méme état pour un autre observatgut. La maniére la plus simple de rendre universelle la défimitio

1. C'est d'ailleurs le cas dans la plupart des cours de theymadique élémentaire, ou I'on raisonne essentiellement sur de
«masses de gaz » (le plus souvent parfaits). Il n’en reste pas nvmai que tout systéme matériel peut étre considéré commeyeres
partout continu, au sens de la théorie des distributionsirtégrales qui sont dans ce cours peuvent étre prises aulsdrebesgue.

2. Par exemple, un assemblage de points matériels, de solielgsiélent dilatables, de ressorts sans masse, liés ouléstientre
eux, réservoirs, etc.

3. Les définitions non universelles n'ont aucun intérét eyspiue. Quel serait I'intérét du concept d’état si des olateurs
attribuaient un état actuel différent a un méme systéme ma2éBietel était le cas, la thermodynamique d'un systéme donné sera
différente pour chaque observateur!
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

d’'un état est de ne n'utiliser que des variables d’état gealabjectivespour décrire I'état du systéme
matériel. Ainsi, I'état est décrit par une liste de scakgai sont les mémes pour tous les observateurs.

REMARQUE : Cette condition exclut donc de la liste des variables d’'état d'un systemie, goandeur telle que des
positions ou des vitesses par rapport a un observateur. En reydeshdistances ou des angles entre des éléments du
systéeme sont des grandeurs objectives.

Dans le cas d’'un domaine de milieu continul’état du domaine est décrit par un certain nomhéees-
saire et suffisantle champs matérielg; (Pt) de grandeurs physiquebjectivesdécrivant I'état actuel de
chaque particule, leurs positions relatives actuelles,%itl'on connait tous ces champs, on est capable
par définitionde déterminet toutes les autres champs matériels (objectifs ou non) delgtas physiques
définissables sur ce milieu continu.

DEFINITION : On appelle liste de variables d’état indépendantes d’'unalommatériel de milieu continu,
une liste ordonnéeécessaire et suffisantdée champs matériels objectifs pour décrire complétemerst to
les états envisageables de ce domaine matériel.

Le choix d’'une liste de variables d’'état indépendantes eastda premiéere étape de la modélisation d’'un
milieu matériel continu.

En faisant ce choix, odécideque tous les états du domaine matériel envisageables paydedersont re-
présentés en donnant indépendamment une valeur arbérei@cune des variables d'état (dans un certain
domaine de valeurs admissibles). Les grandeurs physidpjestives choisies pour caractériser un état de
domaine matériel peuvent étre des champs scalaires, idston tensoriels. Tant que le modeéle de milieu
continu n’est pas précisé (fluide, solide déformable, ett)es note{x1(Pt), - Xn(Pt)}.

REMARQUES: Le choix d’'un ensemble de variables d’'état indépendantes est leonewat suggéré par des constata-
tions expérimentales sur le milieu continu qu’on veut modéliser : on doitgipdonner indépendamment a chacune
des variables d’'état une valeur arbitraire. Elles ne peuvent dondneaés par une relation issue d’une définition,
de la cinématique ou d’un principe fondamental.

Par exemple, on ne peut pas prendre simultanément la masse volwanigallep et un tenseur de déformation actuel
comme variables d’'état indépendantes, car la dilatation volumique actoalleegparticuléky (calculable a partir du
tenseur de déformation actuelle) est liée a la masse volumique actuelis@nda principe de la conservation de la
masse Ky, = pop 1, voir (2.5) page 11). Ces deux grandeurs ne sont donc pas indemes.

Autre exemple : en thermodynamique des gaz parfaits on ne peutgrar@icomme variables d’'état indépendantes a
la fois la température, la masse volumique et la pression d'une partioutesarois grandeurs sont liées par la défi-
nition d’'un gaz parfaitjp = kpT ouk est une constante caractéristique du gaz parfait). Si on choisit la teiumset

la masse volumique comme variables d’état d’'un gaz parfait, la pred'sina particule de gaz parfait est une fonction
d’état (voir section 4.1.2 page 35).

En revanche, si on constate expérimentalement qu’il faut distingegegéthts qui auraient les mémes valeurs de va-
riables d’'état, alors il faut ajouter a la liste de ces variables d’état undusieprs variables d’état qui permettent
de distinguer ces états. Plus I'ensemble de variables d’'état indépeméangrand, plus le modele de la matiere est
compliqué, mais il sera d’autant plus apte a rendre compte du comporteéel du milieu continu.

Exemples de listes de variables d'état indépendantes

On verra dans le chapitre suivant qu’une variable d’'étagatbire est la température absolueElle figure
donc toujours dans la liste des variables d’état des exangpliesuivent.

— Lavariable d’état masse volumique actuelle (un scaltiagluit la présence d’'une certaine quantité
de matiére par unité de volurheCette description de la répartition actuelle de la matésela
plupart du temps jugée suffisante pour les modéles de fluingdes. Une liste de variables d'état
objectives pour décrire I'état d’une particule de fluide glienest dondT,p}.

4. Enrésolvant des équations algébriques ou des équatftésitielles avec des conditions initiales et des caodg aux limites.
5. Microscopiquement, c’est un nombre de corpuscules pa deivolume
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4.1. Concepts de base en thermodynamique

— Un tenseur de déformation actuelle (un tenseur du secalnd)draduit plus finement la disposition
actuelle de la matiére en comparant les distances acteefiesparticules voisines avec celles d’'une
configuration de référence. Un tenseur de déformation dwit dbbligatoirement figurer dans la
liste des variables d’'état d’'une particule de milieu cansolide déformable. L'instant de référence
utilisé pour définir les déformations serait, par exemphanstant ou le solide déformable n'a encore
jamais été sollicité. Une liste de variables d'état obyedtipour décrire I'état d’une particule de
solide déformable isotrope est dofiE,X} ouX est un tenseur de déformation actuelle objéctif

— Pour les solides déformables anisotropes, un tenseufaleddion est insuffisant pour distinguer les
états: il faut compléter la description de I'état d’'une aite en précisant I'orientation du tenseur
des déformations actuelles par rapport aux directionsefietud’anisotropie. Les variables d’'état
doivent donc comporter a la fois un tenseur de déformatiturelie et les directions matérielles ac-
tuelles d’anisotropie. Une liste de variables d’état iretéantes objectives pour décrire I'état d’'une
particule de solide déformable anisotrope est dph&,N1,--- ,Np} ouX est un tenseur de défor-
mation actuelle objectif et ou ldd; sont des tenseurs uniaxiaux donnant les directions d'ofse
actuelles.

— Pour certains milieux continus, I'histoire des changemndiétat pour parvenir & un état donné peut
étre jugée importante. |l faut alors ajouter des variablkémti(scalaires, vectorielles ou tensorielies)
qui sont le résumé actuel de I'histoire de cette particués Griables d’'état sont appeléesiables
d’étatinterne$. Ce résumé de I'histoire peut étre plus ou moins riche sel®éléments de I'histoire
que I'on a sélectionnés comme importants.

4.1.2 Fonction d’état
L'énoncé du principe de la conservation de I'énergie inelgunotion de « fonction d’état ». Il convient de
préciser ce concept.

DEFINITION : On appelle fonction d’état, toute grandeur physique dontdéeur est déterminée par la
seule connaissance des valeurs de la liste des variabléstdlépendantes.

VOCABULAIRE : Les fonctions d’état (ou certaines d’entre-elles) sont aussi aggqadéentiels thermodynamiques

Les fonctions d’état sont donc des applicatigis, - - - .Xn} — V?q ou g est I'ordre de tensorialité de la
fonction d’étaf. Une fonction d’état est donc une grandgfidont la définitionfx/j est de laforme:

Xj(P) = fy (Xa(P),-Xn(P))

Pendant 'évolution d’'un domaine, I'étéxo, - - - ,Xn} des particules évolue avec le temps, la valeur de la
fonction d’etaty(P) évolue donc aussi avec le temps. On définit donc la dérivaepiaire® de cette
fonction d’état :

()= 3 045X (P

ol p; est l'ordre de tensorialité de la variable d’égaet ou®" est un produit tensorigd-contracté.

6. Il en existe plusieurs, voir le cou&nématique des milieux continudu méme auteur, section 4.6

7. Ces variables d'état traduisent en général des réamaergs ou des ruptures de liaisons intercorpusculaires. hésqmenes
macroscopiques s'appellent: plastification, endommagemntent, e

8. Le qualificatif d'« interne » semble plus ou moins consacrd’psage, bien que toutes les variables d’'état puisseat\étes
comme «internes ». Certains auteurs les appellent « non alféesw, les autres variables d’état étant donc « obsesmbf? 'auteur
de ce cours osait proposer une terminologie qui ne soit pagiuase, il les appellerait variables « mnésiques ».

9. La plupart des fonctions d’état envisagées dans la seiitmsscalairesg(= O,qu =R).

10. Voir la définition de la dérivée particulaire dans le o@mématique des milieux continusu méme auteur, section 2.7, et

le coursAlgébre et analyse tensoriel pour I'étude des milieux cargisection 2.2.2 pour la dérivation de fonctions d’arguments
tensoriels.
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

REMARQUE : On peut définir un grand nombre de fonctions d‘e’(l’ftt toute fonction de fonctions d’'état et de va-
riables d'état est une fonction d'état. Parmi 'ensemble de grandgurs: - Xn. X7, - 7)((1}, on peut choisin gran-
deurs{x},--- Xn} telles que lesy— g grandeurs restantes s’expriment en fonctionxfed! suffit que I'application
(changement de variables d'étaf), - Xn} <> {X1,:- Xn} soit inversible. Cette possibilité de changer de liste de
variables d'états indépendantes explique la profusion de formulesr(exg la méme chose) que I'on peut trouver
dans certains cours de thermodynamique. Dans la suite, par soueirige an évitera de faire de tels changements
de variables d'état. Les seules fonctions d’état réellement indisgessaint celles introduites par les deux principes
fondamentaux de la thermodynamique, a savoir I'énergie interne inteqotar le premier principe de la thermodyna-
mique (voir section 4.2.1 page 38) et I'entropie introduite par le secaondipe de la thermodynamique (voir chapitre
5 page 45). Les autres fonctions d’'état évoquées classiquemengremttlynamique (enthalpie, énergie libre, etc.)
sont définies par des combinaisons de ces deux fonctions d'étavatideles d'état.

Fonctions d’état objectives et objectivité des variables’dtat

La définition d’une fonction d’état est, comme toute défamitiuniverselle. Soit une fonction d'éttalaire
définie pary’ = fy (X1, - .Xn). Luniversalité de la définition signifie que I'applicatidg estla méme pour
tous les observateurs.

Si la grandeur physique définie par la fonction d’état est gresmdeur scalaire objectivésa valeur scalaire
pour un état de particule est la méme pour tous les obsersgaten peut écrire :

X/(P) = fX' (Xl(P)7 toe 7Xn(P)) = fX’ (XI(P)v T vin(P))
avec la méme fonction (définitiorf), pour tous les observateurs et ol Jg&P) sont les valeurs des va-
riables d'état & priori tensorielles) de la particul® pour un observatew .

Les variables d'état étant objectives, les formules de ghament d'observateur de ces variables d'état sont
connuesa priori 11:

Xi(P) = ®g (Xi(P))

ol Rg, est un opérateur de changement d'observateur dont la reitange avec I'ordre de tensorialité de
la variable d’état?.

La fonction d’état scalairg’ étant objective, I'applicatioriy, doit satisfaire a I'égalité :

fy (X1(P), -+ Xn(P)) = fy (% (X1(P)), - ,Rq (Xn(P)))

Ainsi, si les variables d’état sont des grandeurs objestitute fonction d’état a valeur scalaire objective
est nécessairement une fonction isotrope de ses argufients

On sait gu'il existe alors une fonctioﬁ(, telle que:

f (X2(P), -+ Xn(P)) = T (11(P), - Im(P)) (4.1)

ol {I1,---Im} sont des scalaires calculés a partir des arguments telss{ie- - - .Xn} de la fonctionf,,.
Cette liste dépend du nombre et de I'ordre de tensorialgésdaables d’état tensoriell&s.

L'évaluation d'une fonction d'état scalaire objective @tuine maniére générale, la description de I'état
d’une particule de milieu continu avec des variables d'&asorielles objectives, peut donc se ramener a
un ensemble dmvariables d’état scalaires objectivesr@st inférieur ou égal au nombre de composantes
nécessaires pour donner une valeur augriables d'état tensoriellgX1, - - Xn}-

11. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, sections 3.2 a 3.5

12. On rappelle que pour une grandeur vectorielle objestiVe formule de changement d'observateur\estQ; - v, et pour une
grandeur tensorielle d’ordre 2 objectiVeelle s'écrit:T =Q;-T-Q .

13. Voir le coursAlgebre et analyse tensorielle pour I'étude des milieuxtioois, du méme auteur, section 2.3.2
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4.1. Concepts de base en thermodynamique

DEFINITION : La liste des m champs scalaires objecfifs,--- I} est appelée liste de variables d’état
réduites.

REMARQUE : La signification physique profonde de ce résultat mathématique estgjseules valeurs réelles, com-
munes a tous les observateurs, nécessaires et suffisantes poeruéétat de particule contenant des variables d'état
vectorielles ou tensorielles, sont les invariants de chacune des varibéiatet les invariants « croisés » qui défi-
nissent les orientations relatives de ces tenseurs les uns par rappautees, en excluant toute orientation absolue
par rapport & un observateur particulier. lnesariables scalaire§l1,--- ,Im} ne permettent donc pas de reconstruire
complétement les variables d’état tensorielles pour un observatené delfes permettent seulement de reconstruire
I'ensemble des variables d’état tensorielles & une rotation quelconéste pr

4.1.3 Espace des états

Chaque état de particule étant défini par un nombrenfide scalaires objectifs, on peut donc représenter
les tous états envisageables d’'une particule de ce modéhelida continu avec un point d&™ (ou d’'un
certain domaine d&™).

DEFINITION : Soit m le nombre de scalaires objectifs nécessaires etanifipour décrire I'état d'une
particule. On appelle espace des états, ribtéin espace affine de points de dimension m tel que chaque
point représente un état possible de particule.

Dans cet espace, les fonctions d’'état scalaires peuverpsésenter par des hypersurfaces de dimension
m—1 qui sont les isovaleurs de la fonction d’état.

REMARQUE : En thermodynamique des gaz, les variables d’état indépendantdusgent & deux scalaires objectifs
(m=2, on dit parfois que les gaz sont « divalents »). Les isovaleurs desdas d’état d’'un gaz sont donc des courbes
dans un espace des états de dimension 2. On peut donc les reprgsmptiequement sur des diagrammes plans. Du
fait que les thermodynamiciens changent souvent de systeme delesniétat indépendantes (voir la remarque en
section 4.1.2 page 36), il existe plusieurs versions de ces diagrammexpriment néanmoins tous la méme chose :
I'évolution de grandeurs le long d’un chemin dans I'espace des*états

4.1.4 Evolution thermodynamique

L'évolution thermodynamique d’'un domaine (matériel oumétrique) est la description des changements
d’état de chaque particule du domaine, c’est-a-dire la demtesn champs matériel§l1 (Pt), - - - ,In(Pt)}.
Dans I'évolution thermodynamique d’un domaine, chaquéi@ae suit donc son propre chemin (ou tra-
jectoire) dans I'espace des étaitsparamétré par le temps.

DEFINITION : On appelle évolution thermodynamique d’une particule,Hemin (ou la trajectoire) du
point représentatif de I'état de la particule au cours du psnadlans I'espace des états.

DEFINITION : On appelle vitesse d’évolution thermodynamique a l'instate la particule P, la dérivée
temporelle dans I'espace des états du point représentliétat dans une évolution.

Lesm composantes de la vitesse d’évolution thermodynamiqueedparticule dans I'espace des eféts
sont donc lesn dérivées particulairefl1 (Pt), - -- ,Im(Pt)}.

Il faut bien noter que si'ensemble des variables d’étahdhodéle de milieu continu est bien un ensemble
de valeurs indépendant®sI'ensemble de ses dérivées particulaires dans une évolné I'est pas néces-
sairement: il se peut que des lois cinématiques, physiquekes principes fondamentaux imposent des
relations entre les dérivées particulaires des variabétatd

14. On peut tenter de justifier ces différentes versionsaigrdmmes par le fait qu’on souhaite représenter des chemirdwtiéns
particulieres (isothermes, isobares, isochores, iseeérap par des verticales ou des horizontales.
15. On peut donner une valeur arbitraire & chacune des iesidl#tat pour définir un état.
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

Toutes les directions de vitesse d’évolution thermodygaenautour d’un point de I'espace des états ne
sont donc pas toujours possibles.

EXEMPLE : Pour un milieu continu solide anisotrope, la déformation actuelle et ledidinea’anisotropie actuelles
font partie des variables d’état indépendantes : tout tenseur devad#fon associé a toute direction d’anisotropie est
un état possible. Néanmoins, les directions d’anisotropie étant detiaiematérielles, la cinématique implique des
relations entre la dérivée particulaire des déformations et la dériviéieytaire des directions d’anisotropie car les
directions d’anisotropie sont entrainées par le mouvement.

4.2 Principe de la conservation de I'énergie

La démarche suivie dans ce chapitre est similaire a ceNgestians les deux chapitres précédents: on pose
le principe pour un domaine matériel, on en déduit une esmadocale et on exprime les conséquences
pour un domaine géomeétrique.

Le principe de la conservation de I'énergie est aussi apgpedéier principe de la thermodynamiqué
fait intervenir un nouveau concept: la chaleur, qui est unmé d’énergie non mécanique, mais qui peut
aussi étre échangée avec I'extérieur.

4.2.1 Enoncé classique pour une évolution finie entre deux itmts

On considére un domaine matéflquelconque en évolution entre deux instantet t,. Le premier
principe de la thermodynamique postule deux axiomes:

1. I'énergie se conservel existe une grandeur scalaire, extensive et objectppekteénergie interne
du domaine matériel, telle que I'énergie (travail et chgleecuet’ de I'extérieur du domaine ma-
tériel entre ces deux instants sert a modifier son énergétigire (modification du mouvement), le
reste servant & modifier son énergie intéfne

2. I'énergie interne du domaine matériel est une fonctionat’ea chaque état du domaine matériel
correspond une valeur de son énergie interne. Les modifitatie I'énergie interne du domaine
matériel se traduisent donc nécessairement par des chantgedes variables d'état du domaine
matériel.

L'énergie recue de I'extérieur est a la fois de I'énergie amégue (du travail) et de I'énergie non mécanique
(de la chaleur). Le premier principe s'écrit donc classimest :

(Ecin(t2) — Ecin(ta)) + (Eint (t2) — Eint(t2)) = W2 + QP (4.2)
ou:
— la variation d’énergie internBiy; (t2) — Eint (t1) du domaine matériel se traduit par des changements

d’état dans le domaine matériel, c’est-a-dire des modifinatdes variables d’état ;

t L - . P . - . £ N
- le terme\/\.{f de&_gne le trava|llmecan|que recu (éventuellement nggltif extérieur par le systéeme
pendant I'évolution entre les instartisetty;

— le termeQE désigne la chaleur recue (éventuellement négative) digtiexir par le systéme pendant

I'évolution entre les instants ett,.

16. Les thermodynamiciens diseysteme ferméour l'instant, le domaine matériel n’est pas nécessaireumetomaine de milieu
continu, mais il est néanmoins toujours constitué de la méme matié

17. Par convention, on parle toujours de I'énergie reguéen&lrieur par le domaine matériel. Si I'énergie « regue » égative,
elle est en fait cédée au milieu extérieur.

18. Bien noter qu'il N’y a pas de spécialisation : on peut medifénergie cinétique aussi bien avec du travail que de decin. ||
en est de méme pour I'énergie interne.
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4.2. Principe de la conservation de I'énergie

L'expression de la fonction d'état énergie interne en famctles variables d’'état n'est pas précisée par
le principe. Cette relation est particuliere a chaque systétudié. Dans le cas d’'un domaine matériel de
milieu continu, cette relation est particuliere a chaquiéetnicontinu (acier, eau, air ...).

C’est en précisant d'une part la liste des variables d'étatessaire et suffisante pour caractériser I'état
d’un domaine matériel et d’autre part I'expression de I'égie interne en fonction de ces variables d'état,
gue I'on construit un modeéle du comportement du milieu centontenu dans le domaine.

REMARQUE : Dans un grand nombre de traités de thermodynamique, le premieipgride la thermodynamique
est énoncé avec des systemes supposés « a I'équilibre » aux tasatt, sans définition claire de ce que signifie
cet « équilibre » : tantdt les vitesses sont supposées ABil{@s’y a donc pas de variation d'énergie cinétique) ou
constantes dans le temps (accélération nulle, « équilibre mécanique »yeiffmmes dans I'espace (mouvement de
translation), tant6t les champs de variables d'état dans le domaineuppases uniformes (« équilibre thermique »
et autres..39, et bien souvent les deux & la fois. Comme on va le voir par la suite, cettedidéquilibre » est
inutile. Ces conditions soit-disant simplificatrices ne sont évoquées qgee gpae c’est dans ces cas particuliers que les
vérifications expérimentales sont les plus faciles a faire. Pour popligaer le principe avec de telles restrictions, on
est amené a considérer les évolutions du systeme étudié comme umesssut d'états d’équilibre », éventuellement
« infiniment lente » qui n'ont aucun sens physique. Lorsqu’un systésaériel (continu ou non) évolue, les vitesses
ou les accélérations de ses particules se sont en général pas nuldbsnigs de variables d’'état ne sont en général
pas uniformes et le principe de la conservation de I'énergie n'en rastepins vrai.

4.2.2 Enoncé global instantané

L'énoncé (4.2) page 38 est affirmé pour toutes les transfions c’est-a-direvt; et Vip, et donc en
particulier pour toute sous-transformation entre deutaimtst ett + dt aussi proches que I'on vetlt On

va donc en donner une formulation instantanée qui garantiéedpect du principe de la conservation de
I'énergie pour toute sous-évolution d’'une évolution :

d d
aEcin + &Eint = Poyt + ?é?t' (4.3)

— pgieCest la puissance mécanique actuelle des efforts exté(@distance et de contact);
- »&3 est la puissance calorifique actuelle recue de I'extérieur.

Il faut maintenant traduire cet énoncé global valable pousystéme matérig priori quelconque, dans le
cas ou la matiére du systéme matériel est modélisée par igurodntini??.

4.2.3 Conservation de I'énergie pour un domaine matériel dailieu continu

Soit»™ un domaine matériel, soit{" sa position actuelle et sait' sa position de référence.

L'énergie interne est, par principe, une grandexiensivé®, on peut donc définir une densité massique
d’énergie interne, notég" et appelé&nergie interne massiqdé telle que I'énergie interne actuelle d’un
domaine matériel est (voir (1.1) page 3):

Eim(@tm,t):/meE‘dm:/mpEeE‘dvt:/me’[‘dm:/mpLeE‘devo:/mpoeﬂ‘dvo
Df Df DJ DJ D

19. Pour quel observateur?

20. Par exemple la température ou la pression sont suppo$ésmas dans I'espace, ce qui évite de parler de champs matériels
pour les variables d’'état.

21. Naturellement, tous les états intermédiairests t] ne sont pas «a I'équilibre » quel que soit le sens qu’on dorugeraot.

22. \oir la remarque 1 page 33.

23. L'extensivité postulée de I'énergie interne est parfppelée en thermodynamique : « principe de I'état local ».

24. Les thermodynamiciens disent aussi: énergie internéfispec
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

ou €M est I'énergie interne massique actuelle (unité : J4g

D’autre part, I'énergie interne massique est, par prinaipefonction d’état Il existe donc une application
réelle f telle que :

€"(P) = fe(X1(P),--- Xn(P))

L'application universellefe est caractéristique de chaque modéle de milieu continulepetnoix de ses
variables (la liste des variables d'éjg} et par I'applicationf elle-méme (expression de I'énergie interne
massique en fonction des variables d’'état).

Enfin, I'énergie interne est, par principe, une grandeuagesobjective Puisque les variables d'état sont
objectives, I'applicatiorfe est une fonction isotrope de ses arguments tensoriels etipea étre rameneée
a une fonctionf, d’arguments scalaires (voir (4.1) page 36):

€(P) = fe(12(P),-+ . Im(P))

ou les variables d’'état réduites scalaifés - - - ,Im} sont connues quand on connait la liste des variables
d'état tensorielles objectives.

L'énergie cinétique actuelle et la puissance mécaniquériexire actuelle d’'un domaine matériel ont été
définies dans le chapitre sur le principe fondamental de Eamdue. On rappelle leurs différentes expres-
sions ici:

Ecin(D{"t) /pEEdw / 2Edm / Z.Ldm / L dew /pOLth

Pt (D) = /mVE'f\éd\& +/ mVE'UE'ntdSt
Df 0D{

Puiss. forces a distance Puiss. forces de contact

= v -l Ko dV0—|—/ v -oL-F T .npKyL ds  (par exemple, voir (3.22) page 23)
g

Dans un domaine matériel, on représente I'énergie calogfigcue de I'extérieur par deux termes:

— un terme de frontiére :
Té:)ﬁlsurf / Qe -nyds = / q- H Keedsg = a@qu-F*T-nOKvL ds
0

Ce terme est la puissance calorifique recue de I'extérieucqraductiorf® a travers la frontiére. Le
champ vectoriet}, défini dans tout le domaine matért€) est appelé&ourant de chaleut’ (W.m~2).

— unterme de volume:
calvol __ \ _ \%
Pext —/mrextEth —/mrextLKVL dvo
Df D

Le champ scalaire,, représente une puisssance calorifique volumique (Rjmegue a l'intérieur
du domaine matériel maidue & une source d’énergie extérietfte On peut utiliser ce terme pour
modéliser une production de chaleur due a un rayonnemerigjitie extérieure qui céde une partie
de son énergie sous forme de chaleur en traversant le domatigeiel par interaction avec la matiére
(par exemple un rayonnement micro-ondes). Dans beaucappliations, ce terme est nul.

25. On appligue ici le principe a un domaimatériel Aucune matiere ne traverse la frontiere, il n’y a donc pappbet de chaleur
a travers la frontiére par convection.

26. L'existence du champ vectorigldans le domaine est souvent postulée. En fait, on peut pr@aveexistence de la méme
maniére que pour I'existence du tenseur des contraintestin@ustration d'existence est donnée en annexe A.3 page 72.

27. Le vecteuq est parfois appelé « flux » de chaleur ; quelquefois, c’estataireq® = q-n qui est appelé « flux » de chaleur.

28. C’est un apport de chaleur a distance, comparable auasfesdérieures a distance.
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4.3. Forme locale de la conservation de I'énergie

Le principe de la conservation de I'énergie (4.3) page 39 poudomaine matériel s'écrit donc (avec les
descriptions d’Euler) :

dr v d
dtJom 2 O dt/@tmeE m
Tcinz%Ecin(Dm7t) %Eint(@mvt)

/VE~deVt+/ vE-aE-mds+/ rgxtEdv[—/ gc-nyds  (4.4)
Dy an" o anpm

pMec cal
Pext %,

On peut simplifier I'expression globale de la conservatiert'@nergie pour un domaine matériel (4.4), en

utilisant le théoréme de la puissance cinétiqags; = P&+ Pmee

d
—Eint(p™t) = —Pi®+ / Fexte A — / Qe -y ds
dt o oo™

cal
Pext

d
— e’g‘dm:/ oc : De dv +/ Mot e A\ —/ Qe -n ds (voir (3.28) page 26) (4.5)
dt " " " oo™
/ &' pe dv = / oe : De dv +/ Mowi e A\ —/ diveq dy (voir (2.10) page 12) (4.6)
@tm 'Dtm ’Dtm ,Dtm
Si on utilise les descriptions de Lagrange dans le domairtériak le principe de la conservation de
I'énergie s’écrit:
/ pL &Ky dvo =/ oD Ky dV0+/ Fee L KL dVo—/ q.-F T oKy ds
o of of oy

mdivL(K\,F‘l -q) dvo (4.7)

Dy

/mpoaldVo:/mO'LZDLKdeVoJr/ml’gxtLKdeV()f
Do Do Do

ouKjy est la dilatation volumique actuelle dans une déformatmmt th référence esp .

4.3 Forme locale de la conservation de I'énergie

On I'obtient par le méme procédé que pour les autres priaciee utilisant le lemme fondamental a partir
de I'expression globale (4.6), on obtient la forme localdadeonserservation de I'énergie , appéiéene
eulérienne de I'équation de la chalet:

p€"=0:D + rY,—diveq (4.8)

L'énergie interne massique étant une fonction d’'état, siéké particulaire est:
n . m .
en= Zdi fe@PXi = > Ojfel; (fe(Xo,++ Xn) = Te(l1,-+ .Im), voir (4.1) page 36)
i= =1

ou:
— p; estl'ordre du tensely; et&" est un produit tensorigi-contracté ;

— {X1,--- ;Xn} sont les variables d’état tensorielles ;
— fe estlafonction d’'état énergie interne massique en fonatemvariables d’'état tensorielles ;

29. On a enlevé les indicesinutiles car par définitiora g (X;,t) = 2 (xo,t) = 4 (Pt).
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

— {l1,---,Im} sont les variables d’état réduites (scalaires) ;
— f. estlafonction d’état énergie interne massique en fondeswariables d'état réduites.

Pour un certain milieu continu ('applicatiof ou f, et la liste des variables d'état sont connues), la
conservation de I'énergie s'écrit donc:

n m
P Zai fe@PXi =p > 9ifelj=0:D + rg,—diveq (4.9)
i= =1

On peut aussi écrire urferme lagrangienne de I'équation de la chaleem appliquant le lemme fonda-
mental a I'équation (4.7) page 41:

Po T

oU pp = PL(Xo,tp) et out est le « tenseur des contraintes » de Kirchhoff (voir la remeaipage 24).
REMARQUE : Le termeKy F ~1.q parfois notéy est difficilement interprétable.
4.4 Conservation de I'énergie pour un domaine géometrique

Soit un domaine géométrique dont la position actuellexfstDe I'équation locale (4.8) page 41, il vient::

/ngéE]th:/goE:DEd\/t+/gr\éXtEd\/t—/gdiVEqd\{
Dt Dy Di Dy

En utilisant la dérivation des intégrales de masse sur urad@géométrique (2.12) page 12, il vient:

" dm— GE:DEd\H—/ rgxtEdw—/ divKd\H—/ Pl (v —ve)-mds  (4.10)
8 o anf

dt /g o
dE __pmec cal
E|tnt Pint 283 ®e

ol ®¢ est le flux (débit) d’énergie interne entrant a travers latitoe et o' est la vitesse de la frontiére
du domaine géométrique.

En comparant (4.10) avec I'équation de bilan d’une grandgtemsive donnée en (1.11) page 7, la quantité
pS3! — pmec— g (rgxtE— diveq+ O : DE) dv peut s'interpréter comme un taux de production interne
d’énergie interne, et le termgy = r¥,; — diveq+ 0 : D est le taux de production volumique d'énergie
interne.

Ainsi, on peut interpréter le principe de la conservatiotiié®ergie, comme un principe de « conservation
de I'énergie interne », a condition de considérer la puissaalorifique extérieure et 'opposé de la puis-
sance mécanique des efforts intérieurs comme des soudergie interne. Pour un domaine matériel, le
flux & travers la frontiére est nul.

BILAN D’ENERGIE TOTALE : En utilisant le théoreme de la puissance cinétique sous forme de bilaergi€n
cinétique pour un domaine géométrique (3.36) page 37:

d

et en additionnant terme a terme avec (4.10) il vient:

dE dEg dE;
dtot _ dtnt + dtln _ ng'(?C%» Té:)z(atl

+ (De + cDEcin
N—_——

P
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4.5. Changements d’observateur

Ainsi, si on appelleénergie totalde termeE; ot = Ecin + Eint, €n comparant avec I'équation de bilan d’une grandeur
extensive donnée en (1.11) page 7, le principe de la conservatiofngedie peut étre présenté comme un principe de
conservation de I'énergie totale, a condition de considérer la puissarmanique des efforts extérieurs et la puissance
calorifique extérieure comme des sources d'énergie totale. Le tauxodegbion volumique d’énergie totale est:
TE,, =V (diveg + fY) +r¥,; — diveq. Pour un domaine matériel, le flux & travers la frontiere est nul.

4.5 Changements d’'observateur

L'énergie interne massique est par principe une grandealaise objective. D'autre part, la puissance
volumique des efforts intérieu "= o : D I'est aussi (voir (3.42) page 32).

On posepar principeque la puissance calorifique surfacique actuelle transpaiseonduction a travers la
fontiéreg® = q-ny (W.m~2) est un scalaire objectifif = gf). On déduit aisément de I'égalit§:f; = q-ny,
en utilisant (3.39) page 31, que la formule de changemefitséivateur du vecteur courant de chalgur
est:

a=Q-q (4.11)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’'unedgrarvectorielle objective.
Le vecteur courant de chalegrest un champ vectoriel objectif.

On montre en cinématique que la divergence eulérienne éiamp vectoriel objectif est un champ scalaire
objectif3%. On en déduit que :

Le champ digq est un champ scalaire objectif.
On déduit de la forme locale de la conservation de I'énergyi®) page 41 que:
La puissance calorifigue volumique extérieufg est une grandeur scalaire objective.

En revanche, I'énergie cinétique, sa dérivée temporal@issance cinétique) et la puissance des efforts
extérieurs ne sont pas des grandeurs objectives, car Eseitgest pas une grandeur objective. On peut
récrire le principe de la conservation de I'énergie glolmlnun domaine matériel sous la forme :

d d
aEint - LPSS}' =Pt — aEcin
Le terme de gauche étant objectif, le terme de drafig°— %Ecin I'est aussi. Bien que chacun des termes
de cette différence soit non objectif, leur différence dgéctive.

4.6 En bref...

Lorsqu’'un domaine de milieu continu évolue, le point repréatif de I'état de chaque particule suit son
propre chemin dans I'espace des états.

Le premier principe de la thermodynamique postule la caasien de I'énergie d’'un domaine matériel
(systeme fermé) via I'existence d'une énergie interne gtiuee fonction d’'état objective. On en déduit
une équation différentielle locale de la conservation éledtgie appelééguation de la chaleugune forme
eulérienne et une forme lagrangienne).

La fonction d'état objectiveénergie interne massiquest caractéristique de chaque modele de milieu
continu (par la liste des variables d’état objectives etqmar expression en fonction de ces variables).
Elle peut étre identifiée par des mesures expérimentalefeawsh forme peut étre posaeriori par une
relation mathématique avec des coefficients a ajuster asunes

30. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 3.6.2.
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4. CONSERVATION DE L'ENERGIE

Pour un domaine géométrique (systeme ouvert), I'expraggimbale du principe s’écrit en tenant compte
du flux d’énergie interne traversant la frontiére par cotieac

L'énergie interne et les quantités calorifiques sont desdgars scalaires objectives. En revanche, I'énergie
cinétique, la puissance cinétique, le travail et la puissates forces extérieures ne le sont pas.
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Chapitre 5

Second principe de la
thermodynamique

5.1 Introduction

Le second principe de la thermodynamique n’est pas toujmésenté dans les cours de milieux continus
pour deux raisons:

1. Il n'est utile que quand on cherche a construire un modéleaportement de milieux continus
thermodynamiquement admissible (tous devraient I'étre!)

2. Contrairement aux trois principes fondamentaux préusdé ne conduit pas a des équations mais a
une inéquation dont on n'a pas a se soucier dans la résollitiarprobléme dés lors qu'un modeéle
de comportement thermodynamiquement admissible a étéichoi

Ce chapitre n’est donc indispensable que pour les lectatirsrg en vue la construction de nouveaux
modeles de comportements. Les modéles de comportemesiticles des solides et des fluides, proposés
généralement sans justification dans les cours élémestamésfont (approximativement pour certains)
automatiqguement I'inégalité du second principe de la tloglynamique.

REMARQUE : Il n'est cependant pas pédagogiquement inutile de vérifier queddeles de comportement classiques
satisfont bien le principe. Il est aussi pédagogiquement utile de seaie les modéles classiques a partir du second
principe de la thermodynamique, pour les justifier

Le second principe de la thermodynamique introduit une elbeivariable d’'état : laempérature absolye
ainsi gu'une nouvelle fonction d'état ghtropie Il sort du cadre de ce cours de tenter de justifier I'énoncé
de ce principe par un exposé de I'évolution historique déssan thermodynamique ou par des expériences
de pensée sur les machines thermiques idéales de Carnatelraa choisi résolument de le présenter
comme les principes précédents, c'est-a-dire en I'éndrgganme un axiome sans essayer de le justifier.

Dans ce chapitre, on suit la méme démarche que dans lesrelsgmiécédents : le principe est énoncé de
maniére globale pour un domaine matériel, on en déduit uegaiiié locale et une expression globale pour
les domaines géométriques.

1. Historiquement, les lois de comportement classiques deeflgt des solides déformables ont été proposées sans lelsouci
respecter le second principe. C'est donc un peu par charite spitrouvent étre thermodynamiquement admissibles (owps)s
L'oubli de ce principe a notamment pu conduire, dans un passétéa la proposition de certaines lois de comportement thigrmo
namiguement inadmissibles comme le comportement dit « hypoélastjcdont on peut encore trouver la trace dans certains codes
de calcul.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.2 Enoncé classique

On postule I'existence d’une grandeur scalaire positive éxiensive mais objective appel@&mpérature
absolue(unité 1égale : le Kelvin de symbole K).

On postule que la chaleur est une énergie qui ne peut se teansm'une régioi vers une régiom que
si Ta > Tg (on dit que « la chaleur va du chaud vers le froid »).

REMARQUE : Parler de la température absolue d'un systeme fini ou d'une régmnla’'sens que quand elle est
uniforme dans le systéme ou la région! La température est une gramateextensive.

Une variation d’entropie dS» est quantifiée par le rapport d’'une quantité de chaled®= échangée
divisée par la températufieau moment de ce échangdS= de

EXEMPLE : S'il'y a un transfert de chaleurdQ» de la régiorA vers la régiorB, le gain (négatif) d’entropie de la
régionA est—‘.’r—AQ et le gain (positif) d’entropie de la régi@est%’. L'extensivité de I'entropie permet d'écrire que

la variation d’entropie du systénfe_ B due au transfert de chaleud® » esthS — ‘.’r—? > 0 carTa > Tg. Un échange
de chaleur a I'intérieur du systéndeJ B provoque donc une augmentation d’entropie.

On postule I'existence d’une fonction d'état extensive lgeoctive appeléentropiedu systéme (J.K1),
dont la variation dans une évolution du systeme est due ¢ie jpax apports d’entropie extérieﬁ@ ou
dQex: est la chaleur recue de I'extérieur entre les instants + dt & la températurg (t) du systéme.

REMARQUE : Au cours d’une évolution avec échange de chaleur, la températumesgistéme de dimension finie ne
reste généralement pas constante dans le temps, mais elle resteraiemiéms le systéme pour qu’on puisse parler
de sa température. Une telle définition impliquerait que I'on ne puisse piarl&ntropie d’'un systéme fini que quand
sa température est uniforme!

On donne généralement I'inégalité du second principe poarttansformation « infinitésimale » (entre
ett + dt) d’'un systéme fini sous la forme suivante :

dQext ou encore ds— dQext

T T :dSntZO

ds>

— dSsignifie « petite variation d’entropie du systéeme entretesantg ett + dt » d’'une évolution;
— dQex est la « petite quantité de chaleur » regue de I'extérieutepsystéme entre ces deux instants;;
— T =T(t) estla température (uniforme) du systéme a l'instant

— Le reste de la variation d’entropie du system§,; = @ =dS— @ > 0, est une production
interne d’entropie positive due a des processus internepracisés.

PRECISIONS: L'augmentation d’entropie due aux échanges de chaleur entre iességet B d'un systeme évoquée
dans I'exemple précédent (dissipation thermique) n'est pas la seuse ci création d’entropie. Des quantités de
chaleur peuvent étre gagnées ou perdues par le systéeme a la tenedemtuaison de phénomeénes internes comme le
frottement (exothermique), des changements de phase ou desngatiimiques (exothermiques ou endothermiques),
etc. La création interne d’entropi§y; est parfois notég% guand le frottement est seul en cause. Il n’en reste pas
moins vrai que, méme s'il existe des phénomenes internes endotbesnig second principe de la thermodynamique
postule que la production interne totale d’entropie (dissipation thermiquéresaest non négative.

Sous cette forme, le principe est inutilisable en mécanapgemilieux continus: les températures d'un
milieu continu sont décrites par un champ de température’qat généralement pas uniforme. Le second
principe de la thermodynamique demande donc a étre reférdmimaniére plus pertinente.
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5.3. Enoncé du second principe pour un domaine matériel

5.3 Enoncé du second principe pour un domaine matériel

Soit »™ un domaine matériel dont la position actuelle §t et dont la position de référence asf'. Le
second principe de la thermodynamique affirme que:

1. Il existe une variable d’état de particule, notéecalaire, objective, positive et non extensive appelée
température absolue
La liste des variables d'état indépendantes et objectiaeactérisant I'état d’'une particule (voir
section 4.1.1 page 33) s’écrira doncT,X2, - - - ,Xn} €t sa liste de variables d’état réduites (voir (4.1)
page 36) esfT,l2, - ,Im}.

2. En une particule, le produit scalaige - gradg T est négatif ou nul (c’est la traduction locale du
principe « la chaleur va du chaud vers le froid »).

3. ll existe une fonction d’état scalaire et extendi@appeléeentropie Son extensivité permet de dé-
finir uneentropie massique(unité : J.kg1.K1) telle que I'entropie actuell§» ™,t) d’'un domaine
matérielp ™ peut s’écrire (voir section 1.2 page 3):

S(Q)m,t):/m%dm:/mpESE]th:/mpLﬂinKvL dVo:/mpodeo:/mﬂindm
Dy Dy '-DO @0 ’DO

L'entropie massique en une particlteétant une fonction d’état scalaire objective, et les véemb
d’état étant objectives, il existe une fonctifyet une fonctionf telles que :

s"(P) = fs(T(P).X2(P), - Xn(P)) = T5(T(P),I2(P), -+ .Im(P))

ou l'application universellds (ou f,) est caractéristique de chaque modele de milieu contirrdgpa
choix de ses variables (les variables d'état indépendgetgsr I'application elle-méme (valeur de
I'entropie massique en fonction des variables d'état) ;

4. Pendant une évolution, la dérivée temporelle de I'emgrdp domaine matériel, appeltaix* d’en-
tropie du domaine matériel, est supérieure ou égale au taux dfBatdiorigine extérieure :

d re Qe -
~ 9 m,t > extE dv — d
dtS( ) B Dt TE \ 0Dy TE

Il existe donc un taux de production d’entropie interne @nW.K~1), non négatif di & des processus
internes non précisés l'intérieur du domaine:

dSnt d fotE dv + Qe -t

= —S(pMt)— = e ds>0 (5.1)
t t

dt ~ dt

Le cas ou larelation (5.1) est une égalité (il n'y a pas deyectdn interne d’entropie) n’a lieu que pour une
classe particuliére d’évolutions thermodynamiques iglie I'on qualifie de « réversibles ». Les autres
sont dites « irréversibles®»

REMARQUE : Avec cet énoncé, il est possible d’envisager I'entropie d’'un doenaiatériel (ou d’'un sous-domaine)
a température non uniforme. Les puissances calorifiques recuesxtigitur du domaine, modélisées pgy (puis-
sance calorifique volumique actuelle apportée a distance par rayontyehparg® = —q-n; (puissance calorifique
surfacique actuelle entrant a travers la frontiére par conductionjiéatété définies dans le chapitre précédent (voir
section 4.2.3 page 39).

2. Le postulat d’extensivité de I'entropie est parfois dppeprincipe de I'état local ».

3. Les thermodynamiciens disent aussi : entropie spécificique

4. Contrairement au chapitre sur les vitesses de déformagianot « taux » signifie ici « dérivée temporelle » et non « dérivée
temporelle logarithmique ».

5. Voir les RRECISIONSpage 46.

6. Ces qualificatifs usuels peuvent induire en erreur : Tersaévolutions (comme une fissuration ou une fracture) s@versibles
au sens commun du terme, alors que d’autres, bien que sujettespgraduction interne d’entropie, ne le sont pas vraimenbnar
peut revenir a I'état antérieur en cédant de I'entropie aiemixtérieur.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.4 Forme locale du second principe de la thermodynamique

En utilisant la dérivée des intégrales de masse d’un donmaatériel (2.10) page 12 et le théoréme de la
divergence, le second principe de la thermodynamique podomaine matériel (5.1) s’écrit:

d5n /pESIEd\/t / eXtEdvt+/ dive d dv >0
dt ,Dtm T

Le principe étant vrai pour tout domaine matériel, il vienewpremiére expression locale de ce prinéipe

§i=ps"— +d|v %>0 (5.2)

ou:
— letermes), estle taux de production volumique d’entropie (WHK 1) d0 & des processus internes;
- le termerXTXt —dive 2 est le taux de production volumique d’entropierigine externgW.m—3.K1).
FORME LAGRANGIENNE: Si on utilise la description de Lagrange des champs dans le domaineahdtéient :

. ry
/ PLSTKdeVOZ/ itl‘KdeVo—/ KvL%'F_T‘nOdSO
oy op TL 0D’ T

0

On en déduit une forme locale lagrangienne du second pringipe ™ — Ky EXt +div (KVF 1 q> 0.
N T T

Po
En développant la divergence, on peut obtenir d’autres expression

diveq 1 divegq gradgT
+q~gradE?: T 9T

En développant la divergence avec l'identité :._i{ix%) =
I'expression locale du second principe s’écrit encore :

diveq gradgT
T T2 =

She =pS" - e“

PuisqueT > 0, on peut multiplier chague membre pgasans changer le sens de I'inégalité :

T8 =pT 8" —rg+diveq—

% >0 (5.3)

DEFINITION : On appelle dissipation, la puissance calorifique volumi@Wear 3) d’origine interne, notée
@, non négative par principe :

q-gradgT

O=T§, =pT8"—rg+diveq— T

>0 (5.4)
Avec cette définition, la forme locale du second principest&implement :

®>0 (5.5)

En toute particule d’'un milieu continu et pour toute évadatipossible a partir de son état, la dissipation
doit étre non négative.

En utilisant la conservation de I'énergie (4.8) page 41, ltieat une autre expression de la dissipation :

dJ:p(TSmfém)Jro:Df%gradETzO (5.6)

7. 0n a supprimé les indicesinutiles cara (Xo,t) = 2e(%,t) = 4 (Pt).
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5.4. Forme locale du second principe

La non négativité du champ des dissipations exprime queileda production volumique interne d’entro-
pies = ® T~ est non négatif pour toute évolution de particule d’un ribentinu.

En revanche, le second principe n’affirme reepriori sur la nature des processus internes qui produisent

cette entropie, excepté le fait que le dernier telalcr’\!@(‘:]?gi est non négatif (voir axiome 2 page 47).

DEFINITION : On appelle dissipation thermique, la puissance volumigoe mégative (par principe)
définie par:
O = —% -gradg T > 0 (voir axiome 2 page 47) (5.7)

DEFINITION :  On appelle dissipation intrinséque, la puissance volumidéfinie par :

Ot =P — Dy =pTS"—r;+diveq=p (TS"-€")+0:D (5.8)

Avec ces définitions, la forme locale du second principeri’éc

D = Djnt + Py >0 avec O >0

Comme on peut le constater, le second principe de la themamaigue n'impose pas que la dissipation
intrinséque soit non négative. Il impose seulement @i :> —®yp.

REMARQUE : Lors de la construction de modeéles de milieux continus, on peut asasadisfaction au second principe
de la thermodynamique en s’'arrangeant pour que la dissipation intniesédf toujours non négative. Cette condition
n’est qu’'une condition suffisante pour satisfaire au principe. Elletmeement nécessaire. De ce fait, on élimine
la possibilité d’existence de processus internes endothermiques.€tast pour la plupart des modeéles de milieux
continus monoconstituants (pas de réaction chimique ni changemehasie)p

Les milieux continus multiconstituants sortent du cadre de ce cours, mp&ubnoter que si la dissipation intrinseque
est négative, sa norme est limitée par la dissipation thermi@yg = —|Pint| > — Pt = | Pint| < Pyp. Autrement
dit: la chaleur nécessaire a un processus interne endothermiquéloedlision par exemple) ne peut étre fournie que
par un échange de chaleur de la particule avec ses voisines.

Dans les expressions de la dissipation intrinséque, laé&kparticulaire de I'entropie massique est:
n . m .
M= Zlai fs®p')(i = Z 0i fsl;
i= =1

L'expression de la dissipation (5.6) page 48 montre que; ponunodele de milieu continu donné (la liste
des variables d'état et les fonctions d'état énergie igtenassique et entropie massique sont connues), la
dissipation actuelle en une particule en évolution dépend :

— de I'état actuel de la particule (au moins paet T, mais aussi par d’autres variables d'état éven-
tuelles),

— de la vitesse d’évolution thermodynamique actuelle dattiqule (par les dérivées particulaires des
variables d’état),

— de la cinématique du mouvement (au moins par tenseur dedéadéformation actu®, mais aussi
éventuellement par les dérivées particulaires de cegaimeables d'état),

— de son environnement thermique acyr@dT .
Quand on construit un modéle de milieu continu, il faut donc:

1. choisir une liste de variables d'état indépendantesctiags (éventuellement tensorielles), qui se
rameéne a une liste de variables d’état réduite de scalaijestds ;

2. choisir les expressions des deux fonctions d’état sealabjective€nergie interne massiguyen se
donnantfe ou f,) etentropie massiquéen se donnants ou f).
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

Ces choix doivent étre faits de telle maniere que pour taaitteitpour toute évolution thermodynamique
possible a partir de cet état, la dissipation soit non négmti

Comme on le verra dans la construction de modeéles, cettetimonimplique I'existencé de ce qu'il
est convenu d’appeler des lois de comportement, qui ne pepes étre choisies arbitrairement car elles
doivent respecter I'inégalité du second principe de lartteetynamique en toutes situations.

AUTRE EXPRESSION DU SECOND PRINCIPE Au lieu d'utiliser comme fonction d'état I'énergie interne massique
€M, on peut préférer utilisdiénergie libre de Helmholtzmassiquap™ définie par Y™ = €M —T <™. On a alors::

PM=¢n g7 T

On obtient une autre expression du second principe, avec les fondtéas)™ ets™, appeléanégalité de Clausius-
Duhem _ q
®=—p(P"+s"T)+0:D —— -grade T >0

_,_/
Dint [0S

Le couple de fonctions d'étdth™ s™) est trés utilisé a la place du coudle,s™) en thermomécanique des solides
déformables car il simplifie I'écriture de certaines formules.

5.5 Second principe de la thermodynamique pour un domaine géo-
métrique
Soit »¢ un domaine géométrique. De I'équation locale (5.2) pagd 4&nt :

/ PE SN dy — /g ;’Z“Edvt+ dIVE(q)th>O

. re g -n;
dm—/ —XE dy + dy >0
Dtgg s Te " and Te W=

et en utilisant la dérivée d'un intégrale de masse sur un dgangEométrique (2.12) page 12, on obtient :

ry Qe - Iy f
2 dm — / Text gy 1 d —/ v —ve) -nds >0
@?Q p8 Te \ and TE \ a@?pEﬁ( E)-neds >

@ 8 Sox &
ol s est le flux (débit) convectif d’entropie entrant a traverdatiére et o’ est la vitesse de la frontiére.
On peut encore écrire ce bilan de diverses manieres endraregfit des intégrales, comme par exemple:

—div
[ am / 7‘%ET =9 dv[+/ PP (v —ve)-neds (5.9)
t E a’D[

oury, g — diveq peut étre remplacé pa@™ — o : D (équation de la chaleur (4.8) page 41), etc.

En comparant (5.9) avec quuation de bilan d’'une grand&tensive donnée en (1.11) page 7, on peut
Faxt — d|vK pé€"—-0:D
T T

tropie (W.K-1.m~3) d’origine extérieure

interpréter la quantitésexi = comme un taux de production volumique d’'en-

Ainsi, la dérivée temporelle de I'entropie d’'un domainegétrique est supérieure ou égale a la somme de
la production d’entropie d’origine extérieure et du fluxmt®pie entrant dans le domaine géométrique a
travers la frontiére par convection. La différence est uoglpction d’entropie due a des processus internes

f@tg % dv

8. Un exemple de loi dont I'existence est imposée par une iitégst donné plus loin en section 5.7 page 51
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5.6. Changements d’observateur

5.6 Changements d’observateur

Considérons deux observatemrset % et soitQ; le tenseur de changement d’observateur a I'ingtant

La température est un scalaire objectif par principe. Ontreoen cinématique que le gradient eulérien
d’un champ scalaire objectif est un champ vectoriel objéctia formule de changement d’observateur du
gradient eulérien du champ de températures est donc:

grad:T = Q; - gradg T (5.10)

Toutes les grandeurs qui interviennent dans I'expressda dissipation (voir (5.6) page 48) sont des gran-
deurs objectives. Les dissipatiofs ®;}, et Pj; sont donc des champs de grandeurs scalaires objectives.

5.7 Necessité de I'existence d’une loi de comportement thermique

L'axiome 2 de I'’énoncé du second principe de la thermodygampour un domaine matériel de milieu
continu donné en section 5.3 page 47 impose l'inégalité :

—q-gradgT >0
en toutes situations, c’est-a-dire quel que soit I'enviment thermique représenté par le vectgad:T.
On en déduit que le vecteur courant de chatpesst nécessairement au moins fonction du vedead T :
g-gradgT <0 VgradgT = Jfq tel queq= fq(gradgT,---)
La fonctionfq est appelé®i de comportement thermiqui loi de conduction thermique
La loi la plus simple que I'on puisse choisir est la trés papealloi de Fourier:
q=—agradgT avec a>0 (5.11)

On vérifie aisément qu’elle satisfait bien la non négatidiééla dissipation thermique et qu’elle est bien

universellé®. Cette loi linéaire simple n’est priori valable que pour des milieux continus isotropes, car
aucune référence n’est faite a des directions matérielfgssdtropie (la loi est la méme quel que soit

l'orientation degradg T par rapport aux directions matérielles).

On peut construire des lois de comportement thermiquesphlgées : le scalaire peut étre remplacé par
toute fonction isotrope (au sens mathématique) a valeunégative de la forme(gradgT,T,Xi,D, ).
On obtient ainsi des lois de conduction thermique non lieéaimais toujours pour des milieux continus
isotropes.

On peut aussi construire des lois de conduction thermique ges milieux continus anisotrop€s Par
exemple, pour un milieu continu & une seule direction danipie'? dont la direction actuelle ek
(vecteur unitaire), on peut prendre des lois de conduckliemtique de la forme suivante :

Qe = —0s(---) (gradeT - —az(---) (grade T — (grade T -ny)ry)

ou a1 est la conductivité thermique dans la direction d'anigugpeta, est la conductivité thermique
transverse (perpendiculairement a la direction d’anigiady). On vérifie aisément que cette loi satisfait le
second principe si les fonctiong eta, sont a valeur scalaire non négative et que cette loi de coridéc
thermique est bien universelle si les fonctienset a, sont des fonctions non négatives isotropes de leurs
arguments tensoriels objectifs.

9. Voir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, section 3.6.2
10. En utilisant la formule de changement d'observateuy da (4.11) page 43 et celle dead:T en (5.10) page 51, on vérifie
aisément que la loi est la méme pour un autre observateuij = —agradg T
11. En général ce sont des milieux continus solides déforrmable
12. On les appelle milieux continus « isotropes transvers€gssont, par exemple, des milieux fibreux ou feuilletés queveut
modéliser comme des milieux continus.
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5. SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE

5.8 Capacités calorifigues locales dans une évolution

La capacité calorifiqudJ.kg 1.K 1) souvent aussi appelée chaleur masslguest habituellement définie
comme la quantité de chaleur nécessaire pour élever de InKelnité de masse de matiére dans une
certaine transformation finie dont les états initiaux etdfindont & température uniformgréd:zT; =0 et
grad:T, = 0) mais différentesTp — T, = 1 K).

On va en donner ici une définition locale et instantanée : damsilieu continu en évolution, les puissances
calorifiques volumiques échangées en une particule sont:

Tgi’(‘{ =rg;—diveq=p&"-0:D (conservation de I'énergie (4.8) page 41)  (5.12)
et P =p(T§"-€")+0:D (dissipation intrinséque (5.6) page 48)  (5.13)

La premiére représente la puissance calorifique volumigoalé d’origine extérieure et la seconde re-
présente la puissance calorifigue volumigue locale due eapepsus internes. La somme des deux est la
puissance calorifique volumique totale actuelle mise erjeune particule.

REMARQUE : Dans I'équation (5.13) page 52, on ne tient pas compte de la dissipaéonitfue car cet échange

de chaleur n'est di qu’a la non uniformité des températures et noest jpas caractéristigue du milieu continu. On
retrouve ainsi une définition locale de la capacité calorifique dans les snéonglitions que la définition globale

habituelle énoncée en début de section.

On peut alors définir une capacité calorifique locale aa@Hui donne la vitesse d’échauffement due a
ces puissances calorifiques volumiques locales :

pCT =18 4 Mt = pT &M (5.12) + (5.13)
T n . XI m
C=c8"=Torfe+T SO fR L =Torfs+T Y 0;T2 (5.14)
T s i; ils T s J; j ST

ou la fonction d’état entropie massique s’exprime en famcties variables d’état tensorielles ou des va-
riables scalaires réduites :

Sm: fS(Xla"' aXn) :TS(I:L?“' 7Im)

La capacite calorifique locale dépend dangriori a la fois de I'état actuel et de la direction actuelle de la
vitesse d’évolution de la particule dans I'espace des.&atsr des vitesses d'évolution telles dlie= 0
(évolution a température constante dans le temps) ell¢ éveemment pas définie.

5.9 En bref...

Le second principe est une inégalité qui exprime que, dawsllition d’'un domaine, la variation d’en-
tropie du domaine n'est pas due qu’aux échanges d’entrepiel@&xtérieur, il y a en général un taux de
production interne d’entropig, ® T~ dv (unité : W.K™1), sauf pour des évolutions particuliéres idéales
dites « réversibles ».

La forme locale de ce principe est la non négativité de laghsion : ® = Oy + Py, > 0, & respecter en
toute particule et a tout instant de I'évolution de tout enilicontinu.

La production d’entropie d’origine non externe est due ainsa la dissipation thermigu®;,, > 0 (non
uniformité des températures) et a d’éventuels processemes (endo ou exothermiques): la dissipation
intrinsequed;,; > —®y,. Dans la plupart des modéles de milieux continus monodoastis (donc sans
réaction chimique ni changement de phase), les proces®susas sont exothermiques (essentiellement le
frottement) et la dissipation intrinséque est non négative

13. Cette dénomination est trompeuse, elle suggére qued’asiten J.kg'.
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5.9. En bref...

Lorsqu’on construit un nouveau modéle de comportement deurtiontinu (choix d’une liste de variables
d’états indépendantes et choix de I'expression des fametitétat énergie interne massiqgfgeet entropie
massiquefs en fonction des variables d’état), le comportement du mitientinu est complétement défini.
Ces choix doivent satisfaire automatiguement la condition 0 dans toutes les situations. Cette condition
implique I'existence de lois de comportement. Les modéldgeux continus ainsi construits sont dits
thermodynamiquement admissibles.

Dans la résolution d’un probleme de thermomécanique dasumikontinus dans lequel le modéle de
milieu continu est donné, le second principe n'apparaitdaas les équations car il est normalement auto-
matiquement respecté par le modéle de milieu continu dasiihégt thermodynamiquement admissible).
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Chapitre 6

Exemple : le modele « fluide simple »

L'objet de ce chapitre est d'illustrer comment on peut canst des modeles de fluides simples ther-
modynamiquement admissibles. On verra comment le seconcifge de la thermodynamique implique
I'existence d'une loi de comportement mécanique et d’'uneldocomportement thermique, que ces lois
ne peuvent pas étre choisies arbitrairement et qu’enfingyo®téle classiquituide newtonierest le plus
simple d’entre eux.

Il est tout & fait possible d’ignorer ce chapitre et de poadoi de comportement mécanique des fluides
newtoniens ainsi que la loi de comportement thermique dearenutoritaire : il suffit de vérifier qu’elles
satisfont bien le second principe de la thermodynamique tiartes les situations, c’est-a-dire qu’'avec ce
modele, la dissipation est non négative dans toute évaluonobstant, la démarche de construction de
ces lois est pédagogiquement intéressante : elle montogi¢dises profondes de ce modéle et elle ouvre la
voie a la construction de modéles de comportement thernaodiguement admissibles de fluides simples
non linéaires.

6.1 Définition d’un fluide simple

DEFINITION : On appelle fluide simple, un milieu continu dont les deuxaldes d’'état indépendantes
sont la température T et la masse volumigue

La présence de la température dans les variables d'étanpsesée par le second principe. Le choix de
la masse volumique comme seule autre variable d’état trithiention de ne pas distinguer I'état de
deux particules ayant la méme température autrement quie gansité volumique de masse actuelle, sans
référence a une déformation par rapport a un instant paeticAutrement dit, les fluides simples n’ont pas
de forme propre par rapport a laquelle on pourrait donneens physique a un tenseur de déformation qui
comparerait les distances actuelles entre particulesapaort a celles d’une configuration de référence.

Avec seulement deux variables d'état scalaires et obgstivn fluide simple est un des modéles de milieux
continus les plus simples que I'on puisse construire.

La fonction d’état énergie interne massique et la fonctiéted entropie massique sont donc des fonctions
des deux variables d’étét p) :

e(Pt) = fe(T(Pt),p(Pt)) s(Pt) = fs(T(Pt),p(Pt))
REMARQUE : Les deux variables d’état étant des scalaires, les variables d'étatia®sont les mémes.

Leurs dérivées particulaires sont donc:

e=0rfeT +0pfep $=0rfsT+0,fsp

55



6. EXEMPLE : LE MODELE « FLUIDE SIMPLE »

6.2 Conséguences du second principe de la thermodynamique

Le second principe de la themodynamique s’écrit (voir (page 48):
cDZp('l'Sm—ém)Jr(I:D—%-gradET >0
soit encore pour un fluide simple:

p(Torts—drfe) T+p(Tdpfs—dpfe) p+6:D —%.gradET >0 6.1)

Cette inégalité doit tre satisfaite en toutes situatiolest-a-dire pour toute vitesse d’évolutionT{ V' p),
pour tout mouvementvD), a partir de tout étafT,p) et pour tout environnement thermiquégfadgT).

Or, les grandeurg etD ne peuvent varier indépendamment : elles sont liées pairleipe de la conserva-
tion de la masse donné en (2.4) page 10:
p=—-pTrD

En décomposant le tensdDren partie sphérique et déviatorique, on isol®Tr

D= EG+devD = o.:D= ?o G+o: devD_%Troerevo devD

Le second principe de la thermodynamique pour un fluide sirf§ll) page 56 s’écrit donc:

q

Tro) TrD+devo :devD — = -gradgT >0 (6.2)

p(Torfs—arfe) T—p?(Tapfs—0pfe—

Cette inégalité doit étre vraie dans toutes les situatitest-@-dire :

— VT (vitesse actuelle d’évolution de la température de la qalg),

— VD (taux de déformation), c’est-a-direv TrD (partie shérique) etvdevD (partie déviatorique),
autrement dit : pour tout mouvement actuel au voisinage gaticule;

— VgradeT (environnement thermique actuel de la particule),

chacune de ces quatre grande{JTs TrD,devD,grad: T} pouvantindépendammergrendre une valeur
arbitraire.

En définissant les « vecteurs généralisés » suivani® x R x de x V3!

Tro q
x:{p(Tans—ane),—pZ(TapfS dpfe— ) devo, —f}
y= {T ,TrD,devD,gradET}
le second principe de la thermodynamique (6.2) s’écrit $mfrme :
Xey >0 Vy ol e est un « produit scalaire généralisé ».

Le « vecteur > est donc nécessairement au moins fonction du « vectgu®s en déduit lanécessité de
I'existencedes quatre fonctionf € R, f, € R, f3 € V®25d et f4 € V3 suivantes:

x1 = fi(y,--) = p(Torfs—0arfe) = fl(T,TrD,devD,gradET, ) (6.3)
o= faly, ) = —p? (Tapfsfapfef ;chz’) — fo(T,TrD,devD,gradeT,---)  (6.4)
X3 = f3(y,---) = devo = f3(T,TrD,devD,gradgT, ---) (6.5)
xa=faly,) = - % — f4(T,TrD,devD,gradeT, - --) (6.6)

1. LespaceV%Sd est I'espace vectoriel des tenseurs du second ordre symerigt de trace nulle. Il est de dimension 5. On
rappelle que le produit doublement contracté est un prodaiase de cet espace.
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6.2. Conséquences du second principe de la thermodynamique

ou les arguments supplémentaires X peuvent étre toutes variables autres que les « composadies
vecteury (par exemple des variables d’'éfaet/oup).

L'inégalité du second principe de la thermodynamique (fa&®)e 56 s'écrit donc:
f1 T+ f,TrD+f3:devD+f4-gradg T >0 VT VTrD VdevD Vgrade T (6.7)

Il faut doncchoisir les quatre fonction$;, fo, f3 et f4 (lois de comportement) dont I'existence est néces-
saire, telles que l'inégalité (6.7) soit respecté, VTrD, VdevD etvVgradgT. Les quatre sous-sections
qui suivent exposent les conséquences de I'existence d¢redanctions évoquées en (6.3), (6.4), (6.5) et
(6.6) page 56.

6.2.1 Relation de Helmholtz

Dans I'équation (6.3) page 56, le terme de gaugli®or fs — 0t fe) est une fonction d’état, c’est-a-dire
fonction des seules variables d’état. On en déduit que letifomf; est nécessairement aussi une fonction
d’état. Elle n'est donc pas fonction de ses quatre premrigisi@ents. L'équation (6.3) page 56 ne peut étre
gue de la forme:

p(Torfs—orfe) = f1(T,p)
Dans l'inégalité (6.7), vraig' T, la fonction d’étatf; ne pouvant étre fonction de, elle est nécessairement
nulle. On en déduit que dans un fluide simple:

Torfs—07fe=0 (6.8)

Dans un fluide simple, le second principe de la thermodynaenigplique que les fonctions d'étét(T,p)

et f5(T,p) sont liées par la relation différentielle (6.8) appetétation de Helmholtz. Pour définir le
comportement thermodynamique d’un fluide simple, il suftind de donner une seule fonction d'état,
l'autre se déduit de la résolution de cette équation difféede.

AUTRE EXPRESSION DE LA RELATION DEHELMHOLTZ: Si on utilise le couple de fonctions d’'état
(p™M,sM) ala place du couplge™,s™) oup™ =" —T &N, il vient: Ot fe = 07 fy + fs+ T o7 fs.
La relation de Helmholtz (6.8) s'écrit alors :

fs=—arfy (6.9)

6.2.2 Loi de comportement mécanique

Les deux équations (6.4) et (6.5) prouvent la nécessitéedistence de deux lois de comportement méca-
nigue reliant le tenseur des contraintes aux autres grandeu

T .
%" _ 2 (T apfs—apfe) +fo(T,TrD,devD, grade T, ---) (6.10)
—p
devo = f3(T,TrD,devD,gradeT, ---) (6.11)

L'équation (6.10) définit la partie shérique du tenseur @esraintes de Cauchy, et I'équation (6.11) définit
sa partie déviatorique.

DEFINITIONS : On appelle pression thermodynamique d’'un fluide simplenatfon d’état définie par:
P(T,p) = —p? (T dpfs—dpfe) = p?0p fy (6.12)

2. Cette relation est parfois appelée « postulat » de Helmhétt fait il est inutile de la postuler: elle est une conségaedu
second principe de la thermodynamique.
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6. EXEMPLE : LE MODELE « FLUIDE SIMPLE »

La grandeur scalaire—% = p— fy est appelée pression mécanique.

La décomposition en partie sphérique et déviatorique étaique, on peut rassembler les deux lois (6.10)
et (6.11) en une seule loi tensorielle :

0 =spho+devo = (—p+ f) G+ f3

6.2.3 Loi de comportement thermique

La derniere équation (6.6) page 56 affirme la nécessité dairtdee comportement thermique, encore ap-
pelée loi de conduction thermique :

q=—T f4(T,TrD,devD,gradgT, ---)

REMARQUE : La nécessité de I'existence d'une loi de conduction thermique a déj@ététel de la conditio®;, > 0
imposée par le second principe de la thermodynamique (voir sectiomgersl).

6.2.4 Second principe de la thermodynamique pour les fluidesmples

Dans ces conditions, I'inégalité du second principe dedatitodynamique pour les fluides simples s’écrit :

®=1f,TrD+ f3:devD+f4-gradeT >0 VD VgradgT

DBint ®h>0

Comme on peut le constater, le second principe ne dit rietesuionctionsf,, f3 et f4 sauf d'affirmer
la nécessité de leur existence. Il faut @wisir telles que l'inégalité ci-dessus soit respectée dans toute
évolution.

6.3 Fluides simples newtoniens

Pour continuer la modélisation d'un fluide simple, il falipisir les trois fonctionsf,, f3 et f4 de telle
maniere que le second principe de la thermodynamique stifsten toutes situations, c'est-a-dire
VT VD VgradgT. Pour définir lesluides newtonien®n fait les choix suivants:

1. f =k(T,p) TrD aveck(T,p) > 0. Le coefficienk(T,p) > 0 est appel&iscosité de volume

2. f3=2(T,p)devD avecp(T,p) > 0. Le coefficientu(T,p) > O est appel&iscosité de cisaillement
ou encoreviscosité dynamique

3. fu= @gradET aveca (T,p) > 0. Avec ce choix, on retrouve la loi de Fourier linéaire ispg
proposée en (5.11) page 51. Le coefficie(if,p) est appel€oefficient de conductibilité thermique

REMARQUE : Bien souvent, les fonctioris p eta sont choisies constantes, c’est-a-dire indépendantes de I'état actuel,
ou bien seulement fonctions de la température.

Comme on peut le constater, ces choix simples ne sont passa@es mais ils sont suffisants pour que
l'inégalité du second principe de la thermodynamique ssipectée en toutes situations. En effet, avec ces
choix, la dissipation est la somme de termes non négatitarégent :

® = k(T,p) (TrD)* + 2l(T,p) [|devD||*+a(T,p) T~ *||gradT|* > 0

it Pih
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6.4. Un exemple de fluide simple : les gaz parfaits

Les lois de comportement mécanique (6.10) page 57 d’un fhedaonien sont donc:

Tr?" =p?(TOpfs—dpfe) +KTrD devo = 2udevD
N——
—-p
Tro

La pression mécanique-3° et la pression thermodynamiqed’un fluide newtonien sont égales quand
la viscosité de volume est nulle (fluides de Stokes) ou pour des mouvements pagtistiéls que le taux
de dilatation volumique est néi{d, = TrD = 0).
Ces deux lois de comportement se rassemblent en une sewgoégiensorielle. On obtient Ibi de
comportement mécaniquies fluides newtoniens::
2

6 = spho + devo = (—p+kTrD) G+ 2pdevD = 2uD + (— p+ (K— E“)TrD) G
ol la pression thermodynamigpe= —p? (T 0, fs — 9, fe) est une fonction d'état caractéristique du fluide
étudié.
La loi de comportement thermique choisie est celle de Foude= —agradgT.

Les choix faits précédemment pour les fonctidpsf 3 et f4 sont parmi les plus simples que I'on puisse
faire pour assurer le respect du second principe de la trdgmaonique. On vérifie aisément avec les for-
mules de changement d’observateurDi¢ et deo (voir (3.41) page 31), que la loi de comportement
mécanique des fluides newtoniens est bien universellg;&-dge qu’elle est la méme pour tous les obser-
vateurs.

REMARQUE : On peut construire des lois de comportement non linéaires de fluidetesisi les fonctions scalaires
non négativeg, peta ont une liste d’'arguments plus compléte, notamment comprenant leitelesetaux de déforma-
tion D. Les fonctions scalairds p eta doivent étre des fonctions isotropes de leurs arguments tensorielagsuer
'universalité de la loi de comportement mécanique. Ces fluides sorrhéibdluidifiants ou bien rhéoépaississants.

Pour compléter la modélisation du fluide simple, il faut géc'expression d’'une des fonctions d’état
introduites @, fe, fs, fy = fe— T fs ou autre) en fonction des variables d'état. Les autres severa
déterminées par leur définition et par la relation de Heltzhbks sections qui suivent en donnent quelques
exemples.

6.4 Un exemple de fluide simple : les gaz parfaits

Plutot que de se donner une des fonctions d'&tafs ou fy, on définit habituellement les gaz parfaits en
se donnant la fonction d’étaression thermodynamique Tap) appelédoi de Mariotte® :

p=rpT
our est une constante caractéristique du gaz parfait.

La définition de la fonction d’étap donnée en (6.12) page 57 et la relation de Helmholtz (6.8% 53g
conduisent a un systeme différentiel qui permet de détennh@s deux fonctions d’étdt, et fs:

La solution générale de ce systeme différentiel est:
-
fs=—rInp+ f1(T) fe= [ Tf(T)dT+C
To

3. C’est notamment le cas en statique des fluides ou si le fluideipposé parfaitement incompressilgie<0).

4. \oir le coursCinématique des milieux continudu méme auteur, sections 5.10.2

5. Cette loi macroscopique peut aussi bien étre considérémeal’origine expérimentale ou comme suggérée par un modele issu
de la physique statistique.
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6. EXEMPLE : LE MODELE « FLUIDE SIMPLE »

REMARQUE : Noter qu’on retrouve un résultat classique, parfois postulé : I'éaénterne massique d'un gaz parfait
n’est fonction que de la température.

Les inconnued;(T) etC peuvent étre déterminées par des mesures expérimentalexgmple la mesure
de la capacité calorifiqu@,(T) ap constant = 0), habituellement appeléevolume constankElle s'écrit
(voir (5.14) page 52):

( T
CV(T):TansJFTapfsTB:Tfi(T) = fl(T):/ @dT_’_C/
To
Finalement, les deux fonctions d’éthtet fs d'un gaz parfait sont:
TC(T T
fs:_rlnp+/ SALU fe=/ C(T)dT+C
T T T

Elles sont définies a une constante prés, ce qui est sanegnapalrtance car seules leurs dérivées partielles
interviennent dans les lois de comportement et dans lapdiish. On peut toujours choisir un état de
référencgTo,po) dans lequel elles sont déclarées nulles ou égales a une dalegéférencey' etef]'.

L'une quelconque de ces fonctions d’état peut étre prisenoeméfinition des gaz parfaits, la relation de
Helmbholtz et la définition de la pression thermodynamiquengttent de retrouver la loi de Mariotte.

REMARQUE : Pour les gaz, on peut définir une chaleur massique a pression theramique constante, not&s.

Pour un gaz parfaitp=rpT = p=rTp+rpT. Dans une évolution a pression thermodynamique constante, on a
: P P

doncp=0 = ==—=.
P T T

La capacité calorifique a pression constante est donc:

P
=

OI=

ce qui est connu sous le nom e@gation de Mayer

En conclusion, les gaz parfaits sont les fluides simplesgeésla pression thermodynamique satisfait
a la loi de Mariotte. lls sont complétement caractérisésumer mesure de la constanteune mesure
d’une capacité calorifiqueC(T) ouCy(T)) et la donnée des fonctiorfs, f3 et f4 (pour les gaz parfaits
newtoniens, ce sont la viscosité de volukyda viscosité de cisaillement et la conductivité thermique
a). On peut construire un modele de gaz plus proche des gazeéaluivant la méme démarche, mais en
remplacgant la loi de Mariotte par celle de Van der Waals.

6.5 Liquides idéaux

Les liquides idéaux sont des fluides simples parfaitemamtnipressiblesy(= 0 = p = pg). La variable
d’étatp est donc une constante.

On peut construire un modéle de liquide idéal (newtonienan) en posant que la pression thermodyna-
mique de ce fluide est indépendante des variables d'ésap :
P(T.p) = Po

Un tel liquide est incompressibl@{p = 0) et indilatable §r p = 0, pas de variation de pression dans une
évolution de température a volume constant).

La définition de la pression thermodynamiqudonnée en (6.12) page 57 et la relation de Helmholtz (6.8)
page 57 conduisent au systeme différentiel ;

*pz(Tapfs*apfe>:po Torfs—01fe=0
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6.6. Liquides simples compressibles et dilatables

dont la solution générale est:

T /T
fs= MdT+<:1 fo= -0 g(T)
T T p

La fonctiong(T) peut se déterminer par une mesure de capacité calorifiqoeegsegirement & volume
constant cap = 0):

CG(M)=T % = g/(T) (voir (5.14) page 52)

On obtient les deux fonctions d'étét et fs du liquide idéal :

T T T
o= [ S gric fo= P04 cumyaT+c,
0

T T p

REMARQUE : La pression thermodynamiqu® en une particule n'est pas fonction des variables d’état. Il n’en reste
pas moins vrai que dans un milieu continu, elle peut varier dans I'egpalams le tempspg est un champ matériel.

6.6 Liquides simples compressibles et dilatables

6.6.1 Compressibilité et dilatabilité

On se propose de chercher un modéle de liquide simple (Iésbles d’'état indépendantes sdnet p)
compressible et dilatable avec un comportement choisi figrt@e suivante :

dy = —X7(T.p) p+ap(T,p) T (6.13)
ou:

— dy est le taux de dilatation volumique;

— pestla pression thermodynamique;;

— X7 est la compressibilitd température constantgunité : Pal);
— ap est la dilatabilitéa pression constant@nité : K-1).

On cherche donc ici a modéliser un liquide dont la variatelative de volume dépend de la variation de
pression (compressibilité du liquide) et de la variationatapérature (dilatabilité du liquide).

REMARQUE : Dans I'écriture différentielle habituellement utilisée chez les thermodigians, cette équation s'écrit :

dv N .
v - —XTdp+apdT oluv= p~1 est le volume massique.

La conservation de la masse (2.4) page 10 et la définition peeksion thermodynamique (6.12) page 57
permettent d'écrire :

dv:_g et p=—p*(Topfs—0pfe) = p?Opfy

ou™=em—T d" est la fonction d’état énergie libre de Helmholtz.

6. Il faut en général des échanges thermiques pour mainterimjgérature constante pendant la compression ou la détente.
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6. EXEMPLE : LE MODELE « FLUIDE SIMPLE »

L'équation (6.13) s’écrit donc:

*g = X7 (P?Opfy) +apT

= —XT (2pP0p fyp + p?Bpp fyy P+ p?0pt fy T) + 0 T
.71 .
Cette loi devant étre vraie pour toute vitesse d’évolutigragir de tout état, c’est-a-diteT etV p, et les

termes entre parenthéses étant des fonctions d’état-écéise seulement fonction de et dep), on en
déduit:

1
0=p X (2P0 fyy+p* dpp fy) et 0= —x7P*dr fy + aip

L'énergie libre massique de Helmholtz est donc solutiordéesc équations différentielles du second ordre :

1 ap

= 37 fuy = 6.14
P2XT TV ™ p2xr (6.14)

ou les deux fonctiongr (T,p) eta,(T,p) peuvent étre identifiées par des mesures expérimental@srde ¢

pression a température constante et de dilatation voleraquression constante.

En dérivant I'équation de gauche par rappoff &t tenant compte de I'équation de droite, on en déduit
I'équation différentielle que doit satisfaire la fonctidiétat fy, :

2a 1 orxr 1 /07Xt

+2a 6.15
P2 XT p) ( )

avec les conditions (6.14).

6.6.2 Exemple de modéle simple de liquide compressible etalible

HYPOTHESE: On construit ici un modéle simple en supposant que la corajniéite a température
constante(t et la dilatation thermique a pression constantgsont des constantegs = Xo eta, = do.

REMARQUE : Dans les liquides, la compressibilité a température consjantst toujours non négative (le volume
diminue toujours avec la pression). En revanche, la dilatation thermiquesaipn constante n’est pas toujours non
négative. Par exemple, on sait que pour I'eau a la pression atma@gphét a des températures entre 273 K et 277 K,
le coefficient de dilatation a pression constante est négatif, nul a 27diKpesitif pour des températures supérieures.
On ne peut donc pas modéliser le comportement de I'eau avec I'dpitien op = oo, sauf peut-étre loin de cette
anomalie.

Compte tenu de cette hypothése, la solution générale dérsgst’équations différentielles (6.14) page 62
est:

1 C
fy=— ('np+GoT+l)—B+g(T) (6.16)

PXo
La pression thermodynamique (voir la définition (6.12) paggest alors:
1
p=—(Inp+0pT)+C
Xo
Pourp = pg et T = Ty, on posep = po. On a donc

1
C=po— —(Inpo+0aoTo)
Xo
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6.6. Liquides simples compressibles et dilatables

Finalement, la pression thermodynamique est:

p= XO('”pB-l-UO(T To)) + Po

L'énergie libre massique de Helmholtz est donc (voir (6 d&ge 62) :

1 p Po
fy=——(1+IN—40ao(T-To)) — — +
v DXO( Po of O)) p 9™

L'entropie massique est (relation de Helmholtz (6.9) pagje 5
Oo
=—0Tfm—7—g( )

L'énergie interne est:

1 P Po
fe=fy+Tfs=——(1+In——0apTo) — — + -T
e U] s pXo( 0o 0 O) p g g( )

La fonctiong peut étre déterminée avec une mesure de la capacité calei@¢T) a volume constant
(p=0):

CUT)=Torfs=-Tg'(T) = d(T /ancl = o //QdT+c1T+cz

REMARQUE : On constate que dans ce modele simplifi¢(TT,p) = Xo et ap(T,p) = ap), la capacité calorifique a
volume constant, ne peut étre fonction que de la température. Si I'expérience le conthéalit, remettre en question
les hypothéses simplificatricgs = Xo etap = 0.

Si de plus G est supposé consta(@, = Cp), il vient:
g =-CpInT+C; g=-Co(TINT-T)+C.T+C;,

Finalement, avec les hypothésgs= Xo, ap = 0o etC, = Cy,, et en posants(To,po) = o et fe(To,Po) = €0
pour déterminer les constantesetCy, les fonctions d’état sont:

fs:&(%’ )+C\,oln—+so

1 p Po\ / Po 1 Todg
fom——InP 4 (1- b= 00 e (T—To) +
¢ ( p)(po PoXo poXo) Co(T—To)+e

p

:—I n—+—(T-To)+
P Xo Po Xo( 0)+ Po
1 1 T-T
qu:f—InBJr(l po)(po+ +0(0( 0)
PXo Po p Po  PoXo PoXo

)JrC\,o(TfTofTInTIO)JreofTso

REMARQUE : Dans une évolution a pression constante, I'équation (6.13) page Gmump—g =agT = $ = —p0o.
La capacité calorifique a pression constante est donc (voir (5.14)52)g

a2
T
Cp—Tans+Tapfs*—Cv+T0pfs C\,er—6
Cp est expérimentalement plus facile & mesurer. Dans le cas du model#iéjr@p est nécessairement de la forme :
a2

T
Cph=Cpo+——
P %o p

Si I'expérience le contredit, il faut remettre en question une ou plusiggsshypotheéses simplificatricesr(= Xo,
ap = g etCy = Cy,) et intégrer I'équation différentielle (6.15) page 62.
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6. EXEMPLE : LE MODELE « FLUIDE SIMPLE »

6.7 En bref...

Les fluides simples sont les fluides dont les deux variabltatihdépendantes sont la température absolue
T (imposée par le second principe de la thermodynamique)neatse volumique.

En choisissartI’expression d’une fonction d’étdt (énergie interne massique) égi(entropie massique)
ou p (pression thermodynamique) ou autre, et en respectanialiorede Helmholtz (voir (6.8) page 57)
et la définition dep (voir (6.12) page 57) qui déterminent par un systéeme d'égostdifférentielles les
autres fonctions d’'état, on construit tous les modélesribdynamiques de fluides simples auxquels on
peut associer une loi de comportement mécanique (fluideongsvt par exemple) et thermique (loi de
Fourier par exemple).

Les fluidesnewtoniensont des fluides simples dont la loi de comportement mécareqt:

2
0= (—p+kTrD)G+2udevD = 2uD + (— p+ (k— 3“) TrD) G
ou
- p=—p?(Tapfs—apfe) est une fonction d'état caractéristique du fluide simpleetépla pression
thermodynamique;

— Kk(T,p) est la viscosité de volume, souvent considérée comme urstagia ou seulement fonction
de la température ou méme parfois nulle (fluides de Stokes);

— W(T,p) est la viscosité de cisaillement ou viscosité dynamiqueyveot considérée comme une
constante ou seulement fonction de la température ou mérfuespaulle (fluides non viqueux) ;

— D est le tenseur des taux de déformation.

La loi de comportement thermique (loi de conduction thetrajagchoisie pour les fluides newtoniens est
généralement la loi de Fourier.

7. Ces choix doivent étre physiquement ou expérimentalememtésot
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Chapitre 7

Conclusion

Dans les chapitres de ce cours, on a exprimé les conséquigsgsatre principes fondamentaux de la phy-
sigue classique sur les milieux continus, sous forme géopalir des domaines matériels ou géométriques,
ainsi que sous une forme locale.

Les formes locales du principe de la conservation de la mdssgrincipe fondamental de la mécanique
et du principe de la conservation de I'énergie sont des émsatlifférentielles aux dérivées partielles, qui
doivent étre satisfaites en tout point et a tout instantéeolution de tout milieu continu.

En revanche, I'inéquation du second principe de la thermadyque est automatiquement satisfaite des
lors que I'on utilise un modéle de milieu continu thermodyimguement admissible. Cette inéquation dis-

parait donc dans la résolution d’'un probléme de thermonigeardes milieux continus. Cette inéquation

n'est utile que quand on cherche a construire des nouveadgrlex) pour qu’ils ne soient pas thermody-

namigquement absurdes.

7.1 Le probléeme de mécanique des milieux continus

Les équations restantes (les trois premiers principes)ésatemment insuffisantes pour déterminer I'évo-
lution d’'un domaine de milieu continu particulier (acieaue air, etc) sous I'action de sollicitations exté-
rieures. Il faut les compléter par:

1. Un modele de comportement du milieu continu non seulettienmodynamiquement admissible,
mais qui reflete aussi correctement le comportement réel nhatiére. Ceci suppose:
(a) le choix d’'une liste de variables d’état objectives pelgdantes (ou la liste des variables sca-
laires réduites) ;
(b) le choix de lois de comportement mécanique et thermigtisfaisant le second principe de la
thermodynamique ;
(c) I'expression des deux fonctions d’étanergie interne massiqué (u T ) et entropie massique

(fs ou f)? en fonction de ces variables d’état (tensorielles ou rédyiteflétant correctement
le comportement thermodynamique de la matiére (capaatésfiques, dilatation...).

2. Une description des sollicitations extérieures sur laaoe étudié : ce sont lesnditions aux limites
(mécaniques et/ou thermiques) et temditions initiales(mécaniques et/ou thermiques), ainsi que

1. Ou de I'une des deux si la relation de Helmholtz est vraie.
2. En thermomécanique des solides déformables, on préférergdawcouple de fonctions d'étap™,s™) au couple de fonctions
d'état(e™,sM). On passe de I'un a l'autre par la relatiph = €™ — T s".
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7. CONCLUSION

les actions a distance (mécaniques et/ou thermiques) gQaraigsent dans les équations locales de
la mécanique et de I'énergie.

— Les conditions aux limites mécaniques sont souvent desigus (ou des déplacements) ou
des vitesses imposées aux frontieres ou encore des forfasigues de contact imposées aux
frontieres (P’ t) -n(P') = f5(P' ).

— Les conditions aux limites thermiques sont souvent depéeatures imposées aux frontiéres
ou des puissances calorifiques surfaciques imposées auefes q(P',t) -ne = g3(P'.t).

— On peut aussi envisager des conditions aux limites plupbgu#es comme des relations entre
forces appliquées et positions ou encore entre tempérdtutsord et puissance calorifique
surfacique transmise a travers la frontiere.

Ces conditions aux limites doivent modéliser de fagon aésdiste que possible les actions de I'ex-
térieur sur la frontiere du domaine étudié. Elles sont dasetielles pour la qualité de la solution.

L'ensemble de ces équations étant posé, la descriptionahlgme est compléte. Les champs matériels
a déterminer sont: les champs des variables d'état, detidoaad’état, des vitesses, des positions (ou
des déplacements), des contraintes, des déformationgldede déformation, etc, pour toute particule et
a tout instant. On peut aussi bien rechercher la descripigobagrange ou la description d’Euler de ces

Loz 2

champs matériels, les équations différentielles ont étéées dans les deux cas.

En mécanique des milieux continus (solides ou fluides)riv@bien souvent que I'on ne recherche qu’une
solution stationnaire (si elle existe). Dans ce cas, le tedigparait des équations différentielles et le pro-
bleme s’en trouve quelque peu simplifié.

7.2 Larésolution

Larésolution analytique d’'un systeme d’équations ausaptexe est rarement possible sauf dans quelques
problémes académiques extrémement simplistes (mais pgidagment intéressants). Les causes des dif-
ficultés de résolution sont:

— la complexité du systeme différentiel (équations cougpléeplus souvent non linéaires);

— la non unicité éventuelle des solutions, leur instabditéntuelle, la présence éventuelle de bifurca-
tions (en nombre fini voire infini);

— la complexité de la forme du domaine étudié;

— la complexité des conditions aux limites modélisant atenment les interactions mécaniques et
thermiques avec I'extérieur du domaine.

Pour la plupart des problémes industriels, le recours a wthade de résolution numérique est indispen-
sable pour la résolution du probléme exposé en section @slim@thodes numeriques sont précieuses mais
il ne faut jamais perdre de vue que:

1. Le résultat numérique est approché pour trois raisons::

(a) les calculs sont nécessairement approchés car la eapaien des nombres dans les machines
est nécessairement finie, donc tronquée, et les erreursmtEture se propagent en croissant
dans les calculs successifs;;

(b) la méthode numérique est par elle-méme approchée spialte des fonctions dans lequel on
cherche une solution approchée est un sous-ensemble dertibte des fonctions définies sur
le domaine étudié ;

(c) la « convergence numérique » apparente de I'implémentatimérique d'un algorithme théo-
rique n’est jamais une preuve de la convergence mathéneatiqu

2. Pour étudier l'influence d’'un paramétre, on ne peut quainefie calcul pour différentes valeurs
numériques du parametre en supposant que cette influensafistmment réguliére entre deux
valeurs successives pour faire des interpolations.
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7.2. La résolution

3. Dans les problemes non linéaires, dans lesquels on esheat assuré de l'unicité de la solution
ou de 'absence de bifurcations voire de solutions cahesiqun résultat numérique est toujours
sujet a caution et doit toujours étre considéré avec cipetfon car on maitrise rarement la (les)
branche(s) suivie(s) par I'algorithme en cas de solutionkiptes.

REMARQUE : Dans les problémes stationnaires, on peut néanmoins obtenir anatytiqudes résultats partiels in-
téressants en utilisant les trois premiers principes, non pas sous le flacale, mais sous une forme globale (sur
un domaine matériel ou géométrique précis) avec quelques hypotiéegsificatrices sur les frontiéres. Par exemple,
il est souvent possible d’évaluer des valeurs intégrées sur desspietfeontiere (débits, forces résultantes, moments
résultants, quantités de chaleur échangée), mais sans informatiorétailele leur répartition.
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Annexe A

Démonstrations

A.1 Lemme fondamental pour les intégrales de volume

Soitg(M) un champ scalaire défini dams et soit un domaine C 3. Il faut montrer que::

Vo /g(M)dv:O o VM g(M) =0

Limplication g(M) = 0= [, g(M) dv= 0 est triviale. Il suffit donc de montrer I'implication inve.

On représente les pointé € o par un vecteux. Pour définir des domaines arbitraires, on considere un
domaine fixepg arbitraire dont les points courants seget une applicatiorf arbitaire mais différentiable
telle que:

x= f(xo)
Avec une fonctiorf arbitraire, on génére tous les domaires

Par changement de variable, on rameéne l'intégralepsarune intégrale subg :
[ a0 av=[ g(F)Kyxo) co
D Do

ouK, = dd—\)é = detgradf > 0 (analogie avec la cinématique, la fonction arbitrdiretant comparable a la
description de Lagrangkd’'un mouvement réel). On a donc:

v [gMav=0 = VKx0)>0 [ a(fx0)Kulxo) dvo=0

On démontre en analyse fonctionnelle que I'ensemble dediéms définies supg et de carré intégrable
sur Do, noté]ijO, est un espace vectoriel de Hilbert, de dimension infinie)esyuel on peut définir un
produit scalaire:

(f1,f2) = [ f1(Xo) f2(X0) dvo

Do

Lintégrale [, g(f(x0)) Ky(Xo) dvp est donc le produit scalaire des deux fonctibrsgo f etK, apparte-
nantalL, :

a(f(x0)) Ky(Xo) dvo = (h,K) ol h=gof
——
h(xo)

Do
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A. DEMONSTRATIONS

Si un vecteuh de]L%0 est orthogonal a tout vecteur de cet espace, alors ce vestenul. La fonctionf
étant arbitraire, la fonctioK, = detgradf I'est aussi. On en déduit:

VKy >0 (hK,)=0 = h=0 = gof=0Vf = g=0

On généralise sans difficulté aux champs vectoriels ou tetsal suffit d’appliquer le résultat précédent
aux composantes du champ. On a donc:

Vo /ﬂ(M)dv:O o VM a(M)=0

A.2 Existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy

Considérons un sous-domaine matériel dont la positioretietest le tétraédre C ", défini par les
particules sommetBy, Py, P, et P3, et dont les faces planésP.Ps, PyPsP; et PoP1 P, sont orthogonales.
Les normales unitaires sont respectivermanh, etnz. On noteng la normale unitaire a la fade P,Ps.

FiG. A.1 —Un sous-domaine matériel tétraédriqaecC o{"

On noteS les aires des faces, la géométrie de ce tétraédre permetel:éc

— =-ng-n; Vie[123] (A1)

Comme pour tout domaine matériel, les efforts extérieuis@opliquent sur le sous-domaine matériel
tétraédriquer sont:

1. unchamp de forces massiques a distdiftégravitation, forces d'inertie, etc) agissant sur l'irggr
du tétraedre,

2. un champ de contraintes sur chaque face de la fronieser la faceS.

En appliguant le théoreme de la résultante dynamique (@olrZ) page 16) au domaine matérie] il

vient: .
/T(VE_f‘rpE) pEdVZi;ACiE ds

On définit les valeurs moyennes de chacune de ces intégrales:
T:i/pE(yE—fm)dv Cizl/ciEds Vi €10,1,2,3]
\/{Z_ T TE S S 1

Le théoréme de la résultante dynamique appliqué au domaatériel T s’écrit donc encore::

w

fv, =09+ YcS

70



A.2. Existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy

On définit maintenant d’autres sous-domaines matéfiglgar homothéthie de centi® et de rapport
k appliquée au tétraédre. Les tétraédregy obtenus ont le méme sommig4, les autres étar®y, Px
et Py (voir figure A.1 page 70). Dans cette homothétie, les aires suiltipliées park? et les volumes
park3. Les faces da@y sont paralléles a celles de et leurs normales unitairas sont donc invariantes
dans I'homothétie. Le théoréme de la résultante dynamigpkcmé aux sous-domaingg s'écrit comme
précédemment :

B 3
Vo, = Cok Sk + Zlcik Sk
i=

ot f, est la valeur moyenne des forces a distance moins les dismdtitccélération sur le domaing, et
ouCi est la valeur moyenne des vecteurs contraintes sur les$aces

Compte tenu de 'nomothéthi¥,, = k3V, etSyx =k?S. Il vient:
B 3 B 3
f eV, =k’ S+ Zéikkzs = f kVy =ckS+ Zléiks
i= i<
En faisant tendre le rapport d’homothétigers 0, on obtiert:
. —_ 3 . p—
0=% II(ILNOCOK + i;S L'Lnocik

Dans cette limite, les valeurs des contraintes moyenneshswune des faces tendent (par définition de la
contrainte) respectivement vers les contrainteBygrour les directions de ces faces dont les normales sont
de direction constante :
lim G = c(Po,ni,t) Vi€ [0,1,2,3]
k—0
Le passage a la limite conduit donc a:
3
0= Soc(Po,no,t) + ZLS C(Po,nit)
1=

La contrainte en la particulg pour la facette de normafg est donc:

3 3
c(Po,np,t) = — i; % c(Po,nit) = Zc(Po,ni ) (ni-ng) (voir (A.1) page 70)
3

= Zl (c(Po,ni He ni) ‘N (algébre tensorielle)
is

o(Po,ny,np N3 t)

Pour toute directiomp, la contrainte actuelle@@,,np,t) est une fonction linéaire deyncar le tenseur du
second ordras(Py,ng,np,n3.t) est indépendant dayn

En revanche, le tenseur du second omlest encore priori une fonction des trois directions unitaimes

ny etnsz. Pour montrer qu’elle en est indépendante, on fait le méimsemaement avec un autre domaine
tétraédriquer’, de méme somme} dont les normales unitaires aux faces swridentique au précédent),
n;, n, etnj(les trois autres directions orthogonales sont difféigntear passage a la limite, on trouve une
autre expression de la contrainte actue(lg,no.t) :

3
C(Po,no,t) = ZlC(Po,ni/,t) ®ni’.no

—_———
o (Po,n; 55 1)

1. Il est remarquable de constater que dans le passage a & lesiintégrales de volume (les forces a distance et lesfaatiéhs)
disparaissent.
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A. DEMONSTRATIONS

On a donc £(Py,ng,t) = 6(Po,n1,N2,n3.t) -Np = 6(Po,n},n5 N5 t) - No.
Cette égalité étant vraie pour toute directipnles deux tenseurs sont égaux :
0(Po,ng,nz,ng t) = 6(Po,ny,N5,n5.t)

Cette derniére égalité est vraie pour toute b%n‘lm’z,ng}. L'opérateurs n’est donc pas fonction du choix
des orientations des fac@s;,n,,nz), et on peut écrire :

0(Po,ng,m,n3t) = o(Post)

Il existe donc bien en chaque particulg dPun milieu continu un tenseur du second ordrg,t) tel que
la contrainte actuelle sur une facette matérielle de noemglest donnée par:

C(Po,no,t) = O'(Po,t) -Nop

La démonstration précédente prouve que I'existenas champ matériel tensoriel du second ordre appelé
tenseur des contraintes de Caudans préciser sa distribution dans I'espace ni son évaldtaos le temps.

REMARQUE : Contrairement a ce qui est parfois affirmé, pour prouver I'excst@tu champ de tenseurs des contraintes
dans un milieu continu, il n'est pas nécessaire de négliger les foroadue extérieures a distance agissant sur les
tétraédres (autogravitation dans un domaine contenant le tétraédreiesid@ccélérations) : elles disparaissent dans
le passage a la limite.

Si le champ d’autogravitatiof]' est défini dans un domaire et est ajouté au champ de gravitation d’origine exté-
rieuref', le champ de tenseur des contraintes, solution de I'équation de mouveimen+ p f1+p f' = py, prend

en compte I'autogravitation. Toutefois, la résolution de I'’équation de nmoewné se trouve fortement compliquée,
car le champ d’'autogravitatiof]' dépend de la forme actuelle du domaineC’est dans I'écriture de I'équation de
mouvement que I'on peut faire I'approximatidf]' < fg.

A.3 Existence du champ vectoriel courant de chaleur

Cette démonstration d’existence est semblable a celle @mghle tenseur des contraintes de Cauchy.

On considéere un domaine matériel’ dont la position actuelle est™. La puissance calorifique surfacique
extérieure actuelle entrant par conduction a travers sdiére est un scalaire nogg(t) (W.m=2).

Pour étudier les échanges de chaleur a I'intérieur du damaim procede comme pour la définition des
efforts intérieurs a un milieu continu : on considére desssibomainesp; et leurs échanges thermiques
avec leur extérieufp — 1) U ext(D), dont une partie sont des échanges thermiques intériemfs(soir
section 3.2.2 page 17).

HYPOTHESE: La puissance calorifique surfacique actuellgty traversant une facette matérielle ne
dépend que de la particule et de la facette matérielle (répdyar sa normale actuelle).

REMARQUE : Cette hypothéese est semblable a I'hypothése de Cauchy posée en 3etgage 18.

Il existe donc une fonctiof telle quegs(t) = fq(Po,n,t) ou P, est une particule etest la normale actuelle
a une facette matérielle.

On applique ensuite le principe de la conservation de Igirg¢quation (4.5) page 41) au sous-domaine
matériel tétraédrique de la démonstration de Cauchy (\qirdi A.1 page 70):

3
/éE]dm:/O'EZDEth-i-/ rgxtEth—Z) Ose ds
T T T =

On définit ensuite les valeurs moyennes des intégralesrdas/a

1 .
|V=Vf/ (pEeE‘—OE:DE—rgxtE) th
T JT

1
d
S /s Ose 0§
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A.3. Existence du champ vectoriel courant de chaleur

ouV, estle volume du tétraedre et S l'aire des faces;.

Le principe de la conservation de I'énergie s'écrit alors :
—_ 3 —_
Vy Ty + Z)s =0
i=

Ce méme principe de la conservation de I'énergie appliquésatétraedresy homothétiques de de
centreP, et de rappork s'écrit :

3 3
K3V Ty + K2 Z)S lixk=0 = KV Tuk+ Z}S lix=0
i= i=

ou I etlix sont les valeurs moyennes des intégrales de volume et desuadir le tétraedrs,.

Lorsqu’on fait tendrek vers 0, les normaleg sont de direction constante et il reste :

3
S00=—) S0
i; S|
3 S 3
Osp = — g%i = quini ‘Ng =q(Po,Nng,N2.,N3)-Ng (voir (A.1) page 70)
i= i=

N _— .1 . PP . -
ol Qs = lim I = lim — / gsi(t) ds, ce qui est par définition la puissance calorifique surfazigaver-
k—0 k—0 Sk Sk
sant la facette matérielle éf3 de normale actuells;.
Pour toute facette matérielle de normale actuelle la puissance calorifique surfacique actuelle entrant
par cette facette est une fonction linéaire de la directign n

qSO(t) = q(PO 7n1 7n2 7n37t) ‘No

On termine la démonstration de la méme maniére que danstlarspeecédente : on considére les autres
tétraédres, de méme somnigt de méme normalpy mais dont les autres normales orthogonales sont
différentes n/, n, etnj. En refaisant le calcul précédent, on en déduit que :

qSO(t) = q(POan/lanIZanévt) -No vnél. anz Vng

On adonc:
ds0(t) = q(Po,t) -o

En chaque particule $d’un milieu continu, il existe un champ matériel vectodqéPsit), appelé courant
de chaleur, tel que la puissance calorifique surfaciquedraant par conduction une facette matérielle en
la particule R de normale actuellegiest donnée pargPo,t) = q(Po,t) - no.

Cette démonstration ne prouve que I'existence du champielatéctorielcourant de chaleusans préciser
sa distribution dans I'espace ni son évolution dans le temps
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