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Avant-propos

L’objectif de ce cours est d’établir les équations générales régissant tous les milieux conti-
nus, qu’ils soient solides ou fluides. Les développements qui suivent se placent dans le cadre
de la physique classique (non relativiste et non quantique). Les équations générales des mi-
lieux continus sont donc les conséquences des quatre principes fondamentaux de la physique
classique ! :

1. le principe de la conservation de la masse ;

2. le principe fondamental de la mécanique ;

3. le premier principe de la thermodynamique ou principe de la conservation de I’énergie ;
4. le second principe de la thermodynamique.

En ce qui concerne le principe fondamental de la mécanique, 1’auteur a résolument choisi de se
baser sur le principe fondamental de Newton, c’est-a-dire celui qui est généralement enseigné
dans les cours élémentaires de mécanique générale. Ce choix est un choix pédagogique : plutdt
que de commencer la mécanique des milieux continus par I’énoncé d’un nouveau principe
fondamental de la mécanique (le principe des travaux virtuels ou des puissances virtuelles ?), il
semble préférable a 1’auteur de se baser sur les connaissances classiques préalablement acquises
par les étudiants en mécanique générale. Les connaissances préalables de mécanique générale
nécessaires et suffisantes a la lecture de ce cours se limitent aux trois théoremes généraux pour
des ensembles de points matériels (finis ou infinis) :

1. le théoreme de la résultante dynamique ;
2. le théoréeme du moment dynamique ;
3. le théoreme de la puissance cinétique (dérivée temporelle de I’énergie cinétique).

En ce qui concerne la thermodynamique, aucune connaissance préalable n’est requise ; le cours
en rappelle les concepts fondamentaux et ne s’appuie que sur 1’énoncé primal des deux prin-
cipes.

En premiere lecture, le lecteur pourra ignorer les remarques ou commentaires qui apparaissent
en retrait et en petits caracteres sans nuire a la compréhension de I’ensemble du cours.

La lecture de ce cours suppose une maitrise suffisante de 1’algébre et de 1’analyse tensorielles *)
ainsi que de la cinématique des milieux continus 4.

Dans la mesure du possible, on respectera les conventions typographiques suivantes :
— les nombres réels sont en minuscules italiques (exemple : a, i) ;

() On démontre que si le principe de la conservation de 1’énergie est universel et si les grandeurs calorifiques
scalaires ou vectorielles sont objectives, les deux premiers principes (masse et mécanique) en sont des conséquences.
Voir I’article http://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00600261. On peut néanmoins présenter ces quatre
principes comme étant indépendants puisqu’ils ne sont pas contradictoires.

2 Dans ce cours, les « principes virtuels » apparaitront donc comme des théorémes.

) L’auteur propose un autre cours intitulé Algebre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus :
http://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00679923 ou bien
http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/tenseurs.html

@ L’auteur propose un autre cours intitulé Cinématique des milieux continus :
http://cel.archives-ouvertes.fr/cel-00681766 ou bien
http://jgarrigues.perso.centrale-marseille.fr/cinematique.html.



— les vecteurs sont en minuscules italiques grasses (exemple : v) ;

— les tenseurs sont en majuscules italiques grasses (exemple : T) ;

— les termes d’une matrice sont rangés dans un tableau entre crochets, a deux indices, 1’indice
de gauche est I’indice de ligne, et I’indice de droite est I’indice de colonne :

myyp mpz M3
mpy mpy M3 = [mij]
m3y  m3z  m33
— la transposition est notée avec un ' en exposant (exemple : T ') ;
— les ensembles d’entités mathématiques sont en majuscules doublées, en particulier :
— Rest I’espace des réels,
V3 est un espace vectoriel de dimension 3,
V3® P est I’espace vectoriel des tenseurs d’ordre p construits sur V3 (de dimension 37),
Q3+ est le groupe des rotations (Q34 C V?z) ;
— le produit vectoriel de deux vecteurs de V3 est noté « A »;
— le tenseur métrique est noté G ;
— le tenseur d’orientation est noté H ;
— la description de Lagrange d’un champ matériel est notée avec un indice  ;
la description d’Euler d’un champ matériel est notée avec un indice g ;
la dérivée particulaire d’un champ matériel ¥ (P,1) est notée W(P,1).
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Concepts fondamentaux

Avant d’aborder 1’écriture des principes fondamentaux et de leurs conséquences pour les milieux
continus, il est nécessaire d’introduire des concepts indispensables a la bonne compréhension
des chapitres suivants.

Les domaines de milieux continus

En mécanique des milieux continus, on raisonne sur deux types de domaines : les domaines
matériels et les domaines géométriques. Dans cette section on en donne les définitions.

Remarque — Dans la littérature spécialisée, les auteurs ne précisent pas toujours clairement le type
de domaine qu’ils considerent, et cette imprécision est a I’origine de nombreux malentendus.

Domaine matériel

Définition 1.1 — Domaine matériel. Un domaine matériel est défini par I’ensemble des parti-
cules (a priori en mouvement) qui le constituent.

Si une particule appartient au domaine matériel & un instant ¢, elle lui appartient donc a tout instant.
Un domaine matériel se déplace et se déforme en raison du mouvement de ses particules (V.
Quand on considére un domaine matériel, on dit souvent que « I’on suit le domaine dans son
mouvement ». Il n’y a donc pas de matiere qui traverse la frontiere en mouvement. Le domaine
matériel étant en mouvement, ’ensemble des positions actuelles de ses particules définit une
région de I’espace qui change a chaque instant.

Remarques — La position et le mouvement d’une particule difféerent d’un observateur a I’ autre.
Par ailleurs, la forme d’un domaine matériel évolue avec le temps, mais la forme actuelle d’un
domaine matériel est la méme pour tous les observateurs car les distances actuelles entre particules
sont des grandeurs scalaires objectives.

Notation 1.2 — Dans la suite, on utilisera les conventions suivantes :

— un domaine matériel sera noté 2™ (c’est un ensemble de particules) ;

— le domaine de I’espace occupé par ses particules a I’instant actuel ¢ sera noté )" ;

sa frontiere a I’instant actuel ¢ sera notée d 7" ;

le domaine de I’espace occupé par ses particules a un instant de référence o sera noté 7' ;
sa frontiere a I’instant de référence f( sera notée 8@(’)”.

() On rappelle que le mouvement est différent pour chaque observateur.
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Vocabulaire — Dans les textes traitant de thermodynamique, les domaines matériels sont le plus
souvent appelés systemes fermés car aucune matiere ne traverse la frontiere *).

Domaine géométrique

Définition 1.3 — Domaine géométrique. Un domaine géométrique est défini par I’ensemble
des points géométriques qui le constituent.

Comme pour tout domaine, la fronticre d’'un domaine géométrique est une surface fermée.
Quand un milieu continu est en mouvement, les particules qui sont dans le domaine géométrique
a un instant 7 ne sont pas les mémes que celles qui s’y trouvent a un autre instant #'. On dit
que le domaine géométrique est « traversé par le milieu continu en mouvement ». Il y a donc
des particules qui traversent la frontiere (ou une partie de frontiére), en entrant ou en sortant
du domaine géométrique. Dans ce cours, les frontieres des domaines géométriques seront
considérées a priori comme mobiles pour 1’observateur utilisé pour décrire le mouvement,
mais le mouvement des points de la frontiere du domaine géométrique est a priori différent du
mouvement des particules qui s’y trouvent.

Remarque — Chaque observateur attribue a la frontiere du domaine géométrique une position et un
mouvement différent. La forme du domaine géométrique peut étre variable avec le temps, mais sa
forme actuelle est la méme pour tous les observateurs (objectivité des distances actuelles entre points).

Notation 1.4 — Dans la suite, on utilisera les conventions suivantes :

— un domaine géométrique sera noté 28 (région de I’espace délimitée par une frontiere fermée) ;
— le domaine de I’espace qu’il occupe 2 I'instant ¢ sera noté 7 ;

— sa frontiére (a priori mobile) a 'instant ¢ sera notée 0 Z;.

Vocabulaire — En thermodynamique, les domaines géométriques sont appelés systemes ouverts. En
mécanique des fluides, ils sont souvent aussi appelés volumes de controle .

Comparaison entre les deux types de domaines

Les deux types de domaines ont chacun leur intérét :

— Les domaines matériels sont les préférés des mécaniciens des solides déformables. En effet,
leur sujet d’étude est le comportement d’un objet déformable toujours constitué des mémes
particules : les particules de 1’objet déformable.

— Les domaines géométriques sont les préférés des mécaniciens des fluides. En effet, en mé-
canique des fluides (liquides ou gaz), on ne se préoccupe que de 1’évolution des grandeurs
physiques des particules qui se trouvent actuellement a I’'intérieur du domaine géométrique,
sans se préoccuper de leur évolution lorsqu’elles se situent a 1’extérieur.

Remarque — Les mécaniciens des fluides qui n’envisagent que des domaines géométriques sup-
posent souvent implicitement (et parfois un peu trop vite) que les domaines géométriques ont des

@ Avec toutefois une nuance importante : les thermodynamiciens supposent souvent implicitement que la frontiere
étanche a la matiere est fixe (pour 1’observateur utilisé !). Nous ne ferons évidemment pas cette restriction car en
général il n’existe pas d’observateur pour lequel la frontiere du domaine matériel est fixe.

& En thermodynamique comme en mécanique des fluides, il est parfois sous-entendu que les frontieres d’un
domaine géométrique sont fixes (pour I’observateur utilisé !). Nous ne ferons évidemment pas cette restriction afin
d’écrire des équations valables pour tous les observateurs.
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frontieres fixes (pour 1’observateur qu’ils utilisent). Il n’est pas toujours possible de trouver un obser-
vateur pour lequel le domaine géométrique est a frontieres fixes. Par exemple, si I’on considere le
domaine géométrique défini comme I’espace a I’intérieur d’une turbomachine, il existe des parties de
frontieres qui sont mobiles (les aubages qui tournent) par rapport a d’autres parties de frontieres (les
parois et les sections d’entrée et de sortie) ; dans ce cas, il n’est pas possible de trouver un observateur
pour lequel toutes les frontieres du domaine géométrique sont fixes. C’est pourquoi dans la suite,
pour ne pas restreindre la généralité des équations, les frontieres d’un domaine géométriques seront a
priori considérées comme mobiles.

Grandeurs physiques extensives

Définition 1.5 — Grandeur extensive. On dit qu’une grandeur physique ¥ (%) (scalaire, vec-
torielle ou tensorielle) définie pour un domaine & (matériel ou géométrique) est extensive si,
pour toute partition du domaine Z, sa valeur est la somme de ses valeurs pour chaque partie Z;
de la partition :

D=

¥ grandeur extensive & Y(2)=) Y(%), Vlapartition {Z;} de

1

Rappel — Une partition d’un domaine 2 est un ensemble de n parties {Z;} tel que :
@:U?:l@i et 9,‘0@]':@, l#]

Théoréme 1.6 — Densité volumique. Si une grandeur ¥ (2) est extensive, alors il existe dans
le domaine 2 un champ, noté ¥ (M), et appelé densité volumique de ¥ tel que :

w@:éwm@m (1.1)

Démonstration — Cette propriété est I’application du théoréme de Radon-Nikodym-Lebesgue (théo-
rie de la mesure) a I’ensemble des parties de 2.

Certaines grandeurs physiques sont extensives, d’autres ne le sont pas. Pour le déterminer, il
suffit de vérifier si les conditions de la définition 1.5 sont remplies ou non.

Exemples — Le volume (scalaire), la masse (scalaire), I’énergie cinétique (scalaire), la quantité de
mouvement (vecteur) sont des grandeurs extensives.

En revanche, la température (scalaire), la pression (scalaire), la vitesse (vecteur), la déformation
(tenseur d’ordre 2) sont des grandeurs non extensives.

Application a un domaine matériel

Puisque dans un domaine matériel, les particules qu’il contient sont toujours les mémes, on
peut identifier ses particules indifféremment par la méthode de Lagrange (par leur position de
référence) ou par la méthode d’Euler (par leur position actuelle). Pour désigner les domaines, on
utilise les notations 1.2 [p. 9] et 1.4 [p. 10].

Soit ¥ une grandeur extensive et soit ¥'" sa densité volumique [th. 1.6], sa valeur actuelle pour
le domaine matériel 2™ peut s’écrire de deux manieres :

Wm0 = [ Wil n) dvi= | ¥} (o,0) Kuexo,1) dvo (12)
t 0
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ou K, est la dilatation volumique actuelle en une particule dans une déformation dont le do-
maine de référence est Z]'. Le terme K, (xo,?) est la description de Lagrange de ce champ
matériel.

N

Précisions — Dans 1’équation (1.2), pour passer de 1’intégrale sur le domaine actuel Z;" a 'intégrale
sur le domaine de référence 7', on effectue le changement de variable x; = f(xo,?), ot f est la
description de Lagrange du mouvement. On a donc :

Wy (x,t) =¥r(fxo,1),1) =¥ (x0,) (=¥'(Pt)) et dv,=K,dvy

Le changement de variable est une méthode classique en mathématiques pour ramener une intégrale
sur un domaine a une autre intégrale sur un autre domaine plus simple.

Application a un domaine géométrique

Contrairement aux domaines matériels, on ne peut identifier les particules qui sont actuellement
a I’intérieur du domaine géométrique que par la méthode d’Euler, car ce sont les valeurs de la
densité volumique ¥ pour les particules actuellement a I’intérieur du domaine géométrique qui
sont I’objet de I’intégration (certaines particules ne sont peut-étre plus dans le domaine .@f}’ aun
autre instant ¢’ car des particules traversent la frontiere). Par conséquent, la valeur actuelle de
la grandeur extensive ¥(2%,t) ne peut s’écrire qu’avec une description d’Euler de la densité
volumique W' (P,t) :

W(28,1) = /@gwg(xt,;) dv, (1.3)

Dérivée temporelle d’une grandeur extensive
Rappel : dérivées temporelles d’intégrales a bord mobile

Que les domaines envisagés soient matériels ou géométriques, on aura besoin, dans les chapitres
qui suivent, d’écrire la dérivée temporelle d’intégrales sur des domaines dont les frontieres sont
a priori variables avec le temps. La variation temporelle d’une intégrale de volume dont le do-
maine d’intégration varie avec le temps est due a la fois a la variation temporelle de son intégrande
et a la variation temporelle du domaine d’intégration dii au mouvement des frontieres.

On rappelle le résultat mathématique suivant @ :

Théoreme 1.7 — Dérivée d’une intégrale a bords mobiles. Soit Z, la position actuelle d’un
domaine (matériel ou géométrique) et soit ¥"(M,¢) un champ défini dans %;. Soit N un point
générique de la frontiere, on note n, (N,7) la normale unitaire sortante a la frontiere actuelle et on
note v/ (N, 1) la vitesse actuelle d’un point de la frontiere. La dérivée temporelle de I’intégrale du
champ P sur le domaine % est :

d Y'(M,t)dv, = 2WV(M,r)clv,+ Y'(N,t) (v/(N,t)-n(N,t)) ds, (1.4)
dr Jg, 9, Ot 09,

* La démonstration est donnée dans le cours Algebre et analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du
méme auteur [note 3 p. 3].
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Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine matériel

Soit ¥ une grandeur extensive dont la densité volumique est le champ matériel ¥"(P,t) et
soit 2™ un domaine matériel. On peut décrire le champ matériel ¥"(P,¢) par la méthode de
Lagrange ou celle d’Euler [éq. (1.2) p. 11].

Si le champ ¥ est décrit par la méthode d’Euler, 1la valeur actuelle de la grandeur exten-
sive ¥ pour le domaine matériel 2™ est :

Y(9" 1) = o Wi (x:,t) dv [éq.(1.2) p. 11]

Le domaine d’intégration Z" est variable avec le temps. Le domaine étant matériel, la vitesse
d’un point de la frontiere du domaine d’intégration est la vitesse de la particule qui s’y trouve,
on a donc : v/ =v(P,t). En vertu du théoréme 1.7 [p. 12], la dérivée temporelle de ¥(2™ 1)
s’écrit :
d m a 4 4

Cyigm = / oy (1) dv + / W (x,,1) (v (xi.1) -my) dsy (1.5)
dt -@tm at a.o]tm

Le champ des vitesses vg (x;,) étant défini dans tout le domaine d’intégration, on peut utiliser le
théoréme de la divergence pour transformer 1’intégrale de frontiere en une intégrale de volume.
En utilisant I’identité tensorielle algébrique suivante :

T(v-n)=(T®v)n, VTV YveV, VneV (1.6)
le théoreme de la divergence permet d’écrire I’égalité :
W (xy,1) (vi (1) 1) ds, = / div (¥} (x,1) @i (x1,1) ) dv
ooy o

Remarque — Si la grandeur extensive ¥ est une grandeur scalaire (tenseur d’ordre 0), le produit
tensoriel ® se réduit a un produit simple d’un scalaire par un vecteur.

En remplagant dans (1.5), on obtient une seconde expression de la dérivée temporelle de ¥ (2™,t) :

d d
Sy 1 :/ (595 (xr,1) + div (B (x,1) @i (3,,1)) ) vy (1.7)
dr gm \ ot

En développant la divergence ) dans 1’équation (1.7), on obtient une troisiéme expression de la
dérivée temporelle de ¥(2™,1) :

d 2
gT(_@m,t) = / (EIP‘VE (x;,1) +gradg W' (x;,1) - vg(x;,1) + divg v(x,,1) 'I’V(x,,t)) dv,
174
d .
gw(.@m, t) = / <‘I’)v5 (xt,t) + TE (xt,t) p (x,,t)) dv; (déf. de la dérivée particulaire)  (1.8)
7
ou :
— ¥ est la dérivée particulaire de la densité volumique ¥V ;
— 1, =trD = divg v est le taux de dilatation volumique actuel.

Les trois expressions (1.5), (1.7) et (1.8) de %'I’(@’",t) sont completement équivalentes. Seule
la premiere expression fait apparaitre une intégrale de frontiere qui est le flux sortant du ten-
seur Wy (x;,1) @ Vg (x;,t) a travers la frontiere. Les deux autres expressions sont des intégrales de
volume. La derniere fait apparaitre la dérivée particulaire de la densité volumique.

® On rappelle I’identité tensorielle : div(T ®v) = gradT -v+T divy, VT € V¥ Vv e V.
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Si le champ W est décrit par la méthode de Lagrange, la valeur actuelle de la grandeur
extensive ¥ pour le domaine matériel 2™ est :

Y(9"1t)= /Qm Wi (x0,t) Ky (x0,1) dvo [éq. (1.2) p. 11]
0

ou K,y est la description de Lagrange du champ de dilatation volumique actuelle dans une
déformation dont le domaine de référence est 7'

Le domaine d’intégration &' est, par définition, indépendant du temps. La vitesse des points de
la frontiére du domaine d’intégration est donc nulle (v/ = 0). En vertu du théoréme 1.7 [p. 12],
la dérivée temporelle de W(2™,t) s’écrit :

d m _ a v .
5‘1’(_@ 1) = /90 5 (‘I’L(xo,t)KvL(xo,t)> dvo [éq. (1.4) p. 12] (1.9)

d
= — (‘Pz (x0,1) Ky (x0, t)) dvg (xo ne dépend pas de 1)

N g dt
iV KVL(xO7t)
= ¥, (x0,t) +¥7 (x0,t) ——= | K,p.(x0,1)dv
o (F00:0) + 2 x0,0) 22 5] Ko (k) v
d ) .
&'P(@mﬂ‘) :/@m ('I’L(xo,t)—i—'PL(xo,t)rvL(xo,t)) KVL(X(),[)dVO (1.10)
0

N

ol :
— Y’ est la dérivée particulaire de la densité volumique ¥V ;

— K, est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont le domaine de référence
est 75 ;

- T, = % =trD = divpv =grad,; v: F~ ' est le taux de dilatation volumique actuel © .

Les trois équations (1.5) [p. 13], (1.7) [p. 13] et (1.8) [p. 13] (avec des descriptions d’Euler),
ainsi que les deux équations (1.9) et (1.10) (avec des descriptions de Lagrange) sont toutes
des expressions de la dérivée temporelle de W (2™, t) sur un domaine matériel ou ¥ est une
grandeur extensive. On peut les utiliser indifféremment, selon les termes que 1’on a envie de faire
apparaitre.

Dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un domaine géométrique

Soit ¥ une grandeur extensive dont la densité volumique est ¥V(P,z) et soit 2% un domaine
géométrique. Dans un domaine géométrique (de frontiere a priori variable avec le temps), la
seule maniere de décrire les grandeurs associées aux particules qui s’y trouvent est la méthode
d’Euler :

¥ (25 ,1) :/@g'f’g(x,,t) dv, [éq. (1.3) p. 12]

Le domaine d’intégration % est a priori variable avec le temps, mais contrairement aux do-
maines matériels, la vitesse des points de la frontiere est différente de la vitesse des particules
qui s’y trouvent (v (N,t) # vg(P,t)). En vertu du théoréme 1.7 [p. 12], la dérivée temporelle
de W(28,t) est :

d P}
—‘I’(.@g,t):/ —‘I’}’g(x,,t)dv,—i—/ WY (x,0) v m) dsi g1 p. 12] (1.11)
dr ¢ Jt PV

© Voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].
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Remarque — Si pour I’observateur utilisé foute la frontiere du domaine géométrique est fixe, alors
v/ =0 et I'intégrale de bord disparait.

En utilisant I'identité tensorielle algébrique rappelée dans 1’équation (1.6) [p. 13], le théoreme
de la divergence permet d’écrire 1’égalité :

/@f div (qu(xt,t)@VE(x,,;)) dy, = /Mgtyg(xt,z) (ve(xit) -ny) ds; (1.12)

En ajoutant le terme de gauche et en retranchant le terme de droite de I’égalité (1.12) a I’équa-
tion (1.11), on obtient une seconde expression de %'I’(@g 1)

d 9 . (g
a‘f’(@g,t) :/@f g‘I’E(x,,t)—i-dlv ('I’E(x,,t)@)vE(x,,t)) dv,+

Ty

a@[g'I’VE(x,,t) ((vf—vE(x,,t)) -nt) ds; (1.13)

Dy

N

ou :

— le terme Ty est appelé taux de production volumique de ¥ (unité : [¥].m=3.s71);

— son intégrale |. 78 Tw dv; est appelé taux de production interne de ¥ (unité : [¥].s71);

— le terme Dy est appelé flux convectif entrant de ¥ a travers la frontiere (unité : ¥].s™).

Attention ! — Le mot « taux » désigne ici une dérivée temporelle simple et non une dérivée temporelle
logarithmique comme pour les taux de déformation (7, 75, T,, D) définis en cinématique. Ces
dénominations, malheureusement consacrées par 1’usage, peuvent induire en erreur.

En développant la divergence ") dans 1’expression de 7, on obtient une troisiéme expression de
la dérivée temporelle de W(Z5,1) :

a .
Ty = E‘I’E(x,,t) +grad; W (x,,t) -ve(x,t) +divgv(x,, 1) Wi (x,1)
d

Sy, :/ (Y orst) + o ) W (,1) ) v+
dr 2¢

/(;@tgqltv?(x“’)(("f—VE(xrat))'nt) ds; (1.14)

g

Dy

= Définition 1.8 — Flux convectif. On appelle flux convectif entrant de la grandeur ¥ dans un
domaine 2, le flux entrant du tenseur ¥}, @ (v —v/) a travers la frontiere :

451,,:—/@( }’5®(VE—vf))-ntds,

Vocabulaire — Les équations (1.13) et (1.14) sont souvent appelées équations de bilan de la grandeur
extensive ¥ pour le domaine géométrique 23. On dit que la dérivée temporelle de ¥(28,1) est due

( On rappelle I’identité tensorielle : div(T ®v) = gradT -v+T divy, VT € V¥ Vv e V.
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au faux de production interne |, 78 Tw dv, a I'intérieur du domaine géométrique et au flux convectif
entrant Pw. En utilisant I’identité tensorielle algébrique (1.6) [p. 13] le terme Py s’écrit :

by = /3@’? ) (v —vg)-n,) ds :/ ¥y (v —vg)) -n ds,

97§

Certains auteurs appellent « flux » I’intégrande de ®y. Son unité est alors : [¥].m 2.5~ 1.

Les trois équations (1.11), (1.13) et (1.14) [p. 15] sont toutes des expressions de la dérivée
temporelle de ¥ (28,t) sur un domaine géométrique ou ¥ est une grandeur extensive. On peut
les utiliser indifféremment, selon les termes que I’on a envie de faire apparaitre.

= Notation 1.9 — Pour alléger les écritures dans les intégrales, on convient de ne plus faire
figurer dans la suite du cours les arguments des descriptions d’Euler et de Lagrange : il est
sous-entendu que la valeur actuelle d’un champ matériel décrit par la méthode de Lagrange d’un
champ matériel pour un certain observateur % a pour arguments (xo,) et que s’il est décrit par
la méthode d’Euler les arguments sont (x;,7).
Dans les intégrales, les symboles ¥; et W ne désignent plus des applications Zp x R — V&P
ou Z; x R — V®P mais leur valeur actuelle pour une particule : ¥ (xo,t) ou Y (x;,1).

Attention ! — Si la notation 1.9 s’avere utile pour améliorer la lisibilité des équations, elle est
potentiellement dangereuse. Par exemple 1’égalité vraie

¥(Pt) = Yi(x0,1) = YE(x:,1)
s’écrirait Y = WYg ce qui suggere la fausse identité des deux applications Y, et Wg. Le lecteur est

invité a la vigilance dans ses lectures pour déterminer si certains symboles désignent une application
ou sa valeur actuelle en une particule.

1.4 Lemme fondamental

= Théoréme 1.10 - Lemme fondamental. Soit ¥ (M) un champ (scalaire, vectoriel ou tensoriel)
défini dans &3 et soit un domaine Z C &3. On a I’équivalence suivante :

v, /‘I’V(M)dv:O s VM, ¥(M)=0 (1.15)
9

Ce lemme dont la démonstration est donnée en annexe A.1 [p. 105] sera systématiquement
utilisé dans les chapitres qui suivent pour déduire les expressions locales des principes fonda-
mentaux.

Attention — La démonstration de ce théoreme montre qu’il n’est applicable que si le champ de
densité volumique ¥ est défini indépendamment des domaines d’intégration 2®.

® L’auteur reconnais humblement avoir utilisé abusivement ce théoréme dans des versions antérieures de ce
cours pour la déduction de 1’équation de mouvement [section 3.5.1 p. 36]. Cet abus a été signalé a 1’auteur par
Jean COUSTEIX (ONERA, Toulouse, France) et I’auteur I’en remercie vivement.
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En bref...

Pour appliquer les principes fondamentaux de la physique classique en mécanique des milieux
continus, on raisonne sur deux sortes de domaines : les domaines matériels et les domaines
géométriques. Ces domaines ont en général des frontieres (ou des parties de frontieres) variables
avec le temps.

Les grandeurs physiques extensives permettent de définir des champs de densités volumiques de
ces grandeurs, qui peuvent €tre décrits par la méthode de Lagrange (seulement pour les domaines
matériels) ou par la méthode d’Euler (pour les domaines matériels ou géométriques).

Suivant le type de domaine (matériel ou géométrique) et suivant le mode de description du
champ de densité volumique ¥ (Lagrange ou Euler), la dérivée temporelle d’une grandeur
extensive W (2,t) définie sur un domaine peut s’écrire sous différentes formes.

Dans les formules qui suivent, on utilise la convention de notation 1.9 [p. 16].
— sur un domaine matériel 2™ avec la description d’Euler de ¥ :

d m a % v
aq’(@ ,t) _/@tm E'IIE dvr_'_/(’)@tmlPE (VE‘n[) dst (116)
a v * v

-/ (EWEerw(lPE@vE)) dv, (1.17)

TyE
= [ Wi+t ¥y dy (1.18)

P ————

TyE

— sur un domaine matériel 2™ avec la description de Lagrange de ¥" :

d L
—T(@m,t):/ (¥ 41,0 PY) Kyr dvg (1.19)
dr D ————

Ty

— sur un domaine géométrique Z% avec la description d’Euler de ¥ :

d 7]
= g _ il /24 v (.
(@ ,z)_/%g Swy dvt+/a%g'PE(v n,) ds, (1.20)
a Vv . Vv v
- %g(at'PEerw(lPE@vE))dv,+/8%g'f',5 (0 —ve)-m)ds,  (1.21)
Tyg @y
:/ ('Pg+rv5'1fg)dvt+/ v (v —ve)-n) ds, (1.22)
D —— 09
TyE
Dy

N

ou :

— v/ est la vitesse d’un point de la frontiére ;

— K, est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont 1’état de référence est 7" ;

— 1, est le taux de dilatation volumique actuel (dérivée temporelle logarithmique, unité : s~!);

— Ty est le taux de production volumique de ¥ a I’intérieur du domaine matériel ou géométrique
(dérivée temporelle, unité : P]m3s1);

— Dy estle flux convectif de W [déf. 1.8 p. 15] entrant dans le domaine géométrique a travers la
fontiere (unité : [¥].s™1).
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Les équations (1.21) et (1.22) [p. 17] sont souvent appelées équations de bilan de la grandeur ¥
pour un domaine géométrique.

Remarques — Les équations de bilan (1.21) et (1.22) ont été établies pour les domaines géométriques.
Si les frontieres mobiles du domaine géométrique sont étanches a la matiere, alors ce domaine
géométrique contient toujours les mémes particules, il est donc aussi un domaine matériel et on a
I’égalité v/ = vg. Le flux convectif @y, est alors nul et on retrouve les équations (1.17) et (1.18)
établies pour un domaine matériel.

Par ailleurs, si des parties de frontiere du domaine géométrique sont fixes pour 1’ observateur utilisé
pour décrire le mouvement, on a v/ = 0 sur ces parties de frontiére.

Suivant que I’on considére un domaine matériel ou un domaine géométrique, les dérivées
temporelles d’intégrales de densités volumiques sur ces domaines s’écrivent différemment.
Le lecteur est invité a la vigilance dans ses lectures pour vérifier le type de domaine qui est
considéré.



2.1

2.2

2

Conservation de la masse

Concept de masse en mécanique des milieux continus

La masse est une mesure de la quantité de matiere. En physique classique, la masse d’un domaine
est une grandeur scalaire (un tenseur d’ordre 0), extensive (Ia masse d’un domaine est la somme
des masses d’une de ses partitions) et objective (la masse actuelle d’'un domaine est la méme
pour tous les observateurs). L’extensivité de la masse permet d’affirmer 1’existence dans ce
domaine d’un champ matériel de densité volumique de masse appelé masse volumique actuelle
[th. 1.6 p. 11], traditionnellement notée p(P,z) (" (unité : kg.m=3).

La masse d’un domaine matériel ™, de position de référence 7' et de position actuelle Z;",
peut s’écrire avec une description de Lagrange ou une description d’Euler de la masse volumique
[éq. (1.2) p. 11, avec ¥ = m et W = p scalaires] :

2 2

m(9",t) :/QmpE(x”t) dv,:/@mpE dv, [notations 1.9 p. 16]

= pL(x0,1) Ky (x0,) dvo = / prL K, dvg [notations 1.9 p. 16]
7 7

ol K, est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont I’état de référence est Z".

La masse d’un domaine géométrique 2¢, de position actuelle &, ne peut s’écrire qu’avec la
description d’Euler de la masse volumique [éq. (1.3) p. 12 ou ¥ = m et W = p scalaires] :

m(28,t) :/ PE(x;,1) dv, :/ pe dv, [notations 1.9 p. 16]
78 8

Principe de la conservation de la masse
Une des maniéres d’exprimer le principe de la conservation de la masse est la suivante ) :

Principe 2.1 — Conservation de la masse. La masse de tout domaine matériel est invariante
dans le temps.

() On pourrait la noter m”(P,t)

2 On peut exprimer le principe de la conservation de la masse de différentes manieres. Celle choisie ici, exprimée
pour un domaine matériel, semble la plus intuitive a I’auteur. D’autres auteurs préferent 1’exprimer avec un domaine
géométrique, en disant que le taux de production interne de masse y est nul [éq.(1.21) ou (1.22) p. 17]. Dans ce cours,
I’expression du principe sur un domaine géométrique devient un théoréme.
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Si le champ de masse volumique est décrit par la méthode d’Euler, le principe de la conser-
vation de la masse pour un domaine matériel 2™ s’écrit :

d d
_4a - 6q. (1.2) p. 11
d
0= | (PErdive(pv))dv o 017p 17 .1
gm \ Ot
o:/@m(pE +pe TE) dv, [éq. (1.18) p. 17] 2.2)

Si le champ des masses volumiques est décrit par la méthode de Lagrange, le principe de
la conservation de la masse pour un domaine matériel 2™ s’écrit :

d d
0=—m(2" )= — K, d 6q. (1.2) p. 11
LIS PR dvo a2 p 10
0= /9 (bLtpLTe)Kpdvo  [éq. (119 p. 17)] (2.3)
0

2.3 Forme locale du principe de la conservation de la masse

= Théoréme 2.2 — Conservation locale de la masse. Le principe de la conservation de la masse
sur tout domaine matériel est équivalent a I’équation différentielle suivante :
P _ —1T, en toute particule et a tout instant. 2.4

P

ou 7, est le taux de dilatation volumique actuel.

Démonstration — La conservation de la masse 2.1 [p. 19] pour un domaine matériel 2 s’écrit :
0= (PE + pE TE) dv; [éq. (2.2) p. 20]

gm
i

Ce principe est vrai quel que soit le domaine matériel considéré. En utilisant le lemme fondamen-
tal 1.10 [p. 16], on déduit le résultat : pg + pg T,g = 0. Laréciproque est évidente. Dans 1’équation (2.4)
on a supprimé les indices g inutiles car par définition pg (x;,7) = pr(xo,2) = p(P,t).

On laisse le soin au lecteur de vérifier, par la méme méthode, que I’on aboutit a la méme équation (2.4)
a partir de I’expression du principe de conservation de la masse (2.3) [p. 20] ou le champ de masse
volumique est décrit par la méthode de Lagrange (la dilatation volumique K, n’est jamais nulle).

Le principe de la conservation de la masse introduit donc une relation entre la dérivée temporelle
logarithmique de la masse volumique et le taux de dilatation volumique actuel.

Rappels de cinématique — Le taux de dilatation volumique 7, peut s’exprimer de différentes ma-
nieres selon de point de vue :
. d
K, . Y
T, = - =trgrad;v = trD = divgv = lim % (2.5)
Kv vi—=0 V¢

Les relations entre opérateurs différentiels eulériens et lagrangiens sont :

grad, y =grad, y-F ' ; divg¥ =grad, ¥ :F ' (2.6)
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Expression eulérienne — Si on exprime la dérivée particulaire p par son expression eulérienne :

d
p= il +grad;p -vg (description d’Euler de la dérivée particulaire)

ot

I’expression locale du principe de la conservation de la masse (2.4) [p. 20] s’écrit OF

1 &pE _ . 8pE . -
p—E (7 +gradg p -vE) =—divgy < o +divg(pv) =0 2.7

Sous cette forme, 1’équation (2.7) est traditionnellement appelée équation de continuité .

Expression lagrangienne — Si on exprime la dérivée particulaire p par son expression lagrangienne :

y— 9P

p 3 (description de Lagrange de la dérivée particulaire)

I’expression locale du principe de la conservation de la masse [éq. (2.4) p. 20] s’écrit :

1 apL . — apL —
p—LW:—dw};v:—gradLv:FT & W+pLgradLv:FT:0

Principe alternatif — Le taux de production volumique de masse en une particule est :
Tn=Pp+p7T [éq. (1.22) p. 17, avec ¥ = m et ¥ = p]

Le théoreme 2.2 [p. 20] affirme donc que le taux de production volumique de masse T, est nul en
chaque particule. 11 est possible de prendre cet énoncé comme principe fondamental de la conservation
de la masse, et d’en déduire les expressions globales du principe de la conservation de la masse sur
un domaine matériel ou géométrique.

L’équation différentielle (2.4) [p. 20] peut s’ intégrer temporellement entre les instants fy et 7 :

P K, C C
TETh = = p= = PL(xoaf):m
V. )

ou C est une constante déterminée par les conditions initiales. Pour t =79, on a :

K,r(x0,t0) =1 et pr(xo,t0) = po(xo)
ol po(xp) est la masse volumique de la particule x( a I’instant de référence 7y (masse volumique
initiale). On en déduit la constante C = py(xo). On a donc :

K, = Poxo) _ poP) e Po (2.8)

 pelxot)  p(P) p

Le principe de la conservation de la masse implique 1’égalité entre la dilatation volumique
actuelle K, (concept cinématique) et le rapport des masses volumiques initiale et actuelle.

Remarque — Contrairement a ce qui est parfois affirmé en mécanique des solides déformables
élémentaire, la masse volumique d’un solide déformable n’est pas une constante ®), sauf dans une
déformation isovolume .

) On rappelle I’identité tensorielle : div(fv) =grad f-v+ f divy, Vf € RVv e V.

*) La « continuité » évoquée ici n’a aucun rapport avec celle utilisée en mathématiques pour qualifier les fonctions.

©) Méme si les déformations sont « petites ».

© Une déformation isovolume (K, = 1) se traduit par detU = detV = detC = detB = 1 (ou encore dans le cas des
petites « perturbations » par tr € = ). Pour les autres tenseurs de déformation, c’est une relation entre les invariants.
Voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].
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2.4 Conservation de la masse dans un domaine géométrique

® Théoreme 2.3 — Bilan de masse. La dérivée temporelle de la masse contenue dans un domaine
géométrique est égale au débit massique entrant a travers la frontiere.

Démonstration — Dans un domaine géométrique 28, la masse du milieu continu contenu dans le
domaine ne se conserve pas au cours du temps. En effet :

d
7m(9g’t) :/ PE + TE PE dv,+/ PE (Vf—VE)~nldS, [éq. (1.22) p. 17 o0 W = m]
dr D e —— 09¢

Tm

D

d ,
5m(@g,t) = /a%g pe (v —vg)-nds, = Dy, (th. 22 [p.20] = 1, =0) (2.9)

ot v/ est la vitesse des points de la frontiere du domaine géométrique et ®,, est le débit massique
(« flux convectif de masse », déf. 1.8 [p. 15]) entrant a travers la frontiere du domaine géométrique.

Principe alternatif — Le théoréme 2.3 peut aussi bien étre pris comme principe de la conservation
de la masse, et on peut en déduire la forme locale et la forme globale pour un domaine matériel
comme étant des théoremes.

2.5 Densités massiques de grandeurs extensives

La distribution d’une grandeur physique extensive ¥ dans un domaine ¥ (géométrique ou
matériel) peut aussi se décrire par des densités massiques ¥ (unité : [¥].kg~") plutdt que par
des densités volumiques ¥ (unité : [¥].m3). La relation entre ces deux densités est :

P — oy (2.10)

Pour un domaine matériel, la valeur actuelle d’une grandeur extensive ¥ est :

W(D" 1) = 'I’Edvt:/gmpE'I’gdv,:/@m'Pg’ dm @.11)

om
t

= 'PZ KVL dV() = / lePT KVL dV() = / 'PT Po de = / "P’Ln dm (2.12)
Z4 Z4 Z4

@6’! 7 7

Pour un domaine géométrique, la valeur actuelle d’une grandeur extensive ¥’ est :
¥(24.1) :/ ¥ dy, :/ pr P dv, :/ ¥ dm (2.13)
1% 28 2¢

On en déduit de nouvelles expressions de la dérivée temporelle d’une grandeur extensive sur un
domaine qui seront utiles dans la suite lorsque 1’on utilise des densités massiques :

Domaine matériel en description d’Euler

%‘I’(.@m,t) = //,[m (W, + T b dv, [éq. (1.18) p. 17]
- /9[ ((pE Yo+ e PE wg) dv, [éq. (2.10)]
-/ (P (P + T pe) W)
%‘P(.@’”,t) =), ¥, dm [éq. (2.4) p. 20] (2.14)
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Domaine matériel en description de Lagrange

d .
—Y (9" 1) = / (W, + 7, ¥)) Ky dvg [éq. (1.19) p. 17]
dr 74
= /@ ., ((PL ¥7) + T pL ‘I”L") Kyr dvo [éq. (2.10)]
0
= (PL ¥ + (pr+ % pr) '1’2”) Ky dvo
0
d -
—Y (9" 1) = ¥, dm [éq. (2.4) p. 20] (2.15)
dr 174

Domaine géométrique en description d’Euler
d .
—W(28,t) = / (e + 12 ¥y) dv, +/ ¥y, (v —vg)-nds, [éq. (1.22) p. 17]
dr 7 078

= [ ((oe®py+acpe®y) du+ | pWi (v —ve)on) ds
d

&T(-@g,f) = /%glPE dm+/39;’ pe PR (v —vg)-n)ds, (2.16)

Dy

— @y (unité : [¥].s7!) est le flux convectif de ¥ [déf. 1.8 p. 15] entrant a travers la frontiere ;
— ¥" est la dérivée particulaire de la densité massique ¥ ; c’est aussi le taux de production
massique de ¥ a I’intérieur du domaine.

Changements d’observateur

Théoreme 2.4 — Objectivité de la masse volumique. L.a masse volumique est un champ
scalaire objectif.

Démonstration — La masse m et le volume V d’un domaine matériel sont des grandeurs objectives
par principe (physique classique). La masse volumique moyenne m/V est donc objective pour tout
domaine matériel. En passant a la limite on en déduit que le champ des masses volumiques p est un
champ scalaire objectif.

Théoreme 2.5 — Objectivité de la dérivée particulaire de la masse volumique. La dérivée
particulaire de la masse volumique est un champ scalaire objectif.

Démonstration — On a montré en cinématique que la dérivée particulaire de toute grandeur scalaire
objective est objective.

Théoreme 2.6 — Objectivité de la divergence eulérienne des vitesses. La divergence eulé-
rienne du champ des vitesses est un champ scalaire objectif.

Démonstration — On déduit des deux théorémes précédents que la dérivée temporelle logarithmique
P est une grandeur objective. On déduit immédiatement de 1’équation (2.4) [p. 20] : £ = —1, que
taux de dilatation volumique 7, = divg v [éq. (2.5) p. 20] est objectif. Bien que le champ des vitesses
soit un champ vectoriel non objectif, sa divergence eulérienne est un champ scalaire objectif (ce
résultat a déja été établi en cinématique 7, indépendamment de la conservation de la masse).

@ Voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].
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En bref...

La masse d’un domaine matériel est une grandeur scalaire, extensive, objective et invariante dans
le temps, qui mesure la quantité de matiere contenue dans le domaine matériel.

L’expression locale du principe de la conservation de la masse pour un milieu continu est une
équation différentielle que 1’on peut intégrer temporellement, ce qui fournit une relation entre la
masse volumique actuelle et la dilatation volumique actuelle.

La masse d’un domaine géométrique est variable dans le temps car de la matiere traverse les
frontieres.

On peut calculer la dérivée temporelle d’une grandeur extensive ¥ sur un domaine matériel
ou géométrique, non seulement avec des intégrales de volume de densités volumiques ¥"
[sec. 1.5 p. 17], mais aussi avec des intégrales de masse de densités massiques ¥ [sec. 2.5 p. 22].
La diversité des expressions de la dérivée temporelle d’une grandeur extensive de domaine que
I’on peut trouver dans la littérature spécialisée est due a :

1. l'utilisation de domaines géométriques ou matériels,

2. l'utilisation de densités volumiques ou massiques,

3. T'utilisation de la description de Lagrange ou d’Euler pour décrire les densités,

4. la mise en évidence ou non des flux convectifs a travers la frontiere (équations de bilan).

Toutes ces expressions expriment exactement la méme chose ®) : 1a dérivée temporelle d’une

grandeur extensive sur un domaine. Les expressions les plus simples sont celles écrites avec des
ez . s e, . . re!1

densités massiques ¥ et leur dérivée particulaire ¥ .

La démarche qui a été utilisée dans ce chapitre sera aussi suivie pour établir les expressions des
trois autres principes fondamentaux (mécanique et thermodynamique). On en rappelle les trois
étapes :

1. le principe est affirmé pour un domaine matériel ;

2. on en déduit son expression locale (une équation différentielle) ;

3. on en déduit son expression pour un domaine géométrique.

®) Méme si on attribue parfois a certaines un nom particulier.
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Principe fondamental de la
mecanique

Rappels de mécanique générale
Loi de Newton et observateurs galiléens

Principe 3.1 — Observateur galiléen. Un observateur galiléen est un observateur pour lequel
le mouvement des points matériels obéit a la loi de Newton :

f ext =mY (égalité vectorielle)

ou m est la masse d’un point matériel, ¥ est son accélération pour un observateur galiléen et f,.,
est la somme des forces que I’extérieur exerce sur le point matériel.

Principe 3.2 — Interactions de Newton. On suppose que ’action d’un point matériel sur un
autre est une force telle que :

Vi#j. Fpp=—Fpp et FppA(fi—x')=0 1)

N P; . . e
ol xf’ et x;’ sont les positions actuelles des particules P; et P; pour I’observateur utilisé pour
observer le mouvement.

Commentaire sur les interactions — Le principe 3.2 est souvent appelée seconde loi de Newton ou
encore principe de I’action et de la réaction. 11 précise que I’action d’un point matériel sur un autre est
une force colinéaire aux deux points matériels. La direction de la force est précisée, mais la valeur et
le sens (attraction/répulsion) de la force d’interaction ne sont pas précisées. Ces interactions sont en
général diies a la gravitation, a I’électrostatique, a la cohésion ou toute autre interaction mécanique se
traduisant par une force sans moment 1. Toutefois, les propriétés des interactions qui sont postulées
dans 1I’équation (3.1) sont suffisantes ® pour démontrer les trois théorémes généraux de mécanique
générale rappelés plus loin en section 3.1.2 [p. 26].

Pour déterminer si un observateur est galiléen ou non, on doit donc faire des expériences pour
vérifier si les prédictions de la loi de Newton sont correctes ou non pour cet observateur ).

Exemples d’expériences — La loi de Newton prédit qu’un point matériel 1aché sans vitesse initiale
et soumis a une force constante se déplace en ligne droite avec une accélération constante. Elle prédit
aussi qu’un pendule 1aché sans vitesse initiale oscille dans un plan fixe.

(M De ce fait, on élimine la possibilité d’envisager des interactions magnétiques qui sont des moments exercés a
distance sur les points matériels munis d’une direction qui leur est propre (limites de dipdles magnétiques). Certains
effets mécaniques de I’électromagnétisme ne peuvent donc pas étre envisagés dans ce cadre.

@ Tl n’est pas nécessaire de préciser la nature physique de ces interactions, c’est-a-dire leur sens et leur valeur.

® On rappelle que la valeur de 1’accélération d’un point matériel dépend de I’ observateur utilisé pour observer le
mouvement.
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Si pour un observateur, les prédictions de la loi de Newton sont considérées comme suffisamment
exactes, on peut déclarer galiléen cet observateur. Déclarer galiléen un observateur, c’est donc
accepter une certaine approximation dans la confrontation avec des expériences.

Exemples — Si on assimile un objet pesant a un point matériel, et si on utilise un observateur lié a la
terre pour analyser son mouvement, cet objet est soumis 2 une force constante unique ‘) : son poids.
Laché sans vitesse initiale, la loi de Newton prédit que sa trajectoire est une droite colinéaire au poids.
En premiere approximation, on peut constater que c’est vrai, cependant des mesures fines mettent en
évidence une petite déviation vers 1’est. De méme, si on observe le mouvement d’un pendule simple,
on constate que, pour un observateur terrestre, son plan d’oscillation est sensiblement fixe. Mais une
observation plus fine (expérience du pendule de Foucault) montre que ce plan tourne a une faible
vitesse. Selon que 1’on considere que la déviation vers I’est de la chiite des corps ou que la vitesse
de rotation du plan d’oscillation d’un pendule sont négligeables ou non, on décide si un observateur
terrestre est considéré comme galiléen ou non.

Tous les observateurs dont le mouvement par rapport a un observateur galiléen est une trans-
lation a vitesse constante sont aussi des observateurs galiléens car pour tous ces observateurs
I’accélération d’un point matériel est la méme. On ne peut donc pas distinguer un observateur
galiléen particulier qui serait qualifié d’absolu.

Tout observateur qui n’est pas en translation a vitesse constante par rapport a un observateur
galiléen n’est pas galiléen car la cinématique montre que 1’accélération du point matériel pour cet
observateur est différente de celle pour un observateur galiléen alors que les forces extérieures
n’ont pas changé.

N’étant pas valable pour tous les observateurs, la loi de Newton f.; = mY n’est pas une loi
universelle . On peut la rendre artificiellement universelle en ajoutant aux forces extérieures f,;
des forces extérieures fictives appelées forces d’inertie (d’entrainement et de Coriolis). La loi
de Newton est alors vraie pour tous les observateurs, mais les forces extérieures agissant sur un
point matériel sont la somme des forces réelles (© et de forces fictives qui sont particulieres 4
chaque observateur non galiléen.

Rappel des théorémes généraux

L’objet de la mécanique (des milieux continus ou non) est de trouver les relations entre le
mouvement d’un systeme matériel (c’est-a-dire d’un ensemble de points matériels liés ou
interagissant entre eux ou non) et les actions mécaniques exercées sur le systeme matériel par
son extérieur. En mécanique des milieux continus, un systéme matériel est un domaine matériel
[déf. 1.1 p. 9].

Définition 3.3 — Actions extérieures. On appelle action mécanique extérieure d’un systeme
matériel 1’action mécanique exercée par I’extérieur (le reste de I’univers) sur ce systeme matériel.

En appliquant & chaque point matériel d’un systeme matériel les deux lois fondamentales
énoncées par Newton [principes 3.1 et 3.2 p. 25] pour les points matériels (I’observateur utilisé
est donc galiléen), et en distinguant dans les efforts extérieurs a chaque point matériel ceux qui

@ On néglige I’action des astres et il faut faire 1’expérience dans le vide pour éliminer I’action de 1 air.

©) C’est-a-dire qu’elle n’est pas valable pour tous les observateurs. La seule mécanique dont les lois sont universelles
est la théorie de la relativité générale due a Albert EINSTEIN.

©) C’est-a-dire les forces dont la source est identifiée.
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sont d’origine intérieure au systéme () et ceux qui d’origine extérieure au systéme, on démontre
en mécanique générale les trois théorémes suivants, valables pour tout syst¢éme matériel :

® Théoreme 3.4 — Résultante dynamique. La résultante dynamique actuelle (somme des quan-
tités d’accélération) est égale a la résultante des actions mécaniques extérieures actuelles.

® Théoréme 3.5 — Moment dynamique. L.e moment dynamique actuel en un point (somme des
moments en ce point des quantités d’accélération) est égale au moment en ce point des actions
mécaniques extérieures actuelles.

= Convention 3.6 — Le choix du point pour évaluer les moments est indifférent. Dans toute la
suite, ce point sera l’origine O de I’observateur utilisé pour décrire le mouvement. Le vecteur
moment en O d’un vecteur w(P) s’écrira donc :

Mo(w(P)) =x Aw(P) oux! estle vecteur position actuelle du point matériel P.

= Corollaire 3.7 — La résultante et le moment résultant en un point O des actions intérieures a un
systéme de points matériels sont des vecteurs nuls.

Démonstration — Ce corollaire est une conséquence de la définition des interactions [éq. (3.1) p. 25] :
soit un couple de points matériels F; et P; faisant partie du systtme matériel ; la somme des deux
forces intérieures est :
FPi/Pj+FPj/Pi =0 [éq (3.1)p. 25]
La somme des deux moments en O des forces intérieures est :
P P p_ P ‘
X; /\FPI/PJ —|—x," /\ij/pl = (x, —x,") /\Fpl/p] =0 [Cq 3.1 p. 25]

En faisant la somme (ou I’intégrale) de toutes les interactions de tous les couples de points matériels
appartenant au systeme matériel, on aboutit au résultat.

= Théoréme 3.8 — Puissance cinétique. La puissance cinétique actuelle (dérivée temporelle de
I’énergie cinétique) est égale a la somme de la puissance actuelle des efforts extérieurs et de la
puissance actuelle des efforts intérieurs.

Remarque — Bien que la résultante et le moment résultant des efforts intérieurs soient nuls [co-
rollaire 3.7], la puissance des efforts intérieurs est a priori non nulle. Pour tout couple de points
matériels, la puissance des efforts intérieurs entre ces deux points matériels est :

Pij=v(P) “Fpp, +v(P;) “Fpp; (#0en général)

et la puissance des efforts intérieurs dans le systtme matériel est : Y. ; &;;.

Pour les solides indéformables, la puissance des efforts intérieurs est nulle car le champ des vitesses
d’un solide est équiprojectif, ce qui conduit a &;; =0 ViV j.

Les trois théoremes généraux 3.4, 3.5 et 3.8 ainsi que le corollaire 3.7 constituent les seules
connaissances mécaniques préalables qui sont nécessaires et suffisantes pour comprendre les
développements qui suivent. On va les considérer comme des axiomes pour la mécanique des
milieux continus ®,

Remarque — Les trois théoremes généraux précédents sont encore vrais pour un observateur non
galiléen si I’on ajoute aux forces extérieures des forces d’inertie fictives d’entrainement et de Coriolis
propres a chaque observateur non galiléen.

() L’action des autres points matériels du systeme
® Le lecteur qui n’admettrait pas ces prérequis est invité a consulter tout bon cours de mécanique générale
élémentaire.
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Efforts extérieurs sur un domaine matériel

Les actions mécaniques extérieures sur un domaine matériel de milieu continu peuvent se classer
en deux catégories : les actions mécaniques a distance et les actions mécaniques de contact. En
mécanique des milieux continus, chacune de ces actions mécaniques extérieures est modélisée
par un champ.

Modélisation des actions mécaniques extérieures a distance

Les actions mécaniques extérieures a distance sont les actions a distance de 1’extérieur du

domaine d’étude sur toutes les particules du domaine. On les modélise par un champ matériel de

densité volumique de force®, que 1’on notera f,,(P,t) (unité : N.m~?) ou bien par un champ

matériel de densité massique de force que 1’on notera f (P,t) (unité : N.kg=! = m.s72). Le
vecteur f,(P,t) représente la force volumique 2 distance (') actuelle exercée par la totalité de

Iextérieur du domaine matériel sur la particule P.

La valeur de cette densité volumique de force dépend a priori du domaine matériel choisi
pour I’étude, car pour chaque domaine matériel, la définition de son extérieur est a priori
différente ('),

Remarques — Si I’observateur utilisé pour décrire le mouvement ne peut pas étre considéré comme
galiléen, le vecteur £, (ou bien £, = f2. p~!) contient en outre des champs de forces d’inertie
volumiques (ou massiques) fictives d’entrainement et de Coriolis.

Dans la plupart des études, les seules forces a distance notables exercées par 1’extérieur sur les
particules du domaine matériel se réduisent a la gravitation terrestre (12) ' 1es autres masses extérieures
ayant une action gravitationnelle négligeable devant celle de la terre, soit parce qu’elles sont trop
éloignées (¥, soit parce que leur masse est trop faible '), On peut donc souvent affirmer que le
champ de forces gravitationnelles d’origine extérieure est indépendant du choix du domaine.

Lorsque les dimensions du domaine sont petites devant celles de la terre, on simplifie souvent le
champ de gravitation terrestre (qui est approximativement un champ vectoriel central convergeant
vers le centre de gravité de la terre) en disant que le champ de forces gravitationnel terrestre est un
champ de forces massique uniforme g, orienté vers la terre, appelé accélération de la pesanteur, et

dont la norme au voisinage de la surface de la terre est ||g|| = g ~ 9.81 m.s 2.

On peut représenter les forces a distance extérieures par un champ de forces volumiques ou un champ
de forces massiques (f,,, = p fir,). Dans les applications ou seule la pesanteur est prise en compte, on
affirme parfois que le champ des forces volumiques est uniforme. Les lois de la gravitation montrent

© Noter que I’on n’envisage pas de densité volumique de moment. De ce fait, on élimine la possibilité de prendre en
compte certaines actions mécaniques extérieures d’origine magnétique. Le comportement (mécano-)électromagnétique
des milieux continus n’est pas envisagé dans ce cours. Il demanderait une refonte de toute la cinématique des milieux
continus : en électromagnétisme, la position a un instant # d’un milieu continu n’est pas suffisamment décrite par la
seule position actuelle de ses particules, il faut y ajouter leur orientation actuelle (en électromagnétisme, une particule
est la limite d’un dipole magnétique) ; il demanderait aussi 1’ introduction d’un principe fondamental supplémentaire
dont I’expression locale est donnée par les équations de Maxwell.

(10 Forces gravitationnelles, électrostatiques, de cohésion, etc.

(D Dans la pratique, on simplifie souvent I’extérieur en le réduisant a quelques sources de champs gravitationnnels
ou électriques. Les champs de forces a distance extérieurs ne changent donc pas pour bon nombre de domaines
matériels, tant qu’ils n’incluent pas I’une de ces sources.

(12) A condition que la terre ne fasse pas partie du domaine étudié, auquel cas la gravitation terrestre ne serait pas un
effort extérieur.

(13 Les astres par exemple. Toutefois, si I’on veut prévoir un phénomeéne comme la marée, il faut prendre en compte
la gravitation due a la lune et celle due au soleil.

(4 La matiére voisine du domaine, par exemple des parois ou I’'immeuble d’a coté.
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que c’est le champ des forces massiques f}}, (I’accélération de la pesanteur) qui est uniforme. Le

champ des forces volumiques f,,, n’est uniforme que si I’on peut considérer que la masse volu-

mique p est aussi un champ uniforme, ce qui est rarement le cas en mécanique des milieux continus
[€q. (2.4) p. 20]. Cette approximation est acceptable pour des liquides (quasi-incompressibles), elle
est assez grossiére pour certains solides déformables (!> et elle est difficilement admissible pour les
gaz sauf pour des mouvements de gaz tres particuliers tels que 7, = trD = divg v ~ 0 partout.

Quoi qu’il en soit, aucune des approximations évoquées dans ces remarques n’est nécessaire pour
établir les équations générales qui suivent. L’ auteur laisse la responsabilité aux scientifiques et aux
ingénieurs de faire les approximations qui leur semblent acceptables.

Modélisation des actions mécaniques extérieures de contact

Pour un domaine matériel de milieu continu, les forces extérieures de contact ne peuvent exister
que sur la frontiere du domaine. Elles sont modélisées par une densité surfacique de force
s’appliquant sur la frontiere d 2™, qui sera notée f* (unité : Pa = N.m~?2).

Remarque — Si la densité surfacique de force extérieure sur une frontieére a bien la dimension d’une
pression, I’orientation et le sens du champ vectoriel f* peuvent &tre quelconques par rapport a la
normale extérieure de la fronticre.

Efforts intérieurs dans un milieu continu

Soit 2™ un domaine matériel dont la position actuelle est &;". On a défini dans la section
précédente les actions de 1’extérieur sur ce domaine matériel. On se propose maintenant de
définir des efforts intérieurs a ce domaine matériel.

En mécanique générale élémentaire, on considere des systemes matériels constitués d’un en-
semble dénombrable de points matériels. Dans ce cas, il est aisé de définir les efforts intérieurs en
considérant individuellement les interactions de Newton [hypothese 3.2 p. 25] de tous les couples
de points matériels. Dans un domaine matériel de milieu continu, cette méthode est inapplicable.
Afin d’envisager les efforts intérieurs dans un domaine de milieu continu, on considere les efforts
extérieurs a des sous-domaines du domaine matériel étudié.

Soit un sous-domaine matériel 7" C Z™. L’extérieur du sous-domaine 2" peut étre partitionné
de la maniere suivante :

ext(2") = (2" — ") Uext(2™)

Les actions du sous-domaine 2™ — 2" sur le sous-domaine Z}" sont des actions extérieures au
sous-domaine 2" mais intérieures au domaine ™. Comme pour tout domaine matériel, les
actions extérieures au sous-domaine @i" sont de deux sortes :

1. Des actions extérieures a distance provenant de (2" — 2{") et de ext(2™) :
14 _ vV vV
Fop = Fign_apjap + Fexam) oy

L’action a distance f (am—amjam est une action a distance extérieure au sous-domaine %
mais ¢’est une action a distance intérieure au domaine 2.

(15 Toutefois, en mécanique des milieux continus solides, il arrive que les effets de la pesanteur soient négligeables
devant les effets des forces de contact ; dans ce cas, on pose fyy; >~ 0. Le champ des forces volumiques a distance f;);

ext —
est alors uniforme car il est considéré comme nul.
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2. Des actions extérieures de contact sur la frontiere 27" : on note c la densité de force
surfacique actuelle exercée par le sous-domaine ™ — Z}" sur le sous-domaine Z{", distribuée
sur la frontiere d Z}". La densité surfacique de force ¢ est une action de contact extérieure au
sous-domaine Z{" mais intérieure au domaine 2".

= Définition 3.9 — Contrainte. On appelle contrainte actuelle, la densité surfacique de force de
contact actuelle qui s’exerce sur la frontiere d’un sous-domaine de domaine matériel.

La valeur du champ vectoriel de contraintes ¢ (unité : Pa = N.m~2), défini sur la frontiere 8@1"
du sous-domaine, dépend a priori a la fois du choix du sous-domaine 27" C 2™ et du choix de
la particule P sur sa frontiére.

® Théoréme 3.10 — Tous les sous-domaines &, dont la frontiére contient la particule P et qui ont
la méme normale extérieure, ont la méme contrainte en P.

Démonstration — Le résultat de ce théoréme est le plus souvent postulé sous le nom d’« hypothese
de Cauchy ». La démonstration est donnée en annexe A.2 [p. 106]. Le principe de cette démonstration
a été communiqué i I’auteur par Jean COUSTEIX ('© qui s’est inspiré d’une démonstration due 2
Walter NOLL citée dans un ouvrage de Clifford TRUESDELL (7,

La valeur de la contrainte ¢ ne dépend donc que de la particule P et de la normale extérieure n;,
c’est-a-dire que la contrainte ¢ est fonction du choix d’une facette matérielle '® en la particule P.
11 existe donc une fonction a valeur vectorielle f4 telle que :

(Pny,t) f—°> ¢ = fo(P,n,,t) ol n, estla direction actuelle d’une facette matérielle. (3.2)
En revanche, pour la méme particule P, le vecteur contrainte ¢(P,n},t) est a priori différent pour

une autre normale extérieure n; (c’est une autre famille de sous-domaines tangents en P). Compte
tenu du théoreme 3.10, on pose une nouvelle définition pour la contrainte :

= Définition 3.11 — Contrainte (redéfinition). On appelle contrainte actuelle en une particule P
sur une facette matérielle de normale actuelle n,, la force surfacique actuelle ¢(P,n,,t) qui
s’exerce en P sur la frontiere de tout sous-domaine ayant P sur sa frontieére et dont la normale
unitaire extérieure est n;.

3.3.1 Existence du tenseur des contraintes

= Théoréme 3.12 — Tenseur des contraintes de Cauchy. En chaque particule d’un milieu
continu et a chaque instant, il existe un tenseur du second ordre appelé tenseur des contraintes
de Cauchy actuel, noté o, tel que la contrainte actuelle s’exercant sur une facette matérielle de
normale actuelle n, est donnée par :

c(Pn;,t) =0 (Pt)-n(Pt) (3.3)
Démonstration — En appliquant le théoréme de la résultante dynamique a un domaine matériel

tétraédrique que I’on fait tendre d’une certaine maniére vers un volume nul, on montre que I’appli-
cation fs définie dans 1’équation (3.2) est nécessairement un opérateur linéaire sur son argument

(16) de ’ONERA, Toulouse, France.

U7 Introduction a la mécanique rationnelle des milieux continus, Clifford TRUESDELL, Masson et Cie, Paris, 1974.

(%) Une facette matérielle en une particule P est identifiée par sa normale unitaire. La définition précise d’une facette
matérielle est donnée dans le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].
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vectoriel n;. En une particule P et a un instant ¢, I’opérateur linéaire fs est donc un endomorphisme
linéaire de V5 : n, — ¢, ¢’est-a-dire un tenseur du second ordre '?. La démonstration détaillée est
donnée en annexe section A.3 [p. 108].

Ce théoreme ne prouve que 1’existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy o(P,7)
sans en préciser la valeur en toute particule et a tout instant. Le champ matériel tensoriel o (P,t)
est solution d’équations différentielles qui seront établies plus loin.

Comme tous les champs matériels, le champ tenseur des contraintes actuel peut aussi bien €tre
décrit par la méthode de Lagrange que par la méthode d’Euler : 6(P,1) = 01 (x0,1) = Og(x;,1).
Toutefois, quel que soit le mode de description du champ, c’est I’application de la valeur actuelle
du tenseur des contraintes ¢ (P,z) a la normale actuelle n,(P,¢) d’une facette matérielle qui
conduit a la valeur actuelle de la contrainte pour cette facette matérielle.

Conditions aux limites en contrainte

Théoreme 3.13 - Condition aux limites en contraintes. Soit d ;" la frontiere actuelle d’un
domaine matériel, soit P’ une particule générique de cette frontiere et soit n,(P’,¢) la normale
extérieure actuelle 2 la frontiere en P'. On note f*(P’,1) la densité de force surfacique extérieure
de contact actuelle en P’. Le champ de tenseurs des contraintes o (P,7) doit satisfaire la condition
a la frontiere suivante :

VP €dg", o(P,t) n(P,t)=f(Pt) (3.4)

Démonstration — Considérons la famille de sous-domaines 2" dont la frontiére est tangente en P’ a
la frontiere d 2" du domaine matériel. En cette particule frontiere, la contrainte extérieure ¢(P',n,,r)
sur un sous-domaine 2" [déf. 3.11 p. 30] est égale a la force surfacique de contact f*(P’,r) extérieure
au domaine 2" car en P, les frontieres d 2" et d Z;" ont la méme normale extérieure [th. 3.10 p. 30].
On adonc ¢(P',n,,1) = f*(P',t). Le théoreme d’existence 3.12 [p. 30] du champ tensoriel & entraine
I’égalité (3.4).

Bord libre — On appelle bord libre une partie de frontiere sur laquelle il n’y a pas de forces exté-
rieures de contact (rien n’agit sur la frontiére). Sur un bord libre, le champ de tenseur des contraintes
doit donc satisfaire la condition aux limites :

P surunbord libre = o(P,t)-n,(P',t)=0

En mécanique des solides déformables on consideére comme bord libre les frontieres sur lesquelles
aucun effort n’est exercé par un milieu continu extérieur en contact. En mécanique des fluides, ce
sont souvent des surfaces libres (limites de jets, surface libre d’un liquide). Dans les deux cas, on n’a
strictement un bord libre que si 1’on néglige la pression atmosphérique.

La condition aux limites (3.4) est trés importante : elle contribue a déterminer la solution
particuliere du probléme parmi I’infinité de solutions des équations différentielles * de la
mécanique des milieux continus.

(19 Les endomorphismes linéaires de V3 sont isomorphes aux tenseurs du second ordre. Voir le cours Algébre et
analyse tensorielles pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 3 p. 3].

20> On rappelle que la solution générale d’un systeme d’équations différentielles aux dérivées partielles contient des
fonctions et des constantes indéterminées, qui sont résolues par les conditions aux limites et les conditions initiales.
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Décomposition des contraintes

Soit P une particule a I’intérieur d’un milieu continu, et soit n, la normale unitaire actuelle d’une
facette matérielle en P. On note ¢(P,n;,t) la contrainte actuelle en P pour cette facette matérielle.
La contrainte ¢ est la force surfacique de contact actuelle exercée par la matiere qui se trouve du
coté de n; (I’extérieur d’un sous-domaine matériel Z7") sur la matiére qui se trouve de I’autre
coté de la facette matérielle (I’intérieur d’un sous-domaine matériel Z{").

Définition 3.14 — Contrainte normale. On appelle contrainte normale actuelle en la particule P
pour la facette matérielle de normale actuelle n,, le scalaire défini par :

cy=n;-c(Pn,t)=n,-6(Pt)-n,=0(Pt): (n,@n,)=0(Pt):N,
Si ¢y > 0 on dit que c’est une traction (I’extérieur de Z}" exerce sur d Z{" une force vers lui).
Si cy < 0 on dit que c’est une compression.

Remarque — Noter que le signe de la contrainte normale cy ne change pas avec sens de n;.

Définition 3.15 — Contrainte tangentielle. On appelle contrainte tangentielle actuelle en la
particule P pour la facette matérielle de normale actuelle n;, le vecteur défini par :

cr=c—cyn=6(Pt)-n,— (n,-6(Pt)-n)m

La contrainte tangentielle actuelle ¢y pour la facette matérielle de normale actuelle n, est donc
un vecteur orthogonal a n, (on vérifie aisément que n, - ¢y = 0). Pour une facette matérielle en
une particule P et de normale actuelle n,, on peut donc décomposer le vecteur contrainte actuelle
¢(P,n;,t) en une partie normale et une partie tangentielle :

c=cym+er avec |l =i+ ller|

Les trois réels ||c

, cn et |jer|| sont des scalaires (leur valeur ne dépend pas d’une base).

Remarques — Contrairement au scalaire cy, le vecteur ¢ est sensible au sens de n,. Par ailleurs, dans
le plan de la facette matérielle, on peut choisir arbitrairement deux directions unitaires orthogonales ¢
ett, et poser cr = cr1t] +cratz. On a alors :

cry =t -cr=t;-c=t,-0-n; ;, crp=t-cr=1t)-c=1-0-n

Les nombres cr; et ¢y sont parfois appelés contraintes tangentielles pour les directions ¢1 ett,, en P
pour la facette matérielle n,. Ces définitions sont de peu d’intérét : les nombres c7| et ¢, ne sont pas
des scalaires, car leur valeur dépend du choix arbitraire des directions ¢ ett,. Ils sont donc dénués de
toute signification physique. Seule la norme ||c7 || est un scalaire (la valeur ne dépend pas d’une base).

Théorémes généraux pour un domaine matériel

Par définition, la résultante dynamique, le moment dynamique en un point et I’énergie cinétique
sont des grandeurs extensives. On peut donc définir des densités volumiques de ces grandeurs
[th. 1.6 p. 11]:

2
v

Ruyyn = / PeYE dv: 5 Mgyo0= / Pex ANYedve 5 Een= / pE = dv,
om g gr 2
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Par ailleurs, les efforts extérieurs sur un domaine matériel (forces extérieures a distance et forces
extérieures de contact) sont décrits avec des densités respectivement volumiques et surfaciques.
La résultante, le moment résultant en O et la puissance des efforts extérieurs s’écrivent :

Reo= [ fupdvis [ fras (3.5)

M,.0= / X; Af:xtE dv, +/ X; /\f% ds; [convention 3.6 p. 27] 3.6)
7 19

o= [ vefapdn+ [ vefipds (3.7)
am g

Les trois théoremes généraux de la mécanique [th. 3.4, th. 3.5 et th. 3.8 p. 27], appliqués a un
domaine matériel s’écrivent donc :

d
Rdyn =Ren MdynO :Mext0 i T Eein= Do+ P

dt ext int

Suivant la maniere dont on transforme I’écriture de toutes ces intégrales, on obtient différentes
expressions des trois théorémes généraux pour un domaine matériel de milieu continu.

Théoreme de la résultante dynamique sur un domaine matériel
Expressions de la résultante des efforts extérieurs sur un domaine matériel :

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

Rew = / Jowe dvi+ / fedse  [éq.(3.5)p.33] (3.8)
7" ogm
- / Jeue vt +/ Op-n ds, [éq. (3.4) p. 31]
o I

R.: = / (f:xt g+ divp o ) dv, (théoreéme de la divergence) (3.9)
o

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

R, = / fowr Ko dvo+ / f1 K dso (ch. var. de éq. (3.8))
pw oay

F*T -y .
— v d . d P . . FT.ng
= Jourr Ko dvo + / oL ———— Ky dso (cinématique : By = 0
/_@{)" e o9 |F~T -no|| IF="-no]

= ﬁ mfevxtLKvL dvo + /8@‘" 6. -F T .nyK, dso (cinématique : Ky = K, ||[F~T -ng||)
o 0

R, = / (]2;, . Ky +divy (K, o1 -F _T)) dvg (théoréme de la divergence) (3.10)
7
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Expressions de la résultante dynamique d’un domaine matériel :

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :
Ry, = / Ye dm = / ve dm (définition de 1’accélération) 3.11)
%m %m

d
=— / vg dm [éq. (2.14) p. 22]
dr Jom

d
= */ PEVE dv; (dm = pg dvy)
dr Jom
d
Ryy, = / —(peve) dv +/ PeVE (Ve -n;) ds; [éq. (1.4) p. 12] (3.12)
gm dt g
Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :
Rdyn = / Yo dm = / oYL Ky dvg = / Po YL dvo [éq. (2.12) p. 22] (3.13)
7 7 7

En écrivant I’égalité : Ry, = R,y et en choisissant I'une des expressions précédentes pour chacun
des termes, on écrit le théoreéme de la résultante dynamique pour un domaine matériel sous les
différentes formes que 1’on peut trouver dans la littérature.

3.4.2 Théoreme du moment dynamique sur un domaine matériel
Expressions du moment résultant des efforts extérieurs sur un domaine matériel :
Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :
M,,o= / X A fou g dv +/ x A fr ds; [éq. (3.6) p. 33] (3.14)
ar g
= x;Afl,pdv +/ x N\ (Og-n)ds [éq. (3.4) p. 31]
—Ojtm (9 -(Ztm

M,.o= / X A fou g dvi —I—/ H: (x,®0CE)-n,ds; (produit vectoriel écrit avec H) (3.15)
_@lm a _@lm
= / (x, VAN fe;, g +divg (H : (x, RO E))) dv; (théoréme de la divergence)
7"
M,.0= / (x, VAN (fertE +divg O') +H : O'E) dv, (développement de la divergence) (3.16)
7

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange.x; = f(xo,7) ou f est la description de
Lagrange des positions actuelles (description de Lagrange du mouvement) :

7T.

F~n
M0 = /J gf A Sexr Kor dvo + /a %,,H ((foor) m K dso  (ch. var. de éq. (3.15))

= FAfoar Koo dVO+/MmH: (feor) F~T.nyK,; dso K=K, |F~T -ng|)
0

gm
0

= (f A foyr Kor +divy (KVLH (feor) -F_T)) dvg (th. de la divergence)
7

Moo= / (F A (For+dive(Kuor - F 7)) +H: 61) Ky dvy (3.17)
0
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Expressions du moment dynamique d’un domaine matériel :

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

Mdy,,oz/@mx,AyE dm:/@m <(x,/\vE)’—vE/\vE> dm (3.18)
d/x/\vd d/ x; Avgd [éq. (2.14) p. 22]
= — m= — v, . (2. .
i %mt E di 9{"pE t ANVE dvy €q p
= —(pEX; \VE) dvt+/ PEX: Avg (Vg -n,) ds, [éq. (1.16) p. 17]
g Ot I
7]
Mdy,,oz/ x,/\a—(pEvE) dvt—i—/ PEX: Avg (Vg -n;) ds; (’%:vg) (3.19)
" t o

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange, x; = f(xo,7) ou f est la description de
Lagrange des positions actuelles (description de Lagrange du mouvement) :

Mdy,,oz/@mf/\n dm:/@mpo/\'yLKvL dVOZ/WPof/\}'L dvg [éq. (2.12) p.22] (3.20)
0 0 0

En écrivant I’égalité€ : M4y,0 = M.y o et en choisissant I’'une des expressions précédentes pour
chacun des termes, on écrit le théoréme du moment dynamique pour un domaine matériel sous
les différentes formes que 1’on peut trouver dans la littérature.

3.4.3 Théoreme de la puissance cinétique sur un domaine matériel
Expressions de la puissance des efforts extérieurs sur un domaine matériel :

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :
P = / Ve four dvi + / ve - frds; [éq. (3.7) p. 33]
%H a%m
PR = / VE - four dv +/ Vg - O -n; ds; [éq. (3.4) p. 31] (3.21)
7 P
= / (vE foug+divg(vg-o E)) dv, (théoréme de la divergence)
7

P = /@m <vE (fYyp+divpo)+0f : gradg v) dv; (dévelop. de la divergence) (3.22)

Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

mec v FT ‘no
P = / v four Koo dvo+ / VL OL s K, dsg (ch. var. de (3.21))
7 I [7

nol|
:/ v four KoL dVO“‘/ v-6r-F T -noK,p dso (Ks =K, |[F~T -ng|))
75 Ty
= / (VL Sour Koo +dive (Kyvy -0 ‘F_T)) dvg (th. de la divergence) (3.23)
7
- / v (fowr K +divi (Ko 01 F'))+ K (60 F'): gradva) dvo

= /W (VL' (foar KoL +dive (Ko -F1)) + Ky (oL -FT) F) dvg

Pod' = / (v (f!x,LKdeiVL(KvLaL-F—T))+KvLoL:(F-F—‘)) dvo (3.24)
0
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Expressions de la puissance cinétique d’un domaine matériel :

Si les champs sont décrits par la méthode d’Euler :

dE., d v2 d v2 ()

P = C’”:—/ Edy=— [ Ed :/ ~£24 $q. (2.14) p. 22

an =g A )pPE2 VT @ g 2 T g2 O DR

QZ;;C = / VE - YE dm = / PEVE - YE dv, (3.25)

7 74
Si les champs sont décrits par la méthode de Lagrange :

o= [ vemdn= [ povipKadio= [ poveordv (3.26)

7 7 7

Le théoréme de la puissance cinétique permet d’évaluer la puissance mécanique des efforts
intérieurs dans un domaine matériel de milieu continu :

gpmec mec _ gpmec (327)

int cin ext

En choisissant 1’une des expressions précédentes pour chacun des termes 227/ et 22, on
écrit les différentes expressions de la puissance mécanique des efforts intérieurs &2!"¢“ pour un

int
domaine matériel que I’on peut trouver dans la littérature.

Conséquences locales des théoremes généraux

Les résultats qui suivent sont les conséquences locales des trois théoremes généraux énoncés
pour un domaine matériel dans la section précédente.

Equation de mouvement

Théoreme 3.16 - Equation de mouvement. Le théoréme de la résultante dynamique est
équivalent a I’équation différentielle suivante :

pyY=divgo + fy=divg o +p fi (3.28)

ou fj et fi' sont respectivement les densités volumiques et massiques d’actions a distance dues
a tout I"univers 1.

Démonstration — En prenant 1’expression (3.9) [p. 33] pour la résultante des efforts extérieurs et
I’expression (3.11) [p. 34] pour la résultante dynamique (on choisit les expressions sans intégrale de
frontiere), le théoreme de la résultante dynamique s’écrit :

/@m peYE dv, = /9 (dive o+ £l ) dv, (3.29)
t t

ou f,,, est le champ des forces volumiques a distance exercé sur les particules du domaine par

I’extérieur actuel du domaine matériel &;". La valeur de ce champ dépend donc du domaine actuel
car la définition de I’extérieur du domaine dépend évidemment du domaine. Pour rappeler cette
dépendance, on devrait le noter (lourdement) cht( amy: Le lemme fondamental 1.10 [p. 16] n’est donc
pas utilisable pour obtenir une équation locale a partir de 1’équation (3.29).

2D On peut dire que tout I’univers est I’« extérieur de la particule P ».
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D’apres le corollaire 3.7 [p. 27] on peut écrire que :
v opdy, =0
/@{n fmt E YVt

ou f}, est la densité volumique des actions a distance actuelles des particules intérieures au domaine
matériel sur la particule P. En additionnant cette intégrale nulle a 1I’équation (3.29), il vient :

PEYE dvi = /Qm(diVE O+ four+ finr)dvi
2 —_————
t
foE

o le terme f; = fo,, + f}, est la somme des actions volumiques a distance sur une particule dues a
I'extérieur de 7" et a I'intérieur de 9", c’est-a-dire de tout I’univers. Contrairement au champ f7,;,
la valeur du champ f}, est indépendante du domaine d’intégration. Le lemme fondamental 1.10 [p.
16] est alors applicable et on en déduit le résultat. Dans 1’équation (3.28), on a supprimé les indices g
inutiles car, par définition, Wg (x;,1) = ¥y (x0,t) =¥ (P1).

gm
Z

La démonstration de la réciproque se fait ainsi :

py=diveo +f, = /@mpE'YE dth/W(diVE0'+f(v)E)de
t “t

= Lm (divEG+f:xtE +f}/m‘E> dv,

7

= / (diveo + £, g) dv, [corollaire 3.7 p. 27]
7

Remarques — Dans bien des cours >, on fait la confusion entre la densité volumique de force
a distance due a I’extérieur du domaine f,, et la densité volumique de force a distance f{ due a
I’univers entier (intérieur et extérieur du domaine d’étude). L’argument habituellement avancé est que
leur différence f},, est négligeable. Cependant, si I’on néglige f}, le lemme fondamental 1.10 [p.
16] n’est pas applicable car contrairement au champ de forces a distance f7, le champ f* est fonction
du domaine d’intégration. Pour établir I’équation locale, il est donc indispensable ne pas négliger les
actions a distance intérieures.

Dans la pratique, la confusion f,,, ~ fij n’est généralement pas grave car dans la plupart des
problémes courants, le champ f} . dii a I’autogravitation, aux forces de cohésion et aux éventuelles
forces électrostatiques est généralement négligeable. Cependant il n’est pas interdit de considérer des
domaines qui contiennent la terre *> dans lesquels négliger la gravitation interne (f v = 0) serait une

faute grave.
Ecritures « lagrangiennes » — En prenant I’expression (3.10) [p. 33] pour la résultante des efforts

extérieurs et I’expression (3.13) [p. 34] pour la résultante dynamique, le théoréme de la résultante
dynamique s’écrit :

,/Qm pLKyp ¥ dvg = /Qm (fleLKvL-l-diVL(KvLGL 'FiT)) dvg
0 (]

En suivant le méme raisonnement que précédemment, on en déduit I’équation différentielle ¥ :
pK,y=fK, +div (K,6-FT) (3.30)
poY = pofy +divi (Ko -FT) (Ky =B etf =pfm" (3.31)

ou K, = detF est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont le domaine de référence
est 7' et ol py est la masse volumique initiale (po(P) = p(P,to)).

22'Y compris dans des versions précédentes, du méme auteur, de ce cours !
(23 et pourquoi pas d’autres astres
24 On a enlevé les indices 7, inutiles car par définition Wg (x;,7) = ¥ (x9,2) = ¥(P1).
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Une autre expression, plus utile et sans « tenseur des contraintes » artificiel (voir la remarque qui suit),
est déduite directement de 1’équation (3.28) :

py=grad,6:F " +pfll  [éq.(2.6)p.20] (3.32)

Autres « tenseurs des contraintes » — Pour forcer une ressemblance entre 1’équation (3.31) [p. 37]
et I’équation de mouvement (3.28) [p. 36], le groupement de termes IT = K, 6 - F~T qui apparait
dans la divergence lagrangienne de 1’équation (3.31) [p. 37] est parfois appelé premier « tenseur des
contraintes » de Piola-Kirchhoff (ou encore de Boussinesq). On peut trouver une « interprétation » a
ce tenseur : le vecteur IT - ng est la force de contact actuelle par unité de surface de référence sur une
facette matérielle dont la direction de référence est ng. Contrairement au tenseur des contraintes de
Cauchy o, le tenseur IT n’est pas symétrique [th. 3.17 p. 38].

Dans Ia littérature on trouve encore d’autres « tenseurs des contraintes » : le tenseur de Kirchhoff :
T = K, 6 et le second tenseur de Piola-Kirchhoff : § = F~! - IT qui sont symétriques. Ces groupements
de termes ne sont nommés que parce qu’ils apparaissent dans certains calculs. Ils n’ont pas de
signification physique.

3.5.2 Symétrie du tenseur des contraintes

= Théoréme 3.17 — Symétrie du tenseur des contraintes. Le théoreme du moment dynamique
implique la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy.

Démonstration — En prenant I’expression (3.16) [p. 34] pour le moment en O des forces extérieures
et I'expression (3.18) [p. 35] pour le moment dynamique en O (on choisit les expressions sans
intégrales de frontiere), le théoréme du moment dynamique s’écrit :

/_@m PEX: NYE dv, = /—@m (x, A\ (fotE +diVEG) +H: O'E) dv,
t t
= / (x, N (foqg+ fine+diveo) +H : O'E) dv, [corollaire 3.7 p. 27]
7"

= /9 (x, A(foe+divgo)+H : O‘E) dv,
7"
En tenant compte de 1’équation de mouvement (3.28) [p. 36], il reste :
0= / H : o dv,
7"

En utilisant le lemme 1.10 [p.16], on en déduit : H : 6 = 0. Le tenseur d’orientation H étant comple-
tement antisymétrique, cette égalité implique la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy ©.

Remarques — Cette conclusion n’est valable que si les actions mécaniques extérieures et intérieures
sont modélisables par des densités de forces sans densités de moments [note 9 p. 28] (milieux continus
dits « non polarisés »). Dans le cas contraire, le théoréme du moment dynamique contient des termes
supplémentaires qui invalident la symétrie du tenseur des contraintes ©.

D’autre part, on laisse le soin au lecteur de vérifier que I’on pouvait aussi bien déduire la symétrie du
tenseur des contraintes de Cauchy a partir de I’expression (3.17) [p. 34] pour le moment en O des
forces extérieures et I’expression (3.20) [p. 35] pour le moment dynamique en O (expressions avec
les descriptions de Lagrange des champs).

Le tenseur des contraintes de Cauchy actuel o étant symétrique, il a donc 3 valeurs propres
réelles o1 (P,t), 02(P,t) et o3(P,t) (éventuellement confondues) et des espaces propres associés
a ces valeurs propres.

= Définition 3.18 — Contraintes principales. Les valeurs propres du tenseur des contraintes de
Cauchy actuel sont appelées contraintes principales actuelles.
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Définition 3.19 — Directions principales des contraintes. Les directions propres du tenseur
des contraintes de Cauchy actuel sont appelées directions principales actuelles des contraintes.

Propriété 3.20 — En une particule P, les facettes matérielles dont la direction actuelle de
la normale coincide avec une direction principale des contraintes actuelle ont une contrainte
tangentielle nulle et la contrainte normale est égale & la contrainte principale actuelle.

Démonstration — Si la direction actuelle de la normale & une facette n; coincide avec une direction
propre associée a la valeur propre o;, alors la contrainte pour cette facette matérielle est :

cC=0'n =0;n;

La contrainte normale pour cette facette matérielle [déf. 3.14 p. 32] estdonc : cy =c¢-n, = 0; etla
contrainte tangentielle [déf. 3.15 p. 32] estey =c—cyn, =0.

Si les trois contraintes principales actuelles sont distinctes, il n’existe en une particule que trois fa-
cettes matérielles, actuellement orthogonales, dont les contraintes sont purement normales, toutes
les autres facettes ont une contraintes normale et une contrainte tangantielle ; si deux contraintes
principales sont confondues, il en existe une infinité : leurs normales actuelles sont dans un plan
propre du tenseur des contraintes de Cauchy actuel ; si les trois contraintes principales actuelles
sont égales, alors toutes les facettes matérielles ont une contrainte tangentielle nulle.

Représentation de Mohr du tenseur des contraintes de Cauchy — Le tenseur des contraintes de
Cauchy étant symétrique, il est susceptible d’étre représenté graphiquement avec la représentation de
Mohr ), Cette représentation graphique montre que la contrainte normale actuelle et 1a norme de
la contrainte tangentielle actuelle pour une facette matérielle de normale actuelle n;, quelconque ne
peuvent pas prendre des valeurs quelconques : le point de coordonnées (cy, ||c7]|) est nécessairement a
I’intérieur du tricercle de Mohr. En particulier, si on ordonne les contraintes principales 61 > 0> > 03,
la norme de la contrainte tangentielle et la contrainte normale de toutes les facettes matérielles autour
d’une particule satisfont les inégalités suivantes :

1

0<||CT||<§(61*03) et o3<cey< O

Puissance volumique des efforts intérieurs

Théoreme 3.21 — Densité volumique de puissance des efforts intérieurs. La puissance des
efforts intérieurs de contact dans un milieu continu est une grandeur extensive. La densité
volumique de puissance des efforts intérieurs de contact (unité : W.m 3) est :

P (P1) = —0(P1) :D(Pt) + V- fiy (3.33)
yvlg;)tm ‘@lenl;t

v
int

ou D est le tenseur des taux de déformation et ou est le champ des forces volumiques a

distance intérieures.

Démonstration — En utilisant I’expression de la puissance cinétique (3.25) [p.36] et I’expression
de la puissance des efforts extérieurs (3.22) [p. 35] (on choisit les expressions sans intégrale de

(25 Cette représentation graphique des tenseurs symétriques est présentée dans le cours Algebre et analyse tensorielle
pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 3 p. 3].
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frontiere), la puissance des efforts intérieurs dans un domaine matériel est donnée par le théoreme de
la puissance cinétique [éq. (3.27) p. 36] :

Zpee= | pevevedu— [ (ve-(figp+diveo)+ o gradyv) by

= /@m PEVE - YE dvi — /@m (VE (for = fiwe +dive o) +0F gradEv) dvy
Compte tenu de I’équation de mouvement (3.28) [p. 36], il reste :

Pt = — o :gradgvdy, + Ve fime dvi
7 Z

t

Enfin, compte tenu de la symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy :

Vl.fgffzf/ o'E:symgl‘adEvdVHr/ VE * fine dve
7 7

= (—O'E ZDE) dv, —|—/ VE 'f}}ntE dv, (3.34)
" "
La puissance des efforts intérieurs de contact dans un milieu continu est donc une grandeur extensive
dont la densité volumique est : 22Y¢?" = —0g : Dg = —06 : D.
De méme la puissance volumique des efforts intérieurs a distance est 9";‘;’}"’ =v-f,. Ladensité

volumique des efforts intérieurs est donc :
) di .
PV = PG P = —6 Dy f), (3:35)
On laisse le soin au lecteur de vérifier qu’on aboutit au méme résultat en utilisant les expressions avec
des descriptions de Lagrange (3.24) et (3.26) [p. 36].

La puissance des efforts a distance intérieurs ﬁvjﬁft =v- f7 , estsouvent négligée (26) .

veee(Pt) ~ —o(Pt) : D(Pt) et PV o - —0f :Dg dv,

Synthése

Les trois théoremes généraux, énoncés pour un domaine matériel quelconque, ont permis
d’aboutir aux résultats suivants :

1. le théoreme de la résultante dynamique est équivalent a I’équation de mouvement ;

2. le théoreme du moment dynamique implique la symétrie du tenseur des contraintes ;

3. le théoréeme de la puissance cinétique conduit a 1’évaluation de la puissance des efforts
intérieurs dans un domaine matériel de milieu continu, et & sa densité volumique.

Théoremes généraux pour un domaine géométrique

En mécanique générale, les théoremes généraux rappelés en section 3.1.2 [p. 26] sont établis pour
des systemes matériels, ¢’est-a-dire toujours constitués des mémes particules. En mécanique des
milieux continus, ce sont des domaines matériels [déf. 1.1 p. 9]. Dans cette section, on va établir
les théorémes généraux pour des domaines géométriques [déf. 1.3 p. 10].

20) Elle représente principalement la puissance nécessaire pour déplacer la particule dans le champ d’autogravitation
du domaine matériel considéré. Cette approximation est acceptable si la taille du domaine est petite. Toutefois, une
étude de la mécanique d’une planéte gazeuse ne devrait pas négliger ce terme.
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Soit un domaine géométrique 24 dont le domaine actuel 7 est 2¢. L’équation de mouve-
ment (3.28) [p. 36] permet d’écrire :

/ PeYe dv, = / divg o dv, —|—/ fBE dv;
98 74 7

= / divg o dv, —l—/ fevxtE dv; [corollaire 3.7 p. 27] (3.36)
7 74
/ PEYE dv; = / or-ndv,+ / foyp dve  (théoréme de la divergence) (3.37)
7 278 78
Rd_\,.,, Reu

De méme, 1’équation de mouvement (3.28) [p. 36] permet d’écrire :
/ PEX NYE dv, = / x; ANdivg o g dv, —|—/ Xy /\fBE dv, (3.38)
74 7 12

/@g PeX; NYE dv, = /@gxt Adivg 6 g dv, +/@gx, A foy g dve  [corollaire 3.7 p. 27] (3.39)

M dynO A Mdist

ext O

L’intégrande de I’intégrale A peut s’écrire sous la forme d’une divergence :

x;Ndivgog =H : (x, ®divgo) =H : <divE(x, ®0) —gradExt-O'E)

=divg (H: (x,®06)) —H: (G-0p)
x; ANdivg o g = divg (H s (% ®O’)) (symétrie de o)

L’intégrale A s’écrit donc :

(H : (xt®0')) -nds; :/ x; A\ (og-n)ds,
PV

) 09¢
S cont
= X ds, =M
07 2 f t ext O

L’intégrale A de I’équation (3.39) [p. 41] est donc le moment en O des actions extérieures de
contact actuelles.

Finalement, le théoréme de la résultante dynamique [éq. (3.37) ] et le théoréme du moment
dynamique [éq. (3.39) ] pour un domaine géométrique traversé par un milieu continu s’expriment
exactement de la mé&me maniére que pour un domaine matériel, a la différence pres que les
intégrales portent sur le domaine géométrique actuel.

Bilan de quantité de mouvement sur un domaine géométrique

On peut présenter le théoréme de la résultante dynamique appliqué a un domaine géométrique %%
comme une équation de bilan de quantité de mouvement *® sur ce domaine géométrique, de la

7 Les frontieres sont éventuellement en mouvement, mais ce mouvement est a priori différent des particules qui
s’y trouvent.

28 On rappelle que la quantité de mouvement d’un point matériel de masse m se déplacant a la vitesse v est le produit
mv. Le vecteur vg peut donc étre vu comme une densité massique de quantité de mouvement et le vecteur pg vg est
une densité volumique de quantité de mouvement. La quantité de mouvement est aussi parfois appelée impulsion.
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manieére suivante :

d

T

d 3
_ _ v,
= ar /@f PEVE dV; + /39[3 PEVE (VE 1% ) n; dSt

/, vg dm —/ PEVE (vf —vg)-n; ds; [éq. (2.16) p. 23 avec ¥ = vg]
28 Py

Le terme % J 98 PEVE dv; est la dérivée temporelle de la quantité de mouvement dans le domaine
géométrique. Le théoreme de la résultante dynamique Ry, = R, s’écrit alors :

d
< dv, = — —f-d/Vd/Sd
dt/%ngVE Vi /a%ngVE(VE V) -m; ds; + %gfextE Vi + a%ng St

R ext

En notant que f° = 6 -n,, et en utilisant le théoréme de la divergence, le théoreme de la
résultante dynamique peut encore s’écrire :

d

- — _ v, v :

P /%g pPevE dv, = /mﬁ Peve (vg —Vv/) -n, dst—l—/@f(me +divg o) dv, (3.40)
Q‘m:t ¢;,:w, Rext

ol @y estle flux convectif [déf. 1.8 p. 15] de quantité de mouvement entrant a travers la
frontiere.

En comparant I’équation (3.40) avec 1’équation de bilan d’une grandeur extensive (1.22) [p. 17],
le vecteur (f, +divg &) peut étre interprété comme un taux de production volumique de
quantité de mouvement dans le domaine géométrique #¢ et son intégrale R,,; comme le taux de
production interne de quantité de mouvement. Ainsi, le théoreme de la résultante dynamique
peut étre interprété comme un théoréme de « conservation de la quantité de mouvement », si I’on
considere la résultante des forces extérieures R,,; (ou la résultante dynamique Ry, qui lui est
égale) comme une source de quantité de mouvement.

Remarques — Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du théoreme de la résul-
tante dynamique est érigée en principe. Le théoréeme de la résultante dynamique devient alors une
interprétation.

L’équation (3.40) est tres utile en mécanique des fluides lorque le mouvement est stationnaire. Le
terme de gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulement a la frontiere d’un domaine
géométrique pour en déduire la résultante des efforts extérieurs (a distance et de contact) sur le
domaine géométrique. Les actions a distance se réduisent la plupart du temps a la pesanteur dont
la résultante est facile a évaluer (le poids du fluide dans le domaine géométrique). En revanche, la
résultante des actions extérieures de contact est I’opposé de la résultante de 1’action du fluide sur les
frontieres du domaine géométrique. Dans un mouvement stationnaire, on peut donc, en ne connaissant
que les vitesses a la frontiere du domaine géométrique, calculer la résultante des actions du fluide sur
ses frontieres, sans toutefois connaitre sa distribution sur la frontiere.
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3.6.2 Bilan de moment cinétique sur un domaine géométrique

On peut suivre la méme démarche que précédemment pour interpréter le théoréme du moment
dynamique.

Mdy,,o:/ xX: NYE dm:/ X \Vg dm:/ ((x,/\vE)'—xt/\vE> dm
17 174 175 ~——
0

d
:—/ X; \VE dm—/ pE(xtAvE)(vf—vE)-nt ds; [éq.(2.16) p. 23 ; W™ = x; Avg]
dr /¢ 78

d ~
dz /-@,g PEX: ANVE dv; + 2 PE (xt VE) (VE Vv ) n; ds;

Le terme % /. ¢ PEXt \VE dv; est la dérivée temporelle du moment cinétique 29 dans le domaine
géométrique. Le théoréme du moment dynamique M 4y,0 = My o 8’ €écrit alors :

7,

d ¢
dt/%g PEX; ANvE dvy = _/a%g pe (X AvE) (ve—v/)-my dst"’/gfxt/\fevxuz dvf+/(9@;qxt/\f§; ds,

Mexl()
ou x; N\ff=H:(x,f)=H:(x,®0g) n,.

En utilisant le théoreme de la divergence, il vient :

d .
d—/ peX; Avg dv, = —/ PE (x: AvEg) (Vg —vf) n; ds; +
tJos 07¢
/@g <xt Afar +dive (H: (x; ®cE))) dv,
=— / pe (X Avg) (ve —v/) -, ds, +
Jogs
/ (x, AN p+divpo) +H : (G-a)) dv,
2 N
0
Finalement,
d 7 . ]
E/ pExt /\VE th - — pE (xt/\VE) (VE_v )'nt dst+/ xt/\(fextE +leE6) dv,
t o 27 2%
Mcin() ‘pll;r Meer

cinO

(3.41)

En comparant I’équation (3.41) avec 1’équation de bilan d’une grandeur extensive (1.22) [p. 17],
le vecteur x; A (f* + divg ©) peut étre interprété comme le taux de production volumique de
moment cinétique dans le domaine géométrique et son intégrale M,,,o comme le taux de
production interne de moment cinétique. Ainsi, le théoreme du moment dynamique peut €tre
interprété comme un théoreme de « conservation du moment cinétique », si ’on considere le
moment résultant en O des forces extérieures M, o (ou le moment dynamique en O My, 0 qui
lui est égal) comme une source de moment cinétique.

29 On rappelle que le moment cinétique en un point A d’un point matériel de masse m se déplacant a la vitesse v est
le produit vectoriel mAP Av(P), c’est-a-dire le moment en A de la quantité de mouvement.
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Remarques — Dans certains ouvrages de mécanique, cette interprétation du théoreme du moment
dynamique est érigée en principe. Le théoréme du moment dynamique devient alors une interprétation.

L’équation (3.41) est tres utile en mécanique des fluides lorque le mouvement est stationnaire. Le
terme de gauche est alors nul et il suffit de connaitre les vitesses seulement a la frontiere d’un domaine
géométrique pour en déduire le moment résultant en O des efforts extérieurs (a distance et de contact)
sur le domaine géométrique. Les actions a distance se réduisent la plupart du temps a la pesanteur,
dont le moment résultant en O est facile a évaluer (c’est le moment en O du poids du fluide dans le
domaine géométrique). En revanche, le moment résultant en O des actions extérieures de contact est
I’opposé du moment résultant en O de I’action du fluide sur les frontieres du domaine géométrique.
Dans un mouvement stationnaire, on peut donc, en ne connaissant que les vitesses a la frontiere du
domaine géométrique, calculer le moment résultant en O des actions du fluide sur ses frontiéres, sans
toutefois connaitre sa distribution sur la frontiére.

3.6.3 Bilan d’énergie cinétique sur un domaine géométrique

On peut interpréter le théoréme de la puissance cinétique comme un bilan d’énergie cinétique
sur le domaine géométrique : la puissance cinétique s’écrit :

d 2 2\
Poin = — V—Edm:/ @dm
-@g

2
i e 2 5 aogp 2E(vf—vE) -n,ds; [éq. (2.16) p. 23 ;¥ = %]

_ / PEvE e dv, +/ pE ( f vg)-n, ds, (3.42)
La puissance des efforts extérieurs s’écrit :
P = /@fVE fouE dvt—&—/a%ng frds = /@fvE fouE dvt+/¢9@§vE -0 -n; ds;
= /@tg (VE JouE +diVE(V-O')> dv, = /@[g (vE (foyp+divgo)+og :DE) dv,
- /@[g (vE.(fg—ﬁ;,EmianHaE :DE) dv,
= /%g (pEvE “YE+OE :DE> dv; [éq. (3.28) p. 36]
= /@ . PEVE - YE dvy — P]0¢ [éq. (3.35) p. 40] (3.43)

Avec les équations (3.42) et (3.43), il vient :

d v vZ
a2 = pE E (vg —vl)-n, ds, +2mec e (3.44)
Ecin ©Ecin
ou Pr.. est le flux convectif [déf. 1.8 p. 15] d’énergie cinétique entrant a travers la fron-

tiere.

En comparant I’équation (3.44) avec I’équation de bilan d’une grandeur extensive [éq. (1.22) p. 17],
la quantité

@gﬁfc @;Ztec—/ <pEVE-'}'E+O'EiDE) dv,:/ (VE-(f8E+diVEO')+O'EZDE) dv,
7 7%

t
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peut étre interprétée comme un taux de production interne d’énergie cinétique, et I’ intégrande
Te =pv-¥Y+0:D=vg-(fy+divgo)+0o:D

peut étre interprété comme un taux de production volumique d’énergie cinétique. Ainsi, le
théoréeme de la puissance cinétique peut étre interprété comme un théoreme de « conservation
de I’énergie cinétique », si I’on considere la puissance des efforts extérieurs et 1’opposé de
la puissance des efforts intérieurs comme des sources d’énergie cinétique par unité de temps
(sources de puissance cinétique).

Formulation intégrale des équations de mouvement

En premicre lecture, on peut ignorer cette section et continuer en section 3.8 [p. 47] sans nuire a
la compréhension de la suite. Dans cette section, on établit une formulation intégrale équivalente
a I’équation différentielle de mouvement locale (3.28) [p. 36]. Cette formulation est utile pour
établir certaines méthodes numériques couramment employées dans la résolution numérique des
systemes d’équations différentielles.

Soit w(M) un champ vectoriel quelconque défini sur la position actuelle &, d’un domaine de
milieu continu matériel ou géométrique **. L’ équation de mouvement (3.28) [p. 36] (équation
vectorielle) est évidemment équivalente a la proposition scalaire suivante :

Yw e Vs, pw-y=w-divge +pw- f

En intégrant cette égalité sur le domaine actuel %, il vient :

/pEw-yEdv:/ w-divEO'dv+/ pew- foedv, Yw (3.45)
D D D

= divE(w-O‘)dv—/ O'E:gradEwdv+/ Pew-foedv, Yw
J % %,

= w~O'E-nds+/ pEw-fg’Edv—/ o :gradg; wdv, VYw
09, D D

/ PEW-Yedv = / W'fi;:dS‘i‘/ pEw'fS’Edv—/ o :symgrad; wdv, Yw (3.46)
D 0% D D
ou dans la derniere ligne, on a utilisé la symétrie du tenseur des contraintes ©.

On démontre en analyse fonctionnelle que si cette égalité scalaire d’intégrales est vraie pour
tout champ w défini sur %, alors elle est équivalente a 1I’équation différentielle vectorielle de
mouvement (3.28) [p. 36].

Apercu de la démonstration — L’implication a été établie dans le calcul précédent, on n’aborde que
la réciproque. Soit H(Z;) I’espace vectoriel des fonctions définies sur &, et de carré intégrable sur
9, ; espace H(Z;) est un espace de Hilbert de dimension infinie. On montre en analyse fonctionnelle
que I'intégrale [, g(x)-h(x)dv, ot g € H(Z;) et h € H(Z;), est un produit scalaire de cet espace,
souvent noté (g, h) ou (g |h). L’équation (3.45) s’écrit donc :

VweH(Z), /@(PE‘}'E—diVEO'—PEff)"E)'WdVr=0 <  (ppYe—divg6 —pe foE.w) =0

Le champ vectoriel (pg Ye — dive 6 — pg f{ ) € H(Z;) étant orthogonal (dans I’espace H(Z;)) a
tout champ vectoriel arbitraire w € H(Z;), il est donc nécessairement nul.

G0 Dans le calcul qui suit, on n’utilise pas de dérivées temporelles d’intégrales, les résultats sont donc valables pour
tout type de domaine.
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Terminologies : Dans la littérature spécialisée, la formulation intégrale des équations de

mouvement est présentée sous diverses formes :

— Légalité (3.46) est appelée formulation intégrale ou encore formulation variationnelle
ou encore formulation faible ®* des équations de mouvement. Les champs arbitraires w sont
parfois appelés fonctions test ou encore fonctions de pondération par les numériciens.

— Si ’on interprete le champ vectoriel arbitraire w comme un champ de vitesses arbitraire,
il est appelé champ de vitesses virtuelles 3. Les termes de 1’égalité (3.46) sont alors de la
dimension d’une puissance, et le théoreme prend le nom de théoreme des puissances virtuelles.

— Si ’on interprete le champ vectoriel arbitraire w comme un champ de déplacements arbitraire,
il est appelé champ de déplacements virtuels **. Les termes de 1’égalité (3.46) sont alors de
la dimension d’un travail, et le théoréme prend le nom de théoreme des travaux virtuels.

(€29}

Remarques — Du fait de son équivalence a 1’équation de mouvement (3.28) page 36, la formulation
intégrale (3.45) ou (3.46) [p. 45] est présentée dans beaucoup de cours de mécanique des milieux
continus comme le principe fondamental (peu intuitif) de la mécanique.

La formulation intégrale est a la base d’une méthode numérique de résolution approchée de systemes
d’équations différentielles : la méthode des éléments finis. L’ approximation provient de ce que I’on
cherche des solutions, non pas dans I’espace H(%;) de tous les champs définis sur &, mais seulement
dans un sous-espace de dimension finie de champs définis sur Z; (le plus souvent polynomiaux par
morceaux).

En mécanique des solides déformables, les domaines sont des domaines matériels ; il faut ramener
les intégrales sur le domaine matériel actuel ;" inconnu a des intégrales sur le domaine matériel de
référence ;' connu. On laisse le soin au lecteur, en suivant la méme démarche que précédemment
mais en partant de I’expression lagrangienne de 1’équation de mouvement (3.30) [p. 37] ou bien
en utilisant directement les équations de changement de variables (1.2) [p. 11], de vérifier que
I’expression de ce théoréme avec des descriptions de Lagrange des champs est :

/ Pow-YL dvg 2/ pow-fg’L dVo—‘r/ Wf\L dV()—/ K, (O'L'FiT) :grade dvo, Yw
74 s o9y 7S

ou F = grad; x; est le gradient de la transformation entre les instants 7o et #, ou K, = detF est la
dilatation volumique actuelle dans une déformation dont le domaine de référence est 7 et ou py
est la masse volumique a I’instant de référence 7g. Les auteurs qui interpretent le champ arbitraire w
comme un champ de vitesses virtuelles transforment parfois le dernier terme :

Ky (6r-FT):grad,w=K,; 6, : sym(grad, w-F~') =7, : symgrad,w
N——————— N—— N———
HL L DV

ou DY serait interprétable comme un « taux de déformation virtuel » par « analogie » avec les vitesses
réelles. Les groupements de termes IT et T ont déja été évoqués dans la remarque Autres « tenseur des
contraintes » [p. 38].

Conclusion : Cette section est prématurée. La présentation d’une formulation intégrale du
systeme d’équations différentielles a résoudre n’est nécessaire qu’au moment de la mise en

G Ce nom est utilisé par les auteurs qui utilisent un autre principe fondamental de la mécanique : la solution d’un
probleme de mécanique est le champ défini sur Z; qui minimise une certaine intégrale appelée « énergie potentielle ».
Pour chercher ce minimum, on utilise le calcul variationnel.

(32) Ce nom est plutdt utilisé par les numériciens : cette formulation n’est pas plus faible que I’équation de mouvement,
elle lui est équivalente. Elle ne devient « faible » que lorsqu’on limite la recherche du champ solution dans un sous-
espace de dimension finie inclus dans H(Z;) (on obtient alors une solution approchée).

(33) Parfois noté v ou v*.

G4 Parfois noté du
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ceuvre de certaines méthodes de résolution numérique. Elle n’a été présentée ici que pour faire le

lien avec les textes qui utilisent un « principe virtuel » (travail ou puissance virtuels, au choix)

comme principe fondamental de la mécanique et pour montrer que la formulation intégrale de

I’équation de mouvement obtenue ici est identique a celles données dans ces textes.

— En mécanique des solides déformables, le domaine étudié est un domaine matériel [déf. 1.1 p. 9].
La formulation intégrale (3.45) ou (3.46) [p. 45] de I’équation de mouvement ® (3.28) [p. 36]
s’exprime avec des intégrales sur le domaine matériel actuel & inconnu, et donc nécessai-
rement avec une descrition d’Euler des champs dans les intégrandes [sec. 1.2.2 p. 12]. La
description de Lagrange de ces champs apparait automatiquement lorsque 1’on fait les change-
ments de variable [éq. (1.2) p. 11] % nécessaires pour ramener les intégrales sur le domaine
actuel inconnu Z;" a des intégrales sur le domaine de référence connu 7.

— En mécanique des fluides, le domaine d’étude est un domaine géométrique [déf. 1.3 p. 10]
connu a priori. Aucun changement de variable n’est nécessaire et les champs de la solution
sont décrits par la méthode d’Euler.

— Par ailleurs, dans un probleme de thermomécanique, cette formulation intégrale est incomplete
car il faut résoudre non seulement les trois équations différentielles de I’équation (vectorielle)
de mouvement, mais aussi I’équation (scalaire) dite de la chaleur [éq. (4.11) p. 65].

Changements d’observateur

Notation 3.22 — Dans cette section, on considere deux observateurs quelconques % et Z en
mouvement relatif quelconque. A priori ils ne sont donc pas galiléens. On convient de surmonter
d’un « » les grandeurs relatives a I’observateur Z. Le tenseur (orthogonal) de changement
d’observateur actuel de Z a # sera noté Q;.

On rappelle 7 que les formules de changement d’observateur de la direction actuelle u, d’une
direction matérielle, de la direction actuelle n, de la normale d’une facette matérielle et de toute
grandeur actuelle vectorielle w(r) objective sont :

u=0-u ; m=0n ; wt)=0 w) (3.47)

Principe 3.23 — Objectivité des forces de contact. Les forces extérieures surfaciques actuelles
de contact sur la frontiere de tout domaine matériel sont des grandeurs vectorielles objectives.

Commentaire — La signification physique de I’objectivité d’une grandeur vectorielle est que la
valeur vectorielle actuelle de cette grandeur a « la méme position par rapport a la position actuelle de
la matiére » pour tous les observateurs, ce qui se traduit par 1’une de ces deux égalités équivalentes % :

FPO=0-f(P1), VEYZ & [(P1)-(x—x)=F (Pt)-& %), VP VP'NRVZR

Ainsi, le principe de I’objectivité des forces de contact affirme que si un observateur constate que
I’extérieur d’un domaine exerce actuellement sur une facette matérielle de la frontiére une contrainte

(35 Tl est important de noter que 1’équation de mouvement n’est qu’une partie des équations différentielles a résoudre
dans un probleme thermomécanique, il faut y ajouter I’équation de la chaleur (4.11) [p. 65]. La formulation intégrale
d’un probleme de thermomécanique des solides déformables sera reprise et complétée dans le cours Comportement
élastique, du méme auteur.

(36) Ces changements de variables sont parfois appelés « équations de transport ».

G7 Voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].

G%) Voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].
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normale a la frontiere actuelle, alors tous les observateurs font la méme constatation. De méme une
contrainte actuelle tangentielle est tangentielle et a la méme norme pour tous les observateurs. Le
vecteur f* actuel fait donc le méme angle avec la facette matérielle actuelle pour tous les observateurs.
L’ orthogonalité du tenseur de changement d’observateur actuel Q, garantit que tous les observateurs
observent aussi la méme norme actuelle de la contrainte f*.

En revanche, il n’est pas possible de postuler une objectivité pour les forces massiques ou volumiques
car les observateurs sont a priori en mouvement relatif quelconque. Méme si I’observateur % est
galiléen, I’observateur Z ne I’est pas a priori et les forces massiques qu’il doit prendre en compte
contiennent des forces (fictives %)) d’inertie d’entrainement et de Coriolis. La suite montre que seule
I’objectivité des forces de contact est nécessaire.

m Théoreme 3.24 — Objectivité du tenseur des contraintes de Cauchy. Le champ de tenseur
des contraintes de Cauchy est un champ tensoriel du second ordre objectif.

Démonstration — Les forces extérieures de contact étant objectives [principe 3.23 p. 47], la formule
de changement d’observateur des vecteurs contraintes [déf. 3.11 p. 30] est :

c=0;c [éq. (3.47)] (3.48)
En appliquant la définition de la contrainte (3.3) [p. 30] pour chaque observateur, 1’égalité (3.48) s’écrit :
o-n=0,(c-n), Vn
6-Qim=0-06n, Vn  [éq.(347)]

60 =00
6=0 060/ (3.49)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur tensorielle du second ordre
objective.

Remarque — On laisse le soin au lecteur d’établir les formules de changement d’observateur des
autres « tenseurs des contraintes » [p. 38] IT , T et S . Il en déduira “? que seul le tenseur T = K, &
est objectif.

On en déduit aisément qu’une contrainte normale actuelle cy(P,n;,t) =n, - 6(P,t) -n; est un
scalaire objectif quelle que soit la facette matérielle de normale actuelle n, considérée. De
méme, le vecteur contrainte tangentielle actuelle en une particule pour une facette matérielle de
normale actuelle n,, ainsi que sa norme sont des grandeurs respectivement vectorielle et scalaire
objectives car ¢7 -u; = ¢ -u; Vu,. L’objectivité du tenseur des contraintes de Cauchy implique
I’objectivité de ses valeurs propres actuelles, de ses invariants actuels et de ses directions propres
actuelles.

® Théoreme 3.25 — Objectivité de la puissance des efforts intérieurs de contact. La densité
volumique de puissance des efforts intérieurs de contact est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La formule de changement d’observateur du tenseur des contraintes de Cauchy est
donnée dans I’équation (3.49) [p. 48]. On rappelle que le tenseur des taux de déformation actuel D
est objectif. Sa formule de changement d’observateur est donc : D = Q, -D-Q, . Le lecteur montera
sans difficulté que I’on a alors I’égalité :

gpveont . = .1y . _ gpveont
PV =—06:D=—06:D=2")

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur scalaire objective.

(39 C’est-a-dire dont la source n’est pas identifiable.
140 On rappelle que la formule de changement d’observateur du gradient lagrangien des positions actuelles F est :
F=0, F-Q].



3.8 Changements d’observateur 49

= Théoreme 3.26 — Objectivité de la puissance des efforts intérieurs a distance. La puissance
des efforts intérieurs a distance est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — La définition de la puissance des efforts intérieurs a distance est : [, v - fj,, dv,
ou f (P,t) est le champ de forces volumiques a distances engendré par toutes les particules P’ du
domaine actuel % :

fin = /% Fppdv
En vertu de I’hypothese des interactions de Newton [principe 3.2 p. 25], I’action de la particule P’ sur
la particule P est une force colinéaire 2 la biparticule {P, P’} :
Fpp= k(||xt —xF|) (P —xf) (la fonction & n’est pas précisée, mais elle est universelle)
Cette force est une grandeur vectorielle objective, en effet :
k(||xf/ —x|) = k(||§ —xt PI) (universalité de la fonction k et objectivité des distances) (3.50)
F P/p= k(||§ —X H) ( fxl ) (définition universelle de I’interaction)
=k(|x" —xF|) G =) [éq. 3.50)]
= k(||x;D x| Q- (xfD —x)  (changement d’observateur des biparticules)
=0 -FP//P (définition universelle de I’interaction) (3.51)
ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective.

La puissance des efforts intérieurs a distance pour un observateur 73 pour un couple de particules
{P,P'} est:

Pty =Fpp- 3 +Fpyp -V =Fpjp- 3 —Fpyp- 3" =Fpjp- (7" =)
:Q,-Fp//p~(v - ) [éq. (3.51)]
=0 Fpp- (@ (" =)0, (6 —x%) =0 0" —v0) =0, (¢ —x))
(cinématique : changement d’observateur des vitesses)
=0 Fpp- (@ (" ")+ 0 (6" —2"))
=Fpp-Q Q- (=) —k (" —x")-0 -0, (" —x")
=Fpp- Q-0 -(v'—v ) (Q, - Q, est antisymétrique)
= Fpp- 0 V") = 73
La puissance des efforts intérieurs a distance pour un couple de particules est donc une grandeur

scalaire objective. On en déduit que la somme des puissances des efforts intérieurs a distance sur tous
les couples de particules d’un domaine est une grandeur objective.

En vertu des deux théoremes 3.25 [p. 48] et 3.26 [p. 49], on en déduit le théoréme suivant :

® Théoreme 3.27 — Objectivité de la puissance des efforts intérieurs. La puissance actuelle
des efforts intérieurs (a distance et de contact) dans un domaine de milieu continu est une
grandeur scalaire objective.

int int int

gpmec _ (@wnt ggdlst — /Q —o:Ddvy, +/_@ VE f;)nt dv, (352)

Remarque — La puissance des efforts intérieurs a distance (objective) 2% = [, 9, VE * [y dvr est

souvent négligée.
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En revanche, la puissance des efforts extérieurs (a distance et de contact) &2i<¢ et la puissance
cinétique L., = dﬁ—;"'” ne sont pas des grandeurs scalaires objectives, car la vitesse et 1’accéléra-
tion ne sont pas des grandeurs vectorielles objectives. Cependant, le théoréme de la puissance

cinétique montre que leur différence est objective :

dEcin
gpmec — gp. gpmee _ Locin / v fr dv, — / v f* ds,
dr 9 99,

En bref...

Dans ce chapitre, on a déduit les équations de la mécanique des milieux continus a partir des
théorémes généraux établis en mécanique générale en application des lois de Newton.

Les résultats essentiels sont :

1. Les efforts extérieurs agissant sur un domaine de milieu continu sont :
— des forces extérieures a distance qui agissent sur toutes les particules du domaine de milieu
continu, décrites par un champ de forces volumiques f},, ou massiques f; ;
— des forces extérieures de contact agissant sur la frontiere, décrites par un champ de forces
surfaciques f*.
2. Les efforts intérieurs de contact sont décrits par le champ de tenseurs des contraintes de
Cauchy 6 (P,t) : en une particule P, la contrainte s’exergant sur une facette matérielle de

normale actuelle n, est donnée par :
c(Pn,t)=0(Pt)-n,

En particulier, en toute particule P’ de la frontiere d’un domaine, de normale extérieure
actuelle n,(P’,1), le tenseur des contraintes de Cauchy doit satisfaire la condition aux limites :

o(P't)-n(Pt)=f(P,t)

3. Les lois de la mécanique de Newton impliquent que :
— en toute particule et a tout instant, I’équation de mouvement doit étre satisfaite :

diveo =p(y—fo) (équation différentielle vectorielle)

ou f{'(P,t) est le champ de force a distance massique exercé par tout I’univers (extérieur et
intérieur du domaine d’étude) sur la particule. Pour les petis domaines, le champ des forces
a distance sur une particule f7,(P,t), di a I’intérieur du domaine d’étude, est souvent
négligé (f;' confondu avec f7;,).

— le tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique ;

— la puissance des efforts intérieurs est une grandeur extensive et objective dont la densité
volumique est :

int int

Vi (Pit) = —06(Pt) :D(Pt) +ve- fi, ol "4 est souvent négligé.
—_— N .

Jpvcont apvdist
z int z int

On a donné différentes manieres d’écrire et d’interpréter les théoremes généraux de la mécanique
pour des domaines matériels ou géométriques.

Le tenseur des contraintes de Cauchy est une grandeur tensorielle du second ordre objective, et
la puissance des efforts intérieurs ainsi que sa densité volumique sont des grandeurs scalaires
objectives.



4.1
4.1.1

4

Conservation de I'énergie

Le principe de la conservation de 1’énergie est aussi appelé premier principe de la thermodyna-
mique. Avant d’aborder I’expression du principe de la conservation de 1’énergie pour un domaine
de milieu continu, il est utile de clarifier un certain nombre de concepts de base utilisés en
thermodynamique.

Concepts de base en thermodynamique
Systéme

La thermodynamique a pour ambition d’étudier I’évolution de systeémes matériels dont la consti-
tution interne est a priori quelconque (machines, objets matériels solides ou non, ponctuels ou
non, agencés de maniere quelconque) et susceptibles d’échanger de la maticre et de I’énergie
avec ’extérieur du systeme. L’échange d’énergie se fait sous la forme d’énergie mécanique, le
travail, et sous la forme d’autres énergies non mécaniques qui, dans ce cours, se réduiront a la
chaleur.

Dans ce cours, les systemes dont on étudie 1’évolution énergétique sont soit des domaines
matériels (ou systemes fermés) [déf. 1.1 p. 9], soit des domaines géométriques (ou systemes
ouverts) [déf. 1.3 p. 10], remplis d’un milieu presque partout (" continu.

Commentaires — La modélisation d’un dispositif matériel réel au moyen d’un modele de milieu
continu par morceaux, séparés par des surfaces est tres générale. On peut pratiquement modéliser
n’importe quel dispositif macroscopique de cette maniere : les objets solides (déformables ou non)
sont des milieux continus séparés des autres constituants du systeéme par leur surface frontiere ; les
autres constituants peuvent étre des fluides (liquides ou gaz) qui eux aussi sont délimités par des
frontieres de solides (parois, aubages) ou des surfaces limites du systeme (sections d’entrée ou de
sortie). Chaque morceau est un milieu continu avec son propre comportement, soumis a des conditions
aux limites aux interfaces entre les morceaux ou a ses frontieres avec 1’extérieur du systeme.

Dans les cours élémentaires de thermodynamique, les constituants d’un syst¢me sont fortement
simplifiés (solides indéformables, fluides non visqueux, gaz parfaits, ressorts sans masse, liaisons
sans frottement, pressions et températures uniformes dans I’espace, contraintes uniquement normales,
tenseur des contraintes sphérique, etc.). Ces simplifications, qui ont pour principal objectif I’extréme
simplification voire la disparition des équations de la mécanique, sont sous la responsabilité de ceux
qui en font usage.

Dans la suite, la seule hypothese qui sera faite sur les systeémes envisagés est qu’ils sont constitués de
milieux continus par morceaux, a priori non uniformes et de loi de comportement quelconque (mais
thermodynamiquement admissible, ¢’est-a-dire conforme au second principe de la thermodynamique).

(M Le sens de la locution « presque partout » est celui qu’on lui donne dans la théorie de la mesure et des distributions :
I’ensemble des points ol le milieu n’est pas continu est de volume nul (points, lignes, surfaces). En particulier, un
milieu continu par morceaux est un milieu presque partout continu.
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Définition 4.1 — Systeme thermodynamique. Un systéme thermodynamique est un domaine
matériel (systeme fermé) ou un domaine géométrique (systeme ouvert) dont le contenu est
modélisé par un milieu (presque partout) continu. Ce systeme échange de 1’énergie avec son
extérieur sous forme de travail et de chaleur.

Quel que soit le type de domaine étudié (matériel ou géométrique), il est délimité par une
frontiere, éventuellement mobile mais qui doit étre une surface fermée (elle définit donc un
intérieur et un extérieur du systeme). Les principes de la thermodynamique (tout comme ceux de
la mécanique) se réferent a ’intérieur et a I’extérieur des systemes.

Remarque — Dans certains textes thermodynamiques, le type de domaine (matériel ou géomé-
trique), sa frontiere, son intérieur et son extérieur ne sont pas toujours définis avec toute la précision
souhaitable, voire changent au cours du discours, ce qui peut conduire a des conclusions erronées.

Variables d’état

Comme on va le voir dans la suite, le principe de la conservation de 1’énergie évoque « I’état
d’un systeme ». Il convient de préciser ce concept.

Dans les cours de thermodynamique élémentaire, les systemes envisagés sont des systemes
suffisamment simplifiés pour que le nombre de parametres qui évoluent lorsque le systéme
évolue soit limité a quelques unités. Ces parametres évolutifs sont appelés variables d’état. 1l
existe aussi d’autres parametres non évolutifs qui définissent le systeme (dimensions, raideurs,
caractéristiques de fluides, etc.) qui ne sont pas des variables d’état. L’état d’un systéme est défini
par un ensemble de valeurs données aux variables d’état.

Exemples — Quelques systemes simplifiés classiques :

1. Le systeme est un domaine (matériel ou géométrique) de fluide dont les caractéristiques sont
des champs supposés uniformes (toutes les particules sont dans le méme état). Dans ce cas, les
grandeurs en une particule du domaine caractérisent I’état du domaine complet.

2. Le systeme est composé d’un nombre fini de constituants simplifiés agencés entre eux (solides
indéformables parfois sans masse, ressorts élastiques sans masse, liaisons sans frottement, etc.).
Dans ce cas, I’état du systeme est défini par un nombre fini de parametres géométriques définissant
la position des éléments du systeme.

3. Le systeme est une combinaison des deux cas précédents : typiquement un cylindre indéformable
et un piston indéformable avec un glissement étanche et sans frottement, enfermant un gaz en état
uniforme ou plus généralement une machine thermodynamique fortement idéalisée.

En thermodynamique élémentaire, ces simplifications n’ont pour objectif que de pouvoir décrire

I’évolution du systeme par 1’évolution d’un petit nombre de variables.

Par ailleurs, on qualifie souvent de « variables d’état » des grandeurs physiques évolutives,
sans se soucier si ces variables sont indépendantes ou non . Si les variables d’état ne sont
pas indépendantes, la définition d’un état (ensemble de valeurs données aux variables d’état)
doit étre compatible avec les relations d’interdépendance entre les variables. Dans ce cours, la
liste des variables d’état sera un ensemble de parametres évolutifs nécessaire et suffisant pour
la description de I’état du systeme modélisé. Les variables d’état seront donc des grandeurs
indépendantes, c’est-a-dire que 1’on peut donner a chacune d’elles une valeur arbitraire (dans

@ Il n’est pas rare de lire que pour un gaz parfait en état uniforme, la pression, le volume massique (ou son inverse
la masse volumique) et la température absolue sont des variables d’état alors qu’elles sont liées par la loi de Mariotte.
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son domaine de définition) pour définir un état. L’ensemble de variables d’état indépendantes est
la définition de I’état du systeéme, et toutes les valeurs possibles des variables d’état engendrent
tous les états envisageables par ce modele du systeme.

Enfin, en thermodynamique élémentaire, on se soucie rarement de 1’universalité de la définition
de I’état du systeme : un méme ensemble de valeurs pour les variables d’état devrait définir
le méme état du systeéme pour tous les observateurs. En d’autres termes, les variables d’état
devraient €tre des grandeurs scalaires objectives, afin que tous les observateurs décrivent un état
du systéme avec les mémes valeurs de variables d’état ; les évolutions de 1’état d’un systeme
(c’est-a-dire celle de ses variables d’état) sont alors les mémes pour tous les observateurs.

Commentaire — Le vecteur position ou le vecteur vitesse d’une particule par rapport a un observateur
sont des vecteurs différents d’un observateur a 1’autre. Ces parametres peuvent effectivement servir a
décrire I’état d’un systéme pour un certain observateur, mais un autre observateur décrira le méme
état du systéme avec d’autres valeurs. En revanche, des grandeurs telles que des distances actuelles
ou des vitesses relatives actuelles entre éléments du systeéme sont des parametres communs a tous les
observateurs qui peuvent définir un état de systeéme avec les mémes valeurs pour tous les observateurs.
En particulier, quand les variables d’état contiennent des parametres géométriques ou cinématiques
relatifs entre éléments du systeéme, ces parametres permettent de reconstituer la géométrie actuelle
et le mouvement actuel du systéme a un mouvement de solide pres ), ce qui est suffisant pour
définir I’état d’un systeme. Un systéme et son état ont une signification physique indépendamment de
tout observateur et ils doivent pouvoir étre décrits intrinsequement, c’est-a-dire indépendamment de
I’observateur utilisé pour analyser son évolution. Par exemple, la longueur actuelle d’un ressort est
une variable d’état objective alors que les positions de ses extrémités ne sont pas des variables d’état
objectives.

Compte tenu des considérations précédentes, et afin de développer une thermodynamique
générale, rigoureuse et universelle ), on pose la définition suivante :

Définition 4.2 — Variables d’état. Les variables d’état décrivant 1’état d’un systéme thermody-
namique [déf. 4.1 p. 52] sont choisies tel que :

1. Les variables d’état sont des champs matériels objectifs > de grandeurs physiques (scalaires
vectorielles ou tensorielles) presque partout © différentiables ; les milieux continus considérés
ne sont donc pas a priori en état uniforme ; les champs matériels choisis comme variables
d’état décrivent 1’état actuel de chaque particule.

2. Laliste des variables d’état est la liste nécessaire et suffisante pour définir un état du systeme,
c’est-a-dire celui de ses particules : on peut donc donner une valeur arbitraire (dans son
domaine de définition) a chacune des variables d’état pour définir un état du systeme.

Remarque — On verra plus loin [déf. 4.8 p. 58] que toute liste de variables d’état tensorielles
objectives et indépendantes peut se ramener a une liste de variables d’état scalaires objectives
indépendantes.

Le choix d’une liste de variables d’état indépendantes est la premiere étape de la modélisation du
comportement d’un systeme thermodynamique. En faisant ce choix, on décide que tous les états

) ou, ce qui revient au méme, a un changement d’observateur pres.

* C’est-a-dire valable pour tous les observateurs.

) C’est-a-dire des champs ¥W(P,r) définis (éventuellement par morceaux) sur le systtme (domaine matériel ou
géométrique) ; leur objectivité implique que leur formule de changement d’observateur est : Wy = Zo,(¥) (la méme
que celle des biparticules).

© Voir la note 1 [p. 51].
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envisageables par ce modeéle du systeme sont obtenus en donnant indépendamment une valeur
arbitraire a chacune des variables d’état (dans leur domaine de valeurs admissibles).

Remarques — Le choix d’un ensemble de variables d’état indépendantes est normalement suggéré
par des constatations expérimentales sur le milieu continu que 1’on veut modéliser : on doit pouvoir
donner indépendamment a chacune des variables d’état une valeur arbitraire. Elles ne doivent donc
pas étre liées par une relation issue d’une définition, de la cinématique, d’un principe fondamental ou
d’une loi de comportement.

Exemple en mécanique des solides déformables : on ne peut pas prendre simultanément la masse
volumique actuelle p et un tenseur de déformation actuel X comme variables d’état indépendantes,
car la dilatation volumique actuelle K, en une particule, déterminée par le tenseur de déformation
actuelle X, est liée a la masse volumique actuelle par le principe de la conservation de la masse :
K, = pop~" [éq. (2.8) p. 21]. Les deux grandeurs X et p ne sont donc pas indépendantes. Si 1’on tient
a conserver la variable p comme variable d’état pour un solide déformable, alors il faut ’associer au
tenseur de déformation isov(X) qui est le tenseur de déformation isovolume issu de la décomposition
de la déformation X 7.

Exemple en mécanique des gaz : si le milieu continu est modélisé par un gaz parfait, on ne peut
pas prendre comme variables d’état indépendantes a la fois la température actuelle T, la masse
volumique actuelle p et la pression actuelle p d’une particule car ces trois grandeurs sont liées par
la définition d’un gaz parfait p = rp T ol r est une constante caractéristique du gaz parfait. Si on
choisit la température et la masse volumique comme variables d’état d’un gaz parfait, la pression en
une particule de gaz parfait est par définition une fonction d’état [déf. 4.5 p. 56].

En revanche, si on constate expérimentalement qu’il faut distinguer des états qui auraient les mémes
valeurs de variables d’état, alors il est nécessaire d’ajouter a la liste de ces variables d’état une ou
plusieurs variables d’état qui permettent de distinguer ces états [exemple p. 55].

Plus I’ensemble de variables d’état indépendantes est grand, plus le modele est compliqué, mais il
sera d’autant plus apte a rendre compte correctement du comportement réel du systeme modélisé.

= Notation 4.3 — Tant que les modeles de milieu continu ne sont pas précisés (fluide, solide
déformable, etc.), les variables d’état seront notées {1 (P,t),--- ,Xn(P,t)}, chacun de ces champs
matériels pouvant étre scalaire, vectoriel ou tensoriel.

Exemples de listes de variables d’état indépendantes pour un milieu continu :

On verra dans le chapitre suivant qu’une variable d’état scalaire et objective obligatoire est la
température absolue T'. Elle figure donc toujours dans la liste des variables d’état des exemples
qui suivent.

1.

La variable d’état masse volumique actuelle (un scalaire) traduit la présence d’une certaine
quantité de matiere par unité de volume ®. Cette description macroscopique locale de la
répartition actuelle de la matiere est la plupart du temps jugée suffisante pour les modeles
de fluides. Une liste de variables d’état indépendantes et objectives pour décrire I’état d’une
particule de fluide simple est donc {7, p}.

. Un tenseur de déformation actuelle (un tenseur du second ordre) traduit plus finement la

disposition actuelle de la matiére en comparant les distances actuelles entre particules voisines
avec celles d’une forme de référence. Un tenseur de déformation doit donc obligatoirement
figurer dans la liste des variables d’état d’une particule de milieu continu solide déformable.

) L’expression de la décompositition unique et commutative de toute déformation en déformation sphérique et

déformation isovolume dépend du tenseur de déformation utilisé. Voir le cours Cinématique des milieux continus, du
méme auteur [note 4 p. 3].

®) Microscopiquement, ¢’est un nombre moyen de corpuscules par unité de volume.
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La forme de référence utilisée pour définir les déformations serait, par exemple, la forme
du solide déformable lorsqu’il n’a encore jamais été sollicité. Une liste de variables d’état
objectives pour décrire 1’état d’une particule de solide déformable isotrope est donc {7,X }
ou X est un tenseur de déformation actuelle objectif *.

3. Pour les solides déformables anisotropes, un tenseur de déformation actuelle est insuffisant
pour définir un état actuel : il faut compléter la description de I’état actuel d’une particule en
précisant I’orientation du tenseur de déformation actuel par rapport aux directions actuelles
d’anisotropie. En plus de la température, les variables d’état doivent donc comporter a la fois
un tenseur de déformation actuelle et les directions matérielles actuelles d’anisotropie. Une
liste de variables d’état objectives ') pour décrire 1’état d’une particule de solide déformable
anisotrope est donc {7,X ,Ny,--- ,N,,} ou X est un tenseur de déformation actuelle objectif
et ot les {N,} sont des tenseurs uniaxiaux unitaires représentant les directions non orientées
actuelles d’anisotropie.

4. Pour certains milieux continus, on constate que I’histoire de 1’évolution des variables d’état
pour parvenir a un état donné est importante. Dans ce cas, il faut ajouter des variables d’état
(scalaires, vectorielles ou tensorielles) qui sont le résumé actuel de I’histoire de I’évolution de
cette particule 'V, Ces variables d’état sont souvent appelées variables d’état « internes ». Ce
résumé de 1’histoire peut étre plus ou moins riche selon les éléments de I’histoire que I’on a
sélectionnés comme importants.

Exemple — Allongement isotherme d’une barre : a1’aide d’une machine de traction, on allonge
de 1% une éprouvette par un chargement progressif a la température constante 7, ou bien on
I’allonge de 10% puis on la rameéne a un allongement final de 1%, toujours a la température
constante Tp. Si I’on constate que 1’effort exercé par la machine a I’allongement final de 1% differe
dans les deux expériences, cela signifie que la seule déformation par rapport a I’état initial est une
variable d’état insuffisante pour caractériser 1’état final allongé de 1% a la température Ty : il faut
distinguer les états finaux par le fait que I’histoire de la déformation n’est pas la méme dans les
deux expériences.

Le qualificatif « interne » attribué aux variables d’état qui représentent 1’ histoire de 1’évolution
semble plus ou moins consacré par 1’usage, bien que toutes les variables d’état puissent étre
vues comme « internes » puisqu’elles traduisent 1’état local des particules du domaine. Certains
auteurs préferent les appeler « non observables » ou « cachées » ou encore « non mesurables ».
Ces variables d’état sont pourtant visibles, observables (et donc mesurables) puisque ce sont des
observations expérimentales qui permettent d’en déceler la nécessité. Dans I’exemple précédent,
on observe une différence dans I’effort final des deux chemins ('), Pour désigner sans ambigiiité
suggestive ces variables d’état on pose la définition suivante :

Définition 4.4 — Variables d’état mnésiques. On appelle variable d’état mnésique toute va-
riable d’état qui est un résumé (la mémoire partielle) de 1’histoire de 1’évolution de la particule.

© Tl en existe plusieurs, voir le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].

(0 Lorsqu’il y a plusieurs directions d’anisotropie en une particule, la liste de variables d’états tensorielles proposée
ici n’est pas tout a fait indépendante car les angles actuels entre les directions d’anisotropie ne sont pas indépendants
de la déformation actuelle X. Lors de 1’étude des milieux continus solides anisotropes, on la ramenera a une liste de
variables d’état scalaires indépendantes.

(D Ces variables d’état traduisent macroscopiquement des phénomenes microscopiques tels que des réarrangements
ou des ruptures de liaisons intercorpusculaires qui se sont produits dans 1’évolution qui a abouti a 1’état actuel. Les
phénomenes macroscopiques s’ appellent : plastification, endommagement, etc.

(12) Accessoirement, on observe aussi une différence de déformation permanente aprés décharge de la barre : la barre
déchargée n’est pas dans le méme état que 1’état initial car sa variable d’état déformation est différente.
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Fonction d’état

L’énoncé du principe de la conservation de I’énergie évoque la notion de « fonction d’état ». Il
convient de préciser ce concept.

Définition 4.5 — Fonction d’état. On appelle fonction d’état, toute grandeur physique scalaire,
vectorielle ou tensorielle dont la valeur est déterminée par la seule connaissance des valeurs des
variables d’état indépendantes.

Les fonctions d’état sont donc des applications fyr : {X1, -, Xn} — V?q ou g est ’ordre de
tensorialité de la fonction d’état. Une fonction d’état définit'*) une nouvelle grandeur x’ en
fonction des valeurs des variables d’état :

X/(PJ) :fx/(xl(Pat)7"' 7xn(P>t))

Lors de I’évolution d’un systeme, I’état {1, -, X, } des particules évolue avec le temps, la va-
leur de la fonction d’état ¢’ évolue donc aussi avec le temps. Sa dérivée particulaire (') est :

n
. —pi . of,
x/ = Z 3l~fxf ®p'xi (rappel : aifx/, parfois noté 3]:: , est un tenseur d’ordre p; + q)
i=1 i

oll p; est I'ordre de tensorialité de la variable d’état x; et ou @' est un produit tensoriel
pi-contracté.

La plupart des fonctions d’état envisagées dans la suite seront scalaires (g = 0, V3®q =R). Dans
ce cas, la dérivée particulaire s’écrit :

n
. — i . dfy
xl = Z 3l~f%/ ®p’ Xi (rappel : 9; [y parfois noté aj;?. , est un tenseur d’ordre p;)
i=1 !

Si la fonction d’état est scalaire et si de plus toutes les variables d’état sont scalaires, la dérivée
particulaire s’écrit :

¥ =

(agE

aifx’ Xi

Il
—_

Vocabulaire — Les fonctions d’état scalaires (ou seulement certaines d’entre-elles) sont parfois
appelées « potentiels thermodynamiques ».

Remarques — On peut définir une infinité de fonctions d’état X} : toute fonction de fonctions d’état et
de variables d’état est une fonction d’état. Parmi un ensemble de grandeurs {¥1,--- , X», X1, "+, x;},
on peut choisir n grandeurs {x/,---,xn} telles que les ¢ grandeurs restantes s’expriment en fonction
des x7. 1 suffit que I'application {¥1,---,X.} <> {X7, -+, X} (changement de variables d’états)
soit inversible. Cette possibilité de changer de liste de variables d’états indépendantes explique la
profusion de formules (exprimant la méme chose) que I’on peut trouver dans beaucoup de cours de
thermodynamique. Dans ce cours, par souci de clarté, on évitera de faire de tels changements de

variables d’état.

Par ailleurs, on verra dans la suite que les seules fonctions d’état réellement fondamentales sont les
deux fonctions d’état scalaires introduites par les deux principes fondamentaux de la thermodyna-
mique : I’ énergie interne introduite par le premier principe de la thermodynamique [section 4.2.1 p. 60]

(13 Cette définition est bien siir universelle : la fonction f, est la méme pour tous les observateurs.
(4 C’est-a-dire la dérivée temporelle a particule constante (« on suit la particule dans son mouvement »).
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et I’entropie introduite par le second principe de la thermodynamique [chapitre 5 p. 71]. Les autres
fonctions d’état évoquées classiquement dans les traités de thermodynamique (enthalpie libre ou non,
énergies libres de Helmholtz ou de Gibbs, etc.) ne sont que des combinaisons de ces deux fonctions
d’état fondamentales et de variables d’état, combinaisons qui apparaissent dans 1’étude de certaines
évolutions particulieres (isothermes, isobares, isochores, etc.) de certains milieux continus particuliers
(gaz parfaits, de van der Waals, liquides incompressibles, etc.) ; elles n’ont rien de fondamental.

4.1.4 Isotropie des fonctions d’état

= Théoreme 4.6 — Isotropie des fonctions d’état scalaires objectives. Toute fonction d’état
scalaire et objective, fonction de variables d’état tensorielles objectives, est nécessairement une
fonction isotrope de ses arguments.

Démonstration — Les variables d’état étant objectives, leur formule de changement d’observateur
est connue a priori :

Xi(Pt) = Zg, (2i(P1))
ou Zp, (i) est larotation du tenseur x; par le tenseur de changement d’observateur actuel Q, as,
Soit une fonction d’état scalaire et objective définie par x' = f,/(X1, -+, Xn). L'universalité de sa

définition signifie que I’application f,,s est la méme pour tous les observateurs. L’objectivité de cette
grandeur scalaire implique 1I’égalité :

fx’(le'" uxn) :f}(’(ilv"' 72;1) :fx’(%Q,(XI)H“ >%Q;(xn))u th

ce qui est la définition d’une fonction scalaire isotrope.

= Théoreme 4.7 — Théoreme des fonctions isotropes (rappel d’analyse). Si une fonction sca-
laire f/ est isotrope pour ses arguments tensoriels (d’ordre O ou plus), il existe alors une
fonction f telle que :

Fo X, Xn) = (L) “.1

ou {Ij,---I,} est une liste minimale d’invariants calculés a partir des arguments tensoriels
{X1, - ,Xn} de lafonction I

Démonstration — La démonstration de ce théoréme est donnée en annexe du cours Algébre et analyse
tensorielle pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 3 p. 3].

Les deux théoremes 4.6 et 4.7 permettent d’affirmer que : foute fonction d’état scalaire objec-
tive d’arguments tensoriels objectifs indépendants peut étre ramenée a une fonction scalaire
d’arguments scalaires objectifs indépendants.

La longueur m de la liste d’arguments scalaires indépendants de la fonction fx, est toujours
inférieure ou égale au nombre de composantes nécessaires pour donner une valeur aux n va-
riables d’état tensorielles {)1,--,Xn}. Puisque les variables d’état tensorielles {)1, -, Xn}
sont objectives, les invariants calculés a partir de ces variables sont des grandeurs scalaires
objectives. Les listes minimales {/,---I,,} de scalaires objectifs indépendants varient suivant
le nombre et I’ordre de tensorialité des variables d’état tensorielles X; ; ces listes ne sont pas
uniques, mais pour un certain ensemble de variables d’état tensorielles elles ont toutes le méme
nombre de scalaires.

(19 On rappelle que pour une grandeur vectorielle objective v, la formule de changement d’observateur est :
v =%g,(v) = Q; -v, et pour une grandeur tensorielle d’ordre 2 objective T elle s’écrit : T = Zg, (T) = Q;-T - Q.
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La description de I’état d’une particule de milieu continu avec des variables d’état tensorielles
objectives {X1,--,Xn} peut donc toujours se ramener a un ensemble de m variables d’état
scalaires objectives {/,- I, }. On ne pourra préciser cette liste que lorsque les variables d’état
tensorielles indépendantes {X,---, X} auront été choisies.

= Définition 4.8 — Variables d’état réduites. La liste des m champs scalaires objectifs {1}, --- I, }
est appelée liste de variables d’état réduites.

Interprétation — La signification physique du théoréme mathématique sur les fonctions isotropes est
que les seules valeurs réelles, communes a tous les observateurs, nécessaires et suffisantes pour décrire
un état de particule défini par des variables d’état vectorielles ou tensorielles, sont les invariants de
chacune des variables d’état et des invariants croisés ') qui définissent les orientations relatives de
ces tenseurs les uns par rapport aux autres !”, en excluant toute orientation absolue par rapport a un
observateur particulier. Les m variables scalaires {I},--- ,I,,} ne permettent donc pas de reconstruire
complétement les variables d’état tensorielles pour un observateur donné, elles permettent seulement
de reconstruire I’ensemble des variables d’état tensorielles a une rotation d’ensemble quelconque pres,
c’est-a-dire a un changement d’observateur quelconque pres. Le théoreme des fonctions isotropes
permet donc de trouver systématiquement des descriptions de I’état d’une particule par une suite de
scalaires objectifs.

4.1.5 Espace des états

Chaque état de particule étant défini par un nombre fini m de scalaires objectifs [déf. 4.8 p. 58],
on peut donc représenter tous les états d’une particule envisageables par ce modele de milieu
continu avec un point de R™ (ou d’un certain domaine de R™).

= Définition 4.9 — Espace des états. Soit m le nombre de variables d’état réduites d’un modele de
milieu continu. On appelle espace des états, la région '®) d’un espace de points de dimension m
tel que chaque point représente un état de particule.

Dans I’espace des états, de dimension m, une fonction d’état scalaire peut se représenter par ses
isovaleurs : ce sont des hypersurfaces de dimension m — 1.

Remarque — En thermodynamique des gaz '”, les variables d’état indépendantes se réduisent &
deux scalaires objectifs (m = 2, on dit que les gaz sont « divalents »). Les isovaleurs des fonctions
d’état d’un gaz sont donc des courbes tracées dans un espace des états de dimension 2. On peut
donc les représenter graphiquement sur des diagrammes plans. Du fait que les thermodynamiciens
changent souvent d’ensemble de variables d’état indépendantes [remarque p. 56], ils présentent
plusieurs versions de ces diagrammes, qui expriment néanmoins toutes la méme chose. On peut tenter
de justifier I’existence de ces différentes versions de diagrammes thermodynamiques par le fait que
I’on souhaite représenter des chemins d’évolutions particulieres (isothermes, isobares, isochores,
isentropes, etc.) par des verticales ou des horizontales pour faciliter des calculs graphiques.

(160 C’est-a-dire ceux qui sont calculés a partir de plusieurs arguments tensoriels.

(7 Voir la démonstration du théoréme sur les fonctions isotropes, en annexe du cours Algébre et analyse tensorielles
pour I’étude des milieux continus, du méme auteur [note 3 p. 3].

(13 Chaque variable d’état réduite a un domaine de définition qui peut étre limité a une partie de R.

(19 C’est la seule thermodynamique vraiment développée dans les cours de thermodynamique élémentaires, le plus
souvent limitée aux gaz parfaits.
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Evolution thermodynamique

L’évolution thermodynamique d’un domaine (matériel ou géométrique) est la description des
changements d’état de chaque particule du domaine, c’est-a-dire la donnée des m champs
matériels scalaires {I;(P,t),--- ,I,,(P,t)}. Durant I’évolution d’'un domaine, chaque particule suit
son propre chemin dans 1’espace des états, paramétré par le temps.

Définition 4.10 — Evolution d’une particule. On appelle évolution thermodynamique d’une
particule, la courbe (le chemin) décrite par le point représentatif de 1’état de la particule au cours
du temps dans 1’espace des états.

Définition 4.11 — Vitesse d’évolution d’une particule. On appelle vitesse d’évolution ther-
modynamique actuelle de la particule P, la dérivée temporelle dans 1’espace des états du point
représentatif de 1’état au cours d’une évolution.

Les m composantes de la vitesse d’évolution thermodynamique d’une particule dans I’espace
des états sont donc les m dérivées particulaires objectives ?"{I;(P,t),--- ,I,,(Pt)}.

11 faut bien noter que si I’ensemble des variables d’état d’un modele de milieu continu est bien
un ensemble de valeurs indépendantes *!), ’ensemble de ses dérivées particulaires dans une
évolution ne I’est pas nécessairement : il se peut que la cinématique, des lois physiques ou des
principes fondamentaux imposent des relations entre les dérivées particulaires des variables
d’état.

Toutes les directions de vitesse d’évolution thermodynamique a partir d’un point de I’espace des
états ne sont donc pas toujours possibles.

Exemple — Pour un milieu continu solide anisotrope a une seule direction d’anisotropie, la défor-
mation actuelle et la direction d’anisotropie actuelle sont des variables d’état indépendantes : tout
tenseur de déformation actuel associé a toute direction d’anisotropie actuelle est un état possible.
Néanmoins, les directions d’anisotropie étant des directions matérielles, la cinématique implique des
relations entre la dérivée particulaire des déformations X et la dérivée particulaire de la direction
d’anisotropie 7, car la direction d’anisotropie est, comme toute direction matérielle, entrainée par le
mouvement *%,

Principe de la conservation de I’énergie

La démarche suivie dans ce chapitre est similaire a celle suivie dans les deux chapitres précédents :
on pose le principe pour un domaine matériel, on en déduit une expression locale a I’aide du
lemme fondamental puis on exprime les conséquences pour un domaine géométrique.

Le principe de la conservation de 1’énergie est aussi appelé premier principe de la thermody-
namique. 1l fait intervenir une nouvelle forme d’énergie : la chaleur. La chaleur est une forme
d’énergie non mécanique qui, comme le travail, peut étre échangée avec I’extérieur du systeme
étudié.

20 On rappelle que la dérivée particulaire d’une grandeur scalaire objective est une grandeur scalaire objective. Voir
le cours Cinématique des milieux continus, du méme auteur [note 4 p. 3].

2D On peut donner une valeur arbitraire a chacune des variables d’état pour définir un état ; tout point de 1’espace
des états représente un état possible dans ce modele.

22 Les relations cinématiques entre la dérivée particulaire d’un tenseur de déformation et celle d’une direction
d’anisotropie sont détaillées dans le cours Comportement élastique, du méme auteur.
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Enoncé classique pour une évolution finie entre deux instants
On considere un domaine matériel **) quelconque en évolution entre deux instants 7, et t,.

Principe 4.12 — Premier principe de la thermodynamique. Le premier principe de la ther-
modynamique postule deux assertions :

1. L’énergie se conserve : il existe une grandeur scalaire, extensive > et objective, appelée
énergie interne du domaine matériel, telle que 1’énergie recue > (travail et chaleur) de
I’extérieur du domaine matériel entre deux instants sert a modifier son énergie cinétique
(modification du mouvement), le reste servant a modifier son énergie interne.

Remarque — 11 est important de préciser qu’il n’y a pas de spécialisation : on peut modifier
Iénergie cinétique d’un systéme aussi bien avec du travail qu’avec de la chaleur. Il en est de méme
pour I’énergie interne.

2. L’énergie interne du domaine matériel est une fonction d’état : a chaque état du domaine
matériel correspond une valeur de son énergie interne. Des variations de 1’énergie interne du
domaine matériel impliquent donc des variations de variables d’état du domaine matériel *®.

L’énergie recue de I’extérieur est a la fois de 1’énergie mécanique (du travail) et de 1’énergie non
mécanique (de la chaleur). Le premier principe s’écrit donc classiquement :

(Ecin(tZ) - Ecin (tl)) + (Eint (IZ) - Eint (tl)) — WZ + QZ (42)

N

ol :

— la variation d’énergie interne Ejy (f2) — Eins (#1) du domaine matériel implique des modifications
des variables d’état c¢’est-a-dire des changements d’état dans le domaine matériel ;

— le terme Wﬁf désigne le travail mécanique (éventuellement négatif) recu de 1’extérieur par le
systeéme pendant I’évolution entre les instants #; et #, ;

— le terme Qﬁ désigne la chaleur (éventuellement négative) recue de I’extérieur par le systeme
pendant I’évolution entre les instants 71 et t,.

L’expression de la fonction d’état énergie interne en fonction des variables d’état n’est pas
précisée par le principe. Cette fonction d’état est particuliere a chaque systeme étudié. Dans le
cas d’un domaine matériel de milieu continu, elle est particuliere a chaque milieu continu (acier,
eau, air, etc.).

C’est en précisant d’une part la liste nécessaire et suffisante des variables d’état et d’autre part
I’expression de I’énergie interne en fonction de ces variables d’état, que I’on construit un modele
de comportement du milieu continu.

«Equilibres » — Dans la plupart des ouvrages de thermodynamique, le premier et le second principes
de la thermodynamique sont énoncés avec des systemes supposés « a 1’équilibre » aux instant #|
et 1, sans définition claire de ce que signifie cet « équilibre » : tantdt les vitesses sont supposées

23 Les thermodynamiciens disent systéme fermé. Pour I’instant, le domaine matériel n’est pas nécessairement un
domaine de milieu (presque partout) continu, mais il est néanmoins en permanence constitué de la méme matiere.
2% L’extensivité postulée de 1’énergie interne est parfois appelée en thermodynamique : « principe de 1’état local ».
(25 Par convention, on parle toujours de I’énergie recue de 1’extérieur par le domaine matériel. Si 1’énergie « regue »
est négative, elle est cédée au milieu extérieur.

(20) Noter que la réciproque est fausse : des variations de variables d’état ne modifient pas nécessairement 1’énergie
interne (dans I’espace des états, il existe des isovaleurs de 1’énergie interne). Autrement dit, il existe des évolutions
sans variation de 1’énergie interne.
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nulles ?”) (il n’y a donc pas de variation d’énergie cinétique) ou supposées constantes dans le temps
(accélération nulle, « équilibre mécanique ») et/ou uniformes dans 1’espace (mouvement de translation
pour I’observateur du systeme), tantdt les champs de variables d’état dans le domaine sont supposés
uniformes (« équilibre thermique » et autres *®), et bien souvent les deux a la fois. Comme on
va le voir par la suite, cette condition floue d’« équilibre » (mécanique ou thermodynamique ou
autre ?”)) est inutile, voire néfaste, et ne sera jamais utilisée dans la suite. Ces conditions soit-disant
simplificatrices ne sont évoquées que parce que c’est dans ces conditions d’essai particulieres que les
vérifications expérimentales sont les plus faciles a faire. Pendant 1’évolution d’un systeéme matériel
(continu ou non), les vitesses ou les accélérations de ses particules se sont en général pas nulles %,
les champs de variables d’état ne sont en général ni uniformes ni stationnaires et le principe de la
conservation de 1’énergie n’en reste pas moins vrai. Pour appliquer le principe de la conservation de
I’énergie exprimé avec de telles restrictions, ces auteurs sont amenés a considérer les évolutions du
systeme étudié comme une « succession d’états d’équilibre », éventuellement « infiniment lente » qui
n’ont aucun sens physique.

Enoncé global instantané

L’énoncé classique (4.2) [p. 60] est affirmé pour toutes les transformations, c’est-a-dire V¢, et V1,,
et donc en particulier pour toute sous-transformation entre deux instants ¢ et ¢ + df aussi proches
que I’on veut ", On va donc en donner une formulation instantanée qui garantit le respect du
principe de la conservation de 1’énergie pour toute sous-évolution d’une évolution :

d d
3 Beint 7 Bin = P05 + el (4.3)

ou :
— PPe¢ est la puissance mécanique actuelle des efforts extérieurs (a distance et de contact) ;

— ¢ est 1a puissance calorifique actuelle regue de 1’extérieur (a distance et de contact).

Rappel — L’unité légale de puissance est le Watt (symbole : W =J.s™1).

11 faut maintenant traduire cet énoncé global valable pour un systeme matériel a priori quelconque,
dans le cas ol la matiere du systeme matériel est modélisée par un milieu (presque partout)
continu.

Conservation de I’énergie pour un domaine matériel

Soit 2™ un domaine matériel, on note Z;" sa position actuelle (si nécessaire on note 7' sa
position de référence a un instant de référence f).

L’énergie interne est, par principe, une grandeur extensive [déf. 1.5 p. 11], on peut donc définir
une densité massique d’énergie interne, notée ¢ et appelée énergie interne massique *» (Jkg™1).

7 Pour quel observateur ?

2% Par exemple la température ou la pression sont supposés uniformes dans I’espace, ce qui évite de parler de
champs matériels pour les variables d’état.

29 Certains auteurs définissent un « équilibre » par une stationnarité de certaines variables d’état ou la nullité de
certains flux.

(30 Quel que soit I’observateur.

G Naturellement, tous les états intermédiaires 7 € [t1,#,] d’une évolution ne sont pas « a I’équilibre » quel que soit
le sens qu’on donne a ce mot.

(32) Voir la note 24 [p. 60]. Les thermodynamiciens disent aussi : énergie interne spécifique.
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L’énergie interne actuelle d’un domaine matériel s’écrit donc [éq. (2.11) et (2.12) p. 22] :

Eim(.@m,l):/ e'g dm:/ pEeg dv, <:/ elnjdm:/ pLeZ"KVdvoz/ poezndvo>
gm gm 7% Z8 7%

L’énergie interne massique est, par principe, une fonction d’état. 11 existe donc une application
réelle f, telle que :

"(Pt) = fe(X1(P1),-+ , Xa(P1)) ou {X1, -+ ,Xn} sont les variables d’état.

La fonction universelle ®* £, est caractéristique de chaque type de milieu continu, par la liste des
variables d’état ); et par I’application f, elle-méme (expression de 1’énergie interne massique en
fonction des variables d’état).

L’énergie interne est, par principe, une grandeur scalaire objective. Puisque les variables
d’état sont objectives, I’application f, est donc une fonction isotrope de ses arguments tensoriels
[th. 4.6 p. 57] et peut donc étre ramenée a une fonction f, d’arguments scalaires [th. 4.7 p. 57] :

em(Pvt) :?e(ll(Pvt)v' e 7Im(P7t))

ou les variables d’état réduites scalaires {/;,---,1,,} sont connues quand on connait la liste des
variables d’état tensorielles objectives {X1,- - ,Xn}. La dérivée particulaire s’écrit :
n — N
¢"(Pt)=Y 9if I (4.4)
j=1

On est maintenant en mesure de détailler les différents termes du principe de la conservation de
I’énergie instantané (4.3) [p. 61].

La dérivée temporelle de 1’énergie cinétique est :

d

—E = Pl = / PEVE - YE dv; [éq. (3.25) p. 36]
dr m

La dérivée temporelle de 1’énergie interne est :

d d

o ,-m(@’",t):d—/ er dm:/ éy dm [éq. (2.14) p. 22 avec ¥ = ¢™]
t tJonm 7

La puissance mécanique des efforts extérieurs est :
Poq = /@m <VE (f> p +dive G) + O :DE) dv,  [éq. (3.22)p. 35]
i
= g (VE (foE — fiwg +divpo) +0f :DE> dv
La puissance calorifique recue de I’extérieur est la somme de deux termes :

cal __ cal cont caldist __ s \
Z ext — Z ext +Z ext = /8@’" GextE ds; + /@ - TextE dv,
t t

Le terme 224 con est la puissance calorifique recue de I’extérieur par contact a la frontiére

(conduction thermique 2 la frontiére) et le terme Z25% @i est 1a puissance calorifique regue a
distance de I’extérieur.

(33) C’est-a-dire identique pour tous les observateurs.
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= Définition 4.13 — Le champ scalaire ¢}, est appelé puissance calorifique surfacique regue en
une particule de la frontiére (unité : W.m~2).

Rappel — On considere ici des domaines matériels. Aucune matiere ne traverse la frontiere, il n’y a
donc pas d’apport de chaleur a travers la frontiere par convection.

= Définition 4.14 — Le champ scalaire r),, est appelé puissance calorifique volumique a distance

recue de I’extérieur par une particule (unité : W.m3).

Commentaire — On peut utiliser le terme r},, pour modéliser une production de chaleur a I’intérieur
du domaine due a un rayonnement d’origine extérieure qui ceéde une partie de son énergie sous
forme de chaleur en traversant le domaine matériel par interaction avec la matiere (par exemple
un rayonnement micro-ondes agissant sur un milieu continu contenant des molécules d’eau). Dans
beaucoup d’applications, ce terme est nul soit parce que le milieu continu est transparent pour
ce rayonnement (pas d’interaction), soit parce qu’il est opaque et que la chaleur n’est recue qu’a
I’interface matérielle qui recoit le rayonnement (si cette interface matérielle fait partie de la frontiere
du domaine, la chaleur regue est alors modélisée dans le terme ¢}, [déf. 4.13]), soit enfin parce que
I’on néglige ses apports thermiques ou que 1’on suppose qu’un tel rayonnement n’existe pas. Le
champ r},, (P,t) n’existe que dans les milieux continus semi-transparents au rayonnement considéré ;
la valeur de ce champ dépend de I’intensité et de la direction du rayonnement sur I’interface irradiée
ainsi que des caractéristiques de semi-transparence de la matiere pour ce rayonnement (indice de
réfraction). Le champ r),,(P,) est généralement décroissant avec la pénétration du rayonnement dans
la matiere depuis I’interface irradiée. La valeur actuelle du champ ¥ 7’ (P,¢) est donc toujours
la méme quel que soit le sous-domaine du domaine matériel actuel considéré. Il est donc possible
d’utiliser le lemme fondamental [th. 1.10 p. 16] pour établir des équations locales [th. 4.18 p. 65 et
th. 5.1 p. 75].

Le principe de la conservation de I’énergie (4.3) [p. 61] pour un domaine matériel s’écrit donc :

/ PEVE *YE dv;-i-/ ég’dm:
77 77

%Ecin(gmyt) (% im‘(@mJ)

/9 (v (For — Frup +divee) +or Dy ) dv+ /@ Plp vt /8 o

P Pt
Compte tenu de I’équation de mouvement [éq. (3.28) p. 36], il reste :

/@mPEég de:—/@”1VE-ffn,Ede+/@m5EZDE d"t+/9mertEth+/(9@inszdst 4.5)

— e [&q. (3.34) p. 40]

int

Remarque — Dans la littérature spécialisée, dans I’expression de la puisssance des efforts intérieurs

Phee, le terme [gmve - f}, ; v, qui représente la puissance des efforts a distance intérieurs > est

souvent négligé devant la puissance des efforts intérieurs de contact |. gm —OE : Dg dv,.

G4 La détermination de la valeur de ce champ sort du cadre de ce cours. On peut considérer le champ r},, (P,t)
comme une donnée issue d’un calcul en théorie du rayonnement.
(35 Elle se limite généralement a 1’autogravitation dans le domaine.
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Courant de chaleur dans un milieu continu

De la méme maniere qu’en mécanique ou 1’on a démontré 1’existence d’un champ tensoriel des
contraintes, on va montrer I’existence d’un champ vectoriel noté g(P,t) et appelé courant de
chaleur. Le théoréme qui suit est souvent présenté comme une hypothese ou une évidence.

Théoreme 4.15 - Tous les sous-domaines &; C ;" dont la frontiere contient la particule P
et qui ont la méme normale extérieure n,, recoivent la méme puissance calorifique surfacique
actuelle en P.

Démonstration — La démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théoreme 3.10 [p. 30]
pour les contraintes : on applique le principe de la conservation de 1’énergie (4.5) a un domaine
compris entre les frontiéres de sous-domaines 7, leur plan tangent commun et un cylindre de rayon r
qui tend vers 0. Le détail de la démonstration est donné en annexe [th. A.2 p. 110].

On en déduit I’existence d’une fonction f; telle que ¢° = f,(P,n;) pour tous les sous-domaines
de normale extérieure n,. La chaleur surfacique recue ne dépend donc que de la facette matérielle
considérée.

Théoreme 4.16 — Existence du courant de chaleur. En chaque particule d’un milieu continu
et a chaque instant, il existe un vecteur appelé courant de chaleur actuel, noté g, tel que la
puissance calorifique recue par conduction sur une facette matérielle de normale actuelle n; est
donnée par :

qS(PJlI?t):_q(P)t)'nt (46)

Démonstration — La démonstration de I’existence du champ vectoriel courant de chaleur g est
analogue a celle de I’existence du champ tensoriel des contraintes & : on applique le principe de la
conservation de I’énergie [éq. (4.5) p. 63] a un sous-domaine tétraédrique que 1’on fait tendre vers un
volume nul d’une certaine maniere. Le détail de la démonstration est donné en annexe [th. A3 p. 111].

Théoreme 4.17 — Condition thermique aux limites. Soit 2" la frontiére actuelle d’un
domaine matériel, soit P’ une particule générique de cette frontiere et soit n,(P’,¢) la normale
extérieure actuelle a la frontiere en P’. On note ¢, (P',t) la puissance calorifique surfacique
actuelle regue de 1’extérieur en P'. Le champ vectoriel courant de chaleur g(P,¢) doit satisfaire la
condition a la frontiere suivante :

VP €dg", q(P,t)-n(Pt)=—¢,(Pt) 4.7)

Démonstration — Considérons la famille de sous-domaines Z{" dont la frontiere est tangente en P’ a
la frontiere d 2" du domaine matériel. En cette particule frontiére, la puissance calorifique surfacique
¢*(P',n,t) sur un sous-domaine Z}" est égale a la puisssance calorifique surfacique ¢}, (P',7) regue
de I’extérieur du domaine & car en P', les frontieres 8@{” et d 2" ont la méme normale extérieure.
On a donc ¢*(P',n,,t) = ¢3,,(P',1). Le théoréme d’existence du champ vectoriel g [th. 4.16 p. 64]
entraine 1’égalité (4.7).

Vocabulaire — Une portion de frontiere ol I’on impose la condition ¢5,, = 0 est dite adiabatique.
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Une derniere expression de la conservation de 1’énergie sur un domaine matériel est donc :

/ peép dv, = =0 + / o g dvi + / 4o E ds; [éq. (4.5) p. 63]
7" 7 g
=—-P+ / o dve — qr -n, ds; [éq. (4.7) p. 64]
7 g
/@ préydv = — 74 /@ (Pl —diveg) d 4.8)
oun P = —/ or:Dg dv,—i—/ ve - fr g dv 4.9)
@;ﬂ @;ﬂ
| ——

(souvent négligé)

Ecriture «lagrangienne » — On laisse le soin au lecteur de vérifier que si on utilise des descriptions
de Lagrange dans le domaine matériel, le principe de la conservation de I’énergie pour un domaine
matériel s’écrit :

. -7
préy Ky dvg = —@ﬂf”-/ Tow L KoL dVU—/ q.-F" -nyK,p dsg
9’" 9)” a@m
0 0 0

/ po e} dvg = — e —|—/ oK dvo— [ divi(K,F~'-q) dvg (4.10)
ay ay ay

ou @;chz—/ O'LZDLKVLdV()—F/ VL'f};I[LKdeVU
7 7

(souvent négligé)

ol K, est la dilatation volumique actuelle dans une déformation dont la référence est 7. On peut
encore transformer cette expression en développant la divergence dans 1’équation (4.10).

En utilisant I'identité divy ¥ = grad, ¥ : F~ ", on obtient une autre expression directement a partir
de I’équation (4.8) :

/@m poéf dvg = — e + /@,ﬂ(rﬁm —grad, q:F~")K, dvg
0 0

Comme pour I’équation de mouvement (principe fondamental de la mécanique), ces écritures avec
des descriptions de Lagrange sont prématurées. Elles apparaissent automatiquement dans la résolution
numérique des problémes de thermomécanique des solides déformables lorsque 1’on change de
variables pour ramener les intégrales de la formulation intégrale du probleme, qui portent sur un
domaine matériel actuel inconnu Z;" a des intégrales sur le domaine matériel de référence ' %
connu a priori. Pour un probleme de thermomécanique des fluides, 1’écriture de la conservation de
I’énergie avec des descriptions de Lagrange des champs ne présente aucun intérét puisque le domaine
géométrique (actuel) d’intégration est connu a priori.

4.5 Forme locale de la conservation de I’énergie
= Théoréeme 4.18 — Equation de la chaleur. Le principe de la conservation de 1’énergie est

équivalent a I’équation différentielle suivante :

int int

P = PR, —diveq  od PR =—6:D+ v-fl @.11)
——

(souvent négligé)

(36) Voir note 35 [p. 47].
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Démonstration — On obtient cette équation diffférentielle par le méme procédé que pour les deux
principes précédents (conservation de la masse et principe fondamental de la mécanique) : en
utilisant le lemme fondamental [th. 1.10 p. 16] & partir de 1’expression globale du principe de la
conservation de 1’énergie pour un domaine matériel (4.8) [p. 65], on obtient la forme locale de la
conservation de 1’énergie (4.11) dans laquelle on a enlevé les indices g inutiles car par définition
Yi(x,,t) =¥ (x0,t) =¥(P1). Laréciproque est évidente.

Rappel : interprétation de la divergence d’un champ vectoriel - Si divgq < 0, la particule est
un puits de chaleur; si divg g > 0, la particule est une source de chaleur; si divgg = 0, le champ q
est « localement conservatif » : la particule regoit autant de chaleur qu’elle en cede.

Pour un certain milieu continu (la fonction f, et la liste des variables d’état sont connues),
I’équation de la chaleur [éq. (4.11) p. 65] s’écrit donc :

m
P Y 0if lj=—Pn +riy—diveq  [éq. (4.4)p. 62 (4.12)
j=1

Ecritures « lagrangiennes » — En appliquant le lemme fondamental a I’équation (4.10) [p. 65] et
en négligeant la puissance des efforts intérieurs a distance, il vient :

K,p é"=K,6:D+K,rl, —divi(K,F'-q)
~—~ N~ N—_——
Po T 90

ol po = p(P,1p) (masse volumique initiale) et ol T est le « tenseur des contraintes » de Kirchhoff
évoqué dans Autres « tenseurs des contraintes » [p. 38]. Le groupement de termes K, F~! - g, parfois
noté qo pour une ressemblance avec 1’équation (4.11), est difficilement interprétable. On peut aussi,
si on le souhaite, développer la divergence. Une autre expression, sans introduction de « tenseur des
contraintes » artificiel ni de « gq », est déduite directement de I’équation (4.11) :

pe"=06:D+r, —graqu:F;r (car divE‘P:gradL‘P:F’T, V) 4.13)

Cette derniere expression est celle qui est utile dans les résolutions numériques de thermomécanique
des solides déformables *7.

4.6 Conservation de I’énergie pour un domaine géométrique

Soit un domaine géométrique dont la position actuelle est 2. En intégrant les termes de
I’équation locale (4.11) [p. 65] sur la position actuelle 2° du domaine géométrique, on obtient
I’égalité :

51 — vmec vV s
/%;ngeE dV,——‘/@tggz int dvt—|—/@[gl’extEdv,—/%gdlvKth

Avec la dérivation des intégrales de masse sur un domaine géométrique [éq. (2.16) p. 23], 1l vient :

d : : -
d—/ e"dm = -2 +/ o A —/ divp g dv; +/ peer (v —vg)-n,ds,
t ) 7 7 99¢

N——— ~ ~
B (22.1) P 2.

(4.14)

(7 Voir note 35 [p. 47].
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ou @, est le flux convectif [déf. 1.8 p. 15] d’énergie interne entrant a travers la frontiere et
ot v/ est la vitesse de la frontiére du domaine géométrique. En comparant I’équation (4.14) avec
I’équation de bilan d’une grandeur extensive [éq. (1.22) p. 17], la quantité
pi = e = [ (rlap —diveq = 25 dv

peut s’interpréter comme un taux de production interne d’énergie interne, et son intégrande
T, = ryy —divgq — PV7%¢ est le taux de production volumique d’énergie interne. Ainsi, on peut
interpréter le principe de la conservation de 1’énergie, comme un principe de « conservation de
I’énergie interne », a condition de considérer la puissance calorifique extérieure et I’opposé de la
puissance mécanique des efforts intérieurs comme des sources d’énergie interne.

Bilan d’énergie totale — Certains auteurs préferent présenter le principe de la conservation de
I’énergie comme un bilan « d’énergie totale ». En utilisant le théoréme de la puissance cinétique sous
forme de bilan d’énergie cinétique pour un domaine géométrique (3.44) page 37 :

d
g Eein(Z8:1) = o + Pin* + P,

et en additionnant terme a terme avec 1’équation (4.14) [p. 66], il vient :

d d .
*Eint(-@gat) + aEcin(-@gat) = ggmec+9cal+¢e+¢El

d ¢ ext ext cin

Ainsi, si on appelle « énergie totale » le terme (non objectif) E;,; = E.i, + Ei,y, €n comparant avec
I’équation de bilan d’une grandeur extensive [éq. (1.22) p. 17], le principe de la conservation de
I’énergie peut étre présenté comme un principe de « conservation de 1’énergie totale », a condition de
considérer la puissance mécanique des efforts extérieurs et la puissance calorifique extérieure comme
des sources d’énergie totale. Avec ces définitions, le taux de production volumique d’énergie totale
est: g, =v- (diveo + ") +r), —diveg.

4.7 Changements d’observateur

= Principe 4.19 — Objectivité de la chaleur transmise par conduction. La chaleur surfacique
actuelle g3, (P',r) regue en une particule P de la frontiere actuelle d 2" d’un domaine matériel
est, par principe, un scalaire objectif :

V@V@, &ixt(P,,t) = Qixz(Pl’t)

Commentaire — Quand un domaine matériel recoit de la chaleur a sa frontiere, il est naturel de
poser que cette quantité de chaleur recue est la méme pour tous les observateurs. Ce principe minimal
est suffisant pour déduire les théoremes d’objectivité qui suivent.

m Théoreme 4.20 — La chaleur surfacique regue par une facette matérielle en une particule P de
normale actuelle n, est une grandeur scalaire objective.

Vﬁv'%v ?(P’nt) :qb(Pvnt)

Démonstration — 11 suffit d’appliquer le principe 4.19 a tout sous-domaine du domaine matériel
considéré et d’utiliser le théoreme 4.15 [p. 64] pour aboutir au résultat.

= Théoreme 4.21 — Objectivité du courant de chaleur. Le champ vectoriel courant de chaleur
actuel g est un champ vectoriel objectif.
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Démonstration — Le théoreme 4.20 [p. 67] (objectivité de la chaleur re¢ue par une facette matérielle)
et le théoréme 4.16 [p. 64] (existence du courant de chaleur) impliquent I’égalité :

q-n,=q-n;, VBRI n, [principe 4.19 p. 67]
q-Qn=q-n, VRNR I n, [6q. (3.47) p. 47]
q-0 =g VRNR
4=49-0' =0 ¢, VRNR (g est un vecteur) (4.15)

ce qui est la formule de changement d’observateur d’une grandeur vectorielle objective.

= Théoreme 4.22 — Objectivité de la divergence eulérienne du courant de chaleur. La diver-
gence eulérienne du courant de chaleur est un champ scalaire objectif.

Démonstration — On sait de la cinématique que la divergence eulérienne d’un champ vectoriel
objectif est un champ scalaire objectif. Le courant de chaleur actuel étant un champ vectoriel objectif
[th. 4.21 p. 67], sa divergence eulérienne est donc un scalaire objectif.

= Théoreme 4.23 — Objectivité de la puissance calorifique recue par rayonnement. La puis-
sance calorifique volumique extérieure actuelle r},, est une grandeur scalaire objective.

Démonstration — L’équation de la chaleur (4.11) [p. 65] est :

pet==-2""C 1+, —divpq
La masse volumique p est une grandeur objective [th. 2.4 p. 23], I’énergie interne massique e est
une grandeur scalaire objective (par principe), sa dérivée particulaire ¢ est donc aussi une grandeur
scalaire objective. La puissance volumique des efforts intérieurs est une grandeur objective [th. 3.27

p. 49] et la divergence eulérienne divg g est objective [th. 4.22 p. 68]. On en déduit que r},, est la
somme de grandeurs scalaires objectives.

En revanche, I’énergie cinétique actuelle, sa dérivée temporelle (la puissance cinétique) et la
puissance actuelle des efforts extérieurs ne sont pas des grandeurs objectives, car la vitesse n’est
pas une grandeur objective. Si I’on récrit le principe de la conservation de 1’énergie global pour
un domaine matériel sous la forme :

d i n ; d 2
&Eim — Pl — gpmec _ aEC,',I [éq. (4.3) p. 61]

Le terme de gauche étant objectif, le terme de droite 22} — %Ecm I’est aussi. Bien que chacun

des termes de cette différence soit non objectif, leur différence est objective.

4.8 En bref...

Lorsqu’un domaine de milieu continu évolue au cours du temps, le point représentatif de 1’état
de chaque particule suit son propre chemin dans I’espace des états.

Le premier principe de la thermodynamique postule la conservation de I’énergie dans un domaine
matériel (systeéme fermé) via I’existence d’une énergie interne qui est une fonction d’état scalaire
extensive et objective. On en déduit une équation différentielle locale de la conservation de
I’énergie appelée équation de la chaleur.

La fonction d’état objective énergie interne massique est caractéristique de chaque modele de
milieu continu par la liste des variables d’état objectives et par son expression en fonction de
ces variables. Elle peut €tre identifiée par des mesures expérimentales (un abaque) ou bien cette
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fonction peut étre définie a priori par une relation mathématique physiquement raisonnable avec
des coefficients a ajuster aux mesures (procédure d’identification).

Pour un domaine géométrique (systéme ouvert), I’expression globale du principe s’écrit en tenant
compte du flux convectif d’énergie interne entrant par la fronticre.

L’énergie interne actuelle, sa densité massique, le champ vectoriel courant de chaleur actuel,
les puissances calorifiques actuelles recues et la puissance des efforts intérieurs sont des gran-
deurs objectives. En revanche, I’énergie cinétique actuelle, la puissance cinétique actuelle et la
puissance actuelle des forces extérieures ne sont pas objectives.
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Second principe de la
thermodynamique

5.1 Introduction

Le second principe de la thermodynamique n’est pas toujours présenté dans les cours de méca-
nique des milieux continus pour deux raisons :

1. 1l est surtout utile lorsque I’on cherche a construire des nouveaux modeles de comportement
de milieux continus thermodynamiquement admissibles (tous devraient I’étre !).

2. Contrairement aux trois principes fondamentaux précédents, il ne conduit pas a une équation
différentielle mais a une inéquation a satisfaire dans toute évolution, inéquation dont on n’a
pas a se soucier dans la résolution d’un probléme de mécanique des milieux continus dés lors
que I’on a choisi un modele de comportement du milieu thermodynamiquement admissible.

La lecture de ce chapitre n’est donc indispensable qu’aux lecteurs qui ont en vue la construction
de nouveaux modeles de comportements. Les lois de comportement (mécaniques et thermiques)
classiques des solides et des fluides, proposées sans justification dans les cours élémentaires,
satisfont (parfois seulement approximativement) I’inégalité du second principe de la thermody-
namique dans toute évolution.

Incitation a la lecture — Il n’est pas inutile de vérifier que les modeéles de comportement classique-
ment proposés satisfont bien le principe. Il est aussi pédagogiquement intéressant de reconstruire les
modeles de comportement classiques a partir du second principe de la thermodynamique, ne serait-ce
que pour les justifier (V.

Par ailleurs, en mécanique des fluides compressibles I’utilisation du second principe permet de prouver
I’'impossibilité d’existence d’ondes de choc de détente.

Le second principe de la thermodynamique introduit une nouvelle variable d’état : 1a température
absolue, ainsi qu'une nouvelle fonction d’état : I’entropie. 11 sort du cadre de ce cours de
tenter de justifier I’énoncé de ce principe par un exposé de I’évolution historique des idées en
thermodynamique ou par des expériences de pensée sur les machines thermiques idéales de
Carnot, comme il est couramment fait dans les cours de thermodynamique. L’auteur a résolument
choisi de présenter ce principe comme les précédents, c’est-a-dire en 1’énoncant comme un
axiome sans le justifier.

(U Historiquement, les lois de comportement classiques des fluides et des solides déformables ont été proposées
sans le souci de respecter le second principe. On les présente habituellement comme des « équations de fermeture ».
C’est donc un peu par chance qu’ils se trouvent étre thermodynamiquement admissibles (ou presque). L’oubli de
ce principe a notamment pu conduire, a la fin du XX siecle, a la proposition de certaines lois de comportement
thermodynamiquement inadmissibles comme le comportement dit « hypoélastique », dont on peut encore trouver la
trace dans certains codes de calcul.
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Dans ce chapitre, on suit la méme démarche que dans les chapitres précédents : le principe est
énoncé de manicre globale pour un domaine matériel, on en déduit une expression locale puis
une expression globale pour les domaines géométriques.

Enoncé traditionnel

Dans les cours de thermodynamique élémentaire, le second principe de la thermodynamique est
généralement énoncé ainsi :

1. Il existe une variable d’état scalaire, positive, non extensive et objective appelée température
absolue ® (unité 1égale : le Kelvin de symbole K).

2. Un échange de chaleur par conduction entre deux corps en contact ne peut se faire que
du corps a la plus haute température vers le corps a la plus basse température (on dit que
«la chaleur va du chaud vers le froid »). Pour quantifier cette dissymétrie dans 1’échange
thermique par conduction, on définit la « variation élémentaire » * d’entropie d’un corps au
cours d’une « transformation élémentaire », la « quantité de chaleur élémentaire » dQ recue
par le corps rapportée a sa température 7 au moment de cet échange :

_d0

d
S T

(unité : T K™

3. L’entropie est une fonction d’état scalaire extensive et objective.

4. La variation d’entropie dans une « évolution infinitésimale » d’un systéme est due en partie
aux apports d’entropie extérieure % ou dQ.,; est la chaleur recue de I’extérieur entre les

instants f et f +dt a la température 7' du systeme :

dQext dQext
T ds - T

Le reste de la variation d’entropie dS;,;, non négatif par principe, est une variation d’entropie
due a des processus internes au systéme non précisés par le principe.

Remarque — Contrairement a I’énoncé traditionnel du premier principe [éq. (4.2) p. 60] qui est
énoncé pour une transformation finie entre deux instants 7 et f,, I’énoncé traditionnel du second prin-
cipe de la thermodynamique est donné sous forme instantanée, c’est-a-dire pour une transformation
« infinitésimale » entre deux instants ¢ et t + dt.

Exemple traditionnel — Variation d’entropie due a un échange interne de chaleur par conduction.
Si un corps a la température 7" regoit de la chaleur (dQ,; > 0), son entropie augmente ; s’il cede
de la chaleur (dQ,,; < 0), son entropie diminue. Soit un corps A a la température 74 en contact
avec un corps B i une température Tp < T4, on note dQ5, > 0 la quantité de chaleur recue par le
corps B dans une transformation « infinitésimale ». On suppose que les corps A et B n’échangent pas

@ L’affirmation de I’existence de la variable d’état température absolue est souvent présentée préalablement
(« principe zéro » de la thermodynamique), comme ne faisant pas partie du second principe de la thermodynamique.
L’auteur a choisi de I’intégrer au second principe par commodité, puisque c’est seulement dans ce principe que 1’on
fait référence a la température. La seule chose importante est d’affirmer a un moment ou a un autre son existence.

&) En thermodynamique, les variations « élémentaires » ou « infinitésimales » sont traditionnellement notées
comme des différentielles avec des «d » ou des « & ». Le lecteur verra dans la suite du cours que I’auteur évite
systématiquement ce genre de notation et qu’il n’y aura pas a distinguer entre des « différentielles exactes » et
« inexactes ». A ce propos, 1’auteur recommande vivement aux lecteurs qui ont des difficultés conceptuelles avec
les « différentielles thermodynamiques » de lire 1I’annexe C de 1’ouvrage Méthodes mathématiques pour les sciences
physiques, Jean-Michel BONY, Les éditions de 1’Ecole Polytechnique, Paris, 2004, ISBN 2-7302-0841-0.
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d’autres énergies mécaniques ou thermiques avec leur extérieur et que leur température n’évolue
« pratiquement pas » car 1’évolution est « infinitésimale ». Dans ces conditions, le principe de la
conservation de 1’énergie appliqué au systeme A U B impose que la chaleur regue par le corps A est

négative et vaut dQ2, = —dQ? < 0. Les variations « infinitésimales » d’entropie des deux corps sont
donc les suivantes :
d do? do?
dSy = 400, _ _ 90e <0 et dSp= Wea -
Ty Ty Tp

L’entropie étant une grandeur extensive, la variation d’entropie de 1’ensemble A U B est la somme des
variations d’entropie :

doB, doB 1 1
Sy +dSp = — Sext | Wexwr _ 4B (7_7) 0 carTy>T
A +dSp TA + TB Qext TB TA > car 14 > Ip

On en déduit que s’il se produit un échange de chaleur entre des parties A et B d’un systeme A UB
isolé mécaniquement et thermiquement, 1’entropie du systtme A U B augmente pendant une évolution
«infinitésimale » en raison de 1’échange interne de chaleur qui s’y est produit.

Processus internes dans un systéme — Les causes et la valeur de 1’augmentation d’entropie dS;,,
due a des processus internes a un systeéme en évolution ne sont pas précisées par le principe. On a
donné dans I’exemple précédent un cas d’augmentation de I’entropie d’un systéme due a des échanges
internes de chaleur, mais il peut exister d’autres causes : par exemple, une partie de systéme peut
produire de la chaleur par frottement interne. Il peut aussi exister dans le systéme des productions ou
des absorptions de chaleur dues a des changements de phase ou des réactions chimiques exothermiques
ou endothermiques. Les phénomenes internes exothermiques provoquent une augmentation d’entropie
et les phénomenes internes endothermiques provoquent une diminution d’entropie. Mais quels que
soient les phénomenes internes au systéme, la variation interne d’entropie dS;,; dans tout le domaine
matériel, due a la création ou 1’absorption de chaleur et aux échanges thermiques internes, reste non
négative. Ces considérations qualitatives sur les processus internes seront exprimées rigoureusement
lors de la définition des dissipations [déf. 5.4 et déf. 5.5 p. 77].

Dans la présentation traditionnelle qui précede, on peut constater un certain nombre de difficultés
et méme d’incohérences :

1.

Dans la définition de la variation d’entropie d’un systeme (axiome 4), on évoque la « tempé-
rature d’un systéme » ce qui signifierait que le systéme est a température uniforme. On ne
pourrait donc pas définir la variation d’entropie d’un systéme & température non uniforme. 4.
N’envisager que des systémes 2 température uniforme (« équilibre thermique » ) pour faire
de la thermodynamique n’est pas physiquement sensé. Lorsqu’un systeme échange de la
chaleur avec son extérieur, il n’est jamais a I’« équilibre thermique » sauf éventuellement au
bout d’un temps infini.

. Le principe n’est présenté que pour des évolutions « infinitésimales ». Il faudrait donc admettre

que dans une évolution finie, les températures d’un systeme évoluent au cours du temps tout en
restant uniformes (physiquement peu vraisemblable), ou bien qu’il faut attendre I’ « équilibre
thermique » a chaque instant intermédiaire (évolution « infiniment lente ») pour parler des
entropies intermédiaires ou bien admettre que dans une évolution finie entre deux états a
I’ « équilibre thermique », I’entropie des états intermédiaires n’est pas définissable !

* Pourtant, dans 1’exemple traditionnel [p. 72], le systeme est composé de deux parties a des températures Ty et T

différentes ! Quelle est la température du systeme A U B qui doit servir a définir son entropie ?

 Certains auteurs définissent parfois 1’ « équilibre thermique » par T = 0 (le champ de températures n’est pas

uniforme mais il n’évolue plus) et non par grad; T = 0 (le champ de températures est uniforme) et parfois les deux a
la fois. Parfois encore, il est défini par d;T (P,r) = 0 (stationnarité des températures).
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Sous la forme classique qui vient d’&tre donnée, le second principe de la thermodynamique est
inexploitable, voire incompréhensible, pour étudier des évolutions réelles ©. Lors de 1’évolution
d’un milieu (presque partout) continu, la température n’est jamais uniforme dans le systéme et
la température des particules évolue avec le temps. Le second principe de la thermodynamique
nécessite d’étre reformulé de maniere plus pertinente.

Second principe de la thermodynamique pour un domaine matériel

Soit 2™ un domaine matériel "’ dont la position actuelle est 2/ (si nécessaire, on note Py la
position de référence). Le second principe de la thermodynamique affirme que :

1. Il existe une variable d’état de particule, notée T, scalaire, objective, positive et non extensive
appelée température absolue. L.’ état thermique actuel du domaine matériel est décrit par un
champ matériel 7' (P,¢) [déf. 4.2 p. 53]. La liste des variables d’état indépendantes et objectives
caractérisant 1’état d’une particule s’écrira donc : {7, X2, -+ ,Xn} [notation 4.3 p. 54] et sa
liste de variables d’état réduites est {7, 1, -- I, } [déf. 4.8 p. 58].

2. En toute particule, on a I’inégalité suivante ® :

q(Pt)-(grad; T)(Pt) <0 ol q est le courant de chaleur [th. 4.16 p. 64] (5.1)

3. Il existe une fonction d’état scalaire extensive et objective S appelée entropie qui qualifie la
chaleur (énergie thermique) d’un systeme en la rapportant a la température a laquelle cette
énergie est détenue (unité : J.K~1). En vertu de I’axiome 2 [éq. (5.1)], cette chaleur ne pourra
se transmettre par conduction que vers des régions a température inférieure.

L’extensivité postulée de 1’entropie permet de définir une entropie massique ® [th. 1.6 p. 117,
notée s”, qui est une quantité massique de chaleur rapportée a la température locale T
(unité : Jkg~!.K~"). L’entropie actuelle S(2™,t) d’un domaine matériel Z™ s’écrit donc :

S(.@m,l‘):/ Sg dm:/ pEsg dv, (:/ pLsZ’KVLdvo:/ posz‘de:/ si"dm)
7" 7 7 Z3 7

L’entropie massique en une particule P étant une fonction d’état scalaire objective, et les
variables d’état étant objectives, il existe une fonction f; isotrope [th. 4.6 p. 57] et donc une
fonction f, telles que :

s" = f:V(T7127' o 7xl1) = fs(T7127' e 7Im) [€q. (4.1) p. 57]

ou les fonctions universelles f; ou f, sont caractéristiques de chaque modele de milieu continu,
par le choix de leurs variables (les variables d’état indépendantes) et par I’application elle-
méme (valeur de I’entropie massique en fonction des variables d’état). La dérivée particulaire
de I’entropie massique s’écrit donc :

sS"=0rf, T+ 9,f, 1 (5.2)
i=2

© Pour donner des valeurs aux entropies intermédiaires d’une évolution, on invente classiquement des évolutions
artificielles dites « polytropiques » de systemes (de gaz) a température uniforme.

™ Eventuellement continu par morceaux [remarques p. 51].

®) Traduction mathématique locale de la phrase « dans une conduction thermique, la chaleur va du chaud vers le
froid »

© Les thermodynamiciens disent aussi : entropie spécificique. Le postulat d’extensivité de 1’entropie est parfois
appelé « principe de 1’état local ».
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4. Pendant une évolution, la dérivée temporelle de I’entropie du domaine matériel, appelée
taux ') d’entropie du domaine matériel, est supérieure ou égale au taux d’entropie d’origine
extérieure :

d m T thE qut E

—S(2™t) > | &= dy, — 2L dsy
dr 9, Tg o9, Tg

Le taux d’entropie extérieure est di a la puissance calorifique recue a distance de 1’extérieur

du domaine, représentée par r,,, [déf. 4.14 p. 63] et a la puissance calorifique recue a la

frontiere, représentée par g3, (P',t) = —q(P',t) -n,(P';t), VP € 92" [th. 4.17 p. 64].

Rappel — Il n’y a pas d’apport de chaleur par convection car le principe est posé pour un domaine
matériel. Le cas des domaines géométriques est envisagé en section 5.5 [p. 79].

Au cours d’une évolution, il existe donc a I'intérieur du domaine matériel un taux de produc-
tion d’entropie (unité : W.K~1), non négatif, di a des processus internes au domaine matériel,
non précisés par le principe :

d d v '
7Sim = —tS(.@’”,t) _ | TewE dv, + qe-m

ds; >0 53
d d 2 Tg oo, Tg (53)

Avec cet énoncé du second principe de la thermodynamique, I’entropie actuelle d’un domaine
matériel (ou d’un sous-domaine matériel) en cours d’évolution est définie méme quand les
variables d’état sont des champs non uniformes et en évolution temporelle. Cet €énoncé est évi-
demment toujours valable dans le cas particulier ol les champs des variables d’état (températures
ou autres) seraient « en équilibre » quel que soit le sens que 1’on donne 2 ce mot '),

Forme locale du second principe de la thermodynamique

Théoreme 5.1 — [’axiome 4 du second principe de la thermodynamique appliqué a un domaine
matériel est équivalent a ’inégalité différentielle suivante :

r, . : R .
ps"— 67"’ +divg % > 0 en toute particule et a tout instant. 5.4

Démonstration — En utilisant la dérivée temporelle d’une intégrale de masse sur un domaine matériel
[éq. (2.14) p. 22] et le théoreme de la divergence, le second principe de la thermodynamique pour un
domaine matériel [éq. (5.3) p. 75] s’écrit :

ry )
/ PE SZ} dV[ —/ —etE dvt + leE 2 dv, 2 0
a7 ar Tk i T
Le terme r%’ —divg % s’interpréte comme le taux de production volumique d’entropie d’origine
externe (W.m’3.K’1). En utilisant le lemme fondamental [th. 1.10 p. 16], on obtient le résultat. Dans
I’équation (5.4), on a supprimé les indices g inutiles car ¥y (xo,¢) = Wg(x;,t) = ¥ (Pt).

Ecritures « lagrangiennes » — Si on préfére utiliser la description de Lagrange des champs dans le
domaine matériel 2™, le second principe de la thermodynamique [éq. (5.3) p. 75] s’écrit :

rV
/ pLST Kyp dvg —/ etl g dvy +/ K i p-7 ‘ngdsg >0
7 gy To ozp T

(10 Contrairement aux définitions données en cinématique a propos des vitesses de déformation, le mot « taux »
signifie ici « dérivée temporelle » et non « dérivée temporelle logarithmique ». Cette dénomination malencontreuse
semble néanmoins consacrée par 1’usage.

(D Voir « Equilibres » p. 60
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Le théoréme de la divergence et le lemme fondamental [th. 1.10 p. 16] conduisent a 1’équation
différentielle :
q

,
005" — K, r;“ +divy (KVF—I.?) >0

ol pg =K, p = p(P,19) est la masse volumique initiale. Comme dans 1’écriture lagrangienne de la
conservation de I’énergie, certains auteurs posent go = K, F~! - ¢ dont la signification physique est
obscure.

Une autre écriture locale avec des descriptions de Lagrange s’obtient directement a partir de 1’équa-
tion (5.4) :

rV
ps"— 67’“ + (gradL %) F7 T >0 (car dive ¥ = grad, ¥ : F~ |, V¥)
C’est cette derniere écriture qui apparait automatiquement dans la formulation intégrale que 1’on écrit
pour résolution numérique des problemes de thermomécanique des solides déformables, lorsque 1’on
fait les changements de variables dans les intégrales sur le domaine actuel ; pour les ramener a des
intégrales sur le domaine de référence 2.

En utilisant 1’identité :
q divgg 1 divggq grad,; T

Ve == tagradp g =" g

(5.5)

I’expression locale de 1’axiome 4 du second principe [éq. (5.4) p. 75] s’écrit encore :
) di rad; T
ps"— Ten + veq q: Brace " > 0 en toute particule et a tout instant.
T T T?
Puisque 7 > 0, on peut multiplier chaque terme par T sans changer le sens de I’inégalité.
L’expression locale de I’axiome 4 du second principe de la thermodynamique s’écrit donc

€ncore :

q-grad,; T

T >0 en toute particule et a tout instant. (5.6)

pTs" —r,,+diveq—
Définition 5.2 — Dissipation. On appelle dissipation, le champ matériel scalaire, noté @, non
négatif par principe, défini par :

q-grad; T

= (unité : W.m™>) (5.7)

O=pTs"—r,,+diveq

Expressions « lagrangiennes » — On laisse le soin au lecteur de vérifier qu’une expression de la
dissipation avec des descriptions de Lagrange est :

@ =poTs" — Ky’ + T div (K, F~"- %)

ou encore directement a partir de 1’équation (5.7) :

q-(grad, T-F~1)
T

O=pTs"—r, +grad,q: F " —

ext
C’est cette derniere écriture qui apparait automatiquement dans la formulation intégrale que 1’on écrit
pour résolution numérique des problemes de thermomécanique des solides déformables, lorsque 1’on
fait les changements de variables dans les intégrales sur le domaine actuel ; pour les ramener a des
intégrales sur le domaine de référence %.
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En utilisant I’équation de la chaleur [éq. (4.11) p. 65] dans I’équation (5.7), on obtient une autre
expression de la dissipation :
D=p((Ts"—em)—2me_ L orad, T ot P"=_6:D+ v-fl, (58
T ——

(souvent négligé)

Avec la définition 5.2 de la dissipation, on peut reformuler le théoréme 5.1 [p. 75] :

Théoreme 5.3 — Non négativité de la dissipation. L’axiome 4 du second principe de la
thermodynamique est équivalent a la non négativité de la dissipation en toute particule et a tout
instant :

@(Pt) >0, VPVt en toute particule et a tout instant. (5.9)

Le second principe de la thermodynamique n’affirme rien a priori sur la nature des processus
internes qui produisent cette dissipation, excepté le fait que le dernier terme de la dissipation
—% -grad; T, qui traduit la dissipation produite par les échanges thermiques par conduction
a I'intérieur du domaine matériel, est non négatif par principe [éq. (5.1) p. 74]. Le reste de la
dissipation reflete donc la production ou la perte d’entropie due a des phénomenes exothermiques
ou endothermiques autres que les échanges thermiques internes par conduction. On sépare donc
la dissipation en deux termes :

Définition 5.4 — Dissipation thermique. On appelle dissipation thermique, la puissance vo-
lumique non négative (axiome 2) due aux échanges thermiques par conduction dans le milieu
continu, définie par :

@, = —% cgrad, T>0  [éq (5.1)p.74] (5.10)

Définition 5.5 — Dissipation intrinseque. On appelle dissipation intrinséque, le reste de la

dissipation. C’est la puissance volumique définie par :
Dy =P—Py,=pTs"—r,,+divegq [éq. (5.7) p. 76] (5.11)
=p (Ts"—e")— PV [éq. (5.8) p. 77] (5.12)

int

La dissipation intrinseéque est due a des productions/absorbsions de chaleur autres que les
échanges thermiques par conduction (frottement, changement de phase, réaction chimique, etc.).

Théoreme 5.6 — Forme locale du second principe de la thermodynamique. Avec les défini-
tions précédentes, la forme locale du second principe complet s’exprime avec les deux inégalités
suivantes :

D =Dy +Dy =0 et b, 20 (5.13)

Comme on peut le constater, le second principe de la thermodynamique n’impose pas que la
dissipation intrinseque soit non négative. Il impose seulement :

(Pinz P —(Dth
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Remarque — Lors de la construction de modeles de milieux continus, on peut satisfaire a I’'inégalité
du second principe de la thermodynamique en construisant des modeles a dissipation intrinséque non
négative. Imposer arbitrairement @;,; > 0 n’est qu’une condition suffisante pour satisfaire au second
principe de la thermodynamique. Elle n’est nullement nécessaire. Si on impose ®;,; > 0, on s’interdit
la possibilité d’existence de processus internes endothermiques. C’est le cas pour la plupart des
modeles de milieux continus monoconstituants (pas de réaction chimique ni changement de phase).
Dans les milieux continus monoconstituants, le seul processus interne générant une dissipation
intrinseque est le frottement, qui est exothermique.

Si la dissipation intrinseque est négative, sa norme est limitée par la dissipation thermique :
Dit = —|Piwe| = — Py = |Pjne| < P

Autrement dit : la chaleur nécessaire a un processus interne endothermique local (par exemple une
fusion, une vaporisation, un changement de phase solide/solide, etc.) ne peut étre fournie que par un
échange de chaleur de la particule avec ses voisines (conduction avec divg g < 0) ou par un éventuel
rayonnement (r},,) [éq. 5.11 p. 77].

L’expression de la dissipation [éq. (5.8) p. 77] montre que, pour un modele de milieu continu
donné (la liste des variables d’état et les fonctions d’état énergie interne massique et entro-
pie massique sont connues), la dissipation actuelle en une particule dépend des parameétres
suivants :

1.

4.

[’ état actuel de la particule (au moins par p et T, mais aussi par d’autres variables d’état
éventuelles),

. Lavitesse d’évolution thermodynamique actuelle de la particule (par les dérivées particulaires

des variables d’état),

. La cinématique du mouvement (au moins par le tenseur des taux de déformation actuel D,

mais aussi éventuellement par les dérivées particulaires de certaines variables d’état),
L’environnement thermique actuel de la particule (par grad 7).

Comme on le verra dans la construction de modeles de comportement de milieux continus,
les deux inégalités @ > 0 et @, > 0 impliquent I’existence '?) de lois de comportement, sans
toutefois donner leur expression. Il faut évidemment choisir des lois de comportement telles que
ces deux inégalités soient respectées en toute particule et a tout instant, ¢’est-a-dire que ces lois

de

comportement soient thermodynamiquement admissibles. Des exemples de construction de

modeles classiques (fluides simples) sont donnés dans le chapitre 6 [p. 85].

Inégalité de Clausius-Duhem — On définit une nouvelle fonction d’état appelée I’énergie libre de
Helmholtz massique définie par la combinaison de fonctions d’état et de variables d’état suivante :

Sa dérivée particulaire est donc :
Yy =e"—s5"T-Ts" & "=y"+5"T+Ts"

En remplacant ¢ dans I’expression de la dissipation (5.8) [p. 77], on obtient une autre expression
de la dissipation, faisant intervenir les deux fonctions d’état y™ et s™. Sous cette forme, ’inégalité
locale du second principe est appelée inégalité de Clausius-Duhem :

wnt

D= —p (Y'+5"T)— P —%-gradET>0 o PN =—-06:D+ v-fr,
——

(souvent négligé)

Dyt d’th

(12) Un exemple de loi dont I’existence est impliquée par une inégalité est donné plus loin en section 5.7 [p. 80].
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En thermomécanique des solides déformables, le couple de fonctions d’état (y™,s™) est souvent
préféré au couple (€™, s™) naturellement introduit par les deux principes de la thermodynamique, car
ce groupement de termes simplifie I’écriture de certaines formules ('3,

Réinterprétation de I’équation de la chaleur — L’expression locale du premier principe de la ther-
modynamique (équation de la chaleur) s’écrit :

pet=—P" 1t —divgg [éq. (4.11) p. 65]
Le second principe de la thermodynamique introduit la notion de dissipation intrinseque :
Dy = p (T 5™ — &™) — pVinee [éq. (5.12) p. 77] <= 6:D=3&,, —p (Ts"—é™)

En reportant la valeur de 22”7 dans I’équation de la chaleur, il vient :
1

§M— ﬁ (rh, —diveq+ Diny) (5.14)

Sous cette forme, 1’équation de la chaleur illustre bien le fait que le taux d’entropie massique en une
particule est dii aux apports de chaleur extérieurs a la particule (rayonnement et conduction) et a
la production/absorbtion de chaleur due aux processus internes (dissipation intrinseéque) tels que le
frottement, des changements de phase, des réactions chimiques, etc.

5.5 Second principe de la thermodynamique pour un domaine géométrique

Soit 24 un domaine géométrique de position actuelle 2. De I'inégalité (5.4) [p. 75], il vient :

extE
/ pe s dv, — /j T, dv, + /leE )dvt 0

n
/ sy dm — / TenE dv, + 9 M dv, >0
28 07t 1E

En utilisant la dérivée d’une intégrale de masse sur un domaine géométrique (2.16) [p. 23],

on obtient :
d m rY qE -n;
— dm — [ —=tE g d—/ mw —vg)-mds, >0 (5.15
% /@[gsE m o T v+ oot Ty vy a@prsE (v —vg)-n.ds, ( )
d/ s dm>/ (rz"—’E—divEg) dv,—i—/ pe st (v —vg)-n,ds, (5.16)
dr Jo¢ ¢ \ Tg T PV

ot ¢ est le flux convectif [déf. 1.8 p. 15] d’entropie entrant a travers la frontiére et ot v/ est la
vitesse de la frontiere du domaine géométrique.

En comparant les équations (5.15) ou (5.16) avec 1’équation de bilan d’une grandeur extensive
[éq. (1.22) p. 17], on peut interpréter ces équations comme un bilan d’entropie : la dérivée
temporelle de I’entropie d’un domaine géométrique est supérieure ou égale a la somme de la
production d’entropie d’origine extérieure (conduction et rayonnement ds"“’ et convection ¢@s).
La différence est une production d’entropie due a des processus internes.

(13 Toutefois, le qualificatif « libre » et I’interprétation physique du groupement de termes e — T s restent obscurs
pour I’auteur, sauf dans certaines évolutions particulieres. En revanche, les variations de I’énergie interne et de
I’entropie ont un sens physique bien défini par les deux principes de la thermodynamique quelle que soit I’évolution.



5.6

5.7

80 Chapitre 5. Second principe de la thermodynamique

Autres écritures — On obtient d’autres équations équivalentes a (5.15) ou (5.16) en transformant la
dérivée d’intégrale % avec les formules (1.20) a (1.22) page 17 ou encore (2.16) page 23 ; on peut
aussi développer la divergence dans % avec I’identité (5.5) [p. 76].

Changements d’observateur

Théoreme 5.7 — Objectivité du gradient eulérien des températures. Le gradient eulérien du
champ des températures actuelles est un champ vectoriel objectif.

Démonstration — Le champ des températures est un champ matériel scalaire objectif par principe.
Or, on montre en cinématique que le gradient eulérien d’un champ scalaire objectif est un champ
vectoriel objectif.

Théoreme 5.8 — Objectivité des dissipations. La dissipation totale, la dissipation thermique
et la dissipation intrinséque sont des grandeurs scalaires objectives.

Démonstration — Puisque toutes les grandeurs qui interviennent dans 1’expression de la dissipation
[éq. (5.8) p. 77], de la dissipation thermique [éq. (5.10) p. 77] et de la dissipation intrinseque [éq.
(5.12) p. 77] sont des grandeurs objectives, on en déduit que les dissipations actuelles @(P,t), $yj,(P,t)
et Dy, (P,t) sont des champs matériels de grandeurs scalaires objectives.

Nécessité de I’existence d’une loi de comportement thermique

L’axiome 2 de I’énoncé du second principe de la thermodynamique pour un domaine matériel de
milieu continu donné en section 5.3 [p 74] impose I’inégalité :

q-grad; T <0 (dissipation thermique non négative) 5.17

Cette inégalité doit étre vraie en toutes situations, et notamment quel que soit I’environnement
thermique actuel d’une particule représenté par le vecteur grady 7. On en déduit que le vecteur
courant de chaleur g est nécessairement au moins fonction du vecteur grad; T :

q-grad; T <0, Vgrad; T = Jfq telque g = fq(grad;T,---)

La fonction f, est appelée loi de comportement thermique ou loi de conduction thermique.
L’inégalité (5.17) implique que la fonction f, existe, sans pour autant la préciser. Un large choix
reste possible.

La loi la plus simple que I’on puisse choisir est la trés populaire loi de Fourier :
g=—agrad;T avec a>=0 (5.18)

Le lecteur vérifiera aisément qu’elle satisfait bien la non négativité de la dissipation thermique et
qu’elle est bien universelle '), Cette loi linéaire simple n’est a priori valable que pour des milieux
continus isotropes, car aucune référence n’est faite a des directions matérielles d’anisotropie (la
loi de conduction thermique est la méme quelle que soit I’orientation de grady T par rapport aux
directions matérielles).

(4 En utilisant ’objectivité du courant de chaleur g [th. 4.21 p. 67] de et celle de gradg T [th. 5.7 p. 80], on vérifie
aisément que la loi est la méme pour un autre observateur Z : ¢ = —o (grad; 7).
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On peut construire des lois de comportement thermiques isotropes plus évoluées : le scalaire o
peut étre remplacé par toute fonction isotrope (au sens mathématique) a valeur non négative de
la forme a(grad; T,7T,;,D,---). On obtient ainsi des lois de conduction thermique isotropes
plus réalistes.

Remarques — La conductivité thermique « est généralement fonction de la température. Quand on
dit que la loi de conduction thermique est « non linéaire », cela signifie généralement que « est aussi
fonction que de grad; 7.

Par ailleurs, il n’est pas déraisonnable de penser que la conductivité thermique d’un solide déformable
puisse dépendre d’une variable d’état comme la déformation.

Enfin, les arguments de la fonction scalaire objective o étant objectifs, la fonction o est isotrope et il
existe une fonction & d’arguments scalaires telle que o/(---) = @(- ) [éq. (4.1) p. 57].

On peut aussi construire des lois de conduction thermique pour des milieux continus aniso-
tropes (!9, Par exemple, pour un milieu continu 4 une seule direction d’anisotropie ' dont la
direction actuelle d’anisotropie est le vecteur unitaire n, (ou la direction non orientée N; = n; @n;),
on peut prendre des lois de conduction thermique de la forme suivante :

qe = —0oy(---) (gradg T -n)n, —op(---) (gradE T —(grad; T -n,)nt>
—— —— N—————
grad; T - (n; @n;) grad; T - (n; @n;)

ou o est la conductivité thermique dans la direction d’anisotropie, et o, est la conductivité
thermique transverse (perpendiculairement a la direction d’anisotropie). On laisse le soin au
lecteur de vérifier que :

1. cette loi satisfait le second principe de la thermodynamique si les fonctions o et o sont a
valeur scalaire non négative ;

2. cette loi de conductivité thermique est universelle si les fonctions ; et o, sont des fonctions
non négatives isotropes de leurs arguments tensoriels objectifs.

Capacités calorifiques locales dans une évolution

La capacité calorifiqgue (J kg~!.K~!) (anciennement appelée chaleur massique ') ou encore
capacité thermique, est traditionnellement définie comme la quantité de chaleur nécessaire pour
élever de 1 Kelvin I’unité de masse de matiere dans une certaine transformation finie dont les états
initiaux et finaux sont a température uniforme (grad; 77 =0 et grad; 7, = 0) mais différentes
(T — T1 = 1 K). On va en donner ici une définition équivalente mais locale et instantanée.

Dans un milieu continu en évolution, les puissances calorifiques volumiques regues en une
particule sont issues de deux sources :

P Z;l,l =r,—divpg=pé"+ 2" [conservation de 1’énergie (4.11) p. 65] (5.19)
et Dy =p (Ts"—e"m)— PV [dissipation intrinséque (5.8) p. 77] (5.20)

(15 En général ce sont des milieux continus solides déformables. Mais certains fluides peuvent présenter des
anisotropies dans certaines situations (« cristaux liquides » dans un champ électrique).

(160 On les appelle milieux continus « isotropes transverses ». Ce sont, par exemple, des milieux fibreux ou feuilletés
que I’on veut modéliser comme des milieux continus.

(7 Cette dénomination est trompeuse, elle suggére que I’unité est en J.kg~!.
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La premiere représente la puissance calorifique volumique locale d’origine extérieure et la
seconde représente la puissance calorifique volumique locale due aux processus internes de
production/absorbtion de chaleur '®. La somme des deux (p T s™) est la puissance calorifique
volumique totale actuelle recue par une particule [éq. (5.14) p. 79].

On peut alors définir une capacité calorifique locale actuelle C qui donne la vitesse d’échauffe-
ment 7 due 2 ces puissances calorifiques volumiques locales :

_ <@vcal_|_(1’=,im

ext

P
T
C= 8" =Torfi+T

CcT =Ts" [éq. (5.19) et éq. (5.20)]

. .
_ I

9,f, =2 [éq. (5.2) p. 74] (5.21)
j=2 T

Définition 5.9 — Capacité calorifique. La capacité calorifique en une particule dans une
évolution non isotherme est définie par :

T
C: *.S.'m
T

La valeur de la dérivée particulaire s dépend de la dérivée particulaire des variables d’état
[€q. (5.2) p. 74], et donc de la vitesse d’évolution [déf. 4.11 p. 59] dans I’espace des états. La
capacité calorifique locale C dépend donc a priori a la fois de 1’état actuel et de la direction
actuelle de la vitesse d’évolution de la particule dans I’espace des états. On ne peut donc parler
de capacité calorifique que pour une certaine direction d’évolution dans 1’espace des états (1%
Pour des vitesses d’évolution telles que 7 = 0 (évolution 2 température constante dans le temps)
elle n’est évidemment pas définie.

La capacité calorifique n’est pas une caractéristique du matériau sauf si on précise dans quel
type d’évolution non isotherme elle est mesurée.

En bref...

Le second principe de la thermodynamique est une inégalité qui exprime que, lors de 1’évo-
lution d’un domaine, le taux d’entropie du domaine %S(.@,t) n’est pas dii qu’a I’entropie
recue de Iextérieur ®” mais aussi 2 un taux de production interne d’entropie non négatif
f@d)T*l dv > 0. La forme locale de ce principe est la non négativité de la dissipation :
D =D, + D, > 0 avec Dy, > 0, a respecter en toute particule et a tout instant de 1’évolu-
tion de tout milieu continu *".

La dissipation thermique actuelle &, > 0 est due aux échanges thermiques provoqués par la non
uniformité actuelle des températures (grad; T # 0). La dissipation intrinséque actuelle ®;,,, est

(3 Pour les milieux continus monoconstituants, il s’agit seulement du frottement (exothermique).

(19 En thermodynamique des gaz, on utilise couramment une capacité calorifique 2 volume massique (p~ )
constant C, et une capacité calorifique a pression constante Cp,.

20> Conduction, convection et rayonnement pour les domaines géométriques ; conduction et rayonnement seulement
pour les domaines matériels.

2D Méme sans dissipation intrinséque (pas de frottement ni de changement de phase ni de réaction chimique), la
nullité de la dissipation totale est irréaliste : pour que la dissipation thermique soit aussi nulle, il faudrait que toutes les
particules du domaine partent d’une température uniforme et évoluent toutes a la méme vitesse pour rester uniformes
a chaque instant !
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due a I’existence éventuelle de processus internes endothermiques ou exothermiques. Dans les
modeles de milieux continus monoconstituants (donc sans réaction chimique ni changement de
phase), le seul processus interne est le frottement (exothermique) ; dans ce cas, la dissipation
intrinseque est non négative.

L’inégalité &;;, > 0 conduit a la nécessité d’existence d’une loi de comportement thermique. De
méme, dans la construction de modeles de comportement de milieux continus monoconstituants,
I’inégalité ®;,; > 0 conduira 2 la nécessité d’existence d’une loi de comportement mécanique >,
Non seulement ces lois de comportement existent nécessairement, mais elles doivent de plus
satisfaire les inégalités du second principe en toute particule et a tout instant de toute évolution.
Les choix possibles restent néanmoins larges. Les modeles de milieux continus ainsi construits
sont thermodynamiquement admissibles.

Dans la résolution d’un probleme de thermomécanique des milieux continus dans lequel le
modele de milieu continu est donné, le second principe n’apparait pas dans les équations a
résoudre car il est normalement automatiquement respecté par le modele de comportement utilisé
(tout modele de comportement devrait étre thermodynamiquement admissible).

Remarque — Le lecteur attentif aura sans doute remarqué que les vocables « transformation ré-
versible » ou « transformation irréversible » n’ont pas été employés dans les deux chapitres sur la
thermodynamique. Dans ses lectures, I’auteur a trouvé presque autant de définitions de la réversibilité
que de textes ! Bien souvent, ce « concept » était « défini » seulement par des exemples. On parle
aussi parfois de « renversabilité ». Un transformation réversible est-elle équivalente ou implique-t-elle
I’isentropie ? I’isentropie adiabatique ? I’implication inverse est-elle vraie ? est-ce une notion globale
ou locale ? Quoi qu’il en soit, la définition et I’emploi de ces vocables n’ont pas paru nécessaires a
I’auteur dans les développements de ce chapitre.

2 On en verra un exemple pour les fluides dans le chapitre suivant, et d’autres exemples dans les cours d’élasticité
(Diyy = 0) et d’inélasticité (Pj,; > 0) des solides déformables monophasiques.
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Le modele fluide simple

L’objet de ce chapitre est d’illustrer comment on peut construire des modeles de fluides simples
thermodynamiquement admissibles. On verra comment le second principe de la thermodyna-
mique implique I’existence d’une loi de comportement mécanique et d’une loi de comportement
thermique, que ces lois ne peuvent pas étre choisies arbitrairement et qu’enfin le modele classique
fluide newtonien est le plus simple d’entre eux.

Il est tout a fait possible d’ignorer ce chapitre et de poser de maniére autoritaire la loi de
comportement mécanique des fluides newtoniens ainsi que la loi de comportement thermique de
Fourier. Nonobstant, la démarche de construction de ces lois est pédagogiquement intéressante ‘1 :
elle montre les racines profondes de ce modele et elle ouvre la voie a la construction de modeles
de comportement thermodynamiquement admissibles de fluides simples non linéaires.

Définition d’un fluide simple

Définition 6.1 — Fluide simple. On appelle fluide simple, un milieu continu dont les deux
variables d’état indépendantes sont la température 7" et la masse volumique p. De plus, dans ce
modele, on néglige la puissance volumique des efforts intérieurs a distance. On a donc :

P = 6D

int

La présence de la température dans les variables d’état est imposée par le second principe de la
thermodynamique. Le choix de la masse volumique comme seule autre variable d’état traduit
I’intention de ne pas distinguer I’état de deux particules ayant la méme température autrement
que par la densité volumique de masse actuelle, sans référence a une déformation par rapport
a une forme particuliere ni a une éventuelle direction d’anisotropie. Autrement dit, les fluides
simples n’ont pas de forme propre par rapport a laquelle on pourrait donner un sens physique a
un tenseur de déformation par rapport a cette forme de référence. Avec seulement deux variables
d’état scalaires indépendantes et objectives, un fluide simple est un des modeles de milieux
continus les plus simples que 1’on puisse construire.

La fonction d’état énergie interne massique ¢ et la fonction d’état entropie massique s™ sont
donc des fonctions des deux variables d’état (7,p) :

"(P1) = fe(T(P1),p(Pt)) 5 s"(Pt)=f(T(P1),p(P1))

Remarque — Les deux variables d’état étant des scalaires, les variables d’état réduites sont les
mémes.

() Bien qu’elle ne soit probablement pas historique.
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Leurs dérivées particulaires s’écrivent :

m:8TfeT+apfep ; Sm:ansT+apfsp

Conséquences du second principe de la thermodynamique

D’une maniere générale, le second principe de la thermodynamique s’écrit [éq. (5.8) p. 77] :
DO=p(Ts"—¢")+0:D— % -grad; T >0

En détaillant les dérivées particulaires s et ¢™ pour un fluide simple, il vient :
P (Tans—ane> T4p (T&,;]%—&,)fe)p—i—o ) —%gradET >0 6.1)

Cette inégalité doit étre satisfaite en toutes situations, ¢’est-a-dire pour toute vitesse d’évolution
(VT Vp), pour tout mouvement (VD) a partir de tout état (VT Vp) et pour tout environnement
thermique (V grady T'). Cependant, les grandeurs p et D ne peuvent varier indépendamment :
elles sont liées par le principe de la conservation de la masse :

p=—ptrD  [éq (2.4)p.20]

En décomposant le tenseur D en partie sphérique et déviatorique, on isole trD :

D D
D= %G+devD -~ o D—To G+o: devD——%trG—kdevO‘ devD

Le second principe de la thermodynamique pour un fluide simple [éq. (6.1)] s’écrit donc :
: d
p(Trf, — I f)T — pX(Tdy fy — Ipfo — )trD+deV0' devD — % 0 (6.2)

L’inégalité (6.2) doit étre vraie dans toutes les situations, ¢’est-a-dire :

— VT (vitesse actuelle d’évolution de la température de la particule),

— VD (taux de déformation), c’est-a-dire : V trD (partie shérique) et V devD (partie de trace
nulle), autrement dit : pour tout mouvement actuel au voisinage de la particule ;

— Vgrad; T (environnement thermique actuel de la particule),

ol chacune des quatre grandeurs {7, trD,devD,grad; T} peut prendre indépendamment une

valeur arbitraire.

En définissant les deux « vecteurs généralisés » » € R x R x V?Sd X V3 suivants :
x={p(Tarfi—rf),—p*(Tpfi~pse - ) devo,—7 |
y— {T,trD,devD,gradE T}

le second principe de la thermodynamique (6.2) se résume sous la forme :

Vy, xey=>0 ol « e » est un « produit scalaire généralisé ».

@ L’espace Vg“d est I’espace vectoriel des tenseurs du second ordre symétriques et de trace nulle (déviateurs). I1
est de dimension 5. On rappelle que le produit doublement contracté est un produit scalaire de cet espace.
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Le vecteur x est donc nécessairement au moins fonction du vecteur y. On en déduit la nécessité
de I'existence des quatre fonctions f1 € R, f € R, f3 € V?zs 4 et f4 € V3 suivantes :

) & p(Torf,—drf) = fi(T.uD,devD,grad; T, --) 6.3)
= foy,) & —p* (TOpfy—Opfe— M) A(T,uD,devD,grad, T,---)  (6.4)
)
=)

=
:'s
?

& deVO' f3(T,irtD,devD,grad;T,---) (6.5)
& —= —f4(T trD,devD,grad; T, --) (6.6)

ou les arguments supplémentaires (- - -) peuvent étre toutes variables autres que les « compo-
santes » du vecteur y (par exemple les variables d’état 7' ou p).

L’inégalité du second principe de la thermodynamique (6.2) [p. 86] s’écrit donc :
AT+ frueD+f3:devD+ f4-grad; T >0, VT VuDVdevDVgrad, T 6.7)

Il reste a choisir les quatre fonctions fi, f2, f3 et f4 (lois de comportement) dont I’existence
est nécessaire, telles que 1’inégalité (6.7) soit respectée VT, V trD, V devD et V grad; T. Les
quatre sous-sections qui suivent exposent les conséquences de 1’existence des quatre fonctions
introduites dans les équations (6.3), (6.4), (6.5) et (6.6) [p. 87].

6.2.1 Relation de Helmholtz

Dans I’équation (6.3) [p. 87], le terme de gauche p (T dr fs — dr f,) est une fonction d’état, c’est-
a-dire fonction des seules variables d’état. On en déduit que la fonction f; est nécessairement
aussi une fonction d’état donc ayant pour seuls arguments 7 et p. Elle n’est donc pas fonction
de ses quatre premiers arguments. L’équation (6.3) [p. 87] ne peut étre que de la forme :

p (T orfs—adrfe) = fi(T,p)

Dans I’inégalité (6.7), vraie VT, la fonction d’état fi ne pouvant étre fonction de T, elle est
nécessairement nulle. On en déduit le théoréme suivant :

= Théoreme 6.2 — Relation de Helmholtz. Dans un fluide simple, les fonctions d’état énergie
interne massique et entropie massique sont liées par 1’équation différentielle *

Tans_ane =0 (68)

Pour définir le comportement thermodynamique d’un fluide simple, il suffit donc de donner une
seule fonction d’état : f, ou f; ; I’autre se déduit de la relation (différentielle) de Helmholtz.

Autre expression de la relation de Helmholtz — Si on utilise le couple de fonctions d’état (y™, s™)
a la place du couple (¢™,s™) o Yy = ™ — T s™, en dérivant par rapport a T il vient :

ane = anl//+fs + T&Tfs
La relation de Helmholtz (6.8) s’écrit alors :
fs=—0rfy (6.9)

@) Cette relation est parfois appelée « postulat » de Helmholtz. En fait il est inutile de la postuler : pour les fluides
simples, elle est une conséquence du second principe de la thermodynamique.
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Loi de comportement mécanique

Les deux équations (6.4) et (6.5) [p. 87] prouvent la nécessité de I’existence de deux lois de
comportement mécanique reliant le tenseur des contraintes aux autres grandeurs :

t .

%" _p? (T Iofs— Iy fe) +f2(T,uD,devD, grad, T, --) (6.10)
-p

devo = f;3(T,urD,devD,grad,T,---) (6.11)

L’équation (6.10) définit la partie shérique du tenseur des contraintes de Cauchy, et 1’équation
(6.11) définit sa partie de trace nulle (déviatorique).

Définition 6.3 — Pression thermodynamique. On appelle pression thermodynamique d’un
fluide simple la fonction d’état définie par :

p=—p*(Thfs—0pf.) =p>dpfy  [éq (6.10)p.88] (6.12)

Définition 6.4 — Pression mécanique. On appelle pression mécanique 1’opposé du tiers de la
trace du tenseur des contraintes. Pour un fluide simple, elle vaut :

tro

Pm:—T:P—fz

Théoreme 6.5 — Comportement mécanique d’un fluide simple. La loi de comportement
mécanique d’un fluide simple est de la forme :

6 =spho+deveo =(—p+ )G+ f3=—puG+ f3
ou p est la pression thermodynamique [déf. 6.3] et p,, la pression mécanique [déf. 6.4].

Démonstration — La décomposition en partie sphérique et de trace nulle étant unique, on peut
rassembler les deux lois (6.10) et (6.11) en une seule loi tensorielle.

Il reste & choisir les fonctions f>(T,trD,devD,grad;T,---) et f3(T,twD,devD,grad;T,---)
de telle facon que I’inégalité du second principe soit respectée. Quelques choix possibles sont
présentés plus loin en section 6.3 [p. 89].

Loi de comportement thermique

La dernieére équation (6.6) [p. 87] affirme la nécessité d’existence d’une loi de comportement
thermique, encore appelée loi de conduction thermique :

q=—Tf4T,uwD,devD,grad;T,--)

Il reste a choisir la fonction f4(T,trD,devD,grad; T, ---) de telle fagon que 1’inégalité du se-
cond principe soit respectée. Des choix possibles sont présentés plus loin en section 6.3 [p. 89].

Remarque — On retrouve la nécessité de 1’existence d’une loi de conduction thermique déduite
de la condition @, > 0 imposée par le second principe de la thermodynamique [section 5.7 p. 80].
L’équation (6.6) [p. 87] n’est que la répétition de cette condition.
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Synthese

Compte-tenu de la relation de Helmholtz [éq. (6.8) p. 87], I'inégalité du second principe de la
thermodynamique pour les fluides simples se réduit a :

D =ftrD+ f3:devD+ fs-grad; T >0, VuDVdevDVgrad;T (6.13)

Dipy D, >0

Hormis leur existence, le second principe ne nous apprend rien sur les fonctions f7, f3 et f4 qui
précisent la loi de comportement mécanique et la loi de comportement thermique ). T1 faut les
choisir telles que I’'inégalité (6.13) soit respectée dans toute évolution de particule.

Fluides simples newtoniens

Pour continuer la modélisation d’un fluide simple, il faut choisir les trois fonctions dissipatives
f2, f3 et f4 de telle maniere que le second principe de la thermodynamique pour les fluides
simples (6.13) [p. 89] soit satisfait en toutes situations, ¢’est-a-dire V7 VDV grad; T.

Hypothese 6.6 — On choisit les fonctions dissipatives f>, f3 et f4 suivantes :

1. fo=k(T,p) trD avec k(T,p) >0
Le coefficient k(T,p) > 0 est appelé viscosité de volume.

2. f3=2u(T,p)devD avec u(T,p) >0
Le coefficient (T, p) > 0 est appelé viscosité isovolume ou viscosité de cisaillement > ou
encore « viscosité dynamique » (.

3. fa= a(%‘p) grad; T avec a(T,p) >0
Avec ce choix, on retrouve la loi de Fourier linéaire isotrope présentée en éq. (5.18) [p. 80].
Le coefficient a(T,p) est appelé coefficient de conductibilité thermique.

Comme on peut le constater, ces choix simples ne sont pas nécessaires mais ils sont suffisants
pour que I’inégalité du second principe de la thermodynamique soit respectée en toutes situations.
En effet, avec ces choix, la dissipation (6.13) [p. 89] est la somme de trois termes non négatifs
séparément :

@ =k(T,p) (D)’ +2u(T,p)|/devD| +a(T,p) T"" || grad T|> > 0

Dipy Dy,

Remarque — Bien souvent, les fonctions non négatives k, [ et & sont choisies constantes, ¢’ est-a-dire
indépendantes de 1’état actuel, ou bien seulement fonctions de la température.

Définition 6.7 — Fluide newtonien. On appelle fluide newtonien un fluide simple dont la loi
de comportement mécanique [th. 6.5 p. 88] est :

2
6=(—p+ktuD)G+2udevD = (—p+(k——u) trD)G+2uD (6.14)
—_— 3

—Pm

* Ces deux lois de comportement ne sont pas de simples lois de fermeture pour que « le nombre d’équations soit
égal au nombre d’inconnues » comme on les présente souvent : le second principe de la thermodynamique prouve la
nécessité de leur existence.

) Un mouvement de cisaillement est un mouvement isovolume particulier.

© Cette dénomination curieuse est tres populaire. Le rapport 1 /p est aussi appelé « viscosité cinématique ».
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ol la pression thermodynamique p = —p? (T dp f; — dp f.) [déf. 6.3 p. 88] est une fonction d’état
caractéristique du fluide étudié.

Remarque — Dans un fluide newtonien, la pression mécanique p,, = — “TG = p+ktrD etla pression

thermodynamique p ne sont égales que si la viscosité de volume k est nulle (fluides appelés fluides
de Stokes) ou dans des mouvements tres particuliers tels que le taux de dilatation volumique est nul
partout et a tout instant ") (V¢ VP, 1,(P,t) = trD = 0).

La loi de comportement thermique généralement choisie pour les fluides newtoniens est celle de
Fourier: g = —o grad; 7.

Les choix faits précédemment pour les fonctions f3, f3 et f4 sont les plus simples que 1’on puisse
faire pour assurer le respect du second principe de la thermodynamique. Le lecteur vérifiera
aisément avec les formules de changement d’observateur des deux tenseurs objectifs D et ¢
[€9.(3.49) p. 48], que la loi de comportement mécanique des fluides newtoniens est bien une loi
universelle, ¢’est-a-dire : 6 = (—p +k trD)G +2 i1 devD.

Remarque — On peut construire des lois de comportement non linéaires de fluides simples si les
fonctions scalaires non négatives k, [l et @ ont une liste d’arguments plus compléte, comprenant
notamment le tenseur des taux de déformation D. Les fonctions scalaires k, u et ¢ doivent étre des
fonctions isotropes de leurs arguments tensoriels pour assurer I’universalité de la loi de comportement
mécanique. Suivant les variations des viscosités en fonction du tenseur des taux de déformation D,
ces fluides sont dits rhéofluidifiants ou bien rhéoépaississants.

Pour compléter la modélisation du fluide simple, il faut préciser I’expression de 1’une des
fonctions d’état introduites (p, fe, fs ou fy) en fonction des variables d’état T et p. Les autres
fonctions d’état sont déterminées par leur définition et par la relation de Helmholtz. Les sections
qui suivent donnent quelques exemples de fluides simples.

Gaz parfaits

Les gaz parfaits sont traditionnellement définis en donnant I’expression de la fonction d’état
pression thermodynamique p(T,p) [déf. 6.3 p. 88] en fonction des variables d’état T et p. Cette
expression est appelée loi de Mariotte ® :

p=rpT

ou r est une constante caractéristique du gaz parfait. La définition de la pression thermodyna-
mique p [éq. (6.12) p.88] et la relation de Helmholtz [éq. (6.8) p. 87] conduisent au systeme
différentiel suivant, qui permet de déterminer les deux fonctions d’état f, et f :

7p2 (Tapfs*apfe) =rpT 3 Torfi—drfe=0

La solution générale de ce systeme différentiel est :

T
fs=—-rlnp+fi(T) ; fe:/T T f{(T)dT +C

() C’est notamment le cas en statique des fluides : v(P,r) =0 VPVt = D =0; ou si le fluide est supposé
parfaitement incompressible : p =0 = trD = —p/p =0 [th. 2.2 p. 20].

® Cette loi macroscopique peut aussi bien étre considérée comme d’origine expérimentale ou comme suggérée par
un modele issu de la physique statistique.
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Remarque — Noter que 1’on retrouve ici un résultat classique, parfois postulé : 1’énergie interne
massique d’un gaz parfait n’est fonction que de la température.

La fonction inconnue f;(T') peut étre déterminée par des mesures expérimentales, par exemple la
mesure de la capacité calorifique C,(T') a p constant (9 = 0), habituellement appelée a volume
constant. Elle s’écrit [déf. 5.9 p. 82] :

3 T
am=rarirgppl=ram = am=[ “aric

Finalement, les deux fonctions d’état f, et f; d’un gaz parfait sont :

TCVT T
fi=—rin 24 LdTJrc’ ; fe:/ C,(T)dT +C (6.15)
Po To T To

L’énergie interne massique et 1’entropie massique d’un gaz parfait sont chacune définies a une
constante pres, ce qui est sans importance car seules leurs dérivées interviennent dans les lois de
comportement et dans la dissipation. On peut toujours choisir un état de référence (7p, po) dans
lequel elles sont déclarées nulles ou €gales a une valeur de référence s et e

Remarque — L’une quelconque de ces fonctions d’état peut étre prise comme définition des gaz
parfaits, la relation de Helmholtz et la définition de la pression thermodynamique permettent de
retrouver la loi de Mariotte.

Relation de Mayer — Pour les gaz, il est possible de définir une chaleur massique a pression ther-
modynamique constante, notée C,,. Pour un gaz parfait :

p=rpT = p=rTp+rpT

Dans une évolution a pression thermodynamique constante, on a donc :

. p_p
=0 = ==-—=
P T T
A pression thermodynamique constante, la capacité calorifique [éq. (5.21) p. 82] pour un gaz parfait
s’écrit :
C,=T2 p_ TP _ /
p = Tfs+8pfs?—cv+TE?—Cv+r [éq. (6.15) p. 91]

Cette relation est connue sous le nom de relation de Mayer pour les gaz parfaits.

En conclusion, les gaz parfaits sont les fluides simples tels que la pression thermodynamique
satisfait a la loi de Mariotte. Ils sont complétement caractérisés par la mesure de la constante r,
la mesure d’une capacité calorifique (C,(T) ou C,(T)) et la donnée des trois fonctions de
dissipation f>, f3 et f4. Pour les gaz parfaits newtoniens, ce sont la viscosité de volume k, la
viscosité isovolume u et la conductivité thermique «. Il est possible de construire un modele
de gaz plus proche des gaz réels en suivant la méme démarche, mais en remplacant la loi de
Mariotte par celle de van der Waals.
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Liquides idéaux

Les liquides idéaux sont des fluides simples parfaitement incompressibles (p =0 = p = pp). La
variable d’état p est donc une constante. On peut construire un modele de liquide idéal (visqueux
ou non) en posant que la pression thermodynamique de ce fluide est indépendante des variables
détatT etp:

p(T,p)=p (6.16)

Remarque — Un liquide idéal est nécessairement a la fois incompressible (dp p = 0) et indilatable
(drp = 0, pas de variation de pression dans une évolution de température a volume constant). On verra
plus loin qu’un fluide simple incompressible et dilatable serait thermodynamiquement inadmissible
[voir Attention ! p. 95].

La définition de la pression thermodynamique p [éq. (6.12) p. 88] et la relation de Helmholtz
[éqg. (6.8) p. 87] conduisent au systeme différentiel :

0 (Tofi=pfe)=p : Torfi—3rfe=0
dont la solution générale est :

T o(T
p= [ B arve o =L g
n T Po
La fonction g(7') peut se déterminer par une mesure de capacité calorifique (nécessairement a
volume constant car p = 0) :
4k '

C,(T) = dT:g’(T) [ég. (5.21) p. 82] = g(T) = i C,(T)dT
0

On obtient les deux fonctions d’état f, et f; du liquide idéal :

Tc/(T T
fs:/ Darver o fi=- 24 [ cmyaria
'TO T pO TO

Remarques — Dans un liquide idéal, la fonction d’état pression thermodynamique p en une particule
n’est pas fonction des variables d’état par définition [éq. (6.16) p. 92]. Néanmoins, dans un milieu

continu, la fonction d’état pression thermodynamique est une fonction de la particule et du temps :
p(P,t) est un champ matériel.

La conservation de la masse [th. 2.2 p. 20] pour un liquide idéal s’écrit :
T, =trD =divgv =0

La loi de comportement mécanique d’un liquide idéal newtonien se réduit donc a :
6(Pt)=—p(Pt)G+2u(T)devD(P ) [éq. (6.14) p. 89]

On laisse le soin au lecteur de vérifier, avec un peu de calcul tensoriel, que 1’équation de
mouvement (3.28) [p. 36] d’un liquide idéal newtonien devient :

poY=pof" —gradg p+u(T)Agv+2devD-grad; u(7T(P1))
pov=pof" —gradg p+ u(T)Agv+2u'(T) devsymgrad,v-grad, T
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De méme, si on choisit la loi de Fourier (5.18) [p. 80] comme loi de comportement thermique,
on laisse le soin au lecteur d’établir que I’équation de la chaleur (4.11) [p. 65] devient :

+(XAET

T
—p+ | C/(T)TdT =2u(T) devsymgrad;v : devsymgrad,v +r.,,
T
Remarques — Comme on peut le constater, I’équation de conservation de la masse, 1’équation de la
mécanique et I’équation de conservation de 1’énergie sont des équations différentielles couplées dont
les inconnues sont les champs de pression, de vitesse et de température. Dans les cours élémentaires
de mécanique des fluides incompressibles, pour espérer obtenir des solutions analytiques, on simplifie
les équations en supposant que la viscosité, la capacité calorifique a volume constant et la conductivité
thermique ne dépendent pas de la température : w'(T) =0, C,(T) =0, ot = 0 et qu’il n’y a pas de

source de chaleur par rayonnement : r),, = 0. Dans ce cas, pour un liquide idéal il reste :

divgyv =0 (conservation de la masse)
pov=pof" —gradg p+ Lo Apv (principe fondamental de la mécanique, éq. de Navier-Stokes)
—p=2updevsymgrad,v:devsymgrad;v+ oo Ag T (conservation de 1’énergie)

Comme on peut le constater, ces hypotheses simplificatrices supplémentaires sont insuffisantes pour
découpler I’équation de conservation de 1’énergie. On arrive néanmoins a trouver quelques solutions
analytiques stationnaires ) particulieres ') des deux premiéres équations dont les champs inconnus
sont la pression p(P,t) et la vitesse v(P,¢). On ne résout pratiquement jamais la troisieme équation
qui donnerait le champ de températures.

Le but de ces remarques n’est pas de dénigrer les quelques solutions analytiques stationnaires qui
sont présentées dans les cours de mécanique des fluides incompressibles (ces solutions sont d’un
indéniable intérét pédagogique), mais seulement de souligner leur cofit en hypotheses simplificatrices,
colit qui n’est pas toujours mis suffisamment en évidence pour susciter la circonspection idoine.

6.6 Fluides simples compressibles et dilatables

6.6.1

A titre d’illustration, on se propose de construire un modele de fluide simple (les variables d’état
indépendantes sont uniquement 7" et p) compressible et dilatable assez général.

Compressibilité et dilatabilité

On cherche a construire un fluide simple tel que :

Ty =—xr(T,p)p+op(T,p)T (6.17)

T, est le taux de dilatation volumique (trD) ;

p est la pression thermodynamique ;

xr > 0 est la compressibilité a température constante 'V (unité : Pa=');

o, est la dilatabilit€ a pression thermodynamique constante (unité : K.

Dans un tel fluide, le taux de dilatation volumique 7, dépend de la variation de pression (com-
pressibilité) et de la variation de température (dilatabilité).

O C’est-a-dire ¥Wg(x;,t) =0. Onadoncv=grad;v-vg et p=gradg p-vg.

(10 On cherche des écoulements particuliers dans lesquels gradg v -vg =0, ce qui linéarise en v ’équation de
mouvement.

(D On rappelle qu’il faut en général des échanges thermiques avec 1’extérieur pour maintenir la température constante
pendant une compression ou une détente isothermes.
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Remarque — Les notions de compressibilité isotherme )7 et de dilatabilité isobare ¢, sont cou-
ramment employées dans les cours de thermodynamique. Avec 1’écriture différentielle familiere aux
thermodynamiciens, I’équation (6.17) s’écrit :

d
Y —Xrdp+o,dT ouv= p~ ! est le volume massique.
v

Commentaire — On vérifie aisément que pour 7 = T~ et oy = p~ 1, ’équation (6.17) est la dérivée
particulaire de la loi de Mariotte ; de méme, pour 7 = 0 et ¢, = 0 (le fluide est incompressible et
indilatable), I’équation (6.17) est la dérivée particulaire de la définition du liquide idéal : 7, =0 <
p =01[é&q. (2.4) p. 20].
Toutefois, I’équation (6.17) [p. 93] n’est pas la définition d’une fonction d’état d’un fluide simple : elle
ne régit que la dérivée particulaire de la fonction d’état pression thermodynamique p [déf. 6.3 p. 88]
du fluide simple, ce qui ne définit pas la pression thermodynamique elle-méme :
. 1 . 1 p ; )

p(T,p) = T (to—ap(T,p)T) = TP (p +0,(T,p)T) [éq. (2.4) p. 20]
I n’est pas certain qu’il existe une fonction d’état p(7, p) dont la dérivée particulaire satisfasse cette
équation. D’une maniére générale, il est imprudent de tenter de définir un comportement de milieu
continu seulement par la dérivée particulaire d’une fonction d’état 1.

Remarques — La connaissance de la fonction d’état pression thermodynamique n’est pas suffisante
pour connaitre le tenseur des contraintes o [éq. (6.14) p. 89] d’un fluide newtonien : il faut préciser en
plus la viscosité de volume (T, p) et la viscosité isovolume (7T, p). Dans leurs développements, les
thermodynamiciens ont souvent tendance a affirmer que 1’on ne peut fournir du travail a un domaine
de gaz que par I’intermédiaire de forces de pression (« dW = pdv », contraintes uniquement normales
aux frontieres, tenseur des contraintes sphérique) ; en outre la pression mécanique [déf. 6.4 p. 88] est
le plus souvent confondue avec la pression thermodynamique (pas de viscosité de volume). Lorsque
les thermodynamiciens veulent tenir compte de la viscosité isovolume, ce travail est parfois appelé
« travail de transvasement ».

La conservation de la masse [éq. (2.7) p. 21] et la définition de la pression thermodynamique
[éqg. (6.12) p.88] s’écrivent :

rv:—E . p=—P(Tfi—0pfe) =P pfy

ou pour abréger les écritures on a introduit dans la seconde égalité 1’énergie libre massique de
Helmbholtz y™ = ¢" — T s™. L’équation (6.17) [p. 93] s’écrit donc :

_% =—xr (P*pfy) + T

= X1 (2P P O fy+P > Oppfyp+p OprfyT)+0, T
1 ;
0:P<E —Xr (Zpapfw+P23phW)> +T (—%szaprerap)

Cette loi devant étre vraie pour toute vitesse d’évolution a partir de tout état, ¢’est-a-dire V7T et
V p, et les termes entre parentheses étant des fonctions d’état (c’est-a-dire seulement fonction de
T et de p), on en déduit les deux équations différentielles :

1
0= o —xr 2P fy+p Oppfy) et O0=—xrp>dprfy+0y

(12) Sj 1a fonction d’état pression thermodynamique p n’existe pas, les autres fonctions d’état f, et fs qui s’en
déduisent n’existent pas non plus. Dans Attention ! [p. 95], on donne un cas ot les fonctions d’état n’existent pas.
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Attention ! — La seconde équation ci-dessus montre que si un fluide est incompressible (yr = 0)
alors il est nécessairement indilatable (¢, = 0). Un fluide supposé incompressible (y7 = 0) et
dilatable (¢, # 0) serait thermodynamiquement absurde car ce systéme d’équations différentielles
en Y n’aurait pas de solution. Si la fonction d’état Yy n’existe pas, toutes les autres, notamment
I’énergie interne massique e™ et I’entropie massique s™, dont I’existence est postulée par les principes,
n’existent pas.

L’énergie libre massique de Helmholtz est donc solution des deux équations différentielles :

Op

—— 6.18
pxr (19

20pfy+Pppfy = ; Oprfy =

1
P2 xr
oll les deux fonctions 7 (T, p) et &, (T,p) peuvent étre identifiées par des mesures expérimen-
tales de compression a température constante et de dilatation thermique a pression constante.

Remarque — En dérivant par rapport a 7' la premiere équation (6.18) et en tenant compte la seconde
€équation (6.18), on en déduit une équation différentielle que doit satisfaire la fonction d’état fy, :

20y,
4 p Opprfy = —
oy P o1 fy

10 1 0
TXT apprw _ ( ;)TCT

— & —— +2a (6.19)
P> X piar ')

dont la solution doit satisfaire les deux conditions (6.18).

6.6.2 Fluide simple a compressibilité et dilatabilité constantes

= Hypothese 6.8 — Afin d’obtenir un modeéle simple et facile a identifier, on suppose que la
compressibilit€ a température constante Y7 et la dilatation thermique a pression constante o,
sont des constantes : x7(T,p) = xo et &,(T,p) = o, sous réserve que sous ces hypothéses
simplificatrices une fonction f existe.

Remarques — Dans les liquides et les gaz, la compressibilité a température constante 7 est toujours
non négative (le volume diminue toujours avec la pression).

En revanche, la dilatation thermique a pression constante o, n’est pas toujours positive. Par exemple,
on sait que pour 1’eau a la pression atmosphérique et a des températures entre 273,15 K et 277,15 K,
le coefficient de dilatation a pression constante est négatif, nul a 277,15 K, puis positif pour des
températures supérieures. On ne peut donc pas modéliser le comportement de 1’eau avec 1’hypothese
simplificatrice &, = 0, sauf peut-tre loin de cette anomalie.

Il se trouve que, sous les hypotheses 6.8, le systeéme d’équations différentielles (6.18) [p 95] a
une solution. La solution générale est :

1 C
=——(np+oT+1)——+¢g(T (6.20)
= (Inp ) p 8(T)
La pression thermodynamique [éq. (6.12) p. 88] est alors :
1
p=—>np+ayT)+C
X0

Pour un état de référence p = pg et T = Tp, on pose p = pg. La constante C est alors :

1
C=po—— (Inpo+ o Tp)
X0
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Finalement, sous les hypotheses 6.8, la fonction d’état pression thermodynamique est :

1 P
=—(In=+a(T-T))+
p %0<np0 ( o)) Po

Distinction liquide/gaz — La distinction entre liquide et gaz est souvent exprimée en disant qu’« un
gaz occupe tout le volume dont il dispose », contrairement aux liquides. Cette définition est inexploi-
table mathématiquement. Pour les modeles de comportement, 1’auteur propose de faire la distinction
en observant la limite de la masse volumique quand la pression tend vers O : pour les gaz, la masse
volumique tend vers 0 (le vide) ') et pour les liquides elle tend vers une limite finie non nulle. Cette
distinction est évidemment théorique car chacun sait qu’en dessous de la pression de vapeur saturante
tout liquide se vaporise et le modele du milieu continu change (notamment ses coefficients yr, o, et
C)) ; le comportement de la vapeur n’est plus représenté par les mémes fonctions d’état. La validité
de tout modele de liquide est donc limitée par p > psq (T ). Néanmoins, 1’étude de cette limite en
supposant qu’il n’y a pas vaporisation est instructive.

Dans le cas du modele simple qui a été développé ici (xr(7,p) = xo et o, (T, p) = ), lorsque la
pression thermodynamique est nulle (p = 0), il vient :

P(p—0) = Poe ¥ (T=To)=x0Po ol py est la pression a un état de référence (Tp, po).

La valeur p(,—¢) n’est jamais nulle quelle que soit la température 0 < 7' < ee. Du point de vue du critere
proposé dans cette remarque, le modele construit ici est donc un modele de liquide compressible.

L’énergie libre massique de Helmholtz est donc [éq. (6.20) p. 95] :

1 p Po
= (14 S o (T Tp)) — = +g(T
Ty pr< oo o ( 0)) p 8(T)

L’entropie massique se déduit de la relation de Helmholtz [éq. (6.9) p. 87] :

(04} ’
= —0 = ——9o(T
fi TSy 0 %0 g (T)

L’énergie interne massique se déduit de la définition de 1’énergie libre de Helmholtz :

1 p Po /
fe=fy+Tfi=——"-0+In——0To) ——+g(T)-Tg(T
e=fytTh=—1" ( o ) ) (T) (T)
La fonction g(7) se détermine avec une mesure de la capacité calorifique [éq. (5.21) p. 82] C,(T)
a volume constant (p =0) :

T (T
/ ; ) dT)dT+C1T+C2
Tt

0

C(T)=Torfy=-Tg"(T) = g(T)=- /TT (

Remarque — On constate que dans ce modele simplifié (x7(7,p) = xo et @, (T, p) = o), la capacité
calorifique a volume constant C, n’est fonction que de la température. Si I’expérience le contredit, il
faut remettre en question les hypotheses 6.8 [p. 95].

= Hypothese 6.9 — Pour simplifier encore le modele, on suppose de plus que la capacité calorifique
a volume constant est indépendante de la température :

C,(T) =Cyo

(13 Les gaz parfaits satisfont a cette condition.
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Sous cette hypothese, la fonction g(7') est solution de 1’équation différentielle :
g =—CyInT+C; dontlasolutionest: g=—Cy(TInT—T)+C,T+C

Finalement, sous les hypotheses yr = xo, @), = 0 et C, = C,,, et en posant f(Tp,po) = s et
fe(To, po) = ep pour déterminer les constantes C) et C,, les fonctions d’état de ce modele de
liquide compressible dilatable sont :

T
J%Zp?%o (%— )+CVOIHFO+SO 1
fe—;mlng)—i-(l—%)) <§)’+M—g;{2) +Cyo (T —Tp) + eo
p=%ln%+%(T—To)+po
fw:—iln%-i-(l—%) (I;(O)—Fpolxo—I—ao(pY(;;OTO)>+Cvo(T—To—Tln;(;)+eo—TS0

Ce modele est completement identifié par les mesures de xp, & et Cyo.

Relation de Mayer pour ce modele — Dans une évolution a pression constante, le comportement
choisi [éq. (6.17) p. 93] implique :

P p
0 Qo 7 p %o
La capacité calorifique a pression constante [éq. (5.21) p. 82] est donc :

; ; g T ol T
Co=Tof,+Tof, L =419, =c,+ 2~ = c,—c=2"
T T Xo P

On peut appeler cette équation « relation de Mayer » pour ce modele de liquide compressible dilatable.

Remarque — La capacité calorifique a pression constante C,, est plus aisée a mesurer expérimenta-
lement que C,. Sous les hypothéses de ce modele (notamment C,(T) = C,0), la capacité calorifique
a pression constante C), est nécessairement une fonction de la température actuelle et de la masse
volumique actuelle. Si I’expérience le contredit, il faut revoir les hypotheses simplificatrices 6.8 [p. 95]
en donnant des lois x7(7,p) et o, (T, p) plus réalistes suggérées par des mesures, puis reprendre
(éventuellement numériquement) I’intégration du systeme différentiel (6.18) [p. 95].

6.7 En bref ...

Les fluides simples sont les fluides dont les deux variables d’état indépendantes sont la tem-
pérature absolue T (imposée par le second principe de la thermodynamique) et la masse volu-
mique p.

Le second principe de la thermodynamique appliqué aux fluides simples implique la relation
de Helmholtz qui est une relation entre les deux fonctions d’état énergie interne massique ™ et
I’entropie massique s" dont I’existence est postulée par les deux principes de la thermodynamique.
Les fluides simples sont donc thermodynamiquement déterminés par un seule fonction d’état (ou
toute combinaison de ces deux fonctions d’état et de variables d’état, telles que 1’énergie libre
de Helmholtz ou la pression thermodynamique). Le second principe de la thermodynamique
implique aussi la nécessité d’existence d’une loi de comportement mécanique et d’une loi de
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comportement thermique. Pour définir complétement le comportement mécanique du modele, il
faut choisir les fonctions dissipatives et I’'une des fonction d’état.

Les fluides newtoniens sont des fluides simples dont la loi de comportement mécanique est :

2u
6=(—p+ktrD)G+2u devD = (—p—i— (k— ?) trD)G+2uD

ou

— p=—p*(T pfs— dpf.) = p*> Iy fy est une fonction d’état caractéristique du fluide simple
appelée pression thermodynamique ;

— k(T,p) est la viscosité de volume, souvent considérée comme une constante ou seulement
fonction de la température ou méme parfois nulle (fluides de Stokes) ;

— W(T,p) est la viscosité isovolume (ou viscosité de cisaillement ou viscosité dynamique),
souvent considérée comme une constante ou seulement fonction de la température ou méme
parfois nulle (fluides non viqueux) ;

— D est le tenseur des taux de déformation défini en cinématique.

La loi de comportement thermique (ou loi de conduction thermique) choisie pour les fluides

newtoniens est généralement la loi de Fourier.

On a construit quelques modeles de fluides simples thermodynamiquement admissibles en
proposant des fonctions d’état mathématiquement simples et physiquement motivées.



7.1

7

Synthese

Dans les chapitres de ce cours, on a exprimé les conséquences des quatre principes fondamen-
taux de la physique classique sur les milieux continus monoconstituants et non polarisés (pas
d’orientation attachée aux particules). Ces principes ont été exprimés sous forme globale pour
des domaines matériels ou géométriques, ainsi que sous une forme locale. Les formes locales du
principe de la conservation de la masse, du principe fondamental de la mécanique et du principe
de la conservation de I’énergie sont des équations différentielles aux dérivées partielles, qui
doivent étre satisfaites en tout point et a tout instant de I’évolution de tout milieu continu.

En revanche, les inéquations du second principe de la thermodynamique sont automatiquement
satisfaites des lors que 1’on utilise un modele de milieu continu dont les lois de comportement
mécanique et thermique sont thermodynamiquement admissibles. Ces inéquations n’apparaissent
donc pas dans la résolution d’un probleme de thermomécanique des milieux continus ; elles ne
sont utiles que lorsque I’on cherche a construire des nouveaux modeles de comportement, pour
éviter qu’ils soient thermodynamiquement absurdes.

Le probleme de mécanique des milieux continus

Les équations différentielles locales des trois premiers principes sont :

p=—ptrD (conservation de la masse, équation de continuité)
diveo+p f 6" =pv (principe fondamental de la mécanique, équation de mouvement)
p MN=- VZ’;C + I"th —divgq (principe de conservation de 1’énergie, équation de la chaleur)

N

ou

— le tenseur D = symgrady v est le tenseur des taux de déformation ;
— le scalaire &7V est la puissance volumique des efforts intérieurs :

¢ =—0c:D+v-f7, ol PVt —y. ¥ est souvent négligé (autogravitation).
Ces équations générales, valables pour tout milieu continu, sont insuffisantes pour déterminer
I’évolution d’un domaine (matériel ou géométrique) donné, rempli d’un milieu continu donné
(acier, eau, air...) et sous I’action de sollicitations extérieures données. Il faut compléter ces
équations différentielles par :

1. Un modele de comportement du milieu continu qui modélise correctement le comportement
réel de la matiere, c’est-a-dire :
(a) la liste de variables d’état objectives indépendantes (ou la liste des variables d’état
réduites) ;
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(b) I’expression des fonctions d’état en fonction des variables d’état modélisant correctement
le comportement réel de la matiere (énergie interne massique, capacités calorifiques,
dilatation, etc.). De ces fonctions d’état et d’'un choix thermodynamiquement admissible
de fonctions dissipatives on déduit :

— laloi de comportement mécanique : ¢ = f(état actuel , vitesse d’évolution) ;
— la loi de comportement thermique : ¢ = f(grad; T, état actuel , vitesse d’évolution).

2. Une description des sollicitations extérieures sur le domaine étudié : ce sont les conditions
aux limites (mécaniques et thermiques), les conditions initiales (mécaniques et thermiques) et
les actions a distance (mécaniques et thermiques) qui apparaissent dans les équations locales
de la mécanique (équation de mouvement) et de I’énergie (équation de la chaleur).

— Les conditions aux limites mécaniques sont :
(a) soit des conditions cinématiques (déplacements ou vitesses imposés sur la fronticre) :

u(P't) =wipmp(P',t)  ou  v(P 1) =vimy(P,1)
(b) soit des conditions sthéniques (contraintes imposées imposées sur la frontiere) :
S (Pt) n(P') = fi,(P1)

(c) soit des conditions mécaniques mixtes (relations entre contraintes et déplacements ou
vitesses imposés sur la frontiere).

— Les actions mécaniques a distance sont représentées par un champ de force massique
f(P,t) ou volumique f(P,¢), défini sur tout le domaine (le plus souvent, on ne prend en
compte que la gravitation terrestre).

— Les conditions aux limites thermiques sont :

(a) soit des températures imposées sur la frontiere :

T(P',t) = Tp(P,1)
(b) soit des puissances calorifiques surfaciques imposées sur la frontiere :

q(P/’t) n = qz?mp(P,?t)

(c) soit des conditions thermiques mixtes (relation entre température et puissances calori-
fiques surfaciques imposées).
— Les actions thermiques a distance sont représentées un champ de puissance calorifique

volumique r},, (P,t) défini sur tout le domaine (le plus souvent, il est négligé).

Les conditions aux limites et les actions a distance (mécaniques et thermiques) doivent
modéliser de facon aussi réaliste que possible les actions de I’extérieur sur le domaine étudié.
Elles sont essentielles pour la qualité de la solution.

3. Une description des conditions initiales, c’est-a-dire les valeurs initiales des champs a
un instant fy. Ces conditions initiales ne sont utiles que pour la résolution des problemes
transitoires (c’est-a-dire que 1’on cherche 1I’évolution temporelle des champs). Lors de la
recherche de solutions stationnaires (Vy, d;Wg = 0), on ne pose pas de conditions initiales.

L’ensemble de ces équations étant posé, la description du probléme est complete. Les champs
matériels a déterminer sont : les champs des variables d’état, des fonctions d’état, des vitesses,
des positions (ou des déplacements), des contraintes, des déformations, des taux de déformation,
etc. pour toute particule (et a tout instant pour les problémes instationnaires). On peut aussi bien
rechercher la description de Lagrange ou la description d’Euler de ces champs matériels.
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Rappels de cinématique — Les relations entre opérateurs différentiels lagrangiens et eulériens de
champs matériels ont été établies en cinématique. On les rappelle ici pour mémoire :

V¥(Pt), dive¥ =grad,¥:F ' et grad;¥ —=grad,¥ F !
ou F =grad;x; =G+grad;u (u:champ de déplacement)

En mécanique des milieux continus (solides ou fluides), il arrive bien souvent que 1’on ne
recherche qu’une solution stationnaire (") (si elle existe). Dans ce cas, le temps disparait des
équations différentielles et on ne pose pas de conditions initiales. Le probléme s’en trouve
quelque peu simplifié.

La résolution

La résolution analytique d’un systeme d’équations aussi complexe est rarement possible sauf dans
quelques problemes académiques extrémement simplifiés (mais pédagogiquement intéressants).
Les causes des difficultés de résolution sont :

la complexité du systeme différentiel (équations couplées, le plus souvent non linéaires) ;

la non unicité éventuelle des solutions, leur instabilité éventuelle, la présence éventuelle de
bifurcations (en nombre fini voire infini) ;

la complexité de la forme du domaine étudié ;

la complexité des conditions aux limites modélisant correctement les actions mécaniques et
thermiques de I’extérieur sur le domaine étudié.

Dans la plupart des problémes industriels, le recours a une méthode de résolution numérique
est incontournable pour la résolution du probleme exposé en section 7.1 [p. 99]. Ces méthodes
numériques sont précieuses mais il ne faut jamais perdre de vue que :

1. Un résultat numérique est toujours approché pour trois raisons :

(a) les calculs sont nécessairement approchés car la représentation des nombres dans les
calculateurs est nécessairement finie, donc tronquée, et les erreurs de troncature se
propagent en croissant dans les calculs successifs > ;

(b) la méthode de résolution numérique est par elle-méme approchée car I’espace des
fonctions dans lequel on cherche une solution approchée est un sous-ensemble de
I’ensemble de toutes les fonctions définies sur le domaine étudié ) ;

(c) la « convergence numérique » apparente de I’implémentation d’un algorithme sur une
machine n’est jamais une preuve de sa convergence mathématique. Inversement 1’implé-
mentation d’un algorithme théoriquement convergent ne converge pas nécessairement
numériquement sur un calculateur en raison de I’'imperfection des calculs.

2. Pour étudier I'influence d’un parametre, on ne peut que refaire le calcul pour différentes
valeurs numériques du parametre en supposant que cette influence est suffisamment réguliere
entre deux valeurs successives pour faire des interpolations.

3. Dans les problémes non linéaires, dans lesquels on est rarement assuré de I’unicité de la
solution ou de I’absence de bifurcations voire de solutions cahotiques, un résultat numérique

() C’est-a-dire une solution telle que pour toute grandeur ¥(P,t), on ait d,¥ = 0; le temps disparait donc des
équations différentielles. Les mécaniciens des solides déformables disent qu’ils cherchent une « solution d’équilibre ».

2 On connait pourtant bien les méthodes d’évaluation des incertitudes dues aux troncatures et a 1’incertitude des
données, mais force est de constater que pratiquement aucun logiciel de calcul scientifique ne s’en préoccupe, soit en
raison du cofit du calcul supplémentaire, soit par crainte de surprises désagréables sur I’incertitude finale.

) Contrairement aux erreurs de troncature, on ne sais pas évaluer quantitativement cette erreur.
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est toujours sujet a caution et doit toujours étre considéré avec circonspection car on maitrise
rarement la (les) branche(s) suivie(s) par 1’algorithme en cas de solutions multiples.

Remarque — Dans les problémes stationnaires, on peut néanmoins obtenir analytiquement des
résultats partiels intéressants en utilisant les trois premiers principes, non pas sous leur forme
locale, mais sous une forme globale (sur un domaine matériel ou géométrique précis) avec quelques
hypotheses simplificatrices sur les frontieres. Par exemple, il est souvent possible d’évaluer des
valeurs intégrées sur des parties de frontiere (débits, forces résultantes, moments résultants, quantités
de chaleur échangée), mais sans information sur le détail de leur répartition.

7.3 Conclusion

Les applications de la mécanique des milieux continus se divisent traditionnellement en trois
diciplines : la mécanique des fluides, la mécanique des solides déformables et 1’acoustique.
La distinction est justifiée par le fait que les préoccupations dans les trois spécialités sont
différentes :

En mécanique des fluides, les variables d’état des fluides simples (7, p) sont généralement
suffisantes. Les lois de comportement ne font pas référence a un tenseur de déformation, mais
seulement au tenseur des taux de déformation. La loi de comportement des fluides simples
newtoniens est satisfaisante pour bon nombre de fluides réels.

On cherche le mouvement inconnu dans un domaine géométrique décidé a priori. Les champs
et le mouvement sont donc décrits par la méthode d’Euler. On cherche la description d’Euler
des vitesses actuelles, des masses volumiques actuelles et des températures actuelles et de toutes
autres grandeurs qui s’en déduisent.

Les difficultés de la mécanique des fluides résident essentiellement dans la complexité de I’équa-
tion de la mécanique des fluides newtoniens ¥, dont les solutions sont fréquemment instables
(phénomene de turbulence). Les simplifications courantes sont la recherche de solutions station-
naires, I’incompressiblité, I’isothermie et la linéarité du comportement mécanique (viscosités et
dilatabilité constantes voire nulles).

En mécanique des solides, les variables d’état des solides déformables contiennent toujours
la température et un tenseur de déformation, mais aussi souvent des directions d’anisotropie et
parfois aussi des variables d’état mnésiques qui résument I’ histoire de la particule. Les modeles
de comportement des solides déformables sont donc beaucoup plus divers qu’en mécanique des
fluides (élasticité, viscoélasticité, plasticité, endommagement, fatigue, etc.).

On cherche le mouvement inconnu d’un domaine matériel (le solide déformable). Ce mouvement
est plus commodément décrit par la méthode de Lagrange ©’ car la forme actuelle du domaine
matériel est a priori inconnue (*). On cherche donc la description de Lagrange du champ des po-
sitions actuelles (ou du champ des déplacements actuels), des champs actuels des variables d’état
et de toutes autres grandeurs qui s’en déduisent.

Les difficultés de la mécanique des solides résident aussi essentiellement dans la complexité
de I’équation de la mécanique, essentiellement diie a la complexité de la loi de comportement.
Les instabilités des solutions existent aussi, mais de maniere moins cruciale qu’en mécanique

@ L’equation de mouvement des fluides newtoniens a viscosité constante prend le nom d’équation de Navier-Stokes.
©®) On rappelle que les deux descriptions du mouvement sont équivalentes.
© Contrairement aux domaines géométriques utilisés en mécanique des fluides dont la forme est connue a priori.
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des fluides. Les simplifications courantes sont la recherche de solutions en équilibre mécanique
(pas d’accélérations), I’élasticité (pas de dissipation intrinseéque), I’isothermie (pas de dissipation
thermique) et les petites déformations.

En acoustique, on étudie la propagation des sons dans les milieux matériels. Son champ
d’investigation concerne donc a la fois les fluides et les solides. Les sons étant de petites
perturbations de contraintes autour d’un état moyen, la modélisation du comportement des
fluides et des solides autour de I’état moyen est le plus souvent linéarisée.

Le souhait de I’auteur est que ce cours ainsi que celui de cinématique des milieux continus, au
dela des résulats généraux qui y sont exposés, favorisent la communication entre les praticiens
de ces trois applications de la mécanique des milieux continus.
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Démonstrations

A.1 Lemme fondamental pour les intégrales de volume

Soit g(M) un champ scalaire défini dans &j et soit un domaine & C &3. Il faut montrer que :

V9, /g(M) dv=0 & VM, g(M)=0
9

L’implication g(M) = 0= [, g(M) dv = 0 est triviale. Il suffit donc de montrer I’implication
inverse.

On représente les points M € & par un vecteur x. Pour définir des domaines & arbitraires, on
considere un domaine fixe % arbitraire dont les points courants sont xy et une application f
arbitraire mais différentiable telle que :

x = f(xo)

Avec une fonction f arbitraire, on génere tous les domaines 7.

Par changement de variable, on raméne 1’intégrale sur & a une intégrale sur 2 :

[ @y av= [ g(F)Kulxo) dvo
9 Do

ou K, = ETVO = detgrad f > 0 (analogie avec la cinématique, la fonction arbitraire f étant

comparable a la description de Lagrange f d’un mouvement réel). On a donc :
V7, [ dv=0 = VE@0)>0, | g(fx)K.lxo)dvo=0
2 70

On note HQ% I’ensemble des fonctions définies sur le domaine % et de carré intégrable sur %.

On démontre en analyse fonctionnelle que Hz% est un espace vectoriel de Hilbert, de dimension
infinie, sur lequel on peut définir un produit scalaire :

(fi, /) = /@ 0 f1(x0) f2(x0) dvo (produit scalaire de deux fonctions de H_Z%)

Lintégrale [, 2(f(x0)) K, (x0) dvo est donc le produit scalaire des deux fonctions & = go f et

K, appartenant a HZ% :

/g(ﬂxo))fv(xo)dvo:(h,?v> ol h=goF
D) e e’

h(xo)
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Siun vecteur i de Hz% est orthogonal a tout vecteur de cet espace, alors ce vecteur est nul. La
fonction f étant arbitraire, la fonction K, = det grad f I’est aussi. On en déduit :

VK, >0, (h,K,)=0 & h=0 =  gof=0VYf = g=0

On généralise sans difficulté aux champs vectoriels ou tensoriels : il suffit d’appliquer le résultat
précédent aux composantes du champ dans une base. On a donc :

v, / W(M) dv—=0 o VM, W(M)=0
_@

Démonstration de I’« hypothese de Cauchy »

Considérons un sous-domaine %, inclus dans un domaine de milieu continu tel que ceux qui
sont définis dans la section 3.3 [p. 29] pour définir les contraintes [déf. 3.9 p. 30]. Soit P une
particule de sa frontiere d 2, soit &2 le plan tangent en P a la frontiére d 2 et soit n la normale
extérieure en P au sous-domaine % .

Hypothese A.1 — Régularité minimale de la frontiere. On suppose qu’a la particule P de la
frontiere d %, la courbure gaussienne de la frontire est finie.

Rappels de géométrie des surfaces — En tout point d’une surface, il existe deux plans normaux
(c’est-a-dire contenant le vecteur normal n) tels que I’intersection de ces plans avec la surface sont des
courbes de courbure minimale et maximale. On note R% > %2 ces deux courbures normales principales.
La courbure gaussienne est le produit de ces deux courbures. Quand la courbure gaussienne est positive,
la surface est localement située d’un seul c6té du plan tangent (point dit elliptique) ; quand la courbure
gaussienne est négative, la surface est localement située des deux c6tés du plan tangent (point dit
hyperbolique V). Lorsque la courbure gaussienne est nulle, I’'une ou les deux courbures principales
sont nulles.

Autrement dit, on suppose qu’en P, la frontiere n’est pas « anguleuse ».

Dans ces conditions, on peut toujours enfermer localement la surface d %, entre deux pa-
raboloides de révolution 1 et &~ d’axe n et de courbure au sommet % P max(ﬁ, ﬁ)
[fig. A.1 p. 107] dont les équations dans un systeme de coordonnées cylindriques d’axe n

sont :

2
7= izr—R ou M est un point courant, z=PM -n et r = ||PM —zn|| >0
On considere un cylindre 4" d’axe n et de rayon r. Ce cylindre détermine un domaine 7 de
volume V entre le plan & et la frontiere d %, (en gris sur la figure A.1 [p. 107]) et un autre
domaine ¥’ de volume V' entre les deux paraboloides de révolution 22 et &2~ [fig. A.1 p. 107].
Par construction, on a toujours :

r? Trt

r r
V' >V ) wzz/z d:2/2 —_dr=—
> ou A Trzar A 7”2R r R

(U La surface a localement la forme d’une selle de cheval. Les dénominations elliptiques et hyperboliques proviennent
de I’allure de I’intersection de la surface avec un plan parallele et proche du plan tangent.
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1
1

\
I
Courbure gaussienne positive de d 2;

Courbure gaussienne négative de d 2,
FIGURE A.1 — Coupes par un plan normal en P de la frontiere d 2 et de son plan tangent

On note ¢ le champ de contrainte [déf. 3.9 p. 30] sur la frontiere ¥ et on applique le théoreme
de la résultante dynamique [th. 3.4 p. 27] au domaine ¥
/ pE}'Edv:/ f});dV—F/ cegds
v e v
= / f}’gdv—l—/ cEds+/ cEds+/ cpds
v So

N
ou:SyC P,8 CIdZetS, C € [fig. A.1]

F = (Peye— Fr)av

s 0= o CE ds 5 c
So /so
L’équation (A.1) s’écrit alors

1 1
cl=— cgds ; ¢cL=— /cds
: Sl/soE P s F

(A.1)
On définit les valeurs moyennes de ces intégrales

fV=coSo+ciSi+c.Sy ou V<V =

4 3
. , Tr 5 2@r
=— ; Sy=7 Y drrz =
2R 0= LARrre=—p
On adonc :
-V S
CQ—Fle f — —CL oL (carSO:an)
So So
2

Lorsque r — 0, les facteurs positifs 5; et % des vecteurs f et ¢, tendent vers O car ils sont

inférieurs a des quantités qui tendent vers 0, la contrainte moyenne ¢y sur Sy tend vers la
P), i
et le rapport % tend vers 1. On a donc

contrainte en P ¢o(P), la contrainte moyenne ¢; sur S; C d 2 tend vers la contrainte en P ¢;(P)

r—0

0=1limc —i—lim(E &> =cp+c limﬁ—c +c
_r%() 0 1S() 0 1r%OS()_ 0 !
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Ainsi, la contrainte ¢; en P s’exercant sur la frontiere d %, est opposée a la contrainte ¢
s’exercant en P sur la frontiere Sy du domaine #". Tous les sous-domaines Z; dont la frontiere
09, contient P et qui ont le méme plan tangent &2 ont donc la méme contrainte ¢; = —cy.

Remarques — La démonstration précédente ne fournit pas la valeur de la contrainte c;.

Par ailleurs, le résultat précédent est valable quelle que soit la plus grande courbure max (-, =

— =) <
aratiieurs, le rés : Rl TRal) <
c’est-a-dire aussi grande que 1’on veut.

Existence du champ tensoriel des contraintes de Cauchy

Considérons un sous-domaine matériel dont la position actuelle est le tétraedre .77 C Z;", défini
par les particules sommets Py, P;, P> et P3, et dont les faces planes PyP,Ps, PyPs P, et PyP) P> sont
orthogonales. Les normales unitaires sont notées respectivement ny, ny et n3, elles forment un
triedre orthonormé. On note n la normale unitaire a la face inclinée P, P,P; (non dessinée sur la
figure).

FIGURE A.2 — Un sous-domaine matériel actuellement tétraédrique .7 C 9"

On note §; les aires des faces. La géométrie de ce tétragdre permet d’écrire :

S.
— =-n-n; Vie[l1,2,3] (A.2)
So

Comme pour tout domaine matériel, les efforts extérieurs [section 3.2 p. 28] qui s’appliquent sur
le sous-domaine matériel tétraédrique .7 sont :

1. un champ de forces massiques a distance f", (gravitation, forces d’inertie, cohésion, etc.)
agissant sur les particules du sous domaine tétraédrique,
2. un champ de contraintes sur chaque face de la frontiere : ¢; sur la face S;.

Le théoreme de la résultante dynamique [th. 3.4 p. 27] appliqué au domaine matériel .7 s’écrit :

/ (ve—f%kE) PEdV—Z/clE ds

On définit les valeurs moyennes de chacune de ces intégrales :

S;

Le théoreme de la résultante dynamique sur le domaine matériel .7 s’écrit donc encore :

_ 1 1
f: 7/ PE (’)/E—fng) dv ; ¢ = C,E dS Vie [0,1,2,3]
Vg J7

3
fVr=2So+) cSi
&~
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On définit maintenant d’autres sous-domaines matériels actuels .7 par homothéthie de centre Py
et de rapport k appliquée au tétraedre .7. Les tétra¢dres .7 obtenus ont le méme sommet Py, les
autres étant Py, Py et Py [fig. A.2 p. 108]. Dans cette homothétie, les aires sont multipliées par
k? et les volumes par k3. Les faces de .7 sont paralleles a celles de .7 et leurs normales unitaires
n; sont donc invariantes dans I’homothétie. Le théoreme de la résultante dynamique appliqué aux
sous-domaines .7 s’écrit comme précédemment :

3
fiVa, =coSok+ Y Cit Sk
i=1

ou, comme précédemment,

— 1 - _ 1
= — dv ; ¢ :—/ cike ds
fr v, 5 PE (Ye—f7E) = gy ), CRE

Compte tenu de I’homothéthie, Vg = KV et Sy =k>S;. 1l vient :
_ 3 _ 3
[ilk Ve =eqk*So+ Y cuk®Si = fikVoy =conSo+ Y cuSi
i=1 i=1
En faisant tendre le rapport d’homothétie k vers 0, on obtient ) :
'%

0=5, liméo+ Y S; limg;
01 0k+l.; Pk

Dans cette limite, les valeurs des contraintes moyennes sur chacune des faces tendent (par
définition de la contrainte) respectivement vers les contraintes en Py pour les directions de ces
faces dont les normales sont de direction constante :

limEik:c(Po,nl-,t), Vie [0,1,2,3]
k—0

Le passage a la limite conduit donc a :
3
0= S()C(Po,n,l) + ZS,‘C(PQ,ni,l)
i=1
La contrainte en la particule Py pour la facette de normale n est donc :
3

“e(Po,nist) = Y c(Po,niyt) (mi-n) (&, (A2)p. 108]
0 i=1

%)

-
|

C(P07n7t) =
1

(C(Po,n,-, t) ®n,-) ) -n (algebre tensorielle)

I
'/r—ﬂ\w

—_

6 (Py,ni,n,n3,1)

Pour toute direction n, la contrainte actuelle ¢(Py,n,t) est une fonction linéaire de n, car le
tenseur du second ordre 6 (Py,n;,ny,n3,t) est indépendant de n.

@ Tl est remarquable de constater que dans le passage a la limite, les intégrales de volume (les forces a distance et
les accélérations) disparaissent.
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Cependant, le tenseur du second ordre & est encore a priori une fonction des trois directions
unitaires ny, n, et n3. Pour montrer qu’elle en est indépendante, on fait le méme raisonnement avec
un autre domaine tétraédrique .7, de méme sommet Py dont les normales unitaires aux faces sont
n (identique au précédent), n', n), et n}(les trois autres directions orthogonales sont différentes).
Par passage a la limite, on trouve une autre expression de la contrainte actuelle ¢(Py,n,t) :

3
c(Pomr) = (L e(Rymi, )@ n
i=1

g

o (Py,n},nyn% 1)

On a donc : ¢(Py,n,t) = 6(Py,n1,n2,n3,t) -n = 6 (Py,n|,n),nj,1) -n. Cette égalité étant vraie
pour toute direction n, les deux tenseurs sont égaux :

O-(PO;nhnz?n?))t) = G(Po’nll’n,27ng7t)

Cette derniere égalité est vraie pour tout ensemble de directions orthonormées {n,n),n}}.
L’ opérateur ¢ n’est donc pas fonction du choix des orientations des faces (ny,n,,n3), et on peut
écrire :

6 (Py,n1,no,n3,t) =06 (Py,t)

1l existe donc bien en chaque particule Py d’un milieu continu un tenseur du second ordre & (Py,t)
tel que la contrainte actuelle sur une facette matérielle de normale n est donnée par :

C(Po,n,t) :G(P()vt) n

La démonstration précédente ne prouve que [’existence du champ matériel tensoriel du second
ordre appelé tenseur des contraintes de Cauchy sans préciser sa distribution dans I’espace ni son
évolution dans le temps.

Remarque — Contrairement a ce qui est parfois affirmé, pour prouver 1’existence du champ de
tenseurs des contraintes dans un milieu continu, il n’est pas nécessaire de négliger les accélérations
et les forces de volume extérieures a distance agissant sur les tétraedres (autogravitation, inerties,
cohésion, etc.) qui sont intérieures au domaine & contenant le tétraedre) : elles disparaissent dans le
passage a la limite.

Existence du champ vectoriel courant de chaleur

Pour analyser la conduction de la chaleur a I’intérieur d’un milieu continu, on procede de la
méme maniere que pour 1’analyse des efforts intérieurs.

On considere un domaine matériel 2™ dont la position actuelle est Z/". La puissance calorifique
surfacique extérieure actuelle recue a sa frontiere est un champ scalaire noté g,(P,¢) (W.m~2)
défini sur la frontiere d Z)". Pour étudier les échanges de chaleur a I’intérieur du domaine, on
proceéde comme pour la définition des efforts intérieurs & un milieu continu [sec. 3.3 p. 29] : on
considere des sous-domaines 2 et leurs échanges thermiques avec leur extérieur (2 — 2;) U
ext(Z), dont une partie sont des échanges thermiques intérieurs a 7" .

Théoreme A.2 — Tous les sous-domaines ¥, dont la frontiére contient la particule P et dont la
normale extérieure n, est commune recoivent la méme puissance calorifique surfacique actuelle

4s-
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Démonstration — La démonstration est analogue a celle de 1’hypothése de Cauchy [section A.2 p. 106].
Soit un sous-domaine 2 et soit une particule P de sa frontiére ; le plan &2 est le plan tangent en la
particule P et n est la normale unitaire extérieure en P a la frontiere d Z;. On note 2" et £~ deux
paraboloides de révolution de courbure au sommet suffisante pour encadrer localement la frontiére
d 2 et on note € un cylindre d’axe n et de rayon r [fig. A.1 p. 107]. On applique le principe de la
conservation de 1’énergie [éq. (4.5) p. 63] au domaine délimité par la frontiere d 2, le plan tangent
2 et le cylindre €’ (domaine grisé sur la figure A.1 [p. 107]). En étudiant la limite » — 0, on trouve *)
que tous les sous-domaines dont la frontiére contient la particule P et dont & est le plan tangent
regoivent la méme puissance calorifique surfacique g,,.

Il existe donc une fonction f; telle que ¢* = f,(P,n,t) o P est une particule et n est la normale
actuelle a une facette matérielle.

= Théoreme A.3 — Existence du courant de chaleur. Dans tout milieu continu, il existe un
champ vectoriel g(P,t) tel que la puissance calorifique surfacique actuelle regue par une facette
matérielle en une particule P et de normale actuelle n; est donnée par :

qS<P7nl7t) :q(I)at) “n;

Démonstration — Pour démontrer ce théoreme, on applique le principe de la conservation de 1’énergie
[€q. (4.5) p. 63] au sous-domaine matériel tétraédrique utilisé dans la démonstration d’existence du
tenseur des contraintes de Cauchy [fig. A.2 p. 108] :

3
é’”dm:/a :Dg dv —|—/ rY - dv, — / % ds
/yE P E - DE 4V yextE t ;;()Sin t

On définit ensuite les valeurs moyennes des intégrales suivantes :
i,zi/ (pEég’foE:DEfr" )dv 5 jil/ % ds
Vsl extE ros i S; S,-qE t
ol Vg est le volume du tétragdre .7 et S; I’aire des faces. Le principe de la conservation de I’énergie
s’écrit alors :

3
Vy7v+ ZS,'?,’ =0
i=0

Ce méme principe de la conservation de 1’énergie appliqué a des tétragdres .7 homothétiques de .7
de centre Py et de rapport k s’écrit :

3 3
VrTu+k Y Sily =0 = kVoTy+ Y Sily =0
i=0 i=0
ou I, et I sont les valeurs moyennes des intégrales de volume et de surface sur le tétragdre 7.
Lorsqu’on fait tendre k vers 0, les normales #; sont de direction constante et il reste :

3
Soqy=—Y.Siq}
i=1

3 3
G =— Z* Z ini-n=q(Py,n;,ny,n3) n [éq. (A.2) p. 108]

=lim/; = lim — d
it =i =fim - [ i s

ce qui est la définition de la puissance calorifique surfacique traversant la facette matérielle en Py de
normale actuelle n;. On en déduit que pour toute facette matérielle de normale actuelle n, la puissance
calorifique surfacique actuelle entrant par cette facette est une fonction linéaire de la directionn :

%O(f) ZQ(POJll ,n27n37t) ‘n

@ Les intégrales de volume et ’intégrale sur la surface latérale Sy, disparaissent dans le passage a la limite.
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On termine la démonstration de la méme maniere que dans la section précédente : on considere les
autres tétraedres, de méme sommet Py, de méme normale n mais dont les autres normales orthogonales
sont différentes : n}, n), et ;. En refaisant le calcul précédent, on en déduit que :

gs0(t) =q(Py,ny,nb,ns.t) - n=q(Py,n;,ny,n3,t)-n  Vn} Vn) Vn} orthogonales.
Le champ g ne dépend donc pas des directions ny, ny etn3 :

gs0(t) =q(Po,t) -n

Cette démonstration ne prouve que I’existence du champ matériel vectoriel courant de chaleur
sans préciser sa distribution dans 1’espace ni son évolution dans le temps.
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