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Inégalités exponentielles et inégalités de concentration

Emmanuel Rio, Laboratoire de mathématiques, UMR 8100 CNRS,
Université de Versailles, Batiment Fermat, 45 Avenue des Etats Unis,
78035 VERSAILLES Cedex France

Ces notes proviennent d’un cours sur les inégalités de concentration fait a Bordeaux lors
d’une année passée en délégation a 'INRIA Bordeaux Sud-Ouest dans I’équipe projet de
Pierre Del Moral. Je tiens a remercier Pierre Del Moral, Bernard Bercu et Francois Caron
pour leur accueil chaleureux lors de cette année 2008-2009.

1. Introduction

Le but de ce cours est, dans un premier temps, de donner des inégalités classiques pour
les sommes de variables aléatoires bornées ou ayant des moments exponentiels, ainsi que
pour les martingales a temps discret ayant des accroissements bornés. Nous donnons ensuit
quelques applications des ces inégalités a la concentration de fonctions lipschitziennes de
vecteurs indépendants autour de leur espérance, ainsi qu’une premiere inégalité de concen-
tration, de type Hoeffding, pour la concentration du maximum d’un processus empirique
autour de sa moyenne. Dans la derniere partie du cours nous donnons des constantes
précises dans les inégalités de concentration de Talagrand (1996) sur la concentration du
maximum d’un processus empirique autour de sa moyenne. Ces inégalités, plus fines que
les inégalités de type Hoeffding, sont obtenues ici a ’aide d’inégalités de type log-Sobolev.

2. Les bornes de Chernoff

2.1. Dualité de Young

Nous rappelons ici quelques propriétés essentielles et bien connues de la transformée de
Young. Considérons la classe de fonctions convexes

d={¢:R" >R : ¢ convexe, croissante, continue & gauche, ¢(0) = 0}.
Pour ¢ dans @, soit D, son domaine de définition et
Gy = {(2,9) € Dy x R y > 9(x))

le sur-graphe de ¢ et C_¥¢, son adhérence. La duale de young ¢* de la fonction ¢ est définie
par

¢*(\) = sup (Ax — ¢(x)) pour A > 0.
z€Dy



Par définition de ¢*,
Az < ¢(x) + ¢*(\) pour tout (x,\) € RT x R™.

Cette inégalité est appelée inégalité de Young.
Ainsi z = ¢*()) si et seulement si la droite d’équation y = Az — 2 soit intersecte G et

n’intersecte pas Gy, soit est asymptote a la courbe y = ¢(x). Aussi
(1) z > ¢*(\) si et seulement si {(z,y) € R?:y = \x — 2} NGy = 0.

Nous allons maintenant déduire de (1) 'appartenance de ¢* & ®. En effet ¢(0) = 0
car la droite y = —z n’intersecte pas Gy si et seulement si z > 0, ¢ est croissante car,
pour A > X, la droite d’équation y = X'z — ¢(\) n’intersecte pas G, ce qui montre que
d(A) > ¢(N) via (1). Pour montrer la convexité de ¢*, considérons le point d’intersection
A des deux droites d’équations respectives y = Az — ¢(A) et y = N — p(N), o M < A.
Soit ¢ dans [0,1]. La droite passant par A et ayant pour pente tA + (1 — t)\ n’intersecte
pas G et coupe 'axe = 0 a la hauteur t¢(\) + (1 —t)¢(N'). La convexité de ¢* découle
donc de (1). Enfin, si A\ est la borne supérieure du domaine de définition de ¢* et si
limy ~y, *(A\) = [, la famille de droites y = Az — ¢(\) a pour limite la droite y = Aoz —{
quand X croit vers Ao, et par conséquent cette droite n’intersecte pas Gg. Donc ¢(Ng) ={

par (1) et ¢* est continue & gauche.

Montrons maintenant que ¢** = ¢. Comme ¢ est convexe
(2) Gy = ﬂ {(z,y) e Ry xR :y > Az — z}.

(A2):z2¢*(A)

Or, & z fixé, y > ¢**(z) si et seulement si la droite de pente x passant par (0,—y)
n’intersecte pas C_¥¢*, autrement dit si, pour tout couple (A, z) de réels positif tel que
z > ¢*(N), z > Az —y. Il résulte donc de (2) que Gy = Gy+~, et ¢ = ¢**.

2.2. Identités diverses

Montrons maintenant que les dérivées de ¢ est de ¢* sont liées par la relation suivante:

(3) (@) (A+0) = (A +0) et (¢7)(A=0)=¢""(A=0) =" (\).

Pour démontrer (3), considérons les points de contact de la droite y = Az — ¢*(\) avec G.
Puisque nous avons pris l'inverse continue a gauche, le point de contact le plus a droite a
pour abcisse £(A) = ¢'~1(A + 0). Etudions la différentiabilité & droite de ¢*. Soit & > 0
quelconque. Considérons la droite de pente A + ¢ passant par le point (xz(X), p(x(X))).
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Cette droite coupe l'axe z = 0 a la hauteur ¢*(\) + ex(\). Or, pour = > z(X), ¢'(x) > \.
Donc pour x > z(\) et € assez petit, ¢'(x) > A + &, ce qui implique que

¢*(A) +ex(A) < ¢ (A +ex) < "(A) +ex.

De 1a, nous tirons la premiere partie de (3). Pour obtenir le seconde partie, il suffit de

considérer le point de contact le plus a gauche.

Fonction réciproque de ¢*. La formule ci-dessous (Rio (2000), page 159) donne un calcul
direct:

(4) ¢ H(x) = ti%f t7H(p(t) + ) pour tout x > 0.

€Dy
Pour montrer (4), on note que la pente de la droite joignant (0, —z) a (¢, (1)) est égale a
t=1(p(t)+x). Soit tg est le point ol cette pente est minimale et \g la pente correspondante.
Alors ¢*(A\g) = z, car la droite partant de (0, —x) ayant pour pente Ao n’intersecte pas G
et a au moins un point commun avec la courbe y = ¢(t), ce qui établit (4).

2.3. Borne de Chernoff pour les martingales

On considere une filtration croissante (F,),>0 et une suite de variables aléatoires réelles
intégrables (Sy,),, adaptée a cette filtration, telle que Sy = 0.

Notation 1. Pour Z v.a.r positive ou intégrable, on note E;(Z) ’espérance conditionnelle
de Z sachant F;.

On suppose que (S,,), est une martingale: E,,_1(S,) = S,—1 pour tout n > 0. On pose
S* = max(0, S1,...,5,). Rappelons tout d’abord la méthode de Cramer-Chernoff dans le

lemme suivant.

Lemme 1. Si~y est une fonction de ® telle que v(t) > log IE(exp(tS,,)) pour tout t > 0,
alors, pour tout \ positif,
log(P(S7 > \)) < —*(A).

Remarque 1. Comme S5,, < 57, 'inégalité ci-dessus est vraie avec S,, au lieu de S}.

Preuve du lemme 1. Pour ¢ dans le domaine de définition de -, Posons My (t) =
exp(tSy). Pour ¢ positif, (M (t))r>0 est une sous-martingale positive, par convexité de la
fonction exponentielle, et intégrable car t est dans le domaine de définition de . Donc,
d’apres I'inégalité maximale de Doob,

(5) logIP(S;, > A) < log IE(exp(tS, — tA)) < ~(t) —tA
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pour tout ¢t > 0. Le lemme 1 s’obtient alors en optimisant (5) en ¢. m

3. Les inégalités exponentielles de Hoeffding

Ces inégalités ont été obtenues par Hoeffding (1962), pour les sommes de variables aléatoires
indépendantes, et étendues aux martingales par Azuma (1967). Elles s’appliquent aisément
aux fonctions séparément lipschitziennes de variables aléatoires indépendantes, comme 1’a
montré Mc Diarmid (1989).

3.1. Inégalités de Hoeffding pour les martingales

Nous allons maintenant montrer I'inégalité exponentielle de Hoeffding-Azuma pour les

martingales a accroissements bornés.

Théoréme 1. - Inégalité de Hoeffding-Azuma - Soit (S,,),, une martingale avec Sy = 0.
On suppose qu’il existe une suite adaptée (A,,), de variables aléatoires réelles et une suite

(cn)n des constantes positives telles que
A, 1 <85, <A, 1+¢c, ps.
pour tout n > 0. Alors, pour tout t positif,
(a) log IE(exp(tSy)) < (cf + ¢ + -+ + ¢c)t? /8.
Par conséquent, pour tout x positif,
(b) P(S* > ) < exp(—gﬁ/(cf FE4+ ci))

(la méme inégalité vaut donc pour S, ).

Preuve. L’inégalité (b) découle de (a) via le lemme 1. Montrons (a) par récurrence. La

preuve est fondée sur le lemme ci-dessous.

Lemme 2. Soit A une tribu et Z variable aléatoire réelle a valeurs dans [—m, m| p.s.
Alors, pour tout ¢ positif, p.s.

logIE(exp(tZ) | A) < tIE(Z | A) + t*(m?/2).

Preuve du lemme 2. Par une dilatation, on peut se ramener a m = 1. Si Z est p.s.

dans [—1, 1], alors, par convexité de la fonction exponentielle, p.s.

2exp(tZ) < (1 — Z)exp(—t) + (1 + Z) exp(t)
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Posons M = IE(Z | A). En prenant I'espérance conditionnelle dans I'inégalité ci-dessus,
E(exp(tZ) | A) < cosht + M sinht p.s.
Par conséquent, en posant f(t) = cosht + M sinht, p.s.
log IE(exp(tZ) | A) < log f(t).
Comme f"” = f,

(log f)" = (f"/f) = (f'/f)* <1,
et donc, comme f/(0)/f(0) = M, par la formule de Taylor, log f(t) < Mt +t%/2 p.s., ce

qui acheve la preuve du lemme 2. m

Preuve de (a) du théoréme 1. On procede par récurrence sur n. Pour n =0, Sy = 0,
donc (a) est vraie avec 0 comme majorant. Si (a) est vraie au rang n — 1, alors, au rang
n, en appliquant le lemme 2 avec Z = S,, — A,,_1 — (¢/2), m = ¢, /2 et A = F,,_1, on
obtient

log E,,_1(exp(tSy)) < tS,_1 + ca(t?/8) p.s.

Par conséquent
IE(exp(tS,)) = IE(E,,_1(exp(tS,))) < exp(c,t?/8)E(exp(tS,_1))

et donc, si (a) est vraie au rang n — 1, alors (a) est vraie au rang n. Donc, par récurrence
sur n, (a) est établie. m
3.2. Application: fonctions lipschitziennes de v.a. indépendantes

Dans ce qui suit, (X, d) est un espace métrique de diametre fini A et f une fonction de

X™ dans IR. On suppose qu’il existe des constantes positives ¢y, co, ... ¢, telles que

|f(z1, 22, ... 20) — fy1,¥2, -y Un)| < crd(z1,y1) + cad(z2,y2) + - -+ + cnd(Tn, Yn)

pour tous les n-uplets x = (x1,z2,...,2,) et y = (Y1,¥2, - - ., Yn) possibles.

Corollaire 1. - Mc-Diarmid - Soit &1, &s, .. ., &, une suite de v.a. indépendantes a valeurs
dans X et Z = f(&1,&2,...,&). Alors, pour tout t positif,

(a) log IE(exp(tZ)) < tIE(Z) + (¢} + ¢35 + - -+ + c2) At? /8.
Par conséquent, pour tout x positif,
(b) IP(Z —IE(Z) > Az) < exp(—22°/(c]+ 5+ +cp)).
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Preuve pour les espaces polonais. (b) découle de (a). Il suffit de montrer (a) pour
A = 1. Quitte & retrancher ’espérance, on peut supposer que IE(Z) = 0. On considere la
filtration finie (Fy ), définie par F = o(&1,...,&k) pour k dans [1,n] et par Fy = {0, Q},
de telle sorte que Ej est opérateur d’espérance. Soit Sy = E(Z). La suite (Si) est une
martingale adaptée a la filtration (Fy)x et telle que Sy = 0. Posons

Zk = inf f<§17 .. '5k—l7xa€k+lv s 7617,)
TeEX
Comme X est de diametre égal a 1 et f lipschitzienne de rapport ci en la variable xy, p.s.
Zy < Z < Zy +cp.
Par conséquent, p.s.
Ey(Zy) < Sk < Ex(Zy) + cy.

Mais Zj, est une fonction mesurable de (&;);;. Puisque les variables aléatoires &1, &2, ..., &,
sont indépendantes, il en résulte que Fi(Zy) est Fr_i-mesurable, et donc Fy(Z) =
Ex_1(Zk). Donc, si Ax—1 = Ex—1(Zg),ona Ax_1 < Z < Ax_1+ck p-S., et par conséquent,
les hypotheses du théoréeme 1 sont satisfaites, ce qui montre (a). m

4. Les inégalités de type Bennett

Ces inégalités sont, a l'origine, des inégalités exponentielles pour les sommes de variables
aléatoires indépendantes bornées de petite variance. Elles sont d’autant plus performantes
que la variance de la somme est petite.

4.1. Inégalité de Bennett pour les martingales

Freedman (1975) a donné des extensions des inégalités de Bennett (1963) aux martin-

gales a accroissements bornés.

Théoréme 2. - Freedman (1975) - Soit (S,), une martingale adaptée a la filtration
(Fn)n avec Sp = 0. On pose X,, = S, — Sn,—1. On suppose qu’il existe une constante
strictement positive M telle que

Sn < Sn—l +M b.s.
pour tout n > 0. Soit
Vee(n) = || > Ber(x3)||_
k=1 >
Alors, pour tout t positif,
(a) logIE(exp(tS,)) < M2V (n)(exp(tM) — tM — 1).
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Soit h(z) = (1 + x)log(l + x) — x. Si Voo (n) est fini, alors, pour tout x positif,

0 sz 25 )) sl el 20))

(la méme inégalité vaut donc pour S, ).
Preuve. Quitte a diviser par M, on peut supposer M = 1. Soit

Qn=>_ Er1(X}).

k=1

On considere, pour ¢t > 0, la suite adaptée (M,,(t)), donnée par My(t) =1 et
M, (t) = exp(tS, — Qn(e' —t —1)).
Montrons que la suite (M, (t)),, est une sur-martingale:
M (t) = My-1(t) exp(tX,) exp(—Ep-1(X7)(e" — t = 1)).
Donc
En_1(My(t)) = M, _1(t) exp(log(Ep_1 exp(tX,)) — En_1(X2)(e! —t — 1))
Comme logz <x —1et E,_1(X,) =0 p.s,,
log(Ep—1exp(tX,)) < E,—1(exp(tX,) —tX, — 1).

D’autre part, la fonction z — x72(e® —x — 1) (prolongée par continuité en 0) est croissante
sur IR d’apres la regle de I’'Hospital pour la monotonie, dont on pourra trouver un énoncé
dans Pinelis (2001 ). Comme X,, <1 p.s., il en résulte que

exp(tXy,) —tX, — 1< X2(e! —t —1).
Par conséquent
log(En_1exp(tX,)) < En_1(X2)(e! —t —1),
et de la,
En—l(Mn(t)) S Mn—l(t)a

ce qui montre la propriété de sur-martingale. On a donc IE(M,(t)) < E(My(t)) = 1.
Comme
exp(tSy) < Ma(t) exp([|Qnlloo (e’ —t — 1)),
il en résulte que
E(exp(tSn) < exp(|Qnlloo(e’ —t 1)),
ce qui montre (a). Pour obtenir (b), on note que, si y(t) = e* —t — 1, alors v* = h, et on
applique le lemme 1. m



2. Application: fonctions lipschitziennes de v.a. indépendantes

Dans ce qui suit, (X, d) est un espace métrique de diametre fini A et f une fonction de
X™ dans IR. On suppose que

‘f(xlax% oo wrn) - f(y17y27 <o 7yn)| < d(xlayl) + d(.]?g,yg) et d(x?“myn)

pour tous les n-uplets x = (x1,x2,...,2,) et y = (Y1,Y2,. .., Yn) possibles.

Corollaire 2. Soit &1,&s,...,&, une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans X et
Z = f(&1,8&,...,&n). Si 1,8, ..., & est une copie indépendante de la suite ci-dessus, on

pose

—

Alors, pour tout t positif,
(a) logIE(exp(tZ)) < tIE(Z) + A™2D,, (e~ — At — 1).
Par conséquent, pour tout x positif,

(b) P(Z -E(Z) > 1) < exp(—A_2Dnh(xA/Dn)>.

Remarque 2. D, est un majorant de la variance de Z. Cependant, D,, est souvent
beaucoup trop grand par rapport a la variance de Z.

Preuve pour les espaces polonais. (b) découle de (a). Il suffit de montrer (a) pour
A = 1. Quitte a retrancher I'espérance, on peut supposer que IE(Z) = 0. Reprenons les
notations de la section 3.2.

Soit donc Sy = Ei(Z). Posons

fk(wl, .. xk) = / . f(:l)l, oo Ty Tt 1y - - .J?n)dpgk+1 ($k+1) e dPgn (.’En)
xn—

La fonction fi est 1-lipschitzienne en chaque variable. Comme les v.a. &1,&s,...,&, sont
indépendantes, Sy = fr(&1, - &k). Soit maintenant

Ak*l = mgg.‘)( fk(fla S 75](3717 -Tk)
La v.a. Ag_1 est Fi_1-mesurable. De plus, comme fj est 1-lipschitzienne en xy, p.s.

Ap—1 < Sk < Ap—1 +1,
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car le diametre de X vaut 1. En prenant ’espérance conditionnelle par rappor a Fy_1, il
vient, p.s.
A1 <Sp1 < Ap +1

et, par conséquent
(6) S < SL_1+1.

Pour appliquer le théoreme 2, il reste a montrer que, p.s.

(7) Er—1((Sk — Sk-1)%) < sIB(d(&, &)

1
2
Soit Y = (&1,...,&k_1). Pour montrer (7), on note d’abord que, pour tout y dans X*~1,
1

E((Sk — Sk-1)* | Y =y) = E((fi(y, &) — Bfe(y,&))?) = §]E((fk(yvfk) — fe(y, &)%)
Mais fj est 1-lipschitzienne p.r. xj. Donc

(Fe(ys k) = fr(y, &) < d*(&k, &),
et donc, pour tout y dans X*1,

1
(S~ Si1)? | Y =) < JB((E, £)),

ce qui établit (7). Le théoreme 2 s’applique donc, et donne le résultat.

5. Inégalités de Bernstein pour les sommes de v.a. indépendantes

Dans ce chapitre, nous allons donner des inégalités proches des inégalités de Bennett,
dites inégalités de Bernstein.

Théoreme 3. Soient X1,..., X, une famille de variables aléatoires réelles indépendantes
et centrées. Supposons qu’il existe des constantes positives V' et K telles que, pour tout t
positif,

(a) log B exp(tS,) < () = — &

a og [E ex = —.

& EPon) = MY = 90 " k)
Alors, pour tout x positif,
(b) P(S; > v2Vz + Kz) < exp(—x).

9



Remarque 3. L’inégalité de Bernstein usuelle est la suivante: sous (a),

t2
P(S; > 1) < exp(—3

m) 1= exp(—p(t)).

Pour comparer cette inégalité avec (b), on calcule la fonction réciproque ¢~1. Comme

o N x) = /2Va + (Kz)2 + Kx.
Donc (b) est toujours meilleure: la perte asymptotique quand z tend vers I'infini est d’'un
facteur 2.

Exemple: variables de loi exponentielle. Soit Zy,Zs,... une suite de v.a.r.
indépendantes de loi exponentielle de parametre 1 et X = Z, — 1. Alors, pour t positif,
log Eexp(tS,) = n(—log(l —t) —t) < nt?/(2 — 2t).

Donc
IP(S; > V2nt +t) < exp(—t)

Preuve. Il suffit de montrer que
(8) v z) =V2Vz + K.

D’apres (4), on sait que

+

inf (—Vt f)
t€)0,1/K[\2(1 — Kt) t/

7V Hz) =

On pose alors s = —K + (1/t): avec ce changement de variable, s varie dans |0, +o0[ et

Vi

P IV stk
——+ - = —ta5+7T
21— Kt) 't

 2s

1/2

L’expression en s atteint son minimum quand s = (V/2x)"/#, ce qui donne (8). m

La proposition suivante montre les propriétés particulieres des fonctions convexes ci-dessus
intervenant dans les inégalités de Bernstein. C’est un cas particulier d’un résultat plus
général, & savoir le lemme 2.1 dans Rio (1994), dont la preuve est due a Bretagnolle.

Proposition 1. Merlevede, Peligrad et Rio (2011) Soit X1, Xs,..., X, suite finie de
variables aléatoires réelles centrées telles que, pour tout t > 0,

logIE exp(tX}) < (oxt)?/(2 — 2¢4t) tant que cipt < 1,
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pour des constantes positives 1,09, ...,0, €t ¢1,Co,...,c,. Alors, pour tout t > 0,

() log I exp(tS,) < (o)/(1 — ct)

avecc=c1+cy+---+c¢, et 0 =01 +09+---+0,. Side plus les variables aléatoires sont
indépendantes, alors (a) est vraie avec ¢ = max(cy, ca, ..., cp) et 0 = (07 +03+- - -+02)/2.
Preuve. Le cas indépendant est trivial. La proposition 1 se déduit du cas n = 2 par
récurrence. Soit L la log-Laplace de X7 + X5. Definissons v, par

Y (t) = (ot)*/(1 — cxt) pour t € [0,1/cx| and v (t) = +oo pour t > 1/cy.

Pour u dans |0, 1[, soit v, (t) = uvya(t/u) + (1 — w)y1(t/(1 — w)). D’apres 'inégalité de
Holder appliquée avec p = 1/u and ¢ = 1/(1 — u), on a L(t) < ~,(t) pour tout ¢ positif.
Pour ¢ dans [0, 1/c¢[, on prend u = (02/0)(1 — ct) + cot. Pour ce choix de wu,

1—u=(01/0)(1—ct)+ cit,
et donc u est dans ]0,1[. De plus v, (t) = (6t)?/(1 — ct), ce qui montre la proposition 1

pourn =2. m

Donnons maintenant une application du théoreme 3 aux variables aléatoires bornées,

prenant en compte les parties positives et négatives des variances.

Corollaire 3. Soit X, Xo,... une suite de v.a. réelles centrées, indépendantes de carré
intégrable et bornées p.s. supérieurement par une constante M > 0. On pose

D, =Y E(X}) et L, =(MDy,) "> E((max(0, X;))?).
k=1 k=1

Avec les notations du théoreme 1, pour tout x positif,

IP(S; > +/2D,x +max(1/4, L, /3)Mx) < exp(—z).

Remarque 4. Le facteur usuel devant x est M/3. (a) permet d’obtenir M /4 quand les
variables X n’ont pas une loi tres asymétrique. Par exemple, quand Xy = Z, — p et les
variables Zj sont indépendantes de loi b(p), L,/D,, =1 —p et M =1 — p. Donc, pour
p=1/4,

IP(S}, > v/2np(1 — p)x + (1 — p)(x/4)) < exp(—x).

Pour p dans [0, 1/4], le terme linéaire en = est (1 — p)?(z/3).
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Preuve. On peut supposer M = 1. Soit C,, = max(1/4,L,/3). Nous allons montrer
d’abord majorer la transformée de Laplace de S,,. Le corollaire 3 découle du théoreme 3
via la majoration suivante de la transformée de Laplace de S,,:

D, t?

9) log IE(exp(tS,,)) < m

pour tout ¢t € [0,1/C,].

Pour montrer (9), on note d’abord que
log E(exp(tS,)) = zn:log E(exp(tXg)).
k=1
Comme logz <z — 1 et IE(X%) = 0, on en déduit que
log IE(exp(tS,,)) = ilE(exp(th) —tX —1).
k=1

Soit y(z) = e — z — 1. En dérivant deux fois, v(z) < x?/2 pour x < 0, et en développant

en série entiere, pour x positif,
x? x™m
S R E -
2 m!
m>3

Soit X+ = max(0, Xj). pour ¢ positif,

t 2 e m tz 2 3
EIE(XIC) + Z %IEXIH—) < EIE(Xk) + Z mIE(Xk—i—)a

m>3 m>3

E(e™* —tX;, —1) <

car les variables X sont p.s. majorées par 1. Donc, en sommant en k,

D, t? ™ D,t? Lt
logIE tS,)) < == L,D, < L(l —")
og E(exp(tSn)) < ——+ o N G Ty

Pour finir, on note que
Lt
1+ ——— <1/(1 = Cpt),
T 3a— g =Y )

ce qui établit (9). On applique alors le théoréme 3 pour conclure. m

6. Application aux maxima de processus empiriques

Nous allons dans un premier temps définir les processus empiriques, puis appliquer les
corollaires 1 et 2 pour obtenir des premieres inégalités de concentration, et ensuite donner
les limites de ces corollaires.
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Dans la suite &1, &, ... est une suite de v.a. indépendantes & valeurs dans IR muni de
la tribu borélienne. La mesure empirique P,, est définie par

1 n

pour f fonction mesurable de IR? dans IR. Soit F une classe dénombrable de fonctions
mesurables bornées de R? dans IR. Pour 1 mesure borélienne bornée on pose

Z, = nsup{Pa(f) — u(f) : f € F}.

Donnons une premiere application du corollaire 1.

Théoréme 4. Soit F une classe dénombrable de fonctions mesurables de IR? dans [0, 1].
Alors, pour tout x positif,

P(Z, > E(Z,) + z) < exp(—22°/n).

Preuve. Quitte a passer a la limite, on peut supposer F finie. On pose

Z(x1,x2, ..., xyn) =sup{f(x1) + f(x2) + -+ f(xn) —nu(f): f € F}.

Soit f réalisant le maximum ci-dessus. Si y = (y1,...,yx) et © = (z1,...,x,), alors

>Zf yk _nﬂ Z]kaiyk

En renversant les roles de x et y, on obtient
n
Z(x) = Z(y)] <D Moy
k=1

Par conséquent, Z est 1-lipschitzienne en chaque variable pour la distance de Hamming
d(s,t) = I Le corollaire 1 s’applique alors et donne le résultat.

7. Entropies, tensorisation de ’entropie

Pour f v.a.r. strictement positive et intégrable, on définit I'entropie H(f) par

H(f) = E(flog(f/IE(f))) = E(flog f) — IE(f) log IE(f)

13



I’entropie est une fonctionnelle convexe et positive. De plus H(f) = 0 si et seulement si
f est p.s. constante. Plus généralement, pour A sous-tribu de (€2, 7,1P), nous définirons
I'entropie relative H 4(f) par

Ha(f) = E(flog(f/E(f [ A))) = IE(f log f) — IE(f log IE(f | A)).

De méme H4(f) > 0 et Ha(f) = 0 seulement si f est p.s. égale & une v.a. A-mesurable.
7.1. formule de dualité et formule variationnelle pour ’entropie
Donnons d’abord la formule de dualité pour ’entropie relative.

Lemme 3. Soit f variable aléatoire p.s. strictement positive. Alors

H(f) = max{IE(fg) : g telles que IE(exp(g)|A) = 1}.

De plus le maximum est atteint par la variable aléatoire g = log(f/E(f|.A)).

Preuve. D’abord, pour g = log(f/IE(f|A)), clairement IE(fg) = H4(f). Il nous reste a
montrer la majoration. Considérons la fonction ¢ définie par ¢(z) = e* — 1. Pour A > 0,
soit

¢"(A) = sup (Ax — ¢(x))

zeR

Le maximum z de Az — ¢(z) est atteint quand ¢'(z) = A, ce qui équivaut ici & z = log A.
Donc
¢*(A) = Alog A — A+ 1.

De plus
Az < @*(\) + ¢(z) pour tout A >0 et tout z € R.

En appliquant (10),
fg <E(f[A) (" (f/E(f]A)) + ¢(9))-

Comme E(¢(g)|A) =0, il en résulte que
E(fglA) < E(fA)E(@@"(f/E(f]A))]A).

Par conséquent

(6 (/EIADIA) = B e () [ 4):

et
E(fg|A) < IE(flog(f/IE(f|A)) | A),

14



ce qui implique le lemme 3. m
Donnons maintenant la formule variationnelle.

Lemme 4. Soit f variable aléatoire p.s. strictement positive. Alors
H(f) = min{IE(flog(f/h) — f +h): h >0 p.s. et A-mesurable }.

De plus le minimum est atteint par la variable aléatoire h = IE(f|.A).

Preuve. D’abord pour h = IE(f|A), on a

E(flog(f/h) — f+h) = Ha(f).

Il reste a montrer I'inégalité. Soit g une variable aléatoire réelle telle que IE(exp(g)|.A) = 1.
Alors

E(fglA) = hIE(g(f/h)|A)).

L’inégalité de Young assure que

g(f/h) < e+ (f/h)log(f/h) = (f/h),

et donc, en prenant ’espérance conditionnelle,

E(g(f/h)|A) <TE((f/h)log(f/h) = (f/h) + 1]A)

Or h est positive et A-mesurable: donc on peut multiplier cette inégalité par h et rentrer
h dans I’espérance conditionnelle, ce qui donne

E(fg|A)) < E(flog(f/h) — f + h|A).
Donc
E(fg) < IE(flog(f/h) = f + h).
On obtient alors le lemme 4 & partir du lemme 3 en prenant g = log(f/IE(f|.A)) dans
I'inégalité ci-dessus. m.

7.2. Tensorisation de I’entropie: formule de Ledoux

Soit (€2, T,IP) un espace probabilisé et (F,,),>0 une filtration croissante sur cet espace
probabilisé, telle que Fy soit égale a la tribu triviale, de telle sorte que Ey est I'opérateur
d’espérance usuel. La formule qui suit permet de décomposer I'entropie suivant la filtration

(Fn)nz(}

15



Lemme 5. Soit f une variable aléatoire JF,-mesurable, strictement positive et intégrable.
Alors

- Z ka—l (Ekf)

k=1

Preuve. Comme f = E,(f) et Eo(f) = IE(f),

log(f/IE(f Zlog Ep(f)/Ex-1(f))-

Donc

n

> E(flog(Ex(f)/Er-1(f)) = Y _E(Ex(f)log(Ex(f)/Ex-1(f))),
k=1

k=1

H(f)

ce qui montre le lemme 5. m.

Théoréme 5. - Tensorisation de I'entropie (Ledoux) - Soient X1, ..., X, des variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans un espace polonais X. Soit F,, = o(X1, Xa,..., X,)
et, pour k dans [1,n], F¥ la tribu engendrée par (X1, ..., Xp_1, Xg41,.-.,Xn). Alors, pour
toute variable aléatoire réelle f strictement positive, F,-mesurable et intégrable,

)<Y Hr(f)
k=1

Preuve. Nous allons montrer que, pour toute famille (fx)re[1,,) de variables aléatoires
réelles strictement positives et intégrables, respectivement F*-mesurables,

H(f) SE(f0"(f/ 1) + -+ E(fne™(f/fn)),

avec ¢*(z) = xlogz — x + 1. Le théoréme 5 découle de (11) en prenant f = EF(f).

Pour montrer (11), il suffit de montrer que, pour tout k dans [1, n],

Hr,  (Epf) <E(feg™(f/ fr))-
Posons gx, = Ex(f)/Ek—1(f). Comme g est Fji-mesurable,
Hr, (Exf) =E(fgr) = E(fu(grf/fr) = E(fE(gk(f/ fr) | Fr))-

L’inégalité de Young assure que

ak(f/fe) < &*(f/fr) + exp(gr) — 1.
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Or fj est positive. Donc

Eo(for) < B(fE(S"(f/fr) | Fi)) + E(frlE(exp(ge) — 1| F7)).
Mais, puisque gi est Fr-mesurable, par indépendance de X1,..., X,
E(exp(ge) — 1| FE) = By _1(exp(gr) — 1) = 0.
Donc Eo(fgr) < Eo(frd*(f/fx)), ce qui montre (11) et donc le théoreme 5. m

8. Une inégalité de Bernstein pour les maxima de processus empiriques

Dans cette partie, nous allons montrer comment le théoreme 5 s’applique pour obtenir
des majorations de la transformée de Laplace de certaines fonctions Z de v.a. indépendantes.
La méthode est la suivante: pour ¢ positif et f = exp(tZ),

H(f)=tF'(t)— F(t)log F(t).

Le théoreme 5 donne donc I'inéquation différentielle suivante:

tF'(t) — F(t)log F(t) < Y IE((tZ — log Ef(e'?))e'?).
k=1
Le point délicat est de majorer au mieux les quantités a droite. C’est possible dans certains

cas, comme les maxima de processus empiriques.

Soit X1, Xs,..., X, une suite de v.a. indépendantes a valeurs dans X espace polonais,
et S une classe dénombrable de fonctions mesurables de X dans [—1,1]™. On suppose que
IE(s*(X})) = 0 pour tout s = (s!,...,s") dans S. On pose

Sn(s) = Zsk(Xk), V., = sup Var S,,(s) et Z =supS,(s).
k=1

seS seS

Talagrand (1996) a obtenu le premier des inégalités de type Bennett pour la concentration
de Z au-dessus de sa moyenne. Ledoux (1996) en a donné une autre preuve. Le probleme
est alors d’obtenir les bonnes constantes dans ces inégalités. Le théoreme ci-dessous, obtenu
par Klein et Rio (2005) donne une inégalité de déviation de Z au-dessus de sa moyenne de
type Bernstein avec le meilleur facteur variance connu.

Théoreme 6. Soit L le logarithme de la transformée de Laplace de Z. Soit Alors, pour
tout t dans [0,2/3],

(2IE(Z) + V,)t?

(a) L(t) < HIB(Z) +
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Par conséquent, si v = 2IE(Z) + V,,, pour tout x positif,

(b) IP(Z > E(Z) +V2vz + (32/2)) < exp(—zx).

Remarque 5. La méme inégalité vaut pour —Z (voir Klein et Rio (2005): la preuve est

plus difficile), et fournit une inégalité de déviation de Z sous sa moyenne.

Preuve. On peut supposer S finie. Le cas dénombrable s’obtient par passage a la limite.
Le premier pas est d’approcher les entropies relatives & F* par des quantités plus faciles &
majorer. C’est le but de la proposition ci-dessous.

Proposition 2. Soit f une variable aléatoire strictement positive et JF,-mesurable, telle
que IE(flog f) < o0, et g1, g2, - ., gn une suite de variables aléatoires positives, intégrables
et telles que IE(gx log gi) < oo. Alors

E(flog(f/Exf)) < E(gelog(gr/Efgr)) + E((f — gi)log(f/Ex f)).

Preuve de la proposition 2. Posons f, = EXf.

E(f log(f/fx)) = E(gr log(f/ fr)) + E((f — gr) log(f/ fx))-

Mais E*(f/fx) = 1, et donc
IE(gi log(f/fx)) < sup{IE(gxh) : h Fp-measurable, EF(e") = 1}.
Donc, d’apres le lemme 3,

IE (g log(f/ fx)) < E(gr log(gr/Erngr)),

et la proposition 2 s’ensuit. m

Pour montrer le théoreme 6, on part de la proposition 2. Le point crucial est le choix
de gx. Nous allons choisir g; en sorte que I'entropie relative de g soit facile & majorer et
que f — gx soit positive ou nulle, afin de pouvoir controler le second terme. Comme S est

finie, on peut 'écrire en extension, S = {s1, $2,..., 5, }. Nous allons maintenant définir

gk-

Definition 1. Soit 7 le plus petit entier tel que Z = S,,(s;). Posons f = exp(tZ) et
fr = E¥(f). Soit P* la probabilité conditionnelle & F*. On pose

gL = ZPff(T = 1) exp(tSn(s;)).
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Soit F' la transformée de Laplace de Z. Par le théoreme 5 et la proposition 2,
(11)  tF'(t) — F(t)log F(t) Z grlog(gr/Efgr)) + > TE((f — gr) log(f/ fr)).
k=1 k=1

Comme g est un barycentre des variables exp(tS,,(s;)), il est clair que g < f. Pour

majorer le second terme dans (11), nous nous servirons du lemme suivant.
Lemme 6. Avec les notations ci-dessus log(f/fi) <t p.s.

Preuve du lemme 6. Let S¥(s) = S,(s) — s"(Xy). Soit Z; = sup{SF(s) : s € S}.
Alors Zj est FF-mesurable et

Z < SF(s;)+1< 7y +1.

Donc
f<el exp(tZy).

Soit maintenant 7 le plus petit entier tel que Z;, = S¥(s,, ). Alors 7 est F¥-mesurable,
et donc Eﬁ(s’jk (X%)) = 0 par indépendance des variables aléatoires et par ’hypothese de
centrage. Donc

Zy, = Ef(Sn(sr,)) < EN(Z).

En appliquant I'inégalité de Jensen conditionnelle avec la fonction convexe x — exp(tz),

il vient alors:
exp(tZy) < EX(exp(tZ)) = fr.

Donc f < el fi, ce qui implique le lemme 6. m

Comme f — gi > 0, le lemme 6 assure que

(12) E((f — gx)log(f/ fr)) < tE(f — gr).

Dans (12), il nous reste a majorer les entropies relatives des fonctions gx. Soit
hi = Z Py (1 = i) exp(tS)(si)).

La v.a. hy est positive et F¥-measurable. Donc, en appliquant le lemme 4,

IE(gx log(gr/Exgr)) < IE(gx log(gr/hi) — gk + hi).

De (11) et (12), on tire alors

(13) tF' — Flog F <) E(gxlog(gr/hi) + (1+t)(hy, — gi)) + ¢ > TE(f — hy).
k=1 k=1

19



Pour majorer le dernier terme a droite, nous allons montrer le lemme suivant.

Lemma 7. Pour les v.a. hy définies ci-dessus

n

D E(f — hy) < tF(2).

k=1

Preuve du lemme 7. Comme les variables S*(s) sont F*-mesurables,

hy, = E¥ (i I, exp(tS,,’f(si))) — E* (exp(tsg(sT))).

Par conséquent, par convexité de ’exponentielle,

n

Xn:]E(f —hg) =n(f —n"! iE(exp(tSfL(sT))) <n(f- IE(exp(tn_1 Z Sﬁ(sT)))

k=1 k=1 k=1

et donc
n

Y E(f — i) < n(F(t) = F(t(n —1)/n)) < tF'(t)

k=1

par convexité de F', ce qui montre le lemme 7. m
Definition 2. On pose r(t,z) = zlogx + (1 +t)(1 — z).

Avec cette définition

grlog(gr/hi) + (1 +t)(he — gr)) = her(t, gr/hs).

En appliquant la convexité de 7 en x avec les poids P¥(7 = i) exp(tS¥(s;)), il vient

hir(t, gk /hr) < Z P,’f(T =1) exp(tSﬁ(si))r(t,exp(tsf(Xk)),

ce qui implique, par indépendance de X}, avec FX, que

(14)  BEwr(tge/hi) £ D7 PE(T = i) exp(tSh(s)B(r(t, exp(ts} (X)) )
Pour finir la majoration, on se sert du lemme suivant.

Lemme 8. Pour toute fonction s dans S et tout t > 0,

t2
2

Er(t, exp(ts*(Xy))) < SB(s*(X5))*.
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Proof. Soit n(z) = r(t,e'*) = twe'® + (t + 1)(1 — ). Montrons que, pour x < 1,
(15) n(z) < an/(0) + (tz)*/2.

Soit §(x) = n(x) — xn'(0) — (tx)?/2. Alors 6(0) = 0 et §'(x) = t*>(z — 1)(e*® — 1). Donc
§'(x) a le méme signe as z(z — 1), ce qui implique (15). Comme les variables s*(X}) sont
centrées, pour x = s¥(X},), en prenant I’espérance, on obtient le lemme 8. m

D’apres le lemme 8, en partant de (14),
t2
(15) E} (hir(t, gr/hi)) < EES <Z I, eXP(tsﬁ(Si))E(Sf(Xk))Q)

Or exp(tS¥(s;)) < exp(t + tS,(s;)), et donc

2.t

< _ , k 2
;]E(hkr(t, gi/h) < = ]E(Z ]ITZeXp(tSn(sz));]E(sz (X1)) )
Comme Y, E(sF(X}))? <V, il en résulte que

(16) S Bhir(t, o /he)) < %t%tvnF(t).
k=1

Soit L = log F'. (13), suivi du lemme 7 et de (16) conduisent a I'inéquation différentielle
suivante: pour ¢ dans ]0, 1],

t(1—t)L' — L < t?e'(V,,/2).

En divisant par ¢2, on obtient:

(Lft) — L < € (V)2)
Comme L(0) = 0, la limite en 0 de (L/t) vaut L'(0) = IE(Z). Donc, en intégrant,

L) (1 —t)/t < (ef —1)(V,,/2) +IE(Z).

De plus, une comparaison terme a terme des séries entieres montre que

(e —1)/2 <t/(2—1).
Donc

Vit E(2)t?
(== 1=t

L(t) — tIB(Z) <
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ce qui montre (a). (b) découle de (a) via le théoreme 3. m
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