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Chapitre 1.

Introduction

Le but de ce document est d’exposer sur un modele simple (le probleme de Dirichlet
pour le Laplacien) mais représentatif, la résolution par la méthode des éléments spectraux
d’un probleme aux limites variationnel coercif sur un domaine plan €2 régulier ou polygonal.

Le probleme “exact” est uniquement résoluble entre espaces “naturels” pour les données
et les solutions : ces espaces sont des espaces de Sobolev sur le domaine 2 et sont de dimension
infinie. Comme il est rare que des solutions analytiques soient accessibles, pour résoudre un
tel probleme, on passe par une discrétisation qui ramenera la résolution du probleme continu
a la résolution d’un systeme linéaire. Les méthodes de différences finies, d’éléments finis, la
p-méthode, la méthode des éléments spectraux sont toutes des méthodes de discrétisation
admissibles pour le probleme considéré.

L’analyse numérique d’une méthode consiste a la décrire, mise en ceuvre comprise, et
aussi a évaluer dans quelle mesure la solution du probleme discrétisé approche la véritable
solution. Le but mathématique d'une telle analyse est de démontrer la stabilité de la méthode
et la convergence des solutions approchées vers la solution quand la taille du systeme discrétisé
tend vers l'infini. Le but numérique est d’optimiser le temps de calcul et la précision du
résultat.

Dans la méthode des éléments spectraux que nous présentons, le probleme est discrétisé
par “collocation” en des points obtenus a partir des points de Gauss-Lobatto — qui sont les
racines de polynomes dérivés des polynomes de Legendre. Cette discrétisation équivaut a
un probleme de Galerkin avec intégration numérique pour un espace de fonctions de type
polynomial en monodomaine ou “polynomial par morceaux” en multidomaine. Le parametre
naturel de la discrétisation est le degré N de ces polynomes.

Apres quelques préliminaires sur les domaines (Chapitre 2) et les espaces de Sobolev
(Chapitre 3), nous abordons au Chapitre 4 la position du probléeme continu et celle du
probleme discrétisé dans un cadre abstrait — espace d’approximation et forme bilinéaire
approchée.

Pour concrétiser cela dans le cadre des méthodes spectrales, nous étudions l'appro-
ximation polynomiale sur I'intervalle A (Chapitre 5) et sur le carré A? (Chapitre 6) — do-
maines qui sont respectivement les éléments de référence en dimension 1 et 2. Puis nous
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introduisons les formules de quadrature (poids et nceuds associés) permettant 'intégration
numérique. Nous montrons ensuite I’équivalence du probleme de Galerkin avec un probleme
de collocation sur I'élément de référence (Chapitre 7 — méthode spectrale), et retournons
sur le domaine €2 du probléme initial (Chapitre 8 — méthode des éléments spectraux). Nous
y montrons des résultats de convergence liant 1’erreur entre solutions exacte et approchée, a
la meilleure approximation de la solution dans I'espace discrétisé et a ’erreur d’interpolation
aux nceuds de collocation sur le second membre de I’équation.

Au Chapitre 9, nous analysons la régularité des solutions en fonction de la géométrie
du domaine : cette régularité suit de fagon automatique celle du second membre lorsque le
domaine a un bord régulier, elle admet au contraire une borne supérieure lorsque le domaine
a une géométrie polygonale. De cette analyse, nous déduisons au Chapitre 10 des taux de
convergence en puissances négatives de N — les estimations d’erreurs sur une solution sont
d’autant meilleures que la solution est réguliere.

Dans les Chapitres 11-15 de ce document, nous abordons la mise en ceuvre, c’est-a-
dire que nous présentons des méthodes de résolution pour le systeme algébrique issu de
la discrétisation du probleme du Laplacien par méthode spectrale de collocation en mon-
odomaine et en multidomaine. Au Chapitre 11, nous montrons comment mettre en ceuvre
la formule d’intégration numérique du type Gauss et Gauss-Lobatto pour les polynomes de
Legendre, et nous insisterons en particulier sur la recherche des poids et le calcul des noeuds
présents dans ces formules de quadratures. Ensuite, au Chapitre 12 nous écrivons les matri-
ces des dérivations premiere et seconde ainsi que le systeme algébrique a résoudre, quelques
propriétées de la matrice de rigidité seront données et démontrées. Pour I'inversion de celle-ci
deux techniques seront proposées.

e Une méthode dite de diagonalisations successives qui s’avere étre efficace en domaine
non courbe (Chapitre 13).

e Une méthode itérative utilisant un préconditionnement soit de type diagonal, soit par
différences finies (Chapitre 14) ; cette méthode est assez générale car elle reste valable
en multidomaine ainsi que dans des domaines courbes (Chapitre 15).

Concernant les différents aspects de cette étude nous nous basons sur les références
suivantes :

e propriétés de régularité du probleme exact ([14], [10]),

e probleme approché, estimations d’erreur entre probleme exact et probleme approché
(18], [5], [16]),

e mise en ceuvre du probleme approché, estimation du nombre d’opérations, condition-
nement ([8], [16], [3]).

Dans ce document, nous allons décrire 'articulation des résultats entre eux et indiquer
les démonstrations les plus caractéristiques.
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Chapitre 2.

Domaines

En dimension 1, le domaine fondamental est l'intervalle A =] — 1,1[. La coordonnée
sera notée x (ou ¢, quand il s’agira du domaine de référence pour paramétriser des segments).

En dimension 2, I’élément fondamental est le carré A2. a, a;
Les coordonnées dans le carré sont notées (x,y) (ou (¢, n), 1
quand il s’agira de I’élément de référence pour paramétriser
les éléments spectraux composant un domaine bidimen-
sionnel €2). Les 4 cotés du carré sont notés I'y, 'y, I's, I'y en A2
tournant dans le sens trigonométrique et en commencant L,
par celui contenu dans I'axe y = —1. Les sommets du
carré sont notés a, as, as, a, en tournant dans le sens
trigonométrique et en commengant par (—1, —1).

a a,

Les domaines bi-dimensionnels les plus généraux €2 que l'on peut traiter par “éléments
spectraux” sont constitués par des “unions disjointes” de quadrilatéres curvilignes 2. 1l est
bien entendu qu'un quadrilatere est un domaine connexe dont les 4 cotés sont des segments
de courbes > non tangents 2 a 2.

Tout domaine €2 a frontiere réguliere peut se décomposer en une telle union disjointe
(voir Fig. 1), de méme que tout polygone curviligne a cotés € et sans pointe effilée.

Précisément, ) désignera un ouvert connexe et borné dont le bord est formé par un
nombre fini (éventuellement réduit & 1!) de segments de courbes € (les cotés de Q) et les
éléments spectraux sont des quadrilateres curvilignes €2 2 a 2 disjoints tels que

K K o
U cac . (2.1)
k=1 k=1
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Figure 1

On a donné une partition d’un ouvert régulier
et indiqué les interfaces entre les différents quadrilateres.

Si {2 n’est pas régulier, les extrémités des cotés de €2 constituent les sommets O; de €2,
j=1,...,J. Lesarcs I'; = 0,0, sont alors les cotés de 2. L’ouverture de I’angle intérieur
a ) au voisinage de O; est notée w;. L’hypothese que €2 n’a pas de pointe effilée signifie que
les w; ne sont jamais nuls. Par contre, dans le cas de fissures, ils peuvent avoir pour valeur
2.

Un sommet étant fixé, on oubliera l'indice j et on notera O ce sommet, w 'ouverture
de 'angle correspondant et (r,0) : r > 0, 0 < 6 < 2m, les coordonnées polaires centrées en O
telles que
e la demi-droite 6 = 0 est tangente a I'un des cotés adjacents en O,
e la demi-droite # = w est tangente a ’autre coté adjacent en O,
e au voisinage de O, (2 est situé entre § = 0 et § = w en tournant dans le sens trigonométrique.

Autrement dit, si 'on note G, le secteur infini
G,={(z,y) eR*|r>0,0<0 < w},

Q) est tangent avec G, au voisinage de O. Si € est un polygone droit (i.e. a cotés droits),
coincide avec (G, au voisinage de O.

On note enfin (X,Y") les coordonnées cartésiennes telles que
e O coincide avec l'origine (0,0),
e le demi-axe X > 0,Y = 0 coincide avec la demi-droite § = 0. On a donc

arccos % siY >0,

271 — arccos % siY <0.

r=vX2+Y?2 et 9:{
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.
L Bo= 1

&)

Y O=w

Figure 2

On a donné une partition d’un polygone en L
et indiqué les coordonnées locales au sommet d’ouverture 37 /2.
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Chapitre 3.

Espaces de Sobolev

Nous indiquons quelques démonstrations significatives. Pour plus de détails, nous ren-
voyons & Adams [1] et Lions & Magenes [15].

3.a. Espaces a exposant entier

Le moyen le plus ordinaire de déterminer la régularité d’une fonction est d’examiner sa
continuité et celle de ses dérivées. Toutefois les espaces €™ sont mal adaptés aux problemes
aux limites elliptiques, pour lesquels I'usage des espaces de Sobolev H™ donne par contre des
résultats optimaux.

La dérivée d'une fonction (ou d’une distribution) u définie sur R ou A sera notée v’ ou
dyu; la dérivée d’ordre £ € N est notée du. La dérivée partielle par rapport & x, resp. v,
d’une fonction (ou d’une distribution) u définie sur R?, A? ou Q est notée d,u, resp. d,u.
Pour o = (ay, ap) € N? la dérivée d’ordre a; en x et d’ordre ay en y est notée 051 0,%u. On
note || la longueur de a, i.e. a; + as. Ainsi |af est ordre de la dérivée ci-dessus.

L’espace L?(R) est 'espace des fonctions mesurables u telles que

]y = (/Rzﬁ(x) dm)% < oo, (3.1)

Pour tout entier positif m, H™(R) est espace des fonctions u dans L*(R) telles que leurs
dérivées jusqu’a ordre m appartiennent & L?(R), il est muni de la semi-norme

Jul (3.2)

H™(R) = H d?u HLQ(R)’
et de la norme )
(S 2 2
ey = (i 2, ) (33)
Sur A, les définitions sont analogues.

L’espace L?(R?) est I'espace des fonctions mesurables u telles que

3
0l ey = ([, w2 ) dody)” < +oo. (34)
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Pour tout entier positif m, H™(R?) est 1'espace des fonctions u dans L?(R?) telles que leurs
dérivées partielles jusqu’a I'ordre m appartiennent & L?(R?), il est muni de la semi-norme

1
gy = (3 102070 ) (35
et de la norme
il = (3 020701 ) (3.

Sur A? et Q, les définitions sont analogues.

3.b. Espaces a exposant fractionnaire

La transformation de Fourier est définie pour v € L*(R) par :

a(e) = /R e~y (2) da. (3.7)
Il résulte immédiatement de la définition que :
H™R) ={ue L*R) | &~ (1+&)™%(¢) € L*(R)}, (3.8)

la fonctionnelle u — || (1+&£2)™/2a(¢) || L) constituant une norme équivalente a (3.3). Ainsi,

on construit une chaine complete d’espaces pour tout s > 0 en définissant :
H'R)={ue L*R) | &~ (1+&)7%u(¢) € L*(R)}. (3.9)
On définit H*(A) comme 'espace des restrictions a A de fonctions dans H*(R).

Remarque 3.1. Il existe une caractérisation “interne” de H*(A). Pour s € ]0,1[, elle
s’écrit :

s ule) —u@)P b
H*(A) = {u € L*(A (/ / /|2S+1 dxdac') < 400},
et pour s > 0 quelconque, soit [s] la partie entiére de s et {s} = s — [s] ; on a alors
H*(A) = {ue HE(A) | d¥fu e HEH A}

La norme naturellement déduite de cette écriture est équivalente a la norme associée a la
définition (3.9).

De maniere analogue, la transformation de Fourier est définie pour u € L?*(R?) par :

i(61,62) = [ TSI (e, y) de dy. (3.10)

En notant € = (€1, &) et €] = /& + &, on a:
H™(R?) ={u€ L*(R*) | &~ (L+[¢7)™a(€) € L*(R%)}, (3.11)
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la fonctionnelle u +— || (14 |&|%)™/240(€) [ &)
définit pour tout s > 0 les espaces intermédiaires :

H*(R?) = {ue LR?) | & (1+[)%a€) € L*(R*)}. (3.12)

constituant une norme équivalente a (3.6). On

Avec cette définition, il est assez immédiat que pour tout ¢t > 0, avec t < s :
H*(R?) ¢ HYR,H"'(R)). (3.13)
On définit H*(A*) comme l'espace des restrictions & A* des fonctions dans H*(R?). Si
Q2 ne possede pas de fissures, H*(2) est défini pareillement et ’espace €>(£2) des fonctions
de classe € jusqu’au bord de €2 est dense dans H*(€2). Si ) est fissuré, on le recouvre par

un nombre fini d’ouverts non fissurés U; : 2 = U,; U; et H°(Q2) est défini comme I'espace des
fonctions dans L?(Q) dont les restrictions aux U; sont dans H*(U;) pour tout i.

3.c. Continuité

Sous certaines conditions liant la dimension du domaine et l'exposant de régularité s, les
éléments de H® sont continus jusqu’au bord du domaine :

Théoreme 3.2.
(i.a) Pour tout s > %, les éléments de H*(R) sont continus sur R et les éléments de H*(A)
sont continus jusqu’au bord de A :

H*(A) C ¢°(A),
avec [’estimation, ou ¢ > 0 ne dépend pas de u :

Kl

L=(a) S (A)

(1.b) On a aussi l'inégalité de Gagliardo & Nirenberg pour u € H'(A) :
ey < € (il ) (el z)
(ii) Pour tout s > 1, les éléments de H*(A?) sont continus jusqu’au bord de A* :
1°(A%) C 7O(R2),

avec [’estimation, ou ¢ > 0 ne dépend pas de u :

]|

L°°(A2) H3(A?)

et les résultats correspondants pour 2 quand il ne possede pas de fissure.

PREUVE. (i.a) Soit u € H*(R) N €*°(R). On a

=51 [ e€a(e) del

g—/\u )| dg

S2W</(1+5)| (5)\2d£>%>< (/R(1+£2)‘5d§>%,
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et comme s > %, I'intégrale de droite converge. Donc la norme uniforme est majorée par la
norme H*. Par densité, on en déduit que H*(R) C €°(R) et par restriction, on démontre le
résultat sur A.

(i.b) Pour tout x et y dans A, on a

uy) = @) =2 [Tu) ' (t) dt < 2 %],
d’ou, en intégrant en x sur A :

vyeR, 20 <l < (el + 4 ] ,):
ce qui donne le résultat.

(i) On a linclusion, cf (3.13), H*(A?) C H3(A, H2(A)), d’on 'on déduit que pour s > 1,
H*(A?) est contenu dans L>(A?).

Remarque 3.3. L’inégalité de Gagliardo & Nirenberg exprime que les fonctions continues
sur A sont en quelque sorte & mi-chemin entre H' et L?. Mais pourtant, les fonctions
dans HY?(A) — qui sont aussi & mi-chemin entre H' et L?, cf Remarque?.? — ne sont
pas continues en général, de méme que les fonctions dans H'(A?) ne sont pas continues en
général. Un contre-exemple est fourni par la fonction u(z,y) = log | log(z?+ y?)| qui est dans
H'(A?) mais non bornée en 0. Sa trace en y = 0 est dans HY2(A) (on a anticipé sur le
théoreme de traces ci-dessous) mais n’est pas bornée non plus. n

Remarque 3.4.  Si 2 a une fissure, on a encore I'injection de H*(Q2) dans €°(Q) pour s > 1
a condition de donner un sens correct a €°(Q) : il s’agit des fonctions qui se prolongent
continuement de chaque coté de la fissure, tout en coincidant au fond de la fissure. [ |

3.d. Traces

Il résulte immédiatement du Th. 3.2 que toute fonction u qui est dans H*(R) pour un s > %
a une “trace” en 0, c’est-a-dire une valeur bien déterminée en 0, avec continuité par rapport
a H°(R). Voici le résultat correspondant pour la dimension 2 :

Théoreme 3.5. Soit s > % L’application trace de R? sur l'aze y =0 :
vl u— (xr—>u(x,0))

est bien définie pour uw € H*(R?) et continue de H*(R?) sur H*"Y*(R). De plus, v est
surjective.

PREUVE. D’apres le Th. 3.2, on a pour v € H*(R) l'estimation

O <cllvll,

p (3.14)
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Soit ¢ > 0. Définissons w par w(y) = v(ty). Si 'on définit la norme H*(R) par
|02y = [+ 0(&)? dea,
on obtient que
l0lPg = LG+ )06 deo (3.15)

Notant que v(0) = w(0) et apphquant (3.14) pour w, on déduit de (3.15) que pour tout ¢ > 0
EERO)F < e [ (72 + ) 0(&) déa (3.16)
R

Soit u € H*(R?). Soit v la transformée de Fourier partielle de u par rapport ax: v,y =
Jg e~ u(z, y) do. Appliquant I'inégalité (3.16) & v(&y, ) pour t = ‘5 [ on obtient

Gl (e 0P < e [ (6 + € (6 &) .

La fonction v(£;,0) n’étant rien d’autre que la transformée de Fourier de la trace de u,
I'intégration par rapport a & de la derniere inégalité permet de déduire l'existence et la
continuité de l'opérateur trace.

Soit ¢ € H*'?(R). Fixons une fonction y — vo(y) € H*(R) qui vaut 1 en y = 0.
Définissons u comme la transformée de Fourier inverse par rapport a & de la fonction
(&1,y) — (&) vo((1+1&1])y). Grace al'égalité (3.15) appliquée cette fois-ci pour t = 1+1&],
on obtient que 'application g — wu est un inverse a droite de ~. [ |

Il résulte aussi du Th. 3.2 que toute fonction u qui est dans H*(A) pour un s > % a

des “traces” aux extrémités —1 et +1 de l'intervalle A. On déduit du Théoreme ci-dessus le
résultat suivant d’existence et de continuité des traces pour le carré :

Théoréme 3.6.  Soit s > 5. L’application trace du carré sur le coté T'y = [—1,1] x {—1} :
" orou— (x — u(z, —1))

est bien définie pour u € H*(A?) et continue de H*(A?) sur H*~Y2(A). En particulier, elle
est continue de H'(A?) sur HY2(A). On a les résultats correspondants pour les traces

Yo iU+ (y»—>u(1,y)) Y3 iU (:Ur—>u(x,1)) V4 iU+ (y|—>u(—1,y))
sur les autres cotés 'y, T's et T'y de A?.

Ainsi I'application trace v sur tout le bord 9A? est continue de H*(A?) dans le produit
4 s—1/2/(7 .
L H (T;).
7j=1 J

De méme l'application trace 7 sur tout le bord 02 de €2 est continue de H*(2) dans
H*=Y2(9Q) si Q est régulier, et, si Q est un polygone curviligne de cotés T';, 'application
trace  est continue de H*(Q) dans le produit [T/_; H*'/*(T';). On peut donc définir

Hy(Q) ={ue H(Q) | wu=0surlebord dQ de Q}. (3.17)
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Il est bien connu que Hj(€2) est aussi 'adhérence de l'espace €5°(f2) des fonctions € a
support compact a l'intérieur de €2, dans H'(Q) et que, puisque © est borné on a l'inégalité
de Poincaré — équivalence de la norme et de la semi-norme H! sur H} () :

Jeq >0, Yue Hy(Q), | | < ¢q || Vu HLQ(Q). (3.18)

HY(Q) —

Contrairement au cas des domaines a bord régulier, 7 n’est pas surjective en général
sur le carré : dans I’énoncé suivant, on indique quelles sont les conditions que doit remplir
une fonction donnée sur chacun des I'; pour étre la trace d’une fonction de H*(A?).

Théoréme 3.7.  Soit s > 3.
i) Si s <1, Uapplication v = H*(A?) — [T, H*V2(T;) est surjective.
j=1 J
(ii) Si s > 1, la condition nécessaire et suffisante pour que (g1, g2, g3, ga) € H?Zl H*=Y2(T))
soit la trace d’un élément de H*(A?) est :

g4(a1) = gl(al)a gl(a2) = gz(az), 92(a3) = 93(a3)> 93(a4) = g4(a4), (3-19)

(conditions de compatibilité aux coins).
(#ii) Si s = 1, les conditions de compatibilité ne sont plus ponctuelles mais intégrales : entre
gs €t g1 la condition s’écrit

dg

[l =1 =il = VP < 400 (3.20)

et de fagon analogue entre g, et go, go et g3, g3 et gy.

PREUVE POUR s = 1. Par partition de 'unité, on isole chacun des sommets. Ainsi, on se
localise au voisinage d’un sommet du carré, a; pour fixer les idées. L’idée est d’aplatir le coin
du carré pour se ramener au demi-plan pour lequel on connait le théoreme de relevement de
traces (qui se déduit immédiatement du Th. 3.5 : si g € H*"Y/2(R), il existe v € H* (R x R})
tel que v(z,0) = g(x).

Il existe une application bi-lipschitzienne ® qui transforme ce voisinage U de a; en un voisi-
nage V de 0 dans le demi-plan II = R x R, : on peut prendre ®(z,y) = (Z,7) on, si (r,6)
désigne les coordonnées polaires de (z,y) centrées en a; comme indiqué au §2, (Z,9) a pour
coordonnées polaires (r,26). La transformation de fonctions u — v = u o ®~! est continue
de H'(U) dans H*(V) — et aussi, d’ailleurs, de H*(U) dans H*(V) pour tout 0 < s < 2.

Si g1 et g4 sont dans H'/2, le changement de variables ® appliqué & g4 et g; (tronquées)
donne, apres prolongement par 0, une fonction g définie sur R, telle que sa restriction g_ a
R_ est dans H'/2(R_) et sa restriction g, & R, est dans H'/2(R,). Donc g € L*(R). Si, selon
la Remarque 3.1, on utilise la définition de la norme H'? & I’aide d’une intégrale double, on
obtient

1,1 _ |2 0 1 _ \|2
1)1 o —a? ]:E—x’P

/

0 1 _ |2
\a:—x’P \a:—x’P




16 Mejdi AZAIEZ, Monique DAUGE et Yvon MADAY

Les deux dernieres intégrales sont finies puisque g, et g_ sont dans H'/?. La premiere

intégrale est égale a
/ /1 |g+ ( I)| dxdx/
\:Jc + :E/P
et se majore par

1 _ 1 / 2
|.77+$/|2 \x—i—:ﬂ/P

qui, elle-méme se majore par, avec une constante ¢ > 0

[ [ @l Pl e R,
0

x—a:/P |2/

La premiere intégrale se majore par la norme HY? de g, et la deuxieme coincide avec
l'intégrale (3.20).

Remarque 3.8.  On notera H/2(9A?) I'espace des fonctions g telles que la restriction g; de
g a T soit dans HY/2(T';) pour j = 1,2,3, 4 et satisfasse la condition de compatibilité (3.20).
Grace a l'interpolation fonctionnelle entre espaces de Hilbert, on peut montrer que pour tout
g € HY2(OA?) tel que les g; soient dans H*(I';), on a I'estimation, avec une constante ¢ > 0
indépendante de g :

4 1/2 4
190mnn < € (E190a0)) " % (19l

1/2

(3.21)

Vérifier I'inégalité correspondante sur R par transformation de Fourier et constater la ressem-
blance avec I'inégalité de Gagliardo & Nirenberg. [ |
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Chapitre 4.

Probleme de Dirichlet, approximation de Galerkin

4.a. Probleme exact

Le “probleme exact” que nous considérons est le “prototype” des problemes aux limites
elliptiques, & savoir le probleme de Dirichlet pour le Laplacien A = 92 + 95 :
—Au=f dans )
(4.1)
u=gq sur 052,

ou f est dans le dual de H}(Q), que 'on note H1(Q), et g est la trace sur 9Q d’un élément
up € H'(Q). L’inconnue u est cherchée dans H'(Q). Le changement d’inconnue u — u — g
et de données f — f — Aug permet de se ramener au probleme de Dirichlet homogene :

—Au=f dans
{ (4.2)

u € HY Q).
L’opérateur A est continu de H}(Q2) dans H1(Q).

La formulation variationnelle du probleme (4.2) est :
Yo € H} (), /Qﬁxu(x,y) Opv(x,y) + Oyu(z, y) Oyv(x,y) dedy = (f,v)
u e Hi ()

ol (-, -) désigne le produit de dualité entre H1(Q) et Hj(£2), qui est 'extension du produit
L*(9). Le gradient (9,,d,) se notant V, on écrira la formulation variationnelle sous la forme

Vo € H} (), /QVu(x,y) -Vo(z,y) dedy = (f,v)
u € HL(Q).

(4.3)

Comme 2 est borné, le théoreme de Poincaré, cf (3.18), donne que la forme bilinéaire
a(u,v) = (Vu, Vo) est coercive sur H}(Q) et le théoreme de Lax-Milgram donne la résolution

unique du probléme (4.3), ce qui montre que l'opérateur A est un isomorphisme de H3 ()
sur H71(Q).
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4.b. Approximation de Galerkin

Si 'on se donne un sous-espace de dimension finie Xy de Hj(f2), ou N est un parametre
entier dont on va préciser la signification ultérieurement, le probleme discret :

Yoy € Xy, /Q Vuy(@,y) - Voy(z,y) dedy = (f,vx)

unN € XN,

(4.4)

est lui aussi uniquement résoluble, pour les mémes raisons que pour le probleme continu.

On a une estimation de 'erreur entre solutions exacte et approchée grace au fameux

Lemme de Céa.
(4.5)

_ < i _
=y ooy < €, ink Jlu—wy |

H'Y(Q) HY(Q)

PREUVE. Notons < Vu, Vv > l'intégrale sur 2 du produit Vu - Vu. Il résulte de (4.3) et
(4.4) que
Yoy € XN, < Vu — VUN, Voy > =0. (46)

Soit wy € Xy. On a

< Vu —Vuy,Vu —Vuy >= < Vu— Vuy,Vu— Vwy > +
< Vu — Vuy,Vwy — Vuy > .

Le deuxieme terme étant nul d’apres (4.6), on en déduit que

2
IV =Vun ) S NV = Vanll g > Ve = V|l 2 g,

Le théoreme de Poincaré permet de conclure. [ |

On obtient de meilleures estimations en norme L? en injectant (4.5) dans la

Méthode de dualité d’ Aubin-Nitsche.

inf’gZJNGXN || ¢g - ¢N HHl(Q)

lu=unl g < cllu—un] sup ;4

L(Q)

ou 9 € HJ(Q) est lunique solution du probléme de Dirichlet avec second membre g :
—AyYId =g.
PREUVE. On part de
(U — Un, g)
sup ————"

U —unN .
I oy = S0P T91 20,

Par définition de 9, on a <V? Vu> = (g,v) pour tout v dans H}(€2). Ainsi donc on a
I'égalité (g, u —uy) = <V¢9, V(u—uy)> et comme, d’apres (4.6) < Vy,V(u—uy) > =0
pour tout ¥y appartenant a Xy, on obtient

(u—un,g9) =< V(@ —¢n),V(u—uy) >



Méthodes Spectrales et des Eléments Spectraux 19

d’ou 'on déduit 'estimation (4.7). ]

Nous allons prendre comme espaces Xy des espaces de fonctions vy qui sont homéo-
morphes par morceaux a des polynomes de degré (partiel) < N. Les zones sur lesquelles les
fonctions vy sont homéomorphes a des polynomes ne dépendent pas du degré : ce sont les
quadrilateres €2, qui constituent la partition, fixée, du domaine 2. C’est le degré N que 'on
fait tendre vers I'infini (au moins en théorie !)

4.c. Discrétisation

Le probleme de Galerkin (4.4) est théoriquement un probléme en dimension finie, & condition
de savoir évaluer exactement les intégrales

AVUN(z,y)-VvN(x,y) drdy et /Qf(ﬂc,y)vzv(:r,y) dz dy,

pour uy et vy parcourant une base de 'espace X . Ceci est rarement le cas et on est amené a
remplacer les intégrales ci-dessus par des approximations numériques : c¢’est ce qu’on appelle
I'intégration numérique.

Ainsi la forme bilinéaire exacte a(u,v) = < Vu, Vv > sera remplacée sur Xy x Xy par
une forme bilinéaire approchée ay et le produit scalaire (f,v) sera remplacé par un produit
scalaire approché (f,v)x défini pour v € Xy et pour f dans un sous-espace F' de H ().

On obtient ainsi un nouveau probleme discret :

{VUN € Xy, CLN(UNavN) = (f? UN)N

(4.8)
unN € XN,

dont on sera amené a étudier la coercivité.

Le Lemme de Céa et la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche admettent des extensions
a cette situation, comportant de nouveaux termes qui tiennent compte de ’erreur commise
par intégration numérique.

Théoreme 4.1 (type Céa). On suppose que la forme ay est coercive et soit ay sa constante
d’ellipticité, c’est-a-dire la plus grande constante > 0 telle que pour tout vy € Xy on ait
an [vnl2ie, < an(vy,vn). Alors pour tout f € F on a Uestimation d’erreur entre la
solution u du probléme (4.2) et la solution uy du probleme (4.8) :

1 ) la(vn, 2n) — an(vN, 2n))
— < (1+— f —

- \(f,zN>——<f,zN>Nw)'

ZNEXN H ZN HHl(Q)

PREUVE. Pour tout vy € Xy, on a

o= gy S u=onllygy + = o g (19)

HY(Q)
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Fixons vy € Xy et posons wy = uy — vy. L’ellipticité de la forme ay nous donne :
ay ||uy — vy HHI(Q) X || wy HHI(Q) < an(uy — vn, wy). (4.10)
Comme uy est solution du probleme (4.8), on a :
an(uy —on,wy) = (f,wn)y — an(vn, wy).
Similairement, comme u est solution du probleme (4.3), on a :
alu—oy,wy) = (f,wn) — alvy,wy).

Mettant bout a bout les deux dernieres identités, on obtient :

ay(uy — oy, wy) = alu—ovy,wy) + (fywy)y — (f,wn) + alvy, wy) — an(vn, wy).
Combinant avec (4.10), on en déduit :

an [l = on g X N0 gy < = o Dy X N

|(fs 2n)n = (f, 2n))

+ sup X || wy ||
2NEXN || ZN ||H1(Q) HI(Q)
+ sup ‘CL(UN>ZN) - aN(UNa ZN)‘ % || wy ||H1 o
zneXN || ZN ||H1(Q) ( )

Divisant tout par || wy ||
vy € Xy :

@ et réutilisant I'inégalité triangulaire (4.9), on obtient, pour tout

< (1 L

|(f7 ZN)N - (fv ZN)‘

+ sup
ZNEXN H ZN HHl(Q) (4‘11)
a(vn, zy) —an(vy, 2
s Lot ) o, )
ZNEXN H ZN HHI(Q)
Ce qui acheve la démonstration du théoreme. [ |
Théoreme 4.2 (type Aubin-Nitsche).  Pour tout f € F on a [’estimation d’erreur entre la

solution u du probléme (4.2) et la solution uyx du probléeme (4.8) :

< ¢ sup inf
©) geL?(Q) WUNEXN

lu = un [l o 197 =¥ [l ) + lalun, ¥n) = an(un, )| +[(f, ¥n) = (f, 9w w]

lu—un,,

H g ||L2(Q)
ou 9 € HY(Q) est l'unique solution du probléme de Dirichlet avec second membre g :
—Ay9 = g.

La démonstration suit la méme ligne que celle de (4.7), mais en remplagant 1'égalité
a(¥y,u —uy) =0 qui n’a plus lieu ici par

a(u —uy,¥n) = (f,¥n) — alun, ¥n) + an(un, ¥n) = (f, ¥n) N,

ou on a utilisé I"équation ay(uy,¥n) = (f, ¥n)nN-
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Chapitre 5.

Polynomes et approximation polynomiale sur ’intervalle

On note Py (A) I'espace des polynomes de degré < N sur A. On utilisera 3 opérateurs
différents qui projettent des espaces fonctionnels sur Py (A) :

e Ty qui est le projecteur L2,
e 71 qui est un projecteur de type H',

e iy qui est un projecteur de Lagrange : iy est 'opérateur d’interpolation aux points
dits “de Gauss-Lobatto”.

Tous sont fondés sur une base de polynomes orthogonaux de L?(A) : les polynomes de
Legendre L,,.

On note (u,v) le produit scalaire L*(A).

5.a. Les polynomes de Legendre

Lemme 5.1.  Soit n € N, et soit L un polynome non nul de degré n qui soit orthogonal a
P,,_1(A) pour le produit L*(A). Alors

(i) L a la parité de son degré : L(—z) = (—1)"L(z) ;

(ii) Les zéros de L sont tous simples et tous intérieurs a A.

PREUVE. (i) Le polynome L défini par L(z) = L(—x) est lui aussi orthogonal & P, 1(A) et
de degré n. Donc L est proportionnel a L. Comme la symétrie est une involution, L est en
fait égal & +L ou a —L. Comme, enfin, le degré de L est exactement n, on obtient (7).

(7i) Soit ¢ le nombre de zéros distincts de L qui sont réels, strictement compris entre —1 et
1 et de multiplicité impaire, et soit x1, xo, ... et z, les zéros correspondants. Supposons par
I’absurde que ¢ < n. Comme le polynome L est orthogonal & tous les polynomes de degré
<n —1dans L*(A), on aurait

/_IIL(x)X(x—a:l)~-~(x—xg)dx20.

Or ceci est impossible car la fonction intégrée ne change pas de signe sur A. Dongc, £ est égal
an, ce qui prouve (7). [
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Ainsi la définition suivante a bien un sens.

Définition 5.2.  On note L, l'unique polynéme de degré n qui soit orthogonal a P,_1(A) et
satisfasse L, (1) = 1. Pour n > 1, on note (i, ...,(, ses zéros avec la convention

—-1<@i<...<( <1

On les appelle les points de collocation de Gauss.

Les zéros des L, et aussi ceux des L] sont tres importants, car ils sont au fondement
de toute la méthode spectrale de collocation.

Lemme et définition 5.3. Soit n > 1. Les n — 1 zéros de L, sont tous distincts et tous
intérieurs a A. On les note &1, ..., &,-1; on note encore §g = —1 et &, = 1. On a ainsi

_1:§0<€1<"'<€n71<€n:1-

Les &y, &1, ..., &, sont donc les zéros du polynome (1 — z*)L! (z) et sont appelés les points de
collocation de Gauss-Lobatto.

PREUVE. Les points & < ... < &,_1 sont les extrema de L,. Ils sont donc situés entre ses
zéros (1 < ... < (,. La preuve découle donc du Lemme 5.1. [ |

Ainsi donc les L, forment une base orthogonale de L*(A) et les L* définis par :

L
L =

n

- (5.1)
H Ln HLQ(A)

forment une base orthonormale de L?(A). Comme on va le voir dans ’énoncé suivant, cette
base est aussi la base des vecteurs propres d’un opérateur de Sturm-Liouville a résolvante
compacte. (D’olt le nom de méthodes spectrales pour les méthodes utilisant de telles bases
de polynomes).

Proposition 5.4. L opérateur

!/

A: ur— —((1 — a:2)u')
est autoadjoint positif sur L*(A) de domaine
D(A) = H{(A) ou HiA)={uec H'(A)| (1-2*)u" € L*(\)}. (5.2)
Les L} sont la base de ses vecteurs propres normalisés :
N, >0, AL =\,L; et AL,=\,L,. (5.3)

De plus :
An =n(n+1). (5.4)
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PREUVE. Nous renvoyons a Dautray & Lions [11, Ch.VIII, §7.3] pour la démonstration du
fait que A est autoadjoint de domaine H:(A) : en gros, on étudie A a laide de sa forme
bilinéaire associée a définie sur le domaine

D(a) ={u € L*(A) | V1—a2u' € L*(A)}
par a(u,v) = [,(1 — 2*)u'v' dz et le domaine de A admet alors I'expression

D(A) = {u € D(a)| Au € L*(A)}.

Pour terminer, on montre que L,, est vecteur propre de A associé a la valeur propre n(n+1).
On remarque d’abord que A opere de P, (A) dans lui-méme pour tout n. Donc AL, € P,(A)
et pour tout p € P,_1(A) on a

(AL,,p) = (Ln, Ap) avec Ap e P, 1(A).

Donc AL, est orthogonal a P,,_1(A), ainsi AL, est colinéaire a L,,. Pour trouver le coefficient
A, de proportionnalité, il suffit de calculer le rapport entre les coefficients directeurs de L,
et de AL,,. [ ]

5.b. Domaine des puissances fractionnaires de A

Pour u € L*(A), notons 4, les coefficients de u dans la base L, on a :

Up, = (u, L)) et w=>y L.

n>0

On voit facilement que pour tout m entier (y compris nul d’ailleurs) le domaine de A™
satisfait a :
DA™ ={ue ’(A) | ((\r+1)i,) €},

ol £? est I'espace des suites de carré sommable avec la norme naturelle.

Ainsi la définition suivante étend naturellement la suite des espaces D(A™) en une
chaine continue d’espaces :

Définition 5.5.  Pour tout o > 0 on pose
DA% ={ue l’(A) | (N +1)a,) €},

avec la norme :

[N

|l = (30 A7+ 1% a7)".

n>0

Comme on va le voir le paragraphe 5.c, ces espaces permettent d’évaluer de maniere
optimale erreur d’approximation. Il est important de connaitre une caractérisation de D( A7)
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par des conditions sur les dérivées. On arrive naturellement dans des espaces a poids : par
exemple, pour ¢ = m € N, on trouve

DA™ ={uec H™A) | (1—2?)"™duc L*(A), j=m+1,...,2m}, (5.5)
qui est un cas particulier du Théoreme 7.7.

Les considérations exposées maintenant n’étant pas forcément tres compréhensibles a
qui n’est pas un peu familiarisé avec les espaces a poids, on pourra les sauter en premiere
lecture et passer directement au §5.c.

Les notations suivantes nous seront utiles (comparer avec la Remarque 3.1) :
e pour o > 0, soit [o] la partie entiere de o et {o} =0 — [0],
e pour § € R, V§(A) désigne l'espace des fonctions u telles que (1 — 2?)°~7**dFu € L*(A)
pour k < [o] et (1 — 2%)°d*u € H{7}H(A) pour k = [o].

Théoreme 5.6.  Pour tout o > 0, on a la caractérisation

D(A%) = H(A) ou H¥(A) ={uec H°(A) | duec V> *A)avec £ =[o] +1}. (5.6)

En particulier, on a les inclusions (comparaison avec les espaces de Sobolev ordinaires) :
H*(A) € Hi(A) = D(A¥?) ¢ H*?(A). (5.7)
Pour 0 = m € N, Iégalité (5.6) revét la forme plus compréhensible (5.5).

ELEMENTS DE PREUVE. Nous traitons uniquement linclusion H3?(A) C D(A%), 'autre
inclusion étant, quoique vraie, peu utile pour notre propos. L’idée est de démontrer I'inclusion
lorsque 0 = m est entier et de passer aux autres valeurs de ¢ par interpolation entre espaces
fonctionnels (cf [15, Ch.1]).

Pour montrer que H3™(A) C D(A™), on raisonne par récurrence sur m : pour m = 0, les
deux espaces coincident avec L2(A) ; pour passer de m a m+ 1, il suffit de montrer que A+ I
est continu de H2™"V(A) dans HZ™(A) : comme A + I est un isomorphisme de D(A™)
sur D(A™), 'hypothese de récurrence permet de déduire de cette continuité que 'inclusion
est aussi vraie pour m + 1.

Pour montrer que A + I est continu de Hi(mJ’l)(A) dans H3?™(A), il suffit d’établir que si

we HX™(A), alors u, o' et (1 — 22)u” sont dans HZ™(A) : pour u et v’ cela découle assez
facilement des définitions. Quant & (1 — z?)u” il suffit de remarquer que d’((1 — z?)u”) est
égal & (1 — 2?)di™u — 2§z dZ'u — j(j + 1)du et d’utiliser les définitions.

Comme H?*™(A) C Hi™(A), linjection de H*™(A) dans D(A™) est continue pour tout
m € N. Par interpolation, cette injection est encore continue pour tout 6 € ]0,1[ de
[H2mHD(A), H¥™(A)]g dans [D(A™+Y), D(A™)]y. Or pour 0 =m + 1 — 0,

[H2HD(A), B (M)]g = H*(A) et [D(A™1), D(A™)]y = D(A?).
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D’ott l'inclusion de H?*?(A) dans D(A?).

Pour montrer 'inclusion de H3?(A) dans D(A?), on opere de méme, mais il faut alors montrer
que [H2™V(A), H2ZM(A)]p = H2(A). Cela est basé sur I'interpolation des espaces ordinaires
(voir ci-dessus), sur I'interpolation des espaces V :

[Vl ™ (0, V() = Vo (A),

et sur le Lemme 14.3 de [15, Ch.1].

Dans les applications, il nous suffira d’utiliser I'inclusion (non optimale mais plus facile
a manipuler, puisque ne faisant pas intervenir de norme fractionnaire) :

Lemme 5.7.  Pour tout 0 > 0, si u satisfait :
du€ L*(A), j=0,....[0] et (1—2*Y""duecL?*),j=[o]+1,....,[20] +1, (5.8)
alors u € D(A7).

ELEMENTS DE PREUVE. Avec les notations utilisées pour la définition (5.6), pour montrer
le lemme, il suffit d’établir que (avec ¢ = [o] + 1 et £ = [20] + 1 — 20) :

{ue HIW) | dueVN™(N)} < {ueH(A)| dyue V7' (M)},

'espace de gauche étant celui des conditions (5.8) et I'espace de droite étant H37(A).

L’inclusion ci-dessus provient des injections entre espaces & poids V51Z(A) C V4(A) pour tout

€ > 0, injections qui, par un changement de variables adéquat, sont une simple conséquence
des injections H**¢(R) C H'(R).

5.c. Le projecteur

Pour N € N, my est le projecteur de L?(A) sur Py (A) pour le produit scalaire de L?(A). On
a:

N
pour u=» 4L}, TNu =Y i, L.
n=0

n>0

Proposition 5.8.  Si pour un o > 0, u est dans D(A?), alors pour tout 7, 0 <7 < o on a
[’estimation :

= ey < Cvsd) ™ e (5.9)

PREUVE. Comme la suite (),) est croissante, on peut écrire

T 2 ~2
= mul ey = SO0+

)\N-i—l 27' 20 Z /\a +1 S (/\N+1)27'720 H HD(AU )
n>N
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Utilisant que A, = n(n + 1), on obtient immédiatement pour 7 =0 :

Théoreme 5.9.  Si pour un s > 0, u est dans H3(A), alors :

[ —mnu < N7 lully, (5.10)

LAA) —

Il est surtout intéressant d’avoir des estimations de la différence © — myu en norme H'.
Utilisant le fait que H*(A) D Hz(A) = D(A), la Proposition 5.8 appliquée pour 7 = 1 donne :

Théoreme 5.10.  Si pour un s > 2, u est dans HL(A), alors :

|u—myull < c¢N**

5.d. Le projecteur 7}

Pour N entier > 1 et u € H'(A) (noter que u € €°(A)), on définit
anu(z) = u(—1) + /i -1 (dzu)(t) dt.
Si u € Py(A) alors mifu = u et d’autre part
vue H'(N), myu(—1)=u(-1) et ayu(l)=u(1).

Légalité mhu(—1) = u(—1) est évidente. L’égalité mhu(1) = u(1) est due au fait que pour
tout v € L*(A), v — mn_1v est orthogonal aux constantes sur A, donc

/A v (dyw) (1) dt = /A (dyu) (1) dt.
On démontre les estimations suivantes pour la différence u — wxu :

Théoreme 5.11.  Si pour un s > 1, u est dans H*(A), alors :

fu= el < €N ull, (5.12)
et
Hu—w}\}"uHLQ(A) < c¢cN* Hu!HS(A). (5.13)

1%

PREUVE. On a |u — myu ‘Hl(A) = || —7N_qu

découle de (5.10) l'estimation

’||L2(A). Comme u' € H*7Y(A) € Hi '(A), il

< N7l

u—miul

H(A) H3(A)
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Comme u — wyu € H}(A), Pinégalité de Poincaré permet d’en déduire 'estimation (5.12).

Pour montrer l’estimation L?, on utilise la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche : en effet
uy = Tru satisfait

Yoy € Py(A), (u,v)y) = (uy, vy).
Appliquant (4.7) sur A, on doit estimer pour tout g € L?(A) I'inf pour ¥y € Py(A) de
| 9 — Yy HHl(A)' Ceci se majore par || 9 — w9 HHl(A Comme 99 est dans H%(A), la

premiere étape de la preuve donne

)’

. 1 1
|| ¢g - 7-‘-]1\/_¢9 HHl(A) S c N || ¢g ||H2(A) S c N H g HLQ(A).

D’ou 'estimation

qui jointe a l'estimation (5.12) donne 'estimation (5.13). ]

Remarque 5.12.  Comparons les performance des projecteurs my et wx'.

e En norme L? : comme H*(A) C Hi(A), (5.10) est meilleure que (5.13) — méme puissance
de N avec une norme plus petite a droite.

e En norme H' : la puissance de N dans (5.11) est moins bonne que dans (5.12) mais la
norme dans (5.11) est plus petite. n

S.e. Le projecteur iy

C’est 'opérateur d’interpolation de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto : pour un v dans

€ (M), iyu est 'unique polyndome de Py (A) qui coincide avec u aux N+1 points &y, &1, - . ., En
On montre pour la différence u — iyu les mémes estimations que dans le Théoreme 5.11 :

Théoreme 5.13.  Si pour un s > 1, u est dans H*(A), alors :

< e N7 ull

lu—=ivullyyy < e N ullp, e lu—ivull,, < Ho@)

Nous ne donnons pas la démonstration de ce résultat dans le cadre de cette présentation.
La preuve utilise le Théoreme 5.11 que nous venons de démontrer mais aussi des propriétés
de 'intégration numérique basée sur les points de Gauss-Lobatto que nous introduirons au
§7. Le lecteur, apres avoir pris connaissance du §7, pourra se reporter a Bernardi & Maday
[5], en particulier aux Corollaire I11.1.16 et Théoreme I11.1.19, pour une démonstration de ce
résultat.
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Chapitre 6.

Polynomes et approximation polynomiale sur le carré

L’idée fondamentale est la “tensorisation” : on commence par exemple a traiter la
variable y comme un parametre fixe et on “opere” en x, puis on “opere” en y. Par ce
procédé, on obtient immédiatement que I’ensemble des fonctions

Ly @ Ly (x,y) = Ly(x) Ly, (y) n,meN

constitue une base orthonormale de L?(A?). Pour u € L*(A?), notons iy, les coefficients de
u dans la base L) ® L?  on a:

Up, = (u, LT @ L)) et U= Z Z Upm Ly, @ L7 .

n>0m>0

6.a. Espaces associés

Définition 6.1.  Soit F un espace hilbertien contenu dans L*(A). Alors

LA B) ={ue LX(A%) | Nlullpg, = /I|u )2 dz)* < +o0}

et
1
LYE,AN) ={ue L*(A\%) | lll o 0 = /Hu )12, dy)2<+oo}-

L’espace qui joue un role analogue a D(A?) est l'espace
L*(A, D(A%)) N L*(D(A%), A)

des u qui satisfont :

I

I

Jul 2

2
L2(A,D(A%))NL2(D(A%),A /H d$+/ [ u(- || D(A%) dy) < +o0.
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Décomposant u(z,y) en 3,50 Y m>0 Unm L (x) L, (y) selon ses coefficients de Legendre, on
voit que, d’apres la Définition 5.5,

e, )2 oy = 3 O DY o L

m>0 n>0

Or, pour tout m :

/ 1> Qg L (2 \2dx:Zﬂ2

n>0 n>0

Donc :

1
[ e 1B, da= 30 3 (6, + 1)

n>0m>0

Et de méme :

[ )y = 3 3 04+ 1)%

n>0m>0

Nous avons donc obtenu :

Lemme 6.2.  Pour tout o > 0, la norme dans L*(A, D(A)) N L?*(D(A%), \) est équivalente

a
(2% (g +xg,+1)2a2,)".

n>0m>0
D’autre part, comme conséquence du Théoreme 5.6, on a

Théoreme 6.3. Pour tout ¢ > 0, on a
LA(A, D(A%)) 0 I(D(A%), A) = HE (A?) (6.1)
ot

HE(A?) = L*(A, HE(AN)) N L2(HE(A), A). (6.2)

Comme H*(A) C HE(A), et comme H*(A?) = L*(A, H*(A)) N L?*(H*(A),A)), on a
I'inclusion

H*(A?) C Hi(A?). (6.3)

D’autre part, similairement au Lemme 5.7, on a l'inclusion :

Lemme 6.4. Pour o > 0, si u satisfait les conditions :

duec LA, j=0,....[0] (1-2*)7"70uec L*(A?),
due L}A?), j=0,....[0] (1—-y*V7due L*(A?),

alors u € H (A?).
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6.b. Le projecteur I1y

Soit Py (A?) I'espace des polynomes de degré partiel (en x et en y) < N sur A%. Noter que
Py(A?) = ]P’N(A) ® Py (A). La fonction v est dans Py(A?) si et seulement si elle est de la

N
forme >, Zm 0 Cnm T Y™,

On note Ily le projecteur orthogonal dans L*(A?) sur I'espace Py (A?). Une base or-
thonormale de Py (A?) étant constituée par les L} @ L, pour 0 < n,m < N, on obtient

N N
pour = » Y lnm L, @L;,, Myu=>Y_ > tnm L, ® L,
n>0m>0 n=0 m=0

Avec les projecteurs partiels

(7u) (@, 9) = v (u(-,y)(@) et (7iu)(@,y) = 7 (ule, - )(y),

il est clair que
My =7 or®. (6.5)

Similairement a la Proposition 5.8, on obtient comme conséquence du Lemme 6.2 :

Proposition 6.5.  Si pour un o > 0, u est dans L*(A, D(A%)) N L*(D(A%),A), alors pour
tout 7, 0 < 7 < 0 on a l’estimation :

o =7l s parperzoanny < Qo)™ el paoyorzpueyy 66)
Ce qui, appliqué a 7 = 0 donne immédiatement, :
Théoréme 6.6.  Si pour un s > 0, u est dans HL(A?), alors :
o =Tl < N7l (6.7)

Comme il découle des définition que H'(A?) D HZ(A?), on obtient aussi, avec 7 =1 :

Théoréme 6.7.  Si pour un s > 2, u est dans HL(A?), alors :

s < Ny,

6.c. Le projecteur I,

Dans le cas de la dimension 1, on avait introduit un projecteur 7y sur H'(A) qui conserve
les traces au bord. Ainsi, en particulier, il opere de Hj(A) dans (Py N HY)(A). En fait,
restreint & H(A), c’est my°, le projecteur orthogonal de H((A) sur (Py N HE)(A), pour la

norme || u' || , w qui est une norme équivalente sur Hg(A).
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En dimension 2, il nous suffira d’étudier le projecteur H}\}O correspondant en prenant
comme norme sur H} (A?) la norme L?(A?) du gradient : pour u € H}(A?), I u est 'unique
élément de (P N HY)(A?) tel que

Yoy € (Py N HY)(A?Y), < Vu,Voy > = < VI u, Voy > . (6.8)

Théoréme 6.8.  Si pour un s > 1, u est dans H*(A*) N H}(A?), alors :

1,0 —s
HU_HN uHHl AQ) S CNl HUHHS(AQ) (69)
et
1,0

PREUVE. Pour s = 1, (6.9) est trivialement vérifiée. Quand on l'aura aussi démontrée pour
s > 2, on pourra terminer la preuve pour 1 < s < 2 par un argument d’interpolation
hilbertienne entre H' et H?.

Supposons donc que s > 2. Soit u € H*(A?) N Hy(A?). Grace a (6.8), le Lemme de Céa est
applicable : en particulier

| — I3 u < clu— levo( @) ow}vo(y)u|

||H1(A) Hl(AQ)

— en effet, comme 8,0,u € L2(A2), 75" o 75" u a bien un sens. Comme 7y
commutent, par symétrie il suffit de majorer || 0,(u — W}VO(I) o W}Vo(y

1,0(z) 1,0(@/)
TN

) HLQ(AQ) et par megalité

triangulaire, on se ramene a estimer

|9 (u — 73 et |8, oy (u— wy"Y

) HLQ(AQ) u) HLQ(AQ)'

Pour le premier terme, on utilise (5.12) pour chaque y et on integre en y. D’ou :

|9 (u — 7 < e NS ul|

U) ||L2(A2) — L2(H5(A),A)‘

. 1,0
Pour le second, on remarque que par construction, 0, o 7y 0@ _ ﬂ](ff) 0 0,. Donc :

19, 0 "™ (w — my*® < Jlu— "W

) HLQ(A2) LQ(Hl(A),A)'

Comme u est dans H' en z & valeurs H*~! en y, se basant sur l'estimation (5.13) pour s — 1
pour chaque x on obtient

,0(y) U H

lu—my < e N (flul + | |

L2(H'(A),A) L2(AH*—1(A)) LQ(A,HS*l(A)))‘

Mettant bout & bout toutes ces estimations, on obtient bien (6.9).

L’estimation (6.10) s’obtient grace a la méthode d’Aubin-Nitsche, comme dans le cas de
la dimension 1 (voir preuve du Théoreme 5.11). La seule différence a laquelle il faut faire
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attention est que, maintenant, 19 est la solution du probléme de Dirichlet sur le carré A? ;
pourtant on a encore la régularité H? :
Y9 € H*(A%) et

ce qui n’est pas trivial a cause des coins du carré ! Voir plus loin (§9).

6.d. Le projecteur Zy

C’est le projecteur de Lagrange aux points de Gauss-Lobatto sur le carré : pour un u dans
€ (A?), Iyu est I'unique polynome de Py (A?) qui coincide avec u aux (N + 1)? points
(&, &) pour tout couple (i, ) dans {0,1,..., N}?>. On peut dire, de fagon équivalente, que
In = 2'53) o 2'53). On montre pour la différence © — Zyu les mémes estimations que dans le
Théoreme 6.8, mais pour s > 1 et sans conditions aux limites (voir Théoremes 111.2.6 et
I11.2.7 dans [5]) :

Théoréme 6.9.  Si u est dans H*(A?), alors pour s > 1 :

lu = Zyull < eNTlull e (6.11)

L2(A?) )

et pour s > 3/2 :
< e N lul

|u—Znu || (6.12)

H1(A?) H3(A?%)"
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Chapitre 7.

Intégration numérique et méthode spectrale de collocation

7.a. Intégration numérique

On se place d’abord sur Iintervalle A. Pour chaque N € N; il existe des poids w; > 0 pour
j=1,..., N tels que pour tout polynéme ¢ € Py_;(A) on ait la formule, basée sur les points
de Gauss, cf Définition 5.2, [, ¢(z) dz = 1) ¢(¢;) w;. En fait cette formule subsiste pour
tout polynéme ¢ € Pyy_1(A) et on a un résultat analogue avec les points de Gauss-Lobatto,
cf Définition 5.3 :

Théoreme 7.1.  Soit N € N.
(i) Il existe des poids w; > 0 pour j =1,..., N tels que l'on ait la formule suivante, dite de
Gauss Legendre :

N
Vo ePuya(d) [ @) de =Y p(¢) v (7.1)
j=1
(11) 1l existe des poids p; > 0 pour j =0,...,N tels que l'on ait la formule suivante, dite de
Gauss-Lobatto Legendre :

N
Vo ePua(h) [ pl@)dr =3 (&) i (7.2)

=0
PREUVE. (i) Soit h; les polynomes de Lagrange associés aux (;, j = 1,..., N, c’est-a-dire

que hy, est I'unique polynome de degré N — 1 qui vaut 1 en (; et 0 en les autres (j, j # k.
Les hg, k=1,..., N, forment une base de Py_1(A). On pose

wk:/j\ﬁk(x)dx, k=1,...,N.

Il est alors évident que la formule d’intégration

N
[ ol@) de =3~ 0(G) w
A =
est vraie pour tout les ﬁk, k=1,...,N, et donc, par combinaison linéaire, pour tout ¢ €

Py_1(A).
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Soit maintenant ¢ € Poy_1(A). Par division euclidienne par Ly, ¢ s’écrit
¢p=QLy+ R, avec Q,RePy_1(A).

Comme Ly est orthogonal a Py_1(A) :

/ASD(?C) dr = /AQ(»T) Ly(z) dw+/AR(:E) da::/AR(x) dz.

D’ott, comme R € Py_1(A),
N

[ (@) dz =3 R(G;) w.

Jj=1

Or ¢(¢;) = Q(¢) Ln(¢) + R(¢j), et comme les Ly (¢;) sont tous nuls, ¢((;) = R((j), j =
1,...,N. Ainsi on a obtenu (7.1).

Pour montrer que les w; sont positifs, il suffit de remarquer que pour tout k£ = 1,..., N,
hi € Py _5(A). La formule (7.1) donne alors

N
/Aizi(a:) dr = Zﬁ%(@) w; = wy > 0.
=1

(11) Pour les points de Gauss-Lobatto, la démonstration suit un cours similaire : soit h;
les polynomes de Lagrange associés aux §;, 7 = 0,..., N, c’est-a-dire que hj est 'unique
polynome de degré N qui vaut 1 en &, et 0 en les autres §;, j # k. Les hy, k =0,..., N,
forment une base de Py (A). On pose

pk:/hk(x)dx, k=0,...,N.
A

On a donc la formule d’intégration suivante pour tout ¢ € Py (A) :

N

/AQO(SU) dr = Z e(&) pj-

J=0

Soit maintenant ¢ € Poy_1(A). Par division euclidienne par (1 — z?) Ly, ¢ s'écrit
e=Q(1—2*)Ly+ R, avec Q€EPy o(A) et REPy(A).

Comme (1 — z?) L'y est orthogonal & Py_5(A) (voir preuve du Lemme 5.3) la démonstration
de (7.2) se termine de comme celle de (7.1).

Pour établir que les poids p; sont positifs, il suffit, comme ci-dessus, d’exhiber pour chaque
j=0,..., N un polynéme ¢; € Pon_1(A), positif, qui est strictement positif en ; et s’annule
en les autres &, k # j. Pour j = 1,...,N — 1, on peut prendre par exemple ¢;(z) =
(1—2?) f7(z) ot f; € Py_o(A) vaut Len§jet Oen &, k#j,k=1,...,N—1. Pour j = N,
on peut prendre oy(z) = (1 + ) f&(x) ot fy € Py_1(A) vaut 1 en &y = 1 et 0 en les &,
k=1,...,N —1. Pour j = 0, la construction est analogue.



Méthodes Spectrales et des Eléments Spectraux 35

Remarque 7.2. Pour avoir une écriture parfaitement rigoureuse, il faudrait utiliser partout
une double indexation par N et par j : &y, pn,j, etc..., ce qu'on omet lorsqu’aucune
confusion n’est a craindre. [ |

Dans le cadre de cet exposé, on va plutot utiliser les points de Gauss-Lobatto (mieux
adaptés aux problemes aux limites et aux conditions de raccord).

La formule de quadrature n’est pas exacte sur Pyy, donc elle n’est pas exacte pour la
norme L?(A) des polynomes de Py(A). Par contre, on a :

Lemme 7.3.  Soit N > 1. Tout polynome pn € Pn(A) vérifie :

N
2 o N W26 e < 2
lon sy < L AkE) o1 < 3len il (73)

PREUVE. Se basant sur les égalités suivantes
1

Ly |I? = 7.4
1L = 7o (7.4)

N[

et
2

PP NN+ ) IA(E)

dont le lecteur pourra trouver les démonstrations dans les paragraphes 3 et 4 de [5, Ch.I], on
montre facilement 1'identité

(7.5)

N

1
S L&) pi =2+ =) || Ly |
= N(gﬂ) p] ( +N)H NHLQ(A)

qui se transmet immédiatement aux polynomes normalisés L} :

1

N
LN pi =2+ N (7.6)
7=0

Soit ¢ € Py (A). Il se développe selon la base orthonormale L}, :

N N
n=0 n=0

Comme ¢? — (¢n Liy)? est de degré 2N — 1, I'identité (7.2) appliquée & ce polynome donne
N-1 N N
D@m= D ¢(&) pi— En D Ln(&) ps-
n=0 =0 =0

Avec (7.6), on en déduit que :

= 2 1 2 al 2
n=0 N 7=0
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ce qui, associé a (7.7) acheve la démonstration du lemme. [

Sur le carré A% on a des résultats analogues sur la grille Zy5(A?) de Gauss-Lobatto :
En(A?) est ensemble des couples (&, &;)o<i j<n. On déduit de (7.2) :

Vo € Pay_1(A?) // z,y) dwdy—ZZs@fué} pi ;- (7.8)
=0 57=0
et de (7.3) :
N N
Vou €BA(A) w20 < 2O GG &) pny < OllenlZ, L. (79
=0 j=0

7.b. Méthode spectrale de collocation pour le probleme de Dirichlet

On s’intéresse a la discrétisation du probleme de Dirichlet homogene (4.2) sur le carré A2
On part de I'approximation de Galerkin (4.4) avec le choix suivant pour la famille d’espaces
d’approximation (Xy)nen :

Xy =PJ(A?), ou Py(A?*) ={vePy(A*) | v=0 sur d(A*)}.
Avec un tel choix, Xy est bien contenu dans Hj(A?).

Ensuite, on remplace l'intégration mathématique par une intégration numérique basée
sur (N + 1)? points ; le produit scalaire (f,v) est remplacé par le produit scalaire :

f’UN_ZZf&ag] €Z>€]>pzp]

1=0 7=0

et la forme bilinéaire a(u, v) qui était définie comme < Vu, Vv > est remplacée par la forme
bilinéaire

ay(u,v) = (Oyu, Oyv) N + (Oyu, Oyv) N (7.10)

On obtient ainsi un nouveau probleme discret — cf probleme (4.8) :

{VUN e PY(A%), an(uy,vn) = (fion)n (7.11)

uy € IP)](\);(AQ),

qui est uniquement résoluble pour tout f € ¢°(A?) en vertu des théoremes de Poincaré et
de Lax-Milgram, assortis du lemme suivant, qui découle immédiatement des propriétés du
probleme continu et de I’équivalence de normes (7.9) :

Lemme 7.4.  Pour tout entier N > 2, la forme ay satisfait les propriétés de continuité

Vuy € PN(A2)> Vuy € PN(A2)> ‘aN(uN”UN) | <3 H Vuy HLz(Az H Vun HLz(Az
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et d’ellipticité

VUN c IP)N(AQ)a &N(UN,UN) Z H qu HiQ(AQ)'

Le probleme (7.11) n’est pas équivalent au probleme de Galerkin (4.4). Par contre,
I'exactitude des formules d’intégration numérique permet de montrer :

Lemme 7.5.  Le probléme (7.11) est équivalent au probléme de collocation suivant

N( J) ( J) (7‘12)
un € IP)](\);(AQ)
PREUVE. Montrons d’abord que, pour tout uy, vy € PY(A?), on a :
N N
an(un,on) = =D Y Aun(&, &) vn (&, &) pip;. (7.13)

i=0 j=0

Autrement dit, il s’agit de voir que l'intégration par parties “discrete” fonctionne dans ce
cas. Pour cela, on remarque que, si uy et vy appartiennent a Py (£2), leurs dérivées partielles
premieres par rapport a une des variables sont de degré < N — 1 par rapport a cette variable,
de sorte qu’en utilisant la propriété d’exactitude (7.2), on peut écrire

N N

ayn(uy,vy) = Z Z (Opun Ozuy + Oyun Oyon) (&, &5) pip;

i=0 j=0

N N
/ (Owun Opon)(z, &) da p; + Z/ (Oyun Oyon)(&is y) dy pi.
=0”A i=0 A

J

Soit maintenant uy, vy € PY(A?). On intégre par parties expression ci-dessus, puis on
retourne a l'intégration discrete par (7.2) de nouveau :

N

N
an(un,vy) = — Z/ (Drun vw)(2,&5) da p; — Z/ (Jun on) (&, y) dy pi.
j=0"4A iz0 /A
N N
==Y > (Fuy vy + Fun vn)(&, &) pip;-
i=0 j=0
Dot (7.13).

Comme les polynomes de Lagrange h; ® hj pour ¢,7 = 1,..., N — 1 forment une base de
P{(A?), le probleme (7.11) est équivalent a

aN(quhi(g)hj):(f?hi@hj)N Viuja ]-SZajSN_l
UN E]P)](\);(A2)

Or, d’apres (7.13),
an(un, h; ® hy) = —Aun (&, &) pip;
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et d’apres la définition
(f, hi @ hy)n = (&, &5) pipj-

Le lemme est démontré. n

Le résultat fondamental pour I'estimation de I'erreur est le suivant :

Théoréeme 7.6. Il existe c > 0 tel que pour tout f € €°(A?) et tout N € N on ait ['estimation
d’erreur entre la solution u du probléme (4.2) sur le carré A* et la solution uy du probléme
(7.11) — ou équivalemment du probléme (7.12) :

Hl AQ) S c (UNEPiJ(?fl(A2 Hu_/UN HHI AQ)

Hf_INf HLQ(AQ) +

[ =y |

I = I ey ):

IN€ PN 1(/\2
PREUVE. Elle est bien str basée sur le Théoreme 4.1. On part donc de 'estimation fournie
par ce théoreme.

Pour pouvoir se débarrasser du deuxieme terme du membre de droite de cette estimation,
on prend vy de degré N — 1 : pour tout vy € PY_;(A?) et tout zy € Py(A?), le polynome
Vouy - Vzy est dans Poy_1(A?), donc grace a (7.8), a(vy, zy) — ay(vy, z2n) = 0.

Il nous reste & majorer |(f,zy)n — (f, 2n)| pour tout 2y € PY(A?). Encore grace a (7.8),
pour tout fy € Py_1(A?) on a (fy,2n)n — (fn,2y) = 0. Donc :

[(fs2n)n = (fo2n)] < |(fo2n)n = (fv, 2n)n] + [ 2v) = (v, 2w)]-
Comme (f, 2y ) = (Znf, 2x)n, on a :
[(f,2n)n = (fo2n)] < |@nf = v, 2n)nl + [ 2v) = (v, 2n)]
Avec linéalité (7.9), on en déduit :

(20 = (o) < OIS = v llagpey + 17 = v pagu) 2 -
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Chapitre 8.

Approximation par éléments spectraux sur le domaine ©

Rappelons que le domaine 2 est une union finie de quadrilateres 2 au sens de (2.1).
On fait en plus 'hypothese (habituelle en éléments finis) que pour tout k # k', 'intersection
Qi N Q. est soit vide, soit formée ou bien d’un sommet commun & €2 et 4, ou bien d’un
coté commun entier. Nous notons :

Fkk’ = an N an/
Se reporter aux figures 1 et 2 au Chapitre 2 pour des exemples.

Nous allons d’abord examiner le cas particulier ot les sous-domaines () sont des
rectangles. Cette hypothese est géométriquement assez restrictive mais va, dans une premiere
étape, nous permettre de nous affranchir de certaines difficultés techniques. Ensuite nous
aborderons le cas général.

8.a. Eléments rectangulaires

On peut supposer sans restriction de la généralité que les cotés des €2, sont paralleles aux
axes de coordonnées. Par conséquent, pour chaque k = 1,..., K, il existe une unique trans-
formation affine .%;, de la forme

yk(Cﬂ/}) = (akC + Oé;ca ﬁkﬁ + ﬁl/c) avec Qp > Oa ﬂk >0
qui est un isomorphisme de A? sur €.

La transformation .%; nous permet de transporter les points de Gauss-Lobatto du carré
dans Q. Cela forme un réseau de points (z},y¥) qui sont définis par :

On peut voir facilement que ’hypothese géométrique sur les intersections I'yy implique
que, si Q; NQyy # 0, alors

V($f, yf) S Fkk"v = (i/7j/) (va yf) - (‘If/? y;?’l)‘ (81)
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Pour N € N, on introduit ’espace des fonctions polynomiales par morceaux sur les €2 :
Yy = {we LQ(Q) ‘ w\Qk GPN(Qk) k= 1,,K}

Pour un élément w de Yy, nous noterons wy, le polynéome qui coincide avec w sur €. Pour
une fonction f € L*(Q) telle que ses restrictions fi & tous les Q) soient continues sur €, on
peut définir Zy f comme 'unique élément w de Yy qui satisfait :

wi(af,yf) = fulaf,yf) Yk, 1<k<K,  Vij, 0<ij<N,
Il est clair que si f € €°(Q), alors Zy f est lui aussi dans €°(Q).
L’espace d’approximation pour le probleme de Dirichlet est défini par :
Xy =YyNH Q).
Une fonction polynomiale par morceaux et H' étant nécessairement continue, on a en fait :
XN = {w c YN | w =0 sur 0} et Vk, k/, wk‘rkk/ = wk,|rkk’}.
La caractérisation de X peut aussi s’écrire a ’aide des points du réseau :
Xy={weYy | si(zFyh)eoQ, waf y¥)=0 et
R Lis J
si (of, yf) = (2 ul), wilal, yf) = we (2l y3)}.

Les poids pour l'intégration numérique font maintenant intervenir la Jacobienne J; de
Fr  J = apBg. Les poids sont les a3k pipj . Du Théoreme 7.1 on déduit que

Théoreme 8.1. Soit N € N. On a la formule d’intégration sur € :

K N N

Vo € Yan-1(Q) / o(x,y) dedy =" p(al, yb) o B pi p;-

k=11:=0 5=0

Le produit scalaire (-, - )y sur Q est défini par :

K N N
ZZZ Z’y] z?y;'e)o%ﬂkpipj
k=1 :0:

et la forme bilinéaire ay est encore définie par (7.10). Mais on préfere (surtout dans la
situation des éléments courbes) donner des expressions de (-, - )y et de ay qui se lisent dans
les variables (¢, n) des éléments de référence. Ainsi donc on introduit :

:f‘Qkotgilw uk:u|Qkoy]€7 ’Uk:v‘gkotg;ka

et on a :

K N N
= Z ZZ fk 6“6] 6276]) 673 ﬂk Pi P] (82)

k=11i=035=0
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ot K N N 1
=230 V&) - VNG &) L pins (8.3)
k=1i=0 j=0 . P
ol le gradient transformé V est défini par
V = (ﬁk 84, (675 8,7) (84)

Pour une donnée f continue sur €2, le probleme discret sur €2 est alors :

{VUN € Xn, an(un,vn) = (f,vn)n

(8.5)
unN € XN,

qui est, lui aussi, équivalent a un probleme de collocation (preuve similaire a celle du Lemme
7.5) : on note maintenant =y ’ensemble de tous les points de Q qui coincident avec un point
(7, y}) pour un triplet (i,j,k) avec 1 < k < K et 0 < i,j < N. Comme dans le cas du
carré, les points de collocation sont les points du réseau intérieurs a €. Sur les points du
bord Zx N OS2, on a la condition de Dirichlet uy(z,y) = 0. Cependant, la situation est plus
complexe que sur le carré car 'expression des conditions de collocation differe selon que 'on
se trouve a l'intérieur des sous domaines €2; ou a leurs interfaces communes. Ainsi la solution
du probleme (8.5) est aussi solution du probleme de collocation suivant :

K

—AUN(I',?J) = f(xay) V(a:,y) S EN N ( L_J Qk) (86)

uy € Xy.

Les conditions aux interfaces des sous domaines sont plus compliquées. Par exemple si [',,
est un segment vertical et si % = x', on aura, compte-tenu que dans ce cas B, = 3, et
yf:y;” pour tout j =0,..., N :

arpn (Aug — fr) (@, y5) + ampo (Dt — fin) (2, y7)

8.7

A Tintérieur des interfaces verticales, on aura des relations analogues. Enfin, aux sommets
communs entre différents sous domaines, on aura des relations encore plus entrelacées.

Le probleme (8.5) est uniquement résoluble pour tout f € €°(2) en vertu des théorémes
de Poincaré et de Lax-Milgram, associés au lemme suivant qui découle facilement de I’énoncé
correspondant sur A? (Lemme 7.4) :

Lemme 8.2.  Pour tout entier N > 2, la forme ay satisfait les propriétés de continuité

Vuy € Xy, Von € Xy, lan(un, o) | < 3| Vuy || IVon [l 2

L*(Q)
et d’ellipticité

qu 6 XN, aN(uNauN) > H VUN HLQ(Q)
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Le Théoreme 4.1 nous permet de montrer :

Théoreme 8.3. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout f € €°(Q) et tout entier N > 2 on ait
Uestimation d’erreur entre la solution u du probléme (4.2) et la solution uy du probléme (8.5)
— ou de fagon équivalente du probléme (8.6) :

lu— sl gy < e (, i fu—ox g

1 =Znf g+, 0f 1 = vl pa)-

fNEYN_1

PrREUVE. Elle est similaire & la démonstration du Théoreme 7.6. Le choix de vy dans
Xn_1 permet d’éliminer le terme d’erreur entre a et ay, grace a I'exactitude de I'intégration
(Théoreme 8.1). Encore grace au Théoreme 8.1, on a (fn,2n)n — (fn, 2y) = 0 pour tout
fn € Yy_1. Puisqu’on a encore 1'égalité (f, zx)nv = (Zn f, znv) N, la démonstration se termine
exactement comme celle du Théoreme 7.6. ]

8.b. Eléments courbes

Dans le cas général des éléments spectraux courbes, la transformation .%;, est non plus affine,
mais un difféomorphisme régulier du carré A% sur le quadrilatere €, & cotés courbes. Selon
la construction de Gordon-Hall, les .%,, peuvent étre choisis de maniere compatible sur les
“interfaces” I'yy : cela signifie que pour tous k et k' tels que 'y, soit un segment de courbe,
si on introduit gk(k/) comme le difféomorphisme de A sur 'y induit par %, — et g®) celui
induit par %, — on a :

(G og™) = 41
Ainsi, (8.1) est encore satisfait.

En suivant Gordon et Hall [13], on construit .7, a partir des paramétrisation des quatre
cotés courbes I'¥ (i = 1,..,4) constituant la frontiere 9€2,. On suppose ainsi que quatre
fonctions injectives et régulieres f; sont données de [—1,1] dans R? vérifiant

H([=1L1)) N fo([=1,1]) = fi(=1) = fo(=1) = ay,
L([=1,1]) N f3([=1,1]) = f2(1) = f3(-1) = as,
S=11) 0 fa([1,1]) = f3(1) = fa(1) = as,
fa((=1,1)) 0 fi([1,1]) = fa(=1) = f1(1) = ax,

ottles a; (j =1,..,4) sont les sommets de .. On introduit alors Papplication . % de A? dans
R? par

Filr.s) = T2 Fr) + A 0)
() - 20 - )
o () = (1) = S ()
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Il est clair que cette application possede la régularité des f;. Par contre son injectivité
(qui permet d’avoir une représentation sans recouvrement du domaine) n’est pas conséquence
de propriétés simples sur les f;. Il convient donc de s’assurer que le jacobien J; de la trans-
formation %, est minoré par une constante > 0.

L’espace Yy est alors 'ensemble des w tels que pour tout &, la fonction w* := w|Q o Z,

soit dans Py (A?) ; le projecteur de Lagrange Zy est défini similairement au cas des elements
rectangulaires: pour une fonction f € L*(2) telle que ses restrictions fj a tous les 2, soient
continues sur €2, on peut définir Zy f comme I'unique élément w de Yy qui satisfait :

wk(fwfj):fk(fl?f]) k’:L,K et OSZaJSN

Xy est défini de méme que ci-dessus :
Xy =YyNH;(Q). (8.8)
En notant w,, la fonction qui coincide avec w sur 2, on a encore :
Xy={weYy | w=0swdQ et Vk K, wpl  =wyl 1}

Enfin, si f € €°(Q), In f appartient & Xy.

La grande différence avec le cas des éléments rectangulaires est que, maintenant, la
Jacobienne J; n’a aucune raison d’étre constante. Pour la formule d’intégration discrete, on se
bornera a évaluer Jj aux points du réseau — on n’aura pas en général de formule d’intégration
exacte, ni d’équivalence du probleme discrétisé (8.5) avec un probleme de collocation.

Fixons k. Z,((,n) = (z,y) et

M= 020y
On a
| ew.y) dudy = z/ “(Con) [ (Cm)] dC . (8.9)
C’est pourquoi, similairement & (8.2), on pose :
K N N
= k;;;)f’“ &) V" (60, &) | (& 651 pips- (8.10)

Lemme 8.4. Soit N > 1. Toute fonction ¢ € Yy vérifie les estimations :

< (g, o)n < cllel (8.11)

el <

L2()’

ot c> 0 et d >0 sont indépendants de N et de p.
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PREUVE. Pour établir (8.11), on utilise (8.9) ; il suffit alors de montrer pour chaque k
I’estimation, pour tout py € Py(A?) :

¢ [ GG 1Al S d
N N
< DY on(6n &) 1k &) pips (8.12)

=0 ]:O

.

< o [ k() (Gl dCdn.
Comme .Z, est un difféomorphisme, il existe des constantes cq et ¢f, > 0 telles que
Vek=1,...,K, VY((n) €A, ey < k(¢ )| < co. (8.13)
L’estimation (8.12) découle alors de (7.9) et de (8.13) avec ¢ = 9¢y/cf, et ¢ = ¢/ co. ]

Pour la définition de la forme ay, on note que le transport du gradient en coordonnées
(¢,n) fait apparaitre le champ V :

— (¢ ® md 9o oo
V= (8x3§+8$8n 8y8§+3y8n>

Ainsi, a(u,v) = S5, a(ug, vy,) avec :

alu,ve) = [ V() - VoH(C,m) [ (o)) dC

Mais on préfere manipuler les dérivées partielles du difféomorphisme %, plutot que celles de
son inverse. On remarque que:

¢ 1 dy on 1 dy oC 1 0x on 10z

T hon 0w ROC oy hon' oy Hac
D’ou :

alur,v) = [ Vub(C.m) - ToH(C.m) ¢ di.

b
— (@g_@g or 0 3:170)

avec

ono¢ 0Con’ aC on  0Ono¢

Ce qui permet de définir, en correspondance avec (8.3) :

K N N
= 1
v) = ZZ uF(&,&) - Vo (&,&) === pipy. (8.14)
k=11i=0 j=0 |Jk(€la§])|
Pour chaque k =1..., K notons ay, les coefficients tels que
ou v ou v Ou v ou v

Vu-Vou

= g 2 %Y gu v gu Y gu v 1
|<]k;\ Q11 ac + a2 ac o + ag21 on ¢ + a2 on o (8.15)
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Les fonctions Jj, et ay m, sont € jusqu’au bord de A2

Lemme 8.5.  Pour tout entier N > 2, la forme ay satisfait les propriétés de continuité

VUN EXN, VUN GXN, ’CLN(UN,UN)‘ SCH VUN H HV’UN H

L2(Q) L2(Q)

et d’ellipticité
Yuy € Xy, aN(uN,uN) > CHVUN HLQ(Q)
ot c >0 et d >0 sont des constantes indépendantes de N, de uy et de vy.

PREUVE. Remarquant qu’il existe des constantes ¢; et ¢, > 0 telles que — noter que V
dépend de k :

Vk=1... K VY(n)eN,  VuCn)l* < [Vu@n) < alVuln)l,
le lemme se démontre par les mémes arguments que le Lemme 8.4. [ |

Donc le probleme (4.8) est résoluble de fagon unique dans la situation des éléments
courbes. Voici maintenant une estimation de l'erreur :

Théoréme 8.6. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout f € €°(Q) et tout entier N > 2 on
ait Uestimation d’erreur entre la solution u du probléme (4.2) et la solution uy du probleme

(4.8) dans la situation des éléments courbes ot Xy est construit selon (8.8) et les formules
de quadrature selon (8.10) et (8.14) :

fu—unl, <ec( inf JJu—on|

o) = (vNele HY(9)

IS =T gy + 108 IS = Il gy + € N0 N f o).
ot

Ni+No=N—1,  ¢(Q N, Ny) = stip (2 Ny, Na),
avec

e($2, N1, No) = || Ji — I Jie || et H J = h ||

L2(A2 hNEHD L2 AQ
+ Z Hlf ‘@klm bN H o (A2)
by EP. Lo°(A%)
1<l,m<2N€

pour les coefficients ay 1, définis en (8.15).

PREUVE. Il nous suffit de majorer les trois termes qui interviennent dans l’estimation donnée
par le Théoreme 4.1.
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Pour zy € H'(Q), nous avons a estimer |(f,zy) — (f,2y)n|. Les arguments sont assez
similaires a ceux intervenant dans la preuve du Théoreme 7.6 :

|(fva)_(fva)N‘

<

™=

/Ag (f* 2% Ji)(C,m) dCdn — ZZ (f* 25 Jo) (&, &) pi ps

=0 7=0

k

I
—

IA
M=

(‘ /2 FE T 2 — I (fF k) 2k dC dn |

k=1

+‘/ In(f*Je) 2y gNZNdCdn‘
+ ’ZZ (95 2 — In(f*T) 28) (&, &) pips D
i=0 j=0

pour tout gy € Yy_; car I'intégration discrete est exacte sur Poy_1(A?). D’olt nous déduisons
que pour tout gy € Yy_1 :

(s 2n) = (f, 2n)n] < Z (I £5 Tk = In (5 ) gz + 15T = 0 o ey ) <l 2% I 22y
k=1

On termine l'estimation de ce terme en remarquant que

1F* Tk = In (T oy < 15T = I () N o

8.16
I - T D e

et que pour tout fy € Yy, et tout hy € Yi,(A?), le produit fyhy := gy est dans Py_;(A?)
et qu'on a :

Ces trois dernieres inégalités permettent d’obtenir que :

(Fo20) = (Lol < e (1 = Tnf gy + 6 11F = Pl

fNEYN,

(8.17)
el Ny N2 ) % 1o -

Concernant la majoration du terme |a(vy, zx) — an(vy, zn)|, la technique est similaire. No-
tant 0; = O, et O = 0y, on a :

|G(UN7 zn) — an(vn, 2y)| <

Z Z / @klmal'UN mZN)(C n) d¢ dn — ZZ @klmalUN mZN)(fz,fy) PiPj |-

k=11<l,m<2 =0 j=0

D’ou l'on déduit que, pour vy € Xy, :

‘Q(UJ\UZN) _aN(’UN’ZNH < C/'C(Q>N1>N2) HUN HHI(Q) X HZN HHI(Q)‘
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Comme vy peut étre choisi de fagon que || vy || < 2||lu ”Hl(ﬂ) et comme || u HHI(Q <

HY(Q) ) —

cllf HHfl(Q), on arrive a :
‘a(UJ\UZN) _aN(UszN)‘ < C,'C(Q7 vaN?) H f||L2(Q) X ||ZN ||H1(Q)' (818)

Les estimations (8.17) et (8.18) terminent la démonstration du théoreme. [
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Chapitre 9.

Régularité des solutions

Pour conclure I’histoire, au moins en ce qui concerne les estimations d’erreur, il faut
connaitre la régularité des solutions du probleme (4.2) en fonction de celle du second membre
f, ce qui n’a pas de réponse standard a cause de la présence des coins. Voici d’abord le
résultat de régularité en dehors des coins.

9.a. Au voisinage d’un point régulier de la frontiere

Théoreme 9.1. Soit U un ouvert de R? tel que U ne contienne aucun des sommets de
Q. Supposons que [ soit dans 'espace H¥"%(Q2) pour un s réel > 1. Alors la solution u du
probléme (4.2) appartient ¢ H*(U N Q).

La démonstration de ce résultat classique peut étre trouvée en de nombreux endroits
de la littérature. Voir par exemple [15]. Nous donnons, juste pour I'exemple de ce genre de
technique, la preuve dans le cas le plus facile, a savoir celui ou le voisinage U ne rencontre
pas le bord de © (régularité a Uintérieur).

Lemme 9.2. Soit u € L*(R?) tel que Au = f € H*2(R?). Alors u € H*(R?).

PREUVE. Par transformation de Fourier, on tire de ’équation Au = f :

V(6,&) eRYL —(G+ ) U6, &) = Fb, &)

D’ou :
LU Py & dedes < [ a6 6 dade te [ (66, &)° dé de,
2s (51752)
<cllul?, g +e /WN € gy e s
<elul g el F IR g
Donc u est dans H*(R?). n

Lemme 9.3.  Soit U un ouvert de R? tel que U ne rencontre pas 9. Soit u € H(Q) tel
que Au= f € H*"%(Q). Alorsu e H*(UN).
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PREUVE. Soit 1 = 59 < s1 < ... < sp = s de facon que Sd—Sa—1 < lpourtoutd=1,...,D.
Soit U = Vp Ceomp - -- Ceomp V1 Ceomp Vo de fagon que Vy ne rencontre pas le bord de €2,

Ceomp désignant l'inclusion compacte. Il nous suffit de montrer par récurrence sur d que u
est dans H*¢(Vy).

Par hypothese, c’est vrai pour d = 0. Supposons que pour d > 1, u € H%-1(V;_1). Soit x
une fonction de troncature dans 65°(Vy—1) qui vaut 1 sur V,. Alors yu prolongée par 0 en
dehors de V;_; est dans H%-1(R?) et

A(xu) = x Au+2Vy - Vu + Ay u € H%*(R?).

L’application du lemme précédent a yu donne que yu est dans H®¢(R?), donc u est dans
Hs4 (Vd) |

Lorsque U rencontre le bord de €2, la démonstration s’effectue :

1. par redressement du bord au voisinage de U N OS2, ce qui est nécessaire si le bord n’est
pas droit et fait apparaitre des coefficients variables,

2. par gel des coefficients, pour se ramener a des problemes a coefficients constants,

3. par transformation de Fourier partielle le long du bord, pour traiter les problemes a
coefficients constants,

4. par perturbation pour récupérer les coefficients variables a partir des problemes a co-
efficients gelés.

Si €2 est un polygone a cotés droits, seule la troisieme étape est nécessaire.

9.b. Au voisinage d’un coin “droit”

Maintenant, on étudie la situation au voisinage d’'un sommet O ; on suppose qu’il existe un
voisinage U de O dans lequel le bord de Q est formé de 2 segments (d’ou la dénomination
coin droit). On utilise les coordonnées polaires (r, ), les coordonnées cartésiennes (X,Y") et
les autres notations introduites a la fin du §2. En particulier w désigne 'ouverture de €2 au
voisinage de O et G, le secteur infini d’angle w. Ainsi :

QNnu = G,NU.
Soit x € 65°(U) qui vaut 1 sur un voisinage V de O.

On introduit maintenant des solutions singulieres élémentaires du probleme de Dirichlet
(4.2) au voisinage de O, c’est-a-dire des fonctions qui ne satisfont pas sur U 1’énoncé du
Théoreme 9.1 : ces fonctions u sont dans H} (), a support dans U, Au est € jusqu’au
bord de Q (donc dans H*~2(Q) pour tout s), et pourtant, ces fonctions u ne sont pas €*(£2)
— pour chacune d’entre elles, il existe un exposant limite s(u) tel que Vs < s(u), u € H(Q)
et Vs > s(u), u & H*(Q).

A cause du résultat de régularité locale du Théoreme 9.1, on sait tout de suite que les
éventuelles solutions singulieres a support dans U seront € sur Q \ {O} : la singularité est
localisée en O.
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On introduit pour A € C les deux fonctions suivantes :

Sx(r,0) = r* sin A0
T (r,0) = r*(logr sin A0 + 0 cos \0).

Ces 2 familles de fonctions sont bien définies et harmoniques sur le secteur GG,,. On vérifie en
effet facilement que AS), = 0 et AT\ = 0 en utilisant I’écriture du laplacien en coordonnées
polaires :

1 1
A=0+ ~0r + ﬁag. (9.1)
De plus, Sy et T) sont nulles sur le coté = 0 de G,,.

Enfin, T\ n’est jamais > en O : les dérivées d’ordre k de T ont un comportement en
r de la forme v~ logr, qui pour k assez grand, n’est pas borné en O.

Similairement, Sy n’est > en O que si A € N — si A € N, S est la partie imaginaire
du polynome (X +iY)*. Nous précisons plus loin, cf (?.7), la régularité Sobolev de Sy et T} :
nous anticipons en disant dés maintenant que pour tout A de partie réelle positive, Sy et T}
sont dans H'(U).

Nous voyons immédiatement que S s’annule sur le coté 6 = w de G, si et seulement si
A = {r/w avec { € 7 ; la conclusion est que pour tout A non entier et de la forme ¢7/w avec
¢ e N*,

e XS, est dans H}(Q),
e XS, n'est pas € (U),

o A(xS)) est €=(Q).
Le dernier point se voit grace a la décomposition A(ySy) = x ASy+2Vx - VSy+Ax Sy : le
premier terme est nul, les deux autres sont ¢°° car les supports de Vx et de Ay sont éloignés
de O, la ou Sy est €.

Ainsi dong, si w n’est pas un multiple rationnel de 7, les ¢ /w ne sont jamais entiers et
pour chaque ¢ € N*, la fonction xS/, constitue une solution singuliere du probleme (4.2).

A-t-on moins de solutions singuliéres, voire pas du tout, lorsque w est un multiple
rationnel de 7 7 Non | C’est juste quand les S sont régulieres que les T constituent des
solutions singulieres. Nous avons déja vu que T est harmonique et s’annule sur § = 0. En
0 = w, T, est la fonction

r +— r*(log r sin A\w + w cos \w).

On cherche a quelles conditions cette fonction est €>°([0, +00[). Une condition nécessaire est
que le terme en logr disparaisse, donc que sin \w = 0, i. e. que A = ¢r/w. Dans ce cas la
fonction ci-dessus se réduit & r — (—1)%wr*. Cette derniere fonction est €>°([0, +o0]) si et
seulement si c’est un polynome, i. e. si A est entier | On constate alors immédiatement que
si w # 27, la fonction

T — TA—(—1)%}< Y >A (9.2)

sin w
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s’annule sur les deux cotés de G,,. Cette fonction n’est plus harmonique, mais, comme elle
coincide avec T\ modulo un polynome, son laplacien est un polynome, donc €.

C’est pourquoi on pose, pour tout entier £ > 0 :

XSZﬂ/w si %r ¢ N,

Yy /e pour w # 2

Ww,é = XTéﬂ/w - (_1)6("))( ( . ) si %T < N’ 7é
sin w
XS¢2  si{ est impair, pour w = 27
Voici le résultat de régularité pour les W, , :
r s r s
Vs <14+ —, W,,€ H*(Q) et Vs> 14—, W, & H*(Q). (9.3)

w w

Pour le démontrer, on peut se baser sur le lemme suivant qui donne un analogue dans
les espaces de Sobolev de l'estimation du reste d’'un développement de Taylor. Ce lemme
a une importance essentielle dans 1’étude du comportement des solutions du probleme de
Dirichlet au voisinage d’un coin.

Lemme 9.4.  Soit s > 0 non entier. Alors tout u € H*(G,) tel que :

Va € N?, o] <s—1, 0% 07*u(0) =0, (9.4)
satisfait
Va € N?, |a] < s, rlel=s0% 0020 € L2(G,). (9.5)

Noter que la condition (9.4) a bien un sens grace au résultat de continuité du Théoreme
3.2 appliqué aux dérivées de u. La preuve de ce lemme est assez technique et fait intervenir
I'inégalité de Hardy et d’autres estimations du méme genre. Il signifie que si une fonction de
H*(G,,) a un développement de Taylor nul en O, elle est plate en O a un certain ordre et au
sens L2

Ce résultat permet de se trouver dans le champ d’application du lemme suivant qui
donne une propriété fondamentale du changement de variables d’Euler :

(X,Y) — (t,0) ou t=logr. (9.6)

Notons @ la fonction telle que u(X,Y) = u(t,0).

Lemme 9.5.  Soit s > 0. Alors tout u € H*(G,,) satisfaisant (9.5) est tel que
e e HE(R%]0, wl). (9.7)
Inversement tout u a support compact satisfaisant (9.7) appartient a H*(G,,) et satisfait (9.4).

Maintenant (9.3) se démontre en remarquant que

Va € N?, |a| < /w, 0L 0y W,4(0) =0,
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et qu’ainsi, grace aux Lemmes 9.4 et 9.5, 'appartenance de W, , a H*(Q2) équivaut 'apparte-
nance de la fonction e(=stbDt Ww,g a H*(Rx]0,w[). Revenant a la définition de W, , on voit
que le support de W%e est contenu dans une demi-bande de la forme | — 0o, o[ % |0, w| et que,
finalement, W, , € H*(Q2) si et seulement si

t — elmstittn/w)t o L*(] = 00, 1])

ou, selon le cas,
t— te(fs+1+€7r/w)t c LZ(] — 00, tOD-

Théoreme 9.6.  Soit U un ouvert de R? tel que QNU = G, NU et tel que U contienne le
sommet O mais ne contienne aucun des autres sommets de 2. Supposons que f soit dans
Uespace H*7%(Q)) pour un réel s > 1. On fait en outre I’hypothése que pour tout entier £ > 1,
s # 1+ Un/w (cette condition étant réduite aux entiers { impairs si w = 27 ).

i) Sis <1+ m/w, alors la solution u du probleme (4.2) appartient ¢ H*(U N ).

ii) Si, au contraire, s > 1+ 7/w, on note L le plus grand entier { tel que s > 1+ {r/w ;

il existe alors des coefficients ¢y, ..., cp tels que u satisfasse :
L
U—ZCgW%gEHS(UQQ), (98)
=1

cette somme étant réduite aux entiers £ impairs si w = 27.

Corollaire 9.7. Si Q est le carré A2, et si f € H*%(A?) pour un réel s > 1 alors u
appartient ¢ H*(A?) des que s < 3.

Nous donnons maintenant des éléments de preuve du Théoreme 9.6. Nous supposons que
s n’est pas entier pour pouvoir appliquer le Lemme 9.4. Une fois I’énoncé démontré pour tout
s non entier, on peut obtenir I’énoncé pour les entiers grace a l'interpolation fonctionnelle.
La preuve procede en trois étapes :

1. LA RESOLUTION POLYNOMIALE. Pour tout polynome F, on construit up € H}(Q) a
support dans U qui satisfait Aup = F sur V.

2. LA REDUCTION A UN SECOND MEMBRE PLAT. Pour f dans H*2(Q), on définit

= > RSO

|a|<s—3

)Xoy

041! 042!
D’apres la premiere étape, Aup = F sur V. Donc
for=Alx(u+ur))=—f+F sur V.

Donc fy satisfait (9.4) et d’apres le Lemme 9.4, f; satisfait (9.5).

3. LA RESOLUTION AVEC SECOND MEMBRE PLAT. On étudie la solution ug := x(u+up)
du probleme de Dirichlet (4.2) avec second membre — f; grace a la transformation de
Mellin — qui n’est autre qu’'une transformation de Fourier-Laplace, i. e. a argument
complexe, apres le changement de variables d’Euler (9.6).
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1. LA RESOLUTION POLYNOMIALE. Pour tout entier n > 2, soit P¥ l'espace des polynomes
en X et Y homogenes de degré n et qui s’annulent sur les deux cotés de G, i. e.

UeP® « U= X"V et U =0 U =0
lal=rn 6=0 0=w

Soit Q,, 'espace des polyndomes en X et Y homogenes de degré n — 2. Nous traitons
séparément les cas ou w est égal a 27 ou non.

Lemme 9.8.  Supposons que w # 2mw. Soit n > 2 un entier.
i) Sin # In/w pour tout entier £, A induit un isomorphisme de P* sur Q,.
ii) Sin = {n/w pour un entier £, A est surjectif de l'espace (P¥,T*) — i. e. l'espace

engendré par P et la fonction T définie en (9.2), — sur Q,.

PREUVE. A opere de P¢ dans Q,. La dimension de Q,, est n — 1. Comme les deux cotés
0 = 0 et 0 = w ne sont pas colinéaires, la dimension de P est égale a la dimension de ’espace
des polynomes homogenes de degré n, soit n 4 1, diminuée de 2 a cause des conditions aux
limites, donc

dim Py = dim Q,,.
Il nous suffit d’étudier le noyau de A dans Py.

Soit U € P¥ tel que AU = 0. En coordonnées polaires U est de la forme r"¢(6). Utilisant
I’écriture (9.1) de A en coordonnées polaires, on obtient que

¢"(0) +n®p(0) = 0.
Donc il existe des coefficients a et b tels que
©(0) = a sinnd + b cos nb.

Comme U est nul en 0 = 0, b est égal a 0. Ainsi U ne peut étre non nul que si sinnw = 0, i.
e. sl existe un entier ¢ tel que n = ¢r/w. Et dans ce cas U = a S,, qui est bien dans P,,.

Cas i) Dans ce cas A est injectif de P¥ dans Q,,. Comme les deux espaces sont de méme
dimension, A est bijectif entre ces deux espaces.

Cas i) Dans ce cas AT = yAY™ pour une constante v convenable, donc AT € Q,,. Ainsi
A opere de (P¥,Tr) dans Q,,. Comme le noyau de cet opérateur est encore engendré par S,,,
on a bien obtenu I’énoncé du Lemme. [ |

Lemme 9.9. Supposons que w = 2mw. Soit n > 2 un entier.
Alors A est surjectif de P>™ sur Q,,.

PREUVE. Maintenant, comme les deux cotés de G, coincident, la dimension de Pg” est n.
On démontre comme précédemment que le noyau de A opérant de P>™ dans Q,, est engendré
par S,. Il est donc surjectif. [ |
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Ainsi, il existe une fonction Ur qui est la somme d’un polynome et d’une combinaison
linéaire des T'¥ pour les 0 < n < s — 1 tels que n = {7 /w, et qui satisfait

AUp=F et UF\ -0, UF\szzo.

0=0

2. LA REDUCTION A UN SECOND MEMBRE PLAT. On pose urp = xUp. On a donc construit
up satisfaisant (9.8) tel que Aup = F sur V. Il nous suffit maintenant de démontrer que wy,
qui est a support dans U et solution du probleme de Dirichlet

{ AUO = fo dans

up € HH Q). (5:9)

admet aussi une décomposition selon (9.8).

3. LA RESOLUTION AVEC SECOND MEMBRE PLAT. Par le changement de variables (9.6), le
probleme (9.9) se transforme en

{ (02 + 02) @io(t, 0) = €* fo(t,0) VteR, V6 €]0,w], 910)

ﬂo(t, 0) = ﬂo(t, W) =0. vt € R.

Comme ug s’annule sur les bord de G, on peut montrer que la conclusion du Lemme 9.4
s’étend a cette situation : on a r~luy € LQ(CI'w). D’ou l'on tire, grace au Lemme 9.5 que
iy € H'(Rx]0,w|). Posons v := 1y et g := e* fo. On a alors, par construction de fj :

(2= e e g € R0, o.11)

v € HYRX]0,w]).

De plus v et g sont a support dans | — 00, to[ X ]0,w[. On applique alors la transformation de
Fourier-Laplace :

[e%¢) “+oo
e u(t,0) dtdd et G\, 60) = / e g(t, ) dt df.

—00

90\, 0) :/+

—0o0

Il résulte des propriétés de support et d’intégrabilité de v et g que ¢ est définie pour tout
A € C de partie réelle Re A < s—1, et analytique pour Re A < s—1 & valeurs dans H*~2(]0,w]),
alors que ¢ est définie pour Re A < 0 et analytique pour Re A < 0 a valeurs dans H}(]0,w|).
Le probleme (9.11) se transforme en ’équation

02+ A2)6(), 0) = §(A,0) pour 0 < 6 < w,
{(a Jo(A,0) = g(A.0) p 0.12)

5(X,0) = 5(\,w) = 0,

qui est vérifiée pour tout A\, Re A < 0. On voit facilement que l'opérateur, défini et continu
pour tout A € C :

Ay 2V o— (03 + X))V, H}(0,w]) — H (]0,w]),
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est injectif si et seulement si A # f7/w pour tout entier £. On démontre plus précisément
que, si A # {7/w, alors I'inverse A, ' existe et est continu de H* 2(]0,w[) & valeurs dans
H* N H(]0,w|) ; et qu’enfin, application

A A e Z(H(]0,w]), H* N Hy(]0,w])

est méromorphe sur C, de poles {7 /w, et le résidu au pole ¢ /w est un projecteur sur I'espace
engendré par sin /7w /w.

La fonction V(\) définie comme A,'G(\) est un prolongement méromorphe de ¢()\) a la
bande Re A < s — 1, et est encore bien définie sur toute la droite ReA = s — 1, grace a
I'hypothese que s # 1 + ¢ /w. Soit vy la tranformée de Fourier-Laplace inverse de V' sur la
droite ReA =s—1, 1. e.

1

(t,6) = 53— /ReA:H MV (N, 0) d.

(—s+1)t

Grace & des estimations uniformes sur linverse A" on démontre que e vp est dans

H*(Rx]0,w[). Enfin, la formule de Cauchy permet de montrer

vmw= 3R VO]
LEN,
0<trmfw<s—1

ou Résy—», [f(N)] désigne le résidu au pole Ay de la fonction méromorphe f. Comme il existe
des constantes v, telles que

fo [t o A
/\Be?ﬁw [e V(/\)} =y e sinlnl/w,

le retour aux coordonnées polaires fournit un ugy(r, #) = vo(t,0) tel que

Uy —upp = Y., VeSen/w
eN,
0<tr Jw<s—1

Tronquant par y, on obtient yugy € H*(2) et

Uy — Z Ye W%e S HS(Q)
LeN,
0<trm/w<s—1
Ceci, joint aux deux premieres étapes, prouve le Théoreme 9.6. [ |

9.c. Au voisinage d’un coin “courbe”

Dans la situation ot les cotés se joignant en O sont non plus des segments, mais des morceaux
de courbe €, les résultats sont un peu différents. La condition pour la régularité H® des
solutions est la méme que pour un coin droit de méme ouverture, la décomposition (9.8)
revét une forme analogue, mais les solutions singulieres W, sont différentes : elles dépendent
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de la géométrie et de s. Notons WZ?S’O ces nouvelles singularités en O. Elles sont de la forme
suivante : 0
Wé}s’o = Woe + Z Z pprim/w log? 1 up4(0) (9.13)
q=0

>0,
0<pt+om/w<s—1

ou () est un entier qui dépend de £ et p et ou les fonctions ¢y, , sont des fonctions ¢’ de 6.
Si w n’est pas un multiple rationnel de 7, il n’y a pas de terme logarithmique :

Wil = W + 3 PO g, L (6). (9.14)

p>0,
0<pt+fm/w<s—1

Théoréme 9.10.  Soit U un ouvert de R? tel que U contienne le sommet O mais ne contienne
aucun des autres sommets de 2. Supposons que f soit dans 'espace H*7%(Q) pour un réel
s > 1. On fait en outre Uhypothése que pour tout entier £ > 1, s # 1+ 4w /w (cette condition
étant réduite aux entiers ¢ impairs si w = 27).

i) Sis <1+ m7/w, alors la solution u du probleme (4.2) appartient ¢ H*(U N ).

ii) Si, au contraire, s > 1+ m/w, on note L le plus grand entier { tel que s > 1 + {r/w ;
alors il existe des coefficients cq, ..., cp, tels que u satisfasse :

L
u—>eWi® € H*(UNQ), (9.15)
=1
cette somme étant réduite aux entiers £ impairs si w = 27.

On démontre ce théoreme en appliquant un difféomorphisme local au voisinage de O
qui transforme U N en un voisinage de O dans le secteur G,. On peut s’arranger pour que
ce difféomorphisme coincide avec 'identité en O. Le probleme de Dirichlet pour le Laplacien
est transformé en probléme de Dirichlet pour un autre opérateur elliptique A(X,Y’; 0y, dy)
a coefficients variables €*°. La partie principale de A en O est le Laplacien.
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Chapitre 10.

Convergence des méthodes spectrales et d’éléments spectraux

Maintenant, nous avons tous les éléments pour démontrer des résultats de convergence
pour les méthodes qui font 'objet de ce cours. Dans chaque situation, nous allons obtenir
une estimation de lerreur par une puissance négative de N, cette puissance dépendant a
la fois de la régularité du second membre f et de la régularité de la solution u — et plus
généralement de sa décomposition en parties réguliére et singuliere selon (9.15).

Pour une bonne compréhension des énoncés, il sera plus agréable de poser f dans H?(f2)
plutot que f dans H*2(2). C’est uniquement une question de notation. Le lien avec les
théoremes de régularité se fait donc en posant

s=p+2
10.a. Sur un domaine régulier (méthode des éléments spectraux)

Théoreme 10.1. Soit Q un domaine régulier. Soit f € HP(Q) avec p > 1, ce qui assure
la continuité de f sur Q. Soit u la solution du probléeme de Dirichlet (4.2) sur Q0 et, pour
N entier > 2 soit uy la solution du probléme (4.8) discrétisé par éléments spectraur — Xy
est construit selon (8.8) et les formules de quadrature selon (8.10) et (8.14). Alors on a
I’estimation de [’erreur :

= gy < N1 F oy (10.1)

PREUVE. On part du Théoreme 8.6. On choisit N; et Ny de fagon que N7 = Ny ou N1 = No+1
selon la parité de N — 1. Ainsi, N; et N, satisfont

N N
M- SI<1 et [Np— <L (10.2)

Comme les difféomorphismes .%; sont €°, grace au Théoreme 6.9, on obtient que pour tout
T > 0, il existe ¢, > 0 tel que, avec Ny et Ny satisfaisant (10.2)

C(Q,Nl,N2> S Cr N7, (103)
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Grace au méme Théoreme 6.9 appliqué aux f*, on a I’estimation pour f :
_ : _ < —p

Enfin, si Zy,u désigne I'unique élément de Xy, qui coincide avec u sur la grille Zy,, on a

<||lu—Znull (10.5)

leen)gNl l = o Il s HY(Q)
et comme d’apres le Théoreme 9.1, u appartient & H”T2(Q), le Théoréme 6.9 appliqué aux

u* permet d’obtenir

Les inégalités (10.3) — (10.6) mises bout a bout donnent grace au Théoréme 8.6
=l <€ 0l gy + N7 F ey (10.7

L’estimation || u || que l'on peut tirer de la démonstration du Théoreme

Hp+2(Q) S & H f HHP(Q)
9.1 permet d’en déduire I'estimation (10.1). ]

Remarque 10.2.

i) Dans cette situation ou le domaine est régulier le plus mauvais terme dans I'estimation
de l'erreur vient de l'interpolation de Lagrange du second membre. Pour la méme
raison, la méthode de dualité d’Aubin-Nitsche ne donne pas de meilleur résultat : le
Théoréme 4.2 “améliore” (10.7) en

<c(N7lu

oy < N £

H U —Uun H HP(Q) )

HP+2( )

ii) Par contre, dans le cas d’une donnée f qui est € jusqu'au bord de €2, on a une
convergence d’ordre infini puisque le comportement (en N) de l'erreur est plus rapide
que n’importe quelle puissance négative du parametre N de discrétisation.

ii1) On peut obtenir une estimation de lerreur ou cette partition de N en Nj et Ny
n’intervient pas en conduisant ’estimation d’erreur de fagon légerement différente a
partir de I'inégalité (8.16). On utilisera alors I'estimation du Théoreme 6.9 directement
sur f*.J, qui par hypothese est dans H”(A?).

10.b. Sur un carré (méthode spectrale)

Pour estimer I'erreur de discrétisation du probleme de Dirichlet sur un carré par la méthode
spectrale, on se base sur le Théoreme 7.6. Concernant les termes d’erreur qui viennent de f,
on a encore une estimation de 'erreur comme en (10.4). Par contre, comme p > 1, la solution
u n'est pas dans H?T?(A?) en général, mais dans H3¢(A?) pour tout ¢ > 0 (cf Corollaire
9.7). Sion s’en tient la, on obtient 'estimation d’erreur
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qui pour p > 2, plafonne a

lu—un|| <c NSl (10.9)

H'(A2) — HP(A2)

Pour p > 2, on obtient un meilleur résultat si on tire avantage de la décomposition (9.8) a
chacun des coins du carré. En effet, on tire facilement du Théoreme 9.6, que si p n’est pas
un entier impair, et si f € H?(A?), il existe des constantes ¢ telles que :

4 L
A% (2,y) — Ureg(,y) = > e Wy e € HPP?(A?), (10.10)

j=1/4=1

ott WY) /20 est la solution singuliere W7/, correspondant au sommet a;. D’ou

. 4 L . (10.11)

'UNGH}E‘V Hureg UN HHl A2 +]z:1€z;’c][‘ é%fv H /2[ /UNHHl(AQ)'

Pour le terme régulier on obtient ’estimation “optimale”
UNeiI)l(_va || Ureg — UN ||H1 (A2) < CN_I_p H Ureg ||Hp+2(A2)7
qui, combinée a ’estimation que I’on tire de la démonstration du Théoreme 9.6
4 L
H Ureg HHF""Q(AQ + z:lez:l |CJ f‘ > C H f ||Hp(A2 (1012)
J
donne

Il reste a estimer les erreurs sur les solutions smguheres Pour cela, on va utiliser
le Théoreme 6.7. On a besoin de savoir pour quels 7 les W /2, Appartiennent a HI(A?).
Utilisant le Lemme 6.4, on obtient pour tout j =1,2,3,4 :

WY, € HL(N?) <= 7 <2(1+20). (10.14)
Avec le Théoreme 6.7, cela donne, pour tout € > 0 :

) —4l+-€
H 7r/2Z - HNW w/2,0 HHl(AQ) < N " H Wfr/Q,Z HHerM*E(A?)' (1015)

Mais ce n’est pas encore tout a fait fini, car HNW /2,0 1 ‘a pas de raison de s’annuler sur le
bord du carré. Par contre, comme W( 908 annule lui, sur le bord du carré, prenant la trace
7 sur OA? de la différence W(/” — HNW /200 oL tire de (10.15)

[N W, < N7 Wyl (10.16)

/2@ HH1/2(6A2) Hi+4176(A2)’
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ott HY/2(OA?) est l'espace des traces de H'(A?) sur OA?, caractérisé dans la Remarque 3.8.

On s’appuie alors sur le résultat suivant

Lemme 10.3. 1l existe un opérateur de relevement de traces R : g — w continu de
HY2(0A?) dans H'(A?) qui conserve les polynémes, au sens swivant : soit gn.m € Py (Thn)
pour m = 1,2,3,4, quatre polynomes satisfaisant les conditions de raccord (3.19) et soit gy
la fonction définie sur ON*) par gy, sur Ty, ; alors wy = Rgn appartient o Pyio(A?) et
on a l’estimation

(10.17)

|| WN ||H1(A2 CH gn ||H1/2 (8A2)"

Posant vf\}e = HNW 2,0~ WN, ou wy est le relevement ci-dessus de la trace de HNW /2,0
on tire de (10.15) — (10.1 )

H /2@ - UN HHl (A2) < N74e+5 ” W7r/2,€ HHf*“’E(AQ)' (1018)

..y
avec, cette fois-ci, v € Xy_1.

Les expressions (10.11), (10.13), (10.18) combinées avec, d'une part le Théoreme 7.6
pour l'estimation H' et d’autre part le Théoréme 4.2 pour 'estimation L? donnent une
démonstration du

Théoréme 10.4.  Soit f € H’(A?) avec p > 1. Soit u la solution du probléme de Dirichlet
(4.2) sur A* et, pour N entier > 2 soit uy la solution du probléme (7.11) discrétisé par
méthode spectrale. Alors, pour tout € > 0 on a l’estimation de l’erreur :

4
= ey < (N PN gy e N 4(221%)) (10.19)

j=1/=1

4 L
=y < (NP1 7 (S fel)). 020)
ot les cj o sont les coefficients intervenant dans la decomposztw (10 10) et c. > 0 ne dépend
pas de f — wvoir Remarque ci-dessous.

Remarque 10.5.

i) En fait c. est égal au sup sur £ = 1,..., L des normes || Wy o, || Si, plus

HY™5(A2)

précisément, on fait le calcul de || Wy )2 || on obtient un comportement en

2 (2
£73/2. Donc (10.18) donne pour tout € > 0 :

N—4€+e
H /QK_UN HHl(AQ) S O 83/2

Prenant le minimum pour € > 0, on obtient
—4¢ 7 3/2
|| TI'/QK_/UN HH1A2) S CN ]'Og/N

D’ou finalement 'estimation de l'erreur
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| u—uy HHI(A2 <c <N i HHP(A2 4 ZN 46 IOgB/QN(Z |C]g‘)> (10.21)
7j=1
et
L l 3/2 1
- —1-4
=l agpay <€ (N NSl gonay + 2 N og” 2N (30 m)). (10.22)
=1 j=1

ii) Combinée avec 'estimation (10.12) les estimations ci-dessus donnent

| u—uy|| <cmax(N PLNT 410g3/2N) Al

HY(A2) HP(A2)

et

|2 — up || <cmaX(N PN~ 510g3/2]\7) Il

L2(A2) HP(A2)"

iii) L’estimation (10.21) plafonne pour s > 6. Mais on a gagné 2 puissances de N par
rapport a (10.9).

10.c. Sur un polygone curviligne

Soit wq la plus grande des ouvertures w; du domaine €2. On tire du Théoreme 9.10 le résultat
suivant de régularité :

Corollaire 10.6.  Si f € HP(Q) pour un réel p > —1 alors u appartient a H™(2) pour tout
T satisfaisant

T<pt2 et T<li4
wa

Si on se base sur ce résultat de régularité et que I'on utilise les mémes arguments que
dans la preuve du Théoreme 10.1, on obtient Iestimation de l'erreur — cf (10.7) :
[ —un | e (N7 |||

FN O ) (1023)

<
HY(Q) = 1—c+ 5

Si on fait une analyse plus serrée en se basant sur les décompositions (9.15) au voisinage
de chaque coin de €2 et en utilisant comme dans la démonstration du Théoreme 10.4,

i) pour la partie réguliere : le projecteur Zy,

ii) pour les solutions singulieres : le projecteur IIy assorti de corrections pour les traces
extérieures et les raccords intérieurs entre éléments contigus,

on obtient le résultat suivant :

Théoreme 10.7. Soit Q un polygone curviligne. Soit f € HP() avec p > 1. Soit u
la solution du probléme de Dirichlet (4.2) sur §) et, pour N entier > 2 soit uy la solution
du probléme (4.8) discrétisé par éléments spectraux — Xy est construit selon (8.8) et les



62 Mejdi AZAIEZ, Monique DAUGE et Yvon MADAY

formules de quadrature selon (8.10) et (8.14). Alors, pour tout € > 0 on a l’estimation de
lerreur :

=y | ¢ (N2 + . N=20)| [ £|, (10.24)

HY( Q)
et

-y | ¢ (N? 4 ¢, NE1=27la)| £ (10.25)

@
Remarque 10.8.
i) Dans I'estimation (10.24), on a gagné N—"/“2 par rapport & (10.23).

i) Comme dans le cas du carré, on peut améliorer les estimations (10.24) et (10.25) en
passant du terme en N¢ a un terme logarithmique. Par exemple, I'estimation (10.24)
s’améliore en :

| u—uy ||H1(A2) < ¢ max (N P, N~I/wa logl/QN) | f HHP A2y’
si m/wq n’est pas entier, et en :
= un s gy < € max (N7, N7 log N ) | f e

sinon.

ELEMENTS DE PREUVE DU THEOREME 10.7. Apres tout ce que nous avons vu jusqu’a
présent, il nous suffit d’estimer pour chaque solution singuliere W ; U .0 son erreur d’approxi-
mation par un élément de Xy.

C’est pourquoi nous posons u = Wugi ?e' Dans toute la suite 7 désigne un réel tel que
uf € HL(A?), k=1,..., K.

On déduit du Lemme 6.4 que la condition nécessaire et suffisante sur 7 est — cf (10.14),

2
2(1 + —).
T< (+wj)

On désigne par yu la trace de u sur les bords de €2 et les interfaces entre les €2;. On introduit
R(~yu) comme la fonction définie sur 2 par

R(yu) = (Rg*) o Ft,  k=1,... K,

oll Rg" désigne le relevement au carré A? de la trace g := yu* sur le bord du carré introduit
dans le Lemme 10.3. De la structure de u et de propriétés supplémentaires de régularité de
R dans des espaces & poids — cf [4, Ch. 3], on déduit que R(yu") est dans HE(A?).

On pose alors v = u — R(yu). La fonction v est continue sur Q et pour tout k, v* est dans
HZ(A*) N Hj(A?). On définit alors vy dans Yy par

vf{,:Hva, k=1,.... K,
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et on a
HU _UNHH1 (A2) < CNQ?T'

Comme on 'avait fait sur le carré, on introduit wy I'élément de Yy défini par wk, = R(yvk,) ;

alors on a, puisque v* = 0 sur OA?,

H w?\f HHl(AQ) S CH P)/(/Uk - Uf\f) HH1/2(6A2) S CH /Uk - /Uf\/v HHl(AQ) — CN2 T

Comme, pour tout k, v& — wk € HE(A?), on en déduit que vy — wy est dans Xy. De plus

2—T1
0= (ox = w0n) sy < €N

Il nous reste a approcher R(vyu). Pour cela, on construit pour chaque k, une fonction
polynomiale g% sur OA? qui satisfait les conditions de raccord (3.19) et I'estimation

Hg _gNHHl/Q (9/\2) CNZ?T'

On construit par exemple sur chaque coté du carré (on omet ici k et m)
gy =7Nng — (9 — ng)(—=1) p— — (9 — Tnvg)(+1) p+

ot p_(¢) = (1 = ¢)/2 et pi(¢) = (L +¢)/2.
Les inégalités de Gagliardo-Nirenberg et (3.21) impliquent que

4 1/2
6" = 05 D osonsy < (an — g ) (XM =t lpe,)

Comme ¢g* € H; '(T',,) (Lemme 5.7), les Théorémes 5.9 et 5.10 permettent de déduire

H g - gN HHl/Q (9/\2) — CN27T7

d’ou
|| Rg - RgN ||H1 A2 < CN2_T'

Définissant alors Gy par G& = R(gk), on a: Gy € Xy et I'estimation

I R(yu) = Gu | <ceNTT

H'(A?)
Posant enfin uy = (vy — wy) + Gy on a bien construit un élément de Xy satisfaisant

H u = UN HHI(AQ) S CN2_T‘
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Chapitre 11.

Formules de quadrature

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode rapide et peu cotteuse pour le calcul
des noeuds et des poids présents dans les formules de Gauss Legendre (7.1) et de Gauss-
Lobatto Legendre (7.2). Nous attirons l'attention sur le fait que cette méthode permet aussi
de répondre a la méme question concernant les polynémes de Jacobi (qui sont des bases de
polynoémes orthogonaux pour d’autres mesures), en particulier elle s’avere efficace pour le
calcul des points et les poids de Gauss-Radau Legendre. On réfere a [9] et [12] pour I'analyse
numérique de ces problemes d’intégration numérique.

Cette méthode est présentée dans le cas monodomaine, cependant une remarque sur
son extension aux éléments spectraux sera faite a la fin du chapitre.

11.a. Calcul des points et de poids de Gauss-Legendre

Les points de Gauss-Legendre, rappelons-le, sont les racines du polynome Ly, on a déja
montré dans le Théoreme 7.1 que celles-ci sont comprises entre —1 et 1. Pour les calculer la
premiere idée consiste a résoudre justement 1’équation définie par Ly(z) = 0, par exemple
en utilisant la méthode de Newton-Raphson. L’expérience montre qu’en plus du cotut élevé
quand N devient grand (> 20 environ), un probleme de précision se pose, dii en particulier a la
répartition méme de ces racines qu’on décrira par la suite. D’ou I'importance de ’algorithme
ci-dessous.

Rappelons la formule de récurrence vérifiée par les polynomes de Legendre. On a :

Lo(() =1 et Li(¢) = ¢

(n+1)Ly11(¢) = (2n+ 1)(Ly(¢) —nLp-1(¢), n>0. (11.1)

A partir de cette relation de récurrence, on peut en réécrire une équivalente pour les polynomes
de Legendre normés L = —Lo

= Vet
CLL(C) = Brs1Ln 1 (C) + BnLs 1(C) (11.2)
avec

bn = Tt
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Cette relation de récurrence écrite pour tout n > 0 est équivalente a

L 0 B .. 0 0 L 0
L B0 .. 0 0 L 0
Ly, 0 0 ... 0 [y Ly_, 0
L 0 0 .. By O L L%

Les points de Gauss (; sont donc les valeurs propres de la matrice M définie par

0 Bi .. 0 0
B 0 .. 0 0

M= .. o o ], (11.3)
0 0 .. 0 Bya

0 0 .. Byor O

cette matrice M est de fagon évidente tridiagonale symétrique et a diagonale nulle. Pour sa
diagonalisation on peut utiliser la factorisation QR par la méthode de Givens-Householder
[7].

Pour le calcul des poids w;, j = 1,..., N, nous allons utiliser la formule de Christoffel-
Darboux suivante (dont la démonstration se fait par récurrence).

Pour tout n > 0, V( € A,Vu e A

Ly(Q) L) + o+ LE(Q L (1) = ’f : L€ >L::<MC> - £;+1<M>L:<<>

(11.4)

ou k7 désigne le coefficient du monoéme de degré n de L} ({). En particulier pour p = (; et
n=N-—1ona

Ko Ih (O L (G)

Lo(OLo(G) + o+ Ly 1 (O L1 () = (11.5)

ky =G
Cette relation une fois intégrée nous donne
k- b Ly(¢)
1 = N-—1 L* B C N dC
k‘}k\[ N 1( J) _1 C- - C]

En remarquant que (¢ — ¢;) 'Ly (¢) est dans Py_;(A), on peut calculer cette intégrale
par la formule de quadrature et on obtient :
kN1
Ry

1= Ly (G LN (&) wj, (11.6)

En faisant tendre dans (11.5) ¢ vers (; et en identifiant avec (11.6) on trouve

1
wj = LE(G) + o+ L _1(¢)

(11.7)
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qui n’est rien d’autre que I'inverse du carré de la norme [* du vecteur propre associé a ¢;. Soit
alors X le vecteur propre de la matrice M associ¢ a la valeur propre (;, qui dans la pratique
est normé, et soit o sa premiere coordonnée. On a alors

_ L)
TR+ o+ LR () (11.8)

c¢’est-a-dire
wj = 2275 (11.9)
On remarquera que si on “enleve les étoiles” de (11.6) on retrouve I'expression classique

du poids de Gauss c’est-a-dire

2
NLy(G)Ly-1(¢5)

Wj:

11.b. Calcul des points et des poids de Gauss-Lobatto Legendre

On passe maintenant au calcul des nceuds et des poids de la formule de Gauss-Lobatto
Legendre, préférée a la formule de Gauss Legendre dans ’approximation des problemes aux
limites, a cause de la présence de —1 et 1 parmi ses points. Ceci est bien utile pour I’expression
des conditions aux limites.

Soit N un entier > 0 fixé. On pose § = —1 et £y = 1, on s’intéresse au calcul des N —1
points §; et N + 1 réels positifs p; présents dans la formule de quadrature de Gauss-Lobatto
(7.2). La aussi nous allons exhiber une matrice tridiagonale et a diagonale nulle, dont les
valeurs propres seront les points §;. Pour cela nous allons établir une relation de récurrence
pour les polynomes L/, qui, rappelons-le, sont orthogonaux pour le produit scalaire (1 —(?) d¢
et vérifient pour tout n > 0 :

[ B2 dc = n(n+ )
et
L(1) = n(n+1)/2.

A partir de la relation de récurrence (11.1) vérifiée par les (L,), on a
(n+ 1) L5, 11(¢) = (2n + 1)CLL(C) + (2n + 1) Ln(C) — nLy,_1(C)- (11.10)
En utilisant 1’égalité suivante

(2n+ 1)L (¢) = Ly, 11(€) — Ly, 1 (€) (11.11)

on obtient
nly 1 (¢) = (2n+1)CL,(¢) — (n+1)L;, ;. (11.12)
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Comme pour les points de Gauss, nous allons déduire de (11.12) une relation équivalente
pour les polyndémes normalisés pour le produit scalaire [uv (1 — ¢?)d¢

n+3/2
n+1)(n+2)°

J;:(C) - Lln-l—l(()$
Ainsi :

(n+1)(n+2)
nJ nt3)2 J,

(€)

(11.13)
= Cn+ 1)) D (O - 0+ )

n(n —1)

"—71/2(];_2(0‘

Cette derniere relation prouve que les points de Gauss-Lobatto sont les valeurs propres
de la matrice

0 m 0 0
M= .. . . . . (11.14)
0 0 0 Iv-2
0 0 TYN-2 0
avec
1 2
= = ”@+)3, 1<n<N-2. (11.15)
2\ (n+3)(n+3)

Cette matrice est encore tridiagonale symétrique et a diagonale nulle, et les poids
(pj)j=1,..Nn—1 peuvent étre calculés a partir des vecteurs propres de cette matrice par la
formule (11.8). Enfin, les poids pg et py sont donnés par

2
=N S NN D)

Remarque 11.1. On peut montrer que :

e les points de Gauss-Lobatto ainsi que les points de Gauss sont répartis en & (ﬁ) aux bords
et en O(=) au centre.
e Vy=1,...N—1, Cj<§j<<j+1' ]

Le tableau suivant donne les valeurs des points et des poids de Gauss-Lobatto pour
N =5 et de Gauss pour N = 6.
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&

Pj

Gj

Wi

—1.00000000000000
—0.76505532392946
—0.28523151648064
0.28523151648064
0.76505532392946
1.00000000000000

0.06666666666667
0.37847495629784
0.55485837703548
0.55485837703548
0.37847495629784
0.06666666666667

—0.93246951420315
—0.66120938646626
—0.23861918608319
0.23861918608319
0.66120938646626
0.93246951420315

0.17132449237917
0.36076157304813
0.46791393457261
0.46791393457269
0.36076157304813
0.17132449237917

Dans la section suivante, nous généralisons cette méthode au calcul des nceuds et des
poids présents dans la formule de quadrature de Gauss-Jacobi.

11.c. Polynomes de Jacobi

Soit @ > —1, on définit la fonction poids p, par : V¢ € A, po(() = (1 — ¢*)*, qui permet de
définir le produit scalaire associé :

(o) = [ @lQW(Q) (1 - ) dc. (11.16)

Evidemment, pour a = 0 on retrouve le produit scalaire ordinaire.

La famille des polynomes de Jacobi (J) est la famille des polynomes orthogonaux pour
ce produit scalaire et ou J< est de degré n et vérifie :

F'n+a+1)
(£l = (£1) ——=—— 11.1
) = (1 (1117
ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler [12, Ch. 1] :
o0 dt
I(x) :/ exp(—) ¢ - (11.18)
-1

Les propriétés de la fonction I' permettent d’écrire des relations entre les polynomes de Jacobi,
en particulier on peut montrer :

(n+1)(n+2a+1)J7. 1 (¢) = 2n+2a+1)(n+a+1) I () — (n+a)(n+a+1)Jy () (11.19)

avec

JE=1 et J=(a+1)

On notera que pour o = 0 on retrouve les polynoémes de Legendre. Pour « = —1/2, on
obtient les polynomes de Tchebycheff et pour a = 1 les dérivés des polynomes de Legendre.

(11.20)

Enfin, il est classique de montrer, cf [6], que :
e les polynomes (J);,>; sont orthogonaux pour le produit scalaire (-, -)a41

e on a la relation
o n+2a+1 Jot1
- 2 n—1-

(2



Méthodes Spectrales et des Eléments Spectraux 69

Formule de Gauss-Jacobi

Comme pour les polynomes de Legendre on peut aussi écrire une formule de quadrature
utilisant les polynomes de Jacobi :

Proposition 11.2.  Soit N un entier > 0 fivé. Il existe un unique ensemble de N points (75')
et un unique ensemble de N réels (wj’?‘), tels que [’égalité suivante ait lieu pour tout ¢ dans

]P)ZNfl (A) N
N

/11 ©(C) pa dC =D (75w (11.21)

— 1

Les 13 sont les zéros du polynome Jy et les wi sont tous positifs.
Calcul des points de Gauss et des poids associés

A partir de la relation de récurrence écrite sur les Jacobi J§* normés pour le produit
scalaire (-, )., on montre que pour tout n > 0

CIy" = BadiZy + Barr i (11.22)
avec
1 n(n + 2a)
=0 = t W= T T e T 11.23
Bo I %0 13 € B \l4(n+a)2_1 ( )

On voit bien que les points de Gauss, qui sont les racines de J§ = 0, sont aussi les
valeurs propres de la matrice symétrique, tridiagonale, a diagonale nulle et dont le terme
général est (3,,. Pour les poids on utilisera la méme remarque que pour le cas Legendre c’est-
a~dire que si X7 est le vecteur propre normé associé a la valeur propre 7; et si on désigne par
z, sa premiere coordonnée alors on a

Wi = 5117 (a50)*. (11.24)

11.d. Cas des polynomes de Tchebycheff
Ce sont les polynomes de degré n définis explicitement pour tout n > 0 par
T.(¢) = cos (n(arccos()), —-1<(¢<1. (11.25)
Ces polynomes vérifient la relation de récurrence :
T¢) =1 et T(Q) = ¢ (11.26)

Les points de Gauss-Tchebycheff et les poids sont donnés par

N—j+1l
¢; = cos (%), 1<j<N et wj:%, (11.28)
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quant aux points et poids de Gauss-Lobatto-Tchebycheft, ils s’écrivent :

T
N—j Po = PN = 5+
£ = cos <w> , 0<j<N et » 2N (11.29)
N pi=p 1SJ<N-1
De plus pour tout n >0 on a
IT.(Q) <1, —-1<(¢<1
et . dc
2 _ . T
| 70 = =
ou
. {2 sik=0
" 1 sik>1.
11.e. Cas des éléments spectraux
Soit 2 = Uﬁil Ay avec Ay = Jay, agy1], alors pour tout & =1,..., K les nceuds et les poids
Gauss-Lobatto sont :
o =ap 4+ (& + 1) (ap — ap)/2 et pig = (apy1 — ax) pi/2. (11.30)
La formule de Gauss-Lobatto s’écrit :
_ _ K N
Vi € 6°(Q) et Vi € €°(Q0), (0, 0)n = D> @) ¥(f) pik: (11.31)
k=1i=1

Le parametre de discrétisation h est alors relatif au couple (K, N).

On peut définir de fagon analogue les nceuds, poids et formules de quadrature de type
Gauss, mais nous ne les utiliserons pas dans le cadre de cet exposé.
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Chapitre 12.

Ecriture du systéeme algébrique

Nous allons donner I'expression des polynomes de Lagrange ainsi que des matrices de
dérivation premiere et seconde dont nous aurons besoin pour écrire le systeme algébrique a
inverser

12.a. Polynomes de Lagrange

eme

On désigne par h; le polynome de Lagrange caractéristique du i point de Gauss-Lobatto.
En utilisant les propriétés des polynomes de Legendre, on écrit pour tout x dans A:

0O
O = TR T DI &) 12.1)

et qui, en dérivant donne

, by Ln(Q) (1-¢*)Ly(¢)
e MO Tec-e TNy e —sr Y
De plus on vérifie que pour ( =¢; :
Vi=1,...,N—1, hi(&) =0 (12.3)
“ N(N +1 N(N +1)
ho(€o) = —¥ Wy (En) = — (12.4)
La dérivée seconde de h; est, pour ¢ #&; :

T Ln(E)(C—&)  TInE)C—&)? TN(N+DLy(E)(C - &)F

12.b. Systeme algébrique a résoudre

On s’intéresse maintenant a 1’écriture du systeme algébrique issu de la discrétisation du
probleme de Laplace (4.1) sur le carré © = A?. On suppose donc connues les valeurs de
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f aux points de =y N2 et les valeurs de la fonction g aux points de Zy5 () 0€2. On notera
respectivement ces valeurs f;; et g;;.

Notre probleme discrétisé est alors le suivant :

{VUN eP(Q), an(un,vn) = (f,on)n

(12.6)
uy € Py(Q2) et uy =g sur ZyN09Q.

Pour g = 0, on retrouve bien le probleme (7.11).

Il s’agit donc de calculer w;;, les valeurs uy € Py (€2) aux noeuds (&;,¢;) de =y, c’est-a-
dire

=D uig hi(@)hy(y). (12.7)

i=0 j=0

On note £ 'ensemble des couples (i,7),1 < i,7 < N — 1 correspondants aux points
(&,&;) dans Q, et on désigne par M 'ensemble des (i, 7) tels que (&, &;) appartienne a 0.

Les valeurs de u;;, (i, j) € M sont données par les conditions aux limites, les inconnues
réelles du probleme sont donc les u;; valeurs de uy aux neeuds (§;,€;) pour (i,7) € L.

En notant que les (h;(2)h;(y))i<ij<n—1 forment une base de P%(£2), la formulation
variationnelle discrete s’écrit de la facon suivante :

Z uijaN(hi(g)hjahr@hS):f(grafs PrPs — Z gzgaN ®hjahr®h8)

(i.)€L (i.j)EM (12.8)
(r,s) € L.

En résumé, on obtient un systéme linéaire de (N — 1)? équations a (N — 1)? inconnues,
que l'on écrit
AU =T (12.9)

ou U est le vecteur formé des valeurs inconnues w;;, (i, j) € £. La matrice A, dite matrice de
rigidité, a pour coefficients les termes an(h; ® h;, b, @ hy). Le vecteur F est formé des termes

[ &)prps — > gijan(hi @ hj,h, @ hy),  (r,s) € L (12.10)
(i,7)EM

que l’on peut réécrire F' = BF, o F est le vecteur ayant pour composantes

f(&, &) — S gjan(hi @ hj,h, @ by),  (r,s) € L.

PrPs (i,5)EM

La matrice B appelée matrice de masse, est diagonale et ses termes sont égaux a p;p;j,
ceci est une conséquence du choix de notre base. Le cott de la résolution du systeme (12.9)
est celui de l'inversion de la matrice A, dont on va écrire I'expression ci-dessous. On peut
déja noter que, puisque la forme ay(-,-) est symétrique, la matrice A 'est également.
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Expression de A : On pose
N
i = 2R Eps = (i) 0<ir <N, (12.11)
=0

et on vérifie alors que les coefficients de la matrice A s’écrivent

CLN(hi X hj, hr X hs) = Oéiréjspj + Oéjséirpi‘ (1212)

Lemme 12.1.  Pour i et r compris entre 1 et N — 1, on a la formule

4 si1FE T
N(N +21)LN(§i)LN(§r)(fi —&)? 7 (12.13)

30— DIEE) S

Qi =

Pour la démonstration on utilise (12.2)-(12.4) et les expressions des poids (7.5).
Quelques propriétées de la matrice A

e La matrice A est pleine.

Lemme 12.2. Le nombre de condition de la matrice A vérifie

cN? < k(A) <N? (12.14)

PREUVE. On utilise la propriété suivante dont la démonstration est laissée au soin du lecteur:
pour deux matrices M et N symétriques, on a l'inégalité:

K(NZMN?) < K(N)k(M). (12.15)

Nous allons tout d’abord montrer que x(A) > c¢N3. Pour cela, on considere la matrice
diagonale B dont les éléments diagonaux B;;;; sont, dans la base des fonctions de Lagrange
(hi ® h;) pour 1 <4,j < N — 1, égaux a £. On déduit du Lemme 1.14 de [5, Ch.3] que les
poids satisfont

O(N ) <p<O(NT (12.16)

d’ott lon tire que x(B) = O(N). Pour connaitre un minorant de x(B~2AB~2), nous cher-
chons des estimations sur les valeurs propres du systeme

AP = \BOD. (12.17)
Notons ¢ =1 = 1 — 2?2, alors la plus petite valeur propre de (2) vérifie

(A2, &) _ [y [ (¢ (@)¢* () + ¢*(2)¢"(y)) du dy
(B®, @) — NN (&)Y (&) &
<c
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montrant que la plus petite valeur propre est bornée indépendamment de N. Pour estimer la
plus grande valeur propre, on introduit un polynome ¢ de P% (A) satisfaisant une “mauvaise”
inégalité inverse, ¢’est-a-dire pour lequel il existe une constante c telle que (cf [5, Ch.3], égalité

(5.16))
/cp dm>cN4/ ©*(

Alors, toujours avec 1(x) = 1 — 2%, on obtient

(46,8) Iy L(¢P(@)* ) da dy
(B3,8) ~ S SIS (2(E)02(E) &
> ¢N* fASO( )dzx fA¢2( )dy
S e &) m T E) %
> ¢N4

Amaz = Max
3

ou la derniere majoration est déduite de (7.3).

Le conditionnement de B~3 AB~% est donc minoré par cN* et donc

Pour montrer la majoration inverse, on utilise une nouvelle matrice B, toujours diagonale
dans la méme base et telle que
PiPj

B — 3
pi + pj

1],t]

Les propriétés des poids permettent de déduire facilement que k(B) = O(N). Reste a évaluer
les valeurs propres A de B3 AB?3: il existe un vecteur ® tel que

A® = \B ',

En introduisant le polynome ¢ de P (A?) avec

N-1N-1
i=1 j=1
on a
Vx € PY(A%), DD VeVx(&,&)piny =AY Z(? + ) (ex) (& E)pip;- - (12.18)
i=0 j=0 i=0j=0 Fi J

Introduisant la notation

liello = [, [\ (=3m + =) @) o
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on déduit des majorations du Lemme 1.14 de [5, Ch.3] qu'il existe deux constantes positives
c et ¢ telles que

N N
1
eN?|[lellls < ZZ 2T p— )" (& &)pips < N[Nl lo-
=0 7=0 z 7
De (12.18) avec x = ¢, et le résultat du Lemme 7.4 pour le terme de droite on déduit
AN?[[lell]s < leli < AN|llll[5.

D’autre part, on rappelle que

clllellls < leli < N[llelllo

qui est montré dans le Lemme 1.18 et le Lemme 1.5 de [5, Ch.3]. 1l est alors clair que toute
valeur propre A de ce systeme vérifie

ceN2< ) </,

On en déduit donc que le conditionnement de B 3 AB? est plus petit que ¢N? et I'on déduit
finalement que ) X
k(A) < k(B2AB?)k(B™') < cN®.

Formulation forte du systeme (12.8)

En effectuant une intégration par partie comme dans la démonstration du Lemme 7.5,
on peut montrer, grace a I'exactitude de la formule de quadrature, que le systeme (12.6) est
équivalent au probleme de collocation suivant:

uy € Pn(A?) et un(§,85) = 9(&,§)) V(i,j) € M, '

qui s’écrit aussi :

= Y u (W& (E) + hal&))(8)) = (6.6

e ] (12.20)
S g (MEDR(E) + ha(E)RI(E)), 1<rs<N-1.

prps (Z,])EM

Ceci est également un systéme linéaire a (N — 1)? inconnues et (N — 1)? équations :
AU = F,

Quelques propriétées de la matrice A

e La matrice A est égale & B~1A,

e La matrice A n’est pas symétrique.

e Le nombre de condition de A est en @(N?)

e L’inversion de cette matrice est donc, a priori, plus couteuse que celle de A, ce qui est le
défaut majeur de cette formulation.
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Chapitre 13.

Résolution par méthodes directes

13.a. Méthode d’inversion directe

Ces méthodes nécessitent le stockage de matrices de la taille de A, c’est-a-dire N2? ; de plus
le nombre d’opérations est en général assez élevé, par exemple 'utilisation de la méthode
de Cholesky demande (en 2-D) c¢N® opérations élémentaires pour la décomposition de A.
Pour ces raisons ces méthodes sont abandonnées surtout pour le cas monodomaine ol on est
souvent amené a utiliser des polynomes d’approximation de degré assez élevé. Cependant, le
caractere tensoriel de la base de P () permet d’utiliser une méthode directe qui, elle, n’a
besoin de stocker que des matrices de tailles N¢ et donc des opérations de 'ordre de N9*!.

13.b. Méthode dite de diagonalisations successives

La méthode que nous allons présenter s’applique au systeme (12.19) qui, rappelons-le, est
posé sur le carré. Nous réecrivons ce systeme sous la forme (7.7) ou les vecteurs U et F' sont
respectivement remplacés par les matrices U et F qui sont les matrices (N — 1) x (N — 1)
contenant les valeurs de uy et f aux points de collocations. Plus précisément on a

Uj = un(&, &) et Fiy = f(&6,&), 1<4,j<N-1
Alors, on peut facilement vérifier que le systeme (12.20) s’écrit:
DU+UD' =F (13.1)

avec
Dij = —hj(&), 1<i,j<N-1

On peut vérifier que la matrice D est diagonalisable ; soit P la matrice de passage, on
a alors :

P7'DP = 9, (13.2)

ou Z est la matrice diagonale formée des valeurs propres de D. L’idée de la méthode de
diagonalisations successives est d’écrire le systeme dans la base des vecteurs propres dans
chacune des directions, ceci étant facilité par le caractere tensoriel de la base de P (€2). En
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effet le systéme s’écrit de maniere équivalente : (passage dans la base des vecteurs propres
pour la direction des )

(P'DP)(P'U) + P7'UD' = P7'F (13.3)

soit o .
PU+UD = F (13.4)
avec U = P~'U et F = P~'F. En recommencant 'opération dans la direction des y on

obtient ) ) )
QUPHT +UPH)TIP'D(PHT = F(PHTL (13.5)

Le systeme obtenu est donc diagonal :
JU+UT = F. (13.6)

avec bien sfir U = UPH ™ et F= F(PH)L.

On résout ce dernier systeme en écrivant

~ fij

= = 13.7
z/{] @zz +9jj ( )

L’avantage de cette méthode est de pouvoir résoudre le méme probleme en dimension
d > 2 comme une suite de problemes de dimension 1, avec un cofit de lordre de O(N4*)
et une mémoire de l'ordre de &'(N?) pour le stockage des matrices. Cette méthode est donc
efficace pour d > 2, ce qui peut justifier I’abandon de la version faible du probleme discret.
Bien str cette méthode ne peut étre utilisée quand les domaines sont courbes.
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Chapitre 14.

Résolution par méthodes itératives

Il s’agit de construire une suite (U, ), qui converge vers U solution de AU = F. Le
cott de ces méthodes est proportionnel a celui du calcul de AV, et a ce titre deux remarques
s'imposent:

(i) La matrice A n’a jamais besoin d’étre assemblée, car le calcul du produit AV s’effectue
facilement a partir de (12.8), la place mémoire nécessaire est donc majorée par une
constante fois N¢.

(ii) Le fait que les bases de polynomes soient tensorisées réduit le cout de 'opération AV,
ainsi chaque itération nécessite cN9*1 opérations, et au total .4 (N) fois ce nombre
pour converger, ou .4 (N) représente le nombre d’itérations nécessaire a la convergence
(c’est-a-dire le plus petit entier pour lequel on a Upnyny = U). Le nombre de condition
intervient dans ces méthodes par son influence sur le nombre d’itérations [7].

Lemme 14.1.  Pour la méthode de Richardson, on a la relation suivante :

N (N) =0 (k(A)) (14.1)
C’est-a-dire dans notre cas A (N) = & (N?).

Lemme 14.2.  Pour la méthode du gradient conjugué, on a la relation suivante :

N(N) =6 ( K(A)> (14.2)

C’est-a-dire dans notre cas A (N) = O (N%)

14.a. Gradient conjugué préconditionné

Le nombre d’itérations croit assez vite en fonction de N. Pour éviter ce type de comporte-
ment, on utilise un préconditionnement, ce qui consiste a remplacer le probleme (12.9) par

le systeme ) ) ) .
P 2AP 2V =P 2F, avec U= P 2V, (14.3)
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ou P est une matrice facile a inverser, et de préférence symétrique définie positive. L’idée
NN . . L A

consiste a exhiber une matrice P telle que le nombre de condition de k(P2 AP~2) (c’est-a-

dire le quotient de la plus grande valeur propre de P~'A par la plus petite) soit inférieur &

k(A).

La méthode de gradient conjugué appliquée au systéme préconditionné (14.3) est appelée
méthode de gradient conjugué préconditionné. Elle s’écrit de la fagon suivante (on désigne
par un point le produit scalaire euclidien de deux vecteurs) :

FEtape d’initialisation : On choisit un vecteur Uy (nul par exemple) et on calcule
RO = F - AU(), et P() = QO = PilRO (144)

FEtape n : On suppose connus les vecteurs U, R,, P, et Q,. Si le vecteur R,, est nul, on
arréte le calcul. Sinon, on pose

_ Rn-Qn
W P AP,
Upi1 =U, + Py,
Ros1 = Rn — AP, et Qi1 = P 'Ry, (14.5)
ﬁ _ Rn+1 : Qn-i—l
"SRR,

PnJrl = QnJrl + ﬁnpn

On arréte la calcul une fois que :

Ry -Rn

—F =&

F-F

€ étant le critere d’arrét, c’est-a-dire, la précision avec laquelle on désire résoudre le systeme
algébrique. Pour le systeme préconditionné, le nombre d’itérations devient proportion-
nel a la racine carré du nombre de condition de l'opérateur préconditionné, ici égale a

\/ K (P_%AP_%). Une analyse de différents préconditionneurs est présentée dans [8, Sec-

tion 5.2]. Pour plus de précision concernant la question on refere a [2].

14.b. Exemples de préconditionneur
Nous présentons deux préconditionneurs :

Préconditionnement par la diagonale: La matrice P est diagonale et ses termes diagonaux
sont ceux de la matrice f}, c’es’cl—é—dire aj;pr + arpj. On montre, par exemple dans [17], que
pour ce choix on a k(P 2AP~2) < c¢N2

Préconditionnement par différences finies: La matrice P est choisie égale a la matrice de
discrétisation du méme probleme mais par différences finies a 'ordre 2 sur la grille =y. En
dimension un le systeme correspondant s’écrit

-2 T 2 o -2 it = f, -
0o1(0; +0-1) T 600y T 60+ 6yy) T J= 5

LN-1
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avec “les bonnes conditions aux limites”, ici §; = §; — §;_1. L’opérateur préconditionné a un
nombre de condition indépendant de N. Une étude de ce préconditionneur a été effectuée
dans le cadre d’une approximation par des polynomes de Tchebycheff, elle montre que ce
nombre de condition vaut 72/4 (voir par exemple [8, Section 5.2]).

14.c. Résultats numériques

On considére le probleme (4.2) avec pour second membre f(z,y) = m*sin(mz)sin(my) et
comme conditions aux limites ¢ = 0. La solution exacte est u(z,y) = sin(mx) sin(my).

Le tableau suivant montre le caractere spectral de I'approximation ainsi que la convergence
exponentielle de I'erreur vers zéro.

N 4 8 12 16 20 24

lu — unl oy | 31072 | 51073 | 51075 [ 4.107% | 1.10710 | 2.10713

On s’intéresse maintenant au cas ou la solution attendue n’est pas tensorielle, on choisit
pour cela comme second membre pour (4.1) la fonction f(z,y) = —95 ((z +y)/2)". Ce
probléme muni en plus des bonnes conditions aux limites admet comme solution u(z,y) =

((x+9)/2).

N 4 8 12 16 20 24

lu — un e | 3107 | 1.107% | 3.1076 | 1.1079 | 2.10713 | 2.10713

La aussi on retrouve les mémes remarques que dans le cas ou la solution est tensorielle.

Enfin, on s’intéresse au cas ou la solution du probléme (4.2) est peu réguliere, on choisit
pour cela I'approximaion de la soution exacte u = r?(log sin 20 + 6 cos 26) définie sur ]0, 1[°.
Elle satisfait Au = 0. Les conditions aux limites associées sont regulieres et sont données par :
sury=0,g=0,surz =0, g(y) = —%yz et enfin sur les autres cotés, c’est la restriction de

xylog(x® + y°) + (2 — y?) arctg %

Contrairement aux deux exemples précédents, ici la solution attendue est peu réguliere (u €
H37¢). Le tableau ci-dessous montre que son approximation est lente, et que pour atteindre
une erreur d’approximation de l'ordre de 107° il nous a fallu des polynomes de degré 20. On
notera que pour la méme représentation spectrale on a une précision de 'ordre de 1073 pour
les deux premiers cas.

N 10 20 30 40 20 60 70 30

lu — un ey | 61074 | 41077 | 5.107% | 2.107% | 1.107% | 51077 | 3.107 | 1.10°7
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Dans le graphe suivant, on représente le logarithme (décimal) de l'erreur en fonction de
celui de N. Les x correspondent aux valeurs exhibées dans le deuxieme exemple et les + a
celles du troisieme exemple. On constate que les x ne sont pas alignées (la théorie prévoit
une décroissance exponentielle). Quant aux 4+, on peut voir qu’ils sont (presque) alignés
sur une droite de pente —4 (qui, sur le graphe, vu le choix des échelles, est parallele a une
diagonale). C’est parfaitement en accord avec le résultat (10.21).

0.5 1 1.5 2
X log N
—2
—4
X
—6
-8
log |u — uy %

Figure 3
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Chapitre 15.

Résolution dans le cas des élément spectraux

Dans ce chapitre, nous allons décrire le systeme algébrique a inverser issu de la discréti-
sation du probleme de Dirichlet pour le Laplacien par la méthode des éléments spectraux
(avec conditions aux limites nulles), ensuite nous présentons une méthode d’inversion.[16]

[17]
15.a. Cas monodimensionnel

Pour simplifier la présentation de la méthode nous allons commencer par sa description en
dimension un. Ici Q =] — 1,1 et il s’agit de résoudre le probleme : trouver u solution de

—u" = f dans Q avec u(£1l) =0, (15.1)

ou de maniere équivalente trouver u dans H}(2) solution de

Vv € Hy(S2), /Qu'(a:) V'(z) de = /Qf(x) v(x) d. (15.2)

L’espace d’approximation de la solution u est le sous-espace de HJ(f2) formé des fonc-
tions polynomiales par morceaux sur chaque sous domaine A, de ). Cet espace noté X}, est
égal & H}(Q) NPy x(Q), on

Pyvi(Q) = {¢ € LQ), ¢l,, €Py(A)}.

L’intégration numérique utilisée est celle obtenue a partir de (11.31) c’est-a-dire:

Vo, € €°(Q), (. )n =D D p(af) v(a) pi -

k=11i=1
Dans ces conditions, le probleme discret s’écrit : trouver u; dans X, tel que

Vo, € Xp,  (up,vh), = (f0n)n (15.3)

Comme dans le Lemme 8.2, on démontre que ce probleme est bien posé, en ce sens qu’il
existe une solution unique dans Xj. Cette derniere formulation du probleme, bien qu’efficace
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pour son analyse numérique, est loin d’étre pratique pour son inversion, d’ou I'importance
d’un choix d’une base pour X}, : on rappelle que le choix de celle-ci est important pour la
structure de la matrice, et aussi pour son nombre de condition. Le choix naturel est celui
obtenu & partir des polynomes de Lagrange, (h;)i—o.. n définis sur A via la transformation
bijective de Ay vers A. Ainsi si wy, € X}, et si on désigne par w} sa restriction polynomiale
sur A, alors on a :

N
wi(z) = > wihi(C), =z € Ayet (€A, (15.4)
i=0

avec bien sur
wh = wy(xF). (15.5)

La condition aux limites se traduit par
wh = wh = 0. (15.6)
D’autre part la solution étant continue car dans H}(€2), une condition de raccord continu
doit étre satisfaite : celle-ci se traduit par
wh = wit, vk e 1, K -1 (15.7)

En exprimant u;, dans cette base et en prenant comme fonctions tests les fonctions
nulles en tous les points du maillage sauf en un,le systeme (15.3) s’écrit:

N N
VE1<k<K, VYi,0<i<N > 'Abub = > 'BEfE (15.8)
Jj=0 j=0
ot ka - f(xég)’ et avec [y = ag41 — ay :
Ay = 2 > DgDyipt, Vi, je{0,..,N}
k q:(]

BE = pixdy, Vi je{0,.., N}’ (15.9)

y o= Mi(&), Vi,je{0,. N},

Ici 37 désigne la sommation tenant compte des conditions de raccord continu entre les
éléments, elle fait intervenir les éléments dont la contribution est non nulle dans (15-8).

Comme dans le cas monodomaine, et en utilisant ’exactitude de I'intégration numérique
ce systeme peut étre réécrit sous la formulation forte:

2

lk+21ﬁ70 (_ bt () — f($lg+1)) 4 lk% (_ uff (%) — f(f?v)}) (15.10)

= )~ (o)
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comparer avec (8.7). Cette dernicre égalité exprime le “raccord € faible” exprimant le
fait que le saut des dérivées a l'interface est petit puisqu’il est en O(N~2) fois le résidu &
I'interface.

A partir de la discrétisation de ce probleme en dimension 1 nous allons déduire celle du
probleme bidimensionnel analysé dans le chapitre 8.

15.b. Cas bidimensionnel

Le domaine €2 étant subdivisé en sous domaines rectangulaires suivant la description faite
dans le chapitre 8, section a, le probleme discret associé est donné par : Trouver u;, dans X},
ou

Xy = Hy(Q)(\Py,x(2) (15.11)

avec
Pyi(Q) ={p € L(Q); ¢ly, €Pn(%)},

solution de

K N N N
> > Vun(y, yy) Von(Ty. uy) oy ki
k=1 p=0g=0
K N N (15.12)
= > 2> (fon)(ay, ug) ppullss Yon € X
k=1 p=0g=0

La base choisie pour X} est construite par tensorisation de celle du cas 1-D, ainsi la
restriction, wf dun élément wy, de X, a O est définie par

wy(z,y) ZZ% RORE M),  ((=y) € X ((m) € A?)

1=0 7=0
avec
_ ko k
Wiy = wh(xi ) yj)'
La contrainte de continuité se traduit par:
k __ m re} re}
wy = wy' sur Q[

et la condition aux limites par:

wi = 0 sur ()09

Le choix de cette base permet de réécrire le systeme (15.12) sous la forme matricielle
suivante: (Ici on suppose Q, = A ® A+ (ay, b))

N N
S (ALBL+ BEAL) = S UBEBLfE,  Vije{0,.. N}, Vk1<k<K
m,n=0 m,n=0

(15.13)
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c’est-a-dire
Ay = ﬁi, (15.14)

oll les matrices A% et Bf sont définies comme dans (15.9).

Propriétées de la matrice A

e la matrice A est symétrique,

e le nombre de condition de A est O(K*N?)

e le nombre de condition de B~'A est O(K2N*)

e le nombre de condition de BA est 0(K*N?)

e le coiit de I'opération Au est (KN — ici d = 2,
e la taille de A est O(KN?).

Inversion du systeme Au = Bf

Tenant compte des propriétées de A, il est clair que les méthodes directes avec un
stockage de la matrice A sont a éviter, particulierement en 3-D.

Pour l'inversion du systéme (15.14), on utilise la méthode de gradient conjugué précon-
ditionné par la diagonale dont les coefficients sont ceux de la matrice A.

15.c. Résultats numériques

Le tableau suivant donne le nombre d’itérations pour converger vers la solution exacte
u(z,y) = exp(x + y), avec une erreur d’approximation calculée avec la norme || || de
l'ordre de 1078, dans les cas préconditionné (3™ ligne du tableau) et non préconditionné.
Le nombre de sous domaines est fixé a 4

N 5 7 9 11
Non précond. 61 110 148 207
Précond. 21 30 42 58

On remarque que le nombre d’itérations dans le cas préconditionné évolue en fonction
de N mais beaucoup moins vite que dans le cas non préconditionné. Dans tous les cas on

sait que celui-ci est de 'ordre de \/m(ﬁflA).



86 Mejdi AZAIEZ, Monique DAUGE et Yvon MADAY
Références

[1] R.A. Apams — Sobolev Spaces, Academic Press, New-York, San Francisco, London
(1975).

[2] O. AXELSSON — Conjugate gradient type methods for unsymmetric and inconsistent
systems of linear equations. Linear Algebra and its application. 29, 1-16 (1980).

3] M. AzA1ez — Calcul de la pression dans le probléeme de Stokes pour des fluides visqueux
incompressibles par une méthode spectrale de collocation, These, Paris-Sud (1990).

[4] C. BERNARDI, M. DAUGE & Y. MADAY — Polynomials in Weighted Sobolev Spaces:
Basics and Trace Liftings, Internal Report 92039, Laboratoire d’Analyse Numérique,
Université Pierre et Marie Curie, Paris (1992).

[5] C. BERNARDI & Y. MADAY — Approximations spectrales de problémes aux limites
elliptiques, Mathématiques et Applications 10, SMAI, Springer-Verlag, Paris (1992).

[6) C. BERNARDI & Y. MADAY — Some spectral approximations of one-dimensional
fourth-order problems, Progress in Approximation Theory, édité par P. Nevai, A. Pinkus,
Academic Press, San Diego (1991), 43-116.

[71 P. G. CIARLET — Introduction a 'analyse numérique matricielle et a I'optimisation,
Masson, Paris (1982).

8] C. CanuTo, M.Y. HussAINI, A. QUARTERONI & T.A. ZANG — Spectral Methods
in Fluid Dynamics, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg (1987).

9] M. CROUZEIX & A. MIGNOT — Analyse numérique des équations différentielles, Mas-
son, Paris (1984).

[10] M. DAuGE — Elliptic Boundary Value Problems on Corner Domains, Lecture Notes
in Mathematics 1341, Springer-Verlag (1988).

[11] R. DAuTRrAY, J.-L. L1ONS. Analyse Mathématique et Calcul Numérique pour les
Sciences et les Techniques. Masson, Paris (1988).

[12] P.J. Davis & P. RABINOWITZ — Methods of Numerical Integration, Academic Press,

Orlando (1985).



Méthodes Spectrales et des Eléments Spectraux 87

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

W.J. GOrRDON & C.A. HALL — in Geometric Aspects of the Finite Element Method
with Applications to Partial Differential Equations, A. K. Aziz ed. Academic Press
(1972), 769-784.

P. GRISVARD — Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Pitman (1985).

J.-L. LioNs, E. MAGENES — Problemes aux limites non homogénes et applications,
Dunod (1968).

Y. MADAY & A.T. PATERA — Spectral element methods for the incompressible

Navier-Stokes equations, in State of the Art Surveys in Computational Mechanics, A.
K. Noor ed. (1989), 71-143.

E. M. RoNQuisT — Optimal Spectral Element Methods for the unsteady three-dimens-
ional incompressible Navier-Stokes equations, Ph.D. Thesis, M.I.T., Cambridge, MA.
(1988)



