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Plan

Le but de ce cours estd’introduire la méthode d’analyse multi-échelle (AME) pour des problemes d’homogénéisation
périodiques une période € apparait naturellement dans le probléme via les coefficients de I'opérateur (coeffi-
cient rapidement oscillants) ou la géométrie du domaine (réseau périodique de perforations). Le but de I'analyse
est de décrie le comportement des solution du probléme pour € petit. La méthode AME consiste a proposer de
facon constructive un Ansatz de développement en série en puissances de € et a en étudier la pertinence et la
convergence vers la solution du probléme initial.

Si, comme on va le voir au Ch.1, ce programme admet une solution naturelle, élégante et relativement facile
d’accés quand les conditions aux limites macroscopiquesont une conséquence de la périodicité microscopique
il n’en est pas de méme dans le cas général: I'interaction de la périodicité et des conditions aux limites macro-
scopiquesionne lieu a (dans le meilleur des cas) a des phénoménes de couches limites, que I'on doit décrire
par un Ansatz différent ou, méme, par une approche purement fonctionnelle.

Source principale: [OLE] O.A. OLEINIK, A.S. SHAMAEYV, G. A. YOSIFIAN. Mathematical Problems in Elas-
ticity and HomogenizatiarsStudies in mathematics and its applications. North-Holland, Amsterdam 1992.

e Analyse Multi-Echelle pour le Tout-Périodique. Ch.1
On se place dans le cas ou les conditions aux limites de cellule se superposent a celles sur le domaine.
On trouve le développement asymptotique complet en puissances entiéres de € avec des termes a deux
échelles de laforme W (2) v(x).

e Analyse Asymptotique a deux niveaux pour Dirichlet. Ch.2
Dans la situation plus réaliste d'indépendance des conditions aux limites de cellule par rapport a celles
sur le domaine, on étudie la performance d'approximation du développement multi-echelle tronqué au
deuxiéme niveau. On démontre une erreur en (’)(51/2) pour la norme H' . On montrera des résultats
de calcul.

e Analyse Multi-Echelle pour les problémes avec trous. Ch.3 et 4
Aprés avoir analysé le cas des conditions de Neumann et de Dirichlet constant sur le bord des trous
(Ch.3), on examinera plus particulierement la situation des perforations avec condition de Dirichlet nulle.
On montrera que I'adjonction des termes de couche limite au bord externe permet une description compléte
de 'asymptotique a tous ordres. On illustrera par des calculs effectués a I'aide de la librairie d’éléments
finis MELINA.



Chapitre 1. Analyse Multi-Echelle pour le Tout-Périodique

Domaine macroscopique? C R™, variable @ = (1,... ,Zy).

On suppose que £ est un hyper-cube H?:]_(O,Lj) adimensions L; entiéres. Soit H;(Q) I'espace des
fonctions H'(£2) périodiques sur €2.

Le comportement rapidement oscillant est décrit grace a I'introduction de la cellule élémentaire Y qui est le cube
unit¢ Y = (0,1)™, variable y = (y1,... ,Yn). Soit y — A(y) une application C°(Y") & valeurs
dans les matrices symétriques définies positives (i.e. périodiques sur Y).

Soit € € (0,1). On suppose, pour éviter les problémes dis aux conditions aux limites macroscopiques, que

¢ est de la forme de l'inverse d'un entier: | € = % i

Probléeme (3°)
Trouver u® € H(2) avec /Que(a:) dz =0,

Vo € H(Q), /QA(S)VUE(;B).VU(:B) d:c:/nf(w)v(a:) dz

Si f € H_'(Q) estorthogonal aux constantes, le probléme (J3°) a une solution unique.

On suppose que f € C;f (ﬁ) . On va essayer de construire un développement asymptotique en puissances
de € pour u®. Ceciva passer par I'essai de plusieurs Ansatze successifs, avant d'arriver au bon. On écrit
d'abord (fJ3¢) sous forme d’un probléme aux limites et on trouve, en plus des conditions de périodicité et de

moyenne nulle
Lfu®* = —f, ou Lf= divA(%)V.

Le principe est de chercher u® sous forme d'une série Z efu’ avec pour chaque £ € N

LEN
x
ue(e, x) = W‘q<7> vi(xz) = W(y) ’UZ(:B)’ e Q)
g Yy = e
_ d -~ 0 _
Avec les notations | 9, = —— | et | 9, = —— | larelation fondamentale est
8331c ayk

O (W(g) v(w)) = éékW<§) v(x) + W(g) v (x)

Ainsi, l'opérateur intérieur L* de (P.) s'écrit

T an2J0) (v2)0) -

> (728 + 0) A0k + 01)) (W) v(a) )

jk

o8

y:



On développe le membre de droite, utilisant que 9y et 5k commutent. Regroupant les puissances de €, on
obtient

S (750 + 0) Ajn(w) (e 0k + 1)) (W) v(a) ) = o
e AW (y) v()
+ (X, WEOW ) 00(2) + Y, BUGW () ko ()
+ ) AW (y) dpv(x)

avec les opérateurs de cellule

Ww = 3 8(Anw)BW)) @
WW = Ap@)@W) et WIW =3 8 (An@mW) ®)
m?kw = Ajr(y) W. (4)

Ainsi le membre de gauche (*) s'écrit, avec A = A9 4 1.9

L (W(2)v(2)) = e 2 AW (y) v(z) + 71 3 MW (y) d0(x) + 3 AW (y) D0 (x)
J Jjk

2

= D e S AT(W (y) 9%v(2) (5)
m=0 || =m

ol o = (@, ... , tn) estun multi-indice dans N™ , avec sa longueur |a| =3 . oy

Combinant I'Ansatz (1) avec le développement (5) de I'opérateur L, on cherche si on peut trouver des suites
W*(y) et v’(x) pour résoudre

Yo Y e NS A (9)Wh(y) 0°0 (x) = — ().
m=0£=0

lal =m

On identifie les puissances de €.

ﬂ A°WO (y) v°(z) = 0.

Pour avoir une chance de trouver un v°® 7 0, on doit résoudre 2A°W°(y) = 0.
Lopérateur coercif 2A° sur les fonctions périodiques a comme noyau les constantes. D'ol

— AW (y) vt (x) + Zj AW (y) 9;v°(x) = 0.

Equation suivante

On ressent alors la nécessité d’un Ansatz plus général que W'v', asavoir Y-, Wlv} pour obtenir ne serait-
ce gu'une solution particuliére. La solution générale s’obtient par superposition avec les solutions de la premiére
équation. Par identification v} = 9;v°.



Nouvelle forme de I'équation
-1 > (W] () + WO w) ) 9,0°(2) = 0,

qui, avec le fait que ;WO = Qljl.’gWO = > ékAjk(y) , redonne I'équation bien connue des profils
oscillants & résoudre dans Hi(Y) pour j =1,...,n:

Zik d; (Aik (y)(éijl)) = - Zk B Ajk(y)

Equation suivante
0 AW?2 02 (x) + ij AW, ;v (z) + ij A2 WO 9;50° (z) = —f () .

: 1 _ 0 A , o ) i 2,2 A
Comme, en fait, v, = Jiv", on déduit la nécessité de I'’Ansatz enrichi ij ijvjk, en méme temps
que l'identification ”32'19 = Bjkuo. Pour faire le lien entre micro-échelle y et macro-échelle x, on écrit les
équations, pour 3,k =1,... ,n:

Zil 51 (Ail(y)(észk)> + Zz (éiAij (y) + Ay (y)@) Wk} + Aj(y) = Mg

avec M, constantes.

Jusqu’a présent, on n'a pas prété attention au fait qu'une équation du type A°W = G a résoudre dans
H(Y) exige la condition de compatibilit¢ [, G(y) dy = 0.

Le second membre >, §kAjk(y) de I'équation du niveau = —1 | satisfait:

/ 5kAjk(y)dy = / Ajk(y)ékldy =0 (car les Ajk sont périodiques).
Y Y

Pour le niveau = 0 | on doit trouver les const. M, et les fonctions périodiques Wfk
AWE, = M — Agu(y) =, (a,-Aij (y) + Ay (y)ai)w,j

Comme [ 5,(A1]Wkl)(y) dy = 0, la condition de résolubilité de I'équation en W7 est
Y

M = /Y Aji(y) + X, Ay (9) ;Wi (y) dy

D’ou I'équation du niveau O:

ij M;d,v°(x) = —f ()

Ainsi, on a trouvé les relations, pour tout || = 2, i.e. pour tout @ = (g, 2)

AWZ + AL, W, +A2W° = M,
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et, avec l'opérateur N7 := 2| =2 Mo 0%, Péquation

MO0 (z) + f(x) =0

On continue I'Ansatz avec le terme d’'ordre 3:
v0(z) 4 € Z Wl(y) 0%v°(z) + €2 Z W2(y) 0%v°(z) + € Z W3(y) 0%v°(z)
lal =1 || =2 || =3
et on obtient le systéme:

STAWE 0+ > WW2 0,000+ Y AZW 9;,0%0° =0

|a|=3 i lol=2 ik |a|=1

W;3> 9%’ =0

Q203 o2

> s (20W2 + 2, W2, + 22
Ou encore,

AWE AL, W2 +2A2 W, =0, Va, |a|=3.

a3 102 [ %:3

; 1 2 2 1 , : A N
Mais malwa,_,as + 2% o Wa3 n'a aucune raison d’étre de moyenne nulle... On sauve la situation en

enrichissant & I'’Ansatz par les termes engendrés par une fonction ev?!
ev'(z) +e2 Y. Wi(y)9%v'(z) +&% Y Wi(y) 9%v' ()
lal =1 la| =2
et au lieu de

0 3 1 2 2
D s (ROWE L W2

1oz

Wis) 9%’ =0

on obtient

Z|a|:3 <2[0W2 + Qlilwzzas + Qli1a2W¢;1¢3> %0

(oK%

+2 s (20w 2l Wl 22 WO) o =0.

Maintenant I'histoire se répéte: il existe des constantes M, , |a| = 3, t.q. les équations

AWSE + AL W2+ A2

203 [s 5 %)

W, =M,
aient des solutions W3 dans H(Y).

Posant 1" = 2= Mo 0% ilnous reste alors I'équation

Mo + MO =0

Maintenant on peut attaquer la récurrence: LAnsatz de résolution est

o0 [o <]

dem> et Y Why) ot vm(z), y=2

m=0  £=0 |a|=¢



ou les profils périodiques Wﬁ sont solutions des équations, pour tout o, |a| = £,

AW+ 2, Woo L, + 20 Was o, = Ma

[eaNes )

¥4

et, posant ¢ = Z|a\:e M, 0%, les fonctions en variables lentes v“ sont solution de

MOt + Mot~ 4.+ MM’ =0

On peut montrer (avec quelque peine!) que 'opérateur & coefficients constants 9910 est elliptique.
Jusqu’a présent on n’a pas tenu compte des conditions aux limites sur 9€2.

Sans ajuster les conditions aux limites, aucune estimation n’est possible. Le développement n’'est pas validé.
C’est le moment ou I'on peut découvrir que I’Ansatz de résolution n’est pas suffisant....

Dans le cadre de ce Ch.1, on a fait tout ce qu'il faut pour éviter les difficultés: La grille fine €Y est calée sur le
domaine 2. Donc pour tout m entier positif,

WeHMY) et veW Q) = W(2)v(z) € H(RQ).
Les conditions aux limites sur la solution u* du probleme (33¢) sont [u®] = 0 et [ Y., v Aji(2)pu| =
0 avec [ ] le saut & travers les cOtés opposés de 2 et v; les composantes de la normale. Comme les
coefficients Ajj, sont suffisamment réguliers, les conditions aux limites reviennent simplement &
[u] =0 et [Opu®] =0 ie. [u]=0 et [Q;u’]=0,Vj=1,...,n.

On applique les conditions aux limites a I’Ansatz

oo™ty WE(E) 0% 0™ (2).

m,0 >0 || =2

Comme les profils W(ﬁ sont périodiques sur Y, les fonctions Wﬁ(f) sont périodiques sur 2. Donc I'Ansatz
est périodique si

vm e N, Va € N7, [aavm] =0

Maintenant on peut fournir la solution compléte du probléme et valider I'’Ansatz.

On détermine les profils périodiques Wi sur Y par la condition

/ Wi(y)dy =0, V£>1, Va € N, |af = £
JY

On détermine les v™, m € N, par les conditions périodiques [v™] = 0, [8,v™] = 0, et

/Q v™(z) dz = 0.

Comme f est C°° -périodique, les v™ sont aussi C°° -périodiques.



Lemme 1. Pour tout v € C;"(ﬁ) ettout W € Li(Y) onapour € = % m €N

LW e de= [ Wedy [ o do+0m), m— o,

ce qui signifie que pour tout N € N lasuite m — m™N| [, W(ma)v(z)dz — [, W [, v| estbornée.

Preuve : Sans restriction on suppose que € = (0,1)™. Soit v; et wg, j, k € Z™ les coefficients de
Fourierde v et W sur Q2 et Y:ona

’U(:E) — Z ,Uje2i7r:c-j et W(y) — Z wkeZiﬂ'y-k
jezn kezr

Ona
/ W(mz)v(x) de = Z W Vkm = WoVo + Z WrVkm, -
Q

kezn k| >1

Ceci nous donne le résultat car wove est égal a [, W [, v et, comme v est C* périodique, v; estun
0@G™). b

Ainsi, pour tout K > 0, le développement tronqué

K
Ul (z,¢) := Zskuk avec uk = Z Z WE(2)9%v™ ()

k=0 m4L=k |a|=¢

satisfait | Ve telque e~ 1 € N|

[U[K]('7E)] =0, [anU[K](°,E)] =0, et / UKl (z,€) de = O(€K+1).
Q

Pour faire les estimations d'erreur, on calcule d’abord I'effet de I'opérateur L€ = div A(f) V sur uf —UIE],
Tenant compte des relations ad hoc on obtient

K
Lf(us — UK = K13 N N al)ywE—m(y) 9o P (x)

m=0 |a|=K—m |3|=1

K
+ KNS ST w@WETT () 9™ ()

m=0 |a|=K—m—1 |3]|=2

K
+ 53 Y Y WEOWET ()P (@) |y =

m=0 |o|=K —m— |8|=2 €
Donc ||LE(u — U[K])||L2(Q) = O(eK~1). comme u® — UK est périodique sur £ et a moyenne

O(eE+1), on obtient 'estimation grossiére

lus — UK = O(eX1). (6)

H'(Q)




Lemme 2. Pour v € W12 (Q) et W € H'(£2) ona,quand € — 0

W (2)o(@)]l 2y = OM) et [[W(Z)v(@)l 4 ) = OLe)-

Comme ||u® — U[K]||H1(Q) < JJus — UE+)| + ||[eEFTuE+L| on déduit de (6) et du

Lemme que (et similairement pour la norme L?)

H () H(Q)'

Théoreme 3. On a les estimations suivantes entre la solution u* du probléeme (J3¢) et le développement
tronqué UK arordre K, pour € = % (m entier)

et |lus — UE]| <CekE

_ K] K+1
lus — UF| <Ce H(Q) =

L2(0) =

ou la constante C' est indépendante de e. Ces estimations sont géreriguement optimales.

e Comme corollaire on obtient pour K = 0:

[lus — 2O =0()| et flus—2°|

= 0(1)|

L2(2) H'(2)

Le deuxieéme résultat doit étre mis en relation avec le fait que I'on peut démontrer par ailleurs la convergence
faiblede u® vers v° dans H'(2).

e Avec K = 1,0na ||lus—UM|| < Ce. Maissansinclure le terme ev! , comme ||ev?||

C £ on obtient

H(Q) H1(Q) S

lus = {0° + & 5y WH(2) 80} 1 ) < Ce

Par contre, si on veut une estimation en €2 pour la norme L?(£2) on doit garder la contribution de ev!.
e On obtient une approximation de Vu® en dérivant v° +¢ > | W} (Z) 8;v°. On peut jeter les termes

eXr 3 WHZ) 95,1 quisestiment aussien O(e) . Posant

P°=1d+ <5’“Wj1>j )

on obtient la matrice des “correcteurs” et I'estimation

[Vus — P(Z) VO = 0O(e)

L2(2)

Terminons ce chapitre par quelques remarques sur la régularité.

Pour avoir un sens, le développement asymptotique complet requiert que les v™ soient C°°(ﬁ) , donc, en
l'occurrence, un second membre C°° périodique.

Par contre, la régularité Hl(Y) des profils Wé est assurée par des hypothéses faibles sur les coefficients
Ajr(y). Il suffit quils soient L>°(Y") (avec I'hypothése de coercivité). Dans ce cas, on doit utiliser la

formulation faible pour les problémes impliquant 2[0(5) .



Chapitre 2. Analyse Asymptotiquea deux niveaux pour Dirichlet.

Echelle macro: Domaine @ C R™, variable € = (€1,... ,&pn) .
Echelle micro: Cellule Y cube unité Y = (0,1)™, variable y = (Y1,+-+ »Yn)-

On suppose que 2 est un domaine a bord 9€2 régulier. On considére les conditions de Dirichlet sur 9€2.
L'espace variationnel est HJ (£2).

Soit y — A(y) une application C;’:(?) a valeurs dans les matrices symétriques définies positives (i.e.
périodiques sur Y').

Soit € € (0, 1) quelconque.

Probleme (BL;,.)

Trouver u® € Hy (),
Vv € Hj (), /ﬂ A(S)Vue(m) - Vo(z) de = /ﬂ f(x)v(x) de

Pourtout f € H~1(2), le probléme (PE,;.) a une solution unique. On suppose que f € C*(9).
Tirant les enseignements du Ch.1, on peut construire un Ansatz en
oo oo
DD Y Wiy ot (@), y =12
m=0£=0 |a|=2
pour la résolution de I'équation intérieure Lfu® = f dans €, ou L¢ = div A(%)V.

Leterme d'ordre O de latrace Dirichlet de 'Ansatz est v° |‘99 . Donc on compléte 'équation intérieure 000 =
— f que doit satisfaire v0 par la condition de Dirichlet nulle:

Probléeme (Qpir)

Trouver v° € H} (),
Vv € Hj (), ‘/Q Jzk M3 9, v° (z) 9jv(x) de = ‘/Q f(x)v(x) dx

avec

M, = /Y Aj() + 5, Aje(y) D W (y) dy

Leterme en &' de la trace Dirichlet de 'Ansatz est v (x) + > W} (%) 9;0° () | 5, -

Bien sdr, la dérivée normale de v° n'aaucune raison d’étre nulle, donc la partie Zj le (%) 9;v%(x) posseéde
génériquement une trace non nulle.

Comme, en attendant mieux, on ne voit pas comment choisir la trace de 1)1(.7:) pour compenser la trace du
terme précédent, on décide pour le moment de considérer comme approximation de u® I’Ansatz a deux niveaux
basé sur v la solution du probléme (Qpir)

U(z,¢e) :=v"(x) + Ezj le(f) 9;v°(x)




Pour estimer u* — U (&), on va évaluer
N e TE €
||F(€)||H_1(Q) ou F(e) := L*(U(e) — u®)
et ”(I)(E)“Hlﬂ(an) oo ®(e) := (U(e) — u) |5q, -

On a, avec une constante C' > 0 indépendante de ¢:
4 = U111 0y < € (IFE 51 gy + 12O 11/ 503 )- 7)

On rappelle que, cf (5)
LE(W(2)v(x)) =e2AWo+e 'Y AW o0+ Y A3 W 9,00
J jk

B
Donc (on rappelle que W02 = 1)
LE(U(e)) = LW +e)> W, 9,0°) =

£
et W 9,;0° + > AL W 9;0,0° +
J ik

E_l Z QlOW} 831}0 + Z Ql;Wel 848]-1;0 + g Z Q[?kwel agajak’uo
4 L3 Lik

Or Qljl.WO + QlOWJ?L =0 et Ql?kWo + QlJkal = My — Q[OWJ?k. Donc
L® (WO ’UO + e Z Wel 8[1}0) = Z Mjkajakvo —
4 jk

Z Q[OWJ?k 8j8k'00 + e Z QlikWel 858j8kv0
jk Lik

Comme .. M 0;0,v° = —f, onatrouvé pour F(e) = L¢(U(e) — u®):
F(e) = — Z Q[OWfk 8j8kv0 + e Z Ql?kWEI 8e8j8kv°.
ik L5k
On estime chaque morceau de F'(g):
() Concernant le premier:

Il e 23 Wy 8:9;010° < e AGWy 008,010

() L2(2)

< Cell25 W,

0 —
L°°(Y) ||U ||H3(Q) - 0(6)-

(i7) Lestermes A°W? 9;0,v” sont des sommes de termes en W . Soit ¢ € HL(R).
‘/ 51W(§) v(x) p(x) da:‘ = s)/ 85W(§) v(x) p(x) d:r,‘
Q Q

= s)/QW(%) ¢ (v(z) p(x)) dw)

< Ce||w] ol
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Avec (i) et (ii) onaobtenu

IFE -1 < C- ®

Latrace ®(e) de U(g) — u® esten fait égale &
b)) =¢ Z W, (2) 00v°(2) | 5, -
¢
On doit estimer || &€ W, (Z) 9,0° (x) “H1/2(39) .

On va construire un relevement de € W' 9,v° | dans une couche K¢ autour du bord. Soit x € C§°(R)
une fonction de troncature telle que x(t) =1 si [t| < 1, x(¢) =0 si |[t| > 2. Soit r la distance a 9€2.
Le relévement considéré est

e x(2) W2 (2) 01° (a).

Il est & support dans la couche K¢ = {x € ©; r < 2e}. Nos estimations reposent sur le

Lemme 4. Pour tout v € H(£2) ona ||v|| < CeV?|v||

L2(Ke) = avec C' indépendant de €.

H' ()

Preuve : Pour 0 < p < 2¢, soit I, la surface 7 = p. On a la majoration

3C, Vp<po, [ Iofdo < Clol;

H(Q)
I
D'ou, en intégranten p de 0 a 2e
2 2e 2
1012y SC [ [ 1ol? dodp < Celloll - 0
o Jr,
(2) Ona:
r 1/x O/,. 0 0
lex(2) W (2) 00 @)l a gy < € (19°0 g ey + 19 ey )
(i) Or grace au Lemme, ||v0||H1(KE) < Cel/2||v0||H2(n)
On a donc obtenu
12| 1/2(pqy < C ™2 ©)

Les inégalités (7)—(9) donnent

Théoréme 5. On a I'estimation en énergie ||u® — U () || O(el/?).

H () <

ramali Jacti ; ; 2 2 9.9 3
e On n'améliore pas 'estimation en ajoutant le terme & ij ijajkv aUf(e).
e On ala méme estimation pour le probléme de Neumann.

e On verra que cette estimation est optimale (on butte sur la premiére couche limite de bord).
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Chapitre 3. Problemesa trous.

Apres avoir introduit le cadre commun a tous les problemes a trous que nous étudierons, nous considérerons dans
ce chapitre deux sortes de conditions aux limites sur le bord des trous correspondant a la limite des inclusions
molles et dures.

3.1 Genreéralites

Soit un ensemble fini I de “trous” (Ti) : chaque T; est un sous-ensemble connexe de la cellule unité Y .

iel”
Soit w I'ensemble périodique de période 1:

w={x€eR"; z=y+2z aec ye Y\ (U m) et z € Z"}
et on suppose, pour fixer les idées que 97; ne rencontre pas Y , mais surtout que

Y Nw estconnexe.

Pour € > 0 le domaine dépendde €: Q2°f = Q New | avec les 2 parties de son bord

~¢ :Qﬂs(aw) et I'° = 90N O°.

Exemple du disque unité avec € = 7. Exemple du disque unité avec € = &

=

Décrivons maintenant les différentes conditions aux limites que I'on va étudier.

On considére toujours les conditions de Dirichlet sur le bord “extérieur” (i.e. I'®).

Sur les bords de cellule ~¢, on pourra prendre les conditions de

(¢) Neumann (Classe 1)
(id) Dirichlet { (ita) constantes sur chaque trou  (Classe 1)
12) Dirichle

(¢ib) nulles (Classe Exp.)

Espaces variationnels 23° correspondants:

(i) Neumann ¢ = Hj(Q5,T¢) := {u € H'(Q°); wu

re =0}
(tia) B° = {u € H}(Q); wu = cstdans chaque trou}

(i¢) Dirichlet { -
(itb) B = Hy(Q2°)

12



Soit A € C3°(Y') comme d'habitude et € € (0, 1) quelconque.

Probleme (PB€) Trouver u® € B°,

Vv € U°, /ﬂe . A(2)Vu(x) - Vo(z) do = / f(x)v(x) de

Q¢ ou Q@
Pour tout f € L2(£2°), le probléme (3°) a une solution unique. On suppose f € C>=(Q).

3.2 Neumann (inclusions molles)

C’est la limite des “inclusions molles” (soft). Cela signifie que ce probléme est la limite en présence d'un autre
parametre, disons &. Le probléme avec ce paramétre est posé sur €2, avec la matrice A définie sur Y
dépendant de &: sur les 7; (qui sont les inclusions), A{g} = 6A{1} et les conditions de Neumann sur le
bord des trous apparaissent a la limite quand 6 — 0.

Lopérateur intérieur est L® = div A(E)V et 'opérateur de Neumann sur € est T€:

Ty = ZU;(%)Ajk(%)akur"ye ou, enfait, v°(z) =wv(2).
ik

On reprend 'Ansatz élémentaire W (Z) v (). On rappelle
LE(W(2)v(x)) = e AW 4t Z Ql;W d;v + Z m?kW 9;0rv
J Jjk

etona
T*(W(2) v(2))

= "BWo+ > BIWI,v
J

;-75
avec

BOW =3 vi (W) AW)W |y rp, o BW =3 v5W) AW |y,

Jjk J
On voit que B° est l'opérateur de Neumann associé & °, et B! celui de AL .

On commence I'Ansatz par W° (%) vo(az) et par identification des puissances e ~2 pour I'équation intérieure
et e~ pour la condition de Neumann on trouve le probléme aux limites cellulaire

AW =0 dans Y Nw
{ BOWO =0 sur YNOw e WP 1-périodique.
dont la solution est W% = 1 comme auparavant.
Ainsi on continue 'Ansatz comme d'habitude par le (2) 9;0°(x) eton trouve les équations
QIOWJ.l + Qljl.W0 =0 dans Y Nw
{ %OW; + %Jl.WO =0 sur YNow et le 1-périodique.

Avec l'espace H;(Y N w) des fonctions H! sur Y Nw et 1-périodiques, et les application bilinéaires

aO(VV, V) = Z Aek(y)é\kw 5gv et Cl;(vV, V) = Z Aej(’y)W 5@‘/
Lk £
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la formulation variationnelle est:

Probleme (O,)

Trouver le € H (Y Nw),

VYV € H (Y Nw), / a®(W}, V) dy = —/ a;(W°, V) dy
YNw Y

Nw

qui est résoluble, car son second membre est orthogonal aux constantes.

La résolution du probléme pour trouver les prochains profils szk

QIOWfk + Ql;W,i + Qljz-,QW0 = M dans Y Nw
BOWZE +BIW, =0 sur ' YNow et W3 1-périodique.

est un probleme de Neumann dans H; (Y Nw) etrequiert encore la condition de compatibilité d’orthogonalité
aux constantes, d’ou la détermination des coefficients M, tels que

/ M, dy = / Aj(y) + 5, Asj () B Wi (y) dy
YNw YNw

D’ou

M, = (mes(¥Y N w))_1 /Yh Aj(y) + >, Asj (y)gz’Wkl (y) dy

0

et v" est solution du probleme de Dirichlet sur €2:

0 1 0
v e HO (Q), ng Mjkajk’v e —f
D'ou le démarrage pour I'Ansatz de résolution intérieur du probleme (3)

o T ¢ Z le(y) ’Yﬁw 8J'Uo(w) ’ﬂs +e? Z Wfk(y) !Yr‘]w 9k’ ()
J ik

T

0°v°(x) 00 Y=72

On en tire les mémes estimations pour I'asymptotique a deux niveaux que dans le cas sans trous, cf Th. 5.

3.3 Dirichlet constant (inclusions dures)

C’est la limite (stiff), c’est-a-dire quand § — oo, cf début du § précédent.

Soit 77, ¢ € I° l'ensemble des trous contenus dans 2 et
on note ¢ la réunion de I'® avec le bord des trous in-
complétement contenus dans 2.

Pour v € H(Q),ona v € U° iff

£

v =0 et v| . =c], c; constantes.

o=Q T

Probleme (=): Trouver u° € W,

Vv € U°, /Q A(Z)Vus(x) - Vo(z) de = /Q f(x) v(x) dz.

14



Equations du probleme (P¢): Vi € I¢, Icf € R, u®

e =c; et
L°u® = —f dans Q°, et T*u® do = / f(x) dz, Vie I°.

€
a7} i

L'équation intérieure est trouvée de fagon classique avec des fonctions test dans C3°(£2°) et la deuxiéme avec
une fonction test quivaut 1 dansletrou 7 et 0 danslesautres. Ainsi, le probléme (J3°) admet des conditions
de Dirichlet relaxée sur le bord des trous, et, en compensation, une condition de Neumann en moyenne sur le
bord de chaque trou.

On commence l'analyse par un résultat de résolution pour un probléme de cellule.

Lemme 6. Soit G; € H3/%(dr;) et d; € H'Y?(87;), i € I (ensemble des trous dans Y') et
F € L?(Y Nw). Le probléme de cellule est:

AW = F dans Y Nw
(D) BOW doy, = / d; doy Viel
JOT; JOT;
de; ER, W }ar- = G;+ ¢, Viel et W 1-périodique.

Il existe une solution W & Hi(Y N w) (unique & une constante additive prés) ssi

F(y) dy = / d; do, .
~/Y|"1w () Z" aT; Y

Preuve : Soit G € H2£Y N w), un relévement 1-périodique des traces G;, © € I. On pose A°G = F
et [,. BOG = [,_ d;. Lintégration par parties contre 1 donne

| Fway=[ weway=| 8°Gde,=3 [ ddo,.
YNw YNw Y Now iel ot

On peut donc se ramener & G; = 0, ¢ € I. Onrésout le probleme () avec G; = 0 par formulation

variationnelle sur
V,(Y)={VeH,(Y); VV| =0,icl}.

Trouver W € V,.(Y)

YW € V,(Y), /aO(W,V)dy: Fde—Z/ d; V doy.
JY JYNw iel'a"'i

Laforme (W, V) — [, a®(W, V) dy estcoercivesur V (Y') /R. Larésolubilité estassurée par I'orthogonalité
du second membre aux constantes, i.e.

de—Z/ d; doy, = 0,
87‘1',

YNw icl
- qui est I'hypothese. O

On part de I'’Ansatz a 3 niveaux habituel, avec y = f :

WO (y)v°(x) + € Zj W} (y) 9;0° (z) + €2 ij W2 (y) 8;0° () + . ..
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On étudie successivement I'effet sur '’Ansatz des équations

(@ Lfu®=—f,

(b) wu® =c sur O7f

©  Jore T?ufdo = [ . f(z) da

e Léquation Lfu® = — f se traduit aux ordres 0, 1 et 2 par

(@0) |2A°W°% =0

@) |[A°W! AW =0

@2) |AWI + WL+ AW = My, € R| et >, Mjpdv® = —f

e Léquation u® = cf sur 97} se traduita l'ordre O par

(00) | WO =cf surdr; | our=etrf.

Comme on ne peut imposer a v°

r=(+ey, (€™, yeY:

d’étre constant sur 87'{:, on regarde son développement de Taylor en

’UO(C +ey) = UO(C) + e Zj yjajvo(w) — g2 ij % yjykajkvo(a;) +...
Dou, pour y € 973 et © = ( + ey € 075 :
W0 (x) + ¢ Zj W} (y) 9;0°(x) ~ cfv°(¢) +e Zj(le(y) + y; W) 8;0°(x)

On déduit
(1) | Wi (y) + y;W° = ¢} ; sur 7

i’

Développant
ijo(C + ey) = ijo(C) + € Zk ykajkvo(dl) + cee
on trouve de méme

(b2) Wfk(y) +y; Wil + %yjykWO = cf’jk sur 97;

e Léquation [, . T*u®do = [_. f(x)dx se traduitalordre O par

(c0) fan BOWO0do =0

Lemme 7. Les seules solutions du systéme (a0), (b0), (cO) sont les constantes sur Y Nw . Dot W° = 1.

On rappelle que, avec B° I'opérateur de Neumann associé & A°, et B! celui de A :

T (W(2) v(2))

=eTIB Wt BIW o0,

~e
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Remplagant u® par I'’Ansatz a 3 niveaux, I'équation devient, par scaling de 7; sur 7;
/ {e—2 BOWO (¢ +ey)+et Z (BW} (y) + B;W°) 9;0°(C + ey)
oT; J
+ ij (VW2 (y) + BIW, (y)) 9;,0°(C + ey)} doy ~ / f(¢+ey) dy.

Comme WO =1, BO°W?O? = 0 etle terme en €2 disparait. L'annulation du terme en e~ donne :

€V | fp, (%Owjl + %}WO) do, =0

Avec le développement de Taylor 9;v° (¢ + ey) =~ 9;v°(¢) + € Zk Yr0jxv° () :

(c2) fan (%OWfk + %;Wkl =+ Y (%OW; + %;Wo)) dO'y = My, jk

e Pour tout j le systéme (al), (b1), (c1) d’inconnue le s'écrit:

QlOW;l = — 2[31 wo, dans Y Nw
BW! = — | BwOde, Vierl
3 3
67’1 a‘l’i
3cl; €R, W! |¢9n = —y;j+ci,, VieI et W] 1-périodique.

Il est résoluble car il satisfait la condition de compatibilité, cf Lemme 6

/ AW dy = / B:W° doy,.
YNw YN ow

e Pourtout 7, k le systéme (a2), (b2), (c2) d'inconnue Wfk s'écrit:

AW2E = M, — AW, — A2, WO,
i V%OWfk = mijk —/8 '%}W,j + Y (BW; + BIW?) do
Elc?,jk € R, szk |8n = —yWi+ %yjykWO + cf,jk,

complété par les équations sur v°
ij Mjkajk’uo(il:) = —f(m) et
Viel 3 miudue’(C+ey) = [ F(C+ew) dy.

La deuxiéme relation s’écrivant

3 i Ox0(Q) = [ (O dy+0)

onobtientque Vi € I, | m; jr = — mes1; M; |

17



La condition de compatibilité su systeme (a2), (b2), (c2) s’écrit:
/ (M — 23wt — 22, W) ay =
YNw

— Ziel {mes i M + A BIWL + yp (BW} + BIWO) da}
Ti
Les relations mes (Y Nw) +>,mest; =mesY = let [, AW, =1,/ [, BIW, donnent
= . _ oyl 17170
My, _/YMAJk dy Zief/anyk(% W +8IW°) do

Le dernier terme est [y, 5[+ - -] donc égal a

/ —yr (AW + W) +a® (Wi, yp) + aj (WO, ye) dy
YNw N——

D’ou, finalement

My, = /Y Ajk(y) + Zz Ae(y)8:W} (y) dy
Nw
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Chapitre 4. Problemesa trous Dirichlet.

Soit un ensemble fini I de “trous” (Ti)ieI : chaque T; est un sous-ensemble connexe de la cellule unité Y .
Soit w I'ensemble périodique de période 1:

w={xeR"; z=y+2z aec yeY\ (Uyc; ™) et z€Z"}

et on suppose que Y M w est connexe. Pour € > 0 le domaine dépend de €: 92°F = Q N ew avec les 2
parties de son bord
¥ =Q ﬂe((‘?w) et I'° =90 NQ°.

Soit A € C3°(Y') comme d'habitude et € € (0, 1) quelconque.

Probléeme (3°):

Trouver u® € Hy(2°),

Vv € Hy (Q°), /ﬂe A(2)Vus(x) - Vo(z) de = /ﬂe f(x) v(x) dx

Pour tout f € L2(02¢), le probléme (3¢) a une solution unique. On suppose f € C>=(Q).

4.1 Ansatz interieur

z .

On part de I'Ansatz habituel, avec y = - :

WO (y) v (x) + ¢ Zj le (y) 9;0°(x) + €2 ij szk(y) kv’ (z) + ...

Léquation Lfu® = — f se traduit par

(@0) |2A°W° =0

(al) QlOle + thl.WO =0

Léquation u® = 0 sur O7§ se traduit par

(b0) | W9 =0 sur dt;

(b1) | W' =0 sur 91;

La seule solution du systéme (a0) — (b0)est WO = 0| sur Y Nw.

C'est la 1e fois qu’on voit apparaitre W9 = 0 au lieu de Wy = 1. “Classe exceptionnelle”.

La seule solution du systéeme (al) — (b1) est le =0surY Nw.

On modifie I'’Ansatz habituel en:
e2W?(y) v°(x) 4 €3 Zj Wf(y) 9;v%(x) + €* ij W;lk(y) 9ipv’(z) + ...

Léquation Lfu® = — f se traduit par
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(@) |A°W2=—-1| et |0v°=Ff

@3) | AW} +A;W? =0

Léquation u® = 0 sur &7; se traduit par

(b2) | W2 =0 sur 97;

(b3) | W3 =0 sur 97;

it 0 ae 8 (0 ; 1 . —
La forme int-diff a® associée a 2A° est coercive sur {V € H (Y Nw) ; V |8w =0}
— Les systémes (a2) — (b2) et (a3) — (b3) ont une unique solution sur Y N w, etc........

On a obtenu I'’Ansatz intérieur.
SW2(y) f(x) +e* Y Wiy) 0;f (@) +e* D Wi(y) dinf () + ...
quirésout Lfu® = — f dans Q¢ et u® = 0 sur v¢.

Il reste la condition de Dirichlet sur le bord extérieur I'* = Q2 U Q° .

Théoréme 8.Si f € C3°(R2), pour tout o, > f |89 = 0, 'Ansatz
oo
DN Wit (y) oo () |, (10)
£=0 lee|=¢ vy=-=

satisfait les conditions de Dirichlet sur I'S . De plus on a les mémes estimations pour u¢ — UX! (sommes
partielles de I'’Ansatz) que dans le cas “tout périodique”, voir Théoréme 3.

4.2 Préparation aux couches limites

Dans le cas ou f ne s'annule pas a I'ordre infini sur 9€2, on va construire un

Ansatz complémentaire “couche limite”

pour corriger au bord I'’Ansatz (10). En effet I'’Ansatz utilisé jusqu’a présent n’est visiblement pas suffisant. On
espére que les termes de secours que I'on va maintenant construire et examiner vont décroitre exponentielle-
ment rapidement lorsqu’on s’éloigne du bord 3€2, c'est-a-dire en e M7/€ ou r estla distance a 9N et o
serait un nombre > 0. Pourquoi s'attendrait-on a ¢a ? Par expérience avec d’autres problemes... Lanalyse
mathématique de ces nouveaux objets repose sur deux lemmes, dont le premier est le fameux “lemme inf-sup”,
da a BABUSKA (@) (1971), et le deuxieme utilise le lemme inf-sup et la coercivité “cellulaire” de notre opérateur
avec conditions de Dirichlet sur les trous.

(@) voir par exemple le Th. 1.15 dans

[s] C. ScHwAB. p- and hp -finite element methods. Theory and applications in solid and fluid mechanics
The Clarendon Press Oxford University Press, New York 1998.
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Lemme 9. Soit 4l et 2 deux espaces de Hilbert et 23’ le dual de 27, c’est-a-dire avec la norme

F(V)
sup
vew [V,

Soit a une forme bilinéaire 1 X B — R et A l'opérateur associé I — B’ quia U associe V —
a(U, V). On suppose les trois conditions suivantes:

(7) llexiste Co > 0 tel que
YU €M, WV €D, [aU,V)] < CollUIl, VI,
(i2) Nl existe o tel que
VU € i, 3V B, aU,V) 2 llUll IV,

(¢4i) Ona
YW e, V#0, U e, aU,V)>0.

Alors 2l est continu inversible et

— —1
120,y <Co et AT, <7 -

Le deuxiéme lemme requiert l'introduction d’espaces a poids. Soit ® un ouvert (borné ou non) dans R™ . Soit
1 unréel et p une fonction C' sur R™. On introduit

HY (@) = {U €D'(O®); €U € L3(O), etPVU € L2(@)n}.

On note H&’{“}(G) le sous espace de H{#}(®) des fonctions & trace nulles sur 9O .

Remarque 10.
Lespace H{#}(@®) estéquivalemment I'espace dd$ tels quee*PU est dansH'(©). [

Lemme 11. Soit p une fonction C1 sur R™ telle que
dM >0, VyeR?, k=1,...,n, |Okp(y)| <M. (12)

Soit © C R™ un ouvert. Soit g € R. Soit & = Ha' "1 (@ Nw) et B = HYT*H(© Nw) avecles
normes

ol = lle*? VU] et |[V], =lle”#*VV]|

L2(0Nw) L2(0nw)

Soit a la forme
a(U, V) = / S, Aw)BU 8V dy.
ONw

Alors il existe po > 0 tel que VY, || < po, la forme a satisfait les hypothéses du Lemme 9 (avec
certaines constantes Cy et 7). De plus, les constantes pg, Co et v ne dépendent que de w, A, et
M (et, donc, pas de ©).
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Preuve : La continuité (condition (¢) du Lemme 9) est évidente.
Montrons (2¢) (ce qui montrera aussi (2i2) au passage).

Soit U € et V = e?#PU . Soit W = e*PU = e PV . Noterque W € H'(O© Nw), cf Rem. 10.
Ona

a(U,V) = A(y)VUVVV dy = A(y)V(e *PW) V(e*?W) dy.

ONw ONw
Mais V(e ™ #PW) = e PV W + [e #P,V]W et V(e*PW) = e#PVW + [et?, VW .
Or [et#P, 8, ]W = +ue®+?(8p)W . Donc
a(U, V) > A(y) VW VW dy — b(W, W) (12)
ONw

ou b satisfait, avec C7 := nM max A

2

Soit ﬁv/ le prolongement de W par O sur w. On a (avec Y, le translaté par z de la cellule Y')
A(Y) VW VW dy = / A(y) VW VW dy
ONw w
= > n/ A(y)VW VW dy
z€L Y.Nw
= 2
> Y MWl v (14)

Dans (18), on a utilisé la coercivitt de a sur chaque cellule Y, N w (la constante ~ est évidemment
indépendante de z). Grace au facteur g dans (13), (12)-(18) donnent le résultat. 0

4.2 Couches limites dans le cas semigodique

Comme exemple de cas ou un terme de couche limite structuré apparalit, on va considérer une situation a peine
plus réaliste que le “tout-périodique”, c’est le “semi-périodique”.

Pour 2 = (0,1)" ! X (a,b) D (T1,... yTpn—1,%n) = (z’,x,) onconsidére 2 = QN ew.

On note H'(£2¢,~°) le sous-espace de H1(2¢) des fonctions & trace nulle sur le bord v¢ = £ N edw
des trous.

Soit H;’___ 4,0(£2%,7%) le sous-espace de H'(9Q¢,~°) des fonctions u périodiques en =’ et telles que
u(z’,a) = u(z’,b) =0, Vz' € (0,1)" L.

Pour € = ﬁ ,etavec f € C3° () (i.e. périodique en =’ et C™ en x,,) on considére le

yeee s FHy @

Probleme (J3¢)

Trouver u® € H;,... 4,0(82%),

Vo€ HL (99, /Q A(S)Vus(:c) . Vo(z) do = /ﬂ f(z) v(z) dz
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LAnsatz “intérieur” (10) 350 €214 0, = W2T4(y) 9 f(x) satisfait les conditions de périodicité en

' = (x1,... ,xpn_1) car f les satisfait et car € = %

On compensera les traces en T, = a, resp. T, = b de W2T¢(y) 9 f(x) par des termes en

' T, —a _ b—=x,
BElel(y', XT) 9% f(z), avec y':;, XI:T resp. X, = .

Soit
] = {(y',X,jf) €(0,1)" 1 xRT; y® ¢ w}

et £ = X+ NAw. Pour u € R, soit H{#}(Z+) respace a poids avec la norme

U = ||e* X VU |

Hl,{u}(zj:) ¢ L2(Ei)

et on note son sous-espace de fonctions périodiques en ¥y’ = (y1,... s Yn—1) etatrace 0 sur 'yi par

HYE (5%, 4%).

Hyen s

Proposition 12. Il existe o > 0 tel que Ve = # , il existe une unique solution
BEle] e HYW (3%,4%), |a|=¢ €£=0,1,...,

au probléme de Dirichlet (£%)

A°(y)BE(y',XE) = -FZF, dans 2+
(%) B (y’,0) = W3tt(y) |y _a, e taceen z,=a
B (y',0) = W2ti(y) |y _ b, e traceen T, =b
n=:

avec les second membres intérieurs définis successivement par récurrence par

Fy =0, Ff=ulBy, ..., Fo=9L Bf _ +22 B

1o g0

Preuve : On fixe a et on omet le “+". On se raméne a un probléme a trace Dirichlet nulle en relevant la trace
W2+ par x(Xn)W2HE avec x € C(R), quivaut 1 pour 0 < X, < 1 et 0 pour X,, > 2. Le

nouveau probléme est, avec F, = A°(xW2+¢)

Qlo(y)ga =F,+F, e B, ’ano = 0.

Avec M := {U € Hif,’f}#,, =,y ;U ’ano = 0}, et U son analogue pour —g, on se retrouve
dans une situation similaire au Lemme 11, avec ® Nw = X, p = X,, (et la périodicité en y’ en plus, ce
qui ne change rien aux conclusions).

D'ou l'existence de B, = xW21H¢ — B,, dans H;’f_‘f,}#, (7). O

(®) ici Y= (Y1s+++ yYn—1,Yn) € Y avecyn = xt+ a/e,resp.yn = -X1+ b/e.
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On peut maintenant écrire le développement asymptotique de la solution u* :
oo
£ £ 4 n— — ! b—wx, o
S et 30 (Wat(2) - BIIE(T, =m) - BIIE(, ) [ 07 f(2) (1)
£=0 |e|=2

La trace de Bi‘ sur x,, = b n'est pas nulle a priori, mais, correspondant a la valeur X;" = (b—a)/e,ele
se comporte en e~ #(b—a)/¢ qujestun O(e>).

Utilisant le fait que fot est intégrable sur £ , on montre que

1B (%, =2

€ )”LZ(QE) = 0(61/2) et ”Bi—(%a Fn

c >||H1(QE) = 0(6_1/2)'

On note d’'autre part que

W2 ey = O et IW2H(E)] 1 ) = O,
On en déduit:
Théoréme 13.0On a les estimations d’erreurs relatives
e _ 2yw2(x 1/24,,€
luf = W2 (2) £ ()l ey < O3 10 N g e

et de méme avec les normes L2 (€2€) . Posant

K
Ul = 3 N (W2 (2) - BE[E](%, 222) — B [](%, b2 | 0°F ()
£=0 |a|=2

ona
lu® — U] < CeFH|wf

H(QF) H(QF)

Si (et seulement si) a € Z, la bande =1 ne dépend pas de ¢, et le terme B;‘:, comme fonction sur 37+,
ne dépend pas de € non plus. On dit alors que c’est un profil. On a 'analogue pour X~ et B_ si b € Z.

Ainsi, seulement si a et b sont entiers, on a un vrai développement asymptotique a 3 échelles:
e Macro = e Micro périodique y e Micro semi-périodique et exp. décroissante (y’, X,,) .

Cependant, méme si a ou b n’est pas entier, on a des estimations uniformes (par I'application des lemmes 11
et 9) surles By le]:

/.I.X,,:lL: +
VYa, 3IC, Ve >0, ||e VB [e]||L2(E[€]) <C.

Avec ‘H{p} I'homothétie de rapport @, soit ®° := H{e 1} () N w et soit Y la partie de OO°
correspondant @ x,, = a ou b. On définit B, sur ©¢ par

Ba(y) :=BX (Y, yn — 2) + B (v, 2 — yn)
et on a l'estimation, avec Y, := Y + z la cellule translatée et R(z) la distance de z a Y=

Va, 3C, Vz€Z™, Ve>0, | VB4le]l < Ce HE(E), (16)

L2(Y.NOF)
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4.3 Couches limites dans le casgéral

On revient a la situation de départ od €2 est un domaine régulier et les conditions aux limites externes sont
Dirichlet sur I'* = 9 N ew . Soit r la distance au bord de 2.

Soit ©° := H{e 1}(Q2°) = H{e ' }(Q) Nw, ou H{e} estI'homothétie de rapport .
Soit Y = H{e 1}(9) N w le bord externe de ©¢ . La variable dans ©¢ est y .

La compensation au bord est fournie par

Proposition 14. Soit £ et a, || = £. Soit By |e] la solution du probléme de Dirichlet

A°(y)Bale] = —Fyle], dans ©°
Bale] = W2t sur Y-S

avec F, défini par récurrence par Fo = AL Bi”_ae + A2 Bffs

o Alors il existe p > 0 et C
tels que pour tout € > 0 on ait I'estimation

-7

1e#R VBalelll ey < CIWET N sz e, (47

ol R = r/e estladistance au bord de H{e~1}(Q).

Preuve : Conséquence directe des lemmes 11 et 9, aprés un argument de relévement de trace comme dans la
preuve de la proposition 12. 0

On peut maintenant écrire le développement asymptotique de la solution u* :

St Y {W2H(2) - Balel(2)} 07 () (18)
£=0

|o|=2
Pour Ry > 0, soit % _p_ lacouronne {y € ©°; R(y) < Ro}. On déduit de (17)

le#F V Bae]| Cllwz|

L2(®9) = HY(®%,) "

A cause de la périodicité de Waz-}-e dans toutes les directions, on a

2
H1(®§2<1

2

24
||ch || H'(©°

, =0 et Wi , =0(E™).

D’oul I'estimation relative

le*® VBqle]| , < CeR W

L2(®¢ H(®°9)’

qui implique, comme dans le cas semi-périodique

lu® = EW2(2) F (@)l g ey < O 215l e
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Les compensations au bord Bg[e] dépendent de maniére “non-structurée” de e. Leur caractéristique est
I'estimation exponentielle décroissante, uniformément en &, que I'on peut encore écrire

Ju>0,C >0, Ve >0, |eFVB,E]| , < CVol(T°),

JEICCE

qui est de méme nature que I'estimation du cas semi-périodique

+
du >0, C >0, Ve>0, [|erXn VB;t[E]HL2(E[€]) =

Dans le cas général on peut aussi montrer I'estimation uniforme sur les cellules

3C, Vz€Z", Ve>0, |[IVBalelll oy o < Ce HR(),

Contrairement au cas semi-périodique (16) ol c’était une conséquence de la périodicité, ici cela requiert une
démonstration particuliére. C'est basé sur le caractére pseudo-local du probléme de Dirichlet associé a 2(° sur
©®¢ : la contribution principale & B [e] sur Y, N ©F vient de la partie du bord Y€ la plus proche de z, donc
“essentiellement” de quelques cellules Yz, ot |z — Z| ~ R(z).

Expériences nuneriques

Se reporter au site web http://www.maths.univ-rennes1.fr/ ~dauge/homo2.html  pour télécharger
les .m et .mat qui fournissent les figures via Matlab.

Le coefficient oscillant est scalaire: Ajx(y) = A(y)d;x . Deux possibilités
@) Ay, y2) = (a(l — cos 2myy) + 1) (a(l — cos2mysz) + 1)
(1) A(yi,y2) = (a(l + cos2myq) + 1) (a(l + cos 2mys) + 1)

Cas sans trous (cadre du Ch.2)

—  Le domaine € est le carré unité et on est dans la situation (z) .
B1, B2 graphes de u® et u® — v° pour € = 0.15
B3, B4 graphes de u¢ et u® — v° pour e = 0.075

—  On considére un cas a priori exclus de notre étude: € est le carré moins un secteur de /6. On a
programmé ce domaine par pénalisation & 108 de la matrice de rigidité.

B5, B6, B7 graphes de u®, de v° et u® — v° pour e = 0.075.

Cas avec trous Dirichlet (cadre du Ch.4)

— Le domaine 2 est le carré unité.

Les trous sont en fait des micro-fissures, qui seront:
() soit alignées dans les zones ot A est minimal,
(i¢) soit alignées dans les zones oti A est maximal.

D1,..., D4 graphes de u® avec f = 1 pour € = 0.2, 0.1, 0.09625, 0.0925 et situation (2).
D5, D6 graphes de u® avec f = 1 pour € = 0.09625, 0.0925 et situation (4%) .

— ) estle disque unité. Calculé par pénalisation @ 108 de la matrice de rigidité.
D7 graphe de u® pour € = 0.09625 avec f = 1 situation (2),
D8 graphe de u® pour € = 0.09625 avec f = 1 situation (33),

D9 graphe de u® pour € = 0.09625 avec f = (@1 — 3) + (z2 — %)? situation (3).
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