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Capitulo 1

Cadenas de Markov con un numero
finito de estados

Este capitulo constituye una introduccion a las cadenas de Markov con un ndmero finito de
estados. Citemos algunos titulos de referencia: Aldous y Fill [3], Feller [30], Isaacson y Madsen
[53], Kemeny y Snell [59] y Seneta [92]. Siempre senalaremos situaciones en las cuales el espacio
de estados no es finito, por ejemplo R

1.1. Cadenas de Markov

1.1.1. Definiciones y notaciones basicas

Sea E = {1,2,---,r} un espacio de estados finito. Una matriz de transicion en E es una
matriz P, de dimensién r X r, con coeficientes todos > 0, y donde la suma de cada fila vale 1:

P también se llama matriz estocéstica: cada fila de P es una distribucién de probabilidad sobre
E.

Una cadena de Markov sobre E con matriz de transicién P es una sucesiéon X = (Xo, X1, Xo, - -
de variables aleatorias con indices en N y con valores en E tal que Vn > 0, se verifica:

{ P(Xn+1:in+l| Xl:ila(]SlSn):P(Xn—‘rl:in-l—l’X :ln)
P(Xnp1 =7 | Xn =1) = pij

La primera igualdad expresa la propiedad de Markov: la ley de X, 1 condicional al pasado
(Xn, Xn-1,"+,X1,Xo) depende tinicamente del estado del tltimo instante X,, = i,: la i-ésima
fila de P no es otra que la ley (X,,41 | X;, = 7). La segunda igualdad nos dice que estas transi-
ciones son independientes de n; se dice que la cadena es homogénea. Estudiaremos igualmente
en este curso cadenas de Markov no-homogéneas, en las cuales la transicién P, en el tiempo n
depende de n.

La féormula de las probabilidades totales muestra que la ley de X estd completamente carac-
terizada por Py por la ley inicial po de Xy (denotada Xy ~ pp), las leyes finito-dimensionales
estan dadas por:

P(Xo =10, X1 =11, -, Xy = in) = p0(i0) Pigi1Pirio ** * Pip_1in

1
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Reciprocamente, es facil verificar que si la ley de X es de esta forma, X verifica la propiedad de
Markov y es una cadena homogénea de matriz de transicion P.

Por convencién, denotaremos una probabilidad sobre E por un wvector fila 1 x r. Si u, es la
distribucion de X, entonces la distribucién de X,,+1 es ppt1 = pn P, producto por la izquierda
del vector fila u, por la matriz P. En efecto,

P(Xns1=7) :ZP(XTL-H =J | Xn =1)P(Xn =1)
i€l

En particular, P" es la potencia n-ésima de P y se verifica: u, = puoP"™.

1.1.2. Ley invariante y ergodicidad.

Una pregunta importante es la siguiente: ;jbajo qué condiciones existe una probabilidad 7
sobre E tal que p, — 7 (por ejemplo para la norma [; sobre R"), independientemente de la
distribucion inicial? Si este es el caso, se dice que la cadena es ergddica. Otra pregunta es a que
velocidad esta convergencia tiene lugar.

Siendo uno de los objetivos de este curso la simulacién de leyes 7, vamos a responder a esta
pregunta reformulada de la siguiente manera: sea m una probabilidad sobre E (es suficiente
conocer 7 salvo un factor multiplicativo):

Determinar una transicién P tal que: Vug, poP™ — 7. ‘

En este problema disponemos de mucha libertad para escoger P. Asi P se puede seleccionar
bajo diferentes criterios, por ejemplo la facilidad de construccién (cadena reversible), la menor
complejidad algoritmica, o atin més la velocidad de la convergencia. Desafortunadamente, en
lo que concierne a la velocidad, las respuestas tedricas que tienen un interés practico para la
seleccién efectiva de P son maés bien raras, salvo en casos muy particulares donde la velocidad
puede ser factorizada con precisién.

Si una convergencia de este tipo tiene lugar, uoP"*' — 7P, pero también se tiene que
poP" ! — 7. 7 verifica entonces necesariamente la condicién:

T=mnP

Una probabilidad 7, que verifica lo anterior, es una medida invariante para P. En efecto, si
Xy tiene distribucién 7, X,, también tiene distribucién 7 para todo n > 0. Por otra parte, si
la distribucion de la cadena es invariante por traslaciones, X es estacionaria. Veremos que si P
es irreducible, tal medida invariante existe y es dnica (caso E finito). Pero esto no es suficiente
para garantizar la ergodicidad.

1.1.3. Cadena irreducible: existencia y unicidad de la medida invariante

La transicién P es irreducible si, para todo par (i,j) € E?, existe un entero n(i,j) > 1 t.q.
P™53) (3, §) > 0. En la practica, estableceremos la irreducibilidad al proponer, para todo (i, j),
un camino C(,7) de i hacia j (i — j ), de longitud n(i, j) realizable con una probabilidad >0:

Cli,j)i =ty g iz > ip oy =]

con pi, 4., > 0 para l = 1,n(i, j) — 1. Se dice entonces que el estado i se comunica con el estado
j.
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Una condicién de irreducibilidad fuerte se cumple cuando se puede seleccionar un mismo
k = n(i,j) comtin a todos los (i, j) € E?: todos los estados se comunican a través de caminos de
la misma longitud k. Se dice entonces que la transicién es regular (o que P es primitiva), P*
tiene todos sus términos >0. Veremos que para F finito: P regular < P ergddica.

Notacion : No importa que A sea un vector o una matriz, escribiremos A > 0 (resp. A > 0)
si todos sus coeficientes son > 0 (resp. > 0).

Proposicion 1.1 Si P es irreducible y E es finito, existe una nica medida invariante 7 tal que
>0, es decir: Vi € E, m; > 0.

Demostracion (]91)):

1.Si1=*%1,1,---,1) es el vector unidad de R", P1 = 1. Existe v # 0 t.q. vP = v.

2. Llamemos |v| al vector de coordenadas |v;|. Demostremos que |[v| P = |v|. Puesto que
siempre se verifica v; = >, v;P;j, |vj| < >, |vi| P;j, supongamos que para un estado jo, esta
desigualdad es estricta. Dado que P es estocdstica, ), [vi| = 37, [vi| Pij > > |vj| lo que no es
posible. Asi para todo j, |vj| = >, |vi| Pij v |v| es autovector por la izquierda para la matriz
P asociado al autovalor 1. Dado que Zj |vj| # 0, existe una medida invariante m asociada a

P, m = Z:‘;)IZ’J}J| (para probar la existencia de 7, hay que senialar que solamente hemos usado la
propiedad “FE finito”).

3. Mostremos que cada 7; > 0. Puesto que P es irreducible, 31 t.q. A = (I +P)" > 0 (tomar
| = sup; ;n(i,j)). Entonces 0 < mA = 2!, es decir 7 > 0.

4. Si uP = u, verifiquemos que u tiene todas sus coordenadas del mismo signo. Hemos visto
que para un tal u, [u| P = |ul, y entonces u™ = £ (u + |u) es también autovector de P asociado
a 1. Se presentan dos casos: (i) u* = 0 y entonces u < 0; (i) u™ # 0. Del punto 3 se desprende,
ut > 0y por consiguiente u > 0.

5. Sean m y 7’ dos medidas invariantes; u = m — 7’ es el autovector asociado a 1, y tal que
>, ui = 0. Como consecuencia del punto 4, esto no es posible a no ser que u = 0: hay, entonces,

unicidad de la medida invariante. O

1.1.4. El Teorema de Perron-Frobenius

El resultado precedente es en parte una consecuencia del teorema siguiente, util para el
estudio del comportamiento asintético de sistemas dindmicos lineales y con coeficientes > 0
([36]; [57]; [69]; [92]).

Teorema 1.1 (Perron-Frobenius) Sea A una matriz v X r con coeficientes > 0, A # 0.

(1) Existe \g > 0 y ug > 0 no nulo t.q. Aug = Nug. Entonces

(2) Si X es otro autovalor (en C) de A, |\| < Xg. Adems si |A\| = Xo, n = A\ es una raz de
la unidad y para p € N, nPAg es un autovalor de A.

(3) Si existe k t.q. A¥ > 0, \g es de multiplicidad 1 y se puede escoger ug > 0. Todo otro
autovalor verifica |\| < Ag.

Demostracion: Nos limitaremos al caso A > 0. El punto (3) serd una consecuencia facil pues
s6lo hay que sefialar que (A*, u) es un par (autovalor, autovector) de A* cuando (A, u) lo es para
A.

o Autovalor/autovector de Frobenius: Sea P el conjunto de probabilidades en E. Definamos
la funcién continua h: P —RT :

. Am(7)
hlm) _izlfr m(i)
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Como P es un subconjunto compacto de R”, existe un elemento maximo Ay de A(P) y una
probabilidad mg t.q. h(mg) = Ag. Mostremos que mg es un Ag-autovector de A. Por definicién
de h, Amo(i) > Aomo(7) para todo i. Si la desigualdad es estricta para algin i, siendo A > 0,
A(Amgy — Aomg) > 0, es decir h(Amg) > Ao, lo que contradice la definicién de Ag. Asi, Amgy =
Aomg v mg > 0.

oo El espacio propio de Frobenius tiene dimension 1: Sea u un Ag-autovector de A (si u es
complejo, u es también autovector y tomaremos R(u) y Zm(u) como autovectores reales). Sea
c=inf;_q, % Se tiene para todo i: u(i) > emg(i) y es facil ver que si, para algin indice, la
desigualdad es estricta, esto contradice la definicién de c¢. En consecuencia, u = cmg y el espacio
propio de Frobenius es de dimensién 1.

o oo S6lo resta ver que todo otro autovalor A verifica |A| < Ag. Sea v # 0 un A-autovector y
d = inf; A, § > 0. Puesto que (A — 6I)v = (A — d)v, se tiene para todo i:

A =6l lv(@)] <D (Aij = 61ij) [v(3)]
i

sea ademads: Vi, (6 + [A — d|) [v(i)| < 3=, Aij [v(j)]- Volviendo a la definicién de Ao, se obtiene:
Ao > (0+[A=4))

Si A # Ao, esto implica |A| < Ag (méds precisamente, A estd dentro de la bola abierta con centro
en d, 0 <9 < Ay y deradio A\g — 9). O

Volvamos al contexto de una cadena de Markov. Si P = A es una matriz estocéstica,
Mo = 1. En efecto, es suficiente escribir Aug = Agug y sumar las coordenadas de cada uno de
esos vectores: las columnas de A suman 1, y puesto que )  ug; # 0, 1 = Xg. Un resultado
importante es que todo autovalor A de P verifica |A| < Ao, esta desigualdad es estricta si A # Xg
y esto pasa si P es regular.

1.2. Resultados de ergodicidad

1.2.1. El teorema de Frobenius

El teorema de Frobenius junto con la reduccion a la forma canénica de Jordan de P permiten
obtener facilmente la condicién necesaria y suficiente de ergodicidad siguiente,

Proposicion 1.2 Supongamos que P es irreducible. Entonces P es ergdica si y slo si P es
regular.

Demostracion :
= Puesto que P es irreducible, P admite una tinica medida invariante = > 0 tal que para toda
distribucién inicial po, poP™ — . En particular P — [] donde [[ > 0 es la matriz tal que
cada linea es 7. Deducimos entonces que para un k bastante grande, P* > 0: P es regular.
< Como P es irreducible, llamemos 7 a su medida invariante.

Usaremos la reduccién de Jordan de P sobre C y a la izquierda ( [44], §35). Sean \g =
1, A1, -+, As los autovalores de P, de multiplicidades respectivas 1, r1,--- ,rs. Asociada a estos
autovectores, se puede construir une base de Jordan de R", el [-ésimo espacio & = &;, asociado
a A = )\; (de multiplicidad r = r;) generado por los vectores ey, eg,--- , e, tales que: e; P = \ey
v e;P = e;_1 + Ae; para i = 2,r. Para [ = 0, se tomara m como autovector. Cada espacio & es
estable para P. Ahora es facil verificar que si u € &, uP"™ = \'Q;(n), donde Q;(n) es un vector
de & con coordenadas polinomiales en n de grados < r; — 1.
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Sea ahora fig una distribucién inicial, y pg = ar+),_, . v;, donde v; € &, su descomposicién
en la base de Jordan. Se verifica:

uoP" = am + Z ArQi(n)
I1=1,s

Como consecuencia del punto (3) del teorema de Perron-Frobenius, |A;| < 1 si [ > 1. Entonces
poP" —_ar. Porque 110 P™ es una probabilidad, su limite también, sea ), m; = 1 = . Asi la
ergodiréidzod de P queda demostrada. O
Comentario : Llamemos p = p(P) = sup{|\|, A autovalor de P, A # 1}, y p + 1 el mayor
orden de multiplicidad de los autovalores de médulo p. Si P es ergddica, p < 1,y (??7) da:

luoP™ — xl, < CnPp" (L1)

Para que esta férmula sea 1til, se deben controlar: p, esto es el autovalor subdominante; p su
orden de multiplicidad; y C que depende de pg y de la expresién explicita de la base de Jordan.
Salvo casos muy particulares, el control explicito (1.1) se torna imposible, lo que limita su interés
practico.

Otros controles, méas burdos pero explicitos, existen. Su debilidad estd ligada al hecho de que
la acotacion geométrica en ", que ellos otorgan, se cumple solo para un § muy cercano de 1.
Describamos dos de estos controles.

1.2.2. Lema de contracciéon para P

Proposicién 1.3 (Kemeny y Snell, [59]) Supongamos que P es reqular: Ik > 1, t.q. € =
inf; ; Pi’;- > 0. Ahora si escribimos [x] la parte entera de x, 7 la medida invariante de P, y
r el cardinal de E, se verifica:

o P™ — 7))y < (1 — 2¢)lF)

Demostracion : Sera suficiente establecer el resultado para k = 1, el caso regular £ > 1 se
deducira trabajando con la matriz de transicién Q = P*. Supongamos que ¢ = inf; ; Pj; > 0.
Comencemos por establecer el lema de contraccion siguiente,

Lema 1.1 Sea x € R", My = méxz;, mp = minz;, M; = méx(Pz); y m1 = min(Pz);.
Entonces P es una contraccin en el sentido de que

mo <my < My < My y0< (M —mq) < (1—2e)(Mo—my)

Demostracién del lema: Sea [ un indice t.q. x; = mg y @’ € R", con la misma coordenada [
que z, las otras coordenadas de z’ valen M. Puesto que P > 0,

(Pz); < (Px'); = My — (Mo — mo)py < Mo — (Mo — my)e

Entonces M; = sup(Px); < My — (My — mg)e. Haciendo el mismo razonamiento para el vector
—z, se obtiene: —mj < —mg — (—mg + Mp)e. El resultados enunciado se obtiene sumando estas
dos desigualdades.O

Sea ahora z = '0; donde §; es la ley inicial concentrada en j. Para M, y m,, definidas como
antes, pero asociadas a P, se cumple:
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Las sucesiones (my,) y (M,) son adyacentes, de limite comin 7; y verifican m, < m; < M,,. Se
deduce que ‘ﬂ'j — P{;‘ < M, —my < (1—2¢)". O

Veremos en el capitulo 3 que la utilizacién del coeficiente de contraccion de Dobruschin
permite obtener un mejor control:

o P = mly < 2(1 —re)"

1.2.3. Ergodicidad y acoplamiento de cadenas de Markov

Al contrario de los desarrollos precedentes, que son algebraicos, el que viene serd puramente
probabilista. El se basa en la técnica de acoplamiento, concebida aqui en el contexto de las
cadenas de Markov (Doeblin, [27]; Aldous, [3]; Lindvall, [68]; Thorisson, [97]). Comencemos por
definir la nocién general de acoplamiento de medidas. Luego construiremos un acoplamiento
particular en el caso de las cadenas de Markov, acoplamiento que nos permitird controlar la
velocidad de la convergencia.

Desigualdad de Acoplamiento.

Sea (F,F) un espacio medible, Q una medida sobre (F?, F®?), u y v dos medidas sobre
(F,F). Decimos que @ es un acoplamiento de py de v si p (resp. v) es la primera (resp. la
segunda) marginal de ). Hay varias maneras de construir acoplamientos, desde el acoplamiento
independiente (Q = p ® v hasta los acoplamientos con dependencias. Recordemos que la norma
de la variacion total para una medida se define por

[ellyr = 2sup{|u(A)| | A € F} = sup p(A) — inf_u(A)
AeF A €EeF

Si F = E es finito, esta norma coincide con la norma I*: ||ull,,7 = >, p |1il = [|pl;- Se tiene el
resultado fundamental siguiente:

Lema 1.2 Si Q es un acoplamiento de v y de v, y si A es la diagonal de F?, se verifica:

”M - V”VT < QQ(AC)

Demostracion : Se tiene: u(A) —v(A) = Q(A x E) — Q(E x A) < 2Q(A°); igualmente para
v(A) — u(A). Se obtiene entonces la desigualdad anunciada. O

Se dice que el acoplamiento es maximal si se verifica la igualdad. Existen condiciones que
aseguran la existencia y permiten la construccién del acoplamiento maximal.

Un acoplamiento de cadenas de Markowv.

Vamos a proponer aqui un primer acoplamiento natural de cadenas de Markov. Otros aco-
plamientos mas eficientes seran estudiados en el capitulo 5. Sea P una matriz de transiciéon sobre
E, X = (Xo,X1,X2,--)yY = (Y, Y1, Ys,---) dos cadenas independientes con la misma matriz
de transicion P, Xg ~ py Yy ~v. Sea T = inf{n > 0 t.q. X,, = Y,,} el tiempo en que las dos
trayectorias se cruzan por la primera vez. Definamos el acoplamiento siguiente Q = (X', Y”):

X' =Xsit<T,
Y/ =Y; y Y/ = X; en otro caso

A partir del instante T, la trayectoria de Y’ no es otra que la de X: T es el instante de aco-
plamiento de las dos cadenas X y Y. Y’ es una cadena de Markov de matriz de transicién P,
Q = (X',Y’) es un acoplamiento de (X,Y"). A partir de esta construccién, se obtiene el resultado
siguiente:
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Proposicién 1.4 Supongamos que € = inf;; P;; > 0 y denotemos por © la ley invariante de P.
Entonces:

(1) Desigualdad de acoplamiento: ||pP"™ — vP™||; < 2P(T > n).

(2) El acoplamiento tiene zito: P(T > n) . 0; se verifica tambin P(T > n) < 2(1 —e)™.

(3) En particular, para la seleccin v = 7, se tiene: ||pP™ — x|, < 2(1 —¢)™.
Demostracion :

(1) Se deduce de la desigualdad de acoplamiento porque (T' > n) = (X #Y,)) = A°.
(2) Resta evaluar P(T" > n). Se tiene la descripcion:

(T >n)= U {Xj =a;,Y; #aj,j=0,n}
acEnt1
Como las variables X; y Y} independientes, se verifica:
P(T>n)= Y P(Xo=ap,- -, Xn=an) x Ala)
acEntl
con A(a) = P(Yy # ag,-+,Yn # an) = [1 — Vao]Hj:Ln P(Y; # a; | Yj—1 # aj—1). Pero, para
todo B C FE no vacio, se cumple:
P(Y; #aj , Yj1 € B)

P(Y; # a;j|Yj1€B)=

P(Y;_1 € B)
_ 2uepP;#a; | Y1 =b)PY;-1=0b) _ (1-2)
P(Y;_1 € B) -
porque, en efecto, P(Y; # a; | Y;—1 = b) < (1 — ¢). Esto conduce al resultado enunciado.
(3)Sélo basta recordar que si Yy ~ 7, entonces Y,, ~ 7 para todo n. O

Veremos en el capitulo 5 que otros acoplamientos mas finos son posibles, y permiten mejorar
el control de la velocidad de convergencia.

1.3. Reversibilidad y medida invariante

Las matrices de transicién mw-reversibles van a jugar un papel crucial en la construccién de
algoritmos de simulacién.

Decimos que la matriz de transicién P sobre E es w-reversible si verifica la ecuacion de
balance detallado:

Vi,j € E: TiPij = TjDji (1.2)

La primera consecuencia es que 7 es una medida invariante para P. FEn efecto, para todo j:
> i TiPij = Y TiDji = Tj »_, Pji = Tj, es decir que 7P = 7. También, cada vez que se construya
una matriz de transicién que verifique (2.3), se sabrd que 7 es invariante para esta matriz de
transicion.

El segundo comentario concierne a la distribucién de (Xp, X1): si la distribucién inicial es
Xo ~ 7 y si la transicién de la cadena es P, entonces la ley de la pareja (Xo, X1) es simétrica;
en efecto:

P(Xo=j,X1=1) =mjpj = mpij = P(Xo =14, X1 = j)
En particular, la transicién de X; a Xy es también P
P(Xo=1i,X1 =)
P(X1=7)

PXo=1i|X1=j)= = Dji

La cadena X, de ley inicial 7, es reversible.
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1.4. Ergodicidad para un espacio de estados general

Presentaremos aqui los resultados de ergodicidad que parecen ser a la vez los més ttiles y los
mas faciles de manipular. En el contexto de este curso, se supondra siempre conocida la medida
invariante de la transicién (se quiere simular 7 dada, y se tendra P construida de tal manera que
7 sea invariante para P). También el objetivo buscado es muy distinto al del modelaje aleatorio,
donde la pregunta inicial es reconocer cuando una cadena con matriz de transicién P admite
una medida invariante y una solucién estacionaria (cf. Meyn-Tweedie [75] o Duflo [29]).

Los resultados relativos al caso de un espacio discreto estan expuestos en Feller ([30], tomo
1) e Isaacson y Madsen [53]; los relativos a un espacio de estados general (del tipo E = RP) han
sido estudiados por Tierney (]98], [99]).

La nocién de irreducibilidad no cambia para un espacio discreto infinito. Por el contrario,
debe ser redefinida para un espacio de estados general. Exceptuando estos cambios, diremos que
el nicleo de transicion P, w-irreducible, es periddico si existe un entero d > 2 y una sucesion
{E1, Ea, -+, E4} de d conjuntos no vacios t.q., parai=0,1,--- ,d— 1y x € Ej,

P(z,E;) =1 para j =i+ 1 (mod d)

De lo contrario, diremos que P es aperiddica.

1.4.1. Espacio de estados discreto

Este es el caso en el cual E es finito o numerable, provisto de la o-dlgebra de todos sus
subconjuntos. Consideremos una cadena con matriz de transicion P.

Proposicién 1.5 (/30], tomo 1, p. 394; [53], Teorema II11.2.2)

Sea P una matriz de transicin irreducible y aperidica sobre un espacio discreto E. Entonces
las dos proposiciones siguientes son equivalentes:

(i) Existe una ley invariante © para P.

(ii) P es ergdica: Vv, vP" —
Adems, la ley invariante es nica y ™ > 0.

La existencia de una ley invariante estd garantizada si F es finito, se tienen las equivalencias:

’ Caso F finito : P ergddica < P aperiddica e irreducible < P regular ‘

1.4.2. Espacio de estados general

Sea (F, &) un espacio medible, donde £ admite una familia generatriz numerable (por ejemplo
(RP, B(RP))). Un nicleo de transicién sobre (F, ) es una funcién P : E x € — [0,1] tal que:

(i) Para todo = € E, P(x,-) es una probabilidad en &

(ii) Para todo A € &€, © — P(x, A) es medible.
La transicion de la cadena estd definida por: P(X,+; € A| X,, =z) = P(x, A).

El nticleo P, de medida invariante 7, se dice m- irreducible si para todo A € £ t.q. w(A) > 0,
y todo z € E, existe un entero n = n(z, A) t.q. P"(z,A) > 0. Escribiremos P, la ley de la
cadena que parte de z. Se dice que la cadena es recurrente si para todo A t.q. m(A) > 0, se
verifica:

o Pp(X, € Aiv.) >0 para todo x

oo Pp(X, € Aiv.)=1m-cs.enzx
La cadena es Harris-recurrente si la segunda igualdad se verifica para todo x.
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Se tiene entonces el resultado siguiente ([98], Teorema 1), ||-||;/ es la norma de la variacién
total de una medida (||p||y, = 2sup{|u(A)|, A € £}),

Proposicién 1.6 (/98/,/99]) Sea P una transicin de medida invariante 7, w-irreducible. En-
tonces, P es recurrente y w es la nica medida invariante. Si adems P es aperidica, entonces
T-C.S. en x:

Pz ) — 7(-

1P, ) = 7O)llyr — 0
Tierney establece también un resultado que serd 1til para el estudio del muestreador de un
modelo de Gibbs sobre R,

Corolario 1.1 ([98]). Sea P una transicin m-irreducible tal que 7P = P. Si para todo x P(z,-)
es absolutamente continua con respecto a m(-), entonces P es Harris-recurrente.

1.5. Ejercicios
Ejercicio 1.1 Clculo de A™ para una matriz diagonalizable

Suponga que A es una matriz r X r diagonalizable, de autovectores por la izquierda
r1,%2, - , &y, asociados a los autovalores Ai, Ao, -, A.. Denotemos por C' a la matriz cuyas
filas estan en el orden x1,x9, -+ ,x,, y sea D la matriz diagonal, D;; = \;, i =1, 7.

(i) Verificar que A = C~1DC. Deducir la expresién de A™.

(ii) Demostrar que si se escribe C~1 = (ty;, tya, -+, fy,.), 'y; es autovector por la derecha
de A para A;. Deducir que A™ = Zi:” APy

(iii) Aplicacién: Verificar que la transicién P,

1/2 7/24 1/6 1/24
1/6 11/24 1/6 5/24
1/2 7/24 1/6 1/24
1/6 5/24 1/6 11/24

admite como autovalores/autovectores

’ Autovalor ‘ Autovector por la izquierda ‘ Autovector por la derecha ‘

! m=21= (5550 yi=(1,111)
1/3 T2 = (%7 %707 _1) Yo = (17 -1,1, _1)
1/4 T3 = (07 %707 _%) Y3 = (_gv %7 _ga %)

0 $4:(%,0,—%,O) Ya = (%7%)_27%)

Dar el valor de P° con cuatro decimales. Para la distribucién inicial g = (1,0, 0,0), ;cudnto
difiere pg P10 de 7?

Ejercicio 1.2 Irreducible y aperidica = regular

Demostrar directamente que si P es una matriz de transicién finita, irreducible y aperiédica,
P es regular.

Ejercicio 1.3 Transicin particular sobre un espacio producto
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Sea una cadena con matriz de transicién P sobre E = {0,1,2,3,---}. Se define la matriz de
transicion R sobre F x E:
"'(i.9), (k1) = PikPjl

(i) Demostrar que TEZ;),(k,l) = pgz)pﬁ).

(ii) Demostrar que si P es irreducible y aperiédica, lo mismo vale para R.
Ejercicio 1.4 Un modelo de meteorologa markoviana

Un régimen meteorolégico se describe por los tres estados: s =sol, n =nuboso y p =lluvia, y,
por las probabilidades de transicion, dadas en este orden, por la matriz:

05 05 0
P=| 05 025 0,25
0 05 05

(Es irreducible la cadena? ;aperiédica? jregular? Determinar su medida invariante 7. jEs 7
reversible la cadena? Sobre la base de diversos controles de la velocidad de ergodicidad (diagona-
lizacién, contraccion, coeficiente de contraccién (cf. capitulo 3)), evaluar |[vP™ — 7||. Determinar
N t.q., para toda distribucién inicial v :

sup | vP"(j) — m(j) [< 1077
n>N,v,j

Ejercicio 1.5 Irreducibilidad y aperiodicidad sobre un espacio numerable

;,Cuales son las propiedades de irreducibilidad, aperiodicidad y regularidad, de una matriz
de transiciéon P cuya primera fila y primera columna son > 07

Ejercicio 1.6 Transicin que posee “el mal del pas”

(1) Una matriz de transicién es doblemente estocdstica (D.E.) si la suma de cada una de sus
columnas es 1. Verificar que si P es D.E., la distribuciéon uniforme es invariante para P. Si 7
es la Unica medida invariante de P, demostrar la equivalencia: P es D.E. y reversible < P es
simétrica.

(2) Sea el paseo al azar sobre E = {1,2,3,4} con barreras reflejantes, de transicién

05 05 0 0
05 0 05 0
0 05 0 05
0 0 05 05

P:

jes P reversible? jes P regular?
(3) Se dice que una matriz de transicién tiene “el mal del pais” si verifica (R)

(R): Vi, 3, pii > pij

Por otra parte, se dice que una transicion es invariante por permutaciones si todo par de
filas se cambia por permutacién de columnas, ( P) : Vi # [, 3o t.q.Vk, pix = P; o)
(3-1) Verificar que para P definida en (2), P y P? verifican (P).
(3.2) Demostrar que si P es simétrica y verifica (P), P? verifica (R) (usar la desigualdad del
producto escalar).
Para P definida en (2), mostrar que P* verifica (R).
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Ejercicio 1.7 Ergodicidad sobre un espacio numerable

(i) Sea una transicién P sobre E ={0,1,2,3,---} que verifica

poj#o & 5=0,1
Sii>1ipj#0 & j=i—1oi+1

. Es P irreducible? ;aperiddica?
20+11

(ii) Se especifica P por: poo = po1 = 3 y para i > 1, pii—1 = 2557, pii-1 = 5o
Determinar la probabilidad invariante 7w de P si ella existe. ; P es ergddica?

Ejercicio 1.8 Cadenas de Markov, inversin del tiempo vy reversibilidad

Sea X = (Xy, X1, -, X,,) una cadena de Markov sobre E™ (FE finito y n fijo), con distribu-
cion inicial po, de transiciones (no-homogéneas) Py, k = 0,n — 1. Denotemos py la ley de Xy,
k=0,n.

(i) Demostrar que, después del retorno del tiempo, y si X, ~ p,, el proceso retornado
X" = (Xpn, Xpn-1, -+, Xp) verifica la propiedad de Markov, y que es una cadena de Markov de
transiciones (Qx, k =n, 1) :

L. . . _1(2p— ) )
Qr(ig,ip—1) = P(Xp—1 = i1 | X =) = Rre=1tk—1) 1(.k I)Pkfl(lkflﬂk)
pr: (k)

(ii) Precisar @ si la cadena es homogénea, de transicién P, la distribucién inicial es la medida
invariante 7. ;Bajo que condicién se verifica Q(j,1) = P(i,5)?

Ejercicio 1.9 Cadenas de Markov y campos de Markov

Nos colocamos en el contexto del ejercicio anterior.
(i) Demostrar que X = (Xg, X1, -+, X,,) posee la propiedad de Markov bilateral siguiente
(hablamos de un campo de Markov): para todo k, 0 < k < n:

. . L Py (in—1, i) Py(ig, i
P(Xp=ir | Xi=i,0<1<nyl#k)=Bylir | ir_1,ip41) = "“[]13; ’“1]%](’;1 ’i(z’z 1’“)“)
— —1, k4

(ii) Reciprocamente, si X posee esta propiedad de Markov bilateral, mas las dos propiedades
de Markov naturales “de borde”, mostrar que X es una cadena de Markov (sobre un subintervalo
de N, hay entonces equivalencia entre la propiedad de Markov causal (cadena) y no-causal
(campo); esta equivalencia nos llevara sobre N?).

(iii) Consideramos la cadena homogénea y estacionaria sobre £ = {—1,+1} con matriz de
transicion p = P(X,, =1 X,-1=1)y¢=P(X, = —-1| X;,—-1 = —1), 0 < p,¢ < 1. Determinar
la transicién bilateral Q(y | x, z), para x,y y z en E. Demostrar que esta matriz de transicién
puede escribirse

Qly | =,2) = Z7 Nz, y) exp{a(h + By + 2))}

donde h = %logg y h = 1tlog % ( Z71(z,y) es la constante de normalizacién que hace

de @ una probabilidad en x). Interpretar las situaciones: h =0 (p=1¢q); =0 (p+q=1).

Ejercicio 1.10 Cadena de Markov con rgimen markoviano y cadena de Markov escondida
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Sean Pj, P, dos transiciones regulares sobre E = {a, b, ¢} con medidas invariantes 1, m2. Sea
X = (X,) un proceso sobre E definido por:

o [ = (1), I, € {1,2} es una cadena de Markov homogénea cuya transicién estd determinada
por: P(I, # Iy—1 | In—1) = p. I es el régimen de X,

ee Si sabemos que I, ((Xy | I),n > 0) es una cadena de Markov inhomogénea de transi-
ciones (Pr,) ((X | I) es entonces una cadena de Markov inhomogénea).

(1) Demostrar que (X, 1) = (X,, I,), es una cadena de Markov de la que se determinara la
transicion P. Verificar que si 0 < p < 1, P es regular.

(2) Verificar que X = (X,,) no es una cadena de Markov.

Ejercicio 1.11 Procesos de Markov de memoria 2
Sea el proceso de Markov sobre {0, 1}, de memoria dos, y de transicién:
Pabe = P(Xpyo =c| Xy = a,Xp41 =0),a,b,c € {0,1}

Demostrar que Y;, = (X, X;,1+1) es una cadena de Markov. Determinar su transicién P. Si cada
Pab,c > 0, verificar que P? > 0y entonces que P es regular. ; Como se generalizan estos resultados
al caso de una memoria de orden p?

Ejercicio 1.12 Prdida de la propiedad de Markov por agregacin de estados

Sea X una cadena de Markov con transicién P sobre E = {a, b, c}. Sea Y el proceso asociado
con dos estados {{a, b}, c} (se agregan los dos estados a y b):

Y ={a,b} si X € {a,b},Y =csi X =c¢

Demostrar que en general, Y no es una cadena de Markov. (ver que P(Yo = ¢ | Yy = xo, Y1 =
{a,b}) depende en general de xy para xo = c).

Los ejercicios siguientes se refieren a la  simulacion de variables aleatorias de base. Sobre
esta materia, se podrd consultar Devroye [19], Jonhson y Kotz [54] y Robert [88].

Ejercicio 1.13 Simulacin de una variable de funcin de distribucin F' conocida

Sea X una v.a. de funcién de distribucién F' conocida, y
F~(u) =inf{z € R; F(x) > u}

(F~ = F~1, la funcién inversa de F, si F es continua). Demostrar que si U es la distribucién
uniforme sobre [0, 1], F~(U) tiene distribucién F .

Aplicaciones: obtener la simulacion de distribuciones: exponencial; exponencial simétrica; Cauchy;
Pareto; Gamma I'(k, A); en el caso en que el indice k es entero.

Ejercicio 1.14 Simulacin de una distribucin discreta

(1) Sean p1,p2,- -+ ,pk, k probabilidades de suma 1, y z; = ijl,i pj, i = 1, k. Verificar que
si U es uniforme sobre [0, 1], P(z; < U < zij+1) = p;.

(2) Deducir un método de simulacién de la distribucién discreta P(X = a;) = p;,i = 1, k.

(3) Aplicaciones. Simular las distribuciones siguientes: Bernoulli B(p); binomial B(n,p) (pro-
poner dos métodos); geométrica G(p) (proponer dos métodos); Poisson P(A).
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Ejercicio 1.15 Simulacin de la distribucin gaussiana y distribuciones conexas

(1) Justificar el hecho de que X = 3., ,(U; — 0,5) es aproximadamente una ley normal
estandar si las U; son i.i.d. uniformes sobre [0, 1].

(2) Método de Box-Muller: verificar analiticamente que si Uy y Us son uniformes sobre [0, 1]
e independientes, entonces las dos variables X; y Xo definidas abajo son (exactamente) N(0, 1)
e independientes:

X1 = /—2log Uy cos(2nU3), X1 = /—2log Uy sin(27U>)

(3) Deducir la simulacién de las distribuciones x2, Ty, Fi,m

Ejercicio 1.16 Generacin de una ley de Poisson, proceso de Poisson y distribuciones exponen-
ciales

(1) Demostrar que si X1, Xs,--- son distribuciones exponenciales i.i.d. de pardmetro A, y si
N es una distribucién de Poisson de parametro A,

P(N:k):P(Xl-l-"'XkS1<X1+“'+Xk+X]€+1)

Deducir un procedimiento de simulacién de la distribuciéon de Poisson.

Denotando Sy, = > i<k X;, 8o =0, el proceso de Poisson de intensidad A sobre RT estd dado
por la sucesién P = {Sy, k > 0}.

(2) Proceso de Poisson borrado: Demostrar que si borramos de manera i.i.d. con probabilidad
p (e independiente de P) los puntos del proceso P, se obtiene un proceso de Poisson de intensidad
Ap cuyos intervalos de separacion constituyen una sucesién i.i.d. de exponenciales de parametro
Ap.

Ejercicio 1.17 Mtodo de simulacin por aceptacin-rechazo

(1) Queremos simular X una v.a. real de densidad f concentrada en [0, 1].
Sea g la densidad sobre [0, 1] de una distribucion fdacil de simular (por ejemplo la uniforme),
y M una constante tal que sobre [0, 1]: f(z) < Mg(x). Definimos el algoritmo siguiente:

1-Simular z siguiendo g e, independientemente, u siguiendo la ley U([0,1])
2-Aceptar x=z si Mg(z)xu< f(z)
3-S1i no repetir 1.

Demostrar que x tiene una distribucién con densidad f.

(2) {Como generalizar este resultado si X estd concentrada sobre un intervalo )«, 3(, intervalo
eventualmente de longitud infinita ?

(3) Aplicaciones: construir un simulador de

— laley I'(\, k) , & > 1, de densidad, f(z) = I'(k) " Arke 2" 11 (z > 0)

— la ley f(a,b),a > 1y b>1, de densidad FF(S;;EE’IZ) %11 —2)"t1(z €0, 1])
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Capitulo 2

Simulacion usando Cadenas de
Markov

2.1. El problema y el método

Sea F = {1,2,--- ,r} un espacio de estados finito, y 7 una distribucién de probabilidad sobre
E: ;Cémo obtener un valor de la variable X con distribucién 77

Si r, el cardinal de E, no es muy grande (del orden del millar), se simula 7 por el método
clésico : se forma la sucesion creciente en [0, 1] que define la funcién de distribucién de X ~ m,

(i) Fo =0y para 0 <i<r, Fy =3} ., 7j;

(77) se simula una distribucién uniforme U en [0, 1], y

(797) se guarda el valor x = z(U) si Fpy < U < F,
A pesar de que este método de simulacion es directo y exacto, €l es inaplicable cuando el cardinal
de E es muy grande. Por ejemplo para el espacio producto E = {0,1}1%%19 (z € E es el valor
de una variable de presencia o ausencia en la malla cuadrada {1,2,---,10}? hasta 100 puntos),
r =210 ~ 197 x 1030 : no hay manera de poder colocar en la memoria 1,27 x 103 valores F;.
Notemos que este ejemplo es de “tamano pequeno”: los valores son binarios y el tamano de la
ventana es pequefio. Un problema real en imagenes hard intervenir un valor de r = 256512%512|
(256 niveles de gris, imagen con 512 x 512 pixeles).

El método de simulacién usando cadenas de Markov.

La idea es simular aproximadamente 7w como una distribucion limite de una cadena de Markov
ergodica X de transicién P. Esto implica :

(1) proponer una transicién P sobre E tal que 7P = 7 (P es 7 invariante).

(2) asegurar la ergodicidad de la cadena : vP™ — 7.

(3) saber a partir de que valor ng se puede decir que para n > ng, vP™ esta cercana de 7.
Asi, para una distribucién inicial v arbitraria, y si ng es bastante grande, v P™ genera aproxi-
madamente a 7. Si se quiere una muestra aproximada de 7, se recomienza independientemente
esta operacién (se tienen entonces cadenas independientes); o mas aun, sobre la misma cadena,
se espacian con un valor K grande los valores sucesivos, vPm0, yPro+K ) prot2K ¢ g6 sigue
asi de manera recursiva.

Muchas selecciones de P son posibles : desde el punto de vista puramente paramétrico, P
depende de r(r — 1) pardmetros, y la invarianza de m impone r — 1 restricciones de igualdad :
el conjunto de transiciones ergddicas que convergen a 7 contiene un abierto no vacio de R ; se
dispone entonces de (r — 1)? grados de libertad en la seleccién de P.

15
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En relacién a los puntos (1) y (2), la seleccién de P debe responder a la comodidad de la
implementacion prdctica y a una buena eficiencia algoritmica. A este nivel, el conocimiento
prdctico juega un papel importante.

El punto (3) es dificil: jcuando se podria aceptar que la cadena que comienza con una
distribucion v entré en su régimen estacionario? Como se ha visto en el primer capitulo, el
control tedrico sobre la velocidad de ergodicidad es inoperante en la practica en la mayoria de
los ejemplos reales. Presentaremos en el capitulo 5 reglas empiricas que permiten probar si la
cadena ha entrado dentro de su régimen estacionario ([86]). Aqui de nuevo, el conocimiento
previo y la experiencia pueden ser mas tutiles que los resultados teéricos no explicitos, o cuando,
a pesar de ser explicitos, son ineficaces puesto que otorgan una mayoracién en p” para un valor
de p muy cercano de 1.

Este punto (3) y la dificultad de responderlo estan en el origen de muchos desarrollos teéricos:
(i) el estudio del fenémeno del cutoff para una cadena de Markov ([24], [91], [108]; cf. capitulo
5): la convergencia hacia 7 se hace de manera abrupta alrededor de un instante de corte (cutoff).
Antes de este instante, ||vP™ — 7|| permanece grande, haciéndose esta norma exponencialmente
pequena después.

(ii) la simulacién exacta por acoplamiento desde el pasado ( [84], [61], [78]; cf capitulo 5) :
la simulacién se hace desde un tiempo pasado —1' y el procedimiento permite asegurar que X
sigue exactamente la distribucién 7 si T' es bastante grande.

Antes de pasar a dos grandes familias de procedimientos de simulacién (Gibbs, Métropolis),
resumamos las propiedades que debe verificar la transiciéon P:

(1) P es m-invariante
(2) P es irreducible y aperidica
Entonces, V v, vP" — 7

Una manera simple de verificar (1) es construir P que sea m-reversible,

’ (1') P es m-reversible : Vi, j € E, m;pij = m;pji

En cuanto a (2) ella es equivalente al hecho de que P sea regular,

| (2/) : 3k >1 tal que P* >0

Notemos desde ahora que en los procedimientos de construccién de P que vamos a desarrollar,
es suficiente conocer w salvo un factor multiplicativo, es decir conocer para todo i € E la forma
m; = ce;, donde los e; son explicitos, pero no la constante de normalizacién ¢ = (3, ;)7L

2.2. El muestreador de Gibbs

La construccién del muestreador de Gibbs (también llamado dindmica de Glauber) no es
posible sino para un espacio de estados producto, E = F; X Fo X --- X I}, o potencia £ = F"™. Este
método de simulacién fue introducido por los hermanos Geman ([37], [39]) con el fin de resolver
problemas de reconstruccién en el tratamiento de iméagenes. Para simplificar la presentacion,
supondremos que F = F™ es un espacio potencia finito. Nada cambia fundamentalmente para
un espacio producto general £ = Hi:l,n F; de componentes F; finitas.

Algunas notaciones : se define S = {1,2,--- ,n} como el espacio de sitios; E = F° = F™;
F el espacio de estados en cada sitio; = (x;,¢ € F) una configuracion sobre el conjunto
de sitios (es un elemento de F); para un subconjunto no vacio A C S del conjunto de sitios,
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ra=(x;,i €A)ysi A#S, x4 = (x;,i ¢ A) (para simplificar, se escribird x; por Ty z* por
z11). Finalmente, se denota 7;(- | 2* ) la distribucién condicional a z* en el sitio i :

; (2, ')
mi(x; | ') = ——=

’L( 1 ‘ ) 71'2(5(31)
donde (") = 3, . m(ai, 2") es la distribucién marginal sobre S\{i}. Se supondran conocidas
explicitamente estas distribuciones condicionales. De esta manera, el contexto en el cual el
muestrador de Gibbs puede ser construido es el siguiente:

Contexto requerido para el Muestreador de Gibbs :
(1) E=F" (o esp. producto)
(2) Vi € S, las distribuciones m;(- | ) son conocidas

2.2.1. Muestrador de Gibbs

Consideremos la sucesién de visitas 1 +— 2 +— - - - — (n—1) +— n correspondientes a un barrido
del conjunto de sitios S. Sea x = (x;) una configuracién inicial, y = (y;) una configuracién final.
La transiciéon P del muestrador de Gibbs para este barrido que hace pasar de = a y se define
por :

P(zy) = [ mi v,y w1, @i, iga, - o)
i=1n
En el i-iésimo paso de este barrido, se cambia el valor x; en el sitio ¢ por y; siguiendo la
distribucién condicional m;(- | y1, - ,Yi—1,Ti+1, - ,Tn) : en el condicionamiento, los (i — 1)
primeros valores x han sido ya cambiados, mientras que los (n — i — 1) dltimos no lo han
sido todavia. Este algoritmo es secuencial o asincrono. Se distingue fundamentalmente de los
algoritmos simultdneos, sincronos, o paralelos que estudiaremos mas adelante.

Proposicién 2.1 Supongamos que w > 0. Entonces w es invariante para P y P > 0. Ms
precisamente, para ¢ = inf; , m;(z; | ') , se tiene, para todo xz,y : P(z,y) > § =" > 0. En
particular, para toda distribucin inicial v, vP* .
—0Q
Demostracion :

Invarianza de w : para mostrar que 7 es P-invariante, es suficiente constatar que P = [[,cg P y
que 7 es Pj-invariante, P; correspondiente al i-ésimo paso del barrido. En efecto, si dos transicio-
nes P y (Q admiten m como medida invariante, la transicién compuesta PQ) admite igualmente
7w como medida invariante porque w(PQ) = (7P)Q = 7@ = 7. Mostremos entonces que 7 es
invariante para P;. P; hace pasar de un estado u a un estado v donde sdélo la coordenada 7 ha
sido cambiada, y esto con probabilidad m;(v; | u),

mi(v; | ut) si ut = v’
0 si no

R = {
Con v fijo, solamente las configuraciones u donde v’ = v* pueden llevar a v :

ZTr(u)Pi(u, v) = Zﬂ(ui,vi)m(w | v) = Zw(vi,vi)m(ui | v)) = 7 (v)

u u; u;

7 es invariante para P;.
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Regularidad de P : para cada z, w(z) > 0. Asf, & = inficgzepmi(2i | #°) > 0: para todo z,y € E,
P(xz,y) >0 =¢">0. O

Comentarios.

(i) Es suficiente que 7 sea conocida salvo un factor para asi construir P : si w(z) = ce(x), la
probabilidad condicional 7;(- | -) no depende de ec.

(ii) P no es m-reversible a pesar de que cada P; lo sea (una composicién de transiciones
m-reversibles no es necesariamente m-reversible, cf. ejercicio).

(iii) Todo otro barrido de S, o(1) — o(2) — -+ +— o(n) visitando todos los sitios (o es
entonces una permutacién de {1,2,--- ,n}) da el mismo resultado. Es facil ver que se obtiene
el mismo resultado de ergodicidad para un barrido de longitud NN, visitando todos los sitios,
ciertos sitios pueden ser visitados varias veces.

(iv) Se demostrard en el capitulo 3 que se pueden hacer barridos sucesivos que cambian en
el curso del tiempo, la transicién en el k-ésimo barrido siendo P(k) : una condicién suficiente de
ergodicidad de la cadena inhomogénea (P(k)) es que el k-ésimo barrido satisfaga (iii), al estar
el nimero N (k) uniformemente acotado en k.

(v) En la practica, parece razonable iterar en promedio 100 veces los barridos para simular

Ejemplo 2.1 Simulacin del modelo de Ising

Consideremos el conjunto de sitios constituidos por la malla cuadrada S = {1,2,--- ,n}?,

F = {-1,+1},E = F®. El modelo de Ising con interaccién de los 4 vecinos més cercanos
(denotado v.m.c.) se define de la manera siguiente : notemos por x € E, U(x) = h) gz +
ﬂz@j) xjxj, donde h,3 son dos parametros reales, y (-,-) es la relaciéon de vecindad de los
4-v.am.c. : para i,j € S, (i,j) < ||i — j||; = 1. La distribucién = de energia U se define por

m(x) =271 exp{thi + ﬂZ:UZ:UJ} (2.1)

ies (i.7)

donde Z = Z(h,B) = ., cpexpU(y) es la constante de normalizacién que hace de 7 una
probabilidad. La condiciéon de positividad de w se verifica y es facil ver que la distribucion
condicional en i, depende solamente de los vecinos 0i = {j € S : (i, j)} de i por intermedio de
V; = jcp; ¥ (cf. capitulo 4 sobre los campos de Markov) :

i (x| LIJZ) =mi(x; | zo;) = Zil(h,ﬂ, v;) exp{x;(h + Bv;)}

con Z;(h, 3,v;) = 2 cosh(h+ fv;). Notemos que a pesar de que la constante global Z es incalcula-
ble (e inutil en la construccién del algoritmo), las constantes Z; son explicitas (e indispensables
para la construcciéon del algoritmo).

La situacion h = 0 da una distribucién donde todas las marginales X; son equidistribuidas
sobre F' = {—1,+1}. Si ademds 3 > 0 , hay correlacién espacial, que crece a medida que [ se
hace grande. En este caso, se puede tomar ¢ = (1 4+ €%)71; para 3 = 1, ¢ ~ 3,4 x 107%; se
entiende que la positividad de esta constante es esencial para garantizar la ergodicidad, ella, sin
embargo, es inoperante para tener un control real de la velocidad de ergodicidad.

Ejemplo 2.2 Textura de niveles de gris y el ®-modelo
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Maés generalmente, el muestreador de Gibbs permite la simulaciéon de una gran clase de
densidades asociadas a un modelo de Gibbs sobre E = F~ donde F C R, por ejemplo F =
{0,1,2,---,255}

m(z) = Z VexpU(2)

En andlisis de imédgenes, F' es un conjunto de niveles de gris; un modelaje cldsico de textura de
niveles de gris es el siguiente ( [40], [39]) :

1
U(z) = Vy(x) donde Vy(x % Pa(x ), Pa(u) = T+ (o2

La ventaja de estos ®-modelos con respecto a los modelos gaussianos es que permiten los con-
trastes |z; — x|, importantes en sitios vecinos, alli donde un modelo gaussiano no lo permite
(porque le dan un peso exp —(x; — ;)% muy débil). § y d son dos pardmetros que controlan el tipo
de textura: los contrastes mas importantes se permiten si d aumenta, 6 controla la correlacién
espacial. Para este modelo, la distribucién condicional en el sitio 7 es

mi(2i | xo;) = Z 7 (xo;) exp{h Z Q4(x; — )}
con Z(xy;) Z exp{0 Z Py(z; —xj)}

zieF FROY)

2.2.2. Muestreador de Gibbs con barrido aleatorio

Sea v una probabilidad sobre S. El muestreador de Gibbs con barrido aleatorio corresponde
al algoritmo siguiente : sea x el estado inicial,
(1) se selecciona un sitio 4, independientemente del pasado, usando v
(2) se cambia el valor z; en este sitio proponiendo y; con la distribucién 7;(- | z°)
La nueva configuracién es y = (y;,2%). La transicién @ asociada se concentra en los cambios en
a lo sumo un sitio:
Qz,y) = Y vil(a' = y')milyi | o)

i=1n

Proposicion 2.2 El muestreador de Gibbs aleatorio es ergdico y converge a m siempre que v y
m son > 0.

Demostracion : Como en la demostracion precedente, es facil ver que 7 es invariante para
Q. Demostremos que Q" > 0. Sea ¢ = inf;, m(z; | 2%),e > 0. Sean x,y € E arbitrarios.
En el célculo de la transicién Q"(z,y), existe una seleccién de barrido aleatorio que visita
sucesivamente todos los sitios 1 +— 2 +— 3 — --- +— n, esto con la probabilidad s -1, > 0,
el i-ésimo cambio que sustituye a x; por y;. Notemos A = vy ---v,. Se obtiene entonces la
minoracion :

Q"(x,y) = A [ milwi [y v+ w1, mig1, @iga, -+, @n) = A" >0

i=1n

De hecho, la minoracién puede ser mejorada porque el argumento es cierto para todo barri-
do definido por una permutacién de {1,2,--- ,n}. Se obtiene entonces Q"(x,y) > Anle™; por
ejemplo, para un barrido aleatorio uniforme de S, Q(z,y) > n!(£)™. O

Comparacion de estrategias para barridos.
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Amit y Grenander [4] comparan las estrategias de barrido para el caso especifico gaussiano
(ver més adelante el muestreador de una distribucién continua sobre RP) y para el criterio
de la velocidad de ergodicidad vP" — . Este contexto permite obtener un control de los
autovalores de la transiciéon de un barrido a partir de la covarianza de la variable y de la matrix
de visita de los sitios. Su conclusién es la siguiente: (1) el barrido aleatorio parece preferible
al barrido sistemadtico; (2) existen malos barridos sistematicos. Esto no permite sin embargo
rechazar los barridos sistemadticos periddicos: mas simples desde un punto de vista algoritmico,
son probablemente eficientes si los sitios sucesivos visitados estdn alejados (lo que hace, en
promedio, un barrido aleatorio).

2.2.3. Muestrador con barridos sincronos

Una manera de acelerar la simulacion es la de efectuar los n cambios simultaneamente y de
manera independiente: hablamos entonces de cambios sincronos o simultineos. La transicion
R(z,y) esta dada por:

R(z,y) = [ [ milwi | 2"
€S
Recalquemos la diferencia con el muestrador de Gibbs secuencial: aqui el condicionamiento en el
sitio @ es en (x1,X9, "+ ,Ti—1,Tit1,Tit2, - ,Ty) mientras que en el algoritmo secuencial lo era
en (yla Y2, Yi—1, Tit1, Ti42, - 7$n)'

Para que estos cambios sean efectuados simultdneamente, es necesario disponer de una
maquina con arquitectura paralela: un microprocesador se vincula a cada sitio i, i € S, es-
tos procesadores realizan simultaneamente e independientemente los cambios z; — y; siguiendo
las distribuciones 7;(- | 2%).

Desafortunadamente, a pesar de que R es ergdédica, m no es en general invariante para Ry
este método por paralelizacion total no permite simular 7. Se tiene el resultado siguiente :

Proposicion 2.3 Muestreador con barridos sncronos.

La transicin R es reqular. Existe entonces una distribucin p tal que para toda distribucin
inicial v, vR™ — u. En general, m no es invariante para R, y entonces u # . p se llama
distribucin virtualmente asociada a .

Demostracion : Para e = inf; , m;(z; | 2°), inf, y R(x,y) > €™ : R es regular. Por otra parte,
es facil ver que m no es en general invariante para R (cf. ejercicio). O

En general, no se sabe dar una férmula explicita analitica de p: las relaciones entre p y la
distribucion de origen 7 no son conocidas. En uno de los ejercicios, se estudia un caso particular
del modelo de Ising (2.1) donde p puede ser dada de manera explicita: se constata que m y p
son muy disimiles. Por ejemplo, si los vecinos de ¢ para 7 son los 4-v.m.c., aquellos de p son los
4 vecinos diagonales. Esto lleva a pensar que distribucién virtual y la distribucién de origen son
“bastante diferentes”.

Simulacion de w por paralelizacion parcial.
Se pueden proponer algoritmos parcialmente paralelos para la simulaciéon de 7. Para precisar
esto, retomemos el contexto del ejemplo (2.1) del modelo de Ising.

Sobre S = {1,2,--- ,n}?, n par, consideremos la particién en dos colores : S = BUN, B =
{i = (41,12) t.q. i1 +i2 es par}, N = S\ B (en el contexto donde S es un tablero de ajedrez n xn,
B es el conjunto de "72 cuadrados blancos, N es el conjunto de "72 los cuadrados negros). Es fécil
ver que la distribucién de (Xp | zn) (resp. de (Xn | p)) es Pp(xp | xn) = [[;cp mi(xi | ©a:)
(resp. Pn(zn | 2B) = [T;en mi(wi [ zai))-
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Consideremos entonces el muestreador de Gibbs para el barrido siguiente de S: se comienza
.. n2 e . . .. b
por visitar los % sitios de N, después se termina por la visita de los %- sitios de B. Notemos P
la transicién de este muestreador; puesto que los cambios de sitios de N (resp de B) no hacen
intervenir sino a xp (resp. yn), se tiene:

P(z,y) = Py(y~n | ©8)PB(yB | YN)

Este muestreador logra hacer bien la simulacién de 7. Si se dispone de una méaquina paralela,
este algoritmo se realiza en dos iteraciones, cada una efectia %2 cambios sincronos. Se tiene
asi de un algoritmo de simulacién de 7 parcialmente paralelo.

Es facil generalizar esta construccién para un conjunto S provisto de un grafo de vecindad
para el cual es posible obtener una particion de S en k colores, con las propiedades de inde-
pendencia antes senaladas. Si tal es el caso, se ha construido un algoritmo parcial paralelo que

trabaja en k iteraciones.

2.2.4. Muestreador de Gibbs sobre £ =R" (o (R%)")

Los resultados de Tierney [98] presentados en el primer capitulo se ponen fécilmente en
practica en la situacion siguiente, la continuidad absoluta es definida con respecto a la medida
de Lebesgue sobre E = (R%)™:

o 7 es una distribucién con densidad 7(z) > 0.

oo la transicién P(z,y) admite una densidad p(x,y) > 0 para todo =,y € E.

ooo 7 es la medida invariante para P.

En este caso, la cadena de transicion P es 7 -irreducible, aperiddica y Harris recurrente. Se
deduce que, para la norma en variacién total y para toda distribucién inicial v, vP" — 7.

Ejemplo 2.3 Simulacin de un vector gaussiano

Supongamos que F' = R, la distribucién de X = (X3, X, -+, X},) es gaussiana de media 0
y de matrix de covarianza X, invertible. Si la media es m, sera suficiente simular una gaussiana
de media 0 y sumarle luego m.

El muestreador de Gibbs de X consiste en visitar secuencialmente los sitios 1 +— 2 +— - - - +— n,
el i -ésimo cambio se hace siguiendo la distribucién condicional (X; | Y1, s Yi—1, Tit1, -, Tn).
Esta distribucion condicional es gaussiana, pudiendo calcularla de manera explicita cuando ) =
Y1 estd dada en forma explicita. La transicién P(z,y) admite una densidad, positiva en todas
partes, asi como la densidad de X. El muestreador de Gibbs provee de una buena simulacién de
.

Recordemos que la distribucién condicional en el sitio ¢ estd dada en funcién de los coeficientes
(gij) de Q por :

LX; | 2') ~ Ni(=a;" D @i a;')
Jig#

En el caso de un campo gaussiano y markoviano (cf. capitulo 4), Q = X~! tiene una for-
ma simplificada, 7;(z; | z°) dependiente de 2 por medio de zy;, di la vecindad de i para el
grafo markoviano. En particular, ¢;; # 0 < j € 0i. Coloquémosnos en S = {1,2,--- n}?y
consideremos la variable gaussiana X sobre S de densidad :

_ . 1
m(z) = Z YexpU(z) ot U(zx) = —?%Qx, con ‘zQr = a%x? + le Z 1$¢$j
(2 1—) 1=
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Si |g} < %, @ es definida positiva y

; b 1
gilli=ill;=1
Este método de simulacién puede ser comparado al método cldsico. Sea ¥ = T!T una

descomposicién de Cholesky de ¥, ¢ una muestra gaussiana estdndar de tamaio N = n? :
entonces, X = Te es ahora Ny (0, X). Por la descomposicién de Cholesky y para un campo sobre
{1,2,---,100}%, ¥ es de dimensién 10* x 10*. Para simular por el muestreador de Gibbs, es
necesario efectuar 100 barridos, es decir 100 x 10* visitas sucesivas a los sitios, teniendo en cada

visita la simulaciéon de una gaussiana, pero sin la bisqueda de la forma de Cholesky de ..
Ejemplo 2.4 Espacio de estados mizto E = (A x R)"

El muestreador de Gibbs se adapta bien a la simulacién de un modelo markoviano con espacio
de estados £ = (A x R)™ mixto: A = {1,2,--- ,r} es un espacio cualitativo indicando la marca
A; del sitio ¢, mientras que R identifica el nivel de gris x; en este mismo sitio 7. Estos modelos,
muy utiles en analisis de imagenes o en teoria de senales, seran precisados en el capitulo 4.

2.3. La dinamica de Metropolis-Hastings

Propuesta por Metropolis en 1953 ([74]), el algoritmo tomé su forma general en el articulo
de Hastings de 1970 ([51]). A diferencia del muestreador de Gibbs, el algoritmo de Metropolis-
Hastings (denotado a partir de ahora M.H.) se puede usar en un espacio de estados E general
(para el muestreador de Gibb, E debe ser un espacio producto).

2.3.1. Construccion de la transicion de M.H.

Sea E = {1,2,---,r} un espacio de estados finito, 7 > 0 una distribucién sobre E. Dos
familias de distribuciones son la base del algoritmo,

(i) @ una transicién irreducible sobre E, llamada proposicion de cambio : Q(x,y) es la
probabilidad de proponer el cambio z — y

(ii) @ : E x E —]0,1] la funcién de aceptacion del cambio : a(x,y) es la probabilidad de
aceptar el cambio z +— y. Se supondra que para todo z, a(z,x) = 1 : si uno no se mueve, se
acepta.

El algoritmo de M.H. es entonces el siguiente : sea x el estado inicial :

(1) Se propone el cambio z — y siguiendo Q(z, -)

(2) Se acepta este cambio con probabilidad a(z,y). Si no, no se modifica el valor x.

La transicion P de este algoritmo serd entonces :

_ Q(z,y)a(z,y) siz #y
PED = Qo) +5 Oosl L~ alars] e otro caso 22

Hay dos sorteos aleatorios independientes a realizar: el primero siguiendo la distribucién Q(z, -)
sobre F; el segundo bajo una distribucién uniforme U sobre [0,1] : si U < a(z,y), se acepta el
cambio = +— y. De lo contrario se permanece en zx.

Como se puede constatar, a este nivel, () y a son independientes de 7. Impondremos a P
la condicién de ser w-reversible, en cuyo caso 7 serd automaticamente P-invariante. Bajo la
condicion de irreducibilidad y de aperiodicidad, P serd entonces ergddica, v P"™ convergerd hacia
7 para toda distribucién inicial v.
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2.3.2. m-reversibilidad de M.H. y ergodicidad

La condicion de reversibilidad se escribe:

Vo,y € B,z #y - n(x)q(z,y)a(z,y) = m(y)q(y, z)aly, ) (2.3)

Dadoque ™ >0y a >0, q(z,y) #0< q(y,z) # 0 : bajo (2.3), Q es “débilmente simétrica”.
En otros términos, se puede ir de x hacia y, si y solamente si se puede ir de y hacia x. Esto se
verifica, por ejemplo, si () es simétrica. En la construccion del algoritmo de M.H., se comienza
seleccionando (@ ; a tendra que verificar :

a(x,y) _ W(y)Q(y,ZL') A
- - T(LE7 y)
a(y,z)  7(x)q(z,y)
Notemos que para verificar (2.4), es suficiente conocer 7 salvo un factor multiplicativo.

Demos dos ejemplos de selecciones clasicas de a. Sea F' :]0,4+00[—]0,1], una funcién que
verifica la condicién:

(2.4)

Ve >0 F(z) = zF(é)

Para r definida en (2.4), si a verifica :

a(z,y) = F(r(z,y))

entonces a verifica la condicién de reversibilidad (2.4).

Ejemplo 2.5 Dinmica de Barker, F(z) = 13 [8]

a(z,y) = w(m)q&gm’(?)q(y,xy Si @ es simétrica, a(z,y) = 7ﬂ(z7)r$/7)r(y).

Ejemplo 2.6 Dinmica de Metropolis, F(z) = min{1, z}[74]
y)a(

a(x,y) = min{1, m} Si Q es simétrica, a(z,y) = min{1, =

toma la forma siguiente:

} El algoritmo de Metropolis

’ w(x

’ Algoritmo de Metropolis, el caso @ simétrico ‘

(i) Sea x el estado inicial: escoger y siguiendo Q(z,-)

(ii) S8i w(y) > 7(x), guardar y. Volver a (i).

(iii) Si m(y) < m(x), lanzar una distribucién uniforme U en [0,1] :
e si U<p= gg ,guardar y.
ee si U > p, guardar el valor inicial x.

(iv) Volver a (i).

Ergodicidad de P.
Dado que a > 0, P es ergddica si Q es regular. Igualmente, P es irreducible si ) es irreducible.
Bastard asegurarse la aperiodicidad de P.

Proposicion 2.4 Ergodicidad del algoritmo de M.H.

Supongamos que Q sea irreducible y que a(x,y) verifica la condicin de reversibilidad (2.4).
La ergodicidad de P, y la convergencia vP™ — w para toda distribucin inicial v, se asegura bajo
una de las condiciones siguientes:

(1) Q es regular.

(#1) Jzo t.q. Q(xg, o) > 0.

(#4i) I(xo0,y0) t-q. m(x0,%0) < 1.

(iv) Q es simtrica y ™ no es la distribucin uniforme.
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Demostracion : (i) es suficiente dado que a > 0. Para las tres otras condiciones, demostremos
que existe xg t.q. P(xg,z9) > 0. Esta condicién garantiza la aperiodicidad de P. Bajo (i) o
(#i7), utilizando la expresién (2.2) que expresa P(x,z) en funcién de @ y de a, es facil ver que
P (xo, 1‘0) > 0.

Examinemos (iv). @ siendo irreducible, todos los estados se comunican. Notemos = ~ y si
q(z,y) >0 (< q(y,x) > 0). Puesto que 7 no es uniforme y que todos los estados se comunican,
existe xg ~ yo tales que m(xg) > 7(yo). Se tiene entonces:

P(xo,x0) > q(x0,y0)[1 —

2.3.3. Ejemplos

Ejemplo 2.7 Distribucin 7 obtenida a partir de una energa U : n(z) = Z LexpU(x)

Si @ es simétrica, la dindmica de Metropolis depende de los cocientes p = % =exp{U(y) —
U(x)} y del signo de AU = {U(y) — U(x)}: si AU > 0, se guarda y; si no, y se retiene con
probabilidad exp AU. Denotando por at = sup{0,a} , la transicién se escribe para = # v,

P(z,y) = Q(z,y) exp —[U(z) = U(y)]*.
Ejemplo 2.8 Dinmica de cambio de spins para un modelo de Ising

Consideremos el modelo de Ising (2.1) sobre S = {1,2,--- ,n}?, el valor del spin en i sera de-
notado x; € {—1,+1}, la distribucién conjunta sobre E = {—1,4+1}° estd dada por la energfa
Ux) =h) cqzi+ ﬁZHi—jHl:l x;z; . Sea x una configuracién inicial.

Se selecciona la proposicién de cambio () siguiente: se comienza por escoger al azar con
distribucion uniforme dos sitios i y j de S ; se propone la configuracién y idéntica a x en todas
partes salvo en que los valores x; y x; han sido intercambiados :

yl7h = 200ty = TjeyYj=Ti

Q es simétrica. Dado que U no hace intervenir sino las interacciones z;x; para sitios vecinos,
AU (z,y) toma una forma local simple. Si los dos sitios seleccionados por la permutacién de
spins son 7 y j, es facil verificar que, poniendo v, = ;. (k) Ti, se tiene :

. b

B(xj — xi)(vi —v5) si ||i —jll; > 1
2 — ) (v —vj) — Blaj — xi)? si [i— g, =1

AU(e.p) =0 - U = {

Un paso del algoritmo de Metropolis de cambio de spins requiere entonces :

(i) Sortear dos uniformes independientes definidas en {1,2,--- ,n}

(ii) El calculo de AU (z,y)

(iii) Si AU(z,y) < 0, el sorteo de una variable V' uniforme en [0, 1] , independiente de (i); se
acepta la permutacién de spins si V' < exp AU (z,y). Si no, no se intercambian los spins.

Sea x(0) la configuracion inicial en el paso 0. La proposicién de cambio @ obliga a permanecer
en el espacio de configuraciones

Ey=Eyq={z€Etq Y z;=N0)=)Y (0}

i€S €S
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A cada proposicién de cambio, el nimero de spins de un signo dado es invariante. Sobre Ejy, @ es
irreducible: en efecto dos configuraciones de Ej se corresponden por (al menos) una permutacion
de S y toda permutacién es un producto finito de transposiciones. Por otra parte, si 2(0) no es
una configuraciéon constante y si 8 # 0, ™ no es constante sobre Fjy, la transicion del algoritmo
es aperiddica. El algoritmo de Metropolis de cambio de spins es entonces ergddico sobre FEj,
suministrando una simulacién de 7 |g,, la distribucién 7 restringida a Ep.

Ejemplo 2.9 El muestrador de Gibbs a barrido aleatorio

El muestrador de Gibbs a barrido aleatorio sobre E = F*¥ es un algoritmo de M.H. para la
dindmica de Metropolis siguiente:

(1) Seleccionar un sitio ¢ € S al azar bajo la distribucién v (v > 0) ; la transicién @ hace
pasar de x = (z;,2%) a y = (y;,2"), donde y; se escoge siguiendo la distribucién ;(- | z%).

(2) Se guarda siempre y : para z e y del tipo precedente, a(x,y) = 1.
Esta seleccién corresponde a la dindmica de Metropolis, a(z,y) = sup{1, r(z,y)}; en efecto :

Vﬂ(yi,ﬂﬁi)ﬂz‘(xi | xi)

vim(ws, x0)mi(y; | o)

Il
—_

r(z,y) =
Ejemplo 2.10 Simulacin sobre un espacio provisto de un grafo irreducible

Supongamos que E (no necesariamente espacio producto) esté provisto de una estructura de
grafo G simétrico, es decir de una relacién de “vecindad” x ~ y simétrica para x # y. Se define
la vecindad de x como V(z) = {y | y ~ x} y se supone que para todo z, v(z) = [V(x)| > 0,
donde |A| es el cardinal de A. Se dird que el grafo G es irreducible si para todo z,y € E, existe
un camino que va de x a y.

Consideremos ahora la proposicién de cambio uniforme de x hacia uno de sus vecinos,

Aosiy~a
q(x,y)Z{ o

4

0 en otro caso

() es una transicion simétrica, irreducible si G es irreducible.
Ejemplo 2.11 Un problema de corte maximal de un grafo

Especifiquemos F y 7 en el contexto de un problema de corte maximal de un grafo. Sea
S = {1,2,--- ,n} un conjunto de n sitios, y w = {wjj;,7,j € S} un conjunto de pesos reales
y simétricos sobre S x S : para todo 4,j € S, wj; € Ry w;; = wj;. Pongamos E = P(S) el
conjunto de subconjuntos de S, y para A € F,

U(A) = Z w,-j
€A JEA

El problema a resolver es el siguiente: buscar A minimizando U(A). Usaremos para esto un
algoritmo de recocido simulado (cf. capitulo 3). Describiremos aqui el algoritmo de simulacién
de la distribucién g siguiente :

m(A) = Z7H(B) exp{—BU (A)}

La relacién entre la simulaciéon de 7g y la minimizacion de U es la siguiente, ésta es la heuristica
del recocido simulado : el conjunto Mg de las modas de 7g tiende, cuando 3 — +o0, hacia el
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conjunto M donde U alcanza su minimo. Asi, la simulacién de 7g para 3 grande se concentra
aproximadamente alrededor de M.
Algoritmo de Metropolis para la simulacion de mg.

(1) Los tnicos cambios autorizados son A — B donde B difiere de A en exactamente un
sitio; dos casos se presentan :

{ (i) B=AU{s}si |[Al<nysis¢ Ao
(ii) B=A\{s}si |A|>1ysec A

Notemos que B +— A es posible si A — B lo es: el grafo de comunicacién asociado A ~ B es
simétrico.

(2) Se selecciona s uniformemente sobre S : si s € A, se toma B = A\{s}; si s ¢ A, se toma
B = AU {s}. En estos dos casos, ¢(A, B) = 1: si no, ¢(4, B) = 0.
@ es simétrico e irreducible. Notemos que @) no es regular, puesto que alli donde ella no es nula,
ella cambia la paridad de un subconjunto.

(3) Evaluar AU = U(B) — U(A) : para (i), AU = } ;g Wsj — D e 4 Wis; Para (ii), AU =
2 ieB Wis = D_jga Wsj-

(4) g estd asociada a la energia —(U. Asi, si AU < 0, se guarda B. En otro caso, se guarda
B con probabilidad p = exp —GAU.

Al ser @) simétrica, el algoritmo es ergddico ya que U es no constante.

2.3.4. Algunos resultados generales sobre las transiciones m-reversibles

Sea P una transicién ergddica y m-reversible sobre £ = {1,2,--- ,r}, X = (X, X1, X2,--+)
una cadena homogénea de transicién P. Notemos [?(7) = [4() el espacio de las funciones reales
definidas sobre E con el producto escalar (f,g) = > f(x)g(x)n(z). Para toda distribucién inicial
vy todo f € Q, se tiene [58] :

N
-

o(f,m, P)= jlgréo Var(T_% f(Xt)) existe y es independiente de v.
t

I
o

Proposicién 2.5 Espectro de una transicin reversible y valor de v(f,m, P)
(1) Si P es m-reversible y ergdica, P es auto-adjunta sobre [*(7). P es diagonalizable de
autovalores reales que verifican

AM=1< << <1

Ar = —1 corresponde al caso de una cadena 2-peridica.
(2) Escojamos los autovectores asociados {e1 = 1,ea,--- ,e,} ortonormales en I*(7). Enton-
ces :
T
1+ X (P) 9
P) = —_— 2.5
o(f,m, P) ; T (P) e (25)
Comentarios:

(1) A2 se llama el autovalor subdominante de P : él permite identificar el factor de varianza

asintética v(f, 7, P) en el T.C.L. para T3 Zf:_ol f(Xy) v, para este criterio, permite comparar
dos transiciones.
(2) p2 = sup{|A2|,|Ar|} controla la velocidad de ergodicidad porque ||[vP" — x| < C'(v)p2(P)".
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(3) Los controles explicitos de Ay o de p2 son en general imposibles. Mayoraciones y minora-
ciones del hueco espectral ("spectral gap”) (1 — A\2) de P pueden conseguirse en ([29], Ch.6.11.4,
p. 250).

Demostracion:

(1) Poniendo Ph(x) = >  P(x,y)h(y), se verifica facilmente, usando la reversibilidad para la
segunda desigualdad, que

(f,Pg) =Y f@)Pg(x)r(z) = > glx)Pf(x)r(z) = (Pf,g)

(2) Descompongamos f en la base de autovectores : f > ,_;  a;e;, donde a; = (f,e;). Si f es
real, a; € R. Se tiene: (i) 7(f) = ay; (ii) P"f = > ,_; . a;A\]'e;. Se calcula la covarianza entre
f(Xo) v f(Xy), en el régimen estacionario, y para f real:

E(f(Xo)f(Xn) = Y a@d{fie)= > MNlaf* =) Na

i=1,r i=1,r i=1,r
Var(f(Xo)) = Z a?, et Cov(f Z aZ A
1=2,r 1=2,r
Se deduce entonces facilmente (2). O

2.3.5. Comparacion de diferentes dinamicas de M.H.

Definiciones y resultados preliminares.
Fijando la transicién de la proposicion de cambio, vamos a comparar las dinamicas de M.H.
correspondientes a selecciones diferentes de la funcién de aceptacién a.

Si Py @ son dos transiciones sobre E = {1,2,--- ,r}, se dice que P domina Q fuera de la
diagonal (lo que notaremos P > @) si para todo i # j, p;; > ¢;j. Sea ™ > 0 una probabilidad en
E. Un operador M sobre 2 = R¥ (es decir una matrix r x ) es positiva si para todo f € Q,

<Mfa Zszfzfjﬂ—z >0

7]

con (Mf)l = Zj Mijfj‘

El resultado siguiente se debe a Peskun [82]. El permite establecer la optimalidad de la
dindmica de Metropolis en la familia de las diferentes selecciones posibles de a (2.4) conduciendo
a una transicién P reversible (para @ fijo), éptima para el criterio de la varianza mds pequena
v(f,m, P). Estos resultados han sido generalizados por Tierney [100] en el caso de un espacio de
estados general.

Proposicion 2.6 Sean P y Q) dos transiciones m-reversibles tales que P >~ Q.
(1) (Q — P) es un operador positivo. En particular :

Covp(f(Xo), f(X1)) < Covg(f(Xo), f(X1))

(2) Para toda f € Q, v(f,m, P) <v(f,m Q).
(3) En particular, Aa(P) < \o(Q).

Demostracion :
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(1) Pongamos h;j = m;(dij + pij — ¢ij), donde d;; es la funcién de Dirac. h >0y

>_jhij =m (Py Q son transiciones)
> hij =m; (Py Q son 7 -reversibles)

En particular, Zij hi; = 1. Se tiene la sucesiéon de igualdades :
(Q=P)f.fhw = Y (a4 —pij)fifymi = Y Imibij — hijlfif;
irj ij
= fom — Z Jifihi
i ij
1
= 5{2 fPhig Y fFhig =2 fifihig}
12 2% ]
1
= 3 > (fi = £)?hi; =2 0
2

La relacién entre las covarianzas es una consecuencia directa de esta positividad tomando f
centrada.

(2) cf. [82], [58].

(3) A partir de (2) y de (2.5), seleccionando f = ea(P),

L+ 2(P) 1+ M(Q) o _ 14+ X(Q)
porque \2(Q) > A\p(Q) para k > 2y Heg(P)H?T =1 O
Consecuencias.

(1) Optimalidad de la dindmica de Metropolis.
Fijemos la transicién de la proposicién de cambio Q). Las selecciones de la probabilidad de
aceptacién a que hacen a la transiciéon de M.H. P reversible son aquellas para las cuales

7(y)Q(y, )
m(2)Q(x,y)

la dindmica de Metropolis corresponde a la seleccién aps(z,y) = min{l,r(z,y)}. Entonces,

a(xz,y) = a(y,x)r(z,y) donde r(x,y) =

{ sir(z,y) < lyap(x,y) =r(z,y) > alz,y)
sir(x,y) > Lay(z,y) =12>a(z,y)

Siz#y,
Py(z,y) = Q(z,y)an (z,y) > Pyu(x,y) = Q(z,y)a(z,y)

Para el criterio de la varianza v(f, 7, P), la dindmica Py; de Metropolis es éptima.

(2) Mejoras del muestreador de Gibbs : Gibbs Metropolizado [70].

En el muestreador de Gibbs con barrido aleatorio, impongamos el cambio (si el sitio ¢ se
escoge por el intercambio) z = (z;,2") — y = (y;, 2°), para la distribucién ;(- | 2°) con y; # ;.
La probabilidad de transicion es

mi(yi | =)

P, =V
1($7y) V’Ll — Wi(xi ’ iL'Z)



2.3. LA DINAMICA DE METROPOLIS-HASTINGS 29

Para el muestreador de Gibbs Metropolizado y las mismas proposiciones de cambio z +— y

miyi | =)

(](l',y) = 1— Wi(xi | J?Z)

(si F' = {a,b} es de dos estados, se cambia sistemdticamente x; en otro valor). Se aceptard y
con probabilidad '

1-— 7'('2'(331‘ ‘ 337’)
1—mi(yi | «)

}

an(z,y) = min{lv r(z, y)} = min{lv
Para un barrido aleatorio y para x # y, la transicién es

mi(yi | 2') mi(yi | 2')
1-— m(:vi ’ l‘i)’ 1-— m(yi ’ ZL‘i

Py(x,y) = vi min{ )} = vimi(yi | ) = Pr(z,y)
P, domina P; : el muestreador de Gibbs Metropolizado es preferible al muestreador de Gibbs
habitual.

Comparacion de los algoritmos de Gibbs y de Metropolis.
Cuando E es un espacio producto, se puede definir simultdneamente el muestreador de Gibbs
(G) y el algoritmo de Metropolis (M). Més generalmente Frigessi et al [33] estudian la familia
de algoritmos m-reversibles intercambiado las configuraciones sitio por sitio, y comparan los
autovalores subdominantes ps. Para un barrido aleatorio, los autores establecen que py = Ag
para los dos algoritmos. Muestran que si el intercambio de Metropolis es iterado dos veces (o
un ndimero par de veces k) en cada sitio (algoritmos (Mk)), (G) es preferible a (Mk). La
descripcién completa de estos algoritmos de intercambio sitio por sitio para el modelo de Ising
Se propone como ejercicio.

2.3.6. Algoritmo de M.H. para un espacio de estados general [98]

Sea E un espacio de estados general, A una medida de referencia en E. Tipicamente, E = R?
v A es la medida de Lebesgue. Se estudiard también el caso de espacios del tipo E = @é\leRd en
el contexto de la simulaciéon de procesos puntuales de Gibbs, NV corresponde a una cota superior
del nimero de puntos de la realizacion del proceso. Sea 7 la distribucién a simular : se supone
que 7 admite una densidad con respecto a A, de nuevo llamada 7 y con w(z) > 0 para toda
configuracién x.

Consideremos ahora @) una transicién de proposicién con densidad ¢ , Q(z, dy) = q(x,y)A(dy).
Para las selecciones y posibles (es decir tales que ¢(z,y) > 0), la razén de M.H. es

m(y)q(y, x)

@) = gt y)

Por ejemplo, la dindmica de Metropolis estd asociada a la probabilidad a(z,y) = min{1,r(z,y)}.

De manera mds general, para una probabilidad a cumpliendo la condicién de reversibilidad (2.4)
y poniendo p(z,y) = q(x,y)a(z,y) si x # y, 0 en otro caso, la transicién de M.H. es

P, dy) = ple, y)A(dy) + [1 / P, 2)A(d2))6(dy)

7 es invariante para P. Es necesario asegurar la 7 -irreducibilidad y la aperiodicidad de P para
tener la convergencia

Vz € E, |P"(z,-) —7()|lyp — 0
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El hecho de que la convergencia tenga lugar para todo x esté ligado al hecho de que una transicion
de M.H. es Harris recurrente (cf. Corolario 2 de [98]).
Si @ es w-irreducible, P también lo es. Una condicién suficiente de aperiodicidad es

Mz:1-— /p(x,z))\(dz) >0} >0

Es decir, en un conjunto de A-medida > 0, no se cambia la configuracién con una probabilidad
> 0.

Ejemplo 2.12 Simulacin de un Proceso Puntual de Gibbs en S = [0,1]?

Presentaremos en el capitulo 4 los procesos markovianos de objetos. Cuando los objetos se
reducen a un punto de R%, hablaremos de procesos puntuales. Presentamos aqui estos procesos
puntuales asi como su simulacion.

Un proceso puntual (denotado de ahora en adelante P.P.) en S = [0,1]? es una variable
aleatoria que toma sus estados = en el espacio exponencial de configuraciones £ = U,>0S™.
Six = (z1,22,--+ ,2n), hay n = n(z) puntos de S en la realizacién del P.P., el orden de
enumeracion de los puntos se mantiene (habréd entonces cada vez n! realizaciones equivalentes).
Para una presentacién general de modelos de P.P., se puede consultar ([14], [94]).

El P.P. (la medida) de referencia es el P.P. de Poisson (P.P.P.). El P.P.P. de intensidad 1 en
S estd caracterizado por :

(i) la probabilidad de que haya n puntos en la realizacién es (n! x e) 1.

(ii) si hay n puntos, éstos estdn repartidos al azar uniformemente en S.
Asi, la densidad del P.P.P. es

p(z) = lz wdm dey - - - dx,,
n>0

Una manera clasica de definir otros P.P. es definir su densidad con respecto al P.P.P. Sea U :
FE — R una funcién de energfa invariante por permutacién de coordenadas de z (U(z) = U(o(z))
para toda permutacién o de coordenadas de z), que verifica la condicién de admisibilidad,

1
Z:Zn!/x exp U(x)dx < 0o

n>0 esn

Entonces la densidad f(z) = Z~! exp U(x) define un P.P. en S. Por ejemplo, U(x) = 0 nos da
el P.P.P. de pardmetro 1, U(z) = a da el P.P.P. de intensidad e®. Presentemos algunos modelos
clasicos.

Ejemplo : Modelo uniforme de nicleo duro (Hardcore model)
Sea r > 0 un radio fijo. Un proceso de ntcleo duro es un P.P.P. condicionado al hecho de que
dos puntos cualesquiera de la realizacién estan siempre a una distancia > r. La densidad de un
tal modelo es, si z = (x1,x9, -+ ,&y) :

f(@) = A(Vi # j, |z — ajl| = 7)

Por ejemplo en ecologia, este condicionamiento traduce la existencia de zonas de influencia de
plantas situadas en los sitios x;. En fisica, se habla de modelo de esferas no penetrables : existe
un radio de embotellamiento irreducible.
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Ejemplo : Modelo de Strauss
Para una realizacién de n = n(z) puntos y para dos constantes reales a y b, el modelo de Strauss
(Strauss, [95]; [87]) es un modelo de energia

U(z) = an(x) + bs(x)

donde s(z) = >, 1(|lz; — x| < r), para un valor dado r. Se trata de un modelo de Gibbs
de potenciales evaluados en los conjuntos de un solo elemento ®;, () = a, y de potenciales
de pares ®y; 1 (z) = b1(||x; — x| < 7). a es un pardmetro de intensidad, y b un pardmetro de
interaccién. Bajo la forma exponencial, la densidad es

fl@) = 271" con a =1log By b=logy

Si se impone n(zx) < N < oo, U es admisible. Sin acotar n(x), U es admisible si y sélo si b <0
(v <1) ([63]). Para v = 0, se encuentra de nuevo el modelo de nicleo duro, v =1 es el P.P.P.,
v > 1 (y n fijo) favorece las configuraciones de agregados, mientras que v < 1 favorece las
configuraciones més regulares.
Ejemplo: Modelos de interaccion de dreas (cf. Capitulo 4)

Estos modelos, con un uso més sencillo que el modelo de Strauss, fueron introducidos por
Baddeley y van Lieshout [6]. Sea z = (z1,x2, - ,%,) una realizaciéon. Coloquemos bolas de
radios r centradas en x;, i = 1,n. Notemos A(x) el drea de la unién de estas bolas. Los modelos
de interaccién de areas tienen por densidad

fla) =271 gDy

Estos modelos son admisibles sin limitaciéon cuando v > 0 : 3 regula la intensidad y v discrimina
entre las situaciones més regulares (v < 1) y aquellas con formacién de agregados (y > 1).
Estos diferentes modelos de P.P. gibsianos se prestan bien a la simulacién usando la dindmica
de Metropolis ([78], [48], [34]). Se examinara separadamente la situacién donde n(x) = n esté fijo
0 no.
(1) Dindmica de Metropolis : el caso n(x) = n fijo.
f(z) estd concentrado en F = S™. Sea E* = {z € E, f(x) > 0} el soporte de f.

’Simulacién de un Proceso Puntual‘

(i) Proposicién de cambio : sea z = (z1,72, - ,T,) € ET
e Escoger n =x; € x con la probabilidad uniforme %
ee Reemplazar 7 por £ escogido uniformemente en ST (z,7)

donde ST (z,n) es tal que f((z\n)UE&) >0 donde (z\n) U&= (z\{n})U{{}. La
proposicién de cambio es

=y =(r\n)UE

Si F = E*, la densidad de transicién es, para x — v, q(:c,y) = 78] 0 en otro
caso.
(ii) Aceptar y con la probabilidad a(z,y) = min{l,%}. En otro caso, perma-

necer en I.

La transicion de Metropolis es ergddica si g es irreducible y aperiédica. Lo que se cumple
si f > 0 en todas partes. En n pasos, se puede pasar de todo = a todo y y dado que a > 0, la
cadena es aperiddica. Pueden existir situaciones donde ¢ no sea irreducible (cf. ejercicio).
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(2) Dinamica de Metropolis : el caso sin restricciones.
Para simplificar la presentacién, supondremos que £ = ET. E es de dimensién variable. Diremos
que la densidad f del P.P. es hereditaria siparaz € Ey € S f(xUE) >0= f(x) > 0.
(i) Proposicién de cambio : sea z € F

e Con una probabilidad p(z), se incorpora un punto £ seleccionado en S con una densidad
b(z,-) :y=azUE.

e Con probabilidad 1 —p(x), se quita uno de los puntos 7 de x con la probabilidad d(x\n,n),
neX :y=uz\n.

Esto deja un gran margen para la proposicién de cambio.
(ii) La probabilidad de aceptacién de y es a(z,y) = min{1,r(z,y)} donde

f(@)  plx) b(zf)

7,(33.7‘,1;. U é‘) — f(zU£) 1—])(93) d(zvf) Si y =z Uf
r(z,y) = ) siy=az\nconnex

Por ejemplo, si p(z) =1 — p(z) = 3, si b(z,§) = ﬁ y d(z,§) = L sin(z) = n, se tiene

r(z,y) = fihmsiy=a\nnex

{ r(m,xuﬁ):% %siy:mug

La irreducibilidad de ¢ estd asegurada puesto que : para x e y dos estados de F, existe
un camino de longitud n(z) + n(y) que une z con y; es suficiente en efecto pasar de x a la
configuracién vacia (), y borrar los n(x) puntos de x punto a punto, después, al llegar a la
configuracién vacia, se hacen aparecer progresivamente los n(y) puntos de y.

2.4. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Distribucin conjunta y distribuciones condicionales

(1) Una distribucion conjunta positiva estd caracterizada por sus distribuciones condiciona-
les.
Sea m > 0 una distribuciéon en £ = F} X Fy x --- x F},, cada F; es finito. Sea w; un estado de
referencia para cada F;, w = (w;). Verificar que la distribucién conjunta puede ser reconstruida
a partir de sus distribuciones condicionales en base a la identidad

7'('(.1') — W(W) ﬁ Tri(xi | Wi, 7wi—laxi+lyxn)
Tri(wi ‘ Wi,y 7Wi_1,xi+1,l'n)

(2) En general y sin restricciones, una familia de n  distribuciones condicionales no se
integran en una distribucion conjunta.

Sea Fiy = {1,2,--- ;m1} y Fo = {1,2,--- ,ma}, m; y ma > 2. Nos damos unas familias de
distribuciones (X | Y =y) y (Y | X = x) respectivamente en F} y en Fy, paray € Fob y x € Fy
. Evaluar la dimensién paramétrica de estas dos familias si no hay restricciones. ;Cudl es la
dimensién de un modelo conjunto (X,Y’) general en E x F'7 Conclusiones.

Ejercicio 2.2 Muestreador de Gibbs para un proceso bivariado con componentes binarias
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Sea S = {1,2,---,n}? el toro bidimensional, provisto de la relacién de 4-v.m.c., relacién
prolongada por periodicidad. Se considera en S el proceso bivariado Z; = (X;,Y;) € {0,1}%,i € S
con distribucion de Gibbs

n(z) = Z71 exp[z D (z;) + Z@g(zi,Zj)] con
€S (3,9)
1(z1) = ami+ By +yxiyi y Pal2i, 25) = dwixy + nyiy; para (i, j)

(1) Determinar las distribuciones condicionales siguientes : m;(2; | 20, (i | 2t y) y w2 (yi |
z,y").

(2) Construir un muestreador de Gibbs usando las dos familias 7} y 72, i € S. Establecer la
ergodicidad de este muestreador.

Ejercicio 2.3 Simulacin de un proceso gaussiano bivariado

En el mismo contexto que el ejercicio anterior, se quiere simular la distribuciéon gaussiana
bivariada en S de densidad

7(z) = 27 exp~ (300 +92) + 63 (s + w161 <

€S (4,5)

. . . . o . ) 1 ; 2 ;
Determinar las distribuciones condicionales m;(z; | 2*), m; (z; | «*,y) v 77 (yi | «,y"). Proponer
dos procedimientos de simulacién.

Ejercicio 2.4 Generar una permutacin aleatoria [20]

Se quiere generar una permutacién aleatoria de distribuciéon 7 uniforme en el conjunto E =
Y, de las permutaciones de {1,2,---,n}. Demostrar que la transicién P en E que permuta
dos indices i y j escogidos al azar es m-reversible. Deducir una manera de sacar al azar una
permutacion.

Ejercicio 2.5 Cadena de Markov de campo de Markov o dinmica espacio-temporal

Se considera S = {1,2,...,n}, FF = {0,1} y la cadena homogénea X = (X (t),t > 0) en
E = F¥ de transicién

Pz(t—1),z(t) = Z(z(t-1))"" expz zi(t)[a + Bui(t) + yw;(t — 1)] con
€S
’Uz‘(t) = xi_l(t) + .T}Z'_:,_l(t) y ’U)Z'(t — 1) = xi_l(t — 1) + xi(t — 1) + xi+1(t — 1)

con la convencién z; =0sii ¢ S.
(1) ;Cémo simular una tal dindmica por el muestreador de Gibbs? Escribir las distribuciones
condicionales que intervienen.

(2) Poner en practica esta dindmica para o = —(3 = 2 y n = 100. Estudiar la evolucién de
manchas Ny = {i € S : X;(t) = 1} en funcién del parametro ~.
(3) Proponer un modelo andlogo en S = {1,2,...,n}? y simularlo.

Ejercicio 2.6 La composicin de transiciones w-reversibles no es automticamente w-reversible
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(1) Sean Py @ dos transiciones m-reversibles en E finito. Demostrar que Vz,y

m(z)PQ(z,y) = n(y)QP(y, x)

(2) Determinar la forma explicita del muestreador de Gibbs P = P; P» en el caso F' = {0,1}
y S = {1,2} (dos barridos), para una distribucién 7 general con tres parametros. Deducir que
existe 7 tal que P P» # P> Pj, v que el muestreador de Gibbs no es w-reversible.

Ejercicio 2.7 Muestreadores asncrono y sncrono de un modelo de Ising

Poner en practica los muestreadores de Gibbs asincrono (o secuencial) y sincrono para el
modelo de Ising 7(z) = Z~1 expﬁE@’j) ziz;, f = 0,2,0,5,1, sobre el toro bidimensional S =
{1,2,---,N}?, N = 64, provisto del grafo de vecindad de 4-v.m.c.. Comparar los dos tipos de
algoritmos. Calcular la correlaciéon empirica a distancia 1 para una y otra de las simulaciones y
verificar que para la simulacién sincrona, ésta es nula.

Ejercicio 2.8 Simulacin de un modelo de Ising por la dinmica de intercambio de spins

En el mismo contexto que el ejercicio anterior, efectuar la simulacion del modelo de Ising
por intercambio de spins, la configuracion inicial se haya equilibrada entre los dos spins +1 y
—1. Calcular la correlacién empirica a distancia 1. Comparar esta simulacién a la obtenida por
el muestreador de Gibbs secuencial.

Ejercicio 2.9 Muestreador de Gibbs gaussiano : una aproximacin directa [111]

Retomemos las notaciones del pardgrafo correspondiente a la simulacién de un vector gaussiano
7 ~ N,(0,%), con matriz de covarianza inversa Q = £~ = (¢;;). Consideremos la situacién de
barridos periddicos 1 +— 2 +— --- +— n de S. Si X (k) es el estado al tiempo k, y X(k+ 1) al
tiempo k + 1 después del intercambio en el sitio i = i(k), se tiene

1 1
Xi(k+1) ~ N(—; > ai X(k), ?)
(13 ]75@ 1

Si uno parte de un estado inicial X (0) = z(0) € R", X (k) es un vector gaussiano para todo
k. Es suficiente mostrar que la media M (k) y la varianza ¥(k) de X (k) tienden respectivamente
a 0y X cuando k — oo.

Sean A; = I — B; donde B; es la matrix n X n con todas sus filas nulas salvo la i-ésima fila
que vale q;; 1(qﬂ, G2, ,Qin)- Sea S; la matrix n x n de coeficientes todos nulos salvo el término
(i,4) igual a g;;'.

(1) Verificar que (X;(k+1) | X(k)) ~ N(A; X (k), S;) . Deducir que :

M(k+1) = Ay M (k) y B(k + 1) = Si) + Aign (k) Air)
(2) La distribucién 7 es invariante para un paso del muestreo, deducir entonces que
Sk +1) =% = A (X(k) - E)tAl-(k)
Asi, la ergodicidad del muestreador de Gibbs estard asegurada por la convergencia

A(k) = Ajy Ai(e—1) -+ - Ajo) — 0 para k — oo
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(3) Sea (z,y)q la norma inducida por @, ||.||5 la norma matricial correspondiente. Demostrar
que para este producto escalar, A; y B; son proyectores ortogonales. Demostrar que [[A(n)| o <
o < 1. Deducir la ergodicidad del muestreador de Gibbs.

Observacion : este resultado se extiende a barridos no necesariamente periddicos, bajo la
condicion de que cada barrido cubra a S y que el ntimero de pasos de un barrido sea acotado
[111].

Ejercicio 2.10 Muestreo sncrono, distribucin virtual p asociada a

(1) La distribucién virtual u difiere en general de w. Sea F' = {0,1} y S = {1,2} y 7 definida
en E por : m(0,0) = n(1,1) = 0,1 y 7(0,1) = 7(1,0) = 0,4. Escribir de manera explicita el
ntcleo de Gibbs asincrono P y el nicleo de Gibbs sincrono Q. Verificar que 7@ # .

(2) Célculo explicito de la distribucién virtual para el modelo de Ising de v.m.c..

En el contexto siguiente, vamos a poder mostrar la distribucién virtual p. 7 es un modelo binario
de estados {0, 1} sobre § ={1,2,--- ,n} provisto de un grafo de vecindad (-, -), de densidad

m(z) =Z texp 3 Z LT
(i.7)
(2.1) Verificar que la distribucién condicional en i es
eTivi(T)

) donde v;(z) = Z T

J:(6:9)

i (x| ;1:’) =

(2.2) Determinar el nicleo de muestreo sincrono Q. Verificar que la distribucién

n

pla) = 07 11+ e

i=1
es invariante para @ ( @ es también u-reversible).
(2.3) Verificar que la distribucién p es markoviana, con conjuntos de ¢liques”

C={0i={jeS:(i,))icS}

Ejemplo : sea S = {1,2,--- ,N}? el toro bidimensional, N par, y (i,5) la relacién de 4-v.m.c.
prolongada por periodicidad. Comparar los grafos de Markov de 7w y de p. Verificar por ejemplo
que si ut (resp. u~) es la distribucién marginal de p en ST = {i = (i1,i2) € S, i1 + iz par}
(resp. S~ = S\ST), entonces = put @ u .

Ejercicio 2.11 Muestreador de Gibbs Metropolizado

Demostrar que la transicién P del algoritmo de Gibbs Metropolizado es 7 reversible e irre-
ducible. Verificar que P?(z,x) > 0 y caracterizar las configuraciones x t.q. P(z,z) = 0. Deducir
que P es aperiddica si m no es la distribucién uniforme.

Ejercicio 2.12 Dinmica general de intercambio sitio por sitio [33]

Sea F' = {—1,+1}, S = {1,2,---,n}? el toro bidimensional, (i,j) la relacién de 4-v.m.c.,
con condiciones de bordes periddicas y

m(z)=Z Lexpp Z TiT;
(i.9)
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Vamos a examinar las dindmicas que surgen de las transiciones P; donde s6lo un intercambio
es efectuado en s : Py(z,y) = 0 si 2° # y*. Para s € S se denota m = m(s) el nimero de spins
positivos entre los cuatro vecinos de s. Si se impone :

(i) por una parte, que Ps no depende sino de m

Ps(xvy) = Ps(xs — Ys | m) para s = Ys
(ii) por la otra, la simetria siguiente con respecto a la transformacién z +— —x
Ps(—zs — —ys [ 4—m) = Ps(xs — ys | m)

(1) ;Cuales son los valores posibles de m? Demostrar que P, estd enteramente determinada
por los cinco parametros siguientes :

ag = Py(-1—+4+1|m=4)ya3=Ps(+1 — —1|m=4)
ay = Py(-1—=4+1|m=3)ya =Ps(+1 ——-1|m=23)
ag = Ps(+1——-1|m=2)

(2) Demostrar que Ps es m-reversible si y solamente si

as = aq exp(—80) y a1 = ag exp(—45)

Se supondré que se verifican estas dos condiciones y denotaremos a = (ag, as, a4) €]0,1]3 los
tres parametros que definen la dindmica.

(3) Indicar los valores de a = (ag, a2, as) para los algoritmos siguientes : (i) Muestreador de
Gibbs; (ii) muestreador de Metropolis.

(4) Demostrar que la dindmica asociada a una tal transicién Ps para un seleccién aleatoria
uniforme de s es ergddica.

Ejercicio 2.13 Diversas transiciones de proposicin de cambio para la simulacin de una N(0,1)

4]

El propdsito de este ejercicio es poner en evidencia la influencia preponderante de la seleccién
de la transicién de proposicién de cambio ¢(z — y) en la dindmica de Metropolis asi como del
valor inicial zg. Se quiere simular una distribucién 7 ~ N(0,1). Para esto, escogeremos como
proposiciones de cambio :

(i) Q(SU’ ) ~ N(SL‘,O,5) y To = —10
(ii) Q(xﬂ )~ N(xa()?l) yxo=0
(i) g(z,-) ~ N(x,10) y 2o =0

La probabilidad de aceptacién de y es la de la dindmica de Metropolis :

7T(y)q(any)}

a(z,y) = min{l, m(z)q(y, )

Para cada una de las selecciones, representar graficamente la trayectoria {z;, 0 < ¢t < 500}. Eva-
luar la probabilidad de que no haya cambio en el algoritmo de Metropolis. Probar la gaussianidad
de las muestras y la rapidez para entrar en el régimen estacionario N(0,1).

Ejercicio 2.14 Comparacin de las varianzas de las medias para dos dinmicas de M.H.
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Hemos visto que para dos dinamicas Py @ de M.H. t.q. P > @,

1 T T

=D))< Varg( Y (X))

t=0 t=0

Varp(

para T'= 1y cuando T'— oo. Como lo muestra el ejemplo siguiente [100], esto no es cierto en
general para otros valores de T .
Sean las dos transiciones simétricas en el espacio F de 4 estados :

02 8 0 1 1 8 0
2 0 0 8 a1 0 08
P=1% 0 20 |Y9 | 5 0 20
0 8 0 2 0 8 0 .2

P y @Q son m-reversibles para m = (i, i, i, i) y P = Q. Para f = ¥(1,—1,-3,3), verificar que

Vara(f(Xo) + £00) + f0) = { (35 Pt B0

Ejercicio 2.15 Proceso Puntual : un caso donde @ no es irreducible

En [0,1]?, y para n(z) = 2, determinar para un proceso de niicleo duro el valor maximal 7
de r. Demostrar que para € > 0 pequeno y r = ro — &, la transicién de proposicién g propuesta
para la simulacién de un P.P. no es irreducible (proponer dos configuraciones de dos puntos que
no se puedan comunicar entre ellas).

Ejercicio 2.16 Dinmica de Metropolis para el P.P. de Strauss
Programar la simulacién por medio de la dindmica de Metropolis de un proceso de Strauss

con n(x) = n = 50 fijo (sélo el pardmetro b (o ) influye) y para r = 0,05. Examinar las
configuraciones de las simulaciones para v = 0,01, 0,5, 1, 2, 10.
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CAPITULO 2. SIMULACION USANDO CADENAS DE MARKOV



Capitulo 3

Cadena inhomogénea y recocido
simulado

Una cadena de Markov inhomogénea sobre un espacio de estados finito F es un proceso de
Markov cuya probabilidad de transicion en el instante k& depende de k

P(Xpp1 =7 | X =1) = Pp(i,5)

Una cadena inhomogénea estd, por lo tanto, caracterizada por su distribucién inicial v y la

sucesion de sus transiciones (Pj)k>0. La distribucién de (Xo, X1,---, X,) es
n—1
P(Xo =0, X1 =1, , Xp = z) = v(x0) | [ Pe(an zps1)
k=0

la distribucion de X,, estda dada por el producto matricial vPyP; --- P, _1.

Utilizando la nocién de coeficiente de contraccion de una transicién P (Dobrushin [26]; [92],
[47], [106] ), comenzaremos por establecer criterios de ergodicidad para una cadena de Markov
inhomogénea.

A continuacién presentaremos el método y los resultados de Recocido Simulado. Mostraremos
que a un problema de optimizacién general:

Optimizar U : E — R

podemos asociar candénicamente, para un esquema de temperatura (7;) que converge a 0, y
una dindmica dada, una cadena de Markov inhomogénea que se concentra en los estados que
realizan el maximo de U. La bisqueda del méximo de U estd de esta manera ligado al estudio
de la ergodicidad de esta cadena inhomogénea.

3.1. Coeficiente de contraccion de Dobrushin

3.1.1. Preliminares

Comencemos por establecer algunas propiedades preliminares. Sea p una medida sobre E.
La norma de variacion de p esta definida por

lull £ ) (@) = lully

zelR

Tenemos la propiedad

39
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Proposicion 3.1 Sean u y v dos probabilidades sobre E. Entonces:
(1) = vl =23, (u(x) — v(@))" = 2supacp(r(4) — v(4)) < 2.
(2) I = vl =201 = 22, inf{u(x), v(z)})
(3) I = vl = supp <1 [22g h@) (u(z) — v(2))]

En particular, dos probabilidades son disjuntas si y solamente si || — v| = 2.
Demostracion:
(1) Sea A= {x: p(r) > v(x)}, B=E\A. py v de igual masa,

Y (ux) —v(z) ==Y (ulz) —v(x)) =Y (u(z) —v(z))" = % I =]

z€EA z€EB z€FE

% ln—=vll = (ula) —v(@) =Y ulz) =Y pl(x) =Y viz)=1- inf{u(z),v()}

€A zeE zeB TEA z€FE
(3)
= vl = lu() |>ﬁlli}f Zh —v(x))

€l
Para la igualdad, escogemos h(x) =sign(u(x) — v(z)). O

La oscilacién de una funcién f : E — R se define como:

d(f) = sup [f(z) = f(y)| =sup f —inf
E

zyekl

Sea p(f) = oo f(@)u(x).

Proposicion 3.2 Sean p y v dos probabilidades sobre E, f: E — R. Entonces,

1
u(f) =v(f)l < 500f) llw = vl
Demostracion: Sea m un real fijo. Como p y v tienen igual masa total, tenemos:
u(f) = v(H)l = |u(f =m) =v(f =m)| < |ln - v]| x mix|f(z) —m|

Basta entonces verificar que en el término de la acotacién, max,cg |f(x) — m| se alcanza para
m = S(supp f + infg f) = 36(f). O

3.1.2. Coeficiente de contraccién y ergodicidad

Coeficiente de contraccién.

Sea P una probabilidad de transicién sobre E. El coeficiente de contracciéon de P se define
por

1
P)=— P P(y,- 3.1
o(P) = 5 méx [[P(z,) = Py, -] (3.1)
Se tiene que 0 < ¢(P) < 1. ¢(P) = 1 si existe z,y € E tales que P(z,-) y P(y,-) son disjuntas
(es decir, tienen soportes disjuntos). Finalmente, ¢(P) = 0 significa que todas las proyecciones
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P(zx,-) de P son iguales entre si, e iguales a una distribucién 7 : P es la transicién independiente
de distribucién 7.
La proposicién siguiente da dos expresiones mas de ¢(P). Denotemos Ph(x) = P(x,-)h =

>zem P, 2)h(2),

Proposicién 3.3 Dos expresiones de c¢(P).

(1) ¢«(P)=1—ming, > inf{P(x,z2),P(y,2)}.
(2) c(P) = § méxy,y méxy i<y [Ph(z) — Ph(y)|

Demostracion: Para (1) (resp. (2)) utilizamos la descripcién (2) (resp. (3)) de la proposicién 3.1
que describe la norma de variacién. O

En particular, si ¢(P) = inf, , P(z, 2) y r = card(E), tenemos la acotacion:
¢(P) <1—re(P) (3.2)

Esta acotacion es sencilla e importante desde el punto de vista teérico. Por otro lado tenemos
las propiedades de contraccién siguientes,

Proposicion 3.4 Sean u, v dos distribuciones sobre E y P, Q) dos transiciones sobre E.
(1) [[vP — pP|| < c(P) v — pl]
(2) ¢(PQ) < c(P)e(Q)

Demostracion:
(1) [[vP — pP| = méx <1 [(vP)h — (uP)h|. Pero:

(uP)h = 3" (uP)(2)h(z) = 3 p(@)Pla, 2)h(z) = 3 ) . Pla, 2)h(z) = p(Ph)

Asi,

[vP Pl = mix|v(Ph) — u(P))h)|

o
< v = pll X mdx{5 max [Ph(z) — Ph(y)[} = c(P) [[v — pl]
|n|<1°2 xy

(PQ) = Sméx|[PQU,) ~ PRy, )| = 5 méx [P, )Q - Ply, )]
< Smix|P(e,) ~ Py )| e(@) = (P)e@)  (punto (1)

O
El siguiente resultado controla la oscilacién de Pf y compara los valores propios de P en c¢(P).

Proposicién 3.5 Oscilacin de Pf, valores propios de P y c(P).

(1) 6(Pf) < e(P)i(f)
(2) Sea X\ # 1 un valor propio de P. Entonces, |\ < c¢(P) <1 —re(P)
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Demostracion:
(1) Para dos distribuciones p y v, |u(f) —v(f)| < 36(f) |lu — v|. Escogiendo p = P(z,-) y
v = P(y,-), obtenemos:

(Pf)(x) = (PHy)] <

Basta tomar el méximo en z,y para obtener (1
(2) Sea A un valor propio de P, f # 0 un valor propio asociado, Pf = Af. f no tiene coordenadas
constantes si A # 1: en efecto, si f tuviese coordenadas constantes, como P es una matriz de
transicion, Pf = f = A\f, es decir A = 1. Para este f, utilizamos la acotacién de (1):

SN 1P, Py, )]
).

mix |Pf(a) = Pf(y)| = |\ mix | (@) = f(3)] < c(P)3(f)

Como 0(f) # 0, obtenemos el resultado anunciado. O
Sea P una probabilidad sobre un espacio medible (F,€) , F y G dos sub o-algebras de £. El
coeficiente de a-mezcla entre F y G estd definido por ([28]),

a(F,G) =sup{|P(ANB) —P(A)P(B)|,Ac F,BecgG}

La proposicion siguiente permite controlar la mezcla y la covarianza de la cadena de transiciones
(Pp) :

Proposicion 3.6 Estimaciones de mezcla y de la covarianza de la cadena. Sea X una cadena
de distribucin inicial p y de transicin P, f : E — R.

(1) Para todo 0 < k < m, y todo u, tenemos: a(Xp, Xm) < 2¢(PF™).

(2) Para todo 0 < k < m, y todo u, tenemos: |Cov(f(Xy), f(Xm))| < 282(f)c(PF™).

(3) En particular, si la cadena es homognea, de transicin P, tenemos:

2(f) 1+ c(P)

JXl = — 1—c(P)

Demostracion:
(1) Llamemos P a la transicién P*™ y v a la distribucién de Xj. Sean A y B dos subconjuntos
de E: P(ANB) =3 icn jepVilij, P(A) =3 cavi y P(B) = X1 jep i B,j- Obtenemos:

A=PANB)=P(APB) = > vl (Pj—> whky)}
i€cA  jeB I€E
Escribiendo P; j = (6433 P);, se obtiene fécilmente la acotacién
A<D vy |0 P =vP)| <D vy ||oP - vP| < 2(P)
€A jEB i€E  jEE
(2) Llamemos vf y vPf las esperanzas de f(Xy) y de f(X,,). Tenemos:
Coo(f(Xe), f(Xm)) = > vilij(fi =vI)(f; = vPJ)

i,jEE

= S wilfi — vh){PG ) — vPf1))
i€E

= ZVz(fz —v){P@,")(f —vPf1l)— P(l,")(f —vPf1)}, de donde
i€E

(Cov(f(Xp), f(Xm))l < 2D wilfi = vf6(f)e(P) < 26°(f)e(P)

i€l
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(3) Basta desarrollar la varianza:

2

N-1
Vorly S A00) = gl Varlf(X0 +2 3 eon(f05 (0]

t 0<t<t'<N-1

|
<)

o

*(f)(1 +c(P))
2[N<52 f)+20%(f ; k< N{L— o(P)

IN

N

Ergodicidad débil y ergodicidad fuerte

Llamemos P™* = P m Pl - Pr—1 la transiciéon de m a k.
e La cadena de Markov de transiciones (Py)r>0 es débilmente ergddica si

Vm > 0,V vs, kh'm Hl/le’k — Vng’kH =0 (3.3)
—00
ee La cadena de Markov de transiciones (Py)i>0 es fuertemente ergddica si

Mo t.q.: VM >0, ka (sup Hl/Pm’k - 7TOOH) =0 (3.4)
—00  p
La propiedad de ergodicidad débil dice que para todo m hay pérdida de memoria de la
distribucion de X,,. La propiedad de ergodicidad fuerte dice ademaés que la distribucién de la
cadena se estabiliza alrededor de una distribucion m, para k grande.

Ergodicidad de cadenas homogéneas

Veremos en el parrafo siguiente que si la cadena (P,) admite una sucesién de distribuciones
invariantes (7,) (7,P, = m,) que verifiquen ) _||7n — 7Tpy1|| < 0o, entonces la ergodicidad
débil implica la ergodicidad fuerte. En particular, s¢ la cadena es homogénea de transiciéon Py
si P admite una distribucién invariante 7, las nociones de ergodicidad débil y fuerte coinciden. A
modo de ilustracién, mostremos como la ergodicidad de una cadena homogénea puede obtenerse
a partir del coeficiente de contraccién. Llamemos [z] a la parte entera de un real z, r es el
cardinal de E, e(P) = inf, , P(x,y).

Proposicion 3.7 Ergodicidad de una cadena homognea de transicin P.
(1) c(P™) es decreciente.
(2) Si P es reqular, c.a.d. y existe m t.q. P™ > 0, entonces

¢(P") < {1 —re(P™)}m] =0 sin— o0

Este resultado es una consecuencia de la propiedad de sub-multiplicatividad ¢(PQ) < ¢(P)c(Q),
de la identidad P"t* = P"P* y de la divisién euclidiana n = mqg + s, 0 < s < m, del entero n
por m. Si P es regular, existe m = 7, invariante para P. En consecuencia,

[V P" = Moo || = [[VP" = oo P"|| < [ = Troo| (P™) < 2¢(P™) — 0

La cadena es ergdédica.



44 CAPITULO 3. CADENA INHOMOGENEA Y RECOCIDO SIMULADO

Ergodicidad de cadenas inhomogéneas ( [26];[53];[106])

Sea la condicion:

Vm, lim ¢(PpPpst - Py) =0 (3.5)

k—o0

Proposicion 3.8 Criterio de ergodicidad dbil. Una cadena no-homognea es dbilmente erg-
dica si y solamente si ella verifica (3.5).

Demostracion:
e (<) Para todo m y para cualesquiera distribuciones p, v, ||pP™" — vP™F|| < || — v|| c(P™F).
La ergodicidad débil es consecuencia de la condicién limg_. o, ¢(P™") = 0.
ee (=) Reciprocamente, escojamos como distribuciones iniciales p = dgy,v = dg53, @ # J.

5{1}Pm’k no es mas que la i-ésima fila de pmk, Asi,

o102 = a0 274 = S0Pt - P
leE

1
c(P™k) = 5 Sup H(S{i}Pm’k — 5{j}Pm’kH —0sik— o0
1,J
O
Daremos ahora una condicién suficiente de ergodicidad fuerte. Sea () una sucesién de distri-

buciones sobre E que verifica

Z |7 — Tna1]| < 00 (3.6)

n>0

(mn) es una sucesién de Cauchy sobre el espacio completo (R, |-||;): existe, por lo tanto, una
distribucion 7, tal que 7, — Too.

Sea X = (X,)n>0 una cadena de transiciones (P,). Tenemos el siguiente resultado de ergo-
dicidad,

Proposicion 3.9 Criterio de ergodicidad fuerte. Supongamos que eriste una sucesin de
distribuciones (my,) invariantes para (P,), tales que (m,) verifica (3.6) y que la sucesin (P,)
verifica (3.5). Entonces existe una distribucin T tal que

sup |[vPoPr -+ - P — Tool| — 0
14
Demostracion: Ya hemos establecido la existencia de 7.
(1) Comencemos por controlar A; ; = ||Too PiPit1 -+ Piyk — Too||. Tenemos:
TooPiPiy1 - Piyk — Moo = (Moo — i) PiPiy1 - Pk + miPiPi1 -+ Pigg — Teo
= (Moo — i) Piliv1- - Piyk
k
+Z(7Tz‘—1+j = Tij) Pitj ++ Pire + (Wil — Too)
j=1
de donde deducimos la acotacién

o0
Aig <26(PiPi1- P) + Y I — o || + ik — ool

n=t
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En consecuencia, para todo € > 0, podemos escoger i y k tales que A;; < .
(2) De la descomposicién, para todo i < n:

VPP - Py — oo = (WP P+ Pt — Too) PiPiy1 -+ - Py + oo PPt - Py — oo

deducimos,

[vPo Py Py — mool| < 2¢(P;Piy1 -+ P) + Aj g para k =n —i
La ergodicidad resulta entonces de (3.5) y de (3.6). O
Nota 3.1 .

(1) El control en n de la velocidad de ergodicidad, es decir de sup, |[VPyPy -+ Py, — 7ol €n
n se obtiene a partir del de ¢(PpPpy1---) y del resto de la serie Yy~ |7k — Tyl [106].

(2) Una condicin suficiente, muy utilizada en la prctica, que garantiza que
Y on 17 = Mg || < oo es:

(M) : Ve E, n— m,(x) es montona a partir de un cierto rango (3.7)

En efecto, 3., |70 — niall = 23, 3, [mn() — Tay1(@)|T. Como slo hay un nmero finito de
x, basta garantizar la convergencia de cada serie numrica con x fijo. La condicin de monotona
(3.7) asequra esta convergencia: en efecto, para n suficientemente grande, |m,(z) — Tpp1(x)| T =
Tn(x) — Tpy1(x) si (mn(x)) es decreciente, = 0 si no.
(3) Tres condiciones suficientes que garantizan la ergodicidad dbil (3.5) son:
(8.5-1): Ym >0, [[,,s;, c(Pn) =0
(3.5-2):5n, c(Pn) >0 y [[,50c(Pn) =0
(3.5-3): ¥n, 3k > n tal que c(Py) = 0.
(4) Una tenica clsica para controlar ¢(PiPiyy - - - Piyy) es descomponer el intervalo [i,i+k+1]
en [ intervalos sucesivos y adyacentes Is = [Ts_1,Ts[, s = 1,1. Llamando PG = P P i1 Pr 1,
obtenemos:

l
c(PiPisy -+ Pix) < [ e(P™)
s=1

Si adems escogemos T, de modo que P®) > 0, tenemos c(P®)) < (1 — re(P®))). Esta tcnica es
fcil de usar pero est lejos de ser ptima.

(5) La condicin (3.5): Ym > 0, ¢(PmPm+1--- Pn) — 0, para todos los m, es necesaria (cf.
ejercicio).

Cadenas inhomogéneas: Ley de grandes numeros y T.L.C.

Sea X = (X,,) una cadena inhomogénea, de transiciones (F,). Si la distribucién inicial es v,
llamaremos P, a la distribucién de la cadena. Llamemos ademads ¢, = sup;<;<,, ¢(F;). Tenemos
los dos resultados siguientes:

Proposicién 3.10 Ley de Grandes Nmeros (Gantert [35]; [52])
Suponemos que la cadena es fuertemente ergdica y converge a To. Sea f 1 E — R. Entonces,

% Zi:l,n f(Xi) = 7o (f)
(i) en L2(P,) silim,n(1 — ¢,) = co.
(’L’L) ]P)V—C.S. St ZTLZI m < 0.
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Proposicién 3.11 Teorema Central del Limite (Dobrushin [26]).
Sean fi: E— R, y S, =>4, [i(Xi). Suponemos que:
(i) Eziste ¢ > 0 tal que, para todo i, Var(fi(X:)) > ¢
(i) sup; || fill oo < o0y
(i) lim,, n%(l — ¢p) = +00. Entonces:
Sy — E(Sy)

i~ —N(0,1)
Var(Sy,)2

La constante % de (iii) es éptima.
Para estos dos resultados, el caso dificil es aquel en el cual ¢, — 1_. Supongamos por ejemplo
an

que ¢, =1—92 0<a, <ny a, — oo. Para la ley de grandes niimeros, la convergencia tiene

lugar en L?(P,) y P,-c.s. si Y, a,? < co. El TCL vale si a5 — +00.

3.2. Optimizacién por recocido simulado

Sea U : E — R una funcién a minimizar sobre E finito, U, = min{U(z) : € E} y
E, ={z € E:U(z) = U.}. Sea 3 = T~! el pardmetro inverso de una temperatura 7 > 0
(T — 0 equivale a f — 00), y mg la distribucién sobre E asociada a U y a [3:

mg(x) = Z7H(B) exp —BU (2).

La heuristica del algoritmo de recocido simulado (que denotaremos de ahora en adelante por

RS) es la siguiente:
b
SiU(a) <U®), 1m 2O _g
B——+oo Tg(a)

A baja temperatura (3 grande), la distribucién 73 se concentra en E, el conjunto de los minimos
de U. Maés precisamente, si llamamos 74 a la distribucién uniforme sobre E,,

Too(z) = |E| ' 1(z € E,), entonces: |8 — Too|| — 0 8i B — 00

(JA| es el cardinal de A). Asi, a primera vista, optimizar U equivale a simular 73 para 8 grande.
Se presentan dos problemas:

(i) ;Cudndo consideramos que [ es grande ?

(ii) la convergencia de la simulacién de mg para 3 grande es muy lenta.
El algoritmo de RS es una respuesta a estos problemas (Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi [65]): vamos
a utilizar una dindmica (Py) inhomogénea en el tiempo, relativa a una sucesién () que tiende
al infinito y buscaremos condiciones suficientes que aseguren que la cadena (Py) es fuertemente
ergodica y converge a mo,. Examinaremos dos casos:

e El caso de un espacio producto E, con la dinamica del muestreador de Gibbs ([37]; [39]);

e El caso de un espacio de estados E general y de la dindmica de Metropolis-Hastings (Hajek
[50];[103];[1];[42];[5]).

3.2.1. Recocido simulado para la dinamica de Gibbs

E =F%donde S = {1,2,--- ,n} y F es finito. Sea U : E — R. Sin pérdida de generalidad,
supondremos que el minimo de U es U, = 0 (por lo tanto U toma valores en R™, y para al menos
un z € E, U(xz) =0). La dindmica del muestreador de Gibbs estd asociada a la distribucién

() = Z71(5) exp —BU (x)
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y a sus distribuciones condicionales ; g(z; | #), i € S. El algoritmo es el siguiente:

’Algoritmo de RS para la dindmica de Gibbs

(i) Escogemos un esquema (() T 4o0.
(ii) Visitas a S periédicas, S = en el k-ésimo barrido.
(iii) La transicién en el k-ésimo barrido es:

n
Pk(.%’,y) = Hﬂ-z,ﬁk(yl | Y1, 5 Yi—1,Ti41, " al'n)
=1

Sea A = max{U(z) — U(y) : = y excepto en un lugar}, r el cardinal de E.

Proposicién 3.12 Convergencia del RS para la dinmica de Gibbs (Geman D. y Geman S.

[37]:[39])-
Si (Br) T +oo y verifica
g exp —{nApfy} = +o0

k>0

entonces: Vxo,limg_oo P(Xx € E. | Xo = x,) = 1. En otras palabras, para toda distribucin
inicial v, vPyPy - - P, — Too. Si B = vlogk, esta convergencia tiene lugar si v < (nA)~L.

Demostracion: m, = mg, es invariante para Py y T, — 7. Basta verificar las dos condiciones
(3.6) y (3.5). Observamos que la convergencia T, — T no permite obtener (3.6).
(i) Verifiquemos que para todo z, la sucesién (7 (z)) es mondtona para k grande. Fijemos

z. Tenemos:
m(x) ={>_ exp—pU(y) - U(z)]} !
yerR

Pongamos a(y) = U(y) — U(x). Si ¢ € Ei, a(y) > 0, cada exp —fa(y) es decreciente y en
consecuencia (7 (z)) es creciente. Si no,

d(B) =msx) ' ={y e E:U@W) =U@)}+ > e—Balv) 4 3 o—Bay)

a(y)<0 a(y)>0

La derivada de d es d'(8) = — 3 (<0 a(y)ePaly) — 2 a(y)>0 a(y)e P Si U no es constante,
existe y t.q. a(y) < 0y el primer término tiende a —oo si f — 0o. En cuanto al segundo término,
tiende a 0. Asi si x ¢ E,, (mi(z)) es decreciente a partir de un cierto valor.

(i) 7i0(wi | @) = {Der exp—AU(ua1) — Ulws, )]}~ > (re") 7! ya que [U(u,a?) -
U(z;,2')] > —A. Deducimos que:
Ps(z,y) > (r"e™2) =1 v en consecuencia c(Pg) <1— e oA

La condicién suficiente (ii) vale si Vm, [[;~,, ¢(Px) = 0, condicién equivalente a

Z(l —c(Py)) =+

k

Para el esquema de temperaturas propuesto, 1 —¢(Py) > e "4 = (%)V"A. La divergencia tiene
lugar si ynA < 1. O

Ejemplo 3.1 Suavizamiento de una curva por minimizacin de la rugosidad
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Queremos reconstruir una curva = : [0,1] — F C R , donde F' es una malla finita de R.
Tenemos observaciones {y;,i = 0,n} que asociamos a x por el modelo:
. i
yi = x; +¢;, 7 =0,n donde z; = z(—)
n

La rugosidad de una curva z de clase C? se define por F(z) = fol 2"(t)2dt. Su versién discretizada
es Fp(x) = Z:‘L:_f (i1 — 2x; — 2;41)%: la rugosidad es débil si x es regular. Una reconstruccién
discreta de = se puede hacer sobre la base de la energia

U:E=F"" SR, Ulx|y) =~vFp(x) + |y — 2|5

~ es un parametro de regularizacién: mientras mas grande sea 7y, mas regular serd la recons-
truccién; mientras méas pequeiio sea 7y, mayor serd la fidelidad de x a y. Verificaremos que U se
escribe de manera aditiva y local:

Uz |y) =Y Bilwi |y)+ > Pij(zi,z; | y)
7 @]

®(x; | y) = 27 (6 + 1) — 23y
—8yxxjsi |i— gl =1
<I>i7j(a:i,a;j ‘ y) = @Lj(a:i,:cj) = 2"}/.%'1'.%']' si ‘Z —j’ =2
0 si no

Las distribuciones condicionales se expresan a partir de una energia condicional:
Uip(wi | @ 9i,yi) = —Bri(zi(67 + 1) — 2y — 8v(@i—1 + Tit1) + 2(Ti—2 + Tit2)

mi5(zi | 290, y) = exp Ui p(mi | 2 00, yi){ D exp Uy p(u | o i,yi)} !
uek

3.2.2. Recocido simulado para la dinamica de Metropolis

Estudiamos ahora RS para la dindmica de Metropolis, donde suponemos que la transicién
de proposicion ) es simétrica. El caso general de las dindmicas de Metropolis-Hastings puede
ser tratado de manera similar. A temperatura 7' = 37!, la transicién es, para x # ¥

Py(x,y) = Q(z,y) exp —p[U(y) — U(x)]*

El algoritmo es el siguiente:

’R.S. para la dindmica de Metropolis‘

(i) escoger un esquema (f%) | +o0o. Estamos en X =zx.

(ii) escoger una proposicién de cambio y segin Q(z,-).

(ii1)Si AU =U(y) —U(x) <0, tomar Xjy1 =Y.

(iv) Si no, generar V con distribucién uniforme sobre [0,1]:
(iv-1) S8i V <exp—AU, tomar Xy =y.
(iv-2) Si no tomar X1 = .

Supondremos que @ es regular. Sean M = inf{n t.q. Q™ > 0}, ¢ = inf{Q(x,y) : =,y t.q.
Q(xz,y) >0}y A = méx{U(y) — U(z) : z,y € t.q. Q(z,y) > 0}. Adoptaremos un esquema
de enfriamiento por niveles, cada uno de longitud M, la temperatura permanece constante con
valor 3, ! sobre el k-ésimo nivel. Tenemos el siguiente resultado ([50], [42],[107])



3.2. OPTIMIZACION POR RECOCIDO SIMULADO 49

Proposicion 3.13 Convergencia del RS para la dinmica de Metropolis.
Si (Bk) 1 +oo verificando
Zexp—{MAﬁk} = +0o0

k>0

entonces la cadena de RS para la dinmica de Metropolis realiza la bsqueda del mnimo de U, es
decir limg_,oo P(Xi € Ex | Xo = xo) = 1, siempre que
Si B, = ylogk, la convergencia del RS vale si v < (MA)™L.

Demostracion: Seguimos el mismo procedimiento que para establecer la convergencia del RS
respecto al muestreador de Gibbs. Llamemos 73 = Z7YB)exp —BU, 1 = g, ¥ Ry = Pé\;[. T
es invariante para Ry y T, — Too. La ergodicidad fuerte vale bajo las condiciones (3.6) y (3.5).

El punto (i) se establece como para el muestreador de Gibbs: el hecho de que E sea un
espacio producto no interviene para establecer la monotonia de las (m,(x)).

Falta controlar el coeficiente de contraccién de Rg. Q(x,y) > g > 0 para los cambios posibles
z +— y. Q es regular con QM > 0, para z,y € E, existe un camino z = z(0) — x(1) — ---
x(M) =y de longitud M que une z a y:

Ra(x,y) > ¢ exp—B Y [U(w) = U(zi1)]* > ¢ exp —MpA
I=1,M

Tenemos entonces: ¢(Rg) < 1 — rg™ exp —MBA. De donde se obtiene la primera parte del
resultado. Para el esquema B, = ylogk, 1 — c(P) > r¢™(3)"™ A, La serie de término general
1 — ¢(Py) es divergente si v < (MA)~L. O

Los dos resultados precedentes de convergencia del RS en los dos contextos de la dinamica de
Gibbs y de la dindmica de Metropolis dan condiciones suficientes no-optimas de convergencia
del recocido simulado. Obtener una condicién necesaria y suficiente de ergodicidad fuerte sobre
la sucesion (fy) es mucho mas dificil.

Describamos una condicién de este tipo obtenida por Hajek [50] en el contexto de la dindmica
de Metropolis. Suponemos que ) es simétrica y define la relacién de @Q-vecindad: x ~ y <
Q(z,y) > 0. El conjunto EY¢ de los minimos locales es el conjunto de los x t.q. U(z) < U(y) si
x ~y. La profundidad d(x) de un minimo local z € E!°¢ es

d(z) =inf{d >0:3y t.q. U(y) < U(z) y 3 ~» y de nivel < U(z)+ d}

donde x ~~ y es un camino que va de x a y: para salir del pozo local de U en z a fin de ir hacia
y, mas bajo que z ( U(y) < U(x)), podemos hallar un camino que no suba més que U(x) + d.
Definimos entonces la profundidad méxima del paisaje de la energia U por:

D = max{d(z),z € E°\E,}
La condicién necesaria y suficiente de convergencia del RS es:
Proposicién 3.14 Condicin necesaria y suficiente de convergencia del RS (Hajek, [50])

lim P(X}, € B | Xo=0) =1 = ) exp~{Df} = +o0
—00 k>0

Observamos que D < MA. Para la sucesion G = vlogk, el resultado de Hajek implica el
resultado precedente porque v < (MA)~! < D~1.
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Ejemplo 3.2 Alizamiento de una curva (continuacin)

Retomemos el ejemplo 3.1. Supongamos que el espacio de estados F es el intervalo [—5, +5]
discretizado a pasos de ancho 0,1 (F' tiene 101 elementos). Sea ¢ pequeno (¢ = 0,1). La propo-
sicién de cambio x — z es la siguiente:

(i) decidimos no cambiar nada con probabilidad

(ii) escogemos al azar i € S = {0,1,2,--- ,n} y cambiamos el valor x; — z; en ese sé6lo lugar i
en +0,1 si z; ¢ {—5,+5}, 0 z; € {z; 0 ; £0,1 si x; = F5}, esto con probabilidad Q(z, z) = %;

(iii) Q(z, z) = 0 si no.

@ es simétrica, regular, M < 101 X (n 4+ 1). Un cdlculo directo de AU = U(z) — U(x),
condicional a y, da:

AU = 7(zi — ) [(2 + ) (6 + 7)) = 253 — 8(wic1 + Tir1) + 2(Ti—2 + Tit2)]
Conservamos z; con probabilidad 1 si AU < 0, y si no con probabilidad e P2V
Ejemplo 3.3 Un problema de recubrimiento

Tenemos N segmentos de longitudes I; > 0,7 = 1, N con los cuales queremos recubrir, sin
que se superpongan ni sobrepasen, un intervalo de longitud L < I3 + I + - -+ + [. Llamemos
S={1,2,--- N}, E={ACS:A#0Vy Y ,cali <L} yU(A) = > ,c4li- Recubrir de la mejor
manera el intervalo [0, L] corresponde a optimizar U sobre E. Vamos a describir el algoritmo de
Metropolis para la transicién de proposicién Q(A, B) siguiente:

(i) Escoger s uniformemente en S.

Sise€ A, pasar a B = A\{s}
Sis¢ A, pasar a B=AU{s}

@ es una transicién irreducible (pasamos de A a B en a lo sumo |A|+ |B| pasos) y simétrica

(sis¢ Ay B=AU{s}, Q(4,B) = + = Q(B, A)). Tenemos

(ii) Los tinicos cambios A +— B son:

+ls si B = A\{s}
AU =U(A)-U(B)=( —lssi B=AU{s}

0 si no

Asi, a la k-ésima iteracién del algoritmo, conservamos con seguridad a B si B = AU {s}, y con
probabilidad exp —Gls si B = A\{s}.

Nota 3.2 Algunos comentarios sobre el recocido simulado

(1) La analogia con el recocido simulado de la metalurgia es justificado. Para el esquema de
temperatura T'(k) = Jﬁ, la condicién suficiente de ergodicidad es Ty > NA. La temperatura
inicial debe ser suficientemente grande, todas las particulas estan libres y desordenadas. Luego,
el enfriamiento debe ser suficientemente lento (esquema en (logk)~!), y la cristalizacién tiene
lugar, realizando el minimo de energia.

(2) El RS permite siempre escaparse de un minimo local contrariamente a los métodos
numéricos clésicos de optimizacién, por ejemplo el método del gradiente: es una condicién ne-
cesaria a la convergencia hacia un minimo global. En contrapartida, uno escapa también del
minimo global y no puede, por lo tanto, haber convergencia casi segura a F,: la convergencia
del RS tiene lugar en probabilidad y no casi seguramente.

(3) El recocido simulado en horizonte finito K ha sido estudiado por Catoni [15]. El problema
es el siguiente: disponemos de un presupuesto K fijo (el nimero de iteraciones autorizadas en
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el algoritmo de RS), y deseamos retener el mejor esquema de enfriamiento triangular 75 =
{TE >TK > ... > TE} que minimice:

P(TH) = max P(Xx ¢ E. | Xo =)

El resultado es el siguiente: el esquema 6ptimo 7% es un esquema con decrecimiento exponencial
y P(T®) = O(K~%) donde d es una caracteristica del paisaje de energfa. Este resultado no es
asintético. No estd en contradiccién con el resultado de decrecimiento lento de la temperatura
para la convergencia del RS. En cierto sentido, este resultado valida el hecho de que, en la
practica, los esquemas de enfriamiento utilizados son exponenciales, de tipo T,f( = Top"* con T
suficientemente grande y p cercano a 1 (p = 0,99): se deja TkK constante por niveles de longitud
lg, k=1, K (lx a determinar); un esquema de enfriamiento estaréd caracterizado por (T, p, (Ix)).

(4) Se puede obtener un control de ||V P Ps - - - P, — To|| & partir de la acotacién que permite
obtener la ergodicidad fuerte de una cadena inhomogénea

[VPLPy - Py — ool < Aig + 2¢(PiPig1 -+ Pipg) con

Aip = |ImooPiP2- - Pipg — Moo < Moo — mil| + ) i1 — mill

n>1

En el cuadro del RS para la dindmica de Gibbs sobre E = F°, § = {1,2,--- N}, para una
funcién U de minimo global 0 (U, = 0) y para el esquema () = lj‘i,gAk , Winkler [106] obtiene el

control siguiente, en funcién de m = inf{U(z) : = ¢ E.},

VPP Py — moo|| = o(k;*imlnzm)

La velocidad mejora con la profundidad del minimo global de U respecto al resto del paisaje y
con U localmente regular fuera de FEi.

3.3. Simulacién y optimizacion con restricciones

Sea C': E — R una aplicacién que define la restriccion Ec = {z € E : C(x) = C.} donde
C, = inf{C(x),z € E}. Supondremos que C no es constante.

Sea U : E — R una energfa, m(z) = Z lexp{—U(z)} la distribucién sobre E asociada a
U,Uyc=inf{U(z) : x € Ec}, Exc = {x € Ec : U(z) = U, ¢}. La distribucién de energia U
restringida a F¢ es

mo(r) = Z5'"1{x € Ec}exp —U(x)

Sea o ¢ la distribucién uniforme sobre F, ¢. Vamos a responder las dos preguntas siguientes:
e (S): ;Simular 7¢?
e (0): (Minimizar U sobre Ec?
El enfoque intuitivo es el siguiente. Sean 3 y A dos pardmetros reales positivos y mg ) la distri-
bucién sobre E de energia Ug y = f{U(x) + AC(x)} :

max(z) = Z 1B, \) exp —B{U(z) + \C ()}

Los siguientes dos resultados son faciles de verificar:
e (S):Sif=1ysiAT oo, entonces m \ — 7.
e (0):SifTooysiAToo,entonces gy — TC,o0-
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Llamemos 7, = mg, »,. Este comportamiento asintético sugiere que construyamos cadenas de
Markov de transiciones (Py) relacionadas 7. Si () es la distribucién invariante de (Py), la
ergodicidad de las cadenas serd cierta bajo (3.6) y (3.5). En el caso en el cual E es un conjunto
producto, escogemos la dindmica del muestreador de Gibbs: los resultados se deben a los her-
manos Geman [38] (cf. también [39]). En el caso de un espacio de estados finito general y de la
dindmica de Metropolis, los resultados se deben a Yao [107].

Sirestamos Cy a C'y U, ¢ a U, la distribucién 7 y no cambia: asi, sin perdida de generalidad,
supondremos que Cy = U, ¢ = 0.

3.3.1. Simulacién y optimizacién bajo restricciones para la dinamica del mu-
estreador de Gibbs

E = F¥ donde F es finito y S = {1,2,--- ,n}. Sean (B;) y (M) dos sucesiones que crecen
hacia +oo, T = 7(Bk, A\k) ¥ Pr la transicién del muestreador de Gibbs de 7 para el barrido
1~ 2+ -+ ndeS. Llamemos A = max{U(xz) — U(y) : * = y salvo en un lugar},
I' = méx{C(z) — C(y) : © = y salvo en un lugar }. A y T son > 0. Tenemos el resultado
siguiente:

Proposicién 3.15 Simulacin y optimizacin bajo restricciones (dinmica de Gibbs, Geman
D. y Geman S.,[38]; [39]).

(1) Simulacin: fijemos para todo k, B = 1. La cadena inhomognea (Py) de parmetros ((1, \g))
converge hacia 7o siempre que la sucesin (\) verifique:

Z exp(—nI'\;) = +o0
k>0

Esta condicin se satisface para A\ = Alogk siempre que Anl' < 1.

(2) Optimizacin: La cadena inhomognea (Py) de parmetros ((Bk, A\r)) converge a mc oo si las
sucesiones (Bk) y (\k) verifican:

Z exp{—nfr(A + \I')} = +o0
k>0

Esta condicin se satisface para Bp i, = vlogk siempre que ynl' < 1.

Demostracion: Para establecer cada uno de los resultados, basta comprobar (3.6) y (3.5).
(1-(i)) Simulacion y (3.6) : basta verificar que (m,(x)); es monétona. El método es estandar:
escribimos

mi(2)” =) exp{(U(z) = Uy)) + M(C(z) = C(y))}
yer
Dividimos la suma en tres segin C(y) sea <, = 0 > que C(zx) y se concluye facilmente.
(1-(ii)) Simulacion y (3.5) : la distribucién condicional en i vale

(i | 2) = ) exp[(U(s,2") = Ula,a')) + Me(Claiy ') = Cla, )]}

acel

Estas probabilidades estén acotadas inferiormente por L™!exp —{A + A\;I'}, donde L = |F|, y
en consecuencia:

1 —¢(Pg) > exp —n{A + NI}
de donde se obtiene el resultado (1).
(2-(1)) Optimizacion y (3.6) : Vamos a utilizar el lema siguiente. Sea (7 = Z, " exp{—Uy}) una
sucesion de distribuciones sobre E.
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Lema 3.1 (/39]) Supongamos que la sucesin (Uy) es tal que se cumplen:
(a) Vz € E, 3ko tal que U(x) < Ugi1(z) si k > ko.
(b) 3xo € E tal que supysq Ug(zo) < 400.
Entonces, bajo (a) y (b), la sucesin (7y) verifica (3.6)

La demostracion de este lema esta a continuacién de la del teorema. Verifiquemos que las
condiciones (a) y (b) se satisfacen. Aqui, Uy = Br(U(x) + M\C()), (Bk) v (Ak) T +o0.
Condicion (a): six € Eg, C(z) =0y U(z) > Uy = 0: (Ug(x)) es creciente. Si ¢ E¢, y si
U(z) > 0, tenemos el mismo resultado. Falta examinar el caso en el cual x ¢ E¢ y U(z) < 0.
Tenemos:

Uk+1(z) — Ug(x) = (Be+1 — Bi) [U(2) + Ae11C(2)] + Be(Ak+1 — Ak)C ()

Este crecimiento es positivo a partir de un cierto valor porque C(z) > 0y A\; T +00.
Condicion (b): basta tomar zg € E, ¢ porque entonces, U(xg) = C(xp) = 0, y en consecuencia,
para todo k > 0, Uk(xo) = ﬁk{U(.%()) + /\kC(xo)} = 0.

(2-(ii)) Optimizacion y (3.5): introduciendo el parametro (), obtenemos

i (@i | rt) = {Z expﬁk[(U(x,;,xi) — U(a,xi)) + )\k(C(xi,xi) — C(a,mi))]}_l

aeF

Estas probabilidades estédn acotadas inferiormente por L~!exp —3,{A + A\t I'} , y obtenemos la
acotacion inferior:

1 —c¢(Pg) > exp —nf{A + NI}

Deducimos el resultado (2). Para el esquema logaritmico, la desigualdad ynI" < 1 estricta es

necesaria: en efecto exp —nBA\e{T + A\, A} = (%)”V{FH‘IZIA} > 1 siempre que k sea suficiente-

mente grande. U
Demostracion del Lema:

Basta demostrar que para cada x, > .~ |mk+1(z) — mp(x)| < oo. Fijemos un z y llamemos

uy, = exp —Uy(z). Tenemos la acotacién

1mh1(2) = me(2)] = (ZeZry1) " Jurs1 2k — upZpy1]
(ZkZisr) k1 | Zisr — Zil + Zisr |upsr — wil}

(inf Zk)ﬂ{[sgp up) | Zi1 — Zi| + [Sgp Z] [uk41 — ukl}

VANVAN

Ahora bien, sup;, ux < oo ya que (Ug(x)) es creciente a partir de un cierto valor. Igualmente, como
E es finito, sup, Z < co. Ademas, infy Z > exp{—supy, Ur(zo)} > 0. Concluimos observando
que las sucesiones (Zx) y (ux) son positivas y decrecientes a partir de un cierto rango. ]

En [39], D. Geman da una forma mas general de este resultado. En primer lugar, los rela-
jamientos estocdsticos pueden hacerse sobre subconjuntos A; (hasta ahora hemos considerado
conjuntos de un sélo elemento A; = {i}). Los subconjuntos asociados a cada barrido deben
recubrir S, pero los barridos no son necesariamente periédicos. En fin, si el barrido nimero k es
de longitud k y tiene (0, Ax) fijos, hace falta una condicién mixta sobre (g, A\x) y sobre 7 para
asegurar la convergencia de la cadena. Si los 73 son acotados, los esquemas logaritmicos log k
aseguran las convergencias deseadas si 7y es suficientemente pequena.
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3.3.2. Simulacién y optimizacién bajo restriccion para la dindmica de Me-
tropolis

Sea () un ntcleo de proposicién simétrica, irreducible y regular (esta hipétesis puede relajarse,
cf. [107]). Sea M el menor entero tal que Q™ > 0. La transicién de Metropolis asociada a
Uk = Br(U(z) + AC(2)) es, para z # y:

Py(w) = Q(z,y) exp —[Uk(y) — Uk(a)] "
Sean () y (Ax) dos sucesiones que crecen hacia +00. Tenemos entonces:

Proposicién 3.16 Simulacin y optimizacin bajo restriccin (dinmica de Metropolis, Yao

[107)).

(1) Para By = 1, la cadena (Py) realiza la simulacin de ¢ siempre que

Z exp —{MT\gpr} = +00
k>0

(2) La cadena (Py) realiza la optimizacin de U sobre E(C)  siempre que

Zexp —[MﬁkM{A + )\kMF}] = +00
k>0

Un esquema natural consiste en dejar constante, para niveles de longitud I, los parametros 3 y
A:sil=M ysifB;y A son los valores sobre el k-ésimo nivel, las condiciones de ergodicidad se
obtienen reemplazando en los criterios precedentes el indice kM por k.

3.4. Ejercicios

Ejercicio 3.1 Contraccin sobre un espacio a 2 estados.

.. l—a a 1—-d d
Sean las transmmnesP—( b 1—b > yQ—< % 1—b’>‘

(1) Mostrar que ¢(P) = |1 — (a + b)|.
(2) Verificar que ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).
(3) Para dos distribuciones p y v, verificar que ||uP — vP| = ||pu — v|| ¢(P)

Ejercicio 3.2 Algunos clculos de coeficientes de contraccin.

0 1 11
O G G
(1) Sea la transiciéon P = 6 i i El)
72
2 14 1

1

Calcular ¢(P), ¢(P?). Comparar c(P?), ¢(P)?y (1 — 4inf,, P*(z,y)).

(2) Sea la distribucién 7(x1,22) = Z ' exp Br129 sobre {—1,+1}2. Consideramos el mues-
treador de Gibbs de transicién P((x1,x2), (y1,y2)) = m1(y1 | z2)m2(y2 | y1). Calcular ¢(P) y
comparar con la acotacién 1 — 4inf, , P(z,y).

(3) Sea la distribucién 7 sobre E = {1,2,--- ,r} definida por una familia (a;), m; = Z ! exp a;.
Describir la dindmica de Metropolis para la proposicién de cambio: Vi,j € E, q(i,j) = % Dar
una acotacién de ¢(P) a partir de la oscilacién d(a) de a.
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Ejercicio 3.3 Estudio de la correlacin de una cadena binaria.

Sobre E = {—1,+1}, consideramos la cadena estacionaria X = (Xo, X1,---) de transicién
P, P(z,z) = a,z = £1, 0 < a < 1, y de distribucién inicial 7 = (3, 3). Sea f : E — R,
F(+1) = —f(-1) = .

(1) Diagonalizar P y evaluar ¢(P"). Calcular c,(a) = cov(f(Xo), f(Xn-1))-

(2) Verificar el resultado:

, 1 L+
lfim [Varﬁ > f(Xi)] =v(a) =v(f, 7, P) = ﬁ@f, e)?

n—00 )
i=1n

donde X es el valor propio de P diferente de 1, y e el vector propio asociado de norma 1 en [2().
Estudiar la funcién a — v(a).

Ejercicio 3.4 Sobre la acotacin ¢(PQ) < ¢(P)c(Q).

Sea la cadena de transiciones Py, 1 = P, P>, = @, n > 1, donde

0 5 3 010
P=|10 0 y Q=|303
100 010

(1) Calcular ¢(P),c(Q) y ¢(PQ).
(2) Calcular ¢(P1 Py - - Poy) y comparar a c¢(P1)c(Pa) - c(Pay).

Ejercicio 3.5 Sobre la importancia de la condicin: Ym en (3.5).

L 1-— L
)7P2:< >,Pn:( TL21 1”2>Sin23.
T n2 n2

(1) Calcular PPy y PyP>Ps. Mostrar que Qn = P1Py - Py, = ( Zn 1 . Zn )
n - Un

(2) Deducir en consecuencia que para n > 2, X, es independiente de X;. ;Es este resultado
cierto entre X, v Xopyn, m>2, n>17

INEEUNES
IN([JINTIV)

D] 0| —
SN

Sean las transiciones: P = (

Ejercicio 3.6 Cadena dbilmente ergdica y no fuertemente ergdica.

Mostrar que la cadena siguiente es débilmente, pero no fuertemente ergédica:

01 0 1
P21:< >> P2:< 1 1>a n>1
" 1 0 " 1—% 50

Ejercicio 3.7 Cadena fuertemente ergdica.

+

1,1 2 _ 1
Sea, paran > 2, P, = ( 3 .,m 3, ) Demostrar que (P,) es fuertemente ergédica.
2

Ejercicio 3.8 Paseo aleatorio con barrera reflectora
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Sean a,cy b = (1 — (a + ¢)) tres reales > 0 y la transiciéon P sobre £ = {1,2,---,n}
caracterizada por: P ;11 = cparal <t <n—-1, F; 1 =apara2<i<n, Py =a+by
P,,=b+c.

(1) Identificar la menor potencia r tal que P" > 0. Si b > ¢ > a > 0, verificar que, para este
r, inf; ; P"(i,j) = P"(n,1). Deducir de alli una acotacién de c¢(P").

En todo lo que sigue, tomamos n =3y b>c¢>a >0 (by > ¢t > ag > 0 si estos pardmetros
estan indexados en k); llamamos P, . a la transicién de pardmetros a y c.

(2) Determinar la distribucién invariante de P, y calcular ¢(P, ).

(3) Sea (Py) la cadena inhomogénea de pardmetros (a, ci)k>1. Para a; = ¢ — 0, dar una
condicién suficiente de ergodicidad fuerte de (Py). Para a; = % ycp = ﬁ, k>3, (P) ies ella
fuertemente ergodica?

Ejercicio 3.9 El problema del agente viajero.

Un agente viajero debe visitar (N + 1) ciudades Vp, V1, -+, Vy : parte de Vj, y regresa a ella
al final de su ciclo, y pasa una vez, y sélo una, por todas las otras ciudades. El conjunto E de tales
ciclos = (xg,z1,22, -+ ,zN, o) (xo = V) se identifica con el conjunto de las permutaciones
de {1,2,--- ,N}: si o es una permutacion, el ciclo es

O—o(l)—o2)—-+—a(N)—0

Llamemos d(%, j) la distancia entre las ciudades V; y V. El agente viajero quiere organizar lo
mejor posible su ciclo, es decir, minimizar la longitud U(x) de su ciclo x :

N

U(z) =Y d(zi,i41)

=0

Consideramos las 4 nticleos de proposiciones @) siguientes:
(1) Q1, intercambio de dos ciudades: escogemos al azar dos ciudades z; y x; diferentes
(distintas de Vj) e intercambiamos estas dos ciudades en el recorrido.
(2) Q2, intercambio de dos ciudades consecutivas: lo mismo pero sobre z;, 11, 1 <i < N—1.
3, tnversion de un segmento: escogemos al azar un par (¢,5) con 1 < 7 < 57 < N.
3 d g t JX 1 J 1< j <N
Este par define un segmento [z; — z;11 — -+ — z;] que invertimos [z; — zj41 — -+ — ;.
Ast x;_1 — x; (resp. xj — xj41) se transforma en z;_; — x; (resp. x; — x;41), y todo el resto
permanece inalterado.
4, insercion de una ciudad: escoger i al azar en ) al azar en
(4) Qu, d dad g 1 {1,2,---,N}yjal
{0,1,2,--- , N}. Desplazar z; e insertarlo entre j y j + 1.
Tlustrar graficamente estas cuatro proposiciones de cambio. Estudiar la simetria y la irredu-
cibilidad de estas transiciones. Describir la dindmica de Metropolis. Como ejemplo, simular la
distribucién mp = Z ! exp —% para T'=1,0,1 y 0,01. Representar los recorridos obtenidos.

Ejercicio 3.10 FEl problema del agente viajero con restriccin.

Estamos en el contexto del ejercicio precedente. Las (N 4 1) ciudades pertenecen a p (p > 2)
paises Bo, B1,--- ,Bp—1,y Vo € By, el pais de origen del viajero. La restriccién es la siguiente:
una vez que uno entra en un nuevo pais B; (j # 0), debe visitar todas las ciudades de ese pais
antes de salir (derecho de entrada importante).

(1) Proponer restriccién(es) C' : E — RT que reflejen estas reglas.

(2) Programar la optimizacién bajo restriccién sobre un ejemplo simple.
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Ejercicio 3.11 Matriz con longitud de banda mnima.

Ag = (Ao(%,7))ij=1,n €s una matriz para la cual la mayoria de los coeficientes son nulos (ma-
triz rala). Buscamos reagrupar los términos no nulos alrededor de la diagonal por permutaciones
sucesivas de filas y columnas. Sea F la clase de todas las matrices que pueden obtenerse de esta
manera a partir de Ag. El problema es minimizar la funcién U sobre E:

U(A) =) d(i,j)1{A(i,j) # 0}

1,j=1

para d una pseudo-distancia sobre {1,2,--- ,n}. Sea @ la transicién de proposicién de cambio
siguiente: permutamos dos filas, luego dos columnas, las filas permutadas asi como las columnas
permutadas se escogen al azar.

(1) Mostrar que @ es simétrica e irreducible.

(2) Describir el algoritmo de Metropolis a temperatura constante precisando el calculo de
AU.

(3) Tomar n = 100, (Ao(i, j))ij=1,100 i.i.d. Bernoulli de pardmetro 0.05, d(i,j) = |i — j|?,
p =1,2,4. Efectuar el RS para la minimizaciéon de U.

(4) (Es regular Q? Que pensar del algoritmo para la proposicién de cambio @' siguiente:
con probabilidad {%, %}, intercambiamos bien dos filas, bien dos columnas, las filas permutadas
(resp. las columnas permutadas) se escogen al azar.

Ejercicio 3.12 Divisin mazximal de un grafo.

S =1{1,2,---,n} es el conjunto de vértices de un grafo valuado no-orientado, la arista (i, j)
tiene peso b;; > 0. Sea E = P(S) el conjunto de subconjuntos de Sy U : E — R una funcién
definida por:

Para A - S: U(A) = Z bij
(i,j)i€A,j¢A

Observamos que a; = ) .5, bij donde 01 = {j € S, (i,7)}. P(S), que no es un conjunto producto,

JEDI
puede ser puesto en biyeccién con Q = {0,1}° :

1siie A
Ao x=(r1,29, ,Tpn) CON T; = OsiidA

Verificamos que U(A) se escribe en funcién de z:

U(ac) = Z Q;T; — 2 Z bijxiwj

i€S (4,9)

Esta correspondencia hace de E un conjunto producto y permite utilizar la dindmica de Gibbs
para la optimizacién de U por el RS. Para 3 > 0, sea mg(x) = Z~1(3) exp{BU (x)}.
(I) RS para la dindmica de Gibbs sobre Q = {0,1}™.

(I-1) Describir la distribucién condicional m; g(z; | %). Utilizando la positividad de b;;, dar
una minoracién uniforme en 2% de m; g(0 | 2) y de m; 5(1 | 2°). Deducir en consecuencia que,
uniformemente en z: m; g(z; | 2) > 3 exp —{Ba;}.

(I-2) Sea Pg la transicién del muestreador de Gibbs para el barrido sistematico 1 — 2 —
3 .-+ — n. Dar una acotacién del coeficiente de contraccién ¢(Pg) de Pg en funcién de 5y de

a=73 icqa.
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(I-3) Si (Br)k>1 es una sucesién que tiende a +oo, y para P, = Pg,, dar una condicién
suficiente sobre la sucesién ( que asegure ¢(PyPy--- P;) — 0 si k — +o0.
(IT) RS para la dindmica de Metropolis sobre P(S). Escogemos la transicién de proposicién @
siguiente que hace pasar de A — B:

e con una probabilidad ¢, 0 < € < 1, nos quedamos en A;

ee con una probabilidad 1—¢, escogemos al azar uniformemente un lugar ¢ de .S. Se presentan
dos situaciones: (i) si i € A, pasamos a B = A\{i}; (ii) si ¢ ¢ A, pasamos a B = AU {i}. No
estd permitido ningin otro cambio.

(II-1) Describir la transicién Q. Verificar que ) es simétrica, irreducible y aperiddica.

(IT-2) Mostrar que para todo A, B, Q*"(A, B) > 0 y dar una cota inferior de estas probabi-
lidades. ;Es minimo este orden r = 2n que garantiza la positividad de Q"7

(II-3) Escribir la transicién de Metropolis Pg(A, B) asociada a la energfa SU.

(I1-4) Si i es el lugar que define el paso de A a B, verificar que U(A) —U(B) < a;. Deducir en
consecuencia una acotacién de c(PE”). Dar una condicién sobre (i) que asegure la convergencia
del RS al maximo de U.

Ejercicio 3.13 Divisin maximal de un grafo bajo restriccin.

Estamos en el contexto del ejercicio precedente, el nimero n de lugares de S es par, n = 2p.
Proponer un método de optimizacion de U bajo la restriccion que la divisién debe se hacerse en
dos partes iguales:

(1) Sea readaptando las transiciones de modo que uno permanezca en el espacio restringido
E(C)={ACS:|A| =p}.

(2) Sea definiendo una restriccién C' : E — R y utilizando el procedimiento de simulacién
bajo restriccién.

Ejercicio 3.14 Coloracin de un mapa.

Un mapa es una coleccién de n paises, S = {1,2,---,n}, y un grafo de vecindad sobre
S : (i,j) si i y j son dos paises vecinos. Queremos colorear el mapa con K colores F =
{c1,¢2,--+ ,cx}. Una coloracién esta representada por z = (1,29, ,2,) € E = F*, y quere-

mos hacer una coloracién que minimice:

Ulx) =) Lz =x))
(i)

Llamamos 0i al conjunto de vecinos de 4, y n;(z) = 3_,cp; 1(z; = ;) el ntimero de vecinos de i
de color z;. Llamamos N = %Zle g | 0i| el nimero de aristas del grafo de vecindad.

(1) Optimizacion via el muestreador de Gibbs. Escogemos el barrido 1 — 2 — -+ — n, y la
longitud de un barrido, fijamos la temperatura a 571.

(1 —1) Describir m; g(z; | #%) y demostrar que m; g(z; | #°) > k=1 exp —30i.

(1—2) Describir la transicién Ps asociada a un barrido. Dar una acotacién de ¢(P3). Dar una
condicién suficiente sobre () que garantice que para todo m, limy ..o ¢(PpPpt1 -+ Pr) = 0.
Deducir en consecuencia que mientras mas grande es IV, mas lenta debe ser la convergencia de
(Bk) hacia +oo.

(2) Optimizacion para la dindmica de Metropolis. Sea @ la transicién de proposicién de cambio
siguiente: se escoge un lugar ¢ en S, uniformemente; en este lugar, se propone el cambio z; — y;,
Yi # x;, y; uniforme sobre F'\{z;}; no hay cambio en ningun otro lugar.



3.4. EJERCICIOS 99

(2 — 1) Describir Q. ;Es @ irreducible? Describir el algoritmo de Metropolis a temperatura
constante. ;Es ergédico este algoritmo?

(2 —2) (Es Q ergddica? (distinguir los casos K >3 0 K = 2).

(3) Experimentar ambos algoritmos sobre un ejemplo de mapa hecho por usted con K = 3

U(z) = Fy
(i)

donde Fj ; es la longitud de la frontera comun entre los paises ¢ y j. Para K = 4 y mapas méds
complejos, constatar que el teorema de los 4 colores es cierto.

y funcién a minimizar

Ejercicio 3.15 Reconstruccin de un sistema de fallas.

No situamos sobre el dominio D = [0,1]2. Una falla esta identificada por una recta d que
divide a D. Por otra parte, una valuacién estd asociada a esta falla d, Vy : D — {—1,+1},
donde Vj; es constante sobre los dos semi-planos definidos por d, +1 sobre uno, —1 sobre el
otro. Sabemos que exactamente n fallas, R = {dj,ds, - - ,d,} intersectan D (conocemos n, pero
no R). En consecuencia, para este sistema R, existe una funcién que mide la valuacién total
VR:D — R, Vg(z,y) = Zz’:l,n Vi, (%,y).

La informacién disponible es la siguiente. Se dispone de m pozos X localizados en m lugares
conocidos de D, X = {(x1,y1), (x2,y2), , (Tm,Ym)}. En cada uno de ellos, conocemos la
valuacién exacta V;,i = 1, m de la red real.

El problema de reconstruccién de R puede ser visto como un problema de simulacién bajo
restriccién: simular n rectas R, que representan los limites de fallas y dividen a D bajo la

restricciéon
m

C(R) = (Va(i,ys) — V;)* mnimo
i=1
(1) Realizar la simulacién bajo la restriccién C' de la distribucién 7 siguiente: las n rectas
valuadas son i.7.d. (Indicaciones: una recta d estd parametrizada por un par (r,0) € R™ x [0, 2x[,
los pardmetros polares de d. La ecuacién cartesiana de una recta de este tipo es

d(z,y) =xcosf+ysinf —r =0

Consideraremos entonces n rectas independientes y que dividen a D (es necesario determinar el
sub-conjunto A de R x [0,27| aceptable). Escoger al azar una recta d corresponde a escoger
al azar uniformemente un punto de A. La seleccién de la valuacion se puede efectuar asi: sea ¢
una variable uniforme sobre {—1,+1} independiente de d; la valuacién de d en un punto (z,y)
para una recta d es: Vy(z,y) = sign(ed(z,y))).

(2) Mismo problema, pero no conocemos a priori el nimero n de fallas que dividen a D.

Ejercicio 3.16 Recocido simulado con dos estados, E ={0,1} ([101]).

Consideramos la sucesién de transiciones donde hg > hy > 0,y (a,) T +oo:
1— e_hoan e—hoan
Pn = e*hlan 1— e*hlan

(1) Tomamos n grande de modo que a,, £ e~ 4 e~h1an < 1. Mostrar que ¢(P,) = 1 — .
;,Cudl es la distribucién invariante m,, de P,?
(2) Calcular ), ||7p — mp41]]. Identificar el limite 7o de ().
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(3) Dar una condicién sobre (a,) que asegure que la cadena es fuertemente ergédica.

Comentarios Fijamos la distribucién uniforme como distribucién inicial y observamos que
er = P(Xy = 1), la probabilidad de que el algoritmo no de el maximo buscado. Fijemos n (el
nimero de pasos del R.S.) y consideremos el problema

Minimizar e, = P(X,, = 1)
entre los esquemas: 171 > 1T, > --- > T,

Tenemos el resultado asintético siguiente ([101], observemos que ahora el esquema no es trian-
gular): la solucién estd controlada por dos constantes positivas Ry y Ra, con R + 10};31” <l <

— Tgpt —
Ry + lohgln. Comentar este resultado en relacién con (3). Por otro lado, para este esquema,
en, =0(n"%) con a = hoh;lhl

Ejercicio 3.17 Grafos, rboles, distribuciones invariantes y grandes desviaciones (Ver, [101];

[29])

(1) Consideramos una transicién irreducible P sobre E finito. Asociamos a P su grafo (orien-
tado) G: x — y si P(x,y) > 0. Un sub-grafo g de G es un sub-conjunto de flechas. Cada sub-grafo
g estd valuado por un peso m(g) =[], e, P2, ).

Un arbol g que conduce a un punto x € F es un sub-grafo de G que reagrupa todos los
puntos de E y para el cual: (i) cada y € E\{x} es el origen de una tnica flecha en g; (ii) z no es
el origen de ninguna flecha; (iii) no hay ciclos en g. Llamamos G(z) al conjunto de arboles que
conducen a x. Demostrar la formula siguiente (lema de Bott-Mayberry): la tnica distribucién
invariante de P estd dada por m(z) = ¢} g, 7(9)-

(2) Nos damos una transicién irreducible ¢ sobre E y consideramos el nicleo de Metropolis
generalizado siguiente:

1
Pr(z,y) = q(z,y) eXp[—fV(w,y)] para x #y, T >0

donde V' es un costo de comunicacién sobre E\{(z,z),z € E} que vale +00 si y solamente si
q(z,y) = 0. Py y q tienen el mismo grafo de comunicacién G. Definimos la energia virtual W

por W(z) = min{V(g),g € G(z)} donde V(g) = >, ,c, V(z,9).
Demostrar que si T — 0, las distribuciones invariantes 7 de Pr satisfacen el principio de
grandes desviaciones

%fanlog mr(x) = —[W(x) — W,] para x € F\E,

donde W, = mingep W(y), Ex ={y € E: W(y) = W,}.



Capitulo 4

Diagnstico de convergencia de una
cadena

En la simulacin de una distribucin 7 utilizando la dinmica de una cadena de Markov de
transicin P y de distribucin inicial v, las dos cuestiones centrales son:

(i) Cundo detener las iteraciones (burn-in time) para garantizar que vP™ y 7 estn cerca?
(ii) Cul es el sesgo de la simulacin ||vP™ — 7||?

Existen diversos enfoques para responder a estas preguntas.

(A) El primero consiste en acotar la velocidad ||[vP™ — x||. En el caso de un espacio de
estados finito, se trata de evaluar el hueco espectral (spectral gap) s = 1 —|A| donde X es el valor
propio de P de mayor mdulo y # 1, ya que |[vP™ —7|| < C(v)|A|". Las limitaciones de este
control son numerosas:

e La obtencin explcita de cotas apropiadas no se conoce, an para modelos relativamente simples
y a fortiori para modelos ms complejos tiles en la prctica. Esto se debe a la gran dimensin del
espacio de estados FE, es decir de la matriz de transicin P.

ee [os resultados tericos existentes son frecuentemente inaplicables. Por ejemplo, si para el
modelo de Ising sobre E = {—1,1}", n puede escogerse polinomial en r (cf.[23], [84] y [93];(1)),
las cotas obtenidas sobre los coeficientes polinomiales son tales que el resultado es inaplicable.
e ¢ o Estas acotaciones superiores pueden ser muy pesimistas, conduciendo a valores de n exce-
sivamente grandes. Esta crtica se aplica a fortiori a las acotaciones ms simples y groseras, como
aquellas que se basan en el coeficiente de contraccin.

(B) Un segundo enfoque consiste en proponer diagnsticos heursticos basados en un control
emprico de la convergencia. El lector puede consultar sobre este tema las dos recopilaciones de
artculos, Gilks W.R., Richardson S. y Spiegelhalter D.J. [43] (cf. [86]), y C. Robert [90] ( 2) (cf.
[89] y [17]). Si bien estos mtodos son razonables, ellos no resuelven todos los problemas, como
la metaestabilidad de ciertos regmenes en los cuales la cadena puede permanecer largo tiempo,
haciendo pensar que ella entr en su rgimen estacionario.

(C) Un tercer enfoque, reciente, es el de la simulacin exacta por acoplamiento desde el
pasado (Coupling From The Past, CFTP). En su artculo muy innovador, J.G. Propp y D.B.

Y Una direccin sobre cadenas de Markov en general es: http://www.stat.berkeley.edu/~aldous/book.html
2La direccin electrnica sobre el diagnostico de mtodos MCMC' es:
http://www.ensae.fr/crest/statistique/robert/McDiag/
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Wilson (cf. [84], 1996) proponen un algoritmo que resuelve simultneamente los problemas (i) y
(ii), es decir que proponen un algoritmo:

(i’) que detecta automticamente cuando debe detenerse, y
(ii’) que produce una muestra sin sesgo de 7.

La idea de base es la siguiente: simulamos, regresando hacia el pasado, tantas realizaciones
de las transiciones como estados haya (es decir r = |E| transiciones a cada instante, tantas
veces como sea necesario); si existe un instante de tiempo —7" < 0 tal que las r cadenas que se
inician en —7 se acoplan todas en el instante 0 (0 es el instante de coalescencia de las cadenas),
entonces el estado comn z(0) en el instante 0 sigue ezactamente la distribucin 7. La duracin del
algoritmo es aleatoria, pero casi seguramente finita: el algoritmo produce X (0) ~ 7.

Tal cual, el mtodo es inaplicable porque: (1) necesita un nmero muy grande de operaciones
(si r, el cardinal del espacio de estados F, es muy grande, hacen falta r x T operaciones si el
acoplamiento es en —T); (2) necesita demasiada memoria (r lugares de memoria para regresar
una unidad en el tiempo). Sin embargo, en casos favorables, la puesta en prctica se beneficia
de simplificaciones importantes que hacen el algoritmo realizable. Tal es el caso estudiado por
Propp y Wilson, donde F tiene una relacin de orden parcial que es preservado por la cadena de
Markov (cadena de Markov montona). Colocndose a la temperatura crtica (una frontera buena
entre la dependencia espacial dbil y fuerte), Propp y Wilson obtienen la simulacin exacta de un
modelo de Ising atractivo sobre una red 512 x 512, con un tiempo de acoplamiento del orden de
T = 30 barridos, y un tiempo de realizacin de 10 min. sobre una estacin Sparc.

Por su originalidad y su eficiencia, el artculo de Propp y Wilson ha redinamizado la investi-
gacin sobre la simulacin por cadenas de Markov( ). Uno de los objetivos es la extensin de CFTP
a contextos distintos al estudiado por Propp y Wilson (E infinito, E sin elemento maximal o
sin orden, dinmica no-montona, modelo no-atractivo), como los procesos puntuales (W. Kendall
[61], O. Héggstrom, M.N.M. Van Lieshout y J. Mgller [48], W. Kendall y J. Mgller [62]), las
variables multidimensionales sobre R? ( D.J. Murdoch y P.J. Green, [80], J. Mgller [79]), los
campos de Markov no-atractivos (O. Haggstrom y K. Nelander, [49]). Por otra parte, la seleccin
de un “buen acoplamiento” que reduzca tanto como se pueda E(T}) es crucial [56]. Para encarar
este problema, J.A. Fill [31] propone otra estrategia, su nuevo algoritmo puede interrumpirse
antes controlando el sesgo de simulacin.

Nos limitaremos aqu a la presentacin de los principales resultados de Propp y Wilson.

Sealemos que el enfoque de V.E. Johnson [55] que utiliza el acoplamiento hacia el futuro de
varias cadenas se encuentra en la interface de los enfoques (B) y (C) (cf. tambin [32]).

(D) Un ltimo enfoque, debido a B. Ycart [110], est asociado al estudio del fenmeno de
convergencia abrupta (o cutoff) para una cadena. Si este fenmeno est presente, el estudio de un
tiempo de fusin (merging time) ligado al tiempo de cutoff permite proponer un test de parada
que asegura que la cadena entr en su rgimen estacionario ([108],[72],[109] y ( *)). El mtodo est
particularmente bien adaptado al caso de un espacio de estados parcialmente ordenado. Este
enfoque permite adems el estudio de este tipo de convergencia abrupta de vP? hacia 7.

Comenzaremos por describir este fenmeno.

3La direccin electrnica sobre la simulacin exacta es: http://dimacs.rutgers.edu/~dbwilson/exact.html/#surveys
“Disponibles en la direccin http://www.math-info.paris5.fr/ “ycart/
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4.1. Fenmeno de Cutoff y test de parada de una cadena

4.1.1. Convergencia abrupta para una cadena

El fenmeno de convergencia abrupta de una cadena de Markov, o cutoff, ha sido observado
por Diaconis y Aldous. El comportamiento de la convergencia es el siguiente:

Fenmeno de Cutoff: existe to (el tiempo de cutoff) tal que Ve > 0 ;

vPt— 1
vPt— 7

~1,

{ e Sit<(1—e)ty,
~ o(1).

o Sit>(1+e)i,

La convergencia es abrupta alrededor de ¢y, es peor antes de tg, y mejor despus, sin necesidad
de buscarla ms all de (1 + ¢)tg.

De hecho, como lo precisaremos en los dos ejemplos que presentamos, este fenmeno es asint-
tico sobre un parmetro del modelo ligado al nmero de estados de E. Las referencias generales
sobre este fenmeno son Diaconis et altri ([24], [23] v [22]) y Saloff-Coste [91], §2.4.2.

Ejemplo 1: El paseo al azar sobre {0,1}"

Consideremos el paseo al azar sobre S = {1,2,---,n}, con estados E = {0,1}". Aqu, la
asinttica es en n, la dimensin del hipercubo. A cada paso, escogemos un lugar ¢ de S al azar y
cambiamos z; por 1 — z; en este lugar. La transicin es P(x,y) = n~ ! si |z —y|; = 1, 0 si no.
Esta cadena es simtrica, irreducible (pero peridica), y admite la distribucin uniforme 7 como
distribucin invariante. Tenemos, para todo estado inicial z y para todo € > 0 ([21],[22]) :

lim |P,—n| = 1sit< }(1—€)nlogn
n—00 4
lim HP;—?TH = 0sit> l(1+5)nlogn
n—oo 4

Como t — HP; — 7rH es decreciente, esto nos da una descripcin del modo de convergencia cuando
n es grande: la cadena se mantiene distante (en el mximo) de su distribucin estacionaria 7 antes
de (1 —e)to(n) (to(n) = tnlogn); luego ella converge abruptamente a 7 desde t = (1 + ¢€)to(n),
sin necesidad de continuar ms las simulaciones. Una descripcin ms precisa de este modo de
convergencia cerca de tp(n) se encuentra en [22].

Ejemplo 2 : n-muestra de una cadena de Markov ( [72], [110])

Este segundo ejemplo examina una cadena para la simulacin de una n -muestra de una
distribucin 7w sobre E = {1,2,--- ,r}: aqu r est fijo y la asinttica es en n, el tamao de la
muestra. Sea P una transicin sobre E, reversible, ergdica, de distribucin invariante 7. Queremos
simular # = 7" sobre £ = E". Para esto, consideramos la cadena formada por n cadenas
paralelas e independientes de transicin P, la transicin sobre E es,

P((ixyiz, -+ yin), (ju g2, -+ 5 dn)) = [] Plinsje)
k=1,n
Descomposicin espectral de P. Como P es reversible, sus autovalores son reales,

l=a1>ay> - >a> -1



64 CAPITULO 4. DIAGNSTICO DE CONVERGENCIA DE UNA CADENA

La aperiodicidad implica o, > —1. Sea a@ = méx{|aa|, ||} : @ controla la convergencia de P*
a . Sea D = Diag(,/m;). DPD™" es simtrica, de valores propios {oy,! = 1,7}, de base propia
ortonormal asociada {V;,l = 1,r}. Seleccionaremos como primer autovector (asociado al valor
propio 1) V(i) = \/m (i), i = 1, 7. Llamemos finalmente w(i) = 3_;.|,,|=q V2(i), 1= (iyi,- - ,i) €
E, ﬁf la distribucin en ¢ de la cadena inicializada en 1.

Tenemos (Proposiciones 2.1 y 2.2 de [110]),

logn

Proposicion 4.1 FEl tiempo de cutoff para P es to(n) = STog(l/a) ¥ Para c > 0:
e

(i) Sit > jotlosn .
‘ (1)
logn—c

2log(1/a) "
(ii) Sea i tal que w(i) > 0. Entonces, existe ng(c) t.q. sin > ng(c) y sit < Tlog(i/a)’ LENEMOS:

—C

)—1)2

i

~ 1
P! - 7TH < §(exp(

~ —e“w?(i)
P 1 depf 0
H t p{8ﬂ'i(1—ﬂ'i)}
Demostracin:
(i) Utilizando la desigualdad del producto escalar, verificamos fcilmente que la distancia en
variacin est acotada por la distancia chi-cuadrado

2 =l < (B donde x(Ptom) = 3 S n O
leE

Bastar mostrar la desigualdad para la distancia chi-cuadrado, que vale:

1 .
x(Pm)=—1+ 7?(@)121: Vi2(i)o?! para t > 0
= 7’r‘

Falta adaptar esta frmlilaj}vl3 y . Si D es la matriz diagonal de i = (i1, 42, - - ,iyp)-isimo trmino
/7(ir)m(i2) - - - m(in), DPD™! es el producto de Kronecker de n copias de DPD™!. El espectro
de DPD™! se obtiene as: a toda aplicacin g : {1,2,--- ,n} — {1,2,--- ,7}, asociamos

V(i) = H Vo (ir)

I=1n

que es el autovector asociado al autovalor (llamando n; = Card(g—*({l}))

— nl... nr
oy = o a,

Obtenemos as los r" autovalores/autovectores de DPD™!. Aislando aquel que es igual a 1,
obtenemos:

- 1
t o~\ __ 27\ 2t\n
X(%’W) =-1+ (7'['(2) l§1: VZ (Z)al )
Por la seleccin de Vi, —=V(i)af’ = 1. Como (1 + z) < €”, obtenemos:

@)
~ V2(i
(P, 7) < —1+exp{n Z l(E;)
v m
1=2,r

ozl%} < -1+ exp{ia%}

(1)
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As, ( , ) < n siempre que %a% < log(1 4 n), es decir, siempre que

logn  logm(i)  log(log(1l+mn))
2log(1/a)  2log(1l/c) 2log(1/a)

Es el resultado anunciado para ¢ = —log 7 (i) — log(log(1 + n)).
(ii) Supondremos c lo suficientemente grande de tal manera que una cota inferior de la
desigualdad sea > 0. Para demostrar la desigualdad, es suficiente encontrar un subconjunto

F; C E", tal que para t < (logn — ¢)/(2log(1/a)) y e(c,i) = S;e(w 7(:)), se tiene:

t>

7(Fy) > 1—2exp{e(c,i)} y PL(Fy) < 2exp{e(c,i)}

Sea i = (i1,i9, - ,ip) € E el valor muestreado por ﬁf al instante ¢, y, para i € F, N;(i) el
nmero de coordenadas de i iguales a i. Entonces N; es una distribucin binomial Bin(n, P!) bajo
P!,y una distribucin binomial Bin(n, (1)) bajo 7. Recordemos que ¢ — P2 es decreciente.

La idea es demostrar que, bajo Pit, el nmero N;(i) es significativamente superior a nw (i), la
media de N;(i) bajo 7. Para esto, definamos:

Fp={i: Ni(i) <n(r(i) + %[Pf(i) —m(@)])}

Recordemos que P} (i) = >,_; . V/*(i)aj. Guardamos ¢ = t(n) par y ¢ = ¢(n) de manera tal que
t = (logn —¢)/(2log(1/a)). Entonces,

PH(i) = (i) + n"2e2 w; + o(n"2)

Para este valor de t, E(N;) excede nr(i) en el orden /n. Resta utilizar la desigualdad de Chernov
para distribuciones binomiales :

Lema 4.1 Sea B ~ Bin(n,p), b €]0,1], h(p,b) = (1=2)1*(2)". Entonces: P(B > nb) < h"(p,b)
sib>py P(B <nb) <h™p,b) sib<p.

Aplicando el lema a p = (i) (vesp. a p = P!(i)) y b = m(i) + 5 [P/ (i) — m(i)], se obtiene 7(E\Fy)

(resp. P;(Ft))< exp{e(c,?) + o(1)}. De donde se concluye el resultado. O
Podemos preguntarnos si existe un control uniforme en el estado inicial i = (i1, 42, ,ip)
de la cadena. La repuesta es si (Proposicin 2.4, [110]): para toda funcin ¢(n) — +oo, poniendo
_ ‘ 1 1 :
t~(n) = max{0, % —c(n)}, tT(n) = 210;%{;&) + c(n), se verifica:
tim |20 7| =1y 1im ||BT 7] <0
n—oo n—oo

dado que i = (i1,142, - ,i,), cada modalidad ¢ € E es de frecuencia asinttica > 0 en i.

4.1.2. Ejemplo 2 (continuacin) : tiempo de fusin y regla de parada [109]

_Sea f: E — Ry {X()}hso = {X1(t), Xa2(t), -, Xu(t)}i>0 la cadena que comienza en
i =(i,i,---,1). La media emprica de f al tiempo ¢ es:
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Definicién 4.1 Sean i1 y ia dos estados tales que f(i1) < Ex(f) < f(i2). El tiempo de fusin
(merging time) de la cadena asociada a (i1,i2, f) es la variable aleatoria :

Tiy i (f) = inf{t > 0:S0(f) > 5P (f)}

Sea wi(f) = Yrarlea Djer f(j)\/’;igw(i)w(j) v (f, P!) la esperanza de f bajo PY.

Proposicién 4.2 ([109] y [110]) Si las dos condiciones siguientes se verifican:
(a) uno de los dos valores w;, (f) y wi, (f) no es cero,
(b) las dos funciones (f, P}) y (f, P},) son crecientes en t;

FEntonces:
log 2n

1 .
—————}7" =1 en Probabilidad
210g(1/a)} en Probabilida

nlirgo Ti1,i2 (f){
Este resultado permite dar una regla de parada que asegura la convergencia de la cadena P
sie > 0y sin es grande, parar la cadena en T = (1 + )75, i, (f) asegura la proximidad de pPT
y de 7. Sealemos que (b) se verifica cuando P se reemplaza por P? (los valores propios de P2
son positivos, si se itera la cadena por pasos de 2 y se detiene la cadena en un instante par). Las
condiciones f(i1) < Er(f) < f(i2) sobre (f,i1,i2) y (b) se obtienen por ejemplo si F posee un
orden parcial <, si f es montona, si i1 es minimal y si 792 es maximal en E. Por ejemplo, sobre
E ={-1,+1}" para el orden:

r<yeVi=ln:xz; <y

—1 = (2; = —1) es minimal, +1 = (z; = +1) es maximal se puede seleccionar f(z) =), z; que
es creciente.
Diferentes contextos de aplicacin (°) se desarrollan en [110].

4.2. Simulacin exacta por acoplamiento desde el pasado

4.2.1. Acoplamiento desde el pasado

Expondremos aqu los resultados principales (°) de J.G. Propp y D.B. Wilson ([84], 1996).
Sea P una transicin ergdica sobre E = {1,2,---,r}, de distribucin invariante 7= . Se quiere
simular 7 segn la dinmica P. Llamemos P(i,-) la distribucin de la cadena que sale de i luego de
un paso.

Las simulaciones (S). El acoplamiento desde el pasado se define a partir de una sucesin S de
simuladores

S={f_(i),t>1,1€ E}

donde f_;(4) tiene como distribucin P(i,-). Supondremos los generadores S; = {f_.(i),i € I}
i.i.d. en el tiempo ¢ > 1 (W. Kendall y J. Mgller debilitan esta condicin, [62]). En cuanto a las
variables f_4(i),i € E (t est fijo), ellas no son necesariamente independientes. Veremos tambin
que es posible e interesante que todas ellas provengan de un nico generador U; uniforme sobre
[0, 1]. El algoritmo evoluciona desde el pasado:

Cutoff para una cadena con espacio numerable, cadena de nacimientos y de muertes sobre un rbol, sobre R,
red de Jackson

SPropp y Wilson estudian aplicaciones en combinatoria, en mecnica estadstica y en cubrimientos (Ising,
random-cluster, ice, y dimer models).
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e lteracin entre —ty —t+1 (t > 2) :

e Para cada i € F, simular i — f_;(i) € E
e ¢ Se obtienen as r-transiciones {i — f_4(i),i € E} de —ta —t+ 1.

El flujo de t; a to, t1 < 19 : Fttf :FE— FE.
Es la transformacin aleatoria:

t
th = ftzfl oft272 e Of*t1+1 oftl

Fttf (i) es el estado al tiempo t5 de la cadena que ha comenzado en i al tiempo t1. As, F (t < 0),
el flujo entre el instante ¢ y 0, verifica:

F) =F2, 0 fi, con F§ = Id (4.1)
Esta Itima relacin muestra que F? se obtiene recursivamente utilizando r lugares de memoria.

Tiempo y estado de coalescencia para (S) .
T < 0 es un tiempo de coalescencia del algoritmo si F:? es constante,

Ji, € E t.q. : Vi € B, FY(i) = i,

Las r-cadenas, que comienzan en los r-estados al instante 7', se acoplan todas al instante 0: se dice
de nuevo que T es un instante de acoplamiento desde el pasado (coupling from the past, CFTP),
ix el estado de coalescencia. La relacin (4.1) nos dice que si 77 < T, entonces T' es todava
un tiempo de coalescencia, el estado de coalescencia al instante 0 permanece intercambiado.
Llamemos F°_ = FET* = FY  bara todo M > T el valor constante y comn obtenido para el
primer instante de acoplamiento, llamado T,

T, = inf{t > 0: F°,(-) es constante}

Proposicién 4.3 Simulacin exacta por CFTP(S)

Casi sequramente, el acoplamiento tiene lugar en un tiempo finito : P(T\, < co) = 1. Adems,
i, = FO se distribuye siguiendo T.

Demostracin : Como la cadena es ergdica, existe L < oo tal que, para todo 1, j, PL(i,j) > 0.
As, F} | tiene una probabilidad ¢ > 0 de ser constante. Cada una de las aplicaciones F 0 ., F :QLL,

- tiene probabilidad £ de ser constante, y como estos eventos son independientes, al menos

uno se cumple con probabilidad 1. As c.s. F© s ©s constante si M es lo suficientemente grande.
Se tiene P(T, < o0) = 1.

La sucesin S; = {f_4(i),i € I}, t = —1,-2,--- es i.i.d., F-L a F°_ tienen la misma
distribucin v. Por otra parte, se pasa de una a otra por P. Se tiene entonces vP = v, esto es
vV =T. ]

Este resultado ha sido extendido a un contexto mucho ms general par W. Kendall y J. Mgller
(Teorema 3.1,[62]).

Comentarios.
(1) La distribucin de la variable S; = {f_1(7),7 € I'} es el germen de la simulacin. El test de
parada es implcito al procedimiento.
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(2) Complejidad algortmica. Para obtener F?, es necesario efectuar (—t) x r operaciones, lo
que es irrealista si r es grande. Igualmente, r lugares de memoria sern necesarios. Dos proce-
dimientos son posibles: (i) las transiciones Sy = {f_¢(7),7 € I} pueden ser construidas a partir
de un nico germen aleatorio U_;, limitando as el nmero de llamadas a un generador aleatorio;
(ii) en el caso de un espacio F con un orden parcial < y de una cadena montona (nocin que
definiremos luego), ser suficiente probar la igualdad F?.(i) = F2 (i) para dos estados solamente.

(3) El procedimiento MCMC es distinto : en efecto, se escoge un estado inicial ig y se calcula
F§'(io) para n grande: una sola trayectoria es simulada. La dificultad est en la seleccin de n.

(4) Podemos pensar que un buen procedimiento consiste en simular, desde el instante 0 (es
decir hacia el futuro), r cadenas comenzando de r estados, hasta el primer instante T donde
ellas se acoplan, es decir tal que Fg " es constante. Esta es la idea estudiada por Jonhson [54] (cf.
tambin [32]). La ventaja consiste en hacer desaparecer el sesgo de la seleccin de un punto inicial
particular g, la complejidad algortmica se sita entre T* (la de MCMC) y rxT*(la de CFTP)) (en
efecto a medida que las trayectorias se acoplan, se disminuye el nmero de operaciones a efectuar).
Esta idea es tanto ms natural que T, y T tienen, como veremos, la misma distribucin. Sin
embargo, FOT Ty FET* no tienen la misma distribucin, y en general, Fg " no posee la distribucin
mw. Para convencerse, es necesario considerar una transicin P tal que existe un estado jy que
tiene un slo predecesor: Fg " no carga a jo por lo tanto no puede tener la distribucin 7, porque
7(j0) > 0 (cf. ejercicio).

(5) Lo que distingue el acoplamiento hacia el pasado del acoplamiento hacia el futuro es que,
para el acoplamiento hacia el pasado, se puede escribir el estado de coalescencia, z(0) = FY__(-):
es como si z(0) fuese el estado al tiempo 0 de la cadena que comienza en —oo. Este estado
tiene distribucin 7. Una escritura e interpretacin de este tipo no es posible para el estado de
acoplamiento hacia el futuro, ya que la cadena comienza en el tiempo fijo 0.

4.2.2. Un nico germen para definir S_; = {f_,(i),7 € I}

Sean ---,U_3,U_9,U_1 unasucesin i.i.d. de variables uniformes sobre [0, 1], y ® : Ex[0,1] —
[0, 1] una aplicacin medible tal que

Vi, j: P{®(i,U-1) = j} = P(i,§)

Se puede entonces seleccionar, para todo ¢ € E : f_;(i) = ®(¢,U;). En cada instante, una sola
simulacin es necesaria. Es necesario no obstante, evaluar todos los valores ®(i,U;) para i € E.

El caso “favorable” de una cadena montona permite eliminar esta dificultad: en este caso,
veremos que es suficiente seguir slo dos trayectorias para identificar el acoplamiento. Esto reduce
considerablemente el nmero de operaciones a efectuar as como la dimensin de la memoria til.
4.2.3. Algoritmo de Monte-Carlo montono

Presentacin general

Supongamos que E est provisto una relacin de orden parcial, llamada x < y, para la cual
existe un elemento minimal 0 y un elemento maximal 1 : Vz € E, 0 < x < 1. Supongamos
adems que la regla de actualizacin preserva este orden, es decir:

Vr,y € E t.q. x <y entonces: Yu € [0,1] : ®(z,u) < (y,u)
Diremos que este algoritmo de Monte-Carlo es montono. Definamos entonces:

(Pif (LB, u) = (DtQ—l((th—z(' te (Dt1 (CC, ut1)7 e 7ut2—2)) utz—l)
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donde u = (--- ,u_1,up). La monotona del algoritmo asegura que :
Vo <y yt <ty @i (z,u) < Oy, )

En particular, si u_r,u_741, -+ ,u_1 son tales que ®°,(0,u) = ®°(1,u), entonces —T es
un tiempo de acoplamiento desde el pasado. Estas dos configuraciones 0 y 1 caracterizan el
tiempo de acoplamiento. En efecto, para todo x, las trayectorias {F'(x),—T < t < 0} son
“ensanguchadas” ([61]) entre {FET(O), -T<t<0}y {FET(I), -T <t <0}.

Complejidad del algoritmo.

Propp y Wilson proponen el algoritmo siguiente. Se prueba sucesivamente T'=1,2,4,8, - - -
hasta conseguir un valor 2¥ tal que <I>(12k (0,u) = <I>(12k(1, u). Los valores de u; utilizados deben
ser los mismos para dos ensayos que hacen intervenir un mismo instante ¢. Estos valores de u;
son entonces progresivamente colocados en la memoria.

Para este algoritmo, el nmero de operaciones necesarias para probar la coalescencia es 2 x (1+
244 +---+2F) ~ 242 (es necesario seguir dos trayectorias, tantas veces como ensayos). Como
T, > 2F=1 este nmero de operaciones es a lo sumo 4 veces el nmero ptimo 27: el procedimiento
es razonable.

Ejemplo de un modelo de Ising

Los sistemas de spins atractivos son ejemplos-tipos de modelos que permiten construir una
dinmica de Monte-Carlo montona. El conjunto de sitios es S = {1,2,--- ,n} y el de estados,
E = {-1,+1}° (|E| = r = 2"). E posee el orden:

r<y<s{Vie Sz <y}

Para este orden, 0 = (z; = —1,Vi) es minimal, 1 = (z; = +1, Vi) es maximal.
Una distribucin 7 sobre E se llama atractiva si, para todo i :

r<y=m(+1|z) <m(+1]|y) (4.2)

donde 7;(- | 2) es la distribucin condicional en z (realmente en z%) en i. Como no figura en el
sitio i donde el intercambio de spin se ha efectuado, y escribiendo z 1 (resp. « |) la configuracin
(+1,2") (resp. (—1,2")), la relacin (4.2 ) es equivalente a

m(z |) - m(y |)
@) +n@?) " wyl)+7yT)

Consideremos entonces el algoritmo de Gibbs (secuencial determinista o de barrido aleatorio),
y definamos:

T <Y=

m(z])
m(z])+7(xT)

w@D+r(al)

r] siu <

ft(ﬂf,ut) = {

x T siu >

Si 7 es atractiva, los f; definen un algoritmo de Monte-Carlo montono porque fi(x,ut)(i) = +1
y fi(y,us)(i) = —1 son incompatibles para z < y.
Si se especifica m como la distribucin de un modelo de Ising de energa U(x)

m(x) = Z  exp{U(z)} con U(z) = Z ;T + Zﬁiijiwj

1<j
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la propiedad de ser atractiva es equivalente a la condicin : Vi, 7, 8; ; > 0. Si nos colocamos en la
temperatura crtica (8 ~ 0,441) para un modelo de Ising isotrpico y de 4-v.m.c. sobre una malla
512 x 512, Propp y Wilson observan que aproximadamente T' = 30 barridos hacia el pasado son
suficientes para la simulacin CFTP del modelo (esto es 10 min. sobre une estacin Sparc).

Otro inters de un algoritmo de Monte-Carlo montono es que permite simular simultneamente
muestras de una distribucin 77 dependiente de un parmetro de T, para diversos valores de T’
(.°mnithermal algorithm”,[84]).

Evaluacin del tiempo de acoplamiento

Instantes de acoplamiento hacia el pasado o hacia el futuro. El tiempo de acoplamiento
T, hacia el pasado es el primer instante tal que F%,(0) = FY,(1). El tiempo de acoplamiento
T* hacia el futuro es el primer ¢ > 0 tal que F¢(0) = F}(1). Estos dos tiempos tienen la misma
distribucin : en efecto, para cada t > 0, P(T, > t), la probabilidad que F°, no sea constante, es
igual a la probabilidad de que F no sea constante porque se pasa de FY, a F{ por la traslacin
de +t en el tiempo y que S = {S,} es estacionaria (cuidado, FET* y F¥" no tienen las mismas
distribuciones, cf. ejercicio).

Eficiencia de un algoritmo de acoplamiento hacia el pasado Como la duracin del
algoritmo es lineal en T}, el algoritmo ser tanto ms eficiente cuando ms pequeo sea Ti. Otra
manera de comprender este resultado es la siguiente: el tiempo de acoplamiento T* controla la
convergencia MCMC clsica, porque la desigualdad de acoplamiento da

Hup’f - 7rH < P(T* > k)

Ser necesario entonces, dentro de la multiplicidad de las selecciones S = {S,} posibles, guar-
dar aquellas que generan trayectorias con una fuerte probabilidad de coalescencia. Se habla de
acoplamientos ptimos (cf. [46], [83], [56]).

Algunas evaluaciones sobre el tiempo de acoplamiento 7,. Permaneceremos dentro del
contexto de un algoritmo de Monte-Carlo montono. Trabajaremos con el tiempo de acoplamiento
hacia el futuro T™, conceptualmente ms simple.
Algunas notaciones :
e Para k > 0, d(k) = sup{||uP* — vP*
e ¢l tiempo de mezcla T, de P es el primer ndice k tal que d(k) < e™!
e [ es la longitud mxima de una cadena que respeta el orden parcial: | = max{k : existe un
camino 1 — xg -+ — T t.q. ¥y < 1741 paral =1,k — 1}

} , b, v distribuciones iniciales}

Proposicién 4.4 FEvaluacin de la distribucin de T* (o de la distribucin de T} ).
(1) Ty y T* tienen la misma distribucin.
(2) I7'P(T* > k) < d(k) < P(T* > k)
(8) P(T* > k) es submultiplicativa :

P(T* > k1 + kz) < P(T* > kl)P(T* > k‘g)
(4) Yk kx P(T* > k) < E(T*) < k/P(T* > k)

Demostracin:
(1) Es una consecuencia de la estacionaridad de & = (S,).
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(2) Sea xz € E, y h(x) la longitud de la cadena ms larga de vrtice x. Sean Xo(k) (resp. X1(k))
el estado de la cadena inicializada en 0 (resp. 1) despus de k pasos. Si Xo(k) # X1(k), entonces
h(Xo(k)) +1 < h(X1(k)). Lo que conduce a:

P(T* > k) = P(Xo(k) # X1 (k)
< E[h(Xo(k)) — h(X1(k))]
= Bph(X)] = Epg[h(X)]

IN

HP{; - P{“H {méx h(z) — minh(z)}
< d(k)x1
Para establecer la otra desigualdad, consideremos el acoplamiento de dos copias de la cadena,
una con distribucin inicial p, la otra con distribucin v, las dos cadenas se acoplan en el primer
instante de encuentro. La monotona implica que las dos copias se encuentran antes de k con una
probabilidad al menos igual a P(T* < k). Deducimos que pP* y vP* son diferentes sobre un
evento de probabilidad < P(T* > k), es decir:

Hqu - I/PkH < P(T* > k)

(3) El evento {F* es constante} y el evento {F,fllh + ko es constante} son independientes.

Y si uno ocurre, F(fﬁkz es constante. De lo que se concluye la submultiplicatividad.
(4) La minoracin es consecuencia de la positividad de 7. Pongamos ¢ = P(T™* > k). Enton-
ces, dada la submultiplicatividad, P(T* > ik) < &', y

E(T*) <k+ke+ke* +.-- - =k/P(T*<k)
O

Estos resultados permiten concluir que: “si la cadena es rpidamente mezclante, las trayecto-
rias se acoplan rpidamente”. En efecto, d(k) es, ella tambin, submultiplicativa (cf. captulo 3),
y entonces despus de k = Ti,i(1 4 logl) pasos, d(k) < 1/el, es decir P(T* > k) < 1/e, ms an :

E(T*) < 2Tyniu(1 + logl).

Enfoque emprico para la evaluacin de T*.
V.E. Johnson [55] estudia empricamente la curva b — T™(b) para un modelo de Ising isotrpico
de 4-v.m.c. de parmetro b > 0 (atractivo) sobre une malla 64 x 64 :

my(x) = Z71(b) exp{b Z zix;}, x € {—1, 410464
lli—3ll;=1

El autor estima T™ a partir de 20 simulaciones independientes, obteniendo la estimacin emprica
de la curva b — E(T* | b) y tambin los histogramas de la muestra {T™(b,k),k = 1,20} para
diversos valores del parmetro de correlacin espacial b (su parametrizacin es de estados {0, 1},
su parmetro es 5 = 2b; el umbral crtico es b ~ 0,441 (valor escogido por Propp y Wilson en su
simulacin)). Obtiene los siguientes resultados :

b [01]02][03[04] 05
T+(b) | 7 | 15 | 50 | 500 | 200.000

Para valores moderados de b, como 0,3, T es bastante dbil: no es til iterar un gran nmero
de barridos del muestreador de Gibbs para alcanzar el estado estacionario. Por el contrario, T
presenta rpidamente un crecimiento superexponencial ms all del umbral crtico 0,441.
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4.3. Ejercicios

Ejercicio 4.1 Acoplamiento hacia el pasado o hacia el futuro : FOT* Y FBT* no tienen la misma
distribucin.

Consideremos la cadena sobre E = {0,1} de transicin P(0,0) = P(0,1)%, y P(1,0) = 1.

(1) Proponer diferentes trayectorias: (i) que se acoplan hacia el pasado; (ii) que se acoplan
hacia el futuro.

(2) Determinar la distribucin de 7%, el tiempo de acoplamiento hacia el futuro (esta distri-
bucin es la misma que la distribucin de T, el tiempo de acoplamiento hacia el pasado).

(3) Verificar, suministrando ejemplos de trayectorias simuladas, que FET* carga los dos es-
tados, pero no F{ . Demostrar que Fj ~ dt0y, y que FQQ* ~m=(2/3,1/3).

0 1/2 1/2
Hacer el mismo estudio para la cadena con 3 estados de transicin P = | 1 0 0
1/2 0 1/2

Ejercicio 4.2 Un caso donde Fgw tiene distribucin 7

Sea la cadena sobre E' = {0,1} (0 < 1) de transicin, para p,q €]0,1[,y 1 —¢ < p:

p_ ( p 1-p >
l-q ¢
Los dos sorteos asociados a dos filas de P(0,.) y P(1,.) se obtienen a partir de una misma
distribucin uniforme U sobre [0, 1] :

e(0—1siU>py0—0sino
el —1siU>1—-—¢qyl—0sino

(1) Verificar que el algoritmo es montono.
(2) Determinar la distribucin de 7%, el tiempo de acoplamiento hacia el futuro.
(3) Verificar que F§~ ~ 7= (2— (p+4q))~}(1 — ¢,1 — p), la distribucin invariante de P.

Ejercicio 4.3 Programacin de algoritmos de acoplamiento

(1) Escoger una matriz de transicin ergdica P sobre E = {1,2,--- ,r} (r = 3,5,10,20). De-
terminar su distribucin invariante 7 y su espectro. Hacer selecciones para las cuales un algoritmo
de Monte-Carlo montono es posible (para el orden natural sobre F).

(2) Proceder a simular por acoplamiento hacia el pasado. Identificar Ty, el tiempo de aco-
plamiento hacia el pasado, y el valor retornado x(0). Repetir la experiencia N veces (N =
100, 1000, ...) de manera independiente y evaluar: la distribucin emprica de T} (esperanza, va-
rianza emprica, y tambin su min y su max), la estimacin 7 de 7, como la distancia Chi2 x(m, 7).

(3) Rehacer el procedimiento si un algoritmo montono existe y comparar los resultados.

(4) Para una precisin x (7, 7) anloga, ;cuntas simulaciones M C'M C sern necesarias? Proceder
a efectuar esta simulacin, y repetirla 1000 veces. Comparar los resultados.

(4) Programar el algoritmo de acoplamiento hacia el futuro. Verificar empricamente que T,
el tiempo de acoplamiento hacia el futuro, tiene la misma distribucin que T%. Dar la distribucin
emprica del estado de acoplamiento hacia el futuro.
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Los ejercicios que siguen tratan sobre el acoplamiento de variables aleatorias (o de procesos)
y fueron extrados del artculo de T.H.T. Thorisson [97]. Una referencia general sobre el aco-
plamiento es el libro de T. Lindvall [68]. Demos la definicin general del acoplamiento de dos
distribuciones.

Definicin : acoplamiento de dos distribuciones. Sean p y v dos distribuciones sobre el
mismo espacio medible (E, £). Una variable (X,Y) sobre (E x E, & x &) efecta un acoplamiento
depydevsiX~puyY ~v.

Existen siempre acoplamientos: por ejemplo el acoplamiento independiente p ® v, el acopla-
miento dependiente a partir de una misma variable uniforme U (X = F,; YU)y Y = F YD),
pasando por muchas otras posibilidades. Este “grado de libertad” en la seleccin del acoplamiento
permite obtener resultados ms o menos interesantes. La dificultad de un mtodo de acoplamiento
es : “como seleccionar un acoplamiento bien adaptado al problema considerado”. Recordemos
que la distancia en variacin entre p y v est definida por :

I — vl = sup{|u(A) —v(A)]: A€ &}
Ejercicio 4.4 Desigualdad de acoplamiento

Sea (X,Y) un acoplamiento de p y de v. Demostrar la desigualdad de acoplamiento :
lp—v| < P(X #Y).

Si (X,Y) verifica la igualdad, se dice que el acoplamiento es maximal. Existe siempre un aco-
plamiento maximal.

Ejercicio 4.5 Acoplamiento de una distribucin binomial y de una distribucin de Poisson con
la misma media

(1) Acoplamiento de una distribucin de Bernoulli y de una distribucin de Poisson.
Sea p €]0,1[, X ~ Ber(p) y Y ~ P(p). Sea I € {0,1}, independiente de X y de Y, definida por
: P(I =0) =eP(1 —p). Pongamos :

X' =0eY=0yIl=0
X' =1«<=Y >0donde I =1

Verificar que (X’,Y") es un acoplamiento de X y de Y (es realmente un acoplamiento maximal).
Verificar que : P(X' #Y) = p(1 —e™P) < p.
(2) Sean X; ~ Ber(p;), i = 1,n, n distribuciones de Bernoulli independientes, Y; ~ P(p;),

i = 1,n, n distribuciones de Poisson independientes, X = Y . X; y Y = > Y; (¥ es una
distribucin de Poisson de media ), p;). Proponer un acoplamiento de X y de Y a partir de
n-acoplamientos (X/,Y;) de X; y de Y;, i = 1, n. Utilizando la inclusin :

n

(X' #Y) < x| #7),

i=1

deducir la desigualdad de Chen-Stein :

le(x) Lyl <2 v
1=1

(3) Aplicacin :
)\2
|Bin(n, p) — P(np)|| < 2np* = 2; si A = np.
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Ejercicio 4.6 Dominacin estocstica

Para dos variables aleatorias reales, se llama X <Y la relacin de dominacin estocstica: para
todo z € R, Fx(z) < Fy(x).

Sean X y Y dos distribuciones tales que X <Y, (X;,7 = 1,n) (resp. (Y;,i = 1,n)) una n-
muestra de X (resp. una n-muestra de Y'), Sx = > X; y Sy = ), Y;. Demostrar que Sx = Sy.
Indicacin : usaremos los acoplamientos elementales dependientes (Fi'(U;), Fy 1 (U;)) de X; y de
Yi, i = 1,n, donde (U;,i = 1,n) es una muestra |0, 1].

Ejercicio 4.7 Acoplamiento mazimal de dos cadenas ([46], [83])

Para dos cadenas discretas de transicin P sobre (E, ), verificar que la transicin P siguiente
es un acoplamiento de P y de P sobre (E,&) ® (E,E) :

PKZ.’ i)a (ka k)] = Dik
P((i,7), (k, k)] = inf{pix, pjr }
P(i, j), (k,1)] = 6, {(pir. — psx) " (pir — pj1)~}

donde ;3 >, |pir, — pjx|. Este acoplamiento es maximal.
Ejercicio 4.8 El acoplamiento multigamma ([68],[56],[80])

El espacio de estados es E C R%. Sea f(- | 2) une densidad de transicin difusa y ergdica con
distribucin invariante 7. Supongamos que :

V:L‘,yEE:f(y]a:)2r(y)20c0n0<p:/r(y)dy<1.

Sean R(y) = p~! [ r(u)du, Q(y | z) LY f(u| ®)—r(w)]du, Uy y Uz dos distribuciones
unlformes 1ndepend1entes sobre [0, 1] Se deﬁne la funcm de actualizacin @ :

i Rfl(UQ) silUy < p
®(x, U1, Us) = { Q YUy | x) sino

(1) Verificar que : P(Yp41 <y | Y, =2) = pR(y)+ (1 —p)Q(y | z). Deducir que ®(x, Uy, Us)
tiene distribucin f(- | z). Si hay acoplamiento, “se hace en un slo paso”, jpara todas las trayec-
torias!

(2) Demostrar que el tiempo de acoplamiento (hacia el pasado), usando esta actualizacin, es
c.s. finito.

(3) Dado que R~ se llama con una probabilidad fija, igual a p, se puede proponer el algoritmo
siguiente de simulacin exacta de 7 : (i) sortear T} el tiempo de acoplamiento con distribucin
geomtrica de parmetro p; (ii) sortear Y_r, con distribucin r(-)/p; (iii) simular hacia el futuro la
distribucin de la cadena con transicin Q1 (Us | Y;_1) — Y; . Verificar que Yy ~ 7.

Comentarios : este acoplamiento permite extender los resultados de Propp y Wilson a un es-
pacio de estados continuo. Es necesario sin embargo notar que el campo de aplicacin es limitado:
(1) la funcin de minoracin r(-) tiene el riesgo de ser muy pequea en la prctica (la esperanza del
tiempo de acoplamiento es p~1), y a menudo r(-) = 0; (2) es necesario conocer explcitamente las
constantes de normalizacin que intervienen en las densidades. Murdoch y Green [80] responden
en parte a estas preguntas.

Ejercicio 4.9 Control de la velocidad de convergencia ||vP™ — 7| por acoplamiento
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Sea P una transicin sobre un espacio general (E, &), verificando, para v una probabilidad
sobre (E, &) :
de>0t.q,Vve E,VAc & : P(x,A) > cv(A)

Sea x € E un estado fijo, X* la distribucin de la cadena que comienza en z, Y* la distribucin de la
cadena que comienza a partir de su distribucin invariante 7. Vamos a construir un acoplamiento
multigamma (X,Y) = (X,,, Y5 )n>0 de X* y de Y* (cf. ejercicio precedente). En n = 0, tomamos
Xo=2xzy Yy~ m.Lasimulacin en el paso n — n + 1 es la siguiente:

P(Xy,.)—ev( P(Yy,.)—ev(:
Pzl y,, 1 Plert

(a) con probabilidad ¢ : tomar X, = Y,41 =y donde y ~ v
(b) si no tomar X, 41 ~

las dos simulaciones de (b) provienen de la misma distribucin uniforme. Las cadenas van a
terminar por acoplarse en el sentido siguiente: luego de encontrarse, digamos al instante de
acoplamiento 7 (no importa que la causa sea (a) o (b)), continuarn sus trayectoria unidas:
Vi>T, Xy =Y.

(1) Verificar que (X,Y") es un acoplamiento de X* y de Y* .

(2) Usando la desigualdad de acoplamiento, demostrar que :

1P ==l < P(T'>mn) < (1—¢)"

(3) Si E ={1,2,---,r} es finito si P es regular (Im t.q. 6 = inf{P™(i,5),i,j € E} > 0),
deducir de (2) que
1Py — | < (1= ré)ll.
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Capitulo 5

Campos de Markov, problemas
inversos y reconstruccin bayesiana

En este captulo veremos como la asociacin de un modelo markoviano con un criterio de
seleccin bayesiano, nos proporciona una herramienta matemticamente rigurosa, as como numri-
camente eficaz, para la resolucin de problemas inversos.

Comenzaremos por definir la nocin de campo de Gibbs y su relacin con los campos de
Markov. En primer lugar, daremos modelos de reticulados definidos en un conjunto finito de
sitios S = {1,2,--- ,n}. Luego introduciremos la nocin de procesos markovianos de objetos, que
generalizan a los procesos puntuales de Markov y que son conceptos bsicos para la geometra
aleatoria.

A travs de algunos ejemplos de problemas inversos en la teora de senales y de imgenes, se
mostrar como el modelaje markoviano puede capturar adecuadamente la informacin a prior: que
se tiene sobre el problema, la cual es fundamental para su resolucin. Luego, veremos como los
algoritmos aleatorios, de simulacin o de optimizacin, cuya construccin est relacionada con nuestro
criterio, dan mtodos numricos estructurados y eficientes para resolver un problema inverso.

5.1. Modelo de Gibbs y campo de Markov en un conjunto finito

Sea S = {1,2,--- ,n} un conjunto finito dotado de una medida referencial v. Si F' es discreto,
se escoger como F a la o—lgebra discreta y si F' es finito, entonces v ser la medida de contar.
Si F' = RP, entonces F ser la o—lgebra de Borel y v ser en general, una medida absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue. Sea E = FS, £ =F®% y u = v®5. Una
configuracin en S se denota como = = (z1,%2, " ,Zpn), Yy 2.

Referencias: Para conocer ms sobre modelos de Gibbs en una red finita, se recomienda
revisar los siguientes textos: Besag ([10]), Kinderman y Snell ([64]), Prum ([85]) y Guyon ([47]).
El delicado tema de los campos de Gibbs en redes infinitas, escapa a los objetivos de este curso;
no obstante, siempre se puede consultar el libro de Georgii [41], que es fundamental para el
tema.

5.1.1. Modelo de Gibbs

Sea U una aplicacin medible de F en R. Un modelo de Gibbs en (E,E) de energa U es una
distribucin 7 absolutamente continua con respecto a i, de densidad 7 tal que

m(z) = Z VexpU(x)

77
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Esta notacin slo tiene sentido cuando la energa U es admisible; es decir, si

Z = /Eexp{U(y)} p(dy) < oo.

Una densidad de este tipo es estrictamente positiva. Al revs, toda densidad estrictamente positiva
se escribe de esta manera, tomando como funcin de energa U = log . Especifiquemos ahora el
modelo.

Sea C una familia de subconjuntos de S que incluye, por convencin, al conjunto vaco y a los
subconjuntos de un solo elemento de S. Un subconjunto cualquiera A de C se denomina una
clague. Diremos que U es la deriva del potencial ® = {P4, A € C} si

U:Z@A

AeC

donde @4 : FA — R, el potencial restringido a la claque A C S, slo depende de las coordenadas
dezen A, ®4(x) = P4(x4). Denotaremos como g el campo asociado a ®; mas, si no hay lugar a
ambigedades, omitiremos el subndice ®. Si se desea generar un modelo no saturado, escogeremos
C diferente de P(S). Cuando A = {i} (resp. A = {i,j}, A = {i,j,k}...), nos referiremos a un
potencial de conjunto unitario (resp. un potencial de pares, de tripletas, ...).

5.1.2. Especificacin condicional y propiedad de Markov

Distribuciones condicionales

Las distribuciones condicionales wg(- | %), B C S, provienen de la energa

Up(ep|2®)= > ®a(x)

A€C:ANB#D

mp(zp | :BB) = Zgl(xB) expUp(zp | ;UB)

donde Zp(zB) =Y

ap P Up(as | xP) es la constante de normalizacin.

Grafo de Markov de un modelo de Gibbs

A una familia de claques C se le asocia el grafo de vecindades de Markov G = G(C) simtrico
siguiente, donde (i, j) representa la existencia de una arista entre i y 7,

Sit#jenS: (i,j) <= JA € C tal que {i,j} C A (5.1)

Sea 0B ={j € S:3i € Bt.q. (i,j)} la frontera de la vecindad de B. Es fcilmente verificable que

la distribucin condicional w5 (- | #7) slo depende de 2 a travs de z55. En particular, 7;(. | z%)
depende de x; slamente cuando j es un vecino de ¢,

mi(zi | 2) = mi(w | w0:) Z; H(wai) exp Uiz | 2i)
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5.1.3. Campo de Markov y campo de Gibbs

Supongamos que F es discreto. Un campo de Markov w sobre E = F¥ asociado a un grafo
simtrico G, es una distribucin tal que, para todo subconjunto B de S, la distribucin condicional
es local en el siguiente sentido:

wp(-| 2%) = @p(- | zoB)

Definamos ahora al conjunto C(G) de claques asociadas a G : () y los conjuntos unitarios perte-
necen a C(G), un subconjunto A de S con por lo menos dos puntos, ser una claque cuando

AeC(G) <= Vi,jeA/ij) (5.2)

Proposicién 5.1 (Hammersley-Clifford, [10],[85],[47])

(i) Todo campo de Gibbs m con familia de claques C es un campo de Markov de grafo G
definido por (5.1).

(i) Recprocamente, todo campo de Markov w de grafo G que verifique la condicin de po-
sitividad: Yo € E, w(x) > 0, es un campo de Gibbs para la familia de claques C definida en

(5.2).

La relacin (i) acaba de ser explicada. Precisemos (ii). Los potenciales de Gibbs (® 4,4 € C)
del campo de Markov se obtienen a partir de la formula de inversin de Moebius: sea 0 un estado
de referencia de F'; entonces, si A € C(G), y si 0p es la configuracin de 0 sobre B,

=S CONEEBG)  donde HP(x)log | ZBEE | To8)
D 4() %( DINBIEB(2)  dond H()1g{w3(03’xaB)}

Identificabilidad de los potenciales. Diremos que la representacin en potencial ® es identificable
si ® — 7y es inyectiva. Si la energa U (resp. el potencial ®4) se modifica como U + ¢ (resp.
como ® 4 + ¢) donde ¢ es una constante, la distribucin 7 asociada no cambia. Falta pues imponer
condiciones para que ® sea identificable. Es fcil verificar que las restricciones siguientes hacen
que ® sea identificable,

VA # (), ®4(x) = 0 para todo z € E siempre que 3i € A con z; =0 (5.3)

Existen otras colecciones de restricciones que permiten garantizar que ® sea identificable; por
ejemplo; las del anlisis de la varianza. Esas condiciones de identificabilidad muestran toda su
importancia en el anlisis estadstico de los modelos log-lineales. En este contexto son secundarias.

5.1.4. Ejemplos
Modelos de Ising en el cubo d-dimensional
Sea S = {1,2,--- ,N¥, F = {—1,+1} y sea la relacin de vecindad en los 2d-v.m.p.:

(i,j) <= ||t — j|l; = 1. El modelo de Ising de campo exterior h y de interaccin de pares (3, es el

modelo de energa
U(z) = thi —i—ﬂinxj
s (6,5)
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Los auto-modelos de Besag ([10]; [47], §2.2.3)

Definicién 5.1 Un campo 7 con valores reales (F C R) es un auto-modelo si su distribucin ©
es de energa U

U(l’) = Z (I)Z(l'z) + Z Bi,jxixj (5.4)
S {i,5}si#7

Slamente son aceptables los potenciales de conjuntos unitarios y los potenciales de pares; los
potenciales de pares tienen la forma particular ®y; ;1 (z;, z;) = B jrizr; (automticamente, 3; j =
Bji). Para cambiar la medida de referencia en x;, escribamos ®;(x;) = a;x; + Cj(x;). Las energas
condicionales son

Ui(ai | 2') = wi(ou + Y Bijay) + Cilai) (5.5)
it

Para cada i, £(X; | ') perteneciente a la familia exponencial de densidades

filwsa') = 27 (2")g(x;) exp{z; x 0;(2")}, con O;(a") = o + Z BijTj (5.6)
it

La propiedad ms importante de una familia de este tipo es que si las distribuciones condicionales
son de la forma (5.6), ellas definen un modelo conjunto, el auto-modelo (5.4) ( [10]; [47], propiedad
2.3.). Veamos algunos ejemplos.

Modelo auto-binomial. Las distribuciones binomiales condicionales, L£(X; | %)
~ Bin(m;p;(z")), i € S , de parmetros

pi(z") = [1 + exp —{a; + Z Bz}t

Jij#
son las distribuciones condicionales de un auto-modelo de potenciales
®;(w;) = aimi +1og(y;) v Py gy (w4, 7)) = Bijwiz;

Es suficiente observar que una distribucin binomial B(m, p) admite la representacin exponencial
P(X = z) = exp{zlog {7, + log(;") + mlog(1 —p)}.
Modelo auto-logstico. Este es el modelo precedente con m = 1. El modelo tiene energa

Ulx) =) ami+ Y Bijai
i i

Los modelos auto-binomiales permiten la simulacin de una gran variedad de texturas. La di-
versidad de modelos (nmero de niveles de gris y distribucin marginal, comportamiento de la
correlacin, isotropa o no, inhibicin, formas organizadas, ...) se obtienen jugando con los parme-
tros m (nmero de niveles de gris), di, la forma y la talla de la vecindad, a y (3 los valores de los
parmetros de las interacciones. La dinmica utilizada para la simulacin es o bien la dinmica de
Gibbs, o bien la dinmica de Metrpolis de cambio de spins (cf. Cross y Jain [18]; [47], §2.2.4.).

El modelo auto-poissoniano corresponde a F' = N, teniendo por distribuciones condicionales
los sitios 7 de las distribuciones de Poisson de parmetros

Ai(z') = exp{ai + Y Bijai}

Jig#
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Este modelo es admisible si, y slamente si, para todo i, j, 3;; < 0. La distribucin conjunta admite
como potenciales ®;(x;) = c;z; + log(z;!), @ 1 (i, 75) = Bijziz;.
Los modelos gaussianos son los modelos auto-normales : efectivamente, la distribucin

Ns(u,X) de energa cuadrtica U(z) = —%t(x — p)Q(xz — p), de potenciales

1 .
D, (x;) = —5%90? +aizi y para i # j, @ iy (v) = Bijriv;
donde Q = (¢ij) = 71, i = Y q Gijhtys Bij= —54ij-
Recprocamente, la familia de distribuciones gaussianas unidimensionales N (ai+zj: i Cij T V;),
i € 9, se reduce a una gaussiana multidimensional si la matriz @) definida por ¢; = v; Ly
_ Cij . . . ey . . .
Qij = — 7, es simtrica y definida positiva. ) es claramente la inversa de la matriz de covarian-
za de la distribucin conjunta, distribucin de media p = (I — C)la (C es la matriz de las ¢;;
completada por 0 en la diagonal).

Modelo de regiones coloreadas (Strauss, [96])

Este modelo es particularmente simple y muy til en el anlisis de imgenes. Consideremos
un modelo X con estados cualitativos F' = {c1,c¢2,--+ ,cix} (K colores, K modalidades, ...) y
definido en S finito con una relacin de vecindad (i, j) dada. Una configuracin de X es vista por
las K regiones coloreadas Sy = {i € S : x; = ¢;}, k = 1, K. Estas regiones forman una particin
de S. Definamos los potenciales

{ Qi(xi) = > oz = cp)
i gy (@i, 25) = D gz Bral(@i ) = (ck, 1)

La energa asociada a una configuracin x es

Uz) = Z agny + Zﬂk,mkl (5.7)
%

k<l

donde ny es el nmero de sitios de color ¢ y ny; el nmero de sitios vecinos de colores {cg, ¢;}. El
parmetro oy regula la importancia marginal del color c;; mientras mayor sea ¢, ms importante
ser la regin Sy. (i controla la verosimilitud de configuraciones vecinas (cg,c;); si se desea
vetar a la vecindad de dos colores ¢ y ¢, se escoger (i grande y negativa; al contrario, las
configuraciones vecinas (cg, ¢;) sern bastante probables si (g > 0 es grande. Notemos que, como
> i i = n, el modelo est mal parametrizado: se puede fijar, por ejemplo o = 0. Silos K colores
son intercambiables (los cy, son idnticos, los (i son todos iguales con un mismo coeficiente (),
la energa es descrita por el nico parmetro 3, lo cual vale cuando n(z) = }_; » 1(z; = ;)

U(z) = —pn(z) (5.8)

Mientras mayor sea  positivo, mayor ser la probabilidad de observar regiones regulares.

Modelo en un espacio de estado mixto F = A x R¢

El espacio de estados F' puede ser multidimensional. Supongamos por ejemplo que Z =
(X,Y)) es un valor en A x R? donde, con la imagen del ejemplo precedente, A = {c1,co,- -+ ,cx }.
Un modo clsico de modelar Z es definiendo jerrquicamente la distribucin: primero se propone
un modelo para X; luego, para cada x € A°, se propone una familia de modelos condicionales
para (Y | x). Por ejemplo, X es un modelo de K colores, de energa (5.7). Una realizacin x
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define, entonces, una particin de S en K subconjuntos y se escoge para (Y | ) un modelo tal
que las realizaciones de Y en cada una de las regiones diferentes sean independientes entre ellas,
siendo {Y;,i € Sk} una textura del nivel de gris de 7y, k = 1, K. Para 7}, se puede seleccionar un
modelo gaussiano d-dimensional, correlacionado o no al interior de cada regin, o un ®-modelo
que penalice menos a los gradientes pronunciados de Y. Es este el tipo de modelo usado para la
segmentacin de texturas por C. Graffigne ([45]).

Dinmica de un campo de Markov

Los modelos de dinmicas espaciales (o modelos espacio-temporales) describen numerosos
fenmenos en ecologa, epidemiologa, meteorologa, economa o en geografa espacial. Son tambin
modelos tiles para el anlisis de series de imgenes, la deteccin del movimiento y, ms generalmente,
la robtica. De esos modelos, presentaremos las Cadenas de Markov-Campos de Markov (MCMF,
[9]).-

Un proceso MCMF X = (X(t),t € N) es antes que nada una cadena de Markov en el
tiempo, siendo X (t) = (X;(t),7 € 5) el estado en el tiempo ¢. Luego, para un grafo G de
vecindad instantnea (i, j)g sobre S (tambin denotada (i, 7)), (X(¢) | X(t — 1) = z) es un campo
de Gibbs, condicional de x, con potenciales ®* = (®%).

Una clase de modelos simples y manejables es la siguiente: sea x (resp. y) el estado en el
tiempo t — 1 (resp. t): la transicin P(x,y) proviene de dos familias de potenciales

P(z,y) = Z ' (x)exp{D>_Da(y)+ Y _Ppalz,y)}
A

A,B

(®4) son los potenciales instantneos asociados al grafo G. (P 4) son potenciales que definen
la interaccin temporal entre los sitios. Estn asociados a G~, un grafo orientado (t — 1) — ¢ el
cual determina la influencia de (i,¢ — 1), el sitio ¢ en el instante ¢ — 1, sobre (j,t), el sitio j en
el instante ¢. Por ejemplo, una dinmica de estados {0,1} es :

P(z,y) = Z () exp{a Z xiy; + ﬁZyzy]}
(1.9)~ (:4)
Estos modelos se prestan bien para la simulacin: una vez simulado X (t) = z, se simula el

campo de Markov (X(¢) | =), por ejemplo con el muestreador de Gibbs, sobre la base de las
distribuciones

miyi | 2,y') = Z7 @y exp{ Y [®aly) + D Ppalz,y)]}
B

A:eA

Estas distribuciones se explican fcilmente. Permiten de igual forma un estudio estadstico simple
de esos modelos a travs de la pseudoverosimilitud (PV)

PLx(1),2(2),- -, a(T) | 2(0) = [ []milwi(t) | a(t —1),2 (1))

t=1,TieS

Cuando la transicin Py pertenece a una familia exponencial de parmetro 6, esta pseudoverosi-
militud es cncava en 0 y los algoritmos determinsticos usuales convergen al nico estimador del
mximo de PV.
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5.2. Procesos puntuales de Gibbs

En el captulo presentamos algunos modelos de procesos puntuales. Estos modelos son defi-
nidos por su densidad en referencia a un proceso de Poisson. De manera ms general, los modelos
de Gibbs pueden ser definidos por objetos u pertenecientes a una coleccin F' de subconjuntos
cerrados de R? (cf. Matheron [73], [94]). En general, se supone que I es un espacio mtrico se-
parable y localmente compacto. Por ejemplo u = (x,7) € R?xR™ es un disco centrado en x y
de radio r > 0. Se habla tambin de proceso puntual marcado cada vez que u = (x,m), x € RP
tomando en cuenta la ubicacin del objeto y m, la marca, que contiene las otras informaciones
sobre el objeto: talla, orientacin, forma, ... Tales modelos de la geometra estocstica son tiles en
anlisis de imgenes cada vez que la observacin (degradada o no) pertenece a un espacio continuo
La presentacin que nosotros damos aqu sigue el desarrollo del artculo de van Lieshout ([105]).

Una configuracin de objetos es un conjunto no ordenado = = {z1,z2, - ,2,} de objetos de
F'. El espacio de todas las configuraciones es el espacio exponencial £ = @,>0F". Sea p una
medida finita y no atmica sobre F'. Para el modelo de referencia sobre F', el proceso poissoniano de
objeto (PPO), el nmero de objetos en la ventana de observacin sigue una distribucin de Poisson
de media p(F'). Adems, si n objetos estn presentes, ellos estn uniformemente distribuidos e
independientemente los unos de los otros sobre F': P(z; € B) = %. En particular, no existe
interaccin entre los objetos .

Para construir un proceso espacial con interaccin, especificaremos la densidad p : £ — R*
del nuevo proceso respecto al del PPO. La distribucin del nmero de objetos es

eflj'(F)

i = POV =) = [ plfan i) dun)

y condicionalmente a (N = n), la distribucin espacial es

p(F)re )

n! g, p({l'l,"' ,1'”}>

pn(xla co ;xn) =

Sea ~ una relacin simtrica y reflexiva sobre F': por ejemplo dos objetos son vecinos si su
interseccin es no vaca. Una clase particular de densidades es la de los modelos de Gibbs con
interacciones de pares

p(z) = 3@ H g(xi, xj) = a8 exp Z O (x4, x5) (5.9)

Ti~vT; Ty~

a, 8 son dos constantes > 0, n(z) es el nmero de objetos, y g : F x F' — R™ es la funcin de
interaccin (P es el potencial de interaccin), el producto se extiende a los objetos z; y x; tales
que i < j. La funcin p debe ser integrable; es decir, ® debe ser admisible.

El caso g = 1 corresponde al proceso de Poisson de intensidad Su(.); g(z,y) = 0si ||z — y|| <
7 en el proceso con ncleo duro de radio r. El proceso de Strauss (cf. captulo 2 y [95]) corresponde
a g = 7, v una constante. v < 1 da configuraciones regulares (modelo con inhibicin), v > 1
y n(xz) < ng configuraciones con agregaciones (modelo con atraccin). Este ltimo modelo no es
considerado en la literatura porque: (i) no es admisible (sin la restriccin n(z) < ng) y (ii) conduce
a configuraciones muy inestables oscilando entre un P.P.P. y un proceso fuertemente agregado
(ct. [77]).
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5.2.1. Propiedades de Markov

Stue Fyud¢xz={x1,z2,- - ,x,} con p(xz) > 0, y para el modelo (5.9), la relacin

POt _ g T gt

p(CC) €TiiX; U
depende de u y slo objetos x; de x vecinos de u. Esta propiedad es comparable a la de los campos
de Markov. La relacin 22 1ide 1a densidad condicional para que un objeto sea ubicado en
u siendo conocida la configuracin x alrededor. La definicin precisa de un objeto markoviano es
de Ripley y Kelly [87]

Definicion 5.2 Un objeto aleatorio de densidad p es markoviano en la relacin ~ si para todo
x de B

(a) p(x) > 0 implica p(y) > 0 siy C x (propiedad de herencia)

(b) Si p(x) > 0, % depende nicamente de u y de N(u,z) = {z; € © : u ~ z;}, los
vecinos de u en x.

Ripley y Kelly establecen as la equivalencia del teorema de Hammersley-Clifford: un proceso
de objetos de densidad p : E — R es markoviano si y slo si

)= ] (5.10)

yCz, y claque

El producto se extiende a las claques y C z, siendo las claques definidas relativamente en la
relacin ~ sobre F' x F. All tambin, como para los procesos sobre una red discreta, se impone
por convencin que el conjunto vaco y todos los conjuntos unitarios sean claques. ¢ : £ — RT es
una funcin de interaccin general.

Esos modelos verifican la propiedad de Markov global siguiente: sea A un subconjunto me-
dible de F'; entonces la distribucin de X N A condicionalmente a X N A¢ depende de X en la
vecindad de N (A) N A°={u € A°:u ~ a para un a € A}

LXNA|XNAYL(XNA|XNN(A)N A9

Los proceso markovianos de objetos fueron generalizados por Baddeley y Mgller ([7]) al
proceso de objetos a los vecinos ms cercanos: para estos modelos, la interaccin (es decir la
relacin de vecindad) puede depender de la configuracin. Por ejemplo, dos objetos de x son
vecinos, ; ~; x; si estn en una misma componente conexa de Uz, c,x;. Una versin especifica del
teorema de Hammersley-Clifford existe para estos modelos ([7]), la generalizacin de la propiedad
de Markov espacial se puede encontrar en ([77], [60]).

5.2.2. Un ejemplo: el proceso de interaccin de reas

Sea (F,d) el espacio mtrico de los objetos. Un proceso de interaccin de rea ([6]) se define
por la densidad
p(z) = af"®)y~(5@)

B,~v > 0 son dos constantes, S(z) = Uj=1,B(x;,r) es la reunin de d-bolas de radio r centradas
en los puntos de la realizacin z, v es una medida totalmente finita y regular sobre F. A la
inversa del proceso de Strauss, esta densidad es admisible sin limitacin sobre . Adems, como
v(S(x)) < v(F) < oo uniformemente en z, la densidad con respecto al PPO de densidad Guf(.)
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est uniformemente acotada. v < 1 corresponde a una distribucin regular de objetos, ms regular
a medida que v sea pequeno (proceso de inhibicin); v > 1 hace aparecer los agregados.

Para la relacin u ~ v <= B(u,r) N B(v,r) # 0 (aun si d(u,v) < ), este proceso es
markoviano en el sentido de (5.10) y para la funcin de interaccin ¢

q(0) = a; q(a) = gy~ (Blan)
Vk > 2,q({y1,- -, yr}) =7V Brcon By = v(Nizy 1 B(yi, 7))

Este proceso tiene potenciales de todos los rdenes. Como veremos, estos modelos de inhibicin
(7 < 1) estn bien adaptados para la reconstruccin de objetos : as como un criterio de AIC para
la seleccin de un modelo penaliza una dimensin demasiado importante, un modelo de inhibicin
penalizar la reconstruccin de muchos objetos en los casos en los cuales en la imagen original un
solo objeto est presente.

5.3. Modelizacin de Gibbs y problemas inversos

La utilizacin de modelos de Gibbs para la resolucin bayesiana de problemas inversos ha co-
nocido un desarrollo importante a partir del artculo fundador de los hermanos Geman ([37],
IEEE-PAMI, 1984). Los dominios cubiertos son muy amplios: el anlisis de imgenes, el trata-
miento de senales, la reconstruccin tridimensional, la deteccin del movimiento, la robtica y ms
generalmente, el reconocimiento de formas.

Los artculos sobre estos temas son numerosos. Es indispensable que el lector motivado por
estos problemas consulte esos trabajos: all encontrar elementos importantes sobre los fenmenos
mismos, el proceso de formacin de la observacin y otros aspectos ad hoc especficos de la si-
tuacin estudiada, expuestos a menudo de manera no matemtica, pero cruciales para una buena
comprensin del problema y para su solucin. Nosotros no tocaremos esos aspectos, limitndonos
a citar algunas obras de referencia sobre el tema: D.Geman [39], Li [67], Chalmond [16], y, en
el contexto de la teora de senales, O’'Ruanaidh y Fitzerald [81]. En estas obras se encontrarn:
(i) una bibliografa detallada; (ii) indicaciones acerca del problema delicado de la seleccin de
los parmetros que intervienen en los modelos, en particular para la seleccin del parmetro de
regularizacin; (iii) el tratamiento efectivo de problemas. Se puede tambin consultar [47] (§2 y
§6). Presentaremos algunos problemas inversos, su modelaje y su resolucin bayesiana, poniendo
en prctica algoritmos aleatorios.

5.3.1. Formacin de la imagen y reconstruccin bayesiana

Formacin de la imagen

Sea © = {x4,s € S} una imagen (una senal, una forma, ...) a reconstruir, z, € F, donde S
es un conjunto finito de sitios. La imagen observada y es definida por el modelo de degradacin

y=f(H(x),b),y ={y,t €T}, y; € F, T finito

H es un filtro, generalmente local (mas no siempre, por ejemplo en la tomografa). b es el ruido.
f v H resumen la deformacin determinista. Supondremos que el modelo tiene ruido b, que la
deformacin (f,H) es conocida y que (x,b) — (x,y) es inversible, es decir que b se explique
unvocamente en (H(z),y)

b=g(H(x),y) (5.11)
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T no es necesariamente idntico a S: por ejemplo, en el caso de la tomografa por rayos X, S
es el conjunto de pixels de la imagen x a reconstruir, 7" es el conjunto de rayos disponibles
(orientacionesxlongitud de barrido) y |T'| < |S]| [25]. La situacin en la que H es desconocido
cubre la deconvolucin ciega. No es esencial que x5 y y; tomen sus valores en el mismo espacio
de estados F'.

El mtodo de reconstruccin bayesiana

Restaurar z, o filtrar z, es proponer una estimacin Z(y) de x sobre la base de la observacin y.
Si el cardinal de T" es muy inferior al de S, el problema es fuertemente subdeterminado. Tambin
diremos que est mal planteado. A fin de enfrentar las dificultades relacionadas con el paso x — y
(ruido, deformacin, subdeterminacin), los mtodos bayesianos proponen integrar una informacin
a priori sobre el objeto = a reconstruir, informacin cuyo objetivo es llenar las indeterminaciones
encontradas. Esta informacin a priori debe ser elegida conjuntamente por el experto (quien
conoce de manera fina el problema y tiene un modelo a priori sobre )y por el ingeniero (quien
sabe qu es un modelo y lo que deben ser las cualidades numricas de un algoritmo). La mecnica
es la siguiente:

(1) Se escoge una “buena” informacin a priori sobre x, expresada en trminos de U(z). Mien-
tras ms importante sea U(Z) ms razonable es ¥ para el experto y T es ms probable para la
distribucin a priori P(z) = Z7 ' exp{U(x)}.

(2) Suponiendo el modelo de ruido b independiente de x, y de la energa V' (b), la densidad
conjunta (z,y) es, segn (5.11)

P(w,y) = Zy ' exp{U(x) + V(g(H(2),y)}
(3) Se escoge Z(y) de acuerdo a la distribucin a posteriori (X | y)

Pz |y) = Z " (y)exp{U(z) + V(9(H(x),y)}

Ntese que P(z,y) y P(x | y) tiene, salvo una constante s en y , la misma energa.
(4) Se pone en prctica por un algoritmo aleatorio el criterio de seleccin para Z(y).

El trmino en V mide la relacin a los datos, el trmino en U la regularidad a priori del objeto x.
El mtodo consiste entonces en hacer una seleccin de T, por un lado coherente con la informacin
a priori y por el otro bien ajustado a las observaciones y (V grande), esos dos trminos varan en
sentidos inversos. U(x) es un factor de penalizacin sobre x.

MAP, MPM, MPE y ICM

En las fases (3) y (4), la seleccin debe ser precisada.
El Mzimo a posteriori ([37]) El MAP minimiza el costo promedio asociado a la funcin de
costo global C(z,7) = 1(z # ),

z(y) = Argmix P(z | y) = Argméx{U(e) + V(g(H(2), y)}

El algoritmo de bsqueda de T es un algoritmo de optimizacin. El recocido simulado es uno de
los algoritmos (en este caso, aleatorio) adaptados a la bsqueda del MAP.

El Modo posterior mximo (MPM, [71]): esta seleccin minimiza el costo promedio para la
funcin aditiva y local C(z,2) = > g 1(xs # Ts),

T(y) ={7s = Argmg%P(ws |y),s € S}
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P(zs | y) es la marginal de X en el sitio s, condicionalmente al conocimiento global de y.
En general, no se conoce la expresin analtica de la distribucin marginal. El algoritmo se basa
entonces en la simulacin de la distribucin condicional (X | y). Si los modelos sobre x y sobre b
son markovianos, si H es un filtro de soporte acotado, la distribucin a posteriori es markoviana
local. El muestreador de Gibbs es entonces un buen algoritmo para realizar estas simulaciones.
Las probabilidades son obtenidas por el mtodo de Monte Carlo.

La Esperanza posterior mxima (EPM): cuando x5 € F C R, un criterio, anlogo al MPM
pero referido a la esperanza, es la seleccin EPM,

Zv\(y) = {t/fs = E(Xs ’ y)73 S S}

All tambin, el clculo de la esperanza reposar en la simulacin de la distribucin (X | y).

El “Modo condicional iterativo” (ICM, Besag, [11]) es una variante determinista y muy
rpida del recocido simulado para la la reconstruccin MAP. Se basa en la lectura de la identidad
siguiente,

P(z | y) = Ps(zs | 2°,y)P(2® | y)

As, relajar el valor =4 en s proponiendo en modo condicional de (X, | 2%, y) slo aumentar la la
probabilidad P(z | y). Se deduce el algoritmo:

(i) Se escoge una sucesin de barrida de sitios, por ejemplo peridica.

(ii) Si s = si es el sitio visitado en el tiempo k, slo el valor en este sitio se cambia a

zs(k +1) = Argméx Py(x, | 2°(k), y)

Ps(zs | °(k),y) se expresa analticamente, el algoritmo es muy rpido. Por el contrario, como
en todo algoritmo de optimizacin determinista, es crucial partir de una buena inicializacin. La
experiencia muestra que hay que detener al algoritmo luego de un nmero pequeno de iteraciones
(aprox. 5 barridas, cf. [11]). En efecto, si k — P(zs(k+1) | 2°(k),y) no para de crecer, se observa
en algunos problemas reales que no hay convergencia para la sucesin de imgenes (z(k))x>0.

5.4. Algunos ejemplos

5.4.1. Carcter markoviano de la distribucin a posteriori P(z | y)

Supongamos que las energas U(z) y V(b) provienen respectivamente de los potenciales ® =
{®c(z),C eC}y¥={Up(),D € D}. La energa condicional es entonces

Ul |y) =Y ®c(@)+ ) Vp(g(H(z),y)
C D
Supongamos adems que la funcin de convolucin H sea local (1)

H(z) = {Hs(x(Vs)),s € S}

donde V; es una ventana local centrada en s. Luego, la energa condicional es local y vale

'Esto no ocurre en tomografa: la dependencia en x en el pixel s hace intervenir todos los z; tales que t y s
estn sobre un mismo rayo. Los mtodos markovianos no pueden ser puestos en prctica tan directamente (cf.[25]).



88 CAPITULO 5. PROBLEMAS INVERSOS Y RECONSTRUCCIN BAYESIANA

Uz | y) Z‘Pc )+ Y Uh(2,y)
D
donde ¥p. (z,y) = ‘I’D[(gs(Hs(x(‘G)),ys)78 € D)]y D" =UsepVs

La nueva familia de claques para P(x | y), que permitir construir las especificaciones en x y los

algoritmos de simulacin o de optimizacin, es: C*=C U D* donde D* = {D*, D € D}.
Examinemos el caso particular de un modelo de ruido b independiente. Viendo N la vecindad

de s para la distribucin a priori, la vecindad de dependencia de la distribucin condicional Ps(- |

%, y) es
N=N,UVZ2donde VZ={tcS:JuecStqsytecV,}

5.4.2. Segmentacin de imgenes

Un bonito ejemplo de segmentacin es aquel estudiado por los hermanos Geman [37]. La
segmentacin puede ser mejorada introduciendo, adems del proceso x que representa los niveles
de gris, un proceso de bordes . Este modelo de bordes refuerza la segmentacin an si § no
es observada inicialmente. Una eleccin sensata de un modelo a priori para (z,d) da origen a
reconstrucciones ms eficientes. Este ejemplo se ha convertido en un clsico de la literatura, como
podr constatar el lector ([37]; [39]; [47], §2.4, ejemplo 3).

Describamos un ejemplo importante ms sencillo que el anterior. Sea x una imagen sobre S.
Suponemos que el espacio de estados corresponde a K modalidades cualitativas (K colores, K
etiquetas en un problema de teledeteccin, ... ). La observacin ys en el sitio s se distribuye

E(ys‘mszk)“’Fk(ys)’yseGu k=1K

siendo estas distribuciones independientes en cada sitio. El modelo a priori escogido para x es
el modelo de regiones de colores de Strauss (5.7), con modelo de energa

Z agng + Y Brani.
k<l

Ya se ha discutido con anterioridad el efecto que tiene la eleccin de los parmetros o y 3 sobre
la configuracin de la imagen x, en particular sobre el rol de regularizacin de 3. Si escribimos
Fi(ys) = exp{ur(ys)}, la energa a posteriori est dada por

Uz | y) )+ ) e, (ys) (5.12)

seS

Para un modelo en el cual los K estados son intercambiables, un slo parmetro 3 caracteriza
a U(z). En este caso la energa condicional en s puede escribirse como,

Us(zs | 2%, y) = Bns(x) + ua, (ys) (5.13)
Dos ejemplos clsicos de ruido son los siguientes:

1. Ruido de transmisin de canal: F' = G,y P(ys # xs) = €, uniformemente sobre los (K — 1)
valores diferentes a xg.

2.  Respuesta ys multidimensional : esta es la situacin ms comn en teledeteccin, donde el
satlite enva, para cada pixel, las respuestas multiespectrales de p-receptores, F' = RP. En
el caso de una respuesta Gaussiana, Fj, ~ Np(ug, ).

Les energas (5.12) y (5.13) se escriben fcilmente en este caso.
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5.4.3. Deteccin de rupturas en una senal

La versin para seales de un problema de segmentacin es el problema de deteccin de rupturas
en una seal, donde no necesariamente conocemos el nmero de clases ([81],[66]).

Describamos el marco de este problema. Un proceso de rgimen no observable x; € F, (t €
S ={1,2,---,n}), gobierna una senial observable y = {ys,s € S}, ys € RP. El problema consiste
en detectar los momentos de cambio de rgimen o momentos de ruptura.

Sir={r,t € S}, es el proceso, con valores en {0, 1}, de los instantes de ruptura (r; = 1 si
hay una ruptura en t), escogeremos como modelo a priori para r el modelo Bernoulli, siendo los
r; Ber(p) i.i.d.,

1—
P(z) = Cexp{—an,} con o = log P

donde n, es el nmero de rupturas. Siendo que a € R regula la densidad de rupturas, un valor
positivo grande penaliza la ocurrencia de un gran nmero de rupturas.

Denotemos S = I1UI2U---UI, 41 ala particin asociada a cada zona de rgimeri homogneo. Si
la verosimilitud de un modelo sobre el [-simo intervalo se estima usando ¢(y(1;),0;), con energa
u, la distribucin a posteriori est dada por

ny+1

P(r | y) = Cexp{—an, + Y u(y(%),0,)} (5.14)
=1

Examinemos, por ejemplo el caso en el cual el cambio de rgimen afecta nicamente a la media,

Y= +ersit €Iy, e~ BB(0,0%)

—

Sobre el intervalo I;, esta media se estima con 7, y la variancia residual con o2(r) =

1 —\2
n lel,nr-i-l Ztell (Yt —71)*.
En este caso la energa a posteriori est dada por

U(rly) = gloggi(r) — an,

5.4.4. Reconocimiento de objetos

Consideremos un ejemplo de reconocimiento de un objeto modelado sobre el espacio con-
tinuo R?. Seguiremos nuevamente la exposicin de [105]. La imagen inicial es una foto ”gra-
nulada” (“pellets”) extrada del lbum de texturas de Brodatz [13]. Esta foto est escaneada en
S = 128 x 128 pixels (hemos pasado a un espacio de sitios discretos). Los granos se tratarn como
discos con radio fijo de 4 pixels. Supondremos que la degradacin es aditiva Gaussiana

ys = Hy(x) +e5,s€ S

donde el soporte de la funcin de ruido Hy est contenido en la ventana 3 x 3 centrada en s, con
pesos relativos 4 en el centro, 2 en los 4 v.m.c., y 1 en los 4 v.m.c. diagonales. La varianza del
ruido se estima por muestreo de la distribucin de los niveles de gris de y.

Una reconstruccin de x por mxima verosimilitud conduce a la siguiente observacin: los gra-
nos se identifican correctamente pero el mtodo puede hacer aparecer agregados alrededor de los
verdaderos objetos. Esto se explica fcilmente: al no haber un trmino de penalizacin, la verosimi-
litud aumenta con la dimensin del modelo y agregar granos en ciertas regiones puede mejorar
la verosimilitud sin degradacin (los granos se recubren). Una manera de hacer desaparecer este
efecto es imponer un modelo de inhibicin, por ejemplo el modelo de inhibicin de Strauss o el
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modelo de interaccin de reas de Baddeley-van Lieshout, como distribucin a priori para z. Estos
modelos penalizarn la agregacin injustificada de granos. Verificamos as que la reconstruccin por
MAP no presenta estos defectos de las respuestas mltiples.

En [105], el autor utiliza, tanto para la simulacin, como para la optimizacin, una dinmi-
ca de procesos de nacimiento y muerte (PNM, [76]). Esta dinmica se define sobre la imagen
discretizada. Para la optimizacin por recocido simulado, van Lieshout establece una condicin
suficiente sobre el esquema de temperaturas para asegurar la convergencia [104]. Son preferibles
las dinmicas de Metropolis a las de PNM [78].

Si se quiere trabajar directamente sobre el objeto continuo z C R? | los resultados de [98]
permiten controlar la convergencia de las simulaciones. El problema de convergencia del recocido
simulado en este espacio sigue abierto. Sin embargo, la experiencia muestra que una buena
aplicacin del recocido simulado sobre un espacio de estados F C RP continua “funcionando
bien”.

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.1 Restricciones de identificabilidad (5.3) para un potencial

Si F tiene K estados y S tiene n sitios, un campo sobre E = F*¥ depende de (K™ —1) parmetros.
Mostrar que esta dimensin se consigue usando la representacin en potencial bajo las restricciones
(5.3).

Ejercicio 5.2 No se pueden "pegar”distribuciones condicionales arbitrarias

(1) A x B tiene m x n elementos. Cul es la dimensin paramtrica conjunta de las dos familias
de distribuciones condicionales sin restricciones {f(x | b),b € B} sobre Ay {g(y | a),a € A}
sobre B? Cul es la dimensin de una distribucin conjunta sobre A x B? Conclusin.

(2) Sobre Z, y para un espacio con K estados, se considera un ncleo homogneo n(y | z,z) =
P(Xo=y|X_1 =z,X; =z). Cul es la dimensin de este ncleo? Evale el nmero de restricciones
que deben imponerse para que las distribuciones correspondan a las de un proceso markoviano
con dos v.m.c.

(3) Considere la familia de distribuciones binomiales, homogneas, m(Xo = = | X1 =
z_1,X1 = x1) = B(m,0(-)) donde 0(.)% con A(.) = a+ B(x_1 + v41)% Estas distri-

buciones condicionales se ”pegan”bien?
Ejercicio 5.3 Procesos Markovianos sobre un arreglo triangular

Sobre un arreglo triangular plano, considrese el campo de Markov binario invariante por traslacin
con 6 v.m.c.. Describa las claques, los potenciales, las distribuciones condicionales. Identificar
los submodelos: isotrpico; reversible (VA, ® 4(z4) es invariante por permutacin de los ndices de
x en A); el modelo sin potenciales de orden > 2.

Ejercicio 5.4 Modelo de Markov con ruido

Sea X el campo de Markov binario con 2-v.m.c. sobre S = {1,2,--- ,n}. La transmisin X — Y
se lleva a cabo con un ruido de canal, independiente sitio a sitio, con distribucin: P(X; =Y;) =
1-e=1-P(Y; # X;),0 < e < 1. Escribir la distribucin de (X,Y). Es Y un campo de Markov?
Es (X | Y) un campo de Markov? Escriba las distribuciones condicionales.
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Ejercicio 5.5 Modelo bivariado sobre {0,1}?

Considere el modelo bivariado sobre S = {1,2,--- ,n} de energa
ZE y —azxz+ﬁ Z LiZy +’72yz+5zxzyz
lli—jll=1

(1) Detalle un algoritmo de simulacin de (X,Y).

(2) Slo y es observado. Describa los algoritmos MAP y MPM de reconstruccin de x.

(3) Se observan n gaussianas Z, independientes, t.q. £(2; | 7,y) = L(2; | i) = N (u(y:), 0?).
Determinar la distribucin conjunta de (X,Y, Z) y verificar que n(y,z | ) = [[; 7(vi, 2 | @).
Calcular 7(y; = 0,2; | ) y 7(y; = 1,2; | ). Obtener 7 (z; | ), 7(z | z) y 7(x, z). Observamos z.
Dar el algoritmo MPM de reconstruccin de .

Ejercicio 5.6 Cadena con ruido observada cada dos sitios

Considere el campo binario sobre S = {0,1,2,3,---,2n} de energa
—aZa:Z—i—ﬂ Z L Z TiT;
lli—jll=1 lli—jll=2

(1) S est particionada en PUI, el conjunto de sus ndices pares y de sus ndices impares. Deter-
minar la distribucin 77 (x| p). Verificar que (X7 | 2p) es una cadena de Markov, independiente
siy=0.

(2) Suponga que v = 0. Se observa Yj, slo para i € P, de distribucin: P(Y; = z;) =
1—P(Y; # x;) = €, siendo estas variables independientes sitio a sitio. Se observa yp. Determinar
las distribuciones de ;(x; | 2%, yp) parai € S (examinar separadamente los casos i € [ y i € P).
Proponer un algoritmo de reconstruccin de (z | yp).

Ejercicio 5.7 Degradacin exponencial

Se quiere reconstruir un objeto z € {0, 1}5, S =1{1,2,--- ,n}. Escogemos el siguiente modelo
para x :
n(x) =271 exp{ﬁZ:ﬁimj}, B>0
(i,4)

La observacin disponible y = (y;)ies (y € (RT)®), degradacin de z, sigue el siguiente modelo
: (1) Para todo ¢, L(y; | ) = L(y; | x;)) = Exp(A(x;)) (distribuciones exponenciales, A(0) y
A(1) conocidos); (ii) Estas distribuciones son independientes entre ellas. Determinar la distri-
bucin conjunta de (z,y), su energa as como la distribucin a posteriori (z | y). Identificar las
distribuciones condicionales (x; | 2%, ). Describir el algoritmo de reconstruccin MPM de .

Ejercicio 5.8 Distribucin condicional y distribucin marginal de un campo de Gibbs

Sea X = (X;,i € S) un campo de Markov binario sobre Q = {0,1}°, S = {1,2,--- ,n}, de
distribucin 7 :
m(z) = Z 'expU(x), donde U(z —aZxZ—FﬂZ:c,x]
(4.7)

(1) Sea k un sitio de S. Determinar la energa y los potenciales de la distribucin de (X* | zy).

(2) Escribiendo 7% (z*) = 7 (0, %) +7 (1%, 2*), identifique la energa de la distribucin marginal
7% de X sobre A = S\{k},. Constatar la aparicin de un nuevo potencial ®4j,. Describir el nuevo
grafo de vecindades de 7% (analizar separadamente los casos | 9k [< 1y | 9k |> 1).
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Ejercicio 5.9 Segmentacin y modelo (5.12)

Considere la energa de segmentacin definida en (5.12) as como los dos modelos de ruido descritos
en esa seccin (ruido de canal, ruido gaussiano).

1. Determinar la distribucin a posteriori 7w(x | y) y las distribuciones condicionales m;(x; |
z',5). En caso de un modelo de ruido gaussiano, examinar las dos situaciones: (i) las poblaciones
se distinguen nicamente por sus medias (ug); (ii) las poblaciones se distinguen nicamente por
sus varianzas. Describir los procedimientos de reconstruccin MAP y MPM.

2. Aplicacin : sea S = {1,2,---,64}2. Escoger una particin de tres colores y afiadir ruido;
reconstruir la particin inicial.

Ejercicio 5.10 Deconvolucin

Sobre el toro de una dimensin, S = {1,2,--- 64}, considrese la senal Gaussiana autoregresiva
de energa U(z) = —555 (3, 22 4+ 2¢ Y, @iwiy1), || < . La sefial observada es una convolucin
perturbada por un ruido blanco Gaussiano N (0, 02),

P
Y=Y OhXip+e
k=—p

El filtro y la varianza del ruido son conocidos. Describir la distribucin a posteriori (X | y),
precisando sus potenciales y sus distribuciones condicionales m;(x; | ', y).

Ejercicio 5.11 Deteccin de rupturas

Consideremos el modelo (5.14) que describe la distribucin a posteriori en un problema de deteccin
de rupturas de medias. Para la reconstruccin por MAP, se utiliza una dinmica de Metropolis
con un ncleo de proposicin ¢(r,r’) sobre {0,1}" : (i) se escoge un punto ¢ de {1,2,--- ,n} al azar
;) ri=1—ryy r;- = r; en los otros puntos. Es ¢ irreducible? simtrico? Calcular la variacin
de energa para r — r’. Describir el algoritmo de optimizacin asociado.

Se desea mejorar el ncleo g en ¢’ : (i) para un r t.q. n, =0 o0 n, ¢'(r,7") = q(r,7’); (ii) si no,
se lanza una Bernoulli de parmetro p. Si vale 1, tomamos ¢'(r,7’) = ¢q(r,r’); si no, escogemos al
azar una de las n, rupturas de r, y la trasladamos a la derecha o a la izquierda con la misma
probabilidad si las dos plazas estn libres. En caso contrario no hacemos nada. Describir el ncleo.
Mostrar que es irreducible y simtrico. Escribir un algoritmo de optimizacin.

Ejercicio 5.12 Tomografa Gamma en imaginera mdica ([12])

Para establecer un diagnstico sobre el estado de un rgano z, se hace ingerir una sustancia
radioactiva al paciente. Este producto se concentra en el rgano y emite fotones que son captados
y amplificados. Se obtiene as una imagen Gamma y de z. Las concentraciones en el rgano
sonz = (x5, € S),xs € F = {c1,c2, -+ ,cix}, K valores ordenados y > 0. Las emisiones de
fotones y = {y;,t € T} son observadas sobre una red T'; ellas siguen un modelo independiente
en cada sitio t, de distribuciones

Lyt | ) = P(M\e(x)) con () = th,sﬂis
seS

El ncleo (hts)ter,scs €s una caracterstica conocida del instrumento. Se propone la utilizacin del
siguiente modelo a priori sobre x

C
m(x) = M.z exp{’yz llog z, — log x|}
o (rs)
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(1) Determinar las distribuciones condicionales a posteriori ms(zs | %, y).

(2) Se quiere estimar MAP utilizando un recocido simulado con la dinmica de Metropolis
para el siguiente ncleo de proposicin: (i) se escoge un sitio i de S al azar ; (ii) en ese sitio 1,
escribiendo ¢, = x5 , x5 se reemplaza por z/, escogido al azar sobre {ck_1,ck, cxr1} (con las
correcciones naturales en los extremos de F'), dejando iguales los dems valores. Verificar que ¢ es
simtrico e irreducible. Calcular la variacin de energa para este esquema de actualizacin. escribir
un algoritmo de optimizacin.

Ejercicio 5.13 Descompresin de imagen

X es una imagen con valores sobre S = {1,2,---,n}? n = 3m. Se transmite la informacin
Y = {y.,c € C} donde y. = ZVC x;, V. la ventana 3 x 3 alrededor del punto ¢ = (2 + 3i,2 +
37),i,j = 0,m — 1 de S. Proponer un modelaje a priori de x que permita su reconstruccin a
partir de y si : (1) = es un modelo de valores de gris con variacin regular;(2) x es un modelo de
3 niveles de gris, con cambios bruscos en la frontera .
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