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Introduction

Dans ce (de moins en moins court) document, plutdt a destination d’ingénieurs mécaniciens connaissant déja la
méthode des éléments finis, nous allons essayer de faire une présentation un peu plus théorique que ce qui leur est
généralement proposé (et qui est quand méme souvent de type « preuve par les mains », ce qui occulte trop de
points).

Nous ne ferons appel qu’a des notions mathématiques de bases généralement déja vues pour la plupart en taupe
(ou en tout début de cycle d’ingénieur)... bien que des compléments que 1’on peut qualifier d’élémentaires nous
aient été demandés et aient été inclus.

Nous espérons, grace a cette présentation théorique montrer toute la souplesse et la puissance de la méthode,
afin de permettre au lecteur d’envisager d’autres simulations que celles qu’il a pu déja réaliser par le passé.

Pourquoi un ingénieur pratiquant déja les éléments finis devrait-il s’intéresser plus en profondeur aux mathé-
matiques derriere la méthode ?

Tout d’abord parce que c’est beau et intéressant : deux raisons parfaitement licites et suffisantes. Mais surtout
parce que le monde change ! On souhaite des modélisations toujours plus proches du réel, toujours plus détaillées,
toujours plus complexes, toujours plus couplées... Par ailleurs un constat s’impose : si la physique d’hier était
essentiellement celle du continu, celle d’aujourd’hui est le régne du discontinu. Ainsi, connaitre 1’intégrale de
Riemann et savoir intégrer par parties étaient autrefois des outils suffisants, alors qu’aujourd’hui il faut en passer
par les dérivées au sens des distributions, les espaces de Sobolev, I’intégrale de Lebesgue...

Rester sur les outils d’hier c’est se condamner a résoudre les problemes d’hier ! C’est pourquoi ce document a
vu le jour, pour essayer de présenter et d’expliquer « simplement » (nous 1’espérons) les mathématiques derriere la
méthode, mais sans demander au lecteur de se transformer en mathématicien.

But du document

Le but initial était de présenter brievement la théorie mathématique derriere les éléments finis afin que les
ingénieurs utilisant cette méthode puisse en envisager toutes les applications, ainsi que de couvrir les aspects qui,
selon nous, devraient étre connus de tout ingénieur mécanicien impliqué ou intéressé par le calcul numérique.

Toutefois, il s’envisage comme support de référence a plusieurs cours, cours qui ne portent pas sur tous les
aspects traités dans ce document, et pendant lesquels les aspects pratiques sont plus développés (avec mise en
situation sur machine).

Méme si nous avons voulu rester le plus succinct possible, I’introduction de notions de proche en proche a
conduit a un document qui fait aujourd’hui une certaine taille (par exemple, nous avons besoins des espaces de
Sobolev, mais comment les introduire sans parler des espaces de Lebesgue, mais comment les introduire sans
parler...).

Aussi le document a-t-il finalement été découpé en plusieurs parties : un survol des notions mathématiques,
puis le traitement du probléme continu constituent 1’ossature théorique nécessaire a assoir la méthode des éléments
finis sur un socle solide. La discrétisation par éléments finis a proprement parler n’est aborder qu’ensuite, et
d’ailleurs un seul chapitre suffirait a en faire le tour... sauf a entrer plus dans le détail concernant « ce qui fache » :
homogénéisation, non linéarité, dynamique, ce qui est fait dans des chapitres séparés.

Enfin, d’autres méthodes sont abordées car également tres employées aujourd’hui. Aussi est-il indispensable
selon nous d’en avoir entendu parlé et d’en connaitre les principales notions (BEM, FEEC...).

En annexes, se trouve un petit fourre-tout comprenant des choses censées étre maitrisées depuis la taupe (mais
qui parfois nous sont demandées) et les compléments qui alourdiraient encore les propos précédents.
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Certaines notions (essentiellement de topologie) ne sont pas présentées dans ce document. Il nous a semblé
que le lecteur devait avoir quelques souvenirs de ce qu’est un ouvert, un fermé, 1’adhérence, la densité... Par
ailleurs, leur nom peut étre suffisamment évocateur pour se passer d’une définition formelle dans le contexte de ce
document.

Attention, ce document n’est pas un document de mathématiques, il ne contient d’ailleurs aucune preuve. C’est,
dans ces deux premieres parties, un document de vulgarisation de notions mathématiques nécessaires a une bonne
compréhension de la méthode des éléments finis.

Nous avons voulu réaliser un survol des notions importantes, mais malgré tout, afin de ne pas étre parfois trop
laconique, nous avons un peu débordé. Dans ce cas, les passages considérés comme moins importants ont été mis
en gris.

Drailleurs un certain « code couleur » sera plus ou moins respecté dans ce document. En bleu ou en rouge, les
termes ou points importants, en gris, les choses moins importantes dont la lecture peut étre oubliée et enfin en vert,
des remarques « de bon sens » sur ce qui est exposé.

En fin de document, un petit index des noms propres permettra au lecteur de replacer les divers développements
mentionnés dans ’histoire... Il se peut qu’il subsistent quelques erreurs, notamment au niveau des nationalités
mentionnées, car il n’est pas toujours aisé de déterminer rapidement cette information (et nous ne connaissons pas
toutes les biographies des personnes citées).

Ce document a été réalisé trés rapidement, et de maniere extrémement hachée. Il comporte forcément encore
beaucoup de fautes : merci de m’en faire part.

Démarche de I’ingénieur numéricien

En préambule a ce document, nous tenions a synthétiser la démarche compléete de 1’ingénieur numéricien :

— Modélisation / mise en équations — Construction du probléme continu (systeme d’équations aux dérivées
partielles).

— Analyse mathématique du probleme posé — Existence, unicité, propriétés des solutions.
— Conception d’'une méthode numérique — Construction d’un probléme discrétisé.

— Analyse numérique — Questions de stabilité, convergence, précision.

— Algorithmique — Choix de méthodes de résolution en dimension finie.

— Miise en ceuvre sur ordinateur — Programmation.

— Pre et Post Traitement (maillages / visualisation) — Interpolation, extrapolation, outils de la CAO.

Tous ces points ne seront évidemment pas abordés dans ce document !

Remerciements :

Nous remercions Mathias Legrand pour ses conseils avisés et sa relecture pertinente.

Notre collaboration a permis une tres nette amélioration de la qualité typographique générale du document,
et a conduit a la coexistence de deux versions, issues du méme code source : I’'une que nous appelons « version
cours » correspond a ce que nous proposons en cours (couleurs, notations) ; I’autre que nous nommons « version
livre », plus classique et sage dans sa forme, est plus proche d’un ouvrage.

Preface




Notations

Dans la « version cours », nous utiliserons deux types de notations.

D’une maniere générale, lorsque nous parlons « maths », alors la variable sera u, et celle-ci sera aussi bien un
scalaire, qu’un vecteur. De méme, la forme bilinéaire sera principalement a(., .) et la forme linéaire f(.).

En revanche, lorsque nous serons plus proche de la programmation, alors nous utiliserons les notations
suivantes : [K] sera une matrice, {g} sera un vecteur (colonne donc), {g) sera un vecteur transposé (une ligne
donc).

X1
Cela nous permettra d’écrire (x) = (X1, ..., X, ) pour définir le vecteur x, plutot que d’écrire {x} = ¢ : ¢, ce
Xn
qui rend le texte beaucoup plus lisible. Par ailleurs, on trouve souvent des écritures du type x = (x, ..., X, ), qui se

comprennent, mais que nous n’aimons pas : un vecteur, c’est une colonne ; une ligne, ¢’est un vecteur transposé !

(X') désignera quelquefois la valeur moyenne de la variable X, mais nous la noterons le plus souvent E[X].
Quant a (., .), cela désignera, comme habituellement, le produit de dualité.

La lettre J désignera plusieurs choses en fonction des chapitres : ce pourra étre la jacobienne ou le jacobien ; la
critere d’optimisation (fonction objectif) ; ou le taux de restitution d’énergie. Il semble difficile de les confondre...

Au paragraphe 3.8, les vecteurs seront notés en gras pour bien faire ressortir ce qui est un vecteur de ce qui est
un scalaire. Ce ne sera plus le cas dans le reste du document (ot nous nous conformerons a 1’usage).
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///// Les espaces de base

Notes — Dans les problémes que nous envisageons de traiter in fine, il n’est finalement besoin que
d’espaces vectoriels normés finis sur le corps des réels. On pourrait rapidement en donner les principales
propriétés qui sont sans doute encore en mémoire des lecteurs tant elles sont « naturelles ».

Mais en faisant cela, nous ne respecterions pas nos engagements de présenter un peu plus avant les
fondements mathématiques.

Sans toutefois aller trop loin dans les notions topologiques générales, nous allons essayer dans ce
chapitre de passer en revue la liste des espaces depuis les espaces topologiques jusqu’aux espaces de Hilbert,
de maniere succincte et didactique (nous I’espérons) en relevant les points importants essentiellement du
point de vue de leur utilité.

1.1 Panorama non exhaustif des espaces

Le mot « topologie » vient de la contraction des noms grecs « topos » (lieu) et « logos » (étude), c’est
donc I’étude du lieu. On a d’ailleurs commencé par 'appeler Analysis Situs, le terme « topologie » n’étant
introduit qu’en 1847, en allemand, par Johann Benedict Listing dans Vorstudien zur Topologre.

La topologie vise a définir ce qu’est un lieu (i.e. un espace) et quelles peuvent étre ses propriétés
(je dirais uniquement en tant que tel, sans autre ajout). Elle s’intéresse plus précisément a ce que 1’on
appelle aujourd’hui espaces topologiques et aux applications, dites continues, qui les lient, ainsi qu’a leurs
déformations (“A topologist is one who doesn’t know the difference between a doughnut and a coffee cup”).

Histoire

En analyse, elle fournit des informations sur I’espace considéré
permettant d’obtenir un certain nombre de résultats (existence
et/ou unicité de solutions d’équations au dérivées partielles, no-
tamment). Les espaces métriques ainsi que les espaces vectoriels
normés sont des exemples d’espaces topologiques. L’origine de la
topologie est I’étude de la géométrie dans les cultures antiques. Le
travail de Leonhard Euler datant de 1736 sur le probléme des sept
ponts de Konigsberg est considéré comme 1'un des premiers résul-
tats de géométrie qui ne dépend d’aucune mesure, i.e. I'un des premiers résultats topologiques.

Henri Poincaré publia Analysis Situs en 1895, introduisant les concepts d’homotopie et d’homologie.
Bien d’autres mathématiciens ont contribué au sujet parmi lesquels nous citerons : Cantor, Volterra, Arzela,
Hadamard, Ascoli, Fréchet, Hausdorff...

Finalement, une derniére généralisation en 1922, par Kuratowski, donna le concept actuel d’espace
topologique.

Euler Poincaré Hausdorff
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1.1.1 Point de vue topologique

— E, un ensemble

Cela suffit déja pour pouvoir s’intéresser par exemple a des fonctions, a des relations d’équivalence (donc au
quotient)... décomposition canonique, permutation...

On peut ensuite définir un ensemble ordonné...
Une topologie T est un ensemble de parties de £ que ’on définit comme les ouverts de (E, T'), vérifiant les
propriétés suivantes :
— L’ensemble vide et E appartiennent a 7.

— Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, i.e. si (O;);ey est une famille d’éléments de T, indexée
par un ensemble I quelconque (pas nécessairement fini ni méme dénombrable) alors | J;c; O; € T.

— Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert, i.e. si Oy, ..., O,, sont des éléments de T (avec n > 0),
alorsOyN...N0O,eT.

— Espace topologique
A partir des ouverts, on définit les fermés, 1’adhérence, 1’intérieur, 1’extérieur, voisinage...

Séparation :
deux points distincts quelconques admettent toujours des voisinages disjoints.

— Espace séparé (ou de Hausdorff)
Intéréts :
— Unicité de la limite de tout filtre convergent.
— Une suite convergente a une limite unique.
— Une topologie plus fine qu’une topologie séparée est séparée.
— Tout sous-espace d’un espace séparé est séparé.
— Deux applications continues a valeurs dans un séparé qui coincident sur une partie dense sont égales.
Régularité :
Il est possible de séparer un point x et un fermé F ne contenant pas x par deux ouverts disjoints.
On peut méme alors choisir ces deux ouverts de maniere a ce que leurs adhérences respectives soient

disjointes.
— Espace régulier
Application :
— Tout point admet une base de voisinages fermés.

— Tout fermé est I’intersection de ses voisinages fermés.

Compacité (recouvrement fini) :

Un espace séparé est compact (vérifie la propriété de Borel-Lebesgue), si chaque fois qu’il est recouvert par
des ouverts, il est recouvert par un nombre fini d’entre eux.

. Espace compact
L’intérét des compacts est de pouvoir étendre des propriétés trivialement vérifiées par des applications définies
sur un ensemble fini & des applications définies sur des espaces topologiques infinis, a condition bien slir qu’elles
soient continues.

Tout produit de compacts est compact.

R est compact

Un espace peut ne pas étre compact, mais une de ses parties I’étre :
— R n’est pas fermé, mais tout [a; b] fermé borné 1’est.

R” n’est pas compact, mais tout pavé fermé 1’est (voir théoreme 6).

Notons bien que rien n’est dit sur les éléments de I’ensemble E. Ce peuvent étre des éléments discrets, des
scalaires, des vecteurs, des fonctions...
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1.1.2 Point de vue métrique

Comme nous le mentionnions au paragraphe précédent, lorsque 1’on parle d’espace on a intuitivement envie de
parler de « distance ».

Unifiant les travaux de ses prédécesseurs sur les espaces de fonctions, c’est en 1906 que Maurice Fréchet
introduit le concept d’espace métrique.

La métrique qui nous est la plus usuelle est évidemment la métrique eu-
clidienne, qui est celle que nous utilisons en géométrique « classique » (eucli-
dienne) : la distance entre deux points est égale a la longueur du segment
les reliant. La structure métrique fournit beaucoup plus d’information sur la
forme géométrique des objets que la structure topologique.

Enfin nous redonnerons le si important critére de Cauchy (qui est valable
pour tout espace uniforme, dont notamment les espaces métriques) qui permet
de définir la toute aussi importante notion de complétude.

Histoire

Fréchet Cauchy

— E, un ensemble
Une distance ou métrique d est une application de £ x E — R telle que :
— d(x,y) = d(y, x) (symétrie) ;
— d(x,y) >0six # y,etd(x,x) = 0 (positivité) ;
— d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

— Espace métrique
On peut réexprimer les notions d’ouvert, fermé, adhérence... densité, continuité... avec la métrique (les €...).
Deux normes sont équivalentes si elles définissent la méme topologie.

Deux normes | - || et || - ||2 sont équivalentes s’il existe deux constantes strictement positives k’ et k” telles que
Vx € E, |lx[ly < Kllx[l1 et [lx]l2 < &7[lx]]1.

Critere de Cauchy :

Soit E un espace métrique et soit xg, X1, ..., Xz, ... une suite d’éléments de E. Cette suite est de Cauchy
de E si:
Ve>0,AN e N,(Vh e N,Vm e N,n = Nom = N) 1 d(xpm, xn) < € (1.1)

ou encore : d (X, X,) tend vers O quand m et n tendent vers I’infini.

. Espace métrique complet
Toute suite convergente est de Cauchy.
Réciproque : si xg, X1, ..., X, ... est de Cauchy sur R ou C, alors elle converge.

Cette propriété est fondamentale car elle permet de reconnaitre si une suite converge sans connaitre sa limite.

Attention, la notion d’espace complet est une notion métrique et non topologique (elle peut donc étre vraie pour
une métrique et fausse pour une autre).

L’importance de la complétude tient a ce que la solution d’un probléme passe souvent par une solution approchée.
Si la suite des solutions approchées est de Cauchy d’un espace convenable, et si cet espace est complet, alors la
convergence vers une solution du probleme est assurée.

1.1.3 Point de vue algébrique

Jusqu’a présent, nous n’avons pas vraiment parlé d’opérations que nous pourrions effectuer a I’intérieur des espaces
que nous avons définis, ou entre ces espaces. Pour une présentation des structures algébriques on se reportera au cours
homonyme. Elles sont riches et nombreuses. Dans le cadre de ce document, nous ne nous intéresserons qu’au cas de la
structure d’espace vectoriel, le but étant, comme mentionné en introduction, d’en arriver aux espaces de Hilbert, fondements

de I’analyse fonctionnelle.
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Lorsque ’on demande de citer 'un des grands mathématiciens du Xx°¢ siécle, Henri Poincaré et David
Hilbert se partagent souvent la premiére place, aussi bien pour I’éventail considérable des sujets qu’ils ont
abordés que pour avoir fait émerger de nombreuses idées fondamentales.

Histoire

Hilbert reste célébre pour ses 23 problémes (dits problémes de Hilbert)
qu’il présenta au deuxiéme congrés international des mathématiciens a Paris
en 1900, qui tenaient jusqu’alors les mathématiciens en échec et devaient
marquer le cours des mathématiques du xx° siécle (et il avait raison; tous
ne sont pas résolus a ce jour). Notons que c’est von Neumann, reprenant les
travaux de Hilbert, qui formalise et nomme ces espaces les espaces de Hilbert
en 1927.

Nous croiserons également un autre fondateur de I’analyse fonctionnelle,
Stephan Banach qui a généralisé entre autre les travaux de Hilbert sur les équations intégrales, notamment
en approfondissant la théorie des espaces vectoriels topologiques.

Hilbert Banach

— E, un ensemble

Structure d’espace vectoriel :

C’est une structure comportant une loi de composition interne et une loi de composition externe sur un
corps K permettant d’effectuer des combinaisons linéaires (voir cours sur les structures algébriques).

La loi de composition interne, notée + en fait un groupe abélien, la loi de composition externe est la
multiplication par un scalaire, scalaire pris sur le corps K considéré.

— Espace vectoriel (topologique)

Sur un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C, deux normes quelconques sont équivalentes.

Une norme sur un espace vectoriel E est une fonction, x +— ||x|| possédant les propriétés :
— positivité : || x| > 0 pour x # 0, ||0]]| =0;
— transformation par les homothéties : ||[Ax|| = |A||| x|, A € K;
— inégalité de convexité : ||x + y| < |lx]| + ||y

La distance issue de la norme est la distance définie par d(x, y) = ||x — y||.

— Espace vectoriel normé
Tout espace vectoriel normé est automatiquement un espace métrique (avec la distance issue de sa norme). De
plus :

— la distance est invariante par translation : d(x —a,y —a) = d(x, y).

— une homothétie de rapport A multiplie la distance par |A| : d(Ax, Ay) = |A|d(x, ).
Tout espace vectoriel normé de dimension finie est localement compact (i.e. tout point possede au moins un
voisinage compact), car toute boule fermée est compacte.

L’intérét des distances issues d’une norme est qu’elles rendent continues les opérations de 1’espace vectoriel et
qu’en particulier les translations sont des homéomorphismes.

Comme un espace vectoriel normé muni de la distance issue de sa norme est un espace métrique, on peut
se demander si cet espace métrique vérifie le critere de Cauchy (voir paragraphe précédent) afin d’en faire un
espace complet.

— Espace de Banach
C’est donc finalement un espace vectoriel normé sur un sous-corps K de C (en général, K = R ou C), complet
pour la distance issue de sa norme.

Comme la topologie induite par sa distance est compatible avec sa structure d’espace vectoriel, ¢’est un espace
vectoriel topologique.

Une norme || - || découle d’un produit scalaire ou hermitien (-,-) si'ona: ||x| = /(x, x).

. Espace de Hilbert

C’est donc un espace préhilbertien complet, i.e. un espace de Banach dont Ia norme découle d’un produit scalaire
ou hermitien unique.

Un espace de Hilbert est la généralisation en dimension quelconque d’un espace euclidien ou hermitien (Un
espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire).
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Le plus important est de disposer d’un produit scalaire, car on va alors pouvoir déterminer des parties
orthogonales de 1’espace, donc en somme directe (voir théoreme 3).

On rappelle, si besoin, qu’un produit scalaire est une forme bilinéaire (i.e. une application de £ x E dans R,
linéaire pour chacune des deux variables) possédant les propriétés :

— symétrie: Vx,y € E, (x, y) = (y, x)
— positivit¢ : Vx € E, (x, x) = 0
—déﬁnie:Ver,((x,x)=0 =>x=0)

ce qui se traduit pas la définition : « Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est une forme bilinéaire
symétrique définie positive ».

Théoreme 1 Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert.

Voici quelques espaces de Banach couramment utilisés :

— Les espaces euclidiens R” et les espaces hermitiens C” munis de la norme :

l(x1,..., (1.2)

ou X; désigne le conjugué de x;.

— L’espace des fonctions (dans R ou C) continues et bornées sur un espace topologique X, muni de la
norme || f'|| = sup,cx (| f(x)]). En particulier, I’espace des fonctions continues sur un espace X compact,
comme un intervalle réel [a ; b].

— Pour tout réel p = 1, ’espace L2 des classes de fonctions mesurables, dans R ou C, sur un espace mesuré X .

Voici quelques espaces de Hilbert classiques :
— L’espace euclidien R” muni du produit scalaire usuel est hilbertien,
— L’espace L? des fonctions de carré intégrable (voir chapitre 4).

— Certains espaces de Sobolev (voir chapitre 5) sont des espaces de Hilbert (ceux qui nous intéresserons en
général, ca tombe bien).

Théoreme 2 — Théoreme de complétion sur un espace de Banach. Soit £ un espace vectoriel normé
incomplet. Alors E est isomorphe, en tant qu’espace vectoriel, et isométrique a un sous-espace vectoriel dense
dans un espace de Banach E.

Cet espace de Banach E est unique a un isomorphisme isométrique pres.

Ce théoréme de complétion répond par I’affirmative a la question : si I’espace normé E n’est pas complet,
existe-t-il un espace de Banach minimal E le contenant ?

Théoreme 3 — Théoréme de projection dans un espace de Hilbert. Soit F un sous-espace vectoriel fermé
d’un espace de Hilbert H (il est alors lui-méme un espace de Hilbert d’apres le théoreme 1). Alors :

— son orthogonal F, qui est ’ensemble des vecteurs orthogonaux a chaque vecteur de F, est un sous-espace
vectoriel fermé (donc est aussi un espace de Hilbert, toujours en vertu du théoreme 1) ;

— et est également le supplémentaire de F : tout & € H s’écrit de fagon unique & = A’ + h” ou h’ est le
projeté orthogonal de / sur F, et h” le projeté orthogonal de / sur FL.

Ainsi, FL est I’orthogonal et le supplémentaire de F, et ces deux sous-espaces sont donc en sommes directe.
Onadonc H = F @ F~ (on utilise parfois le terme de « somme hilbertienne »).

Ce résultat subsiste si I’on suppose seulement que H est un espace préhilbertien et que F est un sous-espace
vectoriel complet de H.

— SURVOL MATHEMATIQUE 1.1 Panorama non exhaustif des espaces
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1.2 Tribu, mesure, espaces mesurable et mesuré

En complément a I’aspect métrique (Fréchet 1906), nous allons maintenant aborder 1’aspect mesure.

Le but, a travers la notion de mesure, est d’étendre la notion usuelle de longueur pour les ensembles de R, ou
de volume pour ceux de R”, et ceci de deux manicres :

— on veut d’une part pouvoir considérer des espaces de base plus généraux (plus « abstraits » : espaces de
dimension infinie, espaces sur lesquels on définit les probabilités...) ;

— et d’autre part on veut englober dans le méme cadre mathématique les notions de longueurs, surface, volume,
mais aussi de masses ou charges ponctuelles issues de la mécanique, de I’électricité... car toutes ces quantités
posseédent une méme propriété évidente : 1’additivité (i.e. si 1’on désigne par 1 (A) le volume, la masse, la
charge électrique... d’une partie « raisonnable » A, alors w(A N B) = w(A) + u(B) des que les parties A
et B sont disjointes).

Afin de réaliser cela, il faut en passer par quelques complications mathématiques, et cela essentiellement pour
deux raisons :

— Il nous faut tout d’abord définir ce qu’est une partie « raisonnable » d’un ensemble E (s’il est aisé de définir
le volume d’un polyedre par exemple, il existe des parties dont la « frontiére » est si complexe qu’elles ne
posseédent pas de notion de volume).

— Ensuite, la propriété d’additivité si dessus est un peu trop naive et se révele insuffisante pour avoir de bonnes
propriétés pour les mesures.

En effet, la classe des mesures additives a une structure mathématique extrémement pauvre, ne permettant
pas, en particulier, de définir une notion satisfaisante d’intégrale par rapport a ces mesures additives. On
est donc conduit a utiliser les mesures possédant la propriété de o-additivité (voir définition d’une mesure
ci-dessous), ce qui nous oblige a considérer comme classe d’ensembles « mesurables » une tribu (voir
définition 2) au lieu de la notion plus simple d’algebre.

Définition 1 — Algebre. Une algebre (de Boole) £ sur un ensemble X est un ensemble non vide de parties
de X, stable par passage au complémentaire et par union finie (donc aussi par intersection finie), i.e. :

1. £E#0
2. YA€ &, YA e &, ouA désigne le complémentaire de A dans X. (donc X € A)
3.siAy,...,ApeEalors A;U...UA, €&

Définition 2 — Tribu. Une tribu A sur un ensemble X est un ensemble non vide de parties de X, stable par
passage au complémentaire et par union dénombrable (donc aussi par intersection dénombrable), i.e. :

1. A#@
2. VAe A 4ec A
3.siVneN, A, € Aalors |, e An € A

Ces deux dernicres définitions étant placées 1’une sous I’autre, leur différence doit apparaitre clairement : dans
le cas d’une algebre, on a a faire & un nombre fini d’intersections ou de réunions, dans celui d’une tribu, on prend
en compte un ensemble dénombrable (donc fini ou non).

1l est donc évident que toute tribu est une algebre, la réciproque étant fausse.

Définition 3 — Espace mesurable. Le couple (X, .A) est appelé espace mesurable ou espace probabilisable
en fonction du contexte. Sur les espaces mesurables on définit des mesures (voir ci-apres) ; sur les espaces
probabilisables, on appelle ces mesures des probabilités.
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La théorie de la mesure s’occupe de regarder un peu plus en détail ce qui se passe a 'intérieur des espaces
dits mesurés (définis plus bas) : il s’agit de mesurer les différentes parties existant dans un tel espace,
parties en lien avec la topologie, ce qui reboucle le sujet...

Histoire

Lorsque 'on évoque le concept de mesure, on en arrive assez rapidement & se demander : Est-ce que
I’on peut tout mesurer ? Est-ce que 1'on doit tout mesurer 7 Qu’est-ce qui est négligeable ?

En 1894, Emile Borel énonce la premiére définition d’en-
semble négligeable. En 1897, il définit les ensembles mesurables.
En 1901, Henri-Léon Lebesgue introduit la notion de mesure. La
théorie se développe jusque dans les années 1950.

Andrei Kolmogorov proposera une axiomatisation du calcul
des probabilités basée notamment sur I'intégrale définie a partir
d’une mesure.

Borel Lebesgue Kolmogorov

Les parties de X qui appartiennent a la tribu A sont appelées ensembles mesurables. Dans un contexte
probabiliste, on les appelle événements (il suffit que «(X) = 1 pour que u soit une probabilité).

Une mesure p sur un ensemble X est une fonction qui associe a chaque élément d’une tribu d’un ensemble X
un scalaire positif (une longueur, un volume, une probabilité...).

Définition 4 — Mesure. Soit (X, .A), un espace mesurable. Une application y définie sur A, a valeurs
dans [0, +00] est appelée mesure lorsque les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. L’ensemble vide a une mesure nulle : @ (&) = 0

2. L’application pu est o-additive : si £, E>, ... est une famille dénombrable de parties de X appartenant
a A et si ces parties sont deux a deux disjointes, alors la mesure p(E) de leur réunion E est égale a la
somme des mesures des parties :

[ 00
U Bk | = D n(En1 (13)
= k=1
On appelle espace mesuré un triplet (X, .4, i), ol X est un ensemble, .4 une tribu sur X et y une mesure
sur A.
Complément sur le produit d’espaces mesurables. Soient (X, T') et (¥, U) deux espaces mesurables. On appelle rectangle

mesurable du produit 2 = X Xx Y, toute partie de 2 de la forme A x B ou A et B sont des éléments respectivement 7’
et U-mesurables.

On appelle produit tensoriel des deux tribus 7" et U, la tribu engendrée par I’ensemble des rectangles mesurables. Cette
tribu est notée T ® U, et est la plus petite tribu de €2 qui contient toutes les parties de laforme A x B, A € T, B € U.

Le produit des espaces mesurables est (X x Y, 7" ® U) et est un espace mesurable :

/fd/l@l)—//f(\ y)du(x)dv(y) (1.4)

1.3 Tribu borélienne, mesures de Dirac et Lebesgue

Définition 5 — Tribu borélienne. On appelle tribu borélienne sur un espace topologique donné la tribu
engendrée par les ensembles ouverts. Dans le cas simple et fondamental de 1’espace usuel a n dimensions, la
tribu borélienne de R” est engendrée par une famille dénombrable de parties, les pavés, dont les sommets sont a
coordonnées rationnelles.

On aura besoin de ces notions (dont la tribu borélienne) pour I’intégrale de Lebesgue et par extension toute la
théorie de I’intégration qui est a la base de 1’analyse numérique (et oui, formulation faible, quand tu nous tiens)
ainsi notamment que pour le théoréme de représentation de Riesz fondamental en éléments finis.

Notons que tout intervalle ouvert, fermé ou semi-ouvert appartient a la tribu borélienne de R. Il en est de méme
de toute réunion finie ou dénombrable de ces intervalles.

— SURVOL MATHEMATIQUE 1.3 Tribu borélienne, mesures de Dirac et Lebesgue
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Il n’est pas possible de donner une description plus concréete de la tribu borélienne de R que ce qui a été fait.
Toutes les réunions finies ou dénombrables d’intervalles sont des boréliens, mais certains boréliens ne sont pas de
cette forme. En fait, toutes les parties de R que I’on rencontre dans la pratique sont des boréliens. Il existe des
parties de R qui ne sont pas boréliennes, mais il faut un peu de sueur pour les construire.

Les tribus sont des familles de parties qui sont destinées a €tre mesurées. Pour pouvoir mesurer des parties
suffisamment compliquées comme celles qui ne peuvent étre définies que par des passages a la limite (comme
I’ensemble triadique de Cantor), les tribus doivent étre assez fines pour €tre stables par des opérations relativement
générales comme le passage au complémentaire, les réunions et intersections dénombrables. Néanmoins, elles ne
doivent pas €tre trop fines afin de ne pas contenir de parties non mesurables.

Rappelons également deux mesures simples et importantes :
— la mesure de comptage, qui donne le nombre d’éléments d’un ensemble.

— la mesure de Dirac ou masse de Dirac, qui est une mesure supportée par un singleton et de masse totale 1.

Définition 6 — Mesure de Dirac. Pour un espace mesurable (X, .4) et un point a de X, on appelle mesure de
Dirac au point a la mesure notée &, sur (X, .A) telle que :

VAe A, (64(A)=1 siae Aetd,(A) =0sia ¢ A) (1.5)
Le support de §, est réduit au singleton {a}.

Les masses de Dirac sont trés importantes, notamment dans la pratique car elles permettent par exemple de
construire des mesures par approximations successives.

Définition 7 — Mesure compléte. Soit (X, A, ;) un espace mesuré, on dit que p est une mesure complete
lorsque tout ensemble négligeable pour w appartient & la tribu A sur laquelle w est définie, i.e. :

VM,NePX), (NCM,MecAetu(M)=0) = NecA (1.6)

La mesure de Lebesgue a permis de batir une théorie de I’intégration palliant les insuffisances de 1’intégrale de
Riemann (il suffit de vouloir intégrer 1g sur [0; 1] avec Riemann pour étre dans 1’'impasse). Nous détaillerons cela
un peu plus au chapitre 4 sur les espaces de Lebesgue.

Parmi les définitions de cette mesure, nous présentons la plus intuitive, celle qui consiste a généraliser la notion
de volume en gardant les mesures sur les pavés de R”.

Définition 8 — Mesure de Lebesgue. Il existe une plus petite mesure définie sur une tribu de parties de R”
qui soit complete et coincide sur les pavés avec leur volume (i.e. avec le produit des longueurs de leurs cotés).

Cette mesure est appelée la mesure de Lebesgue (notée A,) et sa tribu de définition la tribu de Lebesgue
(notée L, et que nous ne définissons pas ici, et dont les éléments sont dits Lebesgue-mesurables).

Cette restriction aux boréliens de la mesure de Lebesgue est parfois dénommée mesure de Borel-Lebesgue.

Cela signifie par exemple qu’il existe une unique mesure de Lebesgue A sur les boréliens de R telle que Va, b €
R, A([a ;b]) = |b — a|. Il en découle que pour un point {a} = [a;a], A({a}) = 0, puis par union dénombrable,
que pour tout sous-ensemble X fini ou dénombrable de R, A(X) = 0. En particulier A(N) = A(Z) = A(Q) = 0.
Un ensemble de mesure nulle est dit négligeable.

Si pour la mesure de Lebesgue A sur R, la notion de « presque partout » correspond bien a I’intuition, ce
n’est pas vrai en général. Par exemple, pour ;1 = 4, sur la tribu de I’ensemble des parties de X, une propriété est
vraie u-pp simplement si elle est vérifiée en a.

Si la mesure p est nulle, toute propriété est vérifiée pp (ainsi que sa négation).

« Construire une mesure », ¢’est montrer qu’il existe une unique mesure qui vérifie certaines propriétés. Pour
cela, on utilise le théoréme (ou lemme) de la classe monotone (dli a Wactaw Sierpiniski et popularisé par Dynkin)
pour montrer ’unicité et le théoreme de Carathéodory pour montrer 1’existence.
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1.4 Propriétés de la mesure de Lebesgue

On appelle mesure de Lebesgue sur un espace euclidien £ la mesure image de la mesure de Lebesgue sur R” par
n’importe quelle isométrie de R” dans E.

Soit A une partie Lebesgue-mesurable d’un espace euclidien E. On appelle mesure de Lebesgue sur A la
restriction a A de la mesure de Lebesgue de E.

Théoreme 4 La mesure de Lebesgue est invariante sous toutes les isométries. Elle est en particulier invariante
sous les translations : ¢’est une mesure de Haar du groupe topologique R”.

Oui, la mesure de Lebesgue peut étre vue comme une mesure de Haar. Mais, historiquement, la mesure de
Haar est définie plus tard (on parle souvent de la mesure de Haar, alors que 1’on devrait parler d’une mesure de
Haar). Elle généralise celle de Lebesgue.

Définition 9 — Mesure réguliere. Une mesure (positive) p définie sur une tribu contenant la tribu borélienne
d’un espace topologique X est dite réguliere lorsque elle est a la fois intérieurement réguliére et extérieurement
réguliere :

1. YA C X delatribu, u(A) = sup{u(K) | K compact contenu dans A} ;

2. YA C X delatribu, u(A) = inf{u(O) | O ouvert contenant A}.

Théoreme 5 La mesure de Lebesgue est finie sur tout compact ; chaque compact, qui est borné, pouvant étre
enfermé dans un cube.

Elle est par voie de conséquence réguliere, R” étant métrisable, localement compact et séparable.

— R est métrisable : un espace topologique est un espace métrisable lorsqu’il est homéomorphe a un espace
métrique (un homéomorphisme est une application bijective continue entre deux espaces topologiques dont
la réciproque est continue) ;

— R estlocalement compact : un espace localement compact est un espace séparé qui, sans étre nécessairement
compact lui-méme, admet des voisinages compacts pour tous ses points (De plus, on a la propriété : Tout
espace localement compact est régulier) ;

— R est séparable : un espace séparable est un espace topologique contenant un sous-ensemble fini ou
dénombrable et dense, i.e. contenant un ensemble fini ou dénombrable de points dont I’adhérence est égale a
I’espace topologique tout entier.

Théoreme 6 — Théoréme de Borel-Lebesgue. On retiendra de ce théoréme que dans R”, les compacts sont
les ensembles fermés bornés.

© En complément & la premi¢re note historique de ce chapitre, nous vous proposons une illustration tres
‘o concréte de I'application de la topologie, que vous avez trés certainement rencontrée : la carte du métro.
L
2 e LV T La représentation schématique généralement utilisée pour
I LA P =" représenter un réseau de métro a été mise au point, la premiére
Y = : f N fois, en 1931 par Henry Beck, alors dessinateur industriel de
o= /\ / /Am A 29 ans et engagé comme intérimaire par la société du métro
e N Y londonien. Facile & comprendre et & utiliser, esthétique... elle
Yt est pourtant fausse a tous les égards sauf deux.
Em A Elle n’est pas a 1’échelle, donc toutes les distances sont
Carte du métro Beck

fausses ; les lignes droites reliant les stations ne traduisent ab-
solument pas le cheminement réel du métro sous les rues; les orientations sont fausses (une ligne verticale
ne signifie pas que le trajet s’effectue selon I’axe nord-sud).

Le premier aspect exact est que si une station de métro est représentée au nord de la Tamise, alors
il en est de méme pour la station réelle. Le second aspect exact est la description du réseau : 'ordre des
stations sur chaque ligne et les interconnexions entre les lignes sont fidéles & la réalité. C’est d’ailleurs ce
second aspect qui est finalement le seul dont les voyageurs ont effectivement besoin.

Notons enfin que cette illustration permet de comprendre aisément comment la notion de distance peut
étre appréhendée en topologie.
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1.5 Petit exemple amusant d’injection dans un Hilbert

Soient V' et H deux espaces de Hilbert sur R et V inclus dans H avec injection continue et V' dense dans H.
Comme V est inclus dans H, I’injection est tout bétement i : x — x.

Dans ces conditions, H est un espace de Hilbert avec un produit scalaire (| )z, et V muni du produit scalaire
induit est un sous-espace dense, donc ne peut pas étre un espace de Hilbert par restriction du produit scalaire (| )g.
La structure hilbertienne de V' est définie par un produit scalaire ( | )y propre a V.

Il y a donc deux topologies sur V' : la topologie hilbertienne propre a V et la topologie héritée de la structure
hilbertienne de H. La continuité de I’injection i impose donc une condition sur ces topologies : la topologie
hilbertienne de V' est plus fine que la trace sur V' de la topologie hilbertienne de H .

... et maintenant que le terme « injection » a été prononcé, il est temps de passer au chapitre suivant...
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///// Applications et morphismes

Notes — Au chapitre précédent, des espaces ont été définis, mais on ne s’est pas intéressé beaucoup aux
relations entre eux ou au sein d’eux.

Des distances, normes... ont été introduites, sans utiliser plus que ¢a le vocable de fonction. Le terme
d’injection a été prononcé a la fin du chapitre précédent comme fil conducteur pour introduire celui-ci...

Dans ce chapitre, nous ne présenterons pour le coup que des choses extrémement « rudimentaires » et
toutes vues en taupe ou avant. Il s’agit uniquement d’un aide-mémoire.

L’univers mathématiques du début du XvIir® siécle est dominé par Leonhard Euler et par ses apports tant
sur les fonctions que sur la théorie des nombres, tandis que Joseph-Louis Lagrange éclairera la seconde
moitié de ce siécle.

Euler a introduit et popularisé plusieurs conventions de notation par le
biais de ses nombreux ouvrages largement diffusés. Plus particuliérement, il
a introduit la notion de fonction (dans L’Introductio in analysin infinitorum,
premier traité dans lequel le concept de fonction est & la base de la construction
mathématique, et dont les premiers chapitres lui sont consacrés) et a été le
premier & écrire f(x) pour désigner la fonction f appliquée a I'argument x,
en 1734 (bien que le terme de « fonction » apparaisse pour la premiére fois EEREESETEY
dans un manuscrit d’aotit 1673 de Leibniz, resté inédit, et intitulé la Méthode Euler Lagrange
inverse des tangentes ou & propos des fonctions). Il a également introduit la notation moderne des fonctions
trigonométriques, la lettre e pour la base du logarithme naturel (également connue sous le nom de nombre
d’Euler) en 1727, la lettre grecque X pour désigner une somme en 1755 et la lettre i pour représenter
I'unité imaginaire, en 1777. L’utilisation de la lettre grecque m pour désigner le rapport de la circonférence
d’un cercle a son diamétre a également été popularisée par Euler, mais celui-ci n’est pas a 'origine de la
notation.

Histoire

Les différentes techniques mises au point (par exemple pour la résolution des équations différentielles,
le développement en séries entiéres ou asymptotiques, applications aux réels négatifs, aux complexes...)
conduisent & s’intéresser a la « fonction » en tant que sujet d’étude.

A la fin du xvIIe siécle, les mathématiciens croient encore, pour peu de
temps, que la somme infinie de fonctions continues est continue, et (pour plus
longtemps) que toute fonction continue admet une dérivée... (sur ces notions,
voir chapitre suivant).

C’est Cauchy qui met un peu d’ordre dans tout cela en montrant que
la somme d’une série numérique n’est commutativement convergente que si
la série est absolument convergente. Mais Cauchy, qui pourtant n’est qu’a
un doigt de la notion de convergence uniforme, énonce un théoréme faux de
continuité d’une série de fonctions continues qu’Abel contredit par un contre-exemple le 16 janvier 1826 :
Cauchy affirme en 1821 que la somme d’une série de fonctions continues est toujours continue. Cing ans
plus tard, Abel propose un contre-exemple en considérant la suite (f),>1 d’applications continues de R
dans R de terme général f,(x) = (=1)"/n.sin(nx).

Cauchy Abel

2.1 Fonction, application, injection, surjection, bijection

Si ca c’est pas du rappel de base, je ne m’y connais pas...
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Fonction Un « truc » qui met en relation certains éléments de £
avec certains élément de F.

Application Fonction définie partout :
(plus d’étoile verte dans E)
Une fonction f est une application si son ensemble de
départ est €gal a son ensemble de définition.

X o = kb o

Injection Application telle que tout élément de F' a au plus 1
antécédent.
F a au moins autant d’éléments que E.
(plus d’étoile verte dans E et plus d’étoile rouge dans F')
Soit Vx,y € E2,x #y = f(x) # f(»),
ouVx,y € E2, f(x) = f(y) = x =y

Surjection  Application telle que tout élément de F' a au moins 1
antécédent.
F a au plus autant d’éléments que E.
(plus d’étoile verte dans E et plus d’étoile verte dans F)
Soit Vy € F,3x € E, f(x) = y,ou f est surjec-
tive si son ensemble image est égal a son ensemble
d’arrivée.

Bijection C’est une injection ET une surjection :
chaque élément de I’ensemble de départ correspond a
un seul élément de I’ensemble d’arrivée et vice-versa.

X% x b sk o) (F 2 b b b b o

LR g 8

* = élément n’ayant pas de relation ; » = élément ayant 1 relation ; * = élément ayant plus d’une relation.

Tableau 2.1: Types de fonctions

Une étoile rouge dans E n’a pas de sens, cela voudrait dire qu’un élément de E peut avoir plusieurs valeurs
différentes par la relation considérée...

En fait, on sait donner un sens a cela. C’est ce que 1’on appelle une fonction multivaluée ou fonction multiforme
ou fonction multivoque ou multifonction. I’exemple le plus simple d’un fonction multiforme est la fonction
réciproque d’une application non injective (penser simplement aux fonctions circulaires).

On trouve les fonctions multiformes en analyse complexe : lorsque I’on veut utiliser le théoréme des résidus
pour calculer une intégrale réelle, on peut €tre amené a considérer des restrictions (déterminations) qui font de ces
fonctions multiformes des fonctions (univoques), par exemple en utilisant la théorie des revétements qui considere
des fonctions sur des surfaces de Riemann.

En restreignant une fonction a son domaine de définition, on en fait une application. En la restreignant en plus
a son ensemble d’arrivée on en fait une surjection (une surjection, c’est un « truc » défini partout sur E et F).

Quand on a une surjection, on est slir que tout élément de I’ensemble de départ a une image, et que tout élément
de I’ensemble d’arrivée a un antécédent (au moins un méme). !

Dans la pratique, on ne fait pas de distinction formelle entre fonction et application...

f :R — R, x — 4/x est une fonction, pas une application, car la racine carrée n’est pas définie sur R mais
sur Ry. /' : Ry — R, x — 4/x est une application ! Mais pourquoi s’intéresserait-on a f 1a ou elle n’est pas
définie... De plus, f : R4+ — R4, x — 4/x est une surjection par définition (puisque 1’on considére f de son

1. Deux petites blagues pour peut-étre essayer de retenir I’injectivité :
Comment appelle-t-on un Kinder Surprise sans jouet a I'intérieur ? Un Kinder injectif, car son noyau est réduit a zéro
L’injectivité implique la surjectivité : Si f est injective tout élément possede au plus un antécédent ; mais qui peut le plus peut le moins,
donc tout élément posseéde au moins un antécédent, donc f est surjective !
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ensemble de définition jusqu’a son ensemble image). C’est évidemment une bijection (il ne reste que I’injectivité a
prouver...).

Définition 10 — Support. On appelle support d’une fonction f 1’adhérence (ou la fermeture, i.e. le plus petit
fermé) du lieu ou la fonction n’est pas nulle :

supp(f) = {x € R", f(x) # 0} 2.1

2.2 Morphismes

Cette section est extraite du cours sur les structures algébriques. Nous 1’avons toutefois sérieusement amputée pour
coller a I’objectif de ce document.

2.2.1 Présentation

Mort au cours d’un duel a I’age de vingt ans (ce qui en fait un héros romantique), il laisse un manuscrit
élaboré trois ans plus tot, dans lequel il établit qu'une équation algébrique est résoluble par radicaux si
et seulement si le groupe de permutation de ses racines a une certaine structure, qu’Emil Artin appellera
justement résoluble.

Histoire

Son Mémoire sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux, publié par
Joseph Liouville quatorze ans aprés sa mort, a été considéré par ses successeurs, en parti-
culier Sophus Lie, comme le déclencheur du point de vue structural et méthodologique des
mathématiques modernes.

Toutefois, pour étre tout & fait exact, Lagrange, reprenant une idée de d’Alembert en
vue de prouver qu’'un polynome de degré n posséde n racines (i.e. que C est algébriquement
clos), utilise des résultats sur les fonctions semblables des racines, i.e. des fonctions ration-
nelles des racines qui restent invariantes par les mémes permutations. Ce résultat, qu’il a
établi dans son fameux mémoire de 1771 Réflexions sur la résolution algébrique, inspirera Abel et Galois
et peut étre considéré comme le tout premier de la théorie des groupes.

Galois

Soient deux ensembles G et G’ munis d’un méme type de structure (topologique, groupe, anneau, espace
vectoriel, algebre...). Un morphisme (ou homomorphisme) de G — G’ est une application f qui respecte cette
structure.

Pour ce faire, cette application doit vérifier certaines conditions, notamment une certaine « linéarité » vis-a-vis
des lois des G et G’ (on pourrait également remplacer le terme linéarité par « capacité a faire sortir de la fonction »).

Un morphisme entre deux espaces topologiques est tout simplement une application continue (voir chapitre
suivant sur la continuité). C’est d’ailleurs ce dernier terme qui est utilisé en topologie, pas celui de morphisme
(mais cela revient bien au méme).

Un morphisme de groupe entre (G, %) et (G', x) satisfait a I’égalité suivante qui est bien une « condition de
linéarité par rapport a laloi» : V(x,y) € G, f(x x y) = f(x) = f(y). En particulier, si e et ¢’ sont les éléments
neutres de G et G’, alors : f(e) = e’. Une autre conséquence directe est que : Vx € G, f(x™!) = [f(x)]"L.

2.2.2 Cas des espaces vectoriels : application et forme linéaires

Définition 11 — Morphisme d’espace vectoriel. Soient (£, +,.) et (F, +,.) deux espaces vectoriels sur un
corps K. Un morphisme d’ev f entre E et F est une application qui respecte la condition de linéarité par
rapport aux lois + (en fait qui est un morphisme de groupe entre les groupes (£, +) et (F, +)) et qui conserve
la « linéarité par rapport a la multiplication par un scalaire » :

V(x,y) € E?2, f(x+y)= f(x)+ f(y) condition d’additivité

VxeE, VAeK, f(A-x)=A-f(x) conditiondhomogénéité 2:2)
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Ceci est équivalent a la condition suivante (on parle de « préservation des combinaisons linéaires ») :
V(x,y) € E?, VAeK, f(A-x+y)=Ar-f()+ f() (2.3)

et on utilise plutot le terme d’application linéaire ou d’opérateur linéaire ou encore de transformation linéaire.

Dans le cas oit F' = K, on ne parle pas d’application linéaire mais de forme linéaire. Une forme linéaire est
donc une application linéaire définie sur £ et a valeurs dans K (supposé commutatif). En d’autres termes, on parle
de forme au lieu d’application, mais c’est la méme chose !

Si ¢ et ¥ sont des formes linéaires et a et b des éléments de K :

VxeE, (ap+by)(x)=a-p(x)+b-y¥(x) 2.4)

L application constante de valeur Ok s’appelle la « forme linéaire nulle ».

2.2.3 Endo, iso, auto -morphismes
Un endomorphisme est un morphisme d’une structure dans elle-méme.

Un isomorphisme est est un morphisme f entre deux ensembles munis de la méme espéce de structure, tel
qu’il existe un morphisme f”’ dans le sens inverse, tels que f o " et /" o f sont les identités des structures. Un
isomorphisme est un morphisme bijectif.

Deux ensembles munis du méme type de structure algébrique sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre les deux ensembles.

L’isomorphie présente un intérét majeur, car elle permet de transposer des résultats et propriétés démontrés sur
I’un des deux ensembles a I’autre.

Un automorphisme est un isomorphisme d’une structure dans elle-méme, i.e. a la fois un isomorphisme et un
endomorphisme. Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

L’identité d’un ensemble est toujours un automorphisme, quelle que soit la structure considérée.

On note :
— Lk (E, F) I’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F ;
— Isomgk(E, F) I’ensemble des isomorphismes de £ dans F ;
— Lg(F) I’espace vectoriel des endomorphismes de E ;

— GLk(E) le « groupe linéaire », i.e. le groupe des automorphismes de E.

2.2.4 Espace dual d’un espace vectoriel

Définition 12 — Espace dual. On appelle espace dual d’un espace vectoriel E 1’ensemble des formes linéaires
sur E. Il est lui-méme un K-espace vectoriel, et on le note E* ou hom(E, K).

La structure d’un espace et celle de son dual sont trés liées. Nous allons détailler quelques points en nous
restreignant aux cas qui nous intéressent (cas réel, dimension finie).
Remarque. Sil’on dispose, sur I’espace vectoriel considéré E, d’un produit scalaire (-, -) (voir chapitre 1), alors il existe
un moyen « naturel » de plonger E dans E*, i.e. d’associer a chaque élément de E un élément du dual, et ce de maniére
a former un isomorphisme entre E et un sous-espace de E™* : a chaque élément x € E on associe la forme linéaire ¢y :
E — K; y — (x,y). Alors I'application f : E — E*; x > @y est une application linéaire injective, donc ’espace E est
isomorphe au sous-espace f(E) de E*.

Si I’espace E est de dimension finie n, alors I’espace dual E* est isomorphe & E et est donc lui aussi de
dimension 7. On a alors le théoreme de la base duale (que je ne présente pas, car je n’ai pas parlé de base... mais
peut-&tre pourrons-nous nous passer de ces rappels dans ce document).

Pour x € E, on note (¢, x) pour ¢(x). Cette notation est appelée crochet de dualité.
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Définition 13 — Dual topologique. Soit £ un espace vectoriel topologique sur le corps K. Le dual topo-
logique E’ de E est le sous-espace vectoriel de E* (le dual algébrique de E) formé des formes linéaires
continues.

Si I’espace est de dimension finie, le dual topologique coincide avec le dual algébrique, puisque dans ce cas toute
forme linéaire est continue. Mais dans le cas général, I’inclusion du dual topologique dans le dual algébrique est
stricte.

Remarques topologiques. En complément, quelques mots sur les topologies faible et faible-*, afin de pouvoir faire dans de
bonnes conditions une remarque sur leur usage.

Définition 14 — Topologies faible et faible-*. Soient E un espace vectoriel topologique et E’ son dual
topologique, i.e. I’espace vectoriel des formes linéaires continues sur E.

On appelle topologie forte sur E la topologie initiale de E ;

On appelle topologie faible sur E la topologie la plus grossiere qui rende continus tous les éléments de E ;

On appelle topologie faible-* sur E’ la topologie la plus grossiére qui rendue continus tous les éléments de E.

Notons que si E est réflexif, i.e. si E” = E alors la topologie faible et la topologie faible-* coincident.

Les topologies faibles ne sont en général pas métrisables, et ne peuvent donc se définir par la seule donnée des notions
de convergence de suites. Cependant, c’est bien la notion de convergence faible de suites qui est utile en pratique.

On place ici des remarques faisant appel aux espaces de Lebesgue définis au chapitre 4.

Soit © un ouvert de R”. Pour 1 < p < oo, les topologies faible et faible-* sur L?(€2) coincident, et la notion de
convergence associée (convergence contre des fonctions test dans L?) est :

Vg e LP'(Q), /ﬁlﬁ’*’/ /g
Q Q

Pour p = oo, la topologie faible-* correspond 2 la convergence contre des fonctions test dans L1 ; pour p = 1, la topologie
faible correspond a la convergence contre des fonctions test dans L°°. On s’interdira en revanche de considérer la convergence
faible-* dans L', ou la convergence faible dans L (la question de savoir si L! est le dual de L touche a de subtiles
questions d’axiomatique, et la réponse est négative si I’on admet I’axiome du choix...)

Quel est I'intérét d’appauvrir la topologie ? Une des motivations majeures est que moins il y a d’ouverts, plusil y a de
compacts. Il est beaucoup plus facile d’étre compact pour la topologie faible que pour la topologie forte.

2.2.5 Noyau et image
Définition 15 — Noyau. Le noyau du morphisme f est I’ensemble des antécédents de 1’élément neutre :

ker(f) = {x € E, f(x) = 0} = f~'({0}) (2.5)

et f estinjectif si et seulement si son noyau est réduit a {0}.

Définition 16 — Image. 1.'image du morphisme f est ’image par f de E :

im(f) = {f(x).x € E} = f(E) (2.6)
et f est surjectif si et seulement si son image est égale a F.

Dans le cas d’espaces vectoriels, I’ensemble ker( f) est un sous-espace vectoriel de E et I’ensemble im( f)
est un sous-espace vectoriel de F.

Théoreme 7 — Théoréme du rang. Il est assez visible que (théoréme de factorisation) f induit un isomor-
phisme de I’espace vectoriel quotient £/ ker( /) sur I'image im( f). Deux espaces isomorphes ayant méme
dimension, il s’en suit la relation, valable pour un espace E de dimension finie, appelée théoréme du rang :

dim(ker( f)) + dim(im( f)) = dim(F) 2.7)
Le nombre dim(im( f)) est aussi appelé rang de f et est noté rg( f).

On a également :
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— TI’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F' par f est un sous-espace vectoriel de E ;

— I’image directe d’un sous-espace vectoriel de E par f est un sous-espace vectoriel de F.

2.3 Opérateur

Le terme « opérateur » a été utilisé au paragraphe précédent... regardons d’un peu plus pres.
D’une maniére générale, un opérateur est une application entre deux espaces vectoriels topologiques.

Un opérateur O : E — F est linéaire si et seulement si :
Vp) €K% V(x1,x2) € E,  O(Axq + pxz) = A0(x1) + pO(x2) (2.8)

ou K est le corps des scalaires de E et F'.
Lorsque F = R, un opérateur est une fonctionnelle sur E.

Un opérateur est continu s’il est continu en tant qu’application (pour la définition de la continuité, voir chapitre
suivant).

Un opérateur différentiel est un opérateur agissant sur des fonctions différentiables au sens des dérivés
ordinaires ou partielles : voir définition au chapitre suivant.

On définit également les opérateurs différentiels elliptiques et hyperboliques. Mais pour cela, il faut introduire
les notions de symbole et symbole principale d’un opérateur... et cela ne nous semble ni adapté a ce document, ni
suffisamment « naturel » pour cet exposé. Nous nous contenterons de définir plus loin les notions d’équations aux
dérivées partielles linéaires et homogenes du second-ordre dites elliptiques, hyperboliques et paraboliques.
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///// Continuité et dérivabilité

Notes — Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux notions de continuité et de dérivabilité, les espaces
nécessaires ayant été définis précédemment, ainsi que les notions d’application...

Dans la mesure ou les problémes que nous souhaitons aborder, i.e. ceux issus de la physique, sont
généralement décrits par des équations différentielles ou des équations aux dérivées partielles, on comprend
bien que la notion de dérivation est centrale.

Mais n’oublions pas que ces notions de continuité et de différentiabilité n’ont pas toujours été définies
de maniere précise au cours de I’histoire et ont donné lieu a de bien terribles affrontements entre nos
glorieux anciens.

3.1 Continuité et classe C°

Dans le manuscrit de 1673 la Méthode inverse des tangentes ou & propos des fonctions, Leibniz dit : « J’ap-
pelle fonctions toutes les portions des lignes droites qu’on fit en menant des droites indéfinies qui répondent
au point fixe et aux points de la courbe ; comme sont abscisse, ordonnée, corde, tangente, perpendiculaire,
sous-tangente, sous-perpendiculaire... et une infinité d’autres d’une construction plus composée, qu’on ne
peut figurer. » Finalement, au terme d’une correspondance nourrie entre Leibniz et Jean Bernoulli, celui-ci
donne en 1718 la définition suivante : « On appelle fonction d’une grandeur variable une quantité composée,
de quelque maniére que ce soit, de cette grandeur variable et des constantes. ». Il propose la notation ¢x.

La continuité est en quelque sorte contenue, sous-jacente a ces définitions car les fonctions considérées
sont « physiques » et ne présentent au plus qu'un nombre fini de discontinuités.

Histoire

Dans son Introductio in analysin infinitorum de 1748, Eu-
ler définit une fonction d’une quantité variable comme « une
expression analytique composée d’une maniére quelconque
de cette quantité variable et de nombres ou de quantités
constantes ». Le mot « analytique » n’est pas davantage pré-
cisé. En fait, pour Euler, une fonction est une combinaison
quelconque d’opérations prises dans le stock des opérations et
des modes de calcul connus de son temps, et applicables aux
nombres : opérations classiques de ’algébre, exponentielle, logarithme, passage d’un arc & ses lignes trigo-
nométriques..., certaines de ces opérations pouvant étre itérées un nombre illimité de fois...

Dans ce méme ouvrage, Euler dit qu’une fonction est continue si elle est définie par une seule expression
anlytique (finie ou infinie) et mixte ou discontinue si elle posséde plusieurs expression analytiques suivant
ses intervalles de définition.

La définition actuelle est celle due a Bernard Bolzano dans sa théorie des fonctions en 1816 : « La
fonction f(x) varie suivant la loi de continuité pour la valeur x si la différence | f(x + w) — f(x)| peut-étre
rendue plus petite que toute valeur donnée. » Il existe une notion de continuité uniforme qui est plus forte
que la simple continuité et fixée par Heinrich Eduard Heine en 1872.

Euler Bolzano Heine

La continuité est une propriété topologique (donc indépendante de la métrique).
Définition 17 — Continuité d’une fonction en un point (version topologique). Soit f une application d’un

espace topologique E dans un espace topologique F. On dit que f est continue en un point a de E si, quelque
soit le voisinage W de f(a) dans F, il existe un voisinage V de a dans E tel que Vx € V, f(x) € W,
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c’est-a-dire que I’image réciproque de tout voisinage de f(a) est un voisinage de a.

Cette définition est donnée pour la culture, car nous n’avons pas rappelé la notion de voisinage dans ce
document. Cela n’a pas d’importance dans ce contexte puisque nous travaillerons sur des cas moins généraux.

Evidemment, une application de E dans F est continue si elle est continue en tout point de E.

Ramenons nous a des choses plus connues et plus en lien avec ce document. Dans le cas des espaces métriques,
la continuité se définit comme suit.

Définition 18 — Continuité d’une fonction en un point (version métrique). Soient (E,d) et (E’, d’) deux
espaces métriques, f : E — E’ eta € E. On dit que I’application f est continue en a si :

Ve>0, In>0, Vxek, [d(x,a) <n = d'(f(x), f(a)) < e] (3.1)
Ainsi f est continue en a si et seulement si la limite de f en a existe (elle vaut alors nécessairement f(a)).

Considérons la fonction f définie sur R? par :

Xy .
fagy=1x2+2 (e 70,0 (3.2)

0 si(x,y) =(0,0)

Elle n’a pas de limite en (0, 0).

En effet, f(x, y) est continue partout sur R?\{(0, 0)}. Elle est continue sur I’axe des abscisses et des ordonnées ot elle
est = 0. Elle est donc séparément continue a 1’origine, et par suite dans tout le plan. Mais elle n’est pas continue par rapport
4 I’ensemble des variables a 1’origine, car sur la droite y = mx, elle prend la valeur m /(1 + m?) en dehors de I’origine ;

or = 0 des que m # 0, et par conséquent elle ne tend pas vers 0 lorsque (x, y) tend vers 1’origine. Une telle fonction

_m_
1+m?2
est dite partiellement continue.

Pour une fonction réelle, on peut définir une fonction continue comme une fonction dont on peut tracer le
graphe sans lever le crayon. Si I’on exclut certains fonctions tres particulieres (comme les fractales), alors 1’idée
générale de la continuité est bien traduite par cette phrase (la fonction ne présente pas de « saut »).

Définition 19 — Continuité d’une fonction réelle en un point. Une fonction f : I C R — R sera dite
continue au pointa € [ si:

Ve>0, >0, Vxel, [|x—a| <y = |f(x)— f(a)| <e]. 3.3)

La classe des fonctions continues est notée C°. Elle inclut par exemple les fonctions continues par morceaux
ainsi que les constantes (dont la fonction nulle).

Attention 2 ne pas confondre la classe des fonctions continues C° avec Cq I’ensemble des fonctions continues
qui s’annulent a I’infini (sous-espace de 1’espace des fonctions continues).

3.2 Continuité de Holder et Lipschitz

Remarque : Dans le cas des espaces métriques, nous avons vu qu’il était possible de redéfinir la continuité a I’aide
des ¢ plutdt que par les voisinages.

Avec Holder et Lipschitz, la notion de « continuité uniforme » nous est
proposée. La distinction entre continuité et continuité uniforme est la méme que
celle entre la convergence simple et la convergence uniforme dans le cas des
séries (pour le lecteur qui s’en souviendrait). En effet, cette continuité uniforme
ne regarde pas comment (quel €) la fonction est continue en chaque point, mais
comment elle est continue dans sa globalité, i.e. lorsque ce fameux ¢ n’est plus
lié a la position sur la courbe, mais est fixé pour la fonction entiere.

Holder Lipschitz
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La continuité holdérienne ou condition de Holder est une condition suffisante (mais non nécessaire) pour
qu’une application définie entre deux espaces métriques soit continue.
La définition s’applique en particulier pour les fonctions d’une variable réelle.

Définition 20 — Fonction a-holdérienne. Si (E, d) et (F,d’) sont deux espaces métriques, une fonction f :
E — F estdite a-holdérienne s’il existe une constante C > 0 telle que :

V(x,y) € E?, d'(f(x). f(») <Cd (x.y)* (3.4)

La continuité holdérienne d’une fonction dépend donc d’un parametre réel strictement positif a € ]0; 1], et prend
en compte toutes les variations de la valeur de la fonction sur son ensemble de définition.

Si0 < a < 1estfixé, I’ensemble des fonctions réelles a-holdériennes est un espace vectoriel, conventionnelle-
ment noté C%4(E, R).

Théoreme 8 Toute application f qui est a-holdérienne est continue. Mieux, elle est uniformément continue,
dans le sens suivant :

Si e > 0, alors pour n = (e/C)l/“, dx,y)<n = d(f(x), f(y)) <e (3.5

Le réel n dépend de e mais est indépendant de la variable x parcourant I’espace de définition de 1’application.

Définition 21 — Fonction lipschitzienne. Lorsque a = 1, I’application est dit lipschitzienne. Une application
lipschitzienne est plus « réguliere » qu’une fonction simplement continue.

Toute fonction lipschitzienne (en tant que fonction holdérienne) est uniformément continue.
Toute fonction réelle lipschitzienne est (absolument continue donc a variation bornée donc) dérivable presque
partout pour la mesure de Lebesgue et sa dérivée est essentiellement bornée.

3.3 Dérivée

Le nombre dérivé en un point d’une fonction a variable et valeurs réelles est le coefficient directeur de la tangente
au graphe de cette fonction en ce point, ou aussi le coefficient directeur de 1’approximation affine de cette fonction
en ce point : ce nombre n’est donc défini que si cette tangente, ou cette approximation, existe. La dérivée d’une
fonction f est une fonction qui, a tout nombre pour lequel f admet un nombre dérivé, associe ce nombre dérivé.

Définition 22 — Dérivée d’une fonction. Soit f une application d’un ouvert Q2 du corps K (resp. un intervalle
de R) dans un espace affine normé F' (resp. R), alors on peut donner un sens, pour @ € €2, a la quantité :

Fla= m 1@rP=-S@ g

h#0,h—0 h
a+heQ

(3.6)

que 1’on appelle le vecteur dérivé ou simplement la dérivée de f en a.

Au xvire siécle, la compréhension mais surtout la modélisation (i.e. la mise en équations) de phénomeénes
physiques et techniques conduit & la création au siécle suivant de ’analyse en tant que branche des mathé-
matiques abordant les notions de dérivation, intégration et équations différentielles.

Histoire

Les échanges, les conceptions et la compréhension des infinitésimaux ont animé le monde scientifique
pendant bien longtemps, la discussion était tout autant philosophique que mathématique, ce qui est somme
toute assez normal compte tenu du sujet... Les fondateurs incontestés de ’analyse sont Newton et Leibniz.
La portée de leurs travaux est considérable car ils vont permettre non seulement la compréhension des
courbes (puis le calcul des aires), mais aussi celle du mouvement des corps. C’est véritablement une
révolution ot 'on passe d’une science de la statique & une science de la dynamique.
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Un débat houleux sur la paternité du calcul différentiel entre mathémati-
ciens britanniques et allemands fit rage, mais Newton et Leibniz s’en tinrent
a D’écart. Toutefois, cette polémique entre les deux camps ne sera pas sans
effet. Celle-ci fera que les anglais resteront a I’écart du développement général
des mathématiques au XVIII® siécle, la tradition newtonienne dominante ayant
abouti & une certaine stagnation scientifique. Au début du XIX® siécle, avec
la diffusion des notations symboliques leibniziennes du calcul infinitésimal, un >
petit groupe de mathématicien de Cambridge se mettra a réfléchir sur le role Newton Leibniz
et I'importance de la symbolique.

—

L’opinion générale est aujourd’hui que Leibniz s’est presque certainement inspiré de certaines des idées
de Newton (dont les travaux sont antérieurs, mais non publiés au moment ou Leibniz publie), mais que
sa contribution reste suffisamment importante pour que le mérite de I'invention du calcul différentiel soit
accordé aux deux hommes.

L’approche de Newton est proche de la physique : il parle en termes de mouvement physique et ses
notations ne sont employées que trés rarement en dehors de la sphére des physiciens.

L’approche de Leibniz en revanche est plus géométrique et conduit & une présentation plus naturelle,
encore utilisée aujourd’hui, et qui va rapidement étre adoptée en Europe. C’est lui également qui introduit
la notation dy/dx encore utilisée.

Avant Newton et Leibniz, Descartes s’était intéressé au probléme des
tangentes a une courbe et Fermat avait introduit une notion assez proche
de la dérivée lors d’une recherche d’extremum. En remontant encore plus
dans I’Histoire, on peut dire que la méthode d’exhaustion, telle qu’elle
a été développée et utilisée par Archiméde (i.e. avec toute la rigueur né-
cessaire, en usant du procédé d’encadrement évitant le recourt aux ¢) est
. réellement la premiére utilisation des infinitésimaux. Malgré, ou peut-étre

Archiméde Oresme a cause de, la grande originalité de ses travaux, Archiméde n’a été que
peu suivi dans le monde grec et n’a pas eu de disciple direct. Les savants arabes commenceront d’ailleurs
dés le 1x© siécle a s’intéresser aux procédés infinitésimaux mis en ceuvre par le génial Alexandrin.

Notons également que le plus grand progres théorique réalisé au Moyen-Age est I'étude quantitative
de la variabilité par Nicole Oresme. Eveillé par la diffusion des méthodes infinitésimales des Anciens, et
d’Archiméde en particulier, nourri par les spéculations scolastiques sur l'infini, le gotit des mathématiciens
pour les considérations infinitésimales se développe peu a peu. Ils s’appliquent d’abord & imiter le modéle
archimédien, puis s’émancipent et essaient de trouver des substituts pour la méthode d’exhaustion, jugée
trop lourde.

En 1748, Euler définit les deux nouvelles opérations que sont la différentiation et I'intégration dans
Introductio in analysin infinitorum ; puis dans Calculi differentialis (1755) et Institutiones calculi integralis
(1770) il essaie de mettre au point les régles d’utilisation des infiniment petits et développe des méthodes
d’intégration et de résolution d’équations différentielles.

Enfin, dans la seconde moitié du X1x° siécle, on s’intéressera aux propriétés des fonctions dérivées, et de
nombreux contre-exemples défiant I'intuition seront introduits, qui conduiront & bien cerner cette délicate
notion.

La dérivabilité est elle-aussi une notion topologique et non métrique (méme si on sait 1’écrire en termes
métrique comme ci-dessus), elle ne dépend donc pas de la norme choisie (du moment que celle-ci est compatible
avec la topologie choisie...).

3.4 Fonctions de classe C*

Il est évident que si la dérivée (telle que définie au dessus) existe partout dans €2, alors on peut a nouveau considérer
sa dérivée... et ainsi de suite.

On définit donc les classes C!, C2, ... C*, ... C de fonctions 1 fois, 2 fois, ..., k fois continiment dérivables
ou méme indéfiniment dérivables.

Pour k = 0, on retombe sur la définition de I’ensemble des fonctions continues.

Pour étre trés clair, une fonction est de classe C¥ signifie que toutes ses dérivées jusqu’a I’ordre k sont
continues dans €2.
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Toutes les fonctions polynomiales sont C °, car a partir d’un certain rang leur dérivée est identiquement nulle.

3.5 Différentielle

11 s’agit de généraliser la formule (3.6) a des applications de R” dans R?. La variable étant maintenant un vecteur
de R”, il n’est plus question de diviser par 4... il faut donc modifier la définition pour supprimer le dénominateur. Et
cela est tres facile : il suffit d’approcher 1’accroissement de la fonction par une application linéaire.

Définition 23 — Différentielle. Soient E et F' deux espaces normés sur le corps K = R ou C, et U un ouvert
de E. Une application f : U — F est dite différentiable au point @ € U s’il existe une application linéaire
L e L(E, F) telle que :

fla+h)— f(a) = L(h) + R(h) (3.7

ou le reste R(h) estun o(||%||) lorsque 4 tend vers O dans E.

Si elle existe, ’application L est unique et on 1’appelle la différentielle de f en a. Onlanote L = Df(a),
ou f'(a) oudf(a)ou D, f ou df,, selon les auteurs et les circonstances.

Cela signifie qu’au voisinage de a, I’application f se comporte a peu prés comme 1’application affine x +—
f(a) + Df(a)(x — a), pour laquelle on pourra utiliser les outils de I’algébre linéaire. Géométriquement, on
retrouve 1I’idée qu’une courbe est, au voisinage d’un point, a peu prés confondues avec sa tangente ' (droite
tangente, plan tangent...). C’est pourquoi 1’application linéaire D f(a) est également appelée application linéaire
tangente a f en a.

Evidemment, dans le cas ou E = R et F' = R, tout ce qui a été dit coincide avec ce que nous avions vu avec
la dérivée classique.

3.6 Dérivées partielles

Nous nous intéressons maintenant au cas ol une fonction dépend de plusieurs variables, i.e. au cas d’une fonction
numérique d’une variable vectorielle. Avec les notation du paragraphe précédent, cela correspond au cas ou E = R”
et F =R.

La dérivée partielle d’une fonction de plusieurs variables est la dérivée par rapport a I’'une de ses variables, les
autres étant gardées constantes.

La dérivée partielle de la fonction f par rapport a la variable x est notée % ou dx f ou encore f.

De la méme maniere, on peut noter des dérivés secondes,... k-iemes par rapport a différentes variables. Par
P2f _ s ) s P2f 2f _ s .
exemple 3> = f{, = dxxf = 9% f, mais également oy = Syx = 0yx f,ou Hox = Sry = O0xy [, mais
. ai+j+kf y _
egalement m = szjyix = 8kzjyixf .

Définition 24 — Dérivée partielle d’ordre 1 en un point. Soient 2 un ouvert de R” et f une fonction de n
variables :

Q — R
: 3.8
/ X=(X1,....,%Xn) = f(x)= f(x1,...,xn) (3-8)
On définit la dérivée partielle d’ordre 1 de f au pointa = (ay,...,a) € 2 par rapport a la i -¢me variable x;
par :
E(a) — lim flar,....ai—1,ai + h,aiy1,...,an) — f(a1,....an) (3.9)
ox; h—0 h

Remarques. Pour en revenir au cadre général qu’est celui de la différentielle, on parle ici des dérivées partielles pour désigner
les dérivées dans la direction des vecteurs de base, ou plus exactement des dérivées selon les vecteurs de base.

1. tangente, du latin « tangerer » : toucher
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Nous utiliserons, comme tout le monde, la notation %, bien qu’elle présente quelques défauts : tout d’abord elle est

1
typographiquement lourde, ensuite elle a les apparences trompeuses d’un quotient, et enfin la mention de la variable x; peut
étre source de confusions dans les calculs de dérivées de fonctions composées. On devrait donc toujours préférer la notation

d; f ou f}.
La formulation générale de la différentielle donnée au paragraphe 3.5 permet de retrouver tous les cas :
— le cas « classique » d’une fonction d’une variable réelle a valeur réelle correspond au cas E = Ret F = R;

— le cas d’une fonction numérique d’une fonction vectorielle correspond au cas £ = R” et F = R et vient d’étre
présenté. Dans ce cas, la différentielle D f(a) est la forme linéaire sur R” de composantes (9 f (), ..., 9, f (a)) dans
la base canonique.

Si R” est muni d’un produit scalaire, alors il existe un unique vecteur, appelé gradient de f en a et noté grad f(a) € R”
tel que : Df(a)h = grad f(a).h. Pour une définition plus opérationnelle du gradient, on se référera au paragraphe 3.8.
Celui-ci a pour composantes les dérivées partielles par rapport a la base considérée ;

— le cas d’une fonction vectorielle d’une variable réelle correspond au cas £ = R et F = RZ. Il est & nouveau possible
de diviser par h. La différentiabilité 2 de f équivaut alors 2 la dérivabilité de ses composantes f;.

— le cas d’une fonction vectorielle d’une variable vectorielle correspond au cas le plus général E = R” et F = RP. La
différentielle est I’application linéaire définie dans les bases canoniques de R” et R? par la matrice jacobienne. La
ligne i de la matrice jacobienne correspond a la différentielle de la composante f; de f. La colonne j de la matrice
jacobienne correspond a la dérivée de f dans la direction du j ¢ vecteur de la base. Nous y reviendrons de maniére plus
pragmatique au paragraphe 12.5.2.

Attention : Méme si toutes les dérivées partielles i(a), e, 3 (a) existent en un point a, la fonction peut
0x1 0xp

ne pas étre continue en ce point. Si I’on considére 4 nouveau la fonction f définie sur R? par :

Xy

B A 0.0
flx,y)=1{x*+y? ey 7 0.0 (3.10)

0 si(x,y) =(0,0)

on voit qu’elle vérifie % (0,0) = %(O, 0) = 0 mais elle n’a pas de limite en (0, 0) comme nous 1’avons vu avant.

Si toutes les dérivées partielles (d’ordre 1) existent et sont continues dans un voisinage de a, alors f est
différentiable dans ce voisinage et la différentielle est continue. Dans ce cas, on dit que f est une fonction de
classe C'! sur ce voisinage de a.

Si toutes les dérivées partielles secondes de f existent et sont continues sur 1’ouvert €2, on dit que f est une
fonction de classe C?(L2). L’ordre de dérivation peut alors étre changé sans que cela modifie le résultat. C’est le
théoreme de Schwarz (Il s’agit de Hermann Amandus Schwarz (sans « t »), pas de Laurent Schwartz).

Théoréeme 9 — Théoréme de Schwarz. Si f € C%(Q), alors :

% f 0% f

= 3.11
dx; 0x;j ox;j 0x; ( )
Définition 25 — Différentielle totale. On appelle différentielle totale de f I’expression :
af af af
df = —d e ——dx, = —— dx; 3.12
S o, 41 + .-+ o, L Z oy 4% (3.12)

3.7 Retour sur les classes C* pour une fonction de plusieurs variables

Ce paragraphe met I’accent sur le cas multi-dimensionnel des classes C k (ce qui est le cas avant, mais peut-€tre
moins visiblement). Nous en profitons également pour introduire des notations et notions dont nous nous servirons
plus loin.

2. On ne confondra pas « différencier » et « différentier »
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Définition 26 — Fonctions k fois différentiables. Si Q est un ouvert de R”, on définit I’ensemble des
fonctions k fois différentiables dans €2, a valeurs dans R dont toutes les dérivées jusqu’a I’ordre k sont continues
dans 2 par :
a
ckQ) = {f e CF1(Q), a—f e Cck Q)i =1, n} k=1 (3.13)
Xi

Définition 27 — Multi-indice. On appelle multi-indice « un n-uplet d’entiers « = (1, ...,@,), o; € N. Sa
longueur est |¢| = @1 + ... + o, et on note 9% la quantité (1’opération) :

R B N )a" (3.14)
_(axl) m(@xn '

Compléments sur ck. ck(Q)est I’espace vectoriel des fonctions f : Q — R telles que Ya, |a| < k, x > 9% f(x) existe
et appartient 2 C2(Q).
Pour f et g dans ck (2), on définit :

Z sup |0% f(x) — g(x)]

(o,¢] K
: I al<sk & a
d(f,g) = > o (3.15)
- - 1+ Z sup [0% f(x) — g(x)|
la|<k K;
qui est une distance sur ck(Q) qui en fait un espace complet.
L’espace C°°(Q2) peut se définir par :
c=©) = ck@) (3.16)

keN
qui est également complet pour la méme distance.

Cette définition permet de clairement voir les inclusions successives des espaces ck.

On définit également C }f () comme le sous-espace vectoriel des éléments de C¥ (R™) dont toutes les dérivées
jusqu’a I’ordre k sont bornées sur 2.
On définit alors :

I/l @y = D supld% f()] (3.17)

l|<k
qui est une norme sur C lﬂ‘ (£2) et en fait un espace de Banach (i.e. normé complet pour cette norme).
Définition 28 On définit, pour k € N U {o0}, I’ensemble Cck (Q)par: [ € Cf(SZ) si feCk(Q)etsi fest
de support compact inclus dans €2.

Pour tout ouvert 2 de R”, et pour tout k € N U {o0o} :
— Cck(Q) est dense dans C*(Q);
— C2°(R2) est dense dans ck).

3.8 Nabla et comparses

3.8.1 Champs de vecteurs et de scalaires

Définition 29 — Champ de vecteurs. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 7 et €2 un ouvert de
E. Un champ de vecteurs sur €2 est une application F' de 2 dans E, définie par ses n fonctions composantes :

X1 Fl(xls~"sxn)
F:d: b : (3.18)

Xn Fn(xla"'axn)

C’est donc une fonction qui a un vecteur fait correspondre un vecteur.
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Définition 30 — Champ de scalaires. Un champ de scalaires sur 2 est une application f de €2 dans R ou C,
i.e. une fonction qui a un vecteur fait correspondre un scalaire.

La dérivée d’un champ scalaire est un champ vectoriel appelé gradient (voir plus bas).

Nabla, noté V, est un pseudo-vecteur servant a noter un opérateur différentiel :

ad i ad
ax 9 o
0 17 179
V= Ty = o = ~39 (3.19)
r
o 75" 1 9
E cartésiennes g polaires rsin6 8(/) sphériques
3.8.2 Gradient, divergence, rotationnel, Laplacien et D’Alembertien
Les quantités présentées ci-apres apparaitront constamment dans les problemes physiques.
Soient A un champ de vecteur et f un champ scalaire, on définit :
— Le gradient :
grad f =V f (3.20)
— La divergence :
divA=V-A (3.21)
— Le rotationnel :
rotA=VAA (3.22)
— Le Laplacien (scalaire et vectoriel) :
Af =V2f (3.23)
AA = V?A (3.24)

— Le D’alembertien : il s’agit plus d’une « contraction d’écriture ». En coordonnées cartésiennes, [ s’écrit :

1 92 02 02 02 1 92

=c—zm—(ax—z+ay—z+az—z)=c—zm— -2

ol ¢ est la vitesse de la propagation considérée (ou la vitesse de la lumiere).

En coordonnées cartésiennes, il vient explicitement :

[
— gradient : grad f = g—z
i
0z
; T __ 04 04, 9A
— divergence : divA = = + G
a4 _ 04,
dy 0z
— rotationnel : rot A = a(f% — 353{2
04y 9Ax
ax dy
. . . . a2f a2f aZf
— Laplacien scalaire : Af = 35 + T
AAy
— Laplacien vectoriel : AA = { A4,
AA,
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De plus :

divgrad f = V- (Vf)=V>f =Af (3.26)
rotgrad f = VA(Vf)=0 (3.27)
divrotA =V -(VAA)=0 (3.28)
rotrotA = VA (VAA)=V(V-A) — VA = graddivA — AA (3.29)
Afg= fAg+2Vf -Vg+gAf (3.30)

3.8.3 Normale et dérivée normale

Définition 31 — Normale. On appelle normale au domaine 2 un champ de vecteurs n(x) défini sur le
bord I' = 02 de Q2 et tel qu’en tout point x € I' ou le bord est régulier, n(x) soit orthogonal au bord et de
norme 1.

On appelle normale extérieure une normale qui pointe vers I’extérieur du domaine en tout point.

Définition 32 — Dérivée normale. On appelle dérivée normale d’une fonction réguliere u sur I', la fonction
définie sur les points réguliers de I par :

B_u(x) = Vu(x) -n(x) (3.31)
an

Il s’agit d’un produit scalaire car Vu est un vecteur, tout comme 7(x).

3.8.4 Potentiel d’'un champ vectoriel

Le potentiel d’un champ vectoriel est une fonction scalaire ou vectorielle qui, sous certaines conditions relatives
au domaine de définition et a la régularité, permet des représentations alternatives de champs aux propriétés
particulieres. Ainsi :

— Un champ vectoriel irrotationnel (de rotationnel nul) peut étre identifié au gradient d’un potentiel scalaire.
— Un champ vectoriel solénoidal (de divergence nulle) peut étre identifié au rotationnel d’un potentiel vecteur.

Dans les deux cas, on dit que le champ d’origine dérive d’un potentiel (allusion entre une fonction et sa primitive).

Ces potentiels permettent non seulement d’appréhender certains champs vectoriels sous un angle complémen-
taire (pour un traitement parfois plus aisé), mais ils Iégitiment des abstractions essentielles comme, par exemple en
physique, 1’énergie potentielle associée a un champ de forces conservatives.

Un champ de vecteurs A continu et irrotationnel dérive d’un potentiel scalaire U :
A=—gradU (3.32)

Le méme résultat se vérifie dans ’espace entier a condition que, vers I'infini, le champ décroisse « assez »
rapidement.
Le potentiel scalaire n’est pas unique, il est défini a une constante pres.

Un champ de vecteurs A régulier et de divergence nulle dérive d’un potentiel vectoriel B :
A =—rotB (3.33)

Le méme résultat se vérifie dans 1’espace entier a condition que, vers I'infini, le champ décroisse « assez »
rapidement.

Le potentiel vecteur n’est pas unique, il est défini a un « gradient » prés (i.e. B = B + grad f convient
également).
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3.8.5 Signification « physique »

Un champ de scalaires, c’est un « truc », une application, qui a un vecteur associe un scalaire. Typiquement, on
peut penser a la température. Une application 7' (x, y, z) qui a chaque point de ’espace de coordonnées (x, y, z)
associe sa température 7' est un champ de scalaire.

Un champ de vecteurs, ¢’est un « truc », une application, qui a un vecteur associe un autre vecteur. Typiquement,
on peut penser a la vitesse. Une application V(x, y, z) qui a chaque point de I’espace de coordonnées (x, y, z)
associe son vecteur vitesse V est un champ de vecteurs.

Si f est une fonction de classe C !, alors le gradient de f au point a, quand il est non nul, s’interpréte comme
la direction selon laquelle f varie le plus vite, i.e. la ligne de plus grande pente.

La divergence d’un champ de vecteurs mesure comment son courant déforme un volume (on devrait dire
comment son flot déforme une forme volume au sens de la géométrie différentielle). L’idée est un peu la suivante :
imaginons un écoulement de fluide et intéressons-nous au courant en fonction de la profondeur. Lorsque I’on est un peu en
dessous de la surface et loin du sol, on peut imaginer que le courant est & peu pres constant, donc une section (ou un volume)
de fluide perpendiculaire a 1I’écoulement se retrouve, un instant plus tard, un peu plus loin, mais toujours perpendiculaire au
sol, i.e. la section n’a pas varié. Si I’on est proche du fond, on peut penser que le courant est plus faible tres pres du sol, par
exemple a cause du frottement. Si 1’on consideére a nouveau une section de fluide perpendiculaire au sol, alors un instant plus
tard, elle n’est plus perpendiculaire au sol : pres du sol, les particules ont effectué un petit déplacement, celles plus éloignées
ont beaucoup plus avancé. La section n’a ni la méme forme, ni la méme longueur qu’a I’instant précédent. La divergence
mesure justement ce type d’écart. D’une manicre plus générale, la divergence traduit la conservation (si elle est nulle)
ou non d’une grandeur physique en un point : cela mesure donc, en chaque point si une grandeur (par exemple le
volume comme avant) est conservative ou non.

Le rotationnel exprime la tendance qu’ont les lignes de champ d’un champ vectoriel a tourner autour d’un
point : sa circulation locale sur un petit lacet entourant ce point est non nulle quand son rotationnel ne 1’est pas
(nous n’avons pas défini la notion de lacet, nous compterons sur I’imagination du lecteur). On rappelle que les
lignes de champ sont les lignes qui, en premicre approche, représentent le chemin que I’on suivrait en partant d’un
point. Ce sont en fait les lignes orthogonales aux équipotentielles, ou surfaces de niveau, du champ.

Concernant le Laplacien scalaire, la quantité A f est une mesure de la différence entre la valeur de f en un
point quelconque P et la valeur moyenne f au voisinage du point P.

Le Laplacien scalaire d’une fonction peut aussi étre interprété comme la courbure moyenne locale de la fonction,
que I’on visualise aisément pour une fonction a une seule variable f(x). La dérivée seconde (ou courbure) f”
représente la déviation locale de la moyenne par rapport a la valeur au point considéré.

Les notions de rotationnel, gradient, Laplacien... interagissent. Par exemple en mécanique des fluides, le
rotationnel de la vitesse décrit une rotation de la particule fluide. Si I’écoulement est irrotationnel (son rotationnel
est nul en tout point), alors le vecteur vitesse est le gradient du potentiel (on dit alors que les vitesses dérivent

d’un potentiel). Si le fluide peut étre considéré comme incompressible, la divergence de ce vecteur s’annule. Le
laplacien du potentiel est donc nul : il s’agit d’un potentiel harmonique qui satisfait I’équation de Laplace.

3.9 Quelques théoremes sur les intégrales

Les relations ci-apres permettent de passer d’intégrales sur un domaine a des intégrales sur le bord de ce domaine.

Théoreme 10 — Théoreme du gradient. Ce théoréme met en relation I’intégrale de volume du gradient d’un
champ scalaire et 'intégrale de surface de ce méme champ :

/QVf=/an(x) (3.34)

ou I" est le bord du domaine 2 et f un champ scalaire (i.e. une fonction réguliere).
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Théoreme 11 — Théoreme du rotationnel. Ce théoréme met en relation 1’intégrale de volume du rotationnel
d’un champ vectoriel et I’intégrale de surface du méme champ :

/ rotA = —/ A An(x) (3.35)
Q r

ou I" est 1a frontiere de €2, A est le produit vectoriel et n(x) est la normale dirigé vers 1’extérieur.

Une autre identité remarquable met en relation I’intégrale de surface du rotationnel d’un champ vectoriel et
I’intégrale curviligne (ou circulation) du méme champ sur la frontiere. Elle découle du théoréeme de Green qui,
pour une surface S (généralement non fermée) de frontiere C, implique :

// rotA -ds = 95 A -dl (3.36)
S C

Si S est fermée, C est vide (ou réduit a un point) et le membre de droite est nul.

[’ orientation de la surface et celle de la courbe frontiere sont liées puisque le changement d’une orientation
modifie le signe de I’intégrale correspondante. En fait, la relation est satisfaite lorsque ces orientations sont telles
que, sur un point frontiere, le vecteur tangent a la surface ds A d/ est orienté en direction de la surface.

Théoreme 12 — Théoréme de Green—Riemann. Ce théoreme donne la relation entre une intégrale curviligne
autour d’une courbe simple fermée C et ’intégrale double sur la région du plan S délimitée par C.

Soit C, une courbe plane simple, positivement orientée et C! par morceaux, S le domaine compact lisse
du plan délimité par C et Pdx + Qdy une 1-forme différentielle sur R2. Si P et Q ont des dérivées partielles
continues sur une région ouverte incluant S, alors :

/de—i—Qdy:// (%—Q—?)—P)dxdy (3.37)
Cc S \ 0X y

I1 existe une autre fagon de noter ce théoréeme. On se place sur un domaine compact lisse du plan €2, de bord 92,
en notant la forme différentielle w. Alors la dérivée extérieure de w s’écrit :

Q9 oP
do = | — —— |dx Ady (3.38)
ox  dy

On peut alors résumer le théoreme de Green par la formule :

56 a):// dow (3.39)
092 Q

(Le cercle sur I’intégrale précise que le bord décrit une courbe fermée).

Théoréme 13 — Théoréme de Green—Ostrogradsky. Soit Q un domaine de R? ou R3 de frontiére I' et A un

champ de vecteurs :
/ divA=/A-n (3.40)
Q r

Ce théoreme prend aussi le nom de théoréme du flux-divergence ou plus simplement formule de la divergence.
« Ostrogradsky » peut s’écrire avec un «y » ou un «i» a la fin. Du théoréme de Green-Ostrogradsky, on peut
déduire la formule de Green :

Théoréme 14 — Formule de Green. Soient Q un domaine de R? ou R3 de frontiere " et u et v deux fonctions

régulieres :
0
[(Au)v = —/ Vu - Vv —|—f —uv (3.41)
Q Q r on
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On en déduit certaines formules utiles du calcul vectoriel. Soit  un domaine de R? ou R3 de frontiere I', A
et B des champ de vecteurs, f et g des fonctions régulieres, et n(x) la normale extérieure au point considéré :

/(A-Vf+f(V-A))=/fA-n(x) (3.42)
Q T
/(B-(V/\A)—A-(V/\B))z/(A/\B)-n(x) (3.43)
Q T

/(fV2g+Vf-Vg)=/ng-n(x) (3.44)
Q r

Ces formules sont exploitées pour obtenir des formulations faibles associées a des problemes aux dérivées partielles.
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///// Espaces de Lebesgue

Notes — Les espaces L? sont indispensables a la définition des espaces de Sobolev apres lesquels nous
courons depuis quelques chapitres.

La mesure de Lebesgue a été introduite, les notions d’application et de continuité ont été rappelées...
nous en avons plus qu’il ne nous en faut pour définir de tels espaces.

Comme promis au paragraphe 1.3, nous fournissons maintenant quelques compléments sur I’intégration. Nous
avons mentionné la mise en défaut de I’intégrale de Riemann dans le cas de I’indicatrice des rationnels. Ce
contre-exemple a été historiquement fourni par Dirichlet.Regardons toutefois d’un peu plus pres d’ou tout cela

provient.
©  Dans le chapitre VI « Développement d’une fonction arbitraire en séries trigonométriques » de sa Théorie
‘o analytique, Fourier considére une fonction f définie dans | — 7/2, +7/2[ dont le développement en série
@ trigonométrique est de la forme :
I

f(x) =apsinx +apsin2x + ...+ a sinkx + ... “4.1)

Le probléme est de calculer les coefficients a; dans le cas méme, dit-il, ou « la fonc-
tion f(x) représente une suite de valeurs ou ordonnées dont chacune est arbitraire... On
ne suppose point que ces coordonnées soient assujetties & une loi commune; elles se suc-
cédent d’une maniére quelconque et chacune d’elles est donnée comme le serait une seule
quantité ».

On notera au passage que la fonction considérée par Fourier n’est définie que par la
donnée de ses points (si en plus ils sont en nombre fini, cela représente alors un échan-

Fourier tillonnage). Fourier conduit son calcul selon une voie nouvelle : en multipliant ’expression
précédente par sinkx et en intégrant terme & terme la série, mais sans justification, il obtient :

ay = %/0” f(x)sinkxdx “4.2)

Fourier observe que dans tous les cas envisagés, ces intégrales ont un sens et en conclut que toute fonction
d’une variable peut-étre représentée par une série trigonométrique.

Méme manquant de rigueur, Fourier, aboutit a un résultat juste pour les fonctions qu’il considére. Or
les fonctions considérées en I'occurrence « vont bien » pour I'intégrale de Riemann telle qu’elle est définie.

Définition 33 — Intégrale de Riemann. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle [a ; b]. On
considere une suite (x;), 0 < i < n, de subdivisions de cet intervalle : @ = xg < X1 < ... < Xp—1 < X, = b.
Notons §; = x; —xj—1etS =61 f(a+¢e161) + 62 f(x1 +6262) + ...+ 8 f(xn—1 + €0p), 000 < §; < 1.

Si la somme S a la propriété, de quelque maniere que les § et les & puissent étre choisis, de s’approcher
indéfiniment d’une limite fixe A, quand les & tendent vers zéro, cette limite s’appelle la valeur de I’intégrale

définie | ab f(x)dx.
En termes modernes, on dira que pour qu’une fonction bornée soit Riemann-intégrable, il faut et il suffit
que ’ensemble des points de discontinuité de f soit de mesure nulle.

Le cadre classique le plus simple pour définir une intégrale est celui des fonctions en escalier sur un
intervalle [a, b], ou sa complétion pour la topologie de la convergence uniforme, 1’espace des fonctions réglées
(admettant une limite finie & droite et & gauche). La théorie de Riemann permet d’atteindre une plus grande
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généralité. Cependant, Riemann lui-méme a conscience que 'intégrabilité « au sens de Riemann » impose
encore des conditions relativement fortes : il démontre qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable si
et seulement si, pour tout ¢ > 0 donné, on peut choisir une décomposition de [a,b] en sous-intervalles
suffisamment fins pour que la somme des longueurs des sous-intervalles sur lesquels 'oscillation de la
fonction dépasse « soit arbitrairement petite.

Les conditions énoncées au paragraphe précédent peuvent
sembler faibles, mais, dés la fin de son mémoire de 1829 Sur la
convergence des séries trigonométriques qui servent a représenter
une fonction arbitraire entre des limites données, Dirichlet donne
I’exemple, d’une nature toute nouvelle, discontinue en tous ces
points : la fonction f(x) qui vaut une constante ¢ si x est un
rationnel et qui vaut une autre constante d si x est irrationnel
(on appelle une telle fonction, « fonction de Dirichlet », bien que Riemann Dirichlet Lebesgue
celui-ci ’ai toujours exhibée comme un monstre, existant, mais non représentatif de ce que devrait étre une
fonction. Lorsque ¢ = 1 et d = 0, on parle alors plutot de 'indicatrice de Q). On voit alors directement
que la Riemann-intégrabilité est mise & mal. Le travail consistera alors a définir précisément ce que 1’on
peut négliger, i.e. les parties de mesure nulle.

Dans la théorie de Lebesgue, on va élargir la classe des fonctions intégrables (par exemple, toute fonction
bornée « raisonnable », disons qui peut &tre décrite par un énoncé mathématique, est Lebesgue-intégrable).
Pour cela, Lebesgue va commencer par définir un ensemble mesurable : ¢’est un ensemble dont la mesure
extérieure (i.e. la borne inférieure de la mesure des ouverts le contenant) est égale & sa mesure intérieure
(i.e. la borne supérieure de la mesure des fermés qu’il contient) : est-il besoin de rappeler la différence
entre borne inférieure et minimum et entre borne supérieure et maximum ? La borne supérieure (ou le
supremum) d’une partie d’un ensemble partiellement ordonné est le plus petit de ses majorants. Une telle
borne n’existe pas toujours, mais si elle existe alors elle est unique. Elle n’appartient pas nécessairement
a la partie considérée. Dualement, la borne inférieure (ou l'infimum) d’une partie est le plus grand de ses
minorants...

L’intégrale de Lebesgue peut étre définie de maniére géométrique : pour une fonction positive f définie
sur [a ; b], elle est égale & la mesure de dimension deux de ’ensemble {(x,y) € R?/a < y < f(x),a <x < b}
quand cette mesure existe. D’'une maniére analytique, cette définition de I'intégrale de Lebesgue devient :

Définition 34 — Intégrale de Lebesgue. soit f une fonction réelle, bornée, définie sur [a ; b]. Supposons m <
f(x) < M pour x € [a;b]. Pour tous £, n tels que § < n, on définit : Vg , = {x € [a;b]/§ < f(x) < n}. Sipour
tous &, 1, Ve , est mesurable, alors f est mesurable.

En considérant la partitionm = & <& < ... <&, <& =MetV; ={x/& < f(x) < & 41}, on définit

les sommes
n

n
YoEm(Vi) et Y &pm(Vi) (4.3)
i=1 i=1
ou m(V') est la mesure de I’ensemble V. L’intégrale de Lebesgue est la limite commune de ces deux sommes, dont
on peut montrer qu’elle existe lorsque f est mesurable.

Voici par quelle image Lebesgue expliquait la nature de son intégrale :
« Je dois payer une certaine somme; je fouille dans mes poches et j’en sors des piéces et des billets de
différentes valeurs. Je les verses a mon créancier dans ’ordre ou elles se présentent jusqu’a atteindre le
total de ma dette. C’est l'intégrale de Riemann. Mais je peux opérer autrement. Ayant sorti tout mon
argent, je réunis les billets de méme valeur, les piéces semblables et j’effectue le paiement en donnent
ensemble les signe monétaires de méme valeur. C’est mon intégrale. »

Poursuivons l'interprétation géométrique a laquelle nous invite Lebesgue dans la comparaison des
intégrales selon Riemann et Lebesgue. Comme dans le cas de 'intégrale de Riemann, il s’agit d’approcher
I’aire sous le graphe de la fonction par une union de rectangles. Mais ces rectangles sont définis de maniére
différente. Dans le cas de Riemann, on s’intéresse aux variations de la fonction sur son domaine de définition :
une base étant donnée (I’axe des abscisses en général),on définit le rectangle comme ’ensemble des points
au-dessus de cette base, qui sont situés en-dessous de la courbe. Au contraire, dans le cas de Lebesgue, on
définit le rectangle en fonction des valeurs de la fonction, sans jamais s’intéresser trop a I'espace de départ.
Ce n’est donc pas la base du rectangle que ’on se donnera au départ, mais une variation dans les valeurs
atteintes (coté « vertical »). Evidemment, on doit admettre que plusieurs rectangles partagent un méme
coté vertical. C’est ici que I'intégrale de Lebesgue va gagner toute sa complexité : alors que dans l'intégrale
de Riemann, une brique élémentaire est un simple rectangle, dans celle de Lebesgue, il pourra s’agir de
plusieurs ou méme d’une infinité de rectangles.

L’exemple de la fonction indicatrice de Q est révélateur : bien que discontinue partout, cette fonction

48 4. Espaces de Lebesgue survoL MATHEMATIQUE [T



est trés facile & décrire en fonction de ses valeurs. Dans la théorie de Riemann, on tenterait vainement de
découper le segment [0, 1] en tout petits intervalles ot cette fonction ne varie guére ; dans celle de Lebesgue,
on partage [0, 1] en seulement deux morceaux qui sont assez complexes (totalement discontinus) mais sur
chacun desquels la fonction est effectivement constante.

Ainsi, l'intégration de Lebesgue prolonge bien celle de Riemann, et, en se « débarrassant » de la
référence a ’espace de base, peut étre adaptée & un cadre extrémement général, sans qu’aucune hypotheése
topologique ne soit faite sur ’espace d’intégration ; et ’expérience montre que I'on peut construire ainsi
des théories maniables.

Mais attention & ne pas aller trop vite en besogne : la fonction indicatrice de I’ensemble de Cantor
est intégrable au sens de Riemann bien que non réglée, et bien qu’ayant une infinité non dénombrable de
points de discontinuité.

La théorie de Lebesgue éclaire bien des difficultés des discussions du X1x® siécle (notamment sur les
propriétés de différentiabilité des fonctions continues) et fournit un cadre général simplifié & de nombreux
théorémes alors que la théorie de Riemann multiplie les hypothéses et les conditions restrictives.

De plus, toute cette évolution s’est accompagnée de 'idée qu’on doit manipuler les fonctions comme
des objets mathématiques en soi, des points de nouveaux espaces, les espaces fonctionnels. Avec I’extension
du langage ensembliste, il devient naturel d’employer un langage géométrique & propos de ces espaces.

Malgré tout ce qui vient d’étre dit, rendons quand méme hommage a cette belle (et malgré tout
puissante) intégrale de Riemann, qui a de plus le bon goiit d’étre souvent trés bien comprise des éléves.

L’intégrale de Riemann nous apprend & nous poser la question « ot se passent les choses importantes 7 »,
question qui n’a pas de sens pour l'intégrale de Lebesgue qui ne connait pas la question « ou? », mais
seulement « combien souvent ? ».

De plus, les techniques riemanniennes consistant & localiser les problémes et a découper I'intégrale sur
plusieurs intervalles restent des outils indispensables pour aborder bien des problémes.

Dans les années 50 a été mise au point l'intégrale de Kurzweil-Henstock (ou
KH-intégrale, ou intégrale de jauge) a partir de celle de Riemann. On retravaille
un peu les sous-intervalles et les points de calcul de la fonction : chaque point est
appelé « marque » et I’on parle de « subdivision marquée » (pour plus de détails,
il suffit faire une recherche avec « lemme de Cousin ». Ce lemme est di a Pierre
Cousin qui fut un étudiant de Henri Poincaré).

Sans faire appel a la théorie de la mesure, on dispose alors d’une intégrale

Henstock et Kurzweil aussi puissance que celle de Lebesgue (mais moins générale, car définie uniquement
(& gauche et a droite)

sur R). Et on dispose méme d’un trés beau résultat : toute fonction dérivée est
intégrable, et il n’est pas nécessaire d’introduire la notion d’intégrale impropre. L’intégrale de Lebesgue
sur R peut alors étre introduite comme un cas particulier de cette intégrale.

Pour puissante qu’elle soit, la théorie de Lebesgue est impuissante a traiter la « semi-convergence » des
intégrales, i.e. les situations ou une fonction se trouve étre intégrable du fait de compensations entre valeurs
positives et négatives, alors que sa valeur absolue n’est pas intégrable. D’autres théories sont plus habiles a
tirer parti des compensations : ainsi les intégrales de Denjoy ou de Perron. Pourquoi alors n’enseigne-t-on
pas ces théories alternatives plutot que celle de Lebesgue 7 D’une part, parce que dans I'immense majorité
des applications, le mauvais traitement des intégrales semi-convergentes s’avére sans gravité (il s’agit en fait
de situations relativement exceptionnelles) ; d’autre part, parce que la théorie de Lebesgue dispose d’une
grande souplesse qui lui permet de se généraliser de maniére abstraite, notamment par son insensibilité a
la topologie, que nous avons déja mentionnée.

4.1 Présentation des espaces de Lebesgue L”

Définition 35 — Ensemble des fonctions mesurables. Soit (F, A, i) un espace mesuré. Si p € [1;+o0o[, on
note L? = LP(E, A, u) I'ensemble de toutes les fonctions mesurables sur (E, A), a valeurs dans R, telles que
la fonction | f|? soit p-intégrable.

Si f € LP, on pose :

1/, = (17 17dw)"/? (4.4)

Théoreme 15 Chaque espace L7 est un espace vectoriel.
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Définition 36 — Espace L?. Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Si p € [1;+oo[,onnote L? = LP(E, A, u)
I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de £? pour la relation d’équivalence « égualité p-presque
partout ».

Si f € L?,onnote | f|, la valeur commune des | g||, pour toutes les fonctions g appartenant a la classe

de f.

De maniére équivalente, on peut également définir L? comme étant le quotient de £ par la relation d’équiva-
lence « égalité p-presque partout ».

Il est clair que chaque espace L? est une classe d’équivalence obtenue en identifiant les fonctions qui ne
different que sur un ensemble négligeable. Ainsi, si f € L?, on appelle « représentant » de f, toute fonction
mesurable g € £? qui appartient a la classe d’équivalence de f.

Comme, par construction, deux représentants d’'une méme classe auront la méme intégrale, on appelle
(abusivement, mais sans confusion) tout f € L? une fonction de L? et non pas une classe d’équivalence
ou un représentant de la classe d’équivalence. En d’autres termes, on identifie une classe a I’un quelconque de ses
représentants.

En toute généralité, on aura bien remarqué que les définitions précédentes sont liées a la mesure p utilisée. Si
I’on considere simultanément deux mesures w et v, les classes d’équivalences ne sont pas les mémes respectivement
a chacune de ces mesures, et I’identification d’une classe a I’'un quelconque de ses représentant ne peut plus se
faire.

Remarque. Sans I'identification des fonctions égales presque partout, les fonctions ||.||z » ne sont que des semi-normes. Cette
identification est sans conséquence pour la plupart des problemes concrets, mais parfois désastreuse quand on veut étudier
des propriétés fines de fonctions mesurables, par exemple si I’on veut étudier la dimension de Hausdorff d’un ensemble de
points de discontinuité de f ... De tels problemes ne relevent pas de 1’analyse fonctionnelle.

Théoreme 16 Chaque espace L? est un espace vectoriel.

Un espace L? est un espace vectoriel (des classes) de fonctions dont la puissance d’exposant p est intégrable
au sens de Lebesgue, ol p est un nombre réel strictement positif. Le passage a la limite de 1’exposant aboutit a la
construction des espaces L°° des fonctions bornées.

Théoreme 17 Chaque espace L? est un espace de Banach lorsque son exposant p est > 1.

Théoreme 18 Lorsque 0 < p < 1, I’intégrale définit une quasi-norme qui en fait un espace complet.

Définition 37 — Exposants conjugués. Soient p et g € [1,400]. On dit que p et g sont des exposants
conjugués si :

= (4.5)

Théoreme 19 Soient p et g des exposants conjugués, alors il existe une dualité entre les espaces d’exposants p
etq.

Il suffit en effet de considérer, a g € L? fixé (de mesure ), 'application ¢g : f + [ fgdu. Cette derniere
définie une forme linéaire continue sur L?.

4.2 Construction de L”

On considére 2 un ouvert de R”. Les fonctions f seront considérées de 2 dans R ou C.

On appelle L? = Lfl(Q,(C) pour p < oo I’espace des fonctions f mesurables, de @ — C, telles que
w(| f1P) < oo ol u est une mesure sur 2.
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Comme une fonction s’annulant presque partout est d’intégrale nulle, on peut définir I’espace L? (X, A, 1)
comme le quotient de I’espace des fonctions p intégrables L? (X, A, i) par le sous-espace vectoriel des fonctions
presque nulles.

Ce quotient identifie donc les fonctions qui sont presque partout égales, autrement dit qui ne different que sur
un ensemble de mesure nulle.

Définition 38 — Norme L”. Pour p < 0o, on appelle norme L” et on note || - ||», I’application définie par :

171y = ( i Iflp)l/p (4.6)

— Sur R, cela donne :

b 1/17
1fllp = ( / If(t)l"dt) @7)

— Sur un espace mesuré (X, A, u) et a valeurs réelles ou complexes :

171, = ( / Iflpdu)l/p (48)

Théoreme 20 Si I’espace X est fini et est muni d’une mesure finie u(X) < oo, alors tous les espaces L?
(resp. L?), pour 1 < p < oo sont les mémes.

Définition 39 — Espace des suites. Soit X = N muni de sa tribu A = P(X) et de sa mesure de comptage /.
On note £? 1’espace LY (X, A, u) = LP(X, A, i). Cet espace est I’espace des suites (1, )nen telles que :

1/p
Sil<p<oo: Z|un|p<oo, et lunlp, = (Z|un|p 4.9)
n n

Sip=o0: sup,, [un|? < oo, et |unlloo = sup, U]

4.3 Espace L°

L’espace L est ’ensemble des fonctions mesurables. L? est I’espace obtenu en quotientant £° par les fonctions
nulles.

Soit ¢ une fonction mesurable strictement positive et p-intégrable, alors :

I/ — &l

0% sdu (4.10)
L+ f =gl

p(f.8) =/

définit une distance sur L° qui redonne la topologie de la convergence en mesure.

Théoréme 21 Muni de cette distance, I’espace L° est complet.

Rappel : 1a notion de convergence (de suite) est une propriété topologique et non métrique (I’écriture avec les &
n’est que la traduction métrique de 1’écriture topologique avec les boules).

B SsURVOL MATHEMATIQUE 4.3 Espace L° | 51



52

4.4 Espace L™ et dualité avec L'

Dans le cas ol I’exposant est infini, on procede de la méme manicre.

L’espace L>*(X, A, n) est défini comme 1’espace vectoriel des fonctions ji-essentiellement bornées (i.e. des
fonctions bornées presque partout).

L'espace L°°(X, A, ) est I’espace vectoriel quotient de L% (X, A, u) par la relation d’équivalence « f ~ g »
ssi « f et g sont égales presque partout ».

Théoréme 22 L’espace dual de L' est L% mais I’espace dual de L™ contient strictement L', et d’ailleurs L!
n’est le dual d’aucun espace de Banach.

4.5 Espace L

Par définition, si © est un ouvert donné de R”, L?(Q) est ’espace des fonctions (réelles ou complexes) qui sont
de carré intégrable au sens de I'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 23 L’espace L? est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire :

(f,8)= /Q fgdu (4.11)

La formule des exposants conjugués conduit dans le cas p = 2,2 ¢ = 2, i.e. que L? s’identifie & son dual.
Si ’on reprend la remarque précédente sur la dualité, cela devient dans L? (et dans tout espace de Hilbert H) :
en associant a tout v € H ’application ¢, (1) = (u, v), on peut identifier I’espace de Hilbert H a son dual H'.

Comme mentionné, I’intérét d’avoir un espace de Hilbert est de disposer d’un produit scalaire, donc de pouvoir
décomposer un vecteur. Ce que 1’on retrouve dans le théoréme 3, que nous réécrivons ci-dessous, et vrai dans L2
en tant qu’espace de Hilbert :

Théoreme 24 — Théoreme de projection dans un espace de Hilbert. Tout vecteur ¥ d’un espace de Hil-
bert H se décompose de maniére unique en une somme u = v+w avec v € K etw € K=, et les sous-espaces K
et K1 sont supplémentaires dans H.

On rappelle que :

Définition 40 — Orthogonal d’une partie. K étant une partie de H, on note K- I’ensemble des vecteurs u €
H qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de K.

Théoreme 25 L orthogonal K1 de toute partie de K d’un espace de Hilbert H est un sous-espace vectoriel

fermé de H, donc lui-mé&me un espace de Hilbert (théoreme 1).
Ona(KH)1 =K.

4.6 Compléments et retour sur les fonctions continues et différentiables

Commencons par quelques exemples ultra classiques :
— La fonction 1/4/x est L' mais pas L?.
— La fonction 1/|x| est L? mais pas L.
— La fonction e~ ¥/ \/m est L' mais pas L2

Poursuivons par quelques inégalités bien utiles.
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Théoréeme 26 — Inégalité de Minkowski. Soient p € [1,00], et f et g dans L?, alorson a :

If +gllp < ILfllp + liglp (4.12)

Théoreme 27 — Inégalité de Holder. Soient p, g et r des nombres de [1, oo] vérifiant ;
1

+-=- (4.13)
,

(avec la convention 1/00 = 0). Si f € L? et g € L4, alors le produit fg € L",etona:

Ifglr < 1/ lpllgllg (4.14)

L’inégalité de Holder conduit au théoréme suivant :

Théoréme 28 Si u est une mesure finieetsil < p < g <oo,ona:

LE @ JL” (4.15)

Terminons ce cours chapitre en revenant un peu aux fonctions continues et C k_ dont nous avons déja parlé au
paragraphe 3.7. Nous commencons d’ailleurs par rappeler certaines définitions déja données.

Définition 41 Soit 2 un espace topologique. On définit Cp (£2) comme 1’espace des fonctions continues bornées
de © dans R ; Cy(£2) comme I’espace des fonctions continues sur €2, tendant vers 0 a I’infini ; C,(£2) comme
I’espace des fonctions continues a support compact dans €2. Ces trois espaces, munis de la norme sup :

[f lloo = Slglzplfl (4.16)

sont des espaces vectoriels topologiques ; les espaces Cp(£2) et Co(2) sont des espaces de Banach, alors que
C¢(€2) ne ’est pas en général.

Si Q@ = R”, alors Co(£2) est I’adhérence de C.(2).

Définition 42 Soient Q un ouvert de R”, et k € N, k = 1. On définit ’espace C¥(2) comme I’espace des
fonctions k fois dérivables dans €2, dont toutes les dérivées sont bornées jusqu’a I’ordre k. C’est un espace de
Banach quand on le munit de la norme :

If ek = 1f oo+ D 1V flleo (4.17)

| =k

On note parfois cet espace C s () pour insister sur le fait que I’on prend le supremum jusqu’au bord. Une
notation plus appropriée serait sans doute C lf ().

Définition 43 Soit £ un ouvert de R”. L'intersection des espaces C,(2) et C¥(2), pour tout k, est appelée
espace des fonctions C*° a support compact ; on la note C2°(€2) ou D(£2). Nous en reparlerons au chapitre
suivant...

Puisque C.(£2) n’est déja pas un espace de Banach, il semble inutile de tenter de normer D(£2).

On dispose des résultats de densité suivants :

— L’espace C2(2) des fonctions continues a support compact est dense dans L?(2) pour 1 < p < oo (mais
n’est pas dense dans L°°(2))

Dans le cas p = 1, cela se traduit par: V f € L1(Q),Ve > 0,3g € C2(Q), tel que || f — gllpie) <é
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— Lespace C2°(S2) des fonctions infiniment dérivables a support compact est dense dans L?(£2) pour 1 <
p < oo (mais n’est pas dense dans L°°(2))

— L’espace C2°(£2) est dense dans le sous espace de L°°(2) des fonctions bornées qui tendent vers 0 en
I’infini.
— L’ensemble des fonctions continues a support compact de L? (R") est dense dans L? (R"), pour p # oo.

Les arguments de densité ont une importance pratique dans certaines démonstrations : si I’on doit démontrer
qu’une propriété est vérifiée sur L7 (£2), alors on peut commencer par montrer que cette propriété est vraie
sur C2°(€2), avant de passer a la limite en utilisant I’argument de densité : « C2°(2) est dense dans L?(£2) ».

L’espace C2°(£2) est également noté D(£2) et appelé espace des fonctions tests. Les distributions sont définies
comme les éléments de D’(2), dual topologique de D(£2), muni d’une topologie adéquate. Nous allons les aborder
des a présent, au chapitre 5.
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///// Espaces de Sobolev

Notes — Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels. Plus précisément, un espace de Sobolev
est un espace vectoriel de fonctions muni de la norme obtenue par la combinaison de la norme L? de la
fonction elle-méme ainsi que de ses dérivées jusqu’a un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un
sens faible, au sens des distributions afin de rendre 1’espace complet.

Les espaces de Sobolev sont donc des espaces de Banach. Intuitivement, un espace de Sobolev est un
espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonctions pouvant étre dérivées suffisamment de fois (pour
donner sens par exemple a une équation aux dérivées partielles) et muni d’une norme qui mesure a la fois
la taille et la régularité de la fonction.

Les espaces de Sobolev sont un outil trés important et trés adapté a I’étude des équations aux dérivées
partielles. En effet, les solutions d’équations aux dérivées partielles, appartiennent plus naturellement a un
espace de Sobolev qu’a un espace de fonctions continues dont les dérivées sont comprises dans un sens

Histoire

classique (mais rien n’empéche d’avoir de la chance).

Le xx¢ siécle avait commencé par la thése de Lebesgue intégrale, longueur, aire, qui constitue vraiment le
début de la théorie de la mesure. La théorie de Lebesgue méne a 1’étude des espaces L?, qui permettront,
sur les traces de Hilbert, Riesz et Banach, ’étude des opérateurs différentiels.

Cauchy avait publié nombre d’applications de

sa théorie dans des recueils d’exercices, notamment i
concernant ’évaluation d’intégrales réelles, qu’il Ly
n’hésita pas a généraliser en ce qu’on appelle au- A

moins d’un siécle avant que Hadamard en ait besoin : 1
dans sa résolution des équations aux dérivées par- - ="}
tielles dans un probléme d’hydrodynamique par les Lebesgue Hadamard
« parties finies » et que Laurent Schwartz n’en vienne aux distributions.

jourd’hui la « valeur principale de Cauchy », un peu . X
. \

i

Schwartz Sobolev

L’étude des conditions de régularité des solutions des équations aux dérivées partielles permet a Serguel
Sobolev et ses continuateurs de définir ses espaces de fonctions et les théorémes de trace en fonction des
propriétés géométriques du domaine.

Quelques mots s'imposent au sujet de la théorie des distributions. Parmi tous les travaux ayant valus
a leur auteur la médaille Fields, la théorie des distributions de Laurent Schwartz est 'une des trés rares a
étre abordable par les étudiants dés leur premier cycle universitaire. C’est une partie de ’explication du
réel engouement pour les distributions, 'autre partie étant sa puissance, sa commodité d’usage et surtout
sa trés grande beauté.

Si cette théorie fournit aux analystes un cadre général et un formalisme agréable pour 1'étude des
espaces fonctionnels et des équations aux dérivées partielles dans lesquels ils aiment & se placer, elle n’est
pourtant pas indispensable. D’une part, les spécialistes d’équations aux dérivées partielles parviennent
toujours a trouver des formulations bien adaptées a leurs problémes, en s’inspirant des idées sous-jacentes
a la théorie des distributions, mais sans y avoir recours explicitement. D’autre part, on peut étudier la
plupart des espaces fonctionnels intéressants sans la notion de distribution : par exemple, les espaces de
Sobolev peuvent étre définis en termes de distributions, ou bien en termes de complétion de I'espace des
fonctions C* & support compact pour des normes bien choisies.

En utilisant uniquement des espaces de Sobolev et leurs espaces duals, on peut obtenir la grande
majorité des distributions que ’on rencontre en pratique : par exemple, la dérivée de la « fonction de
Dirac » peut étre vue comme un élément de 1’espace dual des fonctions C!. Plus généralement, quand on
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rencontre une distribution dans un probléme concret, c¢’est presque & coup str un élément du dual d’un
espace de Sobolev bien choisi, au moins localement. La topologie des espaces de Sobolev étant beaucoup
plus simple que celle des distributions, on comprend que ’étude des espaces de Sobolev soit plus populaire
et certainement plus utile en pratique. De plus, les résultats que ’on obtient en utilisant des méthodes
plus terre-a-terre sont souvent meilleurs (plus constructifs, plus quantitatifs...).

Pour autant, la théorie des distributions fournit un formalisme commode et élégant, qui apporte de
I’ordre dans le paysage fonctionnel, et facilite la communication entre mathématiciens d’horizons trés di-
vers. En outre, les principes qui la sous-tendent, bien plus que les théorémes principaux, s’avérent d’une
importance capitale en pratique. Pour toutes ces raisons, une bonne familiarité avec le langage des distri-
butions est presque indispensable a un analyste. Schwartz lui-méme avait bien conscience que le principal
mérite de son approche ne résidait pas dans I'introduction d’outils nouveaux, mais dans une synthése claire
et accessible de recettes multiples qui étaient, déja auparavant, employées dans des contextes divers.

5.1 Distributions

Une distribution (également appelée fonction généralisée) est un objet qui généralise la notion de fonction et de
mesure. La théorie des distributions étend la notion de dérivée a toutes les fonctions localement intégrables et

au-dela.

O Généralisation de la notion de fonction :

) Depuis le milieu des années 1920, les théoriciens de la physique quantique, et en par-
n . . . o o . . . .

T ticulier Dirac, utilisaient des objets étranges qu’ils manipulaient comme des fonctions. Le

plus typique était la « fonction de Dirac », mystérieuse fonction qui vaut 0 partout, sauf
en 0 ou elle vaut +o00, et dont l'intégrale est égale & 1 (en violation de toutes les régles de
la théorie de l'intégration de Lebesgue). Non seulement Dirac utilisait cette fonction a des
fins de calcul formel, mais encore il se permettait de la dériver a volonté, se contentant de
remarquer que les dérivées successives étaient « de plus en plus singuliéres ».

L’utilité et le caractére intuitif de ces objets rendait presque indispensable leur incorpo-
ration dans une théorie mathématique ; c’est ce qu’a réalisé la théorie des distributions. Leur interprétation
est d’ailleurs trés simple, et cause beaucoup moins de maux de téte que les interrogations que 1’on peut
avoir sur la nature des « fonctions » considérées par Dirac.

Dirac

Réhabilitation de la dérivation :

Au début du vingtiéme siécle, la théorie de Iintégration de Lebesgue a
pris un essor rapide, et l'intégration apparait désormais comme ’opération

\ﬂy 1@}\ Wk reine de ’analyse. La plupart des fonctions sont intégrables, alors que trés
‘ s peu sont dérivables. En outre, la théorie de Lebesgue montre que 'intégration
? %’ — est souvent une opération continue vis-a-vis de la convergence des fonctions,
uniforme ou méme simple (ponctuelle), alors que la dérivation est une opéra-

4 tion grossiérement discontinue.

Lebesgue Schwartz Dans la théorie de Schwartz au contraire, ces problémes disparaitront : a
toute fonction continue on pourra associer des « fonctions dérivées » & tous les ordres, selon une notion qui
prolongera celle de dérivée des fonctions contintiment dérivables. De maniére plus générale, toute distribu-
tion sera dérivable & tout ordre, et on pourra définir une notion de convergence qui prolongera la notion
de convergence uniforme, et pour laquelle 'opération de dérivée sera continue.

Extension des espaces de solutions acceptables :

Leray en 1934 et Sobolev en 1936 introduisent de nouvelles notions de solu-
tions d’équations aux dérivées partielles, appelées solutions faibles ou solutions
généralisées, qui permettent de formuler des équations aux dérivées partielles
sans supposer nécessairement ’existence de dérivées au sens classique. Leur ap-
proche préfigure trés bien la théorie des distributions, qui ne sera mise au point
qu'une quinzaine d’années plus tard. Les contributions de Leray et Sobolev
ne constituent pas les seuls travaux précurseurs de la théorie des distributions. 2
Dans les années 30 et 40, de nombreux chercheurs vont utiliser les concepts de Leray
solutions généralisées pour étudier les solutions de diverses équations aux dérivées partielles : Courant et
Hilbert, Bochner, Friedrichs, Krylov...

Nous arrivons maintenant a 1'idée majeure de la théorie des distributions, déja présente dans les

Sobolev
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travaux de Sobolev et Leray. Du point de vue physique, on peut la motiver comme suit. Le résultat ou
Iinterprétation d’une expérience physique faisant intervenir une certaine grandeur, qui varie en fonction
du temps ou de I’espace, ne dépend que trés rarement des valeurs ponctuelles de cette grandeur, mais plus
souvent de sa valeur moyenne (ou intégrale) prise contre une fonction du temps ou de 'espace, plus ou
moins localisée. En d’autres termes, plutot qu'une fonction u, ¢’est plutot une « moyenne » de la forme [ ug
qui sera accessible en pratique. Ainsi, un signal électrique oscillant avec une période trés élevée fournira,
de maniére apparemment paradoxale, un signal plat quand on l’utilisera pour alimenter un oscilloscope :
dans le processus de moyenne inhérent & la mesure, les valeurs positives et négatives se compenseront.

Dans le cas de ’équation des ondes aussi bien que dans celui des équations de transport avec données
singuliéres, on résout ainsi le dilemme qui nous est proposé, en reformulant I’équation par son action sur
les fonctions-test.

Explicitons plus en détail la réflexion de Sobolev. Pour des raisons ayant trait a ’analyse (fonctionnelle)
de certaines classes d’équations aux dérivées partielles, il cherchait & étudier les fonctions possédant une
dérivée carré-intégrable, dans un cadre suffisamment général... et en particulier, sans supposer la fonction
dérivable! Il montra que ’on pouvait donner une définition utile et pratique du concept de « fonction dont
la dérivée est de carré intégrable », qui ne présuppose pas ’existence d’une dérivée au sens usuel. L’espace
ainsi défini est aujourd’hui appelé espace de Sobolev W12 ou H!.

Simplification de problémes non linéaires ardus :

L’utilisation de solutions généralisées peut venir d’une nécessité de modélisation, mais également par 1'in-
capacité a prouver l'existence de solutions classiques. L’exemple archétypal en la matiére est celui des
équations de la mécanique des fluides, en particulier ’équation de Navier-Stokes incompressible, dont la
premiére étude mathématique moderne est due & Leray. L’écriture méme de ’équation de Navier-Stokes
incompressible présuppose apparemment la dérivabilité de la fonction inconnue u, mais rien ne semblait
permettre d’affirmer ’existence de solutions dérivables pour des données initiales assez générales. Ce pro-
bléme est d’ailleurs toujours ouvert, et compte parmi les sept problémes du millénaire de I'Institut Clay,
mais nous en reparlerons au paragraphe 6.5.1. Leray eut l'idée de définir une solution de I’équation de
Navier-Stokes incompressible par une formulation duale qui ne présupposait pas de régularité. De telles

solutions sont aujourd’hui appelées solutions faibles.

La théorie des distributions exploite au maximum l’idée de moyenner les solutions contre des fonctions-
test qui se comportent bien : on définit au départ une classe agréable de fonctions-test, a la fois treés
réguliéres et bien localisées, a savoir les fonctions indéfiniment dérivables, & support compact. Toutes les
propriétés des objets que I'on cherche & définir sont alors définies en fonction des « intégrales » de ces
objets contre les fonctions-test.

Définition 44 — Espace des fonctions tests D(£2). Soit Q2 un sous-espace topologique de R” (ou C"). L’espace
des fonctions tests D(£2) est ’ensemble des fonctions a valeurs réelles indéfiniment dérivables de €2 a support
compact inclus dans €2.

On munit cet espace vectoriel de la topologie suivante : un ensemble U C D(£2) est ouvert si et seulement
si VK C Q compactet f € U dont le support est inclus dans K, il existe € > O et k = O tels que :

{geD(Q) | supp(g) CK et VxeK, |[fOr)—g®w)|<e c U (5.1

Muni de cette topologie, D(£2) est un espace vectoriel topologique non métrisable.

Définition 45 — Distribution. Une distribution est une forme linéaire continue sur D(£2).

L’ensemble des distributions est donc le dual topologique de D(£2) et est par conséquent noté D’ (2).

Remarque. L’espace des distributions est extrémement grand, et contient tous les espaces fonctionnels que nous avons
mentionnés jusqu’a présent et leur dual, y compris les espaces a poids et les espaces locaux (non présentés dans ce document).

Complément topologique. L'espace D n’est pas métrisable. Définir sa topologie n’est pas équivalent a définir la convergence
des suites. Cependant, dans la pratique c’est presque la seule notion de convergence que 1’on utilise.

Soit © un ouvert de R”. On muni D’(2) de la topologie faible-* induite par D(£2). Alors :
— D'(2) est un espace topologique complet (et un espace de Montel) ;

— Le dual topologique de D’(2) s’identifie 2 D(£2), qui est donc réflexif;

— La topologie de D’(2) n’est pas métrisable.
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Notons que la convergence dans le dual de n’importe quel espace de Sobolev implique la convergence au sens des
distributions.

Toujours aussi classiquement, si 7" est une distribution et ¢ une fonction test de D(£2) alors on note 7'(¢) =
(T, ¢). (ou (-, -) désigne comme d’habitude le crochet de dualité).

Dans D’(R), I’application qui & ¢ associe ¢(0) est une distribution et ¢’est la distribution de Dirac :
(8,9) = ¢(0) (5.2)

Une propriété fondamentales est que toute fonction localement intégrable f représente aussi une distribution 7’
définie par la forme intégrale suivante :

(Ty. ) = /R F)p()dx, Vg e D) (5.3)

Commentaire sur le choix de I’espace D. Pourquoi ce choix, qui semble assez restrictif ? Notons tout d’abord que plus on
restreint la classe des fonctions-tests, plus 1’espace des distributions définies sur ces fonctions sera grand. De plus, le fait que
les fonctions-tests soient de classe C°° n’est pas trés restrictif en fait, car toute fonction continue a support borné est limite
uniforme de telles fonctions.
Si I’on considere un espace de fonctions tests plus grand que D, alors les fonctionnelles linéaires continues sur ce nouvel
espace forment un sous-espace vectoriel de D’. Deux espaces de fonctions tests couramment utilisés sont :
— Despace £ des fonctions indéfiniment dérivables quelconques ;
— L’espace S des fonctions indéfiniment dérivables et qui décroissent, ainsi que leurs dérivées, plus vite que toute
puissance de 1/x a I’infini, i.e. que pour tout k£ > 0 et pour tout & > 0, ,\"kf(h)(.\’) est bornée.
On obtient alors I’espace £ des distributions & support compact et I’espace S’ des distributions dites tempérées (ou a
croissance lente).
Espaces de fonctionstests: D C S <C €&
Espaces de distributions : D o> & o ¢

Pour plus de détails sur ce sujet, on consultera un cours sur la transformée de Fourier, ou un cours de traitement du signal.

5.2 Dérivées au sens des distributions

Pour définir la dérivée d’une distribution, considérons d’abord le cas d’une fonction différentiable et intégrable f* :
R — R. Soit ¢ une fonction test, supposée réguliere et a support compact. Une intégration par parties permet
d’écrire :

f F1)p(0) dx = — / @@ st Ip(g) = Iy (¢) (5.4)
R R

En effet, puisque la fonction ¢ est nulle en dehors d’un ensemble borné (elle est a support compact), les termes de
bords s’annulent.

Définition 46 — Dérivée d’une distribution. Si S est une distribution, cet exemple suggere que I’on puisse
définir sa dérivée S’ comme la forme linéaire qui a une fonction test ¢ fait correspondre la valeur —S(¢’). On
pose donc :

(S". @) = —(S.¢) (5.5)

Cette définition étend la notion classique de dérivée : chaque distribution devient indéfiniment dérivable et 1I’on
peut montrer les propriétés usuelles des dérivées.

Cette notion peut aussi se définir comme la dérivée du produit de dualité (S, ¢). On note ¢y, : x — @(x — h)
la translatée de ¢ par la valeur i € R, alors, en utilisant la linéarité et la continuité par rapport au deuxieme terme :
ds (S.on) —(S.9)

(== @) = lim

. Yp— de
=(S. lim 22—y = — - 5.6
dx’ h—0 h ( ’hl—rﬁ) h ) ( ) (5-6)

" dx

Lorsque la distribution S modélise un phénomene physique, la fonction test ¢ peut s’interpréter comme un
instrument de mesure, (S, ¢) en étant le résultat ; la définition ci-dessus représente alors la mesure expérimentale
(au moins de pensée) de la dérivée du phénomene S a I’aide de I’instrument ¢.

Nous définirons dans un autre cours (sur le traitement du signal) les notions de distribution a support compact,
les distributions tempérées et la décroissance rapide utiles en analyse de Fourier ainsi que les espaces de Schwartz.
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Complément au sujet des opérations sur des distributions. 1. addition, la soustraction et la multiplication par un scalaire sont
telles qu’on les imagine.
Le cas de la dérivation (pour lequel les distributions ont été inventées) a été traité ci-dessus a la définition 46.

Les distributions permettent de changer momentanément 1’ouvert 2 sur lequel on travaille. Pour cela, on dispose des
trois opérations suivantes :
— Opération de restriction : Soient Q2 un ouvert de R”, et Q’ un ouvert de . Toute distribution 7 € D’(£2) définit une
distribution sur 2, simplement par restriction de I’espace des fonctions test : D(R) C D(£2). On peut donc restreindre une
distribution a un ouvert plus petit que celui sur lequel elle était définie initialement.
— Opération de localisation : Soient un compact K (au voisinage duquel on veut étudier la distribution), O un ouvert
contenant K, et T € D(£) une distribution. On peut trouver une autre distribution 7’ dont le support est inclus dans O, et
qui coincide avec T dans un voisinage de K. Pour cela il suffit de définir (77, ¢) = (T, x) ou y est une fonction plateau
identiquement 1 au voisinage de K,a support compact inclus dans O.
— Opération de recollement : Soient (2;); ey une famille(éventuellement infinie) d’ouverts de R”, et  la réunion des ;.
Pour chaque i, on se donne une distribution 7; € D’(2;). On peut définir dans € une distribution 7" dont la restriction a
chaque £2; soit T;, sous la condition nécessaire que 7; = T; dans €2; N ;. On utilise le théoréme de partition de 1’unité
pour construire cette distribution, et on montre que celle-ci est indépendante de la partition choisie.

La multiplication des distributions pose des problemes considérables et ne se résout que partiellement.
Exemples de calculs avec les distributions. Considérons la fonction f(x) = |x| sur R. Alors f” est la fonction « signe »,

[ =268¢, f"" vaut 2 fois I’application « évaluation de la dérivée en 0 ». Attention donc a ne pas confondre ces dérivées au
sens des distributions avec les dérivées presque partout, qui sont nulles a partir du rang 2.

Soit f(x) = xlog|x| — x dans R, alors on peut écrire, au sens des distributions, f/(x) = log|x|, f/”(x) = v.p.(1/x)
(ol v.p. est la valeur principale).

Soit (1) la suite de fonctions définie par u, (x) = (1/n)sin(nx). Alors la famille (u},) converge au sens des distributions
vers 0.

5.3 Espaces W"™7(Q)

Définition 47 — Espace W7 (2). Soient 2 C R” un ouvert quelconque, p unréel tel que 1 < p < ocoetm
un entier naturel positif. On définit I’espace de Sobolev W7 ($2) par :

W™P(Q) = {u € LP(Q): D% € L?(Q)} (5.7)

ol « est un multi-indice tel que 0 < || < m, D%u est une dérivée partielle de u au sens faible (i.e. au sens des
distributions) et L? un espace de Lebesgue.

La norme sur W™:? () est :

1/p
> ||D°‘u||£,, , 1< p<Hoo;
lullwm.r = { \o<lal<m (5.8)
max || D%u||pe, p = +oo;

0<|a|<m

ou || - ||L» désigne la norme des espaces de Lebesgue. Muni de cette norme WP (Q2) est un espace de Banach.
Dans le cas ol p < 0o, c’est aussi un espace séparable.

La norme :
|2|: I D%u|lLr, 1< p<+oc;
0<|x|<m
lullwmr ="~ & (5.9)
Y D%z, p = +oo.
0<|a|<m

est une norme équivalente a la précédente. On utilisera donc indifféremment 1’une de ces normes, et on notera la
norme employée | - |[wm.» ou plutdt || - ||, p.

Si p < oo, alors W™:P(Q) est identique a la fermeture de I'ensemble {u € C™(2); [[u|,,,, , < 00} par rapport

ala norme |[|-[|,,, , ou C™(§2) désigne I'espace de Holder des fonctions de classe m sur €2.
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Remarque. Le théoreme de Meyers-Serrin dit « H = W » (qui est le titre de leur article de 1964 [27]) montre 1’équivalence
de deux définitions des espaces de Sobolev WP (Q2) = H™:P (), i.e. dans notre cas, donne une définition équivalente, par
complétion de I’espace vectoriel normé :
1/p
{u e C°Q); |lullgm.r <oo} avec |ullgm.pr := Z HD"‘UHZ,, (5.10)
la|<m

ol D%u est une dérivée partielle de u au sens classique (u € C*°(RQ2)).

5.4 Espaces H"(S2), HJ'(2) et H7"(£2)

Définition 48 — Espace H™(R2). Dans le cas p = 2, on note H™(S2) I’espace W"2(2), défini par la relation
(5.7).

Les espaces de Sobolev H™ ont un intérét particulier car il s’agit alors d’espaces de Hilbert. Leur norme est
induite par le produit intérieur suivant :

(U, V) = Z (D%u, D*v) (5.11)
0<|a|<m
ou:
(u,v) =[ u(x)v(x)dx (5.12)
Q

est le produit intérieur dans L2(2) ; produit scalaire dans le cas réel, hermitien dans le cas complexe.

Théoreme 29 Si  est Lipschitzien, alors ’ensemble C *°(Q) des fonctions régulieres jusqu’au bord de Q est
dense dans H™™(L2).

Complément. De plus, dans le cas ol la transformation de Fourier peut étre définie dans L?(S2), I’espace Hk(Q) peut étre
défini de fagon naturelle a partir de la transformée de Fourier (voir cours sur le traitement du signal).

. .~ . L .
Par exemple si Q = R”, si u est la transformée de Fourier de u :

H™ (R") = {u € L* (R"); / |7 (§) %2 dE < o0 (5.13)
3”
pour || < m}, ou ce qui est équivalent :
m
™ (R") = {u e L2 (R"); / 2 @® P (1+8%) dt < oo% (5.14)
R"
et que :
~ YYTEN 2\
(U, v)m :/w u(é)v(é)(l + & ) dé (5.15)
est un produit hermitien équivalent a celui défini plus haut. Encore, si Q = ]0; 1], on vérifie que :
H™(0:1]) = %ueL (0: 1)) Z (14 n%+n* +/12'")/u\,,2<oc§ (5.16)
n=—oo

E . . . Lo L .
ou uy est la série de Fourier de u. On peut aussi utiliser la norme équivalente :

lul* = Z (1 + [n[*)™ [ | (5.17)

n=—oo

Définition 49 — Espace H{"(2). On définit H ' ($2) comme I’adhérence dans H™ (£2) de D(£2), ensemble
des fonctions de classe C° et a support compact dans 2.

Plus exactement et de maniére générale, Wom’p est I’adhérence de D(£2) dans I’espace WP, La définition
ci-dessus correspond donc au cas p = 2.

Remarque. 11 faut bien comprendre que cela signifie quelque chose de simple : ¢’est I’ensemble constitué des fonctions qui
sont a la fois D(R2) et H™(2). Comme on s’intéresse 2 la frontiere (puisque I’on prend I’adhérence), et que 2 est un ouvert,
la valeur que prennent les fonctions de cet ensemble sur la frontiere est celle que prennent les fonctions de classe C*° et a
support compact dans €2, soit 0!
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Ainsi, « physiquement » les espaces H (" (£2) sont les fonctions de H™ (£2) qui sont nulles sur I" = 02, ainsi
que leurs dérivées « normales » jusqu’a I’ordre m — 1. Plus mathématiquement, on dit que ces fonctions sont de
trace nulle sur la frontiere, comme par exemple :

5
H2(Q) = {v/v € HX(Q),v|r = 0, a—”|p -0 (5.18)
n

Les espaces trace sont définis plus loin..

Les espaces H " (£2) sont des espaces de Hilbert.

Définition 50 — Espace H ™" (2). Il est possible de caractériser le dual topologique de H"(£2) de la fagon
suivante. Pour tout m = 1, on définit I’espace des distributions suivant :

H™Q) =1feD(Q).f= ) 0 fa avec fy € L*(Q) (5.19)
la|<m
muni de la norme : .
2
I le—m =inf [ Y || fall?2 (5.20)
|o|<m

I’infimum étant pris sur toutes les décompositions possibles de f sous la forme intervenant dans la définition
de H™™.

Ainsi défini, ’espace H~"(2) est un espace de Hilbert isomorphe au dual topologique de H["(£2), et le
crochet de dualité s’écrit :

o) g-mpp = > (—1)"‘/Qfaa°‘udx, VfeH ™). YueHSQ) (5.21)

la<m

Cette formule ne dépend pas de la décomposition de f en somme des 0% f.

Remarquons que le dual de H™ (£2) n’est pas un espace de distribution et ne posséde donc pas de caractérisation
aussi simple.

5.5 Prise en compte du contour du domaine

5.5.1 Trace

Dans ce paragraphe, nous essayons de présenter la notion de trace de maniere simple et intuitive.

Afin de pouvoir parler de la valeur d’une fonction sur la frontiere de €2, il nous faut définir le prolongement (la
trace) d’une fonction sur ce bord.

Cas n = 1 : on considére un intervalle ouvert / =]a;b[ borné. On a vu que H'(I) ¢ C°(I). Donc,
pour u € H'(I), u est continue sur [a; b], et u(a) et u(b) sont bien définies.

Cas n > 1 : il nous faut définir la trace lorsque I’on n’a plus H!(7) C C°(I). On procéde ainsi :

— On définit I’espace :
cl@ = {(p : © — R/30 ouvert contenant Q, 3y € C1(0), Vg = (p} (5.22)

C1(Q) est donc I’espace des fonctions C'! sur €2, prolongeables par continuité sur 32 et dont le gradient est
lui-aussi prolongeable par continuité. Il n’y a donc pas de probleme pour définir la trace de telles fonctions.

— On montre que, si $ est un ouvert borné de frontiere dQ « assez réguliere », alors C1(Q) est dense
dans H1(RQ).
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— L application linéaire continue, qui a toute fonction u de C 1 (Q) associe sa trace sur 92, se prolonge alors
en une application linéaire continue de H ! () dans L?(3d2), notée Yo, qu’on appelle application trace. On
dit que yo(u) est la trace de u sur 0S2.

Pour une fonction u de H () qui soit en méme temps continue sur £, on a évidemment yo (1) = ujpe. Clest

pourquoi on note souvent par abus simplement |3 plutdt que yo(u).

De maniere analogue, on peut définir y1, 1’application trace qui permet de prolonger la définition usuelle de
la dérivée normale sur 9Q. Pour u € H?(2),ona d;u € H'(Q), Vi = 1,...,n et on peut donc définir yo(d;u).
La frontiére 02 étant « assez réguliere » (par exemple, idéalement, de classe C!), on peut définir la normale n =
(ny,..., n,,)T en tout point de d€2. On pose alors :

1) =) yo(diu)n; (5.23)

i=1

Cette application continue y; de H?(2) dans L2(32)) permet donc bien de prolonger la définition usuelle de la
dérivée normale. Dans le cas ol u est une fonction de HZ(2) qui soit en méme temps dans C 1(Q), la dérivée
normale au sens usuel de u existe, et y1 (1) lui est évidemment égale. C’est pourquoi on note souvent, par abus,
dnu plutdt que y(u).

Exemple : traitement d’une interface - divergence faible. Soit 2 un ouvert borné constitué de deux ouverts 2 et 25 séparés
par une interface I' = 921 N dQ2,. Montrons qu’une fonction vectorielle de classe Clsur chaque morceau €21 et 2, admet
une divergence faible dans L2 () si et seulement si sa composante normale est continue 2 travers I’interface (la surface) I

Soit f une fonction de 2 a valeurs vectorielles. On note f7 et f» ses restrictions a 21 et Q25 respectivement. On note
également n1 et np les normales extérieures a €21 et {2, respectivement.

Soit ¢ € C2°(R). La formule de Stokes nous permet d’écrire :

/Q,f:w :/Q] fl.w+/m 2.V
- /F g - /Q l_divpf‘lw— /r fanag + /Q (e

Si la composante normale de f est continue a I’interface, on en déduit que :

/Q./lvw = —/Q (2%

avec ¥ = div(f;) sur chaque ©; (i = 1,2). La fonction a valeurs vectorielles f admet donc une divergence faible
etdiv(f) = v.
Réciproquement, si f posséde une divergence faible, alors il existe une fonction v € L2(R) telle que :

/(_/’1 *fz)ﬂw:/ ve
r Q

et on en déduit que (f1 — f2).n1 =O0sur .

5.5.2 Espace trace

Dans le cas d’exposant entier, on note souvent I’ordre avec la lettre m, dans le cas non-entier, on utilisera la lettre s,
et donc les espaces seront notés : W52 ou H®.

Casp=2etQ2=R"

Dans ce cas, I’espace de Sobolev H*(R"), s = 0, peut étre défini grice a la transformée de Fourier :
H(R") = {u « LZ(R”):/ (1+ |£]*)*|(&)> d§ < +o0y . (5.24)
‘R{Il
H* (R™) est un espace de Hilbert muni de la norme :

lullys = [+ 1627 1@ (5.25)
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Cas p =2 et Q C R” quelconque

On peut alors caractériser les espaces de Sobolev d’ordre fractionnaire H*(£2) grace au produit intérieur donné
par:

D¢ — D~ D% — D¢
(w,v)gs@) = W, V)gr@) + ||Zk/9/9 (D7u(x) |1:()_;);(|n+20t(X) ') dxdy (5.26)

ous =k + T,k estunentiertel que 0 < T < 1 et n est la dimension du domaine 2 C R”. La norme induite est
essentiellement I’analogue pour L? de la continuité au sens de Holder.

Casp #2etQ=10;1]
On définit un opérateur D* de dérivation d’ordre fractionnaire s par :

o0

Du = Z (in)’u(n)e™ (5.27)

n=—0oo

En d’autres mots, il s’agit de prendre la transformée de Fourier, de la multiplier par (in)’ et a prendre la
transformée de Fourier inverse (les opérateurs définis par la séquence : transformation de Fourier — multiplication
— transformation inverse de Fourier sont appelés des multiplicateurs de Fourier). Cet opérateur permet de définir
la norme de Sobolev de H*(]0; 1) par: |u|s,p = ||ullp + [|D°u||, et de définir I’espace de Sobolev H*(]0; 1])
comme 1’espace des fonctions pour lesquelles cette norme est finie.

Cas général des espaces H*

Soit s > % Si © est un ouvert dont la frontiere d<2 est « suffisamment réguliere », alors on peut définir un opérateur
de trace T qui a une fonction u € H*(2) lui associe sa trace, i.e sa restriction sur la frontiere de Q : Tu = u|yq.

Une hypothese simple qui satisfasse la condition de régularité est que d<2 soit uniformément C™ pour m = s.
Ainsi défini, cet opérateur de trace 7' a pour domaine de définition H*(£2) et son image est précisément H*~1/2(3Q).

En fait, T est d’abord défini pour les fonctions indéfiniment dérivables et cette définition est ensuite étendue par
continuité a tout I’ensemble H*(£2). De fagon intuitive, on peut dire que 1’on perd en régularité « une demi-dérivée »
en prenant la trace d’une fonction de H*(£2).

Nous nous servirons de ces espaces dans le cas des éléments finis pour un probléme de continuité des contraintes
a une interface entre deux milieux solides ayant des propriété matérielles différentes. Ce probleme sera abordé
plusieurs fois dans ce document, et le paragraphe 12.3 fera une synthese des stratégies possibles pour le résoudre.

Cas général des espaces W57

Définir la trace d’une fonction de WS-? est tres difficile et demande d’utiliser les techniques plus compliqués (dont
les espaces de Besov).

De fagon plus intuitive, on peut dire que I’on perd en régularité 1/ p-éme de dérivée en prenant la trace d’une
fonction de W5 (Q2).

5.6 Espaces H'(Q), Hy () et H'(Q)

Nous avons déja défini les espaces H™ (S2), Hy" (2) et H™"(2). Toutefois, dans la pratique, nous n’irons guerre
au dela de m = 2, et méme le plus souvent nous nous contenterons de m = 1. Nous donnons ici quelques
compléments dans ce dernier cas.

En application de la définition 48, nous avons :

ou

, e L?(Q) (5.28)
0x;

HY Q) ={uel?Q):; Vi=1,....n
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Muni du produit scalaire :
N du av
— 7 52
(u,v)1 fg(uwr;:l P ax,-) (5.29)

H' () est un espace de Hilbert.
En physique et en mécanique, 1’espace H () est également appelé « espace d’énergie » au sens ol il est
constitué des fonctions d’énergie finie (i.e. de norme finie).

Théoreme 30 — Théoreme de densité. Si 2 est un borné régulier de classe C LousiQ = Ri’ ou encore si
Q = R", alors C°(Q) est dense dans H!(Q).

En pratique, il est trés important de savoir si les fonctions régulieres sont denses dans I’espace de Sobo-
lev H1(R). Cela justifie en partie la notion d’espace de Sobolev qui apparait ainsi trés simplement comme
I’ensemble des fonctions régulieres complétées par les limites des suites de fonctions régulieres dans la norme
de I’énergie. Cela permet de démontrer facilement de nombreuses propriétés en les établissant d’abord sur les
fonctions régulieres puis en utilisant un argument de densité.

Par définition de HO1 (£2), et en prenant en compte une remarque précédente :
Hy(Q) = {v /ve H(Q),v]r =0} (5.30)

On voit que sur cet espace, la condition de Dirichlet est satisfaite automatiquement sur tout le pourtour I' = 9.

La frontiere I" est généralement partitionnée en deux sous-frontiere I'p et 'y sur lesquelles on satisfait les
conditions de Dirichlet et de Neumann respectivement : I' = I'p U I'y

Hy () ={v /ve H(Q).v[r, =0} (5.31)

et Hy(Q) C Hy p(R2) C H'().

On rappelle que ’espace H 1 () est le dual de Ho1 (£2). Or, grace au théoreme de représentation de Riesz-
Fréchet (théoreme 38 du chapitre 7 portant sur les formulations faibles), on sait que 1’on peut identifier le dual d’un
espace de Hilbert avec lui-méme. Cependant en pratique, on n’identifie pas H ~1(Q) et HO1 (€2). En effet, ayant
défini HOl (€2) comme un sous-espace strict mais dense de L?(2), et ayant déja identifié L2(2) 2 son dual (muni
du produit scalaire usuel, voir chapitre précédent), on ne peut pas en plus identifier H~1(Q) et HO1 (2) (avec un
autre produit scalaire). On a donc les inclusions strictes suivantes :

HLQ) c L2(Q) = (L2(Q)) c HTY(RQ) (5.32)

Grace a2 H~1(Q), on pourrait définir une nouvelle notion de dérivation pour les fonctions de L2(£2), plus faible
encore que la dérivée faible. Devant I’afflux de notions de dérivations, rassurons le lecteur en disant qu’elles sont
toutes des avatars de la dérivation au sens des distributions (c’est I'intérét de la théorie des distribution que d’avoir
unifié ces divers types de dérivation).

L’exemple le plus simple 2 retenir, et le plus utile pour la suite, est que tout élément f de H~1() s’écrit, au
sens des distributions, sous la forme :
f=u+divG (5.33)

avecu € L2(Q) et G € (L%(Q))".

Théoreme 31 — Dérivation des fonctions composées dans les espaces de Sobolev. Soit 2 un ouvert borné
de R”. Pour toute fonction u € H () et toute fonction 7 : R — R de classe C'! a dérivée bornée nous avons :

Tw)e HY(Q) et VT(u) =T (u)Vu (5.34)

De plus, I'application u € H'(Q) — T(u) € H'(Q) est continue.
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On se contente ici de donner les résultats concernant ’espace H ' (2) méme si des résultats similaires peuvent
étres démontrés pour les espaces H(2) ou les espaces W "7 (), avec p # 2 (voir théoréme 32). Soit  un
ouvert borné Lipschitzien de R”.

— sin = 1, on a une injection continue de H!(Q) dans ’espace de Holder C 0. ();

— sin = 2, on a une injection continue de H!(2) dans I’espace L?(2) pour tout p < oo (et donc pas
dans L°°($2).
— sin > 3, on a une injection continue de H () dans I’espace LP*(Q) avec p*x = nZT"z
De plus les injection non critiques sont compactes.
Comme on va s’intéresser par la suite a la discrétisation de probléme aux dérivées partielles, le cadre de
domaines bornés nous suffira.

5.7 Espaces H(div) et H(rot)

Définition 51 — Espace H (div, ). L’espace H(div, Q) est un espace intermédiaire entre L2(Q) et H(R),
qui est défini par :
H(div, Q) = {f € L*(Q)"; div f € L*(Q)} (5.35)

C’est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :
(£:8) = [ (£ 50+ div f(0) div g ax (5.36)

et de la norme || f'{| g aiv,.2) = v/ (/. f)-

Un des intéréts de ’espace H (div, 2) est qu’il permet de démontrer un théoréme de trace et une formule de
Green avec encore moins de régularité que dans H (). En effet, si f € H(div, Q), on ne « contrdle » qu’une
seule combinaison de ses dérivées partielles, et non pas toutes comme dans H !(2), mais on peut quand méme
donner un sens a la trace normale f - n sur 9$2.

Définition 52 — Espace H (rot, 2). L’espace H (rot, 2) est défini par :
H(rot, Q) = { f € (L*(Q))?; rot(f) € L*(Q)} (5.37)

H (rot, 2) est un espace de Hilbert muni de la norme :

2 2 1/2
1 £ oy = (£ 1220y + 170t 2 2q)) (5.38)

L’application trace tangentielle f + f A n est continue de H(rot, 2) sur un espace de Hilbert de fonctions
définies sur d2 qui n’est pas précisé. On peut introduire 1’espace Hy(rot, 2) des fonctions de H (rot, £2) de trace
tangentielle nulle.

Cet espace peut étre utiliser pour la modélisation de phénomenes électromagnétiques par les équations de
Maxwell.

En fait, il est possible de définir de nombreux espaces de Sobolev en fonction du probléme considéré et c’est
tout I'intéreét.

5.8 Inégalités utiles
Dans ce paragraphe, nous présentons quelques inégalités utilisées pour borner une fonction a partir d’une estimation

sur ses dérivées et de la géométrie de son domaine de définition. Nous en aurons besoin pour les formulations
faibles ainsi que pour les probleémes d’homogénéisation.
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Définition 53 — Exposant conjugué de Sobolev. On s’intéresse a €2 un ouvert de R” (qui peut étre R” tout
entier), ainsi qu’aux espaces de type WP (Q).
On appelle conjugué de Sobolev du nombre p, le nombre p*, défini par la relation :

— e e e (5.39)

Théoreme 32 — Injections continues de Sobolev. Soit 2 un ouvert de R”. Si 2 est borné et a une frontiere
Lipschitz-continue, alors, pour tout entier m = 0 et pour tout p € [1; 400, on dispose des inclusions avec
injections continues suivantes :

W™P(Q) > LP*  sim < -

WmP(Q) > L9 V¥qe[l;4oof, sim =~ (5.40)
P

W™P(Q) > C(Q) sit <m
V4

Théoreme 33 — Inégalité de Poincaré. Soit p, tel que 1 < p < oo, et  un ouvert de largeur finie (i.e. borné
dans une direction). Alors il existe une constante C, dépendant uniquement de 2 et p, telle que, pour toute
fonction u € Wol’p(Q), on ait :

[ullLr(@) < ClIVulLr (@) (5.41)

Théoréme 34 — Inégalité de Poincaré-Friedrichs. Si Q est borné de diameétre d, alors la constante de
Poincaré précédente s’exprime en fonction de ce diametre. On a, pour toute fonction u € Wok’p (R):

1/p
lellLr@) < d? [ Y I1Dul] g (5.42)
la|<k
En particulier pour p = 2 :
Yue Ho(Q), |ul}>q) < d?IVul7ag, (5:43)

Théoreme 35 — Inégalité de Poincaré-Wirtinger. Soit p, tel que 1 < p < oo et Q un domaine (i.e. un
ouvert connexe) lipschitzien (i.e. borné et « a frontiere lipschitzienne ») de 1’espace euclidien R”. Alors il existe
une constante C, dépendant uniquement de 2 et p, telle que, pour toute fonction u € W1-P(Q), on ait :

lu —uqllLr@) < CllVullLr @) (5.44)

olug = ﬁ fQ u(y)dy est la valeur moyenne de u sur €2, |©2| désignant la mesure de Lebesgue du domaine 2.

Arthur Korn a été un étudiant de Henri Poincaré.

Il est plus connu comme pionnier des télécommu-
nications, plus précisément comme l’'inventeur de la
téléphotographie. Il met au point un téléautographe,
un systéme de transmission des images fixes a dis-
tance, par le biais du fil télégraphique, en recourant
aux propriétés photoélectriques du sélénium.

Histoire

i
Poincaré Friedrichs Wirtinger Korn
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Théoreme 36 — Inégalité de Korn. Soit 2 un ouvert borné de R” de la frontiere est « suffisamment » réguliere
(par exemple C'! par morceaux). Notons £(v) = % (Vv + (VU)T) le linéarisé du tenseur des déformations défini
pour toutv € V = (H 1 (Q))n ou (HO1 (Q))n. Alors il existe une constante (dite constante de Korn) Cx > 0
telle que :

voeV, |ully < Ck (I0l3a) + le@)I2q) (5.45)

Cette inégalité est assez puissante puisqu’elle contient, dans son membre de gauche, toutes les dérivées
partielles de v, alors que son membre de droite ne fait intervenir que certaines combinaisons linéaires des dérivées
partielles.

L’inégalité inverse de I’inégalité de Korn étant évidente, on en déduit que les deux membres définissent des
normes équivalentes.

En mécanique, I’inégalité de Korn dit que I’énergie élastique (qui est proportionnelle a la norme du tenseur
des déformations dans L2(2)) contrdle (i.e. est supérieure 2) la norme du déplacement dans H ! (2) a 1’addition
prés de la norme du déplacement dans L?(2). Ce dernier point permet de prendre en compte les « mouvements de
corps rigides », i.e. les déplacements 1 non nuls mais d’énergie élastique nulle.
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Résumé des outils d’analyse fonctionnelle

Norme, produit scalaire, espaces

Soit £ un espace vectoriel.

II- |l : E — R4 est une norme sur E ssi elle vérifie :

L (x| =0 = (x=0);

2. VA eR,Vx € E,|Ax] = |A||Ix], A € K;

3. Vx,y € E,||x+ y|| <|x|l + |yl (inégalité triangulaire).

La distance issue de la norme est la distance définie par d(x, y) = ||x — y|.

Toute forme bilinéaire symétrique définie positive {.,.) : £ x E — R est un produit scalaire sur E. Elle vérifie
les propriétés :

1. bilinéarité : Vx,y,z € E, VA, u € R, (x,Ay + uz) = A{x,y) + u{x,z);

2. symétrie: Vx,y € E (x,y)={(y, x);

3. positivité : Vx € E (x, x) = 0;

4. définie:Vx € E ({(x,x)=0 =x=0).

La norme induite par le produit scalaire est ||x| = /(x, x).

L’inégalité triangulaire donne alors I’inégalité de Cauchy-Schwarz : |{(x, y)| < ||x|||y ]|
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace normé.

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien, qui est donc également un
espace normé pour la norme induite.

Exemple : Pour £ = R” et x = (x1, ..., X) € R", on a les normes :

n
2
Z"i

i=1

n
Ixe =Y "Ixl Il =

i=1

I¥lloo = sup ||
1

n
Le produit scalaire défini par (x, y) = Z X; y; a pour norme induite la norme || - ||2.
i=1
Soit E un espace vectoriel et (x,), une suite de E. (x,), est une suite de Cauchy ssi Ve > 0,AN,Vp >
N,Yg > N : ||xp — x4 > &.
Toute suite convergente est de Cauchy. La réciproque est fausse.
Un espace vectoriel est complet si et seulement si toute suite de Cauchy y est convergente.
Un espace de Banach est un espace normé complet.
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet.
Un espace euclidien est un espace de Hilbert de dimension finie.
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Espaces fonctionnels

Un espace fonctionnel est un espace vectoriel dont les éléments sont des fonctions.
Dans la suite, nous considérons les fonctions définies sur un ouvert 2 C R” et a valeurs dans R ou R?.
Un fonction u est mesurable ssi {x/|u(x)| < r} est mesurable Vr > 0.
On définit les espaces LZ(R2), pour 1 < p < oo par :

LP(Q) = {u : @ — R, mesurable, et telle que / [ul? < oo}
Q

LP(Q2) est la classe d’équivalence des fonctions de £ (2) pour la relation d’équivalence « égalité presque
partout » : on confondra deux fonctions des qu’elles sont égales presque partout, i.e. lorsqu’elles ne différent que
sur un ensemble de mesure nulle.

Les formes :

1/p
e = (/ |u|1’) d<p<oo et |ulze = suplul
Q Q

ne sont pas des normes sur £ () (en effet, ||Ju||z» = 0 implique que u est nulle presque partout dans £? () et
non pas u = 0, d’ou la définition des espaces L?(2).

Ces formes