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APPLICATIONS ET MORPHISMES HARMONIQUES

SORIN DRAGOMIR ET MARC SORET

ABsTrACT. Ces legons constituent une exposition précise, avec des cal-
culs explicites, d” éléments introductifs a la théorie des applications har-
moniques entre variétés Riemanniennes. On établit les formules de la
premiere et de la seconde variation de 1’énergie de Dirichlet et on mon-
tre certaines de leurs consequences géométriques comme le théoréme de
B. Solomon (cf. [34]) et la théorie de la stabilité pour les applications
harmoniques. On démontre aussi un théoréme classique de B. Fuglede
et T. Ishihara (cf. [18], [23]) sur les morphismes harmoniques. Les mor-
phismes des équations de la chaleur et les morphismes des noyaux de la
chaleur (avec variables separées) sont décrits, dans la théorie des mor-
phismes harmoniques, par un résultat trés beau de E. Loubeau, [28].
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2 SORIN DRAGOMIR ET MARC SORET

1. APPLICATIONS HARMONIQUES

Les notes qui suivent sont des notes de conférences données a 1’Ecole
Doctorale de I’Université Frangois Rabelais (Tours, France). Il s’agit d’une
exposition a des fins franchement didactiques, congus pour fournir aux
étudiants une introduction courte mais précise aux résultats fondamentales
de la théorie des applications harmoniques, avec 1’accent sur les aspects
de géométrie différentielle, plutot que comme un chapitre de la théorie des
équations a dérivées partielles. De nombreux exercices sont proposés, dont
le véritable but est d’encourager les éleves a compléter leur connaissance de
la géométrie différentielle (la théorie des sous-variétés, le calcul des vari-
ations sur les variétés, etc.) par des lectures qui suivent la bibliographie
indiquée dans chaque exercice. Quelques exercices conduisent aussi a des
problémes ouverts et visent a encourager les éleéves a tester leur force en tant
que jeunes chercheurs. La compréhension des lecons nécessitent une bonne
connaissance du calcul diftérentiel et integral sur une variété différentiable
(Riemannienne, compacte et orientable) et quelques rudiments de topolo-
gie algébrique. Une connaissance de la théorie des sous-variétés de variétés
Riemanniennes peut étre utile, en particulier en tant que source d’exemples,
mais n’est pas indispensable.

Soit (M, g) une variété Riemannienne n-dimensionnelle, avec la métrique
Riemannienne g. Si (U, x*) est un systéme de coordonnées locales sur M
alors on pose

et donc la forme extérieure wy = VGdx' A --- A dx" est une forme de
volume sur U. Si on ajoute ’hypothese que la variété M est orientable
(une hypothese que nous ferons toujours dans ce travail) alors le formes
wy, obtenues pour chaque carte (U, x) d’un atlas orienté de M, donne lieu
a une forme différentielle globalement définie sur M que nous allons noter
dv, et appelée la forme de volume canonique de la variété Riemanniene
orientable (M, g). Nous pourrons donc intégrer les fonctions continues a
support compact, définies sur M, a valeurs réelles ou complexes, et on sup-
pose que le lecteur est familier avec la théorie de I’intégration des formes
différentielles, telle qu’elle est traitée par exemple par C. Godbillon, [19],
p. 94-98. On rappelle qu’une mesure de Borel sur un espace de Hausdorff
compact M est une mesure positive définie sur la o-algebre des ensembles
de Borel (i.e. la plus petite o-algebre contenant tous les ensembles ouverts
de M). Si la variété donnée M est compacte et A C M est un ensemble de

Borel alors
p(A) = f dv,
A
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est une mesure de Borel sur M (la mesure Riemanniene canonique de (M, g))
et donc (M, u) est un espace mesurable.

Soit (N, h) une autre variété Riemannienne, avec la métrique A, et soit
¢ : M — N une application différentiable, de classe C*. Un concept fon-
damental, qui sera nécessaire par la suite, est celui de norme de Hilbert-
Schmidt de la différentielle de ¢. Précisément, pour un point quelconque
X € M, on considere un repere local g-orthonormal {Ey,--- , E,} du fibré
tangent 7'(M), défini sur un voisinage ouvert de x, et on pose

1/2

) = | D oo/ (dep)E e, (depIE )
j=1

La définition ne dépend pas du choix du repere orthonormal autour de point
x et on obtient une function ||d¢|| : M — R, de classe C*, appelée la norme
de Hilbert-Schmidt de d¢. Par consequent

lldgl|* = trace, (¢"h) .

Soit C*(M, N) I’ensemble de toutes les applications ¢ : M — N, de classe
C*. Etant donné un domaine relativement compact {2 C M on pose

1
Eo(9) = 5 fg ldol> dvy, ¢ € C(M,N).

Le fonctionnelle Eq : C*(M,N) — R est appelée énergie de Dirichlet.
Si M est une variété compacte alors on écrit E = Ej. Une application
¢ € C*(M, N) est un point critique de I’énergie de Dirichlet Eg si

d
6] 7 {Ea(@)}io =0

pour chaque variation a 1-parametre {¢;}y<« C C*(M,N) telle que ¢ = ¢
et Supp(V) c Q. On suppose que la variation donnée est C* par rapport au
parametre ¢ i.e. ’application

O:MXx(—€,€) > N, D(x,t)=¢(x), xeM, |t]<e,

est de classe C*. Aussi V est la variation infinitésimale induite par la vari-
ation {@,}jj<¢ 1.€.

V(X) = (d(x’())q)) (8/81‘)(%0) , XE€E M.

Soit "'TN — M le fibré vectoriel pullback, ou induit, du fibré tangent
T(N) — N par I’application ¢ : M — N i.e.

(¢7'TN) = Tyn(N), xe€M.
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I1 est facile de voir que V est une section de classe C* du fibré pullback
¢ 'TN — M parce que

(dx0)P) (0/01) 1 0) € Taox0)(N) = Ty(N) = (¢_1TN )x

pour chaque x € M. Nous en arrivons maintenant au concept central de ces
lecons. Une application ¢ € C*(M, N) s’appelle application harmonique
si elle est un point critique de Eq pour chaque domaine relativement com-
pact Q ¢ M. Comme on le verra plus tard, les géodésiques d’une variété
Riemannienne, les immersions isométriques minimales, et les submersions
Riemanniennes avec des fibres minimales sont des exemples d’applications
harmoniques. La théorie de sous-variétés dans variétés Riemanniennes (cf.
e.g. B-Y. Chen, [6]) donne un grand nombre d’exemples d’ immersions
minimales, dont la géométrie de la seconde forme fondamentale est tres
intéressante (et qui est illustré dans les exercises suivants).

Exercise 1. i) Sous-variétés invariantes des variétés Kaehleriennes (cf. e.g. [10],
p. 26). Soit M une variété differentiable, de dimension 2n, e J une structure quasi-
complexe sur M i.e. un champ J € C®(End(T(M))) des tenseurs tangents de
type (1,1) sur M tel que J? = —I (I est la trasformation identique de 7T'(M)).
Une métrique Riemannienne g sur M est Hermitienne si g(JX,JY) = g(X,Y)
pour tous X, Y € X(M), et (M, J, g) est alors dite variété quasi-Hermitienne. Une
variété quasi-Hermitienne est Kaehlerienne si sa structure complexe J est parallele
par rapport a la connexion de Levi-Civita V de (M, g) i.e. VJ = 0. Une sous-
variété S d’une variété Kaehlerienne (M, J, g) est invariante si JX € T(M) pour
chaque X € T(S). Montrer que pour chaque sous-variété invariante S d’une variété
Kaehlerienne M, I’inclusion S — M est une immersion isométrique minimale.

i) Sous-variétés invariantes des variétés localement conformes Kaehleriennes (cf.
I. Vaisman, [37]). Une structure quasi-complexe J sur M est dite intégrable si
Ny(X,Y) =0 pour tous X, Y € X(M), ou

N;(X,Y)=[JX,JY]-[X, Y] -J{UX, Y]+ [X,JY]}

(Ie tenseur de Nijenhuis). Si J est intégrable alors (M, J) est une variété com-
plexe. Si (M, J) est une variété complexe et g est une métrique quasi-Hermitienne
sur (M, J) alors (M, J, g) est une variété Hermitienne. Une variété Hermitienne
(M, J, g) est localement conforme Kaehlerienne (1.c.K.) s’il existe une forme diffé-
rentielle w fermée (dw = 0) de degré 1 telle que dw = Q A w (cf. P. Libermann,
[27]). Ici Q(X, Y) = g(X, JY) pour tous X, Y € X(M). Soit (M, J, g, w) une variété
lLeK. et B = of € X(M) (le champ de Lee de M). Montrer qu’une sous-variété
invariante S C M est minimale dans (M, g) si et seulement si B est tangent a S (i.e.
B+ =0).

iii) Sous-variétés totalement géodésiques (cf. K. Nomizu, [30]). Soit (M, g) une
variété Riemannienne et F' : M — M une isométrie i.e. une transformation telle
que F*g = g. Soit K = {x € M : F(x) = x} ’ensemble des points fixes de
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F. Montrer que chaque composante connexe de K est une sous-variété totalement
géodésique de M. En particuler, soit V ¢ C**! I’hypersurface algébrique donnée
par I’équation

(Zl)al+,,,+(zn+1)an+1:0’ GeZ az2 l<j<n+l

V a une seule singularité a ’origine et donc B*(ay, -+ ,ans1) = V \ {0} est une
variété complexe, de dimension complexe n. La sphere de Brieskorn déterminée
par le nombres entiers a; est la variété

2N ar, -+ @) = B (ar, -+ aps) N SP
cf. E. Brieskorn, [5]. Si a; = 2k montrer que 223(ay, - -+, an+1) €St une sous-
variété totalement géodésique de 22712k, ar, -, aps1).

iv) Sous-variétés minimales (cf. e.g. [10], p. 45-48). Soit ¥ : M — R" une im-
mersion isométrique d’une variété Riemannienne n-dimensionelle M dans 1’espace
Euclidien. Montrer que
AY =nH

ou AY = (AYy, - ,A¥y), ¥ = (¥y,:--,Pn) et H est le vecteur de courbure
moyenne de I’immersion donnée. En particulier, vérifier que pour une immersion
isométrique minimale quelconque ¥ : M — RY, chaque ¥/ : M — R est une fonc-
tion harmonique sur M. Enfin, montrer qu’il n’y a pas d’ immersion isométrique
minimale d’une variété Riemanninenne compacte M dans un espace Euclidien.

2. CONNEXIONS ET MﬁTRIQUES DANS LES FIBRES VECTORIELS INDUITS

Soit ¢ : M — N une application de classe C* entre les variétés Rie-
manniennes (M, g) et (N, h). Soit ¢~ 'TN — M le fibré vectoriel pullback
de T(N) — N par ¢. Chaque champ vectoriel Y : Q — T(N), défini sur
I’ensemble ouvert Q C N, détermine une section Y¢ € C®(U, ¢ 'TN)
donnée par Y? = Yogpou U = ¢~'(Q) c M. On appelle Y? le lifting naturel
de Y. Si (€, y*) est un systeme de coordonnées locales sur N alors

{10y : 1 <@ <m)cC™(U, ¢7'TN)

est un repere local du fibré pullback, défini sur U = ¢~!(Q). Ici m = dim(N).
On pose s, = (0/8y*)? pour la simplicité de 1’écriture. Soit h¢ = ¢~'h le
pullback de A par ¢ i.e. la métrique Riemannienne fibrée sur ¢~! TN donnée
localement par
he(sq, sg) =hygod, 1<a,p<m,
ou g = h(0/0y*, 8/8yF) € C™(Q). Par consequent
WX?, YY) =h(X,Y)op, X,YecX(N).
Il faut toutefois noter que toutes les sections dans le fibré pullback ne sont

pas des lifts naturels des champs tangents a N (i.e. le morphisme Y €
X(N) — Y? € C¥(¢"'TN) n’est pas surjectif).
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Soit V" la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (N, ).
L’ étape suivante consiste 2 introduire une connexion V¢ = ¢~'V" (le pull-
back de V" par ¢) sur le fibré ¢~'TN — M, de sorte que la métrique h?
soit parallele par rapport a V4. Si X € X(M) est un champ tangent au M,
s € C*(¢~'TN) est une section dans le fibré pullback, et x € M est un point
quelconque, alors on choisit respectivement des systemes de coordonnées
locales (U, x') e (Q,y®) autour de point x et ¢(x) tels que ¢(U) C Q et on
pose par définition

@ (V) =@ {%(x) + g%x)%(x)rgy«b(x))} 52(%),

.0 .
X=f—, s=g%s,, [, g"eC”U),
oxt
P*=)opeC?(U), 1<as<m,
0
h _ T2 — 3 00
Vaﬁay = Fﬁy (9a , (9(, = a_ya’ y Fﬁy eC (Q)
On peut montrer tres facilement que la définition de (V?}s)x ne dépend pas
du choix des systemes de coordonnées locales, et que 1’application V¢ :
X(M)XC®(¢~'TN) — C*(¢~'TN) est une connexion dans le fibré vectoriel

¢ 'TN — M. Pour une connexion quelconque D € C(¢~'TN) on peut
définir une derivée covariante de h? en posant
(Dxh®)(r, 5) = X(h*(r, 5)) = h*(Dxr, s) = h*(r, Dxs),
X e X(M), r,s€C™ (¢ 'TN).

Ici on a denoté par C(¢~'TN) I’espace affine de toutes les connexions dans
le fibré vectoriel ¢'TN — M. Pour nos besoins dans ce qui suit, nous
désignerons par C(¢~'TN, h?) le sous-espace affine de C(¢~ ' T N) consistant
en les connexions D € C(¢~'TN) telles que Dh? = 0. On peut verifier assez
facilement que V¢ € C(¢~' TN, h?) (une consequence du fait que Vi = 0).

On adopte aussi le notations suivantes. Si e > 0 et M = M X (—¢, €) on
pose

@ M- M, a(x)=(x1, xeM, |f|<e.

Aussi, étant donné un champ de vecteurs X € X(M) on considere le champ
tangent X € X(M) défini par

Xon = (da)X,, (x,0) €M,
Si X € X(M) alors ¢.X est la section in ¢~ 'TN — M donnée par
(0. X)(x) = (d:p)X., x€M.

Par définition, la seconde forme fondamentale de I’ application ¢ : M — N
est
Bs : X(M) X (M) — C=(¢"'TN),
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Bo(X,Y) = V3b.Y — .VxY, XY € ¥(M),

ou V est la connexion de Levi-Civita de la variété Riemannienne (M, g).
On montre facilement, et la verification est proposée comme exercice au
lecteur, que S, est C*(M)-bilinéare et symétrique. Aussi la trace, per re-
spect au g, de la seconde forme fondamentale

7(¢) = trace, (B,) € C*(¢™'TN)

est le champ de tension de ’application ¢ : M — N. Si{E; : 1 <i < n}est
un repere local g-orthonormé de 7'(M), définie sur U C M, alors

(@) = > BuE;, Ee, x€U.

i=1

3. LA FORMULE DE LA PREMIERE VARIATION

Soit ¢ € C*(M, N) et {¢;}j4<c € C(M, N) une variation avec 1-parametre
de ¢ (tel que ¢9 = ¢). Etant donné un point x € M et un repere local g-
orthonormé {E; : 1 <i < n} c C*(U,T(M)), défini sur un voisinage ouvert
de x, on se propose d’ecrire ||d¢,||> comme une fonction sur M.Ona

I, = trace, (¢7h), = ) (S(Ei, Ei), =
i=1

- Z hff’t(x)((dxqﬁt)Eiax ’ (dx¢’)Ei’X)
i=1

et pour chaque X € X(U)
(dx¢t)Xx = dx(q) o a’t) Xx = (da,(x)q)) o (dxat)Xx =

et puis

e = Zl hoeo(®-En » (D) = Zl W (0.E;, ©.E)

i.e. si U = U X (—¢, €), on considere la fonction
- 1 -
fU->R, f(x,0)= Elldxszlli, (x,n) € U,
on obtient

3) f= h® (0.E;, ®.E;) € C*(D).
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En utilisant I’expression (3) on peut calculer facilement la derivée de f par
rapport ati.e.

at 22 h‘b(cD*E,-,qn*Ei)):Zh“’(vg’/a,q)*Ei,cD*Ei)

parce que V® € C(®~'TN, h®) i.e. V®h® = 0. On a besoin maintenant du
lemme suivant

Lemme 1. Pour chaque X € X(U)

- 0
V(D O.X V(Dq)

La démonstration du Lemme 1 est une conséquence du fait que [X, 0/01] =
0 et que la connexion V" est symétrique. Donc (pour X = E))

af oge g 9 ~
Z =) V2o, —, O.E|=
ot Z ( E "ot )

0 N
_ Z{ (h<1>(cD , @ E)) (q’*g’ Vgcb*Ei)}

toujours en utilisant V®4® = 0. Notez que

0 ) 0
D, — = (d(x O)CD) ( ) =V,
( ot (x,0) ot (x,0)

(@.%) ., = @ ®Xwo) = (A0 @)(dsa0)Xs = (dip0)Xs = ($.X):,

ou bien
(5) m*ﬁ o=V, (©.X)oay=¢.X
ot

D’un autre coté, pour chaque fonction ¢ € C(U)
X(@)ny = (de)X) (9) = Xo(p 0 @)
et puis (pour ¢ = 0)
(6) X(p) 0 ap = X(g 0 ap).
Les formules (5)-(6) impliquent (pour X = E; et ¢ = h®(®D,(3/01), D, E;))

- 0 -
E;x0 (hq)(q)*a , (D*Ei)) =

—E,x(h“’(cb i @E)oao) E;(h(V, $.E)).
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pour chaque x € U. Soit X, € X(M) le champ de vecteurs tangents deter-
miné par

RV, ¢.Y)=gXy, Y), YeXM).
L’ affirmation Supp(V) C Q implique Supp(Xy) C €. Puis (par Vg = 0)

E;(h*(V, $.E)) = Eg(Xy, E) =
=g(Ve Xy, Ej) +g(Xy, VE,E))

ou
: I (9 ~ n
Ao 2 R , |
7 Zl E (h e cD*E,)) = div(Xy) + Zl WV, $.V5ED.

Maintenant on a besoin de

Lemme 2. On a
(Vi@.7) 0 ag = V5o.Y
pour touts X, Y € X(M).

En utilisant (7) et le Lemme 2

0 ) -
a—’;(x, 0) = div(Xy), = h* |V, ) {V5.6.Ei — ¢.VLEi}

i=1 X
pour chaque x € U, ou encore
0
®) % o a0 = divXy) ~ KV, T(9)).
L’ opérateur divergence div : X(M) — C*(M) est définié par

Lxdvol(g) = div(X)dv,, X € X(M).

Ici Ly denote la derivée de Lie le long de champ X. L’ opérateur divergence
est donnée par

div(X) = trace {Y € X(M) — VyX}
(c’est une conséquence €lémentaire du fait que la forme de volume d v, est

parallele pour la connexion de Levi-Civita V de (M, g)) ou encore, locale-
ment

div(X) = > g(Ve X, E)
i=1
sur U. Puisque X, est a support compact contenu dans € on peut appliquer
le lemme de Green i.e.

f div(X,) d v, = 0.
Q
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Enfin (par (8) et la définition de f)

d

©) 7 Ea(@)lio = - f WV, 7(¢)) dv,.
Q

L’identité (9) est appelée formule de la variation premiére de Eq. Si
{dE(¢,)/dt},—, = 0 pour chaque variation a 1-paramétre {¢,}y<c C C*(M, N)
avec Supp(V) c Q, la formule de la variation premiere implique

(10) (¢) =0

et (10) est appelé le systeme des applications harmoniques. Dans un mo-
ment, nous allons étudier la structure locale du systeme des applications
harmoniques. Comme on verra tout de suite (10) est localement un systeéme
non linéaire d’équations a derivées partielles de second ordre, ou la partie
principale est I’opérateur de Laplace-Beltrami de la variété Riemannienne
(M, g). On rappelle que I’opérateur de Laplace-Beltrami est donné par

Au = —div(Vu), u e CH(M).

Ici Vu € X(M) est le gradient de u € C'(M) i.e. le champ de vecteurs deter-
miné par g(Vu, X) = X(u) pour chaque X € X(M). En utilisant I’expression
locale -

1 0 - Ou
A - G lj—.
YT TV ox (‘F”' axf)
parce que (Vu)' = g(u/0x’) 8;. Une autre formule locale utile peut étre
obtenue de la maniere suivante

Au = —div(Vu) = —trace {Y +— V,Vu} =

on obtient aussi

n

== >, 8(VVu, E) = = > {E(g(Vu, E)) - g(Vu, Vi, Ep)
i=1

i=1
Oou encore
n

(11) Au = = > {E(Eiw) - (Vg E)w)}.

i=1
Nous sommes préts a donner une représentation locale du tenseur de tension
7(¢), et ensuite des équations (10). On a

7(¢) = trace, (Bs) = ) Bo(Er, E) = ) EELBy(8;, 00,
i=1 i=1

Ei=El9;, Elec™U), Y EEf=g", gi"=0,
i=1
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et puis
T(¢) = §* (@, 00 = g™ |V} 6.0, — 0.Y4,01)

AN i
¢*ai_ﬁ(8_y") ) Va_,ak— jk

d¢P ¢ P (4 6¢B
¢ — — _— =
Vo, $0n = V {ﬁxk (c?yﬁ) }  Ox) Oxk (8yﬁ) "o Vi) ((')yﬁ')
AT ’
(e S ()
ag"\ (9 \'
Ox7 Oxk Ox/ Ox* oxi | \oy*] -
D’un autre coté (par (11))

Au=-Y {E (Efgu ) EIV, (Ef0,) (u)} =

i

9;,

ensuite
) 62 (o1 OB O .
T(¢) = g]k{ ¢ + (Fg'y o ¢) fi — Jlk

a ou OE* du ,
_ J J ik _
- E {E (E) + EJE; (a j) E/— 5 B El.Ei(ngak)(u)} -

i

- Sete | i g
8xf ka Jk | oxf
Soit
. SPu i | Ou
(12) Au g {axjaxk ﬁxi}.
Enfin
_ 0¢P 0"
(13) (9) = {‘A¢ +8" (T, 00) 55 axk}(ay )

. . i
Partout nous avons mis ¢% = y* o ¢. Par ailleurs ‘ ik | et Iy sont respec-

tivement les symboles de Christoffel de seconde espece de g;; et de h,g. Les
équations (10) peuvent étre écrites localement:

(°4 i @ 6¢6 3¢y
(14) —Ag” + g™ (I, 0 9) ad =0

Par exemple, soit y : (a,b) — N une géodésique de (N, h) i.e. localement
on a

l1<a<m.

(15) d27a ( @ o )Mdyv _

dr? ol dt dt
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Dans ce cas
1 d2
M = (a,b), =1, =t A=-——,
(a,b), n X P
et les équations (14) peuvent étre écrites sous la forme (15) i.e. chaque

géodésique vy : (a,b) — N est une application harmonique entre les variétés
Riemanniennes ((a, b), dt ® dt) et (N, h).

gll — 1,

Exercise 2.

i) Plongements isométriques minimaux. Montrer que chaque plongément isometri-
que ¢ : M — N est minimale si et seulement si ¢ : M — N est une application
harmonique.

ii) Submersions Riemanniennes (cf. [10], p. 118). Montrer qu’une submersion
Riemannienne 7 : M — N est une application harmonique si et seulement si ses
fibres 77'(y), y € N, sont des sous-variétés minimales de M.

iii) Applications holomorphes (cf. [10], p. 116). Soit (M, J, g) et (M’,J’, g") deux
variététs Kaehleriennes. Une application differentiable ¢ : M — M’ est holomor-
phe si (dyp)oJ, = J(’p(x) o(d,¢) pour chaque x € M. Montrer que chaque application
holomorphe entre deux variétés Kaehleriennes est une application harmonique.

iv) Applications bi-harmoniques (cf. G-Y. Jiang, [24], C. Oniciuc, [31]). Soit
¢ : M — N une application différentiable, de classe C*, entre deux variétés Rie-
manniennes M et N, avec M compacte. Soit E; : C*(M, N) — R donné par

1
@) =5 [ W@ av,

On dit que ¢ : M — N est une application bi-harmonique si {dE>(¢;)/dt},—g = 0
pour chaque variation {¢;}jj<e € C*(M,N) de ¢9 = ¢. Déduire la formule de la
premiere variation pour E;

d

7 {E2(d)}i=0 = f h (12(¢), V) d vy,
M

72(68) = ~A%7(9) - trace, {(R™) G-, 7@ 9.} € CUg7 TN,

v) Champs des vecteurs harmoniques (cf. S. Dragomir & D. Perrone, [15]) Soit
(M, g) une variété Riemannienne et 7 : T(M) — M le fibré tangent a M. Soit V
la connexion de Levi-Civita de (M, g). L’espace totale 7(M) a une structure Rie-
mannienne naturelle, la métrique de Sasaki, induite par g de la maniere suivante.
Soit V¥ = 77!V € C(n~'T(M)) 1a connexion induite par V dans le fibré pullback
n'T(M) — T(M), dont chaque fibre est

(7'TM) = Ty (M), v eT(M)
Le vecteur de Liouville est 1a section £ € C®(n~'T(M)) donné par

L) =v € Try(M) = (n7'TM) . veTM).

Vv
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Un champ des vecteurs tangents V € X(T'(M)) est horizontal si Vi, L = 0. Soit
H, c T,(T(M)) le sous-espace de tous les V,, ou V € X(T(M)) est un chaque
champ horizontal quelconque. L’application v € T(M) +— H, c T,(T(M)) est
la distribution horizontale sur T(M). La distribution verticale est v € T(M) +—
Ker(d,m) c T,(T(M)). On peut vérifier que

T,(T(M)) = H, ® Ker(d,x), veTM).

Soit Q : T(T(M)) — Ker(dn) la projection canonique que correspond a la décomposition
précedente. Considérons les morphismes de fibrés vectoriels L et Ky donnés par

L:T(T(M)) - 7 'T(M), Ky :T(T(M))— n'T(M),
Lw)=@mnV,, K,=v,'00,, veT(M), weT(T(M),
y: 7 ' TM - T(T(M)),

dc
wX) = —-0) e T(T (M), veTM), X & Tn(M),

C:(-e,e) > T(M), C@t)=v+1tX, |tf|<e
Ky est ’application de Dombrowski. Enfin on pose
Gs(V,W) = g"(LV,LW) + ¢"(KyV, Ky W), V,W € X(T(M)),

oug” =nlgestla métrique induite par g dans le fibré pullback ' T(M) - T(M).
On peut vérifier que G, est une métrique Riemannienne sur 7' (M) et donc on peut
regarder chaque champ de vecteurs tangents X € X(M) comme une application
X : M — T(M) entre les variétés Riemanniennes (M, g) et (T (M), G). Soit (M, g)
une variété Riemannienne compacte.

a) Montrer que la restriction de 1’énergie de Dirichlet £ : C*(M,T(M)) — R
aux champs de vecteurs tangents a M est donné par

1
EX) = gVol(M) + Ef Vx> dve, X € X(M),
M

ou n = dim(M).

b) Montrer que X € X(M) est une application harmonique (i.e. un point cri-
tique de I'énergie E : C*(M,T(M)) — R par rapport a variations {¢;}yj<c C
C™(M, T(M)) arbitraires de X i.e. ¢9 = X) si et seulement si VX = 0.

¢) Montrer que X € X(M) est un point critique de I’énergie E : X(M) — Rsiet
seulement si VX = 0.

d) Soit §"~! — U(M, g) — M le fibré tangent sphérique, dont les fibres sont

UM,g), ={veT,(M):g,(v,v)=1}, xeM.

Soit G = "G, la métrique induite par la metrique de Sasaki, ot ¢ : UM, g) —
T(M) est I’inclusion canonique. Soit XYMy = c(UWMm, g)) I'espace des sections
de classe C*™ dans le fibré tangent spherique. Montrer que X € X!'(M) est un point
critique de E : XY (M) — R si et seulement si

AX — IVX|* X =0,
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ou A, (Ie Laplacien brut) est I’operateur différentiel de second ordre A, : X(M) —
X(M) donné localement par

n

Ag == Z {VEiVEi - VVEl-Ei} >
i=1

ol {E; : 1 <i < n}estunréper local g-orthonormé de T (M).

4. APPLICATIONS HARMONIQUES A VALEURS DANS UNE SPHERE

Nous commencgons par le calcul des symboles de Christoffel de la sphere
standard S™ = {x € R™"! : X7+---+X2 | = 1}. Désignons par (X, - , Xpu+1)

m+1
les coordonnées cartésiennes sur R™*!, 1’espace euclidien avec la métrique

standard

dXA’ 9XP

Nous adoptons la convention d’écriture X, = X2 pour 1 <A <m+ 1. Le
plongement canonique j : $™ — R™"! est donné localement par

Z(yl’... Y = [y1,~" " /I—Zyi},
a=1

O LY ExU), ye =",
U = {(Xb aXm+1) € Sm : Xm+1 > O}’
X:U=R", XX X)) = (X1, X)), j=jox .

La métrique induite par hj sur S™ est h = j*hy. Par consequent, localement

o 0 0 0
hog = h| 7=, —| = ho|(dj)=—, @)=
8 ( 6yﬁ) 0(( J)aya (J)ayﬁ)

ho( 9 9 ):5“, 1<A,B<m+1.

ya
o 9 0
dj —, I <a<m,
( J )8 @ aya aXA @ m
*A m+1 a
ai - 6A7 ’ 1 S A < m’ aj == y i
(9}7“ @ 8ya m
1- Z N
u=1
‘ 0 @ 0
df)rm = o =~
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et on obtient

(16) ]’la,ﬁ = 5aﬂ +

On veut déterminer
(04 Q, 1
rﬁy =h"Tpy, gy = B (hﬁuly + My — hﬁylu) ’

of o
f\ﬂ—a—yﬂ, feCc?U), 1<u<m.
Il est donc nécessaire de calculer la matrice inverse [h%’] = [haﬁ]‘l. On
cherche h* sous la forme

h? = 5% + ay™y?

0 ‘u a € R est une constante a déterminer par la condition

YpYy

hhg, = 6 & (6“'3 - ay"yB) gy + = &9

=22 (1+a)=0
1- Z yfl
u=1

et on peut choisir a = —1 tel que
(17) hoP = 6% — y*yP.
Puis

0 )

hguy = P Opu | =
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YBYuY
= m OpyYu + OpyYp + ,: ~ |,
1-> 3 -y
o=1 o=1
yﬁy/tyy
Loy = 5 OpyYu + Oy + m
-3 1->
o=1 o=1
2yyyu¥p
+ OypYu + OppYy + ———— — Opuyy = Oyup —

o=1 o=
Ou encore
gy y
(18) Taye = |0y + —2 ;
A L EDI
o=1 o=1
Enfin (par (18))
¢ _ s gy y
I3, = (6% — y*y") | 8p, + —227 a
1=y |- >0
o=1 o=1
» N gy 1
=)y (I_Zy;zz] 557-'_ my m
#el =Y 2 1=>32
o=1 o=1
ou
¢ _ o gy .
(19) I =y |6y + —L— | = y7hy, .
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Soit ¢ : M — S™ une application differentiable. Si ® = joget ®* = XAo®
alors ®*®, =1 ou
DOz + "D, = 1.

En différenciant par rapport a x/ on obtient

% ODps
(20) = By = = =

puis (par (20))

o bpd
rﬁ7°¢:‘/’(5ﬁy By

m+1

)’ Xaoj:ya’ (Da:¢a’

a(pﬁa¢ . jkm+1 GCDA[)@A m+1

Jjk (T« a Al2
" (T 00) 5575 =98 G o = ZIIVCD P
On peut conclure qu’une application </) M — S"est harmonlque si
m+1
1) —ADT+ 0" Y VO =0, 1<as<m
a=1

Habituellement on pose ||[V®|> = Y%*! [VDA|? de sorte que les équations
(21) deviennent

(22) —AD + ||[VO|* D = 0,
AD = (ADy, -+ ,AD, 1), D= (D, -, Dpyy).

Exercise 3. i) Sous-variétés minimales dans sphéres (cf. [10], p. 84-88). a) Soit
i © M < R" une sous-variété de I’espace Euclidien, avec la métrique Rieman-
nienne induite. Soit aussi  : M — M une immersion isométrique de la variété
Riemannienne m-dimensionnelle M dans M. Montrer que le vecteur de courbure
moyenne de ¥ est la composante tangentielle (par rapport a T(M)) de % A(i o ).

b) Soit M une variété de dimension mety : M — S"(r) une immersion isométrique
de M dans la sphere n-dimensionnelle de rayon » > 0. On pose ¥ = i o ¢ ou

S"(r) — R"™! est I'inclusion canonique. Montrer que ¢ est minimale si et
seulement si AY = —(m/r?) V.

ii) Sous-varétés dans spheres et valeurs propres du Laplacien (cf. T. Takahashi,
[35]). a) Soit ¥ : M — R"*! une immersion isométrique d’une variété Riemanni-
enne M dans R™*! telle que

AY = —u¥, peR, u+0.
Montrer que 1) u > 0, 2) y(M) C §"(r) ou rr = mju,et3) ¥ : M — S"(r) est une
immersion isométrique minimale.
b) Soit
@z = [ owdvolig), o eCUSmR),
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le produit scalaire L? sur la sphere §™, doté de la métrique Riemannienne canon-
ique g,,. Soit 4 € Spec(A) une valeur propre du Laplacien A : C*(S",R) —
C*(S™,R) et soit Eigen(A, 1) € C*(§™,R) le sous-espace propre correspondant.
Si N = dimg Eigen(A, 1) et {¢1,- - ,¢n} C Eigen(A, 1) est une base orthonormale
(par rapport au (-, -);2), montrer q’il y a des constantes @ > 0 et » > 0 telles que
I’application ¥ = (a¢1, - - ,a¢y) est une immersion isométrique minimale de S
dans SN-1(r) c RV,

Plus tard, nous aurons besoin de la notion de produit tordu, que nous
nous empressons d’introduire. Soit (L, g;) et (B, gp) deux variétés Rieman-
niennes de métriques respectives g; et gg. Soit w € C*(L X B) une fonction
différentiable tel que w(x,y) > O pour tous (x,y) € LXxB. Onpose S = LXB
et dénote par II; : S — LetlIl, : S — B les projections canoniques. Il
s’ensuit que le champ de tenseurs de type (0, 2)

h=Tlgr +w s
est une métrique Riemannienne sur S. La variété S dotée de la métrique
h se note L X,, B et s’appelle le produit tordu des variétés (L, g;) et (B, gp)

avec fonction de forsion w.
Soit §™ ¢ R™*! 1a sphere standard et

ZZ{XESmIX1:X2:O}.

On peut montrer facilement que X est une sous-variété totalement géodésique
de S™ de codimension 2. Un résultat un peu plus élaboré montre, au moyen

d’une transformation de coordonnées locales, que chaque sous-variété to-

talement géodesique de codimension 2 dans la sphere S™ est isométrique a

Y. Une observation tres importante dans notre contexte est que S™ \ X est

isométrique a un produit fordu. Précisément, si on pose

STl ={y=0 "y €R":yeS™, v, >0}
fiS™Ix 8t = (0,+), fO0,0)=ym, yeS™', reS'cc,
Il s’ensuit que I’application
I(y»():(ymu9ymv’y/), yEST_l, {:M'FiVESl,

donne une isométrie S”'x,S' ~ S™\ T entre S xS ! doté de la métrique
Riemannienne 7}g,— + f?m;g1 et (S™ \ %, g,). Ici

ST x St 8 S x St st

sont les projections natureles et gy denote la métrique Riemannienne canon-
ique sur la sphere SV < R¥*!. La section suivante est dédiée a I’étude des
applications harmoniques d’une variet¢ Riemannienne M dans S§™ \ Z, en
profitant du fait que S™ \ X est une produit tordu pour écrire 1’equation des
applications harmoniques d’une maniére trés simple.
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5. LE THEOREME DE SOLOMON

Soit (L, g;) une variété Riemannienne et S = L X,,R un produit tordu , ou
w e C*(S), w > 0 est la fonction de torsion. Comme nous 1’avons vu dans
la section précédente, la variété S se pense comme dotée de la métrique

h=1Tg, +wdt®dt.

Une observation tres pédante est que la fonction coordonnée ¢ : L X R — R
est donnée par t = foIl, ou I, : L X R — R est la seconde projection
canonique et  est la coordonnée (globale) cartesienne sur R. Sauf pour des
raisons de caractere didactique, habituellement on ne fait pas de distinction
(du point de vue des notations) entre ¢ et 7. Soit M une varété Riemannienne
orientable compacte. On établit le lemme suivant.

Lemme 3. (B. Solomon, [34])
Soit ¢ : M — LX,,R une application harmonique. Soitu = Il,0¢ : M — R.
Alors u est une solution de I’équation elliptique

0
(23) div (w0 ) Var) = (wo ¢) (a—f 0 ¢) VulP.

En particulier si w est une fonction sur L (i.e. ow/0t = 0) alors ¢(M) C
Lx {t¢} pour quelque ty € R.
Démonstration. Soit F =11, o ¢. Si ¢ € C*(M) alors on pose
¢s(x) = (F(x), u(x) + sp(x)), xeM, |s|<e,

de tell maniere que {¢,}5<c est une variation avec 1-parametre de ¢ = (F, u).
Sit g la métrique Riemannienne sur M. La norme de Hilbert-Schmidt du
differentiel d¢, est donné par

ldg, |12 = [trace, (¢3)] (0) = > (@)(E;, Ei)y =
i=1

= 5 oo (e Eis (b))

pour x € U, ou {E; : 1 <i < n} est un repere local g-orthonormé défini sur
I’ensemble ouvert sur U ¢ M. Si X € X(U) alors

hy, ) (d:95) X, (dip)X,) =
= (I1;81) .0 ()X () X) + W) [(@dD)g, ) (dsp)X,)]
= gr.reo ((do,0T11) 0 (dep )X, (dpoTTy) 0 (dp)X,) +
(B [ty © (doolla) 0 (did )X, =
= gr.reo ()X, (dF)X,) + w(gs(x))? [(du(x)+s<p(x)i) o (d(u+ SQO))Xx]Z =

2
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2
= (F'81)(X. X), + w(@,(0)) {(ducsyes oD ()X + 5 (d o)X, ]}

parce que I1;(¢5(x)) = F(x) et [Ir(¢5(x)) = u(x) + s¢(x). D’autre part on

peut faire la considération élémentaire suivante

. 0 .0 0
(dy)X, = X'(x)(d,u) (a) - X’(x)a—;(m (a—)

! u(x)
(du(x)+sgo(x)i)(dxu)Xx = Xx(u)’

parce que (di) (/0f) = 1. Ici X = X'§/dx' par rapport a un systéme de
coordonnées locales (U, x') sur M. Ensuite

(¢:h) (X, X) = (F*g) (X, X) + (w0 ¢,)* [X(u) + s X(¢)]

et alors

ldg,ll? = > (F*gr) (Ei, E + wo ) > [Eiw) + s Eg)]” =

= |dFIP + wo ¢,)° > {Eiw) + 25 EWEi(g) + 5* E(¢)’)

sur U, ou
24)  |ldgsl* = IldFIP + (w o ¢,) [IIVMII2 +25g(Vu, Vo) + 5 ||V90||2] :
D’autre part (par (24))

d
o (WP (), u(x) + 5 (0)? [IIVull? + 25 g(Vut, V), + O(s)|} =

0
= 2w(F(x), u(x)) a—v:(F (), u(x)) () [IVull2 + 2w(F(x), u(x))* g(Vut, Vo), =

= 2w((x)) wi($(2)) () [IVull2 + 2w((x))* g(Vuu V) .
Si¢: M — S estune application harmonique alors

d
25) < (E@), { f ||d¢s||2dvg} _

- f (00 0.8) (w0 @) GlIVulP + (w0 ) &(Vu, V) d v
M
et
(wo )’ g(Vu, Vi) = (wop)*(Vu)(p) = (Vu)(wo ) ¢)— (V) [(w 0 )°| =
= div [o(w 0 ¢)> Vuu| — ¢ (w 0 ¢)* div(Vue) — 0 (Vi) [ (w 0 §)?] =
=div [gp(w o ¢)> Vu] + ¢ {(w o @) Au— (Vu) [(w o ¢)2]} ,
f div (w0 ¢)? Vu| dv, =0,
M
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donc (par (25))

f @ (w0 9) (w0 @) IVl + (wo ¢ Au— (Vi) [ (w0 9]} d v, = 0
M

pour chaque ¢ € C*(M). Mais on sait que C;’ (M) (ici C*(M) parce que M
est compacte) est dense edans L*(M) et alors

(26) (W o ¢) Au = 2(Vu)(w o ¢) = (w, o ¢) [Vul?

ou w, = dw/dt. 1l peut étre observé facilement que les formules (26) et (23)
sont équivalentes. La premiere partie du Lemme 3 est demontrée. Siw, = 0
alors I’equation (23) devient

27) div [(w 0 ¢)*Vu| = 0.
ensuite
div [(w 0 )%u Vu| = udiv [(w 0 9*Ve| + (w 0 $)*(Vu)(w)
ou (par (27))
div[(w 0 ¢)u Vu| = (w 0 §7IVulf

et (par intégration le long de M, en utilisant le lemme de Green)

f(w o p)|IVull* dvg = 0
M

on peut conclure que u = constante sur M i.e. u(x) = 4 pour quelque 7, € R
et chaque x € M. Q.e.d.

Nous sommes préts a commencer la discussion sur les applications har-
moniques dans une sphere dont les valeurs omettent une sous-variétés to-
talement géodésique de codimension deux. On dit qu’ une application con-
tinue ¢ : M — S rencontre £ si p(M)NZ # 0. Soitp : M — S une
application continue que non rencontre pas X (i.e. (M) N X = @). On dit
que ¢ et X sont entrelacés si I’application ¢ : M — S™ \ X n’est pas homo-
topique a I’application constante. Le but de cette section est de prouver le
résultat suivant.

Théoreme 1. (B. Solomon, [34])

Soit ¢ : M — S™ une application harmonique non constante, d’une variété
Riemannienne compacte M dans une sphere. Alors ¢ et T sont entrelacés
ou ¢ rencontre X.

Démonstration. Soit ¢ : M — S™ \ X une application harmonique non
constante qui non rencontre pas X. La preuve se conduit par réduction a
I’absurde i.e. on suppose que ¢ : M — S \ X et X ne sont pas entrelacés
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ie. ¢ : M - S™\X est homotopiquement nulle. Comme S”\X ~ §7~'x,S!
(une isométrie), on peut considerer 1’application
J=I"o¢p: M- ST x8".

Soit p : R — S! I’application de recouvrement naturel i.e. 1’application
exponentielle p(t) = exp(2nxit) pour chaque ¢t € R. Considerons le produit
tordu S™~! x,, R, ie la variété produit S~ x R dotée de la métrique

g, 1+ (woll)dt®dt,

weCS™N, W) =Yu, y=0,ym) eSS,

On peut vérifier facilement que 1’application
= (IST—I , p) (ST X, R— S %, S!
est une isométrie locale. On a besoin du lemme suivant

Lemme 4. Soit S et S deux variétés Riemanniennes et soitm : S — S une
isométrie locale. Soit aussi ¢ : M — § une application harmonique d’une
variété Riemannienne compacte et orientable M dans S. Alors chaque ap-
plication différentiable ¢ : M — S telle que m o ¢ = ¢ est harmonique.

Par le Lemme 4 I’application  : M — S™ ' x, S! est harmonique.
Posons

F=moy, ii=mol,

ST x St 8 S xSt st
sont le projections canoniques. De plus soit xo € M et {, = ii(xo) € S'.

Considerons aussi un point 7y € R tel que p(fy) = {,. Nous avons besoin
d’un résultat standard de la théorie de I’homotopie.

Lemme 5. (Proposition 5.3, [21], p. 43)

Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par arcs. Soit
X0 € X et f: X — S' une application continue. Sity € R est un point tel
que p(ty) = f(xo) et f. (X, xo) = 0 alors il existe une unique application
continue g : X — R telle que g(ty) =tyet po g = f.

On peut observer que
¢20:>&EO:>L~£*7T](M,X0):0

et alors (par le Lemme 5) il y a une unique application continue u : M — R
tel que u(xy) = tp et pou = @i. Il est utile d’ indiquer les applications
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introduites a ’aide du diagramme commutatif suivant

g
€ M — S"lx,§!
ul 1 m
e R 5 S! >
On applique maintenant le Lemme 3 avec L = S™!, avec la fonction de
torsion w € C®(S™") donné par w(y) = y,,, et avec I’application

= (F,u): M- S""x,R.

Ca c’est possible parce que 7 o iy = i et 7 est une isométrie locale et alors
(encore par le Lemme 4) ¢ est une application harmonique. Par le Lemme
3 il en résulte que

W(M) € S x {1}
pour quelque 7, € R. Donc on peut penser que ¢ est une application har-
monique de M dans I’hemisphére ™!, Enfin, on utilise le lemme suivant

Lemme 6. Soit  : M — S™ ! une application harmonique d’une variété
compacte et orientable dans une hemisphere. Alors Y est I’application con-
stante.

Démonstration. Par I’équation (22)
A+ VPP = 0,
¥=joy, j:S"™!'cR".
En particulier —AW,, + ||[VP|*¥,, = O et alors (en intégrant le long de M,
par le lemme de Green)

f IVP|* ¥, dv, =0,
M

YM)cS"' =¥, >0,
et alors V¥ = 0 sur M et donc V¥ est constante. Alors ¢ : M — S™ \ X est
constante, une contradiction. Q.e.d.

Par un résultat de topologie trés bien connu ! x S ~ S! (une equiv-
alence d’homotopie). Par consequent, une application continue ¢ : M —
§™1 x S est homotopiquent nulle si et seulement si m, 0 ¢p : M — S est
homotopiquent nulle. Les classes d’homotopie des applications continues
M — S' forment un group abélien ' (M) (le groupe de Bruschlinski de M,
cf. [21], p. 48). Aussi (par le Théoreme 7.1 [21], p. 49) il y a un isomor-
phisme naturel 7'(M) ~ H'(M, Z) et donc on obtient le résultat suivant

Corollaire 1. Soit M une variété Riemannienne connexe, compacte, ori-
entable avec H'(M,R) = 0. Alors chaque application harmonique non
constante ¢ : M — S™ rencontre X.
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6. LA FORMULE DE LA SECONDE VARIATION ET STABILITE DES APPLICATIONS
HARMONIQUES

Soit ¢ : M — N une application harmonique entre les variétés Rieman-
niennes M (compacte, orientable) et N et soit ® : M X (—€, €)X (—€,€) > N
une variation avec deux parametres de ¢ i.e. une application differentiable
telle que ®(x, 0,0) = ¢(x) pour chaque x € M. On pose

¢S,t : M - N9 ¢S,t(x) = (I)(X, S9 t)a X € M’ |S| < 69 |t| < Ea
donc ¢y = ¢. On pose aussi
0 0
Vi = (dx00P) En s W= (dixo0®) s , XEM,
(x,0,0) (x,0,0)

donc V, W € C*(¢~'T(N)). On veut calculer
2

i wwmnﬂ=1£i{fMQWd%}
Os Ot s 2050t | Jy '
Soit {E; : 1 <i < n} un repere local g-orthonormé définie sur U ¢ M. Si
M = M X (—¢€,€) X (—€, €), f M > R,
fOus,0) = dgs 2, xeM, |s|<e lf<e,
g, M —> M, ag(x)=(x,s1, x€M,

s=t=0

alors
f = Z hd)(q)*Ez 5 q)*El)
i=1

sur U = U X (—¢€, €) X (—€, €) ol
((I)*A)(xa s, t) = (d(x,s,t)(I))A(x,s,t) 5 A € %(M)a (x9 S, t) € M’

X(x,s,t) = (dxa's,t)Xx ) X e %(M)’ X € M, S,[ € (_6’ E)a
et donc ®,A € C*(®~'T(N)) et X € X(M). 1l en suit que

%=Z%W@£ﬂﬁ%=

(parce que V®h® = 0)
=2 > h®(V5,®.E, ©.E) =

(parce que [0/ ot, X] = 0 pour chaque X € X(U))

=2 Zm’ (V‘IE?_CD*%, cmE,-) =
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2 ofefo ) o)

(de nouveau par V®h® = 0). Pour chaque s,f € (—¢,¢€) soit X,, € X(M)
determiné par

0
gX,, Y) = hq’(CD , . V)oa,,, YeXM.
Alors

2o ‘DE))W Sl (o5-05)) -
=Z[(dxas,,)Ei,x](h‘D(d> )) ZE(’“( Bk ) ):

= Z E;. (g(Xx,z s Ei)) = Z {g(VE,-XS,t , E) +g(Xy,, VE,-Ei)}x =

i

= div(X,,)(x) + h® | D

6 ~—
—, Y OVLE
ot & ki ]
l (x,58,1)

et on obtient

Lof _d e
5 5 (080 = diVX ()

Q*% D (VE®LE; - Q@E/,.)] :
' (x,5,0)

Pour chaque X, Y € X¥(M) on définit une section Bo(X, Y) € C(®~'T(N))
en posant

Bo(X,Y) = ViD.Y — D, VY.
Alors la derniere identité devient

10f 0
(28) 3 a—(x s, 1) = div(X)(x) — ( "3 trace, (ﬁ@))

et par consequent

i 10f B
950 { (¢sz)}szo Is {f EE( S,t)dvg} =

s=t=0

= ﬁ {f [div(Xw)(x) - n® ((I)*ﬁ , trace, (ﬂq))) l dx}
s M ot (x,5,1) s=t=0

ou on a posé€ par simplicité dx = (d v,)(x). Ensuite (par le lemme de Green)
2

O0s Ot {E@s)}mieo =

= {f ;S [hq’ ((D g , trace, (,B(D))] dvg}m:o .

(x,8,1)

(29)
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Maintenant on peut calculer (par V®4? = 0)

0 0
(30) o [h‘l’( v trace (ﬁ@)] =
o (oo 9 @ L
=h VMS(D*E, trace, (Bo) | + A QJ*E, Viastraceg (Bo) | -
On peut montrer facilement que
OF v — (v? % —
(VX(D*Y)(x,o,m B (VX Y)x ’ (q)*X)(x,Om = 6%,

donc

[traceg (ﬁq,)]( 00) Z {V"’ O.E; — . VEE} =

= [traceg (ﬁ¢)]x =1(¢), =0

parce que ¢ est harmonique. D’ autre part

(31) V3 astrace, (Bo) = Z Vo o BolE;, Ep) =
et (compte tenue du fait que [6/6s, f(] = 0 pour chaque X € X(U))
~ of 0 - .
() 0] [OR 1) \%
VarasV g, Ds E; =V? £ Voo QiEi + R (% Ei) D.E;

ot R¥" est le tenseur de courbure de la connexion V® € C(®~'T(N), h®).
Alors la formule (30) conduit a

0 0
as [hcp( “r T %))] )

s=t=0

6 ~ ~—
_ 1,@ (OB vl [
=h (d)*—at, > {Vﬁiva/[,S@*Ei—Va/asm*inE,.}] +
] s=t=0

1

0 wofd N
(0] \% _
+Zh (cD oo R ( 35 Ei)CD*E,-)S:t:O—

(parce que [0/6s, E,-] =0et [8/(9s, VE,.E,-] =0)

d o 0
= h®| D, — VEVe @ =Vt D, —
! [ o Z{ ‘s VEE} as)_l_O’L

d w0 = .
W o, —,R" |—, E;|D.E; )
) ( o (as’ ) )
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Soit RY" la courbure de (N, h). Soit aussi (th)q} = ¢"'R" le pullback de

R i.e. localement

(e ol o =60 )

Ici R 5, sont les composantes locales de R" par rapport au systeme des
coordonnées locales (y*) sur N. On peut montrer (avec un calcul local tres
simple) que

0 o0 h
(o5 87 (5 2Jod)  =#(v. () wse

pour chaque X, Y € X(M). D’autre part on peut calculer le premier terme de
la maniere suivante

0 0 0
he | @ 2: V‘I’V‘I’(I) Vo o,
( ot - { "ds VEE} as]o o

(par V®h® = 0)

a 0 ) 0
- E‘ = v‘bcp IV, —, VoD, — |-

0 0
(] (0] —
_h (@ at va—;—E/‘l(D* as)} (e} as’t —_

(si, pour chaque s, t € (—¢, €), on considere Y, € X(M) défini par

0 0
g(Ys,t ) X) hCI) ((D 8_ V(D(D 8 ) Oy
pour chaque X € X(M))

= > {E(8(Vuss ED) - g (Vs Vi ED)} -

0 0
- Z {hq) (VCIEN),-(D*E > VCIE{(D*&)} Qs =

(par Vg = 0)

0 d
_Zg(VEYS,,E) Z{hq’(vq’@a Vi o, a)}O%,

(en utilisant la définition de Y ;)
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et alors le formules

(V?cb*ﬁ) = (V4V) . (v;m*ﬁ) = (ViW) . xeM,
) 00 * 95 ) .00 *

conduisent a

0

0 :
PR [ffb (cb*a , trace, (ﬂ@))LZO = div (X ) —

~ Z {h¢ (V",;V, VZ-W) _ (V, (va1)¢ (W, ¢.E;) ¢*Ei)}

et alors (en intégrant le long de M, par le lemme de Green)
2

ds Ot

_ L {(D"’V, D¢W> —h? (V, trace, (th)d) (W, ¢.) @)} dv,.

(32)

{E((l’s,t)}S:,:o =

L’identité (32) est la formule de la seconde variation de E par rapport a
la variation a deux parametres {@;;}-c<s.<c. On doit encore expliquer la
notation utilisé dans (32). Pour chaque section V € C®(¢'T(N)) sa dérivée
covariante D?V est une section dans le fibré vectoriel 7*(M) ® ¢~ 'T(N) —

M définie par
. v
(D’V)(X) = ViV, X e X(M).

Aussi le métriques g et A induisent sur C®(T*(M) ® ¢~'T(N)) un produit

scalaire donné localement par
(@, )= ) W (PE:i, YE), @, € C(T"(M)® ¢ T(N)).
i=1
On a besoin des produits scalaires L?

VW) = f WV, W)dv,, V,WeC(¢"'T(N)),
M

(@) = fM 0y dve, o € Co(T(M)® ¢~ TN).

Une autre version de (32) est obtenue en introduisant I’ opérateur différenciel

(le Laplacien brut) de second ordre localement donné par
A C*(¢'TN) - C¥(¢"'TN),

AV =-3" {vgv‘giv - V@Et_EiV}, VeC (¢ 'TN).

i=1
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Soit maintenant (D?)" : C*(T*(M) ® $"'TN) — C%(¢~'TN) I’adjoint
formel de D? : C*(¢~'TN) — C(T*(M)®¢~'TN) i.e.

(27) . V). = (¢, D'V),. .
e C(T*M)®¢'TN), VeC=(¢'TN).
Lemme 7. A? = (D?)" o D?.
Démonstration. On a (par V/h? = 0 et Vg = 0)

(D) ¢.v),.= fM (0. DV) dv,,

(p, D'V) = Z h*(gE;, D} V) =

—Z ((h* (0B, V) - i (Vo 0E:, V)| =

(sion définit X,y € %(M ) par
g(an,V’ Y) = h¢(‘PY» V)’
pour chaque Y € X(M))

- Y 1B e E0) -1 (508, V) -

:Z{g(vE,Xw,Ei)+g(X¢,v,vE,.E) W (ViE:. V)) =

i

=i (o) + D 1 (Vs V) = (V308 V) =

= div (X,.) Zm’ (Ve0E:. V)

ou la dérivée covariante de ¢ est donnee par

(VoY = Vi(pY) — ¢ VxY, X, Y € ¥(M).
On a obtenu I’identité
(33) (@. VOV) = div (X,y) - i (trace, (Vo) , V).

En intégrant le long de M (par le lemme de Green)

((D¢)* ¥ V)Lz == LW (traceg (V‘ﬂp) , V) dv, =

=_ (traceg (V%) , V)L2
d’ou

(34) (D"’)* ¢ = —trace, (V"’cp)
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parce que C3’(¢~'TN) (ici C*(¢™'TN) parce que M est compacte) est dense
dans L*(¢™'TN). En particulier pour ¢ = DV

(D) o= = > {Vi(eE) - 0 Vi E) =

1

-y {vgvgv - V‘@E.Eiv} = A%V

l

et le Lemme 7 est démontré. Q.e.d.

Par les symétries du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

n (v wace, [(R) W) = Y owe (v, (R) (W9 ED . E) =

= D (K™Y (V0B WooE) = Y (K™) (W 6.Er. V. 6.E) =

1

= D (R™YV, 6.EDp.Er, W) =  (irace, [(R™)(V; .9 , W)

ot K¥' (le tenseur de Riemann-Christoffel) est donné par
KY'(X,Y,Z,U) = hR""(Z, )Y, X), X,Y,Z, U € X(M),
et (th)qj = ¢~ K" est le pullback de K¥" par ¢. Alors (par (32))

2

Os Ot

(35) {E@s)} o = fM sV, W) dv,

ol on a posé
(36)  J,V =A%V —trace, [(RV”)¢(V, 6.0, |. VeC (¢'TN).
L’application J, : C*(¢~'TN) — C=(¢"'TN) est dite I’opérateur de Ja-
cobi. On pose d’habitude

R,V = trace, [(R™)(V, 6. ). ]
et alors I’opérateur de Jacobi s’écrit
(37) J¢ = A¢ - R¢ .

R, est un opérateur differentiel d’ordre zero i.e. une application C*(M)-
lineaire

Ry : C (¢"'TN) - CZ(¢"'TN).
En particulier R,(fV) = fRy(V) et alors Ry induit un endomorphisme du
fibré vectoriel ' T(N) — M, indiqué par le méme symbole

ﬂqy,x : T¢(x)(N) - T¢(x)(N), X € M,
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n
Vh
Ros() = > Ry v, (dp)e)) (dop)er
i=1

Vv € Typ(N) = (¢‘1TN)X ,

oue; = E;,et{E;:1<i<n}estunrepere ortonormé du (7'(M), g), défini
sur un voisinage ouvert U C M de point x. On peut vérifier sans difficulté
(encore par le propriétés de symétrie du tenseur de Riemann-Christoffel)
que

(38) W (RyV., W) =h*(V,RW), V.WeC (¢"'TN).

La formule de la variation seconde (35) nous permet d’introduire des no-
tions tres importantes, comme 1’indice et la nullité d’une application har-
monique ¢ € C*(M,N). Nous allons donner quelques définitions. Le
Hessien de I’application énergie E : C*(M, N) — R est défini par

H(E),(V, W) = f W (1,V. W) dv,,
M

V,W e C=(¢"'TN).

Soit har(M,N) = {¢ € C*(M,N) : 7(¢) = 0} 'ensemble des applications
harmoniques. Pour une application harmonique quelconque ¢ € har(M, N)
I’ indice de ¢ est la borne supérieure de 1’ensemble

{dimR(F) : F c C*®(¢"'TN) sous — espace,

H(E)y est defini negatif sur I } .

L’indice de ¢ est noté par ind(¢). La nullité de ¢ est la dimension de I’espace
{V €C(¢'TN): HE)s(V,W)=0, VY We C°°(¢“TN)}.

La nullité de ¢ est noté par null(¢). Une application harmonique est faible-
ment stable siind(¢) = Oi.e. H(E)4(V,V) > 0 pour chaque V € C®(¢~'TN).
Autrement ¢ est instable.

L’opérateur de Jacobi Jy : C *(@~'TN) — C*(¢~'TN) est un opérateur
elliptique auto-adjoint agissant sur les sections de fibré vectoriel ¢~'TN —
M (dont la base M est compacte) et alors (par la théorie de Hodge-de Rham-
Kodaira) le spectre Spec(Js) de Jy est un ensemble discret qui se compose
d’un nombre infini de valeurs propres, chaque ayant une multiplicité finie.
De plus Spec(Jy) n’a pas de point d’accumulation. Un nombre réel 4 € R
est un valeur propre de J, s’il existe V € C®(¢"'TN), V # 0, tel que
JyV = AV. Pour chaque A € Spec(J,) on pose aussi Eigen(J,, 1) = {V €
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C*(¢p~'TN) \ {0} : JsV = AV}. La multiplicité de 1 € Spec(J,) est la
dimension dimg E1gen(J¢ , A). On sait aussi que

ind(¢) = »_ dims Eigen(J , A),
<0
null(¢) = dimg Eigen(J, , 0) = dimg Ker(Jy).

On écrit le spectre de J, comme une suite

(@) S A(P) < S A(P) < -+ T +o0

ou chaque valeur propre est écrit tant de fois combien sa multiplicité. Aussi
on sait (par la théorie générale des valeurs propres d’un opérateur elliptique
auto-adjoint) que ¢ € har(M, N) est faiblement stable si et seulement si
A,(¢) = 0 pour chaque v > 1.

Proposition 1. Si N est une variété Riemannienne a courbure sectionelle
non positive alors chaque application harmonique ¢ € har(M, N) est faible-
ment stable.

Démonstration. On rappelle d’abord que la courbure sectionelle de (N, h)
est
k(o) Ky 0. w0, ) T,(N), di 2 N.
o) = , oC , dimgpo =2, yeN,
VTl = g (v, w) ’ :

oll {v, w} C o est une base arbitraire. Soit V € C®(¢~'TN) et x € M. Alors

h¢ R¢V V Z h¢(x) ¢(x) (Vx > (dx¢)E1 x) (dx(b)Etx s x) =

= D Koy (Vs ipEis, Vs (dP)EL).-

Soit A c {1,---,n} ’ensemble des indices i € {l,---,n} tels que les
vecteurs {V,, (d,¢)E;} sont linéarement indépendents . Pour chaque i € A
soit o; C Ty (N) le 2-plan engendré par {V,, (d.¢)E; .} (autrement, i.e. si
i€ {1, ,n}\ A alors h* (RyV, V) =0). Tl suit que

W (ReV, V) = > (IVAIEsll = By (Vi » (dip)Eir) k(o) <0

i€eA
et enfin
H(E)y(V,V) = f h(JsV,V)dv, =
M

= f {ID?VIP = RV, V) d g 2 0
M

pour chaque V € C*(¢™'TN). Q.e.d.
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Malgré le fait que har(M, N) n’est pas une variété, nous introduisons une
notion d’espace tangent en un point ¢ € har(M, N) de la maniere suivante.
Pour chaque ¢ € har(M, N) soit T4 (har(M, N)) I’ensemble des sections V €
C>(¢'TN) telles que

Vi = (do)®@)0/08)x0), X €M,
pour quelque variation a 1-parametre
O:MX(—€,€) > N, D(x,s)=0¢x), xeM, |s|<e,
telle que ¢y = ¢ et chaque ¢, : M — N soit une application harmonique.

Proposition 2. Pour chaque application harmonique ¢ € har(M, N) on a

(39) T4 (har(M, N)) C Ker(Jy).
En particulier
(40) dimg [T¢(bar(M, N))] < null(¢).

Démonstration. Soit {¢,}4<c C har(M, N) une variation a 1-parametre
telle que ¢o = ¢. Puis soi1 {¢; )< € C*(M, N) une variation a 1-parametre
de ¢, 1.e. ¢s0 = ¢5. On pose comme d’habitude

Y:MX(—€€)X(—€,€) > N, Y(x,s,1) = ps(x), —€<s,t<E€,

0 0
Ve = (dix00Y) (8_) , We=(dxo0?) (8_) , X€EM.
(x,0,0) (x,0,0)

Chaque ¢, est une application harmonique et donc

d
o {E(ps0)}i=o = 0.

Il s’ensuit que
2

0
— = ¢
0= o B} rc = th (oV. W) dv,

et alors, comme W € C®(¢~'TN) est arbitraire, il résulte que JyV = 0.

Q.e.d.

Nous discutons maintenant quelques exemples délibérément simples.

Exemple 1. (L’application constante) Soi ¢ : M — N I’application con-
stante ¢(x) = yo pour chaque x € M. Alors

(¢7'TN) = Ty(N) = T, (N), x€M,
donc une section V € C®(¢~'TN) satisfait
V(x) e (¢‘1TN)X =T, (N), xeM.
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Soit {v, : 1 < @ <m} C Ty,(N) une base de T,,(N). On définie des sections
V, . M — ¢_1T(N), Vox)=v,, xeM, 1<a<m.

Chaque €élément de T, (N) peut étre écrit comme une combination linéaire
des vecteurs {v, : 1 < a < m} alors pour chaque V € C*(¢'TN) et chaque
xeM

V(x) = fA(X)ve = f4(2) V()
pour quelques scalaires f*(x) € R. Par la différentiabilité de V il résulte que
Jf* e C®(M) etdonc
C¥(¢™'TN) = {f*V, : f* € C*(M)}.
Maintenant nous allons calculer 1’opérateur de Jacobi. Pour un répere local

orthonormé quelconque {E; : 1 <i < n}du(T(M), g)
IV = NV, = R4V,

RoVo = trace, {(R”) (Vo ) -} = 7 (R¥) (Vi 6.E 6.5, = 0
parce que d,¢ = 0 (pour n’importe quelle application constante ¢). Soit
(Q, y*) un systeme des coordonnées locales autour de y, de sorte qu’on ait

Va :ag(%) , d’eR.
Yo
Si s, = (8/0y*)? alors s,(x) = (0/ 0y g = (0/0y")y, et donc
Val(X) = Vo = d5a(%)
et puis
ViV, = f {‘%’ + ag‘% (%, 0 ¢)} s55=0

oll X = fi(9/0x"). On peut donc calculer le Laplacien brut

n

AV, ==Y {vgvgva - V@E_Eiva} -0,
i=1 '

AY(FV)) = — Z {ngﬁi(fv) - V@EiEi(fv)} -

i=1

ot E; ¢y - . _ ry? _
Ei Ei i Ve E;
= Z{V [ (f)V + fV V] (VEENNV = fVe, V}_
i=1

== Y BNV + 2E(PVLV 4 fVLVEY - (VREXNV - £V, V]

i=1
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ou
(1) AY(fV) = fAV +(Af)V =2V5.V

ou on a utilisé€ les identités

Aﬁ—Z%@@%Nﬁmm,W:;ﬂma

Donc (par (41))

AV = A°(f*Vy) = f* AV, + (Af*) V, — 2V‘$JmVa =(AfV,

et enfin
(42) JsV=(Af)V,, V=fV,eC ¢ 'TN).
Si A € Spec(Jy) est un valeur propre du J, i.e. J,V = AV pour quelque
V = feV, € C*(¢~'TN) \ {0} alors (par (42))
AfVa = Jy(f*Va) = (Af") Va
etdonc Af* = Af* 1.e. 1 € Spec(A). On a démontré la proposition suivante

Proposition 3. Soit ¢ : M — N une application constante i.e. $(x) = Yy
pour quelque yy € N. Alors le valeurs propre de I’opérateur de Jacobi
Jy sont les valeurs propre du Laplacien A de (M, g), chaque compté m =
dim(N) fois. De plus, le spectre du J, ne dépend pas du y,.

On sait que le spectre du Laplacien est
Spec(A) : Ap(g) =0 < A1(g) S Ap(g) < -+ < A(g) <+ T +o0

ou le valeur propre 1y(g) = 0 est obtenue pour les fonctions constantes (non
nulles) sur M, comme fonctions propres. Alors (par la Proposition 3 et les
calcules que la précéde) on a

ind(¢) = 0, null(¢) = dim(N),
pour chaque application constante ¢ : M — N. O

Exemple 2. (L’application identique) Soit (M, g) une variété Riemannienne
et soit ¢ = 1y, : M — M I’application identique i.e. ¢(x) = x pour chaque
x € M. La théorie de la seconde variation est, dans ce cas, tres compliqué.
En effet N = M et C¥(¢™'TN) = X(M) et alors I’opérateur de Jacobi J;,, :
X(M) — X(M) est donné par

43) N, =A-p

ol A est le Laplacien brut agissant sur les champs de vecteurs tangents a M

1.e. localement
n

AX = — Z (Ve VeX-Vy, X}, XeXm),

i=1
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et p est I’opérateur de Ricci i.e. localement

pX) = > RY (X, EDE;, X € ¥(M).
i=1
L’ opérateur de Jacobi J;,, est en relation avec le Laplacien A; : Q'(M) —
Q! (M) agissant sue les formes différentielles de degree 1. D’autre part il y
a un isomorphisme canonique X(M) ~ Q'(M) des C*(M)-modules donné
par
XeX(M)— X' =weQ'(M), w?)=gXY), YeXM).
On peut donc introduire 1’opérateur différentiel
Ap: X(M) = X(M), AgX =AM X", XeXM).

Lemme 8. (La formule de Weitzenbdck)

(44) Ay =A+p.
On obtient
(45) Ji, = Au = 2p.

Une conséquence importante de la formule (45) est

Théoreme 2. (R.T. Smith, [33]) Sit (M, g) une variété de Einstein (i.e.
Ricy = cg pour quelque ¢ € R) de dimension n > 3, compacte. Alors
1) 'application identique 1y, : M — M est faiblement stable si et seulement
si la premiére valeur propre non nulle A,(g) du Laplacien A : C*(M) —
C* (M) satisfait I’inégalité 1,(g) > 2c, et i1) la nullité de I’application iden-
tique est

null(1,,) = dimIso(M, g) + dimg{f € C*(M) : Af = 2cf}
ou Iso(M, g) est le groupe d’isométries de (M, g).

Le Théoreme 2 rappelle un résultat classique de A. Lichnerowicz (cf.
Théoreme D.I dans [2], p. 179):

Théoreme 3. Soit M une variété Riemannienne compacte n-dimensionelle.
S’il existe un nombre k strictement positif tel que Ricy(X, X) > kg(X, X)
pour chaque X € X(M) alors on a aussi 1,(g) > kn/(n — 1).

L’hypotése du Théoreme 3 n’est pas satisfaite, en general, par une variété
d’Einstein (Ricy = ¢ g) parce que la courbure scalaire R = cn peut €tre non
positive. D’autre part, si R > 0 alors (dans les hypothéses du Théoreme 2)
on peut appliquer le Théoréme 3 pour en déduir que 4,(g) > cn/(n—1) mais
I’inégatité obtenue est trop faible. En effet on a toujours 2¢ > cn/(n — 1)
parce que n > 3 (et on peut pas dire aucune chose sur la stabilité de 1,,).

Pour démontrer le Théoreme 2 on a besoin d’abord du
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Lemme 9. Le Hessian de E pour I’application identique ¢ = 1), est donné
par les formules

(46) H(E), (X, X) = f {IVXI? - Ricy(X, X)} dv,,
M
@47 H(E),(X,X) = f (g (AnX, X) = 2Rice (X, X)} d v,,
M
1
(48) H(E),, (X, X) = f {Enzzxgnz—(divxf}dvg,
M

pour chaque X € X(M) = C*(1,] TM). En particulier, comme conséquence
de (46), si Ricy est semi-défini négatif alors 1, est faiblement stable.

Démonstration. On part de
H(E),(V,W) = f W(J,V,Wydv,, V,WeC” (¢ 'TN),
M

N=M, ¢=1y, h=g, h'™M=g C (@ 'TN)=XM).
OnalJ,, = A — p et on peut accepter 1’identité
(49) A=V'V
ou V' : C*(T*(M) ® T(M)) — X(M) est I’adjoint formel de V : X(M) —
C(T*(M)® T(M))
Vo, X)p2 = (¢, VX)p2
e C(T" M) T(M)), X e X(M).

Naturellement, on peut démontrer (49) d’une maniere directe ou on peut le
déduire de A? = (V?)" V¢ pour ¢ = 1,. De plus Ricy(X,Y) = g(pX,Y) et
donc

H(E), (X, X) = f gAX —pX, X) dv, =
M
= (AX, X)L2 - f Ricy(X, X) dv, =
M

=(VX, VX)) — f Ricy(X, X) dv,
M
et la formule (46) est démontré. Puis J,,, = Ay — 2p implique, de la méme
maniere, la formule (47). La démonstration de la formule (48) est un peu

plus compliquée. On part de J;,, = 2 A — Ay et alors

H(EL (X0 = [ {26@XX0 - g0uX. 30} v =

M
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:2f||VX||2dvg—fg(AHX,X)dvg
M M

IVXIP = > &(VEX, Vi X).
pr)
On pose w = X” (et donc w* = X). Alors

g(Ve X, Ej) = (VE,-U))E]‘ >

et

VEiX = Zn: [(VE,C‘))E/] Ej >

J=1

IVXIP =" ¢| Y [(VEwE] E;. Y [(ViEw)E] Ei| =
k

i

J
=> [(VE,.(u)E,~]2 = Vol
i.j

parce que, pour chaque forme bilinéaire B sa norme est donnée localement
par

IBIP = )" B(Ei, E))”.

ij=1
Maintenant on veut utiliser les identités (o comme d’abord w = X)

(50) IVXIl = [[Vell,

1
(5D Vol = 5 lldol* + 1 ILxgll

L
2
(52) ld*wll* = (div X)*.
Ici Lxg est la derivée de Lie de g. On a

g(AnX, X) = g (A1), X) = (A1) (X) = )" e(X, E) (Aw)E; =
= Zw(E,-) (AW E; = g(A\w, w) = f gddw+dd w, w),
; M

fg(AHX,X)dvg:f{llda)||2+||d*a)||2} dv,
M M

ou

(53) f g(ApX,X) dv, = f {Ildwll® + (div X)*} dv,
M M
et (en appliquant (50)-(52)) on obtient la formule (48). Q.e.d.
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Maintenant nous allons démontrer le Théoréme 2. L’instrument crucial
est la décomposition de Hodge-de Rham
(54) QM) ={weQ' M) :dw=0}a {df : feC”(M)}

orthogonale par rapport au produit scalaire L? sur les formes de degré 1. La
formule (54) implique immédiatement

(55) X(M) = {X € X(M) : div(X) = 0} @ {Vf : f € C(M)}.

La décomposition (55) est invariante par Ay. En effet si X € X(M) est un
champ de vecteurs tangents 2 M avec div(X) = 0 et w = X alors d*w =
—div(X) = 0. D’autre part

g(AuX, )= g((Alw)ﬁ , ) =Aw
(.e. (ApX)" = A w) implique
div(ApX) = -d"Aw=-d" dd" +d'd)w =0

parce que d* od* = 0 et d*w = 0. Donc Ay préserve le premier terme de la
décomposition (55). Si maintenant X = Vf alors w = df et

gAu(Vf), ) = g(AdN)F, ) = Adf) = dd" df = d(Af)

ie. (AyVf) = dAf ot AyVf = V(AS), ce qui veut dire que Ay préserve
aussi le second terme de la décomposition (55). Par hypothése la variété est
d’Einstein et alors

JIM :AH—ZIO:AH—zC'I
ou [ est la trasformation identique de 7(M). Donc la décomposition (55)
est aussi invariante par I’operatéur de Jacobi. En particulier

(56) T, Vf=AgVf =2V = V(Af - 2¢f)

Soit Y € X(M) décomposé (par rapporta (55))en Y = X+V foudiv(X) = 0.
Alors

H(E)lM(Y,Y)=fg(J1MY,Y)dvg:
M

= f {81, X, X) + 8(J1, X, V) + g(J1, V£, X) + 8(J1, VL. V)} dv,.
On a J?:X € Ker(div) et J,,,Vf € VC*(M) et donc
(J1, X,V =0, (J1,Vf, X)2 = 0.
Il résulte que (par la formule (48))
H(E),, (YY) = H(E), (X, X) + H(E),,(Vf,Vf) =

1
= Ef I Lxgll* dv, + H(E)1,(Vf, V).
M
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Le premier terme est non negatif. Pour étudier le second terme on écrit

f e C™(M) = EP Eigen(A, 4,(2)

v=0

en terme de fonctions propres du Laplacien

F=2"0 AM=0, A=A f, vzl
v=0

et alors (par (56))
NVf =VAf=2cf) = ) V(Af=-2f) = ) (4, =2) Vf,
v=0 v=0

et donc les valeurs propres de J;,, sur I’espace VC*(M) sont {4, — 2¢ :
v > 1}. En conséquence H(E);, (Y,Y) > O pour chaque Y € X(M) si et
seulement si 4;(g) > 2¢. O

Exercise 4. 1) (Existence de coordonnées locales isothermes, cf. S-S. Chern, [7],
S-S. Chern & P. Hartman & A. Winter, [8]) Soit (M, g) une variété Riemannienne
de dimension 2. Montrer que pour chaque point p € M il y a un systeme de
coordonnées locales (U, x, y) tel que p € U et la métrique s’ecrit localement

g=2Fdx®dx+dy®dy)
pour quelque F' € C*(U) avec F(gq) > 0 pour chaque g € U.

i1) (Le Laplacien en coordonnées isothermes, cf. [10], p. 54) Soit (M, g) une
variété Riemanniene de dimension 2 et z = x + iy la coordonnée locale com-
plexe associée au systeme des coordonnées isothermes (U, x,y) sur M. Montrer
que I’operateur de Laplace-Beltrami (sur les fonctions) est donné par

2
200

C F 0z 07

iii) (Immersions isométriques minimales dans I’espace Euclidien, cf. [10], p.
55) Soit ¥ : M — R” une immersion isométrique d’une variété Riemannienne
2-dimensionelle dans R"”. Montrer que ¥ est minimale si et seulement si

Y
-0
0z 0z
En particulier, observer que la minimalité de M ne dépand pas de la métrique de M

mais seulement de sa structure comme variété complexe.

iv) (Immersions conformes, cf. [10], p. 57) Soit M une surface de Riemann
(i.e. une variété complexe de dimension complexe 1) et ¥ : M — R" une appli-
cation differentiable. On dit que ¥ est conforme si pour chaque coordonnée locale
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complexe z = x + iy sur M on a

0
(d‘P)a

0
(d¥) o

0 0
], gonqog;,<d?05;)=(x

Ici gg est la métrique Riemannienne canonique sur R” (la métrique Euclidienne).
Inspiré par les exercices précedents, on peut donner la définition suivante. Une
immersion ¥ : M — R” est une surface minimale dans R" si ¥ est conforme et
PY/9707 = 0.

Soit ¥ : M — R” une immersion conforme et soit g = ¥*go la métrique induite
sur M. Montrer que ¥ est une immersion isométrique de (M, g) dans (R”, go) et la
métrique induite s’écrit localement comme g = 2F{dx @ dx + dy ® dy} avec F > 0.

v) (La représentation de Weierstrass des surfaces minimales dans R3, cf. [10],
p. 57-71)

a) Soit D c C un ensemble ouvert dans le plan complexe et soit z = x + iy la
coordonnée complexe naturelle sur C. Il est clair que D est une surface de Riemann.
Soit ¥ : D — R”" une surface minimale. On définit I’application ¢ : D — C" en
posant

oY 1 (0¥ oY
=—@==—@-i—@]. D.
$(2) oz @) =3 ( it o (z)) z€
1) Montrer que I’application ¢ : D — C" est holomorphe.
2)Si¢ = (¢!, -+, ¢") alors montrer que 2 (q)j)z = 0.
3) Montrer que 3_, |¢j|2 =F #0.

b) Viceversa, si D C C est un ouvert connexe et simplement connexe et ¢ : D —
N2 .
C" est une application holomorphe telle que Z?z 1 (¢f ) =0et Z;f: 1 |¢f |2 # 0 alors
montrer que ’application ¥ : D — R” définie par

Wi(z) :Re{fz¢j(§)d§}+cj, 1<j<n,

est une surface minimale. Ici 0 € D est un point quelconque fixé et ¢/ € R,
1 < j < n, sont des constantes. L’exercise montre que pour trouver des exemples
des surfaces minimales dans R” on doit déterminer des applications ¢ : D — C"
sujets aux conditions (1)-(3) de I’exercise précédent.

¢) Soit D ¢ C un domaine et soit f,g : D — C deux fonctions telles que f est
holomorphe sur D tandis que g est méromorphe sur D. On suppose aussi que pour
chaque pole z € D de g d’ordre m, le point z est un zero de f d’ordre au moins 2m.
1) Montrer que si on pose

1 .
(57) ¢ =3 f1=g) #=3f1+). ¢ = fa.

alors I’application ¢ = (¢!, ¢%,¢%) : D — C3 est holomorphe et Z§:1(¢j)2 = 0.
De plus, montrer que toutes les applications holomorphes ¢ : D — C> avec la
proprieté Z;zl (¢/)* = 0 peuvent etre représentées sous la forme (57), avec la seule
exception du cas ¢ = 0.



42 SORIN DRAGOMIR ET MARC SORET

2) Montrer que I’application ¢ : D — C? satisfait 23:1 l¢/|> # 0 quand les
zéros de f coincident avec les poles de g et I’ordre de chaque zéro z € D de f est
précisement deux fois 1’ordre de z comme pole de g.

3) Montrer que toutes les applications holomorphes ¢ : D — C3 avec ¢* = 0 et
Z?:l (¢/)* = 0 sont données par

o’ =i¢g', ¢ =0, ¢'eOD),

ie. ' : D — C est une fonction holomorphe arbitraire. De plus, montrer que
25:1 |¢/|> # 0 if and only if ¢!(z) # O for any z € D.

d) (Le théoréme de représentation de Weierstass, cf. [10], p. 65) Soit D ¢ C un
domaine tel que (D) = 0 e soit 0 € D un point fixé. Montrer que chaque surface
minimale ¥ : D — R? peut étre représentée sous la forme

¥i(z) :Re{fz¢j(§)d§}+cj, 1<j<3,

ol ¢/ € R sont des constantes. De plus, montrer que le fonctions ¢/ sont données
par

(L2 2
¢—(2f(1 g),zf(1+g),fg),

avec f holomorphe sur D et g méromorphe sur D telles que les zeros de f et les
poles de g coincident, et I’ordre du chaque zero z € D de f est deux fois I’ordre de
z comme pole de g, ou si ¢> = 0 alors ¢*> = i¢' ot ¢' : D — C est une fonction
holomorphe arbitraire.

e) (L’application de Gauss d’une surface minimale, cf. [10], 71-83) Les ex-
ercises suivants donnent la nature des fonctions f et g dans la représentation de
Weierstrass d’une surface minimale. Soit ¥ : M — R”" une immersion minimale
conforme d’une surface de Riemann M dans R" et soit z une coordonnée locale
complexe sur M. La métrique induite g = W*g¢ s’ecrit localement g = 2F dz ® dz
avec F' > 0. Posons nous ¢ = d¥/dz. Si M estun domaine D C Calors¢ : D — C"
est bien défini et conduit a la représentation de Weierstrass. Quand M est une sur-
face de Riemann arbitraire alors ¢ est défini seulement sur le domaine U de la
carte locale utilisé. Si (V,w) est un’autre coordonée locale complexe sur M telle
que UNV # 0 et on pose ¢ = 0¥/dw, alors ¢ = (0z/0w) ¢ ol z = z(w) est
holomorphe. Ca veut dire que ¢ est bien défini au moins d’un facteur multiplicatif
complexe et donc il détermine une application

®: M- CP7', D@ =[s0)],

siz€ U c M. On appelle @ I'application de Gauss. Ici [{] est le point de 1’espace
projectif complexe de coodonnée homogéne ¢ € C" \ {0}.

1) Soit M une surface de Riemann et ¥ : M — R’ une immersion conforme.
Soit ® : M — CP"~! ’application de Gauss associée a ‘P i.e. pour chaque point
P € M on considere une carte locale complexe (U, z) sur M telle que p € U et on
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pose
oY
D(p) = [8—(17)] .
Z

Montrer que ¥ est minimale si et seulement si ® est holomorphe.
2) Avec les conventions de 1’exercise précédent, montrer que

M) € Qpa = (Wi, wal € CP™ 2 ) wi = 0)
=

i.e. 'image de I’application de Gauss d’une immersion conforme est contenue
dans la quadrique complexe Q,_» c CP" 1.

7. MORPHISMES HARMONIQUES

7.1. Régularité des morphismes harmoniques. Soit (M, g) et (N, h) deux
variétés Riemanniennes, des dimensions n et m. Une application continue
¢ : M — N est un morphisme harmonique si pour chaque fonction har-
monique locale v : Q ¢ N — Rsur (N,h)) on a A(vo ¢) = Osur U =
¢~ 1(Q) C M en sens faible i.e.

f(voqﬁ) (Ap) dve =0, Ve Cy ().
U

Proposition 4. Chaque morphisme harmonique est C* différentiable.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que pour chaque point x) € M
il y a une carte locale (€2,y*) de N, de maniere que yo = ¢(xp) € Q et
¢* = y¥op € C*(U). Sur la variété Riemannienne (N, /), autour de point y,
on peu sans doute considérer une carte locale (€2, y*) harmonique i.e. telle
que les fonctions coordonnées sont des harmoniques locales du Laplacien
A" de (N, h) (A"y* = 0 sur Q pour chaque 1 < a < m). Alors A¢® = 0 au
sens faible. Mais le Laplacien d’une variété Riemanniene est un operateur
hypoelliptique' et alors ¢® € C*™ pour chaque 1 < @ < m. Q.e.d.

7.2. Fonctions harmoniques locales avec gradient et hessien prescrits
en un point. Pour I’étude des morphismes harmoniques résultat suivant
(connu comme le lemme de Ishihara) est nécessaire.

Lemme 10. Soit (N, h) une variété Riemannienne de dimension m et y, € N.
Soit

C, Co, CaB €R, Ca,B = Cﬁa s Z Coo =0,

a=1

1Ca veut dire que Au = 0 en sens faible implique que u € C* (i.e. la distribution u est
du type fonction u(p) = fM f o dvol(g), ¢ € Cy°, pour quelque fonction f € C).
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des constantes reels donné. Pour chaque systeme des coordonnées locales
normales (Q, y") autour de Yy il existe une fonction harmonique v : QQ — R
telle que
V(}’O) =C, Va(yO) =C,, (Vavﬁ)(yO) =0
ou
ov

> Va = a F’u
aye Vg = Vg

Va = Vjo = aﬁvﬂ

Soi ¢(x) une fonction de classe C? definié pour {x € R" : |x| < R}. Pour
0 < a < 1 on pose aussi

HE($) = () — ()|
¢ M<R >R X — Y ’
gll§ = 1D @I = sup |p(x),
[x|<R
DA = 1D 61 = miax sup [ 22 o)
i=1 |x|<R axl
D*¢||F = ma
1D~¢lly I’%:Xi}g)? x,@x]( )‘
wmzw%+;%@,
2
Rv er+2 . 62¢
= ID" IR HE .
1.2 = Z; S 1Pl + 502y “(ax,-ax,-)

Soit B (respectivement B( ) I'épace du Banach des fonctions ¢ avec
lIglIX < oo (respectivement avec [|¢]|%,, < ). Le Lemme 10 résulte du

Théoreme 4. (T. Ishihara, [23])
Soit L I’opérateur différentiel doné par

n

160 = > a0

ij=1

P 6 +Za(x)—+ao(x)¢

avec a;j, a;, Ay € B(R") pour quelques 0 < a < 1 et Ry > 0. Soit les
constantes C;;, C;, Co € R, 1 < i, j < n, telles que C;j = Cj; et

Z a;;(0)C;; + Z ai(0)C; + ap(0)Co = 0
ij i
Il 'y a une solution ¢ de Lp = 0 dans un voisinage de [’origine telle que

0% B oy B
I ﬁxj(o) =Cyj, 8_xl~(0) =Ci, ¢(0)=0Co,

pour chaque 1 < i, j < n.
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Démonstration. Soit ¢(x) une fonction test telle que 0 < @(x) < 1 et
@(x) = 1 sur|x| < 1/4 et ¢(x) = O sur |x| > 1/2. Pour chaque 0 < R < Ry on
pose

T:B% — B®

a+2

To) = - f 1= o(£) 1L0© - Lo de,
[é]<R

ou J(x) est la solution fondamentale du
62¢

=0.
0x; 0x;

Lop(x) = )" a;j(0)5——
ij
Soit V I’éspace vectoriel engendré par 1, x;, x; x; (1 < i,j < n)sur R. On
pose aussi

Vi={Cy + Z Cix; + ZC,'J'X[.XJ' eV: Z(l,‘j(O)C,‘j = 0},
i ij ij
V, = {C() + ZC,’X,’ + ZCijxixj eV:
i i

> a0)Cy+ " ai(0)C; + ay(0)Co = 0},
i.j i
Soi

(58) h=Co+ ) Coxi+ Y Cyxixj€ V.
i ij

Alors
2

0°h
Loh(x) = ) aif(0)7—

iJ

= > ai(0)C;; = 0.
J ij

Pour chaque h € B(R) fixé on defini I’application linéare

A=A, :B® - BP

a+2 a+2’

A@)=h-T¢, ¢ecBY

a+2
et donc

IAGIE . < TN NIBIIE,,
ou

ITHIR,, S
IT|| = su { 2 peBY, ¢#0;.
III% ., +2

On accepte sans démonstration le résultat suivant

Lemme 11. Sia;j,a;,a € BgR) pour quelques Ry > 0 et 0 < a < 1 alorsily
a une constante C > 0 telle que ||T|| < CR.
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Maintenant on peut choisir R > 0 tel que CR* < 1 et alors (par le Lemme
11) ||T]| < 11i.e. A estune contraction. Par le théoreme des contractions il y
a une uni luti &) ’ i

que solution ¢, € B, ., de I’equation

(59) dp=h—-To.
Lemme 12. On a
I7°]]
60 = < —
(60) g — Al T |IT] A%, ,

(R)
a+2’

pour chaque h € B

Démonstration du Lemme 12. Soit h € Bgi)z. La succession {A”},>o tend
vers le point fix ¢, dans Bgi)z pour v — oco. On pose

Vo= Nh= ) (1Th v=0,
=0

et alors ||, — gbhlla ., — 0pourv — oo. Les inegalitées

s = AlE, > = Z(—l)foh ZHT%HM_
J=1 a+2
A
<mewm el e
implique
g = Al 5 <l = il + Nl = IS, <
171 = I71P)
< v — ||k
I = sl + = Wl

et donc (pour v — o0) on obtient I’inégalité (60). Q.e.d.
On revient maintenant au choix (58) du 4. Si on applique Ly au ¢, =
h — T ¢y, alors (par Loh = 0)

Lop, = —LoT ¢y, = —Lof

I€1<R

Joxr— 6)90( ) [Logn@ - Low(®) de.

Mais LyJ = ¢ i.e. f (LoJ)(x)(x)dx = ¥(0) pour chaque ¥ € C;°, et donc
(apré un changement de variable)

LoTgn() = =¢ (% ) [Loi() - Lu(0)]
et en fin

R
(61) Lop(x) =0, |x] < 1

Nous aurons besoin du
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Lemme 13. L’application linéare F : V|, — V, définie par

n az
F(h) = ¢4(0) + Z —<0> 5+ ) (O, he Vi,
ij=1 "t

est un zsomorphzsme.

On utilise maintenant le Lemme 13 pour terminer la démonstration du
Théoreme 4. Soit Cy, C;, C;; € R telles que C;; = Cj; et 3, ;a;;(0)Ci; +
2.1 ai(0)C; +ap(0)Co = 0. Alors g = Co + X, Cix; + 3, ; Cijx;x; appartient au
V,. Mais F : Vi — V, est surjectif et doncily a h € V; tel que F(h) = g.
La dérniére egalité s’ecrit

Oy 3¢h
0) =Gy,
Hxi an( ) /

De plus (par (61)) ¢, est une solution de L¢ = O dans un voisinage de
I’origine, et le Théoreme 4 est démontré.

(0) =G, ¢h(0) =Cy

Démonstration du Lemme 13. Les espaces V| e V, ont dimension finie
[onadimg V), =dimgp Vo, =d—1avecd =dimg V=1+n+nn+1)/2] et
donc il suffit de démontrer que F : V| — V, soit injectif. Soit 4 € ker(F)
1.e.

¢y 3 O _
I ax,-(o) =0, —(O) =0, ¢,(0)=0

Onah= C() + Zi C,’X,’ + Zi,j Cin,'Xj (avec C,’j = le' et Zi,j aij(o)cij = 0) et
alors

(62)

Oh 6*h
63 h0)=Cy, —(0)=C;, ———(0)=2C,;.
(63) 0) = Co Bxi() é,xiaxj() j
On a besoin du
Lemme 14. L’inégalité

|| I 2
(64) e T RZ|C|+R Z|c,,|

i,j=1
est vrais pour chaque h = Cy + Y, Cix; + Z,-,jzl Cijxix;eV.

On peut utiliser le Lemme 14 pour finir la démonstration du Lemme 13.
En applicant les equations

g T ¢y
=h-T 2 _
¢h ¢h’ (9)([ (9)6,' P
P o, h ~ 0*T oy,
(9)([ an - (9x,- axj (9x,- (9Xj ’
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au x = 0 on obtient (par (62)-(63))

oT o0’T
0=Co= (T80, 0=C= =240, 0=2C;= 7—"0)
i OX;j
Donc
Co = T0:)O)] = Sup T80 = T
oT oT
cil= |52 < sup | o) < IDT .
’T FTey
2164l = 3 1o (0)‘ P 0| < ID Tl
ek | 0x; 0

Par consequence

ICol + RZ Cil + R Z ICyl < Z — ||DVT¢h||R

i,j=1

47|
<T@l < T ”T”[|Co| RZ|C|+R22|CI,|]

i,j=1
en applicant le Lemme 14. En fin on peut choisir R > 0 tel que CR* < 1/5.
Il suit? que Cp =0,C; =0et C;; = 0. Le Lemme 13 est démontré.

Démonstration du Lemme 14. On pose

f® = 1Col +R Y ICi+ R ) ICjl

Lj

Alors
Al = sup ()] < sup (|Co| * Z Cil x| + Z il x| |xj|J
|x|<R |x|[<R
< sup [|Co| * Z Cil I + Z iyl 1 ]
|x|<R
ie.
(65) IAllg < f(R).
De meme manicre ah
IDA§ = max sup | ==(x)|.
U x<R 10X

oh
7 = C +2ZC,]x],

2Ona IT|| < 1/5 (par le Lemme 11). Si f(R) > 0 alors f(R) < 4||T||(1 = ||T|)—1f(R) est
equivalent au [|T|| > 1/5, une contradiction.
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‘ oh
(9)6'1'

oh )
R‘B—Xi‘ < RIC,| + 2R Z ICiil < 2 ().

<|Ci|+2R ) |Cjjl,
J

et donc

On arrive a la conclusion

(66) RIDAII§ < 2f(R).
En fin )
Dzh R = = 2 i
I = | ~ 5 (210
et donc
R2 271.11R
(67) 5 ID"hlly < f(R).

Par les (65)-(67)
2 R
DT IDIE < 4£(R).
g V.

D’autre part

0*h
R = R .2) =
H, (3x,» 0xj) =H,(2C;j) =0

et donc

(68) ”h”5+2 < 4[|C0| +RZ |Cil +RZZ|CU|]~
i i,j

A ce point le Lemma 14 suit de (60) et (68). Q.e.d.

7.3. Le théoreme de Fuglede-Ishihara. Dans cette section on démontre
le résultat (connu comme le théoreme de Fuglede-Ishihara) suivant

Théoreme 5. Soit (M, g) une variété Riemannienne connexe, de dimension
n, et (N, h) une variété Riemannienne de dimension m. Alors

1) Chaque morphisme harmonique ¢ : M — N est une application har-
monique et il y a une fonction continue A : M — [0, +0) telle que A* est
C*™ et
(69) g(Vo™, V¢P), = A(x)*6F, 1<a,B<m,

pour chaque point x € M et chaque systeme local de coordonnées normales
(Q, y*) sur N centré au point ¢(x) (ici ¢* = y* o @).

1) Chaque application harmonique que satisfait (69) est un morphisme
harmonique.



50 SORIN DRAGOMIR ET MARC SORET

iii) Si m > n alors il n’y a pas de morphisme harmonique ¢ : M — N
non constant.

iv)Sim>net¢ : M — N est un morphisme harmonique, alors pour
chaque point x € M avec A(x) # 0 il existe un voisanage ouvert U C M de
x tel que ¢ : U — N soit une submersion.

v) Pour chaque morphisme harmonique ¢ : M — N et chaque f € C*(N)

(70) Afod) =2 (A'f)o0.

Lemme 15. Soit ¢ : M — N une application différentiable et (Q,y") un
systeme de coordonnées locales sur N tel que U = ¢~ (Q) # 0. Alors

¢ 0"
ox' Oxi® }+

(71) Ao ¢) = (v, 0 ) {A¢“ + (12,0 9)

0P 09"
y_rr -
+8 Oxi Ox/ (V"VV) °¢
pour chaque fonction v : Q — R de classe C* et chaque systéme de coor-
données locales (x') sur U.

Maintenant on peut commencer la démonstration du Théoréme 5. Soit
ap € {1,--- ,m}unindex fixé. Soit aussi x, € M un point fixé et choisissons
un systeme des coordonnées locales normales (€2, Y*) sur N, avec centre
Yo = ¢(xp). Choisissons aussi les constantes

C(t = 6(100 ’ C(lﬁ = 07 I < a’ﬁ < m.

Pour le Lemme de Ishihara il y a une fonction harmonique v: Q ¢ N - R
tel que vo(yo) = Oaay €t (Vovp)(yo) = 0. On sait que, par rapport a un
systeme de coordonnées normales, on a ng(yo) = 0 et alors (par (71) avec

A(v o ¢)y, =0)

P 0" .
{Agb"o + (FZV 0 ¢) aij: aﬁf g”} (x0) =0

et donc ¢ est une application harmonique. Pour démontrer (69) on a besoin
du

Lemme 16. Soit ¢ : M — N un morphisme harmonique, x, € M, (U, x') et
(Q,y%) des systemes des coordonnées locales sur M et N telles que x, € U,
d(U) C Q, et (Q,y") est normale. Posons

X% = %@ ij

= o 8xfg , 1<a,B<m.

Alors
(72) X% (x0) = X" (x0)5.



APPLICATIONS ET MORPHISMES HARMONIQUES 51

De plus il y a une fonction continue 1 : M — [0, +o0) telle que /12|Q = X'

La fonction A donné par le Lemme 16 est la dilatation du morphisme
harmonique ¢.

Démonstration du Lemme 16. Soit C,5 € Ravec Cop = Cgpet Y| Coo =
0. Par le Lemme de Ishihara il existe une fonction harmonique v : Q — R
telle que

va(30) = 0, (Vavs) (o) = Cap
Alors (par (71))

" ¢B ij _
Ca’ﬁ%(x())%(x())g (x0) =0
ou
(73) D CapXP(x0) + ) Caa | X (x0) = X" (x0)] = 0.
a#f a
Soit g € {2,---,m} un indice fixé et considérons les constantes Coz € R
données par
1, a = aq,
a#EL=Cup=0, Cup=3-1, a=1,
0, autrement.
Alors (par (73))
X*%(xo) = X" (x0) = 0
ie. X''(xg) = -+ = X™(xp) et (73) devient
(74) D CapXP(x0) = 0.
a#f
En ce point on fixe deux indices a¢,By € {1,---,m} avec @y # By et on

choisit les constantes

Cap={1’ a=ap et B=p,

0, autrement.

Alors (74) implique X% (xy) = 0. En résumé, one a démontré que
X%(x0) = X" ()0, 1<a,f<m.
On pose
o' op' ..
/12 = Xll = &
Q o0xt Ox/ &

de maniere que g € C(QQ) et /lé € C*(). La contraction des indices « et
[ dans (72) donne

———— =mA;.
oxt OxJ Q
a=1
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Si (Q,y'") est un autre systeme de coordonnées locales normales avec cen-
tre yo = ¢(xo) alors on sait que la transformation des coordonnées locales
Yy =y*y!,---,y™") est une transformation orthogonale

Yi=ag’, 1<as<m, [af]eO@m),
et donc
a¢/aa¢/a ij_ a¢aa¢a ij

Lo o b T Liox gt
sur Q N Q' i.e. les fonctions Aq se rattachent et donnent une fonction con-
tinue globalement définie 4 : M — [0,+c0) (telle que Ao = Ag). Le
Lemme 16 est démontré.

Maintenant on peut finir la démonstration du Théoreme 5. 1l est clair
que (72) peut étre écrit dans la forme (69). Pour chaque point xy € M et
chaque systeme des cordonnées locales normales (€2, y*) sur N avec centre

en yp = ¢(xp) on pose
£ =
Alors (par le Lemme 16)
(75) (& &), = 2x)e”
ou (-, ), est le produit scalaire sur 7'y (M) défini par
(¢, U)g = gij(xo) fi’?j >

é‘: = fi(dxl)xo » = nj(dx])xo ’ é:’ ne T;O(M)

En particulier les covecteurs tangents {£¢ : 1 < @ < m} sont orthogo-
naux. Pour compléter la démonstration du Théoréme 5 on suppose que
m > n. Alors A(xp) = 0 (autrement les covecteurs {£* : 1 < @ < m} sont
indépendents, donc m < dimg T (M) = n, une contradiction). Il s’ensuit
que (par (69)) (V™) (x) = 0 et alors ¢* = constante.

Soit maintenant m < n et soit xo € M tel que A(xy) # 0. Par I’indépendence
des covecteurs {£&* : 1 <@ <m}ona

(04

a¢ i *
= (0) (ax) €T, (), l<a<m

ran (9(]5“( )
— X =m
g o0 o
de maniere que ¢ est une submersion sur un voisinage de xy.

Soit ¢ : M — N une application harmonique que vérifie (69). Alors (par

(71))

0" 04

y d u
A(v o @)y, = g7(x0) (Vav[;) (Vo) 5 (X0) =7 (x0) = Axo)? Z (Vava) (o)
a=1
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pour chaque v € C?(N). On sait que A"v = h%V,vg et donc (A"v)(yg) =
> (Vave) (o) (parce que h%(yy) = 6°F. On obtient donc la formule (70).
Enfin si v : Q — R est harmonique alors (par (70)) A(v o ¢)(xp) = O i.e. ¢
est un morphisme harmonique. Q.e.d.

7.4. Morphismes de I’équation de la chaleur. Le noyau de la chaleur
d’une variété Riemannienne connexe (M, g) est une function continue p™

(x,y,8) € M X M % (0, +00) — pM(x,y,1) e R
telle que p™ est C? par rapport 2 y et C! par rapport 2 ¢ et

0
(76) (8_t _ Ay) oM =0,
) fim [ peyp0) du) = g0, e M
M

pour chaque fonction bornée et continue ¢ : M — R. La convergence dans
(77) est entendue comme localement uniforme, i.e. pour chaque x € M il
existe un voisinage U C M tel que le limite (77) est uniforme sur U. Si M
est compacte une telle fonction p¥(x, y, t) existe et est unique (cf. e.g. [2]).
Pour les considérations a suivre on a besoin de rappeler le résultat suivant
(cf. I. Chavel, [9])

Théoreme 6. Soit M une variété Riemannienne compacte. Pour chaque
solution u € C*(M x R) du probleme de Dirichlet pour I’équation de la
chaleur

0
(a_guﬂxumm:ﬂm

ona
) = [ Py f dv,
M
ou py(x,y,1t) est le noyau de la chaleur sur M.

On adopte le définitions suivantes. Une application ¥ : M X (0, +c0) —
N X (0, +00) s’appelle un morphisme des equations de la chaleur st u =
Y*v = vo¥ est une solution de u,—Au = 0 pour chaque solution locale v(x, t)
de v,—A"v = 0. Puis une application ® : Mx M x(0, +c0) — NXNx(0, +c0)
est un morphisme des noyaux de la chaleur si le pullback par ® du noyau
p" de la chaleur sur N est le noyau p* de la chaleur sur M i.e. ®*p" = pM,
E. Loubeau, [28], a étudié les morphismes dee equations de la chaleurs et
des noyaux de la chaleur avec variables separées i.e.

Y(x, 1) = ((x), h(1)),  D(x,y,1) = (¢(x), p(y), h(1)),
pour quelque ¢ : M — N et quelque 4 : (0, +00) — (0, +0), et a obtenu
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Théoreme 7. (E. Loubeau, [28]) 1) L’application ¥ : M X (0, +c0) —
N X (0, +00), Y(x,1) = (¢(x), h(1)), est un morphisme des équations de la
chaleur si et seulement si ¢ : M — N est un morphisme harmonique de
dilatation constante A (et alors une submersion homothétique ou une appli-
cation constante) et h est donné par h(t) = A*t+C pour quelque C € [0, +00)
et tous t € (0, +00).

2)Si® : MXMx(0,+00) = NXNX(0, +00), D(x,y,1) = (¢(x), p(y), h(t))
est un morphisme des noyaux de la chaleur avec ¢ : M — N surjectif alors
Y : M x(0,+00) > N X (0,+00), ¥(x,1) = (¢(x), h(t)), est un morphisme
des équations de la chaleur. De plus h(t) = A°t et dim(M) = dim(N).

Démonstration. 1) On peut penser a une fonction harmonique comme
une solution de 1’équation de la chaleur qui ne dépend pas de ¢, et donc
¢ est un morphisme harmonique. Soit U C N un ensemble ouvert et f :
U x (0, +00) — R une fonction telle que (8/9t — A")f = 0. Alors (8/0t —
A)(f oY) = 0. D’autre part

d 0
(E—A)(fo‘l’):a—t(fo‘P)—A(fo‘P):

0
=hv%5§wﬂ—AUoW%:

(parce que ¢ est un morphisme harmonique, en applicant la derniere affir-
mation du Théoreme de Fuglede-Ishihara)

= W' (t) (‘3—{ ° \1') ~ (Ao =

= {(h’(t)% — /12Ah) f} oy

et donc ¥ est un morphisme des équations de la chaleur si et seulement si
K (1) = Ax)*, (x,0) € Ux(0,+c0),

i.e. W = A2 = constante. Q.e.d.

2) Soit u € C*(N x R) une solution de (9/0t — A")u = 0. Alors

0
(E_gwo%M=MmMme—mew»

D’autre part

u(n,7) = f PV(E n, D) u(€, 0) dvol(h)(é)
N
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d’ou le premier terme est

(1) fN PV (E ¢(), (D) u(€, 0) d vol(h)(é) =

0
f 5 (P (€. 00).h(0)] u€. 0) dvol @)

Puis

0
(8_t - A) (I/t e} \P)(y,t) =

0
fa_ PN $), hD)} u(€,0) dvol(h)(&)—

—[Ax fN P Bx), b)) u(f,O)dvol(h)(f)] -
(6%))

0
_ f [(E—Ax) pN(§,¢(x),h(t))] u(.0) dvol(h)(&) =
N .1

(¢ étant surjective, elle a (par le Théoreme de Federer-Morse, cf. [32])
une inverse a droite ¢ (i.e. & = @¢(Y(£))) telle que ¢ est une application
measurable au sens de Borel)

0
- [ [(__A)(pfvoq))] u(E,0) dvol(h)(®) =

ot W&y
(® étant un morphisme des noyaux de la chaleur)

ot

et donc ¥ est un morphisme des équations de la chaleur. Alors, par la
premiere partie du Théoreme de Loubeau

W(x,1) = (¢(x), 2’ +C)

0
_ f [(_ —Ay) pM] WO,y D u(E, 0) dvol(R)(E) =
N

ou ¢ est un morphisme harmonique de dilatation constante 4. On peut ob-
server imédiatement que il y a deja des limitations sur la constante C parce
que A%t +C € (0, +00) pour tous ¢ > 0 et donc on obtient C > 0 pour ¢ — 07,
Nous allons montrer que C = 0. On sait que (cf. [2])

pM(x, x,1) ~ (4mt)y™/? (uo F gt + upt® + - ‘-), t— 0",

ot m = dim(M). La derniere affirmation signifie (par définition) que

k
(78) hm o @my pM e x ) = Y up | =0, Vk=0,1,2,--

J=0
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De la méme maniere, sur la variété N
k
.1 nj2 N j
lim = [(477)"? pN(g(x), p(x), 1) = D virl [ =0, Yk =0,1,2,---
=0t T =
avec n = dim(N). En particulier, si on pose
Cl(.x, Z) = (47Tt)m/2 pM(x’ X, t) — U, b(é‘:a T) = (47TT)n/2 pN(f’ f’ T) — Vo,

alors a est continue par rapport a ¢ > 0, respectivement b est continue par
rapporta T > 0, et

lima(x,0) =0, lim b(¢ 1) =0.
Il suit que
b(p(x), At + C) = dr)"* (%t + O)"*pV(@(x), p(x), At + C) — vy =
= )" (Pt + O pM(x, x, 1) — v =
= (ry"? (21 + )" Gy ™ [aCx, 1) + o] = vo
et donc
(79) "2 [b(p(x), 't + C) + vo| = (4m)"™™2(Xt + )" [a(x,1) + uo] .
La formule (79) pour t — 0* donne
0 = C"*uy(x, x).

Si, par I’ absurde, on avait C > 0 alors uy = 0 et donc (cf. [2] pour la
derniere egalité)

0= f uo(x, x) dvy(x) = ap = Vol(M),
M
une contradiction. Il suit que C = 0 et enfin

D(x,y,1) = (), pO), 7).

Si ¢ n’est pas I’application constante alors (par le Théoréme de Fuglede-
Ishihara) on doit avoir m > ni.e. m = n + p par quelque p > 0. La formule
(79) avec C = 0 s’écrit

(80) (A" [ B(p(x), A1) + v = 11" [a(x, 1) + uo] .
Si p > 1 alors (pour t — 0* dans (80))
0 = |4I" uo(x, x),

une contradiction. Donc il faut avoir p = 0 i.e. m = n. Q.e.d.
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8. APPLICATIONS A LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE: GRAVITE ASSOCIEE A UN MODELE
SIGMA NON LINEAIRE

Les théories de Kaluza-Klein ont récemment pris de I’importance dans
la recherche d’une théorie qui prévoit 1’unification de la gravité avec les
autres forces de la nature. Dans les théories modernes de Kaluza-Klein on
commence avec le hypothese que I’espace-temps a (4 + K) dimensions. Les
K dimensions spatiales supplémentaires sont statiques et recroquevillées
dans une variété compacte de dimension non observable, typiquement de
I’ordre de la longueur de Planck.

Soit M une variété différentiable D-dimensionnelle avec D = 4 + K et
soit

{z":Mefl,2,- 4+ K)) =

= {,y" 1 ef0,1,2,3}, me{56,---,4+K}}

un systéme de coordonnées locales sur M. Supposons que M est un espace-
temps avec la métrique Lorentzienne g et on pose

9 6), I1<MN<4+K

= det R = _—, —
g € [gMN] gMN g ((9ZM BZN

Ici [gmn] ala signature (—+- - - +). Les composantes locales des applications
® : M — Bde M dans une variété différentiable compacte n-dimensionelle
B sont des champs scalaires de la théorie. Supposons aussi que B est une
variété Riemannienne avec la métrique h. Soit

{u :ae€{56,---,4+n}}
un systeme de coordonnées locales sur B et posons

o 0

O =uo®, gy =h(re, —
“e ’ (au" oub

), 5<a,b<4d+n.

Le modele que nous verrons se compose de gravité d’Einstein dans (4 + K)
dimensions couplées a un sigma-modele non-linéaire. Ca veut dire que on
considere I’action

1 R(g) 1 009 Db ek
81) Sa@®) == | |[-—2+—= ——(hg 0 )| V=gd**Z.
B1) Salg, D) ng[ > T8 aZMaZN( » o D) g

Ici Q ¢ M est un domainee relativement compact. Aussi R(g) = gV Ry
est la courbure de Ricci de (M, g) tandis que A2 est une constante donnant la
force de 1’auto-couplage (self-coupling) des champs scalaires. Il convient
de noter que I’action (81) se compose de deux parties. Le premier terme est
I’action gravitationelle habituelle (1’action de Hilbert-Einstein) sans terme
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cosmologique. Le deuxieme est liée a I’énergie de 1’application ® entre les
variétés semi-Riemanniennes (M, g) et (B, h)

Eq(®) = fg e(®) V=ad**Z

ou la densité d’énergie est
1 oD HD°
(D — MN
()= 58" 57w a7~
Ici, nous avons préféré écrire dans la langue traditionnelle de la physique,

c’est a dire en coordonnées locales, en se souvenant que les objets con-
sidérés sont en fait définis globalement e.g.

Sq:Lor(M) x C*(M,B) - R,

1 R 2
Salg,®) = 3 L [—% + - eg((D)] dv,,

g € Lor(M), @ e C”(M,B).

Soit {g}j<e € Lor(M) une variation avec 1-parametre du g, = g € Lor(M)
telle que Supp(h) € Q ou h = (0g,/0t),—9. On adopte les notations

M
o _ (ONp Y
NP ot 0 ’ NPQ ot o

ou F%P(I) et R%PQ(t) sont respectivement les symboles de Christoffel de

(hab ° (D)

gun(?) et les composantes locales de RY'. Ici V' est la connexion de Levi-
Civita de (M, g) et RY denote la courbure de V. Si f € C'(M) on pose
fiu = 0f/8ZM pour la simplicité de I’écriture. La derivée de

A _ 1A A S 14 S 1A
RBMN - rMNlB - rBN|M + FMNFBS - FBNFMS
est
5A A A =S A S A =S A S 1A
(82)  Rpyn = Uyvip = Usninr + DanUss + Uaanl s — UpnwDUis — DanDus -

Soit [¢™V] I’inverse de [gyy]. La formule de Taylor gy n(f) = gy +1 hyny +
O(t*) ensemble avec gy (1)g"* (1) = 6%, donne

g™ty = g" —th"N + O(*), WMV = g gNPhyp
Parce que

1
Ipgs (1) = 5 (gBsic + 8csiB — 8BGIs) =

1t
=I'gsg + 2 (hssic + hasis — hsas) + OF),

Vehss = hgsic — Tgghas — Tishpa »
il s’ensuit que
The(1) = ¢ (O ps (1) =
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t
=T + 3 g% (hpsic + hasip — hacis) — thyTi; + O()
et on obtient
. 1
(83) | 5 g% (Vghps + Vghgs — Vshge) .

Par conséquent I'“%P est un champ de tenseurs de type (1,2) sur M. Sa
dérivée covariante est

(84) Vsl = r?/IMB + r}ngrgs — T L5y —T erﬁlS .

Echangons les indices B et M et soustrayons I’équation résultant de 1I’équation
(84). On obtient (par (82))

(85) Vlun = Varly = Ry -
La contraction de A et B dans (85) conduit a
(86) Ryn = Vallyy — VL iy -

Si R(g) = {OR(g,)/0t}i— il suit que (par (86) en utilisant le fait que la con-
traction avec g”" commute avec la derivée covariante)
R(g) = g""Ryn — K" Ry =
=V, (gMNF,IAl./IN _ gANF%N) _ hMNRMN — VAXA _ hMNRMN
ou
(87) R(g) = div(X) - (Ricv(g) , h),
0 ) .
X=Xx'220, X4 =gy — g Tl
Aussi le produit scalaire entre de champs de tenseurs U et V de type (0, 2)
est donné par
(U, V) = g""g"UnnVeg .
Posons )
L(g) = — %@
de sorte que
1 (1 R(g)
Salg,®) = 5 f[ 2t + L(gz)] V=g, d**Z.
Q

Pour calculer {dS qo(g;, ®)/dt};—o il faut faire quelques considerations ele-
mentaires de géometrie semi-Riemannienne locale. On pose

L(g) = (9L(g)/0)=0 -

P 1 1 09 (dgun 1 1 dg
— — = —— e e —— h
at{ V=31, 2 \/—_gé?gMN{ o }IZO 2 V= gy MV

On a
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2+K
0

_ g MmN _ OMN
g= ;gMNgMN, O8N =8un, & = T,

puis

(88) AV = 5 VI .

ot =0 2
Puis encore (par (88))
£.(g) = ;MZ hun
EMN

69 2 {oe)vE), = ( oL

1
+ —-E(g)gMN)hMN V-4,
oguy 2

& {R@) V=8, = k&) VI + R@) 5 (V7R =

: {R<g) + g h>} Ve
o
©0) 2 {R@) v, = {divoo - Ricx(®), 1) + 2 (g, h>} V.
Enfin (par (88)-(89) et le lemme de Green)

d
2 —{Salg: q))}zzo =

dt
) R oL 1
= f (Ricy(g) — Rig) g, h) - + = L(9)g"" | hun ¢ dv,.
Q 2 oguny 2
Soit or
TMN = _zag—MN +gMN-£

le tenseur énergie-impulsion. Comme

g"Nenp =6y,

0= ’ (gMNgNP) -9 MNgNP + "N 5357
0gor 0gor NZPe
on a .
0g
= _gMOGNR

oL _ oL dg"’ _ 0L yp NQ _
0gun B 08" dgun B 0g"? -

(TPQ gMP gNQ iy gMN) ,

MP _N
ghe =

1
3 (Tro — Lgro) g

1
2
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et puis
0L 1 un _ 1 MP _N
_ =_T Q
agMN+2£g S Trog™ 8
0L 1 MN 1
91 + = hyn = = (T, h).
(C2Y) (6gMN 2~£8 ) MN 2( )

Donc la formule de la premiere variation (pour une variation a un 1-parametre
{gt}|t|<e) est

d 1
92) 2 7 {Salg, D)} = f(Rin(g) - ﬁ - =T, h)dv,.
t a 2

Soit (g, ®) € Lor(M) x C*(M, B) un point critique de I’action Sq i.e.
{dS o(g:, D;)/dt}=o = 0 pour chaque variation a 1-parametre de (g, ®) =
(80, Dp) supporté dans Q. En particulier {dS o(g;, ®)/dt};=o = 0 donc (par

(92))
(g) 1
93 R - —9o=-T.
(93) icy(g) > >
Enfin on peut calculer aussi Ty i.e.

1
£ = —558"N 0}, Oy (hay ),

oL 1 "
2 a b 1 a
(94) Tyy = E ®|Mq)|N ) ~ 8MN q)|p ®|Q g (hap © D).
Les équations (93) en coordonnées locales deviennent
R 1
Run — %gMN ) Tyn
et alors (par contraction avec g”", en utilisant aussi I’expression (94))
1
(95) R(g) = 3 8" @}y Of} (hay 0 ©).
Si maintenant on remplace de (95) dans (93) on obtient
1
(96) Ryn = ?(Dﬁwq)ﬁv (hap © D).

Les équations (96) sont les equations d’ Einstein du champ gravitationel.
Soit {®,}<. une variation avec 1-parametre de @y = ®. Le point (g, O) est
critique pour S o donc {dS (g, ®,)/dt},—o = 0 et (conte tenue des considera-
tion dans la section § 3 des lecons presentes)

d
0= 7 {Salg)}io = — f K (V, 7(®)) dv,
t Q
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ou V = {0D,/0t},—9 € CZ(®'TB). Donc (g, ®) est une solution de 7(®) = 0
1e.

97) ~AD* + g"N D, @ (I, 0 @) = 0.

Les équations (96)-(97) sont les équations de Euler-Lagrange du principe
variationel associé au action S .
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