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Première Partie 

EQUATIONS GENERALES 



CHAPITRE l 

Représe?tation __ analytique du mouvement d'un 

milieu continu déformable 

L'étude de la cinématique des fluides peut être entrenrise en faisant 

appel, selon les cas, soit au mode de représentation de La~ran~e, soit au mode 

de représentation d'Euler. 

A - POINT DE VUE DE LAGRANGE 

Soit 63c le domaine occupé à l'instant initial to nar un milieu continu 

en mouvement nar rapport à un repère fixe. A l'instant t, ce milieu occupe le do

maine ü3 , de telle sorte qu'à chaque point matériel Mo dans l'état nrimitif, il 

corresnond Ull point M dans l'état actuel. 

Le mouvement sera parfaitement connu si, à cha~ue instant,on connaît 

la loi 

(1) M = F (Mo' t) 
nui donne la nosition de tous les points matériels nUl constituaient le dorr.aine 

~o à l'instant to. 

si a, b, c, dési~nent les coordonnées du noint Mc, les coordonnres du 

T'oint ~1 auront Dour exnressions : 

{

X = fI (a, b, c, t) 

(1) y=f2(a,b,c.t) 

z = f3 (a, b, c, t) 

Les variables in~é.T'_e_n..?_~n_~_~s a, b, c. t sont annelées "varia"b] f'S de 

La~ran&1'e" . 



l - HYPOTHESE DE LA CONTINUITE 

L'hydrodynamique classique est fondée sur l'hypothèse de la continuité 

qu~ consiste à admettre que la fonction F (Mo , t) est continue pour toutes les 

variables, ainsi que ses dérivées partielles du premier et du second ordre, à cha

que instant)et dans tout le domaine ~o. 

Inversement, comme à chaque point M de DG il doit correspondre un seul 

point Mo de tJo ' on doi t avo~r 

(2) Mo = eï>(M ,t) 

soit : 

{

a = CP1 ( x, y, z, t) 

(2' ) b = LP~ (x, y, z, t) 

c = tf~ ( x, y, z, t) 

Nous supposons é~alement que ces fonctions sont continues, ainsi que 

leurs dérivées partielles du premier et du second ordre, à chaque instant, dans 

tout le domaine iJJ • 

Les relations (2') sont obtenues en résolvant le système (l') par rap

port à a,b,c. Pour que cette résolution donne lieu à une solution, et une seule, 

il faut et il suffit que le déterminant fonctionnel 

\):x:., Ù:L ù-x, 

D (x, z) Uo.. (:J{r (:Je, 

D = y, = 
JI;}- ~ ~-'à-

D (a, b, c) 
ùa ùtr '0e. 
()~ -:2... .~ 

û;:?. uo- 'dG 

soit différent de zero en tout point-de~c' quel que soit t. 

Pour t = ta, les relations (l') se réduisent à : 

{ 
x = a 

y = b 

z = c 

et la valeur corresnondante de D est égale à + l 

positif quel que soit t. 

il en résulte que D doit rester 

II - CONSEQUENCES DE L'HYPOTHESE DE LA CONTINUITE 

l -"si deux points matériels sont infiniment voisins à l'instant t o , 

ils le seront à tout autre instant, et réciproquement." 



En effet, si Mo et Mo' sont deux points infiniment VOlSlns a llinstant 

t o , leurs homologues à l'instant t seront définis respectivement ùar : 

M = F (Mo , t) 

M'= F (Mo', t) 

On en déduit : 

M' - M = F(M'o, t) - F(MO, t), 

ce qui montre bien -pulsque la fonction F est continue - que M' - M tend vers 

zéro en même temps que M'o - Mo. 
La réciproque résulte de l'emploi analogue de la formule (2). 

2 - "Tous les points matériels situés sur une courbe AoMoBo à l'instant 

to sont encore situés sur une courbe AME à tout autre instant". 

Le long de AoMoBo, les coordonnées a, b, c du point courant ~o sont 

des fonctions continues d'un paramètreÀ. Ce paramètre peut être, par exemnle, 

l'abscisse c'urviligne AcMo ; dans ce cas, le point Mo décrit toute la courbe 

lorsque).. varie de 0 à t t étant sa longueur. 

D'après les relations (l'), les coordonnées du point ~ deviennent lCl 

des fonct ions de ï\ et de t : 

{ 
x = fI (>', t) 

y = f2 ( À , t) 

z = f3 ( À, t) 

Aun instant donné t, ces 

paramètre variant de 0 à~, le point 

coordonnées sont uniquement fonction de A. Ce 

M se trouve bien sur une certaine courbe J';~::<. 

Les points matériels distribués à l'instant to sur la courbe Ad10Bo de

meurent donc distribués sur une courbe à chaque instant t. Cette courbe, qui se 

déforme dans le temps, est appelée "ligne fluide". 

si la ligne AoMoBo est ouverte, il en est de même de la ligne ~~E. Dans 

le cas contraire ,aux points A et B, confondus à l'instant t, il correspondrait deux 

points distincts Ac et Bo, et de ce fait la propriété N°l serait mise en défaut. De - --même, à une courbe AoMoBo fermée, il correspond une courbe ~MB constamment f2rrr.~e. 

3 - "Tous les points matériels situés sur une surface (So) à l'instant 

to se grounent encore sur une surface (S) à tout autre instant." 

Sur la surface (50), les coordonnées a, b, cd' un point 1(;0 sont des 

fonctions continues de deux paramètres indépendants À et~. Les coordonnées du 

point homolo~ue M étant alors des fonctions deA,~ et t, celui-ci se trouve a 

chaque instant t sur une surface qu'on appelle "surface fluide". 

"si la surface (So) est ouverte, il lui corresnond une surface (3) 



constamment ouverte dont le contour (C) est l'homologue du contour (Co) de (So)." 

"Si la surface (Sa) est fermée, il en sera de même de CS) à tout autre 

instant." 

4 - "Si à l'instant to une particule Mo est située à l'intérieur d'une 

surface fermée (So), elle sera à tout autre instant à l'intérieur de la surface 

fermée (S), homologue de (So1' . 

Si cette proposition n'était pas vérifiée, à un instant t l de l'inter

valle t - to. la partiCule considérée aurait percé en Pl la surface (Sl)' Les 

points matériels Ml et Pl seraient alors confondus à cet instant alors qu'ils 

étaient distincts à l'instant t o ' ce qui est impossible d'après la propriété NOl. 

Une surface fluide fermée renferme donc toujours les mêmes points ma

tériels. Il en r~sulte que la masse totale intérieure à une telle surface reste 

constante. 

Si la surface fluide considérée coincide avec la frontière (~o) du 

milieu 00à l'instant t o , son homologue (~) renfermera toutes les particules cons

tituant le milieu fluide. Ce résultat s'énonce. : "Un milieu fluide est tou,jours 

limité par la même surface matérielle." 

5 - "Deux J'ortions (A) et (B) d'un mêmé milieu fluide ne peuvent glis

ser l'une sur l'autre. Il 

En effet, s'il n'en était pas a~ns~, deux points matériels infiniment 

voisins,et situés de part et d'autre de la surface de glissement à l'instant to ) 

se retrouveraient à distance finie à l'instant t. 

De même, les chocs entre deux portions d'un milieu fluide sont ~mpos-

sibles. 

Il Y a lieu de ranpeler que les résultats que nous venons de mettre en 

évidence découlent d'une hypothèse que l'expérience ne confirme pas dans tous les 

cas. 

L'hydrodynamique classique repose cependant sur cette hypothèse. Mais 

les cas où celle-ci est mise en défaut par les constations expérimentales ont été 

répertoriés ; ils constituent un chapitre à part de la mécanique des fluides. 

III - COMPOSANTES DE LA VITESSE ET DE L'ACCELERATION 

La vitesse en un point M à l'instant t est la vitesse de la narticule 

qui passe par ce point, à cet instant. 

Comme à la particule ~, il correspond des valeurs a, b, c invariables, 

les composantes de la vitesse seront 

t: 
= iL 

d t 
~ .a..t.... V = (3 ) dt 

= ~ a t 



De même, l'accélération au point M, à l'instant t, sera définie ~ar 

ses composantes : 

0;x. \)u...- \) 
2 
'X--

ôt ~ t2. 

(4) 3'. V'lr ~~';} 
= -- () t 2-~ ôt 

't~ ô'l.ù' ô2-> 
= = ô té!. ôt 

En notations vectorielles, nous écrirons nlus simplement 

..... ~ 
V = J t 

et 

(4' ) 

IV - TRAJECTOIRES 

5 

On appelle "trajectoire", la courbe décrite nar une particule auelcon

que au cours de son mouvement. 

Les équations (l') constituent les équations nar~étriaues d~ ~a courbe 

engendrée par la particule Mo dont les cosë~onnées étaient a, b, c à l'instant ta. 

En faisant varier a, b, c,on obtient une faMille de courbes qUl cons

tituent les trajectoires de l'écoulement. 

V - EXIGENCES DE L'HYDRAULIQUE INDUSTFIE~LE 

Le mode de représentation de La~range est surtout utilisé en hydrodyna

m1que théorique pour établir des théorèmes ~énéraux, par exemple, ceux qui sont 

relatifs aux pronriétés d'une ligne fluide. 

Par contre, un tel mode de représentation n'est ~uère adapté aux eXl

~ences de l'hydraulique industrielle comme le montre l'exemple suivant. 

Soit à étudier l' é'coulement au vois inage d'un diaphragme disrosé à 

l'intérieur d'une conduite circulaire, normalement à l'axe de celle-ci. 

• t'\ 
1 -~2----~-'-----------------

c.. 
~--------------------

1 
---,...----

'----~ /' ~ / --



Chaque particule fluide ne nous intéresse que pendant le temps où 

elle se trouve dans le champ d'observation; de sorte que si l'on veut connaître 

à chaque instant la vitesse en un point remarquable, le centre du diaphragme par 

exemple, il sera nécessaire de changer de particule à chaque instant. Plus préci

sément, pour calculer la vitesse à l'instant t en un point M de coordonnées x, y, 

z, il faudra identifier la particule qui passe en M à l'instant t en calculant au 

préalable les coordonnées de cette particule à l'instant to ; ces coordonnées a, 

b, c, étant alors connues, la vitesse sera calculée au moyen des relations (3). 

Ainsi, en admettant que la résolution des équations (l') par rapport à 

a, b, c, soit possible en pratique, il n'en demeure pas moins que pour déterminer 

la vitesse en un point M à l'instant t, le processus de calcul n'est pas simple 

c'est la raison pour laquelle l'hydraulique industrielle fait appel au mode de 

représentation d'Euler. 

B - POINT DE VUE D'EULER 

En chaque point P (x, y, z) du milieu fluide, il passe à l'instant t 
~ 

une particule animée d'une vitesse V (u, v, w). Le mouvement du fluide sera par-

faitement connu si l'on arrive à établir la loi 
-+ -:> 

V = V ( P , t ) 

de laquelle on peut tirer les trois fonctions 

{

u = u (x, y, z, t) 

(5') v=v(x,y,z,t) 

w = w (x, y, z, t) 

Les variables indénendantes x, y, z, t sont appelées "variables d'Euler". ----""-------
l - HYPOTHESE DE LA CONTINUITE 

On montre aisément que l'hypothèse de la continuité, énoncée à propos 

du mode de représentation de Lagrange, se traduit ici de la manière suivante : 

"La fonction 1 (p , ~) est continue ainsi que ses dérivées partielles 

du prenller ordre, à chaque instant et en tout point du domaine d'observation." 

II - COMPOSANTES DE L'ACCELERATION 

Proposons nous de calculer, à l'instant t, l'accélération en un noint 

P (x, y, z). A cet instant, il nasse nar P une particule fluide animée d'une 
~ 

vitesse V (u, v, w). 

A l'instant t + dt, cette narticule se trouvera, sur sa trajectoire, 

au point Pl de coordonnées 

x + u.dt y + v.dt , z + w.dt 

Les relations (5') étant valables en n'imnorte quel point, à tout ins--tant, la particule considérée sera animée à l'instant t +dt d'une vitesse VI , de 



composantes 

{ ===:=:~==~~~~===~~~==~=~~~:==~~~~~ 
qui s'écrivent encore 

~:~=~=:=~=~=~=~==~~~===~~=~~~~ 
Ainsi, en désignant par 

du = ul - u dv = VI - v dv = VI - v 

les composantes de l'accroissement géométrique de la vitesse entre les instants t 

et t + dt, on a, d'après la définition même de l'accélération: 

soit 

(6) 

~x du =-dt 

Yx = u.~ + 

= u • .d.:t + ch 
Oz = u .ël~ + 

'dX 

v dv ay =dt 

và.Y+w.h!+ihL 
'dy ·;h. ~t 

v~.Y + wh + h 
'd)' 'd% dt 

v.~+ w.~+ dW 
7J'j ;j%. Jt 

Yz = dv 
dt 

Ces expressions sont continues d'après nos hypothèses • 
. __ ._-_._._---- ._---------.. 

Les cozr.posantes )'x, 'll'y, 'lI'z, sont obtenues à partir des fonctions u, v, v, aux-

quelles on ap~lique l'opérateur : 

D = u • ...L + v.À.. + w.~ + ~ 
Dt ~x d'Y a:z. ~t 

qU1 symbolise une dérivée particulière - appelée dérivée totale par rapport à t

pour laquelle les accroissements dx, dy, dz sont liés à l'accroissement dt par 

les relations : dx = u.dt dy = v.dt dz = v.dt • 

Cet opérateur pourra être appliqué à toute ~randeur dépendant de x, y, 

z, t, la pression par exemple. 

III - EXPRESSION VECTORIELLE DE L'ACCELERATION 

Le vecteur accélération, exprimé à partir de ses composantes, s'écrit -- - -= .L-. ~ ~ + t· '(3- -+ -R )')-

7. ( V. :y:1 u.) + T Cv. ~ ~) --'0V 
t --ot. 



~~.-. ri""'":'>- ~ ~ ~ ~ 
A. (B.C) = ~A.B}.C + (C"AJ-,\B , 

on a encore : 
-" ----» ~ 
~ = (grad u 1\ i 

+ u.gracf u + 

----s> ~ ~ -"")-' + grad vI\. ,j + grad wl\.k "V 
--'> 

v.graèf v + w.graa W + ~ , 

IV - LIGNES DE COURANT - TUBES DE COURANT 

On appelle "li~e de courant" une courbe, tracée dansltu)à l'instant t, 

ayant la propriété d'être tangente en chacun de ses points au vecteur vitesse. 

Deux lignes de courant ne peuvent se couper, sinon le vecteur vitesse 

aurait deux directions différentes au point de rencontre. 
---+ 

Si dx, dy, dz dési~ent les composantes d'un élément MM' de la ligne 

de courant issue de M (x, y, z) à l'instant t, on doit avoir 

dx 

u(x,y,z,t) 

= __ d::.y~_ 
v(x,y,z,t) 

= dz (8) 
w(x,y,z,t) 

Ces équations, dans lesquelles t doit être considéré comme une constante) 

sont les équations différentielles des lignes de courant • leur intégrale générale 

s'écrit: 

Les lignes de courant constituent donc une famille de courbes à deux 

paraoètres Cl ' C2' 

En ~énéral, les lignes de courant se déforment dans le temps 

ne coincident do~c pas avec les trajectoires. 

elles 

On appelle "tube de courant" la surface tubulaire engendrée par les 

lignes de courant qui s'appuient sur une courbe arbitraire fe~ée (C) tracée dans 

le fluide à l'instant t. 

Si le contour (C) délimite une aire infiniment petite, le tube de 

courant correspondant s'appelle "filet de courant". 

v - MOUVEMENT PERMANENT 

Le mouvement est dit permanent si, en chaque point t1 (x,y,z), la vit~sse 

reste constante en ~randeur et en direction. Les composantes u, v, W, sont alors 

indépendantes de t et les li~nes de courant ne se déforment plus dans le temps. Fn 

un point quelconque d'une tra5ectoire, la vitesse garde tou.iours la direction 



qu'elle avait lorsque la particule qui décrit la trajectoire passait par ce 

point ; le vecteur vitesse est donc constamment tangent à la tra.iectoire, tout 

le long de celle-ci. Il en résulte que les trajectoires coincident avec les 

lignes de courant en régime permanent. 

VI - PASSAGE DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION DE LAGRANGE 

AUX EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION D'EULER. 

Les fonctions : 

t
x = f l (a,b,c,t) 

y = f 2 (a,b,c,t) 

z = f3 (a,b,c,t) 
(l' ) 

étant supposées connues, on en déduit immédiatement les composantes de la vitesse, 

soient : 

u = ~ [fl (a,b,c,t)l = hl (a,b,c,t) 

v = ft l f2 (a,b.c,t)]= h2 (a,b,c,t) 

w = ft lf3 (a,b,c,t)1 = h3 (a,b,c,t) 

Pour aVOlr les équations du mouvement dans le mode de renrésentation 

d'Euler, il suffit d'exprimer a, b, c, en fonction de x, y, z, t, à condition, 

évidemment, Que l'on ait nu résoudre le système (l') par rapport à a, b, c. 

VII - PASSAGE DES EQUATIONS DU MOUVD1ENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION D'EULER 

AUX EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE MODE DE REPRESENTATION DE LAGRANGE 

Soit M (x,y,z) la position actuelle d'une particule matérielle Quel

conque. De l'instant t à l'instant t + dt, elle subit sur sa trajectoire un dé--placement MM' défini par 

.-0;" 
MM' t

dX = u (x,y,z,t).dt 

dy = v (x,y,z,t).dt 

dz = w (x,y,z,t).dt 

Pour avoir les équations paramétriques des trajectoires, on doit alors 

résoudre le système différentiel suivant : 

dx 
dt = u (x,y,z,t) 

~~ = v (x,y,z,t) 

èz. _ ( ) 'dt - w x,y,z~t 



.-10 

x, y, z étant des fonctions de t. 

La r~solution d'un tel système est toujours possible, du moins théo

riquement, puisque d'après nos hypothèses les fonctions u (x,y,z,t), v (x,y,z,t), 

v (x,y,z,t) sont des fonctions continues de x,y,z,t. 

Son intégrale générale dépend de trois constantes Cl' C2t C3 que l'on 

détermine en tenant compte des conditions initiales, soient : 

VIII - EXEMPLE 

Soitàétudier le mouvement défini par les relations 

:1 
( u = - K 

) v = K 

x~ + y2. 

x 

Lv · o 
K étant une constante. 

Remarquons tout d'abord que les fonctions u, v, w, sont des fonctions 

continues en tout point de l'espace, l'origine exceptée. 

Par ailleurs, comme les fonctions u, v, ne dépendent pas de z et comme 

west nul, l'écoulement présente une symétrie cylindrique d'axe oz. 

Enfin, u, v, w ne contenant pas la variable t, le mouvement est per

manent. Les lignes de courant et les trajectoires, alors confondues, auront pour 

équations 

- x.dx = y.dy 

En intégrant, il vient 

2 2 
x + Y = Cl 

dz = 0 

z = C 2 

On reconnait les équations d'une famille de cercles perpendiculaires 

à l'axe oz et centrés sur celui-ci. 

Pour déterminer le sens dans lequel sont décrits ces cercles, il est 

tout indiqué de calculer les composantes de la vitesse en coordonnées polaires. 

On trouve immédiatement 

) V~ = ~ 
l. Vr = 0 



-fi 

ce qui montre que ces cercles sont décrits dans le sens trigonométrique ou dans 

le sens inverse selon que la constante K est positiTe ou né~ative. 

Remarquons encore que la vitesse demeurant constante le long d'un 

même cercle, l'écouleaent presente également une symétrie de révolution autour 

de l'axe oz. 

Les composantes du vecteur accélération, calculées au moyen des rela

tions (6), ont pour expressions 

'tx = ~. x -
rit 

" K2. Z-ay = -
rit-

Yz = 0 

L'ensemble de ces trois relations est équivalente à la relation vecto-

rielle 

Ce résultat aurait d'ailleurs pu être écrit directement nuisque le 

mouvement étant circulaire et uniforme, l'accélération, centripède, a bien nour 

module : v2 
= r r3 

La/relation vectorielle (6') aurait nermlS également d'Rrriver à ce 

résultat: nour cela on aurait démontré tout d'abord que Rot V = n dans tout 

l'es~ace, l'ori~ine ~~~~pti~. 

Pour établir les éouations du mouvement dans le mode de renrésenta~ion 

de Lagran~e, nous aurons l'avantage, ici, à passer par l'intermédiaire des coor

dcnnées polaires. 

Soient ro =Va2 + b2 c90 = Arc t~ ~ , les coordonnées d'une narti-

cule Mo à l'instant to. A l'instant t, cette particule occupera une position ~ 

définie par : ) e-= 

cr= 



En coordonnées cartésiennes, on ... . ... ecrlra .. 

l 
x = ro' cos t 8"0 + !:! ) 

r02 

y = ro· sln ( ffo + K.t ) 
? 0 
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CHAPITRE II 

GENERALITES SUR LES FLUIDES 

l - Propriété caractéristique 

Les corps n' tlyant pas de forme propre sont communément appelés "fluides") 

même soumis à l'action de très faibles forces, ils sont susceptibles de subir d'im

portantes déformations. Mais cette propriété ne suffit pas pour caractériser un 

fluide: il faut en outre qu'à l'intérieur de celui-ci, les forces de frottement 

qui s'exercent entre deux particules contiguës s'annulent quand elles cessent 

d'être en mouvement relatif l'une par rapport à l'autre. Autrement dit, un fluide 

est caractérisé par l'abscence de frottement statique (*). Les corps à l'état li

quide ou à l'état gazeux possèdent ces propriétés. 

Les liquides épousent la forme du récipient qui les contient, mais 

conservent un volume pratiquement invariable ; il faut exercer des efforts cons~'

dérables pour diminuer le volume d'un liquide de quantités très faibles. 

A ce propos, si~nalons que contrairement à ce que l'on croît ~énérale

ment, il n'est pas impossible d'augmenter le vol'L~e de certaine fluides en exercant 

des tractions sur ceux-~i. En particulier, Hunter ROUSE a montré que l'eau pure 

peut subir des tractions de l'ordre de 30 K~/cm2. Mais là, encore, les accroisse

ments de volume correspondants demeurent très faibles. 

Lorsqu'un liquide contenu dans un vase se trouve au repos, sa surface 

libre constitue un plan horizontal. En effet, s'il n'en était pas ainsi une parti

cule quelconque située sur la surface libre glisserait le long de celle-ci puisque 

aucune force de frottement ne la retiendrait, ce qui ne peut avoir lieu puisque par 

hypothèse le fluide est au renos. 

==================================================================================== 

(*) Cette propriété fondamentale est à l'origine du non "frottement li
quide" donné à toute catégorie de frottements qui s'annulent en même temps que la 
vitesse. (Déplacement de charges électriques à l'intérieur d'un corps conducteur 
par exemple). On réserve le nom de "frottement solide" à toute catégorie de frotte
ment qui subsistent à l'état statique. (Equilibre d'une brique sur un plan incliné, 
par exemple). 



Cette remarque permet de faire la distinction entre un liquide très 

visqueux et un solide à l'état pateux ; jeté sans précaution dans un récipient, 

le premier nrésente au bout d'un temps nlus ou moins lon~, une surface libre 

horizontale, tandis que le second, placé dans les mêmes conditions, ne présen

tera jamais cet aspect, quelle que soit la durée de l'observation. 

Les gaz, à l'inverse des liquides sont expensibles, en ce sens qu'ils 

occupent toujours la totalité du volume qui leur est offert. D'autre part, ils 

sont facilement compressibles; il n'est pas nécessaire d'exercer des efforts 

considérables pour obtenir de grandes variations de volume. 

Les résultats que nous établirons dans ce cours n'intéressent que les 

fluides. Ils ne pourront en aucun cas être utilisés pour traiter les nroblèmes 

relatifs à l'écoulement d'un asphalte ou d'un sable, même si les ~rains qui le 

constituent sont extrêmement fins. 

Enfin, nous nous limiterons à l'étude des fluides isotropes. 

II - PRESSION EN UN POINT SITUE A L'INTERIEUR D'UN FLUIDE 

Considérons une surface arbitraire, immatérielle (S) tracée dans le 

fluide à l'instant t, et parta~eant celui-ci en deux portions (I) et (II). 

La portion (II) peut être considérée 

comme libre à condition d'adjoindre 

aux forces qui lui sont directement 

appliquées, les forces de liaison que 

la portion (1) exerce sur la portion (II) 

à travers la surface (S). 

En un noint M d'un élément d8 de (8), 

menons la demi-normale ri à l'élément, 
-"/ 

diri~ée de (1) vers (II) ; la force de liaison dF que la portion (1) exerce sur 

la portion (II) à travers dS étant l'ordre de grandeur de l'aire de cet élément, 

on peut écrire : 
~ -'? 
dF = p.d8 

Le vecteur;o , d'origine M, s'annelle la pression en ~ relative à la 

direction 
~ ~ ,. 
n ; à prl.orl l' an~le el... qu'il forme avec n peut nrendre n lmnorte 

auelle valeur. 

Les différentes apnelations de t suivant les valeurs de <d- sont 

- une presslon normale, si ol = 0 



- une preSS1on, si oI..<~ 

- un effort tangentiel, si c:J... = 1J 
- une tension, si ~ {0I.. "TT 

- une tension normale, si c:J...= TI 

Il résulte de la définition du vecteur 
-";1 
P , que celui-ci dépend, 

à chaque instant, du point M considéré et de l'orientation de la demi-normale n~ i 

on doit donc l'écrire 

(10) 
-") -? -? 
P = P (M, n, t) 

Remarquons que d'après le ~ostulat de l'égalité de l'action et de la 

réaction, on doit avoir : 

(11) 
-/ '-? -? -7 
P (r~, n, t) = - n (M, - n, t) 

Pronosons-nous maintenant de démontrer qu'au point M (x, y, z), le 

vecteur -: (M. ~ t) relatif à une direction quelconque y(" (c:I...,fJ, '(), est narfai

tement déterminé lorsqu'on connait, en ce même noint les trois vecteurs 
-., ~ -";1 ~ -";1-:;> 
p (M, i, t) p (M, ,i, t) '0 (M, k, t). 

Pour cela, con!oiciérons le petit tétraèdre MABC, appelé tétraèdre de 

Cauchy, de sommet M, et dont les arêtes sont narallèles aux axes. 

_\ 0( 

n l'~ 

Le fluide contenu à l'intérieur 

de ce tétraèdre peut être considéré 

comme libre, à condition d'ad,ioin

dre aux forces ~ui lui sont direc

tement anpliquées, les forces de 

liaison oue le milieu ambiant exerce 

sur celui-ci par l'interrn0diaire des 

quatre faces ABC, C~E, AW:', RIA. 

Si dS désigne l'aire (ABC) de la 

base du tétrapdre. les aires des 

trois autres faces ont 'Pour valeurs, 

d'anres le théorème de la 'Oro.i ection d'une a1re nlane : 

(CMB) =o(.dS ( AMC) = j?J. dS (BYtA) =)(. dS 

--+ 
étant les cosinus directeurs de la normale ~~~',abaissép. du sorn~et sur la 

base. 

D'autre nart, désignons nar 

Xx, Yx ' Zx, les comnosantes du vecteur 

Xy, Yy , Zy, les composa~tes du vecteur 

- -" '0 (!1, i, t) 
-P ~ 
P (~, ,1, t) 



....,. .-, 
Xz , Yz ' Zz, les composantes du vecteur p (M, k, t) 

et soient enfin 
..., -"!f 

Px, Py ' Pz, les composantes du vecteur u (M, n, t) 

au point M, et relatif à la direction ~ 

P~, Py' P~, les composantes du vecteur p (M', ri, t) 

au point M', et relatif à la même direction If. 

Avec ces notations, les composantes suivant Ox des forces de liaison 

exercées par le milieu ambiant sur la base et les trois faces du tétraèdre sont 

- p~ • dS Xy .(3. dS Xz .". dS 

La relation fondamentale de la mécanique uro.jetée sur l'axe Ox fournit 

alors la relation : 

X. dm - p~. dS + Xx. oC • dS + Xy.~. dS + Xz.)(. dS = dm.~x 

qUl s'écrit encore 

dm, X et t x désümant respectivement la masse du fluide contenu à l'intérieur du 
-::> 

tétraèdre élémentaire, la composante suivant Ox de la résultante F des forces di-

rectement appliquées à l'unité de masse du fluide, et la composante suivant Ox de 
-:> 

l'accélération ~au noint M. 

dm 
dS tend 

-::> 
En faisant tendre M' vers M suivant la normale n (d...,~, ){)) le rapoort 

.-. ~ 
vers zéro,u' tend vers u , de sorte qu'à la limite. il vient: 

Px = d..... X +;':>. x., + ~. Xz x . 
-:;> ~ 

Les autres comnosantes du vecteur u (M, n. t) s'obtenant par permuta-

tion cirCulaire, on a finalement : 

ce qUl s'écrit, sous forme matricielle: 

= • 



Nous allons montrer que les neufs composantes Xx' Yx ' ZX' ~, ••••• 

qui caractérisent la répartition de la pression autour du point M (x, y, z) ne 

sont pas toutes indénendantes. Pour cela, nous ferons anpel au théorème des mo

ments cinétiques apnliqué à tout le fluide contenu à l'intérieur d'un parallélé

pipède rectan~le élémentaire dont les côtés, de lon~ueurs dx, dy, dz, sont paral

lèles aux axes de coordonnées. 

(;' 
1~---"" 

Parmi les forces extérieures qui sollicitent ce fluide, nous distin-
-"' ..... 

~uerons les forces massiques (fe)m et les forces de surface (fe)s : l'éQuation 

qui exprime le théorème des moments cinétiaues neut alors être écrite de la ma-

nière suivante 

_ ;;L t -? L t -7 ...... t -;:> 
(12) ~ E M(a) dm.V = M(A) (fe)m + ~ H(~) (fe\ 

Les deux premiers termes de cette égalité sont des infiniment petits 

du quatrième ordre, tandis que le dernier n'est qu'un infiniment petit du troi-

sième ordre. 

Aussi, la relation (12) se réduit-elle simplement à 

Choisissons tout d'abord comme axe fixe (A), un axe parallèle à Oz, 

diri~é dans le même sens ~ue celui-ci, et nassant par le centre de ~ravité 



M (x, y, z) du parallélépipède consid;:;ré. Commençons :p~r ~VRll'pY.' 1", somme des 

moments, par rapport à (6), des forces de liaison que le milieu ambiant exerce 

sur le fluide contenu à l'intérieur du parallélépipède. 

Les composantes de la force qui sollicite la face (1), perpeRdicu

laire à l'axe Ox, et d'abscisse x - ~ , ont pour expressions: 

Xx 
aXx dx ) . dy. dz - ()x 2 

Yx 
èYx dx ) . dy. dz - '\)X 2 

( 
èZx dx ). dy. dz Z --x ôx 2 

Le moment, par rapport à (à), de la première de ces composantes est 

nul car celle-ci coupe l'axe. Le troisième, parallèle à l'axe, donne é~alement 

lieu à un moment nul. Quant à la seconde, elle a pour moment : 

_ (y _ ayx dx) dx. dy. dz 
x ûx' 2' 2 

le Sl.gne "moins" provenant du fait que nous convenons de compter positivement 

les moments qui ont tendance à créer des rotations s'effectuant dans le sens 

tri~onométrique. Les composantes de la force qUl. sollicite la face (1), perpen-
dx diculaire à l'axe Ox, et d'abscisse x + ~ , ont pour expressions 

( Xx + aXx dx ) . dy. dz - ~x 2 

( Yx 
+ àYx dx ) . dy. dz - '\:X 2 

( Zx 
dZX dx ) . dy. dz - + --
~x 2 

Ici les signes "moins" sont dûs au fait C!ue, puisque l'on recherche 

l'action des forces extérieures, la face (l') doit être orientée selon une demi-

normale diri~ée dans le sens opposé à Ox. 

Le moment de cette force, là encore é~al à celui de sa comnosante 

suivant Oy, a :pour sa valeur 

ay 
_(y +-.J: 

X ~x 
dx) dx. dy.~ 
2' 2 

L'ensemble des faces (1) et (l') donne lieu à un moment résultant 

- Yx' dx. dy. dz 

On montrerait de la même façon que la somme des moments des forces 

~U1 sollicitent les faces (2) et (2') nerpendiculaires à Oy, est égal à : 

xy. dx. dy. dz 



Bafin~ comme les forces qui s'exercent sur les faces (3) et (3') 

perpendiculaires à Oz passent par l'axe (6)~ le moment de celles-ci est nul. 

La somme des moments, par rapport à (à), des forces qui s'exercent 

sur le parallélépipède a donc pour expression 

- Yx + Xy ). d.x. dy. dz 

Or, nous avons déjà démontré que celle-ci est nulle 

alors la première des trois é~alités suivantes : 

on en déduit 

les deux autres s'obtenant immédiatement par permutation circulaire. 

Le tableau dans leouel fi~urent les composantes qui caractérisent la 

répartition de la pression autour d'un point est donc symétrique par rapport à 

sa première dia~onale. Afin de simplifier l'écriture, on pose habituellement 

Xx = NI Xy = Yx = T3 
Yy = N2 Yz = Zy = Tl 

Zz = N3 Zx = Xz = T2 

NI' N2 , N3 étant des composantes normales, 

Tl' T2 • T3 des composantes tan9:entielles ou encore de "cisaillement". 

Avec ces notations~dûes à Lamé, la pression s'exerçant sur un élément 

de surface, qui entoure un point M, et dont l'orientation est définie nar sa 

demi-normale; (0( ,0, 't) a donc pour composantes : 

Px NI T3 T2 oC.. 

(13) Py = T3 N2 Tl ;3 

Pz T2 Tl rI3 il 
" 



.zo 

La trace Nl + N2 + N
3 

de la matrice des pressions est un invariant 

quelle que soit l'orientation des axes: on pose alors: 

Nl + N2 + N3 = 3 p' 

La quantité p' ainsi définie, dont la valeur ne dépend que du point 

considéré s'appelle "le scalaire de pression au point M." 

Dans un fluide au repos, le vecteur '1 est une pression ou une ten

sion normale puisque, d'après la propriété caractéristique des fluides, les 

actions tangentielles sont nulles à l'état statique. 

Avec les notations précédentes, on a alors 

et par suite : 

Par ailleurs, si maintenant p dési~e la valeur al~ébrique du vecteur 

p, comptée positivement suivant la direction~, on a aussi 

Px = 0(. P 

On en déduit par identification 

NI = N2 = N3 = P 

Ces égalités, valables quel que soit? , montrent que dans un fluide 

au repos, la pression, normale à la surface sur laquelle elle s'exerce, a une 

valeur indépendante de l'orientation de cette surface. 

Dans ces conditions, on neut alors écrire: 
~-"J 

p '" P ( M , t ) 

Remar~·...;.~:1S que le scalaire de nression p' s'identifie à n dans le 

cas d'un fluide au repos. 

III - QUADRIQUE DIRECTRICE DES PRESSIONS 

La composante normale de le preSS10n en un noint M quelconque a pour 

express10n 

nn = Cl(. Px + 0. py + )5 • n z 

soit, d'anrès l'égalité (13) 

Cette quantité est positive, négative ou nulle selon que 

pression, une tension ou un effort tangentiel. 

-;) 

Tl est une 

Afin d'étudier comment varie Pn lorsque la direction ~)var~e, nortons 



~ 

sui vant Mn la longueur: 

l 
Mm = ---

V! Pn 

en retenant le s~gne + ou le s~gne -

suivant que Pn est positif ou négatif. 

En désignant par x, y, z les coordonnées du pdint m par ranport aux 

axes M, x, y, z, d'origine M, parallèles aux axes fixes, on a : 

(16) 

d...= x 
Mm = x \f! Pn 

Dans ces conditions, l'égalité (14) devient 

soit 

<l> (x, y, z) = : 1 

Le point m est donc situé sur une surface du second degré (Q), de 

centre ,~, annelée "quadrique directrice des nressions" en ce point. 

si la fonction 4? (x, y, z) est, sauf à l'ori~ine, différente de zéro 

quels que soient x, y, z, c'est-à-dire S1 Pn est différent de zéro suivant toutes 

les directions issues de M, la auadrique (~) est une ellipsoïde. Si cette fonction 
.. -est positive, Pn est positif nuelle nue soit la d1rect10n Mn et p est une pression; 

si cette fonction est négative, il en est de même de Pn et t est une tension. 

Dans le cas où la fonction èP (x, y, z) ne garde pas un signe constant, 

le cône des directions asymptotiques, d'équation ~ (x, y, z) = 0, divise l'espace 

en deux régions : celle des pressions et celle des tensions : les génératrices de 
-+ 

ce cône définissent les directions pour lesquelles p est un effort tan~entiel. 

L'énuation (13'), prise successivement avec ses deux si~nes,renrésente alors deux 

hynerboloïdes con.;ugués. 

Les paramètres directeurs : 

(~~-) 
d'Y m 

de la no~ale ~, à la Quadrinue (Q) sont proportionnels aux COMPosantes du vecteur 

~: ce vecteur est donc normal li la Quadriaue au Tloint TI: défini par la direction 
--> ~. ~ 
t~n. Comme Tlar ailleurs la pro'; ect ion de n SU1 vant n, FI 'l"\our valeur : 

(\~) P = + -n -
l 

M.m2 



1 
1 

1 
1 

n' 4 
1 on voit que la distribution du vecteur 

p pour toutes les directions issues de M 

est parfaitement définie par la quadrique 

directrice des pressions attachée au point 

M. 

Si la direction rt est confondue avec 

l'un des axes de symétrie de la quatrique, 

~à la même direction; il existe donc, en chaque point M d'un milieu continu, trois 

éléments nlans, perpendiculaires deux à deux, sur lesquels s'exercent des pressions 

ou tensions normales 1C 1 ,t{" ,\l,1) ,appelées "pressions principlles". 

les axes de la quadrique 

MX, MY,MZ suivant lesquels sont diri~ées les pressions principales, sont les direc~ 

tions principales au point considéré. 

Si maintenant, on choisit M, X, Y, Z, comme système d'axes de coordonnée' 

l'équation de la quadrique se réduit à 

rel. X2 + 'X
2

• y2 + )(3. Z2 = + l 

IV - MASSE VOLUMIQUE EN UN POINT D'UN FLUIDE 

Considérons, à l'intérieur d'un fluide, une surface fermée très netite 

entourant le point M (x, y, z). A l'instant t, le volume ~v délimité par cette 

surface renferme une petite quantité de matière ,de masse t. m. 

Par définition. la masse volumique ~ au point M, à l'instant t, est la 

limite du rapport : Am 
~v 

lorsque Av tend vers zérof*) 

Son équaticn de dimensions est nar conséquent 

- 3 = !-1 • L 

Puisque la masse vol~ique dépend, à chaque instant, des coordonnées 

x, Y. z, du point M, nous écrirons : 

~ = ~ ( M , t) = ~ ( x, y, z, t) 
=================================================================================== 

(.;) Nous admettons ici aue le fluide est un milieu continu puisaue nous sUP
posons oue tout volume, si petit soit-il, contient de la matière. Il est alors bien 
évident que la théorie qui repose sur une telle hypothèse ne pourra être d'aucun 
secours pour expliquer les phénomènes qui trouvent leur ori~ine dans le fait que 
la matière a une structure ~ranulaire. Par contre, à l'échelle macroscopique, cettp 
théorie rend compte des phénomènes observés avec une précision incomparablement su-· 
périeure à celle des instruments de mesure. 



Par ailleurs, les expériences faites sur des fluides au repos montrent 
d. que pour un fluide donné, la masse volumique en un point ne dépend que la tempéra-

ture et de la pression en ce point. 

En un point quelconque d'un fluide au repos, la masse volumique e , la 

pression p et la température T, vérifient donc à tout instant une relation de la 

forme : 

(18) F (~, p, T) = 0 

appelée "équation caractéristique" ou encore "équation ë. "état" du fluide. 

Par exemple, un ~az parfait satisfait à la loi : 

p. v = R. T, 

v désignant le volume occupé par la masse molaire M du ~az considéré, R étant la 

constante des gaz parfaits, dont la valeur dans le système M.K.S.A. est 

R = 8,315 Joule / Mole. degré 

L'équation d'état des gaz parfaits est donc 

(19) ~ = ~ P 
T 

ou bien 

(19' ) ~ = ~o· 
p ~ ~ 

Po T 

~o étant la masse volumique du ~az lorsque la température To et la pres-

sion Po sont normales. 

Pour l'air, la valeur numérique de ~o est 

~o = 1,293 unités M.K.S.A. 

Dans le cas d'un fluide en mouvement, l'équation d'état sous sa forme 

(11) ne peut être retenue puisque la pression en un point dépend de l'orientation 

de la surface sur laquelle elle s'exerce. Nous verrons cependant que cette équa

tion demeure valable pour un fluide en mouvement à condition d'y remplacer p par 

"la press~on caractéristique P." 

v - POIDS VOLUMIQUE EN UN POINT D'UN FLUIDE 

En chaque point M d'un fluide, on définit le poids volumioue ~ comme 

la limite du rapport 

n,v 

quand ~v tend vers zéro, P étant le poids du fluide contenu à l'intérieur d'un 

volume~Vqui entoure le point M. 

L'équation de dimensions d'un poidS volumioue est par conséauent 

Comme 6 P = n m • tz, le poids volumiouew et la masse voluminue F en 

un point t·1 sont liés 'Dar la relation : 
u..> = ~. (l 



g d~8igDant l'accélération de la ~esanteur du point M. 

VI - COMPRESSIBILITE DES FWIDES 

Soit p, la masse volumique d'une particule fluide Mo Nous savons que 

c'est une fonction bien définie de la température T et du scalaire de pression 

que nous désignerons désormais par la lettre P. 
A des accroissements dT et dp de la température et de la pression de 

cette particule, il correspondra un accroissement de la masse volumique : 

do = af. dp + af dT 
r ~p ;p 

Dans le cas particulier d'une transformation isothermique, cette rela-

tion se réduit simplement à : 

do = aï d'P ,- àp -

ce que l'on écrit habituellement 

(22) !S: 
~ = K.r. d'P. 

La quantité K.r = ~ . ~ , ainsi introduite, s'appelle "la compressibi

lité isothermiQue" du fluide considéré. 

Si maintenant, on admet que pendant la transformation, la particule 

fluide M n'a pasQchangé de chaleur avec le milieu extérieur, la variation de la 

temoérature sera liée à la variation de pression par une relation déduite des lois 

de la thermodynamique. 

La masse volumique ne dépendant plus que de p , on écrira alors 

§' ., l" dp \? -- ~C'" - , 

Kc désilUlant "la. ~:u ... ,~re55ibilité adiabatioue" du fluide. 

Soit v, le volume occu'Oé par la particule fluide à l'instant t. A des 
1 

accroissements dT et du de la température et de la pression, il correspond un 

accroiss~ent de volume d'v tel que 

(24) 

La variation relative du volume occupé par une partiCule fluide s'ex

~rl~era donc 'Oar l'une ou l'autre des relations: 

(22' ) 

(23' ) 

dv = _ Y"T • dp , 
v 

dv v = - Kc • d'O , 

suivant que la transformation s'effectue à température constante ou à chaleur 



constante. 

Comme A une augmentation de pression, il correspond toujours une di

minution de volume, les compresibilités KT et KC sont essentiellement positive: 

Les relations (22') et (23') montrent d'autre pe.rt que ~ et Kc sont d'autant plus 

~rands que le fluide est plus élastique, c'est-A-dire, plus facile à comprimer. 

Les inverses des oompressibilités isothermiQues et adiabatiques : 

1 Er-- et 
1 = --

Ktr 
sont appelés respectivement "module d'Young isothermique" et "module d'Younp; adia

batique." 

pression 

Les compressibilités ~ et Kc ont les dimensions de l'inverse d'une 

leur équation de dimensions est donc : 

[ K J = M - 1. L. T2 

Les modules d'Young ET et Ec, homop;ènes à des pressions, ont pour 

équation de dimensions : 

[E) = M. L-l • T-2 

Pour l'eau, dans les conditions habituelles de température et de pres

sion, Ktr et Kc différent assez peu l'un de l'autre; leur valeur moyenne est sen-

siblement 
1 2 

K = 20.000 cm /~ = 

L'eau, comme d'ailleurs tous les liq~ides, est donc très peu compres

siblejaussi, dans la plupart des applications industrielles, nous né~ligEranscette 

compressibilité~ La masse volumique ~ ne dépendra plus alors Que de la temnéra

ture ~ et encore ses variations sont-elles très faibles co~me le rrontre l~ tableau 

(r) qui donne,pour l'eau, à la pression normale,les valeurs de la masse volul""ioue 

correspondant à diverses températures e exprimées en de~ré celsius. 

On peut donc admettre que J'lour un lir]uide, la masse volUJ"'iaue dernet:~'e 

constante en chacun de ses points et cela à tout instant : o~ dit alors at:'il 

constitue un fluide isovolume. 

La masse volumique de l'eau passe nar un maXl.mum nour 'C" = ;.. cr;. n'r a 

alors, pour cette temPérature, et à la pression normale: = ri 

=================================================================================== 
• Ce n'est que pour l'étude des couns de bélier Que nous aurons à ~rendre 

en compte la compressibilité de l'eau, parce que le nhénomène est nrécisément dû 
aux propriétés élastiques de celle-ci. 



et par .uite 
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Pour lee gaz, les compressibilités KT et Kc ne sont plus né~ligeables ; 

en outre, elles diffèreBt sensiblement l'une de l'autre. 

Par exemple, dans le cas d'un gaz parfait on peut écrire, d'après l'é

quation caractéristique (19) 

~. ~ _ dT 
~ P T 

Si la compression s'effectue à température constante, on a simplement 

~*~ 
~ P 

La compressibilité isothermique et le module d 'Youn~ isothermique d'_un 

~az parfait ont donc respectivement, pour express~ons : 

l !Gr =-p et E.r = p 

Si la compression s'effectue à chaleur constante et s~, en outre, la 

transformation est réversible, on démontre en thermodynamique que pour une masse 

d 
.. . . '6' V' .. onnee M de gaz parfa~t, le produ~t p • v reste constant, 0 etant le ~apPort 

des chaleurs spécifiques du ~az à pression constante et à volume constant, v étant 

le volume occupé par la masse M lorsque la pression est P. 

On en déduit 
-)( 

p 0 ~ = cte 

~ -.J.--. dp 
~ - 5'.n° 

Les expressions de l~ compressibilité et du module d'Youn~ isentroni

ques d'un gaz parfait ~ont donc 

Kc= 
l 

~on 
et EC = ~o P 

Pour l'air,le rapport ~ = __ C_ est sensiblement égal à 1,41 ; à la 
c 

press~on atmosnhérioue normale sa compressibilité isentronique a alors nour valeur: 

Kc= l 
1;41 . -=-1-, 0::-::3~3 

_ l 2 
- 1,457cm /KJz. = 

A condition de considérer que des petites compressions à chaleur cons

tante autour de la pression atmosphérique normale, on peut donc dire que l'air est 



à peu près 13 700 fois plus élastique que l'eau. 

VII - DEBIT MASSIQUE - DEBIT VOLUMIQUE 

Nous nous proposons de rechercher l'expression de la masse matérielle 

qu~ traverse pendant le temps dt, dans un sens déterminé, une cloison immobile 

( L) dessinée dans un milieu fluide en mouvement (:f) 

Auparavant, nous calculerons ces quantités dans le cas d'une surface 

élémentaire dl. entourant un point quelconque M du flui1e ; -soit V le vecteur vitesse en ce 

point à l'instant t. Commençons par 

orienter la surface d( en choisissant 

comme demi-normale positive Mn, celle 

qui fait un an~le a~gu avec le vec

teur vitesse. 

A partir de dL comme base, construi

sons)dans le sens opposé à celui de la vitesse, le cylindre ( r ) en~endré par un 

se~ent PQ, ~e 10n~eur V dt, parallèle au vecteur vitesse, et dont l'ori~ine P 

décrit le contour (C) de dE. Les particules fluides qui traversent la surface 

d 1: pendant le temps dt sont évidemment celles qui sont contenues à l'intérieur 

de ce cylindre (r). Or, ce cylindre a pour volume : 

dh étant sa hauteur. 

Comme dh est la proj ection de PQ. sur la direction de la normale à d r. , 
on a : dh = V • dt • cos e 
et nar suite - -d

3
n = (V • n). dL.. dt 

La masse matérielle attachée à ce volume est 

~ ..... 
d3m = (~V • n). d ~. dt 

~ étant la masse volumique du fluide au point ~~ et à l' inst&Ilt t. 

La masse matérielle qui traverse la surface dL dans le sens de la 

demi-normale Mn' onposée à Mn, é~ale à - d3m, a pour expression 
-) -) 

- ( ~ V • n). d! • dt 

================================================================================= 
l*) Nous dési~nerons dorénavant nar (E), une surface i~mobile disnosée dans 

un fluide 1en mouvement: la lettre (S) étant réservée nour dési~ner une surface 
fluide. 
================================================================================= 

~~ La notation symbolique d3!1ranpelle simolement nue le volune élémen

taire considéré est un infiniment netit du troisième ordre. 



Boit 
-, .-::> 

( f V • n'). dL. dt 

La masse fluide qui traverse pendant le temps dt, dans le sens de sa 

demi-normale positive,une surface élémentaire)orientée d'une façon quelconque, 
-? 

est donc égale, dans tous les cas, au produit par dt du flux du vecteur pV à 

travers cette surface orientée. 

Passons maintenant au cas d'une surface finie orientable (l:); la masse 

matérielle qui traverse cette surface dans un sens déterminé est évidemment égale 

à la somme algébrique des masses matérielles qui traversent chacun des éléments 

qui la compose. Pendant le temps dt, cette masse aura alors pour expression: 

dm = dt';; 

ce qui s'écrit: 

dm=~. 

en posant 

~=A 
s'appelle le débit -

dt 

--51 
(r- V 

~ 

d~ • n). 

massique à travers 

du vecteur ~ V à travers cette surface. 

(27' ) 

(27") 

la surface orientée (~); c'est le flux 

D'après la relation (27'), on voit ~ue Om représenterait la masse maté

rielle qui traverserait la surface (~) pendant l'unité de temps si les conditions 

d'écoulement existant à l'instant t n'étaient pas modifiées dans le temps. 

Dans le cas d'un mouvement permanent, Qm mesure alors effectivement la 

masse fluide qui traverse la surface (L) pendant l'unité de temps. 

O,uant au volwne fluide oui traverse la surface (2:) pendant le temps 

dt, il a pour expression 

. (1; .... oj) -"') 

dn= dt. (V • n). dI: (28) 

soit encore : 
/.,I[ 

d.n.= Q • dt (28' ) 

en posant ..... 
=Jh 

-> 
Q (V • n). dL (28") 

Q s'appelle le débit volumique à travers la surface orientée (L.) ~ c'est le flux 

du vecteur vitesse à travers cette surface. (*) 

Dans le cas d'un fluide isovolume, le débit mass~oue Om est lié au débit 

VOlumétrique Q par la relation 

&t\ En hydraulique industrielle, on appelle simnlement "débit" ce que nous appelons 
ici "débit volumique". 



VIII - EQUATIONS DE CONTINUITE 

Nous allons exprimer analytiquement le principe de la conversation de 

la masse, d'abord dans le système de variables de Lagrange, puis dans le système 

de variables d'Euler. 

a) - Equation de continuité dans le mode de représentation de Lagrange 

Considérons à l'intérieur d'un fluide en mouvement, une surface fermée 

quelconque (S). Comme une telle surface renferme tou.j our~ les mêmes particules, 

la masse m du fluide situé à l'intérieur de (S) conserve la même valeur quel que 

soit t. 

Or à l'instant t o ' cette masse s'exprime par l'inté~rale 

~o Yo . da • db • dc 

~o étant la masse volumique au point Mo (a, b, c) situé à l'intérieur 

du volume (~) délimité par (S) à cet instant. 

A un instant t quelconque, cette même masse m s'exprime par l'inté~rale: 

ln \'. <lx • dy • dz 

~ étant la masse volumique au point M (x, y, z) situé à l'intérieur 

du volume (il) délimité par (s) à cet instant. 

on obtient 

soit 

On a donc la relation : 

J!1 ~. <lx • dy • dz = Â ~ 0 • da • db • dc 

En effectuant dans la première intégrale le chan~ement de variables 

x = f (a, b, c, t) y = fZ. (a,b,c,t) z = h (a, b, c, t) , 

D = D 
D 

Comme 

ln. ~. D • da • db • dc =JlLfo. da • db • dc 
o 

l'A" (~.D - \'0). da • db • dc = 0 

(x ,y, z) ". .. . ( ) 
( b ) etant le Jacoblen de la transformatlon 30. 
a, ,c 

le volume (no) est arbitraire. et comme l'expression (~D - fo) 

est continue par hypothèse, on a nécessairement (~D - fo) = 0 en tout point du 

fluide et à chaque instant. 

D'où l'équation de continuité 

r. D = Po 
Dans le cas d'un fluide isovolume, on a plus simplement 

(3Î) D = l 



b) - Equation de continuité dans le mode de représentation d'Euler. 

COnsidérons une surt'ace fermée immobile ([), dessinée dans le fluide 

à l'instant t. Pour établir l'équation de continuité, nous éTaluerons de deux 

manières différentes l'accroissement dm, durant le temps dt , de la masse fluide 

contenue à l'intérieur de (L ). 

~d on passe de l'instant t à l'instant t + dt, la masse contenue à 

l'intérieur d'un élément de volume do. passe de d~ .d.n. à (~+ *' .dt). d.o. -> 
augmentagt ainsi de : 

~ • dt. d.n. 

On a alors immédiatement une première expression de l'accroissement 

cherché 
dm=dt.J ai dt • dA 

Or, cet accroissement est égal à la masse totale de fluide qUl pénètre 

à l'intérieur de (E') pendant le temns dt on peut donc écrire aussi 

. fi - -7 
_':> dm = dt~ (~V. n'). dE 

n' désignant le vecteur unitaire porté par la normale intérieure à (~). 

(a) 

-':> En désignant par n le vecteur unitaire porté par la normale extérieure 

à (L). il vient : 
~ -4 

dm =-dt.fr. (~V • n). dL 

soit d'après la formule d'OSTOGRADSKI 
((( -7 

dm=-dt.~n.. (div~V).d..n. (b) 

En rapprochant les exnresslons (a) et (b) oui donnent la valeur de dm,on 

obtient 

et nar suite 

nuisnue le volume (~) est absolument nuelconQue. 
1 -

Si le mouvement est permanent, l'éQuation de continuité se réduit à 
...... 

div ~V = 0 (32' ) 

qUl expr1me que le vecteur ~ est à flux conservatif ~ toutes les sections d'un 

même tube de courant sont alors traversées par le même débit massique ~.aue l'on 

appelle par conséquent "débit massique de ce tube de courant". 

Dans le cas d'un fluide isovolume. il vient simplement 
-+ 

div V = 0 

ce qUl exor1me que le vecteur vitesse est à flux conservatif, et cela Que le mou

vement soit permanent ou non; toutes les sections d'un même tube de courant sont 

alors traversées par le même débit volumique et par le même débit masslque Qm, 



lesquels sont a'P'Pelés respectivement "débit volwnétrique" et débit massique de 

ce tube de courant ". 

IX - ANALYSE DES FORCES QUI SOLLICITENT ~SYS~~_MA~ERIEL 

L'expérience montre que toutes les forces Que l'on est amené à conSl

dérer, de quelque nature qu'elles soient - forces de ~ravité, forces de contact, 

forces électrostatiques ••• - résultent to~;ours .d'actions réciproques entre deux 

éléments. Autrement dit, on a remarqué que Sl un élément' el a!2:i t sur un élément 
~ --..,::. 

e2 avec une force f 2 ,1' l'élément e2 a~it sur l'élément el avec une force f l ,2 
--":) .. ..... 

égale et opposée à f 2 1 ; cette constatatlon a permlS a Newton d'énoncer le 'Pos-, 
tulat de l'égalité de l'action et de la réaction (~). 

Ceci étant rappelé, considérons un systeme matériel auelconaue, limité 

par une surface donnée (S) ; parmi les forces aui sollicitent chacun des éléments 

constituant ce systeme, nous distinguerons 
-? 

- les forces intérieures fi qui résultent de l'action réciproaue de 

deux éléments faisant partie du systeme: d'anrès ce ~ui précede, le systeme de 

forces intérieures est constitué par un ensemble de forces opposees deux à deux. 
~ 

- les forces extérieures fe qui résultent de l'action réciproque d'une 

particule faisant partie du systeme et d'une narticule extérieure à celui-ci ~ ces 

forces n'apparaissent qu'une seule fois dans le système. 

D'apres l'axiome fondamental de la dynamiaue, on doit aVOlr à chaaue 

instant, et pour chaaue particule d'un système en mouvement, prise individuellement: 
- -'7 -? -/ 

t· + f = dm. )( 
1 e -=; 

dm étant la masse de la particule considérée,~ son accélération à l'instant t. 

En faisant la somme ~éométrique de toutes les forces agissant sur les 

masses du systeme. on obtient alors : 
--3 ~ -'" 

l: ( fi + fe ) =2::dm.'t 
soit 

puisaue 

===================================z============================================== 
(*) Ce postulat semble être mis en défaut en électroma~étisme à nronos des actions 
réciproques entre un élément de courant et un aimant. Cela provient du fait que la 
notion de champ ma~étique créé par un courant élémentaire ne représente aucune ré
alité physiaue ; la loi élémentaire de Laplace doit être considérée seulement comme 
outil de calcul qui ne donne des résultats en accord avec l'expérience que lorsque 
l'on considere tous les éléments qui constituent un circuit fe~é. 



Les forces intérieures n'interviennent donc pas dans l'équation du 
mouvement du système. 

Néanmoins, il ne faudrait pas conClure de là que l'on peut toujours 

onérer comme si les forces intérieures n'existaient pas. En particulier, on omet

~rait une erreur grossière ne tenant pas compte de ces forces dans l'évolution du 

travail des forces qui agissent sur un système en mOUTement. En effet, bien que 

les forces intérieures soient égales et opposées deux à deux, la somme de leurs 

travaux n'est pas nulle lorsqu'il y a déformation. 

Parmi les forces extérieures qui agissent sur les éléments d'un système, 

nous distinguerons encore : 
--..., 

- les forces de surface (f~ qui résultent de l'action de contact entre 

les particules très voisines, situées de part et d'autre de la surface (S) qui dé

limite l'espace occupé par les particules du système considéré 
~ 

- les force de masse (fe}m qui sont liées à l'existence du champ de 

forces créé nar l'ensemble des masses extérieures. 

Chaque élément dS de la surface (S) est donc le siège d'une foree de 

contact, ou force de liaison. qui s'exprime par : 

~ 

~ étant le vecteur preSSlon en un noint M de dS, et relatif à la demi-normale 

intérieure à (S). 

D'autre part, chaque élément de volume dndu système est sollicité par 
--" 

une force (fe)m' $lénéralement proportionnelle à la masse dm de cet élément, et que 

l'on écrit par conséquent: 
~ -"J 

(fe)m = F • dm 
-') 

F étant la force nar unité de masse. 

Comnte tenu des relayions (34) et (35), l'équation du mouvement du sys

tème devient : 

11 - +JJJ~ 7. =$ 
-. 

P • dS dm '(f • dm 

soit 

1 
..... 
~ 

.-" ....., 
P • dS ~ . (F - ~). dn.= 0 (36) 

(..n..) étant le volume délimité par la surface (S). 

Les chamns de forces que nous 

aUl. en ~énéral, dérivent d'un potentiel 

serons amenés à considérer sont des chamns 

scalaire U ; on pourra alors poser : 
~ ~ 

F = ~ad U 

Par exe~le, pour un fluide soumis uniquement aux forces de pesanteur, 



-l'cxrression de Fest -
.,.;) 

F = - g 
--:> 
k (::<8 ) 

k étant le vecteur unitaire porté par un axe vertical ascendant. 

On vérifie immédiatement que : 
-.;J 

Rot F = 0 

ce qui prouve que le champ de la pesanteur dérive bien d'un potentiel scalaire. 

L'expression de ce potentiel de forces est ici : 

U = - ~ . h + C 

h désignant la cote du point considéré. 

En ~énéral, on ne s'embarasse pas de la constante C. En effet, celle

Cl ne ';oue aucun rôle puisque la fonction U n'intervient que par l'intermédiaire 

de ses dérivées. 

x - VISCOSITE DES FLUIDES ISOVOLUMES 

Ima~inons, à l'intérieur d'une masse fluide indéfinie au repos, d~ux 

plaques pcrallèles indéfinies (p) et (p'), sépar~es par une distance h très netite 

(~). La plaq~e (p) étant maintenue immobile, faisons ~lisser la plaque (p') sur 

1 .... ... - ..-., S ,-e le-meme. a la vltesse constante Vo ' ous 1 lnfluence des forces de frottement. 

les partiCules fluides qui sont au contact du plan (p') sont alors mises en mou

vement. Ces particules entraînent à leur tour les nartjr.ules voisines ~t ainsi de 

suite. 

Le mouvement qui prend alnSl naissance est un mouvement à symétrie 

cylindri~ue, les plans de symétrie étant les plans, perpendiculaires aux deux 
~ 

plaques (p), (p') et parallèles à la directicn de la "itesse Vo. 

================================================================================== 

(*) La ralson pour laquelle la distance h doit être netite, annaraîtra au moment 

où l'on abordera le chapitre intitulé "Les régimes h;rdrauliaul':s". 



SOi t yoz l'un de ces plans, que nous prendrons pour plan de la figuft. 

Avec le système dl axes ainsi choisi, les cOllPOsantes de la Titesse en 

un point quelconque du fluide en mouvement sont 

l' r:: ~ (y, z, t) 

(v = 0 

Au bout d'un temps plus ou moins long, le llOUVeJIlent devient permanent. 

A ce moment-là, v n'est plus fonction que de y et z. 

Mais l'équation de continuité 

~+~+~=O 
dX "dY c}z 

montre en outre que v n'est pas fonction de y • 

Dans tous les plans perpendiculaires à la direction du mouvement, on 

retrouve la même loi de distribution des vitesses. Dans ces conditions, on dit que 

le ré~ime est uniforme. 

Un !,lan (S), parallèle aux deux plaques (p) et (p'), partage le fluide 

en deux portions (1) et (II). L'action que le fluide (1) exerce sur le fluide (II) 

à travers un élément dS de ce plan est ..-. ~ 

dF = p • dS 

Cette force dF est inclinée en arrière par rapport à la demi-normale 

TIositive ~, !,uis~ue les particules situées au-dessous du plan (S), plus lentes 

Que celles qui se trouvent au-dessus de ce plan, exercent sur ces dernières un 
-" 

effort de frein~e. Le vecteur pression admet donc une composante tangentielle T 
. ~ 

dont la direction est oTInosée à celle de la v1tesse V • Or, il est naturel d'ad-

~ettre que cette comTIosan~e tan~entielle est d'autant plus grande que la vitesse 
--. . ....., 
V varie plus'u

,,: (:er:le:1t dans la direction de la dem1-normale Mn ; Newton a.dmet 
, . .• dV •• qu elle est pronort10nnelle au gra.d1ent de v1tesse ~ dans cette d1rect1on. 

Comnte tenu du fait que pour - ~~ ) 0, la direction de ~ est opnosée 

à celle de V, il pose alors: ---'" T = ~ . dV 
dn 

7 ét~t le coefficient de proportionnalité qui dépend de la nature du fluide ~t 

des unités choisies. Oni'appelle "coefficient de viscosité" du fluide. 

L'hynothèse de Newton se justifie par ses conséquences. 

Le coefficient de viscosité 7 a pour équation de dimension 

[ ? l = '-!. L - 1 . T- l 



L'unité du système C.C.S •• 'appelle "la poise". 

L'unité du système M.K.S.A. est alors équivalente à IO po~ses. 

Celle du système M.~.S. à 98,1 poises. 

3S 

L'expérience montre que la viscosité d'un fluide donné dénend:~ sa 

température et de sa ~ression. Pour l'eau, l'influence de la température est par

ticulièrement importante, ainsi que le montre la courbe ci-jointe. 

A la température normale et à la pression rormale, on admettra comme 

valeur a~proximative de la viscosité de l'eau: 

? = 0,01 poise 

soit 

? = 0,001 unité M.K.S.A. 

Nous verrons que dans les équations du mouvement des fluides, le coef-

ficient de viscosité 7 n'intervient jamais seul, mais qu'il est tou.i ours associé 

à la masse volumique p dans le rapport Vi • Il est alors commode de poser : 

'1 
v = - (41) 

~.. ., , " .. Ce nouveau coeff~c~ent y ap~ele coeff~c~ent 

e 

de viscosité cinématiaue" 

a pour éauation de dimension 

(v J :: L2 • T-l 

L'unité du système C.G.S. s'appelle "le stockes". 

Les unités du système M.K.S.A. et M.Kp.S., égales entre-elles, sont 

alors équivalentes à IO stockes. 

La viscosité cinémati~ue de l'eau à la température ordinaire et sous 

la pression normale a approximativement pour valeur : 

valeur : 

v = 0,01 = 0,01 stocke 
l 

En hydraulique industrielle, nous nréférons retenir pour celle-ci, la 

v = 10- 6 m2/S 

XI - NOTION DE FLUIDE PARFAIT 

On appelle "fluide parfait" un fluide hyoothétiaue riont la viscosité 

serait nulle. 

La notion de fluide parfait est très utile parce nue les écoulements 

de tels fluides sont susceptibles d'être résolus par voie analytinue. 

Par contre, cette notion est dangereuse parce que le mouvement d'un 

fluide parfait ne donne pas forcément une idée exacte du mouvement d'un fluide 

réel, même si la viscosité de celui-ci est extrêment faible. 



Varlablon du coeff ie ient de Vi5cosilé einémalique de l'eau. 
en fonction de la température. 
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CHAPITRE III 

ANALYSE DU MOUVEMENT ELEMENTAIRE 

D'UNE PARTICULE FLUIDE 

l - DECOMPOSITION DU MOUVEMENT : 

Considérons une particule fluide entourant un noint A(x, y, z) ; pen

dant le temps dt, la position, l'orientation, et la forme de celle-ci sont modifiées 

Afin d'analyser le processus par lequel s'onèrent ces modifications. nous 
- --

allons étudier l'évolution, durant le temps dt, du vecteur A~ = t, M étant un roint 

quelconque de la particule considérée. 

Soient : {l ' ~ , ~3' les composantes 

de ce vecteur; u, v, w, les composantes 

de la vitesse au point A à l'instant t ; 

u', v', w', celles de la vitesse au point 

M au même instant. D'après l'hypothèse de 

la continuité, selon laquelle les fonctions 

u, v, w, de x, y, z, t sont continues ainsi 

que leurs dérivées nartielles du premier 

ordre, on peut écrire : 

A l'instant t + dt, le point matériel A vient occuper une nosition dont 

les coordonnées sont 

A' Fz::::: 
+ w • dt 

Au même instant, le point M', hOMolovue du noint ~, ~ no ur ~oordonnées 



de sorte que· les composantes du vecteur A'Mt sont -l '-1 + <*11 + ~.'I.2 + ~.~). 
A'M' -

On peut alors écrire 

--'!t 

~l CA 'M') . x 
----'l» 

~2 CA 'M') • ,. 
--""'" 

CA 'M' )Z ~3 

ou bien encore : 

ÂtM? = Ai! + T 

~ 
dX 

~ - av - dX 

~ ax 

~ ax 
+ ;)v 

ax 
~ 
JX 

. Ait • 

~ a,. 
av 
ay 
av 
dY 

dt, 

dU 
dZ 

av 
az 
av 
Jz 

~ 
~,. 

~v 
ay 
~ 
dY 

dt 

ê)u ~-i dZ 
.ay ~! n 
av 

~~ dZ 

(42) 

• dt 

dési~ant la matrice Jacobienne du système des trois fonctions u, v, v. Appelons 

ti,j l'élément général de t; , et considérons les matrices li:. et') ayant respecti ve

ment pour élément général 

1 1 
aij = ~ (tij - t,ji) Sij = ~ (tij + tji) 

On a, e, dési~ant la trans"Oosée de ~ : 

et par suite : 

~ = Jt+ ') 
La matrlce tê peut dOl1c être conaidérée comme la somme d'une matrice 

antisymétrique .il et d'une matrice symétrique'). 

0n écrira alors : 
-9 

(A + s) • 
~ 

(43) T . AM • dt = AM • dt , 

avec 

r 0 
1 (du _ dV ) 1 (du _ dV ) 

2 ~y ax "2 dZ dX 

Jt l t 
(d'V _ au) 0 1: (av _ ~) 

= ax Jy 2 dZ dy 

(av _ au) 1 (av _ ;}V) 0 
Jx dZ 2 è}y az 



et 

Px 1 (au + dV) 1 (au + av) 
2 ay ax "2 az ax 

j 1 (av + au) av 1 (av + av) = 2 2 ax ay ay a z ay 

1 (av + au) 1 (av + av) av 
"2 ax dZ "2 ay a Z az 

Interprétons tout d'abord la transformation linéaire A. Le ~ecteur 
1 

.... 1 -g • "2 Rot V, de composantes 

s'appelle 

1 (av dV) 
w1 = 2" dy - fi 
w2 = 1:. (dU _ av) 

2 dZ ax 
w3 = 1:. (av _ au) 

2 ax ay 

"le vecteur tourbillon au point Ali. 

Avec ces notations, on a plus simplement 

AM - r- ~3 
- w3 W2 t 

~ 

A. 0 -w1 t~ 
-W2 W1 0 t ~ 
\ l w, • e 3 - w3. b 1 

= W3.1(.1 - W1· ~3 

Wl· ~2 - w2· QI 

Dans cette 

produit vectoriel du 

dernière expression, nous reconnaissons immédiatement le 
-? ~,. . 

vecteur tourbillon n par le vecteur AM ; nous ecrlrons alors 
----f -- ~ A. AM= nA. AM (44) 

Passons maintenant à l'étude de la transformation linéaire S. Afin de 

simplifier l'écriture, nous poserons: 

au l (a", + av) 
El =rx P:l = -2 ay a Z 

av l (au + av) E:2 =- ~2 = -~y 2 dZ ax 
3w l (dv + dU) E:3 =- P:3 = -az 2 ax dy 

On a ainsi 

--s. A.~ = 

r' E: P;3 1r2 ~l 1 

l 
l 

P;3 E: 2 P:l ~2 

P:2 P;1 t: 3 ~3 

[ 
t: 1 • el + P:3·~2 + 

g2·
e 31 

1r3·~1 + E:2·~2 + P:l.~~ 
P:2· el + P:l'~2 + E3· e3 

) 



Comme à toute transformation linéaire s,rmétrique (S), il est possible 
-"> ~ ~ 

d'attacher une forme quadratique F ~) - ~ S ct), nous introduirons ici la 

fonction : 

Cette fonction, telle que 

~ 1 ~ s. AM - 2 . grau F (45' ) 
est appelée "fonction de 4éfWWLtion". 

Compte tenu des égalités (42), (43), (44) et (45'), on peut alors écrire 

en définitive : 

termes qui 

obtient en 

, 

~.-.~ ~l~ 
A'M' = AM+ (.n. dt A AM) + 2. grad F. dt (46) 

Proposons-nous maintenant de rechercher la signification des différents 

composent cette égalité vectorielle~ 
~ - ( ~)' ., Le vecteur AMl = AM + .a. dt /\ AM est m&nl.f'estement celul. que 1 on 

faisant subir à Aiila rotation élémentaire définie par le vecteurti.dt. 

Comme d'après la formule (46), le vecteur 
- - 1 ~ ~ = AMl + 2. grad F.dt est équivalent 

à ~', on peut considérer que les opéra-

~-, ll.dt 
M tions par lesquelles on peut amener le 

vecteur A ~ sur le vecteur w., se com

nosent : 

par le vecteur W ---+ 
= V.dt. 

1°) d'une rotation élémentaire définie -nar le vecteur fi. dt 

2°) d'une transformation élémentaire carac-
,., 1 ~F terlsee par e vecteur graa .dt, et 'lUE 

l'on appelle "la déformation pure". 

3°) d'une translation élémentaire définie 

.... -COmme les vecteurs V etctsont attachés au noint A, la translation élé-

mentaire ainsi que la rotation élémentaire sont identiques pour tous les points de 

la narticule infiniment netite considérée. Tout se passe donc, pour ces deux trans

formations, comme si la partiCule se trouvait rigidifiée. 
. ~,~ 

Parml les trois transformations qui permettent de passer de AM a A'~1, 

deux d'entre elles - la translation et la rotation - n'introduisent aucune défor

mation : aussi, il est bien évident que la troisième de ces transformations est 

nécessairement celle qui donne lieu à une déformation. 
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La relation (46) est susceptible d'être mise sous une forme permettant 

d'exprimer d'une f~oD un peu dif~rente les r~sultats qui viennent d'être étabJis. 

on obtient 

En effet. compte tenu de l'~g&1it~ vectorielle: 

w,.= AA'~ + A'M' + M'it 

M!/t = AA~ + (K. dt", Ait) + -! . ça~ F • dt 

ou bien e~core. en divisant par dt 

Vi = V + (1t 1\ ÂM) + ~ • grad~ F 

....., , ... . 
On peut alors considérer que la vitesse V' au point M situe a une d1s-

tance infiniment netite du point A, est ~~e à la somme 

- de la vitesse V en A ~ 
- de la vitesse en~endree par la rotation que définit le vecteur 1ns-

, t· .... tantane de ro atlonn.: 
. ". l --+ - de la v1tesse de deformat10n 2 . ~rad F 

II - ETL~E PJL~TlCULIERE DE LA DEFORMATION 

a -) Chan~ements de 10DIZ'Ueur 

Il est à prevoir, avant tout calcul, que les variations de la distance 

oui sé'Dare deux 'Points d'une 'Particule elémentaire doivent s'exprimer uniquement 

en fonction des naramètres caracterisant la déformation nuis~ue, ni la translation, 

ni la rotation, n'entrainent un dénlacement relatif de ces deux noints. 

En posant: AM=~. -:, -;:désümant un vecteur unitaire, l'é~alité (42) 

s'ecrit 

ft. '!1? = ~. [-: + T (-:). d~ 
On a ver suite, en né~li~eant les termes du deuxième ordre 

A 'W 2 = ~ [1 + 2-:' • T Ci) . dt] 

Compte tenu de la decomnosition de la transformation T 

T = A + S 

il vient encore : 

A 'M,2 = ~~ [1 + 2 (t . At + ~ • st) . dt] 

soit 

A'M,2 = 't: [1 + ? (-; • ~) • dt] 

puis~ue, comme la matrice Jt est antisY"'"~trioue, -: • P1 est nul. 
~ 

En désignant par F(a), la forme ouadratiaue attachée à l~ ~Rtrice symé-

trique S, on a alors : 

A 'M,2 =t': [-1 + 2 F(-:) • dt] 

et par suite, en né~li~eant encore les termes du deuxième ordre 

ft. 'M' = w,. [1 + F Ci). dt ] 



On en déduit immédiatement l'expression de la dilatation relatiTe 

\ A 'M' - AM 
1\ = m 

du se~ AM, soit 

~= F (a) • dt (48) 

Ce coefficient de dilatation linéaire apparaît donc comme attaché l -la direction de AM unique~ent. La vitesse de dilatation linéaire relatiTe ~ 

une direction a E:x,0, ~ ), a alors pour expression : 

c.. ~ C:. i. ... 1. !l.. Il 
ca = F (a).-c;;-i.O< tE..;L'() +~,,>.( ~~~/IJ.~ +~t..~.a(+ .2,~\o(./-;). 

Aussi, les para'l1ètres E-I' E:.~, E~ représentent-ils cette vite .. e de dila

tation dans des directions resnectivement parallèles à OX, oy, oz. 

b -) Quadrique des déformations : 

On ap~elle ainsi la surface du second de~é (D), de centre A, dont l'é

quation, par rapport à un s~rst~I!!e d' axes Aryz, est : 

. ..-. 
Soit~le point où la drolte de dlrectlon a perce cette quadrique. 

One. 

F (a) -2 
Ar = + 1 , 

et 'Dar suite 

1 =---

La quadrique des déformations peut donc être considérée comme le lieu 

~ ... ' 
,..1. ' 

de l'extrémité du vecteur d'origine A, 
. .-de dlrectlon a , et de module : 

1 

V\t:al 
Si toutes les dilatations sont de même 

si~e autour de A, cette quadrique est 

un ellipsoïde. Dans le cas contraire elle 

est constituée de deux hyperboloïdes con-

.iugués, l'un correspondant a.ux dilatations 

'Dositives, l'autre aux dilatations né~atives. 

Les paraMètres directeurs 



de la DOnale.)Aïr' l 1& ~i... (D) aoat proportionnels aux composantes du Tecteur 

<SAit) • gr&! ., q.i caract~ri" 1& d~fol'll&tion : ce vecteur est donc normal à la 

quadrique au pointj-l ~fini par la direction N. 
Par ailleurs, la projection du vecteur (S ~) sur la direction Mt est 

parfaitement d~terain~e dès que l'on connaît la mesure de la longueur A~ puisque 

l'on a : 

Les déformations autour du point A sont donc èntièrement définies par 

leur direction et leur projection sur AM:lorsque l'on connait la quadrique des dé

formations attachée au point A. ~) 

Si maintenant, nous choisissons comae système d'axes de coordonnées, les 

axes de symétrie AX, AI, AZ de cette quadrique, la matrice') se réduit à la fOrI'le 

di~onale : 

o 

'iz. 
o 

Dans ces conditions, le vecteur qU1 caractérise la déformation a pour 

composantes : 

~l' i 2 , 13' dési~ant les composantes du vecteur AM dans le nouveau système de coor

données. 

La déformation pure consiste donc en une triple dilatation suivant les 

directions principales de la forme quadrique F ; les dilatations suivant ces direc

tions sont appelées "dilatations principales". 

c -) Dilatation cubi~ue : 

Soit lt , le volume occupé par l'ensemble des particules qUl, à l'instant 

t, sont contenues à l'intérieur d'une surface fluide (8). A l'instant t + dt, ces 

particules, occupent le volume~' délimité 

par la surface fluide (S'). 

Ce volumerL' a pour exnreSSlon 

dx' • dy' . d z ' 

soit encore 

..C1.' = ~ J. dx. dy. d z ,t-v 

J ". . V . 
des1~ant le Jacoblen de transforaatlon . 

_____ ===. _____ Z&a .&&.*: •• ___ =-&._ •• __ &__ =-================================ 
<*) Pour construire le,vecteur (S AFf) , on pourrait opérer en tenai}t compte du fait 

que la longueur du vecteur ïiJt + (8 ~, é~ale à celle du vecteur A'. ' a pour valeur: 
t' = ~ • (1 + t. u • dt) } , 



x + u.dt 

'Y + v.dt 

z + v.dt 

Ce'Jacobien 

1+ 1i.dt ~.dt 
a'Y ti·dt 

J = D(x+u.dt., t + v.dt. z + v.dt). 
D x, Y', z) 

av dt 
Jx· 1 + aV • dt 

d'Y 
~;.dt 

~.dt dV.dt dV 
"d'Y 

1+ 1Z.dt 

a ~our valeur, au second ordre près 

simplement 

1 + -= 1 + div V dt (~u + ~ +~) • dt 
aX d'Y az 

L'accroissement de volume du système fluide considéré a donc pour valeur: -n' -.0.= dt.Jk. div V • diL 

Si ce système n'est constitué que d'une narticule élémentaire,on a 

-d (d ~) = dt • di v V • d.n. 

L'accroissement relatif du volume de cette particule a alors nour valeur: 

d (d n) = di v V . dt 
d.C'l. -La quantité @ = div V, attachée au point A. représente donc la vitesse 

de dilatation cubique de la particule élémentaire qui entoure ce point; c'est l'in

variant linéaire de la forme quadratique F. 

d -) Dilata~}on angulaire : 

Considerons maintenant, à l'intérieur de la narticule qui entoure le 
-- --+ noint A à l'instant t, les vecteurs AM et AN. Soit e l'angle qu'ils forment entre 

() _ --!Oo 

eux. A l'instant L + dt, les homo1o~es A'M' et A'N' de ces deux vecteurs font un 

an~le e'. On se pronose de comparer les an.z:les e et e'. - --Pour cela, nous formerons le produit scalaire des vecteurs A'M' et A'N'. 
~ 0-- ..., ~ /2 ~ En posant AM = t,.. a. AN = h. b - a (~,/':>, ~), b Cd..' ,fJ', ~') désignant des vecteurs 

unitaires __ nous aurons, toujours d'après l'égalité (42) 

-? 
A'M' 
~ 

A'N' 

= ~. [~ + (T -;") • dt] 
~ ~ = h. [ b + (T b) .• dt 1, 

et nar suite, en négligeant les termes du second ordre : 

A"l-. A'N' = b. {;.b + [t. (Tb) + b. (T~)]. dt} 
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Comote tenu de la décomposition de la transformation T, il vient encore: 

A 'M~ • ..ut t {-,> ~ r" (A h) .... 
{A 1)J A N = .h. a. b + _a. + b. • dt 

. + [B. (S b) + b. (S l>] • dt } 
soit 

----+ ;r;\ ~ {~ .~ [1 (S b) 
..., 

(S t~ dt 1 A'M' . A N = .h. a. b + a. + b. 

puisque, comme la matrice ft est antisymétrique, bn a 

â. (A b) + ~. (A t) = 0 

Dans la quantité ~ [ft (S tt) + t (S âil ,on reconnait la forme oolaire 

de la forme quadratique F (â). 
La quantité: 1. ~+[?(s m +li.(s1il. dt, dont l'expression dévelon-

pée est : 

F' (t,g) = (1 + 2~1.dt).ctCX' + (1 + 2E2.dt)./3/Y + (1 + 2E..3.dt).~~' + 2~1.dt(f.>'f:'+~ï3') 

+ 21S2. dt. (tC(' + a(){') + 211;3. dt. (d,/)' +()cx') , 

est donc la forme polaire de la forme quadratique : 

~...., 2..., 2 2 
F' (a) = lai + 2F(a).dt = (1 + 2~1.dt).<j, + (1 + 2t2 .dt).0 + 

+ 4g1·dt.A~ + 4g2.dt.~CX + 4g3 .dt.Cl.;1 

Enfin, compte tenu des expressions déjà établies ~our la lon~ueur des 

vecteurs A'M~ et A'N', soient 

A'H' =t. (1 + F(a) • dt) 

A 'N' = h. (1 + F(b) • dt j 
l'é~alité (51) s'écrit encore: 

cos e' = F' (~,b).{l- [F(:) + F (;il . dt} (51') 

On constate que l'an~le e' formé ~ar les vecteurs ~, et A'N? ne dépend 

que de l'orientation des vecteurs Ml et ~, ma~s non pas de leur longueur. 

Supnosons maintenant que les vecteurs AM et Ar? soient dirigés parallèle

ment aux axes oy et oz. Comme l' anp:le e est ici égal à ~ , l' anp:le e' est très voisin 
lI. . de 2; auss~, nous noserons : 

e' = ~ -0( yz' 
Dans ces conditions, l'égalité (51') se réduit simnle~ent ~ 

cos e' = sin~ = 2g1 . dt yz 

soit encore, puisaue l'anp:le O(yz est infiniment netit 

Si nous avions considéré deux éléments narallèles à oz et à ox, nuis 

deux autres éléI"lents nara~lèles à ox et à oy, nous aurions obtenu de la même façon: 



2g2 • dt 

2g3 • dt 

(52') 

(52") 

Les coe~~icients 2g1 , 2g2 , 2g3 représentent donc les vitesses avec 

lesquelles varient les angles que ~orment entre eux des éléments linéaires pa

rall~les aux axes de coordonnées; on k, appelle "les vitesses de glissement". 

Il annaraît alors que le tri~de trirectangle formé par les directions 

principales de la quadrique de dé~ormation ne subit aucune dé~ormation dans le 

déplacement élémentaire de la particule ; en e~~et, pour ces directions parti

culi~res, les vitesses de ~lissement, égales aux coe~ficients des termes rec

tangles dans l'équation de la. quadrique, sont nulles. (*) 

========-,----================================================================== 
(~) Ce résultat aurait pu dé.ià être énoncé au moment où nous avons montré que la -direction du vecteur S (AM) qui définit la déformation était donnée par celle de 

la normale ~ à la quadrique (D). Dès lors, on nouvait dire que, pour les trois 

directions nrincinales, les vecteurs AM et (S AM). dt sont colinéaires, et que, 

~ar conséquent, leur somme conserve la direction de AM ; les directions AX, AY, 

AZ n'étant nas modifiées nar la déformation nure, celles-ci demeurent donc bien 

rectan~ulaires entre elles dans le dénlacement total. 



CHAPITRE IV 

TRAVAIL DES FORCES DE PRESSION 

l - TRAVAIL DES FORCES DE LIAISON EXERCEES PAR LE FLUIDE AMBIANT SUR LE FLUIDE (0) 

CONTENU AL' INTERIEUR D'UNE SURFACE FERMEE (S) -----_._--- ---- ---_._-----------
Chaque élément dS de la surface (8) est soumis, de la part du milieu 

ambiant, à une force de liaison - -" df = p • dS, de composantes : 

df =-x ( ,')/.. Nl + 0· T~ + 't. T2 ) · dS 

dfy = - ( ct • T3 + ;3. N2 + ~. Tl) • dS 

dfz = - ( c:>... T2 + ;3. Tl + ~. N3 ) · d8 

0( ,(3, ~ étant les cosinus directeurs de la normale extérieure à (8). 

Pendant le temps dt, le point d'application de cette force subit un 

dénlacement dt = V dt, de composantes 

u • dt v • dt 'il • dt 

Le travail correspondant est alors 

= - dt 'l('X' Nl +0. T3 + 'te T2 )· U + (<X. T~ +/3. N2 + K Tl)' v 

+ (ex. T2 +j). Tl +~. N3)~ w] • dS 

La somme des travaux des forces de liaison qUl s'exercent sur (8) a 

donc pour expression : 

d {e = - dt l [(c,( .. N l +;3. T 3 + t . T 2 ). u + ............ J . d8 

soit encore, d'après la formule d'Ostro~radski : 

dt''t= - dt.! [~(U.Nl + v.T3 + w.T2) + ;'y (u.T3 + v.N2 + w.Tl ) 

+ fz ( u.T2 + v.Tl + w.N3 ) ] • dfL (5~) 



II - TRAVAIL EXERCE PAR LES FOBCES DE LIAISON SUR UNE PARTICULE ELEMENTAIRE 

La formule qui vient d'être établie demeure évidemment valable dans 

le. cas où le volume (ru est infiniment peti t. Mais comme l'intégrale de volume 

qui intervient dans cette formule ne renferme qu'un seul terme, nous écrirons 

d(4)~ = - dt • L tx (u.Nl + v.T3 + v.T2 ) + "fi (u.T3 + v.N2 + v.Tl) 

+ tz (u.T2 + v.Tl + v.N3 ) ] • d.n. 

ou bien, en effectuant les dérivations et en introduisant les coefficients~, gi 

oui caractérisent la déformation de la particule : 

III - TRAVAIL MUTUEL DES FACES DE LIAISON S'EXERCANT ENTRE DES PARTICULES APPAR

TENANT A UN MEME SYSTEME. 

Considérons l'ensemble des particules élémentaires contenues à l'in

térieur d'une surface fermée (S). Elles exercent les unes sur les autres des forces 

de liaison dont la somme des travaux s'appelle "le travail mutuel des particules 

du système". 

1 

Le travail des forces de contact, pour une parti

cule ouelconque du système, est donné par l'une ou 

l'autre des formules (53') et (53"). 

Si nous faisons la somme de tous ces travaux, pour 

toutes les particules contenues à l'intérieur de (S), 

nous obtiendrons la somme du travail mutuel cherché 

et du travail effectué par les forces de liaison le long de la surface (S). 

Ce dernier s'exprimant au moyen de la formule (53), on a donc: 

- dt~ [fi (u.Nl + v.T3 + v.T2 ) + •••••••• ] • d.D-

= d'€m dt-ln. [fx (u.Nl + v.T3 + v.T2 ) + ••••••• ] • dSl. 

et par suite 

Ce résultat aurait pu être établi directement en remarquant que d'une 

façon ...;énérale, le travail mutuel de contact entre deux cOrPs dont l'un au moins 

est-tluide , est nul. 
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En effet, d'après l'hypothèse de la continuité, la distribution des 

vitesse est continue, même au passage du tluide au solide. Pour deux éléments 

contigus des corps (A) et (B), les forces sont direct~ent opposées alors ~ue 

les vitesses sont infiniment voisines. Les travaux effectués pe.r les ~'oy('r,,· r; '.1(' 

(A) exerce sur (B) , sont donc opposées aux travaux des forces que (B) exerce 

sur (A), de sorte que la somme de ces travaux est bien nulle. 

Le travail mutuel des particules étant nul, il en résulte que le tra

vail des forces intérieures qui sollicitent un système f1uide quelconque trouve 

son ori~ine à l'intérieur des différentes particules et non ~as, comme on aurait 

pu croire, au contact de celles-ci. 

Pour calculer ces travaux intérieurs, nous aurons recours à un artifice. 

IV - TRAVAIL EXERCE PAR LE MILIEU AMBIANT SUR LE CENTRF D'UNE PARTICULE FLUIDE. 

On appelle ainsi le travail fictif des forces exercées nar le milieu 

ambiant sur une particule lorsque celle-ci, supposée ri~idifiée, subit un dépla--cement dtG identique à celui de son centre G dans le mouvement réel. 

Pour exprimer ce travail, on peut encore utiliser la relation (53'), -à condition toutefois d'y remplacer les composantes u, v, w de la vitesse V nar --les composantes ua, vG' wG de la vitesse VG au point G. 

Or, comme celles-ci doivent être considérées comme des constantes nar

tout à l'intérieur du domaine dLt, leurs dérivées nartielles sont nulles. Dans 

ces conditions, il vient 

[u . (~ + lT.3 + 1!'2.) + J d rl G ~x ~y ~z ••••••••••• ~~ -- -soit encore, puisque d'après l'hypothèse de la continuité, VG et V diffèrent infi-

niment peu 

V - TRAVAIL DES FORCES INTERIEURES POUR UNE PARTICULE FLUIDE 

Ecrivons l'équation qui traduit le théorème des forces Vlves nour une 

particule fluide dans le cas d'un mouvement élémentaire défini nar le champ de 
-.. 

vecteurs d~ : 

( 'Sb) d(4)wc = d(4)~a + d(4)~i + d(4)~t~ 
d(4)~ 

a désignant le travail des forces directement appliauées, 

d(4)(. dési~ant le 
~ 

travail des forces intérieures, 

d(4)c€t " le trava'il des forces de liaison. 
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Appliquons maintenant le théorème du travail virtuel à la particule -precedente, supposee rigidi~iée, pour une translation élémentaire d~G s'effectuant 

à une vitesse egale à celle de son centre de gravite au cours du mouvement reel. 

La particule étant supposée indéformable dans le mouvement fictif, le 

travail des forces interieures est nul, de sorte que l'on a seulement 

(56') 

Comme à l'intérieur d'une particule fluide les vitesses diffèrent infi

niment peu de celle du centre,les accroissements de l'énergie cinétique de celle-ci 

dans le mouvement réel et dans le mouvement fictif sont égaux. La comparaison des 

équations (56) et (56') fournit alors la relation. 

D'où le théorème fondamental 

"Le travail des forces exercées par le milieu ambiant sur le centre 

d'une particule fluide est é~al à la somme du travail des forces intérieures et 

du travail des forces de liaison". 

" (4).P (4).R 
Les expresslons de d t t et d 't; G ayant été dé.jà établies, on en 

.. " 1 ".." (4)a " dedult a ors lmmpnlatempnt celle de d ~i' sOlt 

d(4):€~= dt.l:tNi.!.i + 22.Ti'~iJ. d.Cl. (58) 

VI - TRAVAIL DES FORCES I!ITERIEURES DANS UNE PORTION FINIE DE FLUIDE 

Faisons la somme des travaux d ~ G effectués sur les centres de toutes 

les narticules constituant le système considéré. 

D'après la relation (57), on a : 

,/J ~ ( 4 1 t' ( 4 ) A - ( 4 )J: d't r. = L d . r. = Ld 't," + L. d -t, il 
r u l ~ 

.. " .. ~ (4)..,1{ .. "1 1 Dans cette egallte~ ~d bt renresente la somme du traval mutue 

des forces de contact s'exercant entre les narticules du système, et du tra

dt~ des forces de liaison exercées nar le fluide ambiant sur la surface dé-

limitant le systèMe. 

On neut donc écrire 

'[ d (4) € r, = 0:: d (4){ + d cf! ) + d cfi 0 
J l m ~ 

Enfin, en rerr.arauant nue(Ld(4)~ i + dt:m)renrésente le t~avai1 de toutes 

les forces intérieures, il vient: 

(57') 



Cette relation p;énéralise la relation (57) qui n'était valable que 

pour une particule élémentaire. 

On énoncera alors : 

"La somme des travaux des forces exercées sur tous les centres des 

particules constituant un système est é~a1 à la somme du travail des forces in

térieures et du travail des forces de liaison exercées par le milieu ambiant sur 

la surface délimitant le système". 

On en déduit, immédiatement l'expression du travail des forces inté

r1eures dans une nortion finie de fluide : 

================================================================================= 

~ N()tnns ''ml'> ~~ ~~sul tA.t RU!"8.i t nu être étahli directeMent en intép'rant l' é

quation ,t:P) ~ui;:(Jue lIon sait nue le travail mutuel des forces de contact est 

nul. 



CHAPITRE V 

DYNAMIQUE DES FWIDES VISQUEUX 

l - RELATIONS ElTRE LES PRESSIONS ET LES DEPORMATIONS : 

Le travail des forces intérieures d(4~i au cours du mouvement élé

mentaire d'une particule fluide dépend certainement, d'une part de l'état physi

que de celle-ci à l'instant t, et d'autre part, de la déformation qu'elle subit 

durant le temns dt. 

Or, l'état physique d'une particule d'un fluide donné, est caractérisé: 

- par la "concentration" des molécules à l'intérieur de celle-ci, c'est-à-dire 

nar la masse volumique ~, 

- par son aQ:itation moléculaire interne, laquelle est nal'faitement déterminée dès 

que l'on connaît la masse volumique pet la temnérature T. 

Quant à la déformation, nous avons vu qu'elle était narfaitement définie 
.... c.'. ,. (-) (4).a. 

par les parametres çi, Q:i' Auss~, compte tenu de l expr~ss~on 7 de d ~i' ~l 

anparaît oue les efforts Ni, Ti dépendent à la fois de l'état physique du fluide 

au noint considéré, à l'instant t, et des paramètres cinématiques Ei. gi en ce 

point, à cet instant. 

Nous nous pronosons d'établir ces lois de dépfndance, d'abord dans un 

système d'axes OXYZ parallèles aux directions principales de la quadrioue de défor

mation, ensuite dans un système d'axes quelconque oxyz. 

Dans le système d'axes OXYZ, les vitesses de ~lissement sont nulles. 
1 

Comme par ailleurs la valeur du travail des forces intérieures ne dépend pas du 

système de référence choisi, on a sinl'~"'J_ement : 

d(4)li = dt .(N'l !1 + N'2 ~2 + N'3''t3 ). d.!l 

Il en résulte que les pressions normales N'l' li'?, N'~ sont seulement 

fonction des vitesses de dilatation principales. 

En admettant l'hypothèse de Newton, selon laouelle les efforts sont 

des fonctions linéaires des vitesses de déformation, on ~eut donc écrire : 

f'l= Pl + al l,'~ + al,2·tZ + al ,3' ~3 , 1 

(59) N' - P2 + a2 l·t + a2 ,2· t , + a2,3· t 3 2 - , 1 

N'3 = P3 + a3,1·'t 1 + a3,2'~2 + a3,3'!3 



les presnons Pi ainsi que les coefficients ai5 qui caractérisent l'état physique 

du fluide étant des fonctions de ~ et T uniquement. 

Les relations (59) devant être valables, en particulier, dans le cas 

d'un fluide au repos pour lequel on a : N'l = N'2= N'3' les pressions Pl' P2 , P3 
doivent nécessairement être é~ales entre elles ~ leur valeur commune P s'appelle 

"la pression caractéristique". 

Avec ces notations, le travail des forces in~érieures a pour exnression: 

d(4)~i = dt • [P.S + F ('~l' ~2' 't3Ù. do.., 

@ désignant la vitesse de dilatation cubique, 

F désignant une fonction quadratique des vitesses de dilatation principales. 

Mais, par suite de l'isotropie du fluide, la forme quadratique F doit 

être symétrique par rapport à ~l' ~2' t3, puisque aucune propriété physique ne 

distin~ue chacun des trois axes des deux autres. 

Or, comme il n'existe que trois formes quadratiques symétriques des 

t i : 

('il + ~2 + ~3)2 

dont deux seulement sont indépendantes, on peut écrire : 

A et B étant des fonctions linéaires des coefficients a··. 1.1 

Revenons maintenant au système d'axes quelconques oxyz. Comme les 

Cluantités 
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- (~l + ~2 + ~3 ) , d'autre part. sont des 

invariants dans t.~~11t changement d'axes, on a : 

(4)P.. .- 2 ~ t.. 0::- 2J d t1=dt.Lp.@+A.9 +2B.ft,\-l t .1 -2B.L'!i .dD, 

soit encore, compte tenu de l ' identité: 2[t.i t,i = @)2 - 2: t.i 2 
kf) 

d(4)~i = dt. [p.@ + (A + B).ef - B (L~i2 + 2l gi2 ) J . ri..n. 

Enfin, en posant : ). = - (A + B) , 7 = ~ 
on obtient l'expression du travail des forces intérieures sous S~ forme définitive 

(60) d ( 4 )(i = dt. [P. @ - x8 2 - 2 7 (r ê i 2 + 2 r ç i 2 ) ']. d n 

Les coefficients). et ? ainsi introduits sont annelés "les coefficients 

de viscosité du fluide considéré." 



(62) 

Pour une portion finie de fluide, on & : 

(60' ) dc{i = d:!/n [P.S- Àe2 - 2~.{rEi2 + 2r gi2 )] • dn ) 

puisque nous avons déjà montré que le travail mutuel des particules est nul. 

Nous allons chercher maintenant à établir les relations de dépendance 

entre les efforts et les déformations dans un système d'axes quelconques oxyz. 

En tenant compte des hypothèses déjà faites en ce qui concerne la 

linéarité et la symétrie de ces relations , en remarquant également que, pour 

les fluides,les actions tangentielles s'annulent en même temos que les vitesses, 

on 'Peut écrire 

(61) P + a.Ei + b.rEi + c.~i + d.Egi 

a.Ei + 8.EEi + y.gi + o.rgi 

En nosant. pour sinrolÏfier l' écriture ~= 1: gi ' @= EE.i, le travail 

des forces intérieures, calculé à partir de la relation (58), a pour valeur : 

Cette exoression doit être identique à l'exoression (60), quelles que 

soient les valeurs des paramètres cinématiques €i' gi; seulement l'identification 

ne fournit que SlX relations entre les huit coefficients introduits dans les éq~a

tians (61). Aussi sera-t-il nécessaire de formuler une nouvelle hynothèse. Celle

ci consiste à admettre qu'il existe les mêmes symetries dans les déformations et 

les efforts de viscosité Qui en sont la conséauence et, ~ar suite, que les quadri

ques (D) et (Q) qui caractérisent respectivement les déformations et les pressions 

ont leurs axes nrincipaux confondus; les Ti devant s'annuler en même temns que les 

. gi, les coefficients CI( et !3 sony nuls. 

Dans ces conditions, les six relations obtenues par identification des 

exnresslons (60) et (62) de d(4)~i suffisent à déterminer les six coefficients a. b, 

c, d, '( et '0 • On trouve itl".médiatement a = - 2y, 

'( = - 2.)-\ , 

D'où l~s exnressions cherchées 

b=->',c=d=O J 

(6~) 
Ni = P - ".8 - ? ? .f:i 

Ti = - 2 ? gi 

8 = o. 

Lorsque le fluide est un gaz, on admet habituellement que les coefficient 

7 et À sont liés nar la relation de Stockes 



(64)* 3).+ 2 7 = 0 

Dans ces conditions, on a 

ENi = 3 P 

et le scalaire de pression p' est é~al à la pression caractéristique P. 
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Dans le cas des fluides isovolumes, les relations (60) se réduisent 

à 

(63' ) 

de sorte que la viscosité du fluide est caractérisé nar le seul naramètre V que 

l'on identifie d'ailleurs immédiatement au coefficient de viscosité déjà intro

duit au cours du chapitre (II). Là encore, le scalaire de pression est égal à la 

pression caractéristique P. 

II - PRESSION CARACTERISTIQUE - EQUATION D'ETAT -

Dar.s un fluide au renos, la pression caractéristique P s'identifie à 

la mesure al~ébrioue n du vecteur pression ~, laquelle est liée à fet T par l'é

quation caractéristique du fluide. Il apparaît alors, puiSQue la fonction P(~,T) 

ne dépend pas des conditions cinématiques au point considéré, que la relation : 

(18' ) 

n'est autre que la forme explicite de l'équaticn caractéristique du fluide 

(18) F ( P, ~ , T ) = 0 

III - FONCTION DE DISSIPATION 

L'expression (60) du travail des forces intérieures peut s'exprimer 

sous la forme : 

(60) dti = j'nP.d(tin) - dtLl).~? + 2 ?(E€'i2 + 21:r:/)] . d.a 

Le premier terme du second membre, nui ne néT'~nd nue de J'état initi'll 

et de l'état final, correspond à un changement d'état du systèr:e et renrpscrt-rrp.it 

le travail des forces intérieures si la transformation était reversibJe : on 

l'apnelle le "travail de cornnression". 

d f c = 1fJ fi. P. d (dA): 

================================================================================== 

(*) En fait, cette relation n'est ri~oureusement exacte que pour les ~az 

monoatomiques. 



le second terme : 

(66) d{v = - dtJIJ'.e 2 + 2 7("i'i:.i2 + 2L~i2) • d~. 
qui dépend de la vitesse avec laquelle s'effectue la transformation correspond 

au travail des forces visqueuses. On l'écrit habituellement: 

(66') d<{v = - dt .JJn.. D • d n-
Ia forme quadratique des vitesses de dilatation 

(67) D = À. e 2 + 2? Œr.i 2 + 2 ~ El:i 2 ) 

étant appelée "la fonction de dissipation". 

Le travail des forces visqueuses étant un travail essentiellement ré

sistant. la fonction D doit être positive ~uelles oue soient les valeurs deti' e:i 

à l'exclusion de la combinaison E.i = ~i = 0 (i = 1,2.3) 'Oour laquelle elle s'an

nule. 

Cet imnér~tif d'ordre physique impose les conditions suivantes 

(68) ? ) 0 

~ue l'on 'Oourrait établir en écrivant les conditions pour que la forme quadratique 

D soit définie rositive, mais ~ui apraraissent immédiat~ment lorsqu'on expr~me D 

dans un système d'axes par~llèles aux axes principaux OXYZ. 

D'après la relation de Stockes 

(64) 

le travail des forces de viscosité serait nul dans le cas d'une compression isotron~ . 

Dans ces conditions, les forces de cohésion effectueraient un travail ne dépendant. 

/"lue de l'état initial et de l'état final; ce oui n'est pas vrai, tout au moins pour 

la ~ajorité des fluides réels. 

Considérons. à l'intérieur d'une ~asse fluide en mouvement, une surface 

fermée (S) déli~itant un volume (n). 

L'éouation du mouve~ent du système constitué par les particules situ~es 

à l'intérieur de (S) est. ainsi Que nous l'avons ~ontré au cours du chanitre II : 

(36 ) -+ 
r . èS 

En projection suivant l'axe Ox, et compte tenu de l'expression de la 
~ 

cOMrosante Px du vecteur p. cette équation s'écrit 
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a ,8 ,y dési~nant les COSlnus directeurs de la normale extérieure à 

(s) • 

En transformant la première inté~rale au moyen de la formule d'Ostro

~radsky. il vient encore: 

+ 1!3 + _a..T~.) (X V) 1 d n 0 +n.-ox • H=, ay az \ 
Comme cette é~alité doit être valable quel oue ,soit le volume (ri) con

sidéré à l'intérieur du fluide en mouvement, on a nécessairement en chaque point M 

de la masse fluide, et a tout instant : 

-(~ + ~T~ + .~~2) + c(X - ~x) = 0 ax ay az !: 

Remplacons maintenant NI' T3 , T2 par leurs valeurs données par les rela

tions (63) ; en admettant oue les coefficients). et ? sont des fonctions lentement 

variables de~ et de T pouvant, par conséauent, être considérés co~~e constants au 

voisina~e du point M, on obtient 

soit 

a P À ~ a (a u a v + .!w) + r (x V) ax + . -ax + ?llu +? ~ ai + ay dZ ,,' - O;{ "" 0 

Enfin, en ordonnant, nUlS en divisant nar C' il vient la nrerière des 

trois relations suivantes : 

1 

(60 ) l ap - y -= Y 
P dY Y 

l aP '1, rz • az = -
0 

2....::..!L + ' . 
c 

~ + ' 
() 

.~ + !2. 
dX 

.QB +1.. 
dy [ 

_dE +.i 
(jZ 

!m 

tw 

l'S·' 

Ces équations appelées "éouations de Navier-Stockes" sont le~ rrn,i ectinns 

sur les trois axes de coordonnees de la relation vectorielle 

(70) 1 ~ -'> -4 ,\ + lJ ----4.", t') 
grad P = F - 'i + • ~rad ~ + -

-+ 
tN 

P ~ 

Dans le cas d'un fluide isovolurne, on a seulement 

(70' ) 1 ~ ---0. ----+ -~ 

grad P = F - '6 + \1. t-.V 

avec p' = P 



-.. si en outre le champ de forces F dérive d'un potentiel scalaire U, 

cette dernière équation peut se mettre sous la farme : 

1 -- /If -- -(71) - . grad P = -Y+ \1. IN 

avec e 
(72) ~ 

P = P - eU 
--+ 

Dans le cas habituel où le champ de forces F se réduit seulement au 
" ..... ..." 'J!o champ de la pesanteur, on a : U = - gh et la press~on eto~lee P a pour ex-

press~on 

(72') P~ = P + (jJ h 

v - EQUATION COMPLEMENTAIRE 

En sU'oposant pré'i1ab1ement établies les relations * : 

on ne dispose encore que de deux relations, l'équation d'Euler et l'équation de 

continuité, entre les trois fonctions inconnues - ~ V = V U-1, t) , -0 = ()(M,t) , \. 
T = T (M, t) 

Pour achever la m1se en équation du problème, il est donc nécessaire 

d'établir une troisième relation; celle-ci est obtenue par des considérations de 

thermodynamique en évaluant de deux manières différentes la quantité de chaleur 

dé~agée par une particule fluide entre les instants t et t + dt. 

Le cas le plus simple est celui du mouvement isotherme pour lequel 

on admet Que la temPérature T reste uniforme et constante. 

================================================================================ 

Dans les applications, on suppose habituellement Que 9 et À sont des 

constantes. 
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CHA PIT R E VI 

EQUATIONS G~~ES EN COORDONNEES ~JLIND~IQUES 

Nous serons souvent amenes à traiter des nrob'~mes d'écoulement admettant 

une symétrie de révolution, ce qui impose nratiauement l'emnloi des coordonnées

cylindriques. Nous aurons alors tout intérêt à établir une fois pour toutes les 

équations du mouvement dans ce mode de repr~sentation analytioue. Mais auparavant, 

nous rappelerons les résultats mathématiques fondamentaux auxquels nous aurons 

recours. 

l - NOTATIONS -

M 

Soit M. un noint auelconque de l'espace ~ m sa nrojection 

orthol2:onale,sur le nlan xoy. La nosition de ce point M est 

définie sans ambi~uité nar ses coordonnées r, 8'. z. - ~ ---. . 
Nous désivnerons nar i, j, k. les vecteurs unitaires 

-+- '- - ~ du trièdre oxyz, et nar ~, ee ' Qz = k , les vec-

teurs unitaires nortés n~r les directions Dm, mt, 

w~, la direction rnt étant obtenue à nartir de celle 

de Om en effectuant dans le plan xoy une rotation de 

-- + It dans le sens tri~onornétriQue. 
!t, 2 

Le vecteur d'un chamn A attaché au point M sera renrésenté nar ses com-

- - - ~ A = Ar. er + ~. eg + Az· ez 
. --.. .-.. ~ ----.. ~ ~ 

La conna1ssance des vecteurs €r' eg , ez en fonction des vecteurs i. J, k 

nermet de résoudre tout nroblème de chan~ernent de coordonnées. 

II - TRANSFORMATIONS DES VECTEURS DE BASE ET DES COMPOSJ..NTES D 'TIN VECTEUR 

Des relations évidentes : 
~ - -
~
~ r ':. \.. ~t;:)'5~ ~ ";). '5\.n ~ - ~ ~ 
~ ':._~. '5~'t\.~ ~ ~. ~~'5 ~ 

l11t ) 
.. 

on tire immédiatement : 



(75) Ay = ~o sin8+ Ae-o cose 

et 

(76) 

cose + Ayo sine 

sine + Ayo cose 

III - GRADIENT D'UN CHAMP SCALAIRE 
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~ ~~-" 
Les eonrposantes de grad f sui vant ~, ~e, €oz sont les df ri vées de f 

(r,~, z) suivant ces directions: elles ont respectivement pour exPressions 

.a! ar 
On a, par suite 

l af 
r ° ae-

af 
, dZ 

(77) ~d f .a! 4 +! df e+ (}f-'J gra = dro~ r O d~o e- + az-0 ~z 

IV - EXPRESSIONS DES OPERATEURS : 

- -Les formules (75), appliquées au champ A = ~rad f, donnent immédiatement: 

e () sine- ~ 
cos ° Tr - -r-- • d9-

V - DIVERGENCE D'UN CHAMP VECTORIEL 

~ ~A é)A llAz Pour obtenir l'expression de dlV A = --~- + ~ + --- en coordonnées cy-é)x 'ùy ") z 
lindriques, il suffit d' a:J)-oliquer les opérateurs (78) aux formules (75) ~ on trouve 

--::. 'A l 
div A = ~ +-

Ar r 

VI - LAPLACIEN 

~ --'> .. 
En posant A = grad f dans la formule de la dlver~ence, on obtlent lm-

médiatement : 

VII - ROTATIONNEL 

L'application des opérateurs (78) aux formules (75) per.rnet d'exprimer 

en fonction des variables r, &, z les composantes : 



(RtÂ) = 'dAz _ ?,Ay 
o x ~y ;}z 

de Rot i en coordonnées cartésiennes. 

Par application des formules (76), on obtient ensuite les composantes 

de Rot l en coordonnées cylindriques, soient : 

(81) 

suivante 

(81' ) 

= _ 'dAz + dAr 
3r ~z 

(R~ot a- )z JAS' l "d-Ar + l A 
= ~r - r . ~ r' 9' 

Ces formules sont susceptibles d'être écrites sous la forme symboli~ue 

~ ~ ~ er r.e()" z 
~ 

Rot A 1 l -L l = dr ~9 dZ r 

Ar r.Aty At. 

VIII - COMPOSANTES DU LAPLACIEN VECTEUR 

~ '" ---'1 Par définition, le lanlacien vecteur 6A, attache au champ A, est le 

vecteur ayant nour composantes, en coordonnées cartésiennes 

AAx /).Ay r:,.Az 

En coordonnées cylindriaues, ses comnosantes sont alors 
---4-

( !.lA)r = cos e. bAx + sine-. ô.Ay 
~ 

( LlA)g =-sin fi'. nAx -+ cos (:' • o.Ay 
~ 

( il A)z = tJAz 

Pour exPrimer celles-ci en fonction de Ar' A&, Az, il suffit de rem~lR

cer successivement dans la formule (80) : f nar Ao;r,= Ar.cosf)- A9.sine-, Ay nar 

Ar.sine + AS·cose • 

r1ais on aboutit nlus ranidement au résultat en faisant annel à ] 'iden

tité vectorielle : 

On trouve alnSl : 



-... 2- pA&- Ar ( AA)r = AAr -rv· - r2 de-

(83) ( il) l dAr -~ = âA Q + 7' ~ 

( O1)z = 6A" 

IX - COMPOSANTES DU VECTEUR "DERIVEE TOTALE" 

Soient Ax(x, y, z, t) , A-a- (x,y,z,t) , A\(X, y, z, t' les composantes, 

en coordonnées cartésiennes, d'un charnm de vecteurs variable dans le temps. 

Le vecteur "dérivée totale"·: a pour cOl!lJ'osantes 

. DAx Ax dAx dAx + aAx. -- = Ax ~ + Av + Az. Dt • dx •• dY az at 

(84) 
DAy = Ax. ?JAy + Ay. ~ + Az. dAy + àAy 
Dt ~x dY az ~t 

DAz 
Ax. dAz Ay. dAz + Az. ~Az + ~z -- = --+ 

Dt dX dY :}z at 

En notations vectorielles, on a 

(84' ) -DA 
Dt 

~ 

- --. l -- 2 ~A = Rot A" Pt + 2 . gr ad A + 'i) t 

--Les comnosantes de Rot AAA en coordonnées cylindriques se calculent 

sans difficulté nuisaue les formules (81) donnent déjà les valeurs des composantes 

de Rot A. On trouve alnSl 

aAz dAr _ A&:.- aAe' + Af)'. 'll'lr _ ~ = - Az. + Az. ,~. ~ ar oZ ar r de-- r 

= Az aAz A aA&' + Ar. dA@' _ Ar • JAr + Ag.Ar 
- :;- • ~& + z. dZ dr r a&- r 

tHi gAz dA&' + rlAz 
~ . ~ - A {J'. a z Ar. dr 

gAI" Ar. oZ 

Les co~nosantes de l ~ A2 l ~ (A ~ + A i + Al) s'obtiennent "2 gra = 2" ~a r e-
immédiatement nar aonlication de la formule (77) ce nUl donne 

l - A2) dAr aMr dAz 
(2' grad r = Ar. ~r + A8'. dr + Az. F 
l - A 2 )fJ = Ar . ~ + A&' . JA9- + Az . ~ (2"' t2;rad r d r de- r ~ 

l gra~ A2)z aAr (~. = Ar. A&. 'dA&' + Az. dAz 
az + az az 



(86) 

(84") 

~ 
~A Enfin, les composantes du vecteur dt sont 

-/ 
DA On en déduit alors les comnosantes du vecteur Dt 

= pAr +~. 'dAr + A qAr + gAr _ A2e-
Ar • ~r r ô 9' z. az dt r 

~ + Ae-. àA8' + Az. ~ + OA& + Ar.Aér 
ar r;,6' az ()t r 

= Ar àAz + MY. dAz + Az. ~ + oVz 
• dr r deY dZ dt 

(;3 

Compte tenu de la relation (79), l'éauation de continuité (32) s'écrit 

lCl 

j) \" ,Vr) + l. 
dr r 

+ -rI, 0 . Vr + d(~. Vz) + 2..f = 0 
\ àz dt 

Dans le cas des fluides isovolumes, elle se réduit à 

(85' ) aV8" + l. . Vr + 'dVz = 0 
ôr:r r az 

II - EQUATIONS DE NAVIER 

En remplacant dans l'équation (70). les opérateurs de l'analyse vecto

rielle nar leurs expressions en coordonnées cylindriaues, puis en nro.iettant sur 

les directions -+ -+ --er , es' e z , il vient immédiatement : 

1 dP 
~ • -~r = 

1 lap r"r-. ~= 

( 'dVr + ~. aVr + Vz. ;)Vr + -aVr _ V
2e ) 

Fr - Vr. ar r à&- az ~ r 



'4 
'Cv 'dVz + Ve- da + v 'dVz + avz ) + ).+, ~9 + 

- r. ~ r· z. az ~ f· dZ 

+' ( a'vz +!. RVz +!. i'vz + 9;V~ ) r ~ r· (ho r& • a"'t.. z 

&YeC 

III - COMPOSANTES DU TENSEUR DE PRESSION 

En coordonnées cylindriques, les composantes de Lamé sont les PTo.i ec-
.. --- - -+ - -tions suivant les d~rect~ons er , e~ ez des vecteurs p (M, er' t), P (M, et"-. t). 

-+ -+ 
p (M, ez ' t). 

Compte tenu des expressions (63) de ces composantes en coordonnées 

eartésiennes ; compte tenu é~alement de la relation (13), pu~s des relations (76) 

et (78), on obtient, après quelques calculs ne présentant aucune difficulté: 

Nr,r = Nr = P -),.@ - 29, 1~r 

\ f.'!I (1 èV(7' Vr) 
Ne,& = N(9'= P -".I!] - 2? r· d&' + r 

(88) rIz,z = Nz = P ->..G _ 2n. êVz 
'( ()z 

Tr,<9' = T~.r = _ n.(l:.. .'dVr + dVG- _ YB') 
v' 1 r di' ûr r 

T~,z = = _rl.(ÔV, + !..dVZ) 
\.7 • Tz , ft' -, QZ r de-

Tz,r = Tr.z = _?(~z + ~~r) 
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CHAPITRE VII 

SIMILITUDE DES FLUIDES ISOVOLUMES 

Les problèmes posés par l'hydraulique insdustrielle ne sont que 

très rarement susceptibles d'être résolus par voie analytique. Aussi, dans la 

plupart des cas, doit-on avoir recours à l'expérimentation. 

SeuleMent, pour des ralsons évidentes de rentabilité, on ne peut 

guère songer à entreprendre des expériences systématiques sur des ouvrages en 

vraie ~randeur. D'ailleurs, on se heurterait le plus souvent à de grosses diffi

cultés techniques; d'abord, parce que les mesures sont toujours délicates lors

que les hre.ndeurs mises en j eu ont des valeurs importantes ; ensui te, parce qu'on 

ne dispose que très rarement de toute la liberté nécessaire pour agir sur les pa

ramètres dont dérend le fonctionnement d'un ouvrage industriel, les essais étant 

subordonnés aux impératifs de l'exploitation et même, parfois, aux phénomènes 

naturels, comme dans le cas d'un déversoir de crues, par exemple. 

Ces ralsons ont amené tout naturellement les hydrauliciens à chercher 

à travailler sur des modèles réduits et, par conséquent, à établir les lois de la 

similitude. 

La méthode des modèles n'est pas la seule dont on dispose pour ~é

soudre les problèmes de mécanique des fluides. Signalons - entre autres - les 

méthodes semi_exPérimentales mettant à profit les analogies oui existent dans 

]a fcrmulation mathématinue de nhénomènes physiques de nature différente. Fa.r exem

nIe, dans l'étude des profils aérodynamiques, il est fait larp'ement "irT'el aux 

Anelories élec~rinues. 



l - DEFIIÙTION DE LA SIMILITUDE 

"Deux écoulements (S) et (S') sont semblables si - à des instants 

. homologues tels que ~ = e -les dOll&ines (0.) et (.o.') dans lesauels ils 
t 

s'effectuent, se correspondent dans une similitude géométrique de rapport cons-

tant X et si, pour chaque groupe de points homologues M et M', il existe un rap

port constant entre les vitesses, un autre entre les pressions et, d'une manière 

générale, un rapport déterminé entre toutes les grandeurs de même nature." 

Il en résulte, comme conséquence immédiate, que deux écoulements 

semblables s'éffectuent selon des trajectoires ~éométriquement semblables • 
. 

Nous nous proposerons tout d'abord de cherche~a similitude, au 

sens de cette définition est réalisable, et dans quelles conditions. Ensuite, 

s'il y a lieu, nous aurons à établir les lois qui permettront de transposer sur 

l'ouvrage en vraie grandeur les résultats relevés sur la maquette. 

II - EXPOSE DE LA METHODE SUIVIE POUR ETABLIR LES LOIS D'EXISTENCE DE LA SIMILITUDE 

Ima~inons 'que l'un des écoulements, l'écoulement (S') par exemple, 

soit effectivement réalisé; les ~randeurs physiques qui y sont attachées vérifient 

alors les équations indéfinies du mouvement des fluides isovolumes ainsi que les 

conditions aux limites et les conditions initiales. 

A partir du système (S'), il est tou,iours possible de "construire" 

artificiellement un système (S) en multipliant l'ensemble des ~randeurs de même 

espèce par des coefficients constants : ~ pour les dimensions linéaires, ~ pour 

les vitesses, ; pour les pr~ssions .••••• 

Dans ces conditions, les écoulements (8) et (S') seront bien sembla

bles au sens de notre définition. Mais si les facteurs constants >-., cf, Tl "" sont 

choisis d'une facon arbitraire, le nouveau système (S) ne représentera certainement 

nas une réalité physique. Pour que l'écoulement (S) puisse effectiveMent aVOIr 

lieu, il faudrait que les grandeurs qui lui sont attachées vérifient les équations 

indéfinies du mouvement ainsi que les conditions aux limites et les conditions 

initiales correspondant au prOblème proposé; cela impose entre les coéfficients 

À, '-P, TT' "'" un certain nombre de relations. 



Celles-ci constituent les conditions de similitude.~ 

III - ENUMERATION DES RAPPORTS EXISTANT ENTRE LES DIFFERENTES GRANDEURS 

DE MEME ESPECE DE (S) ET (S') 

bt 

Nous dénombrerons d'abord les rapports correspondant aux grandeurs 

liées aux conditions de l'expérience, ces conditions étant indépendantes des 

écoulements qui seront observés. 

Ce sont : 

a) Le rappo~t de similitude géométrique . 

À = U' 
D 

D et D'étant deux dimensions homologues quelconques de (S) et (S') 

b) Les ra'pEE..~~!' __ des~m~~_v_<?.l_umi..a...\les et des viscosi tés de~..!.l~id~_s 
utilisés 

Les fluides étant supposés isovolumes, leurs propriétés, du point 

de vue des écoulements, sont entièrement définies par y et 7 ou bien ~ et 'V = ~ 
Nous noserons 

. , 
n="'::2 

V 

Une fois imposées les caractéristiques péométri~ups d'un ouvra~e 

et la masse volumique du fluide utilisé, les forces massi~ues sont narfaitement 
.--';iO -_ 

définip~ par le chamns unitaire F. Les champs F et F' doivent être affines~ soit 

alors v ,le rapport tel que : - ~ F' = cr-. F 

Dans le cas habituel où les forces ap!lliqllPes se r;;dujser-t aux seule; 

forces de pesanteur, on a : ------_ .. _----------_._-
~ Les conditions ainsi établies ne seront nue des conditions nécessaires· - ) 

r~en ne prouve, à priori qu'elles seront suffisantes. Pour cela, on devrait démon-

trer que le système constitué des équations ~énérales du mouvement, des ~onditions 

aux limites èt des conditions initiales, admet une solution unl~u0 : ~c ~ui n'est 

d'ailleurs certainement nas vrai. Cependant l'expérience montre !!ue si ce" condi

tions nécessaires sont satisfaites, les écoulements sont bien semblahles. On est 

donc amené à admettre que la nature"choisit" des solutions du même type, quelle 

que soit l'échelle de l'ouvra~e considéré. 



ü = s' 
g 

g' et g désignant les accélérations de la pesanteur aux lieux où 

sont réalisées les expériences. 

Considérons maintenant les écoulements semblables (S) et (S'); les 

rapports que nous aurons à faire intervenir sont les suivants : 

d) Le raPE0rt des temps 

e=~ 
t 

e) Le rauEort des vitesses, te_l~~ 

-" .... 
V' = tp. V 

Comme les échelles des longueurs et des temps ont déjà été défi-

nl.es, l'échelle des vitesses n'est pas quelconque ; on a en effet 
-"t ~ 

dl = V.dt 
~ ~ 

dl' = V' .dt' 
-"> -? ,,~ " 
dl et dl' = A. dl etant deux déplace-

ments élémentaires homologues -- et par suite : 

top = ).. &-1 

f) Le rapport des accélérations -_.--...,.- - _._---- --------

r -1-- t 
qui est lié aux rapports des lon~ueurs et des temps, ou bien au ra~~ort des lcn

gueurs et des vitesses, par les relations 

r =)... &-2-
2 -1 

r =lf'.>. 

g) Le rapport des laplaciens vecteurs, tel Que 

- -A V' = S. AV 

E o.v' AW' Ce rapport est égal aux rapports des composantes o.u 'fl.v ' !:1w • 

Or, on a : 

{ju ' = d tu_' ?,'u' + (j'u' 
~ + é)y'2 'iZ'2 

=..L. a( Cf • u ) + ax' . ~(>-..x) •••••••••• + •.••.•••••. 

= ~ . ~ • (~aU). d
X

, + ••••••••• +.-....... . 
,. aX X JX 

\ -1 -1 
+ •••••••• + .•..•. )=/\.8,àu 



D'où 1. relation 

qui s'écrit encore 

- ..." p' = n. p 

Ce rapport est é~a1, en narticu1ier, à celui des nressions carac

téristiques P et P'. 

IV - LOIS DE LA SIMILITUDE 

Comme par hypothèse l'écoulement (S') renrésente une réalité nhy

slque, les ~randeurs qui y sont attachées vérifient les équations indéfinies : 

t 1 ----+ , 
1>" ~ad P 

div V' = 0 

-+ ~ ~ 

= F' - }(' + \J'. fl V' 

Par suite, les grandeurs correspondant au système (8) satisfont 

aux relations : 

1 ----') ..., ~ ~ 
• -. I2:r ad P == ij". F - . ~ + n. 

~ ~ -div V = 0 

69 

Pour que celles-ci s'identifient aux équations ~énérales GU rouve

ment de (S), il suffit que l'on ait 

Ces égalités fournissent trois relations indéne!"'c18.ntes (lU' j lest 

d'usal2:e d'obtenir en combinant le rannort :f!: avec chacun des trois autres: :1 
>. 

vient ainsi 

r:~2 = l (a) 

(89) .Q:L = l (b) 
lÇ~ 

n l (c) 
~À 

= 



soit 

p p' 
(a) 

~ = fV'2 

V2 V,2 
lb) = (90) ft. .D p;' .D' 

VD V'D' (c) = ~ '\) 

Les rapports adimensionnels 

(9I) Eu 
P 

= 
~.V2 

(92) Fr 
V2 

=--I:!:.D 

(93) Re 
V.D 

= 

" 
sont appelés respectivement: nombres d'Euler, de Froude, de Reynolds; les con

ditions (90) expriment donc que ces nombres doivent aVOlr la même valeur aux points 

homologues des ouvra~es semblables (S) et (S'). *1 

Examinons Maintenant les conditions imoosées par la présence des' 

frontières, en nous limitant au cas habituel oÙ celles-ci sont constituées de 

~arois solides et de surface~en contact avec l'atmosnhère. Soient, ~ une paroi 

solide de l' ouvrap'e réel. ~,1 un noint ouelconoue de celle-c i ~ f. " M' leurs homo

lo~es du modèle réduit. La vitesse en ~1' étant nulle, la vitesse en M l'est aussi 
-') -> -J) 

pUlsque les ch~ns V et V' sont affines. Le ch~n V satisfait donc bien à la con--dition V ~ 0 sur ~ • La nrésence d'une naroi solide n'introduit donc aucune con-

dition nouvelle.~, ... 
================================================================================= 

-'7 
*1 Remarouons oue l'échelle du chamn V neut être définie. soit nar la valeur de 
la vitesse V en un noint remarquable, soit nar la valeur de la vitesse moyenne U 
dans une section remarquable. 

*;. Ce résultat demeure valable, même si la naroi f. est mobile ou déformable. Pour 
1; montrer, il suffit de raisonner. non nlus sur les vitesses. Mais sur les vites
ses relatives fluide-narois, lesauelles sont nulles dans le cas d'un fluide réel. 



Dési~nons nar Pa la pression atmosph~rique nui rè~ne sur Ips sur

faces libres y de l'ouvrage réel. Sur les surfaces homolo~es 1..iI' de la maquett. e 

la pression devrait avoir une valeur constante TI' a = 11'. Pa' laquelle n'a auc':ne 

raison d'être égale à la pression atmosphérique qui existe au lieu de l'~xrérience. 

Il serait donc nécessaire de réaliser la maquette dans une enceinte 

où règnerait une pression convenable. Mais il est possible de se libérer de cette 

contrainte en convenant de compter les nressions à partir de la nression atmos

phérique du lieu de l'exnérience, celle-ci étant prise comme orl~lne. En effet, 

dans le cas des fluides isovolumes, la pression n'intervient que dans l'équation 

de Navier et elle n'y apparaît que par l'intermédiaire de son gradient. L'équation 

de Navier reste valable, que P dési~ne la pression absolue ou la pression relativr 

l'lUl ne différe de la première que par une constante. si donc, on ne considère que 

les nressions relatives, on a n' = 0 sur ~' et, par suite, p = 0 sur y , ce 

aUl est bien la condition imposée. Seulement, en opérant ainsi, ce sont les pres

sions relatives qui sont dans un rapport constant, et non plus les pressions ab

solues, ce qui ne présente d'ailleurs aucun inconvénient. 

Enfin, les conditions initiales consistent simplement à donner, à 

l'instant t' = 0 , des valeurs convenables aux différentes grandeurs de (S'), 

celles-ci sont obtenues en multinliant les valeurs particulières des grandeurs de 

(S) à l'instant t = 0 TIar les rapports corresnondants ).. , '-P , r( , 

En définitive, les lois de similitude se réduisent donc a 

E' u = Eu condition d'Euler, 

(Q4) F' r = Fr condition de Froude, 

R' e = Re condition de Reynolds. 

v - INTERPRETATION DES LOIS DE SIHILITUDE 

Rappelons que c'est l'équation de Navier, et elle seule, Q1l1 est 

à l'ori~ine des lois de similitude. Or, celle-ci, anrès ~ulti~lication des deux 

membres par dm, n'est autre que l'équation fondamentale de la d:rnar:i'lue ;j.rrliquéc 

à une particule quelconque de masse dm ; les ter~es : 

l ~ 

-- . grad P . dm e .... 
~. dm 

- 'If . dm 

'V.I1V . dm 



représentent respectivement : la résultante des forces de press~ons normales 

F;, la torce de pesanteur ~, la force d'inertie Fi et la résultante des efforts 
. -v1Squeux F-I. 

Cette remarque nous peraet d'exprimer immédiatement les rapports 

existant entre les forces de même nature qui s'exercent sur une partiCule quel

conque de l'ouvrage réel et sur son homologue du modèle réduit; il suffit de 

multiplier par r. X3 les ranports des termes correspondants de l'équation de Navier 

Il vient ainsi 

et par suite 

nlement 

~3b) 

F' 
P .1L. r ~3 

F P = r ~ 

F' . 
~ 

F . 
~ 

F'V 
-- = n 
Fl> 

F'p _ 2. E' rr - Fi • ~ 

",tg _ Lg F'r l .. (-)-
F' i - Fi· Fr 

(a) 

~ _ ~ (R' e) -1 () 
F'i - Fi . I~e c 

Lorsoue les conditions de similitude sont satisfaites, on a sim-

J F'n 
Fn 

FiT = FT 

F'p: = !5. 

l: 
Fi 

= F,) 

F'i Fi 

(a) 

(b) 
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Ces trois relations, qui sont respectivement équivalentes aux con

ditions d'Euler, de Froude, de Reynolds, expriment que, par rapport aux forces 

d'inertie, les forces de pressions normales, de nesanteur, de viscosité, ont Je 

même importance relative sur l'ouvra~e réel et sur le modèle réduit. 

Une fois choisis l'échelle ~éométti~ue et le lieu de l'exnérience -
1 

les rapports À et ü étant par conséquent fixés - on disnose encore de quatre para-

mètres : r, V, '-P ,ott', sur lesquels on neut agir pour satisfaire aux conditions 

d'Euler, de Fraude, et de Reynolds: la similitude est donc théoriquement pos

sible, et d'une infinité de manières. Seulement, nous allons montrer Que des im

pératifs d'ordre nhysique en limitent les possibilités. En effet, en éliminant 

entre les relations (89-b) et (89-c) qui traduisent les conditions de Froude et 

de Reynolds, il vient : 

soit : 

(97' ) -V' =r:;1/2. >..3/2. V 

ce qui montre que la viscosité du fluide à utiliser sur le ~onèle ~st définie 

d'une manière unique. 

Soit ~' la masse volumique du fluidE - si toutefois il existe -

dont la viscosité est celle d;;sirée. Le raTlTlcr~ '!" étant ~insi indirecterent fjxé. 

la. similitude est donc nossible, en fait, que d'une seule manière. Nous allons 

alors en définir toutes les caractéristiques. 

diatement 

a) ~~.!'p_o!"_t. _d_~_s __ vj~_e~_~es : 

n'anrès la relation (89-b) - condition de Fraude - il vier.t j~rp-

c.p = V 1/2 • )..1/2 

b) Rapnort des débits voluminues 
----=-.'-. ----- - --". - - _ ... _.- -- ------

Celui-ci a évider"J!'ent Tlour valeur : 

q = crl/2 • )..5/2 

puisqu'un débit est é~al au nroduit d'une vitesse nar une sectior. 

c) ~!iJl.n.oEt_ d_e_s __ t..e.Y!lP.~ : 

Lesrannorts des lonp:ueurs et des vitesses étant dé,ià définis. le 

rapport des te~ns l'est aussi ~ il a Tlour exnression 

(100) ,B' = cr-1 / 2 • )..1/2 



(ICI) 

et par suite 

(101' ) 

d) Rapport des press~ons 

D'après la relation (89-a) - condition d'Euler - on a 

2 
Tf = r.t/' = r.O-.À 

L 
ü)' D' 
~=D 

ü3 

Cette dernière relation montre que le rapnort des press~ons, expri

mées en hauteur équivalente du liquide correspondant, est égal au rapport de simi

litude. 

Par définition, la charge en unnoint est égale à la quantité, homo

gène à une longueur·: 

(I02) P V2 
H= -+h+-

W 2g 

h dési~ant l'altitude du noint considéré par rapport à un plan horizontal de 

référence arbitraire. 

On a alors 
P' 

H' h' • (1 + 
lZ' 

11"'" 
v'2 ) 

+ 2g'h' -- P 
H 

h. (1 + 
iD v2 ) 
h + 2 tSh 

si les renères d'altitude, sont choisis de telle sorte que l'on 

al.' t ,,_h' ___ D' -_ \. 
A , les crochets oui fi~ent au numérateur et au dénominateur 

h D 
du second membre sont égaux d'anrès la relation (IOI') et la condition de Froude. 

Dans ces condtjtions, il reste simnlement : 

poids 

I04) 

H' 
H 

= 

f) Rannort des ~uissances - ... _. ---_.- --~. --------
Une nuissance étant égale au produit d'une charge nar un débit en 

, ce rannort a nour expressl.on 

W' 3/2 7/2 
w=-=r.(J • À 

W 

On re~arque que~s les rapports que nous avons considérés, l'échel

le des lon&sueurs ~ intervient tou,jours à une puissance positive, de sO,rte que 



ce sont bien les ~randeurs relatives au modèle réduit oui ont les valeurs les 

plus faibles. En particulier - et c'est là une circonstance très favorable -

À intervient avec des puissances élevées dans les expressions du repT1()Y't "<'>S 

débits et du rapport des puissances, ce qui permet de réaliser des ~or]~- '" ré

duits avec de faibles moyens, 

Autre avanta,l!;e encore: le modèle réduit permet de "prévoir l'ave

nir" pUlsque les événements se produisent sur celui-ci dans des délais plus courts 

que sur l'ouvrage réel. 

En définitive, la mise en oeuvre de la similitude ne présente qu'une 

seule difficUlté : trouver un fluide dont la viscosité ait pour valeur : 

(97' ) V' = 111 / 2 • 'A. 3/2 • ~ 

Mais dans la plupart des cas, on est arrêté par cette difficulté. 

En effet, la formule (97') impose habituellement des viscosités v' très faibles. 

Or les liquides satisfaisant à cette condition sont d'un maniement difficile 

parce que toujours volatils. 

La similitude que nous venons de définir - et au'on appelle simili

tude complète - ne pourra donc pas être utilisée en hydraulique industrielle. Ce 

n'est que dans le cas où le fluide circulant sur l'ouvrage réel est dé,ià visqueux 

qu'elle pourra être réalisée pratiquement. 

VII - SIMILITUDE PARTIELLE OU SIMILITUDE DES ECOULEMENTS EN CF.ARGE : 

La condition (97') qui limite les possibilités de la ,imiJit'~de est 

une conséquence des conditions de Froude et de Reynolds ~ aUSSI a 

ché à se libérer de l'une ou l'autre de ces dernières. 

t'on cher-

Nous allons montrer que, sous certaines réserves, il est possible 

de réaliser une similitude - dite similitude partielle - en éli~inant la condi

tion de Frcude. Cette condition étant liée directement à l'existence des fOY'ces 

de T1esanteur. son él imination ne peut être nue la conséquence de leur rj i~-:-'8ri tion 

de l'éauation de Navier. 

=============================================================================== 

• 
On appelle ainsi les écoulements s'effectuant dans des domaines 

limités exclusivement nar des narois solides, fixes ou déformables. 
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Or, nous avons vu qu'il en est bien ainsi lorsqu'on introduit dans 

celle-ci les nressions étoilées. Par conséquent, si l'on convient de ne considé

rer que ces pressions étoilées - renonçant ainsi à ce qu'un rannort constant 

existe entre les pressions - les équations indéfinies du mouvement fournissent 

seulement comme conditions de simi~itude 

(105) { 
E'· u 

R' e 

= (a) 

= 
..... - p. 
~. ~ dési~ant le nombre d'Euler étoilé. u - ,?Vt:: 

Il nous reste encore à examiner les contraintes que la 'Drésence 

des frontières peut imnoser. Lorsque celles-ci sont constituées de parois solides, 

nous n'avons à considérer que le champ des vitesses de sorte qu'il n'en résulte 

aucune condition nouvelle. Par contre, lorsqu'il s'agit de surfaces libres, on a 

sur celles-ci : 

P = 0 P' = 0 

et par suite 

p'l!"= (;J'.h' 

D'anrès la relation (I05-a), il en résulte alors 

soit 

w'. h' 
~,. V'2 

V'2 
~' .D' 

v'2 
=--

r.-.D 

La nrésence d'une surface libre faisant réanparaître la condition 

de Froude, la similitude nart;~lle n'est donc anplicable qu'aux écoulements en 

Cependant, il est encore possible d'étendre son cham~ d'a~plicatior: 

aux écoulements pour leSQuels les surfaces libres sont constituées exclusivement 

de plans horizontaux fixes, comme cela se présente lors~ue l'ouvrage, lui-mpme 

en char~e, est relié à des réservoirs de grandes dimensions! 

================================================================================= 

~ Les limites de tels écoulements sont connues à nriori, tout comme ~our les 

écouler.ents en charge; aussi a-t-on l'habitude d'inclure dans la définition des 

systèmes en charge, les systèmes ne comportant comme surfaces libres oue des 

plans horizontaux fixes. 
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Mais, pour cela, on est 'amené à exercer sur les surfaces libres du 

modèle réduit des pressions différentes de la pression atmosphérique. En effet, 

s~ l'on n'impose plus p' = 0, la relation (I05-a) ne conduit plus à la conditior 

de Froude ; elle fournit seulement la valeur à donner à p'. ; soit : 

Q' V' 2 
P ,~ = t- . (y-) • ta. h 

de laquelle on déduit 

(106 )JHf , =..L. (v' )2 " P ~. V .tiJ.h-(jj.h 

Pour faire règner une telle pression sur la surface libre, on rour

rait comprimer de l'air au-dessus decelle-ci ; mais il est plus simple de conver

tir cette pression en hauteur du fluide correspondant. En opérant ainsi, le niveR.1J 

du plan d'eau dans le réservoir doit être maintenu à la cote: 

P' 
H' = h' +o::i' 

laquelle a encore pour expreSS10n 

(r07) 

H = h dési~ant la charge dans le réservoir de l'ouvrage en vra~e ~randeur. 

Comme ici le terme-}o(f)2 n'est pas égal à ~' "le rapport des 

charges est différent du rapport de similitude géométrique 

Bien qu'en s'affranchissant de la condition de Froude, on n'ait 

plus aucune contrainte d'ordre théorique dans le choix du fluide à utiliser 

sur le modèle réduit, les possibilités d'emploi de la similitude partielle 

restent très limitées. En effet, afin de ne pas retomber sur la difficulté qUl 

rend la si~ilitude complète irréalisable, on cherchera à donner à la viscosité 

v' une valeur supérieure à celle qui est donnée par la relation (07'), de sorte 

oue pour ne pas modifier la valeur du nombre de Reynolds, il sera nécessaire 

d'accroître l'échelle des vitesses dans les mêmes pronortions; il est alors à 

craindre que certaines ~randeurs mises en ,jeu sur le modèle réduit aient de, 

valeurs excessives. 

Pour fixer nos idées sur ce point, nous exnrlmeron, les pl,nnorts 

corresnondant aux Rrandeurs remarquables dans le cas - le nlus intéressR,nt du 

noint de vue pratiaue - où l'on utiliserait des fluides de mêroe na.turp sur l'ou-

YrR.l"e réel et sur le modèle réduit. 
===================;=~=================a====T=============T===================== ... Ce résultat est eV1demment valable meme Sl la surfl'lce llhre est r:uelconr111e. 
Seulement, si celle-ci n'est nas horizontale, P' n'est ,,~,s cons"',l'l.n+ ; p()lJr~Ue 
la relation (106) soit satisfaite, il faudrait alors asservir cette nre!":sir-!; n' 
à la cote h', ce oui est irréalisable pratiauement. 



L= l, on 
g 

En prenant f - 1 , ~. - 1 , et en supposant encore que l'on a 

obtient immédiatement les résultats suivants 

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

Rapport des 

V' = X -1 
V 

Ra;EEort des 

~=~ 
Q. 

Rapport des 

~ _}..2 
t 

Ra'DE0rt des 

p. -À -2 
p. 

~tdes 

H' =). -2 
H 

vitesses : 

débits volumigues 

temps 

'Dressions étoilées 

charQ;es 

f) Rapport des 'p-uissB:Il~ 

W' = ~ -1 
W 

: 

Comme dans la plupart de ces ra'Dports, l'échelle des lonQ;ueurs À 

intervient à des puissances néQ;atives, la similitude partielle ne pourra donc 

être d'aucun secours dans l'étude d'ouvraŒes industriels. 

Ce'Dendant, cette analyse ne sera pas inutile ; elle constituera 

l'ossature théorique du chapitre relatif aux pertes de charges dans les conduites. 

Les similitudes complètes et partielles ne donnant lieu a aucune 

application pratique intéressante, il ne reste plus ou'une possibilité: s'af

franchir de la condition de Reynolds. Mais là - contrairement à la similitude 

partielle - il s'agit d'un approximation, valable seulement dans certaines con

ditions que nous exprimerons au cours de l'étude des écoulements turbulents. 

VIn - SIMILITUDE APPROCHEE OU SIHILlTUDE DES ECOULEMEl-I'TS TRES TURBULENTS : 

Nous supposons que les conditions OU1 justifient l'approximation 

sont satisfaites, ce qui est habituellement le cas lorsqu'il s'agit d'ouvrages 

industriels. 

Ici, il sera possible d'utiliser le même fluide sur l'ouvrage réel 

et sur la maquette. 



Nous ferons la distinction entre les systèmes à surface libre et 

les systèmes en charge. 

A - Systèmes à surface libre : 

Les conditions : { E' =Eu u 

F'r = Fr 

permettent d'exprimer sans ambiguïté tous le~rapports remarquables de la simi

litude. 
17' En supposant encore ~ = 

V' = ~1/2 
V 

Q' = >..5/2 
G, 

t' 
t 

p' 
P 

= ')...1/2 

=).. 

H' =).. 
H 

W' = )..,7/2 
W 

F: 
l, il vient immédiatement 

B - .~ystèmes en ~harge. : 

Dans ce cas, la seule condition ~ respecter est 

E'* = E· u u 

Ainsi, une fois déterminée l'échelle ~éométrique >.. , on est encore 

libre de choisir arbitrairement l'échelle des vitesses \f . 

Les rapports remarquables de cette similitude sont 

~ =41.>.2 
Q 

1 

t. =~ 
t- If 



CHA PIT R E VIII 

LES RmIMES HYDRAULIQUES 

l - FAITS D'OBSERVATION : 

Considérons un ouvrage hydraulique quelconque alimenté sous une 

char~e constante. Une fois terminée la manoeuvre des organes de réglage du 

débit, et après 'un temps plus ou moins long, on pourrait s'attendre à ce qu'un 
,.4,: 

régime permanent s'établisse. 

En fait, c'est bien ce qui apparai trai t à un té moin qu~ se con

tenterait d'observer le phénomène "de loin". Mais, un examen plus attentif mon

tre que dans la plupart des cas, la vitesse en un point ne demeure pas rigou

reusement constante dans le temps; elle subit d'incessantes fluctuations en 

~andeur et en direction. Le mouvement est seulement permanent en moyenne. 

Ainsi, un appareil de mesure de la vitesse ayant une grande inertie 

- un mou1.iilet. hydrodynamique, par exemple - fournit une indication constante : 

par contre un appareil de plus faible inertie - un tube de pitot, par exemple -

donne des indications variables dans le temps, mais 'lui oscillent autour d'une 

valeur moyenne. 

Cette instabilité de l'écoulement. ~ui se manifeste nuel Que soit 

le tyne d'ouvra~e considéré, est narticulièrement visible dans le cas où il exis

te une surface lihre : les rides que ~on observe en surface témoi~nent de l'a~i

tation qUl règne dans la masse. 

Les premières ~tudes systématiaues ayant trait à la turbulence ont 

été entreprises 'Dar O. Reynolds ; nous commencerons par décrire sa célèbre exr,é-

rlence. 

II - EXPERIENCE ~ONDAMENTALE DE REYNOLDS 

Un tube de verre très lon~ (C) est alimenté par un bassin de ~ran~es 

dimensions (BI) dans lequel l'eau est maintenue à un niveau constant Hl ~râce 

à un déversoir de trop plein (Dl). Un système de tranauillisation narticuli~re

ment soigné ~ermet d'éviter les perturbations crées par le débit d'apport 0
0 
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A son extrémité amont, le tube (C) est muni d'un ajustage (A), en 

forme de tuyère, dpstiné à ~uider les filets liquides, évitant ainsi tout dé

collement à l'entrée. 

A l'aval, ce tube débouche dans un second bassin (B2 ) dans leQuel 

le niveau H2 de la retenue est rè~lable ~râce à un déversoir coulissant (D2)' 

Afin de visualiser les lignes de courant, un ajutage (0), très fin. amène dans 
(olorit. 

l'axe de la tuyère un filet d'eauYavec du permënganate, par exemnle. 

Un robinet (R) disposé sur la turbulence alimentant cet a.juta~e 

permet d'agir sur la vitesse du jet coloré de façon à la rendre égale à celle 

du fluide ambiant. 

Au début de l'expérience, le niveau H2 est é~al au niveau Hl' et le 

robinet (R) est fermé. On crée ensuite un écoulement en donnant à la char~e 

~H = Hl - H2 des valeurs successives de plus en nlus grandes, le robinet (R) 

étant à chaque fois règlé en conséquence. 

Tant que les vitesses sont suffisamment faibles, le filet coloré 

demeure rectilÜr,ne. Il dessine l'axe du tube et ne se mêle aucunement au fluide 

environnant. L'écoulement se fait par couches parallèles qU1 glissent les 11nes 

sur les autres: on dit alors que le régime d'écoulement est ~amin~~~e. (Fi~. a) 

Mais, en continuant à au~enter la vitesse de l'écoulement, on finit 

par atteindre un débit Qc à partir duquel l'écoulement cesse d'être stable. :.e 

filet coloré n'est plus rectiligne ~ il commence tout d'abord nar nrésenter des. 

ondulations - (Fip.. b) puis~ au fur et à mesure que l'on au~p.ntp. le drhit, ce file 

filet se brise en une série de tourbillons Qui envahissent toute la masse liquide 

environnante. (Fig. c). 

Enfin, pour des débits encore plus importants, le colorant se dis

tribue d'une façon pratiquement uniforme dans le tube (Fi~. d) 
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Dans les cas (b), (c), (d) où les particules cessent de se déplacer 

suivant une parallèle à l'axe du tube, c'est-à-dire lorsque les filets liquides 

perdent leur individualité en s'interprénétrant les uns les autres, on dit que 

le régime d'écoulement est turbulent. Lorsque l'agitation est très intense, le 

régime est dit "turbulent satliré". 

A la valeur Qc du débit pour laquelle le ré~ime cesse d'être lami

naire, correspond une valeur critique Rec du nombre de Reynolds. Dans son expé

rience, l'auteur a trouvé Rec = 2400, et cela quelle que soit la nature du li

quide utilisé. 

En opérant avec des tubes lisses de différents diamètres - ma~s à 

condition toutefois de modifier en conséquence toutes les dimensions de l'instal

lation - on constate que l'apparition de la turbulence a encore lieu quand le 

nombre de Reynolds atteint la valeur critique de 2400. Ceci était d'ailleurs pré

visible puisque dans le cas des systèmes en charge, la similitude des écoulements 
1 

exige seulement l'égalité des nombres de Reynolds. 

Les valeurs de Rec ' obtenues par les différents auteurs qui ont 

renr~s l'exnérience de Reynolds, sont ~énéralement très éloignées de 2400 ~ mais 

cela n'a rien de sUrPrenant si on considère ~ue ce chiffre de 2400 est nronre à 

l'installation de Reynolds, c'est-à-dire Quil corresnond à un tube cylindriaue 

lisse, équipé d'une tuyère bien particulière, et alimenté par un bassin à l'inté

rieur duquel le fluide n'est nas absolument calme. Dq.n~ cet nrdre d'idées, on 

conçoit alors nl1'avec une tuyère mieux profilée et un système de trannuillisation 

~lus efficace, on puisse conserver plus longtemns le régime larinaire. 



Ainsi. H. Rouse a réussi à maintenir ce ré~ime pour des nombres de 

Reynolds atteignant des valeurs de l'ordre de 40.000. Mais de telles " . exner1en ~, <, 

exi~ent d'infinies ~récautions, la moindre perturbation extérieure étant suscen

tible d'amorcer la turbulence. 

Afin de rendre plus démonstrative l'e~érience de Reynolds, il serait 

donc préférable de dis~oser à l'amont du tube .une tuyère plus sommaire - ou même 

de suppr~mer complètement celle~ci - parce que, dans ~es conditions, le changement 

de r6sime ne serait nratiquement plus influencé nar les causes extérieures ; la 

naissance de la turbulence pourrait alors être renéréed'une facon ~lus précise 

et l'expérience serait parfaitement reproductible. Mais à ce moment là, la valeur 

du nombre de Reynolds critique ainsi trouvée - d'ailleurs inférieure à 2400 - cor

respondrait à l'apparition de la turbulence, non plus à l'intérieur d'un tube 

cylindrique lisse indéfini, ma~s à l'entrée de celui-ci. 

En hydraulique industrielle, les écoulements sont habituellement 

turbulents et, dans bien des cas, turbulents saturés. Pour nous en assurer, consi~< 

dérons une conduite de diamètre D = 0,10 mètre, et transportant de l'eau à la vi

tesse moyenne U = 1 rn/s. En prenant pour V la valeur 10-6m2/s , on obtient : 

Re = 105 , soit un chiffre suffisamment élevé pour que l'on ~uisse affirmer que 

le ré~ime d'écoulement est bien turbulent. Ce n'est que dans les conduites lisses 

de faible'diamètre, à l'intérieur desquelles s'ér.oule un fluide visqueux - de 

l'huile, par exemple, comme dans les circuit~ ~e ~raissaae - que le réaime d'écou

lement peut-être du type laminaire. 

Il est bien évident que l'a~itation de turbulence entraine de arandes 

déperditions d'éner~ie et que, par conséquent, la puissance nécessaire pour assu

rer le mouvement est - toutes choses é~ales par ailleurs - beaucoup plus imnortante 

en ré~ime turbulent qu'en régime laminaire. Ainsi, dans le cas d'une conduite d'ad

duction d'eau en acier, déjà en service, de diamètre D = 0,10 mètre ,et nour :!..aquelle 

on aurait U = lm/s, la puissance dissipée par unité de lc~~eur serait de 1,5watt. 

alors que si l'on avait nu maintenir le ré~ime 18Jl1inaire, cette nuissa.nce ~'" êerp.it 

que de 2,5. 10-2watt. 

L'expérience que nous allons décrire maintenant fournit une r>reuve 

indirecte du fait (lue la turbulence donne lieu à. une déperdition d'énenrie sUP

plémentaire importante. 

III - EXPERIENCE DE COUETTE: 

Un bassin (B) de très ~randes dimensions, initialement plein d'eau. 



se vide par un tube qlindrique horizontal (T). 

Tant que la charge B est aurtisa.ment grande, le régime d'écoulement 

est du type turbulent et, à 1& sortie du tube, le jet présente un aspect granuleux. 

PUis, d~s que la charge H devient intérieure à une certaine valeur critique Hl' le 

régime tend à devenir laminaire. Il en résulte alors une diminution des pertes 

d'énergie et par suite une augmentation de la vitesse d'écOulement, ce qui se 

traduit par un accroissement momentané de la puissance du jet à la sortie du tube. 

H 

Mais du fait de cette augmentation de la vitesse, le ré~ime turbulent 

se rétablit aussitôt, puis redevient 

à nouveau laminaire, et ainsi de 

suite. 

On observe donc à la sortie du tube 

un phénomène de battements dont l'in 
... 

~~;:~;:::=:::::::==::::====~:=:~"tensité passe par un maximum pour 
, ~" cesser complètement dès que la char-

ge H devient inférieure à une secon

de valeur critique H2 • 

A ce moment là, le régime devient laminaire en permanence ; la veIne 

liquide devient stable et présente l'aspect lisse et limpide caractéristique des 

écoulements non turbulents. 

IV - ECOULEMENTS LAMINAIRES DANS LES SYSTEMES PRESENTANT UNE SURFACE LIBRE 

D'a'Orès ce oui nrécède, il semblerait oue le régil'l1e lRJ'1inaire N' 

'Ouisse être maintenu que sur des ouvrages de petites dimensions traversés par 

des fluides animés de faibles vitesses. 

Cependant, il existe une autre catégorie d'écoulements nour laque]J.f' 
1 

les conditions d'existence du régi~e laminaire sont toutes autres. Dans cette 

caté~orie, nous citerons, entre autres 

Les écoulements à travers un orifice à mince paroi, un a.lutaa;e rentrant, une 

tuyère profilée. (Fig. 1,2,3.) 

L'écoulement au-dessus d'un déversoir à mInce parOI. (Fi~. 4) 
- L'écoulement sous une vanne de fond. (Fig. 5) 
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Portons notre attention sur l'u~ ~e ces cas, celui de la tuy~rp 

nrofilée par exemnle, et supposons que celle-ci constitue l'injecteur d'une 

turbine Pelton ; les vitesses ~euvent alors être considérables - d~ l'ordre 

d'une centaine de mis - de sorte Clue le nombre de Reynolds corresnor.dar.t 1'tU ,ie+, 

cylindrique issu de cette tuyère atteint des valeurs de l'ordre de nlmd P1Jr!'; 

rr.illions. Cenendant, ce jet présente ~ tout au moins sur une certaine l0~~ueur -

l'aspect limpide caractéristique du rép:ime laminaire. Cette contradiction 8.T'T'B.

rente avec les résultats de l'expérience de Reynolds provient du f8.it ou'ici. le 

.iet n'est plus ~idé par des parois solides ~ il est entièrement en contact "sec 

l'air atmosphérique. On peut donc déjà en conclure que les frotter.!ents aux Tl1'trois 

sont, pour une grande part, à l'ori~ine du phénomène de turbulence: l'px'Olicatior 

que l'on peut en donner est la suivante 

Au voisina~e d'une paroi, les particules nrennent un r.!ouvement 

de rotation du fait du fort ~adient de vitesse auxquels elles sont so~~ises. On 

peut alors concevoir que si cette vitesse de rota

tion est suffisante, les particules 'Ouissent se 

détacher des parois selon un processus à caractèr~' 



aléatoire, créant ainsi des perturbations qui se propagent partout à l'intérieur 

du fluide. 

Dans cet ordre d'idées, on peut alors prévoir que pour éviter la 

turbulence, il soit nécessaire, ou bien qu'il n'y ait pas de parois solides dans 

les rélions de grandes vitesses, ou bien que le fluide ait une viscosité suffi

samment faible pour qu'il se comporte comme un fluide parfait. 

Par ailleurs, nous constatons que la tuyère convergente Il "amorti" 

la turbulence puisqu'à l'entrée de celle-ci le mouvement était très turbulent 

alors qu'à la sortie il est quasi-laminaire. PLus généralement, nous admettro", 

qu'une très forte accélération positive favorise le maintien du régime laminaire. 

Il Y a lieu de remarquer que les deux circonstances suivantes : 

absence de parois solides dans les régions de grandes vitesses et mouvement for

tement accéléré, se retrouvent sur chacun des exemples précédemment cités. 

v - CLASSIFICATION DES ECOULEMENTS 

Parmi, les écoulements laminaires, nous ferons la distinction SU1-

vante : les écoulements laminaires des fluides peu visqueux dans les systèmes 

présentant une surface libre, que nous assimileront aux écoulements des fluides 

parfaits, et les écoulements laminaires des fluides visqueux. 

Notre cours d'hydraulique générale se subdivisera alors a1nS1 

l - Ecoulements des fluides parfaits 

2 - Ecoulements laminaires des fluides visqueux 

3 - Ecoulements turbulents 

4 - Ecoulements des fluides compressibles. 
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CHAPITRE l 

Equations de l'équilibre des fluides 

l - EQUATION GENERALE 

L'équation d'équilibre des fluides s'obtient immédiatement à partir ----. 
de l'équation de Navier dans laquelle on fait: V 5 0 ; il vient ainsi: 

1 --+ -1" grad P = F 

La press~on caractéristique P = P (~, T) qui figure dans cette é~a
~ 

pression P (M) comptée lité représente également la valeur al~ébrique 1> du vecteur -nositivement dans la direction de la demi normale Mn. 

La masse volumique pétant considérée comme une constante, l'éauation 

(1) peut être mise sous IR forme : 

(?) ~ ~ = -; 
Il en resul te (lue l' ermilihre n'est nossihle que 51. les forces RT'

nlinuees dérivent d'Wlt. fonction de notentiel Q telle que 

soit 

--. -F = p:rad Q 

Dans l~ cas où ~l ~n est bien ainsi. l'equation d'p.~uilibre est 

-p -grad 1> = ~rRd 0 

(3 ) 
p 

e. 
Cl dési~ant une constante oue l'on détermine nar les conditions aux limites. 

On voit ainsi ~ue les surfaces isobares P = Cte coincident avec les surfaces de 
.-

ni veau 0 = Cte ~ comme les lit;nes de forces du champ F sont les tra,l ectoires or-

thogonales des surfaces de niveau, il en résulte que ces lignes sont aussi les 

trajectoires orthogonales des surfaces isobares. 

Dans le cas d'un fluide soumis uniquement aux forces de nesanteur. 

on a Q = - g • h 
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h désignant la cote du point considéré par rapport à un plan horizontal de rér f -

rence arbitraire. 

L'équation fondamentale de l'équilibre des fluides pesants lSOVO

lumes est alors : 

P 
Cl - + p: h = 

~ 
soit 

(4) ! + h = C2 Vol 

ou encore 

(4' ) p*= C 

La quantité ~ + h - que l'on appelle "hauteur piézométriQue au 

point M" -conse.l've donc une valeur constante en tout point de la masse fluidf'. 

Les surfaces isobares sont ici des plans horizonte,ux ~ en particu

liers, la surface libre est constituée par un plan horizontal pui~qu'en chacun de 

ses points, il règne une pression constante égale à la pression atmosphérique Po' 

Pour calculer la pression qui règne en un point M,situé à la distance 

D au-dessous de la surface libr.e, nous écrirons que la hauteur piézométrique en 

ce point est égale à la hauteur niézométrique en un point nuelconque Ho de la 

surface libre. Il vient alors successivement 

p p 
(m + h)g = (~ + h)M

o 

P = Po +i:i3. (ho - h) 

et 

( 5 ) p = Po + iJj. D 

III - .EmL~~!.B~.E.J§.OT~I_Q..uE __ I?.~'yN F_I:.U_~'p'_E __ g.O~_R!~~.S.IB~~ 

PuiSQue par hynothèse la temnérature est considérée comme une rnnp-

tante, la masse spécifique ~ ne 

t gra~ p = 
et nar suite 

--i> jdn grad T = 

dépend que de la pression p. On peut donc écrire 

gr adJ' 
? 

Cette relation montre que là encore, l'équilibre n'est possible nue 

si les forces par unité de masse dérivent d'une fonction de potentiel G. Dans le 

cas où cette condition est réalisée, l'équation d'é~uilibre s'écrit: 

soit 

grà'd f7- = r:r:d Q 

fT - Q=C (6) 
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C,étaftt une constante que l'on déterminera par les conditions aux 

liJn.i tes. 

Dans le cas d'un fluide uniquement SOUM1S aux forces de pesanteur, 

il vient 

(7) f~ + g.h = C 

Comme l'intégrale ji~ n'est fonction que de la pression p, l'équa

tion (6) montre que les surfaces isobares coïncident enCQre avec les surfaces de 
..... 

niveau du champ de forces F. 

Pour un fluide pesant, ces surfaces, et en particulier la surface 

libre, sont des plans horizontaux. 

Nous traiterons à titre d'exemple, les deux cas suivants 

A - ~uilibre isoth~rmique des liquides nesants : 

Rappelons que si KT désigne le coefficient de compressibilité iso

thermique, on a par définition 

d~ T = IVr • dp 

et par suite, en remarquant que pour les liquides KT est pratiquement indépendant 

de la press10n : 

(8) p= Po • eK.r·(p - Po) 

eo désignant la masse volumique correspondant à une nression de référence Po' la 

preSS10n atmosphérique nar exemple. 

il vient 

En portant cette expression de p dans l'équation d'équilibre (7), 

El] prenant comme plan de référence des altitudes, le nlan de la sur
I 

face libre sur lequel règne la nression no' on obtient : 

et nar suite 

C = _ l 
ro· Krr 

1 
n = Po -~ • LoIZ: (1 + Wo • K.r • h) 

La ~ression n en un point M situé à la profondeur D, est donc 

1 ---K.r 
LO&1: (1 • I<"-T • D) 

Comme pour les liquides K.r est très faible, on est en droit d'écrire 

du m01ns tant que la profondeur D n'est nas trop gr~nde : 
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p N Po +wo. ( Wo·K.r·D) D. l + 2 

Dans le cas de l'eau, on a : K.r ="""20.,..;;1;;"'0""0""'0 cm
2

/kÇ!., 

soit K.r = 2 / 108" m
2

/Newton 

A condition d'exprimer D en mètre, il vient alors 

3 ro-8 D 
= IO . ~ . ----2'~ • D -

"" 1 200 000 

et 

(ro) D 
P N Po +wo· D • (1 + 400 000) 

sr l'on avait sunnosé que la masse snécifiaue ~ardait nartout la 

valeureo qui correspond à la nression atmosnhérioue no' on aurait trouvé : 

L'erreur introduite nar une telle simnlification revient donc à 
D né~liger le terme 400 000 devant l'unité ~ pour un foint situé dans une fosse 

marine è une nrofondeur de 8.000 mètres, cette erreur ne serait encore que de 

2% ; comme dans la plupart des nroblèmes d'hydraulique industrielle. les diffé

rences de pression entre les différents noints de l'ouvrace ne sont jamais aussi 

imnortantes que dans cet exemnle. on voit au' il est tout à fait .i ust i fié de né

~li~er la comnressibilité de l'eau-. 

B - Eauilibre isothermiaue des gaz narfaits SOumlS au chamn de 
-i~ nesa-ntë-ur-------- .. · - -- ... ---- .. - .... - --' _ ...... ~ . -_ ... --. - .. - - .. -

En annelant Tl la temnérature ambiante sunnosée constante: Pl' Pl' 

la nreSSlon et la masse volumique au sol. on a : 

d'où 

L'équation (7) s'écrit ainsi 

Log P + g • h = C 

Si l'on comnte les altitudes à nartir du nlveau du sol. en ~ 

C - .!l - )'1· 

Ji· Log ~l + g • h = 0 

================================================================================= 
• Ce n'est que nour l'étude des coups de bélier nue nous aurons à nrendre en 

compte la comnressibilité de l'eau narce aue le nhénomène est nrécisérrent dû aux 
propriétés élastiques de celle-ci. . 
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_ tAJI • h 

P = Pl . e Pl 

Cette formule, due à Laplace, permet, du moins en première annro

ximation)de mesurer les altitudes au moyen d'un baromètre. Mais il faut bien 

observer que l'on a supposé ici l'atmosphère en équilibre isotherme, Qypothèse 

qui ne se trouTe pas vérifiée par l'atmosphère réell~.Il est donc inutile de te

nir compt.e des variations de g en f~.ction de h. 

Faisons une application numérique en supposant que la pression au 

sol est é~ale à la pression normale et que la température est partout égale à 
O·C ; on a : 5 

Po = 1,013 • 10 pascal. 

Po = 1,293 kg/m3 

et nar suite, à condition d'exprimer h en mètres: 
h 

p = 76 • e- 1,251 • 10~ cm de mercure 

Pour h = 8840 mètres (altitude du Mont Everest), ontrouve ainsi 

p = 24 cm, alors que les mesures donnent n = 28 cm. 

IV - EQUILIBRE DE L'ATMOSPHERE STANDARD -"-----
L'équilibre de l'atmosphère a un caractère essentiellement fluctuant. 

La te~érature, la nression et même la comnosition de l'air sont différents ~n 

chaque point de la surface du globe ; en un lieu déterminé, ces caractéristiques 

évoluent également dans le teMps. On concoit qu'il en est de même pour la loi de 

répartition en altitude. 

On a ~té aJ!lené alors à définir une atmosphère stable fictive, appelée 

atmosphère standard, Qont les caractéristiques s'annarentent aussi fidèlement que 

nossible aux caractéristiaups moyennes de l'atmosnhère réelle. 

/>. la suite de nombreux sondap-:es, on a convenu de définir l'atmos

nhère standard de la manière suivante : 

l - L'air est considéré co~~e un p-:az narfait et sec. 

2 - A l'altitude zéro, la nression est égale à la nression no~ale po. et la 

température est égale à 15°C. 

3 - De l'altitude zéro, à l'altitude de 11 000 ~ètres, c'est-à-dire tant ~ue l'on 

se trouve dans la tronosphère, la. temnérature décroît linéairement de 6°5 nar 

l 000 mètres. 

4 - A nartir de l'altitude de Il 000 mètres, c'est-à-dire tant ~ue l'on rest~ 
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dans la stratosphère~ la température reste constante et ép,ale, d'après les 

conditions (2) et (3), à - 56,5°C. 

5 - Enfin, étant donné tIue l'atmosphère standard ne représente que trèr. imnar

faitement l'atmosphère réelle, on a .iuQ;é qu'il est inutile de tenir comnte des 

variations de ~ avec l'altitude. 

Nous étudierons d'abord l' équiJ ;, bre dl' l'atmosphère standard. dans 

la trop~re, puis dans la stratosphère. 

A - Equi_l}]:lT_e . .9-~ l_'.a~.m..9~'p_h.è.r.!'!_ .s_t.aE_<:l~rd daE.s __ I.a . . t!".oR.o.~È_è.~e. : 

A l'altitude zéro, la masse spécifique, que nous dési~nerons 

par ?o' a pour valeur 
273 3 Po = 1,293 • 288 klZ./m 

soit 

A l'altitude h, la température absolue a pour valeur d'anrps 

l'hynothèse 3 

T = 288 - l~O; . h, 
soit 

T = 288 (1 - a • hl. 

avec a = 2,26 x 10-5 , h étant exnrimé en mètre. 

La masse volurninue p, ~ l'a.ltitude h. a alors T'our eX'rression 

(13) p = Po' nn . --:,.;;;.l_~ 
\. 0 l - ah 

n étant la nression corresnondante. 

Comme pdépend ici de 1" et de h, l'énuation d'él1uilibrc doit être 

nrlse sous la force initiale 

l ~ ~ f . Rrad n = ~rad (- rr • hl, 

I1Ul s'écrit dans le cas présent. en sénarant les variables 

l P -~ l -----? 
_. 0 Rrad p = p:rad (- F"h) 
~o p' l - ah . 

Le premler membre de cette é~alité ne dénend ou~ de n, tar,~iG r.ue 

son second membre ne dénend nue de h ; on neut alors écrire : 

=================================================================================-

*" La surface séparant la trono~ère et la stratosnhère est annelée la 

"troponause". 
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~ • Lo~ p = L. Log ( l - ah) + Cte a . 

Comme pour h = 0, on a P = Po' il vient 

L. Log (1 - ah) a 

wo 
(r4) p = Po • (1 - ah}po.a 

W 0 étant le poids vOlumique de l'air au nl. veau du sol. 

Dans le système d'unités M.K.S.A., on a : 

a = 2,26 x 10-5 Wo = 1,225 x 9,81 : 

Po = 13,6 x rooo x 9,81 x 0,76 

On en déduit : 

(r4') P = 76 • (1 - 2,26 . 1~s}5,25 cm de mercure 

La loi donnant la répartition de la masse spécifiaue en fonction 

de l'altitude s'obtient immédiatement en remplaçant p par sa valeur dans l'équa

tion (13) : il vient ainsi 

et 

( ') ( -226 ...ll...)4,25 I5 ? = 1,225. l , . lOs 

A l'altitude h = 11 000 mètres, c'est-à-dire sur la tropopause, la 

tel!lPérature, la 'Dression et la masse volumique ont respectivement pour valeurs 

o 
Tl = 216,5 nI = 17 cm de mercu~e ~l = 0,36 ka/m3 

A partir de h = 11 000 mètres, l'é~uilibre est i~othermique 

la formule barométrique de Laplace est donc applicable à condition. bien entendu. 

de prendre comme conditions aux limites celles qui rèp-nent sur la tropopause. 

On obtient alors immédiatement 

(I6) n = '01 e ~ (h -11 000) . 
et 1 

_wl 
(h - 11 OOO) (17 ) ~ = ~l Pl 

. . e 
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L'application nuaérique donne 

_ l,56 • (h ~01~~0) 
(16') p. 17 • e 

(17' ) e • 0,36. e 

h - 11 000 
1,56.( 1000cr--) 

v - UNITES DE PRESSION 

cm de mercure 

Des considérations d'ordre pratique ont 1 amené les techniciens à 

compléter la gamme des unités de pression des systèmes cohérents fondamentaux 

par d'autres unités d'un maniement plus commode dans leurs spécialités. 

Nous distinguerons donc : 

- Les unités des systèmes cohérents fondamentaux. 

- Les unités dérivées des unités de ces systèmes. 

- Les unités d'origines diverses. 

Pour déterminer les équivalences entre les unités de nression des 

systèmes cohérents fondamentaux, on a avantage à faire appel à l'équation de 

dimension de la pression qU1 est, rappelons le 

L'unité de pression du système C.G.S. est "la barye" ~ celle du 

système M.K.S.A. est "le pascal" ; celle du système M.T.S. est "la pièze". Entre 

ces unités, nous avons les relations: 

1 pièze = 103 pascal = 104 barye 

L'unité de pression du système M.Kp'S, est le K~f/m2 

éruivalent à 9,81 pascals. 

il est 

b - !1E..i~_é_s_d_~E~~é_~_?-es .. 1.l?} té_s __ des __ sx_~!.è~e_s __ ~.o.hé.r.e.nts. ro.n_~.8!:l~.nt.a.1lY 

Le kgf/cm2 , unité dérivée de l'unité de press10n du systpme 

M.Kp.S. équivaut à 104 k~f/cm2. 
Le bar, unité dérivée de l'unité de nression (J.u systèJ:1e C.C.S., 

équiv~ut à 106 barye. Le millibar, surtout utilisé en météorolo~ie, eêt donc 

éral à 103 barye. 

c - Unités d'origines diverses : 

"Le mètre d'eau" équivaut à la pression aUl rèr.:ne il la b:J.s'" d'm'le 

colonne d '·eau au repos de un mètre de ha.uteur, lorsoue la nressior. est ml] le sur 

la surface libre. 

Dans. le s;rstème N.Kp.S., cette nression est ép-ale à-W. ~. :wec 



w = 1 000 et D = 1 • 

On a alors 

"1 mètre d'eau" = 1 000 kp;f/m2 

"Le mètre d'eau" est donc équivalent à une pression de 0,1 kfl,f/cm2 

"Le millimètre d'eau", utilisé surtout aéronautique, est .. en equlva-

lent, d'après ce qui précède, à l'unité de pression du système M.Kp.S. 

"L'atmosphère" équivaut à la pression atmosphérique normale ; elle 

est donc éfl.ale à la pression qui règne à la base d'un~ colonne de mercure de 

76 cm de hauteur, lorsque la pression est nulle sur la surface libre. 

Dans le système M.~.S., on a alors: 

1 atmosphère = 13,6 x 1000 x 0,76 k~f/m2 

soit 

1 atmosphère = 10 336 kgf/m2 

" .... . . / 2 "L'atmosphère éC'J.uivaut donc a une 'Presslon de 1,033 kgf cm • 

Dans le système C.G.S., on a 

1 atmosnhère = 13,6 x 981 x 76 barye 

soit 

1 atmosphère; 1,011. 106 barye 

En première approximation, on peut donc oonfondre "l'atmosphère" et 

"le bar". 

Il est possible d'entrainer un fluide de telle sorte que celui-ci 

demeure au renos par rapport à un système d'axes mobiles OXYZ : on dit que le 

fluide est "en équilibre pseudo-statique". Les équations habituelles de la méca

nlque, reliant les grandeurs mesurées dans un tel système d'axes, restent valables 

à condition d'adjoindre aux forces directement appliquées les forces d'inertie 

d'entrainement et les forces de Coriolis. Mais, dans le cas nrésent, les forces 

d~ Coriolis sont nulles puisque,nar hypothèse. il n'y a pas de mouvement re1Qtif. 

Par unité de masse, la seule force à a.1outer aux forces extérieures est donc : 

--::> 

~ désignant l'accélé~ation à laquelle est SOumlS le fluide entraîné. 

D'où l'équation de l'équilibre pseudo-statique 

(r8) 1 ---- -:>-:> T . grad p = F - ~ 

A titre d'exemple, nous traiterons les deux cas suivants 



- 98-

A - Equilibre d'un liquide pesant animé d'un mouvement de translation uniformé
ment acc€l€r€. 

Nous choisirons le système d'axes mobiles de telle sorte que l'axe 

OZ soit vertical et que le plan YOZ soit parallèle à la direction du mouvement 

de translation; nous désignerons par«l'angle formé par le vecteur accélération 
~ 

~ avec l'axe OYe fig. (1) 

fig: 1 

L'équation d'équilibre est 

I-
f grad p = -grad (- ~z) 

~ 

grad (~.cosc(. Y + ~.sin!X. z) 

soit)en supposant le fluide isovolume : 

~ + ( r:! + ~. sin <X ). z + l<. cos <X. Y = ete 

Les isobares, et en particulier la surface libre, constituent une 

famille de nlans parallèles d'équation: 

(19' ) 

(19") 

(p; + ~. sin 0<.) • z + ~. cos C)(.. y = ete 

Ils forment avec l' horizontale un anp;le y tel que 

h: \V = _ K· cos Cf... 
\ {1 + ~ .sin r:::J... 

1 

Notons que le nroblèrre aurait nu être traité p:éométriauerrent en re-

r..ar'1uant que tout se nasse ici, comme si le liauide était sOUl"'lis au champ unifor-
~ .~ 

me F', résultant de la superposition du champ de la pesanteur et du champ -~. 

Les isobares et, nar suite, la surface libre sont alors forrré~sde plans pcrpendi
-" 

culai~es à la direction du chamn F'. (Fig 2 & 3). 

On voit ainsi, que le liquide se situe au-dessus ou au-dessous de ln 

surface libre selon que la auanti té - ~. sind est supérieure ou inférieure à l' ac

célération p; de la nesanteur. 
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fi9: 2 

z 

y 

-. 
'i 

fig: 3 

B - Enuilibre d'un liquide pesant, animé d'un mouvement de rotation uniforme "iut."c"ur" 'd"ü-n--àie--vey,'t'ical.---- .. ------- ,.- .. _-- - " ... - . - -., --. "---- -----

Un fluide isovolmne est contenu dans un réservoir qui tourne à la 

vitesse anr:ulliire constante autour d'un axe vertical OZ - Fir.; 4 - LorsrJue le 

rép'iT'1p €'f't rétl'thli,le linuide tourne en bloc, à la manière d'un solide, à la 

vitesse angu1aire~ autour de cet axe. Par 

rannort à un système d'axes or, oZ, liés au 

réservoir, le liquide est au repos., L' accé-
-";> 

lération d'entraîne~ent ~ , ou accélération 

centripète, a pour expreSSIon : 

-:;{' = _~2 • r --» ~2 r 2 
grad 2' 

r, désignant la distance d'un point M de Ja 

masse fluide à l'axe de rotation: 
~ '" .. '" n. etant le vecteur unItaIre porte par la 

demi normale extérieure au cylindre CIrcu~ 

laire d'axe OZ et de rayon r. 

L'é~uation de l'équilibre pseudo-statique est donc 

so:it 

(?O) z = 

Les isobares et, en particulier, la surface libre sont donc des 

naraboloïdes de révolution d'axe OZ. 

La constante C oui intervient dans l'~nuation pr6c6dente d~nend du 

remnlissap:e initial ~ nOur déterminer sa vaJeur, il suffit d'écrire Que Ja sur

face libre, d'équation 

Z = w~~ 
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délimite un volume fluide égal à celui qui a été introduit dans le ré~ervoir. 

Dans le cas où ce réservoir est un cylindre circulaire de rayon 

R, on trouve ainsi 
2 aa. 

Ca).1\ ..PA 
C=H- 4p; + us-

H dési~ant la cote atteinte par le fluide contenu dans le réservoir, avant sa 

mise en rotation. (Fip;. 5) 
D'où l'équation des isobares: 

H + w2 ( r2 _ R2) _ P - Po 

2~ 2 W 
Z = 

et l'équation de la surface libre: 

w 2 R2 
( 21 ' ) Z = H + 2" . (r2 - - ) 

Il; 2 

. 
Nous constatons que l'intersection de cette surface libre et du nlan Z = H est 

un cercle de rayon : 

(21") 

, 
" 

ro = R. 

,1 
1'"-
1 
1 
1 

l 'to 

:Ctel R 
1 
1 

1/2 
2 
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CHAPITRE II 

Hydrostat~ 

Les différents résultats que nous état'Qrons dans ce chapitre seront 

déduits directement de la relation fondamentale de l'éauilibre des fluides 1S0-

volumes soumis au champ de la pesanteur 

(4 ) p + W. h = Cte 

l - THEOREME DE PASCAL 

D'après la relation (4) on a, pour deux points Ml(Pl , hl) 

ce oui montre que toute variation de Pl entraîne une variation é~ale de ')')2' D'où 

l'énoncé du théorème de Pascal: 

"Les variations de preSS10n au se1n d'un liC1uide isovolUl"le au repos 

se transmettent intép:ralement". 

Le ~rincipe de la transmission des preSS10ns est utilisé en parti

culier dans la presse hydraulique. (Fi~. 6) 

Considérons un réservoir, complètement 

rempli de liauide, présentant deux ou

vertures dans lesquelles ~euvent cou

lisser deux pistons p]' n~ de sections 

Sl , S2' 
En exerçant sur ces pistons des forces - -Fl , F2' le liauide se trouve souras à 

des pressions élevées de sorte que l'on 

peut né~liger les termes e~ egh dev~nt 

les pressions. 

Dans le liquide au repos on a, d'après le théorème de Pascal 

ou 
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s' -. . 1 En donnant au rapport ~ une grande valeur, on peut a partl.r d une 

force F2 faible, obtenir une force FI considérable. La presse hydraulique est 

donc un transformateur de forces. 

II - THEOREME D'ARCHIMEDE 

Considérons un solide A, limité par une surface 1:., en équilibre 

au sein d'un liquide au repos. (Fig.7). On se propose de calculer la résultante -R des forces de pression qui s'exercent sur ~. 

On a alors 

soit 

(5 ) 

R 

p 

-R + 

-+ 
R = 

fi91 

-+ 
P = 0 

-- p 

Imaginons maintenant que l'on remplace la ma

tière solide contenue à l'intérieur de ~ par 

un volume~du fluide ambiant. Tout le fluide 

demeure au repos, de sorte que les forces de 

nressions qui B' exercent sur t. ne sont nas mo

difiées. 

Le volume fluide!test au repos sous l'action 
~ -"";> 

de deux forces: son poids P et la résultante R. 

D'où l'énoncé du théorème d'Archimède 

"La résultante des forces de pression qui s'exercent sur la sur

face d'un corns complètement immerlSé dans un liquide nesant en équilibre est une 

force verticale ascendante dont le supnort nasse par le centre de gravité géomé

trique du corns et dont l'intensité est égale au poidS d'un volume de li~uide 

érral au vol1..lr.e du corns". 

(z:) 

A 

(2. ) 

f\<j 8 

Considérons en nrésence deux liCluides 9.U renos. 

de masse snécifiauePl.f2. et deux ~oi~ts A et ~ 

l"Juelconoues situés su'!" l~ surfRc P rie sénftration 

~ -Fi" i3 - A et B se trouvant d'un.; ~Ilrt dans 

le liquide (1) et d'autre nart r1ans lf> , i'1Ui ~e 

(?) ; on a 

PA + \\ r-.hj\ = PB + Pl p'.h? 

PA + ~2 g.hA = PB + ~2 g.hE 
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soit en soustrayant membre à membre 

Comme par hypothèse Pl est différent de~2,on a nécessairement 

hA = hB 

La surface de séparation I:..est donc un plan '1orizontal. 

..., 
IV - RESULTANTE R D'UN SYSTEME DE FORCES DE PRESSION CONSTANTE S'EXERCANT 

NORMALEMEr~ SUR UNE SURFACE 

Lorsqu'un fluide se trouve SOum1S à des pressions importantes, dans 

l'équation de la statique on néglit:!;e habituellement les termes en ~ .p;.h et l'on 

adr.let : '0 = Cte 

La résultante des forces de pression qui s'exercent sur la surface 
tS) 

fermée~ pour valeur : 

-; = -fs p.-;.dS = - , ~rld p • d'"C 

soit 
....., 
~ = 0 

pUls~ue Tl = Cte par hypothèse. 

Quant au moment résultant de ces forces, par rapport n un point 0 

ouelconoue, il a pour valeur 
--') 

M = - P 

soit 

dS = - p z R;;t. oM.d z:: 

-"'1 
M = 0 
-~ puisaue Rot.OM = 0 

Les forces de pression constituent donc un sys

tème nul!O :0:' 

b - Cas d'une surface ouverte (s) s'appuyant sur un contour plan (c) ___ . ___ .. __ . ___________ .,. __ ._ ... _ _ • ___ • ___ .. _.J' •. J.... ___ .. _. ____ •••• _ .. ___ .-: ___ _ 

Considérons une surface orientée (S) sur la face interne de laquelle 

s'exercent des forces de pression uniforme p. Afin de nous ramener au cas précé

dent, nous complèterons la surface (S) par l'aire plane A limitée par le contour 

(c) et sur laauelle s'exercent des forces de pression uniforme P. (Fi~. 10) 

La résultante de ces dernières, appliquée au centre de gravité r, 

de l'aire A, a pour exnresslon 
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Camme la r'sultante des torces de pression 

s'exerçant sur la Burtace term'e t, consti

tu'e des surtaces (S) et (A), est nulle,il 

vientÏllmédiatement : 

(6) 

Il est à remarquer que ce r'sultat est indé

pendant de la forme de la Burtace (S) et ne 

d'pend que de l'aire limit'e par Bon contour 
(c) • 

v - CALCUL DE L'EPAISSEUR D'UNE CONDUITE MINCE SOUS PRESSION 
. --------

Consid'rons une conduite circulaire de diamètre intérieur D, d'é-

paisseur e, à l'int'rieur de laquelle s'exercent des pressions qui, en première 

ap~roximation, peuvent être consid'r'es comme uniformes. Nous' nous proposons de 

calculer le taux de travail transversal ~t et le taux de travail lonp;itudinal'?:t 

auxquels est soumis le mat'riau qui constitue cette conduite. 

a - Taux de travail transversal. 

Pour calculer celui-ci, nous considérerons 

/ un tronçon de conduite de longueur 't, et 

nous chercherons à évaluer l~ force Ft qui 

tend à sé~arer les deux parties de condui~e 

situées de part et d'autre d'un plan diamé

tral (Fip;. 11). D'a~rès les résultats du 

parap;ra~he précédent, cette force est nor

male à ce plan diamétral, et a ~our valeur 

F' L. Fï S 11 F I:t .p • ~. D 
1 

La conduite étant suppos'e très mince, cet effort se répartit sen-

siblement d'une manière uniforme sur la surface 2.e.l • On a alors: 

Connaissant le taux de tra.vail admissible ~our le matérjau utilisé, 

cette fo~ule permet de déterminer l"paisseur miniMum à donner à la conduite. 

z ................................................. • •••••• •• •• •••••••••• ••••• = •• = 
• ~ultt· .... ~. ""., f Notons q,ue ce r~s a aural.t pu etre dedUl.t du theoreme d Archlmede. En ef et, 

écrire p ~ Cte, c'est-à-dire 'né~lip;er le terme (gh, revient à né~lip;er les forces -de nesanteur. D'après la relation (5), on a. donc bien: R. 0 • 
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b- Taux de travail 10E~itudinal 

Nous considérerons maintenant l'effort Ft oui tend à sénarer deu v 

troncons de conduite située de part et d'autre d'une section droite (S) (Fi~.]?) 

Comme le calcul ne concerne que des conduites soumlse~ à n~s ~re;.

sions statiques, on doit sunnoser ~u'il existe à l'aval un or~ane obturateur. 

une vanne par exemTlle. La force Ft qui tend à. séTlarer les deux troncons est donc 

la résultante des forces de pre~sion Tl ,ui s'exercen~ sur une surface (l:) s'ap

nuyant sur le contour intérieur (c) de la conduite. La nression étant sUTlTlosée 
... r 'c", 

constante, on a alors : 

~ (S) 
W2ZZ2Z2ZZZ2ZZZZZZZZ2ZZ2ZzzzkzzZ2ê! -..... _ - .. , 

,(e.) ',,/ r 

___ 1 \', ---t- Il 
1 /1 

~ ~~ // 

f2ZZZzzzzzzz:zzzzzzzzZ2 22222?2222fZ???Z21-::"// 

f t 

fi~ 12 

Comme cet effort est réparti uniformément sur la surface TC. D • e , 

et cela Que la conduite soit mlnce ou non , le taux np travail correspondant est 

(P) II . D 
• e 

La comparaison des formules (7) et (S) montre que le taux. de traTail 
transversal est le double du taux de travail lQa&itu~iAal. Ainsi, pour une 0 •• -

duite o.astituée d'un matériau homogène et i.otrepe, l'épaisseur calculée pour 

résister aux .tforts transv.rsaux est •• ,.rieur. à celle nécessaire pourresister 

aux efforts longitudinaux. Ceci expliq •• 4! •• les accidents survenant aux condui

tes sous pression se maaifestent toujours par des déchirures dont la direction 

est sensiblement parallèle à l'axe de la conduite. 

Dans le cas d'une conduite en héton armé. Heux fen:ailJap'es indénen

dants, l'un transversal, l'autre lon,:dtudinal. claculés chn.cur. "r, rr,r,C'ti ~;r du 

taux de travail correspondant, permettent de réaliser une économie de ~atérieu. 

1) Habituellement les conduites sont maintenues en nJa.ce "'ar des 

massifs d'ancrap;e qui absorbent en tout, ou en partie. l'effort lonp'it11dinal. La 

formule (6) donne alors une limite sunérieure du taux de travail longitudinal au

ouel est réellement soumise la conduite. 
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2) La formule (6) n'est pas applicable lorsque la press~on pest 

celle qui règne dans un fluide en mouvement. Par exemple, l'effort serait nul 

pour un fluide parfait circulant dans une conduite cylindrique, horizontale, 

dEbitant à gueule bt!e. 

VI - PRESSIOR ABSOLUE - PRESSION RELATIVE 

Jusqu'à présent, les pressions que nous avons considérées étaient 

~lieitement des pressions vraies ou pressions absolues p • Il est souvent com

mode de ea.pter les pressions à partir d'une origine Po. On mesure ainsi des 
~$t1l 

pres.ions relatives Pr. P - Po • Cet usageYd'autant ~lus justifié que les mano-

mètres industriels sont gradués en pressions relatives. 

Dans la suite, le problème se pOBerà souvent de déterminer la résul

tante des forces de pression absolues s'exerçant sur une surface fermée. Pour 
, 

cela, OD pourra se borner à considérer les pressions relatives puisque l'on sait 

que les forces de pression constantes Po' s'exerçant normalement sur une surface 

fermée , forment un système équivalent à zéro. 

VII - TUBE PIEZOMETRIQUE 

Considérons un réservoir (R) contenant un li~uide sous preSSlon. Par 

un trou percé dans la parOl de (R), le liquide est mis en communication avec un 

tube (y) dont l'autre extrémité est ouverte à l'atmosphère. Le liquide monte dans 

le tube et son niveau finit par se stabiliser à un cote ha comptée au-dessus d'un 

~t 

1 ~ (R) ___ L ___ _ 

(T) plan horizontal de référence choisi ar

bitrairement (Fi~. 13) 

L'application de la formule fondamentale 

de l'hydrostatique entre un point Quel

conque A de (R) et un point a de la sur

face libre dans le tube permet d'écrire, 

en considérant les preSSlons relatives : 

(9) PA 
w+ h = l1a 

ce qui montre que la quantité 

que l'on appelle "hauteur niézométrique B.U noint Ali, est mesurée par la cote du 

niveau de l'eau dans le tube. 
===---=--z ....... s:.œ •• 2 __ =-=z==================================================== 
.Dans le cas où la nature du fluide ou la disposition de la conduite ne nermettent 
plus d~ supposer,la pression constant2 dans t~ute la ~on~uite, il convient d'a,iouter 
vectorlelleznent a cette force Tl.lT . ~, le pOlds du llqulde contenu dans le troncon 
~~. ~ 
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La relation (9) permet encore de calculer la pression en A quand on 

connaît la cote h de ce point. 

Si le tube (T) est transparent, on peut faire une lecture directe 

de ha' Dans ces conditions, cet appareil, qui constitue le ~lus sim~le des mano

mètres, s'appelle "tube piézométrique". 

Remarouons que le niveau atteint dans le tube est independant de la. 

forme et de la disposition de celui-ci. 

Pour accroître la precision de la mesure, on utilise parfois un tube 

rectiligne incliné d'un angle~sur l'horizontale, ce qui permet de remplacer la 

mesure de ha par celle de si~~ , lue le lonp, du tube. 

b - Mes~.e_ de_..1_a . ...E!.!_s~}~~.a~~ __ up_ !..1?i.d.e ... ep.. !I.o~.Y.e.!!!.ent.. 

Le disposi~if utilisé est identique à celui qui vient d'être décrit. 

sauf que l'orifice qui met en communication le réservoir (R) et le tube piézomé

trique (T) doit obligatoirement être de très faible dimension.(Flg·14). Dans ces 

conditions, le fluide en mouvement dans (R) ne crée, à l'intérieur de cet orifice 

qu'une très lé~re perturbation, de sorte que l'on peut considérer que tout le 

liquide compris entre A et a se trouve pratiquement au repos. 

a 

lT) 

Fi~'1'+ 

VIII - MANOMETRE DIFFERENTIEL 

En considérant que le point A est situé sur 

la frontière qui separe le fluide en mouvep 

ment dans (R) et le fluide au repos dans (T), 

on peut alors ecrire, en considerant ce point 

comme appartenant au fluide au· repos 

PA 
- + h = h W a 

Mais comme la distribution des nreSSlons au 

sein d'un même liquide est une fonction con

tinue, PA dési~ne aussi la pression Oùl règne 

en A dans le fluid~ en mouvement. 

Soit à mesurer la différence de hauteur piézométrique~H entre deux 

points A et B d'une conduite. 

AH est mesuré par la différence des nlveaux atteints par le liquide 

dans deux tubes reliés respectivement à la conduite en A et B. 

Si la pression dans la conduite est telle que les valeurs de HA et HB 

nécessitent l'emploi de tubes de longueur excessive, on utilise un disnositif qui 

met les deux tubes en! communication -(Fig. 15) 
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f i9 : 15 

IX - MAKOMETRE A DEUX LIQUIDES 

~ modifiant la prenion qui règne au

dessus des surfaces libres, on a alors 

la possibilité d'abaisser - ou de relever

les niveaux atteints dans les deux tubes, 

leurs dif~rences restant constantes. 

On a en effet 

HA = ha .!:a. +-w 

HB =~ + Po 
w 

Po désignant la pression qui règne dans 

la chambre (C),et par suite 

Dans certains cas, les différences de hauteur piézométrique que l'on 

a à mesurer sont, soit trop faibles, soit trop grandes, ce qui rend les mesures 

imprécises ou incommodes. On utilise alors un dispositif à deux liquides. Celui-ci 

est essentiellement constitué d'un tube en U transparent, partiellement rempli 

d'un liquide (L'), non miscible avec le fluide (L) circulant dans la conduite, et 

dont le 'POids s'Oécifique w' est supérieur à celui de (L). 

Les deux branches du tubes en U sont reliées par des tubulures souples 

aux deux pr~ses de pression A et B pratiquées dans la conduite (Fi~. 16). 

b~=I-------1 I-------------~~ 

--=--

En supposant que toute trace d'air ait été éliminée de ce dispositif 

on peut, lorsque les niveaux (a) et (b) se sont stabilisés, appliquer la loi fon

damentale de l'~ydrostatique entre A, a, d'une part et B, b, d'autre p~rt. 
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D'où les deux relations 

PB + hB = Pb + hb 
W W 

et par suite 

H H = Pa - Ph + h hb A- B u.> a-

Mais Pa - Pb peut encore être eXTlrimé en annlin1Jl'mt la fOr11"ule fon

damentale de l'hydrostatique entre les noints a et b consj~~rés co~e annar

tenant au liquide L'. 

On trouve ainsi 

La différence des hauteurs piézométriques en A et B a alors rour 

expression : 

(11) HA - HB = (~' - 1) • (hb - ha) 

Cette formule montre que si la différence HA - HB est très ~rande, 

on a intérêt à choisir un liquide (L') dont le poids spécifique est le plus 
-, 

grand possible, le mercure par exemple. (~ - 1) = 12,6 

Par contre si HA - HB est trn~ faible nour être mesurée directement 

avec précision, on prend pour (L') un liquide ayant un poids snér.ifinue u::,' trp.s 
-, 

légèrement supérieur à U3, le sulfure de carbone nar exemple. (~ - 1) = 0,26. 
uv 

fi ~ : 17 

Soit dS un élément de naroi d'un Yé~ervoir 

contenant un fluide au renos.(Firr. 17). Les 

forces qui s'exercent sur les fac~s internes 

et externes de cet élément sont rernective-

ment : 
---'i> 

(c,Jh -7 dFl = + no ) . n . d2 - ~ dF2 = - no . n . dS 

Leur résultante a donc nour exnr~srion 

(12) 
.-. 
dF = w. h • ~. dS 

Proposons nous maintenant d'exnrimer la résultante des forces dF s'pxer~ant 

sur une paroi de dimensions finies. 
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a - Cas d'une paroi plane 

Soit 0< , l'angle que forme avec l'horizontale le plan (p) qui contient 

la parOl. considérée. Nous choisirons pour axe ox, une lilOle de plus grande 

pente du plan (p) ; pour axe oy, l'intersection de celui-ci avec la surface 

libre du liquide. (Fig. 18) 

o 

-
-" F 

Les forces qui s'exercent sur les éléments 

dS de (S) étant toutes parallèles entre

elles, leur résultante a pour expreSSl.on: 

F = w. ; . ./S h • dS 

=w. sin<:ll.. -;: • J!s x • dS 

soit 

-:;;> ~ 
F =Cû. sinc(. Xt; • S • n 

XG dési~ant l'abscisse du centre de gravité géométri~ue G de la surface (S). 

Commeu>. sinc(. Xc représente la pression au point G, on peut énoncer 

la rè~le suivante : 

"La pression moyenne exercée par un fluide au repos sur une surface plane est 

é~ale à la pressl.on PG qui règne au centre de gravité de celle-ci." 

La force F est appliquée en un point P, appelé "centre de poussée" 

dont on se propose de déterminer la position. 

Comme les surfaces considérées dans la prati~ue admettent habituel

lement un axe de symétrie parallèle à ox, nous nous bornerons à calculer seu-lement l'a~sse Xn de P. Pour cela nous écrirons que le moment de F par rapnort -à oy est é~al à la SOMme des T'loments des forces élémentaires dF par rapport à 

ce meme axe, soit 

w. sino.. 8 .1 Xr} • ~ =G3. sine( .is x2 . dS 

On en déduit i~pdiatement 

l 
XD = ~-=--. 8.:>Cr, 

l =~8 x2 • d8 désignant le moment d'inertie géométri~ue de (8) par rapport à 

Oye 

En a~pelant 1G ' le moment d'inertie de (8) par rapport a un axe ho

rizontal nassant par G, on a, d'après le théorème d'Huyghens: 

2 1=1 +8."L. G -"li 

Par suite,xp a encore pour exnresslon 
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Cette relation montre, comme cela était prévisible, que le centre 

de poussée se situe au-dessous du centre de gravité. 

Un cas particulier important est celui d'une plaque rectangulaire 

disposée de telle sorte que le bord supérieur de celle-ci, coîncide avec la 

surface libre. On trouve aisément que le centre de poussée se situe à une dis-
1 

tance de la base, égale au 1/3 de la hauteur de la plaque. 

b - Cas d'une paroi g!luche. 

Les forces élémentaires dF n'étant plus parallèles entre elles, leur 

système n'est pas, en ~énéral, réductible à une force unique. 

Dans ce cas, nous définirons la poussée dans une direction donnée 
....... 

COmMe la somme des projections des forces élémentaires dF sur cette direction. 

1 • 

l F~ 
1 L _____ _ 

Fi'3: 19 

sur une surface plane verticale 

D'où le théorème : 

Poussée dans une direction horizontale -_._--- --------_._~--
(Fig. 19) 

La force élémentaire ~ a pour ,composante 

suivant cette direction 

dFx =w. h • d8 • cose 

=C3. h • dE, 

dY. désignant la nro,;ection de dS sur un nlan 

vertical. 

On est donc ramené au calcul de la poussée 

"La composante horizontale Fx de la résultante des forces hydrostatinues alSis

sant sur une surface quelconque (8) est érrale à la noussée l''luj ""f'yprc(>r~it sur 

la nro.iection (~) de (8) sur un plan vertical. Son sunnort rasse nar le centre 

àe 'ooussée de (E)". 

~.on_s_é.qu_e.n.c~ : La comnosante horizontale de la résultante des for~c:s ne nreSSlon 

s'exerçant sur les parois d'un récirient est nulle. 

On a de la même façon 

dF z = W. h • d8 • sin e 
=03. h d(J 
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dF 

d~ désignant la projection de dS sur 

un plan horizontal. 

dFz est donc égal au poids de la colonne 

verticale élémentaire de fluide s'appu

yant sur as, et limitée à la surface libre: 

D'où le théorème : 

"La composante verticale F z de la résul

tante des forces hydrostatiques agissant 

sur une surface quelconque (S) est égale 

au poids d'une colonne de fluide, cylin

drique, verticale, limitée vers le bas 

nar la surface (S), vers le haut par la surface libre. 

Son sUJ)port passe par le centre de gravité G de cette colonne liquide ". 

La composante verticale de la résultante des forces de pression 
J 

s'exerçant sur les parois d'un récinient est é~ale au poids du liauide conten':. 
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CHAPITRE III 

COrpS Flottants 

Un corps flottant, encore appelé flotteur, est un solide de forme 

quelconque, partiellement immergé, demeurant en équilibre sous l'action de son 

~oids et des forces de pression statiques. 

::: CONDITION D'EQUILIBRE 

Un raisonnement analogue à celui qui a permis de démontrer le théo-
- -rème d'Archimède montre que dans le cas présent, la résultante R des forces de 

preSS10n statiques, est - ~-R=-(P+P') 

P désÏfsnant le poids du liquide qui occuperait le volume immergéL; p:t désignant 

le poids de l'air qui serait contenu dans le volume émergé~' (Fig. 21) 

Fi~ :l1 

Habituellement, on néglige (pt) devant (p). 

Dans ces conditions, le théorème d'Archimède 

s'applique également au cas d'un solide par

tiellement inunergé ; l'e poids du volume du 

liquide déplacé est alors nécessairement é~al 

au poid~ du flotteur. 

II - DEFINITIONS 

1) Leylan de flottaison est le plan de la surface libre du liquide. 

La section du flotteur par ce plan est appelée la_flottais~ ; son périmètre est 

.la l.i_~_e_.d_e_ flott!,-ison. 

2) Le centre de flottaison est le centre de gravité géométrique de 

la flottaison. 

3) La carène, est la partit immergée du flotteur, située au-dessous 

du plan de flottaison. Son centre de ~avité géométrique C est le centre de carène: 

c'est le point d'application des forces hydrostatiques qui s'exercent sur le flot

teur. 

4) Les flottaisons isocarènes sont des flottaisons limitant des ca

rènes de même volume. Pour un flotteur donné, de poidS donné, les flottaisons cor-

respondant aux diverses positions d'équilibre possible ~p""·.b.3. sont donc des 

flottaisons isocarènes. 
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5} L'axe d'inclinaison est l'intersection de deux ~lottaisonB 

isocarènes infiniment voisines. 

6) L'enveloppe des flottaisons isocarènes (E) est l'envelopne de 

la fsaille de plans constitués de toutes les flottaisons isocarènes ; le lieu 

d~ centre~ de carènes correspondan~s est une surface (S) appelée surface des 

/ 

, 
" " 

> 

1/0(5) ; 
1 1 
\ 1 
, C ~/ 

" '" ...... _----' 

III - THEOREm DE LACROIX 

fi<3 : 2.2. 

centres de carènes ou encore surface des 

poussées (Fig. 22). 

Pour l'étude des flotteurs, sous diverses 

flottaisons, on convient généralement, pour 

la simplicité des figures, de laisser le 

flotteur dans une position fixe, mais de 

représenter, avec leurs inclinaisons rela

tives, les flottaisons correspondantes. 

La disposition relative ,des surfaces (E) et 

(S), par rapport aux flottaisons est fixée 

nar les théorèmes suivants : 

Soient F, F' deux flottaisons isocarènes infiniaent V01S1nes faisant 

entre elles un an~le infiniment petit~. Nous choisirons un système d'axes oxyz de 

telle sorte que le plan xoy coincide avec le plan de la flottaison F, l'axe ox 

étant diri~é suivant l'axe d'inclinaison. (Fig.23) 

10+--- o,,~I&~ 
I,"",~r~e. 

Les nlans F et F' découpent dans la carène 

deux volumes que l'on anpelle on~let immer~é 

et on~let émergé ~ leurs volumes étant é~aux 

puisque par hypothèse les flottaisons F, F' 

sont isocarènes, on a 

)~ F z • dS = 0 

z z y • t~ étant la cote d'un point de F', 

d'abscisse y. 

On en déduit 

))F y • dS = 0 
ce qui montre que le centre de ~avité ~éométrique de F est sur ox. 

D'où le corollaire : 

"L'axe d'inclinaison de deux flottaisons infiniment V01S1nes passe 

par le centre de ~avité ~éométrique de chacune des flottaisons". 

Aucune hypothèse n'ayant été formulée à propos de F', on en déduit 

encore que toutes les flottaisons isocarènes, infiniment voisines de F, nassent 
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par un point fixe ~ : le centre de gravité de la flottaison F, lequel est également 

le point de contact de F et de son enveloppe E. 

D'où le théorème de Lacroix : 

"Chaque flottaison isocarène touche son envelOppe en son cpr.tre (jf' 

gravité géométrique". 

IV - THEOIEME DE DUPIN 

Soient C, CI, les centres de carènes co~respondant à deux flottaisons 

isocarènes F, F', infiniment voisines; a, a', les centres de gravité géométriques 

des deux onglets, de volumes v ; Co' le centre de gravité de la partie commune aux 

deux carènes, de volume V - v .(Fig. 24) 

Puisque C est le centre de gravité des volu

mes v et (V - v), les trois points C, a et Co 

________ ~--~~~~~~----(~F~)- sont alignés ; pour la même raison, les points 

soit 

Fi ~ : 21t 

Co CCC' v = 0 _ 
~, Co al - -V-

C', a' et Co seront alignés eux aussi. 

On a en outre : 

Co C • V = Co a • v 

et 

Co C'. V = Co a'. v 

". .". l' C~' /~, Cette e~allte montre que es trlan~les CoC et aCoa sont semblables 

et que par conséquent, la corde ëë' est parallèle à aa'. 

Lorsque FI tend vers F, la corde CC', parallèle à une droite aa', du 

nlan F, devient la tangente en C à la surface des centres de carène (S). D'où le 

théorème de Dupin, puisque CC' est une tanp,ente quelconoue : 

"Le nlan tangent en un point de la surface des centres de carène est narallèle à 

la. flottaison correspondante". 
~ 

Par ailleurs, la nousséeTr, résulta.nte dps forcf'~ de nres~ion hydro-

stRti'1ues, est une force verticale qui passe T'ar le centre de cRrène C : cette 
~ 

T'~ussée. normale à F, est donc aussi normale au plan tan~ent en C à )R surface des 

centres de carène. D'où le corollaire, conséquence immé~ia.te du théorème de Dunin: 

"La normale en chaque point C de la surface de~ centres de carènes 

est le support de la poussée correspondant à la carène de centre de poussée Cil. 
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v - EQUILIBRE DES FLOTTEURS 

Les forces directement appliquées à un coms flottant se réduisent 

à son poids ~ anpliqué en son centre de gravité G, et à la poussée hydrostatiaue 

~, dirigée de bas en haut, appliquée en C. Pour qu'il y ait équilibre, il faut 

que ces deux forces soient é~ales et opposées ; la poussée doit donc être é~e 

au poids du solide et les points G, C doivent être situés sur une même verticale. 

Pour 0btenir les positions d'équilibre d'un flotteur donné, il con

vient alors d'opérer de la manière suivante: 

- on détermine géométriquement la surface des centres de carène (S) 

correspondant au volume immergé 

V = 2-
(..1..) 

P étant le poids du flotteur ~LU, le poids volumique du liquide. 

- A nartir du centre de ~avité G du flotteur, on mène toutes les 

normales à (S) ; les positions d'équilibre sont alors telles que ces normales 

F1 
----.,.-- -lI - - - - - -t-_--_-

1 
1 -

G 

fig; 25 

VI - STABILITE DES FLOTTEURS 

soient verticales. Si le flotteur peut pren-

dre toutes les orientations possibles, la 

surface (S) est fermée et les normales que 

l'on neut abaisser de G sur S sont en nombre 

nair.(Fig.25). Nous allons étudier mainte

nant les conditions pour que les positions 

d'équilibre définies nar ces normales soient 

des nositions d'équilibre stable. 

Soi+- C le centre de carène relatif à la ~osition d'équilibre consi

dérée, le centre de &':ravi té G d_l flotteur étant alors sur la verticale de C. L' in

tersection de la surface d~s centres de carènes (S) avec un nlan vertical quelconoue 

yoz nassant nar C est, dans le voisina~e de C, une section normale sCs' de cette 

surface (S) ~ nous dési~erons respectivement par~ et ~ , le centre de courbure 

et le rayon de courbure, en C, de cette section normale. Considérons é~alement les 

flottaisons isocarènes (F'), infiniment voisines de la flottaison d'éauilibre (r). 

nour lesouelles les centres de carènes correspondants C' se situent sur la ligne 

SCSI (~il":.26). 
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Un plan de flottaison (F') coupe la flottaison d'équilibre (F) sui-

vant la droite (D) qui passe par le centre d'inertie de (F). Celle-ci. normale à 

jJ- c et)Jc'. deux droites du plan yoz. est normale à ce plan. 

--- - 1-

La droite (D) est donc rixe par rapport au 
solide. c'e.t l'axe d'inclinaison commun à 

tout •• les flottai.o •• (1'). Dans la posi
tion définie par l'une des flottai.ons F' le 
solide est soumis à l'action de deux forces 
- - 1 P et 1\ , •• • im. aodule et de directions 
opposées,qui créent un couple : 

(16) r = P. G)'l-sincL= P (~- a). sine( 

a désignant la cote du centre de gravité G, 

comptée au-dessus du centre de carène C. 

Selon que r est positif ou négatif, ce cou

ple aura tendance à ramener le flotteur dans 

sa position d'équilibre ou l l'en écarter 

davantage. 

Pour la famille d'inclinaisons considérée, l'équilibre sera donc 

stable si ~- a est positif, c'est-à-dire si le centre de gravité G se situe au

dessous du centre de courburejU. 

Ainsi, pour que l'équilibre soit stable,quelle que soit l'inclinai

son infiniment petite donnée au flotteur, il suffit que le centre de gravité G soit 

situé au-dessous des centres de courbure, en C, de toutes les sections normales. 

Or, tous ces centres de courbures)'sont compris entre les centres de courbure prin

cipaux m et M de la surface des centres de carène en C. 

Le plus rapproché de C, m, auquel correspond le rayon de courbure 

principal r, est appelé le petit métacentre; le plus éloigné de C, ~,auquel corres

pond l'autre rayon de courbure principal R, est le grand métacentre -Fig.27-

Suivant la disposition relative du centre de gravité G par rapport 

aux métacentres m et M, nous obtiendrons alors 

- Un équilibre absolument stable pour r - 80)0 ; 

- Un équilibre mixte pour r (a<R 

- Un équilibre absolument instable pour R - 80(0; 

D'où le théorème: 

"Pour que l'équilibre d'un flotteur soit absolument stable, il suffit 

que son centre de gravité soit situé au-dessous du petit metacentre". 
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fig: 21 
Cas particulier : 

Dans le cas d'un corps complètement immergé, le centre de poussép C 

fi9:28 

Remarque 

est un point fixe dans le solide et la surface 

des centres de carène se réduit à un point. 

Pour toute inclinaison ipfiniment petite don

née au flotteur initialement en équilibre, la -poussée TI passe par le point fixe C ; aussi 

pour que l'équilibre soit stable, il suffit 

que le centre de gravité G se situe au-dessous 

du centre de gravité géométrique du volume 

déplacé -Fig 28-

L'étude de la stabilité des flotteurs aurait pu être menée en expr1-

mant que la totalité des forces appliquées au flotteur dérive de la fonction de 

force : 

Q = P.(z - z ) c G 

.zc et zG étant respectivement J1es cotes du centre de carène C et du centre de rrra

vité G , mesurées le long d'une verticale ascendante oz (Fig. 29) 

(F) 

Fig: 29 

D'après le théorème de DiriChlet, l'Piuilibre 

est stable si, dans la position d'é~u:lit"e 

considérée)zC - ze est max1rn~. c'est-à-dire 

si la distance verticale de C à G est maxi

mum. Ainsi, dans le cas particulier d'ur. so

lide complètement immergé, la conclusion t>,t 

immédiate : comme la longueur GC est constante 

la stabilité exige que le centre de gravi:! 

soit situé a.u-dessous du centre de carèr.c ('. 
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VII - CALCUL DU RAYON METACENTRIQUE P CORRESPONDANT A UN AXE D'INCLINAISON DONNE (D) 

Considérons à nouveau la courbe sCs'~ intersection de la surface des 

centres de carène et du plan vert ical yoz, mené de C, nOl'll&1ement à l'axe d' inc 1 i è 

naison (D).(Fig.26). Son rayon de courbure, en C, est le r~on métacentrique cor

respondant à l'axe (D) ; sa valeur est: 

p= CC' 
Q(. 

Mais d'après les résultats établis au cours du § IV, on a 

Cc' v -=--
ai' V 

V étant le volume de la carène ; v le volume des onglets émergé et immergé 

a, a', les centres de gravité géométriques de ces onglets. 

On peut donc écrire 

Ç) = aa.' . v 

Le point a, se trouve à une distance i de l'axe (D), telle que 

~ = ! . }Sl y. z.dS = t~ ct ./fSly2 .dS, 

Sl désignant la portion de la flottaison située à gauche de l'axe d'inclinaison. 

De même la distance du point a', à l'axe (D), est: 

J' = tga(j.rr y2. dS 
v J) S2 

S2 désignant la portion de la flottaison située à droite de l'axe d'inclinaison. 

A la limite, quand~tend versrero, on a alors 

~'=1 +J' 2 
Y • dS 

S désignant l'aire de la flottaison. 

D'où l'expression du rayon métacentrique : 

p = L :J étant le moment d'inertie de la flottaison par 
V rapport à l'axe d'inclinaison (D) 

VIII - APPLICATION AUX NAVIRES 

Un navire présente un plan de symétrie longitudinal déterminé par 

l'étrave et la quille. Ce plan XOZ est un plan principal pour la surface des centres 

de carène (S) ; le plan YOZ, mené par C, normalement à XOZ, est l'autre plan prin

cipal de la surface (S), en C. (Fig. 30} 

Pour toutes les inclinaisons autour de l'axe longitudinal (Dl), appelé 

~xe de roulis, le centre de carène décrit la ligne slC s'l, intersection du plét~ ~OZ 



- 120 ... 

et de la surtace (S); le lieu du centres de courbure de cette ligne est la dé

veloppée ~t&Centrique de roulis cp, qui, en raison de la symétrie, presente en m 

un point de rebroussement. 

De même, pour toutes les inclinaisons autour de l'axe de tangage (D2 ) ) 

normal à (Dl),et passant par le centre d'inertie de la flottaison, le centre de 

carène décrit la ligne s2Cs'2 ' intersection du plan XOZ et de la surface (S) ; 

le lieu des centres de courbure de cette ligne est la développée métacentrique de 

tangage \V; en général, elle ne présente pas, en M, un point de rebroussement. 

, 
c.. 

Remarque 

c' 1. 

~' 1. 

Vut. ch. dtnu. 

L'inertie de la flottaison par rapport à (Dl) est toujours inférieure 

à l'inertie de la flottaison par rapport à (D2) ; d'après la relation (17), on voit 

bien que c'est effecti vem.ent le métacentre de roulis qu'il convient d'appeler le 

petit métacentre. 

IX - PETITES OSCILLATIONS D'UN FLOTTEUR AUTOUR DE SA POSITION D'EQUILIBRE 

Supposons qu'on applique à un flotteur, initialement en équilibre 
~ 

stable, un couple de chavirement très petit'edont l'axe (A) est horizontal (Fig.3I) 

Soit (F') la flottaison correspondant à la nouvelle position d'équi--libre ; le couple de redressement r auquel est soumis le flotteur étant égal et op--posé à~, l'axe d'inclinaison (D) est nécessairement parallèle à (~). Par ailleurr 
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i. 1 ti.nlll.e d'inclinaison C{O du flotteur est tel que : 'é:- = P. ( P _ a). sin ex 
o 

(Al ~ 

fi9: 31 

Lorsqu'on supprime le couple'e, le flotteur 

oscille autour de sa position d'équilibre. 

Pour établir correctement l'équation du mou

vement, il conviendrait d'exprimer les effort~· 

dynamiques exercés par le fluide sur le solide; 

ce serait là un problème extrêmement compli

qué. Aussi se contente-t-on, habituellement 

d'une théorie très élémentaire qui repose su~ 

les deux hypothèses suivantes : 

1) - On admet que, durant le mouvement, les 

flottaisons demeurent isocarènes. 

2) - On suppose en. outre que l'axe d'incli

naison (D) est fixe par rapport à un repère absolu.(.) 

Dans ces conditions, le mouvement du flotteur est assimilé à celui 

d'un solide en rotation autour d'un axe fixe (D) et soumis à un couple de rappel 

r = P. (p- a ). sin d. ~ P (p - a). c( 

On a donc 

d%< 
l'(i'V:" + P.{~- a) .0( = 0 } 

l désignant le moment d'inertie du flotteur par rapport à l'axe d'inclinaison (~'. 

C'est l'équation d'un mouvement pendulaire de période: 

(lB) T = 211. V pel-a) 
En réalité les oscillations sont amorties et les pseudo périodes 

sont beaucoup plus longues que celles qui sont estimées par ce calcul. 

Ainsi, dans le cas d'un flotteur qui, du fait de sa forme géométriqUE 

déplace une grande masse d'eau au cours de ses oscillations - un voilier muni d'une 

quille ou une plateforme de sondage, par exemple - l'application de la relation (J: 

peut donner lieu à des erreurs très importantes, de lordre du simple au double pG~~ 

fixer les idées. 
==============================================-==================================== 

(~ Il faut remarquer que la seconde hypothèse n'est pas seulement une 

conséquence de la première. En effet, si les flottaisons sont isocarènes, l'axe (n) 
est bien fixe par rapport au flotteur, mais cela n'implique pas qu'il demeure fixp. 

da,.s :' e~-:-:3.ce. 
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