N
N

N

HAL

open science

Integration et probabilités
Sylvain Rubenthaler

» To cite this version:

Sylvain Rubenthaler. Intégration et probabilités. Licence. Intégration et probabilités., Université
Nice-Sophia Antipolis, France. 2019, pp.104. [del-00866964v2[]

HAL Id: cel-00866964
https://cel.hal.science/cel-00866964v2
Submitted on 6 Jan 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entifc research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépdt et a la difusion de documents
scientifques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche frangais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://cel.hal.science/cel-00866964v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Intégration et probabilités
(cours + exercices corrigés)

L3 MASS, Université Nice Sophia Antipolis

version 2019

Université
Nice

| Snppia Antipolis

Sylvain Rubenthaler






Table des matieres

[[ntroductionl iii
1 Denombrement (rappels) 1
1.1 Ensembles denombrables 1

2

2

3

5

5

5

6

2.3 Integrales des fonctions etagees mesurables positives.| . . . . . . . .. .. ... 9
2.4 Fonctions mesurables et integrales] . . . . . ... .. ... ... o oL, 10
[2.4.1 Integrales des tonctions mesurables positives|. . . . . . . ... ... .. 10

[2.4.2 Integrales des fonctions mesurables de signe quelconque.f . . . . . . . . 11

2.5 Fonction de repartition|. . . . . . . . . ... 13
2B EXEICICES . . o v v ot e e e 13
6L _Enonces . . ... 13

2.6.2 COITIgES| . . . . . o e e e e e e e e 15

I3 Ensembles negligeables| 17
4_Theoremes limites| 21
4.1 Stabilite de la mesurabilite par passage a la limite.| . . . . ... ... .. ... 21
4.2 Theoremes de convergence pour les integrales.|. . . . . . ... ... ...... 22
4.3 Integrales dependant d’un parametre| . . . . . .. ... ... ... ....... 25
...................................... 28

41 Enonced . . ... 28

4.4 ges| . . . . e 29

5 Mesure produilt et theoremes de Fubini| 33
5.1 Theoremes de Fubini et Fubini-Tonellldl . . . . . . ... ... .. ... .. ... 33
0.2 Changement de variablel . . . . ... ... ... ... .. .. ... .. ..., 35
...................................... 38
B3l ENONCES . . . o o oo 38
................................... 39

6 Fondements de la theorie des probabilites) 41
6.1 De nitions generales| . . . . . . . ... 41
6.2 Esperance d’'une v.a. . . . . ... e e 45
6.3 Inegalites| . . . . . . . . . . .. e 48
6.4 Lois classiques| . . . . . . . . .. e 48
641 Toisdiscretesl . . . . . . . . . . 48

042 Loiscontinues|. . . . .. .. .. ... 49

6.5 Fonctions caracteristiques| . . . . . . . . . ... e e 49
6.6 Fonctions generatrices| . . . . . . . ... . e e 50




621 Enonces . . .. ... ... 50

6.7.2 CoOrriges| . . . . . . . . e e e 52

|/ Variables independantes| 59
[7.1 De nitions generales| . . . . . . . L e e 59
|7.1.1 Evenements et variables indegendantes| ................. 59
................... 60

[[2 TemmedeBorel-Cantellil. . . . . . . . ... ..., 61
7.3 Somme de deux variables independantes| . . . . . . . ... ... ... ... 62
[[A_EXBICICET . . . o o o o e o e e e e e 64
41 Enonced . . .. ... ... 64

4. OITIgES| . . . o o e e e e e e e e e e e 66

I8 Convergence de variables aleatoires| 71
8.1 Les di erentes notions de convergence| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 71

...................................... 86
931 Enonces . ... ... ... 86

9.3.2 COIrIges| . . . . . . o o e e e e e 86

10 Variables gaussiennes 89
[[0.1 De nitions et proprietes] . . . . . . . . . . . .. 89
110.2 Gaussiennes et esperance conditionnellef . . . . . ... ... ... ... ..., 90

IA_Table de la lol normalel 93



Introduction

Le but de ce cours est d’introduire les notions de theorie de la mesure qui seront utiles
en calcul des probabilites et en analyse. Il est destine aux etudiants qui veulent poursuivre
leurs etudes dans un master a composante mathematique. Pour un cours plus complet, se
reporter a la bibliographie.

Informations utiles (partiels, barémes, annales, corriges, ...) :
http://math.unice.fr/ rubentha/cours.html.

PREREQUIS : Pour pouvoir suivre ce cours, I’etudiant doit connatre, entre autres, les
developpements limites, les equivalents, les etudes de fonction, le denombrement, les nombre
complexes, la theorie des ensembles., les integrales et primitives usuelles, la trigonometrie
...etc...

Version 2019 : corrections apportees par Laure Helme-Guizon (Teaching Fellow, UNSW,
Sydney, Australia). Un grand merci a elle. Merci aussi a Antoine Mal qui a corrige I’exercice
7.4.1.(a).


http://math.unice.fr/~rubentha/cours.html




Chapitre 1

Denombrement (rappels)

1.1 Ensembles denombrables

De nition 1.1.1. Injection.
Soit E;F des ensembles, f: E ¥ F est une injection si 8x;y 2 E, f(X) =f(y) D x =Y.

De nition 1.1.2. Surjection.
Soit E;F des ensembles, f: E ¥ F est une surjection si 8z 2 F, 9x 2 E tel que f(X) = z.

De nition 1.1.3. Bijection.
Soit E; F des ensembles, f : E ¥ F est une bijection si f est une injection et une surjection.

Proposition 1.1.4. Soient E; F; G des ensembles. Soient f :E ¥ F,g:F ¥ G. Alors [f
et g injectives] D> [g T injective].

Demonstration. Soient x;y tels que g f(x) =g f(y). L’application g est injective donc
T(x) = f(y). L’application T est injective donc X =y. O

De nition 1.1.5. On dit qu’un ensemble E est denombrable s’il existe une injection de E
dans N. Dans le cas ou F est in ni, on peut alors demontrer qu’il existe alors une bijection
de E dans N.

(Cela revient a dire que I’on peut compter un a un les elements de E.)

Exemple 1.1.6. Tout ensemble ni est denombrable.

Exemple 1.1.7. Z est denombrable car I’application

f:Z!l%

K 7 2n s!n>0
2n 1 sin<0

est bijective (donc injective).

Figure 1.1 { Enumeration des elements de Z.
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2 CHAPITRE 1. DENOMBREMENT (RAPPELS)

Exemple 1.1.8. N N est denombrable car I’application

f:N N T N
g a PFOC*a+D |

q

2

est bijective (donc injective).

Figure 1.2 { Enumeration des elements de N N.

Exemple 1.1.9. L’ensemble Q est denombrable. L’ensemble R n’est pas denombrable.

Proposition 1.1.10. Si on a Eq, E4, ..., En, ...des ensembles denombrables alors E =
Eo[E:[E2[ = LoE” est un ensemble denombrable.
n

(En d’autres termes, une reunion denombrable d’ensembles denombrables est denombrable.)

Demonstration. S Pour tout i > 0, E; est denombrable donc 9f; : E; ¥ N injective. Soit
F: [En ¥ N N
n=>0
x A (i;fi(xX)) si Xx 2 E;j

Cette application F est injective. L’ensemble N N est denombrable donc il existeg: N N ¥
N injective. Par la proposition , g F estinjective. Donc nLOEn est denombrable. O

1.2 Exercices

Tous les exercices de ce chapitre n’ont pas un lien direct avec le cours. Par contre, ils
constituent des revisions necessaires a la suite du cours.

1.2.1 Enonces
1) Rappel :Sif:E " FetA F,f }(A)=™X2E:f(x)2Ag.SiC E,f(C)=
ff(x);x 2 Cg.
On considere I'application f:R ¥ R, x @ X2,
(@) Determiner £([ 3; 1], f([ 3;1]), £ 3;1]).
(b) Determiner £ 1( 4;2]), f (L, +41D, f ' 1,01 [[1;2]D.
2) Calculer les limites suivantes :

sin(x)
20 Tog(1+x)

(b) limywiq 1+2 *

(a) limy

f 1
(c) limxuo xs?ﬁs(%)
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(d) |imx.0% pour ; >0.

3) Calculer les integrales suivantes :
1
(a) 0+ x2e Xdx

R+1 1
(B) ™ Gogyzz92

1 1
(©) 0 @ o 4%

(d) . =4 cos (x)+3|n2(x)d

cosZ(x)
4) Integrales de Wallis

Pour tout n 2 N, on pose : 7
=2

Ih= sin"(x)dx :

(a) Calculer Iy et 1.
(b) Donner une relation de recurrence entre I, et I4o.
(c) En deduire que :

) @ DHEp I:::1 _ 2p(2p 2):::2
B2 N: 1zp = @+1)@Ep 1)l

—etl =
p@2p 2).:2 2 -l
(d) Montrer que 8p 2 N; Iop+1 6 l2p 6 I3, 1. En deduire que limp s +1 IZ'S—L =1.
(e) En deduire la formule de Wallis :

i L 2p@p 2 2
pr+1p (2p 1)(2p 3)...
P—

ne+1 207

(f) Montrer que 8n 2 N, I,

1.2.2 Corriges

1 @ f( 3 1) =[19] é 3:1]) =[0;9], (0 3;1]) = [0; 9.

() f Q0 L:2) =] "2 P2, {) 1(]1 +1) =] 1; OL+a[ f 0 L0L
;2D =fogll ~ 2 1L

sin(x) —
2 @ = N =1 5 !!o+ 1
2 X _ xlog(1+2) 2 2x i

(b) 1+ e etxlog 1+ ¢ e X X!_+12donc par continuite de la

fonction exp : 1+ 2 ™ 2 e?

X B

1 cos(X) _ (x?=2)+0(x?) x2 1=2
(©) Xsneo = @00 w2 — 17

1 (+x) _ x+o(x) —
(d) 1 @+ — x+o(¥) xug 7;( -

(a) on integre par parties :

Z 414 Z 49
x% Xdx = [ x% X7t + 2xe Xdx
0 0

0+[ 2xe Xt + 2e *dx
= [ 2*pt=2
(b) changement de variable : t=log(z), z =et, dz = e'dt

o (g™ =, ™
[ 1 t]+1_
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() on decompose iy = 7% + 1rx (toujours possible pour une fraction ratio-

nelle a poles simples) et donc :
z 1

1
L = %Iog(Z x)+%|og(l+x) :%Iog(4)

o @ A+ ,

(d) changement de variable : t = tan(x), x = arctan(t), dx = dt
Z

=4 cos2(x) + sin?(x) _
. 0200 = 1 + tan?(x)dx
= [tan(l, ' =1

_R 2 _ _R = _ =2 _
@ lo= o "ldx=5, 1= 5 “sin(x)dx=[ cos(x)], " =1.
(b) On integre par parties pour tout n > 2 :
Z :2
lnso = sin™*1(x) sin(x)dx

0 z

= [ sin"(x)cos(x)], ™ + (n + 1) sin"(x) cos?(x)dx
0
= (n+1n  Ih+2)
d’ou lnsp = D511,
(c) Demonstration par recurrence de la formule pour I, (demonstration similaire pour
I2p+1) :
] cestvraienp=20

., .. , 2p+1)(2p 1):::1
I si c'est vrai jusqu’au rang p alors Ipp.o = 385215 = ((‘;pﬁz()(‘;p):?:z 5

(d) 8p 2N, 8x 2[0; =2], 06 sin?**1(x) 6 sin?"(x) 6 sin®® 1(x) donc par integration

I> lop 1 _ 2p+1
8P 2N, Ip+1 6 I35 6 13 1, donc 16 Izpil 6 Izzﬂ = donc

. |
lim —2 =1
PR+ Ippig

h D)
() on deduit de la question precedente : limyy+a 5 5,23 (2p+1) = 1,
d’ou la formule de Wallis
(f) On fait la demonstration pour n impair . Soitn =2p+1:

loprs _ 2p(2p 2):::2
(2p+é):::1
_ Po 1 2pep+2):::2 2
T 2p+1 p (2p 1):::1
1 P—
pP—"

pr+1 2(2p+1)



Chapitre 2

Theorie de la mesure

La theorie de la mesure est I'outil utilise pour modeliser le hasard.

2.1 Tribus et mesures

2.1.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble  que I'on appellera univers . Il contient tous
les aleas possibles.
De nition 2.1.1. Une famille A de parties de  est une tribu (sur ) si elle veri e
1. 2A
2. A2 A A 2 A (stabilite par passage au complementaire)
3. Ag; AL A 2 A [>0An 2 A (une reunion denombrable d’elements de A est
dans A)

Remarque 2.1.2. On rappelle que :
I A =fx2 :x2Ag
I Une tribu est un ensemble de parties. Ces parties sont appelees evenements

Proposition 2.1.3. Stabilite par intersection denombrable.
Soient A une tribu et Ag; A1; Ag; 2 A, alors \oA” 2 A.
n>=>

Demonstration. On note pour tout n, B, = AS,. Donc, par de nition d’une tribu, B, 2 A;8n
et [oB” 2A
n=

\A, = \B¢
n=>0 n=>0
c
= B
ngo n

( par de nition) 2 A:

Exemple 2.1.4. Pour nimporte quel ensemble , A =TF;; g est une tribu.

Exemple 2.1.5. Pour n'importe quel ensemble , , A = P( ) (les parties de ) est une
tribu.

Proposition 2.1.6. Soit A P( ), il existe une tribu notee (A) telle que si B est une
tribu telle que A B alors (A) B.

On dira que (A) est la plus petite tribu contenant A, ou encore que (A) est la tribu
engendree par A.
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De nition 2.1.7. Soit I’ensemble de parties de R [ f+1; 1.9 suivant :
A=Tflajba;b 2 R[f+1; 21dgg

(c’est I’ensemble des intervalles ouverts). La tribu (A) s’appelle la tribu des boreliens et se
note B(R).

Exemple 2.1.8. Soit [a; b] intervalle ferme de R. Les intervalles] 21;a], ]b; +1[ sont dans
B(R). La famille B(R) est une tribu donc ] 4;a[[]b; +1[2 B(R) (stabilite par reunion
denombrable), et donc aussi (] A;a[[]b; +1[)¢ = [a;b] 2 B(R) (stabilite par passage au
complementaire).

De méme, on peut montrer que tous les intervalles de R sont dans B(R), ainsi que tous les
singletons (les ensembles de la forme fxg, x 2 R).

2.2 Mesures

Notation 2.2.1. Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul suivantes
(qui ne sont pas valables ailleurs) : 8x2 R, x+1 =+1,0 1 =0.

De nition 2.2.2. Soit un ensemble muni d’une tribu A. On dit que est une mesure
(positive) sur ( ;A) si :

1. :A ¥ [0;+1] (elle peut prendre la valeur 1)

2. (5)=0

3. si Ag;A1;Az; 2 A et sont deux a deux disjoints alors (ngoAn) = Pn>0 (An).

Quand  est une mesure sur ( ;A) est telle que ( ) = 1, on dit que est une
mesure de probabilite (cette de nition sera rappelee plus tard dans le cours). La tribu A
contient tous les evenements possibles et, pour A 2 A, (A) est la probabilite que A se
produise.

De nition 2.2.3. Quand esttelleque ( )< A, onditque est une mesure nie.

De nition 2.2.4. Quand on a un ensemble  avec une tribu A sur , on dit que ( ;A)
est un espace mesurable. Si on a de plus, une mesure sur ( ;A), on dit que ( ;A; ) est
un espace mesure.

Exemple 2.2.5. Le triplet (N; P(N);card) est un espace mesure. Nous avons vu (exemple
2.1.5) que P(N) est une tribu sur N. De plus :

1. Pour A 2 P(N), card(A)(= le nombre d’elements de A) est bien dans [0; +1].
2. La partie ; est de cardinal 0.
P
3. Si Ag;A1; 2 P(N) sont deux a deux disjoints, card( [OAn) = =ocCard(An).
n>=

Proposition 2.2.6. Croissance et mesure d’une di erence
Soit ( ;A; ) un espace mesure. Soit A;B 2 A telsque B A.
I Alors (B)6 (A).
I Si, deplus (A)<+1,alors (AnB)= (A) (B).
(Rappel : AnB =fx:x2 A;x 2 Bg.)

Demonstration. Ona (A) = (AnB)+ (B) (car AnB et B sont disjoints). Donc (B) 6
(A). Si (A) <+21, nous avons alors (AnB) = (A) (B). O

Proposition 2.2.7. Sous-additivite.
Soit ( ;A; )un espace mesure. Si Ag; A1 Ay, 2 A (pas forcement deux a deux disjoints).
Alors (ngoAn) 6 -0 (An).
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Demonstration. On pose pour tout entier k > 1, Bx = Akn [osisk 1 Ai (et nous avons

alors, par convention, By = Ap). Les ensembles By; B1; By;::: sont deux a deux disjoints.
Nous avons
(LAY = (L Bn)
n=>0 n=>0
<
(car Bg; B1;By;::: deux a deux disjoints) = (Bn)
n=0
(car 8n,B, A,) 6 (An)
n=>0
O

Proposition 2.2.8. Mesure d’une reunion croissante.
Soit ( ;A; ) un espace mesure. Soient Ag;A1; 2 Atels que Ay  A; An
An+1 1. Alors (k[OAk) =limhea (An)

=

Demonstration. Posons pour tout k > 1, Bx = AxnAx 1(=TX 1 x 2 A;x2 A+k 1g) et
BO = Ao.

Les ensembles Bg; B1; By;::: sont deux a deux disjoints. Donc

(k|>:0Ak) = (LB

Il
~
W

~
Nt

X
= Jm @
P, .
Onas8n, ,_, (Bk)= (An). Donc (k|>:0Ak) =limhs+1 (An). O

Proposition 2.2.9. Mesure d’une intersection decroissante.

Soit ( ;A; ) un espace mesure. Soient Ag; Az; 2 A tels que Ay A: An
An+1 i:ettelsque (Ag) <+21. Alors (k\OAk) =limpe+1 (An).

=
Demonstration. Posons pour tout k, Bx = AxnhAx+1. Les ensembles Bg; B1;By;::: sont

deux a deux disjoints.
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(NAD) = (A)) (LB
<
(mesure d’une reunion disjointe) = (Ap) (Bk)
k=0
X
= B0 m " @
k=0
= _lim ( (A)  (Bo) (Bn)

(mesure d’une reunion disjointe)

(cf. prop. [2.2.6)

im (A ([ BW)

Ay Ao

Theoreme 2.2.10. Mesure de Lebesgue.
Il existe une mesure sur (R;B(R)) veri ant

1. pour tout intervalle Ja;b[, (Ja;b)) =b a
2. 8A2B(R),8x 2R, (fy:y x2Ag) = (A).
Cette mesure  s’appelle la mesure de Lebesgue.

Exemple 2.2.11. Mesure de Lebesgue d’un intervalle quelconque.
Soient a 6 b des elements de R. Nous avons

(f;b) = (Ja ZLb+1nCa Z1;a[[b;b+1[)
(par Prop. = (a Lb+1) (a La[[bb+1)
(reunion disjointe) = (Ja 1;b+1]) (Ja Z1;a) (Jb; b+ 1]
= (b+1 (@ 1) (@ (@ 1) G+1 b
= b a:

De méme, ([a;b)) = (Ja;b]) =b a.

Exemple 2.2.12. Mesure de Lebesgue d’un singleton.
Soit x 2 R, 8n>1, fxg [x 1=n;x+ 1=n]. Donc, en utilisant la prop. [2.2.6, 8n > 1,
(fxg) 6 ([x 1=n;x+ 1=n]) =2=n. Donc (fxg) =0.

Exemple 2.2.13. Mesure de Lebesgue de Q.
On sait que Q est denombrable. Donc on peut numeroter ses elements : Q = fug; uy; uz;:::Q.
Pour tout entier n > 1, on de nit A, = l:o Uj %;ui + % .On apour toutn, Q Ap

1

P

(donc, par laprop.[2.2.6, (Q) 6 (An))et, parlaprop.2.2.7, (An) 6 oy Ui msiUi+ e =
2 Etdonc (Q)=0.
n



2.3. INTEGRALES DES FONCTIONS ETAGEES MESURABLES POSITIVES. 9
2.3 Integrales des fonctions etagees mesurables posi-
tives.

On se donne un espace mesure ( ;A; ).
De nition 2.3.1. Soit f: ¥ R™. On dit que T est etagee (positive) s’il existe une famille

I les A; forment une partition de  (ce qui veut dire que Az;:::;An sont deux a deux
disjoints et que = 16|;5 Ai)
1on

I 8i2f1;:::ng, 9a; tel que f(X) = a;, 8x 2 A;.

sur chacun des B;.

De nition 2.3.3. Soit A . La fonction indicatrice de A est la fonction
1Ia 1 EO; 19
- 1 s! X2 A
0 Ssix2A:

Il existe d’autres notations. Par exemple si A =[0;1] R, on peut ecrire 1a(X) = 1yoj0:1] =
loexe1-
Lemme 2.3.4. Si A , B alors 8x, 1a(X) 1g(X) = 1la\s(X).
Exemple 2.3.5. La fonction

f:R 1
0 six<0
bxc si x2][0;2]
0 sinon

X M

W N 00U

est une fonction positive etagee (bxc signi e partie entiere ). En e et, elle est constante
sur] A;0[, [0;1], [1;2[, f29, 12; +1[.

2 e
/R U S
PR

0 12

Figure 2.1 { Dessin de .

Avec des fonctions indicatrice, nous pouvons ecrire f de maniere plus compacte :

F(X) = bxclp;2(X) = 1o;2p(X)  bXC+2  Lgpg(X) =::0

De nition 2.3.6. Soit T une fonction positive etagee associee a une partition Az;:::;An
(avec T(X) = a; si x 2 Aj). On appelle integrale de f par rapport a le nombre suivant
z

X
) (@)= a (Ai):

i=1 R
Ce nombre peut etre +1.. Une fonction positive etagee T est dite integrablesi  f(X) (dx) <
+1.

R
Remarque 2.3.7. Lavaleur de  f(x) (dx) est independante de la partition associee a f.
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2.4 Fonctions mesurables et integrales

2.4.1 Integrales des fonctions mesurables positives

De nition 2.4.1. Application mesurable.
Soient ( ;A), ( % A" deux espaces mesurables. On dit qu’une application £: ¥ 0 est
mesurable (par rapport aux tribus A, A") si 8B 2 A’, f 1(B):=fx2 :f(X)2Bg2A.

Proposition 2.4.2.
I Toute fonction continue f : (R;B(R)) ¥ (R;B(R)) est mesurable.
I Sif et g sont des fonction mesurables ( ;A) ¥ (R;B(R)) alors f+g, f ¢, g sont
mesurables.
I Sif:( ;A ¥ (A" est mesurable et g: ( % AY) ¥ ( ©: AY) est mesurable alors
g F:( ;A) 1 (2 A% est mesurable.

De maniere generale, toute fonction (R;B(R)) ¥ (R;B(R)) de nie par une formule est
mesurable.

Proposition 2.4.3. Mesure image.

Soit ( ;A; ) un espace mesure. Soit ( ’;B) un espace mesurable. Soit f: ¥ ° mesu-
rable. L’application :B ¥ [0;+1] de nie par (B) = (f %(B)) est une mesure appelee
mesure image de par f.

(Rappel : f Y(B):=fx2 :f(x)2Bg.)

Demonstration. Veri ons d’abord que est bien de nie : 8B 2 B, f (B) 2 A car T est
mesurable, donc (B) est bien de ni. Onadonc :B ¥ [0;+1].

Puis (;)= (f (;))= (;)=0car est une mesure.

En n, si Bg;B1;B; 2 B sont deux a deux disjoints, (nLOBn) = (f 1(nLOBn)) =

([f XBn).Eneetf Y([Bn)=fx2 :f(X)2 [Bng= [ fx2 :f(X)2Bng.
n=>0 n=>0 n=>0 n=>0

Soient m & n, si x 2 f 1(By), f(X) 2 By, donc f(x) 2 By, (car Bo; B1;By;::: sont deux a
deux disjoints), donc x 2 f (B,), donc f 1(Bn)\f 1(Bm) = ;. Donc, puisque est une
mesure,

(LB = (Lf '(Bn))

n> n=>0
> 1
= (f “(Bn))
n=>0
= (Bn) :
n=0
Donc  est une mesure. O
De nition 2.4.4. Soit ( ;A; ) un espace mesure. Si f: ¥ [0;+71] est mesurable (par
rapport aux tribus A et B(R)) positive, I'integrale de f sur  par rapport a la mesure  est
de nie par 7 7
f(x) (dx):= sup x) (dx)
2E(F)

ou E(F) :=f -etagee positive : (x) 6 f(x);8x 2 ¢. Cette integrale peut prendre sa valeur
dans [0; +1].
Pour B 2 A, on note
z z

Bf(X) (d) = f()1le(x) (dx):

R
De nition 2.4.5. Une fonction mesurable positive f est dite integrable si  f(x) (dx) <
1.

Proposition 2.4.6. Croissance de I'integrale.
Soient f;g deux fonctigns positives mgsurables sur ( ;A; ). Si T 6 g (ce qui veut dire
f(X) 6 g(x);8x) alors f(xX) (dx)6 g(x) (dx).
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Demonstration. Nous avons E(f) E(g) car f 6 g. Donc
Z z

sup (X) (dx) 6 sup (xX) (dx) :
2E(F) 2E(9)

Cette proposition admet comme corollaire le theoreme suivant.

Theoreme 2.4.7. Theoreme de comparaison.
Soient f; g deux fonctions positives mesurables sur ( ;A; ). Si f 6 g et g est integrable
alors f est integrable.

De nition 2.4.8. Soit mesure sur (R;B(R)). La mesure est dite avoir pour densite la
fonction £ > 0 sur R (par rapport a ) si 8 mesurable positive R ¥ R,
Z Z

) @)= F(x) (dx):
R R

Ceci implique, en particulier, que 8B 2 B(R),
Z

B)= fx) (dx):
B

Theoreme 2.4.9. Linearite de I'integrale.
Soit T fonction positive mesurable sur ( ;A; ) eta =0, alors :
z z z

FOY+9(x) (@)= F(x) @)+ g(x) (dx)

et z z
af(x) (dx)=a fXx) (dx):

En particulier, si f et g sont integables alors f + g aussi.

Theoreme 2.4.10. Inegalite de Markov.
Soient f; g deux fonctions positives mesurables sur ( ;A; ). Soit a > 0. Alors :
1 z
(fx2 :f(x)>ag)6 3 f(x) (dx):

Demonstration. On a algy.f)=ag 6 T donc par theoreme de comparaison (theoreme[2.4.7) :
z z

a:I-fy:f(y)>.';~tg(x) (0x) 6 f(x) (dx):

La fonction algy.f(y)>ag €St une fonction etagee et on calcule son integrale :
z

alfyry=ag(X) (dx)=a (fy:f(y)>ag)+0 (fy:f(y) <ag):

D’ou le resultat. O

2.4.2 Integrales des fonctions mesurables de signe quelconque.

Soit une espace mesure ( ;A; ). Soit f: ¥ R mesurable. Elle peut toujours s’ecrire
f=Ff" f avecf*etf mesurables positives :

C .
f(x) sif(x)>0

f(x) =
() 0 sinon

0 si f(x) >0

f o= f(x) sinon.
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De nition 2.4.11. Une fonction f mesurable sur un espace mesure ( ;A; ) est dite inte
-grable si f* et f le sont (voir de nition de I'integrabilite des fonctions mesurables
positives) et dans ce cas, on de nit I’integrale de ¥ (sur  par rapport a ) par

z z z
f(x) (dx):= F*x) (dx) f (%) (dx)

et, 8A 2 A, Iintegrale de f sur A par
Z YA

Af(x) dx) = FfX)1a(x) (dx):

Lemme 2.4.12. Soit T une fonction mesurable sur un espace mesure ( ;A; ) et integrable.
Alors 7 7

) (dx) 6  JF()) (dx)

Demonstration.

z Z z
) (dx) = () (dx) ) (@)
z yA
6 fr) (@A) + () (dx)
z z

= fr(x) (dx)+ f (X) (dx)
YA
= eI (@)

O

Ce lemme peut aussi €tre vu comme une consequence de I'inegalite de Jensen (cf. exercice
4 du chapitre {4 et theoreme 6.3.1)).

Theoreme 2.4.13. Linearite et croissance.
Pour I'integrale d’une fonction de signe quelconque, on a encore la linearite et la croissance
comme dans la proposition [2.4.6] et le theoreme [2.4.9

Remarque 2.4.14. Lien integrale de Lebgggue/integrale dg¢ Riemann.

Quand ( ;A; )= (R;B(R); ), lintegrale  f(x) (dx) = L f(x) (dx) que nous venons de
de nir s’appelle I'integrale de Lebesgue sur R. Vu la de nition[2.4.11], I'integrale de Lebesgue
sur un intervalle [a;b] est donnee par

Z z

O (@)= FO) L) (dx) :
[ash] R

L’integrale de Riemann est celle qui se calcule avec la primitive. Si f admet une primitive
F alors son integrale de Riemann est
Zy
b
fX)dx =[F(X)], =F(@®) F(a)

a

avec la convention que si F n'est pas de nie en a (et pareil en b), par exemple parce que a =
1, alors F(a) = limy s a;x2[a;5) F (X). On parle alors d’integrale generalisee (ou d’integrale
de Riemann generalisee). L’integrale de Riemann n’est de nie que si F(a) et F (b) sont nis.
On a les regles de signe suivantes :
VA b YA a
f(x)dx = T (x)dx
a b
z z

f(x) (dx) = f(x) (dx):
[a;b] [b;al
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Dans le cas ou f a une integrale de Riemann, nous avons I’egalite suivante entre les deux
types d’integrales si a 6 b 7 7
b

f(x) (dx) = f(x)dx :
[a;b] a

C’est en general avec cette formule que I'on calculera les integrales. On ecrira parfois :
Z z

f(x) (dx) = f(x)dx :
[a;b] [asb]

2.5 Fonction de repartition

L’etude de la fonction de repartition d’une mesure va nos permettre de mettre en uvre
les theoremes de ce chapitre.

De nition 2.5.1. Soit mesure sur (R; B(R)) telle que (R) < +1. On de nit la fonction
de repartition de par :

F:R ¢ [0;+1]
x B FX= (0 1;x):

Proposition 2.5.2. Soit mesure sur (R; B(R)) telle que (R) <+1. La fonction F est
croissante, cadlag (continue a droite avec une limite a gauche), limys+1 F (X) = (R),
Iimx! 1 F (X) =0.

Demonstration. Soient x 6 y. Nousavons] 1;x] ] d1;y]donc, par la proposition|2.2.6]
F= (0 1L;xpe 0 yD=F ).

Soit x 2 R et (Un)n=0 suite de R telle que up, > X et U > Un+1, 8N et limp s 47 Uy = X.
Pourtoutn,] 1iun+s] ] ZLjunl, N1 Liun]=] Lix]et (I 1iuo)6 (R) <1,
donc, par la propostion sur I'intersection decroissante (prop. limpe+a (J L;un]) =

(nlo] 1;ur])= (0 2;X]). En d’autres termes : limpu+1 F (Un) = F(X). Ceci prouve

que F est continue a droite.

Soit X 2 R et (Up)n>o suite de R telle que uy < x et up 6 Up+1, Bnetlimps 4+ Uy = X.
Pour tout n,] 21;un+1] 1 3d;unl, nLO] 1;un] =] 4;Xx|[, donc par la propriete de
reunion croissante (prop. 2.2.8), limys+1 F(un) = (I 1;x[). Ceci prouve que F a une
limite a gauche (egalea (] 1;X]).

On trouve egalement la limite de F en + 1 en utilisant la proprete de reunion croissante
et la limite de F en 1 en utilisant la propriete d’intersection decroissante. O

Remarque 2.5.3. Dans la proposition precedente, la limite a gauche en x de F est (]

I;xDetF (x)= (1 A;x]). Parlaproposition2.2.6, (1 1;x]) ( 1;xD= (fxg).
Donc F (xX)= (] A;X|) si et seulement si (fxg) = 0.

2.6 EXxercices

2.6.1 Enonces

1) §appe| : Pour une famille d’ensemble (An)n2n, ON Nnote Tn>0 An =Tfx:8n;x 2 Ang et
n=0An = x:9n tel que x 2 Ang

(a) Determiner Tn>o]1; 1+ 1=(n+1)].

(b) Determiner ____,]1;2+ 1=(n+ 1)].

(c) Determiner _,J1 1=(n+1);2].

(d) Soit f: R ¥ R, x @ x2. Determiner f (" _,[1=(n + 1); +1]).

2) Soit un ensemble et soient Ag; Ap;::: des parties de

(a) On suppose dans cette question que Ag A1 An  An+1 . Posons
pour toutn>1, B, =A, A, 1 (rappel : A C=fx2 A:x 2 Cg). Montrer que
les ensembles By, sont deux a deux disjoints.
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(b) On note : 8A ,A°=fx2 :x2 Ag. Montrer que LOAﬁ, =( loA”)C'
(c) Montrer que ( [ A%)° = \ A,.
n=>0 n=>0

S
3) Soit Ag; i An une partition de R. Montrer que A =T ,,, Aj : 1 fl;::5;ngg est une
tribu. (A est constitue de toutes les reunions possibles d’ensembles A;.)
4) Soit

Card:P(N) 1§ [0;+1]
A A Card(A) = le nombre d’elements de A :
Montrer que Card est une mesure sur (N; P(N)).
5) On se donne un espace mesurable (E; A).
(a) Soit x 2 E, on note

<A T [0;+1
=1 six2B

B % x(B) =0 sinon

Montrer que x est une mesure sur (E;A). (Cette mesure s’appelle la mesure de
Dirac en x.)

(b) Soient x3;::; Xk des elements distincts de E et py;:::; pk 2 R,.. On note

AT [0;+1]
B A (B=  pix®)
1616k
Montrer que est une mesure sur (E; A).

6) Soit A = [nh=o[n;n + 2%[- Calculer (A). (On se servira du fait que A est reunion

d’ensembles disjoints et on utilisera la propriete d’additivite.)
7) (a) Soit x 2 R, calculer (fxg) (utiliser la propriete de croissance).

(b) Soit xo;X1;X2; 2R, calculer

(Cn>0Txn0)
(utiliser la propriete de sous-additivite).
(c) En deduire que (Q) = 0. Calculer ([0;1]nQ).
8) Un ensemble de Cantor.
Pour n > 1, on note :
An = fx2][0;1[;x n’aque des 1 ou des 5 dans son developpement decimal
jusqu’a I'ordre ng

An est donc I'ensemble des x 2 [0;1[ qui s’ecrivent X = 0;UjUp:::UnUn+q::: avec

(a) Calculer (An) pour tout n.
(b) Soit B = \n=1Aq, calculer (B) (utiliser la propriete d’intersection decroissante).
9) Mesures a densite.

(a) Soit mesure sur (R; B(R)) de densite 1j0.1;(X) par rapport a la mesure de Lebesgue.
Calculer ([0;1]); ([0;2]), ([0;1=2]), (F1=29).

(b) Soit mesure sur (R; B(R)) de densite 14~0e * par rapport a la mesure de Lebesgue.
Calculer (R); (flg); ([0;1]); ([1;+2D.

(c) Soit mesure sur (R;B(R)) de densite 1x-oxe x*=2 par rapport a la mesure de
Lebesgue. Calculer ([0;1]).

10) (a) Montrer que 06 % ;l (cos(x))2dx 6 1.

x2=
(b) Montrer que 0 6 02 %T—de 6 Pi=.

R - .
(c) Montrer que 06  _; sin(log(1 + u))du 6 %
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2.6.2 Corriges
T T
1) @ sl +1=(n+1)] =; car 1-|2 n=olli 1+ 1=(n + 1)] et 8x & 1, 9n tel que
2]L1+1=(n+1)]Jetdoncx2 _;]1;1+1=(n+1)]
(b) _I_n>o]1; 2+ 1=(n+ D] =]1;2]
(©) _n=oll 1=(n+1);2]=1[1;2] s
(d) nsoll=(n+1);+2[=]0;+2[donc F *( " o[l=(n+1);+1) =F *(0;+1] =
R fog=R
(2) (a) Soientk & n;k <n. Ax A 1 donc 8x 2 Ag, X 2 Bh. Comme By A, alors
Bk \ Bnh =;
(b) | Six2( \OAn)c alors x 2 \oA” donc 9n tel que x 2 A,. Donc 9n tel que
x 2 AS. Donc x 2 [ A i
n>=
| Six2 [OAE, alors 9n tel que x 2 An. Donc x 2 \oA”' Donc x 2 ( \OAn)C.
Conclusion : [ A% =(\ Ap)°.
n>0 n=>0

(c) Par passage au complementaire dans le resultat prececent : ( [oAg)C = \oA”'
n= n>

disjointsetque A; [ [An=R.
MR=AL [L[A2A
1 1 _ \C — n
(ii) Soit iLA. 2A, (iLA.) = igA. 2 A.
(iii) Si on fait une reunion denombrable d’elements de A :
L
LEam= T Aza:
i2 [ In

n=0

(4) Fait en cours
(5) (a) Remarque : x s’appelle la mesure de Dirac en Xx.
(i) x est bien une fonction de A dans [0; +1]
(i) x(;)=0carx2;
(iii) Si on a des elements 2 a 2 disjoints de A : Ag;A1;:::.

(: 1 six2 [ An
x( [ An) . n=0
n=0 =0 sinon

C .
=1 si9ntel que x 2 An
=0 sinon
>

= x(An)
n=>0

car les An sont 2 a 2 disjoints (et donc au plus un seul d’entre eux contient X,
c’est a dire au plus un seul d’entre eux est tel que x(An) =1).

(b) On remarque que 8i, x, est une mesure par la question precedente.
(i) est biql_o, une fonction de A dans [0; +1]

iy G)= 16i6k Pi xi(;) =0
(iii) Si on a des elements 2 a 2 disjoints de A : Ag;Aq;:::

(nLOAn) = Pi xi(ng An)

16i6k n=0
xX X
= Pi x; (An)

n>016i6k
x

= (An) :

n=>0



16 CHAPITRE 2. THEORIE DE LA MESURE

P
(6) |gs ensembles [n;n + s sont 2 a 2 disjoints donc  (A) = .o (Iin+ 5k =
h=0 zin = 2 (somme de serie geometrique).

(7) (a) 8" =0, fxg [xl;:g< +"]donc (fxg) 6 ([x;x+"])=".Donc (fxg)=0.
(b) (Ln=0fXn0) 6 -, (FXng) =0 par la question precedente.

par la question precedente. Nous avons ([0;1]) < A donc, par la prop.
([0;1]nQ) = ([0;1) (Q)=1.
(8) (a) On remarque que

An = fix;x+10 "[: x=0;uy:::u avec Ug;:::;un 2 f1;5gg
= [x;x+10 (D[
x2Bn

ou B, = fx = 0;uy:::un avec ug;:::;un 2 f1;5gg. On remarque que Bp est ni
et que les intervalles ([x; X + 10 "[)x2g,, sont 2 a 2 disjoints. Donc :

>

(An) = (xx+10 "D
x2Bn

Card(B,) 10 "=2" 10 ":

(b) 8n, A, An+1 donc par intersectign decroissante : (B) =limhs+1 (An) =0.
© @ (01 = g Lo (Lo ()dx = o 1dx =1
(10:2]) = ¢ Lio2() Lo (Jdx = o 1dx =1
R Ri=2
([0;1=2]) = & Loi1=2(X)Lo;y(X)dX | o~ 1dx = 1=2
(f1=2ga = g Llri=2g()1j0;1(X)dX = ; Lep=pg(X)dx =0 car (f1=2g) =0
(0 (R)= Rlx=oe dx=1 R
(flg) = R 1e1g(X)1x=0€ Xdx = FPlflg(x)e ldx =0car (flg)=0
(0:1) = ¢ hou(Ilxsoe Xdx=ge Xdx=1 e’
([L;+1D = qlp+a)()1xsoe Xdx= ;e *dx=e !
R 2 R 1 2 h 2 il
© ((0;1) = <lpog(¥)ix=o(X)xe X =2dx = [xe XZ2dx = e X2 = (1
R —[0:1] 0
e 1:2)
(10) On utilise a chaque fois la propriete de croissance de I'integrale (prop. [2.4.6).

P 06] i61donc06 & ¢ 24x 6 1 "¢ 1dx = 1
(a) Pour tout x, jcos(X)j onc ot o (cos(X))*dx 6 i , ldx =1.
2
(c) Pour toutu=>0,061log(1+u)6u.Siu2[ =3; =2] alﬂrs 06 log(l+u)6Uub
=2 et sin est croissante positive sur [0; =2]. Donc 0 6 :32 sin(log(1 + u))du 6

i ZZsin(u)du =[ cos(u)] =2 = 1.

x2= R x2=
(b) Pour tout x 2 [0;2], 0 6 szjz 6 ﬁ;: = pi— donc 0 6 Ozeﬂgjzdx6 =



Chapitre 3

Ensembles negligeables

De nition 3.0.1. Soit ( ;A; ) un espace mesure. Un element A de A est dit negligeable
(pour la mesure ) si (A)=0.
Soit f: ¥ R une fonction mesurable. Elle est dite -presque partout nulle si 9A 2 A
negligeable tel que x 2 A® ) f(x) = 0. On dira aussi que f est : presque partout nulle,
-presque sarement nulle, presque sGrement nulle, p.p. nulle, p.s. nulle. Soit A 2 A tel que
(A% = 0. On dire que I’on est dans A pour p.t. (presque tout) x de , -p.s. (presque
sGrement) en X 2 , ...

Remarque 3.0.2. Une fonction positive d’integrale nie est nie p.p.
Si T est une foncgon mesurable positive ¥ R™ telle que 9A2 A, (A)>0et f(x) =+1
si x 2 A, alors  f(x) (dx) = {1. En e et, la fonction ) = +1  1a(X) est une
fonction etagee veri ant 6 T, (X) (dx) = +1. D'ou f(X) (dx) = +1 par la
de nition ci-dessus.

Nous avons donc que si  f(x) (dx) <+ alors il n’existe pas d’ensemble A ayant les
proprietes ci-dessus, ce qui veut donc dire que T est nie presque partout.

Theoreme 3.0.3. Espace complet.
Soit ( ;A; ) un espace mesure. Il existe une tribu B sur et une mesure sur B telles
que

1l A B

I siA2Aalors (A)= (A)

I 8N telqueN Aavec A2A, (A)=0,onaN2Bet (N)=0.
La tribu B est alors appelee tribu completee de A et est appelee mesure completee de
Un espace mesure ( ;A; ) pour lequel

IN AaecA2A; (A)=0]D [N 2A]

est appele un espace mesure complet.

Theoreme 3.0.4. Soit (5 ;A; ) un espace mesure et f fonction mesurable sur cet espace.
Alors T est p.p. nulle )  f(x) (dx) =0. Et la reciproque est vraie pour f > 0.

Demonstration. I Si f est p.p. nulle alors 9A 2 A tel que (A) = 0 et f est nulle
sur A®. Soit 2 E(F) et By;:::; By partition associee a . On note B! = Bi \ A et

Pour tout x dans BY;:::; Bg,o, f(x) = 0. Pour tout i 2 f1;:::pg, (B)) 6 (A) (par
proposition 2.2.6) donc (Bj) = 0. Donc
Z

x) @)=0 @B+ +0 BH+cs BN+ +¢ (By)=0:

R
Cela est vrai pout toute g E(f) donc  f(x) (dx) =0.
I Soit maintenant f > 0. Si  f(x) (dx) =0. Soit " >0, soit A =fx2 :f(X)>
"g =T X([";+1[). L’ensemble ["; +1[ appartien a B(R) car c’est un intervalle. La

17
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fonction f est mesurable donc A 2 A. Soit  etagee telle que
¢ 0 six2AS
= si X S
. _
= Si X2 A-:

L’ensemble AS appartient a A. Pour tout X, (X) 6 f(x) donc

z z
06 (x) A6 Fx) (dx)

R
donc (X) (dx) = 0. Par ailleurs,

z
() @)=0 (A)+" (A

donc (A-~) =0. Les ensembles A;-, pour n 2 N veri ent Aj-,  Ai=n+1. DONC par
la proposition sur la reunion croissante (proposition [2.2.8), (fx2 :f(x) > 0g) =

(Ih>1A1=n) = limp=+a1 (A=) = 0. Donc f est nulle p.p.
O

Proposition 3.0.5. Integrale sur un ensemble negligeable.

Soit ( ;A; )un espace mesure. Soit A 2 A negligeable. Soit f;g: ¥ R mesurables. On
suppose que  F(x) (dx) es§ de nie (ce qui a lieu, par de nition, quand f* et f sont
d’integrales nies) ainsi que  g(x) (dx). On suppose que f(x) = g(x) si x 2 A (donc T et
g sont preque partout egale). Alors

z
f(x) (dx)=0;
A

z z
fO) (@)= g(x) (@) :

Demonstration. | Par de nition,

z z
Af(x) @x)y= fx)lax) (dx):

R
Donc par le tieoreme precedgnt, , F(x) (d>p =0.

I Par linearite, f(x) (dx) g(x) ()= (F(X) 90) (dx). Lafonction f g
est nulle presque partout donc, par le theoreme precedent (f(x) g(x)) (dx) =0.
O

On retient de la proposition precedente que deux fonctions egales presque partout ont la
meéme integrale.

Exemple 3.0.6. Soient les fonction suivantes de nies sur [0; ],

f(xX) = sin(x) ;

o @
=)
~
X
Nr

@, e

X X

e

11 11

NN



19

0 /2 T
Figure 3.1 { Dessin de .

Les fonctions f et g sont egales p.p. Nous avons donc

z z

g(x)dx
0 0
[ cos(X)], =1 ( 1)=2:

f(X)dx
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Chapitre 4

Theoremes limites

On se donne ( ;A; ) un espace mesure complet. On supposera a partir de maintenant,
pour des raisons techniques, que est reunion denombrable d’elements de A de mesure nie.
On dit alors que est - ni.

4.1 Stabilite de la mesurabilite par passage a la limite.

Theoreme 4.1.1. Soit (fn)n=0 une suite de fonctions ! R une suite de fonctions me-
surables positives. Alors sup,, T, et inf, f, sont des fonctions mesurables.

Demonstration partielle. On pose f(X) = sup, fn(X). Nous allons montrer que 8a 2 R,
f (] 4;a]) 2 A. Cela est en fait su sant pour montrer que f est mesurable mais nous
ne demontrerons pas ce point.
Fixons donc a2 R et prenons A=f (] 1;a]). On remarque que
A = x2 :f(X)6ag
x2 :fa(X) 6 a;8ng
= \np>ofx2 :fa,(xX)6ag:

Pour tout n, fx2 :f,(x)6ag="F,%( 1;a]) 2 A car f, est mesurable. La famille A
est une tribu, elle est donc stable par intersection denombrable donc f 1(A) 2 A. O

De nition 4.1.2. Soit (fn)n=0 une suite de fonctions ¥ R. On dit que (f,) convergence
presque sGrement vers T (et on note f, . ‘:'gl T) s’il existe A negligeable tel que [x 2 A] )

[Fa0) 2 FOOL

De nition 4.1.3. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions ¥ R. On dit que (f,) convergence
simplement vers T si 8x, f,(X) . '1 T(X).

i

Exemple 4.1.4. Prenons = [0;1] et f,(x) = x*" (n > 1). Pour x & 0, nous avons
fn(X) = exp(log(x)=n). La suite log(x)=n 51 0 et la fonction exp est continue donc

nt
fn(X) . 51 0.Six=0, f.(x) =0 . 51 0. Donc la suite de fonctions (f,)n=>1 converge
simplement vers la fonction g de nie sur [0; 1] par

1 six€&0

X) =
909 0 six=0:
Remarque 4.1.5. La convergence simple implique la convergence presque stre.

Corollaire 4.1.6. Si on a une suite (f,) de fonctions ¥ [0;+1[ mesurables (positives)
telle que f, . f'gl T alors T est mesurable.

Demonstration. On ne va faire la demonstration que dans le cas ou (f,) converge simplement
vers . Pour tout x et pour tout n, on pose Vo (X) = supffn(X); Fa+1(X); Fr+2(X); :::0. Par
le theoreme precedent, les fonctions vy, sont mesurables. Pour tout X,

T(X) = inffvp(X); vi(X); v2(X);:::g. Donc par le theoreme precedent, f est mesurable. O

21
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4.2 Theoremes de convergence pour les integrales.

Theoreme 4.2.1. Theoreme de convergence monotone
Soit (f,,) une suite croissante (c’est a dire que 8%, 8n, f,(X) 6 fh+1(X)) de fonctions
mesurables positives ¥ [0; +1[ convergeant presque sGrement vers une fonction f. Alors
z z
nI!'T1 fa(xX) (dx)= fX) (dx):

R
Demonstration. Soit  2]0;1[. La suite (  f,(x) (dx)) est croissante (par croissance de
I'integrale) donc elle a une limite |1 2 [0; +1]. Soit pour tout n, A, = fx 2 : fa(x) >
T(x)g. Pour tout n et pour tout X, fn(X) > fn(X)1a,, (X) donc
Z Z Z Z
fa(x) (dx) > Ffr(X)1a,(X) (dx) = fa(x) (dx) > f(x) (dx) (4.2.1)

An An
Montrons que

00 () 1 T (@) (4.2.2)

a1

An

R R
Soit " > 0. Soit  une fonction etagee telle que 6 T, xX) (dx)= f(x) (dx) (il
en existe par de nition de I'integrale). Nous avons

z z z
1a,(¥) (X) (@A) 6 FO)1a.(X) (@x) 6  FX) (dx): (4.2.3)

On suppose que  se decompose sur une certaine partition By;:::; By :

<
x) = bilg,(X) :
16i6p

Alors 8n, 14, est une fonction etagee qui se decompose en

<
()1a,(X) =0 1ac(X)+ bilgaa,(X) :
16i6p
Et donc
z >
(1A, (¥) (@x)=0 (A7) + bi  (Bi\An) (4.2.4)
16i6p

Pour tout n, nous avons A,  Ap+ et donc 8i, Bi\ A,  Bj \ An+;. Par la propriete de
convergence croissante de la mesure,

(Bi \An) ne 51 (Ch=>0(Bi NAnR)) = (Bi \ [n>0An) : (4.2.5)
On remarque que [n=0An = X2 :9n;f,(X) > f(X)g x2 :fr(X) . 51 f(X)g.
Donc fx 2 : f,(X) n'—i!—l f(X)g° ([h=0An)®. Donc 0 = (fx 2 : fa(X) n'—t!—l

F(X)9%) > (([h=0An)°). Donc  (([n=0An)®) =0, (Bi\([h=>0An)°) 6 ((L[n=0An)) =0.
Puis (Bi) = (Bi \ (L[h=0An)) + (Bi \ ([h=0An)) donc (Bij) = (Bi \ [h=0An). On

deduit donc de (4.2.4) et (4.2.5)
z > z

(1A, () (dx) 1 bi  (Bi)= (X)) (dx):
16i6p
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Donc par (4.2.3) et en utilisant la de nition de

Z z
f(x) (dx) " 6 () (dx)
z
= n'!ile ()1, (x)dx
6 liminf  f(x) (dx)

n

6 limsup  f(x) (dx)
£!+1 An

6  f(x) (dx)

Cela est vrai pour tout " = 0 donc nous avons donc montre (4.2.2). Alors, par (4.2.1),
z

| > f(x) (dx): (4.2.6)

Pour presque tout x, fn(X) % f(X) donc f,(X) 6 f(x). Soit 8n, f, de nie par
n¥+71

C .
£.00) = fa(X) s! fa(x) 6 T(X)
0 sinon
Les fonctions T, et f,, sont egales presque partout donc leurs integrales sont egales. La
fonction f,, veri e f,(x) 6 f(x) (8x) donc en particulier
z z z

fa() (@)= fn(x) ()6 F(x) (dx):

Donc Z
f(x) (dx) >1:

Et comme | 'equation (4.2.6) est vraie pour tout 2]0;1[, ceci nit la demonstration.
O

Theoreme 4.2.2. Lemme de Fatou
Soit (fn)n=0 Une suite de fonctions mesurables positives. On note f = liminf, s 44 f,. Alors
T est mesurable positive et 7 7

fd 6liminf f.d
n¥+1
Demonstration. Par de nition de la liminf, nous avons pour tout X,
F00 = m, ot e

(cette limite existe dans] 1;+1]car c’est la limite d’une suite croissante). Par le theoreme
les fonctions x A infy=n, fx(X) sont mesurables pour tout n. Par le corollaire la
fonction f est mesurable.

Soit m > 1. Soit pour tout n, An = fx : 8p > n; f(X) > (F(X) %),Lg. Pour tout X,
9N 2 Ntelquen >N D f,(X) > f(X) % Nous avons donc nglAn = . On remarque

que pour tout n, A, An+1. Et donc pour tout X,

(%) % 1a.¢) %  f(X) %

+ ny+1 +

Donc, par theoreme de convergence monotone,

z 1 z 1
f(X) = 1a,(X) (dx) n!-i!-l f(X) = (dx) :
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Pour tout n, nous avons

Z z z
) @)>  Fad1a,0) @)> TGO = 1a,0 (@)
et donc 7 7
i fa(0 @0>  F0 T (@)

+

Nous avons pour tout X, T(X) % . % fT(x). Donc, par theoreme de convergence mo-
m?ie

a

notone, i f(X) % L @ m!! f(-x) (dx). Et donc
z z
Ir!r!nﬂ fa(x) (dx)> f(x) (dx):

O

Theoreme 4.2.3. Theoreme de convergence dominee (appele aussi theoreme de Lebesgue)
Soit (fn)n=0 une suite de fonctions mesurables sur . Si :

I il existe g positive mesurable et integrable telle que 8n 2 N, 8x 2 , jf,(X)j 6 g(X)

| etf, °Y f

n¥+1

alors

I ifi <1

I limhesa jfa(x) (X)) (dx)=0.
Ce qui implique en particulier

z z
lim fa(x) (dx)= f(X) (dx):
n¥+1

Demonstration. Pour simpli er la demonstration, nous allons supposg que (fn) converge
simplement vers . Nous avons alors pour tout X, jf(X)j 6 g(x), donc  jf(X)j (dx) < 1.
Pour tout x, 2g(x) jf(X) Ta(X)j=O0etliminfyu+a(20(xX) jF(X) Tn(X)j) = 29(x) donc
par le lemme de Fatou

z z

liminf (290 Jf()  fa()) (dx) > 29(x) (dx):
Mais par linearite de I'integrale,
z z z

liminf  29(x) jF(x) Fa(i) (@x)= 2g(x) (dx) limsup jF(X) Fn(X)j (dX) :
nY¥+1

n¥+1

Donc
z
limsup jf(x) fn(X)j (dx) = 0
n!+1Z
Aim o jFe) fa(i (dx) = 0
Puis
z z z
fn(x) (dx) fx) (dx) = f(x) fa(x) (dx)
z

(par lemme 2.4.12) 6 JFX) (X)) (dx) . 51 0:
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Exemple 4.2.4. Soit I’espace mesure (N; P(N); card). Soit f(k) = ﬁ et pour tout n > 0,

fa(k) = ﬁlken. Pour tout k, f,(k) % (k). Fixons n > 0, la fonction f,, est etagee
nit

"+
et son integrale vaut

Z
fn09card(d) = % card(fog) + 2% card(Fig) + : -
N
1
+ GG card(fng) +0 card(fn +1;n +2;:::g)
_ X
k=0 (k+1)

Par theoreme de convergence monotone,
z z

y T (X)card(dx) . 51 . T (x)card(dx)
et donc 7 .
N f(X)card(dx) = . K+12 :

On peut ainsi montrer que pour n'importe quelle fonction g: N ¥ R™*,
z

>
g(x)card(dx) = g(k)
N k=0

et donc, pour I'espace mesure (N; P (N); card), calculer une integrale d’une fonction positive
revient a faire la somme d’une serie.

Exemple 4.2.5. Soit I’espace mesure ([0; 1]; B([0; 1]); ). Soient les fonctions (pour n > 1)
f,. @ [0;1]] ®* R*
x A 1 x¥&=n

Pour tout x 2]0; 1], limp s +1 fn(X) = 0 et £,(0) = 1 pour tout n > 1. Donc f, . ‘:'gl T (sur

[0;1]) avec f la fonction nulle. Pour tout n > 1, jf,(X)j 6 1 qui est une fonction integrable
sur [0;1]. En e et 7

ldx=1<1:
[0:1]
Donc, par theoreme de convergence dominee,
z
v .
o fa(X) (dx) L 0:

4.3 Integrales dependant d’un parametre

Soit f : R R ¥ R, on de nit une fonction F(u) = RRf(u;x) (dx). Cette fonction
F s’appelle, suivant les auteurs, une integrale a parametre , integrale dependant d’un
parametre ,... Dans cette partie, nous allons demontrer diverses proprietes des integrales
a parametre a I'aide du theoreme de convergence dominee.

Theoreme 4.3.1. Continuite sous I’integrale
Soit f:R R ¥ R telle que

(i) 8u2 R, x A f(u;x) est mesurable

(ii) 9uq tel que pour presque tout x, u @ f(u;x) est continue en U4
(iii) 9g positive integrable telle que 8uR2 R, jf(u;x)j 6 g(x) .

Alors la fonction F de nie par F(u) = ,f(u;x) (dx) est de nie en tout point u 2 R et est
continue en u-q .



26 CHAPITRE 4. THEOREMES LIMITES

Demonstration. 1l su t de montrer que F(un) n'El F(uq) pour toute suite (Un)n=o

convergeant vers uj . Prenons donc une telle suite (Un)n=o. Posons 8n, f,(X) = f(un;X).

Nous avons fp . E"El h avec h(x) := f(uq;x) par (ii). Les fonctions f, sont mesurables

par (i). Par (iii), nous avons 8n, 8x, jfn(X)j 6 g(x) avec g integrable. Donc par theoreme de
convergence dominee,
z z

Fun)= fa(x) (dx) 1
R nt+

1. h(xX) (dx) =F(u4):

Corollaire 4.3.2. Theoreme de continuite globale sous I’integrale
Soitf:R R I R telle que

(i) 8u2 R, x A f(u;x) est mesurable
(ii) pour presque tout x, u @ f(u;x) est continue
(iii) 9g positive integrable telle que 8uRZ R, jf(u;x)j 6 g(X) .

Alors la fonction F de nie par F(u) = ,f(u;x) (dx) est de nie et continue en tout point
u2R.

Remarque 4.3.3. Ces theoremes restent vrais si on remplace u 2 R par u 2 | avec |
intervalle ouvert de R.

Exemple 4.3.4. Convolution
Soit f:R ¥ Rintegrable et :R ¥ R bornee et continue. La convolee de f et est de nie
par Z
ual (f? )(u):= u XFX) (dx)
R

Notons h(u;x) = (u  x)f(x). Rour tout x, u® (u x)f(x) est continue. Pour tout u,
j (u XFX)j 6 k kqjf(x)j et k kqjF(x)j (dx) < A par hypothese. On rappelle que
k ka :=supy,og (V). Pourtoutu2 R, x® (u x)Ff(x) est mesurable comme produit de
fonctions mesurables. Donc par le theoreme de continuite globale, f? est continue sur R.

Theoreme 4.3.5. Derivation sous I’integrale
Soit I un intervalle ouvert non vide de R, uz 2 1. Soit f:1 R ¥ R telle que
(i) 8u21, x A f(u;x) est integrable
(ii) pour presque tout X, g—z(ul;x) existe
(iii) 99 positivRe integrable telle que 8u 2 I, 8x 2 R, jF(u;x) f(ux;X)j69g(X)ju u7j .
Alors F(u) :== ,f(u;x) (dx) existe pour tout u 2 1 et est derivable en ug . De plus
Z

Fiua) = g—z(ul;x) (dx) :

Demonstration. L’existence de F est assuree par (i).
En ce qui concerne la derivation, il su tde montrerhque pour toute suite (Un)n=o conver-

geant vers ug avec 8n, un & U4, Fln) Fus) g 9 (1 ;x) (dx). Prenons donc une

Un Ua nt+1 R@u
telle suite (Up)n=0. Posons 8n

f(un;x) F(ua;x) |

() = Up Uz
Par (i), n n:"gl 8T (ua:2). Par (iii), nous avons pour p.t. X, j n(x)j 6 g(x). Donc par
theoreme de cc_mvergence dominee,
Z Z
Flun) F(ua) _ flunix) f(ua;x) ' of _
o T L e uy @0 e @9
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Corollaire 4.3.6. Derivation globale sous I’integrale
Soit | un intervalle ouvert non vide de R. Soit f: 1 R ¥ R telle que

(i) 9up 21, x ® T(up; X) est integrable

(ii) pour p.t. X, u A f(u;x) est derivable sur I

(iii) 8x, 8u, $L(u;x) 6 g(x) avec g integrable .

R

Alors F(u) .= ,f(u;x) (dx) existe et est derivable sur I. De plus

z
_ef .
Fo(u) = ] —@u(u,x) (dx) :

Demonstration. Pour tout u 2 I,

X)) 6 jf(uo;x)j+jf(u;x)  F(uo;x)j

6 if(Uix)j+ju wj sup oF
v2[u;uop] @U

6 f(uo;x)j+ju  Uojg(x) :

(vix)

Donc, par (i) et (iii), F est bien de nie. Pour tous u;uq 2 I, pour tout X,

jF(u;x) f(ua;x)j 6 ju uaj sup @(V;X)

v2[u;uo] @U
6 g()ju uaj

par (iii). Et le theoreme prececent nit la demonstration.
O

R - .
Exemple 4.3.7. Soit, pour u > 0, F (u) = O+1 g Ut @dt. La fonctiont @ e 1t @
est integrable sur J0;+1[car e !t @ 6 et (car @ 6 1). Pour tout t > 0,

uae Ut @ est derivable sur ]J0; +1[ et (f—u g ut @ = e Ytsin(t).
Soit " = 0. Pour tout u > ", j e Ytsin(t)j 6 e "t (car jsin(t)j 6 1) qui est integrable
sur ]0; +1[. Donc par theoreme de derivation globale, nous avons pour u >"

Z a1
Fl(u) = e Ytsin(t)dt :
0

R
Cela est vrai 8" > 0 donc 8u >0, F'(u) = O+1 e Utsin(t)dt. Calculons

+1 z 1
Fluy = e “fcos(t) ,~ + ue “cos(t)dt
+1 Z+a
= 1+ ue “Ssin(t) ;7 + u’e Utsin(t)dt
0
= 1 Uu’F(u):
Donc F°(u) = ﬁ Donc il existe une constante C telle que F(u) = C arctan(u). Posons

pour n 2 N, fr(t) = exp( nt)@. Les fonctions f, sont mesurables. Pour tout t > 0,
() . -51 Oetjfa(t)j 6 et 1 quiest integrable sur [0;+21[. Donc, par theoreme de

convergence dominee, F(n) = f,(t) (dt) . .51 0. Nous avons limp s 4+ arctan(n) = 5
donc C = 5. Donc

F(u) = 5 arctan(u) :
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4.4 EXercices

4.4.1 Enonces

1) Calculer les limites suivantes :

. +1 2+1
@ limnyea ;7 g dX

(b) limnesa o Psin A dx

©) limpesa o 1 % "dx

. +1 . x n
(d) Ilmn!+1 1 sSin n mdx

R n g
) limne+1 "‘i— pl+cos® (g iXigx.
(f) limhesa o arctan(x=n)e *dx
2) Onpose: I( )=Ilimhs+a On 1 3 "e Xdx pourn2Net 2R.
(@ On pose pour n 2 N, f, : R* ¥ R telle que fo(x) = 1 2 "e X1,n. Montrer
que (fn)n=o est une suite croissante de fonctions. (On pourra notamment etudier :

gh(X)=(n+1)In 1 X ninl1l X))

n+1 n
(b) En deduire la valeur de 1( ) en fonction de
3) Soit |gmesure dg,comptage (“'Card™) sur (N; P(N)). Pour toute suite positive (Un)n>o,
ona: .oUn= yUn (dn). i
hp 1
(a) Calculer limgs+1  pog3n 1 ﬁ
P sin(n=k) !

(b) Calculer limg s +1 h=0 —oR

4) Inegalite de Jensen.

Soit (E;A; ) un espace mesure avec (E) = 1. Soit : R ¥ R™ convexe et derivable
deux fois (et donc " > 0). Soit (E;A; )un espace mesure avec (E) = 1. Soit f :
(E;A) T (R;B(R)) mesurable et telle que o f(x)d (x) <+1.

(a) Montrer que 82,y 21, (v)> @)+ ‘@) 2)

(b) Enprenant z = _ f(t)d (t) et y = f(x) dans Iinegalite precedente, montrer que :

z Z
f(x)d (x) 6 f(x)d (x):
E E

R
(c) En deduire que pour toute fonction f : [0;1] ¥ R telle que Oljf(x)jdx <+1:
Z 4 2 Z,
fjdx 6 F(x)%dx:
0 0

5) (a) Montrer que 82>0,061 e *6z.

2
(b) En deduire que 8y >0, x @ 1-¢°~
(c) Pour tout y > 0, on pose

est integrable sur [0; + 1.

Z+1l eX2y

Fy) = . de
Montrer que F est derivable sur ]0; +1[. Calculer F'(y). On rappelle que
Z a1
e “dx=P"=2
0

(d) En deduire F(y) a une constante pres.
(e) Calculer cette constante en regardant limp s +q F (1=n).

P 2
H H — 1 2n“+6n+1
6) On considere pour n = 0 la serie k=0 Un:k aveC Un:k = K 2B+

(a) Montrer que cette serie est convergente (8n > 0). On notera I, sa limite.
(b) Calculer limp s +1 In.
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4.4.2 Corriges

(1) (a) | Pour tout x > 1, Xgﬁ:jl 6 ';;:21 6 n?+n?x?n? 6 % qui est integrable sur
[1;+4]

n2+1 g 1
I Pour tout x > 1, P g0 X

R R

Donc, par theoreme de convergence dominee, O+1 %dx . 51 O+1 ngx =

[ 1=x]71 =1
(b) I 8x2]0;1], Bssin(l=nx) 6 s et B integrable sur [0; 1]

I 8x2]0;1],

1 .
= u
pi sin(1=nx) . 0
; . Ra 1 —

donc par convergence dominee limpy+1 4 1% sin == dx=0

() I 8x2[0;1, 1 % " 6 1 et la fonction constante egale a 1 est integrable sur

[0; 1].
I Onas8x2[0;1], 1 3 " = exp(nlog(1 ) = exp(n( x=n + o(1=n))) =
exp( x+o0(1)) . 51 e X par continuite de la fonction exponentielle.

Donc par convergence dominee,
Z, x n Z, L
1 o dx e dx=1 e *:

Ll
0 nE¥1

(d I 8 2 R, jsin * x(l-?—xz)j 6 (1+1X2) qui est une fonction integrable sur ]
1;+1]

H X n 1 H
I 8x2R,sin 3 mn!EZI_mcarS|n(u)Ll'ou

donc par convergence dominee,

Z Z

. X n _ 1 _ +1
n|!III11 N sin o mdx— N mdx—[arctan(x)] 1=

(e) 1 8x2R,
e1+coszn(x)e X g g2 X

qui est une fonction integrable sur R.

I Pour p.t. x 2 R, el*cos™" (g i w gl jxi
n¥+1

donc par convergence dominee,

Z +1 z +1
lim l*cos (g ixigy = el Mgy =2¢!:
a1 a1

(f) | 8x=>0,arctan(x=n)e * 6 ( =2)e * qui est une fonction integrable sur [0; +1].
|l Pour tout x >0, arctan(x=n)e * 1

nt®+1
donc par convergence dominee,
Z +1
lim arctan(x=n)e *dx =0 :
nt+1 0

(2) (a) Onapour 06 x 6 n, Frr1(X)=Fr(X) = exp(gn(X)).

1 X

9n () = n N+l @ xem@ x=(n+1) 0

pour 0 6 X 6 n donc g, croissante sur [0; n]. gn(0) = 0 donc gn(Xx) > 0 8x 2 [0; n].
Donc fr+1(X) = fa(X) 8x 2 [0; n]. C’est egalement vrai sur [n;+21] donc f, suite
de fonctions croissante.
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b) Ona ™ 1 X e xgx= L (x)dx. 8x > 0, F 1 e ** Xdx d
(b) Ona X Ve Xdx= 7 fh(x)dx. 8x >0, n(X)n!;le x donc par

. Ria +1 | owr x
convergence monotone, limpw+a , =~ fa(X)dx = , e dx, donc :
+1 si >1
1)y 1
—— sinon :

1

(3) (a) Pour tout n;k, 0 6 5 1 m 6 5= qui est le terme general d’une serie

convergente. Pour tout n, s 1 ﬁ L 5w donc par convergence do-
minee : 2 3
X1 1 > 1 3
|.|m 4 37 1 7k 1 5= 37 = E :
ke+1 n>0 (n ) n>0
(b) Pour tout n;Kk, Si”(z',‘fk) 6 sk qui est le terme general d’une serie convergente.
sin(n=k)

Pour tout n, =5 . !1 0 donc par convergence dominee :
T+

2 3
><sin(n=k) g
2n

k

=0:

n=>0

(4) Inegalite de Jensen. - -
(@ 8z;y2lavecz6y, (y) (2= ) "(tydt> ) °(z)dt(car convexe), donc
y) @@= Ro(z)(y 2)
(b) Onprend z = f(t)d (t) ety = f(x) dans I'inegalite precedente et on a :
z Z
() = _ f(od () + ° _ fid () (v 2):

On integre ensuite par rapportad (x) :

z YA
FeNd () > f(d () d (x)
z 5 z
+ ' fmd @) (y 2)d (X
Z E
= f(Hd (1)
E 7 Z z
+ 0 fd @ f)d (X) fO)d (X)
Z E
= f(Dd (v
E

(c) La fonction :x 2 [0;1] A x? est convexe. Donc par le resultat precedent, pour
toute fonction f : [0;1] ¥ R integrable,
Z 4 2 Z,
ifjdx 6 f(x)%dx:
0 0

RZ RZ
G) @061 e?*= je 'dt6 ;ldt=z

1e "%y
x2

XZ
(b) Par la question precedente, 8y > 0,06 1-¢,"> 6y et 6 L donc 0 6 6
X2
inf(y; 1=x?) donc x @ 1-&,°~
(c) Soit " =0,

x2 -
I 8y>" x@& 1 " estintegrable

est integrable
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(d)
(®)

6 (@

(b)

1 e X%y

I 8x >0 (et donc pour presque tout x >0),y A ~=— est derivable

X2 - - " - -
] 8x=>0,8y>", @@—y 1 > Y o= Xy et je XZVJ 6e ¥ qui est integrable sur
[0;+1]
Donc (theoreme de derivation globale) F est derivable sur ]";+1[ et F° vaut :

Z.q
Fo= e Y dx

Cela est vrai 8" > 0 donc cette derivee est vzﬁlable pour toutpy 2]0; +1[. Par

changement de variable (u = yx) Fity) = pL e Ydu= 2Py

On en deduit F(y) = T+ C pour une certaine constante C.
R x2=n
F(1=n) = 5" fa(x)dx avec fn(x) = L-57—". Pour tout x > 0, fa(x) _ ¥ 0.

Pour tout x > 0, jfn(X)j 6 inf(1;1=x?) (voir question 1). Donc, par theoreme de
convergence dominee :

| |
F(l=n) 1 0
donc C =0.
Pour n >0, 0 6 21-460+1 6 gn2 + 6n +6n2 +n +1 = 6. Donc 0 6 Un 6 6%=K!

et cette derniere quantite est le terme geﬁeral d’une serie convergente (quand on
somme sur K)(serie exponentielle). Donc | _, Un;kx €st convergente.

On sait par Iexercice 3| que I,, peut étre vue comme une integrale par rapport a la
mesure de comptage sur N.
I Pourtoutk, unx ¥ 2X=kl

n¥+1

I Pour tout k, un.x 6 6K=k! qui est sommable.

Donc par theoreme de convergence dominee, I 1 K=0 2k=k!l = g2,
n¥+1
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Chapitre 5

Mesure produit et theoremes de
Fubini

On se donne deux espaces mesures ( ;A; )et ( %A% 0.

5.1 Theoremes de Fubini et Fubini-Tonelli

Theoreme 5.1.1. Sur I’ensemble 0, il existe une plus petite tribu C contenant
tous les ensembles de la forme A B avec A2A, B2A". OnnoteC=A Al
Il existe une unique mesure, notee Usur C telle que, si (A;A) 2 A A, A
A= (A) (A).
De nition 5.1.2. La mesure ¥ de nie par le theoreme ci-dessus s’appelle la mesure
produit de et °. La tribu C de nie par le theoreme ci-dessus s’appelle la tribu produit.
De nition 5.1.3. On notera B(RY) la tribu B(R) B(R) = B(R) ¢ (produit d fois).
La mesure sur B(R?) mesure les aires, la mesure = 3 sur B(R®) mesure
les volumes, ...

Theoreme 5.1.4. Theoreme de Fubini-Tonelli
Soit T : 0 ¥ [0;+1] mesurable positive. On de nit les fonctions et sur et °
respectivement par

z z

(x) = Uf(X:y) "y, )= Fxy) (dx):

Ces fonctions sont mesurables positives et veri ent
z z z

) @)= Ffexy)  ddy)= ) (dy)
(et cette quantite 2 [0; +1]).
On retient que pour des fonctions positives, on peut intervertir I’ordre des integrations.

Theoreme 5.1.5. Theoreme de Fubini (ou Fubini-Lebesgue)

Soit f : O 8 R[f+1; 21g une fonction mesurable. On de nit les fonction f; et f,
sur et  respectivement par
z z

ne) = Jrecy) "dy); 200 = JFOGY)i (dX)

(i) Si I'un des fonctions f; ou F, est integrable alors I'autre I’est aussi et dans ce cas, T,
et sont integrables. De plus, nous avons alors
YA Z Z

() (dx) = Txy) “(dx;dy) = .M “(dy) :

33
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(ii) Si T est integrable (contre la mesure %) alors f; et f, sont integrables et nous
avons encore I’egalite ci-dessus.
Exemple 5.1.6. Soit

f : [0;1] [0;1] ¥ R*
cy) B oe M6

Cette fonction est mesurable positive. Par Fubini-Tonelli

V4 Z, 7,
focy)  (dxdy) = e CViyeidx dy
[0;1] [0;1] 0 0
z 1 z 1
= eV e *Liiyerdx dy
0 0
Z, Z, y
= e ¥ e Xdx dy
Zol 0
= e¥Y 1 e @Y dy
z°,
= e Y e ldy
0
2
=1 el el=1 Z:
e
Notation 5.1.7. Integrale multiple
Pour toute fonction f : RY ¥ R integrable, on notera indi eremment
Z Z
f(xaiiiiixa)  Y(dxa;iirdxa) = F(X1;000Xg)dXy 111 dXg
Rd Rd
z 1 yA 1
= : Fxas:iiXa)dxg 1o dxg
ZO 0
= f(u)du
Rd

De nition 5.1.8. Soit mesure sur (RY;B(RY)). La mesure est dite avoir pour densite
la fonction ¥ : RY ¥ R* (par rapport a  9) si 8 mesurable positive RY ¥ R,

Z z
) (dx) = » COF()  (dx) :

Rd
Ceci implique, en particulier, que 8B 2 B(RY),
z
(B) = Bf(X) (dx) :

Exemple 5.1.9. Soit

f : R, [01] ¥ R
(xy) B 2 2 e X

Cette fonction est mesurable et n'est pas de signe constant. Calculons pour tout y >0

z +1 z +1
f(x;y)dx

0 0
e 2xy_'_e Xy

y 0

2e Y e M(x

+1
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R
Nous avons donc pour p.t. y 2 [0; 1], 0+1 f(x;y)dx = 0 donc, par le theoreme ,
Z, 741
f(x;y)dx dy=0:

0 0
Calculons pour tout x >0
z 1 2% 1
e Y+e W
fooydy = ————
0 0
e X g 2x
= —
X X R X X
Pour x > 0, % > 0. Nous avons pour p.t. x 2 [0;1], Olf(x;y)dx = fez >0
donc, par le theoreme [3.0.4}
Z.q4 Z,

f(x;y)dx dy>0:
0 0

Done Zi1 24 Z1 Z 4
f(x;y)dx dy & fx;y)dx dy :
0 0 0 0
Exemple 5.1.10. Interversion de somme et d’integrale
Soit f : 0 ¥ R* mesurable positive. Nous supposons dans cet exemple que ( % A", 9 =

(N; P(N); card). Comme nous I’avons vu dans I’exemple [4.2.4] pour toute fonction g positive
sur {, 7

>
909 )= gk :

k>0
Par Fubini-Tonelli, nous avons alors
(@) 1
Z x¢ > Z
@ fOKA (dx) = f(x;k) (dx)
k=0 k=0

5.2 Changement de variable

De nition 5.2.1. Soient U et V deux ouverts de RY. Un di eomorphisme de U dans V
est une bijection (U ¥ V) qui est C* telle que ! est C! aussi.

Rappel : C* veut dire que la fonction est continue et ses derivees partielles du premier
ordre existent et sont continues. De maniere plus explicite, la fonction

u 1 v
(U;iitsug) A (aug;iiiiug);iin a(U; it ug))
est Clsi 4;:::; 4 sont continues et 8i; j, Su,f existe et est continue.
De nition 5.2.2. Si  est un di eomorphisme de U dans V (deux ouverts de RY), on
appelle matrice jacobienne la matrice suivante (fonction de (us;:::;uq))
2 A " 3
gur (U511 Uq) gu (U5 111 Ug)
3 =§@u;(ul;'“;ud) @ug(ul;'“;ud)z
g3 (uyitiiug) 8-9(uy;::;ug)

Theoreme 5.2.3. Theoreme de changement de variable.
Soient U;V deux ouverts de RY9. Soit :U ¥ V un di eomorphisme. Soit ¥ une fonction

integrable V ¥ R. Alors la fonction f :U ¥ R est integrable et
z z

Vf(y)dy= U(f )(X)  jdet(J (x))idx

(Attention a ne pas oublier la valeur absolue dans les calculs.)
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Remarque 5.2.4. Lien avec le changement de variable en dimension 1.

Soient ]a; b[;]c; d[ deux intervalles ouverts de R. Soit :]a;b[ ¥ ]c; d[ un di eomorphisme tel
que limysa (X) =c, limgxsp (X) = d. Nous connaissons le changement de variable pour
les integrales de Riemann, pour f :]Jc;d[® R

Zg Zy
T (x)dx

c a

f () "(dy:

Et d’apres le theoreme precedent,
z z

T(x)dx
[c;d] [a;b]

f Wi ‘Midy

car la matrice jacobienne est ici une matrice 1 1. Supposons a 6 b, ¢ > d. La fonction
est donc monotone decroissante donc 8y, ‘(y) 6 0. D’apres la remarque [2.4.14
Z g4 z
f(x)dx = (X)dx
c [c:d]

ce qui est coherent avec le fait que
Z, z
f o 'Ky = f Wi ‘Widy :

a [asb]

Donc, en dimension 1, on peut faire le changement de variable avec le theoreme ci-dessus
ou directement sur I’integrale e Riemann.

Exemple 5.2.5. Changement de variables en coordonnees polaires/aire sous la gaussienne.
Soit
]01 +1[ ]Oa f[ L R+ R+
() ( cos( ); sin()):

L’application  est un di eormorphisme (on I’admet sans demonstration). Calculons sa
matrice jacobienne

N cos( ) sin( )
JC)= sin() cos()
Nous avons donc jdetJ j( ; ) =j cos?( )+ sin?( )j=j j. Donc, par le theoreme [5.2.3]
Zi1Z.2 212,
e C""Ydxdy = e jjdd
0 0 OZ 0
+1 5
=7, e d
+1
= — —e 2 —_ —
2 o 4
Or
Z 4172 4q Y Z 41 ) Z 41 i
e CYdxdy = e X e Ydy dx
0 0 0
% a Zi1
= e Ydy e *dx
0 0
z +1 5 2
= e Ydy
0
Donc Zq ) p_
e Ydy=—1: (5.2.1)
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Exemple 5.2.6. Convolution

Soient f;g ;)RR ¥ R deux fonctions integrables. Rappelons que la convolee de f et g est
(fF?9)(x) = gf(y)g(x y)dy. Montrons que cette fonction est bien de nie (c’est a dire que
f?g < p.p.). Nous avons

Z Z Z
J(F?29)()jdx = f(y)g(x y)dy dx
6 If)J jg(x y)idydx
VA
(Fubini-Tonelli) = IFY) ja(x  y)jdx dy
R R Z
= Jfi Jjg(x  y)idxdy
z 4

ij(y)j RJ'Q(X y)idx dy :

Pour y xe, nous avons par changement de variable en dimension 1 (u=Xx Yy, Xx=u+y,
dx = du)

z Z a1
ja(x  y)jdx ja(x  y)jdx
R a1
Z.3
jg(wjdu
Z a1
ja(w)jdu :
R

Donc

z z 7
J(F?29)jdx 6 f(y) jg(u)jdu dy
R R
% Z
RJ'Q(U)J'Olu Rf(y)dy <1

car T et g sont integrables. Par la remargue jF?gj est donc nie presque partout, donc
f ?g est p.p. nie.

Fixons x et operons un changement de variable y = x u dans I'integrale :

Z z +1
f(y)a(x y)dy f(y)g(x y)dy
R Z 11
= f(x u)g(u)( du)
+1
z +1

f(x uwg(udu

z 1
f(x u)g(u)du :
R

Donc

f?29g=9g?f:

Exemple 5.2.7. Volume de la boule unite
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On note B = f(x;y) 2 R? : x*> +y? 6 1g la boule unite de R?. Calculons
Z

. 1s(X)y) (dx; dy)
Xz

(B)

(Fubini-Tonelli)

1x2+y261dy dx
R R '
z ZPrs °

ljxj61 ) 1dy dx
R 1 x2
z +1

2 1 x2dx
1

z _
2 cos(u) cos(u)du

(changement de variable x = sinu)

N
N N

cos(2u) + 1du
sin(Qu) 2
2

z

Exemple 5.2.8. Calculons | = e +)* (< ) (xdy. Changement de va-

riables

[0;+2[ [0;+2]

u=sx+y | x=4Y

v=x y ' y=45~
Le di eomorphisme est : (u;v) 2 f(u;v) 2 R? 1 u > 0;jvyj 6 ug @ ¥, 4V 2
[0;+1A[ [0;+1[. Sa matrice jacobienne est

2

J:4 5:

NI
NI

N[
NI

Donc
Z
2 21
1 = e Ye vV Zdudv
(u;v)2R2:u=>0;jvj6u 2

2
u u
(S

(Fubini-Tonelli) = e Ydv du:

u2[0;+1[ 2 u

R R
Posons F(u) = ”u e Vidv =2 0“ e Vidv (par symetrie). Nous avons F'(u) = 2e v Donc

1 = ~FY(u)F (u)du
0 4

— 1 2 Tt
= éF(u) )
Z 2
_ 1 +1 w2
= 3 N e Vdv
(par l'egalite5.2.1) = 5"
5.3 Exercices
5.3.1 Enonces
1) (a) Montrer que pour touty >0 :
Z +1 1 1

L+y)(1+ x2y)dX —of

0 ya+y)’
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(b) Montrer que :

= dx dy=—":
0 o (@+y)1+x2y) 2

(c) Montrer que pour tout X > 0;x & 1 :

Z+a 1 dy = 2log(x)
o (A+y)d+xzy) > x2 1°

(d) En deduire que :

£ ogeo 2
o X2 1 4

R
2) On rappelle que : ;=

v=x Y, calculer :

pP—
e Xdx = —-. En utilisant le changement de variable u = x +y,

Z
e (X+Y)2e (x Y)dedy
R R
5.3.2 Corriges
O @
Z 4 +1
1 1 1 p
- dx = ——— p—arctan(x
o A+VA+) @+y) Pyareentey
1
T 2Pyawyy
(b)
VA A Z 42
= _dxdy = Pt dy
0 o (@+y)d+x%y) £ 27y +y)
+71 1
=, 571+u22du
= [arctan(u)ly*
2
2

ou I'on a fait un changement de variable en u = Py, du = ?é?dy.

(c) Pour tout x > 0;x & 1, on a par decomposition en elements simples :

£ 1 & = 1 ‘g x2 g
o ([@+y)A+x2y) Yy = 1T o l+y 1+x% y
1
= [ zlloa@+y) log(l+xy)g*
— 1 1 +y +1
= 1T x99 1% x2y ©
e i |0 i
-1 @ e
2log(x)

x2 1
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R4
(d) Par Fubini-Tonelli et puisque 1 (l+y)(11+x2y) dy = 2)'(29(;‘) pour p.t. x 2 [0;+1[:
Z 472 44 Z 172 44
- _dxdy = 1 Gyax
0 0 L +y)(L+x2y) 0 0 1 +y)(1+x?y)
2 Zia
o 2log(x)dx
2 0 x2 1
2 ** log(x) dx -
4 4 X2 1

(2) Changement de variable :

C C .
u=x-+y x =Y
v=xoy y="5%"

L’application :

RZ 1 R?

u+v u v
; L ;
(u;v) > 5

est bijective. On calcule le jacobien (c’est a dire que I'on ecrit dans une matrice les
derivees partielles de enuetv):

oy 1=2 1=2
U= 1o
On fait le changement de variable dans I'integrale et on utilise Fubini-Tonelli :
z z
e O’ X Vixdy = e Ye V'jdet(J(u;v)jdudv
R R ZR R
1
= e “e Y*Zdudv
R R 2
Z
1p—
= e w2 1P du
R 2

E .



Chapitre 6

Fondements de la theorie des
probabilites

6.1 De nitions generales

De nition 6.1.1. On appelle espace probabilise un espace mesure ( ; A;P) ou la mesure P
est telle que P( ) = 1. On dit alors que P est une mesure de probabilite (et c’est pour cela
qu’on la note P). Les elements de A sont appeles evenements.

De nition 6.1.2. On appelle variable aleatoire toute application mesurable X d’un espace
probabilise ( ; A;P) dans un espace mesurable (E;E). On dit alors que X est a valeurs dans
E.

On notera v.a. pour variable aleatoire et v.a.r. pour variable aleatoire reelle (va-
riable aleatoire a valeurs dans R).

Dans toute la suite du chapitre, si on ne precise rien, ( ; A;P) sera un espace probabilise.

Exemple 6.1.3. Soit =1f1;2;:::;6g f1;2;:::;6g muni de la tribu P( ) et de la mesure
P telle que P((i;j)) = 3—16 8(i;j) 2 . La mesure P est une mesure de probabilite car
card( ) = 36. L’ensemble  est ’ensemble des combinaisons que I’on peut obtenir en jetant
un de deux fois ( ensemble de tous les possibles ). La quantite P(3;2) = 1=36 est la
probabilite d’obtenir 3 puis 2. C’est du moins une modelisation raisonnable de ce qui se
passe quand on jette un de deux fois. Nous pouvons calculer diverses quantites en utilisant
la propriete [3 de la de nition d’une mesure (def. :

I P(f(1;1);(2;2)g) = 2=36 = 1=18 est la probabilite d’avoir (1 puis 1) ou (2 puis 2)

I P(f(1;1);(1;2);:::;(1;6)g) =6 1=36 = 1=6 est la probabilite d’avoir 1 au premier

tirage .

Introduisons deux variables aleatoires

X:(i;j))2 Mi2R; Y :(i;))2 Ai+j2R:
La variable X est le resultat du premier tirage et Y est la somme des deux tirages. Remar-
quons aussi une variable aleatoire triviale
Z:(j)2 A (i) 2
De nition 6.1.4. Soit X : ¥ (E;E) une variable aleatoire. On appelle loi de X la mesure
Px sur (E;E) de nie par
Px(A) = P12 :X(1)2Ag)
= P(X Y(A):

(On rappelle que, par de nition, f1 2 : X(1) 2 Ag = X (A).) On notera Px(A) =
P(X 2 A). C’est un abus de notation tres courant.

Remarque 6.1.5. La mesure Px est la mesure image de P par X (cf. prop. [2.4.3).
La mesure Px est une mesure de probabilite.

41
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Exemple 6.1.6. Reprenons I’exemple precedent. Nous pouvons decrire completement la loi
de Y (toujours a I’aide de la propriete de la de nition |2.2.2) :

Py(flg) = P(Y =1)=0
Py(f2g) = P(¥ =2)=P((i;J) = (1;1)) = 1=36
Py(f3g) = P(Y =3)=P(f(1,2);(2;1)g) = 2=36

Py (fdg) = P(Y =4)=P(f(1;3);(2;2);(3;1)g) = 3=36

De nition 6.1.7. Soit X une v.a. a valeurs dans R. On appelle fonction de repartition de
X la fonction de repartition associee a la mesure Px (cf. def. [2.5) , c’est a dire la fonction

F : R T R4
t @ Fx@®)=Px(J L;t)=P(X61)

Le theoreme suivant est une consequence de la proposition [2.5.2]

Theoreme 6.1.8. Soit X une v.a.r.. Alors
(i) Fx est croissante
(i) limew 3 Fx () =0, limgw+a Fx () =1
(iii) Fx est cadlag et limgu t5:t<t, Fx () = P(X < to)
Fx est continue en tg si, et seulement si, P(X = tg) = 0.
De nition 6.1.9. Soit X una v.a. a valeurs dans RY. On dit que X a un densite fx : RY ¥

R* si 8 mesurable RY 1 R,
Z

EC X)) = » C)Fx ()dx

Ceci implique en particulier
z

P(X 2B)= fx (X)1g(X)dx :
Rd

La densite de X est la densite de Px (cf. les def. de la densite d’'une mesure).

Remarque 6.1.10. Si X est une v.a.r. avec une densite fx alors
z t
Fx(t) = fx(wdu :
a
La densite d’un variable aleatoire determine completement sa loi.

Parpde nition, une densite fx (d’une v.a. X a valeurs dans RY) est toujours positive et
veri e o4 Fx (X)dx = 1.

Exemple 6.1.11. Soit X une v.a.r. avec la densite fx : X2 R A e *1,-¢.

Figure 6.1 { Dessin de fx.
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Calculons
Z

P(X > 1)

e *ly=0lx>10x
R
z +1

= e *Xdx
1

— u

= [ ey

= el

Calculons la fonction de repartition de X. Si t <0,

Z
P(X61t = e X1ly=0lxetdXx =0:
R
Sit>0,
Z
P(X 6 t) = e Xlx>01x6tdx
R
Z t
= e *Xdx
0
= 1 et:

Figure 6.2 { Dessin de Fx.

Exemple 6.1.12. Soit X v.a.r. de densite X @ 1o.13(X).

N
-\

Figure 6.3 { Dessin de la densite de X.

_ R
SI t<0, P(X 6 t) = RR 1] 1;t](X)1[o;1](X)dX = Q
Sit>1, P(X 6 t) = R l] 1;t](X)1[0;1](X)dX = R 1[0;1](X)dX =1.
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R R
Sit2[0;1, PX 61t = o1 1.4(X)1py()dx= 4 ldx =t.

Figure 6.4 { Dessin de la fonction de repartition de X.

Exemple 6.1.13. Soit X v.a.r. de densite x @ 1; 1;1](x)p x22,

A~

0 ‘ 1

Figure 6.5 { Dessin de la densite de X.

Sité6 1,P(X6t)=0Sit2] 1;1],

Z +1 piz
PX61) = 1) 19001 () 1 x2—dx
B

Zt
P
= 1 ngdx
1
I . t
= = x 1 x2+arcsin(x)

1 P . 1
= = t 1 t2+arcsin(t) +E

. +~0 — 1 H —
car sur [ 1;1], arcsin’(x) = = et arcsin( 1) = 5.



6.2. ESPERANCE D’UNE V.A. 45

il
2

Figure 6.6 { Dessin de arcsin. C’est une fonction impaire.

Figure 6.7 { Dessin de la fonction de repartition de X.

6.2 Esperance d’une v.a.
De nition 6.2.1. Soit X v.a.r. On note

E(X)=  X(V)P()

qui est bien de nie dans les cas suivants (cf. def.
I X >0 (et dans ce cas ECR) 2 [0; +1])
I X de signe quelconque et jX(NjPd!) < 1 .

On dit que X est integrable si E(jXj) < 1.

Remarque 6.2.2. L’esperance est une integrale. Reecrivons les proprietes de I’integrale
avec le symbole E.
(i) Linearite : si X et Y sont deux v.a.r. et a;b 2 R, E(aX +bY ) = aE(X) + bE(Y) (cf.
th. 2.4.13).
(ii) Croissance : si X et Y sont deux v.a.r. tellesque X 6 Y (c’est adire 81 2 ;X(1) 6
Y (1) alors E(X) 6 E(Y) (cf. th. 2.4.13).
(iii) Variable aleatoire constante : si X v.a.r. et a 2 R tels que X(!) = a; 8!, alors E(X) =
a (cf. def. 2.3.6).
(iv) Si X etY v.ar. telle que X =Y p.p. alors E(X) = E(Y) (cf. prop. 3.0.5).
(v) Si X variable aleatoire a valeurs dans [0; +1] telle que E(X) < A alors X est nie
p.s. (cf. rem. |3.0.2).

Proposition 6.2.3. Soit X une variable aleatoire a valeurs dans (E;E). Soit f mesurable

E ¥ [0;+1]. La fonction f(X) : 1 2 A f(X(1)) 2 [0;+1] est une variable aleatoire.
Nous avons z

E(f(X)) = . T(X)Px (dx) :
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Si E =RY et X a une densite g alors
z
E(F(X)) = y F)g(x)dx :

De nition 6.2.4. Si X est une v.a.r. telle que X? est integrable alors la variance de X est
la quantite

Var(X) = E(X?) E(X)?:
Lemme 6.2.5. Var(X) = E((X E(X))?)
Demonstration. Nous allons utiliser les proprietes (i) et (iii) de la remarque

E((X EMX))? E(X%2+E(X)? 2XE(X))
E(X?) + E(E(X?)) 2E(XE(X))
E(X?) + E(X)?> 2E(X)?

= E(X®) E(X)?

O
Exemple 6.2.6. Soit X une variable aleatoire reelle de densite g et B 2 B(R).
PX2B) = E(1a(X))
= 1s(x)g(x)dx :
R
Exemple 6.2.7. Soit X v.a.r. de densite X ® e X140,
Z
E(X) = xe *1y=odx
R
AN
= xe *dx
0
z +1
(integration par parties) = [ xe X]g* + e Xdx
0
= 0+[ e X|gt =
Exemple 6.2.8. Soit X v.a. a valeurs dans f0;:::;ng (n un entier xe) avec 80 6 k 6 n,

P(X =k) =CKp(@ p)" K (p21[0;1] xe). Alors

E(X)

KP(X = K)
k=0

x
= kchpk@ pn -
k=0
X n(n 1)
& Din 1 (k D)

pk@ p"

>
n Ca pt@ pn bt
4=0

= np(p+1 p)" ' 9=np:

(changement d’indiceen g =k 1)

P S
Rappel sur le bindbme de Newton : (a +b)" = ?:o cla'b™ .

Exemple 6.2.9. Soit X v.a. a valeurs dans N avec 8k 2 N, P(X = k) = % ( =0
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xe). Alors
> |k
E(X) = K k?
k=0 ’
S
ey (kD!
X g+1g
(changement d’indiceenq=k 1) = a0 =
q=0 '

Proposition 6.2.10. La loi d’une variable aleatoire X a valeurs dans RY est uniquement
determinee par le calcul de E( (X)) pour toute fonction : RY ¥ R continue positive
bornee. Autrement dit :

Soit X variable aleatoire a valeurs dans RY. S’il existe g: R ¥ Rtelleque 8 :RY ¥ R
continue positive bornee, 7

EC X)) = » (9g(x)dx ;
alors g est la densite de X.
Notation 6.2.11. On note C,"(RY) I'ensemble des fonctions continues positives bornees
RI ¥ R*,
Exemple 6.2.12. Soit X v.a.r. de densite x A ‘ip);ij Soient (a;b) 2 R R. Calculons la

loi de aX +h. Soit f : R ¥ R™ continue et bornee (on dit que f est une fonction test ).
Par la proposition [6.2.3, nous avons

Z +1 X2:2
e
E(f(@X +h) = f(ax + b)qejdx
1
Z 1 rb 2%
(changement de variable y = ax+bh) = f(y)p—dy
1

5052

Donc, par la proposition |6.2.10, la variable aX +b a une loi de densite y A H@i

Exemple 6.2.13. Soit (X;Y) v.a. a valeurs dans R? de densite (x;y) @ 11,2.y26;. Cal-
culons la loi de X + Y. Soit f : R? ¥ R* continue. Soit F : (X;y) 2 R?2 @ f(x+y) 2 R™.
Alors, par la proposition [6.2.3]

EFf(X+Y)) = BFEEY))
1
= , F(X;y)—1y24y2e10xdy :
R
Operons un changement de variable
u = X+y : X = ET*\‘i
v = XYy y = =
Di eomorphisme :(Xx;y) 2R? A (x+y;Xx Yy) 2 R?. Matrice jacobienne :
1=2 1=2 i
1=2  1=2
de determinant 1=2. Donc
Z
EfF(X+Y)) = f(u)11u2+\,261 1 dudv
R e 2
. . f(u)
(Fubini-Tonelli) = > 1ly24v2e2dv du
ZR R
f(uyP——
= 7([]) 2 Uzljujszdu
R

. P—
Donc X +Y a pour densitteu @ 1" 2 u21jUj62.
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6.3 Inegalites

Theoreme 6.3.1. Inegalite de Jensen

Soit : R ¥ R mesurable convexe. Soit X v.a.r. integrable telle que (X) est integrable.

Alors
(E(X)) 6 E( (X)) :

Pour la demonstration de ce theoreme, voir I'exercice [4) du chapitre [4]

Theoreme 6.3.2. Inegalite de Bienayme-Tchebichev
Soit X v.a.r. positive, integrable. Soit > 0. Alors

P(X> )6 EE(X) :

Corollaire 6.3.3. Soit X v.a.r. telle que X? est integrable. Alors

Var(X)

PGX  E(X)j> )6 —

Demonstration du theoreme [6.3.2 Pour tout ¥, X(¥) > 1x)= donc, par la propriete

de croissance (cf. rem. (iii)),
E(X) > E( 1x>)

= PX=>=):
O
Demonstration du corollaire
PGX EMX)j> ) = P(X EMX)?> ?)
(par inegalite de Bienayme-Tchebichev) 6 %E((X E(X))?) :
O
Theoreme 6.3.4. Inegalite de Markov
Si X v.a.r. avec X? integrable et si > 0 alors
P(GXj> )6 EOZZ) :
Demonstration.
PGXj> ) = P(X*> ?)
(par inegalite de Bienayme-Tchebichev) 6 EOZZ) :
O

6.4 Lois classiques
6.4.1 Lois discretes

a) Loi uniforme. Soit E ensemble ni de cardinal n, X est une variable uniforme sur E si

8x2E,P(X =x)=1.

b) Loi de Bernoulli de parametre p (2 [0;1]) , notee B(p) : X a valeurs dans f0; 1g telle que

PX=1)=p,P(X=0)=1 p.

¢) Loi binémiale de parametres n;p (n 2 N , p 2 [0; 1]), notee B(n;p) : X a valeurs dans

p)n k_

d) Loi geometrique de parametre p (2 [0;1]), notee G(p) : X a valeurs dans N telle que

8k2N,P(X=K)=(1 p) Ip.

e) Loi de Poisson de parametre (> 0), notee P( ) : X a valeurs dans N telle que 8k 2 N,

k

P(X =k) = e
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6.4.2 Lois continues

a) Loi uniforme sur [a;b] (a < b), notee U([a;b]) : de densite x B 1-1p,.5(x).

b) Loi exponentielle de parametre ( > 0), notee E( ) : de densite Xx @ e *1g+(X).

¢) Loi gaussienne (ou normale) de moyenne m (2 R) et de variance 2 (2 R™), notee

N (m; 2):de densite x A 1921—2 exp (’(27”2)2

6.5 Fonctions caracteristiques

De nition 6.5.1. Soit X v.a.r, la fonction caracteristique de X est

X - C | _ i
z W PPy (dx) = E(e'?X) :

Remarque 6.5.2. Pour une fonction f : T C avec ( ;A; ) un espace mesure quel-
congue, on note
z z z
f(x) (dx) = Re(f)(x) (dx)+i Im(f)(x) (dx) :

et donc dans la de nition precedente
Z Z

x(@) = Re(@)Px(@dx)+i Im(e?)Px(dx) :
R R

2.2

Lemme 6.5.3. Soit X de loi N(m; 2). Alors x(z) =exp izm 5

Demonstration. Nous ne ferons la demonstration que dans le cas m =0; =1;z 2 R. Nous
avons
z
1 x2=2 jizx
x(2) = pP—=e e'“*dx
7R 2 z
1 = i . 1 — i
= p—Re(e X2e)dx+i p—Im(e X 2e)dx
ZR 2 Z R 2
1 - . 1 - .
= p—e XZcos(xz)dx +i  Pp=—e <Zsin(xz)dx
ZR 2 R 2
1 e

= . %e cos(xz)dx + 0

car I'integrale d’une fonction impaire sur R est nulle.
Pour tout z, Pi-e x*=2 cos(xz) 6 e *x*=2 qui est integrable sur R. Pour tout x 2 R,
z W pe *x*=2 cos(xz) est derivable, de derivee z @ e x*=2( xsin(xz)). Pour tous z; X,

pLe x*=2( xsin(xz)) 6 pLe x*=2jxj qui est integrable sur R. En e et, par symetrie,

z 1 2 Z+a 1 2
p—e *Zjxjdx = 2 p—e X 2xdx
R 2 0 2
1 1
— p—e x?=2
2 0
— 1 .
%27 :
Donc par theoreme de derivation globale (cf. cor. |4.3.6))
Z
1 - .
Y@ = p=e X*=2( xsin(xz))dx
R
h o i,q. Z+2 -
= e X2:ZIOZ sin(xz) N e X2:ZIOZ z cos(xz)dx

a1
= 0 z x(2):
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Nous avons donc I’equation

D’ou
22
log(' x(2)) log( x(0)) = —
«(@)= x(0)e 2
Remarquons que x(0) = E(1) = 1. Nous avons donc  x(2) =e 22, 0

Theoreme 6.5.4. La fonction caracteristique d’une v.a.r. caracterise entierement la loi de
cette variable. C’est a dire que si X et Y des v.a.r. ont méme fonction caracteristique alors
X et Y ont méme loi.

6.6 Fonctions generatrices

De nition 6.6.1. Soit X une v.a. a valeurs dans N. On appelle fonction generatrice de X
la fonction
ox : [0;1] ¥ R P
r @ E(rX)= ‘XLP(X=n)rm

Proposition 6.6.2. Si X est une v.a. a valeurs dans N, la fonction generatrice caracterise
la loi de X.

Exemple 6.6.3. Soit X P( ) (ce qui veut dire que X est de loi P( )). Calculons

X ne
gx(u) = u—
n!
n=0
= el = QW

6.7 [EXxercices

6.7.1 Enonces

1) Soit X variable aleatoire reelle de loi de densite 14~0 € *, =0 xe (loi exponentielle
de parametre ). Calculer E(X) et Var(X). Calculer la densite de la loi de 2X. Calculer
E(2X), Var(2X).

2

. . . , : o m ,
2) Soit X variable aleatoire reelle de loi de densite pzl—ze 22, ;m 2 R xes (loi

X2
N (m; 2)). Soit U variable aleatoire reelle de loi de densite p—e = .

(a) Montrer que U + m a méme loi que X.

(b) Calculer E(X) et Var(X).

(c) Calculer la densite de la loi de Y = aX + b pour a et b reels.
(d) Calculer E(Y) et Var(Y).

3) Soit X variable aleatoire a valeurs dans N telle que 8k > 0; P(X

xe). Calculer E(ﬁ). Pog\r u >0, calculer E(e YX).
Rappel : 8t2 R, X =gt

4) Soit (X;Y) variable aleatoire a valeurs dans R? de loi de densite

k)= "5 ( >0

3 . o )
(xy)® Zexp( XF+2y 0 jxoyp)

Calculer la densite de la loi de (X +2Y; X Y puis les densites des lois de X et Y. (On
pourra utiliser un changement de variable approprie.)

5) Soit Y variable aleatoire reelle de densite ﬁ Montrer que 1=Y a mé&me loi que Y.
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6) Soient U et V deux variables aleatoires independantes, de méme loi U ([0; 1]) (uniforme
sur [0; 1]).
(a) Calculer P(inf(U; V) > t). (On rappelle que 8%;y 2 R, inf(x;y) est le plus petit des
deux reels x, y.)
(b) Calculer la fonction de repartition de inf(U; V).

7) M. Dupond attend son bus en moyenne 10 min. tous les matins. Donner une majoration
de la probabilite que M. Dupond attende son bus plus de 20 min.
8) Soit (X;Y) variable aleatoire a valeurs dans R? densite %m. Calculer la loi de
X.
9) Soit (X;Y) variable aleatoire a valeurs dans R? de densite ;e X *=2¢ ¥*=2_Calculer la
loi de X=Y . Cette variable est-elle integrable ?
10) Soit X de loi N (0;1) (loi normale centree reduite).

1

(a) Soit u 2 R. Montrer que la variable % est d’esperance nie.

(b) Soit M > 0 quelconque. Montrer que la deriveedeu @ E e 1 pour juj < M est
X

R
ua E@EWX) = e“x%z— Indication : on admettra I'existence d’une constante

Cwm telle que Mjxj x2=2 6 C  x2=4 (8x 2 R). On laissera dans un premier
temps la derivee sous forme integrale.

(c) Calculer pour aboutir a une expression de la derivee sans esperance ni integrale.
(d) Calculer la derivee de u @ E eu;—l pour tout u.
11) Soit =>0etY de loi N(0;1).

%2
(8) Montrer que P(Y > ) = px— it L& ( e Z)dx. En deduire une integration par

parties de cette integrale qui donne que P(Y > ) = +p-e = (integrale positive).
En deduire que

11 2
P(Y > )6—{52&e z:

(b) On remarque que 1
Z+a le L~
P(Y > )= y —Pp=% dy
y 2
Deduire de la question precedente que
Z .1
P(Y > )> F (y)dy
avec
Z +1 g %
Fy) = %dx

R
(c) Integrer par parties 1 F (y)dy (en integrant le 1 et derivant le F) pour trouver

1 F(y)dy= %dx 192—:
(d) En deduire que
2
1 e =
PYY = )=> T 1%

12) Soient U, V des variables aleatoires independantes de loi uniforme sur [0; 1].
(a) Calculer la densite de U + V.

(b) Calculer P(jU Vj 6 1=10). (Le resultat est une fraction.) On pourra utiliser que
pour tout evenement A, P(A) = E(14).
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. . . L P e
13) Soit X variable aleatoire reelle de densite = (2= )e x*=21 0.

(@ Soit :u2] 1,+A[@ (u) =E(e “X). Ecrire (u) sous forme d’une integrale
sur R et montrer que est continue.

(b) Donner la limite de (n) quand n entier positif tend vers I'in ni.

(c) Donner la densite de la variable aleatoire Y =e X,

6.7.2 Corriges

(1) On fait des integrations par parties :

Z
E(X) = xe *ly=odX
R
Z+1
= xe *dx
0
Z+1
= [ xe X|gt+ e Xdx
0
1 1
= 0+[ ~e gt==
Var(X) = E(X?) E(X)?
= xX* e Xdx S
0
= [ x?¢ g1+ 2xe  Xdx =
0
« *1 Z 49 %
= 0+ 2x + 2e dx iz
0 0
e Xt 1 1
= 0+ 2—; =7
0
Soit f : R ¥ R* continue bornee.
Z 1
E(fF(2X)) = f(2X)1x=0 € *dx
u
Z+1

(changement de variable t = 2x) T()1li=o=0 © t:Z%dt :

a1

Cela est vrai 8f donc la densite de la loi de 2X est t A 1i~o€ =2
Calculons : E(2X) = 2E(X) = 2 (par linearite de I’esperance) et Var(2X) = E((2X)?)
E(2X)% = 4E(X?) 4(E(X))? = 4Var(X) = 4 (par linearite de I'esperance).

(2) (a) Soit f: R ¥ R™ continue bornee.

Za 1 w2
E(f( U+m)) = T( x+m)192:e 7 dx
1
Z+a 1 & m?
(changement de variablet= x+m) = f(t)pﬁe 22 dt
1

Cela est vrai 8f donc la densite de la loi de U + m est la méme que celle de la loi
de X donc U +m et X ont méme loi

b)) EX)=E(U+m)= EU)+m=m (car E(U) = 0 car integrale de fonction
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impaire) et

Var(X) = Var( U+m)=E( U+m)?) E(U+m)?

2E(UY)+m?+2m E(U) m?= 2E(U?)
+1 1 X2
= 2 x> p=—e zdx
1 2
1 e T Zer g
= 2 xp—e Z + 2 p=—e zdx
2 1 a1 2

N

= 0+ 2

(c) Soit f: R ¥ R™ continue bornee.

E(f(Y)) = E(f(ax+b))
+1 t m)2
= f(at+b)p%e 2t
z 3-1 1 < b_m)?
(changement de variable x =at+h) = f(x)pﬁe T2a? 2 dX
1 a

x b m)2

Cela est vrai 8F donc la densite de la loi de Y est x @ p—2-—e 222 .
(d) E(Y)=E(@X +b)=aE(X)+b=am+bet

Var(Y) = Var(aX +b) =E((aX +hb)?) E(aX +b)?
= a’E(X?)+b?+2abE(X) a’E(X)? b? 2abE(X)
= a’E(X?) a’E(X)?=a’Var(X)=a? ?:

©)

Il
=~

E(X)

Xk 1g
o1 ® D)
X de

q!

q=>0

(somme de serie exponentielle)

uX > uk ke
E(e ) = e

1

k=0 k!

> e
= Ny
k=0 '
(somme de serie exponentielle) = exp(e Y ))e

= exp( (e " 1))

(4) Soit f : R? ¥ R™ continue bornee.
Z

E(F(X+2Y;X Y) = f(x+2y;x y)g exp( jx+2yj jx yj)dxdy
R2
On fait un changement de variable en :

C C

u=x-+2y
V=X Yy
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L’application :
RZ ¥ R?
+2
wv) a u+2v.u v

3 " 3

est bijective. On calcule le jacobien (c’est a dire que I'on ecrit dans une matrice les
derivees partielles de enuetv):

1=3 1=3

JUM = 53 13

On fait le changement de variable dans I'integrale :

Z o
3e Juig Vi )
E(fF(X+2Y; X Y)) = f(u;v)fj det(J (u; v))jdudv
RZ
z o iuig ivi
f(u;v)———dudv :
2 4

R
Cela est vrai 8f donc la densite de la loi de (X +2Y;X Y)est (u;v) A W
Soit f : R ¥ R™ continue bornee.

E(F(X)) =
3 . . .
sz(X)Z exp( jx+2yj jx yj)dxdy =
(Fubini-Tonelli)

Z z
- F)  exp( jx+2yj jx yjdy dx
4 R R
R
On veut calculer (x) ;= Lexp( jx+2yj jx yj)dy. Commencons par montrer que

c’est une fonction paire. On fait un changement de variable en t = y dans I'integrale
suivante :

Z+1
(x) = exp( j x+2yj j x yjdy

a1
z a1

= exp( j x 2t j x+t)( ldt
+1
Z+1

= exp( jx+2tj jx t)dt= (x):
1

On se contente donc de calculer (x) pour x >0 :

z X=2
x) = e+ X Vgy
a1
Z . Z 4
+ e (X+2y)e (x y)dy+ e (X+2y)e(x y)dy
xX=2 X
e 3x=2 ax= e 3x
— +e X=2 e 3x+
3 3
_ Je 3%=2 ge ax .
3 3 '
Donc par parite, (x) = %"= 2¢ 3 gx 2 R. Donc :
par p 3 3
Z .
3 4o N2 o
EF(X) = ; T() —3 3¢ 9
R

Cela est vrai 8F donc la densite de la loi de X est x A e 3ixi=2 e P4

Des calculs analogues conduisent a la densite suivante pour Y :y A %e Si(1 + 3jyj).
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(5) Soit f: R ¥ R™ continue bornee.

Z 4
B = T00 e ™
(changement de variable en u = 1=x)
70 N S R
T, 1+ 1=u?) u?
(chazngement de variable en v = 1=x)
0 1 1
+ - f(v)i(1 17 72 dv
Z, . Z'a .
z +1 1
= . f(u)7(1+u2)du

(Remarque : on est oblige de decouper I'integrale en deux morceaux pour faire des
changements de variables bien de nis.) On a donc que u A ﬁ est la densite de

1=Y .
(6) (@) Sit60, P(inf(U;V)>1t) =1 Sit>1 P@inf(U;V)>1)=0.Si06t61:

P(inf(U;V)>t) = PU>tV >t
(independance) = PU =t)PV >1t)
= 1 v?%:
(b) s
==0 sit60
P(inf(U;V) 6 t) = 1 (1 t? sit2]0;1]
=1 sit>0:

(7) On utilise I'inegalite de Bienayme-Tchebichev : P(X > 20) 6 LE(X) = 3.
(8) Soit f 2 C,"(R), on calcule :

z
E(f(X))

1
, f(x)— s dxdy

. q + X222
z +1 1 +1

par Fubini-Tonelli = f(X) !

1 2 g 1+(1+X2)2y2dy .

Donc la densite de X est la fonction de x suivante :

12+ 1 1 +t

1
— _— = R — 1 + 2
2 L, I+ A+ 02 y 7 1422 arctan((1 + x“)y) N

11
14+ x2

(9) Soit f 2 C,"(R), on calcule :

Z
E(f(X=Y)) = f(u:v)zie u*=2¢ v*=2ydy
R2
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On fait un changement de variable en s = u=v;t = v, u = st; v = t. La matrice jacobienne

est :
.t
J(s;t) = s 1
de determinant t. On a donc :
z 1
E(f(X=Y)) = 5 T(S)itie (sH*=2¢ t*=24gy
R2
+1 z +1 2 2
par Fubini-Tonelli = f(s) — e (V=2 U=2jtidt ds:
a 2 u

Donc la densite de X=Y est la fonction de s suivante (par parite) :

12+ 12+
e (D*=2g P2jtjgr = = e (V°=2p =24y
1 0
: P—s 1 Zar 1
(changement de variablez=1+s2 t) = = e 772 50z
0 1+s
e 1 e z%=2 1 i
1+s?2
101
T 1+s?
On calcule :
EGX=Y])) = e 's'1 1 ds
Y= 1 BI=13e
Z 1
(parite) = sgids
P T 1+s2
= +71
car 2 1 qui n’est pas integrable en +71.. Donc X=Y n’est pas integrable.

S 1
1+s® sw4q s

euX(!) 1

(10) (a) Pour tout !, & vt 6 u. Donc E 21 6E()=u.

(b) I Pour tout u, E &1 existe par la question precedente.

| Pourtout!, u? % est derivable et de derivee e"*(*),

I Pour tout juj < M, jeuXj 6 eMiXi Et
Z x2=2
EEViXiy = Mg gy
R 2

Z 2_
6 %%%J')dx<1:
R

Donc, par theoreme de derivation globale, la fonction consideree est derivable sur
] M;M][ et de derivee u @ E(e"X).

©
Z e x2=2
E@eX) = e“xﬂezjdx
R
exp(_ 30 UP+Y)
p— X
R 2

u?=2 .
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(d) L’expression de la derivee est valable sur ] M;M][ pour tout M donc elle est
valable sur tout R.

(11) (@ Ona & (e Sy=xe %

. On fait une integration par parties :

z
PtY > ) = 1% ;@—X( e Z)dx
- p Ee 3 " ! . ie %dx
- P X Py= X2
6 ‘pe -
2
(b) Par la question precedente :
21 qe 2
P(Y> ) = y —p==% dy
y 2
Zq
6 y P(Y >y)dy
yA +1
= F(y)dy
(©)
1 e 2
L Fdy = WFODIT+  yP=dy
" o #
e =z
= F()+ p—zi
Zaig g o %
= p—dx+ p—
2 2
(d) D'ou
2
PY > ) > 2P(Y>)+%2:2
2
Y > ) > 67
1+ 277 7

(12) (@) La densite de U +V est la convolee des densites de U et V, c’est donc la fonction
de t suivante

YA Zy
1[0;1](U)1[0;1](t wdu = 1[0;1](t u)du
R 0
yA inf(t;1)

= 1[0;2](0 1du
sup(t 1;0)

= lpg®Gnfl) supt 1,0):
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(b)
Z
PGU Vj61=10) = 1ju vjerdudv
[0;1]2
1 inf(v+1=10;1)
(Fubini-Tonelli) = 1dudv
0 sup(v 1=10;0)
yA 1
= inf(v +1=10;1) sup(v 1=10;0)dv
0
yA 1=10 z 9=10 z 1
= v + 1=10dv + 2=10dv + 1 v+ 1=10dv
oh i 1=10 A 9=10 i
1 ,11=10 g 1 o
= Z + 1= + — + =
> (v + 1=10) . 00" 3 (11=10 v) 610
_ 11
© 100

(13) (@) Ona (u)= R0+1e uxp(ZTe x*=2(jy.

Pourtoutu> 1,x 7@ e Y (2= )e X2 I55t mesurable (car c'%ntinue).
Pour tout u > 1, pour tout x > 0, je Y (2= )e X32j 6 eX (2= )e *°72j qui
est integrable sur [0; +1].
Pour tout X >0, u @ e YX' (2= )e **=2 est continue.
Donc par theoreme de continuite sous I'integrale, est continue.

(b) Onapour tousn > 0et x >0, je ™ (2= Je X2 6 pme x*=2 qui est
integBMr [02;+1[. Pour tout x > 0 (donc pour presque tout x de [0; +1]),
e ™ (2= )e X2 . 51 0. Donc par theoreme de convergence domineee,

(n)n!-|!-10:

(c) Pour toute fonction h: R ¥ R continue bornee, on a :

E(h(Y)) = E(he ™))
1 P—— o
= h(e X) (2= )e X 2dx
0
Zy P e log(t)2=2
(changement de variablee *=1t) = h(t) (2= )7tdt:
1
log(t)2=2

Donc la densite de Y estt @ 1t2[0;1]p(2: )E—.



Chapitre 7

Variables independantes

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilise ( ; A;P).

7.1 De nitions generales

7.1.1 Evenements et variables independantes
De nition 7.1.1. On dit que Ag;A; 2 A sont independants si 8j1;:::;]jp (indices
distincts) :

P(Ai. N \A;j) =P(A;),) P(Aj,)
Onnotera A1 2 A, 2 :::.

On dit que deux evenements Aj; A, sont independants si P(A1 \ Az) = P(A1) P(A2).
On notera A1 ? A,.

Remarque 7.1.2. Pour que les evenements ci-dessus soient independants, il ne su t pas
qu’ils soient deux a deux independants (c’est a dire P(A; \ Aj) = P(Ai)P(A;); 8i & j).

Lemme 7.1.3. A1;Az; 2 A sont independants alors A$; AS;::: sont independants.

Demonstration. Nous ne faison la demonstration que pour deux evenements Aj; Az. Nous
avons (en utilisant les proprietes des mesures)

P(AI\A3) = P((A1[A2)9)
= 1 P(A1LA2)

1 P((A1nAz) [ (A2nA1) [ (A1 \Az)
= 1 P(A1nAz) P(A2nA1) P(AL1\NAY)
1 (P(A1) P(A1\AR)

(P(A2) P(A1\NAz)) P(A1\A)
(car A; independant de A;) = 1 P(A1)) P(A2) +P(A)P(A2)
= (1 PAD)L P(A2) =P(ADP(A3)

O
De nition 7.1.4. Soient Xg;:::; X des variables aleatoires a valeurs (respectivement)
dans des espaces mesurables (E1;E1);:::;(En;En). On dit que Xg;:::; X sont indepen
-dantes si 8(F1;:::;Fn) 2E;  :::En,
P(fX1 2 Fig\  \TX, 2 Fhg) = P(fX1 2 F10) P(fXn 2 FnhQ) :
On notera X; 2 ::: 2 X,.
Remarque 7.1.5. Pour que Xi;:::; X, soient independants, il ne su t pas qu’ils soient

deux a deux independants.

59
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ci-dessus. Alors 8f; : E; ¥ R mesurable,..., 8f, : E, ¥ R mesurable :
E(f1(X1) 111 Fa(Xn)) = E(F1(X1)) E(fn(Xn)) :
Corollaire 7.1.7. Si X;Y sont des v.a.r. independantes alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) :
Demonstration.

Var(X +Y) = E((X+Y)?) (E(X+Y))?

E(X2+Y2+2XY) E(X)? E(Y)? 2E(X)E(Y)

E(X?) + E(Y?) +2E(X)E(Y) E(X)? E(Y)? 2E(X)E(Y)
E(X?)+E(Y?) EMX)? E(Y)?

= Var(X)+ Var(Y) :

O

De nition 7.1.8. Soit Y v.a. a valeurs dans un espace mesurable quelconque (E;E). La
tribu engendree par Y est (Y) = fY (A);A 2 Eg. La famille (Y) est une tribu et
) A

nition Alors 8A; 2 (Xy);:::;An 2 (Xn), Ag;:::; An sont independants. (En
d’autres termes, des evenements relatifs a des variables independantes dont independants.)
Et, de plus, 8f; : E; ¥ R mesurable,..., 8f, : E, ¥ R mesurable, les variables

7.1.2 Densites de variables independantes
Theoreme 7.1.10. Soient Xj;::: X, des v.a.r.

(X1;1:05%n) ® p(Xy; 01 %n) = Pp1(X1) Pn(Xn) :
(ii) Si Xy;:::; X sont telles que (Xy;:::;Xn) a une densite de la forme
(X157, Xn) ® p(X1;1115Xn) = 0a(X1) In(Xn) ;

alors Xj;:::; Xn sont independantes et 8i, X; a une densite pj = C;jg; pour une cer-

taine constante C;.

Remarque 7.1.11. Quand on se trouve dgns le cas (ii) du th. ci-dessus, on determine les
constantes C; a I'aide de la propriete : 8i, q pi(X)dx =1 (cf. rem|6.1.10). Ce qui donne

1

Ci =R -
ra 0i (X)dx

Exemple 7.1.12. Soit U p7E(1) et vV BQO; 1]). Les variables U;V sont supposee
independantes. Soient X = Ucos(2 V);Y = Usin(2 V). Soit 2 C*(R?). Calculons

E( (pUcos(z V);pUsin(z v)))
+1 41 p_ p_ .
= (" ucos(2 v); usin(2 v))e “dudv :

EC (X3Y))

0 0

Changement de variable :
u = r> _ r = Pa
v = ' = 2v
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Di eomorphisme :

F oo [0+ [0;2 [ ¥ [0;+1[ [0;1]

() @ %5
Matrice jacobienne :
2r 0
0 >
Donc
Z +1 z 2 51
E( (X;Y)) = (rcos( );rsin( ))jrie " =d dr:
0 0
Puis par changement de variables en coordonnees polaires (comme dans I’exemple [5.2.5)) :
z +1Z +1 2 21
EC (XY)) = (Gy)e ¥ —dxdy :
0 0

Donc la densite de (X;Y) est (x;y) @ le x*g ¥° (par (5.2.1), on peut veri er que c’est
bien une fonction d’integrale sur R? egale a 1). C’est un produit d’une fonction de x et d’une
fonction de y donc X et Y sont independantes.

7.2 Lemme de Borel-Cantelli

Theoreme 7.2.1. Lemme de Borel-Cantelli

(i) Soient A1; Az;::: une famille denombrable d’evenements telle que
Alors

P(An) < 1.

n>1

P(f!: 1 2 unein nite de Ahg) =0:
Ce qui s’enonce aussi : p.s., seul un nombre ni d’evenements A, est realise.
(ii) Sion a Az;Ay;::: une famille denombrable d’evenements independants tels que

P(An)=1
n>1

alors
P(f!:1 2 unein nite de Ahg) =1:

Ce qui s’enonce aussi : p.s., une in nite d’evenements A, est realisee.

Demonstration. (i) Le symbole E est une integrale, nous avons donc, d’apres I’'exemple
2.1.10:

o) 1
<
E@ 1, A = E(1a,)
n>1 n>1
<
= PAn) <1
n>1

P
donc, par la propriete @) de la remarque la variable Y =
(i) Calculons

n=1 1A, est niep.s.

f1:12 in nitede Ang = T!:8ng;9k>np; ! 2 Acg
= fI :8ng; 1 2 Akg
o k:|>_no
= N @ [ AkA :

no=>1 k>ng
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Soit ng  xe, nous avons par independance 8n > ng

o 1
A N Y
P@ ALA = P (AY)
no6k6n no6k6n
Y
= 1 PA))
no6ken
L |
T P
donc log P AL = heeken 109 (1 P (Ax)). Nous avons

no6k6én
log(1 P(AK) 6 P(AK)

donc la serie precedente diverge. Donc

=
lim logl PAK)= 1

n¥+1
no6ke6n
donc o) 1
- Y . @ \ CA
. I!lrr1 1 PAAY) = . L'Tl P AA=0:
no6k6n no6k6n
T T . . .
Pour tout n > ng, AL Ag. Donc par intersection decroissante (cf.
no6k6n+1 no6ken
prop. [2.2.9) o) 1 o) 1
N\ N\
P@ ASA= lim P@ ASA=0:
n¥+1
N6k Nno6ken

Et donc par reunion,
0] 1
L\ <X N\
P@ AtA 6 P( £)=0:
No=>1ng6k no>1 ng6k
Donc par passage au complementaire
@) 1
N L
P@ AA=1:

No=>1ng6k

7.3 Somme de deux variables independantes

De nition 7.3.1. Convolution de deux mesures
Si et sont deux mesures sur RY, on de nit ? (la convolee de et ) par la relation
suivante : 8 2 C;"(RY),

z Zz Z

(2) ? ()= - (x+y) (dx) (dy):

Rd
(Cette relation determine completement ? .)
Remarque 7.3.2. Par un changement de variable, on montre que ? = ?

Lemme 7.3.3. Si et sont deux mesures de probabilite sur RY de densites respectivement
f etgalors ? estune mesure de probabilite de densite £ ?g (cf. ex. et pour
la de nition de la convolee de deux fonctions).
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Demonstration. Soit 2 C;"(RY),
Z Z Z
(z) ? (dz)

d d d
R ZR ZR

= y (x+y)f(x)g(y)dxdy :

Rd

(x+y) (dx) (dy)

Changement de variable R RY ¥ RY u=x+y,v =y, Xx =u V,y = v. Matrice
jacobienne :

1 1
10
Donc
z Z Z
(z) ? (dz) = (Wf(u v)g(v)dudv
Rd Rd Rd
z z
(Fubini-Tonelli) = (v f(u wv)g(v)dv du
ZRd Rd
= (uWf ?g(u)du :
Rd
Donc f ? g est la densite de  ? . O

Proposition 7.3.4. Soient X et Y deux variables independantes a valeurs dans R¢.

i) Laloi de X +Y est Px ?Py. Si, de plus, X;Y ont des densites respectivement px; pv ,
alors X +Y a pour densite px ? py .

ii) La fonction caracteristique de de X +Y est x4y = x Y-
iii) Si X;Y a valeurs dans N, la fonction generatrice de X +Y est gx+y =0x Ov.

Demonstration. (i) vient du lemme precedent.

(i)
Xy (Z) — E(eiZ(X+Y))
— E(eiZXeiZY)
(X2Y,cf.cor.[T16) = E(@EZ)E('?)
= x(@ v@:
(iii) De méme
Ox+v () = E@ETY)
= E@*tY)

= EMNEM") = gx(t)gy (1) :

Exemple 7.3.5. Somme de gaussiennes
Soient X  N(mi; 2),Y N(my; 3) independantes. Nous avons (cf. lem. [6.5.3)

. 22 . z2
x(2) =exp izm > 7 v(@)=exp izm;

PN
NN

Donc, par la proposition precedente,

2(3+ 3

x+v (2) =exp iz(my + my) >

Et donc (cf. th. [6.5.4)

X+Y N(@mMi+my 2+ 2):
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Exemple 7.3.6. Si X et Y de loi G(p) independantes alors

PX+Y =n) = P([oekenfX =Kk;Y =n kg)
X
(car ev. disjoints) = PX=KkY =n k)
k=0
(car X 2Y) = P(X =K)P(Y =n K)
k=0
x K k
= p“(L pp" L p
k=0

= (n+1p"1 p)*:

7.4 EXxercices

7.4.1 Enonces

1) Soient U;V deux variables independantes de loi E(1) (loi exponentielle de parametre 1).

(a) Quelle est la loi de sup(U;V) (pour u;v 2 R, sup(u;Vv) est le plus grand des deux
reels u; v) ? Indication : on pourra calculer la fonction de repartition.

(b) Quelle est la loi de U +V ? Indication : on pourra calculer la densite de la loi de
Uu+V.

2) Soient X et Y deux variables aleatoires independantes de loi N (0; 1). Montrer que X +Y
et X Y sont independantes.

3) Soient X et Y deux variables aleatoires reelles independantes. On suppose que X suit une
loi de Poisson de parametre et que Y suit une loi de Poisson de parametre . Calculer
laloide X +Y.

4) X une variable aleatoire dans R est dite symetrique si X a méme loi que X.

(@) Si X a une densite f, montrer que : X est symetrique si et seulement si f(x) =
f( Xx) pour presque tout x.

(b) Donner un exemple de de loi symetrique.
(c) Montrer que X est symetrique si et seulement si le nombre E(e'YX) est reel 8u 2 R.
(d) Soit X variable aleatoire dans R symetrique. On suppose P(X = 0) = 0. On note :

8

=21 siX >0
"=_0 siX =0

=

-1 siX<O0:

Montrer que ™ et jXj sont independantes.

(e) Si Y et YU sont deux variables aleatoires reelles de méme loi et independantes,
montrer que Y Y est symetrique.

5) Soient U de loi uniforme sur [0; 1] et X de loi exponentielle de parametre 1 deux variables
aleatoires reelles independantes.

(a) Calculer P(sup(U; X) 6 t) dans les 3 cas suivants : t <0, t 2 [0; 1], t > 1.
(b) Dessiner la fonction de repartition de sup(U; X).
6) Soit (Xn)n=0 une suite de variables aleatoires reelles telles que 8n, E(jX,j) 6e ".
(a) Montrer que P(jXpnj >1=n) 6 ne ".
(b) En deduire que P(f! : il existe une in nite de n tels que jX,j > 1=ng = 1.
7) Soit (X;Y) aRvaIeurs dans @j)z de densite (x;y) @ Zexp( x(1+ ¥2))1x=0:y=0. ON
rappelle que , e “du= .
(a) Calculer la densite de X.
(b) Calculer la densite de Y.
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8) Soit (X;Y) a valeurs dans (R*)? de densite

1=4
(xy)a eXpis (Xyﬂaf) ) x=>0;y>0 -

4 (y xX+x V)l

(a) Soient U = (XY)¥, v = £ * Quelle est la densite de (U;V)?

(b) Les variables U et V sont-elles independantes ?

(c) Donner les densites de U et V.

9) Soit ( ;F;P) un espace mesure. Soient Ag;A;; 2 F. On pose 8n 2 N, By = [k>nAx.

On remarque que po*y> tout n, Bh+1  Bp. On note C = \1=oBn.

(a) Montrer que s':, n=0 P(An) < +1 alors P(C) = 0. Rappel : I'hupothese implique
que limgu +1 k>q P(Ak) ='g Indication : on remarquera que 8q, \n>0Bn By.

(b) On suppogs desormais que -, P(An) = +1 (rappel : ceci implique que 8n,
limge+a n6k6q P(Ax) = +1) et que les A, sont independants (et donc les AS
sont aussi independants).

i. Montrer que pour tous g;n telsque N 6 g, B,  \nekedAL-
ii. Montrer que pour tous g;n tels que n 6 q, P(B3) 6 nekeqP(AL)-
iii. En utilisant I'inegalite 8x 2 [0;1]; (1 X) 6 e *, montrer que pour tous g; n tels
quen6q, o 1

X
P(BS) 6 exp @ P(AA :
n6k6q
iv. Montrer que 8n, P(BS) = 0.
v. Montrer que P(C°¢) = 0.
10) Soient X;Y; Z trois variables aleatoires reelles independantes de méme loi de densite

X2RA ly-0e *

(c’est la densite de la loi exponentielle de parametre 1).

(@) Montrer que P(sup(X;Y)>2Z)=1 P(X 6 Z)P(Y 6 2).

(b) Calculer P(sup(X;Y) > 2Z).

11) Bouvard et Pecuchet vont chacun boire un cafe au Cafe du Port entre 10h et 11h. Soit X
une v.a.r. correspondant a I’instant d’arrivee de Bouvard et Y une v.a.r. correspondant
a celui de Pecuchet. Precisement : X et Y sont independantes, uniformes dans [0; 1].
Bouvard arrive a 10h+X  1h, Pecuchet arrive a 10h+Y  1h. Chacun d’entre eux reste
1=4h dans le cafe.

(a) Calculer la probabilite que Bouvard et Pecuchet se croisent dans le cafe (c’est a dire
que jX Y] 6 1=4). (Si vous ne faites pas cette question, vous pouvez continuer les
calculs avec une quantite inconnue p = P(jX Y j 6 1=4). On indique que p 2]0; 1[.)

(b) Soit U lav.a.r. qui vaut 0 si jX Y j=> 1=4 et qui vaut sup(’X;Y ) sinon. On a donc
U=sup(X;Y) 1ljx vjei=a-

i. Soit t > 1, calculer P(U 6 t).
ii. Soit t <0, calculer P(U 6 1).
iii. Soit t 2 [0;1=4]. Calculer P(sup(X;Y) 6 t;jX Y] 6 1=4). Les evenements
fsup(X;Y) 6 tg et fjX Y 6 1=4g sont-ils independants ?
iv. Soit t 2 [0; 1], on cherche a calculer P(U 6 t). On admet que pour t 2 [1=4; 1],

9 PGX Yj61=4) L 1 1
PUBD= -+ 3 1t 1 Y’
4

(Remarque : cette formule ne sert que dans la question suivante.) Calculer
P(U 6 t) pour t 2 [0; 1=4].
v. Dessiner la fonction de repartition de U.

(c) On suppose dans cette question que Bouvard ne change rien a ses habitudes et
que Pecuchet arrive a un instant xe : 10h+T  1h. Calculer P(JT Xj 6 1=4).
(On pourra di erencier lescas T 2 [0;1=4], T 2 [1=4;3=4], T 2 [3=4;1].) Comment
choisir T pour maximiser P(JT Xj 6 1=4)?
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7.4.2 Corriges

(1) (@ Site0, P(sup(U;V) 61t) =0. Sit=>), on calcule

P(sup(U;V) 6 1)
(car VU ind. de V)

PUBTV 61)
P(U 6 t)P(V 61)
1 PU >t))?
(1 e"H?

= 1 2 '+e 2t

(b) Soit 2 C(R).

z +1Z +1
EC (U+V)) = (u+v)e Y Vdudv :
0 0
Changement de variables :
C C
X=u+v  uU=XxX Yy
y=v Cov=y
Matrice jacobienne :
1 0
11

Pour u;v>0,0n ax;y >0 avec y 6 x (et inversement). Nous avons donc

Z .4 Z,
(X)exp( x)dy dx

E( (U+V))
ANy

() 1+ (X)xe *dx :

Donc la densite cherchee est x 2 R A 1z+(X)xe *.
(2) Soit f 2 C,"(R?), on calcule :

z

E(F(X+Y: X Y)) f(x + ;X y)zie x*=2¢ Y2205 dy
2

R
Z(changement de variable deja vu : u=x+y,v=x-y)

Zif(u;v)e U+v)*=8 (u V>2=8%dudv

zr°
_ a1

f(u:v)e Y%e V=~ dudv
r2 4

Donc la densite de (X + Y;X Y) est la fonction (u;v) @ e Y=%e V2=44i. C’est
un produit d’une fonction de u et d’une fonction de v donc X +Y et X Y sont
independantes.
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(3) Les variables X et Y sont a valeurs dans N donc X + Y aussi. Soit n 2 N, calculons :

P(X+Y =n) = P(fX=0etY =ng[fX=1etY =n 1g[:::
[fX=netY =0g)

evenements disjoints = P(X=ketY =n k)
k=0
X

independance = P(X =K)P(Y =n k)
k=0

X ke n kg

— K (0 K

_ & XC,‘ﬁ k n ok
n!
k=0
= - n! ¢+
Donc X +Y P( + ).
(4) (a) 1 Si X est symetrique :
8 2C,/(R),
EC (X)) = E(C( X))
+1 Z 4
®f@dt = ( Hf(bdt
YA +1 YA +1
Of@dt = (WF( u)du (changement de variable u = t) :
Ria

Donc ;= (O(F(t) f( t))dt=0.Celaestvrai8 2 C,/(R)ydoncf(t) f( t)
est nulle presque partout donc f(t) = f( t) pour presque tout t.
] Sif(t)=~F( t) pour presque toutt :

8 2C,(R),
Z 4
EC( X)) = ( HFf(tdt
i
Z
= (HFf( t)dt (par changement de variable)
Z 5
= (Hf(t)dt

(car f(t) et £( t) concident presque partout)

donc X est de densite t @ f(t) comme X donc X est symetrique.
(b) Exemple de loi symetrique : X = 1 avec probabilite 1=2 et X = 1 avec probabilite

1=2.
() 1 Si X est symetrique :
Pour tout u :
E(eiuX) — E(e iuX)
= E(elvX):
Donc E(e'"*) 2 R.
I SiE(EYX)2R,8u:
E@EV( X)) = E(elvX)
= E(E"):

Donc X et X ont m&me fonction caracteristique donc X et X ont méme loi
donc X est symetrique.
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(d) Soient A;; A, 2 B(R).

I Sil2Aet 12A;, P("2A1;jXj2A) =P(Xj2A2) =P("2A)P(GXj 2
A2).

I Sil2Aet 12A, P("2A1;jXj2A) =P =1jXj2A) =PX >
0; X 2 A2) =P(X <0; X 2 A)) car X symetrique donc P(" 2 A3;jXj 2
A) =I(P(X >0, X 2A) +P(X <0; X 2A;)) =P("2A)P(Xj2A,).

J Si12 Al et 12 Az, on montre de méme que P(" 2 A1;jXj 2 Ay) =P(" 2
A1)P(X] 2 Az).

I Sil2Aet 12A;, P("2A1jXj2A2)=0=P(" 2 A1)P(X]j2A)).

On a donc toujours P(" 2 A1;jXj 2 Ap) = P(" 2 A1)P(jXj 2 Ay), donc " et jX]j

sont independants.

(e) On calcule la fonction caracteristique ;

E(eiu(Y YO)) — E(eiuYe iuYO)
E(e™Y)E(e """) (par independance)
E(eY")E(e ™) (car Y et Y ont méme loi)
E(eiu(Y° Y))
= E(elu(™ Y0):

Donc par la question[4c, Y Y est symetrique.

) @
F({) =P@up(U;X)61) = PUBLELX61T)
(independance) = P8(U 6 t)P(X 6 1)
=0 sit60
= _td e Y sit2]0;1]
"1 et sit>1

(b) On remarque que F est continue et qu’elle a un point anguleux en 1.
(6) (a) Inegalite de Bienayme-Tchebichev.
(b)  =oP(Xnj=>1)6 _,ne "< 1 etonconclutpar le lemme de Borel-Cantelli.

(@) (a) Soit f 2 CF((RY)?).

E(F(U;V)) E(f((XY)1 4 (X=Y)Y)

1= 4
T 0=y b p v

4 (y x+x7Y)

Changement de variable u = (xy)*™; v = (x=y)*** ((u;v) parcourt (R*)? quand
(x;y) parcourt (R*)?). D’ou x = u?v?, y = u?=v?. Matrice jacobienne :

2uv?  2u=v?
2u2v  2u?=ys8

Valeur absolue du determinant : 8u3=v. Donc

Z
_ exp( u) 8ud
(R+)2f(u,v)4 (uB=v +udv) v dudv

exp( u) 2

E(F(U;V))

—dudy :

fuv)——+3"
(R*)?

Donc la densite de (U; V) est (u;v) A 1g+(u)lg- (V)220 2,
(b) La densite trouvee est une fonction produit d’une fonction de u et d’une fonction
de v donc U et V sont independantes.
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(c) On sait que la densite de U est proportionelle a la fonction u A 1g-(u)e Y2 et
que son integrale vaut 1. On en deduit que la densite de U est u @ 1gz+(u)e Y. De

méme, la densite de V est v & 1g+(v)2 1.

(8) (@ Onas8g, C BydoncP(C)6 P(Bg) 6 k>q P(Ak). Par hypothese,

q ng}l P(AK) =0
k>q
donc P(C) =0.
i. Ona Bﬁ = \nSKAﬁ \n6k6qAﬁ-
ii. On a donc (en utilisant I'independance)

P(Bn) 6 P(\nekeqAL) = nekeqP(AY) :
iii. On a
(@) 1

X
P(Bn) 6 nekeq(l P(AK) 6 nekeqe ") =exp@ P(AA :
n6k6q

iv. On a donc, vu I’'hypothese sur la divergence de la serie, P(B5) = 0.
v. On a C® = [h=0Bg donc P(C°®) 6 P(BS) = 0.
@ (@ ...

(b) Par Fubini-Tonelli et parce que X et Z sont independantes (donc la densite du
couple est le produit des densites)

n=>0

z

P(X <2) 1x<ze X Zdxdz
Z z
= e’ e *dxdz
Zz>O 0

e (1 e ?dz

z=>0

= 1 1=2=1=2:

x=>0;z=0

Les variables X;Y;Z sont independantes et de méme loi donc (X;Z) a méme loi
que (Y;Z) donc P(X 6 Z) =P(Y 6 Z). D’'ou P(sup(X;Y)>2Z)=1 1=4 =3=4.
(10) (a)
z
P(jX Yj 6 1:4) = ljx yj61=4dXdy
Zx2[0;1];22[0;l]

(Fubini-Tonelli)

Lix yje1=adxdy
1

x2[0;1] y2[0;1]

Z Z (x+1=ay~
= 1dy dx

Zx2[0;1] (x 1=4)_0

= (x+1=4)"1) ((x 1=4)_0))dx

1=4 Z 34 Z,
= X+ —dx + —dx + xdx
0 1=4 3=4 4
1 1 1 1 5 2
= 4+ _4+_4+= =
32 16 4 2 4
1 1 1 3
= 4+ 4+ 4+ —
32 16 4 32
7
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(b)
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i. PUBY =1
ii. PUBTt)=0
iii.
P(sup(X;Y)6 t;jX Yj61=4) = P(X6tY 6jX Yj61=4)
= P(X6tY 61)
(independance) = P(X 6t)P(Y 61)
= t:

Ona:P(X_Y 6¢tjX Yj6l=4)=t*6 116t2 =P(XX_YB6UHP(GX Yj6
1=4) donc les evenements fsup(X;Y) 6 tg et fiX Y j 6 1=4g ne sont pas
independants.

iv. Pour t 2 [0;1=4] :

PUGTY = PWU=0)+PGEup(X;Y)6tjX Yj61=4)
- 9 ey
~ 16 '
1. S,
| |
0 1 1/4 1

Figure 7.1 { Dessin de la fonction de repartition de U

V.

(c) SiT 2[0;1=4] :

Z,

PGX Tj6 1=4) i Tie140X

Z 14124

ldx:T+}:
0 4

De méme, si T 2 [3=4;1] : PX Tj61=4)= % T.Si T 2[1=4;3=4] :
z 1

P(X Tj6 1=4) i Tie1=adX

Z 14124
ldx =

N|

T 1=4

Donc Pecuchet doit arriver entre 10h15 et 10h45 pour maximiser ses chances de
voir Bouvard.



Chapitre 8

Convergence de variables
aleatoires

On se donne dans tout le chapitre un espace probabilise ( ; A;P).

8.1 Les di erentes notions de convergence

On se donne X; (Xn)n=0 V.a. a valeurs dans RY.

De nition 8.1.1. (C’est une reecriture de la de nition |4.1.2])
On dit que X, converge presque sGrement vers X et on note X f'gl X si
n32

P(F12 :X(1) = lim Xn(H)g)=1:

De nition 8.1.2. Soit p > 0, on dit que X, converge dans LP vers X et on note X, ., IL—F:!—:L

X si E(kX  XpkP) . '51 0 (ici, k:k est la norme usuelle sur RY). )

De nition 8.1.3. On dit que X, converge en probabilite vers X et on note X np:oga. X

T+
5 87>0, P(X  Xpk>") 10,

De nition 8.1.4. On dit que X, converge en loi vers X et on note X . .'021 Xsi8 2
C (RY, E( (Xn) X E( (X)).

+

Nous admettons la proposition suivante sans demonstration.

Proposition 8.1.5. La suite (X,) converge en loi vers X si et seulement si, pour toute
mesurable, bornee, E( (Xn)) nl4!—1 E( (X)).

De nition 8.1.6. Soit ( ) une suite de mesures de probabilite sur RY. On dit que ( )
converge etroitement vers etonnote , °¥  si8 2CF(RY),
n¥+1
Z Z
() n(@x) ¥ () (dx) :

Rd nt¥+71 Rd

Remarque 8.1.7. Pour une suite de v.a. a valeurs dans RY,

Xn A X . Px. 'F py

ne¥1 "hE¥a
Theoreme 8.1.8. Pour des variables dans R, nous avons I’equivalence

Xn A XL Fx,®

- L Fx (t) en tout point t ou Fx est continue

(c’est a dire en tout point t tel que P(X =1t) =0):] :

71
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Corollaire 8.1.9. Pour une suite de v.a. a valeurs dans RY,

Io‘ X Px eti.

| r p
ny+1 z npeig X

n

Theoreme 8.1.10. i) X, "¥ X > X, ¥ x
n®+1

ne+1

i) 8p > 1, xnn_ﬁlx > X, TP x

ney+1

i) Xn anWa' X D) 9 sous-suite (Xgen)) : Xgn) i SR

Ll L

. proga. log
v) Xnn!-?—alx D Xnn-oglx

Rappel : une sous-suite d’une suite (Un)n=0 €st donnee par une application strictement
croissante g : N ¥ N, la sous-suite s’ecrit alors (Ug(n))n=o-
Diagramme :

convergence L )  convergence en probabilite ¢ convergence p.s.
+

convergence en loi.
Toutes les autres implications sont fausses.

Demonstration. @ On se contente de faire la demonstration pour des variables a valeurs
reelles. Soit " > 0.

PGXn Xj=>") = E(l]";+1[(jxn Xj)) :

I Pourp.t. 1, jX,(1) X(1)j n'—i!—l 0 et donc 1y 4[(Xn(Y) X(1))) n'—|!—1
I Pour tout n (et tout 1), 1;., 4 (G Xn(?) X(1)j) 6 1 qui est d’esperance nie.

Donc par theoreme de convergence dominee, E(1y.+4[(Xn X)) . 51
nege

On se contente de faire la demonstration pour des variables a valeurs reelles. Soit t
un point ou Fx est continue. Soit " > 0 quelconque. Par la propriete d’additivite et
la propriete de croissance :

PXn61 = PXn6tjX Xpj6")+PXn61LjX Xpj>")
6 PX6t+")+P(GiX Xnj>"):
Comme P(jX Xpj=") n'4!—1 0 alors limsup,y +q P(Xn 61) 6 P(X 6t+") =
Fx (t+"). De méme :
PX6t ") = PX6t "jX Xpj6")+P(X6t "jX Xqj=>")
6 P(Xn61)+P3{X Xnj>"):

Donc liminfae+3 P(Xp 61) >P(X 6t ") =Fx(t ). Tous ces calculs sont vrais
8" et Fx est continue en t donc limp s +1 Fx,, (t) = Fx (t).
O

8.2 Loi des grands nombres

Notation 8.2.1. Soient Xj;X5;::: des variables independantes et de m&me loi. On dira
que ces variables sont independantes et identiquement distribuees et on utilisera la notation
i.i.d.

Theoreme 8.2.2. Soient Xg; Xp;::: des v.a.r. i.i.d. Si E(X2) < 1, on a

Xl + + Xn L2
- - 220 - ] .
= E(X]_) .
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Le theoreme [8.1.10] nous fournit alors le corollaire suivant.

Corollaire 8.2.3. Loi faible des grands nombres
Soient Xi; Xp;::: des v.a.r. i.i.d. Si E(X2) < 1, on a

X1+ + X
21T T An PR Eox)
n n¥+1
Demonstration du theoreme [8.2.2]

1

X1+ + Xn 2

E(Xn))

E =" E(Xy) E (X1 E(Xy) + + (Xn
n n

RO )
=1
Var(X1)

n nt

0
1

+ 1=

Theoreme 8.2.4. Loi forte des grands nombres

!
2
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Soient Xj; Xy;::: des v.a.r. i.i.d. Si E(jX1j) < 1 (en d’autres termes. Si X; est integrable)

alors
X+ + Xn P-§

n ney¥1 E(X1) -

Demonstration. Nous ne ferons la demonstration que dans le cas E(X}) < 1. Nous voulons

montrer que
X1 E(X1))+ +(Xn E(Xn))

¥ 0
n nY®+1
Posons pour tout i, X! = X; E(X;). Calculons
1
xXP+  +Xxy ! 1 2
E % = o EQX! X X] X! )

i1;i2;i3;i42F1;:5ng

Remarquons que dans cette derniere somme, certains termes sont nuls. Par exemple, en

utilisant les proprietes des variables independantes (cf. cor. (7.1.6])

E(XIXIXIXY) = EXDE(X®) =0
E(XIX3X5X3) E(XXDEXDE(XH) =0

Apres regroupement des termes identiques, nous obtenons

1
0 0 47
X7+ + X

E Z2iF FAn = %(nE((Xg)4+6n(n DE((X1)?(X2)?)

n
7 .
n2 -

4

(o B XX T <9 par Fubini-Tonelli (cf. ex. [5.1.10

(@) 1 1
E@X X)+  +X 4A:XE X0+ +x) !

n n
n>1 n>1

Et donc

. 0 0
Donc la variable Xt X,

de la serie converge vers 0, p.s.

<1:

P 4
n>1 = est niep.s. (cf. rem.|6.2.2 (El)). Donc le terme general

O
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Exemple 8.2.5. Soient Uy; Uy;::: i.i.d. de loi U([O; 1]). Soient 0 6 a < b 6 1. Soit pour tout
i, Xi = 1[5;n(Ui). Les variables Xy; Xp;::: sonti.i.d. de loi B(b a) etveri ent E(jXij) < 1
puiqu’elles sont bornees. Par la loi des grands nombres

X+ + Xn P-§

n ny+

LEX)=P@6U; 6b)=b a:

Ce qui veut dire que la proportion de points tombant dans [a; b] converge vers b a. Illustra-
tion, la densite empirique de U([0;1]) :
http://www-sop.inria.fr/me sto/java/tutoriall/node7.htmi
#SECTION00031010000000000000
De méme,
Ix,61=2+ +1x,61=2 p.
n n

¥
+1

N|

Illustration, le jeu de pile ou face :
http://www-sop.inria.fr/me sto/java/tutoriall/node8.htmi
#SECTION00031020000000000000

Une autre illustration : 'aiguille de Bu on
http://www-sop.inria.fr/me sto/java/tutoriall/nodel4.html
#SECTION00033110000000000000

8.3 Theoreme central-limite

De nition 8.3.1. Soit mesure de probabilite sur RY, on appelle fonction caracteristique
de la fonction suivante
z

X2RIA Ax)= '™ (@dt)2C:
Rd

Si X est une v.a. de loi alors x = ".

Theoreme 8.3.2. (d0 a Paul Levy) Soit ( ,,) une suite de mesures de probabilite sur RY,

S | . 822R% ") LG

nY¥+1 ni

Ce qui s’enonce aussi

Xo M X . 8z2RY: xn(2)

||
ny+1 ¥ x(2)

"+

Theoreme 8.3.3. Theoreme central-limite (aussi note TCL)
Soit (Xn) une suite de v.a.r. i.i.d. avec E(X;) =m et Var(X;) = 2 (m; 2< 1). Alors

X+ t‘xn nm
P—

% 7 de loi N(0;1) ;
n nY+71
(ou =0 est la racine carree de la variance).

Il existe des resultats ra nes sur la vitesse de cette convergence en loi. \Voir, par
exemple, le theoreme de Berry-Esseen dans [Dur96].

Remarque 8.3.4. Sous les hypotheses du theoreme precedent, prenons a < b, f(x) =
Lapy(X). Par la proposition [8.1.5,

Xq + -|r-\Xn nm
P—

' .
E f = e E(f(2)) ;
c’est a dire Z, -
X1+ +X, nm g X=
N | | .
P a6 P= 6b nrfa | 4%27 dx :

C’est cette propriete qui sera le plus souvent utilisee dans les exercices.


http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node7.html#SECTION00031010000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node8.html#SECTION00031020000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node14.html#SECTION00033110000000000000
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Demonstration du theoreme [8.3.31 Posons 8n, Y, = X, m. Soient

X1+ +X5, nm _ S!
S&:Yl"' +Yn, Zn = ! pﬁn :ﬂ%:
Nous avons
itS?
z.() = E exp 4@%
it
= E exp A&H(Yl+ +Yn)
. Y it
(par independance des Yj) = E exp —B=Yj
16j6n n
t n
(car les Yj sont identiquement distribues) = v, ﬂ%ﬁ

Regardons la fonction v, (u) = E(e'“Y*) pour u 2 R. Pour tout u, E(je'V1j) = 1 < 1.
Pour tout 1, u A eluY1(!) est derivable et de derivee u A iY,e!VY2(), Pour tous u, I,
jY1eivY1(Mj 6 jY.(1)j qui est integrable (et qui ne depend pas de u). Donc, par theoreme de
derivation (cf. cor. |4.3.6) _
v, (U) = E(iY.eMY)

De méme, 9 (u) =E( YZe'1¥). Donc  (0) = E(iY1) =iE(Y1) =0, § (0)= E(Y?) =

2. Supposons que vy, admette un developpement limite en 0 (ce n’est pas toujours le
cas). Ce developpement est alors :

2

W@ = w@+u SO+ 5O +ow?)
=1 ? +o(u?) :
Donc
2 n
2 = 1 tTn +0 %
= exp nlog 1 i+o 1
2n n
t2
= exp  — +0(1)
1ot
nY¥+1
par continuite de I’exponentielle. O

Exemple 8.3.5. On s’interesse au nombre de gens qui achetent de la lessive Ariel en France.
On ne peut pas interroger toute la population et on se contente donc d’un echantillon de
personnes. Introduisons la variable

1 si la i-eme personne interrogee achete Ariel

Xj = L . .
' 0 si la i-eme personne interrogee n'achete pas Ariel.

Les variables X; sont supposees i.i.d. avec P(X; = 1) = p (ce sont nos hypotheses de
modelisation). La quantite p est celle que nous cherchons a determiner. Remarguons que
E(XXy)=p 1+(@ p) 0=p. Parlaloi (forte) des grands nombres

Xq + + Xn P

n ney+

1 E(X1) =p:

Quelle taille n d’echantillon selectionner pour que X1*_*Xn sojt proche de p? Supposons
que I’on veuille n tel que la probabilite de se tromper de plus de 0;01 dans notre estimee de
p soit plus petite que 0;1, c’est a dire

+ o+
p it *Xn o001 601 (8.3.1)
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Notons 2 = Var(X;). Nous avons

p_
+ o+ + o+ :
P X1 Xn 0 >001 = P X1 p) B Xn p) ~_n 0;01
n b n
(par TCL) pz>_N 00 ez N@I
Z +1 X2=2
= 2 eﬂs—dx
PR 02 " 2
Z Pna o001 *2=2
= 2 1 pP—0dx (8.3.2)
1 2

o}

Nous voyons sur une table (cf. annexe@) gulilsu tdeprendrentelque n 0;01= = 1:65.

Calculons

Var(X:) = E(Xf) E(X1)®
= p 1+ p 0 p?
= p p’=pl p):
Nous avons alors que '
P %2
n= 1,65 p(l p)
- 0;01

realise (8.3.1)). Mais justement, nous ne connaissons pas p. Nous etudions la fonction
p2[0;1] A pl p):

va | .. .

1/2

Figure 8.1 {

C’est une parabole qui atteint son max. en 1=2. Donc, 8p 2 [0; 1],
|

P I
1,65 " p(l_p) 4 L6S Pos—05 %
0;01 0;01
Remarquons, au vu de (8.3.2)), que si (8.3.1)) est realisee pour un certain n, alors elle est
. P = 2
realisee pour tout n >ny; donc il su t de prendre n = % 05 03
Exemple 8.3.6. Theoreme de Moivre
Soient Xg;Xp;::: i.i.d.  B(1=2). Soit S, = X; +  + X,,. Calculons
sa(u) = E(eCar TXnd)
(par independance des X;) = E(e'"*)"
1 ) n
— - 1+ 1
2( e'™)
k k
— Xck 1 " 1 eiku
no2 2
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qui est la fonction caracteristique de B n;% .Donc S, B(n;1=2).

Nous avons E(X;) = 1=2, Var(X3) = 1=4 (cf. ex. precedent). Donc le TCL nous dit que
pour a6 b

Sn D=2 b x=2
P — Ll — :
a 6 ﬁpﬁ 6 b T a ﬁrdx

(Ce resultat s’appelle le theoreme de Moivre.)

Illustration : la planche de Galton,
http://www-sop.inria.fr/me sto/java/tutoriall/nodell.html
#SECTION00032010000000000000
Si on regle le parametre n a 8, chaque bille arrive en bas en une abscisse aleatoire de méme
loi que Sg 8 (1=2). Donc I’'histogramme represente la densite empirique de cette loi, qui
se rapproche du dessin d’une gaussienne.

8.4 [EXxercices

8.4.1 Enonces

1) Soient Uq; Uy;::: independantes et identiquement distribuees de loi E(1) (loi exponentielle
de parametre 1).
(a) Calculer E(U;), Var(Uy).
(b) Estimer P(U;+ +Up>n(1+ ))pour n=100, =1=10.
2) Soitf: R ¥ Rtelle que 8x;y, jF(X) f(y)j 6 Cinf(1;jx yj)pour une certaine constante
C.
@ SiXn _ S'gl X (rappel : pour p.t. ¥, Xn(1) ¥ X(1)), montrer que E(f(X))

E(F(X) 1 0.

(b) Soit " > 0, toujours sous I'hypothese Xn :)'gl X, montrer que PGF(Xn) F(X)j>
" 10 )

N1

3) On achete un stock d’ampoules pour un lampadaire. Les ampoules ont une duree de vie
de loi E( ). La premiere ampoule dure un temps X;, on la remplace immediatement et
la deuxieme qui dure un temps X, ...Soit T > 0. On admet que le nombre d’ampoules
N grillees pendant le temps T est tel que N est de loi P( T). On suppose que T 2 N.

(a) Calculer m = E(N).

(b) Soit p2 N . Montrer que PIN >m+p) =P(X1+ +Xmn+p 6T).

(c) On suppose maintenant que =1, T = 20, p = 5. Donner une valeur numerique
approchee de P(N > m + p) a I'aide de la table jointe.

(d) Avec les mémes valeurs numeriques que ci-dessus, combien d’ampoules faut-il ache-
ter au minimum pour que P(se retrouver a court d’ampoules avant le temps T) <
0:057?

4) On rappelle que la somme de deux variables gaussiennes independantes, respectivement
de lois N(mjy; %) et N(my; 3) est une variable gaussienne de loi N(my +m,; 2+ 2).
Soient Xj; Xz; Xs;::: des variables independantes et identiquement distribuees (i.i.d.)
de loi N(m; 2). On suppose que I'on connat mais pas m, que I’on veut estimer par
Sn=2(X1+  +Xp).

(a) Montrer que pﬁ Sn_M est (exactement) de loi N (0; 1).
(b) On admet que
r_

21
8 >0;P m 1%ﬁ68,16m+1%ﬁ >1 ——exp =

(c) En deduire que

2
8">0; P(M "6Spa6m+")>1 — _exp


http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node11.html#SECTION0003201000000L0000000
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(d) Onsuppose que " =0:01, =1, n= 10000, minorer P(jS, mj 6 ") par une valeur
numerique.

5) Soient des variables aleatoires Vo;V1;Vy; > 0 independantes et identiquement dis-
tribuees veri ant E(V,2) < 1, E(1=V,?) < 1 (ce qui implique E(V,) < 1, E(1=V,) < 1).
Soit a > 1. Soit p une variable 2 [0;1]. On de nit des variables Wy, par recurrence en
prenant : Wo =1, Wy =(ap+ (1 p)Vn) Wh.

F)
(a) Montrer que log(W,) = log(Wg) + L‘:é log(ap+ (1 p)Vn) pour tout p 2 [0; 1].

(b) Montrer que 199(Wn) p'il E(log(ap + (1  p)V1)) pour tout p 2 [0;1[ (on admet

n ne+

que le resultat s’etend a [0; 1]). Posons c(p) = E(log(ap + (1  p)V1)).
(c) Montrer que 81, 8p 2 [0;1],

a Vi(1) 1 1
ar@ pva) ° @) T ym

(d) Montrer que c’(p) = E W\hp)vl pour tout p 2]0; 1] (on admettra que la formule
est vraie sur [0;1]).

W(p) — (a v1)?

1. Etudier la fonction ¢ et montrer qu’elle atteint son maximum dans ]0; 1[.

. On suppose que E(a=V;) > 1, E(V1=a) >

(f) On suppose que P(V = 1) = P(V = 4) = 1=2. Calculer le p qui maximise ¢ dans le
casou a =2,

6) Un assureur assure n automobilistes (numerote de 1 a n) contre les accidents. Les assures
versent une prime le ler janvier. Au cours de I'annee, I'assureur devra verser la somme
Xj al'assure numero i. Les X; sont supposees €tre des variables aleatoires independantes
et identiquement distribuees. La prime versee par chaque assure est E(X3) +m (m 2 R).
On suppose que Var(X3) = 1.

(a) Estimer la probabilite
P(X1+  + X, >n(E(Xy) +m))

pour n =100 et m = 0:1 (c’est la probabilite que I'assureur fasse faillite).

(b) On suppose toujours que m = 0:1, trouver un entier n® tel que si n > n’, P(X; +
+ Xn = n(E(X7) + m)) 6 0:05.

7) Pour sa migration annuelle, une grenouille part d’une mare situee sur un plan au point
de coordonnees ( 25;0) dans le repere orthonorme xOy. Elle est reperee par sa position
Zn au temps n. On suppose que :

au temps 0, sa position est Zo = ( 25;0)
et 8n>0;Zpr1 =Zn +(1;0) + Up ;

ou les variables Uy, sont i.i.d. avec P(U,, = (0; 1=p§)) =1=2, P(U, = (0; 1=p§)) =1=2.
Ainsi a chaque etape de sa progresi{lpin, la grenouille avance de +1 dans la direction Ox et
se deporte en méme temps de 1= 2 dans la direction perpendiculaire Oy. Sur I'axe des
ordonnees se trouve cette annee une autoroute neuve. On decide de creuser des tunnels
sous I'autoroute le long d’une certaine zone pour permettre le passage de cette grenouille.
La zone a tunnels se situe entre des points d’ordonnees a et b. Si la grenouille arrive dans
cette zone, elle passe dans un tunnel et sinon elle se fait ecraser.
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y
_~ autoroute

(0.b)

(-25,0) o{ X

J ~— zone de tunnels
(0,3)

Figure 8.2 {

(a) A quel instant passe-t-elle par I'autoroute ?

(b) Supposons que I'on construise une zone de tunnels entre les points d’ordonnees 5
et 5 (compris). Donner une approximation de la probabilite qu’a la grenouille de
passer par un tunnel. (Dans les calculs, on arrondira au deuxieme chi re apres la
virgule pour simpli er.)

(c) On decide de construire une zone de tunnels entre des point d’ordonnees x et +x
(x = 0). Donner une valeur approximative de x telle que la probabilite de survie de
la grenouille soit 0:9. (Dans les calculs, on arrondira au deuxieme chi re apres la
virgule pour simpli er.)

8.4.2 Corriges

1) @
z +1
E(Uy) = xe *dx
0
= [ xe X]g*++ e *dx
0
= 0+[ et
= 1:
(b)
z +1
E(U?) = x%e Xdx
0
z +1
= [ x% X|gt+ 2xe *dx
0
2.,
= [ 2xe X]gt+ 2e *dx
0

= 2:
Donc Var(U;) = 1.
(c) Les variables Uy; U,;::: sont L2, on peut donc appliquer le theoreme central-limite.

1+ + 1 _
PUi+ +Up>n(l+ )) = P = P h >Ph

(TCL) P(Z>1)
avec Z N(0;1).
Et on lit sur la table que cette derniere valeur vaut (a peu pres) 1 0:8413 = 0; 1587.
2 @
JE(F(Xn)) E(f(X)) 6 E(Gf(Xn) (X))
6 CE(inf(1;jXn  X]))
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Pour p.t. 1, inf(1;jXn(1)  X(1))) n'-l!-l 0 et 81, inf(1;jXn(1) X(1)j) 6 1.
Donc par theoreme de convergence dominee, E(inf(1;jX,  Xj) n'£1 0. Donc

JE(FO<)  E(FOQ)] 2o

(b) P(GF(Xn) F(X)j=>"™ 6 LE(jF(Xn) F(X)j) (inegalite de Bienayme-Tchebyche )
3 @

X n T
E(N) = n%
n!
n=0
X ( T)ne T
= n—
n!
n>1
> K
— ( T)e T ( l-(r')
k=0 )
= T
(b)
P(N>m+p) = P(on agrille plus de m+ p ampoules dans [0; T])

P(les m + p premieres ampoules ont deja grille
quand on arriveen T )
= PXi+ +Xmip<T)

(c) On remarque que Var(X;) = 1= 2, E(X1) = 1= .

PN>m+p) = PXi+ +Xn+p6T)
_ p Xi EX)+  #Xmep  E(Xmep)
(1= ) "m+p
T (m+p)=
(1= ) m+p
z TP e =2
(TCL) " “p—dt:
1 2
On calcule H@% = 1. On a par parite :
Z 1 e t2:2 Z +1 e t2:2
Pp—dt = Pp—dt
i 2 1 2
Z4 g t?=2
=1 Pp—dt
1 2
(d’apres latable) = 1 0;8413 =0:1587 :

(d) Ici, on cherche p pour que P(N > m + p) 6 0:05. Comme avant :

Z T _(mip)= 2
a P =
= HPmp g U2

P(N >m+p) oL pzjdt
1
z = BPes ¢ =2
1 2

On regarde la table et on voit qu’il faut prendre Hﬁﬂ:ip > 1:65. Une rapide

etude de fonction montre qu’il faut prendre m + p > 29.
4 (@) Sn N(m;n 2) donc PH Sam N (0; 1).
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(b) Par symetrie et par les resultats precedents :

P m %6Sn6m+pkﬁ = P

21
> 1 ——exX —
P 3

(c) Avec = pﬁ"= , on a (par la question precedente) :
r—_

Pm "6S,6m+")>1 ni,—,exp

N}

n'
22
(d) A l'aide d’une calculatrice, on trouve :

P(GSn mj6 ") > 0:8920:

(5) (a) On le montre par recurrence.
I Cestvraien n=0.
I Siclestvraijusquenn 1.

log(Wn) = log(ap+ (1 p)Vn) +Ilog(Wn 1)

>
log(ap + (1 p)Vn) +log(Wo) +  log(ap+ (1 p)Vi) :
k=0
(b) Nous avons E(jlog(ap+(1 p)V1)j) 6 jlog(ap)j+E( log(1+L-2Y2)j) 6 jlog(ap)j+
E(Vl)j%j. Donc E(jlog(ap + (1 p)Vi)j) < A. D’ou le resultat par la loi des
grands nombres (et parce que log(Wp) = 0).
(c) Pour tout !,

a Vi(1) 1
w+@ puim °© @) vy
6 (a+Vi(1)) %+V1t!)

(d) Nous avons

@it %+wa) © 1+WZ)+WS)

Donc, par theoreme de comparaison et puisque E(V1); E(1=V;) < 1, nous avons

EQ spra vy ) < 1 (8p). Pour tout p 2]0;1[, 81, &log(ap+ (1 p)Va(1)) =

#ﬁ,g\!}l(!). Pour tout p, E(jlog(ap+ (1 p)V1)j) (vuen . Donc par theoreme

de derivation sous I’integrale,

a Vp
ap+ (1 p)Vi

(e) Nous avons c¥(p) 6 0 (8p), c"(0) = E(a=V1) 1,c’(1) =1 E(Vi=a). Un tableau
de variation de ¢ donne le resultat.

Q)

d(p)=E

o) = loglap+1 p)+log@p+4(L p)

Slog@@p+ (1 p)+loglap+4(1 b))

= %Iog((ap+(l P)@p+4(L  pY):

Il su tdonc de maximiser (ap+ (1 p))(ap+4(1 p)=(@E+1(E 2p).Doule
p optimal egal a 1=2.
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6 @
X3 + + X E(X _
POG+  +Xn > nEC) +m) = p AT Fxn NECQ . Pgp,
Z +1 t2
- e
(theoreme central-limite) %dt
1

(d’apres la table) 0:1587 :

(b) Pour tout n "assez grand" :

Xi+ +Xn NE(Xy) P

PX1+ +X,>n(EX)+m)) = P P=
Z +1 t2
_ e
(theoreme central-limite) p—dt:
01Pr 2

P

D’apres la table. il su t donc d’avoir 0:1' n > 1:65, ce qui est satisfait pour n > 172 =

289.

(7) (a) A chaque pas de temps, la grenouille se deplace de 1 vers la droite (et de maniere
aleatoire vers le haut ou le bas) donc elle passe par I’axe des ordonnees (c’est a dire
I’autoroute) au temps 25.

(b) L’ordonnee de la grenouille au terEps n peut s’ecrire Vi + +V, ou V, = 1=p§
avec probabilite 1=2 et V, = 1= 2 avec probabilite 1=2 (pour tout k, Vi est la
composante verticale du vecteur Uy). Les variables Vi sont d’esperance m = 0 et
de variance 2 = 1=2. La probabilite de passer par un tunnel est :

P(ordonnee de Zos 2 5;5)) = P({Vi+ + Vs 65)
+ o+ -
_ o, p\% 25m P

Les variables V; sont i.i.d., integrables et de variance nie donc par le theoreme
central-limite :

Z P e t2=2 ZP; e t2=2
P(ordonnee de Zy5 2 [ 5;5]) P {)Zjdt = 1+2 492jdt :
2 1

On trouve sur la table jointe au sujet que P(ordonnee de Zp5 2 [ 5;5]) 0:84.

(c) On veut trouver X tel que P(ordonnee de Z,5 2 [ x;x]) 0:9. On a par le theorme
central-limite :

P(ordonnee de Zys 2 [ x;X]) P(Vi+  +Vasj6Xx)
Vi + +Vos  25m X
= P pP— 6 -
" 25 5
Z P35 e t?=2
Pp—dt

xp§=5 2

Z P35 g tP=2
= 1+2 -p—-dt:

1 2

. P .
D’apres la table, il faut x° 2=5  1:65 donc x  5:83. La grenouille se trouve
toujours sur des points de coordonnees entieres donc il su t de prendre x = 5.



Chapitre 9

Conditionnement

On se donne toujours un espace probabilise ( ; A; P).

9.1 Conditionnement discret
De nition 9.1.1. Soient A;B 2 A, B > 0, la probabilite de B sachant A est

.+ _ P(A\B) .

De nition 9.1.2. Si X est une v.a. et B 2 A, P(B) > 0, I’esperance de X sachant B est
la nombre suivant

E(X1g) .

E(XiB) = =53

De nition 9.1.3. Soit X v.a.r. et Y v.a. prenant un nombre denombrable de valeurs. On
de nit I’esperance conditionnelle de X sachant Y de la maniere suivante : E(XjY ) est une
v.a. qui peut s’ecrit E(XjY) = (Y ) avec

R ¢
Vo— — EX1ly=y) H _
y 2 EX)Y =y) = 5557 S!P(Y—y)>0
0 sinon :
Exemple 9.1.4. Soit, =71;2;:::;6get8! 2 , P(flg) = 1=6. Soient les v.a.
oy
X(1)=1:y(1)= s! ! |m-pa|r
0 sil pair :
Si 1 2f1;3;5¢g, alorsY =1 et
. E(X1y=1)
I = -~ =7
EIN(M) = SR =
_ f1+3+5) _
= &~ ——=3
6
Si 1 2712;4;6qg, alors Y =0 et
. E(X1y o)
1 = -~ =7

$2+4+6) _4

oW

83
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9.2 Esperance conditionnelle

De nition 9.2.1. Soit Y v.a. a valeurs dans un espace mesurable quelconque (E;E). La
tribu engendree par Y est (Y) = fY I(A);A 2 Eg. La famille (Y) est une tribu et
YY) A.
On dit d’une v.a. Z a valeurs dans un espace mesurable quelconque (E® E®) qu’elle est
(Y)-mesurable si SA2E%, Z 1(A)2 (Y).

Soit B une tribu A, on dit que Z est B-mesurable si 8A 2 E’, Z 1(A) 2 B.
Remarque 9.2.2. Prenons une variable Z (Y )-mesurable comme dans la de nition ci-
dessus. La tribu (Y ) represente les evenements relatifs a Y (tous ceux qui peuvent se decrire
en terme de il est arrive telle chose a Y ). Dire que Z est Y -mesurable revient a dire
que tous les evenements relatifs a Z peuvent se decrire comme des evenements relatifs a Y
et donc que Z est une fonction de Y .

Theoreme 9.2.3. Soit B une tribu  A. Soit X une v.a.r. integrable. Il existe une et une
seule v.a.r. integrable, appelee esperance conditionnelle de X sachant B et notee E(XjB),
qui veri e

8B 2B ; E(X1g) = E(E(XjB)1B) :

La variable E(XjB) veri e en outre que 8Z v.a. a valeurs dans RY, B-mesurable et bornee,
E(XZ) = E(E(X]B)Z) :

De nition 9.2.4. Soit X une v.a.r. et Y une v.a. quelconque, I’esperance conditionnelle
de X sachant Y est la variable suivante

E(XjY) = E(Xj (Y)):

Remarque 9.2.5. La de nition ci-dessus inclut la de nition (les deux de nitions
co ncident dans le cas ou Y ne prend qu’un nombre denombrable de valeurs).
Proposition 9.2.6. Soit X;Y des v.a.r. et B tribu A,
(i) si X est B-mesurable alors E(X]jB) = X
(ii) linearite : 8a;b 2 R, E(aX + bY jB) = aE(X]jB) + bE(Y jB)
(iii) E(E(X]B)) = E(X)
(iv) JE(X]B)j 6 E(jX]jB)
(v) croissance : X >Y D) E(XjB) = E(YjB), p.s.
(vi) si X 2Y, E(XYjB) = E(X]B)E(YjB)
(vii) si X 2V, E(Xj (Y)) =E(X).
Demonstration. (partielle)

(id X est B-mesurable et 8B 2 B, E(X1g) = E(X1g) donc E(XjB) = X
soit B 2 B,

E((aE(XjB) + bE(Y jB))1g) aE(E(XjB)1g) + bE(E(Y jB)1g)
aE(X1g) + bE(Y 1g)

= E((axX +bY)1g)

et aE(XjB) +bE(Y jB) est B-mesurable (car la somme de deux variables B-mesurable
est B-mesurable, cf. prop. [2.4.2), donc E(aX + bY jB) = aE(X]B) + bE(Y jB).
(i) 2 B (car B tribu) donc

E(E(X]B)) E(1 E(X]jB))

= E@1 X)=EX):

Proposition 9.2.7. i) Si X;Y v.a.r. avec Y B-mesurable (B tribu A), alors

E(XYjB) = YE(XjB) :
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ii) Si B1;B, tribus A avec By B, alors pour toute v.a.r. X
E(E(X]B2)jB1) = E(X]B.) :

Demonstration. (i) Soit B 2 B, la variable Y 1g est B-mesurable comme produit de va-
riables B-mesurables ( cf. prop. [2.4.2)), donc

E(YE(XjB)1g) = E(YX1g):

La variable Y E(XjB) est B-mesurable comme produit de variables B-mesurables ( cf.
prop. [2.4.2] D’ou le resultat.
(ii) Soit B 2 B,

E(E(E(X]B2)jB1)1g) E(E(X]jB2)1s)
(carB2B;) = E(X1lp):

La variable E(E(XjB,)jB1) est B;-mesurable, d’ou le resultat.

Exemple 9.2.8. Reprenons I’exemple [0.1.4] Soit

8 .
51 si X 2 f1;3g
2

7 = siX =5
33 si X 212;4g
"4 siX=6:

Remarquons que la connaissance de Z implique la connaissance de Y et que donc (Y)
(Z2). Si 1 2f1;3g, alors Z =1 et

E(X1z=1)
P(Z=1)
la+3

5 ( i ) _,

6

E(XjZ)(1)

Sil=52Z=2et

E(X1z=2)

E(XjZ)(1) = PZ=2)

I
ol
ol|
Il
ol

De méme, E(XjZ)(Y) =3 si 1 2 £2;4g et E(XjZ)(') =6 si ! = 6. Calculons pour ! tel
que Y =1 (c’est a dire 1 2 f1;3;5q)

ol
N
ol
2]

E(E(Xj2)Y)(Y)

olw| +

= 3:

De méme, pour ! tel que Y = 0 (c’est a dire 1 2 12;4;69) : E(E(Xj2)jY)(Y) = 4. Par
ailleurs, nous avons vu dans I’exemple [9.1.4}

3 siy=1

EXII= 4 sy =0

Donc on a E(E(XjZ)jY) = E(XjY ) comme annonce dans prop. (ii).
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9.3 Exercices

9.3.1 Enonces

1) Soient X et Y deux variables aleatoires reelles independantes X de loi exponentielle de
parametre 1 et Y de loi uniforme sur [0;1] (cf. les autres exercices pour les densites de
ces lois).

(a) Calculer P(X =>3; X Y =>1).
(b) Calculer P(X Y =>1).

(c) Calculer P(X = 3jX Y >1). Cette probabilite est-elle plus petite ou plus grande
que P(X > 3)?

2) Soit p 2 [0;1]. Soit Ag le carre [0;1]> R2?. L’ensemble A; est un ensemble aleatoire
construit de la maniere suivante : on decoupe Ag en 9 carres, chaque petit carre appartient
a A; avec probabilite p (independamment des autres). On recommence I’operation sur
les carres de A; pour former A, (de maniere independante de ce qui s’est passe avant) et
ainsi de suite, on obtient des ensembles A1; As; Az; ... Si Ap = ; alors 8k >n, Ay = ;.
La gure ci-dessous represente une realisation de A; et A, (hachures) pour une certaine
valeur de p.

Ay A,

(a) Pout tout n, on note Z,, le nombre de carres de c6te 1=3" formant A,. Soit n > 1,
montrer que 8r 2 [0;1], 9z,.(r) =gz, 1(F(r)) ou 8r 2 [0;1];f(r) = (pr +1 p)°.

(b) En deduire que gz, (r) = "(r) (" n" veut dire que I'on compose n fois).

(c) Montrer que T est convexe (c’est a dire que sa derivee est une fonction croissante).
(d) Calculer £(0), (1), f(1). Faire un dessin de f.

(e) On suppose que p 6 1=9.

i. Montrer que 8r 2 [0;1], gz, (1) ¥ 1.

n®+1

ii. En deduire que P(Z, =0) . 51 1.

iii. En deduire que Z, :"il 0. (On pourra considerer I’evenement
ney+
f1:.2zZ,(1) . !1 0g comme une reunion croissante d’evenements.)
ney+

On pourra se reporter a [Wil91] pour une etude plus complete de ce probleme, appele
arbre de Galton-Watson

3) (a) Soit Z variable aleatoire positive reelle telle que 8u;t > 0, P(Z > t+ujZ > t) =
P(Z = u). Montrer que P(Z >t+u) = P(Z > t)P(Z > u).

(b) Soit f(t) = P(Z > t) pout t > 0. On suppose que f est derivable. Montrer que
(1) = FY0)F (D).

9.3.2 Corriges

(1) X etY sont independantes donc la densite du couple (X;Y ) est le produit des densites.
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(a) Par Fubini-Tonelli

z
P(X>3;X Y >1)

1y=3 1x>y+1e *dx
0;06y61
7=

= 1,36 *dx
ZX>O;O6261

= e *dx
ZOGyGl xX>3

= e Sdx=e °

06y61

(b) Par Fubini-Tonelli

z

ZX>O;06261

= e Xdx
Z06y61 x>y+1

= e ¥ ldy
06y61

= el eHh=el! e?

() Donc P(X >3jX Y >1)=P(X>3X Y >1)=PX Y>1=¢e 3= ?
e 2)>e 3=P(X >3).

(2) (a) Calculons

E(rén)
E(E(r*"jZn 1)) :

9z, (r)

Dans I’ensemble A, 1, on numerote les carres (de 1 a Z,, 1). On note pour tout

de An 1. AZ, 1 Xe, les variables X; sont i.i.d. de loi B(9;p). Nous avons donc :

9z, (r) = EE@™ % 1jz, 1))
E(E(rjZn 1) E( %0 1jZy 1))
E(E(rjZn 1) 1)

E(F(r)* 1)

= 0z, .(F(N):

(b) Par recurrence : gz, ,(r) = gz,(f "(r)). Or Z, est constante egale a 1, donc
gz, (r) =r, donc gz, (r) = f "(r).

(c) Calculons f'(r) = 9p(pr+1 p)8. La fonction f° est positive (pour r 2 [0;1]) donc
T est convexe (sur [0;1]).

(d) Calculons £(0) = (1 p)°, f(1) =1, (1) = 9p.
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Figure 9.1 { Dessin de ¥ pour un p < 1:9.

(e) i. (Pas de demonstration, on le voit sur le dessin.)
ii. Nous avons P(Z, = 0) = gz,,(0) . 51 1 par la question precedente.
iii. Soit B, =f! :Z,(1) =0g. Si Z,(?) =0alors Z,+1(') =0donc B, Bp+1.

Par reunion croissante P([n>0Bn) = limhs+1 P(Bn) = 1 par la question
precedente. Si ! 2 [h=oBn alors Z,(1) . 51 0, d’ou le resultat.

3 @
PZ=>t+u,Z>1
P(Z =t

P(Z >t+u)
P(Z =>1)

P(Z>t+ujZz>1)

car fZ>t+ug fZ>tg.
(b) On derive par rapport a u puis on fait u = 0 dans la reponse precedente.



Chapitre 10

Variables gaussiennes

On se donne toujours un espace probabilise ( ; A; P).

Les variables gaussiennes sont tres utilisee en modelisation a cause de leurs proprietes,
que nous allons detailler dans ce chapitre.

10.1 De nitions et proprietes

De nition 10.1.1. Une v.a. X a valeurs dans RY est dite gaussienne si 8u 2 RY, hu; Xi
est une v.a.r. gaussienne. (On dit aussi que X est un vecteur gaussien.)

determinee par le vecteur m = E(X) = (E(Xy);:::;E(Xg)) et la matrice carree x =
((ECXiX;)  ECK)E(Xj)))1sijed (dite matrice de covariance). On note Cov(X;; Xj)
E(XiXj) ECX)E(X;) Sa fonction caracteristique est alors

8u2RY; (u)=EEM™>X") =exp ihu;mi %h X U; Ui

Remarque 10.1.3. Le symbole h:;:i est le produit scalaire usuel dans RY. Pour u

hu;mi =uimi+ +ugmgq :

Proposition 10.1.4.

les v.a. Xi;:::; Xq sont independantes x est diagonale
- 8i & J; E(XiXj) = ECK)E(X;)

Demonstration partielle. Supposons que x est diagonale. Ecrivons

2, 3
£ 0 =00
_g 0 2 o Z
o ::: 0 3
Soient Y1;:::Yq des v.a.r. telles que Xj et Yj ont méme loi pour tout j et Yq;:::; Yy sont

89
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independantes. Calculons

. 1
x(u) = exp i(uimi+  +ugmq) 5( Ui+ + jud)
— \q, H 1 2.2
-_ eXp |Ujmj E juj
=1
h'd
= Xj (uJ)
j=1
h'd
= Yj (Uj)
Jj=1
(car les Yj ind.) = Yoy ()
De maniere analogue au theoreme [6.5.4] ceci prouve que X = (Xy;:::; Xq) et (Y1;:::;Yq)
ont méme loi et donc Xj;:::; Xq4 sont independants. O

Proposition 10.1.5. Soit X vecteur gaussien sur RY.
I La loi de X a une densite (par rapport a la mesure de Lebesgue) si, et seulement si,
8u 2 RInf0g, hu; xui > 0.
I Dans le cas ou X a une densite, celle-ci est

1 1
X2RYA p————ex “h X m)x  mi
det(2  x) P " x( )

10.2 Gaussiennes et esperance conditionnelle

Theoreme 10.2.1. Soit (Y1;:::;Yn; X) un vecteur gaussien centre (c’est a dire que E(Y1) =
=E(Yn) =E(X) =0). Alors, 9 1;:::; n 2R tels que
E(Xj (Y1;:::5Yn)) = iYi
j=1

De plus, pour toute fonction mesurable h: R ¥ R™,
z

_ 1 X m)?
E(h(X)j (Y1;:::5Yn)) = h(X)Pﬁ exp (272) dx
R
avec Oo 1,1
X X
2 = gBox ,-YjAX , m= PE(YG) ¢
j=1 i=1

Exemple 10.2.3. Calcul des ; apparaissant dans le theoreme ci-dessus.

E(ZY;) = E(XY;) = Cov(X;Y;) :

Et par ailleurs

X
E(ZY)) = E KkYiYk
k=1
X
kCOV(Yi;Yk) .
k=1
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Donc

A N A~ DN
a w o0 W

2 3
Cov(X;Y1)
4 e 5

Covg-(.; Yn)

1
Cov(X;Yn)

Cov(X;Yq)
4 A 5

91
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Annexe A

Table de la lol normale

P(X <r) avec X ~N(0,1)

0 0,01 0,02 003 004 005 0,06 0,07 0,08 0,09

0 | 05000 [ 05040 | 05080 [ 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05359

01 | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 05557 | 056596 | 05636 | 056675 | 05714 | 05753

02 | 05793 | 05832 | 056871 | 05510 | 05548 | 05587 | 06026 | 05064 | OB103 | OB14

03 | 06179 | 06217 | OB255 | 06293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 06480 | OB517

04 | 0Op554 | 06591 | 0pB28 | 06664 | 06700 | 06736 | 06772 | 0606 | 06844 | DBE7I

05 | 06915 | 045950 | 0Op5985 | 07019 | 0,/054 | 07088 | 07123 | 07157 | 07190 | 0,7224

06 | 07257 | 07291 | 07324 | 07357 | 07389 | 07422 | 07454 | 07486 | 07517 | 07549

07 | 07580 | 0,/611 | O/7642 | 0,7673 | 07704 | 07734 | 07764 | 07794 | 07623 | 0,7852

06 | 07661 | 07910 [ 07939 | 07967 | 07995 | 08023 | 08051 | 06078 | 06106 | 08133

09 | 05159 | 08186 | 08212 | 08235 | 08264 | 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 08389

1 05413 | 05438 | 08461 | 05485 | 08508 | 08531 | 08554 | 08577 | 08593 | 08621

11 | 0Bk43 | DBEES | 08686 | 08708 | 08729 | 08749 | 08770 | 08790 | 08510 | 0,8830

12 | 08849 | 08863 | DBBEE | 08907 | 08925 | 08944 | 08962 | 0,8980 | 08997 | 09015

13 | 09032 | 03049 | 09066 | 09052 | 05099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177

14 | 09192 | 09207 | 05222 | 09236 | 09251 | 082656 | 09279 | 09292 | 09306 | 09319

15 | 059332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 05334 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441

16 | 09452 | 09463 | 09474 | 0594584 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 09545

17 | 09554 | 09564 | 09573 | 09562 | 09591 | 09599 | 09606 | 09616 | 09625 | 09633

16 | 039641 | 059645 | 09656 | 09664 | 09671 | 09675 | 05666 | 09693 | 09699 | 09706

18 105713 [ 05719 | 05726 | 059732 | 057358 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 09767

2 | 059772 | 09778 | 09763 | 09788 | 05793 | 09798 | 09803 | 09508 | 09612 | 09817

21109821 | 09826 | 09830 | 09834 | 0S838 | 09842 | 09346 | 09850 | 09854 | 09857

22 109661 | 09564 | 09868 | 09571 [ 09875 | 09676 | 093581 | 09864 | 09857 | 09830

23 |1 0S9893 | 05896 | 059898 | 09901 | 05504 | 09906 | 03909 | 09911 | 09913 | 09916

24 109918 | 059920 | 09922 | 09925 | 09927 | 09529 | 09931 | 09932 | 09934 | 09936

25 | 09938 | 059940 | 05541 | 09943 | 09545 | 09946 | 09948 | 0,9949 | 09951 | 059952

25 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 | 09960 | 09961 | 09962 | 0993 | 09964

27 | 0995 | 09966 | 09967 | 09965 | 09969 | 0595970 | 09971 | 09972 | 095973 | 09574

26 | 059974 | 09975 | 09976 | 09977 | 09977 | 09976 | 09979 | 09979 | 095980 | 09561

29 1059951 | 09962 | 09962 | 09933 | 09954 | 099584 | 09985 | 099685 | 09986 | 09986
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