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Objectifs du cours

e Comprendre/formuler des lois de comportement en
grandes déformations (élasticité, visco-élasticité, plasticité,

)

e Comprendre/utiliser des outils de calculs E.F. en grandes
déformations (Abaqus, ...)

o Aborder le couplage thermo-mécanique.
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Organisation du cours

© Les bases
cinématique, sthénique, equation d’équilibre
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Organisation du cours

© Les bases
cinématique, sthénique, equation d’équilibre

® Formulation de loi de comportement
principes thermodynamique, objectivité, symétrie
matérielle, ...
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© Les bases
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©® Elasticité non-linéaire et éléments-finis
incompressibilité, formulation faible, ...
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Organisation du cours

© Les bases
cinématique, sthénique, equation d’équilibre

® Formulation de loi de comportement
principes thermodynamique, objectivité, symétrie
matérielle, ...

® Elasticité non-linéaire et éléments-finis
incompressibilité, formulation faible, ...

® Comportement dissipatif
visco-élasticité, plasticite, ...

@ Dissipation et couplage thermo-mécanique
auto-échauffement, déformation thermique, ...
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Contexte/Motivations
Quand les petites déformations ne suffissent plus...

Exemple : Torsion d’un barreau élastique avec Abaqus
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Step: Step-1
Incroment _1:Step Time = 1.000
=\ Primary Var. E, E13

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.0000+00




Contexte/Motivations
Quand les petites déformations ne suffissent plus...

Exemple : Torsion d’un barreau élastique avec Abaqus, cas
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b step: Step-1
Increment 10: Step Time = 1.000
z Primary Var: LE. LE13

Deformed Var: U Deformation Scale Factor: +1.0000+00
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Contexte/Motivations
Quand utilise-t-on les grandes déformations ?

Les domaines courants d’applications :
e Les instabilités de structures

Flambement d’un tube
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Contexte/Motivations

Quand utilise-t-on les grandes déformations ? GEE e
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Les domaines courants d’applications : SRR
e Les instabilités de structures S
e Le crash (dynamique rapide)
e La mise en forme (emboutissage, ...)

Les matériaux qui sont formulés en grandes transformation :
e Les aciers (plasticité/visco-plasticité)
e Les polymeéres (élastomeéres, thermoplastiques, ...)
e Les matériaux du vivant (peau, artéres, ...)

Couplages
Thermo-Mécanique




Conventions d’écriture

Par défaut toutes les quantités sont écrites dans un repére
cartésien (base orthonormé eq, e, e3)

Scalaire : a

Vecteur :aou g, = a- e

Tenseurd'ordre 2: Aou A; =e;- A-g;

Produit simplement contracté : A - B = Ay By; ou
a-b=ab;

Produit doublement contracté : A : B = A;B;

Norme : |A|=+vA:Aou|al=va-a

Symbole de Kronecker :lou d; =0sii#jet=1sii=]j
Trace d’un tenseur d’ordre 2 : tr(A) = A = A;jdj = A: |
Cofacteur : Cof(A) = det(A)A~T
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Rappel d’algébre tensoriel

(A-B)T = BT AT
( B) 1 ~A_1
(A7) ‘=(A“)T
A-AT=AT.A=I

det(A~") = (detA)~!
tr(A+B) = tr(A) + tr(B)
det(A - B) = det(A)det(B)
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Rappel d’algébre tensoriel

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité
(A B)T BT AT Mise en ceuvre
numérique
o (A B) 1 . A_1 Comportements
T 1 INT Dissipatifs
° (A ) = (A ) Couplages
Thermo-Mécanique
e A-ATT=A"T.A=I

det(A~") = (detA)™!
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
det(A - B) = det(A)det(B)

Montrer que
A:B=tr(AT-B)=tr(BT-A)=tr(A-BT)=tr(B-AT)=B: A




Rappel d’algébre tensoriel

Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
(A B)T BT AT Hyperélasticité
(A B) 1 . A_1 Mise en ceuvre
numérique
M (AT) ! = (A_1)T Comportements
Dissipatifs
° A ’ A_1 = A_1 ’ A = I Couplages
° det(A71) — (detA),1 Thermo-Mécanique
o ir(A+B) =tr(A) + tr(B)

det(A - B) = det(A)det(B)

Montrer que
A:B=tr(AT-B)=tr(BT-A)=tr(A-BT)=tr(B-AT)=B: A

(exo.
Montrer que (A-B):C=B: (AT-C)=A:(C-BT)
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Kiis

©® Qo un milieu continu dans son état initial et X la position
d’un point matériel.

® Q; le méme milieu a l'instant t et x la position du méme
point matériel a t.

Cinématique.8
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Kiis

©® Qo un milieu continu dans son état initial et X la position
d’un point matériel.

® Q; le méme milieu a l'instant t et x la position du méme
point matériel a t.

définition 1
on note ¢(X, t) I'application (vectorielle), bijective, fq. :

x = ¢(X, 1)

¢ est appelée la transformation.

Cinématique.8
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Kiie

définition 1
on note ¢(X, t) I'application (vectorielle), bijective, tq. :
x = ¢(X, 1)

¢ est appelée la transformation.

définition 2
Localement, autour du point x on a :

dx = (Vxo(X, 1)) - dX = F(X, t) - dX

F est le gradient de la transformation.

Cinématique.8
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Configuration et Transformation

Thermodynamique

(22 Hyperélasticité
Propriétés de F

e Sion introduit le champ de déplacement u, on a

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

F=1+Vxu(X.1)
¢ Transformation infinitésimale de volume :
dv = detFdV, = JdV,
o Transformation infinitésimale de surface :
nds = JF~T . NdS = (CofF) - NdS

e Conservation de l'orientation :

detF >0

Cinématique.8
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Dans la configuration de référence
o Tenseur des dilatations (variation d’angles et de longueur)

dx-dy=dX-F’.F.dY =dX.-C.dY

C = F7 . F est le tenseur de Cauchy-Green droit.
e Tenseur des déformations

dx-dy —dX -dY =2dX E-dY

avec E = J(C — 1) le tenseur de Green-Lagrange.

Cinématique.9
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Dans la configuration actuelle

e Tenseur des dilatations (variation d’angles et de longueur)
dX-dY=dx-F".F'.dy=dx-B~".dy

B = FF’ est le tenseur de Cauchy-Green gauche.
e Tenseur des déformations

dx-dy —dX -dY =2dx-A-dy

avec A = J(1— B~") le tenseur de Euler-Almansi.

Cinématique.10
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Ona:dx=F-dX et dX;=F;-dX et dx=F, dX;
dou:
F=F,-Fi #F - F2
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R

I F

Décomposition multiplicative
Ona:dx=F-dX et dXy=F;-dX et dx=F,- dX;
dou :
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F=F, -F £F; - F;

Calculer E en fonction de E; et Es.

Cinématique.11



Ci nématiq ue Introduction
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E yp

2
F1 Mise en ceuvre
numérique
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Thermo-Mécanique
e

Décomposition multiplicative
Ona:dx=F-dX et dXy=F;-dX et dx=F,- -dX;
dou :

F=F, -F #£F; - F;

Calculer E en fonction de E; et Es.

E=E1—|—F1T~E2‘F1

Cinématique.11
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Décomposition polaire
On défini de maniere unique R, U et V tel que :

F=V-R=R-U

R est un tenseur orthogonal qui définit la rotation. U et V sont
des tenseurs de déformations pures droit et gauche.
De pluson a:

cC=U> B=V?

Cinématique.12
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\—»OR

Propriétés de la décomposition polaire

U et V ont les mémes valeurs propres : \; > 0. Si on note N
les vecteurs propres de U et nj ceuxde Von a:

3 3
U= AN®N et V= Anan,

i=1 i=1

de plus on a : nj = RN;. Les ); sont appelés dilatations
principales.

Cinématique.13



Cinématique
Décomposition polaire

Déformations de Hill
Une famille de mesure de déformations :

1 «@ _1 « :
Ea_a(U —1) Aa_a(V —1) si a#0

remarque :
E- =E A=A

Attention : log U # log Uj
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tempS, ona: numérique
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L

dx=F.dX=L.dx L=F.F' Coupies

Thermo-Mécanique

dans la configuration actuelle

Ona:

(dx-dy)=dx-(L+L7)-dy

taux de déformation Eulérien :

_1 T
D= ;(L+L7)

Cinématique.15



Cinématique
Vitesses de déformation

On considére la variation locale de position par rapport au
temps,ona:

Sthénique
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Hyperélasticité

. . . Mise en ceuvre
B B B 1 numérique

dX — F ° dX - L dx L - F F Comportements

Dissipatifs
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dans la configuration actuelle
Ona:

(dx-dy)=dx-(L+L7)-dy
taux de déformation Eulérien :

1 T
D= (L+L)

dans la configuration de référence
Ona: .
(dx-dy) =2dX-E-dY

Cinématique.15
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tempS, ona: Comportements
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d.x _ I.: .dX =L-dx L=F- F—1 Thermo-Mécanique

remarque 1

La partie anti-symétrique de L est le taux de rotation
(rotationnel du champs des vitesses) :

1

W=_(L-L")

N

Cinématique.15
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On considére la variation locale de position par rapport au Thermodynamique
tempS, ona: Hyperélasticité
Mise en ceuvre
° ° ° numérique
dx — F . dx e L . dx L = F . F_1 Comportements
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remarque 1

La partie anti-symétrique de L est le taux de rotation
(rotationnel du champs des vitesses) :

W=_(L-L")

N =

remarque 2

Pour tout mouvement de corps rigide précédé d’'une
pré-déformation (indépendante de t), les taux de déformations

D et E s’annulent. Ce qui n'est pas le cas de B, A, ...

Cinématique.15
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"Quantité scalaire invariante par changement de base Thermo-Mécaniaue

I (X) = tr(X)
B(X) = H(tr(X)? ~r(X?))
l5(X) = det(X)

avec X=B,C,...

Cinématique.16
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I1 (X) = tI’(X) Thermo-Mécanique

B(X) = H(Ir(X)? ~ (X))
l5(X) = det(X)
avec X=B,C,...

remarque

Il existe une infinité d’'invariants (par exemple les \; sont des
invariants)

Cinématique.16
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Invariants de la déformation

Principaux invariants
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"Quantité scalaire invariante par changement de base" Mise en couvre
Comportements
I1 (X) = tr(X) Dissipatifs
1 2 2 %?eug:?(?jllsécamque
l2(X) = 5 (tr(X)” — tr(X))

kL (X) = det(X)
avecX=B,C,...

remarque

Il existe une infinité d’'invariants (par exemple les \; sont des
invariants)

Equation de Cayley-Hamilton : X3 — 4 X? + LbX — K1 =0

Cinématique.16
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Une définition...

Le champ de contrainte traduit les efforts de cohésion interne
s’exergant a travers un élément de surface interne, virtuel.

Sthénique.18
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Contraintes
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Le champ de contrainte traduit les efforts de cohésion interne femodiccariag
s’exergant a travers un élément de surface interne, virtuel.

En grandes déformations

e Choix de I'élément de surface (Configuration actuelle ou
de référence)

e Choix de la configuration des efforts (idem).

Sthénique.18
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Dans la configuration actuelle (C:)

e Soit dt(x, t) le vecteur contrainte, c.a.d les efforts
intérieurs a travers nds.

Sthénique.19
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Co

Dans la configuration actuelle (C;)

o Soit dt(x, t) le vecteur contrainte, c.a.d les efforts
intérieurs a travers nds.

Dans la configuration de référence (Co)

e Soit dT(X, t) le vecteur contrainte transporté, c.a.d les
efforts intérieurs a travers NdS (sens physique ?).

Sthénique.19
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Description Eulérienne (C;)
e On défini o(x, t) tel que

dt(x,t) = o - nds

Sthénique.19
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Description Eulérienne (C;)
o On défini o(x, t) tel que
dt(x, t) = o - nds

o |l caractérise les efforts de cohésions, dans la
configuration actuelle et qui s’exercent a travers un
élément de surface déformé.

Sthénique.19
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Description "Mixte"
o On défini II(X, t) tel que

dt(X,t) = I1-NdS

Sthénique.20
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O

Description "Mixte"
o On défini II(X, ¢) tel que
dt(X,t) = I - NdS

o |l caractérise les efforts de cohésions, dans la
configuration actuelle et qui s’exercent a travers un
élément de surface non-déformé.

Sthénique.20
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Contraintes de Piola Kirchhoff 1
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Description "Mixte"
o On défini II(X, ¢) tel que

dt(X,t) = I1-NdS

o |l caractérise les efforts de cohésions, dans la
configuration actuelle et qui s’exercent a travers un
élément de surface non-déformé.

e Contrainte de I'ingénieur : «simple d’acces par la mesure»
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Contraintes de Piola Kirchhoff 2 Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

O

Description Lagrangienne (C;)
e On défini S(X, t) tel que

T(X,t)=S-NdS

Sthénique.21



Sthénique
Contraintes de Piola Kirchhoff 2

Introduction
Cinématique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Description Lagrangienne (C;)
o On défini S(X, t) tel que
dT(X,t) =S - NdS

e |l caractérise les efforts de cohésions, dans la
configuration de référence et qui s’exercent a travers un
élément de surface non-déformé.
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Contraintes de Piola Kirchhoff 2

Introduction
Cinématique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Description Lagrangienne (C;)

e On défini S(X, t) tel que
dT(X,t) =S-NdS

o |l caractérise les efforts de cohésions, dans la

configuration de référence et qui s’exercent a travers un
élément de surface non-déformé.

e Sens physique ?
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numérique

Comportements
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Couplages
Thermo-Mécanique

Co

Remarques
e o et S sont symétriques.
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Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

dt Comportements
Dissipatifs
~ Couplages

Thermo-Mécanique

Remarques
e o et S sont symétriques.

o En petites déformations tous les tenseurs de contraintes
sont équivalents.
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Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Remarques
e o et S sont symétriques.

e En petites déformations tous les tenseurs de contraintes
sont équivalents.

e Tenseur de Kirchhoff 7 = Jo
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Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Remarques
e o et S sont symétriques.

o En petites déformations tous les tenseurs de contraintes
sont équivalents.

e Tenseur de Kirchhoff + = Jo

e Donner la relation liant o, II, S
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Quelques propriétés Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Remarques
e o et S sont symétriques.

e En petites déformations tous les tenseurs de contraintes
sont équivalents.

e Tenseur de Kirchhoff 7 = Jo

e Donner la relation liant o, II, S

Jo=TI-F T =F.S.F’
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Sthénique
Equations d’équilibre (en quasi-statique)

Introduction
Cinématique

. Thermodynamique
(9Q0 Hyperélasticité
Q Mise en ceuvre
T 0 numérique
Comportements
0Dgy Dissipatifs
Couplages
Thermo-Mécanique
u
o0

Configuration actuelle

« 00! surface d’application des efforts extérieurs, QY
surface d’application des déplacements, avec :

00 =0QluaQY et QNI =2

o t efforts extérieurs surfaciques dans la configuration
actuelle

e D un sous-domaine de Q; et 7 les efforts intérieurs sur 9D
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Equations d’équilibre (en quasi-statique)

Introduction
Cinématique

Thermodynamique
F
890 Hyperélasticité
Q Mise en ceuvre
T 0 numérique
Comportements
90Dgy Dissipatifs
Couplages
Thermo-Mécanique
u
o0y

Configuration de référence
 0Qf surface d'application des efforts extérieurs, 9QY
surface d’application des déplacements, avec :
0 =005 UaRY et QL NIQY =2

o T efforts extérieurs surfaciques transportés dans la
configuration de référence.

e Dy un sous-domaine de Qg et 9D, sa frontiere.
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Equations d’équilibre (en quasi-statique) CAELD

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Equation bilan
e Conservation de la masse (systéme fermé)

/p(x, t)dv =/ po(X, t)dV = Jp = po
Q Q0
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Equations d’équilibre (en quasi-statique)

Introduction
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Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Description Eulérienne
¢ Résultante statique

/ TdS—l—/deDZO VD C
oD D
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Introduction
Cinématique

Thermodynamique

o0k

Hyperélasticité

T

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

008

Description Eulérienne
¢ Résultante statique

/ TdS+/deD=0 VD C
aD D

o Equilibre local

divyo +f' =0 dans €

o-n=t° sur 89{
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Equations d’équilibre (en quasi-statique)
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Mise en ceuvre
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Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Description Eulérienne
o Equilibre local

divyo +1 =0 dans

o-n=t  sur 99}

e Le moment statique donne la symétrie de o.
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Introduction
Cinématique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Description Mixte
¢ Résultante statique

/ 7”-d8+/ fYdDy =0  VDy C Qo
dDy Do
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Equations d’équilibre (en quasi-statique)

Description Mixte
¢ Résultante statique

/ 7dS+ [ tYdDy, =0 VD, C Qo
dDy Dy

o Equilibre local

DIVxII+ £ =0 dans Qg
Im-N=t° sur 9!

Introduction
Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Puissances virtuelles (en quasi-statique)

Introduction
Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

,Pint(éu) + PeXt(au) =0 Véu Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Description Eulérienne

e Champ de vitesse virtuel :

Couplages
Thermo-Mécanique

x € Q — du(x) € R®
o Puissance des efforts intérieurs :
Pint = —/Q o 1 (Vx(0u))symdQ2
‘
o Puissance des efforts extérieurs :

Pext = f"-6ud§2+/ (o - n)-duds
Q o
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Puissances virtuelles (en quasi-statique)

Introduction
Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Pint(5u) + PeXt(éu) = 0 V5u Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Description Mixte

e Champ de vitesse virtuel :

Couplages
Thermo-Mécanique

X € Qy — du(X) € R®
e Puissance des efforts intérieurs :
Pint = —/ II: (Vx(6u))dQo
Qo
e Puissance des efforts extérieurs :

Pext = fV-cSuon+/ (IT-N) - udS

Qo aQ0
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Densité de puissance interne Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Puissance massique interne

e Pour les configurations Eulérienne et mixte :

1 1 )
Wint=——0:D=——1II:F
P o
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Densité de puissance interne Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Puissance massique interne

e Pour les configurations Eulérienne et mixte :

W,-ntz—la':D:—lI"Izl.:
P Po

e D et F sontduales de o et I1
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Sthénique
Densité de puissance interne

Introduction
Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

» » » numérique
. . s . . Dissipatifs
e Pour les configurations Eulérienne et mixte : Couplages
Thermo-Mécanique
1 1. e
Wipt=——0:D=——II:F
p Po

e D et F sont duales de o et IT

e Quel est la densité de puissance interne dans la
configuration Lagrangienne ?

Sthénique.26



Sthénique Introduction
Densité de puissance interne Cinématique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Puissance massique interne

Mise en ceuvre

H H Aot H numeris

e Pour les configurations Eulérienne et mixte : SRR
Comportements

Dissipatifs

L]
; __1 D_—1HF Couplages
Wmt - ;0’ . - p_ . Thermo-Mécanique
0

e D et F sont duales de o et I1

e Pour la configuration Lagrangienne :

1 .
Wint = __S : E
Po

° I.E est duale de S.
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Thermodynamique

Dissipatifs

Couplages
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Thermodynamique Introduction

le premier principe Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité
Mise en ceuvre
Définition numérique
. y 7 . Comportements
o Conservation de I'énergie totale : Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

d
G E+K) =P +0Q

avec E énergie interne, K énergie cinétique, P
puissance des efforts extérieurs, Q taux de chaleur
apporté.

o Avec le théoréme de I'énergie cinétique :

d .
= (E)=—P"+g

Thermo.27



Thermodynamique Introduction

le premier principe Cinématique
Sthénique
o Conservation de I'énergie totale : Hyperélasticits
Mise en ceuvre
d numérique
gt (E+K) =P+ 0

Couplages
Thermo-Mécanique

avec E énergie interne, K énergie cinétique, P
puissance des efforts extérieurs, Q taux de chaleur
apporté.

o Avec le théoréme de I'énergie cinétique :
d .
~(E)= — int
p (E) P40
Version Eulérienne

e E= [,pedD

o P =_ [ o:DdD

e Q= [pprdD— [,,q-nds

Thermo.27



Thermodynamique Introduction

le premier principe Cinématique
Sthénique
o Conservation de I'énergie totale : Hyperélasticité
Mise en ceuvre
d numérique
= ext omportements
E (E + K) - P + Q gissigal:fs :
Couplages'
avec E énergie interne, K énergie cinétique, P& Lherbie:enis
puissance des efforts extérieurs, Q taux de chaleur
apporté.

e Avec le théoreme de I'énergie cinétique :

%(E) =-PM+Q

Version Eulérienne

—/pedD:/(a:D+pr)dD—/ q-nds
at Jp D oD

version locale :

.~|

péza:D+pr—divxq

Thermo.27



Thermodynamique Introduction

le premier principe Cinématique
7 gn nre Sthénique
o Conservation de I'énergie totale : Hyperélasticité
Mise en ceuvre
d numérique
- = ext omportements
dt (E + K) - P + Q gissigal:fs :
Couplages'
avec E énergie interne, K énergie cinétique, P& Lherbie:enis
puissance des efforts extérieurs, Q taux de chaleur
apporté.

e Avec le théoreme de I'énergie cinétique :

d .
5 (E)= —pnt 4+ Q
Version Lagrangienne

o E= fDo poedD

° Pl‘ht = _fDOH o |.=dD0 = —fDos : édDO
* Q= [p pordDo — [5p Q- NdS

Thermo.27



Thermodynamique Introduction

le premier principe Cinématique
éfinition
o Conservation de I'énergie totale : Hyperélasticité
Mise en ceuvre
numérique
d
_ pext &
g ETK=P"+0C

Couplages
Thermo-Mécanique

avec E énergie interne, K énergie cinétique, P
puissance des efforts extérieurs, Q taux de chaleur
apporté.

o Avec le théoreme de I'énergie cinétique :

d )
(B =-P"+9Q

Version Lagrangienne

l|

/poedDo—/(S E+por)dDo— | Q-NdS
dt D,

version locale : poé =S:E+por — DIVxQ

Thermo.27



Thermodynamique
le second principe

o Variation d’entropie :

é_%xtzo

avec S I'entropie, et Tex I'apport extérieur d’entropie.

Introduction
Cinématique

Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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le second principe Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

Définition e
numérique

L] Varlat'on d’entrop'e . Comportements

Dissipatifs

Couplages

é _ 7-ext > O Thermo-Mécanique

avec S I'entropie, et Tex 'apport extérieur d’entropie.

Version Eulérienne

o soit © la température absolue.

e S= / pndD avec 7 I'entropie spécifique.
D

pr q-n
e Tox= | ZdD— [ 2 1ds
ext o e 0 e

Thermo.28
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le second principe Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

o Variation d’entropie :

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

3—Text20

avec S I'entropie, et Tex I'apport extérieur d’entropie.

Version Eulérienne

d pr q-n
i — L LA >
¢ / pndD / dD + ; : ds>0 vD €

Thermo.28
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le second principe Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements

Définition ompor
Dissipatifs

o VarlatIOI"I d’entrople Couplages

Thermo-Mécanique

é—TethO

Version Eulérienne

d pr q-n
— = — P >
dt/DpndD /DedD+ o © ds>0 VD € Q

version locale : p@7.7 — pr +divkq — 1§q -Vx© >0

Thermo.28
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le second principe Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
Deflnltlon Hyperélasticité
o Variation d’entropie : Misoon e
° Comportements
Dissipatifs
S—Text =20

Couplages
Thermo-Mécanique

Version Eulérienne

d pr / q-n
— D— | —dD ——ds>0 VDeQ
ai J,me0= [ Gav+ [ dgtds> f

version locale : p©1 — pr + divxq — &g - Vx© > 0
Version Lagrangienne

‘N
ﬂ/ pondDo—/ P op+ [ S Nass>o0  vbyeqq
at Jp, b, © a0,
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Thermodynamique Introduction

le second principe Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Définition
e Variation d’entropie :

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

pa Comportements
S - 7—6Xf Z O Dissipatifs
Version Eulérienne

d pr q-n
— - [ = ——ds > VD e Q
dt/DpndD /£>@dD+/ao 5 ds>0 € Q

version locale : p©1 — pr + divxq — $q- Vx© >0
Version Lagrangienne

d/ pondDo—/ 22" 4Dy + / —dS>0 VD, € Q
at D,

Couplages
Thermo-Mécanique

version locale : po©n — por + DIVxQ — $@-Vx© >0

Thermo.28



Thermodynamique Introduction

Clausius Duhem Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

_ Comportements

e Le premier principe : Dissipatifs
Couplages
Thermo-Mécanique

pé:a' : D+ pr — divxq
e Le second principe :
fﬁﬁ—m+dwq—%th620
o Energie libre de Helmoltz :

Yv=e—0Ony

Thermo.29



Thermodynamique Introduction
Clausius Duhem Cinématique

Mise en ceuvre

e Le premier principe : numérique

Sthénique

Hyperélasticité

Comportements
[ q Dissipatifs
e=o:D+ pr—div
p p Xq Couplages
Thermo-Mécanique

e Le second principe :
pOn — pr+ diveq — %q -Vx® >0

o Energie libre de Helmoltz :

Y =e—0ny

Clausius Duhem (en Eulerien)

. . 1
¢=0:D—p(¥+10) - 54 -Vx© =0

Thermo.29
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Clausius Duhem Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

en Lagrangien numérique
. A a Comportements
e Le premier principe : Dissipaiifs

Couplages
Thermo-Mécanique

po(:1 =S: I.E—l—por — DIVxQ
e Le second principe :
. 1
po©n — por + DIVXxQ — 60 -Vx© >0

o Energie libre de Helmoltz :

Yp=e—0n

Thermo.30



Thermodynamique
Clausius Duhem

e Le premier principe :

poé =S: I.E—i-por — DIVxQ
e Le second principe :
. 1
po©n — por + DIVXxQ — éQ -Vx© >0

o Energie libre de Helmoltz :

Y =e—0ng

Clausius Duhem (en Lagrangien)

° . ° '1
¢O:S:E—po(w+n@)—§0-vx@20

° . . 1
q)o:H:F—po(@[J—i-n@)—@Q‘Vx@ZO

Introduction
Cinématique

Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Thermodynamique Introduction

Bilan d’énergie Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Sources de Dissipations

¢ La dissipation se décompose en partie intrinséque et
partie thermique :

Couplages
Thermo-Mécanique

b= q)intr + q)therm

®r est lié aux irréversibilités mécanique, ™ est la
dissipation thermique.

Thermo.31



Thermodynamique Introduction

Bilan d’énergie Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Sources de Dissipations

Mise en ceuvre

3 a g z .. . N numérique
¢ La dissipation se décompose en partie intrinseque et Comportements
partie thermique : Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

b= ¢intr + <btherm

N est |ié aux irréversibilités mécanique, ¢° est la
dissipation thermique.

e Par Exemple, en Eulérien :

O — g D — p(i) + o)

(Dtherm _ _éq - Vx®

Thermo.31



Thermodynamique Introduction
Bilan d’énergie Cinématique

Sources de Dissipations

Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

¢ La dissipation se décompose en partie intrinséque et numerique
partie thermique : G
q Couplages
d) = q)’ntf + (Dtherm Thermo-Mécanique

N est lig aux irréversibilités mécanique, 1™ est la
dissipation thermique.

e Par Exemple, en Eulérien (si on suit Germain...) :

d>i"t’:a:D—p(1.¢+né)20

ptherm _ _%q “Vx© >0

Thermo.31



Thermodynamique Introduction
Bilan d’énergie Cinématique

Sthénique

Hyperélasticité

Sources de Dissipations Mise en ceuvre
numérique

¢ La dissipation se décompose en partie intrinséque et Comportements
Dissipatifs

partie thermique :
Couplages
Thermo-Mécanique

= q)intr + (Dtherm

®N est lig aux irréversibilités mécanique, 1™ est la
dissipation thermique.

e Si on néglige les effets thermiques :

¢:a:D—p1.bZO

La puissance interne se décompose en une partie stockée
et une partie dissipée.

Thermo.31



Thermodynamique
loi de comportements

¢ La loi de comportement doit fournir I'état de contrainte en
fonction des variables thermodynamiques. De maniére

générale :

O'(X, t) = g (B(ya T)7e(y,7')a"')

T<tyeV(x)

Introduction
Cinématique

Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Thermodynamique Introduction

loi de comportements Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

Comportements
¢ La loi de comportement doit fournir I'état de contrainte en PRI
fonction des variables thermodynamiques. De maniére TremeMécanique
générale :
oxt)= G (B(y,7).0(y,7),...)

T<tLYEV(X)
e Hypothése de I'état local :
o(x,t) =G(B(x,t),0(x, 1), aj(x, t),...)

avec ¢, les variables internes.

Thermo.32



Thermodynamique Introduction
loi de comportements Cinématique

Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Principes généraux

e La loi de comportement doit fournir I'état de contrainte en Comportements
fonction des variables thermodynamiques. De maniére DISSpalls
sz Couplages
genel’a|e o T}?:rpma(gMécamque
o(x,t) = G (B(y,7),0(y,7),...)
T<tyeV(X)

o Hypothése de I'état local :
G'(X, t) = g(B(X, t)a @(X, t)v Oé,'(X, t)a .. )

avec «; les variables internes.

e Une loi de comportement doit vérifier le principe
d’objectivité (indifférence matérielle).

Thermo.32
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ObjectIVIté Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Une définition
«La loi de comportement doit étre invariante (hormis le
transport d’un référentiel a un autre) pour tout changement de
référentiel de la configuration actuelle.»
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Thermodynamique Introduction

Ob]ecthIté Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Une définition
«La loi de comportement doit étre invariante (hormis le EA—
transport d’un référentiel & un autre) pour tout changement de Dissipaifs

Couplages

référentiel de la configuration actuelle.» Thermo-Mécanique

Mise en ceuvre
numérique

En pratique

 Soit C; la configuration courante, et C; la méme
configuration dans un autre repére (tournée de Q) :

Description Vecteur ob- | Tenseur ordre
jectif 2 objectif
Lagrangienne | Y* =Y A=A

Eulerienne y=Qy A* = QAQ7
Mixte Y =Q-Y A*=QA

Thermo.33



Thermodynamique Introduction

Ob]ecthIté Cinématique
Sthénique

Une définition
«La loi de comportement doit étre invariante (hormis le "
Ise en ceuvre

transport d’un référentiel a un autre) pour tout changement de numérique
référentiel de la configuration actuelle.» Comportements

Dissipatifs

Hyperélasticité

Couplages
Thermo-Mécanique

En pratique

 Soit C; la configuration courante, et C; la méme
configuration dans un autre repére (tournée de Q) :

Description Vecteur ob- | Tenseur ordre
jectif 2 objectif
Lagrangienne | Y* =Y A=A
Eulerienne y'=Q-y A* = QAQ7
Mixte Y*=Q-Y A*=QA

o Une loi de comportement G(B(x, t), ©(x, t), a;(X, t),...) est
objective si :
© toutes les variables sont objectives («, -..).
® G est objectif.

Thermo.33



Thermodynamique Introduction

ObjectIVIté Cinématique
Sthénique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Lois élastiques

Exemple de loi de comportement :

Couplages
Thermo-Mécanique

S — ATH(E)l + 24E
o= %Tr(B D+ (B 1)
o = ATr(A)l + 2uA

Thermo.34



Thermodynamique Introduction

ob]ectlvlté Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements

Lois élastiques
Dissipatifs

Exemple de loi de comportement : Gouplages

Thermo-Mécanique

S — ATH(E)l + 24E
o= %Tr(B )+ (B 1)
o = ATr(A)l + 2uA

Les lois précédentes sont elles objectives ?

Thermo.34



Introduction
Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasti

V4 " " V4
Hyperélasticite
Comportements

Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Hyperélasticité i
Généralités Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Une définition
Un comportement hyperélastique est réversible (pas de
dissipation mécanique)

le comportement mécanique est entierement défini par la
donnée d’'une énergie de déformation.

Hyper.35



Hyperélasticité i
Généralités Cinématique

Une définition

Un comportement hyperélastique est réversible (pas de

Sthénique

Thermodynamique

dissipation mécanique) e
le comportement mécanique est entierement défini par la e

donnée d’'une énergie de déformation. pissialls
Couplages
Thermo-Mécanique

Dissipation intrinséque (en isotherme)

e En eulérien :

&M — oD — pw(B) 0 = 0':2/)32—7’;

e En mixte :

oY

intr
O~ T F—pod(F)=0 = TI=poot

e En lagrangien :

oY

intr __ .._ v
" =8 :E—-py(E)=0 = S= POSE




Hypel‘é|asticité Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Propriétés de I’énergie libre

e Normalisation (pas d’énergie pour une déformation nulle) :

W(F=1)=0

Hyper.36



Hyperélasticité Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Propriétés de I’énergie libre

o Normalisation (pas d’énergie pour une déformation nulle) :
P(F=1)=0

o Etat de référence libre de contraintes :

Couplages
Thermo-Mécanique

0 0 0
6_1|/:}|F=I:O a_g|B=I:0 6—1’E/}|E=o=0

Hyper.36



Hyperélasticité
Généralités

Propriétés de I’énergie libre

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

o Normalisation (pas d’énergie pour une déformation nulle) :  FEETERES

Dissipatifs

Coupl
’llb(F = I) = 0 T}?:rpr:()gjllsécamque

o Etat de référence libre de contraintes :

oy
9F F=1 =

e Coercivité :
P(F) = 400

P(F) = +o0
P(F) = +o0

0
0 a_g|B:I:0 a_E|E:0:O

O

Si Ai — Fo0
Si detF — +o0
si detF — 0"




Hyperélasticité i
Généralités Cinématique

Propriétés de I’énergie libre

o Normalisation (pas d’énergie pour une déformation nulle) :

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

¢(F = I) = 0 Comportements
Dissipatifs
o Etat de référence libre de contraintes : e
oY N 8¢
=0 — g1 =0 =0
8F|F 1= 8B|B" |E 0=

e Coercivité :
P(F) = +o0 si Ai = +00
P(F) = 400 Si detF — +oc0
P(F) — +o0 si detF — 0"

e Polyconvexité (existence et unicité de solution du p.b.
d’équilibre) :

*

w(F):q,Z(F,CofF,detF) avec 1) convexe

Hyper.36



Hypel’é|asticité Introduction
Symétries Matérielles Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Invariance matérielle pour toute rotation Q de la configuration
de référence. Se traduit par :

Y(F-Q)=(F)  VQ tenseur orthogonal

Hyper.37



Hyperélasticité
Symétries Matérielles

Isotropie

Invariance matérielle pour toute rotation Q de la configuration
de référence. Se traduit par :

P(F - Q) = ¢(F) VQ tenseur orthogonal

Isotropie transverse

On défini les tenseurs d’orientations :

M; = a; ® ay
My =M = L(1—a @ a)
Isotropie transverse : )_
P(F- Q) =¢(F) YQe O
avec O tel que : QM;Q7 =

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Hyper.37



Hyperélasticité
Symétries Matérielles

Théoreme de représentation

Une fonction scalaire isotrope 1 (X), ou X est un tenseur
symétrique, peut-étre représentée par les invariants de X :

V(X) = (h, k2, )

avec
1 (X) = tr(X)

b(X) = %(tr(X)z — 1r(X?))
l(X) = det(X)

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Hyperélasticité
Symétries Matérielles

Théoréeme de représentation

Une fonction scalaire isotrope (X), ou X est un tenseur
symétrique, peut-étre représentée par les invariants de X :

Y(X) = ¥(h, Iz, )

avec
H(X) = tr(X)

Io(X) = %(tr(X)Z — tr(X3))
I(X) = det(X)

Propriétés
o Hyperélasticité isotrope : X=Bou X=C

Introduction

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Hyper.38



Hyperélasticité
Symétries Matérielles

Théoreme de représentation

Une fonction scalaire isotrope 1 (X), ou X est un tenseur
symétrique, peut-étre représentée par les invariants de X :

P(X) = P(h, k2, )

avec
1 (X) = tr(X)

h(X) = %(tr(X)Z —tr(X?))
l3(X) = det(X)

Propriétés
e Hyperélasticité isotrope : X=BouX=C
o Ce théoréme est généralisable a ¥/(X,Y,...)

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Hyper.38



Hyperélasticité Introduction

Hyperélasticité isotrope Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre

Loi de comportement

numérique
e en eulérien : Compartments
D) Couplages
g = 2/) ((ﬂﬁ + ’Q[Jz I1 )B — ’l/}zB —|— 1/}3 I3|) Thermo-Mécanique

e en mixte :
II = 20 (41 + 1h2h )F — 92F - C + ¢3lsF )
e en lagrangien :
S = 2po ((¥1 + 2l )l — 12C + 135C~")

avec ¢ = %—f

Hyper.39



Hyperélasticité i
Hyperélasticité isotrope Cinématique

Loi de comportement (autre approche)

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre

e en eulérien . numérique
Comportements
3 aw Dissipatifs
= _— Coupl
@ 2 Z p)\a 6)\8 (na ® na) T}?:rpr:()gjllsécamque
a=1

e en mixte : ,
oy
].__[ =] Zpoa—)\a(na ® Na)
a=1
e en lagrangien :

3

1 8¢

avec N, et n, les vecteurs propres de U et V.

Hyper.40



Hypel’é|asticité Introduction
Hyperélasticité incompressible Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Incompressibilité

On impose J = 1, ou encore k(B) = 5(C) = 1, a l'aide d’un
multiplicateur de Lagrange p tel que :

¥ = (X) — p(det(F) — 1)

Hyper.41



Introduction

Hyperélasticité
Hyperélasticité incompressible

Incompressibilité

On impose J = 1, ou encore /3(B) = /5(C) = 1, & l'aide d’'un Sommoraments
multiplicateur de Lagrange p tel que : Dissipatifs

¥ = (X) — p(det(F) — 1)

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Thermo-Mécanique

e Dans chaque configuration on a:

2 oy(B
= 5B g o
II = pg 6@[}( ) — pcofF

81/)(0) 1
S=2p—55 —pJC

Hyper.41



Hyperélasticité Introduction
Hyperélasticité incompressible Cinématique

Incompressibilité

Sthénique

Thermodynamique

On impose J = 1, ou encore (B) = (C) = 1, a l'aide d’un R
multiplicateur de Lagrange p tel que : Comportements

Dissipatifs

¢ S w(X) - p(det(F) - 1) ?}?:Fr;a(gi/lsécamque

e Dans chaque configuration on a:

_2 0¥(B)
J"B 58 Pl
_Op(F)
II = pg 9F pcofF
S =2pg 812%0) —pJCc!

e p est assimilable & une pression.

Hyper.41



Hyperélasticité Introduction

Cinématique

Quelques Modéles pour les élastomeéres

Modeles phénoménologiques incompressibles

e Le modéle de MOONEY & RIVLIN (1940)

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

1/)(/1 b I2) - C10(I1 - 3) + CO1 (12 - 3) Comportements

Dissipatifs

e Le modéle de RIVLIN & SAUNDERS (1951) Couplages

Thermo-Mécanique

W(h, k)= Cj(h—3)(b—38y avec Cop=0
i,j=0

e Le modéle de GENT & THOMAS (1958)

Y(h, k) = Ci(h —3)+ CzIn <I§2>

e Le modéle de OGDEN (1972)

2

P(A1, A2, A3) :Z (AP+A"+25"—3) avec ppap >0

Hyper.42



Hyperélasticité Introduction

Quelques Modeéles pour les élastomeéres SLEHE
Sthénique

Thermodynamique

Modéles statistiques i
T \\\ Ise en ceuvre

o NEO'HOOKE (1943) numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

u(h) = 3 NKS(h ~3)

N : nombre de chaines par unité de
volume, k : constante de Boltzmann.

e 3 chaines, 8 chaines, ...

Hyper.43



Hypel‘é|asticité Introduction

Hyperélasticité faiblement compressible Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

D ' numérique
F Comportements
Dissipatifs

J 1 / Couplages

Thermo-Mécanique

Modélisation compressible
e Décomposition de FLORY :

F=(J'3I)F

Hyper.44



Hypel’é|asticité Introduction
Hyperélasticité faiblement compressible Ginématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Modélisation compressible

e Décomposition de FLORY :

Couplages
Thermo-Mécanique

F=(J'°F
o Décomposition de I'énergie :

w(F) = "/’iso(l_:) + wVOI(J)

Hyper.44



Hyperélasticité Introduction
Hyperélasticité faiblement compressible Ginématique

Modélisation compressible
Mise en ceuvre

L] DécomDOSItlon de FLORY . numérique

Comportements
Dissipatifs

Sthénique

Thermodynamique

—_ ( N/3NE

F=(J'"I)F o
plages

Thermo-Mécanique

o Décomposition de I'énergie :
ZZ)(F) = T/Jiso(l_:) =+ wvol(J)

¢ Dans chaque configuration on a :

o= (c:Pg) + 32‘\/,0/
= (T:Pp) + 2 WV"’ —"2 CofF

S—(5:Pg)+ ag’f’c 1

Hyper.44



Hyperélasticité
Hyperélasticité faiblement compressible

Modélisation compressible

e Dans chaque configuration on a:

o= (E:Pg) + ag:;oll

II = (ﬁ:IF’E)—l- ag:}o,COfF
_(Q . Ovol =1l

S—(S.]P’c)—i- 5 (o

E:2poJ_1§8,¢)is—o_(§) IPEZ |:]I— 1|®|:|

oB 3
—  Oiso(F) _ -1/3 1 -7
H—po—al_: PF—J H—3F®F
s o Otis(C) Sy S P | —1
S=2pm ™ Ps=J 20 |1- 2CaC

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique




Hyperélasticité Introduction
Hyperélasticité faiblement compressible Ginématique

Modélisation compressible

Sthénique

Thermodynamique

e Dans chaque configuration on a : Msson e
— . 6wvol g:)sr;iz:::fesmenls
v=ErEE
T 8"/)vol
II = (I1: Pg CofF
& 0
S = (S . ]P)E) Z[}VOIC: 1

o Modeéles courants pour 1)q(J) :
k
Yvoi(J) = E(J —1)?
k
thoi(J) = 5 (InJ)?

avec k module de compressibilité.

Hyper.46



Hyperélasticité Introduction

Solutions de problémes homogénes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Les essais courants
o Extension equi-biaxiale R
)\ Comportements
e Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

0 1 0 1
M41 —|_|22—2poa1lp ( E) +2p08_Z <A3_F>

Hyper.47



Hyperélasticité Introduction
Solutions de problemes homogénes Ginématique

Les essais courants
Mise en ceuvre

e La traction uni-axiale - ] numérique

Comportements
Dissipatifs

Sthénique

Thermodynamique

Couplages
Thermo-Mécanique

Hyper.47



Hypel‘é|asticité Introduction

Solutions de problemes homogénes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Les essais courants

e Le glissement simple

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

m
I
oo =
o =2
oo

|

0 0
Mz = 2,00’7(8—1,? + 8—72})

Hyper.47



Hyperélasticité Introduction
Solutions de problemes homogénes Ginématique

Sthénique
Les essais courants

o Le cisaillement pur

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

-n
I

O O >
o =+ O

>- O O




Hyperélasticité Introduction

En pratique... Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre
numérique

Utilisation d’'une loi de comportement hyperélastique

Deux cas de figure : o e
e On connait le module de cisaillement (G) et le module de Gouplages o
compressibilité (K) :

On utilise néoHooke avec : C; = G/2. (pour un
caoutchouc G ~ 2 Mpa, K ~ 1500 Mpa)

e On a des essais matériaux :

On identifie les paramétres du modéle choisi (Cj) en
minimisant I'erreur suivante :

oy (T (Fy., Cj) — TIE*)?
Npt
Sk (TEP)

Err(Cyj) =

Hyper.48



Hyperélasticité Introduction

Identification de lois Hyperélastiques SLEHE
Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre

Un exemple d’identification

numérique
v . , . . . Comportements
Identification couplée traction+cisaillement. Disspais
Couplages
2.5 0.5 - Thermo-Mécanique

. P 0.45
RIV|IHA%§@ = Y - R"’""AQ S#») _
een
e . n Bmas

Contrainte (MPa)
Contrainte (MPa)

“

0.05 | 2ZF

N R et
Traction uniaxiale Glissement simple

Hyper.49



Hyperélasticité Introduction
Identification de lois Hyperélastiques Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Mise en ceuvre

Un exemple d’instabilité liée a I'identification

numérique
gt a g Comportements
Identification en traction seule. Dissipatifs
Couplages
2.5 2 Thermo-Mécanique
Rivlin (9 t = EEe)
etk ggv%gg = RWImA rg@
-

Contrainte (MPa)
Contrainte (MPa)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Déformation Déformation

Traction uniaxiale Glissement simple

Hyper.50



Mise en ceuvre numérique par
éléments-finis

Introduction
Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Retour sur le P.P.V.

e En eulérien (You) :

Qt Q o

Numérique.51



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Retour sur le P.P.V. D
e En eulénen (V5U) . ‘I(';}?:rpr:?(gillsécamque
/ o : (Vx(0u))symdQ — / - dudQ — t°-duds=0
Q Q o,

e En lagrangien (You) :

fV.6udQo— / t5.5udS =0

S : (Vx(6u)™-F)symdQ0— /
[J9%)

Qo Qo

Numérique.51



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Retour sur le P.P.V.

L] En eulér'en (V5u) . Comportements
Dissipatifs
Couplages'
/ o : (Vx(0U))symdQ — / . oud0— [ t.suds=0 [T
Q Q o

e En lagrangien (You) :

S : (Vx(6u)™-F)symdQ0— /

Qo

fV.5udQo— / t5.5udS =0
Qo [J9%)

o En mixte (Véu) :

0 : (Vx(6u))dQ — /

fV-éudQO—/ t5.5udS=0
Qo

Qo o

Numérique.51



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cinématique

Cas général

Retour sur le P.P.V.

Sthénique

Thermodynamique
° En eulérien (V(Su) . Hyperélasticité
/ o . (Vx((su))symdﬂ - / fV . 5UdQ — tS . 6uds = 0 gi(;r;\izt;ilfesmems
Qt Qt 8&'2(

Couplages
Thermo-Mécanique

e En lagrangien (You) :

S : (Vx(5u)T-F)oymdQo— /

fV.6udQo— / t5.5udS =0
Qo

Qo 12197}

e En mixte (Véu) :

0 - (Vx(6u))dS% — fV-6udQO—/ t5.5udS = 0
Qo Qo Qo

Remarque
o Probléme non-linéaire du type R(u,du) =0 Véu
o Eulérien : intégrales sur le domaine mobile a transporter.

Numérique.51



Forme faible des équations d’équilibre Introduction
Cas général Cinématique

Paramétrage du chargement

On introduit le parameétre A(t) tel que :

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

fV = AfV ts - >\ts Couplages

Thermo-Mécanique
Le probleme devient : trouver u et \ tel que
R(u,\,0u) =0 Véu

Remarques

e le systéme est sous-déterminé : il faut rajouter une
équation pour le résoudre :

Cu,\) =0

« dans le cas général f et t5 peuvent dépendre de u.

Numérique.52



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Résolution incrémentale par Newton Raphson

Etape de prédiction : on suppose connu I'état d’équilibre
Ug, A\g on cherche Au, A\ t.q:

'R(Uo + Au, \g + A)\) =0
C(ug+Au,\g+AN) =0

Numérique.53



Forme faible des équations d’équilibre Introduction
Cas général Cinématique

Résolution incrémentale par Newton Raphson

Etape de prédiction : on suppose connu I'état d’équilibre
Ug, A\g on cherche Au, A\ t.q:

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

R(up + Au, Ao+ AN) =0
C(ug+Au,\g+AN) =0

Couplages
Thermo-Mécanique

© On linéarise autour de ug, \g :

R(uo + Au, Ao + AX) = R(Ug, Ao) + WAU
C(uo + AU, Ao + AX) = C(Uo, Ao) + WAU
9C(Uo, Xo)

A AU?, AN
2 A+ o(Au=, AX)

Numérique.53



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Résolution incrémentale par Newton Raphson

Etape de prédiction : on suppose connu I'état d’équilibre Comportemens
issipatifs
Up, A\p on cherche Au, A\ t.q: Gouplages

Thermo-Mécanique
R(Uo + Au, \o + A)\) =0
C(ug + Au, \o + AX) =0

® On résout :
OR OR

%

ou O\

2]
—N
>
=
——
I
o

AN

Numérique.54



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cinématique

Cas général

- . . , Sthénique
Reésolution incrémentale par Newton Raphson S —
Etape de prédiction : on suppose connu I'état d’équilibre Hyperélasticité
Up, Ao on cherche Au, A\ t.q:

Comportements
R(uo + Au, /\0 —+ A)\) =0 Dissipatifs
Couplages
C(UQ + Au7 AO + A)\) = 0 Thefmog-Mécamque
® On résout :
OR OJR
u O\ Au
BRI
ou O\
Remarques

e Le terme OR/0u est appelé opérateur tangent (noté K).

e Leterme OR/O\ est appelé opérateur de chargement
(noté F).

Numérique.54



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas général Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Résolution incrémentale par Newton Raphson

Etape de prédiction (suite)
® Onincrémente :u=ug + Auet A = \g + A\
@ On calcul le résidu : R(u, \) et C(u, A).

Numérique.55



Forme faible des équations d’équilibre
Cas général

Résolution incrémentale par Newton Raphson

Etape de prédiction (suite)
® Onincrémente :u=ug + Auet X\ = \g + AN,
@ On calcul le résidu : R(u, \) et C(u, A).
Etape(s) de correction : on cherche éu, d) t.q.

—R(u, \) }
—C(u, \)

R(U+0u,A+35)\)=0
Clu+du,A+46)\)=0
© On linéarise et on tombe sur :

OR OR

W ORI "

oc  oC oA

ou 0\
® Onitere u =u+ ou et A = A + §\ tant qu'on n’atteint pas
un critére de convergence (ou un nombre limite
d’itérations).

Introduction

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Forme faible des équations d’équilibre Introduction
Cas général Cinématique

Exemple de fonction de contréle

e Controle en effort

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

dC = A)\ — In = O Comportements
Dissipatifs
on Obtlent . ?}?:Fr;a(gi/lsécamque
© prédicteur
KAu = I,F
® correcteur
Kéu = —R(u, )\)
e Contrdle en longueur d’arc (uniquement pour le

correcteur) :
dC=Au-du+6X2 -1, =0

o Contréle en longueur d’'arc linéarisé (uniqguement pour le
correcteur) :

dC=Au-0u+ o AN—1,=0

Numérique.56



Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cinématique

Cas incompressible

Formulation mixte déplacement/pression

e On impose la condition d'incompressibilité J((u)) —1 =0
avec un multiplicateur de lagrange noté p.
Le probleme devient : trouver (u, p) t.q e

Couplages
Thermo-Mécanique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Ry = / (o — Pl : (Vx(0U))sym0R — Pexe(0U) Vou
Q
Rp— /Q Sp(J(u) — 1)dQ; Vop

o Systéme linéarisé du type :
K G Au | [ Ru
G' 0 Ap [ Rp
Remarques

Numériquement on peut avoir p — oo et u — 0 (phénoméne de
blocage ou verrouillage)
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Forme faible des équations d’équilibre Introduction

Cas incompressible perturbé Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Formulation mixte déplacement/pression

e Forme perturbée : trouver (u, p) t.q

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

Thermo-Mécanique

Ru = /(O' — pl) o (VX(5U))symdQ - Pext(éu) Yéu Couplages
Q

Rp = [ dp(-ap— (J(u) ~ 1)de Vip

e Systéme linéarisé du type :
K G Au |l [ Ra

« est un coefficient de perturbation (proche de 0, Dy dans
Abaqus)

Remarque

Numérique.58



Discrétisation
Cas des formes mixtes

E.F. standard

© On discrétise I'espace :

=21,

e

Introduction
Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Disc I’étisati on Introduction

Cas des formes mixtes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements

E.F. standard
Dissipatifs

© On discrétise I'espace : G

Thermo-Mécanique

® On approxime les champs (cas isoparamétrique) :

u' =< N> (U} ou"=< N, > {su'}

p'=<N,>{p'}  p" =< N> {5p}

Numérique.59



DiSC I’étisati on Introduction

Cas des formes mixtes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

E.F. standard

© On discrétise I'espace : Comportements

Dissipatifs

Couplages
— E Thermo-Mécanique
Qo e Qe

® On approxime les champs (cas isoparamétrique) :
u' =< N, > (U}  ou"=< N> {su}
p'=<N,>{p}  op"=<N,>{5p}
® On calcul le résidu et la matrice tangente :

R" = ARs(u",p") K" = AK,(u", p")

Numérique.59



Discrétisati on Introduction

Cas des formes mixtes Cinématique
Sthénique
E.F. Standard Thermodynamique

@ On discrétise I'espace : Hyperélasticié
/ = E / Comportements

Dissipatift

QO 3 Qe issipatifs

Couplages

Thermo-Mécanique

® On approxime les champs (cas isoparamétrique) :
u' =< N, > (U} ou"=< N, > {su}
p'=<N,>{p}  op"=<N,>{5p}
® On calcul le résidu et la matrice tangente :
R" = ARe(u".p") K" = AKc(u",p")

Remarques
* Les fonctions d’approximation de la pression et de la
cinématique (N, Ny) doivent étre choisies de maniere a
éviter des instabilités (condition LBB).
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Discrétisation
Cas des formes mixtes

Exemple d’E.F. stables

Introduction
Cinématique
Sthénique
Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Disc I'étisati on Introduction

Cas des formes mixtes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Exemple d’E.F. stables

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Numérique.60



Comportements mécaniques
dissipatifs

Introduction
Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

e On considére des comportements irréversibles, cad
¢ > 0.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

e On considére des comportements irréversibles, cad
$ > 0.

e On reste dans le cadre de I'état local.

Dissipatifs.61



Comportements Dissipatifs Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Définition
Couplages

e On considére des comportements irréversibles, cad Thermo-Mécanique
¢ > 0.
e On reste dans le cadre de I'état local.
e Approches possibles :
e approche héréditaire (viscosité, endommagement, ...)

ox,t)= [ G(B(x,7))

=0

Dissipatifs.61



Comportements Dissipatifs Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

e On considere des comportements irréversibles, cad
d) > O ‘I(';}?:rpr:?(gillsécamque
e On reste dans le cadre de I'état local.

e Approches possibles :
e approche héréditaire (viscosité, endommagement, ...)

t
o(xt)= [ a(B(x.7)
=0
e dérivées fractionnaires (viscosité)

Dio(x,t) = D{"G(B(x, 1))

Dissipatifs.61



Comportements Dissipatifs Introduction

Généralités Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
Définition Hyperélasticité
e On considére des comportements irréversibles, cad R
$ > 0.
e On reste dans le cadre de I'état local. Couplages

Thermo-Mécanique

e Approches possibles :
e approche héréditaire (viscosité, endommagement, ...)

t
o(xt)= [ a(B(x.7)
=0
e dérivées fractionnaires (viscosité)
Dio(x,t) = Di'G(B(x, 1))

e modele a variable(s) interne(s) (plasticité, viscosité,
endommagement, ...)

o(x, ) = G(B(x, t), i, ...)

Dissipatifs.61



Comportements Dissipatifs Introduction

Modéles a Variables Internes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

¢ On note «; les variables internes (de type flux) et on prend
w(B7 Ot,').

o Claussius-Duhem nous donne (en Eulérien et sans la
température) :

pintr — <U—2Bp6—w) :D—p((g—d)) ;>0

Couplages
Thermo-Mécanique

oB (8%}
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Comportements Dissipatifs Introduction
Modeles a Variables Internes Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

e On note «; les variables internes (de type flux) et on prend

w(B’ ai)' ?}?:Fylnacgi/lsécamque
e Claussius-Duhem nous donne (en Eulérien et sans la
température) :
i oY oY .
oM — —2Bp— | :D— fap >
(" ”as) p(aa,-> @i 20

o La force thermodynamique associée au flux o°¢,- est notée

A
9

A= 50
I
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Comportements Dissipatifs Introduction
Modéles a Variables Internes Cinématique

Définition
Mise en ceuvre

e On note «; les variables internes (de type flux) et on prend [

I/J(B, a,-).

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

e Claussius-Duhem nous donne (en Eulérien et sans la P—
température) . Thermo-Mécanique
i N o .
q)mtr: —2Bop—L-):D— i >0
« La force thermodynamique associée au flux a; est notée
A;.
o
A= —
! p&‘a,-
Remarque

A; et aj dépendent de la configuration.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Modéles a Variables Internes Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Matériaux Standard Généralisés

« On introduit un pseudo-potentiel de dissipation o (c;) .

e Les forces thermodynamiques dérivent de ce
pseudo-potentiel (principe de normalité)

A= 8?
8a,-

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction

Modéles a Variables Internes Cheretis
Sthénique
- — — Thermodynamique
Matériaux Standard Généralisés Hynorlasrets
o g a a g . o i uv
 On introduit un pseudo-potentiel de dissipation () . nomerie
o Les forces thermodynamiques dérivent de ce
pseudo-potentiel (principe de normalité) el
Thermo-Mécanique
o
A=—
80(,'

¢ On introduit un pseudo-potentiel de dissipation dual
©*(Aj) .

¢ Les flux thermodynamiques dérivent de ce
pseudo-potentiel (principe de normalité)

. 6()0*

Dissipatifs.63



Comportements Dissipatifs
Modeéles a Variables Internes

Matériaux Standard Généralisés

« On introduit un pseudo-potentiel de dissipation o(c;) -

o Les forces thermodynamiques dérivent de ce
pseudo-potentiel (principe de normalité)

A — 6‘?
aa,-

Remarques

e Passage de ¢ a ¢* par la transformée de
Legendre-Fenchel :

0 (Aj) = SI.JP{Ai L ai — p(an)}

¢ Le pseudo-potentiel (ou son dual) doit étre convexe,
non-négatif et nul a 'origine.
¢ Le pseudo-potentiel (ou son dual) doit vérifier I'objectivité.

Introduction

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction
Dissipation intrinséque Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique

Matériaux Standard Généralisés

e En négligeant les effets thermiques (en Eulérien) :

i 31/} Bw . .
(D’nt" — _ 7 _ o > V| .
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Comportements Dissipatifs
Dissipation intrinseque

Matériaux Standard Généralisés

e En négligeant les effets thermiques (en Eulérien) :

4 31/} 81,/) . .
intr _ _ D _ o > .
) < 23p83> :D p(@a;) caj >0 VD,

¢ La dissipation est toujours positive si on prend :

_ 9
= ZBpaB (1)
- oy _ Oy

A= paai B 801.,' @

Introduction

Cinématique

Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction
Dissipation intrinséque Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Matériaux Standard Généralisés

e En négligeant les effets thermiques (en Eulérien) :

. o o\ . . Jeme
intr . . 7> . Thermo-Mécanique
) ——( —ZBp(?B).D—p(8 i).a, 0 VD, q; 9

Mise en ceuvre
numérique

o La dissipation est toujours positive si on prend :

g 0¥
= 2Bp (1)
. oY Oy

A= o B @

e L’évolution de la variable interne est régie par une
équation complémentaire (2)
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Comportements Dissipatifs
Dissipation intrinseque

Matériaux Standard Généralisés

o En négligeant les effets thermiques (en Eulérien) :

(Dintr: <U—23pa¢> :D_p(ad}) :0.1,-20 VD,O.’.i

8_B 8a,~

Remarque 1
Si ¢ est fonction de D alors ¢ = (9/5D) : D

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction
Dissipation intrinséque Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Matériaux Standard Généralisés

e En négligeant les effets thermiques (en Eulérien) :

Couplages

. 31/} ad) o O Thermo-Mécanique
intr __ _ . _ T :
) <0' ZBpaB> :D p(ﬁa;) caj >0 VD, q;

Remarque 1
Si ¢ est fonction de D alors ¢ = (9 /0D) : D

Remarque 2 : autre approche

On défini directement ®" comme une fonction objective et
positive des V.E. et V.I.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Etats intermédiaires Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité
— F Mise en ceuvre
numérique
Fa F
Couplages
C Thermo-Mécanique

Décomposition de la transformation
e On postule une décomposition de la forme (SIDOROFF) :

F=F,-F,

avec F, une transformation purement élastique et F, une
transformation anélastique.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Etats intermédiaires Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Décomposition de la transformation

e On postule une décomposition de la forme (SIDOROFF) :

Couplages
Thermo-Mécanique

F=F.-F,

avec F. une transformation purement élastique et F, une
transformation anélastique.

Propriétés

e Dans le cas isotrope v est une fonction isotrope de B et
Be (OU Ces Caa Ba)
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Comportements Dissipatifs Introduction

Etats intermédiaires Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Décomposition de la transformation

e On postule une décomposition de la forme (SIDOROFF) :

Couplages
Thermo-Mécanique

F=F,-F,

avec F. une transformation purement élastique et F, une
transformation anélastique.

e Dans le cas isotrope v est une fonction isotrope de B et
Be (ou Ce, Cz, Ba)

o |l faut faire attention a I'objectivité !
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Comportements Dissipatifs Introduction

Etats intermédiaires Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Décomposition de la transformation

e On postule une décomposition de la forme (SIDOROFF) :

Couplages
F = Fe . Fa Thermo-Mécanique

avec F. une transformation purement élastique et F, une
transformation anélastique.

e Dans le cas isotrope v est une fonction isotrope de B et
Be (OU Ce= Caa Ba)

o |l faut faire attention a I'objectivité !
e On peut généraliser a n états intermédiaires.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Etats intermédiaires Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

, g " Hyperélasticité
Décomposition de la transformation

e On postule une décomposition de la forme (SIDOROFF) :

Mise en ceuvre
numérique

F= Fe . Fa Couplages

Thermo-Mécanique

avec F, une transformation purement élastique et F, une
transformation anélastique.

e Dans le cas isotrope v est une fonction isotrope de B et
Be (ou Ce, C,, Ba)

o |l faut faire attention a I'objectivité !

e On peut généraliser a n états intermédiaires.

e On peut construire des modeles rhéologiques.
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Comportements Dissipatifs Introduction

Exemple : Viscosité de Maxwell SiSpetoe
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

R R

e
——r—>
Couplages
Thermo-Mécanique

Données du modéle

e variable interne : F,.
o fonction d’énergie libre : ¢)(B;) (associé a I'élément
rhéologique ressort).

o pseudo potentiel de dissipation ¢ (associé a I'élément
rhéologique amortisseur)

Dissipatifs.66



Comportements Dissipatifs Introduction

Exemple : Viscosité de Maxwell Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

Equations constitutives (en Eulérien)
o Clausius-Duhem

e

5B, Be=0
e,

¢intr:U:D—p
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Comportements Dissipatifs Introduction

Exemple : Viscosité de Maxwell Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

F IS Mise en ceuvre
€ v numérique

—r—>
V V V j_ Couplages
Thermo-Mécanique

Equations constitutives (en Eulérien)
o Clausius-Duhem

d)intr:a':D—paaw :B.eZO

e

e Variation de B, :

Be—L -Be+Bo LT — 2F,-D,-F]
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Comportements Dissipatifs Introduction

Exemple : Viscosité de Maxwell SiSpetoe
Sthénique
Fe R :
«—» Thermodynamique

Hyperélasticité

\"
+—>
j— Mise en ceuvre
numérique

Equations constitutives (en Eulérien)
o Clausius-Duhem

Couplages
Thermo-Mécanique

. 31/) °
intr _ . p_ . >

e Variation de B, :
Be=L-Bo+Be-L™ — 2F,-D,-F]

e On obtient :

oY 9y

q)intr:(o._zpBe.a?):D+(2pVe-8T.Ve):DSZO
e e

avec D9 = R.D,R/ mesure anélastique objective.
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Comportements Dissipatifs
Exemple : Viscosité de Maxwell

Fe K

M-

Equations constitutives (en Eulérien)
e On obtient :

oY oY
intr 5 o
o™ = (o — 2pBe - 333) :D+ (2pVe - 7B, -Ve): D¢ >0

doit étre vérifié VD et VD?.
e Loi de comportement et équation complémentaire :

0
0':2pBe-ag)
e
oy _ 9
2pvea_Beve_6_D3

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction
Viscosité de Maxwell Cinématique

Sthénique

FV Thermodynamique

Fe
—> a a
+—> Hyperélasticité
Mise en ceuvre
:l— numérique

Couplages
Thermo-Mécanique

Equations constitutives dans le cas incompressible
e On obtient :

‘%’ - pl): D+ (20Ve: 9 y):De>0

pintr — (0_ 2pB,- 33

avec tr(D9) =tr(D) =0
o Loi de comportement et équation complémentaire :

F) D
a’:2p<Be-ag}> —pl
e

Oy D_ Op
(2”"9 7B, Ve) = oDg
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Comportements Dissipatifs
Particularité des Grandes-Déformations

¢eq(B)
'@bneq(Bv)

Particularité des Grandes-Déformations
e Des modéles rhéologiques équivalents en petites
déformations conduisent a des modeles différents en
grandes déformations.
e Les lois complémentaires sont souvent complexes a
intégrer.

Introduction

Cinématique

Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique
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Comportements Dissipatifs Introduction

Visco-Plasticité Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Thermo-Mécanique

Données du modeéle

e variable interne : F,.
o fonction d’énergie libre : ¢(B¢) (associé a I'élément
rhéologique ressort).

e pseudo potentiel de dissipation dual ¢*(o) (associé a
I'élément rhéologique amortisseur)

Dissipatifs. 70



Comportements Dissipatifs Introduction

Visco-Plasticité Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Fe Fp Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Couplages
Modele Fluide de Bingham

Thermo-Mécanique
o Clausius-Duhem nous donne :

(Dintf = (0’ — 2pBe ) D + (2pV aag Ve) . Dg Z 0

¢ Loi de comportement et équation complémentaire :

0
-u(n )

op*
D¢ =
P 9o
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Comportements Dissipatifs Introduction

Visco-Plasticité Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
R F
> ———> Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Modéle de Bingham

e On peut prendre par exemple (avec f une fonction seuil) :

Couplages
Thermo-Mécanique

_ <o) -¢>

¥(Be) = Cio(If —3) et ¢*(o) 0

¢ Loi de comportement et équation complémentaire :

0
oo )

o_ <lo?-¢> oP

D
P U le®ll

Dissipatifs.72



Couplages Thermo-Mécanique
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Thermodynamique
Hyperélasticité
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numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique
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Quelques exemples Introduction

1er exemple : Etirement d’un caoutchouc Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Thermographie d’un élastique

ThermoMéca.73





Quelques exemples Introduction

1er exemple : Etirement d’'un caoutchouc Cicnatoas
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Thermographie d’un élastique

Comportements
Dissipatifs

Constat
La déformation conduit a une évolution de la température.

ThermoMéca.73



Quelques exemples
2eme exemple : Moteur a chaleur

Moteur a chaleur

Introduction

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs
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Quelques exemples Introduction

2eme exemple : Moteur a chaleur Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Moteur a chaleur

Comportements
Dissipatifs

Constat
Léchauffement conduit a une déformation.
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Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique

Sthénique

Traction cyclique sur un diabolo Thermodynamique

I 1 Hyperélasticité

Cyc € Mise en ceuvre
numérique
Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Traction cyclique sur un diabolo Thermodynamique

Hyperélasticité

cycle 720

Mise en ceuvre
92.97 numérique

5150

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Traction cy! ue sur un diabolo Thermodynamique

Hyperélasticité

cycle 1800

Mise en ceuvre
92.97 numérique

5150

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Traction cyclique sur un diabolo Thermodynamique

Hyperélasticité

cycle 4380

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Traction cyclique sur un diabolo Thermodynamique

Hyperélasticité

cycle 5300

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction

3eme exemple : Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Traction cyclique sur un diabolo

Hyperélasticité

CyC|e 6800 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction
3eme exemple : Auto-échauffement

Cinématique

Sthénique

. a . Thermodynamique
Traction cyclique sur un diabolo Hynerelasticte
lyperélasticité

CyC|e 8400 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques exemples Introduction
3eme exemple : Auto-échauffement

Cinématique

Sthénique

. a . Thermodynamique
Traction cyclique sur un diabolo Hynerelasticte
lyperélasticité

CyC|e 1 0800 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs
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Quelques exemples Introduction
3eme exemple : Auto-échauffement

Cinématique

Sthénique

. a . Thermodynamique
Traction cyclique sur un diabolo Hynerelasticte
lyperélasticité

CyC|e 1 7350 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs
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Quelques exemples Introduction
3eme exemple : Auto-échauffement

Cinématique

Sthénique

. a . Thermodynamique
Traction cyclique sur un diabolo Hynerelasticte
lyperélasticité

CyC|e 50000 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Que|queS exemples Introduction
3eme exemple : Auto-échauffement

Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Traction cyclique sur un diabolo Hynerelasticte
lyperélasticité
CyC|e 1 60000 Mise en ceuvre

numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoMéca.75



Quelques observations
Effet Gough-Joule

Inversion thermoélastique

variation de température [K]

0.20

0.16

0.12

0.08

a Joule (1859)
o James et Guth (1943)

Effort (K g.cm™2)

\ | ,
20 10 60 80 100
déformation nominale (%]

Introduction
Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

if/ Contribution de la variation de I'énergie interne

Elongation (%)

ThermoMéca.76



Quelques observations Introduction

Matériaux "dur" vs matériaux "mou" Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

Polyméres (loin | Métaux A
de I'état vitreux) e
Soumis a une | s’échauffent se refroidissent
déformation
Soumis a un | se contractent se dilatent
effort puis un
échauffement
Variation énergé- | la variation d’en- | la  déformation
tique pour un in- | tropie prime : | perturbe le
crément de dé- | élasticité entro- | réseau cristal-
formation pique lin : variation
d’énergie  in-
terne

ThermoMéca.77



Quelques observations Introduction

Effet de la température sur les caractéristiques mécaniques Cinématique
Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre

Exemple : transition vitreuse des polymeres numérique
Comportements

A Eik 6 Dissipatifs

quelques GPa Gouplages

Thermo-Mécanique

~~o
~a.

[

Ty Température (°C)
I Etat vitreux B Etat caoutchoutique
[ Etat de transitiorlll Ecoulement

ThermoMéca.78



Introduction
Cinématique
Sthénique
Thermodynamique

Hyperélasticité

Modélisation : Thermo-Elasticité

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique

ThermoElast.79




Thermo-élasticité Introduction
Hypothéses Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Hypothéses

e La conductivité est décrite par la loi de Fourier
dans Q; q = —K;Vx© — otherm > o

dans Qy Q= —-K;Vx0© . ptherm >

ThermoElast.79



Thermo-élasticité Introduction

Hypothéses Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Hypotheses

e La conductivité est décrite par la loi de Fourier
dans Q; q=—K;V,© - ptherm > o

dans Qp Q= —K;Vx0O — oplherm > 0

e L’énergie libre est seulement fonction de la température et
de la déformation

ThermoElast.79



Thermo-élasticité Introduction

Hypothéses Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre

Hypotheses numérique

o La conductivité est décrite par la loi de Fourier Comportements

Dissipatifs

dans Q; q=—-K;Vx© — ptherm > 0

dans Qy Q= —K7Vx® — ORI . ()

e L’énergie libre est seulement fonction de la température et
de la déformation

e La dissipation intrinséque est nulle

dans € a:D—p(@Z—i—né)zO

dans Qg 1'I:|.=—po(1.p+né):0

ThermoElast.79



Thermo-élasticité Introduction

Retour sur le premier principe Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
o Avec la forme locale du 1er principe e coue

Comportements
Dissipatifs

pé:a : D+ pr — divxq
o |a définition de I'énergie libre
Yv=e—nd

¢ la définition de I'entropie

_ %
00
e on obtient :
06 = p0(2B-LL ) 4 pr — div

ThermoElast.80



Thermo-élasticité Introduction

Equation de la chaleur Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

pCO = ply + pr —divxq dans
—~— N =~ S~
1 2 3 4

Comportements
Dissipatifs

1 est un terme d’absorption de chaleur : C = —@%é
(capacité calorifique)
2 est un terme de couplage thermo-mécanique :
—1
Im = e(pf’%@" : D) (chaleur latente mécanique)
3 est un terme radiant

4 est un terme de conduction

ThermoElast.81



Thermo-élasticité Introduction

Equation de la chaleur Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Remarques

pCO — plp — pr + divyg = 0

e Sily =0 (pas de couplage TM), I'élévation de température
est due aux conditions de bord (et a r).

e Sil, =0etq=0 (cas adiabatique) il n’y a pas d’évolution
de la température (sauf si r est imposé non nul).

ThermoElast.82



Thermo-élasticité Introduction

Equilibre Thermo-Mécanique (en quasi-statique) Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
. Mise en ceuvre
Trouveru et © tq: Mse enes
. v Comportements
d|Vx0' + f = 0 danS Q[ Dissipatifs

pCé — plm — pr +divyq =0 dans
Avec les conditions de bords :
o-n=t  sur 99
u=u, sur 9%
q=h(©O — Oey)n sur 997
© = B¢y sur 39?

Et les conditions initiales :

O(t=0)=06 dans

ThermoElast.83



Thermo-élasticité Introduction
Prise en compte de la dilatation thermique Cinématique

Sthénique

Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Une proposition

e Décomposition de la déformation
F=F, Fo

avec
Fo = (1+a(®—6))"

« est un coefficient de dilatation.

ThermoElast.84



Thermo-élasticité Introduction

Prise en compte de la dilatation thermique SiSpetoe
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Une proposition

e Décomposition de la déformation

Comportements
Dissipatifs

F=Fpn- Fo

avec
Fo=(1+a(®—6))"I

o est un coefficient de dilatation.

Variation de volume
Question : que vaut la variation de volume totale ?

ThermoElast.84



Thermo-élasticité Introduction

Prise en compte de la dilatation thermique Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité
ey i
Une pl‘OpOSItlon m‘;eé?igfzuvre
« Décomposition de la déformation Comportements
Dissipatifs

F=Fn-Fo

avec
Fo =(1+a(© —06y))'I

« est un coefficient de dilatation.

Variation de volume
Question : que vaut la variation de volume totale ?

J = Jodm = (1 + a(© — ©9))Jm

ThermoElast.84



Thermo-élasticité Introduction

Prise en compte de la dilatation thermique Cicnatoas
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Elasticité entropique

e On choisi

Comportements
Dissipatifs

S) S)
pY = pz-(h(B)=3)+ Co((©—©0) —OIn(5-)) —p(Im—1)
@0 e0
e La nullité de la dissipation intrinseque nous donne

o= <2,uegoB> — pdml

— A (1(B) - 3) — apm ©
n= eo(l1(B) 3) apJ@ + CO In(eo)

ThermoElast.85



Thermo-élasticité Introduction

Prise en compte de la dilatation thermique GEE e
Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité
Elasticité entropique i e
o Cas de I'extension uniaxiale (avec Jy = 1) oy e
A0 0
F=|0 % 0
0 0 &

e En tenant compte des conditions de bord (o22 = o33 = 0)

Jo
by

__Bep, 2 _ S
n= 60()‘ +)\(Je+a@) 3)+Co|n(eo)

g1 = 2/1 (/\2

ThermoElast.86



Thermo-élasticité Introduction
Prise en compte de la dilatation thermique Cinématique

Elasticité entropique
Mise en ceuvre

« Si on considére un processus adiabatique et isentropique numérique

©
g1 = 2;1,@—0()\2

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Comportements

J@ Dissipatifs
3)

_ K2 E _ 2_
n= e0()\ +>\(Je+a@) 3)+Coln(eo)—const

e Variation de la température avec I'élongation

r

ThermoElast.87



Modélisation : Cas général

Introduction
Cinématique
Sthénique
Thermodynamique
Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Couplages
Thermo-Mécanique




Couplage thermo-mécanique Intraduction
Auto-échauffement Cinématique

Mise en ceuvre

e Avec la forme locale du 1er principe numérique

Comportements
Dissipatifs

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

pé:a : D+ pr — divxq
¢ |a définition de I'énergie libre
v=e—n0
o |a définition de I'entropie

o
26

e dissipation intrinséque

S — gD — p(t)+1O) > 0

ThermoDis.88



Thermo-mécanique Introduction

Auto-échauffement Cinématique
Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

pCO =M™ 4 ol + pr —divgq  dans
—— \\2’4 ~— =~ =
1 3 4 5

Comportements
Dissipatifs

1 est un terme d’absorption de chaleur : C = —e%
(capacité calorifique)

2 est un terme de production de chaleur interne

3 est un terme de couplage thermo-mécanique

4 est un terme radiant

5 est un terme de conduction

ThermoDis.89



Thermo-mécanique

La nature du couplage thermo-mécanique dépend :

e de la dépendance des propriétés mécaniques a la
température (termes de chaleur latente)

¢ de la dilatation thermique
¢ de la capacité calorifique
¢ de la dissipation mécanique (auto-échauffement)

Introduction
Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

ThermoDis.90



Thermo-mécanique Introduction

Cinématique

Sthénique

Thermodynamique

Hyperélasticité

Mise en ceuvre
numérique

Comportements
Dissipatifs

Difficultés en grandes déformations

o Dépendance a la déformation des propriétés thermiques
(capacité calorifique, dilatation, conductivité,...)

e Problématique de la configuration pour définir et quantifier
les termes d’échanges sur les surfaces qui se déforment
(convection par exemple)

o Importance de la dissipation intrinséque.

ThermoDis.91
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numérique
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