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~ Note ~

L’objectif de ce document est de présenter quelques bases mathématiques sur lesquelles
reposent la Statistique paramétrique. Notamment, les principales lois de probabilités utilisées
en Statistique seront étudiées (lois normale, de Student, du Chi-deux et de Fisher...).
Contact : christophe.chesneau@gmail.com

Bonne lecture!
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1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

1 Variables aléatoires réelles & densité : I’essentiel

Point de départ : On suppose construit un espace probabilisé (€2, .4,P). Lorsqu'une quantité est
introduite (dérivée, intégrale, espérance, moments, variance ... ), il est supposé que celle-ci existe.
On appelle var toute application X : Q — R.
Le support d'une var X, noté X (), est 'ensemble des valeurs atteintes par X. C’est la
premiére chose & préciser lorsqu’on considére une var.
On appelle densité toute fonction f: R — R vérifiant :
o pour tout z € R, f(z) >0,
o /00 f(z)dz = 1.
—oc0
On dit qu’une var X est a densité s’il existe une densité f telle que, pour tous a < b,

on a

IP’(angb)—/bf(x)dx

On dit alors que X est de densité f ou X posséde la densité f ou f est une densité de X. La loi de X

est caractérisée par f.

P(X=a)| P(X<D) P(X > a) Pla < X <)
0 / f(z / f(z /abf(x)d:c—/ daz—/ f(z

On peut donc remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes :

Pa<X<b)=Pla<X<bh)=Pla<X<b)=Pla<X<D)...

Flz)=P(X <x) = /w f(t)dt, z eR.

Soit F' la fonction de répartition d’une var X de densité f. Alors X () est

l'adhérence de {z € R; F(z) €]0,1[}.
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1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

o F' est continue sur R,

o F est croissante,

o lim F(z)=0et lim F(z)=1.
T—r—00 T—r 00

Soit X une var & densité de fonction de répartition F. Alors une

densité f de X est donnée par
f(z) = F'(z)

pour tout x € X () sauf les points ou F' n’est pas dérivable, et par ce qu’on veut ailleurs (du moment
que f reste une densité).
X et Y suivent la méme loi < Fx(z) = Fy(z) pour tout z € R & fx(z) = fy(z)
pour tout z € R sauf, éventuellement, en un nombre fini de points.
X est symétrique < X et —X suivent la méme loi.

X posséde une densité f paire = X est symétrique.

o pour tout r € R, P(X < —z) =1-P(X < z),

o pour tout x > 0, P(|X| <z) =2P(X <z)— 1.

L’espérance de X est la valeur moyenne de X.

Pour toute fonction g : R — R, on a

(e]

pour tout a € R, E(a) = a,

e}

X(Q) C[0,00] = E(X) >0,

o

E(aX +b) = aE(X) + b,

(e]

E(aX? +bX + ¢) = aE(X?) + bE(X) + c.

C. Chesneau 6



1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

E(X") = / T o f(@)da.

— 00
X est symétrique = pour toute fonction g : R — R impaire (si

existence) E(g(X)) = 0.

V(X) =E((X —E(X))?).
La variance de X mesure la dispersion des valeurs de X autour de son espérance.
o V(X) >0,

o V(X)=0 < X est une var constante,

o V(aX +b) = a®V(X).

Tout comme la variance, 'écart-type de X mesure la dispersion des valeurs de X autour de son
espérance. Il a 'avantage d’étre de la méme unité que X contrairement & la variance qui éléve I'unité

au carré.

pour tout ¢ telle que E(e!X) existe.

E(X™) = L™(0).

C’est pourquoi on appelle aussi L fonction génératrice des moments de X.
X et Y suivent la méme loi < Lx(t) = Ly (t) pour tout

teR.
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1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

Soient X1, ..., X, n var. On appelle vecteur de var’application (X1,...,X,) : Q@ — R"
vérifiant (X71,...,X,)(w) = (X1(w),..., Xn(w)), w € Q.
Le support d’'un vecteur de var (Xi,...,X,), noté (Xi,...,X,,)(Q), est 'ensemble de ses
valeurs possibles.

On appelle densité (n-dimensionnelle) toute fonction f : R™ — R vérifiant :

o pour tout (x1,...,z,) € R, f(z1,...,2,) >0,
/ / flxy,...,xp)dxy ... dxy = 1.
On dit qu'un vecteur de var (X1, ..., X,,) est & densité s'il existe une densité

f, telle que, pour tout D C R™ on a

P((Xl,..., ED / /fxl,..., dl‘l .dxy,.

On dit alors que (X1, ..., X,,) est de densité f ou (X7, ..., X, posséde la densité f ou f est une densité
de (X1,...,X,). Laloi de (Xq,...,X,) est caractérisée par f.

F(xl,...,xn):]P’<ﬂ{Xi§xi}>, (:L‘l,...,xn)eR”.

i=1

Soit F' la fonction de répartition d’'un vecteur de var (Xi,...,X,) a densité.
On définit (X7, ..., X,,)(Q) par 'adhérence de {(z1,...,2,) € R"; F(x1,...,2,) €]0,1[}.

Une densité de X; est donnée par

fx, (z1) :/ / flxy, ..., xpn)dze ... dxy, r1 € R.

On définit de la méme maniére des densités pour d’autres var Xo, ..., X,.

Une densité de (X1, X2) est donnée par

f(X1,X2)($17x2) :/ / f(ﬂjl,...,:bn)d$3...d$n, (%1,I2) €R2.

On définit de la méme maniére des densités d’autres vecteurs de var.
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1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

X1,..., Xy sont (mutuellement) indépendantes <

(X1,...,Xp) posséde la densité produit : [, fx,(x:), i.e.

n
flan,. . mn) =[] fx.(2:)
i=1
pour tout (z1,...,z,) € R™ sauf, éventuellement, sur un ensemble de volume nul

(donc (X1,...,Xn)(R2) = X1(Q) x ... x X,,(Q)) & pour tout (z1,...,2,) € R” on a

F(z1,...,2n) = [ Fx,(z:)
i=1
< pour tous a; < b, i € {1,...,n},
n n
P (ﬂ{ai <X; < bz}) = HP(CM < X; < b).
i=1 i=1
o Si(Xy,...,X,)(R) n’est pas un ensemble produit, alors Xi,..., X,, ne sont pas (mutuellement)
indépendantes.
o Xi,...,X, sont indépendantes = pour toutes fonctions ¢g; : R — R, i € {1,...,n}, les var
91(X1), ..., 9n(X,) sont indépendantes.
o Xi,...,X, sont indépendantes = pour toutes fonctions g : R? — R et h : R*—@+) 5 R,

ge{2,...,n—1}, les var g(Xi,..., Xy) et h(X441,...,Xy) sont indépendantes.

Pour toute fonction g : R — R, on a

E(g(X1,...,Xn)) :/_OO /_OO g(x1, .. xn) f(z1,. .. xp)dey . . day,.

X1,...,X, sont indépendantes = pour toute fonction g; : R — R,

ie€{l,...,n},ona

E (H gi(Xi)) = HE(gi(Xi))'
=1 i—1
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1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

C(X,Y)=E(X —EX))(Y —E(Y))) =E(XY) —E(X)E(Y).

C(X1,X1) C(X1,X2) ... ... C(X1,X,)
C(X2,X1) C(X2,X3) ... ... C(X2,X,)
. :

C(anlaXn)

C(Xp, X1) e C(X, X))

n n n n n i—1

E (ZX) => E(Xi), V (ZX) =D V(X)) +2) ) C(Xi, X;).

=1 =1 =1 =1 =2 j=1

Xi,..., X, sont indépendantes = C(X;, X;) = 0 pour tout i # j avec (i,j) € {1,...,n}% =

v (z Xi) - v,
i=1 i=1

n q n q
i=1 7j=1

i=1 j=1

Soient (X,Y) un couple de
var de densité f(xyy), et ¢ : (X,Y)(2) = Ret ¥ : (X,Y)(2) = R deux fonctions.

On considére le couple de var :

(Uv V) = (¢(X7 Y)7¢(X7 Y))

C. Chesneau 10



1 Variables aléatoires réelles a densité : I'essentiel

On suppose que g(z,y) = (é(x, ), ¥ (z,y)) est injective et qu'il existe deux fonctions h : R? — X (€2)

et k: R? — Y(Q) différentiables telles que

Soit J(u,v) le jacobien associé a (z,y) = (h(u,v), k(u,v)) défini par le déterminant :

B(u,0) Blu,v)
oh ok ok Oh
T(u,0) = = S, 0) 5 () — S (0, 0) 5 (u,0)

Go(u,v) Go(u,v)

Alors une densité de (U, V) est donnée par

f(U,V) (u7 U) = f(X,Y)(h(u’ U), k(uv U))‘J(uv U)|7 (u7 U) € R?.

C. Chesneau 1 1






2 Loi normale

2 Loi normale

2.1 Généralités

On dit qu'une var X suit la loi normale N'(u,0?), avec u € R et o > 0, si elle posséde la
densité :
1 (@=p)?
f €Tr) = 67 202 , €T € R
(=) V2mo?
(On adopte désormais la notation : X ~ ... < X suit la loi...).

Le résultat suivant est alors central :

‘ La fonction f définie précédemment est bien une densité.

Preuve :
o Pour tout 2 € R, on a f(z) > 0.
o En faisant le changement de variable : x = oy 4 u, en écrivant l'intégrale simple obtenue comme une
intégrale double, puis en faisant un changement de variable en coordonnées polaires :

(y,z) = (rcos(8),rsin(f)), r > 0, 8 € [0, 2] (de jacobien r), il vient

> > 1 (z=w)? (MJ-HL w)? 1 o0 y2
z)dx e 22 dx = 2 ody=— e 2d
[oo f(@) [ 2mo2 V2mo? v= V2 [ 4

1 9] J2 1 0 2 0 2

= — *Td = — 5 d ~—2d
V 2 (/oo ‘ y V 277\/ 7 ¢ y) (/oo c Z)
2
_yit=z +Z 7‘2 (‘052(9)+T sin2(0)
= dydz = / / rdrdf
\// / V2 \/

1 > o r270°
= — de -7 d = 2 —e 7

27 (/0 > </0 T> Vr 1o [ ¢ ]o
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2 Loi normale

Des densités associées a la loi normale A (y, 02), avec plusieurs valeurs de u et o, sont représentées

ci-dessous :

De maniére générale, le graphe de la densité f est symétrique par rapport a p. Celui-ci est en forme

Densités associées a la loi normale

04

0.3
|

0.2

0.1

Q

oMo
q q

Iono
o =

=-2, 0=0.7

==EEETE

de "cloche" plus ou moins arrondie selon les valeurs de o.

En outre, ce graphe a

o un point maximum de coordonnées : (., yx) = (i, f(1))

o deux points d’inflexion de coordonnées

(0, Y0) = <M — o,

1

V2mo?

e

1
2

) o)

“(n

1
(ren

1
V2mo? ) ’

C. Chesneau
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2 Loi normale

Soit X ~ N (u,0?). Alors on a

Preuve :

o OnaE(X)=E(X — p)+ pu, avec

E(X —p)

/_ (z — p)f(x)dr = /_ (z —p) \/Q;?e*(m;ﬁﬁ dx

_(@=w? 1 _(@=w? e
202 dx = |:—U2€ 202 =0.
— 00

1 o0
V2mo? /_Oo(x —He V2ro?

D’ou
E(X)=0+p=pu.

o En utilisant I'égalité : E(X) = p, en faisant une intégration par parties et en utilisant I’égalité :

ffooo f(z)dz =1, il vient

V(X)

I
=
>
\
ey
>
NS
I
=
>
\
=
I

JaCE e

— 00

(w—m)?

e 1 (@=)? 1 o
2 2 -
= T — [ e 202 dgc:i/ r—p)e 22 dx
/—oo( ) V 27'('0'2 V 27T0'2 —oo( )

- L (v — ) x —0'26_(12_%)2 ) _/OO —026_(m2_‘?L)2 dx
- V2ro? . e

1 <0+ 2/00 ,(wﬂ%ﬂd ) 2/00 1 ,(wﬂg)r"d
= — g € 20 r ) =0 € 20 X
W —00 —00 27TU2
02/ f(z)dr = 0% x 1= 0>

o On a

o(X)=/V(X)=Vo?2=0.

C. Chesneau 15



2 Loi normale

Soit X ~ N(u,0?). Alors la transformée de Laplace de X est

t202

L(t) = et

teR.

Preuve : En faisant le changement de variable : x = oy + p, et en utilisant 1’égalité :

1=, \/127 (up” dy =1, a € R (car c’est I'intégrale d’une densité associée a la loi normale A («, 1)), pour

tout ¢t € R, il vient

> 1 (@—w)?
L(t) E(etx) = / tIf d:E = / e 222 dx
- V2mo?
0 2
_ T U Al
— - Y = e e e Y
vV 27r02 V2 _
1 t252 > (y—to)® to) t252 > loo _ (= ta) t252
= Fet“e 2 / e~ dy = et 2 / \/T dy =e"t 2 x1
T o S T
= et“+t2202 .

2,2
Remarque : On a L'(t) = (u + ta2)et“+t7 et L''(t) = (02 + (u +ta?)?)e

On retrouve alors 'espérance et la variance de X :

E(X)=L'(0)=pn  V(X)=EX?) —(E(X))*=L"(0)~ (L'(0))* = 0° + p? — p* = %,

Soient n € N*, ag,a1,...,a, n+ 1 réels et Xq,...,X,, n var indépendantes avec

X; ~ N (u;,0?) pour tout i € {1,...,n}. On pose

n
Y, =ao+ Z a; X;
=1

Alors on a

n n
Y, ~N (ao + Zai,ui, Za?af) )
=1 =1

C. Chesneau 16



2 Loi normale

Preuve : Etudions la transformée de Laplace de Y;,. Par I'indépendance de X1, ..., X,, et I’égalité :

2,2
Ly, (t) = E(eti) = et T e {1,...,n}, t € R, pour tout ¢ € R, il vient

LYn (t) _ E(etyn) _r <€t<ao+izl ain‘)) _ etaOE (H eta,_-Xi> _ etao HE (etaiXi)
1=1 =1

2

20202 i=1

2 &2
n i t( s >+t 5
TR © % ao Qq by - 2
= el H Lx, (ta;) = e*® H elaimit—="" — ¢ =1 .
i=1 i=1

n n

On reconnait la transformée de Laplace associée & la loi N (ao + E Qi i, E a?af). Comme la transformée
i=1 i=1

de Laplace d’une var caractérise sa loi, on a

Yn NN (ao + f:aﬁg,i:a?a?) .
i=1 i=1

Applications :
o Soit X ~ N(u,0?). Pour tout @ € R, on a X +a ~ N(u+ a,0?). C’est une application du
résultat précédent avec n =1, ag =a, a; =0 et X3 = X.
o Soit X ~ N(u,c?). Pour tout b € R*, on a bX ~ N(bu, b*0?). C’est une application du résultat
précédent avecn =1, a0 =0, a1 =bet X; = X.

o Soit X ~ N (u,0?). Alors on a

X _
Z=""F L A(0,1).
o
C’est une application du résultat précédent avec n =1, ag = —57 ap = % et X1 = X. Ainsi, la
transformation opérée par Z a centrée et réduite la var X.
o Soient X, ..., X, n var iid suivant chacune la loi normale N (1, ?). Alors on a
— 1 — o?
Xp=- X; ~ — .
e ()
=1
C’est une application du résultat précédent avec ag = 0, et a; = % pour tout i € {1,...,n}.

On a également

NG (X”U_“> ~ N(0,1).

C. Chesneau 1 7



2 Loi normale

C’est un résultat est a la base des intervalles de confiance et des tests statistiques.

2.2 Complément : sur la loi normale centrée réduite

On dit qu’une var X suit la loi normale centrée réduite A (0, 1) si elle posséde la densité :

1 o2
f(z) = ez, xz € R.

On a E(X) =0, d’ou le "centrée", et V(X) = 1, d’out le "réduite".
Comme f est paire, X est symétrique. Cela implique :

o pour tout x € R, on a P(—X < z) =P(X < x),

o pour tout r € R,ona P(X < —z) =1—-P(X <x),

o pour tout x > 0, on a P(|X| <z) =2P(X <z) -1,

o pour toute fonction impaire g, si existence, on a E(g(X)) = 0.

Soit X ~ N(0,1). Pour tout k € N, on a
k
E(X*) =]J@i-1), EX*M)=o0.

i=1

On peut dresser le tableau des moments suivant :

r 12 3 4 5 6 7 8 9
EXT) | 0 1 7 0 N— 3 % 0 N\ 15 2% 0 N\ 105 7 945

Les fléches précisent que les moments non nuls peuvent se calculer simplement avec un produit

Croisé.

C. Chesneau 18



2 Loi normale

Soit X ~ N(0,1). La fonction de la répartition de X est

z 1 t2

ez dt, z € R.

F(z) =P(X <x) :/

— 00 T

OnaF(z)=F(y) & z=uy,et f(x) = F'(z), z € R. La fonction F ne peut pas s’écrire sous une

forme analytique. On utilise alors une table de valeurs donnant F(z) avec x € [0,3.99] et © = z1 + 2 :

=21 000 [ 001 [ 002 [ 003 [ 0.04 | 005 [ 0.06 | 0.07 [ 0.08 | 0.09 |

0.0 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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3 Loi du Chi-deux

3 Loi du Chi-deux

On dit qu'une var X suit la loi du Chi-deux x?(v), avec v > 0, si elle posséde la densité :

_Z .
r2 e 2 six >0,
0 sinon,

ou I désigne la fonction gamma d’Euler définie par : ['(z) = [t te~'dt, > 0
m—1

(cette fonction vérifie, entre autre, pour tout m € N* : I'(z +m) =T'(x) [] (x +1)).
1=0

Le réel v est appelé degré de liberté.
On peut remarquer que la loi du Chi-deux x?(2) coincide avec la loi exponentielle £ (%) ;

elles possédent la densité :

z .
e 2 six >0,
sinon.

Le résultat suivant est alors central :

La fonction f définie précédemment est bien une densité.

Preuve :
o Pour tout x € R, on a f(x) > 0.

o En faisant le changement de variable : = 2y, et en utilisant la définition de I'(%), il vient

e e 1 v_ 1 _=z 1 *° Y1 _2y
fla)dz = / Pyr=waeC Ye 2 de = Zi/ (2y)2 " e 2 2dy
/. ) 2T (D) 2T (2 ),

= F(l) /OOO y? e Vdy = F(lg)l" (g) =1.

(NI

C. Chesneau 2 1



3 Loi du Chi-deux

Des densités associées & la loi du Chi-deux x?(v), avec plusieurs valeurs de v, sont représentées

ci-dessous :

Densités associées a la loi du Chi-deux

©
p
— =i
v=2
- — v=4
P v=6
patie
o
)
e
o~
= -
;_
o
S
| T | | | |
0 2 4 6 8 10

Soit X ~ x%(u). Alors on a

EX)=v, VX)=2, oX)=Vv2.

Preuve :

o En faisant le changement de variable : x = 2y, et en utilisant 1’égalité : T’ (% + 1) = gI'(3), il vient

_ [ Y R S | L gy
500 = [ apes = [Tttt = s [T ety
1 /OO v _ 1 12 1
= 2——~ yze Vdy =2——F~T (- +1)=2x - =1
I'(35) Jo I (%) (2 ) 2
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3 Loi du Chi-deux

o On a V(X) = E(X?) — (E(X))2. Comme E(X) = v, il reste & calculer E(X?). En faisant le changement
de variable : = 2y, et en utilisant I'égalité : T' (¥ +2) = (¥ + 1) ¥T'(%), il vient

= 4F @) /OOO y:tle Vdy = 4F(1’5)F (12/ + 2) = (% + 1) % =(v+2)v.
1l s’ensuit
V(X)=@w+2v—(v)?*=2v
o On a

Soit X ~ x2(v). Alors la transformée de Laplace de X est

1

L0 = G gmr te]—oo,;[.

Preuve : En faisant le changement de variable : y = (1 — 2t)z, et en utilisant ’égalité : ffooo f(y)dy = 1, pour

tout t € ]—oo, % [, on obtient

X - = 1 L—1 z 1 <, 1 (1—2t)x
L(t) = E( ):/ et”f(sc)dx:/ et xZ e 2dxr = / 2 e” 2z dx
0 2 25T () Jo

o 2T (%) z
%) 5—1 o0
1 Y 2 _y 1 1 1 v_] —
= d - T 2 2d
sl () rmte e ), awgr e
1 > 1 1
_ ] dy = X 1= ,
(1-20)% oof(y) YT s (1-20)%

Remarque : On a
v(v+2)

L'(t) = L'(t) = i

(1—2t)2H1
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3 Loi du Chi-deux

On retrouve alors 'espérance et la variance de X :

E(X)=L'(0)=v, V(X)=EX? —(E(X))?=L"0)-(L'0)?=v(v+2)—1v? =20

Soit X ~ N(0,1). Alors on a X2 ~ y2(1).

Preuve : Etudions la transformée de Laplace de X?2. En faisant le changement de variable : y = z/1 — 2¢, et
N 2
en utilisant 1’égalité : ffooo ﬁe_%dy =1 (car c’est I'intégrale d’une densité associée a la loi normale N'(0,1)),

pour tout ¢ € |—oco, 1 [, on obtient

[e’e] [e'e] 1 22 1 [e’e] Conya?
Lya(t) = E() = / o f(a)dr = / e T dr = / e gy

e’} —00 m m —o00
= L Ooch22 ! dy = L /00 L 6722dy
27 J oo 1—2t VI=2t ) V21
B 1 1= 1

On reconnait la transformée de Laplace associée a la loi x?(1). Comme la transformée de Laplace d'une var

caractérise sa loi, on a X2 ~ y%(1).

Soit X et Y deux war indépendantes avec X ~ x%(a) et Y ~ x2(3). Alors on a

X +Y ~x%(a+pB).

Preuve : Etudions la transformée de Laplace de X + Y. Par I'indépendance de X et Y, et les égalités :

Lx(t) = (17;)% et Ly (t) = m, te ]—oo, % [, pour tout t € ]—oo7 % [, il vient
Lasv(t) = E(CH) ZE(e ) = EX)E(e) = Ly (t)Ly (¢)
1 1 1

= X —.
(1-2t) " (1-205 (1-20)*%"
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3 Loi du Chi-deux

On reconnait la transformée de Laplace associée & la loi x?(a + ). Comme la transformée de Laplace d'une

var caractérise sa loi, on a X +Y ~ x?(a + ).

Applications :

o Soient X et Y deux wvar iid suivant chacune la loi normale N (0, 1).

X2 47?2~ x3(2).

C’est une application du résultat précédent en remarquant que X2 et Y2 sont indépendantes
avec X2 ~ x2(1) et Y2 ~ x2(1).

o Soient X7, ..., X, n var iid suivant chacune la loi normale N (1, ?). Alors on a

o (554)

C’est une application du résultat précédent utilisant un raisonnement par récurrence et le fait que,

X — X, — T : Xi—p)? Xp—p) 2
comme ==£ =1l sont 4id suivant chacune la loi normale N(0, 1), (17”) et (”T“>

sont également iid suivant chacune la loi du Chi-deux x?(1).
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4 Loi de Student

4 Loi de Student

On dit qu'une var X suit la loi de Student 7 (v), avec v > 0, si elle posséde la densité :

v+1

f(x)—\/%rr(zg;)(1+f)2, z €R.

Le réel v est appelé degré de liberté.

Des densités associées a la loi de Student 7 (v), avec plusieurs valeurs de v, sont représentées

ci-dessous :

Densités associées a la loi de Student

0.2

0.1

0.0
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4 Loi de Student

Soient X et Y deux var indépendantes avec X ~ A(0,1) et Y ~ x?(v). Alors on a

X
T=—~T().
Y
Vv
Preuve :
o Dans un premier temps, déterminons une densité du couple (T,Y). On a (T,Y) = (\77, Y)

(u,0) = (fy) o

densité de (T,Y) est donnée par

f(T,Y) (ua U) = f(X,Y) (u\/fa U) |J(ua U)|7 (ua U) € R27

ol fix,y) est une densité de (X,Y) et J(u,v) est le jacobien associ¢ a (z,y) = (u/%,v).
Comme (X,Y)(Q2) =R x [0,00[, on a (T,Y)(2) = R x [0, oo[. Par conséquent, pour tout

= (u\/g , v). Le théoréme du changement de variable nous assure qu’une

(u,v) € R x [0,00[, on a fi7y)(u,v) = 0. Pour tout (u,v) € R x [0, 00[, en utilisant I'indépendance de X

et Y, i.e f(X,Y)(xay) = fX(x)fY(y)v et

D) 2] |V

il vient

VB 1 L
fary)(u,v) = fX< \/7> \/Z r 7 m(g)w—le—Q\/z

1 U(1/+1) 1 7%<1+u )

V2mv2:T (%)
Au final, une densité de (T,Y") est
1 v _v Lz
v e 3 (1+4) si (u,v) € R x [0, 00],

V2m2sT (%)

0 sinon.

f(T,Y)(U7 U) =

28
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4 Loi de Student

o Une densité de T est donnée par : fr(u) = [*_ firy)(u,v)dv, u € R. On a T(Q) = R. En faisant le

changement de variable : y = 2 (1 4 w , pour tout u € R, on a
2 v

epo1m5 (1) gy

fr(u)

o0 o0 1
dv — -
[m f(T,Y)(uvv) v /0 /7271_1/2%1—‘(%),0
L [Ty,
0

Voro2iT (%)
(V;»l)71
1 /°° % L, 2
= e
\/27ry22f(§) 0 1—1—71,2 1—1—"72 Y
1 1 1+u2 77/ (w+1) 4 —ug 1 1 1+u2 VTHF v+1
= _ 2 e = J—
o T (%) v o ! NV O 2
Ainsi, une densité de T est
v+1
1 (&) u?\ 2
= 1 — R.
fr) = 7T (1+5) o we

Remarque : Le résultat précédent prouve que f est bien une densité.

Soit X ~ T (v).

o Siv <1, lespérance de X n’existe pas, sinon on a

E(X) = 0.

o Si v <2, la variance de X n’existe pas, sinon on a

Preuve :
o Comme X posséde une densité f paire, X est symétrique; quand elle existe, sont espérance est nulle :
E(X)=0.
o On a V(X) =E(X?) — (E(X))% Comme E(X) = 0, il reste a calculer E(X?).
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4 Loi de Student

méme loi que —A-—

Le plus rapide est d’utiliser la caractérisation de la loi de Student démontrée précédemment : X suit la
\/E

, avec A et B deux var indépendantes, A ~ N(0,1) et B ~ x?(v). Comme A et B sont
indépendantes, il en est de méme pour A? et %, ce qui entraine

E(X?) =E \7? 2 =vE (’g) = vE(AHE (;) .

Comme A ~ N(0,1), on a E(A?) = V(A) + (E(A4))? = 1 + 02 = 1. D’autre part, comme B ~ x2(v), en
faisant le changement de variable : x = 2y et en utilisant 1’égalité : T' (%)

- (51T
E(;) = /OO 1fB(x)d%—

5= 1), il vient
/°°1 1 v ]

_ S
oo X 0 €T 2

T (5 - 1) RV
2r (%) \2 2
On en déduit que

v
v—2 v-=2
Il s’ensuit
v v
V(X) = —0%2= —.
( ) v—2 v—2
o On a

o(X) = VV(X) = ,/Vi?

convergence :

Lorsque v > 31, on peut approcher la loi de Student 7 (v) par la loi normale AV(0, 1). ‘
Eléments de preuve : Cette approximation, tournée vers pratique, repose sur le lemme de Scheffé et la

L1 T () 2\E 1 e
A Jor T () (”u) =t T TER
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5 Loi de Fisher

5 Loi de Fisher

On dit qu'une var X suit la loi de Fisher F(v1,12), avec 1 > 0 et vy > 0, si elle posseéde la

densité :

Les réels v1 et 19 sont appelés degrés de liberté.

Des densités associées a la loi de Fisher F (v, v2), avec plusieurs valeurs de v et v, sont représentées

ci-dessous :

Densités associées a la loi de Fisher

N — v =11
(vi,v2) = (3, 1)
— (i) =(1,3)
(v1,v2) = (5, 5)
© | (v1.v2) = (7, 13)
o
=
e |
—
T L
o
I T I T I I T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2:5 3.0
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5 Loi de Fisher

Soient X et Y deux var indépendantes avec X ~ x2(v1) et Y ~ x?(1p). Alors on a

F = N.F(I/l,VQ).

NN

Preuve :
o Dans un premier temps, déterminons une densité du couple (F,Y). On a (F|Y) = (”)Yi, Y) et
v2
(u,v) = (%,y) & (zy) = (l’j—;uv,v). Le théoréme du changement de variable nous assure qu’une
densité de (F,Y) est donnée par

v
firy)(w,v) = fix vy (V;uv,v) [J(u,v)], (u,v) € R?,

ol f(x,y) est une densité de (X,Y) et J(u,v) est le jacobien associé a (z,y) = (Z—;uv, v).
Comme (X,Y)(Q) = [0,00[%, on a (F,Y)(Q) = [0, 00[%. Par conséquent, pour tout (u,v) & [0,00[?, on a
Jryy(u,v) = 0. Pour tout (u,v) € R x [0, 00[, en utilisant I'indépendance de X et Y, i.e.

f(X7Y)(x7y) = fX(x)fY(y)7 et

J = - o
(u,v) ; , 1/21),
8uv (%v
il vient
” v
f(F,Y)(uvv) = fX (1uv) fY(U) 7111
1% V2
= - |(—w € SEr Yt ¢ LY
27T (3) v 25T (%) "

- ! ) <V1> gLy 1 =5 (1)

2, vyt _v n
1 | (m) L1, 3 (1+ %) i (u,v) € [0, 000,

0 sinon.
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5 Loi de Fisher

o Une densité de F' est donnée par : = [ firy)(u,v)dv, u € R. On a F(Q2) = [0, 0c[. En faisant le

changement de variable : y = % (1 + 4 u) pour tout u € [0, 0], on a

fr(u)

I
=
|
~
I
4
S~—
U
<
|
s—
8
L)
N
T
S
—
—
< |~
S—
—
—
IS
N—
/N
T‘T
[
N~
M‘H
<
N
I
—
4
N
T
S
—
<
—
—
+
N
N——
U

= vitro ! (1)211/121_1 /mvyl+l2—1e*%(1+%u)d
2 L ()0 (%) \* 0
L vitre g
1 2 vy [e%s} 2y D) B 9
= vyt (1) u 21 1/ 3 " : y

Remarque : Le résultat précédent prouve que f est bien une densité.

Applications :

o Si X ~ F(v1,12), alors on a + ~ F(va, ).
C’est une application du résultat précédent : si X ~ F(v1,12), alors X suit la méme loi que %,
avec A et B delux var indépendantes, A ~ x*(v1) et B ~ x?(13). Donc + = X! suit la ménr21e
loi que ("21> o %, laquelle suit la loi de Fisher F(v2,11).

Y1

vo
o Si X ~ T (v), alors on a X2 ~ F(1,v). C’est une application du résultat précédent : si X ~ T (v),

alors X suit la méme loi que \/’LL avec A et B deux var indépendantes, A ~ N(0,1) et B ~ x%(v).
v y A72
Donc X? suit la méme loi que 4 = -, laquelle suit la loi de Fisher F(1,v) car A? et B sont

indépendantes, 42 ~ x%(1) et B ~ x2(v).
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5 Loi de Fisher

Soit X ~ f(l/l, 1/2).

o Siwy < 3, 'espérance de X n’existe pas, sinon on a

9]

E(X) = 25,

o Si g < 4, la variance de X n’existe pas, sinon on a

V(X) =

203 (11 + vg — 2) B 203 (11 + 1y — 2)
V1(1/2 — 2)2(V2 — 4)’ U(X) N \/Vl (I/Q — 2)2(1/2 — 4) '

Preuve :

o Le plus rapide est d’utiliser la caractérisation de la loi de Fisher démontrée précédemment : X suit la

A

méme loi que 4+, avec A et B deux var indépendantes, A ~ x%(v1) et B ~ x%(v2). Comme A et B sont
2
indépendantes, il en est de méme pour A et %, ce qui entraine

E(X)=E <”2> - %E (g) - Z—jE(A)IE (;) .

Comme A ~ x2%(v1), on a E(A) = v;. D’autre part, comme B ~ x2(1»), en faisant le changement de

variable : = 2y et en utilisant I'égalité : T" (”—22) = (% — ) r (”2—2 — ), il vient

1 <1 <1 1 va o
El = = - dx = — X ——x 2 e 2d
<B> [mwfg(x)x /0 xXQTQF(%)x e 2dx

1 o0 272 o 1 /OO 9
= — T2 fe 2dr = — 2y) 2 ‘e Y2d
) 270 (7) y T
1 R 1 1 1 1
= Y7 e Vdy = r (2 — 1) =- X - = .
2I () Jo 2r () \2 27 21 -2
On en déduit que
1%} 1 %)
11 Vg — 2 Vg — 2

o On a V(X) = E(X?) — (E(X))*. Comme E(X) = ;25, il reste a calculer E(X?). Nous allons utiliser
A

de nouveau la caractérisation de la loi de Student : X suit la méme loi que 4, avec A et B deux var
v2

indépendantes, A ~ x%(v1) et B ~ x?(vz).

34
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5 Loi de Fisher

Comme A et B sont indépendantes, il en est de méme pour A? et ﬁ, ce qui entraine

AN 2 2 2 2
2y _ w) | % (A e L
E(X°)=E <B> ufE(BQ)ufE(A)E(BQ>'

v2

Comme A ~ x%(v1), on a
E(A?) = V(A) + (E(A))* = 2v1 + (1)* = v1 (11 +2).

D’autre part, comme B ~ x?(13), en faisant le changement de variable : z = 2y et en utilisant ’égalité :

I(2)=(2-1)(%2-2)r (% -2),il vient

g LY _ [Tl [ L el sy
? = - ?fB(.T) T = o ; X %ZC e X

On en déduit que

" 1 _ v3(v1 +2)
(VQ — 2) (1/2 — 4) l/1(1/2 — 2)(1/2 — 4) ’

Au final, on a

B v3(vy +2) B v\’ V3 +2)( — 2) — V3 (ve — 4)
V(X) o 1/1(1/2 — 2)(1/2 — 4) <l/2 — 2) B l/l(Vg — 2)2(1/2 — 4)
203 (v + vg — 2)
1/1(112 — 2)2(V2 — 4) '

o Il vient

\/7 203 (11 + ve — 2)
1/2—4)‘

141 V2—2
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6 Loi du Chi-deux non centrée

6 Loi du Chi-deux non centrée

On dit qu'une var X suit la loi du Chi-deux non centrée x?(n,d), avec n € N* et § > 0, si

elle posséde la densité :

se=1 /8\" 1
6752— <> 23t leTs iz >0,
' n
fwo ) E\2) TG
0 sinon.

Des densités associées a la loi du Chi-deux non centrée x?(n,d), avec n = 3 et plusieurs valeurs de

d, sont représentées ci-dessous :

Densités associées a la loi du Chi-deux non centrée

0.20
I

LWowww

~N BN =

- T T T |
Q2 G Ca O

0.10

0.05
I

0.00
|
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6 Loi du Chi-deux non centrée

Soient X7,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (p;, 1) pour tout ¢ € {1,...,n}. On

pose § = Y, p2. Alors on a

n
K, = X:Xl2 ~x%(n,9).
=1

Soit X ~ x2(n,d). Alors on a

E(X)=n+9, V(X) = 2(n+ 20), a(X) =+/2(n+29).

Preuve :
o Le plus rapide est d’utiliser la caractérisation de loi du Chi-deux non centrée présentée précédemment : X
suit la méme loi que >, A?, avec Ay, ..., A, indépendantes et A; ~ N(p;,1) pour tout i € {1,...,n}.
En utilisant 'égalité : E(A?) = V(4;) + (E(4;))? = 1 + p2, il vient

n

E(X)=E (iA?) = iE(A?) => (1+u?) :n+§n:u§ =n+0.
i=1 i=1

i=1 i=1

o Nous allons utiliser de nouveau la caractérisation de la loi du Chi-deux non centrée : X suit la méme loi que
S A% avec Aj, ..., A, indépendantes et A; ~ N (u;, 1) pour tout i € {1,...,n}. Ainsi, 'indépendance

des var A4, ..., A, entraine
V(X)=V (Z A?) = V(A7)
i=1

i=1

D’autre part, pour tout i € {1,...,n}, comme A; —pu; ~ N(0,1), on a E((A;—u;)?) = 3, E((A; —pi)3) = 0,
E((A; — p13)?) =1 et E(A; — ;) = 0. Il s’ensuit :

V(A7) = E((A7 —E(A})?) = E((A7 — (1+ 7)) = B(((Ai — i + pa)® — 1 — pd)?)
= E(((4 — 1)” + 203 (A — i) — 1)%) = E((A; — pa)*) + 20 E((A; — 1)) — E((A; — ui)?)
+ 2mB((Ai = pi)?) + 4 E((As — 1)?) = 20 B(A; — i) — B((Ai — 13)?) = 2mE(A; — i) +1

3—1+4p? —1+1=2+4u? =2(1 +2u2).
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6 Loi du Chi-deux non centrée

On en déduit que

:V(i/ﬁ):izuzm (n—FQZM) 2(n + 26).
=1 1=1

o Il vient

X) =/ V(X) = 2(n + 20).

Soit X ~ x2(n,d). La transformée de Laplace de X est

Preuve : Nous allons utiliser la caractérisation de loi du Chi-deux non centrée présentée précédemment : X

suit la méme loi que Y 1 ;| A?, avec Ay, ..., A, indépendantes et A; ~ N(y;,1) pour tout i € {1,...,n}. On a

L(t) = E(e'X) =E (X1 A1) = E (ﬁ e“‘?> = ﬁE(e“‘?).

(z—a)?

Pour tout i € {1,...,n}, en notant f4, une densité de A;, et en utilisant 1’égalité : foo L™ 282 dp=1,

—0o0 27762

a € R, 8> 0 (car c’est I'intégrale d’une densité associée a la loi normale N (a, 3?)), on obtient

o e—py)? —2t)a?—2p 04 u?
I N B L
- \/27‘(‘ ous
L E S . 2
R / (=203 (" 2etgm) gy - L -4 3% / (1203 (5= 124)" g,
— 00

ki )2
tu? > 1 _( 11%) 1 tp? 1 tr
= e1—2t e 2(1—2t) dr = ———eT1-2¢ = eT—2t
VI—2t [, ( ) V-2t V-2t
d 1—2t)
Il s’ensuit :

G | tu? 1 0t 1 s

L(t) = el—2t — elvi=1 1-2t — —eTl-2t
®) 11;[1\/1—% T (1-2t)3 (1—2t)%
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6 Loi du Chi-deux non centrée

Remarque : En fait, c’est grace a la caractérisation de la loi du Chi-deux non centrée et ’expression

de sa transformée de Laplace que 'on peut expliciter une densité associée.

La loi de Fisher non centrée, notée F(ni,ng,0), n; € N* et ng € N* et § > 0, est caractérisée par

le résultat suivant.

Soient X et Y deux war indépendantes avec X ~ x%(n1,6) et Y ~ x%(nz). Alors on a

F= ~ F(ny,ng,d).

EIREL

On est alors en mesure d’expliciter une densité associée et les paramétres de cette loi.
Des densités associées a la loi de Fisher non centrée F(ni,ne,d) , avec (v1,1v2) = (3,2) et plusieurs

valeurs de ¢, sont représentées ci-dessous :

Densites associées a la loi de Fisher non centrée

= — (v1,v2) = (3, 2), =1
(va.vp) = (3, 2), 8=2
— (vi,v2) = (3, 2), 5=4
(vi,v2) = (3, 2), 5=10
= |
o
(3]
g
o
o
g |
o
B L
| | | | |
0 2 4 6 8
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7 Forme quadratique aléatoire

7 Forme quadratique aléatoire

X1

Soient X1,..., X, n var indépendantes et X = : |. On appelle forme quadratique en X

Xn

toute var @ telle qu’il existe une matrice carré symétrique A = (ai,j)(i,j)e (1,...,n}2 Veérifiant

n n on n n i—1
Q = X'AX = Z ai,iXiQ + Z Z ai,inXj = Z (Im’XiQ + 2 Z Z ai’inXj.
i=1 i=1 j=1 i=1 i=2 j=1
Soient X1,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (u;,0?) pour tout i € {1,...,n} et
X1
X =] : |.Soit A une matrice carré symétrique A de dimension n x n telle que A% = A.
Xn
H1
Onpose Q=X'AX, u=1| : |,0= #,utAu et d = rang(A). Alors on a
[in
Q
ﬁ ~ XQ(dv 6)

Commentaire : La preuve utilise des propriétés d’indépendance de la loi normale multidimensionnelle.
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7 Forme quadratique aléatoire

Soient Xi,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (u;,0%) pour tout i € {1,...,n}. On
pose :
1 < 1 <
B 2 T \2
Xo= 2D X Si=—3 ) (Xi—Xa)"
i=1 i=1
Alors on a
n—1 o 9
o2 O X (n—1).
Xy
Preuve : Nous cherchons a appliquer le résultat précédent. En posant X = . |, aprés décomposition, on
X”L
peut écrire :
n 1 n 9 n t—1
(n—1)82% = Z(Xi ~-X,)?%= <1 - n) ZXE - ZZXin = X'AX,
i=1 =1 1=2 j=1
ou A est la matrice symétrique de dimension n x n définie par
11 _1 _1
_1 1 _1
1
A= ]In - *1n><n =
n
_1
_1 1-1

Comme 1,xnlpxn = nlyxn, On a
1 1 2 1 1
A2 = <]In_1n><n> (Hn_lnxn> :Hn_*1n><n+721n><n1n><n:]1n_*1n><n:A~
n n n n n

1231
En posant pu = ‘|, la somme des valeurs des éléments de chaque colonne de A étant nulle, on obtient
fin
§ = Hp'Ap = 0. De plus, comme A% = A, on a d = rang(A) = trace(4) = n(1 — L) = n — 1. Le résultat
précédent implique :

n—1
75721 ~x*(n—1,0) = x*(n - 1).
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7 Forme quadratique aléatoire

Soient X7i,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N(u;,02%) pour tout i € {1,...,n} et
Xi
X = * |. Soient A et B deux matrices carrés symétriques A et B de dimension n X n

Xn
telles que A2 = A, B> = B et AB = BA = 0,,,. Alors les var Q1 = X!AX et Q2 = X'BX

sont indépendantes.

Commentaire : La preuve utilise des propriétés d’indépendance de la loi normale multidimensionnelle.

Soient Xi,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (u;,0%) pour tout i € {1,...,n}. On

pose :

Alors les var X, et S, sont indépendantes.

Preuve : Nous cherchons a appliquer le résultat précédent pour montrer que nYi et (n —1)S? sont indépen-

X1
dances. On pose X = : |. On peut alors écrire :
Xn
5 1 n 9 n t—1
Yo 2, =2 X
X =L NI K,
1= 1=2 )=

donc nfi = X'AX avec A= 11,,,.

De méme, on peut écrire :

donc (n —1)S% = X'BX avec B =1, — 21,,,.
Comme 1,55 1nxn = Nlyxn, on vérifie que A2 = A, B2 = B et AB = BA = 0,,,. Le résultat précédent

. . . <2 ey ~
implique I'indépendance de nX, et (n — 1)S2, entrainant ainsi 'indépendance de X, et S,,.
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7 Forme quadratique aléatoire

S’il fallait ne retenir qu’une seule chose de ce document, cela serait le résultat suivant :

Soient X1, ..., X, n var id suivant chacune la loi normale A (u, 0?). On pose

(X, — Xn)*.
1

1
n—14

1 n n
~ 2
X,=—- g X, Sy =
n -
=1 1=
Le tableau ci-dessous résume les var usuelles et les lois associées couramment utilisées en

Statistique :

o () [ 5 [ ()

Loi N(0,1) x2(n—1) T(n—1)

Preuve : Les deux premiers résultats ont déja été prouvé, il reste & montrer le dernier. On peut écrire :

Sn K,
n—1
X, - —
avec Z, = \/71< /~L) ~N(0,1) et K, = (n— 1)5—2‘ ~ x?(n —1). Comme X, et S, sont indépendantes, il
o

en de méme pour Z, et K,. Cela caractérise la loi de Student :

T, ~T(n—-1).
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

8 Complément : loi normale multidimensionelle

X1

Soient n € N* et Xq,...,X, n var. On dit que X = : est un vecteur gaussien si
Xn

et seulement si toute combinaison linéaire de Xi,..., X, suit une loi normale : pour tout

(aty...,an) € R™,

a1X1+...+aan~./\/.

X1

Soient n € N* X = [ : un vecteur gaussien et (i,7) € {1,...,n}? avec i # j. Alors X;
Xn

et X sont indépendantes si et seulement si C(X;, X;) = 0.

Soit n € N*. On dit qu’un vecteur aléatoire réel X suit la loi normale multidimensionnelle

K1
No(p, X)), avec p = | € R™ et ¥ une matrice de dimension n x n symétrique définie
Hn

positive avec det(X) > 0, si et seulement si X posséde la densité :

L1
f(z) = —e_%(”_“)tzil(x_“), r=|: | eR"™

Tn
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

x4

SEN

n 1 -
e
V2T

Notons que, si X ~ N, (0,,1,), donc g =0, et ¥ =1, alors on a

1 —3xa &
e i=1 g
i=1

n
2

Cette forme multiplicative entraine que :
., X, sont indépendantes,
., X, suivent la méme loi avec X; ~ N(0,1) pour tout i € {1,...,n}
1
est présentée ci-dessous

o Xi,..
o Xq,..

0.5
1 05

Une densité associée a la loi N3(02,X), avec ¥ =

Densité associée a la loi normale bidimentionnelle

46
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

Zl,l Zg’l ce Zn,l
X1 Y1
. ) ) Zio Zop ... Zn2 _
Soient X = S, Y= et Z= . ' _ des matrices de var.
X, Y,
Zln ZZ,n Zn,n
On adopte les notations :
o Espérance de X :
E(X1)
En(X) =
E(Xp)
o Espérance de 7 :
E(Z11) E(Z21) E(Zn1)
E(Z12) E(Z22) E(Zn,2)
Epn(Z) = _ "
E(Z1n) E(Z2n) E(Znn)
o Covariance de X et Y :
C(X1,Y1) C(X1,Ys) ... C(X1,Yy)

C(X2, Y1) C(X2,Y2) ... C(X2,Yn)

C(Xn, Y1) C(Xp,Y2) ... C(XnY)
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

Soit X ~ Ny (1, X).
o Soient A une matrice de dimension p X n avec p < n et a € R™ un vecteur colonne. Alors,
si det(AXAY) >0, on a
AX +a~Ny(Ap + a, AL AY)

(donc E,(AX +a) = Au+a et V,(AX + a) = AT AY).
o Soient A une matrice de dimension p x n avec p < n et B une matrice de dimension ¢ X n

avec ¢ < n. Alors on a

Cn(AX,BX) = AXB".

Soit X ~ Ny, (i, ). Soient A une matrice de dimension p x n avec p < n et B une matrice

de dimension g x n avec ¢ < n. Alors AX et BX sont indépendantes si et seulement si

ASB! = 0,,,.

Ainsi, les composantes de tout sous vecteur de X sont indépendantes si et seulement si leurs
covariances sont nulles.
Retour sur deux résultats

En utilisant certaines propriétés des vecteurs gaussiens, nous allons donner des éléments de preuves

& deux résultats présentés dans la section précédente.

Soient X7,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (u;,0?) pour tout i € {1,...,n} et
X1
X = © |. Soit A une matrice carré symétrique A de dimension n x n telle que A% = A.
Xn
M1
Onpose Q=X'AX, u=1| : |,0= %,utAu et d = rang(A). Alors on a
in
Q
p ~ XQ(da 5)
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

Preuve : Comme A? = A, par diagonalisation de A, il existe une matrice P de dimension n x d vérifiant :

A = PP et P!P =1,. De plus, par hypothése, on a X ~ N, (u,0°L,). On en déduit que

P'X Py
(1),

avec ¥ = 2 P'o?[, P = P'P = I;. Par conséquent, en posant Y; = L UXL la i-éme composante du vecteur £X X
pour tout ¢ € {1,...,d}, alors Y7,...,Y,, sont indépendantes avec Y; ~ N (TM], 1) et
Q X'AX X'PP'X (P'X\'[P'X ZYQ
o2 o2 o2 B o
La caractérisation de la loi du Chi-deux non centrée nous assure que
Q
? ~ X2(d7 5)7
avec
([Pl
3= 3 (EHL) = Lp (P = ot PP = ot
i=1
]

Soient X1,..., X, n var indépendantes avec X; ~ N (u;,0?) pour tout i € {1,...,n} et
X1

X = * |. Soient A et B deux matrices carrés symétriques A et B de dimension n X n

Xn
telles que A2 = A, B> = B et AB = BA =0,,,. Alors les var Q1 = X'AX et Q2 = X!BX

sont indépendantes.

Preuve : On pose p = rang(4) et ¢ = rang(B). Comme A? = A, par diagonalisation de A, il existe une
matrice P de dimension n x p vérifiant A = PP' et P'P = I,,. De méme, comme B? = B, il existe une matrice

Q de dimension n x ¢ vérifiant B = QQ" et Q'Q = I,. Remarquons que

Q1 = X'AX = X'PP'X = (P'X)'P'X, Q»=X'BX =X'QQ'X = (Q'X)'Q'X

Ainsi, Q; est fonction de P'X et Q5 est fonction de Q! X. Pour conclure & I'indépendance de Q1 et Q», il suffit

de montrer que P'X et Q'X sont indépendantes.
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8 Complément : loi normale multidimensionelle

M1

Comme X ~ N, (u,0%l,), avec p= | : |, on a P!X et QX indépendantes si et seulement si
229

Po?1,Q = 0,4 & PIQ =0,
La condition AB = 0,, ,, entraine :
PP'QQ' =0,,, = P'PP'QQ'Q = P'0,,,Q =0, , = L,P'QL, =0,, = P'Q =0,,.

On en déduit que P'X et Q!X sont indépendantes, entrainant ainsi I'indépendance de @ et Q.
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9 Annexe : reproduction des graphiques

9 Annexe : reproduction des graphiques

Les graphiques de ce document ont été obtenus avec le logiciel :

https://cran.r-project.org/

Cette section propose les commandes R permettant leur reproduction.

curve(dnorm(x, 0, 1), xlim = c(-10, 10), ylim = c(0, 0.58), col = "red", 1lwd = 3,

ylab = "", main = "Densités associées a la loi normale")
curve(dnorm(x, 2, 3), col = "green", lwd = 3, add = TRUE)
curve(dnorm(x, 0, 5), col = "blue", lwd = 3, add = TRUE)

curve(dnorm(x, -2, 0.7), col = "yellow", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, 1ty = 2)

abline(v = 0, 1ty = 2)

legend("topright",

legend = c(

expression(paste(mu, "=0, ", sigma, "=1")),
expression(paste(mu, "=2, ", sigma, "=3")),
expression(paste(mu, "=0, ", sigma, "=5")),
expression(paste(mu, "=-2, ", sigma, "=0.7"))),

lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow"))
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9 Annexe : reproduction des graphiques

curve(dchisq(x, 1), xlim = c(0, 10), ylim = c(0, 0.58), col = "red", lwd = 3,

ylab = "", main = "Densités associées a la loi du Chi-deux")
curve(dchisq(x, 2), col = "green", lwd = 3, add = TRUE)

"blue", lwd = 3, add = TRUE)

curve(dchisq(x, 4), col
curve(dchisq(x, 6), col = "yellow", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, 1ty = 2)

abline(v = 0, 1ty = 2)
legend("topright",

legend = c(
expression(paste(nu, "=1")),
expression(paste(nu, "=2")),
expression(paste(nu, "=4")),
expression(paste(nu, "=6"))),

lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow"))

curve(dt(x, 1), xlim = c(-6, 6), ylim = c(0, 0.38), col = "red", lwd = 3,
ylab = "", main = "Densités associées a la loi de Student")

curve(dt(x, 2), col = "green", lwd = 3, add = TRUE)

curve(dt(x, 5), col = "blue", 1lwd = 3, add = TRUE)

curve(dt(x, 16), col = "yellow", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, 1ty = 2)

abline(v = 0, 1ty = 2)

legend ("topright",

legend = c(
expression(paste(nu, "=1")),
expression(paste(nu, "=2")),
expression(paste(nu, "=5")),
expression(paste(nu, "=16"))),

lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow"))
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9 Annexe : reproduction des graphiques

curve(df(x, 1, 1), x1lim = c(0, 3), ylim = c(0, 1), col = "red", 1lwd = 3,
ylab = "", main = "Densités associées & la loi de Fisher")

curve(df(x, 3, 1), col = "green", lwd = 3, add = TRUE)

curve(df (x, 1, 3), col = "blue", lwd = 3, add = TRUE)

curve(df(x, 5, 5), col

"yellow", lwd = 3, add = TRUE)
curve(df(x, 7, 15), col = "orange", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, 1ty = 2)

abline(v = 0, 1ty = 2)

legend("topright",

legend = c(

expression(paste( "(", nulf1] , ",", nuf2], ™", " = (1, 1D")),
expression(paste( "(", nuf1] , ",", nul[2], ")", " = (3, 1DM),
expression(paste( "(", nul[1] , ",", nul2], m", " = (1, 3)")),
expression(paste( "(", nuf1] , ",", nuf2], ", " = (5, B)")),
expression(paste( "(", nuf1] , ",", nuf2], ")", " = (7, 15)"))),
lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow", "orange"))

curve(dchisq(x, 3, 1), xlim = c(0, 16), ylim = c(0, 0.21), col = "red", lwd = 3,
ylab = "", main = "Densités associées & la loi du Chi-deux non centrée")

curve(dchisq(x, 3, 2), col = "green", lwd = 3, add = TRUE)

curve(dchisq(x, 3, 4), col "blue", lwd = 3, add = TRUE)

curve(dchisq(x, 3, 7), col "yellow", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, 1ty = 2)

abline(v = 0, 1ty = 2)

legend ("topright",

legend = c(

expression(paste(n, "=3, ", delta, "=1")),
expression(paste(n, "=3, ", delta, "=2")),
expression(paste(n, "=3, ", delta, "=4")),

expression(paste(n, "=3, ", delta, "=7"))),

lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow"))
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9 Annexe : reproduction des graphiques

curve(df (x, 3, 2,
ylab = "", main =
curve(df(x, 3, 2,

curve(df (x, 3, 2,

1), xlim = ¢(0, 8), ylim = c(0, 0.5), col = "red", lwd = 3,

"Densités associées & la loi de Fisher non centrée")

2), col = "green", lud = 3, add = TRUE)

4), col = "blue", lwd = 3, add = TRUE)

curve(df(x, 3, 2, 10), col = "yellow", lwd = 3, add = TRUE)

abline(h = 0, lty
abline(v = 0, lty
legend ("topright",
legend = c(

expression(paste(
expression(paste(
expression(paste(

expression(paste(

lwd = 3, col = c("red", "green", "blue", "yellow"))

library (mvtnorm)
N = 100

Mean = c(0, 0)

= 2)
=2)

(", nul1] ,
n(u’ nu[1] s
(", nul1] ,

(", nul1] ,

n.n
>
n.n
>
n.n
>

n.n
>

, nuf2], M),
, nu[2], ™",
, nu[2], ")",
, nuf[2], M)",

Sigma = matrix(c(1, 0.5, 0.5, 1), 2, 2)

X

seq(-3, 3, length = N)

y = seq(-3, 3, length = N)

Z

for (i in 1:N) for (j in 1:N) {

matrix(0, N, N)

z[i, j] = dmvnorm(c(x[i], y[j]), Mean, Sigma)

}

n

3, 2),
3, 2),
3, 2),
3, 2),

" , delta, ||=1u)) R
n , delta, n=2n)) s
" delta, n=4n)) s

", delta, "=10"))),

persp(x, y, z, main = "Densité associée & la loi normale bidimentionnelle",

col= topo.colors(10))
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