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Chapitre 1

Equations de Maxwell et équation
des ondes

Avertissement : Dans ce chapitre nous ne prétendons pas a la rigueur mathématique. Il

s’agit surtout d’introduire les modeéles mathématiques, que nous étudierons dans la suite du
cours, a partir des équations de base. L’objet de ce chapitre est aussi d’établir, au moins
formellement, le lien étroit existant entre les équations de Maxwell et 1’équation des ondes.
Ce préambule justifiera en grande partie le fait que nous centrions dans la suite la part la
plus grande de nos études mathématiques sur le modele de I’équation des ondes scalaire. En
étudiant cette équation on aborde tous les phénomenes qualitatifs que ’on rencontrerait en
étudiant directement les équations de Maxwell tout en évitant les difficultés techniques in-
hérentes a ces équations et qu’il nous serait impossible - faute de temps - de traiter dans le
cadre de ce seul cours.

1.1 Présentation des équations de Maxwell

Un champ électromagnétique dans un domaine Q de R? est décrit par un quadruple champ
de vecteurs :

E(w,t) : champ électrique

ﬁ(w, t) :champ magnétique
(1.1)

D(z,t) :induction électrique

B(z,t) :induction magnétique

Dans ce qui précéde, x désigne le point courant de @ C R> et ¢t > 0 désigne le temps. Ces
champs de vecteurs seront reliés a :
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p(z,t) :densité de charge électrique

(1.2)

—

J(x,t) :densité de courant

Les variations en espace et en temps de ces diverses quantités sont régies par les équations de
Maxwell :

B .
(1.3) 88_15_ rot =0
(1.4) %?—nnﬁ+j:0
(1.5) div D = p
(1.6) div B =0

On notera que les densités p et j sont alors nécessairement reliées par la loi de conservation
de la charge :

dp
ot
(Prendre la divergence de (1.4), dériver (1.5) par rapport au temps et ajouter membre a
membre les deux équations obtenues)

(1.7) +divj=0

Les équations (1.3) & (1.7) ne suffisent pas a caractériser le champ électromagnétique. Il
convient de :

(i) décrire les lois de comportement du matériau qui vont permettrent de relier
les champs D et £ d’une part, les champs B et H d’autre part.

(ii) décrire les propriétés de conduction du matériau qui vont induire une relation
entre la densité de courant 7 et le champ électrique F.

Remarque 1 :

1l existe des matériaur ou les 4 champs (E, 5, E, ﬁ) sont couplés par la loi de comportement
(par exemple le couple (E,ﬁ) est déterminé a partir du couple (E,ﬁ)) De tels matériaux
sont appelés chiraux et bi-anisotropes. Nous ne les aborderons pas dans ce cours.

Lois de comportement dans les matériaux diélectriques

Nous nous contenterons ici de décrire les lois de comportement des matériaux les plus simples,
a savoir les lois des matériaux linéaires isotropes sans perte qui obéissent aux principes sui-
vants :

1. la loi reliant D (resp. B) & E (resp. H) est locale en espace et en temps : D(z,t) ne
dépend que de E(z,t) (mais pas de E(y,s) pour y # & et s # t).
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2. la loi reliant D & F est indépendante de la direction de D : Cest une hypothese d’iso-
tropie du milieu.

3. laloi reliant D & E est linéaire : cette hypothese est toujours justifiée quand on considere
des champs d’intensité suffisamment faible (on peut alors remplacer une loi “quelconque”

par son développement de Taylor & l'ordre 1).
Ces considérations entrainent que 5, respectivement g, est proportionnel & E, respectivement

H. On introduit alors deux fonctions scalaires e(z) et u(z) telles que I’on ait en tout point et
a tout instant :

(1.8)

ou par définition :

e c(x) estla permittivité diélectrique du milieu

o u(z) est la perméabilité magnétique du milieu
Pour des raisons énergétiques, les quantités e(z) et pu(x) sont des quantités strictement po-
sitives. La dépendance en z de ces coeflicients caractérise une éventuelle hétérogénéité du

milieu de propagation. Lorsque ¢ et u sont constants, on dit que le milieu est homogene. Le
vide est un milieu homogene particulier. Dans ce cas on a :

e(z) =g =(36710%)7!
(1.9)
wz) =po =4x.1077
La vitesse de propagation ¢y des ondes dans le vide est donnée par :
(1.10) oo cy =1
ce qui donne numériquement la valeur bien connue pour la vitesse de la lumiere :
(1.11) co = 3.10°m/s

Un milieu quelconque est souvent représenté “relativement” au vide. Ainsi on pose :

(1.12)
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ou par définition :

o c. () estla permittivité diélectrique relative

o i, (z) estla perméabilité magnétique relative

a partir de quoi on définit 'indice du milieu (par rapport au vide) par :

e(z)p(z)
(1.13) n(e) = | M) L ()
€o Mo
De la méme fagon que 1’on a défini en (1.10) la vitesse de propagation des ondes dans le vide,
on peut définir en tout point z la vitesse de propagation locale des ondes électromagnétiques

dans un matériau par :

(1.14) e(z)p(z)e(z)’ =1

Il est alors facile de voir que ¢(x) est liée a la vitesse ¢y dans le vide par :

(1.15) c(z) = )

Ce qui montre que plus un milieu a un indice élevé, plus les ondes s’y propagent lentement.

Remarque 2 :

o Le plus souvent, la localité en espace des lois de comportement est plus que raisonnable.
En revanche, le caractere local en temps tombe en défaut pour certains matériaux dits
“a mémoire” : Uintroduction électrique D(z,t) dépend non seulement de E(x,t) mais
aussi de E(w, s) pour tout s <t (on satisfait toujours un tel principe - dit de causalité
- qui exprime que seuls les instants antérieurs interviennent). De facon plus précise,
une loi de proportionnalité du type (1.8) est toujours valable mais dans le domaine fré-
quentiel, c’est a dire pour les transformées de Fourier en temps des champs DetE. La
permittivité diélectrique ¢ est alors une fonction de la fréquence, a valeurs complezes.
Dans le domaine temps cela se traduit par le fait que D se déduit de E par un produit
de convolution avec un noyau causal (i.e. nul pour les temps négatifs).

o [l existe bien entendu des matériauz linéaires dans lesquels certaines directions de ['es-
pace sont privilégiés. De tels matériauz sont dits anisotropes. Les lois (1.8) restent
valables a condition d’admettre que e(x) et p(z) deviennent des tenseurs symétriques
définis positifs.

Modélisation des propriétés de conductivité

Il convient en général de diviser la densité de courant j en deux parties :

(1.16) J(w,t) = jol@,t) + jo(, 1)
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oll J, est un courant source, qui dans la pratique sera une donnée des problémes que ’on aura
a résoudre, courant imposé de facon “extérieure” et ou 7. est le courant de conduction, di
aux mouvements des électrons libres dans le matériau.

(est la caractérisation de j, qui fait intervenir les propriétés intrinseques du matériau. Le
plus souvent, fc est relié au champ électrique E par la loi d’Ohm :

(1.17) Je(a,t) = o(x) E(x,1)

ot, dans un milieu isotrope, o(x) est une quantité scalaire et positive appelée conductivité
du matériau. Lorsque o = 0, le milieu est non conducteur. C’est par exemple le cas du vide
et c’est le cas des milieux que nous considérerons dans ce cours. En général o > 0 est syno-
nyme de phénomenes d’absorption : une onde qui se propage dans un milieu conducteur est
atténuée au cours de sa propagation. D’un point de vue plus purement mathématique - point
de vue que nous adopterons dans ce cours - la présence de conductivité a tendance a rendre
les problemes plus faciles a résoudre. En d’autres termes, en traitant le cas ¢ = 0, on traite
le cas “le plus difficile”.

Réécriture du modéle mathématique en tenant compte des propriétés du matériau

On peut maintenant écrire un systeme d’équations ou seuls vont intervenir les champs élec-
trique et magnétique E et H. Ce modele se compose essentiellement de deux équations d’évo-
lution du premier ordre, tirées de (1.3) :

o .

,ua—z—l— rot ¥ =0

ok - -~ o
5§+0E— rot H+35,=0

auxquelles on peut adjoindre les deux équations stationnaires :

(1.18)

div (¢E)=p
(1.19)
div (uH) =0
Le “on peut” se justifie dans la mesure ou les équations (1.19) peuvent étre considérées comme

redondantes :

o I’équation p = div (¢E) peut étre considérée comme définissant la densité de charge
électrique p(x,1)

e ’équation div B = 0 est une conséquence, a une dérivation par rapport au temps pres,
de la premiere équation de (1.18).

Nous verrons du reste que, mathématiquement, les seules équations d’évolution (1.18) suffi-
sent a déterminer de fagon unique la solution (£, H) pourvu qu’on leur ait adjoint, afin de
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fermer le modele mathématique :

—des conditions initiales en t = 0

—des conditions aux limites sur I' = 99

Il convient également de préciser dans quel cadre fonctionnel (il s’agit la d’un point de vue
plus purement mathématique), il convient de chercher la solution. Pour étre cohérent avec
la physique il faut & tout le moins se limiter aux solutions d’énergie finie c’est & dire aux
solutions qui satisfont a tout instant :

£) = 5 [(elBe,0F + (e, 0 e < +oc

ou par définition £(t) désigne I’énergie électromagnétique de la solution & 'instant ¢. Nous
verrons plus loin (chapitres 1 et 2) comment 1’étude des propriétés de cette énergie est fon-
damentale pour ’analyse mathématique des équations.

1.2 Propriétés qualitatives des solutions - Conditions aux li-
mites et conditions de transmission

Lorsque le domaine de propagation n’est pas I’espace entier, il convient de prescrire des condi-
tions aux limites sur le bord I' = 0. Ainsi, si Q est en contact avec un conducteur parfait
(un métal par exemple), il faut imposer :

(1.20) EAn|r=0

ol n est le vecteur unitaire normal a I', sortant par rapport a {2. Cette condition exprime
évidemment que le champ électrique est nécessairement normal a la frontiere. Ce type de
condition suffit a assurer 'unicité de la solution des équations de Maxwell. Elle a la pro-
priété d’étre conservative : le bord renvoie la totalité des ondes électromagnétiques. Certains
matériaux ont la propriété d’étre absorbants, au moins partiellement. Il est alors usuel d’im-
poser une condition de type impédance sur la frontiere I' en contact avec ce type de matériau :

(1.21) EAn+Z.nA(HAR)=0

ou Z(z) est une quantité positive ou nulle, qui peut varier le long de I'. On peut alors mon-
trer que ce type de condition est absorbant dans la mesure ou il entraine la décroissance de
I’énergie électromagnétique méme si le milieu de propagation est non conducteur.

Revenons a la condition de conducteur parfait. On peut également trouver dans les livres de
physique la condition supplémentaire :

(1.22) Han=0

qui exprime que le champ magnétique H est nécessairement tangent au bord I'. En fait on
peut considerer cette condition comme redondante, au méme titre que les équations (1.19),
car elle est une conséquence des autres équations. Menons un petit calcul formel pour nous
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en convaincre. Nous avons :

J
ot
Nous multiplions cette équation par Vi, ¢ € C®(Q), (nous faisons un produit scalaire) et
intégrons le résultat sur £ (nous avons choisi ¢ indépendante de t). Il vient :

(1.23) (pH)+ rot E=0

(1.24) i(/ pwH.Vy dz) —I—/ rot E.Vdz =0
dt 0 Q

Effectuons des intégrations par parties (Formules de Green) :
/ pH Npde = —/ div (uH ) dz + / p(H.n)e do
Q Q r

(1.25)
/F,u(ﬁ.n)cp do

puisque div (uH) = 0. Par ailleurs :

/ rot E.V@dr = / E.rot (V) de = /(E An)(nA (Ve An))do
Q Q r

Comme E A n|p = 0 et rot (Vi) = 0, il vient :
(1.26) / rot E.Vdz =0
Q
Par conséquent compte tenu de (1.25) et (1.26), nous tirons de (1.24), I'égalité :

(1.27) %(/T w(l.n)p do) =0 Yo e C=(T)

ce qui redonne (1.22) & une dérivation par rapport au temps pres.

Remarque 3 : Nous avons utilisé pour établir (1.25) une formule d’intégration par parties
que nous réutiliserons, a savoir :

V(i, %) € CH(Q)? x C1(Q)?,
(1.28)
/ (rot 4.¥ — rot ¥.1i) dx = /[n A(dAR)TARdo
Q r
Le lecteur se convaincra aisément que :
nA(EAR)(TAR)=nA(TAR).(TAR)

Pour cela, il suffit de remarquer que Uon a en fait affaire a un produit mizte, en occurence :

((An),(TAn),n)
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Il est également instructif de s’intéresser a la régularité des solutions des équations de Max-
well et de bien comprendre que celles-ci ne sont pas continues des que les coefficients ¢ et p
présentent eux mémes des discontinuités. (Nous nous limitons ici au cas o = 0). Pour s’en
convaincre il suffit de s’intéresser aux conditions de transmission satisfaitse par le champ élec-
tromagnétique le long d’une interface de discontinuité. Nous considérons le cas simplifié ou

Q= RS,ﬁz ﬁl Uﬁz,gl N Qz = @,E = 891 = 892 (Cfﬁgure 11) :

Figure 1.1 : Milieu & une interface

Nous supposons par exemple que :

e1 = ¢lg, € ()

£y = ¢lg, € ()

ainsi que les propriétés équivalentes pour pu.

On peut alors montrer que les fonctions E; = E|g, et H; = H|q, (respectivement Ey = E|q,
ot Hy = ﬁ|02) sont régulieres dans Q; (respectivement ) et qu’elles satisfont en outre les
équations (1.18) au sens classique (i.e. en tout point et tout instant) dans ©; (respectivement
Q5), pourvu que les données EO, H, et fs soient elles-mémes des fonctions régulieres. Il reste

a préciser ce qui se passe a travers 'interface (X).

Dans les livres de physique on trouve souvent le fait que les champs E et H doivent sa-
tisfaire les conditions de transmission :
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n/\ﬁﬂz IRAEQ|E
(1.29)

n/\ﬁ1|2 In/\ﬁ2|2

En fait (1.29) sont des conséquences des équations (1.18) si on considere que celles-ci sont
vérifiées dans IR® au sens des distributions. En effet si tel est le cas, on peut écrire, puisque £
et H sont a tout instant - dés que 1’on s’intéresse aux solutions d’énergie finie - dans L*(IR?)3

+oo N 895’ N . +eo .
/ /(E.g——H.rot c,o)dacdt—l—/ /]s.cpdx dt =0
(1.30) 0 ot 0

V3e DR xR

Maintenant nous découpons 'intégrale sur © en deux morceaux, respectivement en intégrant
sur £, et €, et pouvons appliquer I'intégration par parties dans chaque domaine €2;. Ainsi
nous obtenons :

—

+oo 8
/ / (E. e22 _ . rot @) dadt =
0 o ot

+oo
- [ [ __thl )@ dadt

- /Om /E(H1 An).(n A (G A n)) dodt

+oo 8
/ / (E,. e H,. rot @) dudt =
o Ja ot

+oo
= [ [ ——rotH2 )¢ dadt

_/0+°° /E(Hz/\n).(n/\(cﬁ/\n)) dodt

(Pour obtenir ces formules nous avons fait ’hypothese que la normale était orientée de £
vers {25). En reportant ces égalités dans (1.30), nous obtenons finalement :

+oo oF L. +oeo OF =
/ / (5—1—|— rot Hy + j,).¢ dadt —I—/ / (5—2—|— rot Hy + j,).F dadt
(1.31) /o e Ot o Ja, 01

+o0 o o
—I—/ /(Hl/\n—Hz/\n).cﬁdadtzo
0 r

Les équations de Maxwell étant satisfaites au sens classique dans chaque ouvert ;, nous
obtenons :

+oo o o
(1.32) / /(H1 An— fy An).Gdodt =0 Y& e D(R® x RY)?
T

ce qui redonne, au moins formellement, la condition de transmission sur H. On procéde de
maniere analogue pour F.
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Remarque 4 :

o Le lecteur se convaincra aisément que les résultats précedents se généralisent en fait
sans probleme en présence de conductivité.
Cette remarque permet de “comprendre” la condition auz limites de conducteur par-
fait. Il suffit pour cela de considérer un probleme de transmission entre un milieu non
conducteur, par exemple 1, et un milieu conducteur, par exemple Q,, puis de faire
tendre vers +00 la conductivité o du milieu Q5 (qui tend alors a étre un conducteur
parfait). On peut alors montrer que le champ électrique E, dans Q. tend vers 0 ce dont

on peut avoir au moins Uintuition a partir de l'égalité E, = ——(52 af + rot Hy+ js)
On obtient alors la condition aux limites de conducteur parfait en passant formellement

a la limite dans la condition de transmission (1.29) portant sur L.

o La condition de transmission (1.29) assure la continuité des composantes tangentielles.
Elle ne dit rien sur la composante normale de ces mémes champs. En fait, on peut
montrer que ces composantes seront en général discontinues puisqu’elles satisfont les
conditions de transmission :

€1ﬁl.n = gzﬁz.n
(1.33)

,ulﬁl.n :Hzﬁz.n

Exercice 1 : Démontrer formellement les conditions de transmission (1.33).

Cette propriété des solutions des équations de Maxwell constitue I'une des différences fonda-
mentales avec le modele de I’équation des ondes scalaires dont les solutions sont en général
continues. Nous reviendrons plus loin sur ce point.

1.3 Lien entre les équations de Maxwell et ’équation des ondes

1.3.1 Formulation des équations de Maxwell sous forme d’un systeme du
second ordre

Nous nous limitons ici au cas non conducteur ¢ = 0. Nous pouvons éliminer entre les deux
équations de (1.18) soit le champ électrique E soit le champ magnétique H , pour obtenir deux
formulations “équivalentes” des équations de Maxwell sous forme de systemes hyperboliques
du second ordre :

Formulation en £

8ZE _ = 855
8152 + rot (u ! rot E)+ T

(1.34) =0

Formulation en H

973

ot?

(1.35) 7 + rot (' rot H) 4 rot (¢717,) =0



EQAUTIONS DE MAXWELL ET —"EQUATION DES ONDES 13

Remarque 5 FEn présence de conductivité (o # 0) on peut toujours écrire une formulation
en I :

X E .
88152 + U%—t + rot (,u_1 rot £) =0

£

En revanche on ne sait pas €crire une formulation en H du méme type sauf dans le cas ou €
et i sont constants.

On peut déja noter une parenté entre les systémes (1.34) ou (1.35) et ’équation des ondes
scalaires qui, rappelons le, s’écrit en milieu homogéne :

FPu

(ou ¢ > 0 désigne la vitesse de propagation et u linconnue, scalaire) et en milieu hétérogéne :

0%u

— div(pVu) = f

ot p(x) et p(x) sont des coefficients positifs, équivalents de e(x) et p(x) pour le systéme de
Mazwell.

En effet (1.34), (1.35) et (1.37) appartiennent a une classe de problémes de la forme :

42U
1. S 4LAU=F
(1.38) o+ AU

ou U désigne Uinconnue, scalaire ou vectorielle, du probléme et ou A désigne un opérateur
différentiel en espace, linéaire et du second ordre. Nous allons voir maintenant que dans
certains cas particulier la relation Mazwell-ondes dépasse le simple cadre du formalisme.

1.3.2 Le cas des équations de Maxwell dans le vide

Dans le vide, I’équation (1.34) devient :

10j,
Eo ot

O°E
o

(1.39) + ¢ rot (rot E) =
Notons que si div fs = 0 nous avons :
div £ =0

a condition que cette égalité soit vraie a I'instant ¢ = 0. Nous utilisons alors la formule :

(1.40) rot (rot E) = grad (div E) — AE
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ou le laplacien vectoriel AFE est simplement défini par :

Al

Al

si (Fy, Fy, F3) désignent les coordonnées de E dans un repere cartésien 0x,x-x3. Il s’ensuit
que F est solution de I’équation des ondes vectorielles

OE . - 19],
N Eo ot

(1.41)

ce qui signifie que chaque composante F; vérifie une équation des ondes scalaire en milieu
homogene.

Remarque 6 Il est naturel de se demander si (1.39) et (1.41) sont équivalentes. Nous avons
montré que toute solution de (1.39) était solution de (1.41). Pour la réciproque nous intro-
duisons les données initiales :

E(z,0) = Eo(z)
(1.42) s

W(w,O) = ¢y ' rotHy(2)
et nous supposerons de plus :
(1.43) div Ey = 0

Nous allons voir que, si Q@ = R?, alors on peut revenir de (1.41) a (1.39). En effet posons
d = div E. Appliquons Uopérateur divergence a (1.41). Il vien,t compte tenu de (1.43) et de
divj, =0 :

d0%d

2 3
— —cAd=0 dans R
(1.44) o
d(z,0)= —(2,0) =0 dansR?
ot
Grace au résultat d’unicité pour Uéquation des ondes - que nous verrons au chapitre 1 -, il
s’ensuit que d = divkl = 0. Nous en déduisons Uégalité AE = —rot(rotE) ce qui nous permet

de remonter de (1.41) a (1.39). Ce résultat signifie que, dans le vide et dans tout ’espace, les
3 composantes du champ sont totalement découplées. Ainsi si les 8 champs Fq, Fy et 3, sont
orientés dans la direction 0z, la solution E va rester a tout instant dans la direction 0x.

Ce phénomene disparait lorsque le domaine de propagation Q0 n’est pas Uespace entier. En
effet, les diverses composantes sont recouplées au niveau des conditions aux limites. En fait,
on montre que, si on considere la condition de conducteur parfait, on a équivalence, au moins
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formelle, entre les deux problemes suivants :

[ 1 855
— ¢ rot (rot E) T 0

ri
ot
E($,0) = EO(w)
OF .
5(9070) = Fy(z)

EAR|F:0

(1.45)

9°E
ot?
E($, 0) = EO(w)

OF .
(1.46) 57 (:0) = Eu(x)

1 87,
L9 -0
508t

— C%AE—I—

EAH|F:0

div E|r = 0

1l est intéressant de noter que, pour passer du systeme de Mazwell a l'équation des ondes
vectorielle, on a du rajouter une condition aux limites supplémentaire relative a la condition
de divergence nulle. Cela est di au fait que, pour prouver que d = 0 dans 2, les deux seules

équations :
2
8_(5 —ciAd = ()
(1.47) o
d($,0) = E(wvo) =0 (Q)

ne suffisent pas. En revanche, le rajout de la condition de Dirichlet d|r = 0 permet de conclure.

1.3.3 Le cas des équations de Maxwell bidimensionnelles

On s’intéresse a un probleme de propagation de nature “cylindrique”, c’est a dire :

¢ le domaine de propagation {2 est de la forme :

ND=0xR, OCR?

e les coefficients sont indépendants de la coordonnée x5 :

€:€($17$2) M:M($17$2) U:U($17$2)

e les sources sont indépendantes de x3

—

Eo = Eo($17$2) H)o = ﬁ0($17$2) Js = ]2(9617952)
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Notons que I’on sort nécessairement du cadre des solutions d’énergie finie et que la direction
x3 joue un role tout a fait privilégié. On peut “montrer” que les solutions (E,ﬁ) de (1.18)
sont, dans ce contexte, indépendantes de z3 et que le systeme (1.18) se découple en deux
sous-systeémes d’équations posées dans £ x R, & savoir (dans ce qui suit (£, Fy, F3) sont les
coordonnées de E dans le repere 0x1a523, (Hy, Hy, Hs) sont celles de H et (51, ), j3)) sont
celles de 7,) :

Un systéme en (F,, Fy, H3) : le systeme (T'F)

oF; OHs .
. — M =9
¢ 315 + 7 8$2 + ]S
oF oH
1.48 = F. — 3152
( ) £ at + 01Lis awl —I_ ]s
0H; O0F, O0OF 0
315 3$1 8$2 N

C’est le systeme des ondes transverses électriques. (En effet, le champ électrique F reste dans
le plan “transverse” 0z,z, orthogonal & la direction d’invariance 0xz3)

Un systéme en (H,, Vs, F3) : le systeme (T'M)

OH, OFs
o T o, O
OH, 0F5
1.49 2 =
5%+0E3_ OH, OH, \ _,
at 8$1 8$2

C’est le systeme des ondes transverses magnétiques.

Exercice 2 Etablir les deux systémes (1.48) et (1.49) a partir de (1.18).

Il est facile de voir que chacun des systemes (1.48) et (1.49) est en fait équivalent & une
équation des ondes scalaire 2D si on suppose que ¢ = 0 (milieu non conducteur).

oty divy(e~'Vp Hs) + i( 1) — i( “i)y =0

1.
( 50) a 8t2 3$1 8$2

alors que pour le systeme (7'M), il faut choisir E3 pour inconnue auquel cas on obtient I’équa-
tion :

OF; 053
1.51 e—= — divp(u~ ' Vo E =0
(1.51) BYE ivp(u™ 'V kbs) + ot
Dans (1.50) et (1.51) les opérateurs divy et Vo sont les opérateurs divergence et gradient
transverses qui ne sont autres que les opérateurs divergence et gradient usuels dans IR? :
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. . Ju; | Jduy _—
o divy @ = oz, T o, t(u = (w1, us))
_ [ 9% O¢
eVyp=| Z— 7
e ( 8$17 8$2 )

Chacune des équations (1.50) et (1.51) est bien de la forme générale (1.37) avec un choix
judicieux pour chacun des coeflicients p et pu.

Remarque 7 Dans un milieu conducteur (o # 0) on peut réduire le systéme (T'M) a une
équation des ondes avec amortissement pour Fs. Celte équation s’écrit :

OE oL : 95
(1.52) € 81523 + 03—153 — divp(u™ 'V Es) + ‘g‘; =0

Il n’est pas évident de faire de méme avec le systéme (T'E) !
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Chapitre 2

Etude de I’équation des ondes
scalaire en régime transitoire

2.1 Le probleme modele

Nous considérons le probleme de propagation dans tout ’espace suivant :

Trouver u(z,t): RY x Rt — R/
“u
P — div (uVu) = f RY x R*
(2.1) ot
w(z,0) = ug(x) RY
d
S (@.0) = w(a) RY

Les coefficients p(z) et u(z) caractérisant le milieu de propagation sont supposés satisfaire les
hypotheses suivantes :

e p(z), u(x) mesurables

e0<p_<p(z)<py <+oo pp.axeRY

e0<pu_ <plz)<py <+oo pp.aeRY

Les données du probleme sont donc, outre les coefficients p(z) et u(z) :

o les données initiales (ug(2), ui(2))

e le second membre f(z,1).

L’inconnue du probleme est la fonction u(z,t).

19
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2.2 Le théoréme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida est un outil fondamental pour résoudre les équations d’évolution
dans les espaces de Banach (équations linéaires). Lorsque cet espace est lui méme un espace
fonctionnel, espace de Sobolev par exemple, ce théoreme s’applique aux équations aux dérivées
partielles d’évolution. C’est précisément la démarche que nous allons appliquer a I’équation
des ondes, puis aux équations de Maxwell. Nous nous contenterons du cadre hilbertien, suf-
fisant pour notre propos. Dans ce court paragraphe nous ne ferons qu’énoncer le théoreme.
Une démonstration détaillée est donnée dans 'annexe A.

Rappelons d’abord qu’un opérateur A dans un espace de Hilbert H, muni d’un produit sca-
laire (.,.)m, est caractérisé comme étant une application linéaire d’un sous-espace D(A) de H,
appelé domaine de A, dans H. Le théoreme de Hille-Yosida fait appel a la notion d’opérateur
maximal monotone.

Définition 1 Un opérateur A dans H de domaine D(A) est dit mazimal monotone si et
seulement si :

(i) A+ 1 est surjectif de D(A) dans H

(i) Yu € D(A), (Au,u)g >0

Dans la suite nous nous intéressons a 1’équation d’évolution dans H :

Trouver u(t) : Rt — D(A) C H
du
2.2 — 4+ Au=F t
(2.2) -+ Au >0
u(0) = ug

ou F(t) est une fonction donnée de R* dans H. Par définition, on appellera solution classique,
ou solution forte, de (2.2), toute fonction u vérifiant :

t— u(t) € CU(0.T; H),

(2.3) vt > 0,u(t) € D(A)

{— Au(t) € C°(0,T; D(A)
ce que 'on note :
(2.4) we CYRY; HYn CO(RY; D(A)

d
et vérifiant 1’équation d_?tL(t) + Au(t) = F(t) pour tout ¢ > 0 et satisfaisant u(0) = uqy (le
lecteur notera que cela nécessite que F' € C°(R*; H) et que uy € D(A)).
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Théoréme 1 (Hille-Yosida)
On suppose qu’il existe A € R tel que A + Al soit maximal monotone. Alors pour tout

ug € D(A) et tout F(t) € CHRY; H), le probléme (2.2) admet une unique solution clas-
sique (ou solution forte) :

u(t) € CHR*T; H)YNn C°(R; D(A))

Remarque 8 Pour donner un sens a la notation (2.4) il faut munir D(A) de la topologie
hilbertienne associée a la norme du graphe

Il o=l w I + 1 Au |1*

Remarque 9 Le lecteur notera que Uon demande a F(t) la régularité C*(R*; H) alors qu’on

d
aurait pu attendre C°(RT; H). On notera que si la somme d_?tL + Au € C'(RY; H) on a
d
seulement pour chaque terme e C'(R*; H) et Aue CO(RY; H)

dt

2.3 Existence et unicité pour le probleme modele :le cas des
solutions fortes

On fait entrer (2.1) dans le cadre du théoreme de Hille-Yosida en remarquant que (2.1) est
équivalent au systeme :

ou _

ot~ "~

Jdv

— — —=div(puVo) = =
(2.5) ot~ MHYO=

v(z,0) = uy(z)

On introduit alors ’espace de Hilbert :

(2.6) H=H'(RY) x L*(RY)

muni du produit scalaire

(2.7) (0,0 = (), + (Y, Vo), + (0,0),
U o’

siU = et U = . On a posé :
v v’

(u,u')o = [u(z)u'(z)o(z)dx

Y(u, ', ) € LH(IRN) x L2(RY) x L=(RY),a > 0.

(2.8)
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On introduit alors :

(2.9) D(A) = D(A) x HY(RY)
(2.10) D(A) = {u € H'(RY)/ div (uVu) € L*(RV)}

et on définit 'opérateur non borné sur H :

A:DA)CH—H

(2.11) A =

Le probleme (2.5) se réécrit avec U =

v
d
v + AU =F
(2.12) dt
ol nous avons posé :
0 U
F = Uo -
Ilp Uy

Lemme 1 Lopérateur A + Al est maximal monotone pour tout A > %

Démonstration :
U
1. SiU = notons que :
v

1
(AUv U)H = _(uv v)p B (VU, Vv)u B (; div (,uVu), v)p
Mais, grace a la formule de Green
1. .
—(; div (pVu),v), = —(div (pVu),v)

= (uVu,Vv) = (Vu, Vo),
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Nota : Nous désignons par (.,.) le produit scalaire usuel de L?*(R") ce qui correspond &
(., .)q lorsque a(z) =1

Par conséquent :

1 1
(AU, U} = —(u,0), > =5 w2 =5 | |

D’autre part :

IO =Ml + E Vel + el

Donc

1
(AU,U)HHHUH%IZ(A—?luuu§+uvug]

donc

VA> = (AU, U)g+ AU ||5>0 VYU € D(A)

1
2
2. La surjectivité de A + vI,v > 0, équivaut a trouver U € D(A) solution de :

AU +vU = F

ou F est un élément quelconque de H.

u f
SiU = et F = , ceci équivaut a :
v g
—?J—I—l/u:f fEHl(]RN)

(2.13) )
——div (uVu)+vv =g g€ L*RY)
p

En éliminant v, nous obtenons :

(2.14) _1 div (uVu)+ XNu=g+ \f
p
dont la formulation variationnelle est :

(2.15) (uVu, Vu') + v (pu,u’) = (plg + A\f),v') Vo' € HY(RY)

Le théoreme de Lax-Milgram permet d’affirmer que le probleme (2.15) admet bien une
solution (unique) dans H'(R"Y). En remontant & (2.14), on voit que div (uVu) € L*(RY)
donc que u € D(A).

Pour remonter & (2.13) il suffit alors de poser v = vu — f qui est bien un élément de
HY(RY). Nous avons donc démontré que A + vI était surjectif pour tout v > 0. Pour
conclure au caractere maximal monotone de A+ Af, il suffit de raisonner avec v = A+ 1.
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Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme d’existence et d’unicité pour le
probleme (2.1) :

Théoreme 2 Avec les hypothéses :

(ug,uy) € D(A) x HY(RY)
f € CO(R*; L*(RY))
le probléme (2.1) admet une unique solution forte dans ’espace :
CAHR*; L*(RY)) n CH(RF; HY(RY)) N C°(R*; D(A))
Remarque 10 On a muni D(A) de la topologie associée a la norme :
b=l w2 + ) Va2 + | div (1 90) |1

Démonstration : Les hypotheéses du théoréme équivalent a :

Ug
Uy = € D(A)
Uy
0
F = € CO(O,T;H)
fle

Grace au lemme (1) et au théoreme de Hille-Yosida, nous déduisons que le probleme d’évolu-
tion (2.12) admet une unique solution forte U, dans ’espace C*(R*; D(A))NCHIRY; H).On a:

u ue CRT;D(A))
U= € C'(RT; D(A)) <
v v e CO(RT; HY(RY))
0 u € CHRY; HY(RY))
U= € CY(RT; H) <
v v e CYRT; LA(RY))

Comme v = on déduit que u € C*(R*; L*(IR"Y)) ce qui achéve la démonstration.

U
ot’
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Remarque 11 Principe de superposition

Le théoréeme 2 permet de définir une application :

(u07u17f) —u
H' < I’ x CYRT; L?) — C*(RT; L) n CH(RY; HY) N CO(RT; D(A))

Cette application est évidemment linéaire. Cest le principe de superposition.

2.4 Identité de I’énergie - Estimations a priori

Soit u la solution forte de (2.1), on appelle énergie de u & l'instant ¢ la quantité :

1 Jdu 1
1) =5 [ ol nPde+ 5 [ ulVute,ofds
1 du 5 1 5
= S I SO 1B +5 1 Tu() I

Compte tenu de la régularité de u, il est clair que cette énergie est finie & tout instant :

(2.16)

Vi>0 E(u,t)<+oo

et qu’il s’agit d’'une fonction dérivable du temps

t — E(u,t) € CY(RY)

On a en fait le résultat suivant :
Théoréme 3 (Identité de I’énergie)

(2.17) B )= (1), (1)

Démonstration :

Soit, avec la formule de Green :

a0 o

C’est a dire, compte tenu de ’équation satisfaite par u, I'identité annoncée.

d 2
%E(u,t) = ( Ou Ou_ div (uVu) )

Corollaire 1 Si pendant un intervalle de temps [t,,15], le terme source f(x,t) est identi-
quement nul, Uénergie F(u,t) est constante entre les instants t; et ty. C’est un résultat de
conservation de ’énergie.
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Nous allons maintenant déduire de l'identité d’énergie (2.17) des estimations a priori sur la
solution, c’est a dire des estimations de certaines normes de u sans en connaitre ’expression.

Théoréme 4 (Estimations en norme H' et L?)

Pour tout instant t > 0, on a les estimations :

(2.18) 1520 s )+ [ 1G5 Iy ds
(2.19) I 7utt) s 2B+ [ 1) 1 ds
(2.20) u(t) Il sl +22E0) + [ (=) 1 565l ds

ou EO dC/SZgnC lénmgl(? anlfldle
2 14 M

Démonstration : En intégrant entre 0 et 7' I'identité (2.17) nous obtenons :

2.91 t)=F ))d
(2.21) (v, 0+/ ’dt y

Or grace a I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :

|(S(s), dt( NEE ( $) [l f(s) Il

du
Soit encore, comme || —( J2< 2E(u, s) -

(), SN < VEE )t | £(5) 11y

En reportant dans (2.21), nous obtenons :

(2.22) MngEﬁw@/Nf@HGEWﬁﬁM

Pour conclure nous utiliserons une variante du lemme de Gronwall, que nous démontrerons
un peu plus loin.

Lemme 2 Soit a €]0,1[,C > 0 et ©(t) et m(t) deux fonctions continues et positives définies
sur [0,T] et satisfaisant :

Wt € [0, ] ¢n§05ﬂm@ﬂ@ms

alors on a :

Ve [0,T] o(t) <{C' "+ (1- a)/;m(s)ds}ﬁ
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Appliquons le résultat de ce lemme avec :

Il vient :
) 1 gt ,
E(u,t) < E5+—/ s) || ds
(u,t) < {Ej 7 OHf()Hp }

d
Pour obtenir les estimations (2.18) et (2.19) il suffit alors de remarquer que || d?tL( ),
et H Vu(t Hu sont majorés par v/2E(u,t). Enfin pour obtenir (2.20) il suffit d’écrire que

= g —I—/ s)ds et d’utiliser (2.18).

Preuve du lemme de Gronwall :

Introduisons la fonction :
t
= —I—/ m(s
0

G'(t) = m(t)e(t)
Par hypothese ¢(t) < G(t). De plus, comme « est positif, la fonction # — 2* est croissante.
Par conséquent, compte tenu de la positivité de m(?), il vient :

(& est dérivable et on a :

G'(t) < m(1)G (1)

Soit encore

GG (1) < m(t)

En intégrant cette inégalité entre 0 et ¢, nous obtenons :

(1)~ — ') < /;m(s)ds

Comme a < 1,1 —a > 0 et la fonction 2 — 27+ est croissante. Nous en déduisons 1'inégalité

1—

t

G(1) < {C + (1 = a)/ m(s)ds) e

0

et donc le résultat annoncé puisque o(t) < G(t).
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Remarque 12 Le résultat du théoreme 4 est bien un résultat de continuité de la solution par
rapport aux données. Plus exactement il exprime que Uapplication (ug,wy, f) — w définie par
le théoréme d’existence et unicité est continue de D(A)x HYRY) x C1(0,T;R), munie de la
topologie de 'espace H'(R™) x L*(RN) x C1(0,T; LA(RY)), dans 'espace C'(0,T; L*(RY)) N
C°O0,T; H(RY)) muni de la norme :

du
u — supgo ry || u(?) [|, +suppo,ry |l dt( ) llp +supgory [| V() [l

qui est en fait, rappelons le, un espace de Banach.

2.5 Existence et unicité pour le probleme modele : le cas des
solutions faibles

Notre but est ici d’étendre la notion de solution, quitte & en affaiblir la régularité, au cas ou
les données du probleme sont elles mémes moins régulieres. Dans le cas ot u est une solution
forte, si v(x,t) désigne une fonction test quelconque dans C*(R? x [0,T]) vérifiant en outre :

dv

v(z,T) = at(

z,T)=0

nous avons :

T
/ / N ,oat2 — div (uVu))vdadt :/0 /]RN fodadt

En intégrant par parties nous avons :

2

/T/ (pu v V)ddt—
i w(PUgm + pVu.Vo)dedt =

(2.23) :/ pv(z,0)u(z / p@t z,0)ug(z)dx

+ / / Fodadt

On peut remarquer en fait, que par densité, I'identité est en fait satisfaite pour toute fonction
test v vérifiant : (on peut méme le démontrer directement - exercice)

v € C*0, T L*(IR*)) N C(0. T; H'(R?))/
(2.24)

v(x,t) = %(w,T) =0

On remarque alors que I'identité (2.23) conserve un sens méme si la fonction u(z,t) est moins
réguliere par exemple, si on a seulement :

(2.25) ue CH0,T; L) nC%0,T; H')

Ceci justifie pleinement la :



SOLUTIONS FAIBLES 29

Définition 2 On appelle solution faible sur Uintervalle [0,T] du probléme (2.1) toute fonc-
tion v satisfaisant :

we CH0,T; LYNC0,T; HY)
et satisfaisant (2.23) pour toute fonction test v satisfaisant (2.24) (fonction test admissible).

Remarque 13 L’un des intéréts de cette définition est aussi qu’elle garde un sens si on sup-
pose seulement :

(Uo,ul) € Hl XL2
(2.26)

f € LY0,7T; L%
Remarque 14 Par construction méme la notion de solution faible prolonge la notion de so-
lution forte : toute solution forte est a fortiori solution faible (sur tout intervalle !)

Théoréme 5 Avec ’hypothése :

(ug,uy, f) € H' x L? x L'(0,T; L?)

Le probléeme (2.1) admet une unique solution faible u dans Uintervalle [0,T]. Cette solution
vérifie les estimations du théoréme () ainsi que 'identité d’énergie :

E(ut) = E(u,O)—l—/Ot/f(ac,t)aa—?;(x,s)dxds

En particulier Uapplication (ug,uy, f) — u est une application linéaire continue de H* x L* X

LY(0,T; L?*) dans C°(0,T; H)n C*(0,T; L?)

Démonstration : Par densité on peut construire une suite (uj', u}", f™) dans D(A) x H' x
C°(R*; L?) telle que :

ul* — uy dans H!
u” — u; dans L?

f™ — f dans LY0,T; L%

Désignons par ug® la solution forte du probléeme (2.1) associé au triplet de données (ug', u7*, f™).
Les estimations du théoreme 3 appliquées aux différences u? — u? permettent d’affirmer que
la suite u™ est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach C°(0,7; H')nC*(0,T; L?) muni
de la norme :

du
lull= sup fu(®) [, + sup || Vu(@) [l + sup || —(1) I,
[0,T] [0,T]

)
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Par conséquent :

u™ — wdans C'(0,T; L*) N C°(0,T; H")

Il reste a démontrer que u est solution faible. Or, pour tout m et toute fonction test » admis-
sible on a :

/ /N, m2+uVu Vo)de dt :/T/memxﬁ
-I-/ (z,0)ul(z) — %(w,())ugn(x))dx

11 suffit de passer a la limite dans cette égalité ce qui se fait sans douleur. Ceci établit la partie
existence de la solution.

Pour démontrer ’unicité, considérons une solution faible associée a des données nulles, c’est
a dire vérifiant :

2

r 0%
/0 / N(puﬁ + uVu.Vov)dedt =0

pour toute fonction test v admissible.

D’apres les théoremes sur les solutions fortes et le caractere réversible en temps de ’équation
des ondes, nous pouvons construire une fonction v telle que :

ve C*0,T; L) NnCH0,T; HYYn C°(0,T; D(A))
et vérifiant :

2
P o
v(z,T)=0

ov
ot

Cette fonction v est en particulier une fonction test admissible et Iidentité (2.23) a lieu. Mais
comme v € C°(0,T;D(A)), une intégration par parties supplémentaires fournit :

T T
Vu.Vodz dt = —/ / w div (uVo)dz dt
A Aw“ - (uVv)

—div (uVo)=u (dans C°(0,T; L%))

—(z,T)=0

Par conséquent :

r v
/0 / N u(pﬁ —div (uVv))da dt =0

Soit, compte tenu de I’équation satisfaite par v

// xtzdxdt_O
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Ce qui entraine u = 0 et démontre donc 'unicité de la solution.

Les estimations du théoréme 4 et I'identité d’énergie s’obtient par passage a la limite dans les
estimations équivalentes écrites pour la solution forte u™.

Remarque 15 Nous avons utilisé dans la démonstration la densité dans lespace H* de [’es-
pace D(A) = {u € HY(R")/div (uVu) € L*(RY)}. Lorsque u est constant ou simplement
suffisamment régulier (de classe C' suffit) il est clair que D(A) coincide avec H*(RY) auquel
cas le résultat de densité est évident. En revanche si p est par exemple discontinue, D(A)
contient des fonctions qui ne sont pas dans H*(RY). Pour prouver le résultat de densité il
faut procéder différemment. Rappelons qu’un sous espace d’un espace de Hilbert est dense si et
seulement si son orthogonal est réduit a {0}. Si nous munissons H'(RY) du produit scalaire :

(1,0) = (1,0), + (Vu, Vo),
Nous avons :

u€ D(A) <= (u,v),+ (Vu, Vo), =0 VYo e D(A)

Soit alors uw € D(A)*, par le théoréme de Laz-Milgram il existe un unique élément v de D(A)
tel que

—div (uVo) +pv =u

En particulier nous avons :

[ull® = (uVu, Vo) + (pu,v)
= (Vu, Vo), + (u,v),

=0

Ceci entraine u = 0 et par conséquent la densité de D(A) dans H .

2.6 Résultats de régularité - Continuité par rapport aux don-
nées

Nous avons déja obtenu aux sections 4 et 5 des résultats de continuité de la solution par
rapport aux données (ug,u1, f). Nous allons examiner ce qui se passe lorsque 'on fait varier
les coefficients p et p. L’affaire est techniquement plus délicate car la dépendance de la solu-
tion vis & vis de ces parametres est non linéaire. Nous considérons donc une suite de données
(6% s £, uty ) viérifiant -
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o ul — up dans H'!
o ul — uy dans *
(2.27) off— f dans L'(0,7T; L?)

o p(x) = p(z) pp.zeRY

opf(x) — p(z) pp.v€RY

avec en outre des bornes uniformes sur les coeflicients p® et p°

e0<p_<pi(z)<pt<+oo ppaxecRY Ve
(2.28)
o0 < pu_ <pf(2)<pt <+4+oo ppxeRY Ve
Nous désignons en outre par W(0,7') ’espace de Banach
W(0,T)=C"0,T; L*)n C°(0,T; H")
du
| llwom= sup{[[ w(®) |, + | —(@) ll, + | V(@) [|.}
[0,T] dt
Théoreme 6 On suppose que (2.27) et (2.28) ont lieu. Soit v la solution faible de (2.1)

associée aux données (p°, us, ug, us, f°) et u celle associée aux données (p, ju, ug, u1, f), on a le
résultat de convergence :

u® — u dans W(0,T) faible «
u® — w dans H*(0,T; L*) N L*(0,T; H') faible

et pour tout compact Q@ C RY et tout t > 0.
u (., 1) — u(.,t) dans L*(Q)

u(z,t) — u(a,t) p.p. v € Q

Démonstration : Les estimations du théoréme 4 appliquées & «° montrent que :

€

e < (I 0

e+ || Vg

T
Lt [y

pe < ([l

f,s + || Vug

(2.29) sup | Vue Z)E 4y ) Ny dt
0,

2T L0 N de

e

pr +T(|| i

sup || u* [ 2 <| g
[0,7]

f,s + || Vug
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Comme pour tout v dans L?

Pl < Mvlle <p*(lolf

pe

e SH v

po el v

lol, <
(2.29) montre que la suite u* est bornée dans W(0,7"). On en déduit (entre autres) que u°

admet une sous suite (toujours notée u® pour simplifier) satisfaisant :

f—u dans W(0,7T) — faible %

u —u dans L?(0,T; L?) faible
du® du
dt dt
Vu® — Vu dans L*(0,T; L?) faible

(2.30)

dans L?(0,T; L?) faible

De méme, ¢ étant fixé, on a :

u(.,t) est borné dans H'
Par compacité on a, quitte & extraire une autre suite :

u(.,t) — u(.,t) dans L*(Q)
(2.31) VQ compact

u(z,t) — u(z,t) p.p.x € Q

Il reste a démontrer que u est solution faible du probleme limite ce qui démontrera en fait la
convergence de toute la suite puisque cette limite est unique. Pour cela il nous suffit de passer
a la limite dans 1’égalité (v désignant une fonction test admissible) :

T 9% T
/0 /N(pu W—I—,u VusVo) dxdt:/o /]RNf vdz dt
dv

+ [ ol 0)ui(e) = G, 0pus(a)]de

Le passage a la limite dans les termes de droite se passe sans probleme. Pour les termes de
gauche, il suflit de remarquer que 'application du théoréme de convergence dominée de Le-
besgue (on utilise les bornes uniformes sur p° et ;) montre que :

0%v 0%v

paw ~ P dans L2(RY x [0,7]) fort

wVu — pVo  dans L2 (RN x [0,T]) fort
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et d’écrire alors :
T & € az/v € & az/v
[ e G = 0 G

T
/0 /]RN pEVut Vodz dt = (Vuaalfvv)p(]RNx[o,T])

1l est alors clair que "on peut passer a la limite car dans chacun de ces produits scalaires un
terme converge fortement et ’autre converge faiblement.

Nous allons maintenant énoncer sans démonstration un résultat de régularité.

Théoréme 7 Si les données (p, i, ug, w1, f) du probléme (2.1) satisfont :
(psp) € C=(RY)?

(ug,u1) € D(RY)

f € C°(RYN x RT), f(.,t) supp. compact

alors lunique solution w du probléme (2.1) satisfait :

u€ C°(RY x RT)

2.7 Propagation a vitesse finie

Nous définissons en tout point la vitesse locale :

(2.32) c(z) = ( pz) ) e L=(RY)
et posons :

(2.33) ¢t = sup e(z) (< 400)
xE]RN

Théoréme 8 Si les données (ug, uy, f) satisfont
supp uo U suppu, C K
Vi >0, supp f(.,1) CK
ot K est un compact fize, alors on a :

Vt > supp u(.,t) C K + B(0,ct)
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Démonstration : Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ol :

(ug,u1) € D(Q) x D(Q)

[=0

ple), p(x) € C=(RY)

Nous savons alors que la solution est de classe C'*° en temps et en espace. La démonstration
rigoureuse dans le cas général fait appel & des raisonnements de densité et continuité. Les
difficultés sont d’ordre purement technique, il s’agit essentiellement d’appliquer le théoreme
6 et d’utiliser des arguments que nous détaillerons davantage dans la partie sur les équations
de Maxwell.

Nous allons de plus supposer que K est une boule, par exemple K = B(0, R). Nous considé-
rons maintenant, n désignant un vecteur quelconque de la sphére de RY, le demi-espace mobile

Q' ={zcRY/z.n > X ()}

ou X(t) est défini par :

dX
E(t) =V >0 (a déterminer)
X(0)=R

Nous désignerons par I'!, la frontiere de Q, (voir figure 2.1). Nous allons nous intéresser a
I’évolution de la fonction :

(2.34) Pu, 1) = 5 / 108 ISP e

Nous calculons sa dérivée. Pour cela nous utilisons le :

Lemme 3 Soit F'(z,t) € C*(RY x RY), il vient :

(2.35) %(/m F(a,t) dt) :/m %—f(x,t) dt—V [ Fa.t)do

Ft

Démonstration : Utilisons un changement de coordonnées par rotation (z,,zs,...25) —
(X1, Xo,...Xy) tel que 'axe 0X y soit orienté par le vecteur n. Nous avons :

($1,...$N) S Q; <~ Xy>R+Vt
Posons X = (X', Xy) et F(z,t) = F(X', Xy,1)

/ $ i d$—/ N 1 / X/ XN7 )dXN)dX/
Qb R4Vt
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Figure 2.1 : Le demi-espace mobile
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%(/ﬂ; F(x,t)dz) :/ o [ %(/Jroo F(X', Xy, 1)dXy) ] 4X

R4Vt

+eo F
/ / 0 (X', Xy, )dXndX' — V/
N-1 RiVt 8t

= /ﬂt 881;(36 tyde =V | F(z,t)do

%

Par conséquent :
d . 0*u du du
(P, 0, 0)) = / t (pﬁg +uV IV u)d
( | |2 + | Vul*)do
Par la formule de Green :

du du Ju du
/,MVEVU = - /ﬂt div (,uVu)a—dac + M%Ed

Par suite, compte tenu de I’équation satisfaite par u avec f = 0, il vient :

1
E(u, Q1) = —=

Au 1o Ju du
5 F{ Vipl o * + plVul?)

dt 2ot

d
Comme |[Vu|? = |Vrul? + |a—u|2
n

d 1
%E(U,Qfﬂt) = ——/,uV|Vpu|2dU

F(X',R+Vt, t)dX'

bao

1 uou
- { VAISAE + 94 - ”m}a

Or
auau
2 _
V(I T4+ 0l - 2 -
Ju Ou ou
_ 2 5C 2 2
=pV <| | QV dzsplaystyle8 T +c |8n| )
c? Ou 2 du,
_pv({|8t Van} e (1_V2)|8n|)

37
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Donc finalement :

d 1 c? Ou
“E th:——/ 2d—/ C S Pdo
(236) dt (uv ns ) 2 MV|VFU| o 815 ‘|‘ |
< _ O
5 | MV (1= 5)lg "do

d
Pour avoir %E(U,Qfﬂt) < 0, il suffit que :

CZ

N

et il suffit donc de choisir V = ¢*. Avec V = ¢t on a donc I'inégalité :

E(u, Q1) < E(u,Q!,0)

Mais par construction :

E(u, Q,0) = 0
= FE(u,Q,t)=0
= u(z,t) = 0dans Q)

= supp u(.,t) C Q,

Remarquons que si f n’est pas nul, on a I'inégalité :

d
B, 1 /f—dac dt

Dans ce cas c’est le lemme de Gronwall qui permet de conclure.

Le raisonnement étant valable pour tout n € SV ~!, sphere unité de RV, on a :

supp u(.,t) cn Q, = B(0,R+ ctt)

SN 1
= B(0, R) + B(c*1)

Le résultat est donc démontré lorsque K est une boule. Dans le cas général, il suffit d’utiliser
le principe de superposition et le théoreme 6 apres avoir remarqué que tout compact est
“limite” d’une réunion finie de boules fermées. Pour les détails nous renvoyons le lecteur a la
partie sur les équations de Maxwell.

Exercice 3 : Adapter la démonstration du résultat précédent pour démontrer le théoréme
lorsque f # 0. (Supposer que les données sont de classe C* ).
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2.8 L’équation des ondes en dimension 1, formule de D’Alem-
bert

Nous considérons maintenant 1’équation des ondes 1D avec vitesse de propagation constante
égale a c¢. Nous nous intéressons a la solution du probleme :

Pu 0%
o~ o2 0
(2.37) w(z,0) = ug(x)
Jdu

S ,0) = wi(a)

Théoréme 9 La solution u du probléme (2.37) est donnée par la formule de D’Alembert :

u(z,t) = %{uo(w + ct) + uo(z — ct)}

1 r+ct
t50 /x uy (€)dé

—ct

(2.38)

Démonstration : Nous utiliserons le changement de variable :

E=x+ct n=z—ct

et introduisons la fonction :

U(&,n) = ulz,1)

dont il est facile de vérifier qu’elle satisfait
U
oo

Nous en déduisons qu’il existe deux fonctions d’une variable f(.) et g(.) telles que :

0

U(&,n) = f(n)+9(&)

En revenant a I'inconnue originale u, nous obtenons :

uw(z,t) = f(a —ct) + g(z + ct)

Pour obtenir f et ¢ nous utilisons les conditions initiales :

w@,0) =up(z) = f(2)+ g(z) = uo(w)
Ou

S0 = m(z) = c{f(2) - ()} = w(x)

Nous en déduisons qu’il existe une constante A telle que :

C

f@) = gte) = ¢ [ wodr+ 4
() + 9(x) = u(x)
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d’ou nous tirons les identités :

1 1 " A
f(e) = Jule)+ 5o [ war+ 5

g(2) = %uo(x) n %/0 (1)t — g

expressions dont le résultat annoncé se déduit aisément. Le lecteur notera que, contrairement
aux fonctions f et ¢, la quantité f(z — c¢t) + g(z 4 ct) est indépendante de A.

Remarque 16 Nous avons €tabli ci-dessus un résultat intermédiaire important qui exprime

. . 0%u 0%*u
que toute solution de Uéquation des ondes homogénes e czm = 0 se décompose sous la
x
forme :
u(z,t) = ut(z,t) + u (a,t)
ou :

o ut(z,t) = f(z — ct) est une onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la direc-
tionx >0 :

ut(z+ L,t) = ut(z,t - £)
c

(le graphe de © — u(z,t+T) se déduit de celui de x — u(x,t) par une simple translation
de L = ct vers la droite).

o u(z,1) = g(x + ct) est une onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la direc-
tion x < 0.

L
ut(z — Lt)=u (z,t — =)
¢

(le graphe de © — u(z,t+T) se déduit de celui de x — u(x,t) par une simple translation
de L = ct vers la gauche).

Le théoreme 9 est pour nous 'occasion d’'une premiere incursion dans la notion de solution
élémentaire (ou fonction de Green) qui sera introduite au prochain paragraphe. Considérons
la solution u® associées aux données initiales :

u(2z,0)=0
o
ot

ou 6°(x) est une fonction telle que, lorsque ¢ tend vers 0 :

(z,0) = 6°(2)

6° — 6 dans D'(R)
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Il est facile de voir sur la formule (2.38) que, lorsque ¢ — 0, on a :
u(z,t) — G(x,t) presque partout

ot la fonction G(x,t) est donnée par :

1
Gz, t)= — siz € [—ct,ct]
(2.39) 2c

Gz, t)=0 silz|>ct

Exercice 4 Démontrer le résultat précédent.

41

X=-ct G=

Figure 2.2 : Support de la solution élémentaire 1D

Il est alors facile de vérifier que la formule (2.38) s’écrit encore :

ue,t) = [ Gl )y

d

(2.40)
_|_a </]R Gz — y,t)uo(y)dy)

Cette formule est en fait générale car elle s’étend, ainsi que nous le verrons au paragraphe

9 & n’importe quelle dimension d’espace. Par définition la fonction G(x,t) est la fonction de

Green ou solution élémentaire de 1’équation des ondes 1D (2.37).

Cette fonction de Green sert également a représenter la solution du probleme avec second

membre :
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PE 2
L
ot? ox?
(2.41) u(z,0)=0
ou
Nous verrons dans le chapitre qui suit que la solution de ce probleme s’écrit :
13
(2.42) ety = [ [ Gl =t = s/ s)dyds
0
Dans notre cas particulier cette formule devient :
1
(2.43) uw(z,t) = —// fly,s)dy ds
2¢ D
ot D, ; est le cone caractéristique issu du point (z,?) :
(2.44) D(ac,t):{ (y,9)/0< s <t |y—z| <c(t—ys) }
(x,t)
D(x,t)
X-ct X+cCt
Figure 2.3 : Le cone de dépendance




2.9. LES SOLUTIONS DANS TOUT L’ESPACE HOMOGENE - NOTION DE FONCTION DE GREEN43

Exercice 5 : Démontrer directement la formule (2.43) en décomposant ['équation des ondes
(2.41) en la succession de deux équations de transport :

dv  Ov
o Cor
v(2,0)=10

o i _
at—l—cax_

uw(z,0)=0

v

et en utilisant la méthode des caractéristiques pour résoudre chaque équation de transport.

2.9 Les solutions dans tout ’espace homogene - Notion de
fonction de Green

Nous considérons 1’équation :

2
aa—tz—czAu:f z€RY,t>0

(2.45) u(z,0) = up(z) x€RN
88—?;(36,0) =u(z) »eRY

ol la vitesse ¢ est ici une constante > 0.
Nous allons résoudre (2.45) par transformation de Fourier en espace.

Rappels sur la transformation de Fourier dans R

Nous considérons ici la transformation définie de L'(IR") dans C°(RY) par :
F: Ll(]RN) — CO(]RN)
(2.46) u(z) — a(k)

(k) :/ Lu(@)em*rde

(Nous nous plagons dans le cadre des fonctions & valeurs complexes)

Il est bien connu que JF applique de fagon bijective Iespace S(RRY) dans lui méme et que
la formule d’inversion est alors donnée par :

1 . ik
(2.47) u(z) = (%)N/ (ke dk
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Par dualité on peut prolonger la transformation de Fourier & 'espace S'(IR™) des distributions
tempérées dans RY par :

Ve S'(RY),Vp e S(RY) < Fu,o>=< u, Fo >

Il est alors facile de voir que cette définition prolonge & S'(IRY) celle donnée dans L'(RY).
Egalement on vérifie les propriétés suivantes :

Fs=1
(2.48)

F(f*xg)=(Ff)(Fg) (sif*g existe)

Enfin, on peut étendre par densité de L' N L* dans L?, la transformation de Fourier & I’espace
L*(RY) en une application bijective de L? dans lui méme vérifiant en outre les relations de
Plancherel-Parceval :

2m)N(a,0) = (u,v)

(2.49)
oM el =[ul?
On a les formules :
w(k) = lim u(z)e ™ *dy
R=coJiz|<r
. dk
uw(z) = lim w(k)etrr ——
= ™

les limites devant étre prises au sens de L*(IRY). Enfin, on a la propriété fondamentale :

Ju

(2.50) Floe

)= ik;j(Fu) Vue S'(RY)

Application a la résolution de (2.45)

Désignons par u(k,t) la transformée de Fourier en espace de u(x,t), nous avons pour chaque
k I’équation différentielle ordinaire :

d*a
W(kvt)—l_ lk

(2.51) a(k,0) = do(k)

a1 .
57 (K, 0) = (k)

2a(k,t) = f(k,t)
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équation qui se résout aisément :

W(k,t) = do(k)cos(c|klt) + (k) l sin(c|k[t) ]

25 “sin(clk|(t — s)) "
sin(c|k|(t—s)) »
—I—/ ——— f(k, s)ds
Introduisons alors la fonction, continue sur RY, définie par :
. sin(c|k|t)

Il est facile de voir que la formule (2.52) se réécrit :

ik, 1) = j(G(k Bitg(k) ) + Gk, i (k)

(2.54)
—I—/ Gk, t—s)f ks)d

1l est clair que pour tout ¢ la fonction k — G(k, 1) est dans S’(R"Y). Mieux on a :

G(.,1) € C°(R*; §'(RY))

au sens ou :

ty —t = G(.,1,) — G((..t) dans §"(R"))

Nous pouvons introduire alors pour chaque ¢ la distribution tempérée

(2.55) G(., 1) = FYG(., 1) € S'(RY))

45

(qu’on notera parfois G(x,t) avec un abus de notation). Par continuité de la transformation

de Fourier dans S'(RY)) on a :

G(.,1) € C°(R*; S'(RY))

et, avec les propriétés de F vis a vis de la convolution, on a :

u(.,1) 8(G( 1)k ug) + G(., 1) % uy

+/ = ) x (s s)ds

* désignant le produit de convolution en espace.

(2.56)

Par abus de notation, on pourra écrire :

/G — 1y, t)uo(y)dy) +/G =y, t)ui(y)dy

+/() /G(w —y,t = s)f(y,s)dyds
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On retrouve la la structure de la formule trouvée en 1D ce qui prouve que, pour N =1

1
Gz, t) = —Xi—or.en(T
( 5 ) QCX[ t, f]( )
Il est d’ailleurs bien connu que la transformée de Fourier de la fonction caractéristique de
sin(|k|ct)

Iintervalle [—ct, ct] est 2 ]

Exercice 6 : Démonirer ce résuliat.

On notera que si on fait ug = f = 0 et u; = § on obtient u(.,t) = G(.,t). En d’autres termes
G/(.,1) est solution du probleme suivant :

PG
ot
(2.57) G(2,0)=0

aG
W(% 0)=é(x)

toutes les inégalités étant a prendre au sens des distributions. Par définition, G/(.,t) est la
fonction de Green ou solution fondamentale de 1’équation des ondes dans R" (ou solution
élémentaire).

Nous verrons que la régularité en espace de la distribution @ — G/(z,t) dépend de la dimension
d’espace N. On notera en particulier que la fonction k& — G(k,t) n’est jamais dans LYRY),

—AAG=0 t>0,z RN

ce qui permet de prévoir que x — G(z,t) ne sera jamais continue alors que k — G/(k,t) n’est
1

dans L?(RY) que pour N =1 (en effet 2 Xi-et.et est bien dans L*(R)).
c

Nous verrons en fait que la singularité de G(z,t) en tant que distribution sur RY augmente
avec la dimension d’espace N. Ainsi :

N=1 G(,t)e L*(R)

N =2 G(.,t)e L'(R?)

N =3 G(.,t)est une mesure sur R?

Exercice 7 Démontrer que G(.,t) € L*(RY) si et seulement si N = 1.

2.10 Calcul de la solution fondamentale de I’équation des ondes
en dimensions 2 et 3

2.10.1 Calcul de la solution fondamentale en dimension 3

Notion d’onde sphérique
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On appelle onde sphérique dans R", toute solution de 1’équation des ondes de la forme :

(2.58) u(z,t) = u(r,t) avec r = |z = (22 4 ... + 2%)7

Nous allons voir que la recherche des ondes sphériques fait jouer un roéle particulier a la di-
mension 3. Notons que :

J z; Ou
oz, ) =T
O ey 100 sou a0
Ox? o rdr 3 or 1?2 or?
N—-10u 0%
Au(r,t) i + 972
Rappelons que :
0? 0%p dp OV 0*v
—(¥)= —V +2——
or? (p¥) or? + or or J””arz
Introduisons alors v = 7" u. Un calcul simple donne :
82 _ Eﬁzu M@u (N — 1)(N — 3) N-1_o
W(?})—T W—I—(N—l)r E—I— 1 T Uu

Par conséquent :

Pu N-lou_ 1 (6’_%_(N—1)(N—3)1)
or? 4 72

ar? roOr e
Autrement dit si u(r,?) est une onde sphérique, v = 15 est solution de I’équation :

0? 0? N-1)(N-=-3
(259) —?] _ CZ_U ( )( )621
ot? or? 4 72
qui apparait comme une équation des ondes 1D perturbée. Toutefois pour N = 3, le terme
de perturbation disparait ce qui signifie que, en dimension 3, toute onde sphérique est de la

forme :

=0

1
(2.60) u(r,t) = —v(r,t)
r
ol v est une solution de I’équation des ondes 1D
0% 0%*v
2.61 — - =
261 o

Autrement dit, en dimension 3, toute onde sphérique est de la forme

(2.62) u(r,t) = %f(t - 2) + %Q(H‘ 2)

r
— f(t — =) est une onde sphérique divergente
T c

T s .
—g(t 4 —) est une onde sphérique convergente
T c
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Définition et résolution d’un probleme approché

Nous allons concrétiser la solution par un procédé limite :

(2.63) G 1) = lim w? (1)

(la limite étant prise au sens des distributions) ou u°(z,?) est la solution du probleme :

R

9z AU =0
(2.64) u (z,0)=0

ouf

(. 0) = .2)

ou 6.(z) est une approximation de la distribution 6(z)

6. — 6 dans S'(R?)
Nous choisirons :
4 -1

(2.65) 3

6.(z)=0 sinon

si x| < e

Notons que par construction 8, € L*(IR*) de telle sorte que nous savons que (cf solutions

faibles)

ut € CYRT; LN CO(RT; HY)

en particulier :

Vi>0 u'(.,t)e H'(R?)

Nous cherchons naturellement la solution a symétrie sphérique puisque la donnée 6.(z) est
elle méme a symétrie sphérique. Autrement dit nous posons :

€ 1 €
u ($,t) = mv (|$|7t)
La fonction v*(r, ) vérifiant :

ve ,0%°
o2 ¢ or?
(2.66) p(r0) = 0
ov*

ot (7‘,0) = 995(7‘)

=0 r>0,t>0
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ot @.(r) est la fonction définie par :

e.(r) = (§7T€3)_1 sir<e
w.(r)=10 sinon
Au systéme (2.66), il convient d’adjoindre la condition aux limites en r = 0

(2.67) v*(0,1) =0

qui provient de v<(r,t) = rus(r,t).

Exercice 8 : Vérifier que uv®(z,t) € HY(R?) = v*(r,t) € H'(0,+00) C C°(0,+00).

Pour résoudre ((2.66), (2.67)), nous utilisons le principe de réflexion ou principe des images
qui exprime (exercice) que v°(r,t) est la restriction des images & r > 0 de la fonction o°(r,1)
définie pour r € R comme étant la solution du probleme :

82~a 82~a

G~ (5 =0 TERI>0
(2.68) 5(r,0)=0 reR

d7. 5

T (r,0) = @.(7) reR

ot ¢.(r) est défini par :
(2.69) 3

On notera que @, (r) étant impaire, on a ]Rcfoa(r)dr = 0.

Nous pouvons utiliser pour la solution de (2.68) la formule de D’Alembert. Nous obtenons :

(2.70) wrnn =5 [ R

2c —ct

On notera en particulier que :
supp 9. (., 1) C [et —e,ct +e]U[—ct — e, —ct + €]

En effet si r n’appartient pas a 'un de ces deux intervalles, on est dans 1’une des deux
situations :

supp . C [r —ct,r + ct]
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ou
supp . N [r—ct,r+ect] =0

r4ct
Dans tous les cas, / . (£)d€ = 0. Fixons ¢ > 0, pour € < ¢t, nous savons que :

r—ct

supp 0. (., 1) NRT = [t — ¢, ¢t + €]
Donc :
supp ve(.,t) = [ct — e, ct + €]

(2.71)

r4ct
va(rvt) = i‘/ @a(f)df

2c —ct

Il est facile & partir de cette formule de voir que le graphe de r — v.(r,t) est un arc de

, L €
parabole tronqué. Plus précisément, pour { > —, nous avons :
c
vi(r,t) = fo.(r —ct)
1
(272) ua(T,t) = _fa(r - Ct)
T

ou f.(x) est un arc de parabole a support dans [—¢,¢]

Figure 2.4 : Graphe de f.

A partir de (2.71), il est facile de voir que :

1 7/ .
A _%/Ocp(x)dx

1 o4, 3
= — — dr =
20/0(37T€) zdx S

TEC

Autrement dit :

(2.73) fel) = (1-=)
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Passage a la limite quand ¢ — 0

Notons que :
supp f. = [~¢,¢]

/fa(x)dx— 3 (8—%)2 !
fe(a

- 8rec

(2) >0

(C’est un résultat classique de la théorie des distributions que :

1
fo — —é dans D'(R)

dme

Exercice 9 : Démonirer ce résuliat.

Par suite, si ©(r) désigne une fonction continue de la variable r

+eo O(ct)
li —ct dr =
lim i fo(r = et)O(r)dr e
Nous allons voir que :
(2.74) Gat) = i (1) = g b(J2] = et)
. st) = limat( ) = o é(le] — e

c’est a dire une distribution mesure portée par la sphére de centre 0 et de rayon ct. Pour cela
nous écrivons :

<u (., 1), >= /]Raua(ac,t)cp(x)dx

Nous passons en coordonnées sphériques :

T =rw lw] =1

de = r2dr dw

<u (L), o> = /52(/+w%f€(r — ct)p(rw)ridr)dw

0

(Fubini) = /mfa(r — ct)O(r)dr

0

ol nous avons posé :
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Donc :

O(ct)
li (.t = = —
61{r(1)<u(,),cp> dwc dre

/ o(ctw)et dw
52

En faisant le changement de variable X = ctw, comme do = ¢*t?dw sur la sphére de rayon ct,
il vient :

. . 1
lim < (0,6 >= — o /|| p(w)do(x)

Remarque 17 La solution élémentaire G(.,1) est indifféremment définie par l'une de ces
deuz formules :

1
1
Gl t) = ool = et

Application a 'expression de la solution de I’équation des ondes. Principe d’Huyghens

En appliquant la formule générale (2.56) & notre cas nous obtenons :

0
u(z,t) = ot ( 473015 /|y|=ct to(@ = y)do(y) )
1
/|y|:ct U1($ - Z/)dU(@/)

4met

/
0

ou encore la formule équivalente :

d
u(z,t) = a( 473015 /|x—y|:ct uo(y)do(y) )

(2.76) 41 /|x_y|=ct w(y)do(y)

(2.75)

( f|y|=cs f(x -y, - S)da(y) ) ds

1
dmes

4met

1 4 1
too / i /|| f(y,s)do(y)ds

Nous nous intéressons maintenant au cas du probleme de Cauchy et supposons que les données
initiales (ug,u;) sont a support compact. La formule (2.76) nous permet d’avoir une idée plus
précise du support de la solution a un instant donné par :

U= [ ey

olt o est & support compact dans R*. U(z,t) est donc le résultat de I'intégration de ¢ sur
la sphere de rayon r et de centre z. Si la distance de z au support de ¢ est supérieure a ct,
on obtient évidemment 0. On retrouve la le phénomene de propagation a vitesse finie déja

rencontré. Si nous supposons que ¢ est assez grand, a savoir ¢ > % diam (supp ¢) alors il
c
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y a une autre région en dehors de la région dist (z, supp ¢) > ¢t en laquelle la fonction
U(z,t) s’annule. Illustrons ceci en considérant ce qui se passe lorsque le support de ¢ (ou

ici, le support des données) est une sphere de rayon R. Dans ce cas, des que ¢ > —, le sup-
c
port de la solution est une couronne sphérique comprise entre les spheres de rayon t — — et
c

R . . .
t + —. Autrement dit, au bout d’un certain temps, il se forme un trou dans le support de

c
la solution c’est a dire il y a formation de deux fronts d’onde, un front d’onde avant et un
front d’onde arriere qui dans ce cas précis sont les spheres de rayons respectifs ct4+ R et ¢t — R.

2R

Figure 2.5 : Propagation du support

Dans le cas par exemple ol le support des données initiales est un convexe, il est facile de
voir que si [A, B] correspond & un diameétre de ce convexe, le trou va se créer au temps t = %
c

diam (supp donnée au point [ milieu de AB). La lacune va alors se développer autour de ce
point. Une autre facon de considérer ce phénomene, également appelé principe d’Huyghens
est d’examiner la solution en un point 2 au cours du temps. On a le double phénomene suivant :

- Siz ¢ support {données}, il existe un instant ¢; > 0 tel quet < t; = u(z,t) = 0.
Cet instant ¢; est évidemment donné par (K étant le support des données) :

1 . .
t = —min{le - yl,y € K}
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c’est ce qui illustre la propagation a vitesse finie.
- Vz, il existe un temps t5 tel que pour t > 5, u(x,t) = 0. En effet pour ¢ assez

grand la sphere de centre z et de rayon ¢t va completement englober le support
des données. Il est clair que :

1 .
ty = Emax{|x— yly€ K}

u(x,t)

Ctl

cto

Figure 2.6 : Principe de Huyghens

2.10.2 Calcul de la solution élémentaire de I’équation des ondes en dimen-
sion 2

Nous allons utiliser la méthode de descente qui consiste a résoudre un probleme en dimension
2 a partir de la résolution d’un probleme posé en dimension 3. Nous nous intéressons ici a la
résolution du probleme :
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(o )
ot dz?  Oal

(2.77) o(2,0) = 0

du
57 (%5 0) = w(x)

Nous supposerons u,(2) réguliere & support compact pour simplifier. Soit ¢(z3) une fonction
d’une variable C'* & support compact et d’intégrale unité :

(2.78) o € D(R) /]R olg)des = 1

Nous considérons alors le probleme auxiliaire :

Trouver a(z,23,1) : R* X RX Rt — R (2 = 21,2,)

u L 9%u 9% , 0%

o N\ awtam ) o’
(2‘79) 8$1 8$2 3

w(z,25,0)=0

du

a(ﬂfa 3,0) = wi(2)p(as)

Nous savons que ce probleme admet une solution unique qui est & tout instant a support
compact. Nous allons montrer que :

(2.80) w(z, t) = /ﬂ(ac,acg,,t)dxg,
Pour cela, considérons la fonction :

v(x,t) = /ﬂ(w,xg,t)dwg

Nous allons montrer que v est solution de (2.77). Il suffit alors d’invoquer le résultat d’unicité.

Or :

v(z,0) = /ﬂ(w,wg,O)dxg =0

ov ot
E(w,O) :/E(x,xg,O)dxg

= ([ plag)das)usle) = wi(2)

D’autre part nous avons :

u L, 9%u 9% , 070
e TP LY o | daes =0
/[ ¢ ( 027 T 922 “ouz |1
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Or :

0% 0 0%
Sl :ﬁ(/udxg) =270

25 2 2
e :8—2(/&d963) O

2
Ox;

et comme % est a support compact

Par conséquent :

(oo o),
ot dz? Ol

ce que nous voulions démontrer. Nous savons que (cf formule (2.75))

1
C Awelt

(2.81) W, 25,1) / (@ — g)o(s — y3)do(y, us)

ou S = {(y,y3)/|y|* + y3 = ¢*t*} que nous décomposons en :

S.=S8tus;

avec

(Y, 93) € Sh == ys = +(*> —y*)7 |y| < et

(Y, y3) € S5 = ys = — (X2 — y*)7  |y| < et
Ecrivons :

_ 1 _
(2 82) u(fa 903775) = Are?l /5:; Ul(x - 3/)99(903 - y3)d7‘(y, 3/3)
' 1
iy (2 — — y5)d
T [, (e = el — v)dr(v.)

.1 T . 1
Nous utilisons la paramétrisation y; = :l:(czt2 - y2)2 sur Scit. Nous avons :

do(y,ys) = (1+ |V, f|*)3dy
fly) = (2 = |y|*)*

Un calcul simple donne :

2 5 ct
do(y,ys) = ( 1+L ) =

(02t2 _ |y|2) (02t2 _ |y|2)§
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Par conséquent :

_ 1 u(z —y)
Amc?t Jyi<er /27 — [y]?

1 w(z —y) 5
v J) _ 2 _ lyl2)d
+ — |y|2@(w3 Ve |y[?)dy

ly|<et

(z, x3,1)

(s + /et — |y|*)dy
(2.83)

Par le théoréme de Fubini :

I ui (2 —y)
D= T e W[/M(w 22 — |y|?)dws]dy
I ui(z—y) /
e a2 T3 — /2t — |y|?)dzsld
Ame Jyiger /P2 - |y|2[ g P |yl?)das]dy

Mais, V]y| < ¢t :

/]R Pz — 1/t — |y|?)das = /]R Pl 41/t — |y|?)das = 1
Donc finalement :
1 _
(2.84) w(z, ) = — _lr—y)
2me Jyl<er /20 = [y

Sur cette formule nous pouvons identifier la solution élémentaire de 1’équation des ondes en
dimension 2 comme étant la fonction G(z,t) définie par :

G(z,t) = !

1
(2.85) 27TC '\/Cztz - |$|2

G(z,t)=0 si|z| > et

si|z] < et

On remarquera que la fonction & — G(z,t) est a support compact, non bornée, discontinue
mais que néanmoins  — G(z,t) € L'(IR?), comme annoncé précédemment.
Nous sommes maintenant en mesure de donner ’expression de la solution du probleme :

2
%—Au:f  €R%L,t>0

(2.86) u(2,0) = ug(xz) = €R?
88—?;(36,0) =u(z) v €R?

A savoir :

1 _
wa,t) = =2 / G )
2re Ot \ J i< /2B~ Tyl
(2.87) L mlzy)
2me Jiyl<er /0 — [y
1 ! f($ B yvt B 8)
+_/ / REZ 9029 gy s
2e Jo Dz AT TP 7
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Notons que si on s’intéresse au probleme de Cauchy (f = 0) avec des données initiales (ug, u;)
a support compact, la solution au point z résulte d’un calcul d’intégrale de ces données sur
un disque (et non plus une sphére comme en dimension 3) de centre x et dont le rayon aug-
mente proportionnellement au temps. Ainsi si le phénomene de propagation a vitesse finie
persiste bien évidemment, il n’en est plus de méme du phénomene de formation d’une lacune,
d’un trou dans le support de la solution. Autrement dit, en un point # donné, il n’existe pas
d’instant ¢ au dela duquel la solution sera identiquement nulle comme en dimension 3. En
revanche, on a bien :

(2.88) tkg—noo uw(z,t) =0

On peut méme préciser le comportement asymptotique de u(z,t). Considérons tout d’abord
le cas ug = 0 et désignons par K le support de u,, supposé régulier.
Nous avons :

u(z,t) = /lx—ylgct v (y)

t? — o —yl?

Pour ¢ assez grand, {y € K} C {|z — y| < ¢t} et donc

1 1
u(e,t) = 5= [ (@ = o = o) Fui(y)dy

Nous avons :

avec Vy € K e(z,y,t) <

Par conséquent, nous avons le développement :

u(est) = o[y + [ o = yPu)d)
(2.89) r(z,t)
r(z,t) < Cif)

Considérons maintenant le cas w3 = 0 et wy & support compact K. Pour ¢ assez grand :

/ Uo(y) dy:/ wly) g,
lo—yl<et /2 — [z — y[? KA\ — o —y]?

Donc :

S e =Py =~ [ (@ = o) )y

Par conséquent :
3

ulest) = 5= [ (@ = fo = o) Fun(y)dy

2T
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Or:
] 1 3]z -yl
(@0 —fe—yP")? = F5+ 555~ te@4:0)
Clz, K .
(x,y,t) < % pour y € K
Nous en déduisons le développement :
1 3 5
u(est) = ool [uol)dy) = el [ 1o = yluoly)dy)
(2.90) +r(z,t)
C(x)
r(z,t) < 5

Bien entendu dans le cas général, le comportement asymptotique est donné par la somme des
deux résultats (2.89) et (2.90).

Bilan sur la solution élémentaire

Nous avons vu que la solution élémentaire ne dépendait que de |z| et était & support dans
{]z| < ¢t}. D’autre part la singularité de la solution élémentaire augmente avec la dimension
de I’espace ce que nous pouvons illustrer graphiquement en représentant |z| — G(z,t)at > 0
fixé

On notera que dans chaque cas le support singulier (lieu des singularités) de la solution
élémentaire est la "sphere” {|z| = ¢t}. En dimension 1 et 2, le support de cette solution est
la “boule” {|z| < ct} alors qu’en dimension 3 support et support singulier coincident. C’est
le principe de Huyghens.
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G(x,t)

L.

Figure 2.7 : Solutions élémentaires




Chapitre 3

Les équations de Maxwell en régime
transitoire

3.1 Position du probleme de propagation dans tout ’espace

Nous nous placons dans R® et nous nous donnons £(z) et u(z) (permittivité diélectrique et
perméabilité magnétique) vérifiant :

e ¢(x), pu(z) mesurables
(3.1) e0<ce_<e(z)<ey <400 pp.reR?

o0 < pu_ <pla)<puy <+4oo pp.azeR?

Les inconnues du probleme sont :

—

e le champ électrique  E(z,t)

e le champ magnétique H(z,1)

Les données du probleme sont :

e le champ électrique initial — Eg(z)

e le champ magnétique initial Ho(z)

-

e le courant source : Js(x,t)

61
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Le probleme a résoudre s’écrira :

Trouver E(x,t):R> — R3
H(z,1): R> — R
OF .-
e— — rot H = —jg z €R3t>0
(3.2) g%
u——l—rotﬁ:O x €R3t >0
Jt
E(z,0) = Ey(x) x € R?
OE »
W(w,O):E1($) z ERS

3.2 Existence et unicité de solutions fortes pour (3.2)
On introduit ’espace de Hilbert :
(3.3) H = L*(R®)® x L*(R?)?
muni du produit scalaire :
(3.4) (£, H), (£ H")u I/ (e(@)E). £ (x) + p(e) H (2).H'(2))de
oll @.7 désigne le produit scalaire usuel de R?.
On introduit par ailleurs ’espace :
(3.5) D(A) = H (1ot ,R?) x H (10t ; R?)
ot H (rot ;R?) désigne l'espace de champ de vecteurs (3.2)
(3.6) H (rot ;R?) = {@ € L*(R*), rot @ € L*(R*)*}
qui est un espace de Hilbert muni de la norme :
I lor= [ (1l +| ot )
(Dans la définition (3.6), les dérivées sont bien entendu prises au sens des distributions).

Exercice 10 Démontrer que lespace H (rot ; R?), muni de la norme || . ||;ot, €st un espace
de Hilbert.

Nous introduisons dans H 'opérateur A non borné, de domaine D(A), défini par :

(3.7) V(E,H)e D(A) A(E,H)=(—¢""rot H,+u""rot E)
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Nous faisons 'hypothese que :

E, € H (rot ;R

(3.8) Hy, € H (rot;R?)

Jjs € CHRYL(R?))

de telle sorte que

(Eo, Hy) € D(A)
(3.9) -

(=2.,0) € C'(R*H)

Résoudre le probleme (3.2) équivaut alors a résoudre dans H ’équation d’évolution :

—

(B H)+ AE i) = (=2,0) 1>0

3|~

(3.10)

o

7ﬁ)(0) = (EOv ﬁO)

Nous pouvons énoncer le :

Théoréme 10 Le probléme (3.2) (ou (3.10) admet une unique solution forte :

(E,H) € (C'(R*: L(R*) N CO(RY; H (rot ;R)))*
pourvu que les hypothéses (3.1) et (3.9) soient satisfaites.

Démonstration : Le lecteur se convaincra aisement que, pour pouvoir appliquer le théoréme
de Hille Yosida il suffit de vérifier que pour A > 0 assez grand, 'opérateur A+ Al est maximal
monotone. Or un rapide calcul montre que :

(A+AD(E, ), (E, f )y = /Ra(rot Eoff — rot if.F)da
A (E ) |13
La formule de Green montre que :
(3.11) /]Ra(rot E.H — rot H.E)dz =0

Exercice 11 1. Démontrer que D(R?)? est dense dans H(rot ;R?)

2. Montrer que la formule (3.11) est vraie pour tout couple (E; H) dans (D(R®)*)2. En
déduire qu’elle est vraie pour tout (E, H) dans H(rot;R?)%.
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Par conséquent nous avons :

(3.12) V(E,H) e D(A) ((A+AD(E, ), (E, H)m =X (E,H) [}

Il s’ensuit que 'opérateur A + Al est positif pour tout A > 0.

Remarque 18 On constate en fail que Uopérateur A a la propriété remarquable suivante :
(3'13) (A(Evﬁ)v(ﬁlvﬁ/))H = _((Evﬁ)vA(Elvﬁ/))H

pour tout ((E, H),(E',H')) dans D(A) x D(A). On dit que Uopérateur A est antiadjoint.

Il nous reste a démontrer que A+ Al est surjectif, c’est a dire de montrer que pour tout couple
(F',G) dans H, le probleme :

Trouver (E, H) € D(A) x D(A)/
(3.14)

a une solution.

Il s’agit donc de trouver (£, H) tel que :

—rot H + AeEE = cF (D'(R%)?)
(3.15)
rot £ 4+ Al = pG  (D'(R?)?)

Eliminons H entre ces deux équations, nous obtenons au sens des distributions

rot (u~' rot E) 4+ N%eE = AeF — rot G
(3.16)
E € H(rot ; R?)

probleme dont la formulation variationnelle s’écrit :

Trouver E € H(rot ;R?)/ VE' € H(rot ; R?)

(3.17) /,u_l rot E.rot E' dx + Az/gﬁ.ﬁl dx =

:A/eﬁ.ﬁ'dw—l—/é.rotﬁ' dx

Le théoreme de Lax-Milgram nous permet alors d’affirmer que le probleme (3.16) admet pour
tout A > 0 une unique solution £ dans H (rot ;).

Exercice 12 1. Montrer que les problémes (3.16) et (3.17) sont équivalents.
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2. Démontrer lexistence et l'unicité de la solution de (3.16) pour A > 0.
. 1 - = 9/ 3
Posons alors H = N rot £+ G € L*(R”)”, nous avons alors :
©

—rot H + B = eF

rot F + /\,uﬁ = ,ué

(la premiere équation se déduit de (3.16), la seconde n’est autre que la définition de H).
Pour conclure il suffit alors de remarquer que I’éagalité rot H = X\eE — ¢F montre que
rot H € L*(R?) et donc que le couple (E, H) appartient & D(A).

Nous avons donc démontré que 'opérateur A + Al était maximal monotone dans H pour

tout A > 0. Le théoreme est alors une conséquence directe de P’apllication du théoreme de
Hille-Yosida.

Avant de passer au paragraphe 3, il est utile de mettre en exergue une propriété remarquable
du systeme (3.2) :

Théoréme 11 5% les données initiales (EO, ﬁo) du probléme vérifiant :
div (e Ey) = div (uHy) = div(js) =0
alors pour tout t > 0 on a :
div(¢E) = div(uH) =0

Démonstration : Formellement le résultat est évident. En effet, en prenant la divergence de
chacune des équations de (3.2) il vient, compte tenu de div (rot) = 0,

4 (div (¢E)) =—divjs=0
dt

d .. =

4 aiv (uily) =0
ce qui signifie que les fonctions div (¢E) et div (uH ) sont indépendantes du temps ! (ce qui
entraine a fortiori le résultat du théoréme). Il reste a faire un raisonnement rigoureux :les
quantités div (¢ E) et div (uH ) ne sont a priori que des distributions de H~'(IR*)? qui doivent
étre traitées en tant que telles.

Soit ¢ € D(IR?), multiplions scalairement la premiere équation de (3.2) par Vi et intégrons
le résultat sur R®.

/5— (z,1).Vo(z)de —I—/ rot H(x,).V(x)de

—I—/j;(x,t).ch(x)dw =0
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En utilisant la formule de Green, ou méme plus simplement en raisonnant au sens des distri-
butions nous avons évidemment (rot (V) =01) :

/ rot H(x,t).Ve(z)de =0
De méme, comme div ]; =0, il vient :

/jS($,t).Vg0($)dx -0

Enfin, ¢ étant independant du temps :

E
/eaa—t(w,t).ch(w)dx =
Il s’ensuit que pour tout ¢t > 0
div (eE) = div (¢Ey) =0

On procéde de la méme fagon pour div (uH )

Remarque 19 57 on se souvient que B= ,t[H et D = 55, le résultat précédent ne fait expri-
mer que div D = div B = 0, ce qui vient en fait ‘es équations de Maxwell si on tient compte
de la loi de conservation de la charge.

3.3 Identité de I’énergie - Continuité de la solution par rap-
port aux données - Solutions faibles

Nous nous placons dans le cadre des hypothéses du théoreme 10. Nous définissons I’énergie
électromagnétique £(t) par :

(3.18) &) = 5 [ B 0P + (e, 0 o

qui est, compte tenu de la régularité de la solution forte (E, ﬁ), une fonction de classe C'! sur
RT.

Théoréme 12 [ ’évolution de l’énergie £(t) est régie par Uidentité :

(3.19) dett)

jo.Edr =0
0t + Ra]s x

Démonstration : Nous avons :

oL — -
ga—t_)— rot H = —)5

H R
,uaa—t—l— rot ¥ =0
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Nous multiplions la premiere équations scalairement par F, la seconde par H, ajoutons
membre & membre les deux égalités obtenues et intégrons le résultat sur R*. Nous obte-
nons alors, compte tenu de la formule de Green (3.11) :

OF - 0H - -

On conclut apres avoir remarqué que :

d oF - oH -

Remarque 20 On aurait pu obtenir lidentité de facon plus abstraite en remarquant que :

d = = = = Ld = = 0
(B, ), (B, ) = 3 511 (B ) I
Pour conclure, il suffit de remarquer que :
£t) =5 || (E@), H(1)) |5

Remarque 21 L’identité (3.19) montre qu’en l’absence de source (55 =0), il y a conserva-
tion au cours du temps de U'énergie électromagnétique E(t).

Théoréme 13 (Estimations a priori)

Lénergie £ définie par (2.5) vérifie :

£ < €+ 5 [ 113s(0) I oy’

Démonstration : Nous remarquons que :

|[FeFde| < (f1fspe o) [elEpan?
< ([I5re e

Si nous posons :

1550) = [155( 0 (o) da

nous avons :

L <l 0 1 ey
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le résultat annoncé se déduit alors du lemme de Gronwall généralisé (cf. chapitre 1 - il suffit
en fait d’intégrer cette inéquation différentielle).

Corollaire 2 Pour tout T > 0, la solution (E, H) de (?2) satisfait les estimations a priori :

1 E Nlzoeqo,miesy + | H (oo minn < CU Eo [+l Ho [l + 11 s [[z=or:22)

ot la constante C, indépendante de T, ne dépend que de ¢_,e,u_et ut et oi nous avons
POSE :

| E iy = sup ([ 1B, 0 de)?

0<¢<T
— T — 1
|l 7s lorvorizsy = /0 (/|j5(x,t)|2dx)5dt

Exercice 13 Démonirer ce corollaire.

Le résultat du corollaire 2 est un résultat de continuité (ou encore de stabilité) de la solu-
tion (FE, H) par rapport aux données (Fy, Hy et jg). Plus exactement il exprime le fait que
lapplication qui a :

(Eo, Hy,Js) € H(rot ;R?) x H(rot ;R?) x L'(0,T; L*(R*)?)

associe :

(E,H) e {C"'(0,T; L*(R*)?)) N C°(0,T; H(rot ; R*)*)}*

est continue si on munit I’espace de départ de la topologie de L%(R*)?x L%(R*)?x L*(0,T; L*(IR?)?)
c’est & dire de la norme || Ey || + || Ho || + || Js l1(0,;22), et si on munit I'espace d’arrivée
de la topologie de C°(0,T;R?)? cest & dire de la norme || £ ||peor.r2) + || H [[zoe(o:22)-
L’espace H(rot ;R®) x H ;R®) x C*(0,T; LA(R?)?) étant dense dans L*(R’)® x L*(R’)? x
LY(0,T; L*(R?)®), on peut prolonger de fagon unique cette application en une application
linéaire continue de L*(R*)® x L*(IR?)® x L'(0,T; L*(R*)?) dans C°(O,T; L*(IR?)?)%. C’est ce
qui permet de définir les solutions faibles du systéeme de Maxwell (3.2), en procédant comme
on l’a fait pour I’équation des ondes scalaires. Nous laissons le soin de cette construction au
lecteur, a titre d’exercice :

Exercice 14 1. Définir pour des données (Ey, Hy, j5) dans L2(R?*x L2(R*)3x L1(0, T; L*(IR?)?),
une notion de solution faible de (3.2) dans Uespace C°(0,T; L*(IR?)?).

2. Démontrer Pexistence de la solution faible en regularisant les données du probléme.

3. Démontrer Punicité de la solution faible en utilisant une méthode de dualité.
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4. Démontrer que si les données (Eo, Hy) vérifiant div (¢Ey) = div (uHy) = 0 alors pour
tout t > 0 la solution faible vérifie div (el)) = div (pH) =0

Nous nous contenterons ici d’écrire le résultat final (qui n’a en fait de sens qu’une fois qu’on
a défini correctement - (c’est I'objet de la question 1) - la notion de solution faible !).

Théoréme 14 Sous Uhypothése :

(Eo, Hy, js) € LA(R?)? x L*(R®)® x L'(0,T; L*(R®)?)

le probléme (3.2) admet une unique solution faible (E,H) € C°(0,T; L*(R*)3)? et Uapplica-
tion (Ey, Hy,js) — (E, H) ainsi construite est linéaire et continue de L*(R®)® x L*(R®)? x
L0, 7T LAR?)?) dans C°(0,T; L*(IR?)?)?

3.4 Continuité de la solution par rapport aux coefficients c et
it - Résultats de régularité

Dans cette section nous établissons I’équivalent pour les équations de Maxwell des résultats de
la section du chapitre 1, résultats valables pour ’équation des ondes. Nous nous contenterons
ici d’énoncer ces résultats. La démonstration du premier (résultat de continuité par rapport
aux données) est laissée en exercice (c’est une suite pour l'exercice qui précede). Celle du
second (régularité) est admise.

1. . , S0 =0 =7 , .
Considérons donc une suite de données (&7, 1" FE, H vérifiant lorsque 1 tend vers
9 v JS 40 0

0:

—

o 1) — E, dans (L?)?

o I, — H, dans (L?)?

(3.20) ojs — je dans L'(0,7; L)
oc’(z) —e(z) pp.xeRY

o p'(x) = p(x) pp.weRY

avec en outre des bornes uniformes sur les coefficients p, et u,

el <c_<ez)<et <+oo pp.zcRYVy
(3.21)

e 0 < pu_ <p'(z)<put < +oo pp.zcRYVy
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Théoréme 15 On suppose que (3. 20) et (3.21) ont lieu. Soit E", H" la solution faible de

(3.2) associée aux données (¢",u", s ,EOU,HO ) et E,H celle associée aur données limites
(e, u, ]S,EO,HO) alors pour tout t > 0, on a, lorsque n tend vers 0 :

E"(.,t) — E(.,t) dans L*(R®)? faible
H7(.,t) — H(.,t) dans L*(R®)? faible

Ce résultat, qui n’est pas optimal (on a seulement la convergence faible), sera néanmoins
suffisant pour établir les résultats de propagation a vitesse finie (prochaine section).

Enoncons maintenant sans preuve un résultat de régularité :
Théoréme 16 Si les données (5,u,j;,ﬁo,ﬁ0) du probléme (3.2) satisfont :
(e.p) € C®(RY)

(Eo, ;) € D(RY)?

s e C°(RN x RY)3,  j5(.,t) supp. compact

alors lunique solution w du probléme (3.2) satisfait :

(E,H) e C®(RY x R*)?

3.5 Propagation a vitesse finie

Nous nous intéressons ici au seul probleme de Cauchy (55 = 0). Nous définissons maintenant
la vitesse de propagation locale ¢(z) par :

(3.22) e(2)? = e(a) plx)"!
Il est évident, compte tenu des propriétés des fonctions ¢ et pu, que la vitesse ¢(2) est stricte-
ment positives. Pour la suite nous introduisons :

(3.23) ¢ = sup c(z)
zelR?

Théoréme 17 On suppose que l’ensemble :

K = supp EO U supp Ifo

est compact, alors pour tout t > 0, la solution (E(.,t), H(.,t)) est a support compact en espace
et plus précisément :

(3.24) supp E(.,1)U supp H(.,1) C K + B(0,c*t)
ou B(0,c*t) est la boule de R® (fermée) de centre 0 et de rayon c*t.
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Démonstration : Nous allons dans un premier temps supposer que les données du probleme
sont tres régulieres :

(e, 1) € C(R?), (Lo, Ho) € CF (R)

auquel cas la solution (E, ﬁ) est elle méme de classe (> en espace et en temps.

Nous allons, comme pour I’équation des ondes scalaires, donner une démonstration du ré-
sultat par techniques énergétiques.

Etape 1 : Obtention d’une identité d’énergie. Soit n un vecteur unitaire de IR?, nous
introduisons, comme dans le cas de I’équation des ondes scalaire, les domaines mobiles :

QA ={zr eR?’/z.n> R+ Vi}

I =00 ={z € R3/z.n=R+Vt}

R et V restant & déterminer (V' > 0). Nous introduisons 1’énergie électromagnétique
contenue dans le demi espace mobile Q! a l'instant ¢ :

(3.25) §(E 1,0 2/ (e|E(a, O + pl i (2, 1)]?) do

n7

1l s’agit d’une fonction réguliere du temps dont la dérivée est donnée par (pour les dé-
tails des calculs le lecteur peut se reporter a la partie I sur I’équation des ondes scalaire).

d - OH - oH

SeEae = [ (g ) o

(3.26)
5 [ CEEF + ) do

(nous désignons par do la mesure superficielle sur I'!).

Par ailleurs, nous tirons de ’équation (3.2) :

5%—? E—I—,uaalj H = (rot E.H — rot H.E)
Par conséquent :
I H T -
(3.27) / (588_15 E+ ,uaa—t H)dx = / (rot E.H — rot H.F) dx
Qt

Or nous avons la formule de Green (compte tenu du fait que n est la normale unitaire
a T, qui est rentrante par rapport a I'!)

V(i,7) € H(rot ;IR?) N CHIR?)?

/ (rot 4.7 — rot ¥.4)d :/
ay ry,

(3.28)
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Exercice 15 Démontrer la formule de Green (3.28). On admetire que D(IR?)? est dense
dans H(rot ;R*) N CY(R?)3

En joignant (3.26), (3.27) et (3.28) on obtient :

d = - 1 — - — —
(329)  —AE(E QL 0} + AV EF + plfl[?) = 2 £ N i)}y do = 0

=
I\

Etape 2 : Choix de la valeur de V. De l'inégalité |(E A 7). E||H|, nous déduisons

que :

—

VIe|E|? + p|H|?) = 2(E A7).H >
> eVIE| + pV|H[? - 2|E).|H|

Le membre de droite de cette inégalité est une forme quadratique dont le discriminant
2

est donné par 1 —euV'?2, soit encore 1 — — - Si nous choisissons V' = ¢”, il est clair que ce

c
discriminant est en tout point négatif ou nul et que par conséquent la forme quadratique
en question est positive (elle garde un signe constant, il suffit donc de regarder son signe
pour |E| = 0 par exemple). En reportant ce résultat dans (3.29) on obtient :

d Lo
%{E(E,H,Q;,t)} <0
donc en particulier :
(330) E(E)vﬁvgimt) < EO(E)OvﬁOvQ?ﬂO)

Etape 3 : Démonstration du résultat pour K = B(0,R). Si K = B(0, R), il est facile
de voir que &(FEy, Hy, 2°,0) est nul puisque supp EyU supp Hy N Q) = &. Par consé-
quent de (3.30) nous tirons :

(3.31) Vi >0 / el B(x, O] + pl (2, 0)?)de = 0

ce qui entraine E(w,t) = H(w,t) =0,Vz € Q' et donc que supp E(.,t)u supp ﬁ(.,t) C
C]RaQ;. Ceci étant vrai pour tout vecteur unitaire n il s’ensuit que :

supp E(.,t)U supp H(.,1) %&CR‘”’Q;

d’ou le résultat puisque B(0, R) + B(0,¢*t) = B(0, R + ¢*t)

Etape 4 : Extension au cas ol K est un compact quelconque de RR®. Le résultat pré-
cedent est évidemment vrai si on remplace B(0, R) par n’importe qu’elle boule fermée
de R®. En vertu du principe de superposition, il s’étend & n’importe qu’elle réunion de
boules fermées de R®. Maintenant si K est un compact quelconque on peut le recouvrir,
quelque soit € > 0, par un ouvert O, qui soit réunion finie de boules ouvertes de rayon
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€. De ce qui précede nous déduisons que :
supp E(.,t)U supp H(.,t) C O. + B(0,c*t)

Etape 5 : Extension du résultat au cas de données non nécessairement réguliéres
Nous commencons par régulariser la vitesse ¢(x) en posant :

c=ps*c

ol ps est une suite régularisante définie par :

1 =
p= 6_3'0(5) 6>0
p € D(R?), p O/pdac_l

Nous savons alors (résultat classique) que :

cs(z) <c

cs(x) = c(z) pp.

Nous posons ensuite :

Es = p*¢E
B 1
'u&_ecz

de telle sorte que

Es — & Pp.p.

fts — [ p.p-

les fonctions €5 et ps restant “coincées” entre deux constantes strictement positives
indépendantes de 6.

Nous régularisons de méme les données initiales et considérons :

18y — (Eq, Hy) dans L2(R?) (6 — 0)

Soit alors (£, H?) la solution réguliere associée aux données (g4, s, 0, HY). En vertu de ce
qui précede, nous avons :

sup E(.,t)U supp H’(.,t) C K + B(0,c"t)
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Mais, le théoréeme 5 nous dit que E°(.,¢) et H’(.,t) convergent faiblement vers F(.,t) et
H(.,t). Le résultat final est alors immédiat. En effet pour toutechamp de vecteurs ¢ de carré
intégrable et & support dans le complémentaire de I’ensemble K 4 B(0, ¢*t), on a évidemment :

/ Fo(, )0 de = 0
En passant a la limite quand é tend vers 0, on obtient :
/ B t)d de =0

ce qui montre que le champ électrique E est A Dinstant ¢ & support dans K + B(0,c*t). On
fait de méme avec le champ magnétique.



Annexe A

Le théoreme de Hille Yosida

Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans un espace de Hilbert H, par définition :

(Au,u) >0 Yue€ D(A)

A maximal monotone <=

A + I est surjectif de D(A) — H

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser a I’équation d’évolution dans H :

du
" Uy = f ()

u(0) = g (4.1),

ol ug € D(A) et f € C°(RY; H) sont les données du probleme. Par définition on appelle
solution forte ou solution classique de (A.1), toute fonction u possédant la régularité :

(A.2) we CYRY; H)Yn CO(RY; D(A))

vérifiant (A.1) au sens classique c’est & dire que ’égalité (A.1), a lieu pour tout ¢ > 0, en tant
qu’égalité entre éléments de ’espace H.

d
Remarque 22 L’assertion (A.2) signifie que les fonctions t — d—?;(t) et t — Au(t) sont

continues de Rt a valeurs dans H, ce qui donne un sens d notre définition.

Nous allons dans un premier temps nous intéresser a 1’équation homogene (f = 0). Pour
pouvoir énoncer et démontrer un résultat d’existence et unicité, il nous faut d’abord donner
quelques propriétés des opérateurs maximaux monotones et introduire la notion de régularisé
de Yosida de 'opérateur A.

1l est utile tout d’abord de rappeler la notion d’opérateur fermé :

75
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Définition 3 Un opérateur A de domaine D(A) est fermé si et seulement si son graphe est
fermé c’est a dire si et seulement si :

u, € D(A)

u € D(A)
U, — u dans H =

v = Au
Au, — v dans H

Remarque 23 [l est usuel de munir D(A) d’une structure d’espace vectoriel normé a laide
de la norme du graphe :

[l oy =[] [} + [} Aw |l

Dire qu’un opérateur est fermé équivaut a dire que son domaine D(A), muni de la norme du
graphe, est un espace de Banach.

Lemme 4 St A est un opérateur mazimal monotone dans H, alors :

(i) A+ I est un isomorphisme de D(A) dans H
(ii) A est fermé
(iii) D(A) est dense.

Démonstration :

(i)uwe Ker(A+1) = Aut+u=0= (Auv,u)+ v |’= 0= u=0.(A+ 1)

est donc injectif, et par suite bijectif.

(ii) Soit u™ € D(A) telle que :

Au™ — v

Par surjectivité de A 4 I, il existe z (unique) dans D(A) tel que v + u = Az + z.
Nous allons montrer que u = z ce qui montrera que v € D(A) et Au = v. Dans ce
qui suit nous posons v” = Au” or :

ut =z < (A(u" = 2), (0" = 2))+ [ w” = 2 ||
= (Au" +u™,u" — z) — (Az + z,u" — 2)
="+ u" — (Az + 2);u" — 2)

St =zl ([ o" o[+ [ w" —ul])
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On en déduit que v” — z et donc que z = u

(iii) Soit u € D(A*). Il existe z € D(A) tel que v = Az 4 z. Alors (u,z) =
0=(Az,z)+ | z|>=|l = ||*. Il s’ensuit que z = 0 et donc que u = 0.

Lemme 5 57 A est un opérateur maximal monotone alors pour tout A > 0,1 + XA est un
isomorphisme de D(A) dans H.

Démonstration : Nous allons démontrer tout d’abord que si 1 + A\¢A est un isomorphisme

A
de D(A) dans H, alors il en est de méme pour I + A, et ce pour tout p > 22 >0

En effet, comme il est immédiat de vérifier que pour tout g > 0, I + pA est injectif, il suffit
de montrer que I + pA est surjectif c’est a dire que, pour tout f dans H, I’équation :

(A.3) pAu+u=f

admet une solution w dans D(A). Pour démontrer cela, nous allons réécrire différemment
I’équation (A.3).

Nous allons appliquer le théoreme du point fixe a ’application :

F(u) = ( 1 _ ﬁ ) (I + XoA)  u+ ﬁ(f-l- AA)THf
m )

- A
I E(u) = F(o) [|=] (T + A0 A) " (u=0) || 1 - ;0
Or || (I + AgA)™ ' ||< 1. En effet u = (I + AgA)~' f entraine u + AgAu = f, ce qui implique
No(Au,u)+ || w|)*= (f,u), d’oli nous déduisons || u [|<|| f | -

Par suite, I est contractante des que :

A
122 | <1
I
ce qui équivautal——0> —1 c’est & dire g > ?0

I
Pour conclure, nous notons que le fait que A + I soit un isomorphisme entraine que I + pA
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2
est un isomorphisme pour tout u > 3 (puisque vrai pour g > 5)
2
Supposons avoir montré que (I + pA) est un isomorphisme pour tout p > (g)”, il s’ensuit que

1.2 2
(I 4+ pA) est un isomorphisme pour tout p > 5(5)" donc en particulier pour p > (g)""'l. Par

récurrence nous avons donc montré que (I 4+ pA) était un isomorphisme pour tout p > 0.

Le lemme précédent nous permet d’introduire une famille d’opérateurs bornés dans H, qui
envoient H dans D(A) :

Jy=(I+XA)"" € L(H;D(A)) C L(H)

J, est en fait une approximation “régularisante” de 'identité u sens du lemme suivant :
Lemme 6

(1) YASO|Jy|<1
(ii) Yue D(A) || Jau—ul[< A Au ||
(1) Yue H }\in%J,\u =u

Démonstration : Le point (i) a déja été démontré au passage dans la démonstration du
lemme 2. Par ailleurs :

Jou—u=T+ A" u—u
Si uw € D(A), nous avons u = (I + AA)™*(I + AA)u, donc :

S —u= A, Au
Par suite || Jyu — u ||= A || JhAu ||[< A || Au ||, soit (ii).

Pour (iii), étant donné u dans H, par densité de D(A) nous pouvons trouver u. dans D(A)

tel que || u — u. ||< Z, ce qui pour tout € > 0. Or, de I'identité :
JHouw—u=Jyu—Jou +hu —u. +u. —u
nous tirons I’inégalité :
| Sw—ull <2 u—u ||+ [ Jave —u |
€
<5 +HA | Au
2
1l s’ensuit que :

A< = Jyu—nul<e

_
2 || Au ||
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Nous allons construire a ’aide de Jy des approximations “bornées” de 'opérateur A. Le prin-
cipe est le méme que celui qui consiste a approcher la fonction f(z) = z de R} dans R ,

fonction non bornée, par la suite de fonctions fy(x) bornées (|fi] < 3 Pour tout

x

14 Mz’
z). On notera que la convergence de f, vers f est ponctuelle mais pas uniforme sur R}. De
fagon plus précise nous considérons 'opérateur :

AA - AJA - A(I—I— AA)_l
Notons que comme (I + AA)™' € L(H,D(A)) et A€ L(D(A),H) on a bien :

YA>0 A, € L(H)

Les propriétés essentielles de A, sont résumées par le :
Lemme 7

(i) AyeL(H)et || Ay < % VA € RY
(i) Vue D(A) Ayu = Jy(Au)

(ii1) Yu € D(A) }\i_I%A,\u = Au

(iv) Yue€ H,(Ayu,u) >0

Démonstration : (i) Notons que si v = Ayu, nous avons la décomposition :

v=Az z¢€ D(A)
24+ ANAz=u
De la deuxieme égalité nous tirons :
M Az ||? +(Az,2) = (Az,u)

D’ou

1
Fol=ll Az fl< + el

(ii) Il s’agit en quelque sorte de montrer que J, est A commutent. Or si v = A,u, nous avons
v = Az avec z+ AAz = u. Cette derniere égalité montre que si uw € D(A) alors Az € D(A) et,
de plus, Az+ AA?z = Au. Comme Az + NA?z = (I + AA)Az = (I + AA)v. Nous en déduisons

(I + AA)v = Au, c’est a dire v = J, Au ,ce que nous voulions démontrer.
(iii) Si u € D(A) nous avons d’aprés ce qui précede :

Ayu — Au = J)(Au) — Au
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Du lemme 6, nous tirons donc que A,u converge vers Au lorsque A tend vers 0.

(iv) Nous avons, si v = Ayu,v = Az et 2z 4+ Av = u. Nous avons donc (u,v) = (Ayu,u) =
(z,0)+ A v|]*=(Az,2)+ A | v ||*. Donc (Ayu,u) > 0, pour tout u dans H.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoreme d’existence et unicité re-
latif a I’équation sans second membre.

Théoréme 18 Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors
pour tout ug dans D(A) Uéquation différentielle :

d_u +Au=0 >0
(A4) dt
u(0) = g

admet une solution (classique) unique :
ue CYRT; H)NC((RY; D(A))
De plus on a Uestimation a priori :
Fu@) [[<[luo || V2 >0

Démonstration : (i) Unicité de la solution - Estimation a priori

1d
Soit u une solution. En multipliant I’équation par  nous obtenons §§[H u(t) [|P+(Au(t),u(t)) =

0 ce qui établit que la fonction ¢t —|| u(t) || est décroissante.

Nous en déduisons en particulier (ceci est valable pour tout uy € D(A)) :

[[a() [|<|l wo |

En particulier lorsque uy = 0,4 = 0. Compte tenu de la linéarité de I’équation, ce résultat
démontre 'unicité de la solution.

(ii) Existence de la solution

La preuve est assez longue. Avant d’entrer dans les détails, indiquons en le principe et le
plan :

Etape 1 : On “approche” I’équation par 1’équation régularisée (A > 0) :

d
ﬂ‘|‘14)\U)\IO, t>0

(A.5) dt
ux(0) =
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L’idée est ensuite de montrer que u, converge, en un sens a préciser, vers une solution
u de (A.4) lorsque A — 0.

Etape 2 : On démontre que la suite u,(?) reste bornée pour tout ¢ < 0, uniformément par
U
rapport a t, puis qu’il en est de méme pour d—t’\(t), si la donnée initiale appartient &
Pespace D(A?).

Etape 3 : On démontre, toujours lorsque uy € D(A?) que pour tout 7' > 0, la suite uy est

une suite de Cauchy dans C*(0,7; H)NnC%0,7; D(A)). Ceci permet d’établir le résultat
d’existence pour u, € D(A?) par passage a la limite.

Etape 4 : On étend le résultat d’existence a uy € D(A) apres avoir démontré que Iespace
D(A?) est dense dans D(A).

Nous donnons maintenant le détail de chacune de ces étapes

Etape 1 : L’opérateur A, étant borné, le théoreme de Cauchy-Lipschitz nous permet d’af-
firmer que I’équation approchée (A.5) admet bien une solution unique u, dans I’espace

CYR*; H). Tout ceci est vrai dés que uy € H et il est aisé de démontrer que u, possede
en fait la régularité :

uy € C®(RT; H)

Etape 2 : Estimations a priori (I)

Nous supposons d’abord que uy, € H. Nous avons

d
( %7U>\ ) ‘I’(A)\ u)xv UA)IO

1d
<~ 5% H U H2 —|—(A>\ Uy, UA) =0

1l s’ensuit, lopérateur A, étant positif, que

VE>0 |l ua(t) (<[] uo |l
. . dU)\ d?})\ .
Soit maintenant vy, = ——. Comme I + Ayvy = 0 et v,(0) = vy = —Ajug, le raison-
nement précédent appliqué a v, nous donne

dU)\

S 1) 1<) v |
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Par conséquent, dés que ug € D(A) :

du
V>0 S0 | < dug |
(A.6)

V>0 [ Ay us (8[| <[] Auo |

Etape 3 : Estimations a priori (II)

Le but va étre d’estimer uy — u,. Nous avons :

d
%(UA — Uu) + A)\U)\ — Auuu =0

Nous en déduisons :

—— || un — u, I” +(Ayuy — Ay, uy —u,) =0

Nous allons montrer que le terme (A uy — A u,, uy — u,) est la somme d’un terme
positif et d’un terme qui tend vers 0 lorsque A et u tendent vers 0. En effet :

(Ayuy — Ay, uy —uy,) = (A(Jyuy — Juu,), uy —uy,)

On obtiendrait un terme positif, compte tenu de la positivité de A, si, dans le terme de
droite du produit scalaire ci-dessus, on remplacait uy — u, par Jyuy — J,u,.
Nous écrivons alors que :

uy = ouy+ (uy — Jhyuy) = Jyuy + AAyu,

wy =St F (up = Jpue) = Joug + pAyuy,

Pour obtenir :

(A)\U)\—ANUN,U)\—UN) = (A(J)\U)\ —Juuu),J)\U)\ _JNUN)
+(Ayuy — Ayuy, AAjuy — pA )

Par conséquent il vient :

Ld,
2dt

En utilisant Pestimation uniforme (A.6) de Iétape 2, il vient :

[l = 1) < [(Axun = Ague AMaus — Ay,

Ld,
2dt

Soit encore, pour tout ¢ > 0 :

Fun = w I7) < 200 + ) || Aug [|”

I Cn = ) (@) [P < AA + p)t || Auo [
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Lorsque maintenant u, € D(A?), nous pouvons appliquer le méme raisonnement &

du

vy = d—t/\ pour obtenir 'estimation :

[ ( dur _ duy )(t) P <A+ p) || A%ug || ¢
dt dt

I ((Axux = Apw)(0) [ <4+ ) | A%uo |1 8

Etape 4 : Passage a la limite

du
Nous supposons que uy € D(A?2). Dans ce cas pour tout ¢ > 0 les suites uy(1) et —=()

dt
sont des suites de Cauchy. Il existe donc (u(t),v(t)) € H x H tel que :

ur(t) — u(t) quand A —0

d
%(t) —o(t) quand A — 0

Par ailleurs on déduit des estimations de I’étape 3 que la convergence de ces suites de

du
fonctions est uniforme sur tout intervalle [0, 7. Les fonctions ¢ — u,(¢) et t — d—t’\(t)

étant continues il s’ensuit qu’il en est de méme des fonctions u(t) et v(t). De plus u est

d
dérivable et v = d_?tL ce qui montre que v € C'(R*; H). De méme, toujours de I’étape 3

du
nous déduisons que la suite Ayu,(t) est convergente (vers ——(t)). Or nous avouns :

dt

A)\U)\(t) = A[J)\U)\(t)]

Et par ailleurs nous avons :
J)\U)\(t) = J)\U(t) + J)\(U - U)\)(t)
D’ou nous tirons :
| Txua(t) = w(t) [[<[] Jau(t) — w() [| + [ (ux = u)(@) ||

ce qui démontre (cf lemme 6) que :

lim (Jyun)(1) = u(t)
Ceci joint a :

lim A (1) =~ 5441)

d
et au fait que 'opérateur A est fermé, établit que u(t) € D(A) et que d_?tL(t) + Au(t) = 0.

On en déduit alors que u € C°(R*; D(A)) et que w est solution de (A.4). Ceci démontre
le résultat d’existence lorsque uy € D(A?). De plus la solution u(t) vérifie les estimations
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a priori :
[u@ lI<lluo [ V=0
d
(&.7) | SO ] Au || Ve 20
| Au(®) <]l Auo | V220

La premiére estimation a déja été obtenue au point (i). La seconde s’obtient par passage
a la limite, quand A — 0, dans I'estimation (A.6) de I’étape 2 et la troisieme découle de
I’équation satisfaite par u.

Pour conclure, nous aurons besoin du :
Lemme 8 D(A?) est dense dans D(A) (muni de la norme du graphe).

Démonstration : Soit u, = Jyu nous allons montrer que si w € D(A), uy € D(A?) et uy — u
dans D(A) lorsque A — 0. Nous savons déja que uy — u dans H en vertu du lemme 6. De
plus, Au, = AJyu = Ayu = J,(Au) (cf Lemme 7 (ii)). Comme J, envoie I dans D(A) il
s’ensuit que Auy € D(A) cest & dire, uy € D(A?). La convergence de Au, vers Au résulte de
légalité Auy = Ayu et du point (iii) du lemme 7.

Soit alors uy € D(A), par densité nous pouvons construire ull € D(A?) tel que :

Uy — Up

n
Aug — Aug

Soit u"(t) la solution forte de (A.1) associée a la donnée uf, nous avons les estimations (cf
(A7) :

(@) —w' @) <[l uo —us |

duP du?

[ %(t) - %(t) | <|| Aug — Aug ||

| Aur(t) — Aut(t) || <|| Aug — Aug |

. . u™ . , du
Par suite les suites u™, TR et Au” convergent, uniformément en temps vers u, P et Au (pour

du
dt
+ Au” = 0 et u(0) = uy & partir de u”(0) = uf.

+ Au =10

ce dernier point nous utilisons le caractére fermé de l'opérateur A). L’égalité

n

s’obtient par passage a la limite dans 7

Il s’agit maintenant d’obtenir un théoreme pour I’équation avec second membre. Dans ce
but, il va étre utile d’introduire la notion de semi-groupe. Considérons pour cela "application
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qui a ug € D(A) fait correspondre u(t) € D(A) ol u est 'unique solution forte de (4) (¢ étant
fixé). Cet opérateur est linéaire de D(A) dans lui méme et sera noté S(t).

L’estimation du théoreme 1 montre que :

(A.8) Vug € D(A) || S(t)uo ||< uo ||

Par densité de D(A) dans H, S(t) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire
continu de H dans lui méme vérifiant :

(A.9) 15 ()uo [[<]] wo ||

Bien entendu S(0) =1 . On a ainsi construit une famille d’opérateurs {5(¢),¢ > 0} ayant les
propriétés suivantes :

(i)  SO)=1  S(t+s)=8)S(s)

(A.10) (i) 1S ll<1

(i11) Vug € H 11{%|S(t)u0 —ugl =0

On dit que la famille {S(¢),t > 0} est semi groupe (propriété (i)), continu (propriété (iii)),
de contractions (propriétés (ii)). La propriété (ii) venant d’étre établie, seules les propriétés
(i) et (iii) appellent un commentaire. Pour (i), si ug € D(A) et u est la solution de (4) nous
avons u(s) = S(s)ug et S(¢)5(s)ug = v(t) ot v(¢) est 'unique solution forte de :

dv
— + Av = >
dt+ v=20 >0

v(0) = S(s)ug = u(s)

Soit alors @(7) la fonction définie par :

wr)=v(r—t) si T>s

(est un exercice facile de vérifier que @(7) € C'Y(IR; H)N C°(R; D(A)) et que 'on a :

di

T AG =
dt+ =20
ﬂ(O):uo

En vertu du résultat d’unicité on a @ = u. Par suite :

w(t+s) = S(t+ s)ug = v(t) = S(t)5(s)ug

Légalité S(t + s)ug = S(t)S(s)ug a lieu pour tout uy dans D (A). On en déduit ’égalité
S(t+4s) = S(t)S(s) dans L£(H) en utilisant la densité de D(A) dans H. Pour la propriété
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(iii) nous remarquons que si u, appartient a D(A) nous avons S(t)ug — ug = u(t) — uo. La
propriété annoncé résulte alors du fait que v € C°(R*; H). Dans le cas général, par densité
de D(A) dans H, pour tout ¢ > 0, on peut trouver, étant donné uy, dans H, un élément uj

de D(A) tel que :
. €
| wo — ug 1< 1
Par suite :

S(t)ue —ug = S(t)(ug — uf) + S(H)ug — ug + ug — Ug

Par conséquent, S(¢) étant contractante

I SCtuo = o | <I1 S5 = w11 +2 1] wo = 5 |
13
< (s — w1 +5

u§ étant fixé, on sait que Pn% | S(t)ug — ug ||< %

3> 0 /W<t || St —ul||< %

On conclut alors aisément.

Une conséquence immédiate des propriétes (10) sont les propriétes de continuité du semi-
groupe, propriétes que nous utiliserons dans la suite :

(1) Vt>0,YVug € H limS(t+ h)ug = S(t)ug
(A.11) h=0

(1) Yt >0,Yuo e H ]llin%S(t — h)ug = S(t)ug

Pour obtenir (i) il suffit de remarquer que S(¢ 4+ h)ug est égal & S(h)[S(t)uo] et d’appliquer
la propriété (iii) de (??) en remplacant ug par S(¢)ug. Pour (ii) il suffit d’écrire S(¢ — h)ug —
S(t)ug = S(t — h)(ug — S(h)ug). Pour en déduire || S(t — h)ug — S()ug ||<|| S(h)ug — uo ||

On conclut a nouveau a l'aide de (?7?) (iii).

Remarque 24 Dans la suite, nous supposons le lecteur familiarisé avec la notion d’intégrale
a valeurs vectorielles, ou simplement a valeurs dans un espace de Hilbert.

Une propriété fondamentale du semi-groupe S(¢) est qu’il permet une caracterisation com-
plete de 'opérateur A. C’est ’objet du :

Lemme 9

- S(h
(i) D(A)={u € H/llllﬂ(lj%()u0 existe dans H }

(i1) Yuo € D(A) Aug = %ir%%(h)%
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Démonstration : Elle passe a nouveau par 'utilisation des opérateurs régularisés de Yosida
Ay et plus précisement des semi-groupes associés

Si(t) = exp(—tA))

Etape 1 Montrons que pour tout u, € H :

1 h
—/ S(t)updt € D(A)
hJo

et que 'on a la formule :

A[% /0 S(t)uody] = L=t i(h)%

En effet soit uy(t) = Si(t)ug . U — A est la solution de :

du
d—t)\ = A)\U)\ =0
ux(0) = ug

Apres intégration entre 0 et & nous obtenons :

uy(h)—uy 1 [" _
? + E‘/O A)\U)\(T)dT =0

ce que nous pouvons encore écrire, I'opérateur A, étant borné :

1 [ ug — Sy(h)u
AA[E/O S (1)updt] = %()0
ce que nous pouvons écrire en posant :
1 h
(A.12) =2 / Sy (t)uodt
hJo
— Sy(h
(A.13) AlJao] = %A()UO

Il s’agit maintenant de passer a la limite quand A — 0. Nous savons déja (cf démons-
tration du théoréme 1) que :

(A.14) Vuo € H }\in%S,\(t)uo = S5(H)uo

En effet le résultat a déja été établi au cours de la démonstration du théoreme 1 pour
ug € D(A?) (cf étape 3). Pour conclure il suffit d’utiliser la densité de D(A?) dans H
et le fait que 9,(t) et S(t) sont des contractions. Nous laissons les détails au lecteur a
titre d’exercice. A partir de (A.14) nous déduisons que :

Uy — S)\(h)UO Uy — S(h)UO

(A.15) }\1_1(% . = .
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D’autre part, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (notons en effet que
| Sx(t)uo ||<|| uo ||) nous permet d’affirmer que :

1 h
(A.16) limz, = E/ S(t)ugdt = = (définition)
0

A—0
Alors en remarquant que
Sz —z=JI(z—2)+ Lz — =2
il vient, J, étant contractante
[y =zl za ==zl + 1] az = 2]
Alors en utilisant (A.16) et la propriété (ii) du lemme ?? il vient :
(A.17) }\in%J,\z,\ =z

En joignant (A.15) et (A.17) a (A.13), nous observons que :

Sz — 2

Uy — S(h)UO
h

Le fait que A soit fermé entraine alors que z appartient a D(A) et que :

A(J)\ZA) —

Uy — S(h)UO
Az = B 2%
: I

ce qui est le résultat annoncé.

1 h
Etape 2 : Fin de la preuve Posons v, = E/ S(t)uedt. Par le théoreme de la moyenne
0

nous avons :

v, = S(0h)uy avec 8 €]0, 1].

1l s’ensuit que :

limv, = ug
A—0

Posons maintenant :

- 5S(h
V=~Au,eH/ lim%()uo existe dans H }

h—0

Pour tout uy dans V nous avons :

v, converge vers ug dans H

Awy, converge dans H
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—S(h
(en effet, d’aprés Iétape 1, Av, = %()uo qui converge par définition de V). A
étant fermé il s’ensuit que :
—S(h
V CD(A)etVu, €V Aup = %ir%%()%

Réciproquement si ug € D(A) alors u(t) = 5(t)ug est la solution forte de

du

(4.18) E(t) + Au(t) =0
u(0) = g

Donc :

—u(h d
Comme u € CY(R*; H), o = u(h) converge vers ——u(O) qui n’est autre que Awugy en
vertu de (A.18). Nous avons donc montré que D(A) C V et que

o = S(h)uo = Auyg  VYug € D(A)

lim, h

Remarque 25 Nous avons utilisé le fait que si B est un opérateur borné de H dans lui méme
et siv(t) € LY0,T; H) alors Bv € L'(0,T; H) et :

/0 Bo(i)dt = B( /0 o(t)dn)

On dit que l'opérateur A est le générateur infinitésimal du semi-groupe de contractions S(t).
En quelque sorte, le lemme précédent établit une sorte d’équivalence entre opérateurs maxi-
maux monotones et semi-groupes de contractions. On peut en fait démontrer qu’a tout semi-
groupe S(¢) de contractions on peut, par le biais des points (i) et (ii) du lemme, associer un
opérateur maximal monotone.

Avant de passer a la démonstration du théoréme d’existence pour 1’équation non homogene,
énoncons un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme 10 S(t) et A commutent sur D(A) :

Vug € D(A)  S(t)Aug = A(S(t)ug)
S(t+ h)ug — S(t)ug S(h)ug — ug

Démonstration : En notant que A = S(t)(T), il vient immé-

diatement :

h—0 h




90 ANNEXE A. LE THEOREME DE HILLE YOSIDA

S(t+ hyuo — Sy S(AIS(t)ug) — S(t)ug

Par ailleurs, comme . = - et comme S(t)ug € D(A)
lorsque ug € D(A) (en effet u(t) = 5(t)uy € C°(RT; D(A)) d’apres le théoreme 1) :

h—0 h

On conclut alors immédiatement.

Nous revenons maintenant avec I’équation avec second membre :

du
— 4+ Au = C'(RT; H
(A.19) a T Tl )

u(t) = ug ug € D(A)

Notons tout d’abord que le résultat d’unicité établi pour ’équation homogene au théoreme
s’applique évidemment a I’équation (A.19). De méme, compte tenu de la linéarité de 1’équa-

tion, il suffit de considérer le cas uy = 0 (retrancher S(¢)uy & u et considérer le nouveau
probleme) :

du

— 4 Au=f feCYR*;H)
(A.20) dt

uw(0)=0

Rappelons ici que ’on appelle solution classique de (A.20) toute fonction w € CY(R*; H) N
d
C°(R*; D(A)) satisfaisant u(0) = 0 et pour tout ¢ > 0, I'égalité dans H : —u(t)—l—Au(t) = f(1).

dt
Commencons alors par établir le :

Lemme 11 Si u est une solution classique de (A.20), elle est nécessairement donnée par la
formule

(A.21) u(t) = /OtS(t — $)f(s)ds

Démonstration : Introduisons, a > 0 étant fixé, la fonction :

Vo(t) = S(a—t)u(t) 0<t<a
Il est facile de voir que ¢, € C'(0,a; H) et que :

d d
(A.22) ;ia (t) = S(a— t)d—?;(t) + AS(a—t)u(t)
Compte tenu de ’équation satisfaite par u(?) il vient :

dip,
L2 () = S(a— 1) (1)

(Nous avons utilisé le fait que S(¢) et A commutent sur D(A)). Il vient alors :

Yala) — $(0) = /OtS(a — 5)f(s)ds
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C’est & dire le résultat annoncé puisque : 1(0) = 0 et ¥,(a) = u(a)

Remarque 26 Pour démontrer (A.22), il suffit d’écrire

Lt 4 1) = (0] = S(a - 1 — 2R =)
Sla—t)—Sla—t—h)
h u(t)

Le fait que :
th(a—t)— Sla—t—h)

h—0 h

u(t) = A(a — t)u(t)

provient du fait que u(t) € D(A). Par ailleurs nous pouvons écrire :
w(t+ h) — u(t du w(t+ h) — u(t du
WD = ga -y By = (a1 - =D gy

dt
HS(a—1—h) — S(a - )0

Sla—t—h)

dont on déduit aisement que :

lim §(a— ¢ — ) SEP Zuld _ gl

h—0 h

Pour conclure nous utiliserons le

Lemme 12 Si f € CYR*Y; H), alors la fonction

t
u(t):/S(t—s)f(s)ds
0
est une solution forte de (A.20)

Démonstration : Elle comporte trois étapes :

(1) wu(t) € CYR*; H). En effet soit h > 0, nous avons :

zﬂi%;ﬂﬁz%%f%@ﬂHw—$@—fﬂﬂm—$w}

(Il suffit de remarquer que, grace au changement de variable s — t — s, on a aussi

u(t) = /OtS(s)f(t ~ §)ds).

Par conséquent :

u(t 4+ h) — u(t)

t+h
Y = fraclh{/o S(s)f(t+h—s)ds}

+/0t5(8)(f(t +h-— 5}2 - flt - 8))d8
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(ii)

ANNEXE A. LE THEOREME DE HILLE YOSIDA

En vertu du théoreme de la moyenne, il vient

h/ Pt h—s)= S(t+6R)F((1— )h) 6 €[0,1]

Or en écrivant :

S(t+0h)f(1—0)h) - f(0) =

S(t+6n)f(0) = f(0) + 5(t + 6n)[f((1 = 6)h) — f(0)]

On obtient 'estimation

115(t+6h)f(1 = 0)h) = FOO) || <[] S(t + 6R)f(0) = f(O) ]
+ {1 F((1=8)h) = F(0) ||

qui démontre que :

Hmh/ F(t+h —s)ds = £(0)

h—0

Par ailleurs nous avons :

fit+h—s)=ft=s)

. — f'(t—=s) h—0(dans H)
Par continuité de S(s)
S(S)f(t—l—h_ }2_f(t_8) _ S(s)f’(t—s)
Par ailleurs nous avons (avec (¢,¢t 4+ h) € [0,17])
O e (LN P oL
t€[0,7T]

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue nous dit alors que :

llli_r%/otf(t—l_h_s}z_ f(t_s)ds = /OtS(s)f'(t— s)ds

Nous avons donc bien u(t) € C*(0,1; H) avec en outre :

—I—/ t—ss

u(t) € C°(0,T; D(A)) et le_t( t) 4+ Au(t) = f(t). Nous allons en fait montrer que wt) = S(h)ult)

h

converge vers f(t) — —(t) ce qui, en utilisant le lemme 9, établit le résultat désiré.

)
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Remarquons que :

Wt h) —u(t) = /OHhS(t b h— ) f(s)ds — /OtS(t — §)f(s)ds
_ /Ot[S(t Fh— ) — 5t — s)]f(s)ds + /OHhS(t b h—s)f(s)ds

Remarquons alors que (cf remarque ci-apres)

/Ot[S(t +h—s)—5(t—39))f(s)ds = S(h)u(t) — u(t)

et donc que :

u(t + ’”;2 —ut) _ S (’”‘)“(2 ), %/OtﬂS(t +h = 8)f(s)ds

D’apres le point (i) de la preuve :

u(t+h)—u(t)  du
A h =z
et par ailleurs :
1 t+h
lim — S(t+h—s)f(s)ds= f(t)
h—»Oh 0

on conclut alors de facon évidente.

Joignant le théoreme 1 a ce dernier lemme, nous voyons que nous avons démontré le théoreme
de Hille-Yosida :

Théoréme 19 Soit A un opérateur mazimal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors
pour tout uy dans D(A) et tout f dans C'(RY; H) Uéquation différentielle :

d

M du=f t>0
(A.23) dt

u(0) = ug

admet une solution (classique) unique :

ue CYRT; H)NC((RY; D(A))
1l existe d’autres variantes de ce théoreme. Indiquons en une a titre d’exercice.

Exercice 16 Démontrer que la conclusion du théoréme 19 reste vraie si on remplace Uhypo-
thése :
feCHRY; H)
par Uhypothése :
f € Lyoc(R*; D(4))
Cette deniére hypothése signifie que pour presque tout t, f(t) € D(A) et que la fonction
t —|| Af(?) || est intégrable sur tout intervalle [0,T],T > 0.
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Il nous reste maintenant a démontrer le théorme énoncé au chapitre 2, a savoir le :

Théoréme 20 (Hille-Yosida)

On suppose qu’il existe A € R tel que A + Al soit maximal monotone. Alors pour tout
ug € D(A) et tout f(t) € CYRY; H), Uéquation différentielle :

du

— 4+ Au = t>0
(A.2}) a A=

u(0) = ug

admet une unique solution classique (ou solution forte) :

u(t) € CHR*T; H)YNn C°(R; D(A))

Démonstration : Posons f = e f ¢ CY(IR*; H). Le théoréme 19 permet d’assurer que le
probleme :

d
Aot e=f t>0

(A.25) dt
v(0) = ug
admet une unique solution classique :
o(t) € C'(RY; H)NC°(R; D(A))
On conclut a ’existence en observant que :

u = ve

est solution forte de (A.24). La démonstration de 'unicité ne pose pas de difficulté.



