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1 Introduction

On s’intéresse a des problemes de diffraction des ondes par un obstacle dans un
milieu homogene. Ces problemes se situent souvent dans un domaine extérieur (infini).
Il peut s’agir d’ondes acoustiques, élastiques ou électromagnétiques. Typiquement, on
va considérer un domaine §), = Qf, ou ; est un ouvert borné de RN en dimension
N = 2 ou 3, dans lequel une onde se propage. La question est de savoir comment
se propage cette onde apres s’étre diffractée sur l'obstacle. La solution vérifie une
Equation aux Dérivées Partielles dans €2,

Lu=f dans . xR
avec des conditions initiales et des conditions aux limites sur le bord du domaine.

Il existe plusieurs méthodes permettant de résoudre ce probleme numériquement
qui sont essentiellement :

e Les méthodes de Différences Finies (DF)/Eléments Finis (EF)

Elles conduisent a mailler tout le domaine de calcul. Le domaine €). étant infini,
elles doivent introduire des frontieres artificielles sur lesquelles on pose des Conditions
aux Limites Absorbantes (CLA) (voir cours de F. Collino). Ces conditions ne sont
pas exactes et produisent donc des réflexions. Pour éviter de trop grandes perturba-
tions, on doit donc placer les frontieres artificielles assez "loin” de 1’obstacle (loin par
rapport a la taille de 'obstacle et de la longueur d’onde) et utiliser des CLA d’ordre
suffisamment élevées, ce qui conduit a des systemes a résoudre assez cotiteux (de la
taille du nombre de noeuds dans le domaine). De plus, le maillage introduit une ani-
sotropie numérique (dispersion), qui est atténuée en se fixant un nombre minimum de
noeuds par longueur d’onde ce qui limite également la fréquence de 'onde incidente
si on ne veut pas avoir des systemes trop grands a résoudre. Cependant, ’avantage
des méthodes d’élements finis est que les matrices intervenant, bien que grandes, sont
en général tres creuses. S’agissant de problemes d’évolution, on peut utiliser, pour
éviter d’'inverser ces systemes, des schémas explicites en temps. La stabilité de ces
schémas impose alors une condition de type CFL sur les parametres de discrétisa-
tion du type cAt/Ax < Cte, ce qui impose un parametre de discrétisation en temps
At tres petit lorsque la vitesse des ondes est élevée. Pour toutes ces raisons, il est
souhaitable (et méme crucial pour certains problemes 3D) de pouvoir utiliser des mé-
thodes numériques moins cotiteuses. Cependant, ce sont souvent les seules dont nous
disposons pour des problemes posés en milieu non homogene (sauf cas particuliers,
par exemple les approximations paraxiales lorsque la propagation se fait suivant une



Equations Intégrales pour 'Equation des Ondes VII.3

direction privilégiée ...).

e Les méthodes d’Equations Intégrales (EI)

Lorsque le milieu est homogene, il existe des méthodes plus performantes qui
sont basées sur la résolution d’équations intégrales. Ces équations sont posées sur la
frontiere de 'obstacle qui est dans la plupart des cas un domaine borné. De plus, on
gagne une dimension d’espace. Elles conduisent a la résolution de systemes beaucoup
plus petits, mais pleins.

Ces méthodes sont maintenant tres bien étudiées (voir la partie bibliographie
7) et couramment utilisées pour les problemes stationnaires et les problemes harmo-
niques (voir partie 7), beaucoup moins pour les problemes transitoires pour lesquels
apparaissent des difficultés supplémentaires, comme nous allons le voir.

Elles reposent sur la connaissance de la solution fondamentale (ou fonction de
Green) ce qui explique leur limitation aux milieux homogenes. Cependant, si une
partie seulement du milieu est non homogene, on peut alors coupler les méthodes
El(en milieu homogene)-EF(en milieu non homogene), ce qui permet de ne mailler
que la partie non homogene (voir les travaux de Johnson et Nédélec, [35] et Iarticle de
revue sur le couplage de Hsiao, [31]). Elles ont également été utilisées pour résoudre
des problemes posés dans des milieux non homogenes particuliers (milieux stratifiés,
voir les travaux de Aubry et Clouteau, [2], [13]).

En ce qui concerne les ondes transitoires, avant les travaux de Ha Duong, seules
des applications des équations intégrales espace-temps (potentiels retardés) existaient
dans la littérature mais étant donnée leur nature (opérateurs intégro-différentiels) au-
cune analyse mathématique n’en avait été faite. On trouvera les références de quelques
unes de ces applications dans la partie bibliographie 7. Dans [22] (et par la suite dans
[4], [5], [23]) Ha Duong a montré comment analyser les potentiels retardés par 1'in-
termédiaire de leur transformée de Fourier-Laplace en temps. Grace a cette étude,
des résultats d’existence, d’unicité et de stabilité ont pu étre obtenus dans un cadre
fonctionnel de type espaces de Sobolev.

Par la suite, ces résultats ont été appliqués et étendus et sont encore actuelle-
ment ’objet de recherches. Certains problemes concernant I’analyse numérique de ces
méthodes restent ouverts. Citons enfin les travaux récents de Lubich, [40], qui propose
une autre méthode numérique (discrétisation par un schéma de Galerkin en espace et
par une méthode multipas en temps) et en fait 'analyse numérique (étude d’erreurs,

).

L’objet de ce cours est de présenter I’analyse mathématique des potentiels retar-
dés et leur approximation par des schémas de type Galerkin (en espace et en temps)
pour les ondes transitoires.

Il y aura une présentation de ’analyse théorique des potentiels retardés. Pour
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cela, on aura préalablement rappelé quelques résultats de base sur I’équation des
ondes, et introduit un certain nombre d’outils. Puis, nous présenterons les aspects
pratiques liés a cette méthode: mise en oeuvre numérique, les difficultés liées a la
méthode (singularités des noyaux), au caractere temporel (géométrie, causalité des
noyaux), difficultés plus spécifiques (hypersingularité, différences entre acoustique,
élastique, Maxwell...)

Nous présenterons enfin quelques résultats numériques.

2 Le Probleme de diffraction. Notations et équa-
tions.

On considére un ouvert borné Q; de RV, N = 2 ou 3, de frontiere I' = 9Q;
et le domaine extérieur Q. = 0.°. On suppose dans toute la suite (sauf mention du
contraire) que I' est une surface fermée au moins C'' par morceaux ou bien un écran
infini et que (). est situé localement d’un seul coté de I'. On notera n la normale
extérieure a €Q; (orientée de §2; vers .).

Remarque 2.1 : on peut traiter de maniere analogue le cas de la diffraction d’une
onde par une ou plusieurs fissures. Dans ce cas [' n’est pas une courbe fermée et €},
n’est pas situé localement d’un seul coté de I'. Nous n’exposons pas ce cas ici, par
soucis de lisibilité, car les espaces fonctionnels qui interviennent sont un peu différents
et font intervenir le comportement des fonctions au voisinage des extrémités de ces
fissures. Nous renvoyons aux travaux [23], [7], [8] sur ce sujet.

On veut calculer pour ¢ > 0 la solution du probleme mixte d’ondes acoustiques

suivant :
_ J%u
Du:w—Au = f dans Q. x Ry (a)
u(x,0) = wuo(x) dans €. (b)
(1)
a_u 0) = (x) dans Q (¢)
ot (l‘, = w0 e
Bu = 0 sur ' x Ry (d)

ou f,ug et uy ont leurs supports respectivement dans ), x Ry et ., et ou la vitesse
des ondes acoustiques a été choisie égale a ¢ = 1. La condition aux limites B sera par
la suite soit une condition de Dirichlet soit une condition de Neumann.

De maniere classique, on décompose I’onde comme une superposition d’un champ
incident u! représentant I'onde qui se propage dans tout l’espace libre RV et d’un

4
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champ diffracté u”. Par définition, le champ incident vérifie le probleme:

! = f dans RN x Ry (a)
@) ul(z,0) = wo(x) dans RN (b)

ou!

W(Q?,O) = wuy(z) dans RN (¢)

et le champ diffracté s’obtient comme différence entre 'onde totale et 'onde incidente :
(3) uP =u—ul

et vérifie donc le probleme diffracté suivant :

0 u” = 0 dans Q. x Ry (a)

uP(z,0) = 0 dans €. (b)
) ouP

W(Q?,O) =0 dans €. (¢)

BuP = —Bul sur T'x R, (d)

Il s’agit du probleme de diffraction (ou “scattering”) que nous cherchons a ré-
soudre.

L’onde incidente est connue explicitement grace a la formule de Kirchhoff et
I'onde diffractée admet une représentation intégrale en fonction de ses traces sur I'.
C’est en écrivant la condition aux limites satisfaite par 'onde diffractée en fonction
de cette représentation intégrale qu’on obtient une équation intégrale sur I'.

Avant de déterminer les équations intégrales associées a quelques problemes de
diffraction, nous devons nous munir d’un certain nombre d’outils...

3 Quelques outils.

Le point essentiel des méthodes d’équations intégrales est le théoreme de re-
présentation intégrale de la solution (formule de Kichhoff, pour les ondes acoustiques).
Il permet d’obtenir une expression analytique de I"onde incidente et une expression
de l'onde diffractée en fonction d’inconnues définies sur la surface de 'obstacle. Ce
théoreme de représentation nécessite 1'utilisation de la formule de Green (ou formule
analogue d’intégration par parties, pour un autre opérateur que celui des ondes acous-
tiques) ainsi que la connaissance de la solution fondamentale.
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3.1 Solution fondamentale.

La solution fondamentale de I’équation des ondes G(x,1) est par définition
le champ de déplacement au point x et a l'instant ¢ di a une impulsion ponctuelle
appliquée a lorigine et a I'instant 0 et a support ¢ > 0:

(5) a;_g —AG = 6(2)6(t)

e Solution fondamentale en dimension 2

© 00 = 2

ou H représente la fonction de Heaviside.
e Solution fondamentale en dimension 3

(7) G(x7t) — LM

4 | a|

Remarque 3.1 : différence fondamentale entre le 2D et le 3D

On voit apparaitre sur les expressions des solutions fondamentales 2D et 3D une
différence essentielle entre ces deux dimensions, qui est le support de ces fonctions.

En dimension 2, la solution fondamentale remplit le cone de lumiere, c’est a dire
le cone d’équation ¢ =| « |, alors qu’en dimension 3 elle est localisée au bord du cone.
Ce phénomene se comprend bien physiquement. En 2D, on peut penser a une onde se
propageant a la suite d’une perturbation dans ’eau (par exemple, si on lance une pierre
dans I’eau) ; un front d’onde se propage, mais des vaguelettes continuent a exister a
I'intérieur du cercle (elles s’atténuent avec le temps, en 1/t mais ne disparaissent pas
en théorie). En 3D, on peut penser & un son qui se propage: une fois qu’il est passé,
heureusement, il ne subsiste pas éternellement !...

Cette différence va avoir des conséquences importantes sur la résolution numé-
rique: la représentation intégrale de la solution fait intervenir, comme nous allons le
voir, un produit de convolution de la solution fondamentale avec d’autres fonctions.
La présence de la masse de Dirac, en 3D, va permettre d’éliminer 'intégration en
temps et de ne prendre en compte qu’un seul instant, correspondant au passage de
I’onde. En 2D, par contre, la fonction d’Heaviside impose d’intégrer en temps et de
prendre en compte non seulement l'instant correspondant au passage du front d’onde,
mais aussi tout son passé.
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On peut déja noter qu’en élasticité, la situation se complique du fait de la pré-
sence des ondes P et S (pression et cisaillement). En 3D, il y a deux fronts d’onde et
il faut tenir compte de tous les instants compris entre les instants de passage des deux
ondes (donc une intégration en temps supplémentaire par rapport a l’acoustique). En
2D, il faut considérer le passé des deux fronts d’ondes.

Calcul de la solution fondamentale

Nous indiquons brievement la méthode permettant de calculer la solution fondamentale
(formellement). De maniere générale, si on considere une EDP

Lu=f
(ou L est un polynéme en les dérivées partielles), la solution fondamentale vérifie

LG =¢ dans RN (i)

On calcule ¢ en prenant la transformée de Fourier de (i) dans RV, L étant un polynome
par rapport aux dérivées partielles on a

LG =1G=1 (i)

1l suffit alors de savoir inverser L pour en déduire G. L étape la plus délicate est alors
de revenir aux variables initiales.

En ce qui concerne ’équation des ondes (scalaire), il est tres facile d’obtenir (formel-
lement)

(®) Gl = e

dont on connait la transformée de Fourier inverse donnée en (6) et (7).

Remarque: en toute rigueur, la transformée de Fourier en temps diverge et pour justi-
fier ces calculs, on doit introduire une partie imaginaire ¢ dans w et faire tendre ¢ vers 0
ie., G = lim G(£,w — i¢) = li

fondamentale (en particulier de la transformée de Fourier inverse de (8) est fait dans [55].

. Le calcul rigoureux de la solution

Remarque: a partir de I’expression (8), on obtient également la solution fondamentale de
I’équation de Helmholtz en prenant la transformée de Fourier inverse seulement par rapport
aux variables d’espace:

iHél)(w |z |) en 2D

(9) FGEO) =]

i |e en

Remarque 3.2 : la solution fondamentale de 1’équation des ondes avec une vitesse

. w
¢ # 1 s’obtient en remplacant w par =
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3.2 Formule de Kirchhoff pour I'onde incidente

Siles données f, ug et uy sont assez régulieres et a support dans . x R, (),
et ()., 'onde incidente peut s’écrire sous forme intégrale:

(10) { ul(a,t) = (G5 )+ (G0 R un)e) + (G0 Y u)(e)
reRN, t>0

. e, 0G : s - : :
ou G = —, ce qui peut encore s’écrire, en explicitant les produits de convolution :

ot’

ul(x,t) = /R+ /RN Gle —y,t —7)f(y, 7)dydr
(11) —I—/ (v —y, t)us(y)dy + / (x —y, t)uo(y)dy

reRN, t>0

Application

En remplagant GG par son expression donnée en (6) et (7) on obtient:

e en dimension N =3

lal) = L/ M.tz -y,

AT J|e—y|<t |z —y |
(12) ﬁ - u1(y)dyy

+417r gt ( /|x yl=t (y)d%")

e en dimension N = 2
e = g [ T T
(13) *or frove = |1;1(—y ; BEEAE
+%% (/|x—y|3t (1~ |Z‘0g¢ |2)1/2d7y)

8
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Remarque 3.3 : de nouveau on voit la différence sur ces expressions entre le cas 2D
et 3D. En 3D, le temps caractéristique qui apparait est 7 = t— | # — y | indiquant
le retard (ce qui se passe au point x et a I'instant ¢ dépend de ce qui se passait au

point y a l'instant 7 = t— | @ —y | ). En 2D, il apparait des intégrales supplémentaires
¢

(/ dr et on integre sur tout le disque |  —y |< ¢ au lieu de la sphere | @ — y |= ¢
eno 3D). La solution en (x,t) dépend de tout ce qui se passait en y aux instants
précédents t— | @ — y |. Dans les deux cas, ce terme de retard explique le nom des
potentiels retardés. Une difficulté supplémentaire apparait en 2D liée a la forme de
la fonction de Green: les variables espace et temps ne sont pas “découplées” comme
en 3D, ce qui donne des noyaux plus compliqués a intégrer. D’autre part, le noyau
possede une singularité (intégrable) sur le bord du cone. Le cas 2D peut en fait étre
obtenu simplement & partir du 3D en intégrant par rapport a la troisieme variable
(on se ramene a un probleme 2D lorsqu’il y a une invariance par rapport a z) et cette
intégration fait perdre le découplage en x et .

3.3 Premier théoréme de représentation

La solution du probleme mixte admet elle aussi une représentation intégrale
qui fait intervenir ses traces sur la frontiere de "obstacle I'.

Notations: soit v € C'1(Q.). On note

ve(z) =vi(z) = lim  wv(2'), rel

2’ EQe—x

(14) ave o av_|_ . ’
I (x) = a—n(:p) = wlelg?_m ng - Vo(z'), €l

les traces extérieures de v sur I', ou n est la normale extérieure a €2; . De maniere
analogue, on note avec un indice “/” ou “—7 les traces intérieures et [f] = f; — f. le

saut de f a travers I'.

Théoreme 3.1
St v est une solution classique de [T v =0 dans Q. X R a support dans t > t, et
possédant des traces régulieres sur I' x R, on a:

oG
v(x,t) = /F —(x —y,t — 7)oy, 7)dv,dT

XR 8ny

v,
— Gle —y,t— T)a—v(y,T)d’}/ydT, re., teR
n

I'xR

Le second membre garde un sens pour x € €); et vaut 0.
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Remarque 3.4 : la condition de support dans t > ¢y est essentielle. Si on ramene
I’origine des temps a t = g, cela revient a dire qu’on considere des conditions initiales
nulles ainsi que toutes les dérivées en temps initiales.

Remarque 3.5 : cette formule de représentation est la base de la méthode des équa-
tions intégrales. La remarque importante est que le champ v peut étre reconstitué
dans tout I'espace a partir uniquement de ses traces sur la frontiere de I'obstacle. Le
but est alors d’obtenir une équation (bien posée!) sur ces traces afin de les déterminer
et de pouvoir calculer la solution partout.

Démonstration : on définit le prolongement de v a tout I'espace

v(z,t) dans Q. x R
(1) (1) =
0 dans QS X R

1°7¢ étape: on montre que la distribution & vérifie:

.. _ 0ve /
(i) -0 = 3?7]1 (z,0)or + ve(z,t)op

ol &p est la dérivée normale de §. Soit ® € D(RN x R), on a:
@@@%ﬁ@m@:/) oo (2 AGY b drd
QxR ot?

On applique la formule de Green (avec n= normale entrante dans .):

2
Owe) = / (L0 Ay )0, 1)t
Q.xR 012
0P Jv ...
—|— QS[UE — EQ]_Oodx
00 _ Iv.

+ ) dry,dt

/U —_
I'xR c 877/ 871
On en déduit que

~ 87]5 ’
—Ov=-Ovlg, + I (z,0)or + ve(z,t)op
ou la deuxieme distribution est définie par

’ 00
<ve(x,t)6r,<1)> =— /FXRve(w,t)a—nd’yxdt

Par conséquent si v est solution de [Jv» = 0 dans €, on obtient I'identité (ii).

2¢me étape :

— La distribution []% est a support compact en espace. On peut donc la convoler en
espace avec la solution fondamentale. L’hypothese sur le support de » en temps permet

de plus de vérifier que GG et v ont aussi des supports convolutifs en temps (car G est
elle-méme & support ¢ > 0).

10
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— On calcule [J ¥ * G en remplacant [] 7 par son expression (ii) et on identifie: [17 * G
a ¥ #[] G ce qui donne le résultat annoncé.

Application

On utilise de nouveau les expressions spécifiques de la solution fondamentale
dans chacun des cas 3D et 2D. Le point délicat vient du calcul du terme contenant

oG
ony
distributions. On réarrange les termes de facon a obtenir des noyaux intégrables.

. Cette dérivée ainsi que le produit de convolution sont a prendre au sens des

e en dimension 3

oont) = 1/F(x—y)-ny (ve(y,t—|x—y|)+ve(y,t—|x—y|))d7y

A |z —y | |z —y |? |z —y |
1 1 dv.

—— | Tyt [ —y )y
(16} 4 Jr|ax—y | On Y

1 vy, t= |z =y )
= — -V, d
47r/ny v ( |z — vy | T

r

1 1 dv.

— — TEyd— e —y Dd
47r/r (y, 1=z —y |)dvyy

|z —y | dn

e en dimension 2

v(z,t) = %/F/Of—ll’—yl ((t—7)2— le —y P
((l‘ —y)ny [ ve(y,7)

|z —y| [t—7+]2z—y]|

(17) 5

+iut,7)] = G ) v,

Le théoreme 3.1 fait apparaitre deux termes intégraux (deux potentiels) dans la
représentation de v. Nous allons maintenant étudier plus précisément chacun de ces
potentiels.

3.4 Définition des potentiels retardés et deuxieme théoreme
de représentation

Dans toute cette partie on suppose que les fonctions ont suffisamment de
régularité, et on définit les potentiels classiquement. Nous verrons par la suite les

11
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espaces fonctionnels de type Sobolev dans lesquels on peut se placer pour ’analyse
mathématique.

Pour p et ¢ assez régulieres, on appelle potentiels retardés de simple et double

couche sur T' les fonctions définies sur (RV\I') x R par:

e Potentiel de simple couche

Loty = [ Glo =) Y ply, ),

(18)
— /R/FG(:L‘ —y,t —7)p(y, 7)dy,dr

e Potentiel de double couche

oG ¢
Mofe,1) = 97@‘ —y.) ¥ ol )y

(19)
= [ [ et =yt = oty

Le théoreme de représentation peut alors se réécrire et étre complété:

Théoreme 3.2
a) Une solution assez réguliére de (1) peut s’écrire

I D ouP
(20) u(z,t) =u'(x,t) + Mu(2,t) — L . (,1)

t>0,2 €0,

ou ul est donnée par (10).

b) Si de plus u' est assez réguli¢re dans un voisinage de I' pourt > 0, on a

ou.

u(z,t) = ul(z,t) + Mu(z,t) — L e (x,1)

(21)
t>0,z € Q.

Démonstration : la partie a) du théoréme découle directement du théoréme 3.1 appliqué
av=uH(t) (ie., on prolonge u” par 0 pour t < 0).

12
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Etant données les hypotheses sur les supports des données, ’'onde incidente vérifie le
probleme intérieur suivant :

] ul = 0 dans Q; x R
u!(z,0) = 0 dans Q;

I
aait(x,O) = 0 dans

On applique le théoréme 3.1 & w = H(t)ul/q,«r d’oli:

ou?
I [
w=Mu; — L—
! on
et pour z € (). on a donc
ou?
0= Mul — L
! on
On somme cette égalité avec I'identité du a) pour obtenir le b), sous réserve que ul
. dul  oul : - : .
vérifie u! = uZI et 8—2 = 8—6 ce qui est en particulier vrai lorsque les données f,ug et uy
n n

sont de classe C2. H

On peut en fait établir d’autres représentations intégrales de la solution en lui
associant un prolongement particulier dans le domaine intérieur:

Corollaire 3.1 Si v est une solution classique de (v = 0 dans (2. U Q) X R a
support dans t > tg et possédant des traces régulieres sur I' x R, on a:

(22) v=1L [2—21 — M [v] dans (Q.UQ;) x R

Démonstration : ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme de représen-
tation 3.1 appliqué successivement a v/q_ et a v/q,. W

Remarque 3.6 : d’apres le corollaire 3.1, on peut choisir a priori de représenter la
solution par exemple:

— par un potentiel de simple couche de densité p, ce qui implique que le prolonge-
ment choisi est tel que v est continue a travers I' et p coincide alors avec le saut
de la dérivée normale de v.

13
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— par un potentiel de double couche de densité o, ce qui implique que le prolon-

v
gement choisi est tel que ™ est continue a travers I' et o coincide alors avec le
n

saut de v.

Il faut cependant étre prudent au moment du choix du prolongement (ou de maniere
équivalente du choix de la représentation intégrale) car chacun mene a une équation
intégrale différente et un mauvais choix pourrait conduire a un probleme mal posé.

Afin d’établir les équations intégrales, on doit passer a la limite sur I' dans les
expressions intégrales (20), (21)... de la solution, c’est a dire en prendre les traces.

3.5 Traces des potentiels retardés
3.5.1 Traces d’un potentiel de simple couche
Pour p assez réguliere, on pose

ved) = Lp(et) = [ Gla—yit—)ply,)dydr

r€ RN\I',te R

(23)

v est alors solution classique de I’équation des ondes homogene dans (), x R et
; X R et possede les traces suivantes pour (x,t) € I' X R:

vi(x,t) = v_(x,1)= /FxR Gz —y,t — 7)ply, 7)dv,dr
av_|_ . 1 aG

(24) a—n(l‘,t) = —§p(:1?,t) + xR anx (l‘ —y,l— T)p(yv T)d")/ydT
Jv_ 1 oG
a—n(xvt) = §p($,t) + xR anw(x —y,t—T)p(y,T)d’}/ydT

Remarque 3.7 : le noyau G est faiblement singulier donc I'intégrale dans (24) est
bien définie pour x € I'. Dans le cas des ondes acoustiques, la limite quand @’ — x € T’
de Vo(a',t) - n, ne pose pas de probleme non plus car, grace au terme n, - (v —y) =
O(] x —y |*) si @,y € T, le noyau est encore faiblement singulier. ("est une différence
importante avec ’élasticité, car dans ce cas, on n’a plus n, - (x — y) en facteur et
le noyau —— devient singulier. L’intégrale dans (24) est cependant encore définie
Ty
au sens d’une valeur principale de Cauchy. Rappelons brievement que par définition,

14
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I'intégrale sur I' en valeur principale de Cauchy d’une fonction f(x,y) singuliere en
y = x est (cf [39]):
e—0

(25) @, =tim [ e,

Ces intégrales sont une difficulté en ce qui concerne la mise en oeuvre numérique
et certains auteurs préferent utiliser des techniques de régularisation qui transforment
ces intégrales en intégrales a noyaux faiblement singuliers (par des intégrations par
parties, pour 1’élastodynamique voir par exemple [11], [51] ...).

On note S et K les opérateurs définis sur I' X R par

Sple,t) = /m Ga =yt — 7)ply, 7)dy,dr

(26) ) G
Kplat) = [ 55—yt =m)ply. )y
On a donc pour v = Lp
vy =v_ = Sp
av_|_ 1
— = (—=I+ K
(27) on (=31 + 8
ov_ 1
— = (=[+K
on (2 +Kp
et v est solution de
Ov = 0 dans (Q.UQ;) x Ry
v = 0
28) [v]
4 .
on| P

3.5.2 Traces d’un potentiel de double couche

Pour ¢ assez réguliere, on pose

oG
v(:z;,t) = —MQO(J?,t) = - xR 87(1; -y, = T)S‘Q(va)d’yydT
Y

(29)
x € RN\I',t € R

15
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v est alors solution classique de I’équation des ondes homogene dans (), x R et
; X R et posséde les traces suivantes pour (z,t) € I' X R:

1 oG
( ) v_|_(:1;,t) = —599($,t) - /FXR a—ny(x - yvt - T)S‘Q(va)d’yydT
30
1 oG
oolat) = gelet) = [ SE =yt = el e
ot B B
e =T = dim Ve,
(31) ' =x 4 en,
e>0,e =0
= Do(x,t)

On note K’ 1’ opérateur défini sur I' x R par

(32) Kotwt)= [ P00yt - oty r)dyydr

I'xR On,

L’opérateur K’ est en quelque sorte le dual de I'opérateur K défini précédemment
(pas tout a fait vrai en hyperbolique car t et 7 ne jouent pas le méme réle). Encore une
fois, 'intégrale définissant K’ a un noyau faiblement singulier dans le cas de I’équation
des ondes acoustiques, mais est définie au sens d’une valeur principale de Cauchy pour
I’élastodynamique.

L’opérateur D défini en (31) comme la dérivée normale du potentiel de double

.. . 0
couche n’est pas connu explicitement en fonction de ¢ car le noyau Vl,/(a—) est
Ty
hypersingulier. On peut cependant lui donner un sens, au sens des distributions (voir

[29] pour le 3D harmonique, [22] pour le 3D temporel, [6] pour le 2D temporel). Soit
¢ € D(I'), on a:

— en dimension 3

1

(Dol 1,0) = o Byt | &=y o(e)dadn,

Ny« Ny
¥
rxr | @ —y |

(33)

1 / rotro(y,i— |« —y|) - rotro(z)
r'xr’

— d~,.d
+47T |$_y| 7 7@/

ou rotr désigne le rotationnel surfacique.

— en dimension 2

1 t—|z—yl 1
(Do(-,1),¢) = ﬁ/rxr/o ((t—T)2—|:1;—y|2)1/2><

d d
(nx “ny Py, T)o(x) + d—f(ya T)d—f(l')) drdry,dy,

(34)
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On a donc pour v = =My

1
Ut = (—51 — K')¢
1 4
(35) v- = (G- Ky
av_|_ 81)_
_—= — = D
on on v
et v est solution de
Ov = 0 dans (2.UQ;) x Ry
) =
(36) [v] @
v
= 0
]

Remarque 3.8 : des formules analogues a (33), (34) peuvent étre établies dans le
cas des ondes élastiques, mais cela demande un peu plus de sueur!... Pour les ondes
acoustiques, elles s’obtiennent facilement a partir des formules établies pour Helm-
holtz, en prenant une transformée de Fourier inverse (en temps). Pour 1’élasticité, on
procede de la méme maniere, mais la formulation en fréquences n’est pas unique et il
s’agit de choisir la bonne formulation pour le passage en temps, i.e., celle qui conserve
a la formulation son caractere causal. Cette formulation repose sur une décomposition
d’une fonction de Green en deux termes et cette décomposition doit étre faite de telle
sorte que les deux noyaux vérifient la causalité (voir [9],[8]).

Remarque 3.9 : on peut aussi donner un sens a Dy “directement” (sans passer par
les distributions), en utilisant des méthodes de régularisation. Plusieurs techniques
existent et il existe une littérature tres fournie dans ce domaine (notamment en élas-
ticité fréquentielle, voir par exemple [11], [38],[49]...).

4 Quelques exemples d’équations intégrales

Nous disposons maintenant des outils nécessaires pour pouvoir écrire les
équations intégrales a résoudre. Nous allons voir qu’il existe en fait plusieurs équations
intégrales associées a un meéme probleme. D’apres le théoreme 3.2 et le corollaire 3.1,
on peut utiliser plusieurs représentations intégrales, que nous notons ici:

D
(i) v = Mu? — uy
on

17
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(ii) v =ul + Muy — Ouy
on
ouP
ce e D _ D
(111) u- = —M [u ] —|— L la—n]

4.1 Probléme de Dirichlet

La condition aux limites s’écrit alors

(37) BuP = uf =gsur ' X Ry
_ I

avec ¢ = —u /pxRJr, ou encore

(38) Bu=uy =0sur I' x Ry

e Equations intégrales de premiere espece

* Représentation (i)

La formule de représentation de 1’onde diffractée (i) nous donne

D
(39) uP? = Mg — Laaﬂ dans Q. x Ry

n

On exprime la condition aux limites (37) en prenant la trace de (39), ce qui,
compte tenu des résultats précédents sur les traces des potentiels, donne I’équation
intégrale de premiere espece suivante :

1
(40) SpP = (=51 + K')g

D 8uf
avec p = —a .
n

* Représentation (ii)

Si on écrit cette fois la formule de représentation de I'onde totale (ii), on
obtient, compte tenu de la condition aux limites (38), une représentation de la solution
comme somme de 'onde incidente et d’un potentiel de simple couche:

(41) uw=u' — aa% dans Q. x Ry

18
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On exprime la condition aux limites (38) en prenant la trace de (41), et on

. , . .o N . . U4 .
obtient I’équation intégrale de premiere espece d’inconnue p = —— suivante:

on

(42) Sp=—g

Les équations intégrales (42) et (40) ont la méme structure, elles reviennent
toutes les deux a inverser 'opérateur S.

* Représentation (iii)

Les équations précédentes proviennent d’une représentation de la solution
a 'aide de ses traces sur I') c’est a dire en considérant un prolongement par 0 a
I'intérieur. Il est également possible de choisir le type de représentation que ’on veut,
en utilisant (iii). Si, par exemple, on veut 1'onde diffractée a priori sous forme d’un
potentiel de simple couche de densité ¢:

u? = Lg  dans (Q,UQ.) x Ry

D

ceci revient a prolonger 1’onde diffractée a I'intérieur de telle sorte que u” soit continue

a la traversée de I'. La densité représente alors le saut de la dérivée normale, ¢ =

ouP . ) , . o\ . R
| et est solution d’'une équation de premiere espece de méme type que les
n
précédentes :
(43) Sq=y

¢ Equations intégrales de deuxiéme espece

D

Cherchons la solution u” sous forme d’un potentiel de double couche de densité

@:
(44) uP = —Myp dans (9; UQ,) x Ry

D’apres (iii), ceci revient a prolonger I'onde diffractée a l'intérieur de telle sorte que

. . ) . , . ou? ouP o
sa dérivée normale soit continue a la traversée de I, i.e. = et la densité

" On on’

représente alors le saut de u”, » = [uD].
En prenant la trace de (44), on obtient I’équation intégrale de deuxieme espece
d’inconnue
1

(45) (51 + K)o = —g
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4.2 Probléme de Neumann

On procede exactement de la méme maniere que pour le probleme de Di-
richlet. La condition aux limites s’écrit ici

5 D
(46) BuD:%:gsurFx]ﬂ_
n
dul
avec ¢ = ——=, ou encore
an
(47) Bu:aaﬂ:()surfx]ﬂ_
n

e Equations intégrales de premiere espece
* Représentation (ii)

La formule de représentation de 1’onde totale (ii) nous donne

(48) u=u'+Mu, dans Q. x R,

On exprime la condition aux limites (47) en prenant la dérivée normale de (48),
ce qui donne I'équation intégrale de premiere espece, d’inconnue w4, suivante:

(49) Duy = —yg

Remarque 4.1 : on peut vérifier que la représentation (48) sur I'onde totale revient
a chercher 'onde diffractée sous la forme d’un potentiel de double couche de densité
@, u? = —Myp. On a alors ¢ = [uD] = [u] = —uy, ce qui signifie que le prolongement
D

intérieur u?” tel que l ] = 0 correspond a un prolongement par 0 sur ’onde totale.

On

* Représentation (i)

Si on procede de la méme maniere avec la représentation (i) de 'onde
diffractée:
(50) uP = Muf —Lg dans Q. x Ry

on obtient I’ équation de premiere espece d’inconnue uf :

(51) Duf) = (=1 + K)g
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Les équations intégrales (49) et (51) ont la méme structure, elles reviennent
toutes les deux a inverser l'opérateur D. Le second membre de (51) étant plus com-
pliqué a évaluer, elle n’est pas utilisée en pratique.

¢ Equations intégrales de deuxiéme espece

* Représentation (ii)

On peut prendre la trace de (48) au lieu de sa dérivée normale et on obtient
alors ’équation de deuxieme espece d’inconnue wu,

1
(52) (51— Ky = ul

* Représentation (iii)

Cherchons la solution u”

sous forme d’un potentiel de simple couche de
densité p:

(53) u? = Lp  dans (Q;U.) x Ry

D’apres (iii), ceci revient a prolonger I'onde diffractée a l'intérieur de telle sorte que

u” soit continue & la traversée de T, i.e.,uf = uP, et la densité représente alors le
: du” .y , :
saut de la dérivée normale, p = [aL] La dérivée normale de (53) donne 1’équation
n
1 .
(54) (1K=

en quelque sorte duale de (52).

Remarque 4.2 : on utilise la dénomination abusive “premiere espece” et “deuxieme
espece” par analogie avec les équations intégrales obtenues pour les problemes ellip-
tiques. Dans ces cas-la, ce sont des équations de premiere et deuxieme espece au sens
de Fredholm, mais ce n’est plus vrai pour les potentiels retardés. Ce n’est donc pas
a 1’aide de la théorie de Fredholm qu’on va les étudier. Avant d’aller plus loin, fai-
sons quelques remarques sur les équations intégrales de premiere espece et deuxieme
espece "habituelles”, c’est a dire celles qui entrent dans le cadre d’étude de la théorie

de Fredholm.

Traditionnellement, les équations de deuxieme espece sont les plus utilisées nu-
mériquement, celles de premiere espece ayant mauvaise réputation. Ceci provient du
fait qu’on dispose de la théorie de Fredholm pour analyser une équation du type
(I + N)f = g lorsque N est un opérateur compact. Examinons la situation en ce
qui concerne l'opérateur de Laplace. Les opérateurs K et K’ sont alors compacts
dans L? et on peut montrer que les équations de deuxiéme espece associées sont bien
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posées dans L%. Ces équations sont en pratique approchées par collocation et une
analyse numérique permet d’obtenir des résultats de stabilité et de montrer que les
matrices a inverser ont un conditionnement en O(h). Cette théorie ne s’applique plus
aux équations de premiere espece. De plus, ces équations reviennent a inverser une
convolution, ce qui est en général tres instable car 'intégration est une opération ré-
gularisante. Cependant ces raisonnements ne sont plus vrais en ce qui concerne les
équations intégrales car les noyaux possedent une singularité en * = y ce qui gomme
le lissage de l'intégration et on comprend intuitivement que cela va permettre de les
inverser. D’un point de vue mathématique, les opérateurs S et D ne sont pas bijectifs
dans L?. Cependant, on peut montrer par d’autres techniques que les équations in-
tégrales de premiere espece sont bien posées lorsqu’on cherche a les résoudre dans le
bon cadre fonctionnel (voir par exemple [28], [32], [45]). Pour l'opérateur de Laplace,
par exemple, 'opérateur S est bijectif de H® dans H**! et 'opérateur D de H*® dans
H®=1. L’analyse est faite par des techniques variationnelles et conduit donc a des ap-
proximations par des schémas de Galerkin. La perte ou le gain d’un cran de régularité
de lopérateur se traduit par un conditionnement des matrices en O(1/h), ce qui est
a priori moins bon que pour les équations de seconde espece. En fait, les schémas nu-
mériques ont de tres bonnes propriétés: en effet, la formulation variationnelle découle
directement de celle du probleme volumique associé et préserve donc la coercivité et
la symétrie. En pratique, ces méthodes ont été mises en oeuvre dans de nombreuses
situations (ondes acoustiques, électromagnétiques, élastiques, ...) et se sont révélées
tres stables et performantes. Il est a noter que les méthodes de collocation approchant
les équations de seconde espece nécessitent en moyenne dix points par longueur d’onde
pour obtenir de bons résultats, alors que les méthodes variationnelles approchant les
équations de premiere espece n’en nécessitent que cing.

Il semble donc que la prétérence pour 1'utilisation systématique des équations de
deuxieme espece, d’un point de vue numérique, plutot que celles de premiere espece
ne se justifie pas vraiment.

En ce qui concerne les potentiels retardés, les équations intégrales appelées ici
de deuxieme espece n’entrent plus dans le cadre de la théorie de Fredholm et en
particulier, Ha Duong a montré (cf [22]) que dans des espaces de Sobolev naturels
(liés a ’énergie) les opérateurs K et K' ne sont pas compacts. L’analyse qui va étre
menée dans la suite, montre comment obtenir des résultats sur ces équations dans des
espaces fonctionnels appropriés.

Conclusion: on a vu 4 types d’équations intégrales, avec des seconds membres plus
ou moins compliqués a évaluer :

— I’équation intégrale de premiere espece 1 (Dirichlet simple couche) Sp = ¢
— I’équation intégrale de premiere espece 2 (Neumann double couche) Dy = ¢

— les équations de deuxieme espece (31 £ K)p=yget (31 K')p =g
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Pour chacune de ces équations, il est possible de déterminer un cadre fonctionnel
(de type espaces de Sobolev) dans lequel une analyse mathématique peut étre menée
(existence, unicité, stabilité ...). La plus utilisée numériquement est 1’équation de
deuxieme espece. Cependant, ce choix ne se justifie pas ici, car comme nous allons le
voir, les équations de premiere espece conduisent a des problemes bien posés.

Nous allons étudier dans le paragraphe suivant 'une de ces équations en détail.

5 Analyse mathématique d’un probléeme modele:
le probleme de Neumann double couche

Nous avons choisi de traiter ici I’équation intégrale de premiere espece as-
sociée au probleme de Neumann double couche. La démarche pour le probleme de
Dirichlet simple couche est analogue. Pour plus de détails sur ce sujet, ou pour voir
comment traiter un autre cas, on peut se référer a Ha Duong, [22]. Rappelons d’abord
le probleme.

On cherche la solution u” du probleme diffracté:

0 u” = 0 dans Q. x Ry
(55) uP(z,t<0) = 0 dans €.
D
% = g sur [I'x Ry
an
sous forme d’un potentiel de double couche de densité ¢
(56) uP = —My

La densité représente alors le saut du champ a travers I', ¢ = [uD], et le champ
a été prolongé a l'intérieur par la solution du probleme suivant :

0 u” = 0 dans Q; x Ry
(57) uP(2,t<0) = 0 dans
D
a@i = ¢g sur ['x Ry
n

Le champ u” est donc défini dans Q = Q, U, et sa dérivée normale est continue
a la traversée de I'. La condition de Neumann conduit alors a résoudre I’équation
intégrale de premiere espece suivante :

(58) Dp=g surl xRy
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Rappelons que I’énergie de 'onde a pour expression :

1 ouP 1
(50 B = 51 2 g 42 19 I

On se place dans RY avec N = 2 ou 3. Nous allons présenter I’étude de 1’opé-
rateur D et de I’équation (58) en passant par une transformée de Fourier-Laplace en
temps, ce qui est possible car on travaille avec des fonctions causales. Le probleme
(55), (57) est alors transformé en un probleme de Helmholtz avec une fréquence w
complexe et on peut étudier ’équation intégrale associée. La forme bilinéaire de la
formulation variationnelle associée a cette équation intégrale vérifie une inégalité de
coercivité, ce qui permet d’obtenir 'existence et 'unicité de la solution ainsi que des
estimations par rapport aux données. Pour pouvoir transposer ces résultats en temps,
il faut connaitre les dépendances par rapport a w, ce qui n’est pas classique pour
I’étude de 1’équation de Helmholtz. On peut alors faire une transformée de Fourier-
Laplace inverse et obtenir des résultats sur 1’équation espace-temps (58). L’analyse
du probleme en fréquence peut étre faite dans deux types d’espaces: les espaces de
Sobolev munis des normes usuelles et les espaces de Sobolev munis de normes liées a
I’énergie. Ils conduisent a deux types d’espaces en temps, et on indiquera les différences
entre les résultats obtenus dans chacun des cas. Les espaces liés a ’énergie permet-
tront d’avoir des estimations plus fines et de perdre moins de régularité en temps sur
la solution. Cependant, ils ont I'inconvénient de coupler les variables d’espace et de
temps, ce qui rend plus délicate leur approximation. Pour "analyse numérique, on se
placera donc dans les espaces découplés (c’est a dire ceux qui sont liés aux normes
usuelles).

5.1 Transformation de Fourier-Laplace du probleme
Définition

Faisons d’abord quelques rappels. Si £ est un espace de Banach, on peut définir
la transformée de Fourier sur I'ensemble S'(E) des distributions tempérées de R a
valeurs dans F. On étend alors cette transformée a un demi-plan complexe pour des
distributions causales. On considere une distribution f de R a valeurs dans £, causale
- i.e. supp (f) C R4 - ou supp (f) représente le support de f en temps et telle que

Fwl(f) > 0 tel que e_“’?tf(t) e S'(E).

La distribution ™I f(t) est alors encore dans S'(E) pour tout w; > w) > 0
et on définit la transformée de Fourier-Laplace de f comme étant la transformée de
Fourier de eI (), c’est a dire par:

fw) = [ e tdt = Fpfemr f(1)(wn)
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avec w € C, w = wr + 1wy. On note L'(F) I'ensemble formé de telles distributions,
c’est a dire des distributions Fourier-Laplace transformables de R a valeurs dans E:

£'(B)={] € D(E), supp (f) C Ry, JJ(f) tel que ™' f(1) € S'(E)}

Théoreme de Paley-Wiener

Rappelons le théoreme de Paley-Wiener donnant des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une distribution soit la transformée de Fourier-Laplace d'une dis-
tribution de £L'(F). D’apres le théoreme de Paley-Wiener, on a I’équivalence entre les
assertions (i) et (ii) suivantes:

(i) h(w) = f(w) avec f € L'(E)

(i1) (a) h est holomorphe dans un demi-plan complexe {Sm(w) > wi} & valeurs dans

FE et
(b)
Joy > w?, O >0 et k>0 tels que
| R(w) |e< C(1+ | w |)F Vw tel que Sm(w) > oy

Plan de travail

A quoi va nous servir le théoreme de Paley-Wiener? au risque de nous répé-
ter (1...), donnons les étapes de I'analyse (étapes qui reviendront d’ailleurs dans les
démonstrations qui vont suivre): rappelons que le but de cette partie est ’étude de
I’équation intégrale (58) (ou encore de I'opérateur D) associée a un probleme volu-
mique de Neumann transitoire. Des méthodes classiques ne permettent pas de I’étudier
directement. Moyennant des hypotheses de régularité sur la donnée ¢ et en cherchant
la solution dans un espace approprié, on peut grace a ’implication (1) = (1)
définir la transformée de Fourier-Laplace de cette équation pour toute fréquence ap-
partenant a un demi-plan complexe.

L’étude a fréquence w fixée permet d’obtenir 'existence et I'unicité d’une solution
¢ (w) de équation intégrale transformée.

L’implication inverse (iz) = (¢) va nous servir pour revenir au probleme
transitoire: en effet, si on peut vérifier que ®(w) satisfait les conditions (ii) (a) et
(b) on pourra en déduire I’existence d’une distribution ¢ = F~'(®) dans un espace
approprié. On vérifiera que cette distribution est bien solution de 1’équation intégrale
en temps (58).

En fait, analyse du probleme en fréquences va fournir des estimations sur ® plus
précises que (ii), (b) demandée par Paley-Wiener. On va exploiter ces estimations et
étre amenés & déterminer des espaces fonctionnels plus fins que L(H'?(T')), ce qui
donnera le bon cadre fonctionnel pour chercher une solution de ’équation en temps
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(58). L’analyse de I’équation intégrale en fréquences va découler de celle du probleme
volumique associé. On peut récapituler cela par le diagramme formel suivant :

¢ solution de Dy =g, Z d(w) solution de Do = g,
v = [u] — ¢ = [U(w)]

1 1

v solution de  (55),(57), =, U(w) solution de (gg), (5?)7
u=—My 7 U=—_M®

Transformation de Fourier-Laplace du probleme

On suppose que g est une distribution Fourier-Laplace transformable a valeurs
dans HV2(T') (i.e., g € L' (HY*T))) et on suppose que le probleme (55), (57) admet
une solution u? dans L'(H'(Q)). La transformée de Fourier-Laplace de la solution,

4P, vérifie alors le probleme transformé suivant :

(—A—wQ)ﬁD = 0 dans

(60) dig
on

aP e H'(Q)

= ¢ sur I

ot w € Sm(w)>w? > 0. La derniere condition exprime le fait qu’on cherche les
solutions d’énergie finie et grace a la partie imaginaire de w cela suffit a définir un
probleme bien posé, sans avoir besoin de condition de radiation a I'infini.

De méme que pour le probleme en temps, on peut définir les potentiels de simple
et double couche et montrer qu’ils correspondent aux transformées de Fourier-Laplace
de ceux définis en temps (le produit de convolution est remplacé par un simple produit)

e Potentiel de simple couche

Lplaw) = [ Glo—yw)ply,o)dy, e RV\T

= Lp(wi)

(61)

e Potentiel de double couche

\ Lle:

Mog(z,w) = | 5—(z~ y,w)oly,w)dyy, v € RV\T

= m(wi)

(62)
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ainsi que leurs traces.

Remarque 5.1 : I'égalité L, p = LAp ou encore formellement L, = L exprime que le
potentiel en fréquences est simplement la transformée de Fourier-Laplace du potentiel
correspondant en temps. Ceci est une conséquence du fait que la solution fondamentale
du probleme transformé en fréquences coincide avec la transformée de Fourier-Laplace

de la solution fondamentale du probleme en temps (ce qui est clair car 6(¢) = 1). Cette
propriété est donc vérifiée par tous les potentiels et leurs traces.

On peut alors montrer que le probleme (60) est bien posé des que § € L'(H~/*(T)).
La solution de (60) peut se représenter sous forme d’un potentiel de double couche de
densité ¢ = [P] solution de I’équation intégrale

(63) D,p=¢g surl
ou opérateur D, est défini par

D,p(x,w) = / lim Ve(=Myp) (2, w) - n,
r=x4en,

(64) e>0,e =0

—

= Dy(z, )(w)

et encore une fois, on remarque que 'opérateur D, coincide avec D.

Nous allons montrer un certain nombre de propriétés de D, ce qui permettra
d’analyser 'opérateur en temps D. Donnons d’abord quelques définitions. L.’énergie
transformée s’exprime par:

. 1 . 1 .
(65) PP w) = 5 | wi” g +5 1| VP g

On remarque que pour w € {Sm(w) > Wi}, énergie définit sur H'(2) une
norme équivalente a la norme usuelle. Nous la noterons:
2 2 2 7
(66) [ ulliwo=lwuloq+ | Vullgo=2E(u,w)
On peut de méme définir une norme liée a 1’énergie sur les espaces H*(I'). Consi-
dérons le cas particulier ou T' est soit 1’axe R si N = 2, soit le plan R* si N = 3 (i.e.

I' = R¥=1). Les normes usuelles sur H*(T'), pour s > 0, peuvent alors étre définies a
partir de la transformée de Fourier :

I l2e= [ QTR 12 P ()
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ou ¢ désigne la transformée de Fourier par rapport a la variable d’espace (1, ..., 2n5-1).
Les normes liées a ’énergie sont alors définies par:

lo I2ur= [ (w4163 16 (©de

Pour s < 0, on définit la norme par dualité. Dans le cas général d’un obstacle
borné quelconque, on procede de la méme maniere en définissant des cartes locales.

Les équivalences entre les normes usuelles et les normes liées a 1’énergie s’expri-
ment par les inégalités suivantes:

e Pour tout v € H'(Q)
(67) Con?) I u 10l v hwe< Cu(w) | u [0S Cu(w]) || wu g

avec
Cp(W}) = min(1,09) = C,,

Cyu(w) =mazx(l,|w])=Cyn

(68)
1/2
Cu(wh) = (1 —I_OC;?Z) / = Cy
wr
e Pour tout s > 0 et tout o € H*(I')
(69) Coll @ sr <l @ lswr < Cis ll @ llsr< Cip | @ Pll @ llsr

L’analyse du probleme sera présentée dans les espaces de Sobolev munis des
normes usuelles. Nous donnerons a titre indicatif les résultats obtenus dans les espaces
liés a I’énergie, ces résultats s’obtenant de la méme fagon.

b 1

Avant d’étudier le probleme (60) ainsi que I’équation intégrale (63) qui lui est

associée, donnons quelques résultats préliminaires.

Lemme 5.1 (de trace)
L’application v = [.] est une application lin€aire continue et surjective de H'(Q)
dans H'Y*(T). I existe donc une constante C' = C(I') telle que

(70) |0 [1/2r< C v e Voe HY(Q)

Démonstration : ce lemme est une conséquence immédiate du lemme de trace habituel
appliqué successivement dans {; et dans Q.. W

Lemme 5.2 (de relévement).
Pour tout o» € HY*(T) on peut trouver un “relévement”, A+ dans H'(Q), i.e.
une fonction v = Ap € H'(Q) telle que yo = 1, qui vérifie:
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C
(71) Follwas 7 Tw ¢ lippr= Cmaz(l,—5) [ (14 2

1
0
wr

ou C' = C(I') ne dépend pas de w.

Démonstration : voir [4]. N

5.2 Analyse du probleme transformé

L’analyse de 'opérateur D, (et de 'équation (63)) découle de celle du
probleme volumique:

(—A—wZ)U =0 dans )

(72) (‘Z—g)i = §(w) surT

U e H(Q)

Chercher une solution du probleme (72) , U € H'(Q), revient & chercher la
solution du probleme variationnel suivant :

Trouver U € H*(Q) telle que

(73) a(U,0) = L(v) Vo e H'(Q)
avec :
alu,v) = / (Vu.Vo — w?uv)dr
(T4) "
L) = [§leldy
Nous regroupons un certain nombre de résultats concernant ce probleme dans
le:

Théoréme 5.1

a) La forme bilinéaire a(.,.) vérifie Uinégalité de coercivité suivante :
Re(a(v, i) = wr || 0 |0 201 E(0,)

(75) > W2 v |2e Voe HYQ)
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b) Si g € H-Y*(T), le probleme (73) admet une unique solution U dans H' ().

Cette solution est continue par rapport ¢ la donnée §g :

(76) WrCo U Jha< O w |

g |l=1/2,r

c) Lopérateur:

ge HYXTI) — U e HY(Q) solution de (73)

est un isomorphisme et la constante de continuité de son inverse est donnée par:

) 1
(77) 1§ 1l-1/2r< C w2 maz(l, —=) [| U |lw0
wr

Remarque 5.2 : notons X, I'espace:

X, ={ve H'(Q);(-A —w*)v =0 dans Q; [2—2] =0}

On peut montrer que X, est un sous-espace fermé de H'(Q). Pour tout v € X,
on peut définir sa dérivée normale dv/dn par le crochet de dualité entre H='/2(T) et

Hl/z(F) (formule de Green):

v
<_ﬂ/’> =a(v,Av) Wy e H'(T)
—1/2,1/2,0

n

ou A est l'opérateur de relevement défini au lemme 5.2.

Il est alors facile de montrer que U est solution du probleme (73) si et seulement

siUEXweta—U:f].
on

Démonstration : (du théoreme 5.1) a) On a:
a(v, —iwv) = / (| Vo 2o — iw | wo |?)
Q

et en prenant la partie réelle, on obtient (75).

b) La forme linéaire L vérifie:

(78) | L(v) |<

Le terme de droite peut étre majoré grace a l’estimation (70) du lemme de trace, ce qui

g —1/2,1““ yv Hl/z,r

montre la continuité de I sur H':

(79) | L(v) |<

g —1/2,1“” v [l1e
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En appliquant Cauchy-Schwartz, on obtient aussi la continuité de la forme bilinéaire
(80) | a(u, v) [<]| @ 1well v liwa< C lw Pl lliall v (e

Encore une fois, dans 'estimation (80), on voit que les normes naturelles sont les
normes liées a I’énergie.

Etant donnée la coercivité de a(.,.) établie dans le a), on peut appliquer Lax-Milgram
et en déduire l'existence et I'unicité de la solution de (73).

L’estimation de stabilité (76) provient de la coercivité de a(.,.) et de la continuité de
L(.). En effet, pour v = —iwlU, on a

| a(U, —iwl) |=| L(—iwlU) |

On utilise (75) pour minorer le terme de gauche et (78) pour majorer celui de droite

(81) TIU ool @l g ool 70 llijor

et en utilisant a nouveau le théoreme de trace, on obtient

WU pes Clell

—120ll U lne

Le terme de gauche de l'inégalité (67) permet finalement d’obtenir (76).

¢) Pour montrer I'estimation de continuité de 'opérateur inverse, on utilise le lemme
de relevement : pour tout ¢» € H'/?(T), on définit v = A tel que

[v] =
et

C 1/2
oo (G 11) " 16

et pour tout @ on a

<ga¢>_1/2,1/2 = (9, [U]>—1/2,1/2 = a(U,v)
D’apres la continuité (80) de af(.,.), on a donc
[ €9 ¥) 12,172 [SITU Thwall v flwe

On utilise la majoration de || v || en fonction de la norme de 9 :

C 1/2
[0 0) 122 10 U N (= 11) 10 D
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ce qui, par définition de la norme dans H /2, donne (77). |

De méme que pour le probleme en temps, il est facile de montrer, a 1’aide des
théoremes de représentation, que la solution U de (73) peut se représenter sous forme
d’un potentiel de double couche de densité ¢,

(82) U=-M,®
ou, par définition
(83) ¢ = [U]

Les estimations (81) et (77) donnent alors une majoration de la solution en
fonction de son saut, i.e. du potentiel de double couche en fonction de sa densité:

C 1
(31) U S mac(t, ) 1o 7 @ jar
I WY
ou encore, en utilisant (75),
(85) U 1.0 e [ 72 @ [l12r

En définissant l'opérateur D, par (64), on en déduit que ¢ est solution de (63).
En particulier, I’existence d’une solution du probleme variationnel (73) entraine donc
’existence d’une solution de ’équation intégrale (63). Réciproquement, pour ® donnée

dans H'*(T'), si on définit U(®) dans H'(Q) comme le potentiel de double couche de
densité ¢, d’apres les propriétés du potentiel de double couche, U(®) vérifie:

AU + w?*U = 0 dans 9

(36) [Z_U] o

U] =0
c’est a dire que U(®) € X, et [U] = ®. Si ® vérifie ’équation (63), on en déduit,
par définition de D,,, que U(®) vérifie la condition aux limites

o,
on
ce qui signifie que U(P) est solution de (73).

¢)=gsurl

En particulier, si ¢ vérifie I’équation (63) homogene, on en déduit que U(P) est
solution de (73) homogene, ce qui implique d’apres I'unicité de la solution de (73) que

U@)=0dou ®=[U(P)] =0. On a donc unicité de la solution de (63).
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L’équivalence entre (73) et (63) peut étre résumée dans le:

Lemme 5.3
a) Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) U € HY(Q) est solution de (73) et & = [U].
(ii) ® € HY*(T) est solution de (63) et U = —M,®.

b) Pour tout § € H~Y*(T), l'équation (63) admet une unique solution ® €
H'Y(T).

Afin d’étudier 'opérateur D, on introduit la formulation variationnelle intégrale
de (63), qui grace a la formule de Green est reliée a la formulation variationnelle
volumique (73):

Trouver ¢ € HI/Q(F) telle que

(87) (D, @, ¢>—1/2,1/2,r = (9, ¢>_1/2,1/2,r
Vi € HY(T)

Par la suite, on notera

bw(q), @Z)) = <qu)7 ¢>—1/2,1/2,F

Donnons une “formule de passage” entre la formulation variationnelle volumique
et la formulation variationnelle intégrale. On se donne ® € H'/2(T') et on pose U(®) =
—M,® € H' (). Pour tout ¢» € H'Y*(T'), d’apres la surjectivité du saut, on peut
définir v(¢p) € H' () tel que [v] = . Et pour tout ¢» € H'?(I'), on a par définition
de D, :

oU(P)

bw(®7¢) = <8T7 [v]>
-1/2,1/2,T

En appliquant la formule de Green, on en déduit que, V& € H'?(T) et Vi €
H'Y*(T), on a:

(88) bo(®, ) = a(U(®),v(1)))
ot U(®) = —M,® et v(¢)) est n’importe quel relevement de b dans H'(Q).

On a l’équivalence, entre les formulations variationnelles volumiques et inté-
grales, analogue a celle établie au lemme 5.3

Lemme 5.4
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) U € HY(Q) est solution de (73) et & = [U].
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(ii) ® € HY*(T) est solution de (87) et U = —M,®.

Démonstration :

(i) = (ii) Si U € H'(Q) est solution de (73) et & = [U], d’apres le lemme 5.3, & € H'/%(T)
est solution de (63) et U = —M,,®. Il est clair que alors ® vérifie aussi (87).

(ii) = (i) Si ® € H'2(T) est solution de (87) et U = —M_,® on a pour tout ¢» € H'/*T):

bw(q)v ¢) = <g7 ¢>—1/2,1/27F

Soit v € HY(Q), posons ¢ = [v]. La formule de passage (88) permet de conclure que
U vérifie

(Z(U, ?J) = bw((I)v ¢) = <gv [U]>
donc (73).

Théoreme 5.2
a) Pour w € {Sm(w) > &V}, Uopérateur D, est un isomorphisme entre H'/*(T)
et H=Y2(T') et sa norme vérifie la majoration suivante

|w [P @ [[ijor V® € HYAT)

89 D,® |- <
(59) | D loyars o

b)Pour w € {Sm(w) > W}, la forme bilinéaire de (87) vérifie Uinégalité de
coercivilé sutvante :

(50) Re(b,(@, —itw®)) > CLef || @ [} VO € H'(T)

c) Pour tout § € H™Y*(T'), le probleme (87) admel une unique solution ® €
H'Y(T), également unique solution de (63) et vérifiant :

(91) Crwt | @ [lyzr<lw |

g ||=1/2,r

Démonstration : e Pour montrer ’estimation de continuité de D, on utilise la formule
de passage. Soient ® et » dans H'/2(T). On pose u(®) = —M_,® et v(1)) le relevement de
1 défini par le lemme 5.2. La formule de passage 88 et la continuité de la forme bilinéaire
a(.,.) donnent alors

| (Do®, ) |=] a(u(®@), v(9) [<|| v [lLwll v {10

On utilise I'estimation (84) majorant la norme du potentiel de double couche en fonc-
tion de la norme de sa densité et estimation (71) du lemme de relevement, ce qui donne:

| (Do®, ) |< [ [P @ [l y2,0ll  hyzr

WO,
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L’opérateur D, est donc continu et sa norme vérifie (89).

¢ Si on utilise de nouveau 88 appliquée a v = —twu, on obtient I'inégalité de coercivité
sur by(.,.) a partir de celle de a(.,.) et du lemme de trace.

e La forme linéaire

b e H1/2(r) — <§,¢>_1/2,1/27F

est bien siir continue sur H/2(T).

e On peut donc appliquer Lax-Milgram et en déduire le théoreme. M

Afin de faire une transformation de Fourier-Laplace des résultats en fréquence
et d’obtenir ainsi des résultats analogues sur le probleme en temps, montrons le

Lemme 5.5 (i) L’opérateur D, est holomorphe dans C.

(ii) Sig e L'(HYT)), les distributions U(w) et ®(w) définies comme les solutions
des problémes (72) et (63) dans H'(Q) et HYX(T') sont holomorphes dans le

demi-plan compleze {Sm(w) > Wi},

(iii) Sig € L'(H™Y*T)), il existe une distribution uP € L'(H*(Q)) telle que U(w) =
4P (w) et une distribution ¢ € L'(HYX(T)) telle que ®(w) = H(w).

Démonstration :

(i) L’analycité de la solution fondamentale G sur C implique analycité de la forme
bilinéaire b, (®,1) =< D, ®,7 >. Or 'analycité “faible” implique I'analycité “forte” (cf
Kato, [36]) donc le résultat est encore vrai pour D,,.

(ii) La distribution ®(w) € HY*T) est solution de I’équation intégrale

D,® = §

Or lopérateur D, est un isomorphisme pour tout w tel que Sm(w) > 0. On en
déduit que D1 est holomorphe dans {w;3m(w) > 0} ( voir [36]). On a supposé que g €
,C’(H_I/Q(F)), ce qui signifie en particulier que il existe w9 tel que g est holomorphe dans
{Sm(w) > WY} et

® =D

donc ¢ vérifie la méme propriété. La solution U(w) est obtenue comme potentiel de double
couche de densité ¢, U(w) = —M,®, et toujours grace a l’analycité de la solution fonda-
mentale, on peut montrer 'analycité de 'opérateur M,,.

(iii) Pour montrer ce dernier point, on utilise la caractérisation donnée par le théoréme
de Paley-Wiener. On a supposé que g € ,C’(H_I/Q(F)) ce qui implique 'existence d’une valeur
wi(g) telle que § est holomorphe dans {Sm(w) > wY} et telle que

Jo1(g) > w?(g), C(g)>0 et k(g)>0t.q.
3 lrjarS O+ [ D} Vo b a. Sm(w) 2 oy
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L’estimation (91) montre alors que
CLt 1@ [hyer<l @ lll 3 ll-rer< C(L+ o P

ce qui montre le résultat pour ®. De méme, 'estimation (76) permet de conclure pour U.
|

Avant de revenir au probleme en temps, nous donnons un tableau indiquant une
comparaison entre les résultats obtenus avec les normes usuelles et les normes liées a
I’énergie :
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On remarque en particulier que les puissances de | w | ne sont pas les mémes,
dans 'estimation de continuité de 'opérateur D, ce qui se traduit par une perte de
régularité en temps si on utilise les normes usuelles.

5.3 Retour en temps

Les résultats en temps sont obtenus en appliquant une transformée de
Fourier-Laplace inverse aux résultats en fréquence. Rappelons 1’égalité de Parseval,
pour deux distributions de £'(F):

(92) o= o (@) g@Deds = [ (0. gl0)

Revenons maintenant a ’analyse de I’équation intégrale espace-temps (58). Si
la donnée ¢ est dans ,C'(H_I/Q(F)), d’apres 'implication (/) = (¢¢) du théoreme
de Paley-Wiener, sa transformée ¢ vérifie (ii) (a) et (b). L’étude précédente montre
que pour tout w fixé dans un demi-plan complexe ({Sm(w) > w¥}), il existe une
unique distribution ®(w) € H'Y%(T') solution de 1’équation intégrale en fréquences
(63). De plus le lemme 5.5 montre que ®(w) vérifie les conditions (ii) (a) et (b) du
théoreme de Paley-Wiener. L’implication inverse (i¢) = (i) permet alors de définir
une distribution ¢ = F~1(®) € L'(HY*)) et, d’apres la remarque 5.1, ¢ est solution
de (58).

Etant donné le type d’estimations obtenues entre U(w), ®(w) et g(w), on intro-
duit des espaces fonctionnels indiquant un peu plus précisément le comportement par

rapport a w des solutions. On va supposer non seulement que g € E’(H_I/Z(F)) mais
qu’elle vérifie en plus

(93) oo T Pl 360) |2y o < oo
Wy

De maniere plus générale, pour un espace de Hilbert E. on introduit les espaces

M, (Re B) = {F € LY [ e Pl J(@) [} deo < o)

et on note

V= [ Ve 0 () I do
R+tiwy

la norme dans ces espaces. Dans le cas particulier ou £ est un espace de Sobolev
E = H"(T'), on notera || f ||? cette norme.

5,71
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On peut remarquer que pour s = k € N, le terme | w |** représente alors une
dérivation en temps d’ordre k et d’apres Parseval on a:

1 R —2w
o [ T P I o= [ et |79 | at
Wy

ce qui signifie qu’on peut caractériser cet espace par:

HE(Re, B) = {f € L/(E); e fO(1) € LX(R, E))

On introduit la formulation variationnelle espace-temps, obtenue en intégrant
celle en fréquence:

Trouver ¢  dans un espace a préciser, telle que

(94) b(p, ) = L(¥)
pour tout ©» appartenant au méme espace

avec
1

b, db) = ﬂ/m < Do, —iwth > duw
Wy

= / e~ < Do > dt
R

(9%) ! A
L(v) = —/ < g, —iw > dw
27 JR+tiw;

= / et < g,;/} > dt
R

On précise le cadre fonctionnel dans lequel est posée cette formulation variation-
nelle dans le

Théoreme 5.3
a) L'opérateur D est linéaire, continu de HZI(R+,H1/2(F)) dans HZ;Q(R+,H_1/2(F))

et sa norme vérifie la majoration suivante

(96) 1 D@ [lsmzi-1/200 S CD) Il @ lsijows Yoo € HE, (B, HYD))

b) La forme bilinéaire du probléeme variationnel espace-temps vérifie Uinégalité
de coercivité suivante :

(97) b2, 0) 2 C) | ¢ 5,172, Yo € H,(Ry, HYA(TY)
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Démonstration :

a) Soit ¢ € HZI(R+,H1/2(F)). Par définition ¢ est holomorphe dans un demi-plan
complexe {Im(w) > wl} et vérifie

(i) [ 1w Pl do < o

et d’apres le lemme 5.5, D, est holomorphe dans €. On en déduit que D, est holomorphe
dans {Im(w) > w}. De plus, 'estimation (89) nous donne

| Do

C 2
< >
—1/2,'> w?Cm lw [°ll ¢ Hl/z,r

ce qui permet de conclure que d’une part D, est bien la transformée de Fourier-Laplace
d’une distribution (D, = D) de L'(H~Y%(T)), et d’autre part que

2
C
25=2)| p. o |12 dw < / 25
J 19 P Do g o < ( g ) [ 11

I'inégalité de droite provenant de (i). Ceci montre que D¢ € H(E,SI_Z)(R+, H=Y%(T)) et qu’on
C

WWC,

% %/271“ dw < o0

a I'estimation (96 ) avec C'(w9) =

b) Pour ¢ € H2 (Ry, HY/A(I')), on a:

blo,0) = /Re_?‘”t < Dy, ¢ > dt

1
= —/ < D@, —wwd > dw
27 JR+iw;
On utilise I'inégalité de coercivité sur by, (90):

|
o g) > — / 0200
(p,0) 2 o7 Jrsivs 7l

C?n“? | o H(2),1/2,w1

@ %/2,1“ dw

v

Remarque 5.3 : on peut remarquer que I'inégalité (97) n’est pas réellement une in-
égalité de coercivité car le terme de droite est seulement une semi-norme sur HZ, (R, H'Y2(T)).

Ces résultats permettent d’obtenir le

Théoréeme 5.4

Sig e HiI(R+,H_1/2(F)) alors

a) le probléeme (94) admet une unique solution ¢ € HZI(R+,H1/2(F)) également
unique solution de (58)et vérifiant :

(98) Cost 1o oIl lls 12,
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b) Le probléme (55), (57) admet une unique solution u®? € HZ (Ry, H'(Q)) qui

vérifie
(99) Crwf || u” |l2m@)wr < C Nl g ll3,-1/2.0s

et qui s’exprime par

(100) uP = —Me

ot p est la solution définie au a).

Démonstration :

a) On part de g € HiI(R+,H_1/2(F)). On peut donc prendre sa transformée de
Fourier-Laplace et définir la solution ® du probleme en fréquence associé. D’apres le lemme
(5.5), ® est la transformée de Fourier-Laplace d’une distribution ¢ € £/(H'Y*(T)). On a
méme un peu plus, grace a l’estimation (91):

Chrwy || @ ler<lwlll g ll-1/2r

On en déduit que ¢ € HZ}I(R+,H1/2(F)) et vérifie (98). Il est enfin immédiat de vérifier
que ¢ est solution de (58) puisque ® est solution de I’équation intégrale en fréquence. On
a donc montré 'existence d’une solution de ’équation intégrale ainsi que de sa formulation
variationnelle.

L’unicité découle tres clairement de ’unicité de la solution du probleme en fréquence.

b) On définit de nouveau u” & partir de U(w), solution du probleme en fréquence. On
définit ainsi une solution de (55), (57) dans HZ (R4, H'(Q)) grace a l'estimation (76). M

L’étude en fréquence menée avec les normes liées a I’énergie conduit aux espaces
fonctionnels suivants:

HE (U B ={f teae [ (w2l f@) [ do < +oc)
Wy

On peut retrouver tous les résultats énoncés dans ces espaces en utilisant le
tableau de comparaison donné en fin de partie 5.2. En particulier, 'opérateur D est
alors continu de H}_/Z’SO’WI(F x R) dans H;”Q""O‘L“”(F X R), ce qui constitue une
différence essentielle avec les espaces usuels car on remarque qu’on ne perd qu’un
cran de régularité en temps au lieu de deux.
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6 Mise en oeuvre et résultats numériques

6.1 Discrétisation

Nous traitons ici le probleme modele étudié précédemment, c’est a dire le
probleme de Neumann. La formulation variationnelle de ce probleme s’écrit :

Pour g € HiI(R+, H™Y(T)) trouver ¢ € HZI(R+, HY2(T)) telle que

(101) / e~ < Do > dt = / et < g ah > di
R R

Vi € W (R, HY3(D))

On approche alors cette formulation en utilisant des éléments finis frontieres,
suivant la démarche proposée par Nédélec ([45]). Cette démarche étant classique, on
se contente de la rappeler brievement et on se limite au cas ou I' est un domaine po-
lyédrique. Dans le cas général, il faudrait définir une application transformant chaque
morceau en un domaine polyédrique et tenir compte de 'erreur d’approximation de
la surface. On découpe la surface I' en p morceaux fermés (I';),=1 , tels que

(b) T, NT; = 0 ou est une courbe portée par I' (en 3D).

Semi-discrétisation en espace

On introduit un espace Vj, de dimension finie construit a ’aide d’éléments finis
approchant H'/?(T'). Le probleme semi-discrétisé consiste &

trouver ;, € HZI(R+, Vi) telle que
(102)
b(g‘ohv ¢h> = Lh(¢h> v¢h € HZI(R-I-? Vh)

ol

(103) Ly(¢n) = /Re_%ﬂ < gt > dt
et ¢, est une approximation de g.

La construction de V}, est décrite par Nédélec dans [45]. L’espace Vj, est constitué
de fonctions continues et polynomiales par morceaux de degré my; > 1 ce qui assure
I'appartenance & H'/2(T') . Le choix le plus simple est celui de I’élément fini P, consti-
tué de fonctions affines par élément et continues sur I'. Soit (¢} )j=1,.. n, une base de
Vi. La solution approchée ¢y, (1) se décompose sur cette base:

Np,

(104) eule.t) =Y ast)gh(x) Vel

J=1
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ou les fonctions a(t) doivent appartenir a HZ, (R4, R) pour que ¢p € HZ (R4, Vi).
Le probleme approché consiste a trouver «;(t) € HZ}I(R+, R) telles que

(105) Z blaj(t)ph (@), ) = L{n)  Yibu € HZ (R4, Vi)

Discrétisation totale

On doit approcher les fonctions en temps «;(t) € HZ}I(R+, R). L’espace HZI(R+, R)
est approché par le sous-espace H™2(At, R) constitué de fonctions continues sur R
et polynomiales de degré my > 2 dans chaque intervalle de temps I, = [t,,,,41] ou

t, = nAt.

Remarque 6.1 : o € HZ (R, R) est équivalent a dire que a € L'(Ry) et e7“*a €
L*(R4, R). Si on approche a par des polyndémes par morceaux de degré inférieur a 2
(c’est a dire par des fonctions affines par intervalle) sa dérivée seconde devient une
somme de dirac et n’est donc pas L% Ce qui explique que le plus bas degré permis
est my > 2. On verra cependant que, en pratique, on utilise des fonctions affines par
morceaux. On peut encore donner un sens aux intégrales. La méthode ainsi obtenue
donne de bons résultats. Mais on ne peut pas lui appliquer ’analyse numérique qui
va suivre.

Dans ce qui suit, nous allons traiter en détail le cas my = 2. La fonction @, est
donc approchée par

(106) Onat(z,t) Zoz] ar( tph Yeel, Vit

avec
ajatg, € P, Vn

La dérivée seconde de a;a; est alors une constante par intervalles et on peut
montrer facilement que, en notant a; cette constante, on a

1
(107) ajar = 5(t— n)a’ + Al Z (t —tm + At) Vie I,
m=0
Rappelons la forme bilinéaire du probleme:

~ en dimension 3
la forme bilinéaire est donnée par (33):

1 Ng " N .
b _ / ~2wrt / R N Ddrypdey, di
(9, %) L e S Py, t— |z —y [)b(z, t)dyady,

_I_/ e—2w1ti/ TOtFS‘Q(yvt_ | r—y |) ) TOtF¢(x7t)d7wd7ydt
R 4m Jrxr |z —y|
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— en dimension 2

la forme bilinéaire est donnée par (34):

_ 2wt H(t—|x—y]|) pt=le=vl 1
b(%‘oqub) - /Re ~/F><F o /0 ((t— 7_)2_ | T —y |2)1/2><

: d i
(nx ny Gy, T)(x, ) + d—f(y, r)d—f(x,t)) dr dyydry,dt

La fonction test v, o, n'intervient dans la formulation variationnelle que par

I'intermédiaire de sa dérivée en temps. On la choisit comme le produit d’une fonction
test en temps (7%,(#) par une fonction test en espace i (z). Il suffit, pour que les
fonctions tests décrivent les fonctions P, par morceaux, que leurs dérivées décrivent
les fonctions continues et Py par morceaux, c’est a dire qu’on choisit les 5%,(t) telles
que

t—1,1 81t <t<t,
(108) (6215) (t) = tn_|_1 —1 si tn <t < tn_|_1
0 sinon

En reportant dans la formulation variationnelle, on obtient un systeme de la

forme:
(109) S MrFAR = Br
k=0
. k : k ko\! : k
ou les vecteurs A" sont les inconnues (al, .. .,aNh) et les matrices M™% ne

dépendent que de n — k.

Remarque 6.2 : on peut montrer que, en 3D, les matrices M" % s’annulent dés que

d(I’
n—k> %1 Pour n grand, on n’a donc a prendre en compte dans la somme que
. d(I") . . . .
les termes compris entre n — N et n. Ceci n’est plus vrai en 2D, ou on doit garder

tous les termes depuis le début, ce qui peut étre une limitation en ce qui concerne le
stockage, si on s’intéresse a des temps élevés.

On peut montrer un certain nombre de propriétés du schéma (109).

Analyse du schéma

[’analyse de la formulation variationnelle du probleme continu permet d’obtenir
une étude du schéma, des estimations d’erreur et de stabilité. On se contente ici
d’énoncer les résultats:

Lemme 6.1 La matrice M° est symétrique, définie, positive pour At assez petit.
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Démonstration : voir [5] pour le 3D. W

Théoreme 6.1
a) Stabilité. Si g a; est une approximation consistante de g dans H}, (R, H='2(I)
le schéma est stable au sens que

(110) | onat llog/zw < Cte
quand h, At — 0.

b) Estimations d’erreur. Si g est suffisamment réguliere, le schéma converge
quand my > 1 et mgy > 3 et on a

H © — @h,At H0,1/2,w1§ C{H 9 — gh,At H1,—1/2,w1

(111) Lt/

—I_T H ® Hz,m1+1,w1 A2 H o Hm2+1,1/2,w1}

6.2 Méthodes numériques. Mise en oeuvre

Les estimations d’erreur obtenues précédemment ne sont pas optimales, en
particulier en ce qui concerne la régularité en temps. Il est donc tentant de prendre des
fonctions tests et 'inconnue moins régulieres en temps. D’autant plus que les calculs
se trouveront ainsi simplifiés. En pratique, on va donc considérer une discrétisation
a l'aide d’éléments P! en temps. On aborde dans cette partie les calculs concernant
la mise en oeuvre de la méthode de facon un peu plus détaillée et on indiquera les
problemes d’ordre numériques qui peuvent étre rencontrés.

On reprend les notations de la partie précédente.

La premiere simplification consiste a choisir w; = 0. Dans ce cas, on ne dispose
plus des estimations obtenues précédemment. Cependant, le parametre w; permet de
contréler le comportement a 'infini de la solution, or on s’intéresse a cette solution
sur des intervalles de temps fini, et on s’attend a ce que ce parametre n’ait alors pas
trop d’influence.

Nous notons les fonctions de base en temps:

t— 11 81t <t<t,
(112) "}/m(t) = tm_|_1 —1 si tm <1< tm_|_1
0 sinon

c’est a dire v (1) = (ﬂg”t)/ (t) définie en (108) et x™ la fonction indicatrice de I'inter-
valle I, = [tim, tna1]:

1 st b, <t <ty

(113) vio-{,

sinon
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Les dérivées de ces fonctions de base s’expriment alors comme des combinaisons
linéaires des fonctions indicatrices:

(114) (7") =x"T ="

Les fonctions tests n’interviennent que par 'intermédiaire de leurs dérivées en
temps. On peut donc prendre des fonctions tests dont la dérivée en temps soit le
produit d’une fonction de base en espace par une fonction indicatrice:

(115) OF (e, 1) = X" ()il )

ou les p; ont été définies dans la partie précédente comme les fonctions de base de
I’élément fini P' en espace. La fonction ¢, est approchée par

Np

(116) prade,t) =D afy"(t)p(x) Ve el, Vit
j=1m>1

les a™,m < 0 étant nuls d’apres la causalité de .

La formulation variationnelle approchée consiste donc a chercher les 7" vérifiant :

Np
(117) 355 alb(r™ (thosla), i) = L) Wim 1. Nyt Vo2 1

j=1m>1

ce qui peut encore s’écrire sous forme vectorielle :

(118) STMTAT = Bt W > 1

m>1

ou A™ = (af"...af, )" est 'inconnue & I’étape m et

M = b(y™ (1)), 077"

(119)
B = L(™)

De méme que dans la partie précédente, on peut réécrire ce systeme sous forme
d’une convolution discrete:

(120) > M'TTA™ = B" Vn>1

m=1

et dans ce cas simple, nous allons le démontrer. Nous allons en fait indiquer en détail
comment on traite les différents termes de la forme bilinéaire qui contribuent a la
construction de la matrice M. Remarquons d’abord que le choix des fonctions de
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base P! en temps n’est pas compleétement naturel, car le terme contenant ¢ fait alors
apparaitre des masses de dirac en temps:

Np,
(121)  Gradent) =3 3 an(67 — 26™ + 6" ) (1)) Ve €T, i

j=1m>1

Il est donc nécessaire de donner un sens a ces intégrales, ce qui est possible
grace a la deuxieme intégration en temps (par rapport a t) qui a un effet régularisant.
Distinguons les cas, dans chaque dimension:

e en dimension 3
la forme bilinéaire est donnée par (33), ce qui donne comme matrice:

Ny, N
Mnm = / / # ; . 5m—1 _ 25m 5m+1 t— . n—1 t
* R JUxI (47T | T —y |SO (y)goj(x)( + )( | =Y |)X ( )

rotrpi(y) - rotro;(a)
Ar o —y |

Y= e —y I)X”‘l(t)) dyzdyydi

Pour le premier terme, on doit évaluer des intégrales contenant un dirac, du
type:
| 8=l —y @
R

qu’on interprete comme le produit au sens des distributions:

<O(t=|a—y | =), X" () >= " (et [ 2 =y )
Les termes de la matrices M peuvent alors se réécrire sous la forme:
ar= [ Ry (= e =y T @)y de
RJrxI

[ By (VT et o=y )

O |2 =y )+ (a2 =y ])) dredy,

Il est alors tres facile de vérifier que:
o Pour m > n +1 les intégrales sont nulles pour des raisons de supports.

e En utilisant que
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et en faisant un changement de variable dans la seconde intégrale, ces termes ne
dépendent que de la différence n — m. On notera donc dorénavant M™™ = M"™™ et
on a:

At
b= [T Ry (4 e L=y e

+ /Fxr Flz,y)(X°(|z—y | —t) = 2X°(| 2 —y | —ti1) + X°( @ — y | —tie2))dvedy,

Regardons plus attentivement les domaines sur lesquels on va devoir intégrer (en
espace). La surface I' est divisée en éléments I';. L’intégrale double sur I' x I' va donc
donner des intégrales sur I'; x I',. Si on suppose qu’on fait une premiere intégration
de maniere numérique, cela revient a se fixer un point x dans 1’élément I';. 1l reste
donc a évaluer sur I',

® une premiere intégrale:

/F Fijo,y))(X°(le —y | —tr) =2xX°( e —y | —tem1) + X°(| 2 —y | —tio2))dyy

p

et on voit sur cette expression qu’on va intégrer sur 'intersection de I', avec des fronts
d’onde, c’est a dire sur des domaines du type:

fyel, tba tn<[o—y[<tnn}
pour m =k, k— 1,k — 2.

e une deuxieme intégrale:

At
/F Rz’j(x,y)/o At 4 ty— | @ —y |)dtdry,

cette fois-ci I'intégrale en temps ne disparait pas ce qui complique un peu la situation.
Etant donné le support de 41, cette intégrale s’exprime encore:

Rij(x / W+ te— |2 —y |)dtd
Jo Bite) [, At L=y i,
on OF(z,y) = [0,At]N ||z —y | —tr | * —y | —ti_2). Le domaine OF(z,y) est donc
vide pour x,y tels que | @ —y [<tp_g ou | @ —y |> tgyq. 1l reste donc a intégrer

Rz’j(l’,y)/ok Y+t | @ =y [)dtdy,

/yEFp et ty_o<|e—y|<thp (z,y)

et les domaines d’intégration sont du méme type que précédemment.

On peut remarquer que, en 3D, le calcul de I'intégrale en temps est tres simple
car il reste seulement la fonction de base 4! & intégrer c’est a dire une fonction P! par
morceaux. Ceci provient du fait que le noyau contient les variables temps et espace
de facon découplée. Ceci ne sera plus vrai en 2D. La premiere intégration sur I' est
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calculée numériquement (par une formule de Gauss par exemple). En ce qui concerne
la deuxieme intégration, il faut étre prudent, car les noyaux ont une singularité faible

en r = y du type Il faut donc distinguer les calculs selon que les éléments

lz—yl
sont disjoints ou qu’ils sont confondus ou adjacents. Dans le premier cas, il n’y a pas de

probleme de singularité et on peut donc de nouveau utiliser une formule d’intégration
numérique sur I',. Dans le second cas, on doit calculer I'intégrale de maniere exacte.

e en dimension 2

la forme bilinéaire est donnée par (34), ce qui donne comme matrice :

My = [ [ H=leg) e 1 X
/ R Jrxr s 0 (t—7)2= [z —y )12

(12 - 1y (6771 = 26™ 4+ 6™ ) (1) ()il ) (2)

T ) ) ) drddn

Pour le premier terme, on doit évaluer des intégrales contenant un dirac et qu’on
définit par:

/t—ll’—yl 5’“(7’) i H(t—ty— |z -y
0 (t—7)—|a—y )2 ((t— )= | —y |2)1/?

pour k =m — 1,m,m 4+ 1. On obtient donc:

H(t— |z —y]) [t-l=—vl ™ ()
e = Ml d
* R JTxT or 0 (t—7)2— |z —y |12 X

1, dei o de;
n—1 J
X"TH(1) s (y)—dS (2)drypdy,dt

. BT D o= D) (@)

( H(t_tm—1_|x_y |)
((t = tm)?= [ —y [))V/?

H(t —tn— |z —y]) H(t —tppi— [z —y])
(=t =Te =y PIP " (= b= [z =y P

—2

) dry,dy,dt

De nouveau, on peut vérifier que:

o M"™ =0 pourm>n-+1.
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o Fn faisant des changements de variables dans les intégrales en temps,
ces termes ne dépendent que de la différence n — m. On notera encore M™" = M"™™,

MH{A+ =z =y ) o, dpi,  dp;
! k'l
/Fxr/o 2T () ds () ds ()%

rrole 7' (1) drdtdr,d
I e [ =g e et

At”l’ ”y \° H(t+t— |2z —y|)
! atses(a) {17y s = T
B

(S P D A (T iy Py

et on a:

) didry,dy,

Les deux termes sont donc de la forme:

At
[ [ HE A+t o=y DNy, Dty
I'xI" JO

avec m = k,k — 1,k — 2 et avec un noyau N(z,y,t) différent pour chaque terme.
Encore une fois, regardons plus attentivement les domaines sur lesquels on va devoir
intégrer (en espace). La surface I' est divisée en éléments I';. L’intégrale double sur
I' x I' va donc donner des intégrales sur I'; x I',. Si on suppose qu’on fait une premiere
intégration de maniere numérique, cela revient a se fixer un point « dans I’élément I';.
Il reste donc une intégrale a évaluer sur I', et il est facile de voir que cette intégrale
est nulle si | @ —y |> t,,11. 1l reste donc

At
Y€l e —y|<tmgr 7 sup(0,|lz—y|—tm)

Cette fois-ci les domaines d’intégration sont donc les intersections de I', avec
I'intérieur du disque de centre = et de rayon t,,41 pour m = k, k — 1,k — 2 (au lieu
des couronnes dans le cas 3D). Les noyaux sont plus compliqués qu’en 3D & cause du
couplage entre la variable temps et la variable espace du terme ((t — 7)*— | 2 — y |?
)"1/2, En 2D, il y a également une singularité au bord du cone (c’est & dire pour
T =1— | & —y |). En pratique, on calcule analytiquement les intégrales en temps.
Il reste alors a intégrer sur I';, N {y;| v — y |< t,41) un noyau K(x,y) qui a une
singularité faible en Log | x —y |. Il faut de nouveau distinguer les cas ou les éléments
sont disjoints et ou ils sont confondus et adjacents.

6.3 Autres problemes traités et quelques unes de leurs dif-
ficultés respectives...

La méthode présentée a été développée initialement par T. Ha Duong (voir
par exemple [22], [5], [4], [23]). Cette démarche a été reprise et appliquée depuis
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dans plusieurs autres problemes, et nous en signalons un certain nombre (par ordre
chronologique!). Rappelons que pour I’étude mathématique, deux cadres fonctionnels
peuvent étre envisagés : les espaces de Sobolev munis des normes usuelles et les espaces
de Sobolev munis de normes liées a 1’énergie et indexés par wy.

Ding, [20], a le premier mis en oeuvre cette méthode pour un probleme de dif-
fraction d’ondes acoustiques par une surface rigide. Il a traité I’équation intégrale de
deuxieme espece liée au probleme de Neumann. Ce sont les premiers résultats qui
ont permis de comparer la méthode variationnelle des potentiels retardés avec les mé-
thodes de collocation jusqu’alors utilisées. Elle s’est révélée beaucoup plus robuste,
stable et précise que les méthodes de collocation mais bien str... plus couteuse aussi.

E. Bécache, [6], [8], [7], a traité un probleme de diffraction d’ondes élastiques
avec condition de Neumann. L’étude théorique concerne la diffraction soit par un
obstacle soit par une fissure dans un domaine 2D ou 3D. Il s’agit alors du probleme
de Neumann et la solution est représentée par un potentiel de double couche. Une
des difficultés essentielles de ce probleme provient de I’hypersingularité du noyau. En
ce qui concerne 1’équation des ondes acoustiques, on a présenté dans la partie 5 une
formulation qui traitait cette difficulté. Pour le probleme élastique, on peut obtenir
une formulation analogue en utilisant une méthode de régularisation décrite dans
[9]. Une autre difficulté, liée a 1’élasticité, est la présence de plusieurs types d’ondes.
Contrairement aux ondes acoustiques scalaires, il y a dans un milieu élastique des
ondes de pression et des ondes de cisaillement. En 3D, la formulation fait intervenir
tous les instants compris entre le passage des deux types d’ondes au lieu d’'un seul
instant et en 2D elle doit prendre en compte le passé des deux ondes. La méthode a
été implémentée pour la diffraction par une fissure en 2D.

A. Pujols, [50], a traité la diffraction d’ondes électromagnétiques par un objet.
L’étude théorique et 'analyse numérique ont été faites, dans les espaces munis des
normes usuelles, pour:

— un obstacle cylindrique infini: dans ce cas, les équations sont ramenées a des
équations d’ondes 2D. Elle a traité deux types de conditions aux limites : un obs-
tacle réfléchissant (condition de Dirichlet) et un obstacle absorbant (condition
dissipative).

— un obstacle borné parfaitement conducteur. Les équations sont alors les équa-

tions de Maxwell 3D.

et 'implémentation a été faite pour le probleme de Dirichlet 2D. Des comparaisons
avec des méthodes en fréquences ont été présentées afin de valider la méthode.

[. Terrasse, [54], a également traité un probleme de diffraction d’ondes électro-
magnétiques par un obstacle parfaitement conducteur en domaine 3D. Les équations
sont alors les équations de Maxwell 3D vectorielles. Pour I’étude théorique, elle s’est
placée dans des espaces munis de normes indexées par la fréquence qui permettent
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d’obtenir des résultats optimaux. Ces espaces couplent le comportement en espace et
celui en temps. Pour comprendre la différence entre les travaux de A. Pujols et ceux
de I. Terrasse examinons la relation de conservation de la charge (reliant la divergence
surfacique du courant et la dérivée en temps de la charge):

divrj +e—=— =20
r) + o1
Notons (formellement) E® et E? respectivement les espaces munis des normes usuelles

et les espaces couplant le temps et 'espace. Dans les espaces E?

¢, une dérivation en

espace s’accompagne d’'une perte de régularité en temps. Cela implique que si on
cherche j dans F?, la relation de conservation étant vérifiée pour le probleme continu,

. . . . 0
p doit appartenir au méme type d’espace (car divrj est alors dans E*~'  donc ar

ot

est dans E*7'). Supposons maintenant qu’on approche E* par des fonctions P! en

temps: on choisit j, A € P! en temps et ppa; € P en temps. Or les espaces discrets
S . 0

découplent I’espace et le temps ce qui signifie que divrjua; € P' et % € P’ La

relation de conservation ne peut donc pas étre satisfaite numériquement de maniere
exacte. Pour quand méme prendre cette relation en compte de maniere numérique,
I. Terrasse impose a la charge de vérifier la relation de conservation seulement en
moyenne (et non pas de maniere exacte) ceci a I’aide d’un multiplicateur de Lagrange.

Cette formulation a été implémentée, en 3D. Une des difficultés numériques es-
sentielles vient alors de la géométrie. Les intégrations portent en effet sur des domaines
qui représentent 'intersection des fronts d’onde avec les éléments du maillage de la
surface. Il faut donc considérer tous les cas d’intersection d’une couronne avec un
élément et calculer les intégrales sur ces domaines. Cependant les calculs en 3D ont
deux avantages: ils permettent de ne pas prendre en compte tout le passé de I'onde,
comme on |’a vu pour les ondes acoustiques et les noyaux sont plus simples qu’en 2D
et conduisent donc a calculer des intégrales tres simples.

M. Filipe-Rocha , [24], [25], s’est intéressée a deux problemes :

— Un probleme de couplage fluide-structure: il s’agit d’un probleme de diffraction
d’une onde acoustique par un obstacle élastique. Elle a proposé une formulation
couplant la méthode des éléments finis dans la partie structure avec la méthode
des potentiels retardés dans le domaine extérieur fluide. L’analyse mathématique
de cette formulation couplée a été faite (coercivité, existence et unicité ...).

— un probleme de diffraction d’une onde acoustique par un obstacle absorbant,

u du
c’est a dire avec une condition aux limites absorbante (de type — + T = 0).

on

Elle a montré qu’on ne dispose plus de coercivité, mais que 'opérateur est de
type Fredholm ce qui permet en utilisant la théorie de Fredholm de montrer
quand-meéme 'existence et 'unicité de la solution.

La programmation de ce second probleme est actuellement en cours.

V. Lubet, [3], étudie le couplage entre la méthode des potentiels retardés et celle
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des éléments finis pour la diffraction d’une onde acoustique par un obstacle ou des
hétérogénéités. La condition aux limites sur la frontiere de 1’obstacle est une condition
de transmission parfaite. Elle a fait ’analyse mathématique de cette formulation et
a obtenu des résultats d’existence et d’unicité de la solution (encore une fois sans
coercivité). Elle travaille actuellement sur I'implémentation de cette formulation.

V. Lange a implémenté la formulation proposée par A. Pujols pour résoudre
la diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle parfaitement conducteur
dans un domaine 3D. Elle a également obtenu une analyse de ce schéma en utilisant
les espaces fonctionnels introduits par I. Terrasse. Elle travaille actuellement sur la
diffraction par un obstacle sur lequel est posée une condition d’impédance.

D. Barbier travaille actuellement sur la diffraction d’une onde élastique par un
obstacle ou une fissure. La programmation doit étre effectuée pour le probleme 3D.
Il doit également étudier le probleme du couplage entre la méthode des potentiels
retardés et celle des éléments finis dans le cas ou une partie du milieu est anisotrope
ou hétérogene.

Dans tous les cas, en pratique, et pour des raisons de simplicité, les formulations
ont été implémentées avec wy = 0, valeur pour laquelle on ne dispose plus d’aucun
résultat... Cependant, le parametre w; permet en fait de contréler le comportement
de la solution pour des temps tres grands et on s’attend a ce qu’il ait une faible
influence sur des temps finis. Dans pratiquement tous les cas, des problemes de stabilité
ont été observés. Les formulations utilisant les éléments de plus bas degré en temps
semblent donner des résultats plus stables. Pour ces éléments, on n’est plus dans le
cadre d’application de I"analyse numérique théorique et I’étude de ces phénomenes
reste a faire.

7 Bibliographie

Dans cette partie, nous citons une liste (non exhaustive) de travaux relatifs
aux domaines abordés dans ce cours.

¢ Analyse mathématique des équations intégrales pour les probléemes
stationnaires et harmoniques

Colton et Kress [15], Dautray-Lions [19] (chap XI, Partie B), Nédélec [45], Giroire
(Laplacien, bilaplacien, Helmholtz), [27], [26], [28], Costabel, Stephan, Wendland, [17],
[18], Hsiao, Mac Camy, [34], [33], [31], [32], Kleinman, [37]

e Application des équations intégrales pour les problemes stationnaires
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et harmoniques
e méthodes variationnelles:

Bonnemay (élasticité stationnaire), Cortey-Dumont [16] (élastodynamique har-
monique), Djaoua [21], Bendali(Maxwell harmonique) [10], Mazari [43](Maxwell har-
monique : antennes), Starling (Maxwell harmonique : réseaux) [46], [53], Morelot (Max-
well harmonique : réseaux) [?], ...

e méthodes de collocation:

Bonnet [11] (élasticité statique et dynamique harmonique), Bui et al [12], Nishi-
mura [49], [47] (élasticité statique et dynamique harmonique), Martin, Rizzo, Whick-
ham [41], [42] (ondes élastiques harmoniques),...

¢ Analyse mathématique des équations intégrales pour les probléemes
transitoires

Bamberger-Ha Duong [22], [5], [4], [23], Lubich [40]

e Applications des potentiels retardés; résultats numeériques
e méthodes variationnelles:

Y. Ding [20], E. Bécache [6](élastodynamique), [7], [8], I. Terrasse [54] (Maxwell),
A. Pujols [50] (Maxwell), M. Rocha-Filipe [24], [25] (ondes acoustiques et élastiques),
V. Lubet [3] (acoustique), V. Lange (ondes électromagnétiques), D. Barbier (ondes
élastiques)

e méthodes de collocation:

Antes [1], Cole et al [14], Hirose et Achenbach [30], Mitzner [44], Nishimura [48],
Shaw [52]...
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