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La méthode des volumes finis pour les équations
paraboliques

J. Vovelle
September 12, 2018

Abstract

On étudie dans ce deuxiéme cours la méthode des volumes finis appliquée aux
équations paraboliques, en dimension 1.

1 La méthode des volumes finis en dimension 1

On commence par reprendre la fin du cours précédent pour écrire la méthode des volumes
finis en dimension 1 spécifiquement. Ici €2 est un intervalle ouvert borné de R. Un
maillage 7 de  est une suite d’intervalles ouverts (Ki)i:07,__7L_1. En notant Ti12 <
Tit1/7 les extrémités de K;, on a

L—1
K= ($i—1/2,95i+1/2)7 Q= U [xi—1/271'i+1/2]7
i=0
et I'interface K;|K; est réduit au point ;4. /9 selon que j = i41. Soit donc a approcher,
par la méthode des volumes finis, le probleme

ou 0q B
a(z,t)—i-a(x,t)—f, x € Q,t>0, (1)

par up j, constante sur chaque maille espace-temps K; x (£, tp41) :
uh,k(x7t) = uzT'Lv (CC,t) € K; x (tnatn+1)-

On rappelle que k£ > 0 est le pas de temps, t, = nk et h est le pas d’espace, h =
SUupg<i<r—1 hi ou h; = ;172 — x;_1/7 est la longueur de K;. Le principe de bilan donne



(avec u interprété comme une densité de masse)

Masse dans K; au temps t,+1 — Masse dans K; au temps ¢,

Vv
1 L
hiu?+ h’zui

= — Flux de masse sortant de K; entrant dans K; i entre ¢, et t,11

kQ?—»i-kl
— Flux de masse sortant de K; entrant dans K;_; entre ¢,, et ;41
kQZ'L)ifl
+ Création/Consommation de masse dans K; entre t,, et t,41 .
kb f7
On a donc I'équation
n+l _  n k n n n
U = U — E(Qi—n’—i-l +Qisio1) TR (2)
(2

avec

1 [t
= W /tn /K2 f(z,t)dzdt. (3)

La conservation de la masse impose “flux sortant de K; entrant en K; "= —“flux
sortant de K1 entrant en K;”, i.e.

ioii1 = —Qf 15y (4)

Remarque 1 En notant Q;LH/Q = Q?—>j+1 on a donc (avec j = i — 1 dans (4)),
b = _Q?—l/Q' De (2), on déduit donc

i—i—1

n n k n n mn
up™t = - E( ir12 — Qil1yg) TR (5)

ou f' est donné par (3).

2 Equation parabolique en dimension 1
Soit 7" > 0. On considére 1’équation
ut — (aug), = f dans (0,1) x (0,7), (6)

ou u(z,t) € R est l'inconnue, a € L*>((0,1)) est une fonction strictement positive
p.p- indépendante du temps: il existe a > 0 tel que

a < a(x) pour presque tout x € (0, 1), (7)



et f € L2((0,1) x (0,7)). On a utilisé les notations

ou ov
Up = —, Uy 'i= —, 8
! ot T oz (8)
pour les dérivées partielles. Dans le cas a = 1, (6) est I’équation de la chaleur en
dimension 1. Pour compléter (6), on donne une condition initiale

ult=o = up dans (0,1), 9)

avec ug € L%(0,1) et des conditions aux limites, par exemple des conditions aux limites
périodiques:

uw(0,t) = u(1,t), t>0. (10)
Il existe alors un unique u € C([0,T]; L?(0,1)) N C*((0,T]; H*(0,1)) 1-périodique en
temps solution faible de (6)-(9)-(10) au sens ou

T 1
/ / (uvy — auzv, — fv)dedt =0, (11)
o Jo

pour tout v € H((0,1) x (0,7)), et u(0) = ug dans L?(0,1). En effet (rappel) pour
I'unicité on se ramene, par linéarité au cas f =0, ug = 0 et on montre v = 0 pour toute
solution faible u en prenant v = fu dans (11), ot § € CL((0,7]) puis en faisant 6 — 1.
Pour l'existence on peut utiliser une dcomposition spectrale de u +— —(au;), : d’apres
la théorie des équations elliptiques, il existe ()\,) une suite croissante de réels positifs
ou nuls telle que A\, — +00, et il existe (w™) une base orthonormée de Hper((), 1) avec
w" € H%(0,1) telle que —(aw?), = Aw™. Alors

o

Z Hug, w ") L2 0,1) +Z/ ~An(i=s) f(8),w™)r200,1)ds (12)

est solution faible de (6)-(9)-(10).

Remarque (régularité additionnelle) : Soit, pour k¥ € N, H¥(0,1) l'espace de
Sobolev des fonctions v € L?(0,1) telles que

||UHHk(0 1) Z 107, UHL? 0,1) < +00.
7=0

D’apres (12) et I'identification

HUH?{k(o 1) Z 14+ 5)|(v wn>L2(0,1)|27
n>0

ona: uy € H*(0,1), f € C*([0,1]; H*(0,1)) impliquent u € Hk((O 1) x (0,7)). En
particulier, pour k = 4, on obtient u € 02([ 1] x [0,T7]), ce qu’on supposera vérifié
dans la suite.



3 La méthode des volumes finis appliquée a I’équation pa-
rabolique

Dans cette partie, on détermine les flux numériques (donc la méthode des volumes finis
qu’on va utiliser). Les lemmes 2-3-4 suivants assurent au fur et & mesure que les approx-
imations faites sont consistantes, au sens ou le flux numérique obtenu est proche du flux
du probléeme continu.

Le point de départ est I’équation (2) (plutot que (5)), avec ici (K;)o<i<r—1 maillage de

Q := (0,1). Pour I'équation continue (6), d’apres la Loi de Fourier, le flux en x; /9
sortant de K; et entrant dans K41 est, au temps ¢,

Qisit1(t) = —a(@ip1/2)0a(Tig1/2,t)- (13)

On cherche donc Q7 ,;,; qui soit une approximation de —a(z;41/2)us(7;41/2,t), avec
ou bien t = t, ou bien t = t,,41. Le choix t = ¢,, détermine un schéma dit explicite en
temps, le choix ¢ = t,,+1 un schéma dit implicite en temps. On préfére utiliser un schéma
implicite en temps pour les équations paraboliques (on verra éventuellement pourquoi
en exercice ou au chapitre suivant).

3.1 Etape 1: a discret, u continu, dérivées discretes

Pour déterminer le flux numérique en implicite, on commence par approcher a(z;; /2)
comme

1
a(Tip12) = a; = h/ a(x)dx, (14)
1 JK;

puis on utilise une approximation par quotient différentiel (dite aussi approximation par
différences finies), soit

w(Ziy1/2, tnr1) — w(®i, tntr)

Uz (Tip1/2, tny1) =

)
hiiviy2
K; 1 x; K
! — . |
Li-3/2 Li-1/21 Tif1/2 Liy3/2
—
hisiv1/2

ou z; est un point dans K; et h;_;11/2 := ;412 — ;. En posant

b,n U($i+1/2, tht1) — w(@i, tag)
Qi1 = —0i

, 15
hisiv1y2 (15)

on obtient un intermédiaire entre ¢;—it1(tn+1) et le flux numérique Q7 ,, 41 quion va
maintenant calculer.



3.2 Etape 2: a discret, u discret, dérivées discretes

En faisant Papproximation w(z;, tp4+1) ~ u?“ et en notant u?jll/Q la valeur numérique
qui tient lieu de u(z;11/2,tn+1), on obtient

n+l _  n+l
n Uiv1y2 = U
Qi—m'—l—l = _ai—h
i—i+1/2
D A . . 1
e méme (attention au signe'), on a
n+l _  n+l
n U Ui_1/2
Qi1 = T o
i—i—1/2
K1 T K
f *—o f f f
Ti—3/2 Tty Lit1/2 Lit3/2
hisi1/2

ol hj 172 = Ti — Ti_1/2-

C’est maintenant la propriété (4) de conservation du flux au niveau discret qui va

déterminer u?jll/? On a en effet, pour 0 <i < L — 1,

n+l _  n+tl n+l _  ntl
n _ ity — % i+1 ~ Yig1/2
isitl — ~Wit15i Gz‘—h = ai+1—h
i—i+1/2 i+1—i+1/2
On en déduit
n+1 n+1
it Qiyit1/2W; T+ QG141 /24 (16)
i+1/2 — ’
i/ Qisir1/2 T Qip15it1)2
avec u a
- i o i+1
Qimit1/2 7= 3 Qipligl/2 7= 53—, (17)
i—it1/2 i+1—it1/2
d’ou
n _ n+1 n+1
Qi it = —Tiv12(uiyy —uwi™ ), (18)
en posant

- Qi 1/2 Q1 i+1/2 (19)
i+1/2 = :
Qiyit1/2 T Qig1it1)2

1 . < . . .
Pour ne pas faire d’erreur, se rappeler que, d’apres la Loi de Fourier, “on donne si on a plus”, c’est-
a-dire que si u?“ est plus grand que le voisin u;‘jll/Q, resp. u?fll/Q, alors Q7' ;11 > 0, resp. QF ;1 > 0.

Pour les mémes considérations de signe, on voit que gi—i—1(t) = +a(x;—1/2)uz(Ti—1/2,1).



Exemple 1 Dans le cas h; = h pour tout i avec x; = milieu de K;, on a
o 2aiain

c’est-a-dire que %Ti+1/2 est la moyenne harmonique de a; et ajy1 :

2 1 1 1
htivipe @i aipy

Finalement, par (2) et (18), on obtient, pour 0 < i < L — 1, les équations

k
Pt =l + n (i1 2 (uf —uf™) — 1 (WP — D) + kP (20)

olt 741 /2 est donné par (18). Pouri = 0 et i = L—1, il faut préciser a I'aide des conditions
n+1 n+1

—-1/2 L—1/2’
respectivement, Qf_,_; et Q7 _,_,;. L’équivalent des conditions de périodicité (10) est

limites les valeurs choisies pour, respectivement, u et u de sorte a déterminer,

n+l _  n+l n+l _  n+l
u't =urty, up o =ug o, YneN (21)

Pour terminer, I’équivalent numérique de la condition initiale (9) est
1
u?:/ uo(x)dxr, Vi=0,...,L—1. (22)
hi Jk,

Conclusion : la méthode des volumes finis pour l’approximation de (6)-(9)-(10) est
constituée des équations (20)-(21)-(22).

3.3 Consistance des flux

Soit, pour 0 <i < L — 1,
QY1 = —Tiv1jo(u(@it, tr1) — ul@i, toyr)), (23)

qui est le pendant de Q7' ,; | lorsqu’on remplace les valeurs discretes u?“ par les valeurs
d’une fonction u aux points (z;,t,+1). Dans le paragraphe suivant (paragraphe 4), on va
montrer la convergence de la solution de la méthode volumes finis (20)-(21)-(22) vers la
solution u de (6)-(9)-(10) en donnant une estimation de la vitesse de convergence. Pour
cela, on va

1. Montrer que u vérifie les équations du schéma (20)-(21)-(22) en un sens approché.

2. Faire des “estimations d’énergie” a partir de léquation discrete satisfaite par u; —
u(xg, ty).

Pour préparer la premiere étape, évaluons l'erreur faite en approchant le flux continu
Gi—i+1(tn+1) défini dans (13) par Qg_"n 41+ Pour cela on évalue d’abord les erreurs faites
dans chacune des quantités utilisées pour la construction du flux numérique, a savoir le

. T b,n ’: n+1
flux intermédiaire Q;”,;, ; et la valeur d’interface u; 120



zﬁiﬂ) 1l existe C' constante dépendant des

. 7’ b’
quantités ||azl|zo(0,1) et |uazllzo(0.1)x (0 telle que it == qii1(tni1) — Qi

satisfasse

Lemme 2 (Consistance ¢;—it+1(tn+1)/Q

ritial < Ch, (24)

1—i+1

pour tout i € {0,...,L — 1} et tout n tel que t,y1 <T.

Preuve : en notant C' n’importe quelle constante dépendant de [[az|[z~(,1) et de la
norme ||tz || oo ((0,1)x (0,7)), OD &

la(z) — a(zip1/2)| < Clo — zip 12| < Chy,

pour tout x € K;, d’ou

a2 — alas2)| = H [ (0) ~ atori s

i

hi Ik,

De méme, un développement de Taylor donne

u(xi+1/27 tn—‘rl) - ’U/(l'i, tn-‘rl)

hz‘—>i+1/2

— Uz (Tit1/2, tnt1)| < Chiipryp < Chy,
d’ou (24). m
Lemme 3 (Consistance de la valeur intermédiaire) Si on remplace les valeurs uZ'H

(k € {i,i+1/2,i+ 1}) par les valeurs continues correspondantes dans (16), on a, pour
0<i<IL—1,

0%—>i+1/2u($z'a tnt1) + O‘i+1—>i+1/2u<$i+la tnt1) n+1

u(xi+1/2vtn+1) = Sit1/2 (25)
Qiyit1/2 T Qit1it1/2 1/
ou lerreur S?lel/z est
n+1 n+1
e Tit1—i T Tisit1 (26)
i+1/2 =

)
Qiit1/2 T Qig15i41/2

o r?“ est défini dans le Lemme 2.

Preuve : Remarquons d’abord que, dans (25) pour ¢ = L — 1, u(xp,t) est défini par
u(xp,t) ;== u(wg,t) en utilisant la 1-périodicité de u. On a

Qiit1(tns1) = —Git1-i(tnt1),

soit, avec les notations du Lemme 2,

b,n +1 b,n +1
Qi i1 T it = — Qi 1)



c’est-a-dire

U(Tig1/2, tnr1) — w(Tis tngt)

i
hisiv1ye

(i1, tn) — (@112, tnt1) —(r ntl Lt ).

= Gi41 Tl i—i+1

hiy1siq1)2

On en déduit (25). m

Lemme 4 (Consistance Qig)i+1(tn+1)/@§ﬁi+l) 1l existe C' constante dépendant de o
(la constante de coercivité dans (7)), ||alpe(0,1), llazllLoc0,1) €t |tazllLoo((0,1)x(0,m)) telle
que

‘ zn:zl+1‘ < Ch z?:zlJﬂ - QI—n—l-l(tn—i—l) - Q§£i+1v (27)

pour tout i € {0,...,L — 1} et tout n avec t, <T.

Preuve : on reporte la valeur de u(x;1/9,tn41) donnée par (25) dans I'expression de
Q"L (voir (15)):

i—i+1 "
n+1 n+1 n+1
Qb Ja—it1 Qzﬁ\iJrl - O‘i—>i+1/23i+1/2-

Par (24) et la définition de 8?_:_11/2 (cf. (26)), on a donc

+1 1 1
|@iit1(tns1) — szzﬂ P+ ’aiai+1/23?:1/2|’
1 Qj—i+1/2
< Jridial + — (Il + 1t )

Qiyit1/2 T Qigp14i41/2

On conclut avec I'estimation |r!"} || < Ch et I'inégalité

1—>i+
Qiyit1/2 B ailit15it1)2
iyit1/2 + Qigisitt/e Gihitioiv12 + Gig1hisig e
< lall Lo (0,1 Rit1it1)2
- a hivisiviy2 + hisir)2

lall oo (0,1) Pit1—it1/2 < lallze(0,1)
o h; - o '

Exercice 1 Proposer des conditions aux bord numériques pour remplacer (21) lorsque
on substitue a (10) une des trois conditions suivantes :

1. Conditions de Dirichlet homogénes :

u(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0.



2. Conditions de Neumann homogénes :

uz(0,8) =0, wugy(l,t)=0, t>0.

3. Conditions mixtes Dirichlet-Neumann homogeénes :

ug(0,8) =0, w(l,t)=0, t>0.

4 Estimation d’erreur

On va montrer que uy, j, définie par (20)-(21)-(22) ci-dessus converge vers la solution u de
(6)-(9)-(10) lorsque h et k tendent vers 0 (avec estimation de cette convergence). Avant
tout, comme (20) est implicite en temps (c’est une équation de la forme w1 = F(u"*1)),
montrons que (20)-(21)-(22) a une solution.

4.1 Existence de solution

Proposition 5 (Existence, Bornes L™) Il existe une unique solution upy a (20)-
(21)-(22). De plus,

n—1
max ul < max ud +k max f7, (28)
0<i<L-1 0<i<L-1 s 0<i<L—-1
pour tout n € N et, similairement,
n—1
min  »? > min u) 4k min f?, (29)
0<i<L—-1 0<i<L—1 — 0<i<L-1

pour tout n € N.

Preuve: Montrons d’abord (28) en supposant que uyp ), existe. Soit i* € {0,...,L — 1}
tel que

max u?t =t
0<i<L—1 ' ¢
Alors, v — "1 > 0 pour j = i* + 1. D’aprés (20)
s Uy 5 =20p j=1 . D’apres ,on a

n+1 n n
un < g+ kfi

en particulier
max u!™ < max uf+k max fI (30)
0<i<L—1 0<i<L—1 0<i<L—1
Par récurrence, (28) se déduit de (30). De méme pour (29). Revenons maintenant a la
question de I'existence de uj, . En raisonnant par récurrence, il suffit de montrer que, une



fois U™ := (ul)o<i<z—1 déterminée, il existe une unique solution U™ := (u*)

de (20). Comme (20) est linéaire, elle définit alors un systeme linéaire sur R :

0<i<L-1

AU =U"+ B, Ae My(R), BeRL (31)

11 suffit alors de montrer que A est inversible, i.e. sans noyau, ce qui revient a montrer

que la seule solution (u]*!)o<i<r—1 de (20) lorsque

ul =0, fP=0, Vie{0,...,L—1}, (32)

7

est la solution nulle. Si (32) est satisfait, on a, d’apres (30), maxo<;<z—1 u) Tt < 0. De

méme, on montre ming<j<z—1 u?“ > 0, ce qui implique u?“ =0 pour tout 7. m

Exercice 2 Déterminer A et B dans (31).

Exercice 3 Montrer, en utilisant (28)-(29), que, pour ty = Nk (N € N*),

tn
unell e o x(onl) < ol o) + / 1l o) (£)d.

On peut maintenant montrer I’estimation d’erreur.

4.2 Estimation d’erreur

Théoréme 6 (Estimation d’erreur) Soit u € C%([0,1] x [0, 7)) la solution du problé-
me parabolique (6)-(9)-(10) et soit up, i, la solution approchée déterminée par la méthode
des volumes finis (20)-(21)-(22). Il exziste une constante C > 0 ne dépendant que de o
(la constante de coercivité dans (7)), |lal|r~(0,1), llazllLo 0,1y, lullc2(o,1x[0,17) €t T telle
qu’on ait lestimation d’erreur L°L2

-1 1/2
<Z hie?|2> <C(k+h), VYntgq t,<T, (33)
i=0

ou e = ul' —u(xj, ty).

Remarque 7 On a la méme estimation d’erreur pour un probleme parabolique en di-
mension d > 1 (avec les mémes méthodes que celles qui suivent, — il faut cependant
déterminer le schéma dans ce cas plus élaboré, voir [EGHO00]).

Preuve : Dans toute la preuve, on désigne invariablement par C' n’importe qu’elle
constante ne dépendant que de «, ||allc1(jo,1))s [[ullc2(jo,1x[0,77) €t T- On note aussi
W = O(z1),

3 7

s'il existe C' > 0 telle que |w}'| < C|2}| pour tout 0 <i < L —1, n € N tel que t,, <T.

10



Etape 1 : Equation approchée pour u En intégrant I’équation (6) prise au temps
t =tp4q sur K;, 0 <i < L —1, on obtient (en utilisant les notations du paragraphe 3)

/ ut(x tn—l—l)dx + (QZ—M—H( n—l—l) + Gi—i— 1 n—i—l / f x tn—l—l

i

On applique le résultat de consistance du flux démontré dans le Lemme 4 Comime

1 1
zfji_l = zlnﬁ_n (car ¢i—i—1(tn+1) = —¢i—1—i(tn+1) et de méme pour QZ_>Z 1), on
obtient

/K ut($ tn+1)dCC + (Qz—m-i-l + Qz—)z 1)
= [ Hetende = (23, - 0. (39
Par des développements de Taylor, on a

/ (@, b ) = haug(s, i) + O(R2),
K;

et
1
7 (@i tni1) = u(®i, tn)) = ue(@i, tnsr) + O(K),
d’ou L
/ ug(x, tyy1)de = f (W@ tnt1) — w(xi, tn)) + O(kh; + h7).
K;
De méme,

[ fa it = g7+ Okt
K;

En remplagant dans (34) et en multipliant par %, on obtient

(s, o) = u(wis o) + (QHM Qi) R

ol

— (ML =2 )+ O+ k).

h: i—i+1 i—1—1
%

Par définition de Ql Zoir1 (cf- (23)), on obtient donc 'approximation suivante de (20)
pour u(z;, ty,) :

u(i, thy1) = u(w, tn)

k
+oa (Tir1/2(W(@is1, tng1) — (@i tng1)) — T2 (w(@s, tn1) — w(@ic1, tgr))) + kfT

i—i+1 i—1—1

et L) e (39)
ot [ < C(k + hy).

11



Etape 2 : Estimation d’erreur Soit e}’ := u} — u(x;,t,). En faisant la différence
entre (20) et (35), on a, pour 0 <i < L —1,

n+l _ n n+1 n+1 n+1 n+1
e =+ o (Tiple —a™) —TipE” - )
1
_E( n+l _ _n+l )+k€n+1
s Ziitl T Rl i
(A

avec [l | < C(k + hy).
Exercice 4 (Version continue de I’étape 2) Soit e € C2([0,1] x [0, T]) vérifiant
et — (aez)e = € + 24, (36)

ou a € C([0,1]) vérifie la condition de positivité (7), €,z € C([0,1] x [0,T]) sont telles
que

lellz2¢o,0)x 0,1y < Chy |2l L2(0,1)x(0,7)) < Ch.
On suppose de plus |le(0)|| < Ch et e, a, z 1-périodique en x.

1. Montrer que

1 1 t 1 1 1
/ ]e\Q(x,t)da:—l—a/ / lex|?(x, s)dads < / le|?(z,0)dx
2Jo 0 Jo 2Jo

t 1
+ / / (ce — zeg)dxds,
0 Jo

2. En déduire, en utilisant l’inégalité (40) ci dessous, que

pour tout t € [0,T].

1 1 t 1
/ ]e\g(x,t)d:r—l—a// leal2(x, s)dads < Ch2
2 Jo 0 Jo

t el
+ / / (le* = zep)dxds,
0 Jo

pour tout t € [0,T].

3. Montrer ensuite avec l'inégalité (40) ci dessous que

1 1 a t 1 t 1
/ le|?(z, t)dx + / / lex|?(z, s)dzds < Ch? +/ / le|2dzds,
2 Jo 2Jo Jo 0 Jo

pour tout t € [0,T].

4. Conclure que

1 T 1
sup / le|?(x, t)dzx et / / lex|?(x, s)dzds < Ch2.
1Jo o Jo

te[0,T

12



Voici maintenant la version discrete : en multipliant par h;e;
ne{0,...,p},i€{0,...,L — 1} on obtient

p L-—1
o n+1l/ n+1 n
ZE:h,ei (e —€f)
=0

n=0 7=
p L—1
=Sk ST et (ry el — ) — g ja(eft — e
n=0 =0

"+l 6t en sommant sur

P L—-1 P
DI WEEE N TIES S0 ML
n=0 =0

Par glissement d’indices, on a

p

Z k Z e;‘“ (Ti+1/2(e;f1l - G?H) — Ti1/2(€ eyt e?ff))

p
o n+1 2 n+1 n+1
——ZkZml/z!em — R = ke (et — ent)

n=0
p
n+1 n+1
—|—§ ke TL_1/2(6L
n=0

n+1
—€r

La condition de périodicité pour u et son équivalent discret (21) assurent que les termes

de bord se compensent :

_ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
0=—eq T_12(eg™ — €7 ) +ef  Tro10(ef —efly).
Par conséquent,
P L—-1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
E :k E :ei (Ti+1/2(ei+1 —e ) —Tim1ya(€ €i—1 ))
P
= - E k E Tip12lel —
n=0 =0
De méme, par glissement d’indices,
p L-1 D L—-1

n+1\ .n+1

n+l/ _n+1 n+1 o n+1
- E ,kE :ei (ZHiH — 20 ) = E k E (€¢+1 - € )ZHz'H-

D’autre part, en utilisant I'inégalité

( _b2)7

| =

ala—b) =

13

n+1 2

l

(38)



n+1

avec a = e;" ", b= e}, la premiere somme dans (37) se réécrit
p L-1 1 L—1 p L-1
+1/, n+1 n p+1)2 0 2
SN b e ey 2 o S el P - LSS el
n=0 i=0 =0 n=0 =0

Par conséquent, (37) donne

p
+1 12
*Zhlep PSS el -

n=0 =0
— p p
0 +1 +1 +1 +1 -‘rl
52 iled|? +Zk2 (ei41 — € zn—n+1+zkzh€n e (39)
1=0 n=0 =0 n=0 =0
Par I'inégalité
1
abg,uaz—i-@bz, a,beR, u>0, (40)
1 1 1 1
avec a = (e ?++1 e, b= zf_fi_H, M= 5Tit1/2, O0 &
p L-1 P
n+1 n+1 n+1 n+1 2
Z k Z(ei—H =€ )Zisin < ) Z k Z TZ+1/2|61+1 —e
n=0 =0 n=0 =0

P L—-1

1 1 n+1 |2
+ 5 Z k Z 27.,+1 9 Zi—si+1l -

n=0 =0 ~'i+1/

Par la condition (c¢f (7))
(6] < Qa < M = ”aHLoo(O’l),

1 n+1
ona g < aQ M. 1estimation (27) 275111 < Ch donne donc

p p
n+l n+1 ontl n+12 2
Zkz €ir1 €; z—>7,+1 = 2 ZkZTZ+1/2|€z+1 €; ‘ + Ch”.
n=0 =0 n=0 =0

En remplagant dans (39) :

1 L-1 P

1,pt1 2 n+12

B} E hile; " + E k E Tz+1/2’ez+1 —e |
=0 n=0 =0

p

- L-1

1

<3 Z )P+ Cn2+ > k> e et (41)
1=0

n=0 =0

Par hypothese, 5 Z hi\e?|2 < Ch2. Pour le dernier terme, on a, en appliquant (40)
avec a = e;' b—5+,,u,:1,

P

p
ZkZMCHHQ Zkzh’€n+12



et, par l'estimation 7| < C(k + hy),

1 L—1 1 p L—-1
1
5 2 Ml TP 5 Y kY Tl — e
i=0 n=0 =0
P L—1
SC+h>+> k> hilef™ 2 (42)
n=0 =0

On a donc, en particulier,
1 P L—1
Z P 2 n no.__ ,n+12
SEP < C(h+k) +ZOI<:E , E ._Z;Mei 2.
n= 1=

Pour k£ < i, on obtient

—1 L—-1
1 2 N ) 112
ZEP§C(h+k) + EOkE”, E" .= thi|e? |“.
n= 1=

En utilisant le
Lemme 8 (Lemme de Gronvall discret) Soit (E,) vérifiant

p—1
EP <c+d) KkE", VpeN,

n=0
Alors EP < ceP* | pour tout p € N.

on en déduit (33). m

Exercice 5 Montrer (38).

Exercice 6 Montrer (40) (on commencera par le cas p = 3).

Exercice 7 Montrer le Lemme 8. On pourra par exemple

1. Introduire EP = ¢ + dZi;%) kE™ et montrer EPTL — EP < dkEP.

2. Utiliser Uinégalité dk < e®* — 1, puis une récurrence pour conclure.

5 Solution des exercices

5.1 Exercice 1

Rappelons que le choix des conditions aux limites numériques se fait a travers la déter-
mination des valeurs aux interfaces u’if/lQ et u’zfll /o> ON en déduit ensuite la valeur des

flux Qf_,_; et Q7 _,_,; respectivement.
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1. Les conditions de Dirichlet homogenes correspondent au choix

n+l __ n+1 _
Uy = 0, Uply)e = 0.
2. Les conditions de Neumann homogenes correspondent au choix Qj_,_; = 0 et
Q7 _1_; =0, soit :
n+l _  n+l n+1 _ . n+1
U_j0=Up » Up q/9=Up_1-

3. Les conditions mixtes Dirichlet-Neumann homogenes correspondent au choix :

n+l _  n+l n+1 o
Uy =g, Uply =0

5.2 Exercice 2

L’équation (20) se réérit

k k k k
(1 + o Tivi2 + hﬂ—1/2> uptt — Eﬂ'ﬂ/w?ﬁl - Eﬂ'—lﬂu?jll =ui +kfi',
(2 1 (3 (]

d’oll (en tenant compte des conditions de périodicité (21)), B = (kf')i=o....—1 (vu

comme vecteur colonne) et A est la matrice tridiagonale

. k k k k
A= trldlag —ETifl/Q, 1+ ET/L'J’,l/Z + 57171/2, —ETi+1/2 .

5.3 Exercice 3
Pouri € {0,...,L—1},pe N, on a

1
W0 — | wo(@)dz < [luol| oo,
1 JKq

et ) tpp1 1 tp+1
k! :/ h/ f(:z;,t)d:cdtﬁ/ [ £l oo (0,1) (t)dt.
tp 1 JK; tp

On déduit de (28), pour n < N,

n—1 tpt1
max 1w < [lull ooy + > / 1l o0y (£)
p=0""P

0<i<L-1
tn
= Juoll=(o.1) + /0 1 Lo (B)dt

tN
< Juollz= (0. + /0 1L oe o0 ().

De méme pour le min, ce qui donne

tN
[wn kel Lo o, x0.6n]) < Nwollze(0,1) +/0 I f1l oo (0,1) () dt.
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5.4 Exercice 4

En multipliant I’équation
er — (aeg)y = €+ 24,

par e, en intégrant sur (0,1) x (0,¢), on obtient (apres intégration par parties dans le
terme en (aeg)qe puis utilisation de (7)) l'inégalité (dite inégalité d’énergie)

1 1 t 1 1 1
/ ]e]2(x,t)dx+a// ]em\g(x,s)d:):dsg/ e[2(z, 0)dz
2 Jo 0 Jo 2 Jo
t 1
+/ / (ee — zey)dxds,
0 JO

pour tout ¢ € [0,7]. Par I'inégalité de Young (40) aveca =e, b=¢, p =1, 0n a

1 1 1 /!
/ sed:r:g/ €2d$+/ e2dz.
0 0 4 Jo

L’hypothese [[€]|12((0,1)x(0,r)) < Ch donne alors
1 1 t 1
/ |e]2(x,t)d$-|—a/ / lex|?(z, 8)dzds < Ch?
2 Jo 0 Jo

t ol
+/ / (le|* = zeg)dzds,
0 JO

pour tout ¢ € [0,T]. En utilisant de nouveau (40) ci dessous avec a = €z, b=z, =5,

on obtient
1 o 1 1 1
/ Ezewdajgf e$\2dm+/ |22 da.
0 2 Jo 2a0 Jo

L’hypothese ||z||z2((0,1)x (0,7)) < Ch donne alors

1 1 o [t 1 t ol
/ le|?(z, t)dx + / / lex|?(z, 8)dzds < Ch? —l—/ / le|2dxds, (43)
2 Jo 2 Jo Jo 0 Jo

pour tout ¢ € [0,7]. On a en particulier

1 t ol
/ le|?(z,t)dz < Ch? +/ / le|2dxds, (44)
0 0 JO

pour tout ¢ € [0,7]. On en déduit par le Lemme de Gronvall que

1
sup / le|?(z,t)dx < Ch?,
te[0,7] /0

ou la constante C' dépend de T'. En reportant dans (43), on a finalement

1 T 1
sup / le|?(x, t)da et / / lex|?(z, s)dzds < Ch2.
0 o Jo

te[0,7
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5.5 Exercice 5

On calcule 2, 2 ) )2
1 -2 —
a(a—b)—i(az—bz)za—i_Q - :(a2) > 0.

5.6 Exercice 6
Dans le cas pu = 3, (40), soit
1 1
b< —a®+ =b? 45
ab < sa + 50" (45)
se déduit de (a—b)? > 0, en développant le carré. On obtient le cas général en remplacant
a par 2ua et b par ﬁb dans (45).
5.7 Exercice 7
Posons
p—1
E=c+d> kE",
n=0

avec la convention £ = ¢. On a alors
Ept1 — &y = dkEP < dkE,,
soit Epp1 < (14 dk)EP. Avec 1+ dk < e et une récurrence, on obtient
& < cekr )

d’ou le résultat.
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