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La méthode des volumes finis appliquée aux lois de

conservation d’ordre un

J. Vovelle

September 12, 2018

Abstract

Dans cette troisième partie du cours, on étudie la méthode des volumes finis
appliquée aux lois de conservation scalaires d’ordre un.

1 Rappels : Solution faible - solution entropique

1.1 Solution faible

On considère le problème de Cauchy pour une loi de conservation scalaire d’ordre un :
∂u
∂t + divA(u) = 0 dans Ω× (0,+∞), ∀i = 1, . . . , N,

u|t=0 = u0 dans Ω.

(1)

Ici Ω est un ouvert de Rd ou bien le tore Td, u est l’inconnue. Le flux A : R → Rd est
supposé localement Lipschitz. Alors A(u) est L∞ si u l’est et on définit les solutions
faibles de la manière suivante.

Définition 1 (Solution faible) Soit u0 ∈ L∞(Ω). On dit que u ∈ L∞(Ω × (0,+∞))
est solution faible de (1) si∫ ∞

0

∫
Ω

(u(x, t)ϕt(x, t) +A(u)(x, t) · ∇ϕ(x, t)) dxdt+

∫
Ω
u0(x)ϕ(x, 0)dx = 0,

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω× [0,+∞)).

1.2 Solution entropique

On a vu (cf Exercice 8 du Cours no 1) qu’il y a parfois non-unicité des solutions faibles.
Parmi toutes les solutions faibles, on va distinguer celles qui dissipent l’entropie.

Définition 2 (Entropie) Soit η : R→ R et Φ: R→ Rd des fonctions localement Lips-
chitziennes. On dit que (η,Φ) est un couple entropie-flux d’entropie (associé à (1)) si η
est convexe et Φ′(u) = η′(u)A′(u) pour presque tout u ∈ R.
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Une classe particul̀ıere de couple entropie-flux d’entropie est constituée par les fonctions

η(u) = (u− a)±, Φ(u) = sgn±(u− a)(A(u)−A(a)), (2)

pour a variant dans R. On a noté ici sgn±(s) pour ±1]0,+∞[(±s), soit la fonction dérivée
de s 7→ s± pour s 6= 0, qui vaut 0 en 0. Si η a la forme donnée dans (2), on appelle
η une demi-entropie de Kruzhkov. On peut approcher toute fonction convexe par une
combinaison de demi-entropies de Kruzhkov (admis), si bien qu’on se restreint à la classe
de couples entropie-flux d’entropie (2) dans la définition suivante.

Définition 3 (Solution faible entropique) Soit u0 ∈ L∞(Ω). On dit qu’une fonc-
tion u ∈ L∞(Ω× (0,+∞)) est solution faible entropique de (1) si∫ ∞

0

∫
Ω

(η(u)ϕt + Φ(u) · ∇ϕ) dxdt+

∫
Ω
η(u0)ϕ(0)dx ≥ 0, (3)

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω× [0,+∞)) positif et pour tout couple entropie-flux d’entropie (η,Φ)
de type (2).

Remarquer que (si on fait abstraction de la condition initiale), (3) est l’expression faible
de l’inégalité

∂

∂t
η(u) + div(Φ(u)) ≤ 0. (4)

Attention, le terme entropie est repris de la physique, en choisissant toutefois un signe
opposé : sous réserve de la valeur des conditions aux limites

t 7→
∫

Ω
η(u(x, t))dx

est décroissante et non croissante comme l’entropie physique.

Exercice 1 Reprendre l’exercice 8 dans le Cours no 1. Montrer que la solution faible
proposée n’est pas entropique puis vérifier que la “bonne solution” proposée est solution
entropique.

Supposons que Ω = Td. Le problème (1) est bien posé (dans L∞(Td) muni de la topologie
de L1(Td)) pour les solutions entropiques : on a en effet le résultat suivant.

Théorème 4 [Kruzhkov, 1969] Soit u0 ∈ L∞(Td). Il existe un unique u ∈ L∞(Ω ×
(0,+∞)) solution faible entropique de (1). De plus, u est continue en temps à valeurs
L1 : u ∈ C([0,+∞);L1(Td)), et si u], u[ ∈ L∞(Ω × (0,+∞)) sont les solutions faibles

entropique de (1) associées respectivement aux données initiales u]0, u
[
0, alors

‖(u](t)− u[(t))+‖L1(Td) ≤ ‖(u](s)− u[(s))+‖L1(Td), (5)

pour tout 0 ≤ s ≤ t.
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Remarque : Lorsqu’on dit que l’unique solution u ∈ L∞(Ω× (0,+∞)) vérifie

u ∈ C([0,+∞);L1(Td)),

on signifie que, quitte à modifier u sur un ensemble de mesure nulle, on obtient un
représentant de u qui est continu en temps à valeurs dans L1(Td). D’autre part, on peut
remplacer Td par Rd dans les énoncés, prendre alors u0 dans L1 ∩ L∞(Rd). On peut
aussi envisager le cas Ω ouvert borné de Rd, mais alors il faut ajouter des conditions au
bord pour bien poser le problème, or la question des conditions au bord pose quelques
problèmes spécifiques pour les équations d’ordre un, on n’en parlera pas ici.

Exercice 2 1. En échangeant les rôles de u] et u[ et en additionnant les résultats,
montrer que

‖u](t)− u[(t)‖L1(Td) ≤ ‖u](s)− u[(s)‖L1(Td), (6)

pour tout 0 ≤ s ≤ t (principe de contraction L1). Montrer qu’il implique en
particulier l’unicité de la solution entropique.

2. Montrer qu’on a le principe de comparaison :

u]0 ≤ u
[
0 p.p. =⇒ u](t) ≤ u[(t) p.p. (7)

pour tout t ≥ 0.

Comme les constantes sont solutions de (1) (correspondant aux données initiales con-
stantes), le principe de comparaison (7) implique

m ≤ u0 ≤M p.p. =⇒ m ≤ u(t) ≤M p.p. (8)

En particulier, avec
M = ‖u0‖L∞(Td), m = −M,

on a ‖u(t)‖L∞(Td) ≤ ‖u0‖L∞(Td).

Exercice 3 (Approximation parabolique) Soit ε > 0 et uε ∈ C2(Td × [0,+∞))
solution (classique) de l’équation parabolique

uεt + div(A(uε))− ε∆uε = 0,

vérifiant uε|t=0 = u0 (u0 ∈ C2(Td) donnée). Soit (η,Φ) un couple entropie-flux d’entro-
pie associé à (1). Montrer que

∂

∂t
η(uε) + div(Φ(uε)) = ε∆η(uε)− εη′′(uε)|∇uε|2.

En déduire
∂

∂t
η(uε) + div(Φ(uε)) ≤ ε∆η(uε).

Comparer à (4). Que se passe-t-il lorsque ε→ 0 ?
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2 Méthode des volumes finis

2.1 Flux numériques

On va considérer à partir de maintenant le cas Ω = Td. Soit T un maillage de Td de taille
h (on reporte au paragraphe 7 du cours no 1 pour les définitions et notations concernant
les maillages et schémas numériques). Soit k le pas d’espace. On veut que le schéma
numérique

un+1
K = unK −

k

|K|
∑

L∈N (K)

QnK→L, ∀K ∈ T , n ∈ N, (9)

complété avec la donnée initiale discrète

u0
K =

1

|K|

∫
K
u0(x)dx, ∀K ∈ T , (10)

donne une approximation de la solution faible entropique de (1). On rappelle que QnK→L
désigne le flux de K vers L sur l’intervalle de temps (tn, tn+1) et que la propriété de
conservation impose

QnK→L = −QnL→K , ∀K,L ∈ T , ∀n ∈ N, (11)

c’est-à-dire “flux sortant de K entrant en L”= −“flux sortant de L entrant en K”.

Notons nK,L la normale unitaire sortante à K le long de K|L.

K L
M

N

K|L

nK,L

Pour (1), le flux sortant de K par K|L est (dans le cas où u est continue par exemple)∫
K|L

A(u) · nK,Ldσ(x) ' |K|L|A(u) · nK,L,

où la dernière approximation se justifie en considérant u à peu près constant le long
de K|L. Pour déterminer QnK→L, on va utiliser un schéma à flux monotones : pour
K,L ∈ T voisins (K|L 6= ∅) on se donne des fonctions AK→L : R2 → Rd vérifiant les
propriétés suivantes : (m < M sont fixés)
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1. Consistance :

AK→L(v, v) =

∫
K|L

A(v) · nK,L, (12)

pour tout v ∈ R.

2. Régularité : AK→L est Lipschitz continue en ses deux variables, avec

Lip(AK→L, [m,M ]2) ≤ C|K|L|Lip(A, [m,M ]), (13)

pour une certaine constante C (quitte à augmenter Lip(A, [m,M ]), on supposera
C = 1 dans la suite), où on a noté

Lip(g,K) = sup
x 6=y∈K

|g(x)− g(y)|
|x− y|

,

pour g : Rp → R localement lipshitzienne et K compact de Rp.

3. Monotonie : (v, w) 7→ AK→L(v, w) est croissante en la première variable v.

On pose alors
QnK→L = AK→L(unK , u

n
L), ∀K,L ∈ T , ∀n ∈ N. (14)

Cela définit un schéma numérique explicite en temps. On peut aussi définir un schéma
implicite en temps en posant QnK→L = AK→L(un+1

K , un+1
L ). L’analyse des schémas im-

plicites en temps n’est pas plus compliquée que l’analyse des schémas explicites en temps
mais on ne traitera que l’explicite ici.

Commentaires : la propriété de consistance est en effet une propriété de consistance du
flux numérique avec le flux de l’équation (1). L’hypothèse de régularité est technique
(mais nécessaire). L’hypothèse de monotonie est fondamentale. Fixons en effet deux
mailles voisines K et L et imaginons que unK > unL au temps tn = nk. Alors

QnK→L ≥ AK→L(unL, u
n
L) =

∫
K|L

A(v) · nK,L.

Si AK→L(unL, u
n
L) est vu comme le flux de référence, alors le flux numérique QnK→L est

un peu plus important que ce flux de référence. Une manière simple de s’assurer que
AK→L(unL, u

n
L) peut réellement être considéré comme flux de référence, c’est de supposer

A = 0. Dans ce cas, vu le signe “−” devant QnK→L dans (9), la valeur de un+1
K va être

abaissée par rapport à celle de unK (attention, pour conclure tout à fait il faut considérer
aussi les échanges aves les autres mailles voisines de K).
De même, si unK < unL, on va avoir QnK→L ≤ AK→L(unL, u

n
L). En somme, le schéma

numérique, en plus de faire passer les flux, tend à modérer les déséquilibres. Or, c’est
précisément ce que fait la Loi de Fourier dans les équations d’ordre 2 (paraboliques) !
Comme les équations paraboliques du type de l’équation de la chaleur sont aussi appelées
équations de diffusion, on parle ici de diffusion numérique : la propriété de monotonie
des flux induit de la diffusion numérique. On va revenir sur ce point, mais d’abord
étudions le caractère conservatif du schéma.
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La propriété de conservation discrète (11) se réecrit

AK→L(unK , u
n
L) = −AL→K(unL, u

n
K).

Comme on envisage toutes les valeurs possibles pour les valeurs unK et unL calculées au
temps tn, on a donc la propriété

4. Conservation :
AK→L(v, w) = −AL→K(w, v),

pour tout v, w ∈ R.

Avec la propriété de monotonie 3. (appliquée en échangeant K et L), on obtient
immédiatement le lemme suivant

Lemme 5 L’application (v, w) 7→ AK→L(v, w) est décroissante en la deuxième variable
w.

2.2 Exemples

Tous les exemples qui suivent vérifient les points 1. à 4. requis pour les flux numériques
(le vérifier).

2.2.1 Schéma de Godunov par interface

Les flux AK→L sont définies par

AK→L(v, w) =

 min
v≤z≤w

|K|L|A(z) · nK,L si v ≤ w,

max
w≤z≤v

|K|L|A(z) · nK,L si w ≤ v.

2.2.2 Schéma de Engquist - Osher

En notant a := A′, les flux AK→L sont définies par

AK→L(v, w) =
|K|L|

2

(
A(v) · nK,L +A(w) · nK,L −

∫ w

v
|a(z) · nK,L|dz

)
.

Plus généralement, les schémas appelés “flux splitting scheme” in english sont donnés
par

AK→L(v, w) = BK→L(v) + CK→L(w)

où |K|L|A(z) · nK,L = BK→L(z) + CK→L(z), avec B croissante, C décroissante, toutes
deux étant |K|L|Lip(A)-lipschtziennes.
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2.2.3 Schéma de Lax-Friedrichs (modifié)

Je l’écris dans le cas de la dimension 1 (voir le Cours no 2 pour les notations concernant
le maillage en dimension 1, on utilise les mêmes ici). Les flux Ai→i±1 sont définies par

Ai→i±1(v, w) =
1

2
{± (A(v) +A(w)) +D(v − w)} .

Ils sont monotones sur [m,M ]2 si

D ≥ Lip(A, [m,M ]).

2.3 Équation de transport

Revenons à l’exemple de l’équation de transport, paragraphe 6, Cours no 1. On a vu
que le schéma aux différences finies centrées ne peut pas donner une approximation de
la solution. Qu’obtient-on par la méthode des volumes finis ?

On a A(u) = u et, en dimension 1, (9) se réécrit

un+1
i = uni −

k

hi
(Qni→i+1 +Qni→i−1).

Avec Qni→j = Ai→j(u
n
i , u

n
j ), j = i± 1, on obtient

un+1
i = uni −

k

hi
(Ai→i+1(uni , u

n
i+1) +Ai→i−1(uni , u

n
i−1)), (15)

pour tout i = 0, . . . , L− 1. Rappelons que, aux extrémités, pour i = 0 ou i = L− 1, les
conditions de périodicité définissent

un−1 := unL−1, unL := un0 , ∀n ∈ N. (16)

Etudions les exemples précédents (attention ni,j = ±1 selon que j = i± 1 et la taille des
interfaces est toujours 1 car ils sont réduits à des points) : schéma de Godunov :

Ai→i+1(v, w) =

 min
v≤z≤w

z si v ≤ w

max
w≤z≤v

z si w ≤ v

 = v.

De même, Ai→i−1(v, w) = −w : (15) donne

un+1
i = uni −

k

hi
(uni − uni−1) = (1− λi)uni + λiu

n
i−1, λi :=

k

hi
. (17)

Schéma d’Engquist-Osher : on calcule (attention à la convention
∫ w
v = −

∫ v
w si v > w)

Ai→i+1(v, w) =
1

2

(
v + w −

∫ w

v
dz

)
=

1

2
(v + w + v − w) = v.

De même, Ai→i−1(v, w) = −w : on obtient le même schéma numérique que Godunov.
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Exercice 4 Montrer que les schémas de Godunov et Engquist-Osher cöıncident dès que
A est une fonction monotone.

Schéma de Lax-Friedrichs : on calcule

Ai→i±1(v, w) =
1

2
(±(v + w) +D(v − w)),

et (15) donne

un+1
i = uni −

k

hi

uni+1 − uni−1

2
−D k

hi

2uni − uni−1 − uni+1

2
. (18)

Voici maintenant des essais numériques : sur les deux figures 1-2, on représente la
solution exacte en bleu, la solution donnée par le schéma de Engquist-Osher en rouge
et la solution donnée par le schéma de Lax-Friedrichs en mauve au temps t = 0.4. En
espace hi = h pour tout i. Le rapport k

h = 1
2 . Sur la figure 1, on a utilisé 200 mailles

(donc h = 0.05).

Figure 1: Solutions à t = 0.4, h = 0.05

Sur la figure 2, on a utilisé 700 mailles (donc h = 0.014).

Bien sûr, les résultats sont incomparablement meilleurs que ceux donnés par le schéma
aux différences finies centrées (cf Cours no 1). Noter les phénomènes de diffusion
numérique (qui ont pour effet de lisser le créneau). Ils sont plus important dans le
schéma de Lax-Friedrichs. Toujours au sujet de la diffusion numérique, observer que le
schéma de Lax-Friedrichs s’écrit exactement comme le schéma du Cours no 1 (le schéma
aux différences finies centrées qui produit de si mauvais résultats) plus une correction

−Dk

h

2uni − uni−1 − uni+1

2
.

Or cette correction est l’approximation par différences finies de Dkh
2 uxx(xi, tn), d’après

la formule de Taylor à l’ordre 2, qui donne

u(xi−1, tn) + u(xi+1, tn)− 2u(xi, tn) = h2uxx(xi, tn) + o(h2), xi := ih.
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Figure 2: Solutions à t = 0.4, h = 0.014

Par conséquent, le schéma de Lax-Friedrichs est en réalité une approximation de l’équa-
tion parabolique

ut + ux − εuxx = 0,

où on a posé ε = Dh
2 . On poursuit l’étude de la diffusion numérique avec celle de la

stabilité dans le paragraphe suivant.

2.4 Diffusion numérique

2.4.1 Transport par Godunov

Notre but est d’évaluer la diffusion numérique dans le schéma (17), dans le cas hi = h,
∀i. Pour cela on observe que, pour une équation de type

ut + aux − ηuxx = 0,

on peut

1. Faire la translation (i.e. transport par −a) x := x− at pour obtenir l’équation

ut − ηuxx = 0,

sans terme d’ordre un.

2. Identifier le coefficient de diffusion : η.

On veut procéder de même pour (17). L’équivalent de l’étape 1. ci-dessus va alors être
discret : on va utiliser le schéma de Godunov pour l’équation vt−vx = 0, à savoir (après
calcul des flux numériques)

vn+1
i = vni −

k

hi
(−vni+1 + vni ) = (1− λ)vni + λvni+1, λ :=

k

h
. (19)
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Corrigeons donc chaque étape de (17) par (19) : on remplace la valeur un+1
i calculée

grâce à (17) par la valeur

(1− λ)un+1
i + λun+1

i+1 = (1− λ)((1− λ)uni + λuni−1) + λ((1− λ)uni+1 + λuni )

= [(1− λ)2 + λ2]uni + λ(1− λ)(uni−1 + uni+1)

= (1− 2λ+ 2λ2)uni + λ(1− λ)(uni−1 + uni+1)

= uni − λ(1− λ)(2uni − uni−1 − uni+1).

On obtient donc
un+1
i − uni

k
− h(1− λ)

uni−1 + uni+1 − 2uni
h2

= 0,

qui est une approximation de l’équation ut − ηuxx = 0 avec η := h(1 − λ). Attention
cependant, si le schéma (17) induit de la diffusion numérique, le schéma (19) aussi !
(Avec la même amplitude). En faisant la translation discrete en espace, on a donc
multiplié par 2 la valeur du coefficient de diffusion, soit une valeur finale

η :=
h(1− λ)

2
.

On peut comparer η au coefficient de diffusion ε = Dh
2 obtenu pour le schéma de Lax-

Friedrichs :
η

ε
=

1− λ
D

.

Sous la condition de CFL λ ≤ 1 et l’hypothèse D ≥ 1 (nécessaire pour assurer la
monotonie du flux Lax-Friedrichs), on a donc η ≤ ε : la diffusion induite par le schéma
de Lax-Friedrichs est toujours plus importante.

Exercice 5 (Diffusion numérique non-linéaire/linéaire) Voici, sur la figure 3, le
calcul de la solution du problème de Cauchy pour l’équation de Burgers non visqueuse

ut + (u2/2)x = 0, (20)

avec donnée

u0(x) =

{
2 si x < 0

−1 si x > 0
. (21)

En rouge est représentée la solution calculée au temps T = 1 avec h = 0.01, k
h = 1

2 , en
bleu la donnée initiale (attention, ne pas tenir compte de l’échelle de l’axe des abscisses,
qui est fausse).

1. Interpréter en terme de particules/champ de vitesse le problème (20)-(21). Mon-
trer que la solution entropique faible est “un choc se déplaçant à vitesse 1/2”, soit
u(x, t) = u0(x− t/2).

2. A l’oeil nu, on n’observe pas de diffusion numérique sur la figure 3, au contraire
de ce qu’il se produit dans l’équation de transport. Pouvez-vous expliquer cela ?
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Figure 3: Solution à T = 1, h = 0.01

2.4.2 Solutions constantes

Les constantes sont solutions du problème continu (1) (correspondant à des conditions
initiales constantes), elles sont aussi solutions du schéma volume fini (9)-(10)-(14). En
effet, par la propriété de consistance des flux numériques, on a, pour toute constante
v ∈ R, pour tout K ∈ T , d’après la formule de Green-Gauss,∑

L∈N (K)

AK→L(v, v) =
∑

L∈N (K)

∫
K|L

A(v) · nK,Ldσ

=

∫
∂K

A(v) · ndσ =

∫
K

div(A(v))dx = 0. (22)

On a noté σ la mesure de surface sur ∂K et n la normale unitaire sortante à ∂K qui est
définie σ-presque-partout et cöıncide avec nK,L sur K|L.

2.4.3 Comparaison discrète

Notation On note uh,k la fonction constante par morceaux définie (p.p.) par

uh,k(x, t) = unK , (x, t) ∈ K × [tn, tn+1[. (23)

Une conséquence de la monotonie des flux est une propriété de stabilité dans L∞, elle-
même conséquence de la proposition suivante. On se donne m < M et on note u ∈
L∞(Td, [m,M ]) si u : Td → R est mesurable avec m ≤ u ≤M p.p.

Proposition 6 (Principe de comparaison discret) Soit u]h,k et u[h,k deux solutions

du schéma volume fini (9)-(10)-(14) correspondant aux données initiales u]0, u[0 dans
l’espace L∞(Td, [m,M ]) respectivement. Sous la condition dite de CFL (pour Courant -
Friedrichs - Lewy)1

k
|∂K|
|K|

Lip(A, [m,M ]) ≤ 1, ∀K ∈ T , (24)

1voir http://en.wikipedia.org/wiki/Courant-Friedrichs-Lewy_condition
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on a le principe de comparaison discret

u]0 ≤ u
[
0 p.p. =⇒ u]h,k ≤ u

[
h,k p.p.

Corollaire 7 (Stabilité L∞) Soit u0 ∈ L∞(Td, [m,M ]). On suppose la condition de
CFL (24) vérifiée. On a alors l’estimation L∞

‖uh,k‖L∞(Td×(0,+∞)) ≤ ‖u0‖L∞(Td),

pour la solution uh,k du schéma volume fini (9)-(10)-(14).

Preuve du Corollaire 7 : On applique la proposition 6 avec u]h,k = uh,k et u[h,k = M1 =
‖u0‖L∞(Td), qui est une solution particulière de (9)-(10)-(14) correspondant à la donnée

initiale u[0 = M1. On obtient uh,k ≤ ‖u0‖L∞(Td) p.p. De même, uh,k ≥ −‖u0‖L∞(Td)

p.p., d’où le résultat.

Preuve de la Proposition 6 : montrons d’abord que, sous la condition de CFL (24),
l’équation (9)-(14) s’écrit

un+1
K = H

(
unK , {unL}L∈N (K)

)
, (25)

où H est croissante en ses arguments. On a

un+1
K = unK −

k

|K|
∑

L∈N (K)

AK→L(unK , u
n
L). (26)

Comme AK→L est décroissante en sa deuxième variable d’après le lemme 5, le membre
de gauche est croissant en les {unL}L∈N (K). Pour la croissance en unK , on remarque que
Id− αf est croissante sur [m,M ] dès que

αLip(f, [m,M ]) ≤ 1,

ce qui donne (25) sous (24) en utilisant l’hypothèse de régularité des flux numériques et
l’identité ∑

L∈N (K)

|K|L| = |∂K|.

On montre alors par récurrence sur n l’inégalité

m ≤ u],nK ≤ u
[,n
K ≤M,

pour tout K ∈ T . C’est vérifié pour n = 0 et, en admettant le rang n, on a, d’après
(25),

u],n+1
K = H

(
u],nK , {u],nL }L∈N (K)

)
≤ H

(
u[,nK , {u[,nL }L∈N (K)

)
= u[,n+1

K ,

ainsi que

m = H
(
m, (m)L∈N (K)

)
≤ H

(
u],nK , {u],nL }L∈N (K)

)
= u],n+1

K ,

et, de même, u[,n+1
K ≤M , ce qui donne le rang n+ 1.
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2.4.4 Contraction L1 discrète

Un autre corollaire de la Proposition 6 est le principe de contraction L1 :

Proposition 8 (Principe de contraction L1) Soit u]h,k et u[h,k deux solutions des

équations du schéma volume fini (9)-(10)-(14) correspondant aux données initiales u]0,
u[0 dans l’espace L∞(Td, [m,M ]) respectivement. Sous la condition de CFL (24), on a
le principe de contraction L1 :

‖u]h,k(tn)− u[h,k(tn)‖L1(Td) ≤ ‖u
]
0 − u

[
0‖L1(Td),

pour tout n ∈ N.

Preuve : On montre par récurrence sur n

‖u]h,k(tn+1)− u[h,k(tn+1)‖L1(Td) ≤ ‖u
]
h,k(tn)− u[h,k(tn)‖L1(Td). (27)

On déduit en effet de (27) que

‖u]h,k(tn)− u[h,k(tn)‖L1(Td) ≤ ‖u
]
h,k(0)− u[h,k(0)‖L1(Td)

=
∑
K∈T

|K||u],0K − u
[,0
K |

=
∑
K∈T

|K|
∣∣∣∣ 1

|K|

∫
K

(u]0(x)− u[0(x))dx

∣∣∣∣
≤
∑
K∈T

∫
K

∣∣∣u]0(x)− u[0(x)
∣∣∣ dx

=

∫
Td

∣∣∣u]0(x)− u[0(x)
∣∣∣ dx = ‖u]0 − u

[
0‖L1(Td).

Pour montrer (27), on introduit l’ensemble M ⊂ L1(Td) des fonctions constantes par
mailles K ∈ T et l’opérateur

T : M→M,

qui à (unK)K∈T associe (un+1
K )K∈T et on applique le lemme suivant à T .

Lemme 9 (Lemme de Crandall-Tartar) Soit (X,A, µ) un espace mesuré, soit M
un sous-ensemble de L1(X,µ) stable par l’opération

(f, g) 7→ f>g := max(f, g),

et soit un opérateur T : M→M monotone, au sens

f ≤ g p.p. =⇒ T (f) ≤ T (g) p.p., ∀f, g ∈M, (28)

et préservant l’intégrale, au sens où∫
X
T (f)dµ =

∫
X
fdµ, ∀f ∈ L1(X,µ).
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On a alors

‖(T (f)− T (g))+‖L1(X,µ) ≤ ‖(f − g)+‖L1(X,µ), ∀f, g ∈M.

En admettant provisoirement ce lemme, et en l’appliquant à (u],nK , u[,nK ) et (u[,nK , u],nK )
respectivement, on obtient

‖(u]h,k(tn+1)− u[h,k(tn+1))+‖L1(Td) ≤ ‖(u
]
h,k(tn)− u[h,k(tn))+‖L1(Td)

et
‖(u[h,k(tn+1)− u]h,k(tn+1))+‖L1(Td) ≤ ‖(u[h,k(tn)− u]h,k(tn))+‖L1(Td),

d’où (27) en additionnant les deux résultats.

Preuve du Lemme 9 : On note que (f − g)+ = f>g − g. On a f ≤ f>g p.p. donc

T (f) ≤ T (f>g) p.p.,

par la propriété de monotonie (28). De même, T (g) ≤ T (f>g) p.p. donc

T (f)>T (g) ≤ T (f>g) p.p.

En intégrant cette relation, on obtient∫
X
T (f)>T (g)dµ ≤

∫
X
T (f>g)dµ =

∫
X
f>gdµ,

où on a utilisé le fait que T préserve l’intégrale. En soustrayant la relation
∫
X T (g)dµ =∫

X T (g)dµ, on obtient∫
X

(T (f)>T (g)− T (g))dµ ≤
∫
X

(f>g − g)dµ,

soit ‖(T (f)− T (g))+‖L1(X,µ) ≤ ‖(f − g)+‖L1(X,µ).

2.4.5 Estimation d’énergie

Pour l’équation parabolique

ut + div(A(u))− ε∆u = 0 dans Td × (0,+∞),

on a, en multipliant par u (supposée régulière) et en intégrant sur Td × (0, t),∫ t

0

1

2

d

dt

∫
Td

u2dxds+

∫ t

0

∫
Td

udiv(A(u))dxds− ε
∫ t

0

∫
Td

u∆udxds = 0. (29)

En développant

udiv(A(u)) = uA′(u) · ∇u = B′(u) · ∇u = div(B(u)), B′(u) := uA′(u),
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on obtient ∫
Td

udiv(A(u))dx =

∫
Td

div(B(u))dx = 0,

par périodicité2. D’autre part, une intégration par parties3 donne

−ε
∫
Td

u∆u = ε

∫
Td

∇u · ∇udx = ε

∫
Td

|∇u|2dx.

De (29), on déduit donc l’estimation d’énergie suivante :

1

2

∫
Td

|u(x, t)|2dx+ ε

∫ t

0

∫
Td

|∇u|2dx ≤ 1

2

∫
Td

|u0|2dx.

En se restreignant aux termes issus de la diffusion, on a en particulier l’estimation

ε

∫ t

0

∫
Td

|∇u|2dx ≤ 1

2

∫
Td

|u0|2dx.

L’objet de la proposition suivante est une estimation d’énergie similaire dans le cadre
discret (on va utiliser cette estimation d’énergie dans la preuve de convergence de la
méthode). La diffusion numérique étant beaucoup plus compliquée que la diffusion
représentée par le terme −ε∆u, on obtient un énoncé plus complexe.

Proposition 10 (Estimation d’énergie) Soit u0 ∈ L∞(Td, [m,M ]). Soit uh,k la so-
lution du schéma volume fini (9)-(10)-(14), soit

E(tN ) =
1

2

N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

∫ unK

unL

{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z)}dz.

Sous la condition de CFL renforcée : il existe ξ ∈]0, 1] tel que

k
|∂K|
|K|

Lip(A, [m,M ]) ≤ 1− ξ, ∀K ∈ T , (30)

on a l’estimation d’énergie

1

2
‖uh,k(tN )‖2L2(Td) + ξE(tN ) ≤ 1

2
‖u0‖2L2(Td), (31)

pour tout N ≥ 1.

Remarque : le terme E(tN ) est positif ; c’est une somme de termes positifs. En effet,
par monotonie de AK→L, on a

AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z) ≥ AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , z)

≥ AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unK ,

n
L ) = 0, (32)

2on utilise la formule
∫
Td λdiv(ψ)dx = −

∫
Td ∇λ · ψ avec λ = 1 et ψ = B(u)

3de même avec λ = u et ψ = −∇u

15



pour unL ≤ z ≤ unK . De même,

AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z) ≤ 0,

si unK ≤ z ≤ unL. En particulier, on a toujours∫ unK

unL

AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z)dz ≥ 0.

Preuve de la Proposition 10 : En prenant v = unK dans (22), on a∑
L∈N (K)

AK→L(unK , u
n
K) = 0,

si bien que (9)-(14) se réécrit

un+1
K − unK

k
+

1

|K|
∑

L∈N (K)

(AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unK , u

n
K)) = 0. (33)

Soit N ∈ N∗. On multiplie (33) par unK . En sommant
∑

n k
∑

K |K|[· · · ], on obtient

E1 + E2 = 0, (34)

où

E1 =

N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K|unK(un+1
K − unK),

et

E2 =
N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

unK{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unK , u

n
K)}.

En utilisant la formule

a(b− a) =
b2 − a2

2
− (a− b)2

2
,

avec a = unK , b = un+1
K dans E1 de manière à faire une intégration discrète, on obtient

E1 =
1

2

∑
K∈T

|K||uNK |2 −
1

2

∑
K∈T

|K||u0
K |2 −

1

2

N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K||un+1
K − unK |2

=
1

2
‖uh,k(tN )‖2L2(Td) −

1

2
‖uh,k(0)‖2L2(Td) −

1

2

N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K||un+1
K − unK |2. (35)

On compensera le dernier terme (qui a un mauvais signe) à l’aide de la condition de CFL
et du terme E2. Pour réécrire E2, on utilise le
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Lemme 11 Soit une fonction a : T 2 → R, alors∑
K∈T

∑
L∈N (K)

aK,L =
1

2

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

aK,L + aL,K (36)

Preuve du lemme : pour K∗, L∗ voisins l’un de l’autre, figurent aK∗,L∗ et aL∗,K∗ dans
la somme de gauche : d’une part lorsque K = K∗, L = L∗, d’autre part lorsque K = L∗

et L = K∗.

D’après (36), on a

E2 =
1

2

N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

unK{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unK , u

n
K)}

+ unL{AL→K(unL, u
n
K)−AL→K(unL, u

n
L)}.

En utilisant la propriété de conservation

AK→L(v, w) = −AL→K(w, v),

on obtient

E2 =
1

2

N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

unK{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unK , u

n
K)}

− unL{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(unL, u

n
L)}. (37)

Soit maintenant ψK→L une primitive de z 7→ z ddzAK→L(z, z). Par intégration par partie
et introduction du terme AK→L(v, w), on a

ψK→L(v)− ψK→L(w) = v{AK→L(v, v)−AK→L(v, w)}

− w{AK→L(w,w)−AK→L(v, w)}+

∫ v

w
{AK→L(v, w)−AK→L(z, z)}dz.

En prenant w = unL, v = unK , on en déduit

E2 =
1

2

N−1∑
n=0

k

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

∫ unK

unL

{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z)}dz +Rn2

 (38)

où

Rn2 = −1

2

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

ψK→L(unK)− ψK→L(unL).

On vérifie que ψK→L(unK) est anti-symétrique en (K,L), si bien que d’après (36) (lue de
droite à gauche),

Rn2 = −
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

ψK→L(unK).
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Ce terme est nul car ∑
L∈N (K)

ψK→L(z) = 0,

pour tout z et pour tout K d’après (22). On a donc obtenu

E2 = E(tN ). (39)

Revenons maintenant à l’estimation du terme de droite dans le membre de droite de
(35). D’après l’équation du schéma (33) et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a∣∣un+1

K − unK
∣∣2

≤ k2

|K|2
∑

L∈N (K)

|K|L|
∑

L∈N (K)

1

|K|L|
|AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , u

n
K)|2

=
k2|∂K|
|K|2

∑
L∈N (K)

1

|K|L|
|AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , u

n
K)|2.

Sous la condition de CFL (30), et d’après (36), on a donc

1

2

N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K|
∣∣un+1
K − unK

∣∣2 ≤ (1− ξ)E∗2 , (40)

avec

E∗2 :=
1

2Lip(A)

N∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

1

|K|L|
|AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , u

n
K)|2.

Reste à montrer E∗2 ≤ E(tN ). Supposons par exemple unK ≥ unL : on applique le lemme
suivant (démontré plus loin) à B(z) := AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , z + unL).

Lemme 12 Soit B : R+ → R une fonction lipschitzienne croissante telle que B(0) = 0.
On a ∫ r

0
B(z)dz ≥ 1

2Lip(B)
B(r)2,

pour tout r ≥ 0.

En prenant r = unK − unL, en utilisant la propriété de régularité 2. des flux numériques,
et (32), on obtient∫ unK

unL

{AK→L(unK , u
n
L)−AK→L(z, z)}dz

≥ 1

2|K|L|Lip(A)
|AK→L(unK , u

n
L)−AK→L(unK , u

n
K)|2. (41)
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Si unL ≥ unK , appliquer le Lemme 12 à B(z) := AK→L(z + unK , u
n
L)−AK→L(unK , u

n
L). On

en déduit E∗2 ≤ E(tN ). De (34), (35) et (40), on conclutt donc que

1

2
‖uh,k(tN )‖2L2(Td) + E(tN ) ≤ (1− ξ)E(tN ) +

1

2
‖uh,k(0)‖2L2(Td).

Comme ‖uh,k(0)‖L2(Td) ≤ ‖u0‖L2(Td) (utiliser l’inégalité de Jensen), on a finalement (31).

Preuve du Lemme 12 : On a 0 ≤ B car B est croissante et nulle en 0 ainsi que
0 ≤ B′(r) ≤ Lip(B) donc

B(r)2

2
=

∫ r

0
B(z)B′(z)dz ≤ Lip(B)

∫ r

0
B(z)dz,

pour tout r ≥ 0.

Remarque 13 Au cours de la preuve on a aussi démontré une estimation H1 discrète
sur les dérivées en temps de uh,k. En effet, d’après (40), on a

N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K|
∣∣un+1
K − unK

∣∣2 ≤ 1− ξ
ξ
‖u0‖2L2(Td), (42)

pour tout N ≥ 1.

3 Inégalité entropique

Soit u0 ∈ L∞(Td) une donnée initiale fixée. Le problème (1) admet une unique solution
faible entropique (paragraphe 1). Dans quelle mesure est-elle bien approchée par la
méthode volume fini ? Exception faite de la dernière étape de la preuve, on va démontrer
une estimation d’erreur (en norme L∞t L

1
x) dite d’ordre h1/4 (Théorème 16).

3.1 Inégalité entropique discrète

On considère ici un couple entropie-flux d’entropie (η, φ) de la forme (2). Pour fixer les
idées, choisissons la partie positive :

η(u) = (u− a)+, φ(u) = sgn+(u− a)(A(u)−A(a)). (43)

On a aussi l’expression plus algbrique

η(u) = u>a− a, φ(u) = A(u>a)−A(a), u>a := max(u, a).

Posons
ΦK→L(v, w) = AK→L(v>a,w>a)−AK→L(a, a). (44)

On vérifie facilement que ΦK→L(v, w) est un flux numérique associé à φ, c’est-à-dire
qu’on a consistance avec |K|L|φ(u) · nK,L, régularité, monotonie et conservativité ;
ΦK→L(v, w) est le flux entropique numérique associé à η.
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Proposition 14 (Inégalité entropique discrète) Soit u0 ∈ L∞(Td) telle que m ≤
u0 ≤ M p.p. Soit uh,k solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14). Alors, sous la
condition de CFL (24), η(uh,k) vérifie l’inégalité entropique

η(un+1
K )− η(unK)

k
+

1

|K|
∑

L∈N (K)

ΦK→L(unK , u
n
L) ≤ 0, (45)

pour tout K ∈ T , n ∈ N.

Preuve : On part de la propriété de monotonie (25) (qui découle de la monotonie des
flux numériques et de la condition de CFL), soit

un+1
K = H

(
unK , (u

n
L)L∈N (K))

)
,

avec H monotone croissante en ses arguments. En particulier,

un+1
K ≤ H

(
unK>a, (unL>a)L∈N (K)

)
.

Les constantes sont solutions du schéma d’après (22), on a donc aussi

a = H
(
a, (a)L∈N (K)

)
≤ H

(
unK>a, (unL>a)L∈N (K)

)
.

Par conséquent, un+1
K >a ≤ H

(
unK>a, (unL>a)L∈N (K)

)
. En soustrayant a,

η(un+1
K ) ≤ H

(
unK>a, (unL>a)L∈N (K)

)
−H

(
a, (a)L∈N (K)

)
.

En développant

H
(
unK>a, (unL>a)L∈N (K)

)
= unK>a−

∑
L∈N (K)

AK→L(unK>a, unL>a),

on obtient (45).

3.2 Inégalité entropique approchée

On fixe de nouveau le couple (η, φ) comme en (43). On va faire l’hypothèse suivante
sur le maillage (qui signifie qu’il n’y a pas de mailles trop petites ni de mailles trop
allongées). On rappelle que h = supK∈T (diam(K)). On suppose qu’il existe α > 0 tel
que

αhd ≤ |K|, (46a)

|∂K| ≤ 1

α
hd−1, (46b)

pour tout K ∈ T .
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Théorème 15 (Inégalité entropique approchée) Soit u0 ∈ L∞(Td) telle que m ≤
u0 ≤ M p.p. Soit uh,k solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14). Sous la condition
de CFL renforcée (30) et sous l’hypothèse (46), on a l’inégalité entropique approchée∫ ∞

0

∫
T d

(η(uh,k)ϕt + Φ(uh,k) · ∇ϕ) dxdt+

∫
T d

η(u0,h)ϕ(0)dx

≥ −
∫ ∞

0

∫
T d

{|ϕt|+ |∇ϕ|}dµh,k (47)

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω× [0,+∞)) positif, où µh,k est une mesure positive sur Td× [0,+∞)
satisfaisant l’estimation

µh,k(Td × [0, tN ]) ≤ Ct1/2N (k1/2 + h1/2), (48)

pour tout N ≥ 1, où C est une constante ne dépendant que de ‖u0‖L2(Td), ξ, α, d et
Lip(A, [m,M ]).

On a noté u0,h la donnée initiale discrète définie par

u0,h(x) = u0
K =

1

K

∫
K
u0(x)dx,

pour tout K ∈ T .

Preuve : Soit ϕ ∈ C∞c (Ω × [0,+∞)) positif. En développant le membre de gauche de
(47), on a

T1 :=

∫ ∞
0

∫
T d

η(uh,k)ϕtdxdt+

∫
T d

η(u0,h)ϕ(0)dx

=
∑
n≥0

∑
K∈T

∫ tn+1

tn

∫
K
η(unK)ϕtdxdt+

∑
K∈T

∫
K
η(u0

K)ϕ(0, x)dx,

=
∑
n≥0

∑
K∈T

|K|η(unK){ϕK(tn+1)− ϕK(tn)}+
∑
K∈T

|K|η(u0
K)ϕK(t0),
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pour le terme en temps (i.e. correspondant à la partie dérivée en temps de l’équation),
en posant ϕK(t) := 1

|K|
∫
K ϕ(x, t)dx. Pour le terme en espace,

T2 :=

∫ ∞
0

∫
T d

φ(uh,k) · ϕdxdt

=
∑
n≥0

∑
K∈T

∫ tn+1

tn

∫
K
φ(unK) · ϕdxdt

=
∑
n≥0

∑
K∈T

∫ tn+1

tn

φ(unK) ·
∫
∂K

ϕndσ(x)dt

=
∑
n≥0

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

∫ tn+1

tn

φ(unK) ·
∫
K|L

ϕnK,Ldσ(x)dt

=
∑
n≥0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

|K|L|φ(unK) · nK,LϕnK|L,

en posant

ϕnK|L :=
1

k|K|L|

∫ tn+1

tn

∫
K|L

ϕdσ(x)dt.

Etudions T1 tout d’abord : par intégration par partie discrète,

T1 = −
∑
n≥0

∑
K∈T

|K|{η(unK)− η(un+1
K )}ϕK(tn+1)

= −
∑
n≥0

∑
K∈T

|K|{η(unK)− η(un+1
K )}ϕnK + ε1(ϕ), (49)

avec ϕnK := 1
k|K|

∫ tn+1

tn

∫
K ϕdxdt et

ε1(ϕ) :=
∑
n≥0

∑
K∈T

|K|{η(unK)− η(un+1
K )}{ϕK(tn+1)− ϕnK)}.

D’autre part, ΦK→L(unK , u
n
L) étant anti-symétrique en (K,L), tandis que ϕnK|L est sy-

métrique, on a d’après (36)∑
K∈T

∑
L∈N (K)

ΦK→L(unK , u
n
L)ϕnK|L = 0.

Par consistance du flux entropique numérique ΦK→L, on en déduit

T2 = −
∑
n≥0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

{ΦK→L(unK , u
n
L)− ΦK→L(unK , u

n
K)}ϕnK|L,

et

T2 = −
∑
n≥0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

{ΦK→L(unK , u
n
L)− ΦK→L(unK , u

n
K)}ϕnK + ε2(ϕ), (50)
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où

ε2(ϕ) =
∑
n≥0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

{ΦK→L(unK , u
n
L)− ΦK→L(unK , u

n
K)}{ϕnK|L − ϕ

n
K}.

Par définition, cf (44), le flux entropique numérique ΦK→L vérifie la même propriété
d’annulation (22) que le flux numérique :∑

L∈N (K)

ΦK→L(v, v) = 0, ∀v ∈ R.

En prenant v = unK , et d’après l’inégalité entropique discrète (45),

η(un+1
K )− η(unK)

k
+

1

|K|
∑

L∈N (K)

{ΦK→L(unK , u
n
L)− ΦK→L(unK , u

n
K)} ≤ 0. (51)

En multipliant (51) par ϕnK en sommant sur n ∈ N, K ∈ T , (49) et (50) donnent

T1 + T2 ≥ ε1(ϕ) + ε2(ϕ).

Il reste maintenant à estimer les termes d’erreur ε(ϕ). Par Fubini, on a∫ tn+1

tn

{ϕ(tn+1)− ϕ(t)}dt =

∫ tn+1

tn

∫ tn+1

t
ϕt(s)dsdt =

∫ tn+1

tn

(tn+1 − s)ϕt(s)ds,

d’où

|ϕK(tn+1)− ϕnK | =
1

k|K|

∣∣∣∣∫ tn+1

tn

∫
K

(ϕ(x, tn+1)− ϕ(x, t))dxdt

∣∣∣∣
≤ 1

|K|

∫ tn+1

tn

∫
K
|ϕt(x, t)| dxdt

et, en utilisant le fait que η est 1-lipschitzienne,

|ε1(ϕ)| ≤
∫ ∞

0

∫
Td

|ϕt|dµ1
h,k,

avec

〈ψ, µ1
h,k〉 :=

∑
n≥0

∑
K∈T

|unK − un+1
K |

∫ tn+1

tn

∫
K
ψ(x, t)dxdt,

pour tout ψ ∈ Cc(Td × [0,+∞)). D’après l’estimation d’énergie en temps (42) et
l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

µ1
h,k(Td × [0, tN ]) =

N−1∑
n=0

∑
K∈T

k|K||unK − un+1
K |

≤

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

∑
K∈T

|K||unK − un+1
K |2

∣∣∣∣∣
1/2 ∣∣∣∣∣

N−1∑
n=0

∑
K∈T

k2|K|

∣∣∣∣∣
1/2

≤
∣∣∣∣1− ξξ

∣∣∣∣1/2 ‖u0‖L2(Td)

∣∣∣ktN |Td|∣∣∣1/2 ≤ ‖u0‖L2(Td)√
ξ

t
1/2
N k1/2,
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car |Td| = 1. De même, pour les termes en espace, on a

|ϕK|L − ϕK | ≤
1

|K|L||K|

∫
K|L

∫
K
|ϕ(x)− ϕ(y)|dxdσ(y)

≤ 1

|K|L||K|

∫
K|L

∫
K

∫ 1

0
|∇ϕ(ry + (1− r)x)||x− y|drdxdσ(y),

donc

|ε2(ϕ)| ≤
∫ ∞

0

∫
Td

|∇ϕ|dµ2
h,k,

où

〈ψ, µ2
h,k〉 :=

∑
n≥0

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

|ΦK→L(unK , u
n
K)− ΦK→L(unK , u

n
L)|

× 1

|K|L||K|

∫ tn+1

tn

∫
K|L

∫
K

∫ 1

0
ψ(ry + (1− r)x, t)|x− y|drdxdσ(y)dt,

pour tout ψ ∈ Cc(Td × [0,+∞)). Si x ∈ K, y ∈ K|L, alors |x− y| ≤ h, si bien que

µ2
h,k(Td × [0, tN ]) ≤ h

N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

|ΦK→L(unK , u
n
K)− ΦK→L(unK , u

n
L)|

≤ h

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

k|K|L|

∣∣∣∣∣∣
1/2

×

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

1

|K|L|
|ΦK→L(unK , u

n
K)− ΦK→L(unK , u

n
L)|2

∣∣∣∣∣∣
1/2

.

(52)

Le premier facteur dans (52) s’écrit

h

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

k|K|L|

∣∣∣∣∣∣
1/2

= h

∣∣∣∣∣tN ∑
K∈T

|∂K|

∣∣∣∣∣
1/2

.

Par (46), on a donc

h

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

∑
K∈T

∑
L∈N (K)

k|K|L|

∣∣∣∣∣∣
1/2

≤ ht1/2N

∣∣∣∣∣∑
K∈T

hd−1

α

1

αhd
|K|

∣∣∣∣∣
1/2

≤
h1/2t

1/2
N

α
.
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Pour estimer le second facteur dans (52), on utilise l’estimation suivante (démontrée
ci-dessous):

N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

1

|K|L|
|ΦK→L(unK , u

n
K)− ΦK→L(unK , u

n
L)|2

≤ 2Lip(A)
N−1∑
n=0

k
∑
K∈T

∑
L∈N (K)

∫ unK

unL

{AK→L(unK , u
n
K)−AK→L(z, z)}dz. (53)

Par l’estimation d’énergie (31), on en déduit finalement

µ2
h,k(Td × [0, tN ]) ≤

(
Lip(A)tN

ξ

)1/2

‖u0‖L2(Td)h
1/2.

On conclut en posant µh,k = µ1
h,k+µ2

h,k. Il reste à montrer (53). Supposons par exemple
unL ≥ a ≥ unK (les autres cas sont plus faciles à traiter). On a alors

|ΦK→L(unK , u
n
L)− ΦK→L(unK , u

n
K)| = |AK→L(a, unL)−AK→L(a, a)|.

On a (cf. (41), en remplaçant unK par a)

|AK→L(a, unL)−AK→L(a, a)|2

≤ 1

2Lip(A)|K|L|

∫ unL

a
{AK→L(z, z)−AK→L(a, unL)}dz. (54)

Par monotonie de AK→L,

AK→L(z, z)−AK→L(a, unL) ≤ AK→L(z, z)−AK→L(unK , u
n
L),

et comme AK→L(z, z)−AK→L(unK , u
n
L) ≥ 0 pour z ∈ [unK , u

n
L], on a finalement∫ unL

a
{AK→L(z, z)−AK→L(a, unL)}dz ≤

∫ unL

a
{AK→L(z, z)−AK→L(unK , u

n
L)}dz

≤
∫ unL

unK

{AK→L(z, z)−AK→L(unK , u
n
L)}dz.

On conclut alors avec (54).

3.3 Estimation d’erreur

Pour conclure, on admet d’abord le résultat suivant : soit W 1,1(Td) l’espace de Sobolev
des fonctions L1 à dérivées L1 sur Td. Si u0 ∈W 1,1(Td), alors

‖u0,h − u0‖L1(Td) ≤ C‖u0‖W 1,1(Td)h, (55)
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où la constante C dépend de la dimension d et de la constante de régularité α du maillage
(cf (46)) seulement. Ce résultat (non trivial mais pas trop compliqué à démontrer non
plus) s’étend au cas u0 ∈ BV (Ω) (non détaillé ici). Comme η est 1-lipschitzienne, on
déduit de (55) et du Théorème 15, que uh,k vérifie les inégalités entropiques approchées∫ ∞

0

∫
T d

(η(uh,k)ϕt + Φ(uh,k) · ∇ϕ) dxdt+

∫
T d

η(u0)ϕ(0)dx

≥ −
∫ ∞

0

∫
T d

{|ϕt|+ |∇ϕ|}dµh,k −
∫
Td

ϕdµ0, (56)

où µh,k vérifie (57) et µ0 est une mesure positive sur Td satisfaisant l’estimation

µ0(Td) ≤ C‖u0‖W 1,1(Td)h, (57)

où la constante C dépend de la dimension d et de la constante de régularité α du maillage.
De (56), on déduit alors (voir [CH99, EGH95a, EGGH98, EGH95b]) l’estimation d’erreur
suivante.

Théorème 16 (Estimation d’erreur) Soit u0 ∈ L∞(Td, [m,M ]) avec u0 ∈W 1,1(Td).
Soit uh,k solution du schéma volume fini (9)-(10)-(14) et soit u ∈ L∞(Td × (0,+∞))
la solution faible entropique de (1). Sous la condition de CFL renforcée (30) et sous
l’hypothèse (46), on a l’estimation d’erreur

‖uh,k(t)− u(t)‖L1(Td) ≤ Ch1/4, ∀0 ≤ t ≤ T, (58)

où la constante C dépend de ‖u0‖L∞(Td), ‖u0‖W 1,1(Td), ξ, α, d, Lip(A, [m,M ]) et T .

Exercice 6 Montrer qu’on peut améliorer (58) pour avoir une estimation en Ch1/2.

4 Solution des exercices

4.1 Exercice 1

Pour ρ(x, t) = 1x<0, (η, φ) couple entropie-flux d’entropie et ϕ ∈ C∞c (R × (0,+∞))
positive (attention ϕ|t=0 est nulle), on calcule∫ ∞

0

∫
R
η(ρ)ϕt + φ(ρ)ϕxdxdt =

∫ ∞
0

(φ(1)− φ(0))ϕ(0, t)dt.

Le flux A(ρ) = ρ(1− ρ) est une fonction convexe. En prenant η = −A, on a φ′ = −|A′|2
donc φ est strictement décroisante et φ(1) < φ(0) : ρ n’est donc pas solution entropique.
La “bonne” solution

ρ(x, t) =


1 si x < −vmaxt
1

2
− x

2vmaxt
si− vmaxt < x < vmaxt

0 si x > vmaxt

26



est C1 par morceaux dans R× (0,+∞), ce qui est une régularité suffisante pour utiliser
le lemme de dérivation des fonctions composées et justifier le calcul suivant :

0 = η′(ρ)(ρt +A(ρ)x)

= η′(ρ)ρt + η′(ρ)A′(ρ)ρx

= η′(ρ)ρt + φ′(ρ)ρx

= η(ρ)t + φ(ρ)x.

En utilisant la continuité en temps de ρ, à valeur L1(R)loc, on prouve que l’inégalité
entropique faible est vérifié. C’est en fait une égalité ici, et dans cette exemple ce sont
les solutions qui ne dissipent pas l’entropie qui sont rejetés.

4.2 Exercice 2

Le point 1. est évident. On obtient l’unicité en prenant s = 0. Pour le point 2. on
utilise l’équivalence

u] ≤ u[ p.p. ⇔ ‖(u] − u[)+‖L1(Td) = 0.

4.3 Exercice 3

On montre
∂

∂t
η(uε) + div(Φ(uε)) = ε∆η(uε)− εη′′(uε)|∇uε|2

en multipliant l’équation en uε par η′(uε), en utilisant la règle de dérivation des fonctions
composées et l’identité

div(λΨ) = λdiv(Ψ) +∇λ ·Ψ,

avec λ = η′(uε), Ψ = ∇uε. On en déduit

∂

∂t
η(uε) + div(Φ(uε)) ≤ ε∆η(uε),

puisque η′′ ≥ 0 (η convexe). Si uε → u dans L1
loc(Td × (0,+∞)) avec (uε) bornée L∞,

alors η(uε) et φ(uε) convergent vers η(u) et φ(u) dans L1
loc(Td×(0,+∞)) respectivement

(par convergence dominée). En particulier, η(uε) converge (vers η(u)) au sens des dis-
tributions, de même pour ∆η(uε), donc ε∆η(uε) converge vers 0. A la limite ε→ 0, on
obtient donc (4). Moyennant le problème de convergence des données initiales, la limite
u est solution entropique.

4.4 Exercice 4

Il suffit de le vérifier en apliquant les définitions.
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4.5 Exercice 5

1. A t = 0 des particules de vitesse +2 sont disposées sur l’axe des x < 0, des
particules de vitesse −1 sont situées sur l’axe des x > 0. On vérifie que la solution
entropique faible est “un choc se déplaçant à vitesse 1/2”. Soit u(x, t) = u0(x−t/2),
soit les sous-ensembles de R× (0,+∞)

ω+ = {x > t/2}, ω− = {x < t/2}, Γ = {x = t/2},

et soit ν la normale unitaire sortante à ω+. En notant

y = (x, t), Z(u) :=

(
φ(u)
η(u)

)
,

on a, pour ϕ ∈ C∞c (R× (0,+∞)),∫ ∞
0

∫
R
η(u)ϕt + φ(u)ϕxdxdt

=

∫ ∞
0

∫
R
Z(u) · ∇yϕdy

=

∫∫
ω+

Z(u+) · ∇yϕdy +

∫∫
ω−
Z(u−) · ∇yϕdy,

en notant u+ = −1, u− = 2. Comme la normale unitaire sortante à ω− est −ν, on
en déduit ∫ ∞

0

∫
R
η(u)ϕt + φ(u)ϕxdxdt =

∫
Γ
(Z(u+)− Z(u−)) · νϕdσ(y)

A un facteur multiplicatif près, ν = (−2, 1)t, donc

(Z(u+)− Z(u−)) · ν = 2(φ(2)− φ(−1))− (η(2)− η(−1)).

Prenons maintenant (η, φ) demi-entropie de Kruzhkov :

η(u) = (u− a)+, φ(u) = sgn+(u− a)(A(u)−A(a)), A(u) = u2/2.

On calcule
2(φ(2)− φ(−1))− (η(2)− η(−1)) = 0,

si a ≤ −1 ou 2 ≤ a. Si −1 < a < 2, on a

2(φ(2)− φ(−1))− (η(2)− η(−1)) = 2φ(2)− η(2)

= (22 − a2)− (2− a)

= (2− a)(2 + a− 1)

= (2− a)(1 + a) ≥ 0.

De même dans le cas sgn−. Comme de plus u(t) tends vers u0 dans L1
loc(R), u est

la solution entropique du problème (20)-(21).
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2. Contrairement à la discontinuité considérée dans l’équation de transport, qui est
passive (elle est simplement translatée au cours du temps), la discontinuité observée
ici est active (on parle de choc ou même de choc compressif). En effet, les particules
rentrent dans le choc et contribuent à le stabiliser. Si le choc se déplace, c’est parce
que le groupe de particules de gauche a plus de poids (vitesse plus grande) que
le groupe des particules de droite. Le choc étant actif, la diffusion numérique le
régularise dans une moindre mesure, et bien qu’il y ait effectivement un effet de
régularisation, il n’apparâıt pas sur la figure 3, car le pas d’espace a été choisi
suffisament petit.

4.6 Exercice 6

Exercice extrêmement difficile ! En fait l’estimation d’erreur en h1/2 est une conjecture.
On l’observe en pratique numériquement. On sait la démontrer :

1. en dimension d = 1,

2. en dimension d > 1 dans le cas où le maillage est structuré (ce qui signifie à peu
de chose près que toutes les mailles sont les copies d’un même pavé, et dans ce cas
on se ramène à la situation en dimension 1),

3. en dimension d > 1 sur maillage quelconque dans le cas linéaire A(u) = au (avec
a autorisé à dépendre de (x, t)), [MV07, DL10].

Montrer l’estimation d’erreur en h1/2 dans le cas général (d > 1, A quelconque, maillage
quelconque) est un problème ouvert. A vous d’essayer !
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