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Avant-propos

Lors de la publication de la premiµere ¶edition deQuantique (t. 1, Rudi-
ments)1, les auteurs (F. B. et J.-M. L.-L.) envisageaient la parution d'un sec-
ond volume (t. 2, ¶El¶ements) et même d'un troisiµeme (t. 3, Compl¶ements) dans
un d¶elai de quelques ann¶ees. Pour de multiples raisons, ce projet n'a pu être
men¶e µa bien | malgr¶e le renfort de deux nouveaux auteurs (A. L. et D. M.).
Devant reconnâ³tre l'inachµevement de notre entreprise, il nous a paru dommage
de garder par devers nous les r¶esultats d'un travail quand même assez avanc¶e.
C'est pourquoi nous nous sommes r¶esolus µa mettre en ligne le manuscrit du
tome 2 en l'¶etat.

Ces ¶El¶ements se veulent une pr¶esentation de la th¶eorie quantique, relayant
l'approche essentiellement heuristique du premier volume (Rudiments) µa un
niveau de conceptualisation et de formalisation qui rendent la th¶eorie concrµete-
ment utilisable tout en ¶eclairant ses fondements. La table des matiµeres d¶etaill¶ee
(comprenant même les titres des chapitres manquants) pr¶esente su±samment la
structure de cet ouvrage. Contentons-nous d'indiquer quelques traits que nous
esp¶erons un tant soit peu novateurs du traitement ici propos¶e :
| l'accent mis sur les aspects constitutifs de l'espace des ¶etats quantiques qui
sous-tendent l'originalit¶e intrinsµeque de la th¶eorie quantique, qu'il s'agisse de
la repr¶esentation des sym¶etries physiques µa l'aide du th¶eorµeme de Wigner ou
de la structure de produit tensoriel pour la description des systµemes compos¶es
d'oµu ¶emerge la notion d'\intrication" (terme que nous proposons d'ailleurs de
remplacer par celui d'\implexit¶e") [Chapitre 1] ;
| une mise en ¾uvre du formalisme hilbertien dans le cas de systµemes d'ordre
¯ni, de fa»con µa explorer les aspects essentiels de la th¶eorie quantique sur des
modµeles ¶el¶ementaires mais physiquement pertinents [Chapitre 2] ;
| le recours syst¶ematique aux principes d'invariance (translation de temps, d'es-
pace, rotations spatiales, transformations de Galil¶ee) pour construire l'algµebre
des grandeurs physiques quantiques essentielles (hamiltonien, quantit¶e de mou-
vement, position, moment angulaire) [Chapitres 3, 4, 5, 7] ;
| une panoplie plus riche que de coutume de \problµemes simples", qui ajoute
µa l'oscillateur harmonique les potentiels ponctuels (distributions de Dirac), le
potentiel lin¶eaire et la pr¶esentation des techniques li¶ees µa l'id¶ee de supersym¶etrie
[Chapitre 6] ;
| une pr¶esentation de la th¶eorie de la di®usion qui insiste sur la nature physique
des ph¶enomµenes avant que d'en ¶etablir la formalisation [Chapitre 8].

Dans la mesure oµu le pr¶esent texte n'a pas ¶et¶e ¯nalis¶e pour publication, il

1Jean-Marc L¶evy-Leblond et Fran»coise Balibar, Quantique (Rudiments ), Inter¶edi-
tions/CNRS, 1984; nouvelle ¶edition, Masson, 1997.
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comprend encore certainement des fautes dont nous esp¶erons que les lecteurs
ne nous tiendront pas rigueur (mais que nous leur saurions gr¶e de nous signaler).

F. B., A. L., J.-M. L.-L. D. M., janvier 2007
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Chapitre 1

Le formalisme hilbertien de
la th¶eorie quantique

Ce premier chapitre d¶ecrit les concepts math¶ematiques g¶en¶eraux utilis¶es pour
formaliser la th¶eorie quantique. Comme toute th¶eorie physique, la th¶eorie quan-
tique possµede plusieurs formalisations math¶ematiques, ayant des niveaux de
g¶en¶eralit¶e et d'abstraction vari¶es. Le formalisme que nous allons d¶evelopper
est, µa l'heure actuelle, le plus r¶epandu et allie une large validit¶e µa une rela-
tive simplicit¶e. Ce formalisme repose sur les notions math¶ematiques d'espace de
Hilbert et d'op¶erateurs dans un tel espace. Nous en rappellerons les principaux
aspects, de fa»con plus descriptive que d¶emonstrative, renvoyant aux ouvrages
de math¶ematiques pour une ¶etude plus rigoureuse.

1 Espace de Hilbert, rappels math¶ematiques

Soit un espace vectorielH sur un corps qui sera toujours ici celui des nombres
complexes,C. On appelle \produit int¶erieur" sur H une forme sesquilin¶eaire,
c'est-µa-dire une application associant µa tout couplew; v de vecteurs dansH, un
nombre complexe, not¶e (w; v), pr¶esentant les propri¶et¶es suivantes (deux d'entre
elles impliquant la troisiµeme) :

8
><

>:

(w; ¸v + ¸ 0v0) = ¸ (w; v) + ¸ 0(w; v0) ; (lin¶earit¶e µa droite)

(¹w + ¹ 0w0; v) = ¹¹ (w; v) + ¹¹ 0(w0; v) ; (antilin¶earit¶e µa gauche)
(w; v) = (v; w) :

(1.1.1)

Si la forme quadratique associ¶ee au produit int¶erieur est d¶e¯nie positive,
autrement dit si (

(v; v) ¸ 0 ;
(v; v) = 0 ssi v = 0 ;

(1.1.2)

l'espace est appel¶e espace de Hilbert. Par g¶en¶eralisation µa partir du cas de l'es-
pace euclidien ordinaire, le produit int¶erieur est encore appel¶e produit scalaire
et l'on d¶e¯nit la norme kvk d'un vecteur v par :

kvk :=( v; v)1=2 (1.1.3)

1
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(voir exercice 1.1). Ces d¶e¯nitions su±sent µa ¶etablir une propri¶et¶e g¶eom¶etrique
fondamentale, exprim¶ee par l'in¶egalit¶e de Schwarz(exercice1.2) :

¯
¯(w; v)

¯
¯ · k wk kvk : (1.1.4)

Comme dans tout espace vectoriel, on introduit la notion debase, ou famille
de vecteurs permettant une d¶ecomposition lin¶eaire unique de tout vecteur de
H. Le nombre de vecteurs d'une base est une propri¶et¶e intrinsµeque deH, sa
dimension N . On notera parfois H N , un espace de Hilbert lorsqu'on voudra
insister sur sa dimension. Un espace de Hilbert peut être de dimension ¯nie ou
in¯nie. Dans ce dernier cas, il s'avµere que la d¶e¯nition ci-dessus est insu±sante
et qu'il convient de lui ajouter un axiome de nature topologique (convergence
de toute suite de Cauchy) pour l'¶enonc¶e et la discussion duquel nous renvoyons
aux ouvrages de math¶ematiques.

Exemple 1 : Soit l'ensembleC2 des couples de nombres complexes. Soient
v = ( c1; c2) et w = ( d1; d2) deux ¶el¶ements deC2. La d¶e¯nition du produit
scalaire (v; w) := c1 d1 + c2 d2 munit C2 d'une structure d'espace de Hilbert µa
2 dimensions. Cet exemple se g¶en¶eralise imm¶ediatement µaN dimensions et
fournit une repr¶esentation g¶en¶erique d'un espace de HilbertH N .

Exemple 2 : Soit l'ensembleL 2(R) des fonctions complexes d'une variable
r¶eelle, de carr¶e sommable, c'est-µa-direL 2(R) =

©
f : R ! C

¯
¯ R+ 1

¡1 dx jf (x)j2 <

+ 1
ª

. Soient f; g 2 L 2(R) ; la d¶e¯nition du produit scalaire ( f; g ) :=
R+ 1

¡1 dx f (x) g(x)
munit L 2(R) d'une structure d'espace de Hilbert de dimension in¯nie.

Les propri¶et¶es m¶etriques de l'espace de Hilbert permettent de d¶e¯nir l'ortho-
gonalit¶e de deux vecteurs par la nullit¶e de leur produit scalaire. On peut donc
consid¶erer desbases orthonorm¶ees, c'est-µa-dire des familles de vecteursf un g qui
i ) forment une base,
ii ) sont norm¶es,
iii ) sont deux µa deux orthogonaux,
soit :

(un ; ul ) = ±nl ; n; l = 1 ; 2; : : : ; N : (1.1.5)

Sur une telle base, les coe±cients du d¶eveloppement d'un vecteur quel-
conquev, soit

v =
NX

n =1

cn un ; (1.1.6)

se calculent tout naturellement suivant

cn = ( un ; v) : (1.1.7)

La norme dev est alors donn¶ee par le th¶eorµeme de Pythagore :

kvk2 =
NX

n =1

jcn j2 =
NX

n =1

¯
¯(un ; v)

¯
¯2

: (1.1.8)
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2 L'espace des ¶etats d'un systµeme quantique

A Amplitudes de transition et produits scalaires

Nous pouvons maintenant formaliser le concept d'¶etat quantique. Consid¶e-
rons la notion th¶eorique essentielle d'amplitude de transition entre deux ¶etats
introduite dans le tome I (Rudiments). Le terme \¶etat" dans la phrase pr¶e-
c¶edente ne possµede jusqu'ici qu'un contenu empirique : il renvoie µa l'ensemble
des proc¶edures exp¶erimentales utilis¶ees pour pr¶eparer l'\¶etat" initial et d¶etecter
l'\¶etat" ¯nal. La conceptualisation math¶ematique recherch¶ee, dans le cadre du
formalisme hilbertien adopt¶e, est toute naturelle.

L'¶etat d'un systµeme quantique est repr¶esent¶e par un vecteur, norm¶e µa
l'unit¶e, d'un espace de Hilbert H , appel¶e \espace des ¶etats" du systµeme.
L'amplitude de transition entre deux ¶etats est donn¶ee par le produit
scalaire des vecteurs correspondants.

Un ¶etat a est repr¶esent¶e par un vecteur unitaireva 2 H . On confondra
d¶esormais l'¶etat a et le vecteur norm¶e va qui le repr¶esente. L'amplitude de
transition entre deux ¶etats va et vb s'¶ecrit alors :

hvbjva i = ( vb; va) : (1.2.1)

La probabilit¶e de transition s'¶ecrit quant µa elle

P(vb Ã va) =
¯
¯(vb; va)

¯
¯2

: (1.2.2)

Cette identi¯cation donne imm¶ediatement un sens math¶ematique aux diverses
notions physiques fondamentales caract¶erisant les ¶etats quantiques (voirRudi-
ments, chapitre 4).

Le caractµere unitaire des vecteurs d'¶etat, c'est-µa-dire leur normalisation µa
l'unit¶e

kvk2 = ( v; v) = 1 ; (1.2.3)

permet d'interpr¶eter les amplitudes de transition comme amplitudes de proba-
bilit¶e. En e®et, il d¶ecoule bien de (1.2.2) et (1.2.3) que la probabilit¶e de \non-
transition", c'est-µa-dire de transition d'un ¶etat vers lui-même, est ¶egale µa l'unit¶e :

P(v Ã v) =
¯
¯(v; v)

¯
¯2

= 1 : (1.2.4)

Mieux, il en r¶esulte quetoutes les probabilit¶es sont born¶ees sup¶erieurement par
l'unit¶e :

P(w Ã v) =
¯
¯(w; v)

¯
¯2

· 1 : (1.2.5)

Cette condition est automatiquement remplie grâce µa l'in¶egalit¶e de Schwarz
(1.1.4) dµes lors quev et w sont norm¶es (voir exercice1.4).

Un ensemble disjoint d'¶etats est repr¶esent¶e par un ensemble de vecteurs
orthogonaux, puisque (voir Rudiments, ¶equation (4.2.18))

hun jun 0i = ( un ; un 0) = 0 ; n 6= n0 : (1.2.6)

Quant µa la compl¶etude (voir Rudiments, ¶equation (4.2.19)) d'un tel ensemble
d'¶etats, elle s'¶ecrit

NX

n=1

P(v Ã un ) = 1 ; (1.2.7)
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ou encore
NX

n =1

¯
¯hvjun i

¯
¯2

=
¯
¯hvjvi

¯
¯2

: (1.2.8)

Une fois les amplitudesh¢j¢iremplac¶ees par les produits scalaires (:; :), on re-
connâ³t le th¶eorµeme de Pythagore (1.1.7) exprimant que la famille de vecteurs
consid¶er¶ee forme une base.

Une famille complµete et disjointe d'¶etats quantiques est repr¶esent¶ee par
une base orthonorm¶ee de l'espace des ¶etats.

En¯n, la propri¶et¶e de conjugaison (1.1.1) des produits scalaires coÄ³ncide avec
la relation de conjugaison (Rudiments, ¶equation (4.4.44)) des amplitudes quan-
tiques.

B Phases

Cependant, la correspondance entre ¶etats et vecteurs d'¶etats n'est pas bi-
univoque. C'est que les probabilit¶es ne d¶ependent que dumoduledes amplitudes
de probabilit¶e, et que la phase de ces derniµeres est arbitraire. Il en r¶esulte que
deux vecteurs (norm¶es) deH ne di®¶erant que par une phase,v et v0 = ei® v,
repr¶esentent le même ¶etat physique puisqu'ils conduisent aux mêmes proba-
bilit¶es de transition. Si v0 = ei® v et w0 = ei¯ w :

(w0; v0) = ei (®¡ ¯ ) (w; v) ; (1.2.9)
¯
¯(w0; v0)

¯
¯2

=
¯
¯(w; v)

¯
¯2

: (1.2.10)

µA proprement parler donc, tous les vecteurs unitaires deH di®¶erant par leur
seule phase, c'est µa diretous les vecteurs de la formeei® v, 8® 2 R, repr¶esentent
le même ¶etat physique. La relation entre vecteurs deH \ne di®¶erer que par la
phase", est une relation d'¶equivalence qui d¶ecoupeH en classes d'¶equivalence,
appel¶ees rayons. On dira ainsi que :

Un ¶etat d'un systµeme quantique est repr¶esent¶e de fa»con unique par un
rayon unitaire de l'espace de Hilbert des ¶etats.

Dans la pratique, on choisit presque toujours un repr¶esentant dans la classe
d'¶equivalence, c'est-µa-dire un vecteur particulier du rayon, pour repr¶esenter
l'¶etat consid¶er¶e. Il convient n¶eanmoins de garder pr¶esent µa l'esprit l'arbitraire
de la phase des vecteurs d'¶etat. Cet arbitraire a d'importantes cons¶equences
physiques, par exemple dans la th¶eorie du spin (voir chapitre 7).

3 Op¶erateurs

A Op¶erateurs et matrices

On appelle op¶erateur dans un espace de HilbertH une application lin¶eaire
de H dans H. Ainsi un op¶erateur T fait correspondre µa tout vecteur v 2 H un
vecteur v0 = T v 2 H de telle fa»con que :

T(¸v + ¹w ) = ¸T v + ¹T w (1.3.1)

(voir exercice 1.5).
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Lorsque l'on a choisi une baseB = f un g et que l'on cherche µa exprimer les
composantes du vecteurv0 = T v µa partir de celles du vecteurv, on obtient :

c0
n :=( un ; v0) = ( un ; T v)

=
µ

un ; T
³ X

l

cl ul

´ ¶

=
X

l

(un ; T ul ) cl :

(1.3.2)

On note TB la matrice associ¶ee µa l'op¶erateurT dans la base B ; elle est d¶e¯nie
par ses ¶el¶ements :

TB
nl :=( un ; T ul ) : (1.3.3)

On ¶ecrit donc :
c0

n =
X

l

TB
nl cl : (1.3.4)

On voit comment l'action d'un op¶erateur sur un vecteur peut être repr¶esent¶ee
par celle d'une matrice (num¶erique) sur le \vecteur-colonne" repr¶esentant (nu-
m¶eriquement) le vecteur en question. Mais attention : les composantes du vec-
teur-colonne d¶ependent du choix (arbitraire) de la base, et ne sont donc pas
intrinsµequement associ¶ees au vecteur et µa l'op¶erateur consid¶er¶es. Ce point ¶etant
consid¶er¶e comme acquis, nous n'expliciterons pas toujours la d¶ependance de la
matrice par rapport µa la base, sous-entendant l'indiceB dans la notation T.

Pour un op¶erateur T, on a trµes souvent µa calculer des produits scalaires du
type (w; T v). Ils sont appel¶es (improprement) \¶el¶ements de matrice deT" µa
cause de leur ressemblance formelle avec (1.3.3). On pourrait dire encore que
(w; T v) est un ¶el¶ement de matrice deT dans une base non n¶ecessairement or-
thogonale comprenantv et w. La connaissance de tous les ¶el¶ements de matrice
d'un op¶erateur T ¶equivaut ¶evidemment µa celle de l'op¶erateurT lui-même : il
su±t en v¶erit¶e d'aprµes ce qui pr¶ecµede de connâ³tre les nombres (w; T v) lorsque w
et v parcourent une base donn¶eef un g.

Le produit scalaire permet de d¶e¯nir une op¶eration d'adjonction sur les
op¶erateurs deH. Tout op¶erateur T de H possµede un adjointT y qui est d¶e¯ni
par ses ¶el¶ements de matrice µa partir de ceux deT :

(w; T yv) :=( Tw; v)

= (v; T w) :
(1.3.5)

On en d¶eduit d'aprµes (1.3.3) que la matrice repr¶esentative deT y (dans une
base donn¶ee) est reli¶ee µa celle deT (dans la même base) par

Ty
nl = ( un ; T yul )

= ( Tun ; ul ) = (ul ; Tun ) ;
(1.3.6)

soit :
Ty

nl = T ln ; (1.3.7)

ou encore
Ty = T t (1.3.8)
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oµu le symbole \t" d¶esigne la transposition des matrices.
Une autre propri¶et¶e importante concerne l'adjoint d'un produit d'op¶erateurs.

En vertu de la d¶e¯nition (1.3.5), on a :

(w; (AB )yv) = ( ABw; v )

= (v; ABw ) = (Ayv; Bw) = (B yAyv; w)

= ( w; B yAyv) ; (1.3.9)

et donc
(AB )y = B yAy : (1.3.10)

Derniµere propri¶et¶e, l'adjoint d'une combinaison lin¶eaire d'op¶erateurs est ¶evidemment
donn¶e par :

(¸A + ¸ 0B)y = ¹̧A y + ¹̧ 0B y : (1.3.11)

B Exemples

a) Op¶erateurs unitaires

Un op¶erateur U est dit unitaire si et seulement si

UyU = UUy = I ; (1.3.12)

oµu I est l'op¶erateur identit¶e. Autrement dit, l'op¶erateur inverse de U existe et
se confond avec son adjoint :

U ¡ 1 = Uy : (1.3.13)

Il d¶ecoule de cette d¶e¯nition que

(Uw; Uv) = ( w; UyUv)

= ( w; Iv )

= ( w; v) ; 8w; v 2 H : (1.3.14)

Autrement dit, un op¶erateur unitaire laisse invariants les produits scalaires.
Cette propri¶et¶e aurait pu être prise comme d¶e¯nition.

Les op¶erateurs unitaires permettent de r¶ealiser des changements de base.
Il r¶esulte de (1.3.14) que l'ensemble des vecteursf u0

n g transform¶es par U des
vecteurs d'une basef un g,

u0
n = Uun ; n = 1 ; 2; : : : ; N ; (1.3.15)

est une autre base orthonorm¶ee. En e®et :

(u0
n ; u0

l ) = ( Uun ; Uul )

= ( un ; ul ) = ±nl : (1.3.16)

R¶eciproquement, ¶etant donn¶e deux bases orthonorm¶eesf un g et f u0
n g, il ex-

iste toujours un op¶erateur unitaire U qui les relie suivant (1.3.15). La matrice
repr¶esentative de l'op¶erateur unitaireU est donn¶ee, dans la basef un g, par ses
¶el¶ements :

Unl = ( un ; Uul ) = ( un ; u0
l ) : (1.3.17)
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Ses colonnes repr¶esentent donc les composantes des nouveaux vecteurs de base
dans l'ancienne base.µA ce titre, ce sont des vecteurs orthonorm¶es. Il en va de
même pour les lignes.

Les op¶erateurs unitaires jouent dans l'espace de Hilbert un rôle analogue
aux rotations dans l'espace euclidien qui conservent le produit scalaire et sont
repr¶esent¶es par des matrices orthogonales.

b) Op¶erateurs hermitiques

Une seconde cat¶egorie importante d'op¶erateurs est celle des op¶erateursher-
mitiques. L'op¶erateur A est dit hermitique (ou auto-adjoint) s'il est identique µa
son adjoint :

Ay = A : (1.3.18)

On a alors
(v; Aw) = ( Av; w) : (1.3.19)

La matrice A repr¶esentant l'op¶erateur A dans une base particuliµeref un g ob¶eit
alors d'aprµes (1.3.8), µa la condition

At = A : (1.3.20)

En particulier, ses ¶el¶ements diagonaux sont r¶eels et ses ¶el¶ements sym¶etriques
par rapport µa la diagonale principale sont conjugu¶es.

Il existe une relation intime entre op¶erateurs unitaires et op¶erateurs hermi-
tiques. Tout d'abord, si f est une fonction de variable complexe, disons analy-
tique,

f (z) =
1X

n =0

®n zn ; (1.3.21)

on pourra, en g¶en¶eral, d¶e¯nir µa partir d'un op¶erateurT, l'op¶erateur f (T) :

f (T) :=
1X

n =0

®n T n ; (1.3.22)

sous r¶eserve de convergence de la s¶erie. On peut, en tout cas en dimension ¯nie,
montrer que l'exponentielle d'un op¶erateur existe toujours :

exp(T) :=
1X

n=0

1
n!

T n : (1.3.23)

On a alors le r¶esultat suivant :

Si l'op¶erateur A est hermitique, l'op¶erateur

U := exp( iA ) (1.3.24)

est unitaire.

Il est en e®et clair que

Uy =
£

exp(iA )
¤y

;

= exp( ¡ iAy) = exp( ¡ iA ) ;
(1.3.25)
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et l'on v¶eri¯e ais¶ement que

exp(¡ iA ) =
£

exp(iA )
¤¡ 1

: (1.3.26)

On voit qu'il y a entre op¶erateurs hermitiques et unitaires exactement la même
relation qu'entre nombres r¶eels (\la droite") et nombres complexes de module
unit¶e (\le cercle") | qui d'ailleurs sont les op¶erateurs respectivement hermi-
tiques et unitaires dans un espace de Hilbert µa une dimension ; on peut dire
encore que les op¶erateurs hermitiques et unitaires g¶en¶eralisent µaN dimensions,
les notions de nombres r¶eels et complexes-unitaires µa 1 dimension.

c) Projecteurs

On appelle projection orthogonale sur un vecteur unitaire u, l'op¶eration
lin¶eaire qui associe µa tout vecteur sa composante suru. Cette op¶eration d¶e¯nit
donc un op¶erateur not¶e ¦ u et appel¶e \projecteur" (sur u) :

¦ uv :=( u; v) u : (1.3.27)

On note les propri¶et¶es :

¦ u ¦ u = ¦ u (idempotence); (1.3.28)

¦ u ¦ u 0 = 0 ; ssi (u; u0) = 0 : (1.3.29)

Avec cette notion, dont on verra plus loin l'utilit¶e, la donn¶ee d'une base or-
thonorm¶eef un g est ¶equivalente µa celle de la famille des projecteurs ¦u n sur les
vecteurs de base. Les projecteurs d'une telle famille (dite orthogonale) ob¶eissent
aux relations

¦ u n ¦ u l = ±nl ¦ u n ; n; l = 1 ; 2; : : : ; N ; (1.3.30)

d'aprµes (1.3.28) et (1.3.29). La d¶ecomposition (1.1.6)(1.1.7) d'un vecteurv quel-
conque sur la basef un g s'¶ecrit simplement

v =
X

n

¦ u n v : (1.3.31)

Cette expression valant pour tout vecteur v, il faut donc que

X

n

¦ u n = I ; (1.3.32)

oµu I est l'op¶erateur identit¶e dans H. Cette derniµere relation exprime ainsi le
caractµere complet de l'ensemblef un g, c'est-µa-dire le fait quetout vecteur de H
peut s'exprimer comme combinaison lin¶eaire desf un g. Cette propri¶et¶e, dite de
\compl¶etude", est donc ¶equivalente µa la caract¶erisation def un g comme base
de H. On v¶eri¯e ais¶ement en¯n qu'un projecteur est hermitique.

Les exercices1.6 µa 1.14 proposent l'¶etude de plusieurs op¶erateurs partic-
uliers | mais d'int¶erêt g¶en¶eral.
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C Domaines d'op¶erateurs

Un mot de mise en garde est n¶ecessaire. Les d¶eveloppements de cette section
sur les op¶erateurs ne posent guµere de problµemes tant que la dimension de l'es-
pace de Hilbert est ¯nie. Mais dans le cas contraire, de plus grandes pr¶ecautions
math¶ematiques s'imposeraient en toute rigueur. C'est que la d¶e¯nition même
d'un op¶erateur exige quelque subtilit¶e. En e®et, dans le cas de la dimension ¯nie,
toute transformation lin¶eaire sp¶eci¯e un op¶erateur. Il su±t de choisir une base,
oµu une telle application s'exprime par une certaine transformation matricielle,
qui d¶e¯nit bien, une fois abstraction faite de la base, un op¶erateur. La situation
est plus d¶elicate en dimension in¯nie. On peut certes toujours choisir une base
orthonorm¶eef un g, qui permet de caract¶eriser un vecteurv par ses composantes
cn = ( un ; v) | µa la condition toutefois que ces composantes satisfassent µa la
contrainte

P 1
1 jcn j2 < 1 qui permet d'attribuer au vecteur la norme sans

lequel il n'aurait pas d'existence l¶egale. Or il est clair qu'une transformation
lin¶eaire quelconque des composantescn ne respectera en g¶en¶eral pas cette con-
dition. On est donc amen¶e µa inclure dans la d¶e¯nition même d'un op¶erateur,
outre l'application lin¶eaire qu'il r¶ealise, son \domaine", c'est-µa-dire l'ensemble,
en g¶en¶eral plus r¶eduit que l'espace de Hilbert lui-même, des vecteurs auxquels
il peut s'appliquer (exercice1.16). Cette remarque a de fortes incidences sur les
propri¶et¶es de l'op¶eration d'adjonction : le domaine de l'adjoint Ay ne coÄ³ncide
pas n¶ecessairement avec celui de l'op¶erateurA. Aussi, lµa oµu nous avons d¶e¯ni
des op¶erateurs hermitiques, les math¶ematiciens distinguent les op¶erateurs \auto-
adjoints" (oµu le domaine de l'adjoint coÄ³ncide avec celui de l'op¶erateur initial)
et les op¶erateurs seulement \sym¶etriques" (oµu tel n'est pas le cas). Dans la plu-
part des cas que nous rencontrerons, les op¶erateurs d'int¶erêt physique ont des
domaines su±samment grands (dits alors \denses" dans l'espace de Hilbert)
pour pouvoir être manipul¶es sans trop de pr¶ecautions. Il convient cependant
de garder en tête la possibilit¶e d'occurrence de telles di±cult¶es, qui peuvent
d'ailleurs se produire dans des situations assez simples ; nous en verrons plus
loin un exemple dans l'exercice5.10. Nous nous contenterons ici de renvoyer
aux ouvrages sp¶ecialis¶es de math¶ematiques pour une ¶etude plus approfondie de
ces questions.

4 La notation de Dirac

Les physiciens, en th¶eorique quantique, utilisent souvent une notation com-
mode, invent¶ee par Dirac, et qui di®µere quelque peu de la notation math¶ematique
usuelle des paragraphes pr¶ec¶edents. Le point de d¶epart consiste µa \fendre en
deux" la barre centrale du symbolehvbjva i de l'amplitude de transition, pour
individualiser les deux symboles s¶epar¶eshvbj et jva i . Le \crochet" se disant en
anglais \bracket" Dirac baptisa \bra" et \ket" respectivement les entit¶es h¢jet j¢i
(l'¶elision du \c" peut être consid¶er¶ee comme un lapsus r¶ev¶elateur des problµemes
pos¶es par la rigorisation du d¶edoublement de la barre du \bra(c)ket"...). Les
kets deviennent alors simplement une autre notation pour les vecteurs de l'es-
pace de Hilbert : le vecteur qui repr¶esente l'¶etata peut ainsi être symbolis¶e, µa
la math¶ematicienne, parva et, µa la physicienne, parjva i . Quant aux \bras", on
peut math¶ematiquement les identi¯er aux formes lin¶eaires surH . On sait en ef-
fet que l'ensemble des formes lin¶eaires surH constitue un espace de HilbertH ¤,
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le dual de H et qu'il existe entre H et H ¤ un isomorphisme canonique qui µa
tout vecteur w 2 H ¤ fait correspondre la forme lin¶eaireFw (¢) = ( w; :). Cet
isomorphisme garantit donc pour chaque ¶etat l'existence simultan¶ee d'un ket
et d'un bra. La notation de Dirac charge donc le symbolehvbjva i d'un sens
math¶ematique formel, puisqu'il faut y lire maintenant le produit scalaire des
vecteurs va et vb qui se \r¶ealise" par la fusion de la double barre du brahvbj et
du ket jva i :

hvbjj va i ¡! h vbjva i ; (1.4.1)

repr¶esentant l'application math¶ematiquement symbolis¶ee par

vb; va ¡! (vb; va) : (1.4.2)

L'avantage de la notation de Dirac est de permettre la manipulation presque
automatique des structures alg¶ebriques de l'espace de Hilbert en jouant sur
les clivages et soudures e®ectu¶ees en divers points d'une châ³ne de bras et de
kets. Consid¶erons ainsi, en notation de Dirac, le d¶eveloppement d'un ¶etat quel-
conquev, not¶e jvi , sur la basef un g, not¶ee

©
jun i

ª
. On a, en r¶e¶ecrivant (1.1.6)

et (1.1.7) :

jvi =
X

n

cn jun i ; (1.4.3)

avec
cn = hun jvi : (1.4.4)

Modi¯ons l¶egµerement l'¶ecriture de (1.4.3), en pla»cant, ce qui est permissible,
le scalaire cn aprµes le vecteur jun i qu'il multiplie, et rempla»cons le par son
expression (1.4.4). Il vient :

jvi =
X

n

jun i
|{z}

hun jvi
| {z }

; (1.4.5)

oµu nous indiquons comment doivent être d¶ecoup¶ees les châ³nes de trois symboles
¯gurant dans la sommation. Mais r¶eorganisons ces symboles autrement, en cli-
vant le produit scalaire hun jvi pour regrouper les deux premiers termes en un
symbole de typejun ihun j :

jvi =
X

n

jun ihun j
| {z }

jvi
|{z}

: (1.4.6)

Quel peut être le sens d'une telle ¶ecriture ? Consid¶erons le symbole formel
\ket-bra" jun ihun j. Appliquons-le µa un vecteur quelconquejvi et passons du
d¶ecoupage initial

¡
jun ihun j

¢
jvi au d¶ecoupage ¯naljun i

¡
hun jvi

¢
, les parenthµeses

indiquant la r¶eorganisation ; on voit que l'on obtient un vecteur de H, colin¶eaire
µa jun i de longueurhun jvi (puisque jun i est unitaire). Autrement dit, on obtient
la projection de jvi sur jun i , et jun ihun j est le projecteur ¦ u n correspondant :

jun ihun j = ¦ u n : (1.4.7)

L'expression (1.4.6) est la d¶ecomposition (1.3.31) d¶ejµa rencontr¶ee.

C'est la forme symbolique (1.4.7) des projecteurs en notation de Dirac qui
rend cette notation particuliµerement f¶econde, par l'utilisation syst¶ematique de
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la \condition de compl¶etude" (1.3.32) (appel¶ee parfois \relation de fermeture")
¶ecrite sous la forme X

n

jun ihun j = I : (1.4.8)

Montrons ainsi comment cette relation, et la manipulation des symboles de
Dirac, permet une d¶emonstration \machinale" du th¶eorµeme de Pythagore. Soit
donc µa calculer le carr¶e de la norme d'un vecteurjvi :

kvk2 = hvjvi : (1.4.9)

Clivant le produit scalaire en son bra et son ket, on peut ¶egalement interposer
l'op¶erateur identit¶e entre les deux, puisqu'¶evidemmentI jvi = jvi . On a alors

hvjvi = hvjI jvi : (1.4.10)

Substituant alors pour I sa repr¶esentation (1.4.8) comme somme de projecteurs,
on obtient

hvjvi = hvj
³ X

n

jun ihun j
´

jvi ; (1.4.11)

puis, utilisant la lin¶earit¶e,

hvjvi =
X

n

hvj
|{z}

jun ihun j
| {z }

jvi
|{z}

; (1.4.12)

oµu l'on a indiqu¶e le d¶ecoupage initial des termes de la somme. Leur regroupement
mµene alors µa l'¶ecriture

hvjvi =
X

n

hvjun i
| {z }

hun jvi
| {z }

;

=
X

n

¯
¯hvjun i

¯
¯2

; (1.4.13)

et l'on reconnâ³t l'expression (1.1.8) d¶ejµa ¶ecrite dans la notation traditionnelle.
On utilisera d¶esormais ce type de technique sans la d¶etailler µa chaque fois.

En notation de Dirac, les ¶el¶ements de matrice d'un op¶erateurT seront not¶es

(w; T v) = hwjTjvi ; (1.4.14)

l'op¶erateur prenant place entre le bra et le ket. Cette notation est cependant
ambiguÄe : la sym¶etrie apparente de l'¶ecriturehwjT jvi ne permet pas de savoir,
a priori, si T agit vers la droite ou vers la gauche, c'est-µa-dire sur le ketjvi , ou
sur le bra hwj. La distinction entre l'op¶erateur T et son adjoint T y est ainsi peu
claire. C'est lµa un inconv¶enient essentiel de la notation de Dirac, et l'une des
raisons pour lesquelles nous reviendrons parfois µa la notation math¶ematique.
Mais inversement, la notation de Dirac est parfaitement adapt¶ee aux op¶erateurs
hermitiques puisque, par d¶e¯nition, ils se confondent avec leur adjoint. Les deux
interpr¶etations de hwjT jvi sont donc possibles a priori. Par contre, siT n'est
pas hermitique, nous convenons qu'il agit toujours sur le ket, conform¶ement µa
la correspondance (1.4.14). On ¶ecrira ainsi

hwj T yjvi
| {z }

= hvj T jwi
| {z }

= hwjT
| {z }

jvi ; (1.4.15)
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oµu les accolades pr¶ecisent bien la convention utilis¶ee. Une autre fa»con de consi-
d¶erer cette relation est de remarquer que le bra correspondant au ketTjwi peut
s'¶ecrire hwjT y ; la notation de Dirac rend la conjugaison facile.

La notation de Dirac permet une expression commode d'un op¶erateur µa
partir de ses ¶el¶ements de matrice.¶Ecrivons en e®et trivialement

T = I T I ; (1.4.16)

et utilisons la relation de fermeture (1.4.8). Il vient

T =
³ X

n

jun ihun j
´

T
³ X

l

jul ihul j
´

; (1.4.17)

et, par une manipulation maintenant familiµere :

T =
X

n;l

jun ihun jT jul ihul j : (1.4.18)

Mais
hun jT jul i = Tnl (1.4.19)

n'est autre que l'¶el¶ement de la matrice deT, et (1.4.18) se r¶e¶ecrit

T =
X

n;l

Tnl jun ihul j : (1.4.20)

On appelle souvent \dyadiques" les op¶erateurs

Dnl := jun ihul j : (1.4.21)

Notons que les projecteurs sont les dyadiques diagonaux :

¦ u n = Dnn : (1.4.22)

Le tableau 1.1 rassemble, dans les deux systµemes de notation, les formules
essentielles du formalisme hilbertien.

5 Grandeurs physiques
et op¶erateurs hermitiques

A Probabilit¶es et op¶erateurs

Soit A une grandeur physique, propri¶et¶e d'un systµeme quantique. Nous
savons queA est caract¶eris¶ee par un certain ensemble de valeurs propresf an g,
son spectre (voirRudiments, chapitre 3, section 2). µA chaque valeur proprean

correspond un certain ¶etat propre. Mais nous connaissons maintenant la car-
act¶erisation math¶ematique des ¶etats, et pouvons a±rmer qu'µa chaque valeur
propre an correspond unvecteur norm¶e un , appartenant µa l'espace de Hilbert
des ¶etatsH , et qu'en notation de Dirac nous symboliserons par le ketjun i . Les
¶etats propres deA ¶etant complets et disjoints, les vecteursf un g forment, nous
l'avons vu, une base orthonorm¶ee dansH. Cette base, naturellement, d¶epend
de la grandeur physiqueA consid¶er¶ee.
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Notation \math¶ematique" Notation de Dirac

Vecteurs v; w jvi ; jwi ; : : :

Produit scalaire (w; v) = (v; w) hwjvi = hvjwi

Norme kvk2 = ( v; v) ¸ 0 kvk2 = hvjvi ¸ 0
kvk = 0 , v = 0 kvk = 0 , j vi = 0

Base : orthonormalit¶e (un ; ul ) = ±nl hun jul i = ±nl

compl¶etude
P

n ¦ u n = I
P

n jun ihun j = I

D¶ecomposition v =
P

n (un ; v)un jvi =
P

n jun ihun jvi

Pythagore kvk2 =
P

n

¯
¯(un ; v)

¯
¯2

hvjvi =
P

n

¯
¯hun jvi

¯
¯2

Projecteur ¦ u v = ( u; v)u ¦ u = juihuj

Op¶erateur lin¶eaire v ¡! T v jvi ¡! T jvi
T (¸v + ¹w ) = ¸Tv + ¹Tw T (¸ jvi + ¹ jwi ) = ¸T jvi + ¹T jwi

¶El¶ements de matrice T nl = ( un ; T ul ) Tnl = hun jT ju l i

Adjonction (w; T yv) = ( Tw; v) = (v; Tw) hwj T y jvi
| {z }

= hwjT
| {z }

jvi = hvj T jwi
| {z }

Op¶erateur unitaire Uy = U ¡ 1 Uy = U ¡ 1

(w; v) = ( Uw; Uv) hwjvi = hwj UyUjvi
| {z }

= hwjUy

| {z }
Ujvi
| {z}

Op¶erateur hermitique A y = A A y = A
(w; Av ) = ( Aw; v ) hwjA

| {z }
jvi = hwj A jvi

|{z}

Tab. 1.1 { Espace de Hilbert, formules essentielles
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Pour un ¶etat physique quelconque, repr¶esent¶e par le vecteurv, la grandeur
physique A n'est pas num¶eriquement d¶e¯nie, mais peut prendre l'une de ses
valeurs propres an avec une probabilit¶e donn¶ee par celle de la transition de
l'¶etat initial v vers l'¶etat propre un correspondant, soit

Pu n (v) := P(v Ã un ) =
¯
¯(un ; v)

¯
¯2

; (1.5.1)

ou encore, en notation de Dirac :

Pun (v) =
¯
¯hun jvi

¯
¯2

: (1.5.2)

On peut donc calculer la valeur moyenne, au sens habituel de la th¶eorie
des probabilit¶es, de la grandeurA dans l'¶etat v, valeur moyenne que nous no-
tons hAi v :

hAi v :=
X

n

an Pu n (v) : (1.5.3)

Utilisons l'expression (1.5.2) des probabilit¶es et la relation de conjugaisonhun jvi =
hvjun i pour ¶ecrire la valeur moyenne sous la forme

hAi v =
X

n

an hvjun ihun jvi (1.5.4)

et, suivant la technique d¶ejµa expos¶ee, transformons cette expression en

hAi v = hvj
³ X

n

an jun ihun j
´

jvi : (1.5.5)

On y reconnâ³t, pris en sandwich hilbertien dans l'¶etat jvi , un op¶erateur que
nous baptisonsA :

A :=
X

n

an jun ihun j =
X

n

an ¦ u n : (1.5.6)

L'op¶erateur A est ainsi univoquement d¶e¯ni par les valeurs propresan et les
¶etats propresun correspondants qui caract¶erisent la grandeurA . Cet op¶erateur
possµede les propri¶et¶es suivantes :
i ) A est hermitique. D'aprµes la d¶e¯nition (1.5.6), A est une combinaison lin¶eaire
d'op¶erateurs hermitiques, les projecteurs, µa coe±cients r¶eels ; en e®et, nous sup-
posons r¶eelles les valeurs propres deA puisque ce sont les valeurs num¶eriques
prises par la grandeur physiqueA 1. Formellement :

Ay =
X

n

an ¦ y
u n

=
X

n

an ¦ u n = A : (1.5.7)

ii ) Appliquons l'op¶erateur A µa l'un des vecteurs d'¶etat propres de la grandeurA :

Ajul i =
³ X

n

an jun ihun j
´

jul i =
X

n

an jun ihun jjul i : (1.5.8)

1Cette hypothµese peut être abandonn¶ee et le cadre de la th¶eorie quantique ¶elargi. Ainsi, par
exemple, la fonction complexe ei' est aussi \physique" que son argument r¶eel, l'angle ' . (Voir
J.-M. L¶evy-Leblond, \Who is Afraid of Non Hermitian Operators ? A Quantum Description
of Angle and Phase", Ann. Phys. (N.Y.) 101 (1976), 319.) Nous n'aurons toutefois pas besoin
de cette extension dans la suite de ce cours, et nous nous en tiendrons au formalisme usuel,
ici d¶evelopp¶e.
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On a alors, d'aprµes la relation d'orthonormalit¶e hun jul i = ±nl de la base des
vecteurs d'¶etat propres :

Ajul i = al jul i : (1.5.9)

L'application de l'op¶erateur A au vecteur jul i reproduit ce vecteur au coe±-
cient al prµes. On reconnâ³t ici la d¶e¯nition math¶ematique d'un vecteur propre
de l'op¶erateur A et de la valeur propre correspondante. Il y a donc con°uence des
concepts physique et math¶ematique, ce qui explique aussi notre choix ant¶erieur
de terminologie dans l'approche heuristique (voirRudiments, chapitre 3). Ainsi
les valeurs propres, au sens physique (c'est-µa-dire caract¶eristiques), de la gran-
deur A sont-elles les valeurs propres, au sens math¶ematique, de l'op¶erateurA.
Et les ¶etats propres, au sens physique, de la grandeurA , sont repr¶esent¶es par
les vecteurs propres, au sens math¶ematique, de l'op¶erateurA.

B Op¶erateurs et grandeurs physiques

Inversement, tout op¶erateur hermitiqueA est apte µa repr¶esenter une grandeur
physique. Rappelons, en e®et, que tout op¶erateur hermitique possµede des valeurs
propres r¶eelles. Soit un vecteur propreu (suppos¶e norm¶e) deA et a la valeur
propre correspondante :

Au = au : (1.5.10)

En prenant le produit scalaire de chaque membre avecu lui-même, il vient

a = ( u; Au) = ( Ayu; u) = ( Au; u) = a ; (1.5.11)

oµu l'on a exploit¶e l'hermiticit¶e de A. De plus, deux vecteurs propres corre-
spondant µa des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Prenant le produit
scalaire de (1.5.10) avec un autre vecteur propreu0 de valeur propre a0, il vient

a(u0; u) = ( u0; Au) = ( Au0; u) = a0(u0; u) ; (1.5.12)

et donc
(u0; u) = 0 ; si a0 6= a : (1.5.13)

On peut alors montrer que A possµede un ensemble complet de tels vecteurs
orthogonaux, appel¶e base propre de l'op¶erateurA. Il peut arriver, bien entendu,
qu'µa une même valeur propre deA correspondent plusieurs vecteurs propres. Il
est facile de voir que toute combinaison lin¶eaire de ces vecteurs propres est encore
vecteur propre deA avec la même valeur propre. Autrement dit, µa chaque valeur
propre a correspond unsous-espace propreha , de dimensionka . On dit que la
valeur propre a est \d¶eg¶en¶er¶ee", et queka est son \degr¶e de d¶eg¶en¶erescence".
Si l'on choisit dans chaque sous-espace propreha , une sous-base orthonorm¶ee,
on construit par la r¶eunion de ces sous-bases une base (complµete) orthonorm¶ee
de vecteurs propres deA.

µA tout op¶erateur hermitique se trouve associ¶ee une grandeur physique (que
celle-ci soit int¶eressante ou utile est une autre question ; peu d'op¶erateurs inter-
viennent dans la pratique). En e®et, la connaissance de l'op¶erateur conduit µa
celle de ses vecteurs et valeurs propres donc aux caract¶eristiques d'une grandeur
physique. On peut dire que l'op¶erateurd¶ecrit la grandeur. En r¶esum¶e :
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Une grandeur physique d'un systµeme quantique est repr¶esent¶ee par un
op¶erateur hermitique dans l'espace de Hilbert des ¶etats du systµeme. Les
valeurs num¶eriques possibles de la grandeur sont les valeurs propres de
l'op¶erateur. Les ¶etats propres de la grandeur sont d¶ecrits par les vecteurs
propres de l'op¶erateur (qui forment une base de l'espace des ¶etats).

En¯n, la valeur moyenne de la grandeurA lorsque le systµeme est dans l'¶etatu
se calcule en prenant l'op¶erateurA en sandwich (sym¶etrique !) entre le bra et le
ket correspondants :

hAiu = hujAjui : (1.5.14)

L'utilisation du crochet h¢ ¢ ¢idans la notation de Dirac, tout comme dans la
symbolisation d'une valeur moyenne, n'est ¶evidemment pas accidentelle.µA cause
de la relation (1.5.14), il arrive trµes souvent qu'on parle de \valeur moyenne de
l'op¶erateur A" pour d¶esigner un sandwich hilbertien sym¶etrique quelconque tel
que hujAjui . Plus g¶en¶eralement d'ailleurs, on assimile la grandeur physiqueA
µa l'op¶erateur A qui la repr¶esente. Nous suivrons dor¶enavant le plus souvent cet
usage (un abus de langage justi¯¶e) et n'h¶esiterons pas µa ¶ecrire \la grandeur
physique A". L'expression (1.5.14) se g¶en¶eralise au calcul des valeurs moyennes
de toute fonction f (A ) :

hf (A)i u = hujf (A)jui ; (1.5.15)

oµu f (A) est l'op¶erateur fonction-f -de-l'op¶erateur-A, d¶e¯ni sans di±cult¶es lors-
que f est une fonction polynomiale ou entiµere (voir (1.3.21) et (1.3.22)).

On comprend que l'un des problµemes math¶ematiques les plus courants en
th¶eorie quantique consiste en la recherche des valeurs et vecteurs propres de
divers op¶erateurs. Le calcul se fait souvent en choisissant une base partic-
uliµere dans l'espace des ¶etats. L'op¶erateur ¶etudi¶e prend alors la forme d'une
matrice µa laquelle s'appliquent les techniques habituelles de \diagonalisation",
ainsi d¶enomm¶ees puisque dans la base (µa trouver !) des vecteurs propres de
l'op¶erateur, la matrice repr¶esentative est diagonale (on parle, par extension,
de diagonalisation de l'op¶erateur pour d¶ecrire la recherche de ses valeurs et
vecteurs propres ind¶ependamment d'une repr¶esentation matricielle particuliµere).
La forme diagonale de la matrice dans la base propre se lit directement en com-
parant l'expression (1.5.6) et la forme g¶en¶erale (1.4.20). On appelle d¶ecomposition
spectrale de l'op¶erateurA son expression sous la forme (1.5.6) qui exhibe ses
valeurs propres (son spectre) et ses vecteurs propres. (Voir exercices1.17 µa
1.22).

C Projecteurs et propositions ¶el¶ementaires

Les projecteurs orthogonaux de type ¦v = jvihvj sont des op¶erateurs hermi-
tiques. µA ce titre, ils peuvent être interpr¶et¶es comme des grandeurs physiques.
Puisqu'ils ob¶eissent µa la relation

¦ 2
v = ¦ v ; (1.5.16)

leurs valeurs propres¸ ob¶eissent µa l'¶equation¸ 2 = ¸ et valent n¶ecessairement
z¶ero ou un. La valeur propre unit¶e correspond au vecteur proprejvi lui-même,
puisqu'¶evidemment

¦ v jvi = jvi : (1.5.17)
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La valeur propre nulle est hautement d¶eg¶en¶er¶ee : elle correspond µa un sous-
espace propre qui est le sous-espace orthogonal µajvi , not¶e h?

v :

¦ v jwi = 0 ; ssi hwjvi = 0 : (1.5.18)

La grandeur physique repr¶esent¶ee par ¦v d¶ecrit alors la propri¶et¶e \être dans
l'¶etat jvi ". Ses valeurs propres 1 et 0 correspondent respectivement aux r¶eponses
\oui" et \non" µa la question \le systµeme est-il dans l'¶etat jvi ?". G¶en¶eralement,
un ¶etat du systµeme n'estpas vecteur propre de ¦ v ; c'est la somme d'un vecteur
colin¶eaire µa jvi et d'un vecteur appartenant µa h?

v . Autrement dit, le systµeme
n'est ni dans l'¶etat jvi , ni dans un ¶etat \non-jvi ". On voit ici les aspects essen-
tiellement non-classiques de la notion d'¶etat quantique.

On se convaincra mieux encore de la profonde signi¯cation des projecteurs
en tant que grandeurs physiques si l'on note que la valeur moyenne d'un tel
projecteur ¦ v dans un ¶etat w n'est autre que la probabilit¶e de transition de v
vers w, comme le montre trµes simplement la notation de Dirac :

h¦ v i w = hwj¦ v jwi = hwjvihvjwi =
¯
¯hwjvi

¯
¯2

= P(w Ã v) ; (1.5.19)

(voir aussi exercice1.23).
On appelle parfois \propositions ¶el¶ementaires" des propri¶et¶es dichotomiques

admettant deux valeurs de v¶erit¶e : vrai ou faux, oui ou non, z¶ero ou un. Il est bien
connu | c'est le principe de nombreux jeux de soci¶et¶e | que tout ¶enonc¶e peut
être d¶ecompos¶e en un ensemble de telles propositions ¶el¶ementaires. De même
ici, on peut les consid¶erer comme les ¶el¶ements de base du formalisme. Diverses
math¶ematisations de la th¶eorie quantique ont ¶et¶e propos¶ees qui partent de la
notion de proposition ¶el¶ementaire, et axiomatisent la structure de leur ensemble,
en introduisant de fa»con ou d'autre, le concept non-classique d'incompatibilit¶e
(voir section suivante), pour d¶emontrer ensuite l'¶equivalence avec le formalisme
hilbertien.

Notons en¯n que la valeur moyenne (1.5.14) d'une grandeurA dans un ¶etatv
peut s'exprimer µa l'aide du projecteur ¦ v sur cet ¶etat. En utilisant la relation
de compl¶etude, on a :

hAi v = hvjAjvi =
X

n

hvjAjun ihun jvi =
X

n

hun jvihvjAjun i

= Tr (¦ v A) = Tr ( A¦ v ) : (1.5.20)

D Op¶erateur densit¶e

Dans la situation envisag¶ee jusqu'µa pr¶esent, l'¶etat d'un systµeme quantique est
complµetement d¶etermin¶e par la donn¶ee d'un vecteur d'¶etat. Cela ne correspond
cependant pas au cas le plus g¶en¶eral et nous allons, dans cette sous-section,
consid¶erer des situations dans lesquelles la description de l'¶etat d'un systµeme
quantique au moyen d'ununique vecteur n'est plus possible et requiert l'usage de
plusieurs vecteurs. C'est, par exemple, le cas lorsque la proc¶edure de pr¶eparation
est susceptible de produire, de maniµere al¶eatoire, di®¶erents ¶etats du systµeme.
Cela peut r¶esulter du caractµere imparfait de la proc¶edure utilis¶ee, comme c'est
d'ailleurs souvent le cas en pratique. Il existe en¯n des situations dans lesquelles
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il est même impossiblepar principe d'associer µa un systµeme quantique un vecteur
d'¶etat d¶e¯ni ; nous en reportons la discussion µa la section 9E. On est amen¶e µa
associer au systµeme consid¶er¶e, non plus un seul mais plusieurs vecteurs d'¶etat
norm¶es µa l'unit¶e f v¹ g a®ect¶es respectivement de poids statistiquesf p¹ g. Le
poids p¹ caract¶erise le taux d'occurrence de tel ou tel ¶etatv¹ , c'est-µa-dire la
fr¶equence statistique avec laquelle \sort" cet ¶etatv¹ . Nous parlerons alors de
m¶elange statistiquepar opposition au cas des ¶etats consid¶er¶es jusqu'µa pr¶esent,
appel¶es ¶etatspurs, pour lesquels une description au moyen d'un unique vecteur
¶etait possible. Nous allons montrer comment ¶etendre le formalisme quantique µa
la description de tels m¶elanges statistiques.

Consid¶erons donc un m¶elange statistiqueM g¶en¶erique dans lequel intervi-
ennent les di®¶erents vecteurs d'¶etatf v¹ g avec des poids respectifsf p¹ g. Notons
bien que les ¶etatsv¹ ne sont nullement suppos¶es orthogonaux. Int¶eressons-nous µa
la probabilit¶e de transition P(w Ã M ) vers un ¶etat ¯nal quelconquew. On doit
prendre en compte toutes les transitions des ¶etatsv¹ du m¶elange vers l'¶etatw. Il
faut donc additionner les diverses probabilit¶es de transitionP(w Ã v¹ ), chacune
a®ect¶ee de son poids statistiquep¹ :

P(w Ã M ) =
X

¹

p¹ P(w Ã v¹ ) ; avec p¹ ¸ 0 et
X

¹

p¹ = 1 : (1.5.21)

En utilisant les projecteurs ¦ v ¹ , voir (1.5.19), on a :

P(w Ã M ) =
X

¹

p¹ hwj¦ v ¹ jwi

= hwj
³ X

¹

p¹ ¦ v ¹

´
jwi : (1.5.22)

Cette derniµere expression suggµere d'associer au m¶elangeM l'op¶erateur

½M :=
X

¹

p¹ ¦ v ¹ ; (1.5.23)

de sorte que la probabilit¶eP(w Ã M ) prend la forme simple :

P(w Ã M ) = hwj½M jwi = Tr ( ½M ¦ v ¹ ) (1.5.24)

qui g¶en¶eralise l'expression (1.5.19) au cas d'un m¶elange.
Quant µa la valeur moyenne d'une grandeur physiqueA , elle s'obtient na-

turellement comme la somme des valeurs moyennes de la grandeurA dans les
di®¶erents ¶etatsv¹ du m¶elangeM , a®ect¶ees des poids statistiquesp¹ :

hAi M =
X

¹

p¹ hAi v ¹ =
X

¹

p¹ Tr (¦ v ¹ A) = Tr
³ X

¹

p¹ ¦ v ¹ A
´

= Tr ( ½M A) ; (1.5.25)

qui g¶en¶eralise cette fois l'expression (1.5.20). Les expressions (1.5.24) et (1.5.25)
montrent que l'outil adapt¶e µa la description d'un m¶elange statistique n'est plus
un vecteur d'¶etat, mais un op¶erateur, l'op¶erateur densit¶e, souvent appel¶e im-
proprement \matrice densit¶e".

Si l'op¶erateur densit¶e g¶en¶eralise la notion de projecteur µa un m¶elange statis-
tique, r¶eciproquement, dans ce formalisme un ¶etat pur est caract¶eris¶e par des
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poids f p¹ g tous nuls sauf l'un d'entre eux, de valeur unit¶e : le systµeme peut
être d¶ecrit par un ¶etat bien d¶e¯ni. L'op¶erateur densit¶e du systµeme est alors le
projecteur sur cet ¶etat, v :

½v = ¦ v : (1.5.26)

Dans ce dernier cas, il est instructif de d¶ecomposer l'¶etatv sur une base norm¶ee
f un g de l'espace des ¶etats :

jvi =
X

n

cn jun i : (1.5.27)

L'op¶erateur densit¶e du systµeme peut alors se r¶e¶ecrire

½v = ¦ v =
X

m;n

cm cn jum ihun j ; (1.5.28)

ou encore :
½v =

X

n

jcn j2 jun ihun j +
X

m 6= n

cm cn jum ihun j : (1.5.29)

Comme l'¶etat v est norm¶e, on a
P

n jcn j2 = 1 et le premier terme de l'expres-
sion (1.5.29) est identique µa l'op¶erateur densit¶e d¶ecrivant un m¶elange statis-
tique compos¶e d'¶etatsf un g a®ect¶es des poids

©
jcn j2

ª
. Mais ½v se distingue d'un

tel op¶erateur par la pr¶esence du second terme, qui fait intervenir les quantit¶es
crois¶eescm cn jum ihun j. Ces quantit¶es traduisent l'existence d'interf¶erences entre
les di®¶erents ¶etatsf un g, interf¶erences qui seraient absentes d'un m¶elange statis-
tique d'¶etats f un g. On retiendra donc que ce sont les termes non-diagonaux de
l'op¶erateur densit¶e dans une certaine base qui distinguent unm¶elange statis-
tique d'¶etats de cette base, d'un ¶etat pur qui, lui, est unesuperposition de ces
¶etats de base.

Consid¶erons maintenant l'expression dans une base quelconquef un g de
l'op¶erateur densit¶e le plus g¶en¶eral (1.5.23).µA partir de la d¶ecomposition des
¶etats f v¹ g dans cette base, soit

jv¹ i =
X

n

c¹n jun i ; (1.5.30)

l'op¶erateur densit¶e (1.5.23) s'¶ecrit, compte-tenu de (1.5.29) :

½M =
X

¹

p¹ ½v ¹ =
X

¹

p¹

³ X

n

¯
¯c¹n

¯
¯2

jun ihun j +
X

m 6= n

c¹m c¹n jum ihun j
´

=
X

n

dnn jun ihun j +
X

m 6= n

dmn jum ihun j ; (1.5.31)

oµu l'on a pos¶edmn =
P

¹ p¹ c¹m c¹n . L'expression (1.5.31) ressemble µa celle du
cas pur (1.5.29), mais la di®¶erence capitale est que les ¶el¶ements de matricedmn

ne sont pas des produits du typecm cn . Ainsi, l'op¶erateur densit¶e d'un ¶etat
pur se distingue de celui d'un m¶elange statistique par la factorisabilit¶e de ses
¶el¶ements. Un op¶erateur densit¶e diagonal ne peut repr¶esenter un ¶etat pur tel
que (1.5.27), que si les coe±cientscn satisfont cm cn = 0, pour tous m 6= n ;
ces coe±cients sont donc nuls µa l'exception d'un seul, soitc² , et seul le terme
diagonal correspondantd² = jc² j2 est non-nul (et ¶egal µa l'unit¶e) ; sauf dans ce
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cas particulier, un op¶erateur densit¶e diagonal repr¶esente un m¶elange statistique.
Un op¶erateur densit¶e non-diagonal peut a priori repr¶esenter soit un m¶elange
statistique, soit un ¶etat pur si et seulement si ses ¶el¶ements se factorisent. Nous
verrons plus bas une caract¶erisation des ¶etats purs plus ¶economique.

¶Etablissons maintenant quelques propri¶et¶es importantes de l'op¶erateur den-
sit¶e. De la d¶e¯nition (1.5.23) d¶ecoulent imm¶ediatement les propri¶et¶es suivantes.
L'op¶erateur densit¶e ½est :
i ) hermitique,

½y =
X

¹

p¹ ¦ y
v ¹

=
X

¹

p¹ ¦ v ¹ = ½; (1.5.32)

ii ) d¶e¯ni positif,

hwj½jwi =
X

¹

p¹ hwjv¹ ihv¹ jwi =
X

¹

p¹
¯
¯hwjv¹ i

¯
¯2

¸ 0 ; (1.5.33)

pour tout ¶etat w ;
iii ) de trace unit¶e,

Tr ½=
X

¹

p¹ Tr ¦ v ¹ =
X

¹

p¹ hv¹ jv¹ i =
X

¹

p¹ = 1 : (1.5.34)

Les propri¶et¶es (1.5.32), (1.5.33) et (1.5.34) peuvent être consid¶er¶ees comme
d¶e¯nissant l'op¶erateur densit¶e. Cela permet d'envisager des situations encore
plus g¶en¶erales que celles d¶ecrites par (1.5.23). On peut, en e®et, construire µa par-
tir de divers m¶elanges d¶ecrits par leurs op¶erateurs densit¶esf ½1; ½2; : : : ; ½i ; : : :g,
auxquels on associe de nouveaux poids statistiquesf q1; q2; : : : ; qi ; : : :g, un op¶e-
rateur

½:=
X

i

qi ½i : (1.5.35)

C'est un op¶erateur densit¶e puisqu'il v¶eri¯e bien les propri¶et¶es (1.5.32), (1.5.33)
et (1.5.34).

En tant qu'op¶erateur hermitique, un op¶erateur densit¶e½est diagonalisable,
de valeurs propres r¶eellesf r n g. Soit f un g une base orthonorm¶ee de vecteurs
propres de½qui s'¶ecrit alors

½=
X

n

r n ¦ u n : (1.5.36)

La propri¶et¶e de positivit¶e de l'op¶erateur densit¶e implique que les valeurs propres
f r n g sont toutes positives ou nulles. La trace d'un op¶erateur densit¶e ¶etant ¶egale
µa l'unit¶e, il s'ensuit que

r n ¸ 0 et
X

n

r n = 1 : (1.5.37)

Les propri¶et¶es (1.5.37) vont nous permettre d'¶etablir deux critµeres intrinsµe-
ques | c'est-µa-dire ind¶ependants de toute base | discriminant un ¶etat pur d'un
m¶elange statistique µa l'aide d'op¶erations alg¶ebriques sur l'op¶erateur densit¶e. Cela
peut s'av¶erer utile si l'op¶erateur densit¶e n'est pas directement ¶ecrit sous une des
formes canoniques (1.5.23) ou (1.5.36) | la discrimination est alors triviale |
mais sous une forme quelconque (1.5.31).
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Un ¶etat pur est caract¶eris¶e par le fait que l'op¶erateur densit¶e associ¶e se r¶eduit
µa un seul terme et s'identi¯e au projecteur sur cet ¶etat :

½= ¦ v : (1.5.38)

Ainsi, ½satisfait la propri¶et¶e caract¶eristique d'un projecteur :

½2 = ½ : (1.5.39)

R¶eciproquement, cette ¶egalit¶e est su±sante pour que l'op¶erateur densit¶e repr¶esente
un ¶etat pur. En e®et, si½2 = ½, les valeurs propres de½satisfont toutes la même
¶egalit¶e r 2

n = r n . On a donc r n = 0 ou 1. Mais les valeurs propresf r n g v¶eri¯ent
aussi (1.5.37) ce qui implique qu'une seule d'entre elles est non nulle, et ¶egale µa
l'unit¶e. La somme (1.5.36) ne comporte donc qu'un terme, comme en (1.5.38) ;
on est donc dans le cas d'un ¶etat pur.

La seconde caract¶erisation du cas pur fait intervenir l'op¶eration de trace. On
a, pour tout op¶erateur densit¶e :

Tr ½2 · 1 ; (1.5.40)

l'¶egalit¶e caract¶erisant un ¶etat pur. En e®et, les conditions (1.5.37) impliquent
r n · 1, soit r 2

n · r n . Par cons¶equent :

Tr ½2 =
X

n

hun j½2jun i =
X

n

r 2
n ·

X

n

r n = 1 : (1.5.41)

La saturation de l'in¶egalit¶e implique
X

n

r n =
X

n

r 2
n ; (1.5.42)

soit encore X

n

¡
r n ¡ r 2

n

¢
= 0 : (1.5.43)

Mais commer 2
n · r n , chaque terme de cette somme doit être nul, soitr 2

n = r n .
D'oµu r n = 0 ou 1. Cela implique comme ci-dessus qu'un seul desr n est non nul
et ¶egal µa l'unit¶e. On est donc bien dans un cas pur.

Les critµeres pr¶ec¶edents montrent qu'il existe une distinction objective entre
¶etat pur et m¶elange statistique : on peut, µa l'issue d'une s¶erie d'exp¶eriences
ayant conduit µa la construction de l'op¶erateur densit¶e½(voir exercice 1.24),
conclure sans ambiguÄ³t¶e µa la nature pure ou non de l'¶etat consid¶er¶e. Dans le cas
pur, il existe un vecteur d'¶etat bien d¶etermin¶e que l'on peut construire et qui
permet d'exprimer de fa»con unique l'op¶erateur densit¶e sous la forme (1.5.26). Il
est alors naturel de se demander si, dans le cas impur, celui d'un m¶elange statis-
tique, il existe une semblable d¶etermination : peut-on associer µa un op¶erateur
densit¶e, de fa»con unique, un ensemble d'¶etats et de poids statistiques perme-
ttant de l'¶ecrire sous la forme g¶en¶erale (1.5.23) ? La r¶eponse µa cette question
est n¶egative. Les d¶eveloppements pr¶ec¶edents su±sent en e®et µa montrer qu'un
même op¶erateur densit¶e peut s'¶ecrire de multiples fa»cons comme un m¶elange
statistique d'¶etats (voir aussi exercice1.25). Par exemple, l'op¶erateur densit¶e
g¶en¶erique (1.5.23) peut aussi s'¶ecrire en termes d'un m¶elange de ses ¶etats pro-
pres sous la forme (1.5.36). Tout au plus peut-on a±rmer que dans le cas oµu
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les valeurs propres de l'op¶erateur densit¶e sont distinctes, il existe une fa»con
unique de l'¶ecrire comme m¶elange d'¶etats orthogonaux (ses ¶etats propres). Mais
l'orthogonalit¶e n'est nullement une condition physique n¶ecessaire pour les ¶etats
d¶e¯nissant un m¶elange statistique. Au surplus, dµes qu'il y a d¶eg¶en¶erescence,
l'orthogonalit¶e elle-même ne su±t plus µa d¶e¯nir un m¶elange unique (en t¶emoigne
le cas extrême d'un op¶erateur densit¶e ayant toutes ses valeurs propres ¶egales et
donc multiple de l'identit¶e, qui s'¶ecrit comme somme des projecteurs sur les
vecteurs de n'importe quelle base orthonorm¶ee). La notion de \convexit¶e" de
l'ensemble des ¶etats (purs et m¶elanges) permet d'¶eclairer cet ¶etat de chose (ex-
ercice1.26).

6 Compatibilit¶e des grandeurs et commutation
des op¶erateurs

A Compatibilit¶e et commutativit¶e

Nous avons vu que l'une des caract¶eristiques essentielles des grandeurs phy-
siques quantiques est leurincompatibilit¶e (Rudiments, chapitre 3). En g¶en¶eral,
deux grandeurs n'admettent pas les mêmes ¶etats propres, et ne prennent pas
leurs valeurs propres pour les mêmes ¶etats. Elles sont alors ditesincompatibles.
Leurs extensions spectrales ne peuvent être simultan¶ement nulles, ce qu'expri-
ment les in¶egalit¶es de Heisenberg. Nous allons donner maintenant une tran-
scription formelle des notions d'incompatibilit¶e et de compatibilit¶e, ce qui nous
permettra de d¶emontrer rigoureusement les in¶egalit¶es de type Heisenberg. Con-
sid¶erons donc deux grandeursA et B compatibles. Par hypothµese, elles ont leurs
¶etats propres en commun. Dans le formalisme que nous venons de d¶evelopper,
ceci implique que les op¶erateursA et B repr¶esentant les grandeursA et B ont
les mêmes vecteurs propres.¶Evidemment, les ensembles de valeurs propresf an g
et f bn g respectives deA et B , eux, sont absolument ind¶ependants. Sif un g est
la base des vecteurs propres communs µaA et B , et ¦ un les projecteurs corre-
spondants, leurs d¶ecompositions spectrales respectives s'¶ecrivent

8
>><

>>:

A =
X

n

an ¦ u n ;

B =
X

l

bl ¦ u l :
(1.6.1)

On peut donc calculer

AB =
³ X

n

an ¦ u n

´³ X

l

bl ¦ u l

´

=
X

n;l

an bl ¦ u n ¦ u l =
X

n;l

an bl ±nl ¦ un

=
X

n

an bn ¦ u n ; (1.6.2)

oµu l'on a utilis¶e la propri¶et¶e (1.3.30) des projecteurs. Autrement dit, les vecteurs
propres deA et B sont aussi vecteurs propres de l'op¶erateurAB et ses valeurs
propres sont donn¶ees par le produit des valeurs propres deA et B . Ceci est



Chap. 1, Le formalisme hilbertien de la th¶eorie quantique 5 f¶evrier 2007 23

¶evident en termes matriciels : dans la base de leurs vecteurs propres communs,
les matricesA et B sont diagonales et il en va de même de leur produit ! On
calcule de la même fa»con :

BA =
X

n

an bn ¦ u n ; (1.6.3)

et on en d¶eduit imm¶ediatement que siA et B sont compatibles alors :

AB = BA : (1.6.4)

On dit que les deux op¶erateursA et B commutent. Montrons que la r¶eciproque
est ¶egalement vraie. Supposons ainsi queA et B commutent. Soit f un g la base
des ¶etats propres deA. On a :

A(Bun ) = B (Aun )

= B (an un )

= an (Bun ) : (1.6.5)

Le vecteur Bun est vecteur propre deA, comme un , et avec la même valeur
propre an . Si les valeurs propres sont toutes di®¶erentes (non-d¶eg¶en¶er¶ees), les
sous-espaces propres sont de dimension 1 etBun est n¶ecessairement colin¶eaire
µa un :

Bun = bn un : (1.6.6)

Autrement dit, un est aussi vecteur propre deB . Pour que deux op¶erateurs aient
même ensemble de vecteurs propres, il est donc n¶ecessaire et su±sant qu'ils
commutent. Cette conclusion se g¶en¶eralise au cas oµu les valeurs propres de l'un
ou l'autre op¶erateur ne sont pas toutes distinctes (lorsqu'il y a d¶eg¶en¶erescence),
comme on le verra ci-dessous.

Les propri¶et¶es de commutation vont donc jouer un rôle essentiel en th¶eorie
quantique. On d¶e¯nit ainsi le commutateur de deux op¶erateurs

[[[A; B ]]] := AB ¡ BA : (1.6.7)

Nous avons donc montr¶e que :

Deux grandeurs physiquesA et B sont compatiblessi, et seulement si les
op¶erateursA et B qui les repr¶esententcommutent :

[[[A; B ]]] = 0 :

B D¶eg¶en¶erescence,
ensembles complets de grandeurs compatibles

Envisageons le cas oµu la valeur proprean est d¶eg¶en¶er¶eed'ordre kn . Il y
a alors tout un sous-espace proprehn de dimensionkn correspondant µa cette
valeur propre. Le choix des vecteurs de base appartenant µa ce sous-espace est
arbitraire. Si B commute avecA, et si un appartient au sous-espace propre de la
valeur propre an l'¶equation (1.6.5), toujours valable, montre queBun appartient
aussi au sous-espacehn en question mais n'est plus n¶ecessairement colin¶eaire
µa un . Il su±t cependant de r¶esoudre le problµeme aux valeurs propres deB dans
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ce sous-espace pour trouver une base de vecteurs propres communs. Naturelle-
ment, il se peut que, dans ce sous-espace, une valeur propre deB , µa son tour,
soit d¶eg¶en¶er¶ee et que la base propre commune µaA et B ne soit pas encore d¶e¯nie
de fa»con unique. On appellera \ensemblecomplet d'op¶erateurs qui commutent"
(ou par abus de langage, ensemble complet de grandeurs compatibles) un en-
semble d'op¶erateursf A; B; C; : : : g commutant deux µa deux et sp¶eci¯ant de fa»con
unique une base de vecteurs propres communs. Ainsi, chaque vecteur de cette
base est vecteur propre def A; B; C; : : : g avec des valeurs propresf a; b; c; : : :g
et deux vecteurs propres di®µerent par l'une au moins de ces valeurs propres.
En d'autres termes, lesdites valeurs propres fournissent un ¶etiquetage exhaustif
de chacun des vecteurs de la base consid¶er¶ee. En th¶eorie quantique, on est sou-
vent amen¶e µa diagonaliser l'op¶erateur correspondant µa telle ou telle grandeur
physique (au premier chef l'¶energie). Cette op¶eration, ardue dans la plupart des
cas, est facilit¶ee par la consid¶eration d'op¶erateurs plus simples que le premier et
commutant avec lui ; de tels op¶erateurs sont en g¶en¶eral associ¶es aux sym¶etries
du systµeme. La diagonalisation de ces op¶erateurs permet alors de d¶e¯nir une
base dans laquelle la diagonalisation de l'op¶erateur ¶etudi¶e est plus ais¶ee (exer-
cice1.27). D'oµu, l'importance des systµemes complets de grandeurs compatibles,
et donc de l'¶etude des commutateurs des op¶erateurs les repr¶esentant.

C Propri¶et¶e des commutateurs

Indiquons ici quelques propri¶et¶es des commutateurs, d¶ecoulant de leur d¶e¯-
nition (voir aussi exercice1.28). Tout d'abord, le commutateur est une fonction
bilin¶eaire : (

[[[¸ 1A1 + ¸ 2A2; B]]] = ¸ 1[[[A1; B]]] + ¸ 2[[[A2; B ]]] ;

[[[A; ¹ 1B1 + ¹ 2B2]]] = ¹ 1[[[A; B 1]]] + ¹ 2[[[A; B 2]]] ;
(1.6.8)

et antisym¶etrique :
[[[A; B ]]] = ¡ [[[B; A ]]] : (1.6.9)

Calculons ensuite l'adjoint d'un commutateur :

[[[A; B ]]]y = ( AB ¡ BA )y

= B yAy ¡ AyB y ; (1.6.10)

soit encore
[[[A; B ]]]y = [[[B y; Ay]]] : (1.6.11)

Si A et B sont hermitiques, Ay = A et B y = B , on a

[[[A; B ]]]y = [[[B; A ]]]

= ¡ [[[A; B ]]] :
(1.6.12)

On dit qu'un op¶erateur oppos¶e µa son adjoint est anti-hermitique. Les op¶erateurs
anti-hermitiques sont aux hermitiques ce que les nombres imaginaires purs sont
aux r¶eels. On voit alors que l'op¶erateur d¶e¯ni parC = ¡ i[[[A; B ]]] est hermitique
et l'on peut ¶ecrire :

[[[A; B ]]] = iC ; (1.6.13)

oµu C est un op¶erateur hermitique commeA et B . Il se quali¯era donc ¶eventuel-
lement pour repr¶esenter une grandeur physiqueC, commeA et B repr¶esententA
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et B. L'algµebre desrelations de commutation entre grandeurs physiques joue un
rôle fondamental en th¶eorie quantique. Ces relations prennent la forme g¶en¶eri-
que (1.6.13).

Notons une relation souvent utile :

[[[A; B 1B2]]] = [[[A; B 1]]]B2 + B1[[[A; B 2]]] ; (1.6.14)

qui se v¶eri¯e ais¶ement. Et similairement :

[[[A1A2; B]]] = A1[[[A2; B]]] + [[[A1; B ]]]A2 : (1.6.15)

Facile µa retenir : le commutateur d'un op¶erateur avec un produit de deux autres,
s'obtient en ajoutant les deux termes obtenus en \faisant sortir" du commuta-
teur tour µa tour chacun des termes du produit deson côt¶e.

En¯n, la notion de commutation joue un rôle important dans le maniement
des fonctions d'op¶erateurs, en particulier des exponentielles. On prendra garde
qu'en g¶en¶eral :

exp(S) exp(T) 6= exp( S + T) ; (1.6.16)

comme le montre le d¶eveloppement en s¶erie de chaque membre dµes le deuxiµeme
ordre :

exp(S) exp(T) =
¡
I + S + 1

2 S2 + ¢ ¢ ¢
¢¡

I + T + 1
2T 2 + ¢ ¢ ¢

¢

= I + S + T + 1
2S2 + ST + 1

2T 2 + ¢ ¢ ¢; (1.6.17)

alors que :

exp(S + T) = I + S + T + 1
2 (S + T)2 + ¢ ¢ ¢

= I + S + T + 1
2 S2 + 1

2 ST + 1
2T S + 1

2 T 2 + ¢ ¢ ¢: (1.6.18)

On peut par contre a±rmer que

exp(S) exp(T) = exp( S + T) ; si [[[S; T]]] = 0 (1.6.19)

(attention ! la r¶eciproque est fausse ; voir exercices1.30 et 1.31). En particulier,
on a toujours

exp(S) exp(¡ S) = I : (1.6.20)

Terminons par une formule d'un grand int¶erêt pratique, comme on le verra plus
loin :

exp(S) T exp(¡ S) = T + [[[S; T]]] + 1
2 [[[S;[[[S; T]]]]]] + ¢ ¢ ¢

+ ¢ ¢ ¢+ 1
n ! [S;[S; : : : S;[S

| {z }
n fois

; T ] : : : ]]
| {z }

n

+ ¢ ¢ ¢ (1.6.21)

(voir exercice 1.30 pour la d¶emonstration).

D Ensemble irr¶eductible d'op¶erateurs

L'espace de Hilbert est un cadre formel g¶en¶eral, aussi il importe de d¶eterminer
la structure de l'espace de Hilbert sp¶eci¯que d'un systµeme quantique donn¶e.
Puisque ce sont ses grandeurs physiques qui, g¶en¶eralement, font la sp¶eci¯cit¶e
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d'un systµeme physique, il est naturel de songer µa caract¶eriser l'espace des ¶etatsH
d'un systµeme quantique par les op¶erateurs qui agissent dans cet espace. Dµes lors
se posent deux questions :
i ) est-il n¶ecessaire de connâ³tre l'in¯nit¶e d'op¶erateurs agissant dans l'espaceH ?
ii ) comment sp¶eci¯er un op¶erateur agissant dansH ?

Un nombre ¯ni d'op¶erateurs devrait a priori su±re, comme pour un systµeme
classique qu'un certain nombre de grandeurs physiques ind¶ependantes su±sent
µa la description (pour un systµeme de points mat¶eriels, par exemple, leurs po-
sitions et quantit¶es de mouvement). En ce qui nous concerne ici, reste donc
pratiquement µa savoir quels op¶erateurs se donner, et si possible en nombre min-
imum. Cette id¶ee, encore vague, d'op¶erateurs \ind¶ependants" va se pr¶eciser plus
bas dans la notion d'\ensemble irr¶eductible d'op¶erateurs" et dans sa propri¶et¶e
caract¶eristique ¶enonc¶ee par le \lemme de Schur".

Les proc¶ed¶es les plus imm¶ediats de sp¶eci¯cation d'un op¶erateur par son ac-
tion sur chacun des vecteurs d'une base deH, ou par son d¶eveloppement spec-
tral (1.5.6) sont en fait surabondants ici oµu ce sont plutôt les relations entre
op¶erateurs qui importent. Les expressions des commutateurs des op¶erateurs de
l'ensemble irr¶eductible su±sent pour achever la d¶etermination de la structure
de l'espace de Hilbert du systµeme. En r¶esum¶e, pour les besoins de l'analyse, un
systµeme quantique, c'est : un ensemble irr¶eductible d'op¶erateurs, et les commu-
tateurs de ces op¶erateurs.

Commen»cons par quelques d¶e¯nitions. Un ensembleE d'op¶erateurs agis-
sant dans l'espace de HilbertH est dit \auto-adjoint" si l'appartenance d'un
op¶erateurA µa l'ensemble implique l'appartenance de son adjointAy. L'ensemble
est dit \irr¶eductible" s'il n'existe pas de sous-espace deH (autre que H lui-même,
bien sûr) qui soit invariant sous l'action de tous les op¶erateurs de l'ensemble.
A contrario, s'il existe un sous-espaceh ½ H tel que pour tout vecteur v 2 h
et tout op¶erateur A 2 E on ait Av 2 h, alors l'ensembleE est dit \r¶eductible".
Consid¶erons maintenant un ensemble d'op¶erateurs auto-adjoints,E, et l'ensem-
ble F des op¶erateurs qui commutent avectous les op¶erateurs deE. Un op¶erateur
B 2 F commute donc aussi bien avec un op¶erateurA 2 E qu'avec son adjointAy.
Or [[[B; A ]]] = [[[B; A y]]] = 0 implique, d'aprµes (1.5.6), [[[B y; Ay]]] = [[[B y; A]]] = 0, donc
B y 2 F , ensemble qui se trouve par la même lui aussi auto-adjoint. En¯n,B
peut s'¶ecrire comme une combinaison lin¶eaire des deux op¶erateursB + B y et
i (B ¡ B y), auto-adjoints, qui eux-aussi commutent avecA et Ay et appartiennent
donc µaF . Il su±t ainsi de consid¶erer les op¶erateurs auto-adjoints deF .

Consid¶erons µa pr¶esent un op¶erateur deF , soit B , hermitique, et une base
de H constitu¶ee par les vecteurs propresf un g de B . Autrement dit :

B jun i = bn jun i ; (1.6.22)

et
hun jB = hun jbn : (1.6.23)

Soit hn le sous-espace propre deB correspondant µa la valeur proprebn (si cette
valeur propre est non d¶eg¶en¶er¶ee,hn est tout simplement de dimension unit¶e),
et h?

n le sous-espace compl¶ementaire, orthogonal µahn . Prenons un op¶erateur
A quelconque deE et calculons l'¶el¶ement de matrice du commutateur [[[A; B ]]] = 0
entre deux ¶etats de la base,un 2 hn et ul 2 h?

n . Il vient

hun j(AB ¡ BA )jul i = 0 ; (1.6.24)
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d'oµu, grâce µa (1.6.22) et (1.6.23) :

(bl ¡ bn )hun jAjul i = 0 : (1.6.25)

Le vecteurul n'¶etant pas danshn , on a n¶ecessairementbl 6= bn et donchun jAjul i =
0. L'action de A sur tout ul 2 h?

n r¶esulte ainsi en un vecteurAu l orthogonal
µa tout un 2 hn . Il s'ensuit que Au l 2 h?

n et donc que h?
n est un sous-espace

invariant de H.
Qu'en est-il alors si l'ensembleE est non seulement auto-adjoint mais irr¶e-

ductible ? L'espace de Hilbert n'admettant pas, par d¶e¯nition, de sous-espace
invariant par rapport aux op¶erateurs de E, on ne peut avoir bl 6= bn . Autrement
dit, bl = bn pour tous l et n, et l'op¶erateur B , hermitique, n'ayant qu'une seule
valeur propre, disonsb, est de la formeB = bI . Conclusion : tout op¶erateur qui
commute avec tous les op¶erateurs d'un ensemble irr¶eductible auto-adjoint est
un multiple de l'identit¶e. Un tel op¶erateur est trivial et ne saurait repr¶esenter
une grandeur physique autre que constante.

Inversement, si l'ensembleE auto-adjoint est r¶eductible, le sous-espace in-
variant h?

n est non-vide. De plus, puisque tout op¶erateurA 2 E commute avec
l'op¶erateur B , on a, pour un vecteur v 2 hn :

BA jvi = AB jvi

= bn Ajvi : (1.6.26)

Ainsi, Av est vecteur propre deB correspondant µa la valeur proprebn , et il
appartient aussi au sous-espacehn qui se trouve donc lui aussi invariant par
rapport aux op¶erateurs deE. Donnons nous alors deux nombres r¶eelsc1 6= c2,
et d¶e¯nissons un op¶erateurC par son action sur les vecteurs deH = hn [ h?

n :

Cjvi := c1jvi ; pour tout jvi 2 hn ,

Cjwi := c2jwi ; pour tout jwi 2 h?
n .

(1.6.27)

Notons que cet op¶erateur n'est pas un multiple de l'identit¶e. On a alors, pour
tout op¶erateur A 2 E :

hvj(AC ¡ CA)jvi = ( c1 ¡ c1)hvjAjvi = 0 ;

hwj(AC ¡ CA)jwi = ( c2 ¡ c2)hwjAjwi = 0 ;
(1.6.28)

et en¯n
hvj(AC ¡ CA)jwi = ( c2 ¡ c1)hvjAjwi = 0 ; (1.6.29)

pour cause d'orthogonalit¶e deAw 2 h?
n avec v 2 hn . On a donc [[[A; C]]] = 0.

(Notons que les deux ¶equations (1.6.28) su±saient, compte tenu de l'exercice
1.15a, pour parvenir µa ce r¶esultat.) En conclusion, dans le cas d'un ensem-
ble d'op¶erateurs, auto-adjoint r¶eductible, non avons construit un op¶erateur non
trivial (non proportionnel µa l'identit¶e) qui n¶eanmoins commute avec tout les
op¶erateurs de l'ensemble. En autres termes, si tout op¶erateur commutant avec
tous les op¶erateurs de l'ensemble n'est qu'un multiple de l'identit¶e, alors l'ensem-
ble n'est pas r¶eductible.

Nous avons ainsi d¶emontr¶e le lemme de Schur :

Un ensemble auto-adjoint d'op¶erateurs est irr¶eductible si, et seulement
si, tout op¶erateur qui commute avec tous les op¶erateurs de l'ensemble est
un multiple de l'identit¶e.
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Examinons, µa titre d'exemple ¶el¶ementaire et transpos¶e en langage physique,
le cas d'un systµeme quantique caract¶eris¶e par deux grandeurs physiques repr¶e-
sent¶ees par les op¶erateurs hermitiquesA1 et A2 agissant dans l'espace des
¶etats H et ob¶eissant µa la relation [[[A1; A2]]] = iI dont on verra l'importance,
au chapitre 4, section 2B en particulier. On peut ¶evidemment envisager, agis-
sant dans cet espace, une in¯nit¶e d'autres grandeurs physiquesB de ce systµeme.
Qu'en est-il des grandeursB compatibles avecA1 et A2 ? La nullit¶e du commu-
tateur [[[B; A 1]]] implique que B ne peut d¶ependre deA2, et de mêmeB ne peut
d¶ependre deA1 puisque [[[B; A 2]]] = 0. Ainsi, B est une constante, ou plus ex-
actement un multiple de l'identit¶e dans H. Il n'y a guµere µa attendre de ce genre
de gandeur, et les seules grandeurs physiques non triviales de notre systµeme
seront donc repr¶esent¶ees par des op¶erateursA ne commutant pas avec au moins
l'un des deux op¶erateurs de l'ensemblef A1; A2g. Toute grandeur physique du
systµeme sera donc une fonction des grandeursA1 et A2. Autrement dit, A1 et A2

su±sent µa exprimer toutes les grandeurs physiques du systµeme.
Le même r¶esultat peut être exprim¶e autrement : puisqu'un op¶erateurB

commutant avec les op¶erateursA1 et A2 est un multiple de l'identit¶e, le lemme
de Schur nous garantit que l'ensemblef A1; A2g est irr¶eductible, et donc que
l'espace des ¶etatsH n'admet pas de sous-espace invariant sous l'action deA1

et A2. Ces op¶erateurs su±sent donc, par leur action, µa explorertout l'espace
des ¶etats | il n'y a pas de domaine r¶eserv¶e, hors d'atteinte. A contrario, il
n'existe pas, dansH, d'¶etat dont l'accµes exigerait d'autre grandeur physique
que A1 et A2. Plus g¶en¶eralement, l'espace de Hilbert r¶ealis¶e par l'action des
op¶erateurs d'un ensemble irr¶eductible fournit un espace des ¶etats clos, coh¶erent,
pour la description d'un systµeme quantique sp¶eci¯que dont toutes les grandeurs
physiques s'expriment en termes des op¶erateurs de l'ensemble.

7 Incompatibilit¶e et in¶egalit¶es de Heisenberg

On peut d¶e¯nir la dispersion ¢ v A d'une grandeur physique A , dans un
certain ¶etat, µa l'aide de la notion probabiliste d'¶ecart quadratique moyen, soit

(¢ v A)2 = hA2i v ¡ hAi 2
v : (1.7.1)

Cette dispersion ¢v A est nulle si et seulement siA prend une valeur bien
d¶etermin¶ee, autrement dit, l'une de ses valeurs propres (avec une probabilit¶e
¶egale µa 1). L'¶etat v est alors l'¶etat propre correspondant ua . µA l'aide de la
formule g¶en¶erale (1.5.15), cette dispersion se calcule explicitement au moyen de
l'op¶erateur A et du vecteur d'¶etat v ; soit :

(¢ v A)2 = hvjA2jvi ¡ h vjAjvi 2 : (1.7.2)

Il est commode de d¶e¯nir un op¶erateur \recentr¶e" sur sa valeur moyenne (dans
l'¶etat v) suivant

A0 := A ¡ h vjAjvi I ; (1.7.3)

qui ob¶eit ¶evidemment µa
hvjA0jvi = 0 : (1.7.4)

La dispersion ¢v A s'¶ecrit encore

(¢ v A)2 = hvjA2
0jvi : (1.7.5)
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On voit sans peine que la dispersion ¢v A est nulle si et seulement siv est ¶etat
propre de A :

¢ v A = 0 ; ssi Ajvi = ajvi : (1.7.6)

Soient maintenant deux grandeurs incompatibles,A et B (nous cesserons
d¶esormais de distinguer l'op¶erateurA de la propri¶et¶e A dans la notation), car-
act¶eris¶ees par leur relation de commutation :

[[[A; B ]]] = iC : (1.7.7)

L'op¶erateur identit¶e I commutant ¶evidemment avec n'importe quel op¶erateur,
les op¶erateurs centr¶esA0 et B0 ob¶eissent µa la même relation de commutation :

[[[A0; B0]]] = iC : (1.7.8)

Consid¶erons alors l'action de l'op¶erateurA0+ i¸B 0, avec¸ 2 R, sur le vecteurv :

jw¸ i :=( A0 + i¸B 0)jvi : (1.7.9)

µA cause de l'hermiticit¶e deA et B , le bra correspondanthw¸ j s'¶ecrit :

hw¸ j = hvj(A0 ¡ i¸B 0) : (1.7.10)

La norme de ce vecteurw¸ est n¶ecessairement positive :

0 · k w¸ k2 = hvj(A0 ¡ i¸B 0)(A0 + i¸B 0)jvi

= hvjA2
0jvi + i¸ hvj(A0B0 ¡ B0A0)jvi + ¸ 2hvjB 2

0 jvi : (1.7.11)

On reconnâ³t dans les termes de degr¶e 0 et 2 en¸ les dispersions deA et B , et
dans le terme de degr¶e 1 la valeur moyenne du commutateur (1.7.8). On a donc
en d¶e¯nitive l'in¶egalit¶e :

0 · (¢ v A)2 ¡ ¸ hCi v + ¸ 2(¢ v B)2 ; (1.7.12)

qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs de¸ . Le trinôme du second degr¶e
ne doit donc pas poss¶eder de racines r¶eelles et son discriminant doit être n¶egatif :

¡
hCi v

¢2
¡ 4(¢ v A)2(¢ v B)2 · 0 : (1.7.13)

On aboutit ¯nalement µa l'in¶egalit¶e :

¢ v A ¢ vB ¸ 1
2

¯
¯hCi v

¯
¯ ; (1.7.14)

montrant l'impossibilit¶e d'annuler simultan¶ement les dispersions de deux gran-
deurs incompatibles, et exprimant une corr¶elation minimale entre ces dispersions
en terme du commutateur de leurs op¶erateurs. C'est lµa la forme g¶en¶erale des
in¶egalit¶es de Heisenberg, d¶esormais rigoris¶ees (voir exercice1.34 pour une g¶en¶e-
ralisation).

Nous verrons plus bas comment elles s'appliquent dans divers cas particu-
liers (c'est-µa-dire pour divers choix des op¶erateursA et B ), et retrouverons
ainsi des r¶esultats d¶ejµa obtenus de fa»con heuristique, aussi bien pour la position
et la quantit¶e de mouvement que pour le moment angulaire (voirRudiments,
chapitre 3).
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8 Sym¶etries et op¶erateurs unitaires.
Le th¶eorµeme de Wigner

A Sym¶etries

Consid¶erons le comportement d'un systµeme quantique sous une certaine
transformation g, par exemple une translation, une r¶e°exion, ou encore une
rotation. Nous adopterons ici le point de vue dit passif dans lequel la trans-
formation s'applique au r¶ef¶erentiel utilis¶e pour d¶ecrire le systµeme. Le systµeme
reste inchang¶e, mais sa description est modi¯¶ee (par exemple, les coordonn¶ees
de position varient si le systµeme d'axes est translat¶e)2. Il peut arriver que l'ex-
pression des lois physiques appliqu¶ees au systµeme, elle, soit invariante lors de
cette modi¯cation. On dit alors que la transformation g consid¶er¶ee est unein-
variance, ou unesym¶etrie du systµeme. La transformationg a®ecte la description
des ¶etats du systµeme : µa tout vecteur d'¶etatv d¶ecrivant le systµeme dans l'an-
cien r¶ef¶erentiel, elle fait correspondre un nouveau vecteur d'¶etatTgv, d¶ecrivant
le même systµeme par rapport au nouveau r¶ef¶erentiel, obtenu par la transfor-
mation g. Une transition doit avoir la même probabilit¶e qu'on la calcule dans
l'un ou l'autre r¶ef¶erentiel, donc entre l'¶etat initial v et l'¶etat ¯nal w d'une part
ou entre l'¶etat initial Tgv et l'¶etat ¯nal Tgw d'autre part. Les probabilit¶es de
transition avant et aprµes la transformation g sont donn¶ees respectivement par

P =
¯
¯(w; v)

¯
¯2

; (1.8.1)

et

P0 =
¯
¯(Tgw; Tgv)

¯
¯2

: (1.8.2)

A±rmer le caractµere de sym¶etrie de la transformationg est donc assurer que

P0 = P ; (1.8.3)

soit encore :
¯
¯(Tgw; Tgv)

¯
¯ =

¯
¯(w; v)

¯
¯ : (1.8.4)

cette relation valant ¶evidemment pour tous les couplesw; v de vecteurs de l'es-
pace des ¶etats. Ainsi,µa une sym¶etrie du systµeme correspond une application de
l'espace de Hilbert de ses ¶etats dans lui-même qui pr¶eserve le module des produits
scalaires | le module seulement, et non la phase ! Si la phase ¶etait inchang¶ee
¶egalement, les produits scalaires seraient invariants et l'applicationTg serait,
par d¶e¯nition, une op¶eration unitaire. On ne peut a priori rien a±rmer de tel,
et pas même que cette application est lin¶eaire. N¶eanmoins, souvenons-nous que
la phase d'un vecteur d'¶etat est arbitraire, et que tous les vecteurs de la forme
ei® v; ® 2 R, repr¶esentent le même ¶etat physique. Utilisant µa la fois cette libert¶e
de choix physique, et les contraintes de structure g¶eom¶etrique qui caract¶erisent
l'espace de Hilbert, on peut d¶emontrer le r¶esultat fondamental qui suit.

2Dans le point de vue actif , c'est le systµeme qui subit la transformation g, le r¶ef¶erentiel
restant inchang¶e. On montre que les deux points de vue sont ¶equivalents lorsqu'ils ont tous
deux un sens (cas des translations d'espace, par exemple). Mais le point de vue passif est plus
g¶en¶eral puisqu'il permet de traiter des transformations mat¶eriellement impossibles µa e®ectuer
(cas de la r¶e°exion d'espace par exemple).
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B Le th¶eorµeme de Wigner

Toute application T de l'espace de Hilbert dans lui-même qui pr¶eserve le
module des produits scalaires est physiquement ¶equivalente µa une appli-
cation qui, soit pr¶eserve ¶egalement la phase, soit la renverse. Autrement
dit si j(Tw; T v)j = j(w; v)j alors on peut toujours modi¯er la phase des
vecteurs images dans l'applicationT et d¶e¯nir une nouvelle application
S : Sv = ei® (v)T v de fa»con µa avoir :

soit (Sw; Sv) = ( w; v) ; a)

soit (Sw; Sv) = ( v; w) = (w; v) : b)
(1.8.5)

Dans le premier cas, la nouvelle applicationS est donc r¶ealis¶ee par un
op¶erateur unitaire U :

v ¡! Uv ; Uy = U ¡ 1 : (1.8.6)

Dans le second cas, on dit que la transformation est r¶ealis¶ee par un op¶erateur
anti-unitaire . Ce cas n'a en physique quantique qu'une application, d'ailleurs
importante (voir exercice 3.2), et nous n'en tiendrons pas compte dans la suite,
retenant essentiellement du th¶eorµeme de Wigner le corollaire suivant :

Une sym¶etrie d'un systµeme quantique, c'est-µa-dire une transformationg
laissant invariantes l'expression des lois physiques qui le r¶egissent, est
repr¶esent¶ee par un op¶erateur unitaireU(g) dans l'espace des ¶etats :

g : v ¡! U(g) v ; U(g) unitaire : (1.8.7)

Comme plus haut les op¶erateurs hermitiques, les op¶erateurs unitaires ac-
quiµerent ainsi un sens physique direct, du moins ceux d'entre eux qui repr¶e-
sentent des op¶erations de sym¶etrie. Or, op¶erateurs unitaires et op¶erateurs her-
mitiques sont intimement associ¶es, comme nous l'avons vu (1.3.24). On peut
ainsi passer des sym¶etries d'un systµeme, d¶ecrites par des op¶erateurs unitaires,
µa ses propri¶et¶es physiques, d¶ecrites par des op¶erateurs hermitiques, suivant
un proc¶ed¶e syst¶ematique dont nous verrons plusieurs cas particuliers dans les
chapitres suivants.

Nous allons maintenant conclure cette section en donnant | une fois n'est
pas coutume | une d¶emonstration du th¶eorµeme de Wigner. Son importance
physique essentielle justi¯e cette d¶ecision. La d¶emonstration, en¯n, mettant l'ac-
cent sur le problµeme du choix des phases des vecteurs d'¶etat, explicite un aspect
essentiel du formalisme hilbertien de la th¶eorie quantique.

C D¶emonstration

a) Soit donc une application de l'espace de Hilbert qui pr¶eserve les modules
des produits scalaires.µA tout vecteur v correspond alors un vecteurTv, de fa»con
que l'on ait ¯

¯(T w; T v)
¯
¯ =

¯
¯(w; v)

¯
¯ ; (1.8.8)

pour tout couple de vecteurs. Nous allons montrer comment construire une
application ¶equivalenteS, au sens oµu le vecteurSv correspondant µav ne di®¶erera
de T v que par sa phase, et donc oµu (1.8.8) vaudra pourSw et Sv aussi bien :

Sv = ei® (v) T v ; (1.8.9)
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et oµu la correspondancev ¡! Sv sera unitaire, ou anti-unitaire.

b) Soit f un g une base deH. La famille des vecteurs correspondant µaf un g
dans l'application T ¶etudi¶ee forme aussi une base orthonorm¶ee. En e®et,

¯
¯(T un ; T ul )

¯
¯ =

¯
¯(un ; ul )

¯
¯ = ±nl : (1.8.10)

Donc (T un ; T ul ) = 0, si n 6= l , et les vecteurs sont deux µa deux orthogonaux.
Puisque j(T un ; T un )j = 1, et que (T un ; T un ) > 0 (positivit¶e de la norme dans
un espace de Hilbert), on a n¶ecessairement (T un ; T un ) = 1 et les vecteursf T un g
sont orthonorm¶es.

c) Soit maintenant la famille de vecteursvl d¶e¯nie par

vl := u1 + ul ; l ¸ 2 ; (1.8.11)

et f T vl g la famille correspondante. Puisque
¯
¯(T un ; T vl )

¯
¯ =

¯
¯(un ; vl )

¯
¯ = ±n 1 + ±nl ; l ¸ 2 ; (1.8.12)

T vl n'a de composantes non-nulles que sur les vecteurs de baseT u1 et T ul

(commevl sur u1 et ul ). Ces composantes sont demodule unit¶e, mais leur phase
est inconnue. On a donc

T vl = ei¸ l (T u1 + ei¹ l T ul ) : (1.8.13)

Modi¯ons alors les images des familles de vecteursf un g et f vn g au moyen
d'un choix de phases convenable ; rempla»consf T un g et f T vn g par les familles
¶equivalentesf Sun g et f Svn g :

(
Su1 = T u1; Sul = ei¹ l T ul ; l ¸ 2 ;
Svl = e¡ i¸ l T vl :

(1.8.14)

Avec ces nouveaux vecteurs, on a :

Svl = Su1 + Sul ; (1.8.15)

de sorte que pour la famillef vl g, l'application S est lin¶eaire (comparer (1.8.11)
et (1.8.15)).

d) Consid¶erons maintenant un vecteur quelconquew de H et sa d¶ecomposi-
tion sur la base f un g :

w =
X

n

cn un : (1.8.16)

Son imageT w se d¶ecompose sur la basef Sun g (¶equivalente µa la basef T un g)
suivant

T w =
X

n

c0
n Sun ; (1.8.17)

et l'on a ¶evidemment
¯
¯(Sun ; T w)

¯
¯ =

¯
¯(un ; w)

¯
¯ ; soit

¯
¯c0

n

¯
¯ =

¯
¯cn

¯
¯ : (1.8.18)

Il s'agit maintenant de relier les phases des coe±cientscn et c0
n . Pour cela,

utilisons la familles f vl g comme \r¶ef¶erence". L'¶egalit¶e
¯
¯(Svl ; T w)

¯
¯ =

¯
¯(vl ; w)

¯
¯ (1.8.19)
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conduit, d'aprµes (1.8.11) et (1.8.15), µa
¯
¯c0

1 + c0
l

¯
¯ =

¯
¯c1 + cl

¯
¯ ; 8l ¸ 2 ; (1.8.20)

soit, en ¶elevant au carr¶e et en d¶eveloppant :

¯
¯c0

1

¯
¯2

+ c0
1c0

l + c0
1c0

l +
¯
¯c0

l

¯
¯2

=
¯
¯c1

¯
¯2

+ c1cl + c1cl +
¯
¯cl

¯
¯2

: (1.8.21)

Mais, d'aprµes (1.8.18) :

¯
¯c0

1

¯
¯2

=
¯
¯c1

¯
¯2

; et
¯
¯c0

l

¯
¯2

=
¯
¯cl

¯
¯2

: (1.8.22)

Il reste donc :
c0

1c0
l + c0

1c0
l = c1cl + c1cl : (1.8.23)

Explicitons les phases en posant :

cn = ei° n
¯
¯cn

¯
¯ ; c0

n = ei° 0
n
¯
¯c0

n

¯
¯ : (1.8.24)

La relation (1.8.23) devient :

cos(° 0
1 ¡ ° 0

l ) = cos(° 1 ¡ ° l ) : (1.8.25)

Il y a alors deux possibilit¶es, µa savoir,° 0
1 ¡ ° 0

l = § (°1 ¡ ° l ). µA vrai dire, ce
r¶esultat est trivial, puisqu'il signi¯e simplement que les deux triangles de côt¶es
(c1; cl ; c1+ cl ) et (c0

1; c0
l ; c0

1+ c0
l ) ayant leurs côt¶es ¶egaux d'aprµes (1.8.18) et (1.8.20),

sont ¶egaux et ont leurs angles correspondants (ici[c1; c0
l et [c0

1; c0
l ) ¶egaux | µa leur

orientation prµes.

i ) Premier cas :
° 0

1 ¡ ° 0
l = ° 1 ¡ ° l ; (1.8.26)

soit encore
° l ¡ ° 0

l = ° 1 ¡ ° 0
1 := ® ; (1.8.27)

et par cons¶equent
° 0

l = ° l ¡ ® ; 8 l = 1 ; 2; : : : ; (1.8.28)

d'oµu
c0

l = e¡ i® cl ; (1.8.29)

et
Tw = e¡ i® (w)

X

n

cn Sun ; (1.8.30)

(la phase® d¶e¯nie par (1.8.27) d¶epend bien sûr du vecteurw particulier ¶etudi¶e).
Il su±t alors de d¶e¯nir

Sw = ei® (w )T w ; (1.8.31)

pour avoir :
Sw =

X

n

cn Sun ; (1.8.32)

correspondant µa (1.8.16). Le vecteurSw a donc dans la nouvelle base les mêmes
composantes quew dans l'ancienne. La correspondancew ! Sw est bien lin¶eaire
et unitaire.
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ii ) Deuxiµeme cas :
° 0

1 ¡ ° 0
l = ¡ (° 1 ¡ ° l ) ; (1.8.33)

soit encore

° 0
l + ° l = ° 0

1 + ° 1 := ¯ ; (1.8.34)

° 0
l = ¡ ° l + ¯ ; 8 l = 1 ; 2; : : : ; (1.8.35)

d'oµu
c0

l = ei¯ cl : (1.8.36)

Posant alors
Sw = e¡ i¯ (w )T w ; (1.8.37)

il vient :
Sw =

X

n

cn Sun : (1.8.38)

Les composantes correspondantes sont conjugu¶ees et l'on v¶eri¯e imm¶ediatement
de fa»con g¶en¶erale d'aprµes (1.8.38) que :

(Sw; Sv) = (w; v) (1.8.39)

(voir exercices1.36 et 1.37).

9 Systµemes compos¶es et produit tensoriel

A Produit tensoriel d'espaces de Hilbert

Soit un systµeme quantiqueS dont l'espace des ¶etats est un espace de HilbertH
et un second systµemeS0 d'espace des ¶etatsH 0. Si S est dans un ¶etatv 2 H et S0

dans un ¶etat v0 2 H 0, il est naturel de d¶ecrire le systµeme compos¶eS&S0 par le
couple des ¶etatsv et v0, que l'on note conventionnellementv  v0. (Dans cette
sous-section nous utilisons la notation math¶ematique, plus l¶egµere que la nota-
tion de Dirac.) Pour que l'ensemble de ces couples soit un espace des ¶etats pour
le systµeme compos¶e, espace que l'on noteraH  H 0, il doit avoir une structure
d'espace de Hilbert. Il nous faut donc d¶e¯nir le produit scalaire (w w0; v v0) de
deux tels couples, c'est-µa-dire les amplitudes de transition du systµeme compos¶e.
Le principe de factorisation compos¶ee, qui a pour objectif d'assurer la factori-
sation des probabilit¶es de transition (voir Rudiments, chapitre 7, section 1A),
fournit l'expression cherch¶ee du produit scalaire dansH  H 0 µa partir des pro-
duits scalaires respectifs dansH et H 0 :

(w  w0; v  v0) :=( w; w0)(v; v0) : (1.9.1)

Si B = f un g et B0 = f u0
l g sont des bases respectives deH et H 0, alors

l'ensemble des couples de ces vecteurs de base, soitf un  u0
l g, fournit une base

de H  H 0 not¶eeB  B 0. En e®et, les vecteursv et v0 ¶etant ¶ecrits dans les bases
respectives deH et H 0 : 8

>><

>>:

v =
X

n

cn un ;

v0 =
X

l

c0
l u

0
l ;

(1.9.2)
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la d¶e¯nition (1.9.1) permet de projeter v  v0 sur un  u0
l :

(un  u0
l ; v  v0) = ( un ; v)(u0

l ; v0) ;

= cn c0
l ; (1.9.3)

d'oµu encore :
v  v0 =

X

n;l

cn c0
l un  u0

l : (1.9.4)

Mais attention : cette construction de HH 0 µa partir des couples du typev  v0

entrâ³ne ipso facto que les vecteurs deH  H 0 ne sont pas tous, et de loin, de
cette forme. En e®et, soit un autre couple de vecteurs :

8
>><

>>:

w =
X

n

dn un ;

w0 =
X

l

d0
l u

0
l ;

(1.9.5)

alors :
w  w0 =

X

n;l

dn d0
l un  u0

l : (1.9.6)

Comme il se doit, on peut ajouter, dansH  H 0, les deux vecteursv  v0 et
w  w0, µa partir de leurs expressions dans la baseB  B 0, (1.9.4) et (1.9.6) :

v  v0+ w  w0 =
X

n;l

(cn c0
l + dn d0

l ) un  u0
l : (1.9.7)

Il est clair que les coe±cients de ce d¶eveloppement ne sontpas factorisables,

cn c0
l + dn d0

l 6= f n f 0
l ; (1.9.8)

et donc que l'on a forc¶ement

v  v0+ w  w0 6= y  y0 ; (1.9.9)

quel que soit le coupley  y0 (sauf dans le cas trivial oµuw = ¸v et w0 = ¸ 0v0).
En d'autres termes, les couplesv  v0 engendrent l'espace de HilbertH  H 0

mais sont loin de l'¶epuiser. En g¶en¶eral, deux vecteurss et t de H H 0 s'¶ecrivent
sous la forme 8

>>><

>>>:

s =
X

n;l

Cnl un  u0
l ;

t =
X

n;l

Dnl un  u0
l

(1.9.10)

(avec Cnl 6= cn c0
l ; Dnl 6= dn d0

l ), et le produit scalaire se calcule suivant

(s; t) =
X

n;l

Dnl Cnl : (1.9.11)

L'espace de HilbertH  H 0 ainsi d¶e¯ni est appel¶e \produit tensoriel" de H
et H 0. On a bien ¶evidemment (il su±t de compter les ¶el¶ements d'une base telle
que B  B 0) :

dim(H  H 0) = dim H £ dim H 0 : (1.9.12)
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Fig. 1.1 { Le \squelette" d'un produit tensoriel
Dans un espace produit H 2  H 2, de dimension 4, les vecteurs factoris¶es forment un
cône hyperbolique de dimension 3, dont on voit ici la projection (de dimension 2) dans
un hyperplan de dimension 3.

L'espace des ¶etats d'un systµeme quantique compos¶e est le produit ten-
soriel des espaces des ¶etats de ses composants.

Cet ¶enonc¶e devra cependant être pr¶ecis¶e (et restreint) dans le cas oµu les com-
posants sont identiques (voir section suivante).

Dans un produit tensoriel HH 0, les vecteurs factoris¶es, du typev  v0 n'oc-
cupent en fait qu'une faible partie de l'espace entier. Un argument de comptage
le montre imm¶ediatement. En e®et, de tels vecteurs sont d¶e¯nis par leurs com-
posantes au nombre deN := dim H pour v, et N 0 := dim H 0 pour v0. Un vecteur
v  v0 est d¶e¯ni par N + N 0 paramµetres au plus, soit un nombre bien inf¶erieur
en g¶en¶eral au nombre de paramµetres qui d¶e¯nit un vecteur quelconque, µa savoir
la dimension NN 0 de l'espace. µA la v¶erit¶e, la situation est encore plus con-
traignante, car le nombre de paramµetres est inf¶erieur µaN + N 0. Consid¶erons
d'abord le cas non-trivial le plus simple, c'est-µa-direN = N 0 = 2 (seul cas
d'ailleurs pour lequel N + N 0 = NN 0). D¶e¯nissons les vecteursv et v0 par
leurs composantes dans une certaine base, soitv = ( c1; c2) et v0 = ( c0

1; c0
2).

Dans la base tensorielle correspondante, le vecteurv  v0 a alors pour com-
posantesf Cnl := cn c0

l j n; l = 1 ; 2g ; ces composantes ne sont pas ind¶ependantes,
puisqu'elles ob¶eissent µa la relationC11C22 = C12C21, et µa celles-lµa seulement.
Les vecteurs factoris¶es d¶e¯nissent donc une vari¶et¶e µa 3 paramµetres seulement
au sein de l'espace µa 4 dimensions | un \cône hyperbolique" (¯gure 1.1). De
fa»con g¶en¶erale, pour des valeurs quelconques deN et N 0, les vecteurs factoris¶es
d¶e¯nissent une vari¶et¶e de dimensionN + N 0 ¡ 1 seulement (exercice1.38).

On sera particuliµerement attentif µa ne pas confondre la notion de produit
tensoriel de deux espaces de Hilbert,H  H 0, avec celle desomme directeH ©
H 0. Dans ce dernier cas, on d¶e¯nit une base deH © H 0 par simple accr¶etion :
f u1; u2; : : : ; u0

1; u0
2; : : : g de telle fa»con que dim(H© H 0) = dim H + dim H 0. Ainsi

un plan euclidien (espace µa 2 dimensions) est-il somme directe de droites (espaces
µa une dimension) :R2 = R © R. Tout vecteur de H © H 0 s'¶ecrit comme somme
v © v0 de vecteurs deH et H 0 (ses projections respectivesv et v0 dans H et H 0).
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Et, bien entendu, les produits scalaires ob¶eissent µa une rµegle d'addition :

(w © w0; v © v0) = ( w; v) + ( w0; v0) ; (1.9.13)

au lieu de la rµegle de factorisation (1.9.1). Rappelons avec insistance le caractµere
physique de la rµegle de factorisation qui nous a conduit µa la structure de produit
tensoriel.

B Produit tensoriel et op¶erateurs

Soient A et A0 deux op¶erateurs dansH et H 0 respectivement. On d¶e¯nit
tout naturellement un op¶erateur A  A0 dans H  H 0 par son action sur un
vecteur du type v  v0 µa partir de l'action de chaque op¶erateur dans son espace
de d¶e¯nition :

(A  A0)(v  v0) = ( Av)  (A0v0) : (1.9.14)

Cette d¶e¯nition s'appliquant aux vecteurs d'une base f un  u0
l g d¶e¯nit donc

l'action de A  A0 sur le vecteur le plus g¶en¶eral du type (1.9.10) :

(A  A0)
X

n;l

Cnl un  u0
l =

X

n;l

Cnl Aun  A0u0
l : (1.9.15)

L'op¶erateur A  A0 est repr¶esent¶e, dans la base tensorielle en question, par une
matrice, que nous notonsA  A0, dont les ¶el¶ements s'¶ecrivent :

¡
A  A0¢BB 0

nm;lk
:= hun  u0

m j(A  A0)jul  u0
k i

= hun jAjul ihu0
m jA0ju0

k i

= AB
nl A0B

0

mk ; (1.9.16)

et se factorisent. Parmi les op¶erateurs du typeA  A0, signalons ceux, les plus
simples, oµu l'un des op¶erateurs se r¶eduit µa l'identit¶e, soit dansH : op¶erateurs
I  A0, soit dans H 0 : op¶erateursA  I 0 . Ces op¶erateurs ¶etendent µaH  H 0 les
op¶erateursA ou A0 n'agissant que dansH ou H 0. Physiquement, ils caract¶erisent
les propri¶et¶es physiques individuelles de l'un ou l'autre des systµemesS et S0,
lorsqu'il s'agit de les d¶ecrire dans le cadre du systµeme compos¶eS&S0. On peut
v¶eri¯er que la valeur moyenne deA  I 0 dans un ¶etat du type v  v0 du systµeme
S&S0 est la même que la valeur moyenne deA dans l'¶etat v de S :

hv  v0j(A  I 0)jv  v0i = hvjAjvihv0jv0i

= hvjAjvi : (1.9.17)

Bien entendu, un op¶erateur dansH  H 0 n'est pas en g¶en¶eral de la forme
A A0. Pour qu'il le soit, il faut (et il su±t) que ses ¶el¶ements de matrice dans une
baseBB 0 se factorisent comme en (1.9.16) | ce qui n'est pas le cas d'ordinaire.
Ainsi, nous aurons fr¶equemment µa utiliser des op¶erateurs qui repr¶esentent des
grandeurs additives (comme l'¶energie, la quantit¶e de mouvement, etc.). Ces
grandeurs, pour un systµeme compos¶eS&S0, se pr¶esentent comme somme de
la grandeur C de S repr¶esent¶ee par un op¶erateurC dans H et de la grandeurC0

de S0 repr¶esent¶ee par un op¶erateurC0 dansH 0. Mais pour ajouter ces grandeurs
et en faire un op¶erateur dansH  H 0, il faut ¶etendre C, d¶e¯ni dans H, µa C  I 0,
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d¶e¯ni dans H  H 0, et C0 dans H 0 µa I  C0 dans H  H 0. La grandeur C+ C0 de
S&S0 est alors repr¶esent¶ee par l'op¶erateur dansH  H 0 :

\ C + C0" := C  I 0+ I  C0 ; (1.9.18)

oµu l'expressionC + C0, notation abusive mais souvent employ¶ee par souci de
briµevet¶e, est en fait correctement d¶e¯nie par le second membre. De tels op¶era-
teurs ne sontpas du type A  A0. (Voir exercice 1.39)

C Quelques exemples

a) Soit H = C2 et H 0 = C2. Soient B = f u1; u2g et B0 = f u0
1; u0

2g des
bases deH et H 0. L'espaceH  H 0 est de dimension 4. Il est souvent commode
d'ordonner la baseB  B 0 = f t1; t2; t3; t4g de H  H 0 suivant le sch¶ema :

8
>>><

>>>:

t1 = u1  u0
1 ;

t2 = u1  u0
2 ;

t3 = u2  u0
1 ;

t4 = u2  u0
2 :

(1.9.19)

Alors, un vecteur v  v0 = ( c1u1 + c2u2)  (c0
1u0

1 + c0
2u0

2) s'¶ecrira dans la base
B  B 0 comme vecteur colonne :

v  v0 =

0

B
B
@

c1

µ
c0

1
c0

2

¶

c2

µ
c0

1
c0

2

¶

1

C
C
A =

0

B
B
@

c1c0
1

c1c0
2

c2c0
1

c2c0
2

1

C
C
A (1.9.20)

Et un op¶erateur A  A0 sera dans cette base repr¶esent¶e par la matrice :

A  A0 =
µ

A11A0 A12A0

A21A0 A22A0

¶

=

0

B
B
@

A11A0
11 A11A0

12 A12A0
11 A12A0

12
A11A0

21 A11A0
22 A12A0

21 A12A0
22

A21A0
11 A21A0

12 A22A0
11 A22A0

12
A21A0

21 A21A0
22 A22A0

21 A22A0
22

1

C
C
A : (1.9.21)

On a en particulier :

A  I0 =
µ

A11I0 A12I0

A21I0 A22I0

¶
=

0

B
B
@

A11 0 A12 0
0 A11 0 A12

A21 0 A22 0
0 A21 0 A22

1

C
C
A ; (1.9.22)

et

I  A0 =
µ

A0 0
0 A0

¶
=

0

B
B
@

A0
11 A0

12 0 0
A0

12 A0
22 0 0

0 0 A0
11 A0

12
0 0 A0

21 A0
22

1

C
C
A : (1.9.23)

Ces expressions se g¶en¶eralisent sans mal au cas d'un produit tensorielCp  Cq =
Cpq.
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b) Soient H et H 0 deux copies de l'espaceL 2(R) des fonctions de carr¶e
sommable sur la droite. Les vecteurs deHH 0de la formev v0sont les fonctions
Ã(x) Ã0(x0) de deux variables qui sontfactorisables (et de carr¶e sommable). Le
vecteur le plus g¶en¶eral deH  H 0 est une fonction dex et x0 de la forme

Á(x; x 0) =
X

n;l

Cnl Ãn (x) Ã0
l (x

0) ; (1.9.24)

oµu f Ãn g et f Ã0
l g sont des bases deH et H 0. On obtient en fait ainsi toutes

les fonctions µa deux variables de carr¶e sommable, qui ne sont ¶evidemment pas
factorisables en g¶en¶eral. On peut ¶ecrireL 2(R)  L 2(R) = L 2(R2). De même,
L 2(Rp)  L 2(Rq) = L 2(Rp+ q).

Voir aussi exercice1.40.

D Implexit¶e

La notion de produit tensoriel induit l'un des aspects les plus originaux de la
th¶eorie quantique : l'¶etat d'un systµeme compos¶e n'y d¶e¯nit pas celui de ses com-
posants ! En m¶ecanique classique, l'¶etat d'un systµeme deN particules est d¶ecrit
par la donn¶ee des positions et vitesses de chacune. On en d¶eduit imm¶ediatement
les positions et vitesses des particules de tout sous-ensemble, donc l'¶etat du sous-
systµeme correspondant. En th¶eorie quantique, l'¶etat d'un systµeme compos¶e est
d¶ecrit par un vecteur de l'espace des ¶etatsH  H 0 produit tensoriel des espaces
des ¶etatsH et H 0 des deux sous-systµemes composants. Puisque, en g¶en¶eral, un
tel vecteur ! 2 HH 0n'est pas de la formev v0 avecv 2 H , v0 2 H 0, il n'est pas
possible d'associer µa l'¶etat du systµeme des ¶etats bien d¶e¯nis de ses sous-systµemes.
En d'autres termes, deux sous-systµemes (ou plus) d'un systµeme global ne peu-
vent être consid¶er¶es s¶epar¶ement l'un de l'autre ; il n'existe tout simplement pas
d'¶etats bien d¶e¯nis qui puissent les d¶ecrire ind¶ependamment l'un de l'autre. La
n¶ecessit¶e de consid¶erer le systµeme dans sa globalit¶e correspond µa un couplage
profond et intrinsµeque des sous-systµemes, caract¶eristique de leur nature quan-
tique (et ind¶ependamment de toute interaction physique particuliµere). Cette pro-
pri¶et¶e est parfois d¶enomm¶ee \non-s¶eparabilit¶e", par r¶ef¶erence antonymique µa la
s¶eparabilit¶e classique, ou, plus positivement \intrication" ou \enchevêtrement".
Nous pr¶efµererons un vocable plus abstrait a¯n d'¶eviter toute repr¶esentation
imag¶ee trompeuse, et appellerons \implexit¶e" cette caract¶eristique essentielle
de la quantique3. On peut pr¶eciser ces id¶ees grâce µa un r¶esultat math¶ematique
qui exprime sous une forme particuliµerement claire le caractµere \implexe" d'un
vecteur quelconque dans un espace de Hilbert produit tensoriel de deux autres.

Soient deux espaces de HilbertH , de dimensionN , et H 0, de dimensionN 0.
Soit H  H 0 leur produit tensoriel, de dimension NN 0.

3La notion de repliement, intrication, enchevêtrement, etc. est rendue en grec par le mot
emplexis, du verbe plekô (µa l'origine de \pliage"). \Implexit¶e" a de plus l'avantage de sa rime,
non sans raisons, avec complexit¶e | et perplexit¶e.
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Lemme . Tout vecteur ! 2 H  H 0 d¶etermine deux bases orthonorm¶ees
f wk j k = 1 ; : : : ; N g dans H et f w0

l j l = 1 ; : : : ; N 0g dans H 0, telles que
sa d¶ecomposition sur la base tensoriellef wk  w0

l g, dite alors \base de
Schmidt", soit diagonale :

! =
ºX

k=1

dk wk  w0
k ; (1.9.25)

les dk ¶etant r¶eels positifs et la somme comprenant un nombre de termes
non-nuls º · min(N; N 0).

D¶emonstration. Soient f um j m = 1 ; : : : ; N g et f u0
n j n = 1 ; : : : ; N 0g

deux bases, orthonorm¶ees quelconques, deH et H 0 respectivement. Le vecteur
! 2 H  H 0 s'¶ecrit, dans la base tensorielle correspondante :

! =
NX

m =1

N 0
X

n =1

cmn um  u0
n : (1.9.26)

Il s'agit alors de montrer qu'il existe une basef wk  w0
l g dans laquelle la matrice

de coe±cients cmn , soit C, est \pseudo-diagonale", c'est-µa-dire de la forme

(N 0colonnes)0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

d1 0 : : : 0 0 : : : 0
0 d2 : : : 0 0 : : : 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 : : : dº 0 : : : 0
0 0 : : : 0 0 : : : 0
...

...
...

...
...

0 0 : : : 0 0 : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(N lignes) (1.9.27)

oµu lesdm sont r¶eels positifs.
Consid¶erons la matriceCyC. C'est une matrice N 0£ N 0 hermitique positive.

Supposons le rang de cette matrice ¶egal µaº . Il existe alors une matrice unitaireU0

de dimensionN 0 £ N 0 telle que U0yCyCU0 = D, oµu D est une matrice N 0 £ N 0

diagonale :D = Diag( a1; a2; : : : ; aº ; 0; : : : ; 0), les valeurs propresai ¶etant rang¶ees
par ordre d¶ecroissant (a1 ¸ a2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ aº > a º +1 = ¢ ¢ ¢= aN 0 = 0).

Notons f w0
i j i = 1 ; : : : ; N 0g les vecteurs deH 0 dont les composantes sont

donn¶ees par les colonnes deU0. Ils forment un ensemble de vecteurs propres or-
thonorm¶es deCyC, le vecteurw0

i correspondant µa la valeur propreai . D¶e¯nissons
alors, pour i = 1 ; : : : ; º , les vecteurswi 2 H par

wi :=
1

p
ai

Cw0
i : (1.9.28)

Ces vecteurs sont orthonorm¶es :

(wi ; wj ) =
1

p
ai aj

(Cw0
i ; Cw0

j )

=
1

p
ai aj

(w0
i ; CyCw0

j ) =
a2

j

ai aj
(w0

i ; w0
j )

= ±ij ; i; j · º: (1.9.29)
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Remarquons maintenant que, pour i ¸ º + 1, la construction (1.9.28) est
ind¶etermin¶ee puisqueai = 0 et

(Cw0
i ; Cw0

i ) = ( w0
i ; CyCw0

i ) = Dii = 0 ; (1.9.30)

ce qui entrâ³ne
Cw0

i = 0 ; i ¸ º + 1 : (1.9.31)

On peut cependant compl¶eter l'ensemble desº vecteurs wi d¶e¯nis en (1.9.28)
par N ¡ º autres de fa»con µa obtenir une base orthonorm¶ee deH. Soit U la matrice
unitaire dont les colonnes sont donn¶ees par les composantes desN vecteurs wi .
Int¶eressons nous alors µa la matriceUyCU0; ses ¶el¶ements (wi ; Cw0

j ) sont donn¶es
par

(wi ; Cw0
j ) =

8
><

>:

p
aj (wi ; wj ) =

p
ai ±ij ; i; j = 1 ; : : : ; º ,

0 ; j > º , i = 1 ; : : : ; N , en vertu de (1.9.31),
p

aj (wi ; wj ) = 0 ; j · º et i > º , en vertu de (1.9.29),

(1.9.32)

et sont bien de la forme (1.9.27) avecdi :=
p

ai , pour i = 1 ; : : : ; º . Si l'on note
D la matrice \pseudo-diagonale" N 0 £ N de coe±cients non-nuls f

p
ai j i =

1; : : : ; º g, on a alors :
C = UDU0y : (1.9.33)

Ainsi, nous avons montr¶e que toute matrice, même rectangulaire, peut être
pseudo-diagonalis¶ee µa l'aide de deux transformations unitairesU et U0.

En pratique, exercice1.42, on d¶etermine les matricesU et U0 en remarquant
que ce sont aussi celles qui diagonalisent les matrices carr¶ees hermitiquesCCy

(de dimension N £ N ) et CyC (dimension N 0 £ N 0). On a, en e®et, d'aprµes
(1.9.33) :

CCy = UDD yUy ;

CyC = U0DyDU0y ;
(1.9.34)

oµuDyD est une matriceN 0£ N 0 diagonale,DyD = Diag( d1; d2; : : : ; dº ; 0; : : : ; 0),
et DD y une matrice N £ N diagonale, DD y = Diag( d1; d2; : : : ; dº ; 0; : : : ; 0),
donc avecº · min(N; N 0). Nous verrons dans la section E ce que repr¶esentent
physiquement CCy et CyC.

La cons¶equence imm¶ediate de (1.9.33) est que l'on peut ¶ecrire la d¶ecomposition :

! =
ºX

k =1

dk wk  w0
k ; (1.9.35)

avec º · min(N; N 0).
L'int¶erêt de l'expression (1.9.35) est de faire apparâ³tre tout vecteur! 2

HH 0comme une somme diagonale de vecteurs produits tensoriels, g¶en¶eralisant
le cas trµes particulier oµu! est lui-même un produit tensoriel de deux vecteurs :
! = w  w0 | nous dirons alors que ! est d'implexit¶e nulle. Les coe±cients
f dk j k = 1 ; : : : ; º g expriment de fa»con intrinsµeque l'implexit¶e du vecteur! .
Nous les appellerons \coe±cients d'implexit¶e". Pour un vecteur d'¶etat norm¶e,
on a ¶evidemment :

ºX

k =1

dk
2 = 1 : (1.9.36)
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Nous avons suppos¶e les coe±cientsf dk g rang¶es par ordre d¶ecroissant (d1 ¸
d2 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ dº ). Alors le vecteur d1 w1  w0

1 est la meilleure approximation
de v par un vecteur d'implexit¶e nulle ; on note que 1=º · d1

2 · 1 (la borne
inf¶erieure correspondant au cas oµu tous lesdk sont ¶egaux). On peut d¶e¯nir le
\degr¶e d'implexit¶e" de ! par :

±(! ) =
1 ¡ d1

2

1 ¡ 1
º

=
º

º ¡ 1

¡
d2

2 + ¢ ¢ ¢+ dº
2¢

; (1.9.37)

qui varie entre 0 (d1 = 1, ! = w1  w0
1, implexit¶e nulle) et 1 (d1

2 = d2
2 = ¢ ¢ ¢=

dº
2 = 1 =º, ! = º ¡ 1=2 P º

k =1 wk  w0
k , implexit¶e maximale). Observons en¯n que

la base de Schmidtf wk ; w0
l g n'est unique que si les coe±cients d'implexit¶e ont

leurs modules di®¶erents (exercice1.43). Il faut noter que le r¶esultat pr¶ec¶edent
ne peut être ¶etendu µa un produit tensoriel de trois (ou plus) espaces de Hilbert.
Autrement dit, un vecteur v 2 HH 0H 00ne peut, en rµegle g¶en¶erale, se mettre
sous la forme :

!
?
=

X

k

dk wk  w0
k  w00

k : (1.9.38)

Une condition d'existence pour une telle d¶ecomposition est ¶etudi¶ee dans l'ex-
ercice 1.46. Notons, sans d¶emonstration, que cette \trid¶ecomposition", si elle
existe, est unique, contrairement µa la \bid¶ecomposition" (1.9.25).

E Implexit¶e et op¶erateur densit¶e

Soit un systµeme S&S0 compos¶e de deux sous-systµemesS et S0, l'espace
des ¶etats H  H 0 de S&S0 est le produit tensoriel des espaces des ¶etatsH
et H 0 des composantsS et S0. En raison de l'implexit¶e quantique, il n'est pas
possible en g¶en¶eral de caract¶eriser un sous-systµeme, mettonsS, par un vecteur
d'¶etat. Aussi nous faut-il en d¶egager une description plus g¶en¶erale, oµu nous
allons retrouver, dans un autre contexte, la notion d'op¶erateur densit¶e (voir
section 5D). On s'int¶eresse µa une grandeur physiqueA du sous-systµemeS (par
exemple : la position de l'¶electron dans un atome d'hydrogµene) repr¶esent¶ee par
un op¶erateurAS agissant dans le seul sous-espaceH. Du point de vue du systµeme
global S&S0, cette grandeur est repr¶esent¶ee par l'extension deA d¶e¯ni dans H
µa l'op¶erateur AS  I S0

d¶e¯ni dans H  H 0.
Int¶eressons nous µa la valeur moyenne de cette grandeur dans un ¶etat quel-

conque (c'est-µa-dire d'implexit¶e non-nulle) du systµeme compos¶e, soit, dans une
base tensorielle :

j! i =
X

m;n

cmn jum i  j vn i ; (1.9.39)

avec
P

m;n jcmn j2 = 1 (normalisation du vecteur ! ).
On calcule cette valeur moyenne suivant la rµegle habituelle :

hAS  I S0

i ! =
X

m 0;n 0;m;n

cm 0n 0 cmn hum 0j  h vn 0jAS  I S0

jum i  j vn i

=
X

m 0;m;n

cm 0n cmn hum 0jAS jum i

=
X

m 0;m

³ X

n

cm 0n cmn

´
hum 0jAS jum i : (1.9.40)
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Cette derniµere expression ne fait plus intervenir que des grandeurs d¶e¯nies
dans H qui se rapportent donc au sous-systµemeS. Il est naturel de d¶e¯nir
un op¶erateur ½S dans H par ses ¶el¶ements de matrice dans la basef um g,

½S
mm 0 :=

X

n

cmn cm 0n ; (1.9.41)

et aussi, de fa»con analogue, un op¶erateur½S0
dansH 0par ses ¶el¶ements de matrice

dans la basef vn g :
½S0

nn 0 :=
X

m

cmn cmn 0 : (1.9.42)

Avec cette d¶e¯nition, l'expression (1.9.40) prend la forme simple :

hAS  I S0

i ! =
X

m 0;m

½S
mm 0 AS

m 0m = Tr S
¡
½SAS¢

; (1.9.43)

oµu TrS est la \trace partielle" e®ectu¶ee dansH uniquement.
L'op¶erateur ½S porte le nom d'op¶erateur densit¶e \r¶eduit". La justi¯cation

de cette appellation provient du fait que ½S v¶eri¯e les propri¶et¶es d'un op¶erateur
densit¶e et qu'il peut s'obtenir par \r¶eduction" de l'op¶erateur densit¶e total ½du
systµeme compos¶e ; montrons-le. On a :

½S =
X

mm 0

½S
mm 0 jum ihum 0j =

X

mm 0

³ X

n

cmn cm 0n

´
jum ihum 0j : (1.9.44)

L'op¶erateur densit¶e du systµeme compos¶eS&S0 dans l'¶etat pur ! est, quant µa
lui, donn¶e par :

½= j! ih! j =
X

m;n;m 0;n 0

cmn cm 0n 0 jum ihum 0j  j vn ihvn 0j : (1.9.45)

E®ectuons maintenant la trace partielle de½dans l'espaceH 0 :

TrS0(½) =
X

n

hvn j½jvn i =
X

m;n;m 0

cmn cm 0n jum ihum 0j

=
X

m;m 0

³ X

n

cmn cm 0n

´
jum ihum 0j

=
X

m;m 0

½S
mm 0 jum ihum 0j ; (1.9.46)

d'aprµes (1.9.41). On a donc bien :

½S = Tr S0(½) : (1.9.47)

Montrons maintenant que ½S (comme ½S0
) possµede bien les propri¶et¶es qui

en font un op¶erateur densit¶e.
i ) Hermiticit¶e :

¡
½S¢y

=
X

m;m 0

³ X

n

cmn cm 0n

´
jum 0ihum j =

X

m;m 0

³ X

n

cmn cm 0n

´
jum ihum 0j

= ½S : (1.9.48)
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ii ) Positivit¶e : elle se d¶emontre par l'absurde. Supposons en e®et qu'il existe un
vecteur u de H tel que la valeur moyenneh½S i u soit strictement n¶egative :

huj½S jui = hujTrS0(½)jui
?
< 0 : (1.9.49)

En explicitant la trace dans une basef vn g de H 0, on a

X

n

huj  h vn j½jvn i  j ui
?
< 0 ; (1.9.50)

soit, en d¶esignant par! n le vecteur u  vn de H  H 0 :

X

n

h! n j½j! n i
?
< 0 ; (1.9.51)

en contradiction avec le fait que½, op¶erateur densit¶e, est d¶e¯ni positif.
iii ) Trace unit¶e : en utilisant (1.9.44),

TrS
¡
½S¢

=
X

m

hum j½S jum i =
X

m;n

jcmn j2 = Tr ½= 1 : (1.9.52)

Comme le montre l'expression (1.9.43), l'op¶erateur densit¶e r¶eduit½S permet
de calculer les valeurs moyennes de toute grandeur relative au seul systµemeS.
Ainsi le sous-systµemeS (respectivement S0) peut être d¶ecrit au moyen de cet
op¶erateur, même s'il n'est pas possible de lui attribuer un vecteur d'¶etat. Il est
remarquable que cette id¶ee vaille encore dans le cas plus g¶en¶eral oµu le systµeme
global S&S0 n'est pas dans un ¶etat pur. Supposons ce systµeme d¶ecrit par un
m¶elange statistique auquel correspond l'op¶erateur densit¶e

½=
X

n;m;m 0;n 0

½mn m 0n 0 jum ihum 0j  j vn ihvn 0j ; (1.9.53)

oµu les ¶el¶ements de matrice ne sont pas factoris¶es (sauf justement pour un ¶etat
pur). La même argumentation que pr¶ec¶edemment montre que l'on peut encore
caract¶eriser chacun des sous-systµemesS et S0 au moyen d'un op¶erateur densit¶e
r¶eduit obtenu µa partir de (1.9.53) par une trace partielle. Ainsi, pour S :

½S = Tr S0(½) =
X

m;m 0

³ X

n

½mn m 0n

´
jum ihum 0j : (1.9.54)

Voici maintenant un point essentiel : les op¶erateurs densit¶e r¶eduits des sous-
systµemesS et S0 ne permettent aucunement de d¶eterminer l'op¶erateur densit¶e
du systµeme globalS&S0. Ceci est particuliµerement ¶evident pour des espaces des
¶etats de dimension ¯nie. Un op¶erateur densit¶e dans un espace de dimensionN
d¶epend en e®et de (N 2 ¡ 1) paramµetres r¶eels : en tant qu'op¶erateur hermitique,
il est d¶etermin¶e par N 2 paramµetres, soumis µa la condition de trace unit¶e (voir
exercice1.19). Un systµeme compos¶e dont les composants ont des espaces de
dimension N; N 0 respectivement, a lui-même un espace des ¶etats de dimension
NN 0. Son op¶erateur densit¶e d¶epend donc de (N 2N 02 ¡ 1) paramµetres, soit bien
plus (dµes queN; N 0 > 1) que les (N 2 ¡ 1) + ( N 02 ¡ 1) paramµetres qui su±sent
µa ¯xer les op¶erateurs densit¶es respectifs des deux sous-systµemes.
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Il existe cependant un cas oµu l'op¶erateur densit¶e du systµeme global est ef-
fectivement d¶etermin¶e par les op¶erateurs densit¶e r¶eduits de ses composants.
Supposons que toute mesure e®ectu¶ee sur le sous-systµemeS fournit les mêmes
r¶esultats que s'il ¶etait dans un ¶etat pur d¶ecrit par le vecteuru² | comme si S
¶etait isol¶e et non un composant d'un systµeme plus large. En d'autres termes son
op¶erateur densit¶e r¶eduit s'¶ecrit

½S = ju² ihu² j ; (1.9.55)

soit la même expression exactement que pour un systµeme isol¶e dans l'¶etatu² . Il
est maintenant loisible d'¶ecrire la formule g¶en¶erale (1.9.54) dans une base dont
le vecteur u² fasse partie. La compatibilit¶e avec la forme (1.9.54) exige que les
¶el¶ements de matrice de l'op¶erateur global satisfassent la relation

X

n

½mn m 0n = ±m ² ±m 0² ; (1.9.56)

et donc soient de la forme

½mn m 0n 0 = ±m ² ±m 0² ¿nn 0 : (1.9.57)

Alors, en reportant (1.9.57) dans (1.9.53), l'op¶erateur densit¶e global s'¶ecrit

½=
X

n;n 0

¿nn 0ju² ihu² j  j vn ihvn 0j

= ju² ihu² j 
X

n;n 0

¿nn 0jvn ihvn 0j : (1.9.58)

Mais ¿S0
:=

P
n;n 0 ¿nn 0jvn ihvn 0j est un op¶erateur dans l'espace des ¶etats deS0.

Or la condition de trace unit¶e de l'op¶erateur ½implique

1 = Tr ½=
X

m;n

½mn mn =
X

m

±m ²

X

n

¿nn =
X

n

¿nn = Tr S0

¡
¿S0¢

; (1.9.59)

et l'on v¶eri¯e ais¶ement que sont remplies ¶egalement les autres conditions (her-
miticit¶e, positivit¶e) permettant de consid¶erer ¿S0

comme un op¶erateur densit¶e
de S0. On peut alors, compte-tenu de (1.9.55), ¶ecrire (1.9.58) sous la forme

½= ½S  ¿S0

: (1.9.60)

Ainsi, dans le cas oµu l'on peut d¶ecrire l'un des sous-systµemes d'un systµeme com-
pos¶e par un ¶etat pur, l'op¶erateur densit¶e global est bien d¶e¯ni par les op¶erateurs
densit¶e de ses composants et prend la forme factoris¶ee (1.9.60).

Mais, insistons-y µa nouveau, ce cas n'est pas la rµegle. En toute g¶en¶eralit¶e, la
connaissance des sous-systµemesS et S0 via leurs op¶erateurs densit¶e r¶eduits½S

et ½S0
ne permet pas de d¶eterminer de fa»con univoque l'op¶erateur densit¶e½du

systµeme global. A fortiori, µa la di®¶erence du cas particulier (1.9.60), on a

½6= ½S  ½S0
: (cas g¶en¶eral) (1.9.61)

Cela veut dire que la connaissance du systµeme global (par son op¶erateur den-
sit¶e) est plus riche que la connaissance s¶epar¶ee de ces sous-systµemes (par leurs
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op¶erateurs densit¶e r¶eduits). Cet ¶etat de chose contraste radicalement avec celui
qui pr¶evaut en m¶ecanique classique oµu la connaissance s¶epar¶ee des ¶etats de
deux sous-systµemes (par les positions et vitesses de leurs particules respectives)
¶equivaut exactement µa la connaissance de l'¶etat du systµeme compos¶e. Comme
nous l'avons d¶ejµa montr¶e, µa la suite de (1.9.54), il y a, en physique quantique,
perte d'information dans la proc¶edure de r¶eduction aux sous-systµemes s¶epar¶es
par un calcul de traces partielles. Revenant au cas d'un ¶etat pur du systµeme
global, cette perte d'information apparâ³t de fa»con particuliµerement claire en
¶ecrivant le vecteur d'¶etat ! 2 H  H 0 dans sa base de Schmidt :

! =
X

k

dk wk  w0
k : (1.9.62)

L'op¶erateur densit¶e du systµeme global est alors donn¶e par

½=
X

k;l

dk dl jwk ihwl j  j w0
l ihw0

k j ; (1.9.63)

et les op¶erateurs densit¶e r¶eduits par

½S = Tr S0(½) =
X

k

dk
2 jwk ihwk j ;

½S0
= Tr S (½) =

X

k

dk
2 jw0

k ihw0
k j :

(1.9.64)

On voit en comparant (1.9.63) et (1.9.64) que la trace partielle a fait perdre
toute information sur les phases des coe±cients de Schmidt de l'¶etat global.
Remarquons au passage que, dans la base de Schmidt, les op¶erateurs densit¶e
r¶eduits de S et S0 sont diagonaux et de valeurs propres identiques. Cette pro-
pri¶et¶e est ¶evidente dµes lors que l'on remarque que, matriciellement les relations
(1.9.41) et (1.9.42) s'¶ecrivent :

½S = CCy ;

½S0
= CyC;

(1.9.65)

oµu C est la matrice de composantescmn dans la basejum i  j vn i . En e®et,
les ¶equations (1.9.34) montrent que ces matricesCCy et CyC sont pr¶ecis¶ement
diagonalis¶eespar la transformation (1.9.33). Ainsi, une propri¶et¶e essentielle de
cette transformation est qu'elle diagonalise simultan¶ement les op¶erateurs densit¶e
r¶eduits associ¶es µa l'op¶erateur densit¶e½= j! ih! j.

Finalement, ¶ecrivons l'op¶erateur densit¶e global (1.9.63) pour l'¶etat pur! de
S&S0 sous la forme

½= ½diag + ½nond ; (1.9.66)

en s¶eparant termes diagonaux,

½diag :=
X

k

dk
2 jwk ihwk j  j w0

k ihw0
k j ; (1.9.67)

et non diagonaux,

½nond :=
X

k 6= l

dk dl jwk ihwl j  j w0
k ihw0

l j : (1.9.68)
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Les premiers fournissent la même expression (1.9.67) que donnerait un m¶elange
statistique des ¶etats d'implexit¶e nulle f wk  w0

k g du systµeme compos¶e avec les
poids statistiques

©
dk

2ª
. Mais les seconds, exprimant les interf¶erences entre

des ¶etats wk  w0
k et wl  w0

l , re°µetent l'existence de corr¶elations entre les
systµemesS et S0 qui confµerent µa l'¶etat du systµeme compos¶eS&S0 toute sa com-
plexit¶e et empêchent de le consid¶erer comme une simple r¶eunion de ses com-
posants. Ne pas tenir compte des termes d'interf¶erences (1.9.68) revient donc µa
n¶egliger les corr¶elations entre sous-systµemes. C'est pr¶ecis¶ement ce µa quoi aboutit
la proc¶edure de trace partielle, puisque l'op¶erateur densit¶e r¶eduit pourrait être
obtenu en ne retenant de l'op¶erateur densit¶e global que sa partie diagonale :

TrS0

¡
½diag ¢

=
X

n

hw0
n j½diag jw0

n i =
X

n

dn
2 jwn ihwn j = ½S ; (1.9.69)

d'aprµes (1.9.64). Lorsqu'un sous-systµeme est d¶ecrit par un ¶etat pur, il ne pr¶esente
aucune corr¶elation avec le reste du systµeme, comme le montre (1.9.60) ; dans ce
cas particulier, la proc¶edure de trace partielle ne fait perdre aucune information.

Ces consid¶erations amµenent une conclusion fondamentale quant µa la descrip-
tion d'un systµeme quantique par un op¶erateur densit¶e. La premiµere expression
(1.9.64) est rigoureusement la même que celle de l'op¶erateur densit¶e qui d¶ecrirait
le systµemeS isol¶e (et non plus compos¶e avecS0 au sein deS&S0) dans un ¶etat
de m¶elange statistique des ¶etats purswk avec les poids statistiquesdk

2 ; une
constatation identique vaut naturellement pour S0. Aucune mesure e®ectu¶ee
sur le systµemeS ne saurait donc distinguer les deux situations | celle d'un
m¶elange statistique d'¶etats purs d'un systµeme isol¶e d'une part, et celle d'un
sous-systµeme appartenant µa un systµeme compos¶e dans un ¶etat pur. Pourtant, le
recours µa une description par un op¶erateur densit¶e au lieu d'un ¶etat pur relµeve
de raisons complµetement di®¶erentes dans un cas et dans l'autre. Le premier cas
(m¶elange statistique) correspond µa une m¶econnaissance de l'¶etat du systµemeS,
due par exemple au caractµere al¶eatoire de sa proc¶edure de pr¶eparation ou µa une
information incomplµete sur son ¶etat, serait-il pur. Le second (r¶eduction µa un
sous-systµeme) renvoie µa l'impossibilit¶e de principe de consid¶erer le sous-systµeme
comme une entit¶e individualis¶ee dot¶ee d'une description autonome complµete par
un ¶etat pur. On parle dans le premier cas de m¶elange propre, et dans le second
de m¶elange impropre. Une analyse plus profonde (chapitre 12) ne sera pas de
trop pour discuter le caractµere, absolu ou pas, de cette dichotomie.

10 Quantons identiques

La th¶eorie quantique impose de fortes contraintes µa la description de systµemes
compos¶es de quantons identiques, comme nous l'avons vu dansRudiments,
chapitre 7. Reprenons cette question dans le cadre du formalisme hilbertien.

A Systµeme µa deux quantons

Consid¶erons d'abord le cas le plus simple, celui d'un systµeme constitu¶e de
deux quantons identiques, chacun ayant un espace des ¶etatsH . Les ¶etats du
systµeme compos¶e appartiennent au produit tensorielH = HH . Dans la mesure
oµu les quantons sont identiques, il n'existe pas de grandeurs physiques permet-
tant de les discerner, et les ¶etats du systµeme compos¶e doivent être invariants par
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permutation, c'est-µa-dire ne pas d¶ependre de l'ordre dans lequel sont consid¶er¶es
les deux quantons constitutifs. Notons P l'op¶erateur de permutation dans H
qui ¶echange les descriptions des deux quantons. Cet op¶erateur (unitaire) est
complµetement d¶e¯ni par son action sur la base tensoriellef uk  ul j k; l =
1; 2; : : : g de H :

P uk  ul = ul  uk : (1.10.1)

De fa»con g¶en¶erale,P agit sur un vecteur produit tensoriel selon

P v  v0 = v0  v ; (1.10.2)

et ne le laisse donc pas invariant (sauf siv = v0). Pour qu'un ¶etat du systµeme
compos¶e soit invariant, il faut que l'action de l'op¶erateur permutation P ne
modi¯e au plus que la phase du vecteur correspondant! 2 H :

P ! = ei® ! : (1.10.3)

Mais l'op¶erateur P, d'aprµes sa d¶e¯nition même (1.10.1), est involutif,

P2 = 1 ; (1.10.4)

de sorte que ses valeurs propres sont§ 1. Ainsi, seuls sont admissibles, pour
un systµeme de deux quantons identiques, des ¶etats soit pairs, soit impairs par
permutation :

P ! = § ! : (1.10.5)

Cette exigence r¶eduit consid¶erablement l'espace des ¶etats, qui ne s'identi¯e plus
au produit tensoriel H = H  H des deux espaces de Hilbert individuels des
quantons.

Dans le cas d'¶etats sym¶etriques (pairs par permutation), les quantons sont
appel¶es bosons. L'espace des ¶etats d'un systµeme de deux bosons possµede une
base form¶ee par les combinaisons lin¶eaires sym¶etris¶ees de la base tensorielle
de H, soit

B+ = f uk  uk j k = 1 ; 2; : : : g [
n

1p
2
(uk  ul + ul  uk )

¯
¯ 1 · k < l

o
: (1.10.6)

Si les espaces de Hilbert des quantons individuels sont de dimensionN , l'espace
de Hilbert H+ ainsi engendr¶e est de dimensionN (N +1) =2, donc bien plus petit
que H (de dimensionN 2). La restriction est plus forte encore pour les quantons
ayant des ¶etats antisym¶etriques (impairs par permutation), appel¶es fermions.
Leur espace des ¶etatsH¡ est d¶e¯ni par une base antisym¶etris¶ee :

B¡ =
n

1p
2
(uk  ul ¡ ul  uk )

¯
¯ 1 · k < l

o
; (1.10.7)

si la dimension deH est N , celle deH¡ est N (N ¡ 1)=2. Dans le cas des fermions,
l'identit¶e des quantons impose µa leurs ¶etats collectifs une implexit¶e intrinsµeque :
tous les ¶etats de la baseB¡ sont d'implexit¶e maximale. Dans le cas des bosons
il existe bien des ¶etats de la baseB+ d'implexit¶e nulle (au nombre de N ), mais
la plupart (au nombre de N (N ¡ 1)=2) sont d'implexit¶e maximale. On constate
que l'identit¶e des quantons exalte l'importance de la notion d'implexit¶e.

D¶e¯nissons les op¶erateurs

¦ § = 1
2 (1 § P) : (1.10.8)

Ce sont des projecteurs (¦2§ = ¦ § , voir exercice1.14). Ils permettent d'¶ecrire
simplement :

H§ = ¦ § H : (1.10.9)
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B Systµeme µa N quantons

Ces consid¶erations s'¶etendent au cas de systµemes compos¶es d'un nombre
quelconqueN de quantons. En e®et, toute permutationP de N objets (il y
en a N !) est un produit de transpositions (permutation de deux objets) ; cette
factorisation n'est pas unique, mais la parit¶e du nombre de transpositions est
intrinsµeque : on note " P = § 1 cette parit¶e. Dµes lors, un systµeme de bosons
n'aura que des ¶etats sym¶etriques,

P ! = ! (bosons), (1.10.10)

cependant que pour des fermions, l'¶etat sera soit sym¶etrique soit antisym¶etrique
selon le cas :

P ! = "P ! (fermions). (1.10.11)

Comme pour le cas de deux quantons, on peut d¶e¯nir des projecteurs en som-
mant sur toutes les permutations P¸ ,

¦ + =
1

p
N !

N !X

¸ =1

P¸ ;

¦ ¡ =
1

p
N !

N !X

¸ =1

" P¸ P¸ ;

(1.10.12)

et obtenir les espaces des ¶etatsH+ et H¡ correspondant respectivement µa des
bosons ou µa des fermions selon :

H§ = ¦ § H : (1.10.13)

Les dimensions de ces espaces sont bien plus faibles que celle deH (soit N N ),
et au surplus, contrairement au casN = 2, ces deux sous-espaces deH ne su®-
isent pas, et de loin, µa le reconstituer :H+ © H¡ 6= H (exercice 1.49). Ainsi,
les restrictions dues µa l'identit¶e des quantons sont-elles d'autant plus fortes que
le nombre de quantons identiques est plus ¶elev¶e. Cela est d'une importance
consid¶erable pour la matiµere ordinaire (voirRudiments, chapitre 7, sections 4
et 5). Un paradoxe surgit ici. L'exigence de sym¶etrie ou d'antisym¶etrie s'impose
µa tout ¶etat de N quantons identiques, qu'ils soient ou non voisins, qu'ils soient
ou non en interaction. Elle s'applique donc µa l'ensemble de tous les ¶electrons
de l'Univers, comme µa celui de tous les photons, etc. On ne peut donc a pri-
ori traiter s¶epar¶ement et isol¶ement l'¶etat de \nos" ¶electrons, ceux sur lesquels
nous exp¶erimentons au laboratoire, comme ceux qui nous constituent : ils ne
forment qu'un sous-systµeme, auquel on ne peut donc attribuer un ¶etat d¶e¯ni,
du systµeme global impliquant aussi bien les ¶electrons de la Lune, ceux de la
galaxie d'Andromµede, etc. Ou, plus pr¶ecis¶ement, il semblerait que l'on ne puisse
même pas parler d'¶electrons localis¶es \ici", mais seulement de tous les ¶electrons
µa la fois, dont l'¶etat fait intervenir, avec une implexit¶e maximale, des ¶etats in-
dividuels localis¶es ici, d'autres sur la Lune, etc. Nous verrons avec soulagement,
au chapitre 4, section 7, qu'en pratique \tout se passe comme si" l'on pouvait
traiter de fa»con s¶epar¶ee \nos" ¶electrons, en oubliant ceux d'Andromµede.
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Exercices

1.1 a. Montrer que la connaissance de la norme de chaque vecteur d'un espace de Hilbert
permet de calculer le produit scalaire de deux vecteurs quelconquesv et w. Indi-
cation : calculer kv + wk2 ; kv ¡ wk2; kv + iw k2 et kv ¡ iw k2 .

b. Peut-on en d¶eduire que toute application d'un espace de Hilbert dans lui-même
qui pr¶eserve la norme des vecteurs pr¶eserve aussi les produits scalaires ?

1.2 Soient v et w deux vecteurs quelconques d'un espace de HilbertH . Calculer la norme du
vecteur u = v + ¸w , pour ¸ 2 C. En choisissant astucieusement la phase du nombrȩ ,
montrer que la positivit¶e de kuk2 ainsi calcul¶e entrâ³ne l'in¶egalit¶e de Schwarz.

1.3 L'espace de Minkowski est-il un espace de Hilbert ?

1.4 On abandonne parfois la condition de normalisation des vecteurs d'¶etat. Montrer que
l'amplitude de transition entre deux ¶etats repr¶esent¶es par des vecteurs v et w non
n¶ecessairement norm¶es s'¶ecrit

hwjvi =
(w; v)

kwk kvk
:

1.5 On considµere les exemples suivants d'applications d'un espace de Hilbert dans lui-
même. Quelles sont celles qui d¶e¯nissent un op¶erateur (lin¶eaire ) ? Pour ces derniµeres,
auxquelles correspond un op¶erateurhermitique ?

a. Dans un espace de Hilbert abstrait H (u, u0 sont des vecteurs donn¶es) :

v ¡! (u0; v) u ;

v ¡! k vk u ;

v ¡! v + u ;

v ¡! v ¡ (u; v)u ;

v ¡! (u; u0)v + ( u0; v)u + ( v; u)u0 :

b. Dans C2 oµu un vecteur est d¶e¯ni par ses composantes :

(c1 ; c2 ) ¡! (c2 ; c1 ) ;

(c1 ; c2 ) ¡!
¡
jc1 j; jc2 j

¢
;

(c1 ; c2 ) ¡! (c1 ; 0) ;

(c1 ; c2 ) ¡!
1

p
c2

1 + c2
2

(c1 ; c2 ) ;

(c1 ; c2 ) ¡! (2c1 ¡ c2; 2c2 ¡ c1 ) :
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c. Dans L 2 (R) (on supposera que les int¶egrations ou d¶erivations ont un sens) :

' (x) ¡!
1

k' k

£
' (x)

¤2
;

' (x) ¡!

Z
dy K (x; y ) ' (y) ;

' (x) ¡! ' (x ¡ d) ;

' (x) ¡! ¸
d'
dx

;

' (x) ¡!

· Z
dy a(y)

d2Á
dy2

¸
b(x) :

1.6 a. Soit un op¶erateur lin¶eaire A dans un espace de Hilbert H , tel que A yA = I .
D¶emontrer que si H est de dimension ¯nie, alors on a aussiAA y = I .

b. Soit maintenant un espace de Hilbert H de dimension in¯nie et f uk j k =
0; 1; 2; : : : g une base orthonorm¶ee deH . On d¶e¯nit un op¶erateur E par son ac-
tion sur les vecteurs de base :

E u k = uk +1 ; k = 0 ; 1; 2; : : :

D¶eterminer (par son action sur les vecteurs de base) l'op¶erateur adjoint E y . Mon-
trer que E yE = I .

c. Montrer que EE y 6= I (le r¶esultat de a n'est donc plus vrai en dimension in¯nie),
et que

[[[E y ; E ]]] = ¦ 0 ;

oµu ¦ 0 est le projecteur sur u0 .

d. Chercher des vecteurs propresv(®) de E y , tels que

E y v(®) = ® v(®) ;

en d¶eterminant les coe±cients de v(®) sur la base f uk g. Normer v(®). Quelles sont
les valeurs propres deE y ?

e. Calculer le produit scalaire
¡
v(®); v(¯ )

¢
.

1.7 Un op¶erateur T dans un espace de Hilbert de dimension 3 agit sur une basef u1 ; u2 ; u3g
suivant :

Tu1 = u2 ; T u2 = u3; Tu3 = u1 :

a. Repr¶esenter la matrice Tu .

b. T est-il hermitique ? unitaire ?

c. Calculer les valeurs propres et vecteurs propres deT.

d. G¶en¶eraliser µa un espace de Hilbert µan dimensions oµu un op¶erateurT agit sur une
base f uk ; k = 1 ; : : : ; N g suivant :

T uk =

½
uk +1 ; si k = 1 ; 2; : : : ; N ¡ 1,

u1 ; si k = N .

1.8 On appelle op¶erateur normal , un op¶erateur qui commute avec son adjoint :

AA y = A yA :

a. Montrer que les op¶erateurs hermitiques et unitaires sont normaux.

b. Donner des exemples d'op¶erateurs normaux non-hermitiques et non-unitaires.
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c. D¶emontrer que les op¶erateurs normaux sont diagonalisables comme les hermi-
tiques, c'est-µa-dire qu'ils admettent une base de vecteurs propres orthogonaux |
et r¶eciproquement. Que peut-on dire des valeurs propres des op¶erateurs unitaires ?

1.9 On veut montrer que (presque) tout op¶erateur T dans un espace de HilbertH admet
une factorisation, appel¶ee \d¶ecomposition polaire", analogue µa la repr¶esentation d'un
nombre complexe par son module et sa phase.

a. Montrer que l'op¶erateur T yT est hermitique et que toutes ses valeurs propres sont
positives (on dit alors que l'op¶erateur est positif). En d¶eduire que l'on peut d¶e¯nir
un op¶erateur hermitique et positif unique jT j tel que jT j2 = T yT .

b. Supposant les valeurs propres deT yT strictement positives, montrer que jT j est
inversible et que l'op¶erateur U := jT j ¡ 1T est unitaire. La factorisation T = jT jU
est la d¶ecomposition polaire de T.

c. On pourrait aussi d¶e¯nir un op¶erateur unitaire U0 tel que T = U0jT j. Les op¶erateurs
U et U0 sont-ils n¶ecessairement identiques ?

1.10 Soit A un op¶erateur normal donc diagonalisable (voir exercice 1.8).

a. Soit u un vecteur propre de A avec la valeur propre ¸ . Montrer que pour tout
polynôme P , le vecteur u est aussi vecteur propre de l'op¶erateur P (A) avec la
valeur propre P(¸ ).

b. En d¶eduire que si l'op¶erateur A satisfait une ¶equation polynomiale P (A) = 0,
toutes ses valeurs propres¸ satisfont l'¶equation P (¸ ) = 0.

c. G¶en¶eraliser ce r¶esultat µa une fonction d¶e¯nie par une s¶erie entiµere.

1.11 La trace d'un op¶erateur est d¶e¯nie comme la somme des ¶el¶ements diagonaux de la
matrice repr¶esentant l'op¶erateur dans une base donn¶eeB = f uk g :

Tr T =
X

k

TB
kk :

a. Montrer que Tr ( T1T2 ) = Tr ( T2T1).

b. Montrer que la trace ne d¶epend pas de la base choisie.

c. Montrer que pour un op¶erateur unitaire on a toujours jTr Uj · dim H , avec Tr U =
dim H ssi U = I .

d. Montrer que l'ensemble des op¶erateurs lin¶eaires sur un espace de HilbertH forment
un espace vectorielG; quelle est la dimension deG? Montrer que si A; B 2 G, le
produit int¶erieur sur G d¶e¯ni par ( A; B ) = Tr ( A yB ) est un produit scalaire et
que G devient ainsi lui-même un espace de Hilbert. Qu'est-ce qu'un vecteur norm¶e
de G en tant qu'op¶erateur dans H ?

1.12 Soit une base orthonorm¶eef uk g.

a. Un op¶erateur dyadique juk ihul j (k 6= l) est-il hermitique ? unitaire ?

b. Mêmes questions pour juk ihu l j + jul ihuk j. Quelles sont les valeurs propres et les
vecteurs propres de cet op¶erateur ?

1.13 Un projecteur peut-il être unitaire ?

1.14 On a introduit dans la section 3 les projecteurs orthogonaux ¦ u sur un vecteur uni-
taire u. Plus g¶en¶eralement, on appelle \projecteur" dans un espace de Hilbert H tout
op¶erateur hermitique ¦ tel que ¦ 2 = ¦.

a. Montrer que les valeurs propres d'un tel op¶erateur ne peuvent prendre que les
valeurs 0 ou 1.

b. Les deux sous-espaces propres associ¶es µa ces deux valeurs, soitH (0) et H (1) perme-
ttent d'¶ecrire l'espace de Hilbert H comme une somme directe :H = H (0) © H (1) .
On dit que ¦ est le projecteur sur H (1) . Montrer que dim H (1) = Tr ¦.
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c. On considµere les projecteurs ¦ et ¦ 0 sur deux sous-espacesh et h0 d'un espace de
Hilbert H . L'op¶erateur ¤ :=(¦ + ¦ 0)¡ 1 est bien d¶e¯ni sur le sous-espaceh \ h0.
Soit maintenant £ := 2¦¤¦ 0. Montrer que £ est hermitique, idempotent, et qu'il
s'agit en fait du projecteur sur h \ h0.
[D'aprµes C. Davis et K. Driessel, communication priv¶ee]

1.15 Appelons \op¶erateur nul" l'op¶erateur dont l'action sur tout vecteur donne le vecteur
nul.

a. Montrer qu'un op¶erateur A est nul si, et seulement si, hujAjui = 0 pour tout jui .
(Suggestion : montrer, au moyen de (1.1.2), que la nullit¶e de la valeur moyenne
de A dans l'¶etat ¸ jui + jvi pour tout ¸ 2 C, tout jui , tout jvi , implique Ajui = 0
pour tout jui .)

b. En d¶eduire que deux grandeurs physiques sont identiques si, et seulement si, toutes
leurs valeurs moyennes sont identiques.

c. Qu'en serait-il dans le cas d'un espace vectoriel d¶e¯ni sur les r¶eels plutôt que sur
les complexes ? (Examiner par exemple l'op¶erateur de rotation de ¼=2 dans le plan
euclidien.)

1.16 On considµere un espace de HilbertH de dimension in¯nie.

a. L'espace H est rapport¶e µa une base orthonorm¶ee dans laquelle un vecteurv quel-
conque est sp¶eci¯¶e par ses composantesf ck j k = 1 ; 2; : : : ; 1 g . Pour les transfor-
mations lin¶eaires suivantes, le domaine de l'op¶erateur correspondant comprend-il
tout l'espace H ? Sinon, pouvez-vous exhiber au moins un vecteur n'appartenant
pas µa ce domaine ?
i ) ck ¡! ck =k, k = 1 ; 2; : : : ;
ii ) ck ¡! eik® ck , k = 1 ; 2; : : : , avec ® ¯x¶e ;
iii ) ck ¡!

p
k ck ¡ 1 , k = 1 ; 2; : : : ;

iv ) ck ¡!
P k + N

q= k cq , k = 1 ; 2; : : : , avec N ¯x¶e.

b. L'espace H est l'espace des fonctions de carr¶e sommableL 2 (R). Mêmes questions.
i ) ' (x) ¡! d'= dx ;
ii ) ' (x) ¡! a ' (x ¡ b), a; b r¶eels donn¶es ;
iii ) ' (x) ¡! x2 ' (x) ;
iv ) ' (x) ¡!

R1

¡1
dx eipx ' (x), p ¯x¶e.

1.17 Soit un op¶erateur hermitique et unitaire. Montrer que ses valeurs propres valent soit +1
soit ¡ 1. Quelle peut-être la signi¯cation physique de tels op¶erateurs ?

1.18 Soit A un op¶erateur hermitique et U un op¶erateur unitaire (dans un même espace de
Hilbert H ). On considµere l'op¶erateur A 0 = UAU ¡ 1 .

a. Montrer que A 0 est hermitique.

b. Montrer que A0 a le même spectre (c'est-µa-dire les mêmes valeurs propres) queA
et exprimer ses vecteurs propres µa l'aide de ceux deA.

1.19 On considµere un espace de HilbertH de dimension N ¯nie.

a. Montrer qu'un op¶erateur hermitique dans H d¶epend deN 2 paramµetres r¶eels. (In-
dication : repr¶esenter l'op¶erateur par sa matrice dans une base orthonorm¶ee et
compter le nombre d'¶el¶ements de matrice ind¶ependants en tenant compte de leur
caractµere r¶eel ou complexe.)

b. Même question (avec le même r¶esultat) pour un op¶erateur unitaire.

1.20 Soit A une matrice hermitique dans un espace de Hilbert de dimension N , dont K
¶el¶ements de la diagonale principale sont beaucoup plus petits que les autres :

Ajj

Aii
= O( ° ) ; ° À 1 ; pour

½
i = 1 ; : : : ; K;

j = K + 1 ; : : : ; N:
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Montrer alors que les K plus petites valeurs propres de A s'obtiennent approximative-
ment en diagonalisant la sous-matrice A0 de dimension K £ K d¶e¯nie par :

A0
kl = Akl ; k; l = 1 ; : : : ; K:

(Indication : consid¶erer le polynôme caract¶eristique de A et identi¯er son terme d'ordre
le plus ¶elev¶e en° .)

1.21 Le symbole de Levi-Civita " klm est d¶e¯ni par : i ) son antisym¶etrie par ¶echange de deux
indices quelconques (par exemple" klm = ¡ " mlk = " mkl ), et ii ) " 123 = 1.

a. Montrer que " klm est invariant par permutation circulaire de ses indices.

b. Quel est le nombre de symboles" klm non nuls ? Donner les valeurs de chacun d'eux.

c. ¶Etant donn¶es deux vecteurs a et b de l'espace euclidien, montrer que les com-
posantes de leur produit vectoriel p = a ^ b peuvent s'¶ecrire

pk =
3X

l =1

3X

m =1

" klm al bm :

En d¶eduire l'expression du produit mixte de trois vecteurs :

a ¢(b ^ c) =
3X

k =1

3X

l =1

3X

m =1

" klm ak bl cm :

Dor¶enavant, nous utiliserons, lors d'un calcul vectoriel, la convention d'Einstein :
lorsque, dans un monôme, le même indice ¯gure deux fois, cela implique une somma-
tion sur les trois valeurs que peut prendre cet indice. Le produit scalaire, par exemple,
s'¶ecrit alors aussi bien a ¢b = ak bk , le produit vectoriel pk = " klm al bm , le produit
mixte a ¢(b ^ c) = " klm ak bl cm . Cette convention allµege consid¶erablement l'¶ecriture
des expressions vectorielles en termes de composantes.

d. V¶eri¯er la relation (convention d'Einstein en vigueur) :

" klm " kpq = ±lp ±mq ¡ ±lq ±mp :

En d¶eduire l'expression du double produit vectoriel

a ^ (b ^ c) = ( a ¢c)b ¡ (a ¢b)c :

e. Montrer en¯n, µa l'aide de l'expression ¶etablie en c, que le produit vectoriel est bien
un vecteur, autrement dit que lorsque les composantesak et bm sont transform¶ees
par une matrice orthogonale, de d¶eterminant unit¶e, il en va de même pour les
composantespk .

1.22 On appelle \matrices de Pauli" les trois matrices :

¾1 =

µ
0 1
1 0

¶
; ¾2 =

µ
0 ¡ i
i 0

¶
; ¾3 =

µ
1 0
0 ¡ 1

¶
:

(Ces matrices sont associ¶ees µa la grandeur physique \spin" que nous ¶etudierons au
chapitre 7, section 9.)

a. Les matrices de Pauli sont-elles hermitiques ? unitaires ?

b. ¶Etablir la relation g¶en¶erale (voir exercice 1.21 ) :

¾k ¾l = ±kl I + i" klm ¾m ; k; l; m 2 f 1; 2; 3g:

c. Calculer les commutateurs [[[¾k ; ¾l ]]].
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d. Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de chacune des trois matrices de
Pauli.

On peut consid¶erer les matrices de Pauli (¾1 ; ¾2 ; ¾3 ) comme les composantes d'un
op¶erateur vectoriel ¾¾¾ (la notion d'op¶erateur vectoriel sera explicit¶ee au chapitre 7,
section 3B).

e. Soit n̂ = ( n1 ; n2 ; n3) un vecteur unitaire de l'espace µa 3 dimensions. On d¶e¯nit la
matrice :

¾¾¾¢n̂ := n1¾1 + n2¾2 + n3¾3 = nk ¾k :

Montrer que
(¾¾¾¢n̂ )(¾¾¾0 ¢n̂ 0) = n̂ ¢n̂ 0 I + i (n̂ ^ n̂ 0) ¢¾¾¾

(g¶en¶eralisant b).

f. Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de¾¾¾¢n̂ . (On aura int¶erêt µa para-
m¶etrer n̂ en coordonn¶ees sph¶eriques :̂n = (sin µcos'; sin µsin '; cosµ).)

1.23 Consid¶erer le projecteur ¦ u = juihuj comme une grandeur physique.

a. Calculer sa dispersion ¢ v ¦ u dans un ¶etat jvi .

b. Montrer qu'elle s'exprime simplement en terme de la probabilit¶e de transition
P =

¯
¯hvjui

¯
¯2

.

c. Montrer qu'elle est maximale pour tous les ¶etats de la forme :

jvi = 1p
2

jui + 1p
2

ju0i ;

oµu hu0jui = 0. Interpr¶eter.

1.24 On considµere un espace des ¶etats µa deux dimensions.

a. Montrer que toute matrice complexe 2 £ 2 d¶e¯nie sur cet espace peut s'¶ecrire
comme combinaison lin¶eaire µa coe±cients complexes de la matrice identit¶eI et des
matrices de Pauli ¾k , k = 1 ; 2; 3, d¶e¯nies µa l'exercice 1.22 .

b. On s'int¶eresse µa la d¶etermination de l'op¶erateur densit¶e d'un systµeme µa deux ¶etats.
On considµere la forme la plus g¶en¶erale de cet op¶erateur densit¶e (convention d'E-
instein en vigueur) :

½= a I + bk ¾k :

Utiliser la condition de normalisation de ½(trace unit¶e) pour d¶eterminer a. Puis,
en utilisant la relation ¶etablie µa l'exercice 1.22b , d¶eterminer les coe±cients bk en
termes des valeurs moyennes des op¶erateurs¾k .

1.25 On note j+ 3 i et j¡ 3 i les kets propres de la matrice de Pauli ¾3 correspondant aux
valeurs propres +1 et ¡ 1 respectivement (exercice1.22 ).

a. Utiliser le r¶esultat de l'exercice 1.22f pour donner les expressions des kets propres
j+ n i et j¡ n i de la composante de¾¾¾ sur le vecteur unitaire n̂ , soit ¾n = ¾¾¾¢n̂ , en
fonction de j+ 3 i et j¡ 3 i .

b. Un proc¶ed¶e exp¶erimental permet de pr¶eparer un ensemble de quantons dont la
moiti¶e sont dans l'¶etat j+ 3 i , l'autre moiti¶e dans l'¶etat j¡ 3 i . Cet ensemble est
d¶ecrit au moyen de l'op¶erateur densit¶e

½= 1
2 j+ 3 ih¡ 3 j + 1

2 j¡ 3 ih¡ 3 j :

En utilisant le r¶esultat de la question a, montrer que ce même op¶erateur densit¶e
admet une in¯nit¶e de repr¶esentations ¶equivalentes.

1.26 Soit E un espace vectoriel sur les r¶eels. Un ensembleC ½ E est dit \convexe" si,
¶etant donn¶es deux ¶el¶ements quelconques de cet ensemble, soita; b 2 C, leurs \sommes
pond¶er¶ees" (ou barycentriques) appartiennent aussi µa l'ensemble, soit ¸a + ¹b 2 C,
avec ¸; ¹ ¸ 0 et ¸ + ¹ = 1. Les ¶el¶ements deC qui ne peuvent pas s'¶ecrire sous la forme
¸a + ¹b avec ¸¹ 6= 0 sont appel¶es \¶el¶ements extr¶emaux". Les autres sont les \¶el¶ements
int¶erieurs" de l'ensemble.
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a. Se convaincre en consid¶erant des ¯gures planes que cette d¶e¯nition formalise bien
la notion intuitive de convexit¶e.

b. Prouver que, si la dimension deE est sup¶erieure ou ¶egale µa 2, tout ¶el¶ement int¶erieur
d'un ensemble convexeC (non r¶eduit µa un sous-ensemble d'un sous-espace µa une
dimension de E) peut s'¶ecrire d'une in¯nit¶e de fa»cons comme somme pond¶er¶ee
d'¶el¶ements extr¶emaux.

c. Montrer que les op¶erateurs densit¶e d'un systµeme quantique forment un ensemble
convexe dont les ¶etats purs sont les ¶el¶ements extr¶emaux. Ainsi peut s'interpr¶eter
la non-unicit¶e de la caract¶erisation d'un op¶erateur densit¶e comme m¶elange d'¶etats
| sauf justement pour les ¶etats purs.

1.27 Dans un espace de HilbertH de dimension N , on d¶e¯nit un op¶erateur A par son action
sur les vecteurs d'une base orthonorm¶eef uk j k = 1 ; : : : ; N g :

A juk i =
N ¡ 1X

q=0

®q juk + q (mod N ) i ;

oµu les coe±cients ® sont r¶eels et donc l'op¶erateur A hermitique. On d¶e¯nit aussi
l'op¶erateur auxiliaire R :

Rjuk i =

½
juk +1 i si k = 1 ; : : : ; N ¡ 1;

ju1 i si k = N .

a. Expliciter les matrices repr¶esentatives de A et R dans la basef uk g.

b. Montrer que R est unitaire, et que RN = I .

c. Montrer qu A et R commutent, et que l'on peut exprimer A sous la forme d'un
polynôme en R et Ry .

d. Montrer que D¶et( ¸ I ¡ R) = ¸ N ¡ 1. En d¶eduire que les valeurs propres deR sont
les N racines N -µemes de l'identit¶e et ¶etablir la forme de ses vecteurs propres :

jvp i =
N ¡ 1X

k =0

eipk 2¼
N juk i :

e. En d¶eduire les valeurs propres deA.

Nous verrons plus loin tout l'int¶erêt physique de tels op¶erateurs (chapitre 2, sections 6
et 7).

1.28 Pour trois op¶erateurs A, B , C quelconques, d¶emontrer l'identit¶e de Jacobi :

[[[A; [[[B; C ]]]]]] + [[[B; [[[C; A]]]]]] + [[[C; [[[A; B ]]]]]] = 0 :

1.29 Soit un op¶erateur hermitique A(¸ ) d¶ependant d'un paramµetre r¶eel ¸ . Notons uk (¸ )
et ak (¸ ) ses vecteurs et valeurs propres :

A(¸ ) uk (¸ ) = ak (¸ ) uk (¸ ) :

Montrer que :
dak

d¸
=

D@A
@¸

E

u k ( ¸ )
:

(En d'autres termes, la d¶eriv¶ee d'une valeur propre de A se calcule en prenant la valeur
moyenne de l'op¶erateur d¶eriv¶e de A, et n'exige pas la connaissance du vecteur d¶eriv¶e
duk =d¸ .)
Ce r¶esultat trµes utile en th¶eorie quantique, y est connu sous le nom de formule de
Hellmann-Feynman.
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1.30 Soient deux op¶erateurs lin¶eairesA et B dans un espace de Hilbert (suppos¶e de dimen-
sion ¯nie). On s'int¶eresse µa l'op¶erateur d¶e¯ni par

C(A; B; ¸ ) = exp( ¸A ) B exp(¡ ¸A ) ; ¸ 2 C :

a. ¶Ecrivant C(A; B; ¸ ) sous forme du d¶eveloppement en s¶erie

C(A; B; ¸ ) =
1X

n =0

Cn (A; B ) ¸ n ;

d¶eterminer d'abord l'op¶erateur C0 (prendre ¸ = 0). Puis, d¶erivant une fois par
rapport au paramµetre ¸ , et en prenant ¸ = 0, ¶etablir la relation C1 = [[[A; B ]]]. En
recommen»cant l'op¶eration, ¶etablir la relation de r¶ecurrence entre les op¶erateursCn :

Cn =
1
n

[[[A; C n ¡ 1]]] :

En d¶eduire la formule souvent dite \de Baker-Campbell-Hausdor®" :

exp(¸A ) B exp(¡ ¸A ) = B + ¸ [[[A; B ]]] +
¸ 2

2
[[[A; [[[A; B ]]]]]] + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+
¸ n

n!
[[[A; [[[A; : : : A; [[[A;
| {z }

n fois

B]]]]]] : : : ]]] + ¢ ¢ ¢:

b. Appliquer la formule pr¶ec¶edente avec

A =

µ
i 0
0 ¡ i

¶
; et B =

µ
0 1
1 0

¶
:

Retrouver le même r¶esultat en calculant d'abord explicitement l'op¶erateur exp( ¸ A).

c. Dans le cas oµu [[[A; B ]]] commute avec A et B , montrer que

expA exp B = exp
¡
A + B + 1

2 [[[A; B ]]]
¢

:

On pourra consid¶erer l'op¶erateur V (¸ ) = exp( ¸A ) exp(¸B ) et montrer qu'il ob¶eit
µa l'¶equation di®¶erentielle dV=d¸ =

¡
A + B + ¸ [[[A; B ]]]

¢
V dont on montrera qu'elle

peut être int¶egr¶ee \comme si" V ¶etait une fonction µa valeurs num¶eriques.

1.31 Soient A et B deux op¶erateurs hermitiques dans un espace de HilbertH repr¶esentant
deux grandeurs physiques.

a. Montrer que si A et B sont compatibles, alors deux fonctions quelconquesf (A) et
g(B ) le sont aussi, c'est-µa-dire que [[[A; B ]]] = 0 ) [[[f (A); g(B )]]] = 0.

b. Montrer que la r¶eciproque est fausse, en construisant des exemplessimples d'op¶e-
rateurs A et B et de fonctions f et g tels que [[[A; B ]]] 6= 0 et [[[f (A); g(B )]]] = 0.
Indications :

| prendre H = C2 , A =

µ
1 0
0 ¡ 1

¶
, B =

µ
0 1
1 0

¶
; calculer A2 et B2 ;

| prendre H = C3 , A =

Ã
0 0 0
0 0 ¼
0 ¡ ¼ 0

!

, B =

Ã
0 ¡ ¼ 0
¼ 0 0
0 0 0

!

; calculer exp A et

expB. Calculer ¶egalement exp(A + B) et comparer µa expA expB.

c. D¶emontrer que si [[[A; B ]]] 6= 0 et [[[f (A); g(B )]]] = 0, alors l'un au moins des deux
op¶erateurs f (A) et g(B ) est d¶eg¶en¶er¶e (c'est-µa-dire a plusieurs valeurs propres
identiques). En d¶eduire que si pour deux op¶erateurs A et B et deux fonctions
monotones f et g l'on a [[[f (A); g(B )]]] = 0, alors [[[A; B ]]] = 0.
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1.32 On considµere l'op¶erateur ¾¾¾¢n̂ dans H = C2 oµu les ¾k sont les matrices de Pauli et n̂
un vecteur unitaire de R3 (voir exercice 1.22 ).

a. Calculer exp(i¼¾¾¾¢n̂ ) et exp(2i¼¾¾¾¢n̂ ).

b. Soient 3 vecteurs unitaires m̂ , n̂ , p̂ tels que p̂ = m̂ + n̂ (dans quelles conditions
peut-on avoir une telle con¯guration ?). Soient les op¶erateurs A = i¼¾¾¾¢m̂ , B =
i¼¾¾¾¢n̂ , et C = i¼¾¾¾¢p̂ = A + B. Calculer exp A, exp B et exp C = exp( A + B).
Calculer [[[A; B]]]. Comparer exp A expB, exp B expA et exp(A + B). Commenter.

1.33 Montrer que l'in¶egalit¶e de Heisenberg (1.7.14) est satur¶ee (elle devient une ¶egalit¶e)
pour les seuls ¶etats d¶e¯nis par la propri¶et¶e : (A 0 + i¸B 0)w¸ = 0, avec ¸ 2 R.

1.34 On appelle anti-commutateur de deux op¶erateurs A et B l'op¶erateur f A; B g :=
AB + BA . D¶emontrer l'in¶egalit¶e de Heisenberg g¶en¶eralis¶ee :

¢ v A ¢ v B ¸ 1
2

³ ¯
¯h[[[A; B ]]]i v

¯
¯2

+
¯
¯hfA; B gi v

¯
¯2

´ 1=2

:

1.35 Peut-on trouver dans un espace de Hilbert de dimension ¯nie deux op¶erateurs A et B
tels que :

a. [[[A; B ]]] = I (indication : ¶evaluer la trace des deux membres) ;

b. f A; B g = I , oµu f A; B g := AB + BA est l'anticommutateur de A et B .

1.36 On considµere les applications suivantes, dont on v¶eri¯era qu'elles ne sont pas lin¶eaires :

i ) dans H = C2 , u = ( c1; c2) ¡! T(u) =

µ
c1 c2

c1
; ¡

c1 c2

c2

¶
;

ii ) dans H = C3 , u = ( c1 ; c2 ; c3 ) ¡! T(u) =

µ
jc1c2c3 j

c2c3
;

jc1c2c3 j
c3c1

;
jc1c2c3 j

c1c2

¶
;

iii ) dans H = C2, u = ( c1 ; c2 ) ¡! T (u) =

µ ¯
¯
¯
c1

c2

¯
¯
¯c2;

¯
¯
¯
c2

c1

¯
¯
¯c1

¶
.

Montrer qu'elles satisfont l'hypothµese du th¶eorµeme de Wigner (module des produits
scalaires invariant) et, pour chacune, construire une application unitaire ou antiunitaire
¶equivalente.

1.37 Soit dans H = CN un vecteur v de composantes (c1 ; c2 ; : : : ; cN ). On considµere le

vecteur T (v) = ( d1 ; d2 ; : : : ; dN ), d¶e¯ni par dk = ( °=° 0)(ck )2 avec ° =
¡ P

k jck j2
¢1=2

et

° 0 =
¡ P

k jck j4
¢1=2

.

a. L'application T est-elle lin¶eaire ?

b. Conserve-t-elle la norme ?

c. Le th¶eorµeme de Wigner est-il contredit ?

1.38 Soient H (de dimension N ) et H 0 (de dimension N 0) deux espaces de Hilbert, et
H  H 0 (de dimension NN 0) leur produit tensoriel. On s'int¶eresse µa l'ensemble des
vecteurs factoris¶es, F = f v  v0 j v 2 H ; v0 2 H 0g. L'espace H sera rapport¶e µa une
base orthonorm¶ee B = f un j n = 1 ; : : : ; N g, l'espace H 0 µa une baseB0 = f v0

p j p =
1; : : : ; N 0g, et H  H 0 µa la baseB  B 0 = f un  u0

p j n = 1 ; : : : ; N; p = 1 ; : : : ; N 0g. Si
v =

P
n cn un et v0 =

P
p c0

p u0
p , alors v  v0 =

P
n;p Cnp un  u0

p avec Cnp = cn c0
p .

a. On considµere d'abord le cas N = N 0 = 2. Montrer que les 4 coe±cients Cnp

(n = 1 ; 2, p = 1 ; 2) ob¶eissent µa la relation C11 C22 = C12 C21 . Montrer ensuite
que c'est la seule relation entre ces coe±cients. µA cette ¯n, on posera ° n = ln cn ,
° 0

p = ln c0
p , ¡ np = ln Cnp et l'on montrera que le systµeme de 4 ¶equations lin¶eaires

liant les composantes ° n et ° 0
p aux composantes ¡np est de rang 3. L'ensemble

F ½ H  H 0 est donc une vari¶et¶e de dimension 3 | un cône (puisque si ! 2 F ,
alors ¸! 2 F pour tout ¸ 2 C) hyperbolique (puisque les intersections de F par
des biplans deH  H 0 sont des hyperboles).
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b. Dans le cas g¶en¶eral (N; N 0 quelconques), montrer que F est une vari¶et¶e de dimen-
sion d(N; N 0) = N + N 0 ¡ 1. On pourra proc¶eder par r¶ecurrence sur N (par ex-
emple), en montrant que, si N augmente d'une unit¶e, les vecteurs deF acquiµerent
N 0 nouvelles composantes li¶ees par (N 0 ¡ 1) relations.

1.39 Soient A et A 0 deux op¶erateurs hermitiques dans les espaces de HilbertH et H 0.
Soient f ak g et f uk g (resp. f a0

k g et f u0
k g) les valeurs propres et vecteurs propres deA

(resp. A 0).

a. Quels sont les vecteurs propres et les valeurs propres deA  A 0 dans H  H 0?

b. Quels sont les vecteurs propres et valeurs propres deA  I 0+ I  A 0 dans H H 0?

c. Montrer que exp( A  I 0 + I  A 0) = exp( A)  exp(A 0).

1.40 Soit E l'ensemble des couples de fonctions de carr¶e sommable du type

' (x) =
¡
' 1(x); ' 2 (x)

¢
:

a. Montrer que la d¶e¯nition du produit int¶erieur suivante :

(Ã; ' ) =

Z + 1

¡1

dx
h
Ã1 (x) ' 1 (x) + Ã2(x) ' 2 (x)

i
;

munit E d'une structure d'espace de Hilbert.

b. Montrer que E = H 2  L 2 (R), oµu H 2 est l'espace de Hilbert standard µa deux
dimensions et L 2 (R) l'espace des fonctions de carr¶e sommable (voir section 1).

1.41 Nous avons vu que toute matrice de dimension N £ N 0 peut être pseudo-diagonalis¶ee
par deux transformations unitaires U et U0 : C = UDU0y, oµu D est pseudo-diagonale.
Dans la mesure oµu cette propri¶et¶e peut être ¶etendue aux op¶erateurs de l'espace de
Hilbert, montrer que l'on peut imm¶ediatement g¶en¶eraliser la d¶ecomposition polaire,
exercice1.9 , µa un op¶erateur C quelconque.

1.42 Soient deux espaces de HilbertH et H 0 de dimensions 2 et 3 respectivement, munis
de deux bases orthonorm¶eesf u1 ; u2g et f u0

1 ; u0
2 ; u0

3g. On considµere, dansH  H 0, le
vecteur

! = u1  u0
2 + u1  u0

3 ¡ u2  u0
1 + u2  u0

3 :

a. ¶Ecrire la matrice C des composantes de! dans la base constitu¶ee des vecteurs
f ui  u0

j j i 2 (1; 2); j 2 (1; 2; 3)g.

b. Diagonaliser les matrices CyC et CCy . En d¶eduire la d¶ecomposition de Schmidt
de ! .

1.43 Soient deux espaces de Hilbert H et H 0 de dimension 2 munis de deux bases or-
thonorm¶ees f u1; u2g et f u0

1 ; u0
2g respectivement. On considµere dansH  H 0 le vecteur

! := d1 u1  u0
1 + d2 u2  u0

2 ;

¶ecrit d'embl¶ee sous la forme diagonale de Schmidt. On cherche deux nouvelles bases
f v1 ; v2g et f v0

1; v0
2g obtenues µa partir des premiµeres par deux transformations uni-

taires U et U0 de fa»con que le vecteur! s'y exprime encore sous une forme diagonale.
Montrer que de telles bases n'existent que sid1 = d2.

1.44 Soient deux espaces de HilbertH et H 0 de dimension 2, et f u1 ; u2g et f u0
1 ; u0

2g deux
bases orthonorm¶ees dansH et H 0 respectivement. On considµere dansHH 0 le vecteur
norm¶e

! = ® u1  u0
1 +

¯
p

2
(u1  u0

2 + u2  u0
1 ) ;

repr¶esentant un ¶etat du systµeme S& S0.

a. Exprimer dans la base f u1 ; u2g la matrice de l'op¶erateur densit¶e r¶eduit ½S dans H .
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b. Calculer les valeurs propres de½S . En d¶eduire le degr¶e d'implexit¶e ± de l'¶etat !
en fonction de ®. V¶eri¯er le r¶esultat sur les cas particuliers ® = 1 et ® = 0.

1.45 Soit ½S un op¶erateur densit¶e d¶e¯ni sur un espace de Hilbert H . Montrer que l'on peut
toujours consid¶erer un espace de Hilbert H 0 et un vecteur d'¶etat ! 2 H  H 0 tels
que ½S soit l'op¶erateur densit¶e r¶eduit dans H de ½= j! ih! j.

1.46 On peut trouver une condition su±sante | et n¶ecessaire | pour que la trid¶ecomposi-
tion de Schmidt existe. Soient f uk  u0

n  u00
p j 1 · k · N; 1 · n · N 0; 1 · p · N 00g

une base de l'espaceH  H 0  H 00 | on supposera N < N 0; N 00 |, et ! un vecteur
de cet espace. Montrer que si lesN contractions de ! sur les vecteurs de baseuk

de H | soient ( !; u k ) | conduisent µa un vecteur d'¶etat de H 0  H 00 d'implexit¶e nulle
alors il existe une d¶ecomposition de Schmidt pour le vecteur ! . On pourra, pour ce
faire, utiliser la propri¶et¶e de d¶ecomposition de Schmidt du vecteur ! consid¶er¶e comme
¶el¶ement de l'espaceH  (H 0  H 00).
[D'aprµes A. K. Pati , \Existence of the Schmidt decomposition for tripartite systems,"
Phys. Lett. A238 (2000), 118.]

1.47 Soient deux quantons identiques, ayant un espace des ¶etatsH , et soit H = H  H
l'espace des ¶etats de ce systµeme. Pour deux vecteurs d'¶etats norm¶esv; v0 2 H , on
considµere le vecteur d'¶etat ! = ® v  v0 + ¯ v 0  v 2 H.

a. Exprimer la condition de normalisation du vecteur ! (on suppose v; v0 6= 0 en
g¶en¶eral).

b. On considµere une grandeur physique additive du systµeme :A tot = A  I + I  A.
Calculer la valeur moyenne hA tot i ! et montrer qu'elle fait intervenir, outre les
valeurs moyennes individuelleshAi v et hAi v0, le terme \mixte" ( v; Av 0). En d¶eduire
que les ¶etatsv correspondants µa diverses valeurs de® et ¯ ne sont pas physiquement
identiques et ne peuvent être tous admis.

c. Appliquer le calcul pr¶ec¶edent au cas de deux fermions ou de deux bosons et montrer
que les valeurs moyennes correspondantes de la grandeurA tot sont les mêmes pour
deux fermions, deux bosons ou deux quantons di®¶erents.

1.48 On considµere le groupe des permutations de 3 objets :
l'identit¶e, I = ( 1 2 3

1 2 3 ) ;
les permutations circulaires, C+ = ( 1 2 3

2 3 1 ), C¡ = ( 1 2 3
3 1 2 ) ;

et les transpositions, T1 = ( 1 2 3
1 3 2 ), T2 = ( 1 2 3

3 2 1 ), T3 = ( 1 2 3
2 1 3 ).

a. Montrer que deux transpositions, par exemple T1 et T2, su±sent µa engendrer le
groupe, et ¶ecrire toutes les permutations en termes de ces deux-lµa.

b. Expliciter la forme des projecteurs ¦ § sur les espaces sym¶etriques et antisym¶etri-
ques H+ et H¡ dans le cas des 3 quantons.

c. Si les espaces individuelsH ont pour dimension N , quelles sont les dimensions
de H+ et H¡ ?

1.49 Soient N quantons identiques. Si leurs espaces des ¶etats individuelsH ont pour dimen-
sion N , quelles sont les dimensions des espaces collectifsH+ (cas des bosons) etH¡

(cas des fermions) ?



Chapitre 2

Systµemes d'ordre ¯ni

1 Mod¶elisations d'ordre ¯ni

Nous verrons dans les chapitres suivants que la description complµete d'un
quanton, même isol¶e, ne peut se faire que dans un espace de Hilbert des ¶etats de
dimension in¯nie. Les op¶erateurs qui y d¶ecrivent les grandeurs physiques sont
alors en g¶en¶eral plus d¶elicats µa manipuler que dans un espace de dimension
¯nie, oµu l'on se ramµene ais¶ement µa de simples calculs d'algµebre matricielle par
un choix de base. En dimension in¯nie, par exemple, la diagonalisation d'un
op¶erateur, qui fournit les valeurs propres de la grandeur physique consid¶er¶ee, ne
peut se faire par le calcul du d¶eterminant de la matrice associ¶ee µa l'op¶erateur
| matrice inexistante. Ces valeurs propres sont d'ailleurs en nombre in¯ni, leur
ensemble pouvant être aussi bien discret (d¶enombrable) que continu, ou les deux
µa la fois, ce qui montre bien la complexit¶e du problµeme.

Aussi, pour ne pas laisser cette complexit¶e formelle occulter les aspects con-
ceptuels essentiels d'un traitement quantique, allons-nous nous int¶eresser dans
ce chapitre µa des situations particuliµeres oµu l'espace des ¶etats du systµeme est
consid¶er¶e comme ¶etant de dimension ¯nie,N ; nous dirons du systµeme ainsi
¶etudi¶e qu'il est \d'ordre N ".

Le plus souvent, l'utilisation d'une description d'ordre N relµeve d'une tech-
nique d'approximation, grossiµere mais ¶eclairante, par laquelle on remplace l'es-
pace de Hilbert v¶eritable H (de dimension en g¶en¶eral in¯nie) par l'un de ses
sous-espaceshN , de dimension ¯nie. Il arrive en e®et que des consid¶erations
heuristiques permettent de penser qu'un ¶etat d'int¶erêt particulier (l'¶etat fonda-
mental par exemple), appartient pour l'essentiel µa un tel sous-espace, engendr¶e
par N vecteurs connus d'interpr¶etation physique simple. On veut dire par lµa
que le vecteur d'¶etat en question est trµes proche de sa projection sur le sous-
espacehN (¯gure 2.1).

La situation physique est au fond tout µa fait comparable µa celle qui pr¶evaut
souvent en m¶ecanique classique et permet de d¶ecrire approximativement un
mouvement dans l'espace µa trois dimensions par un mouvement dans un plan
ou sur une ligne. Ainsi l'ensemble des planµetes du systµeme solaire ont-elles leurs
trajectoires µa peu prµes contenues dans un même plan (celui de l'¶ecliptique),
ce qui permet une description bidimensionnelle utile du systµeme solaire | les
¶ecarts µa une telle analyse ¶etant consid¶er¶es et ¶etudi¶es comme des corrections

1
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Fig. 2.1 { Projection
Dans l'espace de Hilbert H , le vecteur u est approximativement contenu dans le sous-
espaceh ; ceci veut dire que sa composanteu0 sur le sous-espaceh est beaucoup plus
petite que sa composanteu1 sur le sous-espace orthogonalh? .

Fig. 2.2 { Le systµeme solaire
Les orbites des planµetes du systµeme solaire sont µa peu prµes contenues dans un même
plan (a) ce qui permet de les d¶ecrire par leurs projections sur ce plan (b).

(¯gure 2.2).
La notion de projection permet d'approximer les vecteurs (¶etats) et les

op¶erateurs (grandeurs), d¶e¯nis dans l'espaceH, par leurs \restrictions" au sous-
espacehN de dimension ¯nie (exercices2.1 et 2.2). Les op¶erateurs peuvent alors
être repr¶esent¶es par des matrices, dµes lors qu'un choix de base a ¶et¶e fait, et les
techniques matricielles usuelles sont applicables. En particulier, la recherche des
valeurs propres, ou diagonalisation, d'un tel op¶erateur, se fait en calculant son
polynôme caract¶eristique, d¶e¯ni par un simple d¶eterminant. Les valeurs pro-
pres, racines de ce polynôme, qui fournissent une approximation du spectre de
l'op¶erateur, sont ¶evidemment discrµetes, en nombre ¯ni, µa savoirN (nonobstant
des coÄ³ncidences ¶eventuelles en cas de d¶eg¶en¶erescence).

C'est d'ailleurs en invoquant la r¶eciproque de cette assertion que l'on peut
parfois se convaincre qu'il est possible de d¶ecrire approximativement un systµeme
quantique par un modµele d'ordreN . Telle est la situation lorsque l'on a de bon-
nes raisons physiques, th¶eoriques ou exp¶erimentales, de ne s'int¶eresser qu'µaN
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valeurs propres d'une propri¶et¶e physique (les plus importantes, ou les plus ac-
cessibles, etc.). Le sous-espacehN sera alors engendr¶e par lesN vecteurs propres
correspondants. L'¶energie fournit l'exemple-type d'une propri¶et¶e pour laquelle
se produit cette situation, comme ce chapitre va le montrer.

Il existe un autre cas oµu l'on utilise des modµeles d'ordre ¯ni, non plus cette
fois-ci comme description approch¶ee d'un systµeme, mais comme description ex-
acte de certains aspects du systµeme. Il arrive en e®et que l'espace des ¶etatsH se
pr¶esente comme un produit tensorielH = H 1 H 2 (chapitre 1, section 9) oµuH 2

est de dimension ¯nie. Si l'on s'int¶eresse µa des grandeurs physiques n'op¶erant que
dansH 2, c'est-µa-dire trivialement dansH1 (du type I 1  A2), toute la discussion
peut être men¶ee dans l'espaceH 2. Tel peut être le cas lorsque l'on s'int¶eresse
au spin d'un quanton. Un quanton de spins possµede 2s+ 1 ¶etats de spin (Rudi-
ments, chapitre 2, section 3, et cet ouvrage, chapitre 7, section 9) ; c'est donc
dans un espace de Hilbert de dimension ¯nie, l'espace des ¶etats de spin, que sont
d¶e¯nies les grandeurs physiques li¶ees au spin. Pour peu que ces grandeurs soient
d¶ecoupl¶ees des autres grandeurs physiques (li¶ees µa son comportement spatial
par exemple), il su±ra de travailler dans cet espace de dimension ¯nie ; il en va
ainsi lorsque l'on ¶etudie l'interaction du moment magn¶etique d'un quanton li¶e
µa son spin) avec un champ magn¶etique uniforme (voir chapitre 11).

2 Le hamiltonien

Nous nous int¶eressons donc dans la suite de ce chapitre µa l'¶energie, propri¶et¶e
physique d'importance centrale, tant sur le plan th¶eorique qu'exp¶erimental (aprµes
tout, la spectroscopie est toute entiµere consacr¶ee µa sa mesure). L'op¶erateur her-
mitique dans l'espace des ¶etats qui la repr¶esente est couramment appel¶e \hamil-
tonien", pour des raisons historiques1, et not¶e H . Nous suivrons cette coutume.
Supposant connu l'op¶erateurH , l'une des tâches essentielles de la th¶eorie quan-
tique est de le \diagonaliser", c'est-µa-dire de trouver ses valeurs propresf Eg et
ses vecteurs propresf uE g d¶e¯nis par la condition

Hu E = EuE : (2.2.1)

Les diverses valeurs propres deH sont en e®et les valeurs num¶eriques que peut
prendre l'¶energie du systµeme. Les ¶etats propres correspondants sont les (seuls)
¶etats du systµeme dans lesquels l'¶energiea une valeur num¶erique bien d¶etermin¶ee.
Une mesure de l'¶energie ne peut ainsi fournir comme r¶esultat que l'une des
valeurs propres, et le systµeme est, µa l'issue de cette mesure, projet¶e dans l'¶etat
propre uE correspondant. Nous avons d¶ejµa vu (Rudiments, chapitres 3 et 5) que
les ¶etats propres de l'¶energie sont ¶egalement les ¶etats stationnaires du systµeme.
Ceci donne au hamiltonien un rôle essentiel dans l'analyse de l'¶evolution tem-
porelle, rôle que nous examinerons au chapitre 3.

Nous allons ici nous int¶eresser aux systµemes quantiques simpli¯¶es, d'ordre
¯ni, dont l'espace de Hilbert des ¶etats hN est de dimensionN ¯nie . Le hamil-
tonien H , dans un tel espace, ne peut ¶evidemment avoir qu'un spectre discret,
et même ¯ni, ses valeurs propres ¶etant au nombre deN . C'est pourquoi un tel
systµeme est souvent dit \µaN niveaux" ; mais une telle terminologie doit être

1La th¶eorie quantique a initialement pris appui sur le formalisme de Hamilton de la
m¶ecanique classique ; le terme de \hamiltonien" y d¶esigne l'¶energie comme fonction des posi-
tions et des quantit¶es de mouvement des points mat¶eriels (classiques) consid¶er¶es.
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utilis¶ee avec prudence : en e®et deux (ou plus) valeurs propres peuvent coÄ³ncider
(il y a alors d¶eg¶en¶erescence). Un systµeme d'ordre 4 par exemple, peut ne sembler
avoir que 3 niveaux | jusqu'µa ce que l'on comprenne que l'un d'entre eux est
double, c'est-µa-dire possµede un sous-espace propre de dimension 2...

La mod¶elisation par un systµeme d'ordre ¯ni se montre particuliµerement utile
et f¶econde lorsque l'on s'int¶eresse µa l'¶energie, et ce pour une double raison. D'une
part, en tout cas pour les ¶etats li¶es, le spectre en ¶energie est e®ectivement dis-
cret et donc, a priori, plus facile µa d¶ecrire par un ensemble ¯ni qu'un spectre
essentiellement continu comme celui d'autres grandeurs, telles la position ou
la quantit¶e de mouvement. D'autre part, lorsque l'on s'int¶eresse aux ¶etats cor-
respondants aux niveaux d'¶energie les plus bas d'un systµeme quantique, et en
particulier µa son ¶etat fondamental, ce qui est en g¶en¶eral le premier problµeme µa
traiter, il existe souvent de bonnes raisons physiques pour exprimer ces ¶etats
µa partir de quelques ¶etats correspondant aux plus bas niveaux d'¶energie d'un
systµeme plus simple, ce qui d¶e¯nit le sous-espace de dimension ¯nie recherch¶e.
En pratique, ces \bonnes raisons" sont conditionn¶ees par le choix d'une base
appropri¶ee pour ¶evaluer la matrice repr¶esentant le hamiltonien. Les termes di-
agonaux de cette matrice sont les valeurs moyennes de l'¶energie dans les ¶etats
de la base ; des arguments physiques permettent souvent de comparer les or-
dres de grandeur de ces ¶energies et de montrer que certaines d'entre elles, en
petit nombre, sont nettement inf¶erieures aux autres. Les ¶etats de base corre-
spondants d¶e¯nissent alors le sous-espace auquel on se restreindra pour ¶etudier
le systµeme dans une approximation d'ordre ¯ni. On peut donner µa cette id¶ee
une forme pr¶ecise en s'appuyant sur le \lemme de diagonalisation approch¶ee"
(exercice1.15) : si certains ¶el¶ements de matrice diagonaux du hamiltonien, en
nombre N sont nettement inf¶erieurs µa tous les autres, alors lesN plus petites
valeurs propres du hamiltonien sont approxim¶ees par lesN valeurs propres du
hamiltonien restreint au sous-espace de dimensionN correspondant. C'est ce
r¶esultat math¶ematique qui justi¯e les calculs suivants.

Notons en¯n qu'en toute g¶en¶eralit¶e, un systµeme quantique, comme nous
l'avons vu sur l'exemple du puits plat ¯ni ( Rudiments, chapitre 6, section 4)
montre un spectre en ¶energie constitu¶e :
| d'une part, d'un spectre discret, form¶e de valeurs propres d¶enombrablesf En j
n = 1 ; 2; 3; : : : g correspondant aux ¶etats li¶es du systµeme ;
| d'autre part, d'un spectre continu form¶e de valeurs propres couvrant une
demi-droite, sup¶erieures aux pr¶ec¶edentesf Ep j p 2 R g, et correspondant aux
¶etats de di®usion. On con»coit donc que seuls les ¶etats li¶es, et non les ¶etats de
di®usion, peuvent être approximativement d¶ecrits par des modµeles d'ordre ¯ni.

Nous allons maintenant ¶etudier divers hamiltoniens d'ordre ¯ni µa partir d'ex-
emples concrets emprunt¶es µa la physique mol¶eculaire | ou, si l'on pr¶efµere, µa la
chimie quantique.

3 L'ion mol¶eculaire H+
2

A L'approximation d'ordre 2

L'ion mol¶eculaire H+
2 est le systµeme form¶e par deux protons et un ¶electron.

C'est un systµeme li¶e, qui est en un sens l'¶edi¯ce mol¶eculaire | autrement dit,
comprenant plusieurs noyaux atomiques | le plus simple. L'analyser est donc
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Fig. 2.3 { L'ion H+
2

Lorsque les protons situ¶es en A et B, sont trµes ¶eloign¶es, les ¶etats stationnaires du
systµeme peuvent être obtenus µa partir des ¶etats atomiques form¶es en liant l'¶electron µa
l'un des protons. On obtient ainsi, (a) et (b), un atome d'hydrogµene avec son spectre.
Le cas g¶en¶eral (c) permet µa l'¶electron d'être dans une superposition de tels ¶etats.
On retrouve le même spectre, avec une d¶eg¶en¶erescence d'ordre 2 pour chaque niveau.
Lorsque les protons sont plus proches cependant, (d), les ¶etats atomiques n'ont plus
de raison d'̂etre stationnaires, et le spectre d'¶energie est modi¯¶e.

un premier pas vers la compr¶ehension de la liaison chimique. Nous allons voir
dans cette section que H+2 est descriptible approximativement en termes d'un
systµeme d'ordreN ¯ni | le plus ¶el¶ementaire possible, puisque N = 2. Dans
ce qui suit, nous ne tiendrons pas compte du spin, d'ailleurs sans e®et notable
dans le cas de H+2 .

Supposons pour commencer que nous n'ayions qu'un proton, et un ¶electron.
Alors ou ce systµeme est li¶e et forme un atome d'hydrogµene, ou il ne l'est pas et
l'on a a®aire µa la di®usion de l'¶electron par le proton. Autrement dit, il existe
bien deux sortes d'¶etats propres de l'¶energie :
| les ¶etats li¶es f u0; u1; : : :g qui correspondent aux niveaux d'¶energief E0; E1; : : :g
de l'atome (E0 est ici le niveau fondamental) ;
| les ¶etats de di®usion correspondant au spectre continu d'¶energie accessible µa
l'¶electron di®us¶e par le proton.

Consid¶erons le cas dedeux protons A et B s¶epar¶es par une distanced =
AB trµes grande. Introduisons alors l'¶electron (¯gure 2.3) et interrogeons-nous
sur l'¶etat fondamental de ce systµeme µa trois quantons. Dans toute la suite,
les protons seront suppos¶es in¯niment lourds de fa»con µa pouvoir être consid¶er¶es
comme immobiles. Seule la dynamique de l'¶electron nous int¶eresse donc. Il parâ³t
clair que pour maximiser son gain d'¶energie potentielle, l'¶electron a tout int¶erêt
µa se lier avec l'un des protons A ou B pour former un atome d'hydrogµene dans
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son ¶etat fondamental. Il y a donc deux tels ¶etats, que nous noteronsu0(A)
et u0(B), de même ¶energieE0 ; les autres ¶etats stationnaires li¶es du systµeme
seraient obtenus de même, not¶esun (A) et un (B) et correspondraient µa des ¶etats
excit¶es d'¶energieEn de l'un ou l'autre atome possible. Il est essentiel de noter
que le niveau fondamental d'¶energieE0 pr¶esente une d¶eg¶en¶erescence d'ordre 2.
Les ¶etatsu0(A) et u0(B) engendrent tout un sous-espace propre de dimension 2 ;
tout vecteur de ce sous-espace, pourvu qu'il soit norm¶e, repr¶esente encore un
¶etat propre d'¶energieE0 du systµeme. Dans un tel ¶etat g¶en¶eral, soit

v = ® u0(A) + ¯ u 0(B) ; (2.3.1)

l'¶electron, bien entendu, n'est plus associ¶e µa l'un ou l'autre des protons A et B,
mais se trouve pour ainsi dire d¶elocalis¶e. Nous supposons que les ¶etatsu0(A) et
u0(B) sont orthogonaux :

¡
u0(A) ; u0(B)

¢
= 0 ; (2.3.2)

ce qui veut simplement dire que l'amplitude de probabilit¶e de trouver en A
l'¶electron d'un atome d'hydrogµene situ¶e en B est nulle. Une telle assertion est
¶evidemment raisonnable pour autant que la distanced est trµes grande devant,
nous pouvons le pr¶eciser maintenant, la taille de l'atome d'hydrogµene, soit le
rayon de Bohr : d À a0 ¼ 0;5ºA. Dans ces conditions, et d'aprµes les principes
fondamentaux, les probabilit¶es de localisation en Aou en B de l'¶electron dans
l'¶etat v (2.3.1), s'expriment simplement :

(
P(A) =

¯
¯(u0(A) ; v)

¯
¯2

= j®j2 ;

P(B) =
¯
¯(u0(B) ; v)

¯
¯2

= j¯ j2 :
(2.3.3)

La condition de coh¶erence sur ces probabilit¶es,j®j2 + j¯ j2 = 1, est identique
µa la condition de normalisation de l'¶etat v. Il y a donc, et c'est bien une car-
act¶eristique quantique, tout un espace d'¶etats stationnaires correspondant au
niveau fondamental, et pour lesquels, µa l'exception deu0(A) et u0(B), l'¶electron
n'est pas localis¶e en A ou en B.

Supposons maintenant, que la distance des protons A et B soit r¶eduite,
de fa»con µa ne plus être trµes grande devant le rayon de Bohr. Autrement dit,
l'¶electron \sent" un puits de potentiel coulombien double (¯gure 2.4). Dµes lors,
il n'est plus possible de consid¶erer comme stationnaires les ¶etatsu0(A) et u0(B)
correspondant au niveau fondamental de chaque puits s¶epar¶e. C'est que, par
e®et tunnel (Rudiments, chapitre 6, section 6), l'¶electron initialement localis¶e
en A (dans l'¶etat u0(A)), pourra se retrouver plus tard en B ! Les ¶etats atom-
iques u0(A) et u0(B) n'¶etant plus stationnaires, ne sont plus des ¶etats propres
d'¶energie, non plus d'ailleurs, et pour les mêmes raisons, que les ¶etatsun (A)
et un (B). Les ¶etats propres d'¶energie, et en particulier l'¶etat fondamental, sont
donc des combinaisons lin¶eaires plus g¶en¶erales de ces ¶etats atomiques :

v =
X

n

£
®n un (A) + ¯ n un (B)

¤
(2.3.4)

| auxquels, pour faire bonne mesure, il faudrait d'ailleurs ajouter une combi-
naison lin¶eaire continue des ¶etats de di®usion.

C'est ici qu'intervient l'argument physique d¶ejµa ¶evoqu¶e pour r¶eduire l'ordre
du systµeme. Si nous nous int¶eressons µa son ¶etat fondamental, c'est-µa-dire celui



Chap. 2, Systµemes d'ordre ¯ni 5 f¶evrier 2007 7

Fig. 2.4 { Le potentiel coulombien pour l'¶electron de H+
2

Les deux puits de potentiel des protons A et B sont s¶epar¶es par une \barriµere" de
hauteur ¯nie. Suppos¶e initialement dans un ¶etat li¶e de l'atome d'hydrogµene en A,
l'¶electron peut, par e®et tunnel, passer dans l'autre puits. Il n'est pas dans un ¶etat
stationnaire. Les ¶etats et valeurs propres du systµeme, µa distanced ¯nie, di®µerent donc
de ceux d'un atome d'hydrogµene isol¶e.

d'¶energie minimale, il parâ³t raisonnable de penser qu'il va être construit es-
sentiellement µa partir des ¶etats atomiques de plus basse ¶energie. En d'autres
termes, il est tout µa fait plausible que dans le d¶eveloppement (2.3.4), les coef-
¯cients ®n et ¯ n voient leur valeur diminuer rapidement avec le num¶eron du
niveau En consid¶er¶e. L'approximation la plus simple consiste donc µa ne garder
que les termes correspondant au plus bas niveau, soitE0, et donc aux deux ¶etats
u0(A) et u0(B). Nous faisons donc l'hypothµese qu'un ¶etat

v = ®0 u0(A) + ¯ 0 u0(B) (2.3.5)

d¶ecrit approximativement l'¶etat fondamental de H+
2 , et allons chercher les coef-

¯cients ®0 et ¯ 0 correspondants. Nous avons ainsi restreint l'espace de HilbertH
de d¶epart au sous-espaceh2 µa deux dimensions engendr¶e paru0(A) et u0(B).
Modi¯ons et simpli¯ons dor¶enavant la notation, en omettant l'indice \0" et en
utilisant le formalisme de Dirac. Nous noteronsjAi et jBi les deux vecteurs des
¶etats fondamentaux atomiques et

jvi = ®jAi + ¯ jBi ; (2.3.6)

un vecteur quelconque deh2. Il s'agit, parmi ces vecteurs, de d¶eterminer celui
qui correspond µa l'¶etat fondamental de l'ion H+

2 .

B Le hamiltonien et ses valeurs propres

Nous voulons pr¶eciser la forme du hamiltonien de l'¶electron dans l'ion H+2
restreint µa l'espace µa deux dimensionsh2 | op¶erateur que nous noterons H (sans
le distinguer du \vrai" hamiltonien dans H). Le plus naturel est de consid¶erer sa
matrice repr¶esentativeHB dans la baseB = fj Ai ; jBig . Lorsque la distanced est
trµes grande devant la taille atomique, ces deux ¶etats de base sont ¶etats propres
de H avec la même valeur propreE0. La matrice HB est alors diagonale et
multiple de l'identit¶e :

HB =
µ

E0 0
0 E0

¶
; d À a0: (2.3.7)
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Lorsqued, par contre, n'est plus trµes grande, les ¶etats de base, µa cause de l'e®et
tunnel, ne sont plus ¶etats propres deH , et la matrice HB n'est plus diagonale !
Puisque H est hermitique, ses ¶el¶ements non-diagonaux sont conjugu¶es. Nous
l'¶ecrirons sous la forme :

HB =
µ

E0 F
F E0

¶
; (2.3.8)

oµu F est un nombre complexe, qui d¶epend ¶evidemment de la distanced ; nous
verrons plus loin (section E) dans quelle mesure il est loisible de conserver aux
termes diagonaux la même valeur qu'en (2.3.7). Une red¶e¯nition de la phase
relative des deux vecteurs de base, qui ne change pas leur signi¯cation physique
(puisqu'un ¶etat est d¶e¯ni par un vecteur µa une phase prµes, voir chapitre 1,
section 2), permet de prendre le coe±cientF r¶eel, comme il est ais¶e de le v¶eri¯er
(exercice2.3). La convention usuelle est de le prendre n¶egatif. On ¶ecrit donc

HB =
µ

E0 ¡ K
¡ K E 0

¶
: (2.3.9)

La fonction K (d), positive par convention, doit s'annuler µa l'in¯ni pour que l'on
retrouve la forme diagonale (2.3.7) deHB :

K (d) > 0 ; K (d) ¡!
d!1

0 : (2.3.10)

Nous ferons l'hypothµese la plus simple selon laquelleK (d) d¶ecrô³t de fa»con
monotone avecd (¯gure 2.5a). Nos r¶esultats ci-dessous permettront de conforter
cette hypothµese.

Il est ais¶e maintenant de trouver les valeurs et vecteurs propres deH . Il
su±t de former son polynôme caract¶eristique :

D¶et(H ¡ E I) =
¯
¯
¯
¯
E0 ¡ E ¡ K

¡ K E 0 ¡ E

¯
¯
¯
¯ ;

= ( E0 ¡ E)2 ¡ K 2 : (2.3.11)

Les valeurs propres sont les racines de ce polynôme et se calculent trivialement.
On obtient deux valeurs correspondant µa un niveau fondamental \f" et un niveau
excit¶e \e" : (

Ee = E0 + K ;

E f = E0 ¡ K :
(2.3.12)

On voit qu'au lieu d'un niveau double (d¶eg¶en¶er¶e)E0, nous avons deux
niveaux distincts E f et Ee. Autrement dit, l'e®et tunnel, en \d¶estationnarisant"
les ¶etats localis¶esjAi et jBi , lµeve la d¶eg¶en¶erescence ¶energ¶etique. Nous avons d¶ejµa
¶etudi¶e ce ph¶enomµene (Rudiments, chapitre 6, section 6) et montr¶e que l'¶ecart
entre les deux niveaux, donn¶e ici d'aprµes (2.3.12) par

±E = 2 K ; (2.3.13)

est li¶e au module de l'amplitude de transmission par e®et tunnel (voirRudi-
ments, ¶equation (6.6.22)),

±E / j tj ; (2.3.14)

et possµede un comportement exponentiel en fonction de la distanced (pour
l'essentiel | le d¶etail d¶epend de la forme exacte de la barriµere de potentiel), ce
qui justi¯e notre hypothµese.
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Fig. 2.5 { Les ¶energies propres de H+
2

a) Comportement du terme non diagonal K (d).
b) Valeurs propres du hamiltonien de l'¶electron.
c) Terme d'¶energie potentielle r¶epulsive entre les protons.
d) ¶Energies totales des ¶etats stationnaires, tenant compte de la r¶epulsion coulombienne.

Appara³̂t ainsi une valeur propre de l'¶energieE f = E0 ¡ K inf¶erieure µa
l'¶energie E0 du systµeme µa s¶eparation in¯nie, ou encore, µa l'¶energie d'un atome
d'hydrogµene et d'un proton isol¶e in¯niment ¶eloign¶es. Ainsi, µa s¶eparationd ¯nie,
le fondamental de l'ion H+

2 a une ¶energie inf¶erieure µa celle de ses constituants
s¶epar¶es : le systµeme est stable ! On peut dire que la liaison chimique µa un ¶electron
qui permet l'existence de l'ion mol¶eculaire H+

2 est \expliqu¶ee".
Cependant, comme nous avons suppos¶e la fonctionK (d) monotone, il sem-

ble que l'¶energie du niveau fondamental,E f (d), est minimale µa d = 0, et que
l'ion H +

2 trouve son ¶equilibre µa s¶eparation nulle... C'est que nous n'avons pas
tenu compte de la r¶epulsion coulombienne des deux protons : nous n'avons
trait¶e que la dynamique de l'¶electron. Puisque nous consid¶erons les protons,
situ¶es µa une distance mutuelled, comme in¯niment lourds et donc immobiles,
seule leur ¶energie potentielle (et non leur ¶energie cin¶etique) doit être introduite.
En l'ajoutant µa l'¶energie ¶electronique E f , l'¶energie totale de H+

2 dans son ¶etat
fondamental s'¶ecrit :

Ef (d) = E f (d) +
e2

d
: (2.3.15)

Si la liaison quantique cherche µa faire d¶ecrô³tred, la r¶epulsion coulombienne s'y
oppose (¯gure2.5c). En d¶e¯nitive, l'¶energie totale Ef (d) passe pas un minimum,
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pour une distancedl (¯gure 2.5d ). Ces grandeurs donnent l'¶energie et la taille
de l'ion H+

2 µa l'¶equilibre. L'¶energie de liaison de H+2 , soit l'¶energie µa lui fournir
pour le \casser" (suivant la r¶eaction H+

2 ! H + H + ) est alors :

¢ E = E0 ¡ E f (d` ) = K (d` ) ¡
e2

d`
: (2.3.16)

Ceci permet d'ailleurs d'¶evaluer le terme non-diagonalK (exercice2.4).

Une fa»con de comprendre la relation (2.3.15) consiste µa l'interpr¶eter comme
l'¶energie potentielle totale des deux protons µa une distanced, somme de deux
termes : un potentiel E f (d), dû µa l'interaction de l'¶electron avec chaque proton
et tenant compte de la dynamique quantique de l'¶electron, et le potentiel d'in-
teraction coulombienne directe et classiquee2=d. Le terme ¶electroniqueE f (d)
correspond µa une force e®ective attractive ; µa longue distance il l'emporte sur
la r¶epulsion coulombienne | mais lui cµede µa courte distance. Ces deux forces
s'¶equilibrent pour d = dl qui d¶e¯nit la con¯guration stable de H +

2 (voir ¯gu-
re 2.5d ). Naturellement, le même terme de r¶epulsion coulombienne doit être
ajout¶e µa l'¶energie de l'¶etat excit¶e pour donner une ¶energie totale de H+2 dans
son ¶etat excit¶e :

Ee(d) = Ee(d) +
e2

d
: (2.3.17)

Ici, les deux termes correspondent µa des forces r¶epulsives et l'¶electron ne peut
assurer la stabilit¶e de H+

2 . De fa»con g¶en¶erale, d'ailleurs, on pourrait inclure
d'embl¶ee la r¶epulsion coulombienne des protons en ajoutant au hamiltonien
¶electroniqueH cette ¶energie potentielle sous forme d'un op¶erateur multiple de
l'op¶erateur identit¶e I dans l'espace des ¶etats ¶electroniquesH, puisqu'aussi bien
ce terme ne d¶epend pas de l'¶etat de l'¶electron. Le hamiltonien total de H+2 s'¶ecrit
alors :

H tot = H +
e2

d
I : (2.3.18)

Il est imm¶ediat (puisque tout vecteur est vecteur propre deI ) que ses ¶etats
propres sont bien ceux deH avec les valeurs propresEf et Ee, (2.3.15) et (2.3.17).

C Les ¶etats propres

Il est possible maintenant d'¶etablir la forme des vecteurs propres. Il y a deux
tels vecteurs,jf i et jei correspondant aux deux valeurs propres trouv¶eesE f et Ee.
On les d¶etermine pour qu'ils ob¶eissent aux ¶equations aux valeurs propres

(
H jei = Eejei ;

H jf i = E f jf i :
(2.3.19)

La repr¶esentation matricielle est ici commode. Pour le fondamental, ¶ecrivons
ainsi, dans la baseB, le vecteur jf i = ®f jAi + ¯ f jBi comme matrice colonne :

jf i :=
µ

hAjf i
hBjf i

¶
=

µ
®f

¯ f

¶
; (2.3.20)

d'aprµes la forme g¶en¶erale (2.3.6). On a alors
µ

E0 ¡ K
¡ K E 0

¶ µ
®f

¯ f

¶
= ( E0 ¡ K )

µ
®f

¯ f

¶
; (2.3.21)
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qui se ramµene µa la seule relation :

®f = ¯ f : (2.3.22)

Comme d'habitude, un choix de phase est possible ; nous choisirons®f et ¯ f

r¶eels positifs. Reste µa normer le vecteurjf i , c'est-µa-dire µa imposer la condition :

j®f j
2 + j¯ f j

2 = 1 : (2.3.23)

Compte tenu de (2.3.22), il vient tout simplement :

®f = ¯ f = 1p
2

; (2.3.24)

si bien que le vecteur d'¶etat du niveau fondamental s'¶ecrit :

jf i = 1p
2
jAi + 1p

2
jBi : (2.3.25)

On voit que, dans cet ¶etat, l'¶electron n'est localis¶e ni en A, ni en B. Ses proba-
bilit¶es de localisation en l'un ou l'autre de ces points sont ¶egales :

(
Pf (A) = jhAjf ij 2 = 1

2 ;

Pf (B) = jhBjf ij 2 = 1
2 ;

(2.3.26)

comme il est naturel, d'aprµes la sym¶etrie du systµeme.
L'autre ¶etat stationnaire du systµeme, jei , se d¶etermine aussi ais¶ement. En

posant

jei =
µ

®e

¯ e

¶
; (2.3.27)

l'¶equation aux valeurs propres fournit la relation :

®e = ¡ ¯ e : (2.3.28)

Moyennant un choix de phase commode et la normalisation, on obtient ¯nale-
ment

jei = 1p
2
jAi ¡ 1p

2
jBi : (2.3.29)

Bien que l'¶etat jei soit essentiellement di®¶erent de l'¶etatjf i (il lui est même
orthogonal, comme il se doit et comme on le v¶eri¯e imm¶ediatement), il conduit,
pour des raisons de sym¶etrie, aux mêmes probabilit¶es de localisation

(
Pe(A) = jhAjeij 2 = 1

2 ;

Pe(B) = jhBjeij 2 = 1
2 :

(2.3.30)

L'¶etat jf i de l'¶electron, ¶etat stationnaire pour lequel l'ion mol¶eculaire H+
2 est

li¶e, est souvent appel¶e \¶etat liant". De même l'¶etat jei , d'¶energie sup¶erieure µa
l'¶energie E0 des constituants H et H+ s¶epar¶es, est appel¶e \anti-liant".

D Sym¶etrie et parit¶e

Ces remarques sur la sym¶etrie du systµeme peuvent être d¶evelopp¶ees. Consi-
d¶erons l'op¶eration de r¶e°exion par rapport au milieu du segment joignant A et B
(¯gure 2.6). Cette op¶eration a pour e®et d'intervertir les positions occup¶ees par
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Fig. 2.6 { Parit¶e
L'op¶eration de r¶e°exion d'espace, ou parit¶e P , par rapport au milieu du segment
joignant A et B ¶echange ces deux points.

les deux protons. Elle est donc repr¶esent¶ee, dans l'espace des ¶etatsh2 par un
op¶erateur P qui intervertit les deux ¶etats atomiques, localis¶es, de l'¶electron :

(
P jAi = jBi ;

P jBi = jAi :
(2.3.31)

Cet op¶erateur P , qu'on appelle \parit¶e", pr¶esente les propri¶et¶es µa peu prµes
¶evidentes (exercice2.5) suivantes :

P = P y = P ¡ 1 : (2.3.32)

Il est µa la fois unitaire et hermitique. Puisque, en cons¶equence, son carr¶e est ¶egal
µa l'identit¶e,

P 2 = I (2.3.33)

(on dit qu'il est \involutif"), ses valeurs propres ne peuvent être que § 1. En
consid¶erant la matrice deP dans la baseB :

PB =
µ

0 1
1 0

¶
; (2.3.34)

on v¶eri¯e ais¶ement queP a les deux valeurs propres :

p§ = § 1 ; (2.3.35)

associ¶ees respectivement aux deux vecteurs propres (norm¶es) :

j§i = 1p
2
jAi § 1p

2
jBi : (2.3.36)

On constate que ces vecteurs coÄ³ncident avec les vecteurs propres deH :

j+ i = jf i ; j¡i = jei : (2.3.37)

En e®et, l'op¶erateurP commute avec le hamiltonienH :

[[[H; P]]] = 0 ; (2.3.38)

comme on peut le v¶eri¯er directement µa partir des matrices (2.3.9) et (2.3.34) ;
cela d¶ecoule encore plus rapidement de l'expression :

H = E0I ¡ K P : (2.3.39)
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On retrouve donc bien les r¶esultats g¶en¶eraux du chapitre 1, section 5 : les
deux op¶erateursH et P commutant, ils ont mêmes vecteurs propres. Dans des
situations oµu le hamiltonien H est beaucoup plus compliqu¶e, l'existence d'un
op¶erateur de sym¶etrie tel que la parit¶eP commutant avec H , permet souvent
de simpli¯er la diagonalisation de ce dernier.

Les ¶etats propres deH ¶etant aussi ¶etats propres deP , sont dits de \parit¶e
paire" pour jf i = j+ i et de \parit¶e impaire" pour jei = j¡i .

On peut donner encore une autre ¶ecriture du hamiltonien en introduisant
les deux op¶erateurs

¦ § = 1
2 (I § P ) : (2.3.40)

Il est imm¶ediat de v¶eri¯er, µa cause de (2.3.33), les propri¶et¶es :
(

¦ 2
§ = ¦ § ;

¦ + ¦ ¡ = 0 :
(2.3.41)

Les deux op¶erateurs ¦+ et ¦ ¡ sont donc les deux projecteurs (orthogonaux)
sur les vecteurs propresj§i . En les utilisant, le hamiltonien (2.3.39) se r¶e¶ecrit

H = ( E0 ¡ K ) ¦ + + ( E0 + K ) ¦ ¡

= E f ¦ + + Ee ¦ ¡

= E f j+ ih+ j + Eej¡ih¡j : (2.3.42)

Cette expression met en pleine lumiµere la d¶ecomposition spectrale deH : on y
voit ses valeurs propresE f et Ee associ¶ees respectivement aux vecteurs propres
j+ i et j¡i .

E Ra±nements du modµele

Il faut, pour conclure, indiquer que notre modµele de H+2 est assez grossier et
que, même s'il explique correctement l'essence du ph¶enomµene ¶etudi¶e, il pr¶esente
deux d¶efauts, dans le cadre même de l'approximation par un systµeme d'ordre
deux.

En premier lieu, nous avons introduit des ¶el¶ements non-diagonaux deH dans
la baseB,

hAjH jBi = hBjH jAi = ¡ K (d) ; (2.3.43)

et avons, µa juste titre, insist¶e sur leur d¶ependance par rapport µa la distanced
qui s¶epare les protons A et B. Mais nous avons maintenu la valeurE0 pour les
¶el¶ements diagonaux, supposant donc que l'on puisse ¶ecrire :

hAjH jAi = hBjH jBi
?
= E0 ; (2.3.44)

ce qui n'est certainement pas exact. En e®et, le hamiltonienH de l'¶electron, clas-
siquement en tout cas, comprend l'¶energie cin¶etique de l'¶electron et ses ¶energies
potentielles d'interaction avec les deux protons. On verra qu'une telle expression,
en condens¶e

H = T + VA + VB ; (2.3.45)

reste valable en th¶eorie quantique (T, VA et VB ¶etant des op¶erateurs conven-
ables). Or un ¶el¶ement de matrice diagonal deH s'¶ecrit alors, par exemple
pour jAi :

hAjH jAi = hAjT + VA + VB jAi : (2.3.46)
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On reconnâ³t dansT + VA le hamiltonien d'un simple atome d'hydrogµene en A
et l'on a bien, puisquejAi est l'¶etat fondamental, d'¶energieE0, d'un tel atome :

hAjT + VA jAi = E0 : (2.3.47)

Mais il reste µa tenir compte du termehAjVN jAi qui repr¶esente l'¶energie poten-
tielle moyenne de l'¶electron de l'atome A par rapport au proton B distant de d.
Si ce terme est nul pourd ! 1 , il ne l'est certainement pas µad ¯ni et d¶epend
de d; cependant, puisqueVB est un potentiel coulombien attractif, ce terme est
certainement n¶egatif. On peut donc ¶ecrire

hAjVB jAi := ¡ G(d) ; avec G(d) > 0 ; (2.3.48)

oµu la fonction G(d) est sans doute monotone, d¶ecroissante commeK (d). Le
terme diagonal deH (2.3.46) s'¶ecrit donc :

E 0
0(d) = hAjH jAi = E0 ¡ G(d) ; (2.3.49)

et il en va de même pourhBjH jBi . En cons¶equence, il faut remplacer dans
les expressions pr¶ec¶edentes, telles que (2.3.12),E0 par E0

0. Ainsi l'¶energie du
fondamental doit-elle s'¶ecrire :

E f (d) = E0
0(d) ¡ K (d) = E0 ¡ G(d) ¡ K (d) : (2.3.50)

PuisqueG > 0,l'¶energie du fondamentalE f est encore plus basse que nous ne le
pensions, ce qui ne fait que renforcer nos conclusions quant µa la stabilit¶e de H+

2 .
Comme ci-dessus, la r¶epulsion coulombienne entre les protons s'oppose µa leur
rapprochement et il existe toujours un ¶etat d'¶equilibre pour une distancedl ,
l'¶energie de liaison valant (au lieu de (2.3.16))

¢ E = K (dl ) + G(dl ) ¡
e2

dl
: (2.3.51)

Mais nous ne sommes pas au bout de nos peines... C'est que tous nos raison-
nements ont ¶et¶e conduits dans l'hypothµese que les ¶etats atomiquesjAi et jBi
sont orthogonaux. Ceci, qui est certainement vrai pourd in¯ni, ne l'est qu'ap-
proximativement pour d grand et devient carr¶ement faux pourd comparable µa,
ou petit devant a0. On le voit clairement µa la limite oµu d = 0, puisqu'alors les
¶etats jAi et jBi coÄ³ncident, de sorte que :

hAjBi = 1 ; pour d = 0 : (2.3.52)

En v¶erit¶e, dans l'¶etat atomique jAi , l'¶electron a son amplitude de probabilit¶e de
localisation r¶epartie dans l'espace autour de A, avec une ¶echelle caract¶eristique
de l'ordre de a0, de sorte que cette amplitude recouvre partiellement celle de
localisation autour de B, dµes lors qued ¼ a0. Nous poserons :

hAjBi := S(d) ; (2.3.53)

oµu S est une fonction, dont on va montrer (section F) qu'elle est positive
et monoton¶ement d¶ecroissante. Il nous faut donc diagonaliserH connaissant
ses ¶el¶ements de matrice dans une base non-orthogonale... C'est lµa, en g¶en¶eral,
une tâche d¶elicate. Heureusement, les arguments de sym¶etrie du paragraphe
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pr¶ec¶edent valent toujours, et nous garantissent que les ¶etats propres deH sont
ceux deP , µa savoir les combinaisons paire et impaire dejAi et jBi . Il convient
cependant de prendre garde µa leur normalisation, µa cause de (2.3.53). On doit
alors ¶ecrire pour les vecteurs norm¶es :

8
>>><

>>>:

jei =
1

p
2(1 ¡ S)

¡
jAi ¡ j Bi

¢
;

jf i =
1

p
2(1 + S)

¡
jAi + jBi

¢
:

(2.3.54)

On le v¶eri¯e et on ¶etablit (exercice 2.6) que H est bien diagonal dans cette
base ; ses valeurs propres deviennent :

8
>><

>>:

Ee =
E 0

0 ¡ K
1 ¡ S

=
E0 ¡ G + K

1 ¡ S
;

E f =
E 0

0 ¡ K
1 + S

=
E0 ¡ G ¡ K

1 + S
:

(2.3.55)

Une discussion plus approfondie de ces expressions montre que l'on a toujours
E f < E 0, c'est-µa-dire que le systµeme H+2 est bien li¶e (exercice2.9a).

F Fonctions d'onde

On peut se faire une id¶ee plus pr¶ecise des ¶etats liantjf i et anti-liant jei en
consid¶erant leurs fonctions d'onde, c'est-µa-dire les amplitudes de localisation de
ces ¶etats, que nous ¶ecrirons

(
' e(r ) := hr jei ;

' f (r ) := hr jf i :
(2.3.56)

(Voir Rudiments, chapitre 5, section 2.) Les expressions (2.3.54) de ces ¶etats
en terme des ¶etats propres hydrog¶eniquesjAi et jBi permettent d'¶ecrire les
fonctions d'onde correspondantes µa l'aide de fonctions d'onde hydrog¶eniques :

8
>>><

>>>:

' e(r ) =
1

p
2(1 + S)

¡
' A (r ) ¡ ' B (r )

¢
;

' f (r ) =
1

p
2(1 + S)

¡
' A (r ) + ' B (r )

¢
;

(2.3.57)

oµu (
' A (r ) := hr jAi ;

' B (r ) := hr jBi :
(2.3.58)

Une fonction d'onde hydrog¶enique telle que' A (r ) d¶ecrit l'¶electron d'un atome
d'hydrogµene au noyau localis¶e en A. C'est une fonction (nous apprendrons µa la
calculer au chapitre 10) pr¶esentant un pic en A et de largeur comparable au
rayon de Bohr a0 ; rappelons que

½A (r ) :=
¯
¯' A (r )

¯
¯2

(2.3.59)

est la densit¶e de probabilit¶e de localisation enr de l'¶electron. La ¯gure 2.7a,b
indique l'allure des fonctions d'onde' A et ' B ainsi que les densit¶es½A et ½B . On
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Fig. 2.7 { Fonctions d'onde et densit¶es

en d¶eduit imm¶ediatement l'allure des fonctions d'onde' f , ' e et des densit¶es½f ,
½e correspondantes (¯gure2.7c,d).

Notons en¯n que la repr¶esentation graphique de' A et ' B montre bien la
n¶ecessit¶e de prendre en compte la non-orthogonalit¶e des ¶etatsjAi et jBi . En
e®et, leur produit scalaire (2.3.53) s'¶ecrit

S(d) := hAjBi =
Z

d3r ' A (r ) ' B (r ) ; (2.3.60)

et n'est pas nul, ni même n¶egligeable, puisque' A et ' B ont une zone de \re-
couvrement" importante dµes lors que d n'est pas grand devant a0. On voit
directement queS(d) est bien une fonction positive et d¶ecroissante (¯gure2.8).

On pourrait de la même fa»con exprimer sous forme int¶egrale µa l'aide de' A

et ' B les fonctionsK (d) et G(d), ¶equations (2.3.43) et (2.3.48), et discuter leur
comportement (exercice2.9).

4 La liaison µa un ¶electron
µA ce stade du raisonnement, on pourrait penser avoir compris l'essentiel

du m¶ecanisme de la liaison chimique : un ¶electron, fortement d¶elocalis¶e, fait
o±ce, en quelque sorte, d'entremetteur entre deux ions qui autrement se re-
pousseraient, et assure leur liaison. Nous allons montrer dans cette section que
ce m¶ecanisme ne conduit pas, en g¶en¶eral, µa une stabilit¶e su±sante. La liaison µa
un ¶electron, loin d'être la rµegle, constitue une exception.
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Fig. 2.8 { L'int¶egrale de recouvrement

A Un exemple : l'ion Li H +

Consid¶erons, par exemple, l'ion mol¶eculaire Li H+ , constitu¶e de deux ions,
H+ et Li + , suppos¶es immobiles en A et B respectivement et d'un ¶electron.
µA premiµere vue, cet ion semble peu di®¶erent de l'ion H+2 : on a simplement
remplac¶e l'un des protons par un ion Li+ qui, tout comme H+ , porte une seule
charge unit¶e positive (l'atome neutre de Lithium, Li, comporte trois ¶electrons
dont deux sont fortement li¶es au noyau).

Comme dans la section pr¶ec¶edente, le calcul des ¶energies de ce systµeme passe
par la d¶etermination des ¶etats stationnaires de l'¶electron. Nous nous int¶eressons
plus particuliµerement µa son ¶etat fondamental et ferons l'hypothµese, comme
pr¶ec¶edemment, que cet ¶etat est une combinaison lin¶eaire des ¶etatsjAi et jBi ,
¶etats fondamentaux de l'¶electron dans l'atome H et dans l'atome Li respective-
ment. Nous supposerons ¶egalement | pour simpli¯er, et en premiµere appro-
ximation puisqu'on a vu (section 3E) comment am¶eliorer cette approximation
| que les ¶etats jAi et jBi sont orthogonaux. On a alors a®aire µa un systµeme
d'ordre 2 dont les ¶etats sont les vecteurs du sous-espaceh2 de H engendr¶e par
la base orthogonaleB = fj Ai ; jBig .

¶Ecrivons dans ces conditions le hamiltonienH du systµeme dans la baseB.
Contrairement au cas de H+

2 , les ¶etats stationnairesjAi et jBi n'ont pas même
¶energie ; autrement dit, les termes diagonaux deH ne sont pas ¶egaux :

EA = hAjH jAi 6= EB = hBjH jBi : (2.4.1)

En e®et, µa grande distance,EA (¶energie du fondamental de l'atome H) vaut
¡ 13;6 eV, et EB (¶energie du fondamental de l'atome Li) est ¶egale µa¡ 5;4 eV. Les
termes non-diagonaux deH, quant µa eux, sont n¶ecessairement ¶egaux, puisqueH
est hermitique. Nous les notons¡ K (d), oµu K (d) est, comme pr¶ec¶edemment, une
fonction positive d¶ecroissante de la distanced = AB. La matrice repr¶esentant H
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Fig. 2.9 { Ion Li H + , dissym¶etrie de la barriµere de potentiel et sym¶etrie de
l'e®et tunnel
a) La distribution du potentiel coulombien est la même que dans le cas de l'ion H +

2

(deux charges s¶epar¶ees par une distanced). Mais la barriµere est plus haute vue de A
dans le sens H+ {Li + que vue de B, en sens inverse.
b) Pourtant, les coe±cients de transmission sont les mêmes que la barriµere
disym¶etrique (mod¶elis¶ee ici par une barriµere carr¶ee) soit abord¶ee µa partir de la gauche
ou µa partir de la droite.

est donc :

HB =
µ

EA ¡ K (d)
¡ K (d) EB

¶
: (2.4.2)

B Caractµere sym¶etrique de l'e®et tunnel

Ici parâ³t surgir une di±cult¶e. On a vu que les termes non-diagonaux du
hamiltonien rendent compte de la possibilit¶e qu'a l'¶electron d'e®ectuer, par e®et
tunnel, une transition de jAi vers jBi , et inversement. Si l'¶egalit¶e des termes
non-diagonaux ne posait guµere de problµeme dans le cas de l'ion mol¶eculaire
sym¶etrique H+

2 , il n'en va plus de même ici.
La barriµere de potentiel µa franchir, d'origine coulombienne, a l'allure repr¶e-

sent¶ee sur la ¯gure2.9. Il est clair qu'elle n'a pas la même hauteur selon qu'on
l'aborde de gauche µa droite, ou de droite µa gauche. En l'occurrence, elle est moins
haute vue de B que de A ; on s'attendrait donc µa ce qu'elle soit plus facile µa
franchir de B vers A que de A vers B. Comment, dµes lors, concilier cette intuition
avec l'¶egalit¶e des termes non-diagonaux deH impos¶ee par l'hermiticit¶e de cet
op¶erateur ? Tout simplement en montrant que l'intuition est en d¶efaut et que
l'e®et tunnel ou, plus g¶en¶eralement, le coe±cient de transmission d'une barriµere
de potentiel (ou d'ailleurs d'un potentiel de forme quelconque) est sym¶etrique
quand bien même les potentiels µa l'in¯ni, de part et d'autre, sont di®¶erents.
L'argument est si g¶en¶eral qu'il vaut la peine de le d¶etailler.

Soit donc un ¶etat de di®usion d'¶energieE d'un quanton unidimensionnel
dans un potentiel tel que

V(x) !

(
V0 si x ! ¡1 ,

V 0
0 si x ! + 1 .

(2.4.3)
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D¶e¯nissant 8
><

>:

p =
q

2m
¡
E ¡ V0

¢
;

p0 =
q

2m
¡
E ¡ V 0

0

¢
;

(2.4.4)

on peut ¶ecrire les fonctions d'onde asymptotiques sous la forme :

' (x) =

(
a+ eipx + a¡ e¡ ipx ; x ! ¡1 ;
a0

+ eip 0x + a0
¡ e¡ ip 0x ; x ! + 1 :

(2.4.5)

La relation entre les coe±cients (a+ ; a¡ ) d'une part et ( a0
+ ; a0

¡ ) de l'autre est
¶evidemment lin¶eaire, soit :

(
a+ = ®a0

+ + ¯a 0
¡ ;

a¡ = °a0
+ + ±a0

¡ ;
(2.4.6)

oµu les coe±cients (®; ¯; °; ± ), fonctions de l'¶energieE , sont d¶etermin¶es par la
forme sp¶eci¯que du potentiel. Mais la fonction d'onde complexe conjugu¶ee' (x)
est aussi bien solution du problµeme. Or, dans son expression les coe±cients
(a¡ ; a+ ) et (a0

¡ ; a0
+ ) prennent respectivement la place de (a+ ; a¡ ) et (a0

+ ; a0
¡ ).

La relation (2.4.6) doit rester invariante sous cette substitution. On en d¶eduit
les ¶egalit¶es :

± = ® ; ° = ¯ ; (2.4.7)

(un raisonnement analogue a d¶ejµa ¶et¶e fait dansRudiments, chapitre 6, sec-
tion 7A). L'amplitude de r¶e°exion de ¡1 vers +1 s'en d¶eduit en posanta0

¡ = 0
et a¡ = r a+ , soit

r =
°
®

=
¯
®

: (2.4.8)

Dans l'autre sens, +1 ! ¡1 , l'amplitude r0 d¶ecoule de la conditiona+ = 0 et
de la d¶e¯nition a0

+ = r0a0
¡ , d'oµu :

r0 = ¡
¯
®

: (2.4.9)

Il r¶esulte de ces deux expressions (2.4.8) et (2.4.9) que les coe±cients de r¶e°exion
dans les deux sens,R = jrj2 et R0 = jr0j2, sont ¶egaux :R = R 0 = j¯=®j2. Il en
va donc de même pour les coe±cients de transmissionT = 1 ¡R et T 0 = 1 ¡R 0.
Remarquons que les amplitudes de transmissiont et t0 ne sontpas ¶egales, même
en module : cela est normal puisque les coe±cients de transmission doivent faire
intervenir les courants de probabilit¶e, soit T = ( p0=p)jtj2 et T 0 = ( p=p0)jt0j2 (voir
Rudiments, chapitre 5, section 4C). C'est pourquoi la d¶emonstration µa partir
des coe±cients de r¶e°exion est plus simple.

La sym¶etrie de l'e®et tunnel ainsi d¶emontr¶ee rend donc physiquement com-
pr¶ehensible l'¶egalit¶e (n¶ecessaire) des termes non-diagonaux du hamiltonien (2.4.2).
C'est cette même sym¶etrie qui rend la liaison µa un ¶electron peu e±cace dans
une situation physique dissym¶etrique comme celle d'une mol¶ecule ou d'un ion
mol¶eculaire h¶et¶eronucl¶eaire, tel Li H+ , comme on va le voir.
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C Stabilit¶e compar¶ee des ions Li H + et H+
2

Revenons µa la d¶etermination des ¶etats et valeurs propresE de H . L'¶equation
aux valeurs propres s'¶ecrit :

¯
¯
¯
¯
EA ¡ E ¡ K

¡ K E B ¡ E

¯
¯
¯
¯ = 0 : (2.4.10)

D'oµu les valeursE f et Ee des ¶etats fondamental et excit¶e :

Ee
f

=
EA + EB

2
§

EA ¡ EB

2

µ
1 +

4K 2

(EB ¡ EA )2

¶1=2

; (2.4.11)

oµu l'on a d'embl¶ee fait apparâ³tre le terme important pour la discussion physique,
soit ´ := K=(EB ¡ EA ), rapport entre l'¶energie de \couplage" par e®et tunnel
et l'¶ecart entre les niveaux coupl¶es,EB ¡ EA . On retrouve bien, µa la limite oµu
´ À 1, l'¶energie des ¶etats e et f d'une mol¶ecule sym¶etrique, telle H+2 :

Ee
f

= E0 § K ; avec E0 = 1
2 (EA + EB ) : (2.4.12)

L'¶energie de liaison, di®¶erence entreEA ¼ EB et E f , est toujours ¶egale µaK .
Int¶eressons nous µa la situation oppos¶ee, celle oµu´ ¿ 1. Alors, les ¶etats

fondamental et excit¶e de l'¶electron ont comme ¶energie, d'aprµes (2.4.11) :
8
>><

>>:

Ee = EB +
K 2

EB ¡ EA
= EB + ´K ;

E f = EA ¡
K 2

EB ¡ EA
= EA ¡ ´K :

(2.4.13)

On observe un d¶ecalage des niveaux par rapport µa ceux des ¶etats atomiques,
le niveau le plus ¶elev¶e (EB ) ¶etant l¶egµerement relev¶e, le niveau le plus bas (EA )
l¶egµerement abaiss¶e, d'une même quantit¶éK , d'autant plus faible, pour une
même ¶energie d'e®et tunnelK , que le rapport ´ est plus petit. La ¯gure 2.10
repr¶esente les variations des ¶energiesEe et E f en fonction ded. Si on leur ajoute
l'¶energie de r¶epulsion coulombienne entre les ions positifs Li+ et H+ , on voit que
ce n'est que dans l'¶etat fondamental que l'e®et tunnel est susceptible de contre-
balancer la r¶epulsion entre ions. Seul cet ¶etat est stable.

On doit cependant remarquer que cette stabilit¶e est moins grande que dans
le cas de H+

2 : l'¶energie de dissociation de Li H+ , c'est-µa-dire l'¶energie qu'il faut
fournir pour s¶eparer la \mol¶ecule" en Li+ et H (con¯guration la plus stable du
systµeme non li¶e) vaut 0; 15 eV, µa comparer µa l'¶energie de dissociation de H+

2 ,
soit 2; 64 eV. Comme la r¶epulsion entre ions est dans les deux cas la même,
cette di®¶erence de stabilit¶e provient de ce que l'abaissement li¶e µa l'e®et tunnel,
E f ¡ EA = ´K (2.4.13), est beaucoup moins important pour le fondamental de
Li H + que pour celui de H+

2 : µa valeurs deK ¶egales, ces deux quantit¶es seraient
dans un rapport ´ ¿ 1. En d'autres termes, l'e®et tunnel d'un seul ¶electron
est d'autant moins capable d'assurer la liaison entre deux ions que ceux-ci sont
¶energ¶etiquement plus dissemblables, c'est-µa-dire correspondent µa des ¶energies
d'ionisation trµes di®¶erentes.

La raison de cette r¶eduction de stabilit¶e se comprend bien. L'e®et tunnel
est un processus sym¶etrique qui tend µa d¶elocaliser l'¶electron et µa le r¶epartir de
fa»con uniforme sur les deux sites ioniques, ceci quelle que soit la nature des
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Fig. 2.10 { Les ¶energies propres de Li H +

a) K (d) est le même que pour l'ion H+
2 (voir ¯gure 2.5.a).

b) Sa contribution µa Ee et E f est r¶eduite par rapport au cas sym¶etrique H+
2 .

c) De ce fait, le minimum de Ef (qui inclut l'¶energie de r¶epulsion ¶electrostatique entre
ions, e2=d) est moins accentu¶e que dans le cas H+2 (comparer µa la ¯gure 2.5.d ).

ions µa lier. Dans le cas de H+2 , rien ne s'oppose µa cette extension de la zone
d'in°uence de l'¶electron. Il n'en va pas de même pour l'ion Li H+ : la forte
di®¶erence d'attraction exerc¶ee par les deux ions H+ et Li + vient contrecarrer
l'e®et tunnel et empêcher une d¶elocalisation uniforme de l'¶electron qui se trouve,
en tout ¶etat de cause, toujours plus attir¶e par H+ que par Li+ . Autrement dit :
l'e®et tunnel qui joue µa plein dans le cas d'une mol¶ecule sym¶etrique telle que H+

2
se trouve inhib¶e dans le cas d'une mol¶ecule dissym¶etrique | et ce d'autant plus
que les deux ions µa lier ont des \¶electro-a±nit¶es" di®¶erentes. L'¶electron dans ce
cas ne peut plus s'entremettre ; µa la limite, il se trouve entiµerement localis¶e sur
l'ion qui l'attire le plus et il n'y a plus liaison.

C'est ce que con¯rme l'expression du vecteur d'¶etat stationnairejf i en fonc-
tion des ¶etats de basejAi et jBi , obtenue en r¶esolvant le problµeme aux vecteurs
propres deH :

jf i = cos µjAi + sin µ jBi ; oµu tanµ = ´ : (2.4.14)

On voit que dans cet ¶etat, les probabilit¶es de localisation de l'¶electron enjAi et
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jBi sont di®¶erentes :

(
Pf (A) =

¯
¯hAjf i

¯
¯2

= cos2 µ = (1 + ´ 2)¡ 1 ;

Pf (B) =
¯
¯hBjf i

¯
¯2

= sin 2 µ :
(2.4.15)

On a bien sûr, pour l'¶etat excit¶e :

jei = ¡ sinµ jAi + cos µjBi ; (2.4.16)

avec (
Pe(A) = sin 2 µ ;

Pe(B) = cos 2 µ :
(2.4.17)

Ainsi donc, contrairement µa l'¶etat fondamental de l'ion mol¶eculaire H+
2 (2.3.22),

celui de l'ion Li H + n'a pas de parit¶e d¶e¯nie | ce qui ¶etait pr¶evisible puisqu'aussi
bien H et P ne commutent pas. Plus même : l'expression (2.4.12) fait apparâ³tre
une dissym¶etrie de localisation de l'¶electron. L'¶etatjf i se trouve d'autant plus
d¶eport¶e vers l'¶etat jAi que ´ est petit. Dans le cas limite d¶ejµa ¶evoqu¶e (´ ¿ 1),
on peut même ¶ecrire

jf i ¼ j Ai + ´ jBi ; (2.4.18)

et l'¶etat jf i se rapproche consid¶erablement de l'¶etatjAi lui-même. Cela se
comprend ais¶ement : si l'¶energieEA est beaucoup plus basse queEB (plus
pr¶ecis¶ement :EA ¿ EB + K ), l'¶electron n'a pas grand chose µa gagner (¶energ¶eti-
quement parlant) µa se d¶elocaliser vers B.µA la limite même, l'¶etat jf i se confond
avec l'¶etat atomique jAi : l'ion est alors dissoci¶e en H et Li+ , la dissym¶etrie
coulombienne classique l'emporte sur l'e®et tunnel quantique et sym¶etrique. En
d'autres termes : dans le cas sym¶etrique (H+2 ), l'¶etat fondamental 1p

2
(jAi + jBi )

est aussi di®¶erent que possible de l'¶etat dissoci¶e (jAi ou jBi ) ; dans le cas dis-
sym¶etrique, au contraire, l'¶etat fondamental est assez voisin de l'¶etat dissoci¶e
(d'autant plus que ´ est plus petit) et la stabilit¶e de l'¶edi¯ce en est r¶eduite
d'autant.

5 Liaison(s) µa deux ¶electrons

A L'espace des ¶etats

Consid¶erons maintenant la situation, beaucoup plus courante, oµu deux ¶elec-
trons sont disponibles pour assurer (le cas ¶ech¶eant) la liaison entre deux atomes :
c'est le cas de la mol¶ecule H2, de la mol¶ecule Li H et, de facon g¶en¶erale, on le
sait, de la plupart des ¶edi¯ces chimiques. Nous allons ¶etudier ce systµeme, soit
deux quantons disposant chacun de deux sites de localisation, µa l'aide d'une
mod¶elisation rudimentaire prolongeant celle des sections pr¶ec¶edentes | et nous
verrons ¶emerger une singuliµere richesse de comportement.

Comme pr¶ec¶edemment, nous restreignons, pour chaque ¶electron, son espace
des ¶etats µa un espace de Hilberth2 de dimension 2, engendr¶e par les combi-
naisons lin¶eaires des vecteurs d'¶etatjAi et jBi de l'¶electron correspondant aux
¶etats fondamentaux de chaque atome. Nous nous en tiendrons ici au modµele
rudimentaire oµu ces deux ¶etats sont suppos¶es orthogonaux et forment donc une
base orthonorm¶ee de l'espaceh2. Le systµeme compos¶e des deux ¶electrons a pour
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espace des ¶etats un espace de Hilbert µa quatre dimensionsh4 form¶e par le pro-
duit tensoriel de deux espacesh2 :

h4 = h2  h2 (2.5.1)

(conform¶ement au chapitre 1, section 9). Une base orthonorm¶ee naturelle deh4

est obtenue µa partir des basesfj Ai ; jBig de chaque espaceh2, soit :

8
>>><

>>>:

jAi  j Ai

jAi  j Bi

jBi  j Ai

jBi  j Bi

; que nous noterons

8
>>><

>>>:

jAA i

jAB i

jBA i

jBBi

: (2.5.2)

Dans les ¶etatsjAA i et jBBi , les deux ¶electrons sont localis¶es sur le même atome
(A et B respectivement), cependant que dans les ¶etatsjAB i et jBA i , les deux
¶electrons sont localis¶es chacun sur un atome.

Le vecteur d'¶etat du systµeme des deux ¶electrons de la \mol¶ecule" A B | si
elle existe | est, dans le modµele simple ici trait¶e, une combinaison lin¶eaire de
ces quatre vecteurs. Il doit être vecteur propre du hamiltonienH | ou plus
pr¶ecis¶ement de sa restriction µa l'espaceh4. C'est donc un modµele d'ordre 4 que
nous ¶etudions.

B ¶Electrons ind¶ependants

La situation la plus simple serait celle oµu les ¶etats propres du hamiltonien
d'ordre 4 seraient tous simplement des produits tensoriels des ¶etats propres
des deux hamiltoniens d'ordre 2 correspondant µa chacun des ¶electrons, ¶etats
propres ¶etudi¶es dans le cadre de la liaison µa un ¶electron (section 3C). Les ¶etats
stationnaires du systµeme et les ¶energies correspondantes, suppos¶ees additives,
seraient respectivement :

¶etat jei  j ei ; ¶energie 2Ee ;
" jf i  j ei ; " E f + Ee ;
" jei  j f i ; " E f + Ee ;
" jf i  j f i ; " 2E f ;

(2.5.3)

avec les notations (2.3.12) et (2.3.19). La structure même de ces ¶etats, sous
forme de produits tensoriels, implique une totale absence de corr¶elation entre
les deux ¶electrons. On parle, dans ce cas, d'un modµele d'¶electrons ind¶ependants.
Il est instructif de d¶evelopper l'¶etat fondamental jFi = jff i (notation abr¶eg¶ee
pour jf i  j f i ) sur la base (2.5.2). Il vient, d'aprµes (2.4.12),

jFi = cos2 µ jAA i + sin µcosµ
¡
jAB i + jBA i

¢
+ sin 2 µjBBi ; (2.5.4)

correspondant µa des probabilit¶es de localisation des deux ¶electrons :

8
><

>:

PF (A ; A) = cos4 µ ;

PF (A ; B) = 2 cos2 µsin2 µ ;

PF (B; B) = sin 4 µ :

(2.5.5)
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µA vrai dire, cette description n'a aucune raison d'être correcte. En e®et, dans les
¶etats jAA i et jBBi , la localisation des deux ¶electrons sur un même atome s'ac-
compagne n¶ecessairement d'une forte r¶epulsion coulombienne entre eux, donc
d'un coût ¶energ¶etique plus grand que dans les ¶etatsjAB i et jBA i , ce qui invalide
probablement l'hypothµese que les deux ¶electrons sont ind¶ependants : si l'un d'eux
est en A, la probabilit¶e de localisation de l'autre en B en est certainement aug-
ment¶ee. De fait, les ¶etats propres (2.5.3) sont ceux du hamiltonien obtenu en
supposant pr¶ecis¶ement que les ¶electrons n'interagissent pas. Cela veut dire que
l'¶energie totale est la somme des ¶energies individuelles | au sens quantique :
l'op¶erateur hamiltonien total H t est la somme des op¶erateurs hamiltoniens in-
dividuels H ¶etendus µa l'espace de Hilbert complet. Soit encore :

H t = H  I + I  H (2.5.6)

(H et I opµerent dans les espaces des ¶etats individuelsh2, et H t dans l'espace
des ¶etatsh4). Il vaut la peine d'expliciter la matrice repr¶esentant cet op¶erateur
dans la base des ¶etats de localisation. Il vient (en utilisant la forme (2.4.2) des
hamiltoniens H ) :

Ht =

0

B
B
@

jAA i j AB i j BA i j BB i

hAA j 2EA ¡ K ¡ K 0
hAB j ¡ K E A + EB 0 ¡ K
hBA j ¡ K 0 EA + EB ¡ K
hBB j 0 ¡ K ¡ K 2EB

1

C
C
A ; (2.5.7)

oµu nous avons rappel¶e les vecteurs de base correspondant µa chaque ligne et
colonne.

Cependant le modµele des ¶electrons ind¶ependants, concr¶etis¶e par le hamil-
tonien (2.5.6), dans la mesure oµu il n¶eglige l'interaction entre les ¶electrons, est
trµes restrictif ; il ne peut rendre compte de la liaison µa deux ¶electrons, même
dans le cadre de l'approximation par un systµeme d'ordre 4 ici ¶etudi¶ee. Aussi
allons nous consid¶erer un modµele plus g¶en¶eral.

Si nous avons explicit¶e le traitement d'une mol¶ecule diatomique dans le
modµele des ¶electrons ind¶ependants, malgr¶e sa validit¶e trµes limit¶ee pour la li-
aison µa deux ¶electrons, c'est qu'un modµele analogue s'applique assez bien µa des
mol¶ecules polyatomiques plus complexes (voir le cas du benzµene, section 6) et
qu'il forme la base de l'une des m¶ethodes essentielles de la chimie th¶eorique
oµu, pour des raisons historiques, il est souvent baptis¶e th¶eorie des \orbitales
mol¶eculaires". (On appelle \orbitale" un ¶etat ¶electronique individuel.)

C La liaison covalente

Consid¶erons la forme la plus g¶en¶erale du hamiltonienH t compatible avec son
hermiticit¶e (¶evidemment) et avec la sym¶etrie des deux vecteurs de basejAB i et
jBA i . Sa matrice repr¶esentative peut s'¶ecrire sous la forme :

Ht =

0

B
B
@

j AA i j AB i j BA i j BB i

hAA j EAA ¡ N ¡ N ¡ M
hAB j ¡ N E AB ¡ L ¡ N 0

hBA j ¡ N ¡ L E AB ¡ N 0

hBB j ¡ M ¡ N 0 ¡ N 0 EBB

1

C
C
A ; (2.5.8)



Chap. 2, Systµemes d'ordre ¯ni 5 f¶evrier 2007 25

oµu les ¶el¶ements de matrice non-diagonauxL , M , N , N 0sont r¶eels positifs. Fixons
notre attention sur les termes diagonaux. Au moins dans la situation oµu la
distanced entre les noyaux A et B est grande, ces termes ont une interpr¶etation
simple :EAB n'est autre que la somme des ¶energies des atomes individuels A et B
dans leurs ¶etats fondamentaux (EAB = EA + EB ). Puisque les deux ¶electrons,
dans l'¶etat jAA i sont localis¶es en A,EAA correspond µa la somme des ¶energies
individuelles d'un ion A ¡ et d'un ion B + , et de même pourEBB :

(
EAA = E(A ¡ ) + E (B + ) ;

EBB = E(B ¡ ) + E(A + ) :
(2.5.9)

La proximit¶e des deux ¶electrons augmente consid¶erablement la contribution de
leur ¶energie potentielle coulombienne (r¶epulsive) dans les ¶etatsjAA i et jBBi par
rapport aux ¶etats jAB i et jBA i . On peut donc penser que les ¶energies totales
correspondantes sont nettement d¶ecal¶ees :

EAA ; EBB À EAB : (2.5.10)

Plus pr¶ecis¶ement, on s'attend µa ce que les di®¶erences des ¶energiesEAA ¡ EAB ,
EBB ¡ EAB soient grandes devant les termes non-diagonaux (M , L , N , N 0). Dans
ces conditions, comme on l'a d¶ejµa vu (section 2 et exercice1.20), le vecteur
propre de H t de plus basse ¶energie (l'¶etat fondamental) sera pour l'essentiel
une combinaison lin¶eaire des vecteurs correspondant aux plus petits ¶el¶ements
diagonaux, soit jAB i et jBA i . On est donc amen¶e µa consid¶erer la restrictionH r

du hamiltonien total H t au sous-espace µa deux dimensionsh0
2 engendr¶e parjAB i

et jBA i , soit :

Hr =
µ

EAB ¡ L
¡ L E AB

¶
: (2.5.11)

Ce hamiltonien d¶ecrit un systµeme d'ordre 2 sym¶etrique : il a exactement la forme
(2.3.9). Sa plus petite valeur propre s'¶ecrit

EF = EAB ¡ L ; (2.5.12)

correspondant au vecteur propre

jFi = 1p
2

¡
jAB i + jBA i

¢
: (2.5.13)

Puisque EF < E AB , l'¶etat jFi d¶ecrit bien un ¶etat li¶e de la mol¶ecule AB. Le
point capital ici est la sym¶etrie du problµeme dûe µa la paire d'¶electrons localis¶es
chacun sur un atome | d'oµu la base sym¶etrique d'¶etats

©
jAB i ; jBA i

ª
. Cette

sym¶etrie vaut quelle que soit la di®¶erence entre les atomes A et B eux-mêmes
qui se manifeste, entre autres, par la dissym¶etrie entre les ¶etatsjAA i et jBBi |
ceux-lµa même que nous avons ¶ecart¶es. Cette sym¶etrie permet un gain d'¶energie
optimal : l'¶energie de liaisonEAB ¡ EF = L prend pleinement en compte la valeur
de l'¶el¶ement de matrice non-diagonalL (ce qui n'est pas le cas, on l'a vu, pour
un hamiltonien non sym¶etrique tel que (2.4.2)). On comprend pourquoi cette
liaison, qu'on appelle \covalente", par mise en commun d'une paire d'¶electrons
entre deux atomes, est µa la fois trµes solide, et trµes commune. Pour revenir aux
exemples d¶ejµa trait¶es, si l'ion mol¶eculaire Li H+ est nettement moins stable que
l'ion mol¶eculaire H+

2 (µa cause de la fragile liaison dissym¶etrique µa un ¶electron
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du premier), la mol¶ecule Li H a une stabilit¶e tout µa fait comparable µa celle de
la mol¶ecule H2 (µa cause du comportement similaire de la paire d'¶electrons dans
les deux cas).

Notons pour terminer que la liaison covalente correspond µa une absolue
corr¶elation spatiale des deux ¶electrons : dans l'¶etat (2.5.13), la probabilit¶e de
localisation de deux ¶electrons sur le même site est ¶evidemment nulle. En ceci,
l'approximation de la liaison covalente | car c'en est une : l'¶etat (2.5.13) n'est
pas rigoureusement vecteur propre du hamiltonien total (2.5.8), lui même fort
sch¶ematique d¶ejµa | se situe µa l'exact oppos¶e de l'approximation des ¶electrons
ind¶ependants.

D La liaison ¶electrovalente | et la liaison \ambivalente"

Il existe cependant des situations, contrairement µa la pr¶ec¶edente, oµu la pr¶e-
sence de deux ¶electrons sur le même site est ¶energ¶etiquement favorable. Tel est
le cas si l'un des atomes, mettons A, pr¶esente une trµes forte a±nit¶e ¶electroni-
que. L'ion A ¡ aura alors une ¶energie particuliµerement basse, de sorte que l'on
peut avoir entre les ¶energies moyennes (les ¶el¶ements diagonaux du hamiltonien
(2.5.8)) la relation

EAA ¿ EAB ; EBB (2.5.14)

(µa comparer µa (2.5.10)). C'est le cas des atomes trµes ¶electron¶egatifs tels les
halogµenes (Cl, F, I), qui ¯xent volontiers un ¶electron suppl¶ementaire (les ions
Cl¡ , F¡ , I ¡ sont particuliµerement stables). C'est alors dans le sous-espace µa
une dimension correspondant µa l'¶el¶ement de matriceEAA que l'on cherchera
un vecteur propre approch¶e deH t . Autant dire que cet ¶etat est tout simple-
ment donn¶e par jAA i lui-même, avec pour ¶energie totaleEAA . Cette valeur est,
en vertu de l'hypothµese (2.5.14), inf¶erieure µaEAB de sorte que le systµeme est
bien li¶e. En v¶erit¶e, cette liaison, dite \¶electrovalente", peut être comprise en
termes purement classiques comme r¶esultant de l'attraction coulombienne entre
les ions A¡ et B+ . La r¶eduction de l'espace des ¶etats µa un espace de dimension 1,
et du hamiltonien e®ectif µa un simple nombre, montre bien que la th¶eorie quan-
tique et ses e®ets sp¶eci¯ques de superposition lin¶eaire ne jouent guµere de rôle
ici.

Bien entendu, la covalence pure et l'¶electrovalence pure sont deux cas limites.
Des situations \ambivalentes", interm¶ediaires entre les deux, doivent être en-
visag¶ees. Revenons, par exemple, µa la mol¶ecule Li H. Estimons plus pr¶ecis¶ement,
µa grande distance au moins, les di®¶erences entre les ¶energies moyennes. Connais-
sant les ¶energies de liaison des ions H+ (13;6 eV) et H¡ (0;75 eV) comme de Li+

(5;4 eV) et Li ¡ (0;62 eV), voir ¯gure 2.11, on voit que, selon (2.5.9) et en choi-
sissant A = H et B = Li :

EAA ¡ EAB = E(H ¡ ) + E (Li + ) ¡
¡
E (H) + E(Li)

¢

= ¡ 0;75 + 5;4 = 4;65 eV;

EBB ¡ EAB = E(H+ ) + E (Li ¡ ) ¡
¡
E (H) + E(Li)

¢

= 13;6 ¡ 0;62 = 12;98 eV:

(2.5.15)

Cette deuxiµeme di®¶erence est nettement sup¶erieure µa la premiµere | compar¶ee
aux ¶el¶ements de matrices non-diagonaux dont les valeurs typiques sont de quel-
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Fig. 2.11 { ¶Energies des niveaux fondamentaux
a) des ions H¡ et H+ (relatives au fondamental de l'atome H) ;
b) des ions Li¡ et Li + (relatives au fondamental de l'atome Li).

ques ¶electron-volts. On se trouve devant une situation du type

EBB À EAB ; EAA (2.5.16)

(comparer (2.5.10) et (2.5.14)). Il est alors raisonnable de restreindre le hamil-
tonien au sous-espace µatrois dimensions engendr¶e parjAA i , jAB i et jBA i , soit :

Hr =

0

@

j AA i j AB i j BA i

hAA j EAA ¡ N ¡ N
hAB j ¡ N E AB ¡ L
hBA j ¡ N ¡ L E AB

1

A : (2.5.17)

En d'autres termes, nous ra±nons le modµele purement covalent de la mol¶ecule
Li H, d'ordre 2, pour consid¶erer un modµele d'ordre 3. La sym¶etrie de ce hamil-
tonien par rapport aux ¶etats jAB i et jBA i permet, suivant la m¶ethode g¶en¶erale,
d'en simpli¯er la diagonalisation (exercice 2.11). On obtient ¯nalement l'¶etat
fondamental sous la forme

jFi = ® 1p
2

¡
jAB i + jBA i

¢
+ ¯ jAA i (2.5.18)

(oµu, bien sûr, j®j2 + j¯ j2 = 1). L'¶etat des ¶electrons apparâ³t comme une su-
perposition de l'¶etat 1p

2

¡
jAB i + jBA i

¢
correspondant µa une liaison covalente

(mise en commun des ¶electrons) et d'un ¶etatjAA i correspondant µa une liaison
¶electrovalente (¶electrons localis¶es sur l'atome le plus ¶electron¶egatif). On peut
consid¶erer les coe±cientsj®j2 et j¯ j2 comme caract¶erisant les poids respectifs
de la covalence et de l'¶electrovalence dans cette liaison. Ce modµele trµes simple
illustre bien le cas g¶en¶eral de la liaison chimique µa deux ¶electrons dont la nature
peut varier continûment de la covalence pure µa l'¶electrovalence pure. Dans un
¶etat tel que (2.5.18), la corr¶elation entre les ¶electrons est partielle, interm¶ediaire
entre la corr¶elation totale de l'¶electrovalence ou de la covalence pures et l'absence
de corr¶elation d'un ¶etat µa ¶electrons ind¶ependants.
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E Le hamiltonien, signi¯cation physique

Il vaut la peine, pour esquisser une discussion plus approfondie des diverses
approximations ¶etudi¶ees ci-dessus, de revenir au hamiltonien total et d'¶etudier
la signi¯cation physique de ses di®¶erents ¶el¶ements de matrice. Le \vrai" hamil-
tonien de la paire d'¶electrons, dans le \grand" espace de Hilbert (de dimension
in¯nie) comprend les ¶energies cin¶etiquesT de chaque ¶electron et les ¶energies
potentielles coulombiennesV des di®¶erentes paires de particules. Il s'¶ecrit sous
la forme :

H t = T1 + T2 + VA1 + VB1 + VA2 + VB2 + V12 ; (2.5.19)

oµu les indices 1 et 2 d¶esignent les ¶electrons (T1 est l'¶energie cin¶etique de l'¶elec-
tron 1, VA1 l'¶energie coulombienne d'interaction entre l'ion A+ et l'¶electron 1,
etc.) ; manque dans (2.5.19) le termeVAB repr¶esentant l'¶energie coulombienne
d'interaction entre les deux ions A+ et B+ | c'est, comme plus haut, une
simple fonction de la distanced (ind¶ependante de l'¶etat des ¶electrons) qu'il
su±t d'ajouter µa la ¯n du calcul. On a utilis¶e dans (2.5.19) une notation abr¶eg¶ee,
puisqu'µa proprement parler, T1 devrait s'¶ecrire T1  I 2, VA2 de mêmeI 1  VA2 ,
etc. On note queH t inclut les hamiltoniens µa un ¶electron correspondant µa deux
ions mol¶eculaires (A B)+ ind¶ependants :

H i = Ti + VA i + VB i ; i = 1 ; 2 ; (2.5.20)

mais qu'il di®µere pr¶ecis¶ement de leur somme par le terme d'interaction entre les
deux ¶electrons :

H t = H 1 + H2 + V12 : (2.5.21)

C'est donc bien ce terme qui invalide la forme (2.5.6) et brise l'ind¶ependance des
¶electrons. On peut maintenant pr¶eciser la signi¯cation des ¶el¶ements de matrice
du hamiltonien (2.5.8). Par exemple :

EAA = hAA jH jAA i : (2.5.22)

Rappelons que les ¶etatsjAi et jBi sont des ¶etats stationnaires atomiques, donc
¶etats propres des hamiltoniens atomiques, soit :

(Ti + VA i )jAi = EA jAi ;

(Ti + VBi )jBi = EB jBi :
(2.5.23)

D¶etaillons le calcul deEAA en revenant µa une notation explicite des produits
tensoriels :

EAA =
¡

1hAj  2hAj
¢

£
£
(T1 + VA1 + VB1 )  I 2 + I 1  (T2 + VA2 + VB2 ) + V12

¤

£
¡
jAi 1  j Ai 2

¢

=2 EA + 2 hAjVB jAi + hAA jV12 jAA i ; (2.5.24)

oµu l'on a tenu compte de (2.5.23). On voit que cet ¶el¶ement de matrice di®µere de
sa valeur dans le modµele simple (2.5.7), par le termehAjVB jAi , ¶energie poten-
tielle moyenne d'un ¶electron localis¶e en A dans le champ de l'ion B+ , et par le
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terme hAA jV12 jAA i , ¶energie potentielle moyenne de r¶epulsion des deux ¶electrons
localis¶es en A. Un calcul analogue fournit :

EAB = hABjH jAB i

= EA + EB + hAjVB jAi + hBjVA jBi + hABjV12jAB i : (2.5.25)

Ici encore, les termes qui s'ajoutent µa l'expression du modµele simple (2.5.7) s'in-
terprµetent ais¶ement en termes d'¶electrostatique classique | ce sont des ¶energies
potentielles moyennes pour les distributions de charge ¶electronique correspon-
dant aux ¶etats hAj et jBi . Notons que dans (2.5.25) les trois derniers termes s'an-
nulent quand d ! 1 ; par contre, le dernier terme de (2.5.25) ne d¶epend pas de
la distanced et donc ne s'annule pas quandd ! 1 , ce qui invalide l'approxima-
tion des ¶electrons ind¶ependants. Moins classiques sont les termes non-diagonaux.
Contentons-nous d'expliciter le terme ¡ L qui caract¶erise le hamiltonien r¶eduit
de la liaison covalente (2.5.11). On a, aprµes calculs :

¡ L = hAB jH jBA i

=
¯
¯hAjBi

¯
¯2

(EA + EB ) + hABjV12jBA i

+ hBjAihAjVB jBi + hAjBihBjVB jAi :

(2.5.26)

Dans l'approximation grossiµere oµuhAjBi = 0 (¶etats localis¶es orthogonaux), il
vient trµes simplement :

¡ L = hABjV12 jBA i : (2.5.27)

Nous verrons ult¶erieurement (chapitre 10) comment calculer un tel ¶el¶ement de
matrice. En tout cas, il ne peut lui être donn¶e d'interpr¶etation ¶electrostatique
classique, puisque les ¶etatsjAB i et jBA i qui prennent V12 en sandwich sont
di®¶erents et se d¶eduisent l'un de l'autre par l'¶echange des ¶electrons. Ce terme
(souvent appel¶e \terme d'¶echange") met en ¶evidence la nature sp¶eci¯quement
quantique de la liaison covalente.

F Questions de spin

Nous avons jusqu'ici n¶eglig¶e le fait que les ¶electrons sont des fermions (voir
Rudiments, chapitre 7, section 4, et cet ouvrage, chapitre 1, section 10). Cela
n'entre pas en ligne de compte lorsque le systµeme ne comporte qu'un seul
¶electron. Il en va autrement pour un systµeme µa deux ¶electrons. En e®et, la
nature fermionique des ¶electrons impose de satisfaire au \principe" de Pauli
selon lequel deux ¶electrons ne peuvent occuper une con¯guration d'¶etats indi-
viduels dont deux seraient identiques. Ou, plus pr¶ecis¶ement : les amplitudes de
probabilit¶e relatives µa un systµeme de fermions doivent être antisym¶etriques lors
de la permutation des ¶etiquettes qui servent µa rep¶erer ces ¶etats individuels.

Il semble µa premiµere vue que ceci doive invalider les conclusions pr¶ec¶edentes :
l'¶etat fondamental est manifestement sym¶etrique et non pas antisym¶etrique par
l'\¶echange" des ¶etiquettes des ¶etats individuelsjAi et jBi des ¶electrons. Cela
est vrai dans toutes les descriptions approximatives que nous avons ¶etudi¶ees
(voir (2.5.4), (2.5.13), (2.5.18)) et l'on peut d¶emontrer que ce r¶esultat est vrai
en g¶en¶eral. Mais comme nous le verrons (chapitre 7, section 9) l'espace des ¶etats
d'un systµeme d'¶electrons est le produit tensoriel de deux espaces, l'un associ¶e
aux propri¶et¶es spatiales, l'autre aux propri¶et¶es de spin. Or le hamiltonien du
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systµeme (2.5.19) ne fait pas intervenir le spin des ¶electrons (µa l'approximation
oµu nous travaillons). Il est donc loisible de choisir pour repr¶esenter l'¶etat des
¶electrons un vecteur qui se pr¶esente comme produit tensoriel d'un vecteur d'¶etat
spatial (tels ceux que nous avons ¶etudi¶es jusqu'ici) et d'un vecteur d'¶etat de spin.
Choisissant dans l'espace des ¶etats de spin de chaque ¶electron la base des ¶etats
propres de Sz , soit fj "i ; j #ig , on obtient pour l'espace des ¶etats de spin des
deux ¶electrons la base tensorielle naturellefj ""i ; j "#i ; j #"i ; j ##ig | avec des
notations ¶evidentes. Or le vecteur d'¶etat spatial jFi espace de l'¶etat fondamental
des deux ¶electrons est, on l'a vu, toujours sym¶etrique. Il faut donc former son
produit tensoriel avec un vecteur d'¶etat de spin antisym¶etrique. Il en existe un
seul, pour cette raison d¶enomm¶e \singulet" :

jsinguleti = 1p
2

¡
j "#i ¡ j#"i

¢
: (2.5.28)

Par cons¶equent, le vecteur d'¶etat complet de l'¶etat fondamental pour un couple
d'¶electrons r¶ealisant une liaison chimique, s'¶ecrit :

jFi = jFi espace  j singuleti spin : (2.5.29)

Que cet ¶etat respecte le principe de Pauli est clair puisque, d'aprµes (2.5.28),
l'amplitude de transition vers un ¶etat oµu les deux ¶electrons auraient le même
spin (j""i ou j##i ) est nulle.

Il existe, dans l'espace des ¶etats de spin des deux ¶electrons (µa 4 dimensions),
un sous-espace orthogonal au vecteur d'¶etatjsinguleti . De dimension 3, ce sous-
espace sym¶etrique est engendr¶e par une base de trois vecteurs appel¶es tout
naturellement ¶etats \triplets" :

8
><

>:

jtriplet i + = j ""i ;

jtriplet i 0 = 1p
2

¡
j "#i + j#"i

¢
;

jtriplet i ¡ = j##i :

(2.5.30)

(On verra plus tard | chapitre 7 | la signi¯cation de ces vecteurs du point de
vue du spin total des deux ¶electrons.) Ces vecteurs sym¶etriques d¶ecrivent l'¶etat
de spin des ¶electrons lorsque leur vecteur d'¶etat spatial est antisym¶etrique, ce
qui est le cas pour certains ¶etats excit¶es. Le vecteur d'¶etat complet est donc
bien antisym¶etrique et le principe de Pauli est respect¶e.

6 La mol¶ecule de benzµene

Dans cette section, nous allons ¶etudier la liaison chimique dans un cas un peu
plus compliqu¶e que les mol¶ecules µa deux atomes qui nous ont servi d'exemple
jusqu'µa pr¶esent : la mol¶ecule de benzµene C6 H6. Nous verrons µa cette occasion
comment on r¶eduit un systµeme quantique d'ordre a priori trµes ¶elev¶e µa un systµeme
d'ordre plus raisonnable, en essayant de r¶ealiser un optimum, variable selon les
moyens de calcul dont on dispose, entre simplicit¶e et pr¶ecision.

Les six atomes de carbone de la mol¶ecule de benzµene sont situ¶es aux sommets
d'un hexagone r¶egulier. Chaque atome de carbone comporte six ¶electrons, dont
quatre seulement participent µa la liaison chimique (les deux autres sont trop
fortement li¶es au noyau pour cela) ; deux sur ces quatre sont engag¶es dans une
liaison (de type approximativement covalent) avec les deux atomes de carbone



Chap. 2, Systµemes d'ordre ¯ni 5 f¶evrier 2007 31

Fig. 2.12 { Le squelette de la mol¶ecule de benzµene : C6 H6
6+ .

Six ¶electrons ne sont engag¶es dans aucune des liaisons constituant le squelette.

imm¶ediatement voisins, et un troisiµeme est li¶e µa l'atome H adjacent. Le systµeme
¶etudi¶e ici est celui des six ¶electrons restant plac¶es dans le potentiel de l'ion
C6 H6

6+ ainsi form¶e (¯gure 2.12). ¶Etant donn¶e l'identit¶e des ¶electrons, cette
maniµere de partager les ¶electrons de la mol¶ecule en trois sous-ensembles, ceux
qui restent li¶es aux noyaux individuels, ceux qui sont engag¶es dans une liaison
covalente et les six \autres", constitue un abus commode et courant.

Comme pour les autres mol¶ecules ¶etudi¶ees jusqu'µa pr¶esent, nous nous int¶e-
ressons µa la d¶etermination de l'¶etat fondamental de la mol¶ecule, identi¯¶e ici µa
l'¶etat fondamental du systµeme de ces six ¶electrons.

A Hypothµese des ¶electrons ind¶ependants

Commen»cons par d¶eterminer l'ordre de ce systµeme. Nous avons ¶etudi¶e l'¶etat
de l'¶electron unique de la mol¶ecule H+2 dans une approximation oµu il appartient µa
un espace de dimension 2 engendr¶e par des ¶etats localis¶es sur l'un ou l'autre des
protons. De même, nous ¶etudierons l'¶etat des six ¶electrons du benzµene dans une
approximation oµu les ¶etats individuels des ¶electrons appartiennent µa un espace de
dimension 6 engendr¶e par des ¶etats localis¶es sur l'un des six carbones. L'espace
des ¶etats du systµeme compos¶e des six ¶electrons est donc le produit tensoriel de
six espaces de dimension 6 ; sa propre dimension est alors : 66 = 46 656. Ce qui
revient µa dire que pour obtenir l'¶energie du fondamental, il faudrait diagonaliser
une matrice 46 656£ 46 656.

A¯n de simpli¯er le problµeme, et par analogie avec ce qui a ¶et¶e fait µa la
section 5 oµu l'on a abaiss¶e l'ordre du systµeme de la mol¶ecule Li H de 4 µa 3,
et même 2, en ne tenant pas compte des composantesjAA i et jBBi des ¶etats
du systµeme, on peut tout d'abord songer µa ne pas inclure, dans les vecteurs de
base sevant µa la description de l'espace de Hilbert, les ¶etats correspondant µa la
localisation sur un même site de deux ¶electrons, et plus. Une fois op¶er¶ee cette
simpli¯cation (qu'il conviendrait au pr¶ealable de justi¯er), on se trouve quand
même en pr¶esence d'un espace µa 6! = 720 dimensions. Il faut donc adopter une
autre strat¶egie. On peut alors envisager, tout compte fait, de ne pas n¶egliger
les ¶etats correspondant µa la localisation de plus d'un ¶electron sur un même site,
et même de revenir µa l'hypothµese (forte, car a priori ¶eminemment douteuse)
que les ¶electrons sont ind¶ependants. Dans ce cas, le systµeme se scinde en six
sous-systµemes ind¶ependants et identiques, chaque sous-systµeme ¶etant constitu¶e
par un seul ¶electron plac¶e dans le champ de l'ion C6 H6

6+ . On ramµene ainsi le
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systµeme initial µa six ¶electrons, d'ordre 66, µa six systµemes identiques d'ordre 6,
chacun constitu¶e d'un seul ¶electron. Nous allons dans ce qui suit adopter cette
hypothµese des ¶electrons ind¶ependants, r¶eservant pour plus tard la discussion de
sa validit¶e.

D¶esignons par C1,C2,. . .,C6 les sites atomiques de la mol¶ecule de benzµene.
L'espace de Hilberth6 des ¶etats d'un ¶electron est engendr¶e par les ¶etats de locali-
sation de l'¶electron sur chacun des sites, ¶etats que nous notonsjC1i ,jC2i ,. . .,jC6i .
L'espaceH des ¶etats du systµeme des six ¶electrons est alors le produit tensoriel
des six espaces µa un seul ¶electron correspondant µa chacun des six ¶electrons. Soit :

H = h6  h6  h6  h6  h6  h6 : (2.6.1)

De même, soit H le hamiltonien du systµeme µa un ¶electron plac¶e seul dans le
champ de l'ion C6 H6

6+ . Dans l'approximation des ¶electrons ind¶ependants, le
hamiltonien du systµeme des six ¶electrons est la somme de six produits tensoriels
du type I  I  : : :  H  : : :  I , oµu I d¶esigne l'op¶erateur unit¶e agissant dans
l'espaceh6 des ¶etats d'un ¶electron. Soit donc :

H t = H  I  I : : :  I

+ I  H  I : : :  I

...

+ I  I  I : : :  H :

(2.6.2)

B La sym¶etrie hexagonale
¶Etudions d'abord les ¶etats et valeurs propres deh6, hamiltonien du systµeme

d'ordre 6 µa un seul ¶electron. Dans la baseC = fj C1i ; jC2i ; : : : ; jC6ig des ¶etats
localis¶es de ce systµeme, le hamiltonienH est repr¶esent¶e par une matrice 6£ 6.
Ses ¶el¶ements diagonaux sont tous ¶egaux :

hCn jH jCn i = E0 ; n = 1 ; : : : ; 6 : (2.6.3)

On pourrait interpr¶eter l'¶energie E0 comme l'¶energie de liaison d'un ¶electron µa
un ion C H+ si les ¶etats localis¶es ¶etaient stationnaires, ce qui n'est pas le cas.
Des transitions entre ¶etats localis¶es sont possibles et de ce fait le hamiltonien
n'est pas diagonal. Nous faisons ici l'hypothµese (simpli¯catrice) que seuls les
¶el¶ements de matrice non diagonaux correspondant µa deux sites contigus sont
di®¶erents de z¶ero,

hCn jH jCn 0i = 0 ; si jn ¡ n0j > 1 ; (2.6.4)

justi¯¶ee par le fait que l'e®et tunnel est d'autant moins e±cace que la distance
µa franchir est plus grande. On posera, en tenant compte de l'hermiticit¶e deH :

hCn jH jCn +1 i = hCn +1 jH jCn i = ¡ K ; n = 1 ; : : : ; 6 ; (2.6.5)

oµu l'on a adopt¶e la convention C7 := C 1, qui exprime la cyclicit¶e du benzµene ;
de même, pour la suite, on d¶e¯nit C0 := C 6. La constante K , moyennant un
choix convenable des phases des vecteurs de base, est prise r¶eelle et positive
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(section 3B). La matrice repr¶esentantH dans la base choisie s'¶ecrit donc :

HC =

0

B
B
B
B
B
B
@

E0 ¡ K 0 0 0 ¡ K
¡ K E 0 ¡ K 0 0 0

0 ¡ K E 0 ¡ K 0 0
0 0 ¡ K E 0 ¡ K 0
0 0 0 ¡ K E 0 ¡ K

¡ K 0 0 0 ¡ K E 0

1

C
C
C
C
C
C
A

: (2.6.6)

La forte sym¶etrie exhib¶ee par cette matrice suggµere l'existence (comme c'¶etait
le cas pour H+

2 ) d'un op¶erateur d'invariance, c'est-µa-dire un op¶erateur qui, telP
dans le cas de H+2 , laisse le systµeme, et donc son hamiltonien, inchang¶es. Il est
clair qu'une rotation d'un sixiµeme de tour est une sym¶etrie du systµeme et doit
donc laisser invariant son hamiltonien ; toutes les autres sym¶etries de rotation
du systµeme sont engendr¶ees par celles-ci.

Notons R l'op¶erateur qui, dans l'espace de dimension 6, d¶ecrit l'e®et de
cette rotation ¶el¶ementaire sur l'¶etiquettage des sites. La matrice repr¶esentant
cet op¶erateur dans la baseC peut s'obtenir en calculant l'e®et de la rotation sur
les vecteurs de base :

RjCn i = jCn ¡ 1i ; n = 1 ; : : : ; 6 : (2.6.7)

D'oµu l'expression de la matrice repr¶esentantR :

RC =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

: (2.6.8)

Tout comme l'op¶erateur P de la section 3 commute avec le hamiltonien de
l'ion H +

2 , de même ici :
[[[H; R]]] = 0 : (2.6.9)

Ce r¶esultat s'obtient soit en e®ectuant directement les produits de matricesHR
et RH, soit en remarquant que :

H = E0 I ¡ K (R + Ry) ; (2.6.10)

oµuRy est l'adjoint de R qui commute avecR (exercice1.8). Notons que l'adjoint
de R est ¶egal µa son inverse :

Ry = R¡ 1 ; (2.6.11)

si bien queR est unitaire | comme il convient pour un op¶erateur de sym¶etrie
(voir chapitre 1, section 8).

C L'¶etat fondamental de la mol¶ecule de benzµene

Les op¶erateursR et H qui commutent, ont un même ensemble de vecteurs
propres ; ces derniers sont ais¶ement calculables en tant que vecteurs propres
de R. Une fois connus les vecteurs propres deH , la d¶etermination de ses valeurs
propres, et donc en particulier de l'¶energie du fondamental, est imm¶ediate.
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Commen»cons par d¶eterminer les valeurs et vecteurs propres deR | en
¶evitant de calculer un d¶eterminant 6£ 6. Comme R est unitaire, ses valeurs
propres sont de module unit¶e. La nature g¶eom¶etrique deR impliquant que
R6 = I , et R, unitaire, ¶etant diagonalisable, ses valeurs propres sont des racines
sixiµemes de l'unit¶e (exercice1.27). Soit j¸ i un vecteur propre deR, de valeur
propre ¸ :

Rj¸ i = ¸ j¸ i : (2.6.12)

Exprimons ce vecteur dans la baseC :

j¸ i =
6X

n=1

an jCn i : (2.6.13)

L'¶equation (2.6.12), compte-tenu de (2.6.7), fournit la relation de r¶ecurrence sur
les coe±cientsf an g :

an +1 = ¸a n ; n = 1 ; : : : ; 6 (2.6.14)

(avec la convention a7 := a1). On peut donc ¶ecrire an = ¸ n a0 (avec a0 := a6),
d'oµu

j¸ i = a0

6X

n =1

¸ n jCn i ; (2.6.15)

soit, en normant j¸ i et avec le choix de phase le plus simple :

j¸ i = 1p
6

6X

n=1

¸ n jCn i : (2.6.16)

µA toute valeur propre correspond ainsi un vecteur propre norm¶e unique. Les
sous-espaces propres deR sont donc de dimension unit¶e (pas de d¶eg¶en¶erescence),
de sorte que les valeurs propres sont toutes distinctes (voir exercice2.12). Ce
sont donc les six racines sixiµemes de l'unit¶e, que l'on peut ¶ecrire :

¸ k = eik® ; oµu ® =
¼
3

; et k = 0 ; : : : ; 5: (2.6.17)

Les vecteurs propres norm¶es correspondants seront simplement not¶esjki et
s'¶ecrivent, d'aprµes (2.6.16) :

jki = 1p
6

6X

n =1

eink® jCn i : (2.6.18)

Ces ¶etats seront dits \cycliques" pour les distinguer des ¶etats localis¶esjCn i .
Les valeurs propres deH , not¶eesE(k) s'obtiennent alors imm¶ediatement, en

faisant agir H sur les vecteurs propresjki :

H jki =
¡
E0 I ¡ K (R + Ry)

¢
jki

=
³

E0 I ¡ K
¡
¸ k + ¸ k

¢́
jki ; (2.6.19)

il vient alors :

E (k) = E0 ¡ K (eik® + e¡ ik® )

= E0 ¡ 2K cosk® ; k = 0 ; : : : ; 5 : (2.6.20)
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Compte-tenu de ce que® = ¼=3, cosk® prend la même valeur pour k = 1
et 5 d'une part, 2 et 4 d'autre part. On obtient quatre valeurs possibles de
l'¶energie, dont deux sont d¶eg¶en¶er¶ees ; soit en les num¶erotant par ordre de valeurs
croissantes :

8
>>><

>>>:

E4 = E(3) = E0 + 2 K (non d¶eg¶en¶er¶ee);

E3 = E(2) = E (4) = E0 + K (d¶eg¶en¶er¶ee, de degr¶e 2);

E2 = E(1) = E (5) = E0 ¡ K (d¶eg¶en¶er¶ee, de degr¶e 2);

E1 = E(0) = E0 ¡ 2K (non d¶eg¶en¶er¶ee):

(2.6.21)

On remarque que l'¶energie du fondamental (E1 = E0 ¡ 2K ) est inf¶erieure µa
l'¶energie (E0 ¡ K ) qu'aurait un ¶electron liant simplement deux carbones, par
exemple C1 et C2, dont l'¶etat s'¶ecrirait, comme en (2.3.36),

jf i = 1p
2

¡
jC1i + jC2i

¢
: (2.6.22)

Par ailleurs, l'¶etat fondamental, donn¶e par (2.6.18) avec en l'occurrencek = 0,
soit

j0i = 1p
6

6X

n =1

jCn i ; (2.6.23)

est plus fortement d¶elocalis¶e que l'¶etatjf i (la probabilit¶e de localisation sur
chaque site est 1=6 dans un cas et 1=2 dans l'autre).

L'¶energie du systµeme des six ¶electrons consid¶er¶es est alors, compte-tenu de
l'hypothµese d'ind¶ependance de ces ¶electrons, la somme de leurs ¶energies indi-
viduelles. Intervient ici le principe d'exclusion de Pauli qui interdit que deux
¶electrons se trouvent dans le même ¶etat quantique. Rappelons qu'il s'agit lµa
d'une fa»con de parler : on veut dire en fait que l'¶etat collectif des six ¶electrons,
n¶ecessairement antisym¶etrique, ne peut faire intervenir des ¶etats individuels
identiques. Or l'¶etat quantique d'un ¶electron exige la sp¶eci¯cation de ses car-
act¶eristiques spatiales et spinales µa la fois. Comme l'espace des ¶etats de spin de
l'¶electron est de dimension 2, chaque ¶etat propre deH peut intervenir deux fois,
coupl¶e µa deux ¶etats de spin di®¶erents. L'¶etat fondamental du systµeme des six
¶electrons, est construit µa partir du choix suivant de six ¶etats individuels :
| deux fois l'¶etat d'¶energie la plus basse (E1 = E0 ¡ 2K ) ;
| deux fois chacun des deux ¶etats propres de H correspondant au niveau
imm¶ediatement suivant (E2 = E0 ¡ K ), soit un total de quatre ¶etats ayant
l'¶energie E2.

Les six ¶electrons n'\occupent" que deux niveaux individuels et l'¶energie de
leur fondamental est donc :

EF = 2( E0 ¡ 2K ) + 4( E0 ¡ K )

= 6 E0 ¡ 8K : (2.6.24)

D Stabilit¶e de la mol¶ecule de benzµene et rµegle de HÄuckel

La mol¶ecule de benzµene jouit d'une trµes grande stabilit¶e que le modµele
d¶evelopp¶e ici relie µa la d¶elocalisation complµete des 6 ¶electrons, dont chacun a
la même probabilit¶e de pr¶esence (1=6) sur chacun des atomes de carbone. Pour
pr¶eciser ce point, il est amusant de comparer ce modµele µa un autre correspon-
dant µa la formule structurale propos¶ee pour le benzµene par Kekule. Il s'agit d'un
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Fig. 2.13 { Modµele µa doubles liaisons dit de Kekule
Chaque trait double entre deux atomes de carbone repr¶esente une \double" liaison
(mise en commun deux fois de deux ¶electrons). L'¶etat fondamental de la mol¶ecule est
une combinaison lin¶eaire de deux ¶etats (r¶esonance).

modµele µa double liaison (¯gure2.13) oµu, une fois ¶etabli le \squelette" hexagonal
de la mol¶ecule avec de simples liaisons, les 6 ¶electrons restant (ceux qui nous
int¶eressent) sont mobilis¶es deux par deux pour lier trois paires d'atomes de car-
bone voisins, alternant sur la châ³ne. Ainsi, chacun des deux ¶electrons liant les
atomes C1 et C2 (dans la ¯gure 2.13a) se voit attribuer l'¶etat

j1&2i := 1p
2

¡
jC1i + jC2i

¢
; (2.6.25)

dont l'¶energie moyenne (la valeur moyenne du hamiltonien (2.6.6)) estE0 ¡ K ,
comme on peut s'y attendre d'aprµes nos consid¶erations ant¶erieures sur la liaison
µa un ¶electron dans le cas de deux atomes identiques (section 3). Dans ce cas, oµu
la d¶elocalisation de chaque ¶electron ne se produit que sur une paire d'atomes
de carbone voisins, on obtient en d¶e¯nitive une ¶energie totale de 6(E0 ¡ K ),
plus ¶elev¶ee que la valeur obtenue pour des ¶electrons complµetement d¶elocalis¶es
(2.6.24). On peut cependant ra±ner ce modµele \µa la Kekule". En e®et, deux
sch¶emas de doubles liaisons sont possibles (¯gures2.13a et b), correspondant
µa deux fonctions d'onde pour les 6 ¶electrons, respectivement :

jkekulei := j1&2i  j 1&2i  j 3&4i  j 3&4i  j 5&6i  j 5&6i ;

jelukeki := j2&3i  j 2&3i  j 4&5i  j 4&5i  j 6&1i  j 6&1i :
(2.6.26)

La description du systµeme dans le sous-espace µa deux dimensions engendr¶e par
les vecteurs (2.6.26) fournit une approximation de notre problµeme, n¶ecessairement
meilleure que la seule consid¶eration de l'un ou de l'autre de ces vecteurs, puisque
la d¶elocalisation des ¶electrons s'y ¶etend au-delµa des seules paires d'atomes adja-
cents. La restriction du hamiltonien (il s'agit bien sûr du hamiltonien complet,
celui des 6 ¶electrons) µa ce sous-espace se diagonalise sans trop de di±cult¶e (ex-
ercice2.13). On trouve un ¶etat fondamental dont l'¶energie se trouve coÄ³ncider
avec la valeur (2.6.24).

Le benzµene appartient µa la classe deshydrocarbures cycliquesc'est-µa-dire
des mol¶ecules dont le squelette est form¶e d'atomes C, en nombreN , dispos¶es de
fa»con r¶eguliµere sur une châ³ne ferm¶ee. Le modµele d¶evelopp¶e µa propos du benzµene
peut facilement être ¶etendu µa cette classe. En faisant encore l'hypothµese des
¶electrons ind¶ependants et en se limitant toujours aux couplages entre premiers
voisins, l'¶energie des ¶etats individuels s'obtient simplement en posant® = 2 ¼=N
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Fig. 2.14 { Les niveaux d'¶energie d'une châ³ne cyclique d'ordre N

dans l'expression (2.6.20) :

E (k) = E0 ¡ 2K cos 2¼
k
N

; k = 0; : : : ; N ¡ 1: (2.6.27)

| Le niveau d'¶energie le plus bas est obtenu pour k = 0 et n'est pas d¶eg¶en¶er¶e :

E (0) = E0 ¡ 2K : (2.6.28)

Il correspond donc µa un seul ¶etat.
| Quant aux autres niveaux, on a pour tout p entier positif :

E (N ¡ p) = E0 ¡ 2K cos 2¼
N ¡ p

N
= E0 ¡ 2K cos 2¼

p
N

= E(p) (2.6.29)

En d'autres termes, ces niveaux excit¶es sont d¶eg¶en¶er¶es de degr¶e 2, sauf lorsque
N est pair, auquel cas le niveau le plus ¶elev¶e,E (N =2), et lui seul, n'est pas
d¶eg¶en¶er¶e (voir ¯gure2.14).

En r¶esum¶e :
| si N = 4n, il y a (2n ¡ 1) ¶etats liants, (2n ¡ 1) anti-liants et 2 ¶etats \neutres"
(non-li¶es) d'¶energieE0 ;
| si N = 4 n + 1, il y a (2 n + 1) ¶etats liants, et 2n anti-liants ;
| si N = 4 n + 2, il y a (2 n + 1) ¶etats liants, et (2 n + 1) anti-liants ;
| si N = 4 n + 3, il y a (2 n + 1) ¶etats liants, et (2 n + 2) anti-liants.

Le niveau fondamental d'un hydrocarbure cyclique, dans ce modµele, s'obtient
en construisant un ¶etat collectif antisym¶etrique pour lesN ¶electrons µa partir des
¶etats individuels de plus basse ¶energie. Compte-tenu du principe de Pauli, et des
deux ¶etats de spin disponibles pour chaque ¶electron, on peut utiliser deux fois
au plus le même ¶etat individueljki . Ainsi, l'¶etat fondamental sera-t-il construit :
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Fig. 2.15 { La rµegle de HÄuckel
La construction de l'¶etat fondamental des N ¶electrons d¶elocalis¶es d'un annulµene
CN H2N +2 se fait en utilisant les ¶etats ¶electroniques individuels de la châ³ne cyclique
(voir ¯gure 2.14 ) de plus basse ¶energie, chacun pouvant être utilis¶e deux fois au plus.

| pour N = 4 n, en utilisant deux fois les (2n ¡ 1) ¶etats liants et deux fois un
¶etat neutre (2(n ¡ 1) + 2 = 4 n) ;
| pour N = 4 n + 1, en utilisant deux fois les (2n + 1) ¶etats liants, sauf l'un des
deux derniers, utilis¶e une seule fois ;
| pour N = 4 n + 2, en utilisant deux fois les (2n + 1) ¶etats liants (2(2 n + 1) =
4n + 2) ;
| pour N = 4 n + 3, en utilisant deux fois les (2n + 1) ¶etats liants et une fois
le premier ¶etat anti-liant (2(2 n + 1) + 1 = 4 n + 3).
La ¯gure 2.15 illustre plus clairement encore la situation. On voit donc que
c'est dans le casN = 4n + 2 que les ¶etats liants sont utilis¶es au mieux (tous
sont pris en compte, et aucun ¶etat anti-liant n'intervient). On s'attend donc µa
ce que les hydrocarbures cycliques ayantN = 4 n + 2 atomes de carbone soient
particuliµerement stables (rµegle de HÄuckel) ; c'est bien ce que montre l'exp¶erience,
avec les annulµenes C2 H2(¶ethylµene), C6 H6(benzµene), C10 H10, etc. (voir exercice
2.14).

7 Structure de bandes d'un cristal

A Bandes d'¶energie

Dans cette section, nous allons ¶etendre le traitement de la mol¶ecule de
benzµene au cas d'une châ³ne p¶eriodique d'atomes identiques r¶eguliµerement es-
pac¶es. Si le nombreN des atomes est trµes grand, cette châ³ne p¶eriodique est
un modµele | grossier mais, on va le voir, e±cace | de \cristal" unidimension-
nel. Un tel cristal lin¶eaire aurait deux \bouts" donnant lieu µa des \e®ets de
bord". Mais dans la mesure oµuN est trµes grand, les conditions impos¶ees aux
deux extr¶emit¶es du cristal sont sans incidence r¶eelle sur le comportement des
¶electrons \µa l'int¶erieur" du cristal. On peut l¶egitimement penser qu'un modµele
p¶eriodique d¶ecrivant la châ³ne ferm¶ee pr¶esentera, pour l'essentiel, les mêmes
propri¶et¶es. L'avantage de la p¶eriodicit¶e est de rendre le calcul trµes ais¶e grâce
aux consid¶erations de sym¶etrie.

On suppose en outre que chaque atome participe par un seul de ses ¶electrons
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µa la conduction | c'est le cas des m¶etaux monovalents. Le systµeme desN
¶electrons de conduction g¶en¶eralise le systµeme des six ¶electrons de la mol¶ecule de
benzµene ¶etudi¶e µa la section 6. On se place encore dans le cadre de l'approximation
des ¶electrons ind¶ependants. On suppose toujours que les transitions ne se font
qu'entre sites contigus. Les r¶esultats d¶ejµa obtenus pour le benzµene se g¶en¶eralisent
imm¶ediatement.

Les valeurs des ¶energies individuelles sont encore de la forme (2.6.20) avec
® = 2 ¼=N :

E(k) = E0 ¡ 2K cosk® ; k = 0 ; : : : ; N ¡ 1; (2.7.1)

et les ¶etats correspondants ont pour expression :

jki =
1

p
N

NX

n =1

eink® jCn i ; (2.7.2)

oµu l'on continue µa noter jCn i les ¶etats de localisation sur les sites de même
num¶ero, bien que les atomes correspondants ne soient pas forc¶ement des atomes
de carbone. Les ¶etats stationnaires sont complµetement d¶elocalis¶es puisque la den-
sit¶e de probabilit¶e de pr¶esence est la même (1=N ) sur tous les sites atomiques.
En ce sens, ces ¶etats sont plus proches d'¶etats libres que d'¶etats de localisation ;
on s'attend µa ce que le spectre en ¶energie d'un ¶electron de conduction soit trµes
dense et o®re les apparences de la continuit¶e.

De fait, les niveaux individuels ¶etag¶es entreE0 ¡ 2K et E0 + 2 K , comme
le montre (2.7.1), sont de plus en plus serr¶es au fur et µa mesure queN aug-
mente. µA la limite des trµes grandes valeurs deN (N est de l'ordre du nombre
d'Avogadro dans un cristal), on obtient un quasi-continuum de niveaux, et donc
une bande d'¶energie de largeur 4K , centr¶ee sur le niveauE0. On retrouve ainsi
un r¶esultat fondamental de la physique de l'¶etat cristallin, µa savoir l'existence
de bandes d'¶energie (Rudiments, chapitre 6, section 7). Ce modµele trµes simple
pr¶evoit l'existence d'une seule bande puisque l'on n'a consid¶er¶e qu'un niveau
¶electronique par site,E0 ; un modµele plus g¶en¶eral prenant en compte plusieurs
niveaux par site ferait apparâ³tre plusieurs bandes (exercice2.16). Une autre
g¶en¶eralisation int¶eressante concerne le cas d'un r¶eseau \dim¶eris¶e", oµu la sym¶etrie
de translation initiale est a®aiblie, ce qui conduit µa l'existence de deux bandes
d'¶energie (exercice2.17).

Dans ce modµele oµu les ¶electrons de conduction sont suppos¶es ind¶ependants,
l'¶etat fondamental du systµeme total est obtenu µa partir des ¶etats individuels
jki en utilisant ces ¶etats par ordre d'¶energie croissante, µa raison de 2 par ¶etat
(en vertu du principe de Pauli), jusqu'µa ¶epuisement du nombre d'¶electrons. Le
niveau du dernier ¶etat individuel utilis¶e porte le nom de \niveau de Fermi". Dans
le cas d'un m¶etal monovalent, consid¶er¶e ici, ce niveauEF correspond au niveau
m¶edian E0. Seule la partie basse de la bande issue du niveau atomiqueE0 est
utilis¶ee (µa plein), l'autre moiti¶e est \vide". Cette circonstance confµere au m¶etal
des propri¶et¶es de conduction ¶electrique : un champ ¶electrique, même faible, peut
induire chez les ¶electrons qui \se trouvent" au niveau de Fermi une transition
vers des ¶etats d'¶energie sup¶erieure,E > E 0, dans la partie vide de la bande.
Il n'en va pas de même dans le cas d'un m¶etal divalent oµu, pour construire
le fondamental des 2N ¶electrons de conduction, il faut utiliser tous les ¶etats
de la bande dont le bord sup¶erieur coÄ³ncide alors avec le niveau de Fermi. Les
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¶electrons qui se trouvent au niveau de Fermi ne peuvent pas, même si on leur
fournit de l'¶energie, e®ectuer de transition vers des ¶etats d'¶energie plus ¶elev¶ee,
en dehors de la bande des ¶energies. Le m¶etal est isolant.

B La quasi-quantit¶e de mouvement

Les ¶etats stationnaires (2.7.2), construits µa partir de la sym¶etrie de rotation
de la châ³ne cyclique, sont ¶etats propres de l'op¶erateurR qui d¶ecale l'origine
du d¶ecompte des sites d'une unit¶e (voir (2.6.7)). On peut aussi interpr¶eter cet
op¶erateur comme une translation de l'origine des distances le long de la châ³ne
d'une longueur a ¶egale µa la distance entre deux sites successifs. Si l'on considµere
maintenant une translation de longueur l = na, oµu n est un entier, elle sera
repr¶esent¶ee par l'op¶erateur unitaireU(l ) := Rn . Sous cette transformation, l'¶etat
stationnaire (2.7.2) devient :

U(l ) jki = eink® jki : (2.7.3)

Ce vecteur d'¶etat qui ne subit qu'une modi¯cation de phase est invariant par
le groupe discret des translations de longueura, les seules qui aient un sens
physique dans ce problµeme (discret). On peut r¶e¶ecrire encore ce facteur de phase
en tenant compte que® = 2 ¼=N et n = l=a, et en¯n que L = N a est la longueur
de la châ³ne :

eink® = ei 2¼(k=L ) l = ei}l ; (2.7.4)

en posant

} := k
2¼
L

: (2.7.5)

Les valeurs (2¼=L)k, aveck = 0 ; : : : ; (N ¡ 1), peuvent être consid¶er¶ees comme
les valeurs propres d'une grandeur physique, ayant les dimensions d'une quantit¶e
de mouvement. C'est la quasi-quantit¶e de mouvement, } , d¶ejµa introduite dans
Rudiments (chapitre 6, section 7D). Pour de grandes valeurs deL, sesN valeurs
propres, qui varient entre 0 et (2¼=L)(N ¡ 1), soit sur un intervalle de longueur
2¼=a, forment un quasi-continuum. En rep¶erant les ¶etats stationnaires par}
plutôt que par k, on peut en¯n r¶e¶ecrire leur propri¶et¶e de transformation (2.7.3)
sous la forme :

U(l) j} i = ei}l j} i ; (2.7.6)

analogue, pour les transformations discrµetes, de la propri¶et¶e de transformation
des ondes planes pour les translations continues (nous reprendrons cette ques-
tion au chapitre 4, section 5). Que le domaine sur lequel} prend ses valeurs soit
r¶eduit µa un intervalle de longueur 2¼=aest conforme µa l'invariance \restrein-
te" de l'¶etat j} i : µa un ph¶enomµene spatialement caract¶eris¶e par la longueura,
correspond un spectre en quantit¶e de mouvement de longueur 2¼=a.

Pour des raisons de sym¶etrie, il est plus commode de d¶e¯nir} sur l'intervalle
[¡ ¼=a; ¼=a] que l'on appelle zone de Brillouin. Cette maniµere de rep¶erer les
¶etats j} i a l'avantage de faire apparâ³tre, de fa»con plus claire qu'en (2.7.1),
la d¶eg¶en¶erescence fondamentale des ¶etatsj} i due µa la sym¶etrie de r¶e°exion.
L'¶energie d'un ¶etat j} i s'¶ecrit en e®et :

E (} ) = E0 ¡ 2K cos}a ; avec ¡ ¼=a· } < ¼=a, (2.7.7)

oµu l'on voit imm¶ediatement que deux ¶etats caract¶eris¶es par des valeurs oppos¶ees
} et ¡ } ont même ¶energie (¯gure2.16).
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Fig. 2.16 { Bande d'¶energie d'un cristal unidimensionnel
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Exercices

2.1 Soit A un op¶erateur hermitique dans un espace de Hilbert H . Soit ¦ le projecteur sur
un sous-espaceh. On appelle \restriction de A µa h" l'op¶erateur A0 := ¦ A¦. Montrer
que :

a. A 0 est hermitique.

b. A 0 annule tout vecteur de h? , sous-espace orthogonal µah.

c. Les ¶el¶ements de matrice deA 0 entre deux vecteurs deh coÄ³ncident avec ceux deA.

d. Si A et ¦ commutent, A0 et A ont mêmes vecteurs propres, appartenant soit µa h?

(avec des valeurs propres nulles pourA 0) soit µa h (avec les mêmes valeurs propres
pour A 0 et pour A).

2.2 Soit un op¶erateur hermitique H dans un espace de Hilbert H 3 µa trois dimensions
repr¶esent¶e, dans une base orthonorm¶eef u1 ; u2; u3g, par la matrice :

H =

Ã
E0 0 F
0 E0 F
F F E 1

!

:

Soit h2 le sous-espace µa deux dimensions engendr¶e parf u1 ; u2g

a. Quelles sont les valeurs propres deH ?

b. Quelle est la restriction H 0 de H µa h2 (voir exercice 2.1) ? Quelles sont ses valeurs
propres ?

c. Montrer que si E1 ! 1 (F restant ¯x¶e), deux des valeurs propres de H tendent
vers celles deH 0.

2.3 Soit un op¶erateur hermitique H dans un espace de Hilbert de dimension 2, repr¶esent¶e,
dans une base orthonorm¶eeB = f u1 ; u2g, par la matrice :

HB =

µ
E0 F
F E 1

¶
;

oµu E0 , E1 sont r¶eels (on notera que la situation est plus g¶en¶erale qu'en (2.3.8) dans le
texte). On d¶e¯nit le vecteur u0

2 = ei® u2 oµu ® est un nombre r¶eel.

a. Montrer que B0 = f u1 ; u0
2g est encore une base orthonorm¶ee.

b. Ecrire la matrice HB 0
repr¶esentant H dans la nouvelle base.

c. Montrer qu'en choisissant convenablement ®, elle peut se mettre sous la forme :

HB 0
=

µ
E 0 ¡ K
¡ K E 1

¶

oµu K est positif (un autre choix de ® permettrait d'ailleurs de le prendre n¶egatif).

2.4 On sait exp¶erimentalement que l'ion H +
2 dans son ¶etat fondamental a pour ¶energie de

liaison ¢ E = 1 ;76 eV pour une distance dl = 1 ;3 ºA. En d¶eduire la valeur du terme non
diagonal de l'hamiltonien, K (dl ).
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2.5 V¶eri¯er les propri¶et¶es de l'op¶erateur parit¶e P (¶equations (2.3.32) µa (2.3.36)).

2.6 Le hamiltonien H de H+
2 a pour matrice

HB =

µ
E 0

0 ¡ K
¡ K E 0

0

¶
;

dans la basenon-orthogonale B = fj A i ; jBig . On poseS := hAjBi , que l'on prendra r¶eel
(positif).

a. V¶eri¯er que les vecteurs jei , j f i donn¶es par l'¶equation (2.3.54) forment une base
orthonorm¶ee B0.

b. Calculer la matrice HB 0
repr¶esentant H dans cette nouvelle base, et montrer qu'elle

est diagonale avec les valeurs propres (2.3.55).

c. On considµere une troisiµeme baseB00 form¶ee du vecteur jA i et d'un vecteur jB¤ i =
®jBi + ¯ jA i . D¶eterminer ® et ¯ (les prendre r¶eels) pour que la baseB00 soit or-
thonorm¶ee.

d. Calculer la matrice HB 00
repr¶esentant H dans cette base. La diagonaliser et retrou-

ver les r¶esultats de b.

2.7 L'application du lemme de Hellmann-Feynman (exercice 1.29 ) au hamiltonien s'avµere
souvent f¶econde. Ce lemme permet de calculer les valeurs moyennes de certains op¶e-
rateurs (obtenus en d¶erivant le hamiltonien par rapport µa un paramµetre bien choisi) µa
partir de ses valeurs propres (niveaux d'¶energie) suppos¶ees connues, mais sans avoir µa
connâ³tre les vecteurs propres (¶etats stationnaires) eux-mêmes.
Un exemple ¶el¶ementaire est fourni par notre modµele de l'ion mol¶eculaire asym¶etrique,
tel Li H + (section 4).

a. On considµere le hamiltonien (2.4.2) comme fonction de l'¶energie EA de l'atome A.
La d¶ependance de ses valeurs propres par rapport µa ce paramµetre est explicit¶ee en
(2.4.11). Montrer que l'op¶erateur @H=@EA est un projecteur. Quelle est sa signi-
¯cation physique ? En appliquant le lemme de Hellmann-Feynman, retrouver les
r¶esultats (2.4.15) sans qu'il soit besoin d'utiliser l'expression (2.4.14) des vecteurs
propres.

b. On considµere maintenant le hamiltonien comme fonction du paramµetre K qui ¯xe
les ¶el¶ements de matrice non-diagonaux. Quelle est la signi¯cation physique de
l'op¶erateur @H=@K? Comment peut-on interpr¶eter dans ce cas le r¶esultat fourni
par le lemme de Hellmann-Feynman ?

2.8 Montrer que \l'int¶egrale de recouvrement" S(d) (¶equation (2.3.60)) est, µa un facteur
num¶erique prµes, la transform¶ee de Fourier de la densit¶e de probabilit¶e¾en quantit¶e de
mouvement pour un ¶etat hydrog¶enique de fonction d'onde ' (r ), soit ¾(p) = j b' (p)j2

oµu b' est la transform¶ee de Fourier de ' .

2.9 L'expression (2.3.55) de l'¶energie de l'¶etat fondamental E f ne permet par de conclure
directement (µa cause du d¶enominateur (1 + S)), que E f < E 0 et que le systµeme est li¶e.
On l'¶etudie donc plus en d¶etail.

a. Utilisant l'expression (2.3.45) du hamiltonien, mettre l'¶el¶ement de matrice non
diagonal (2.3.43) sous la forme

¡ K (d) = E0 S(d) ¡ L (d) ;

oµu L (d) := ¡h AjVN jBi . Montrer que L > 0 et en d¶eduire que

E f = E0 ¡
G + L
1 + S

< E 0 :

b. Exprimer G(d) et L (d) sous forme d'int¶egrales faisant intervenir ' A , ' B et VB

(comme dans l'expression (2.3.60) deS(d)). Discuter qualitativement le comporte-
ment des fonctions G(d) et L (d) µa partir des repr¶esentations graphiques des ¯g-
ures 2.7 et 2.8 .
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2.10 Soit un systµeme µa deux niveaux dont le hamiltonien d¶epend d'un certain paramµetre ¸ .
Soient E 1(¸ ) et E2(¸ ) ses niveaux d'¶energie, de sorte que le hamiltonien, dans sa base
propre s'¶ecrit

H(¸ ) =

µ
E1 (¸ ) 0

0 E2(¸ )

¶
:

On suppose que les niveaux d'¶energie \se croisent" pour
une certaine valeur ¸ c du paramµetre, soit E1 ¸ c = E2 ¸ c ;
en d'autres termes, il y a d¶eg¶en¶erescence pour la valeuŗ c .

a. On considµere maintenant un systµeme proche du pr¶ec¶edent, mais oµu quelque e®et
physique suppl¶ementaire introduit des termes non-diagonaux dans le hamiltonien,
qui s'¶ecrit alors :

H0(¸ ) =

µ
E1 (¸ ) ¡ K (¸ )
¡ K (¸ ) E 2(¸ )

¶
:

Calculer les nouveaux niveaux d'¶energie, que l'on notera E 0
§ (¸ ). Esquisser leurs

graphes sur le sch¶ema ci-dessus. Montrer qu'il n'y a plus croisement des niveaux,
et donc plus de valeur du paramµetre pour laquelle le hamiltonien serait d¶eg¶en¶er¶e.

b. On suppose maintenant que les ¶el¶ements diagonaux du hamiltonien sont aussi
modi¯¶es, de sorte qu'il s'¶ecrit :

H00(¸ ) =

µ
F1(¸ ) ¡ K (¸ )

¡ K (¸ ) F2 (¸ )

¶
;

les graphes des fonctionsF1 (¸ ) et F2 (¸ ) ne se croisant plus dans la r¶egion des
valeurs du paramµetre ¸ µa laquelle on s'int¶eresse. Montrer que, même dans ce cas
plus g¶en¶eral, il n'existe | sauf exception |plus de croisement des niveaux dans
cette r¶egion.

c. Montrer que le hamiltonien initial H est invariant sous la sym¶etrie repr¶esent¶ee par
l'op¶erateur

S =

µ
1 0
0 ¡ 1

¶
;

autrement dit, que l'on a [[[H; S]]] = 0. [La sym¶etrie repr¶esent¶ee par S pourrait, par
exemple être la r¶e°exion d'espace, de sorte que les ¶etats stationnaires deH seraient
l'un pair, l'autre impair.] Dans le cas particulier oµu le hamiltonien g¶en¶eral H00

envisag¶e enb reste invariant sous la sym¶etrie S, montrer que le croisement des
niveaux reste possible.

Ce ph¶enomµene de lev¶ee de d¶eg¶en¶erescence (sous l'e®et d'une perturbation) est trµes
g¶en¶eral et trouve de nombreuses illustrations. La liaison chimique ¶etudi¶ee dans ce
chapitre en o®re une ; dans ce cas, le paramµetre est la distance entre atomes (et la
valeur critique de coalescence des niveaux se situe µa l'in¯ni). On en verra une autre au
chapitre 4, section 6, dans l'¶etude des bandes d'¶energie ¶electroniques dans les solides.
On retiendra cependant (voir c) qu'une perturbation ne peut empêcher les niveaux de
se croiser si les ¶etats correspondants ont des sym¶etries distinctes.

2.11 On considµere le hamiltonien d'ordre 3 (2.5.17). Son invariance par permutation jAB i $
jBA i conduit µa d¶e¯nir une nouvelle base, not¶ee provisoirement :

j²i = jAA i ; j§i = 1p
2

¡
jAB i § j BA i

¢
:

a. ¶Ecrire la matrice repr¶esentative du hamiltonien dans cette nouvelle base.

b. Calculer ses valeurs propres.

c. Expliciter l'¶etat fondamental jFi en exprimant les coe±cients ® et ¯ en termes
de N , L , et ±E = EAA ¡ EAB , et discuter les cas limites EAA ¿ EAB et EAA À
EAB .
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2.12 Dans l'espace des ¶etats d'un ¶electron du benzµene µa l'approximation d'ordre 6 ¶etudi¶ee
dans la section 6, soit R l'op¶erateur repr¶esentant une rotation d'un sixiµeme de tour.
Appliquer aux op¶erateurs R2 et R3 (repr¶esentant les rotations d'un tiers de tour et
d'un demi-tour) les consid¶erations d¶evelopp¶ees dans la section 6D pour diagonaliserR.
Montrer que leurs valeurs propres sont d¶eg¶en¶er¶ees d'ordre 2 et d'ordre 3 respectivement
| ce qui con¯rme leur calcul direct µa partir des valeurs propres de R (2.6.17).

2.13 On considµere la description de l'atome de benzµene dans l'approximation de la super-
position des deux ¶etats \µa la Kekule" (2.6.26).

a. Montrer que la diagonalisation de la restriction du hamiltonien total (pour les
6 ¶electrons) µa ce sous-espace µa deux dimensions se ram¶ene en fait µa la diagonali-
sation du hamiltonien µa un ¶electron (2.6.6) dans le sous-espace µa deux dimensions
engendr¶e par les vecteurs d'¶etat j1&2i et j6&1i .

b. E®ectuer cette diagonalisation, en prêtant attention µa la non-orthogonalit¶e des
¶etats j1&2i et j6&1i (voir section 3E pour un calcul analogue). En d¶eduire la valeur
approch¶ee de l'¶energie de l'¶etat fondamental du benzµene dans cette approximation.

2.14 On considµere une mol¶ecule de l'hydrocarbure cyclique CN HN dans l'approximation
des ¶electrons ind¶ependants (section 6D). Calculer explicitement, µa partir des niveaux
d'¶energie individuels (2.6.27) l'¶energie de l'¶etat fondamental pour N = 1 ; 2; : : : ; 10.
On comparera les valeurs E ( N )

0 obtenues aux valeurs N (E0 ¡ K ) d'un modµele \µa la
Kekule", comportant, dans le cas N pair, N =2 liaisons de paires (d'¶energie 2E 0 ¡ 2K )
et, dans le casN impair, ( N ¡ 1)=2 de ces liaisons plus un ¶electron li¶e µa un seul atome
(d'¶energie E0).

2.15 Supposons que les ¶electrons aient un spins = 1. Comment serait alors constitu¶e l'¶etat
fondamental des annulµenes CN H2N +2 µa l'approximation des ¶electrons ind¶ependants
(il s'agit d'adapter µa ce cas la discussion de la section 6D) ?

2.16 On g¶en¶eralise le modµele de la châ³ne atomique de la section 6 au cas oµu l'on prend
en compte pour le ¶eniµeme site atomique, non seulement l'¶etat jCn ; 0i de l'¶electron
d'¶energie moyenne E0 (l'¶etat fondamental pour un atome isol¶e), mais ¶egalement un
¶etat excit¶e jCn ; 1i d'¶energie propre E1. On a donc, pour une châ³ne deN ¶electrons,
un espace des ¶etats de dimension 2N , dont une base est donn¶ee par les ¶etats localis¶es
f j Cn ; 0i ; jCn ; 1i j n = 1 ; 2; : : : ; N g. Le hamiltonien a pour ¶el¶ements de matrice :

hCn ; 0jH jCp ; 0i = E0 ±np ¡ K 0 (±n p +1 + ±n p ¡ 1) ;

hCn ; 1jH jCp ; 1i = E1 ±np ¡ K 1 (±n p +1 + ±n p ¡ 1) ;

hCn ; 0jH jCp ; 1i = ¡ L (±n p +1 + ±n p ¡ 1) :

a. Quelle est l'interpr¶etation physique des di®¶erents termes ?

b. Calculer les ¶el¶ements de matrice du hamiltonien dans la base des ¶etats cycliques
f j k; 0i ; jk; 1i j k = 1 ; 2; : : : ; N g, oµu

jk; " i := 1p
N

NX

n =1

eink 2¼
N jCn ; " i ; " = 0 ; 1:

c. Montrer que la diagonalisation du hamiltonien est alors r¶eduite µa celle de matrices
2 £ 2, et expliciter ses valeurs propres.

d. En d¶eduire, µa la limite oµu N tend vers l'in¯ni, l'existence d'un spectre en ¶energie
constitu¶e de deux bandes, dont on explicitera les limites. V¶eri¯er le calcul en
consid¶erant le cas particulier L = 0.

2.17 On s'int¶eresse maintenant au cas d'un r¶eseau unidimensionnel \dim¶eris¶e", qui, au
lieu d'être constitu¶e d'atomes r¶eguliµerement espac¶es, voit ces atomes se rapprocher en
paires (dimµeres). Cette situation connâ³t de nombreuses applications en physique des
solides (transition de Peierls).
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Dans un modµele de sites discrets analogue µa celui ¶etudi¶e dans la section 7A, cette
rupture de sym¶etrie rend distincts les ¶el¶ements de matrice du hamiltonien entre un ¶etat
de localisation atomique et ses deux voisins. En d'autres termes :hC2n ¡ 1 jH jC2n i = ¡ K
et hC2n jH jC2n +1 i = ¡ K 0, avec K 6= K 0, les ¶el¶ements de matrice diagonaux restant
tous ¶egaux µaE0 .

a. Montrer que la p¶eriodicit¶e du r¶eseau (de 2 en 2 d¶esormais), implique pour les ¶etats
propres du hamiltonien la forme

jki = A
NX

n =1

eink®
£
ajC2n i + bjC2n +1 i

¤
; k = 1 ; 2; : : : ; N ; (® = 2¼

N ):

b. En diagonalisant le hamiltonien, obtenir les valeurs propres de l'¶energie, et montrer
que, µa la limite N ! 1 , elles forment deux bandes, s¶epar¶ees par un hiatus de
largeur jK ¡ K 0j.

c. La dim¶erisation peut, pour certains conducteurs organiques, se produire par simple
chau®age. Montrer que dans ce cas, en supposant un systµeme µa 1 ¶electron de
conduction par atome, le corps initialement conducteur peut devenir isolant.



Chapitre 3

¶Evolution temporelle

Ce chapitre est consacr¶e µa la description g¶en¶erale de l'¶evolution temporelle
en th¶eorie quantique. Il nous fournira un premier exemple, essentiel, du lien
entre invariances et propri¶et¶es physiques : le th¶eorµeme de Wigner nous per-
mettra d'inf¶erer, µa partir de l'invariance par translation de temps, l'existence
d'une propri¶et¶e physique, que nous identi¯erons µa l'¶energie, retrouvant ainsi
l'op¶erateur hamiltonien introduit au chapitre pr¶ec¶edent. Le formalisme g¶en¶eral
sera concr¶etis¶e par l'¶etude d'un exemple particulier, l'¶echange de charge dans la
r¶eaction H+ +H ! H+ +H, exemple li¶e µa l'ion H+

2 ¶etudi¶e au chapitre pr¶ec¶edent.

1 L'op¶erateur d'¶evolution

A Invariance par translation de temps

Nous cherchons µa caract¶eriser l'¶evolution temporelle d'un systµeme quantique,
plus pr¶ecis¶ement, l'¶evolution de ses ¶etats.µA un instant t quelconque, l'¶etat
de ce systµeme est donn¶e par un certain vecteur unitairev(t) de l'espace de
Hilbert H de ses ¶etats. Avec le passage du temps,v(t) d¶ecrit une \trajectoire"
dans H (plus pr¶ecis¶ement : sur la sphµere de rayon unit¶e dansH). Supposons
d'abord l'environnement du systµeme ind¶ependant du temps ; un tel systµeme est
dit \conservatif" (pour des raisons qui apparâ³tront µa la section 5.B). Les rµegles
qui dictent son comportement sont alors invariantes par translation de temps.
Ce comportement est entiµerement caract¶eris¶e par les amplitudes de transition
entre ¶etats du systµeme et les probabilit¶es qui en d¶ecoulent. Consid¶erons une
telle transition entre deux ¶etats. Puisque les ¶etats varient au cours du temps,
il faut pr¶eciser µa quels instants l'on s'int¶eresse µa cette transition. Comparons
alors la transition w(t1) Ã v(t1) entre deux ¶etats µa l'instant t1 et la transition
w(t2) Ã v(t2) µa l'instant t2, entre les ¶etats obtenus µa partir des pr¶ec¶edents par
l'¶evolution du systµeme entret1 et t2 (¯gure 3.1). L'invariance par translation
de temps implique alors que les probabilit¶es de ces deux transitions sont ¶egales.
Autrement dit : ¯

¯
¡
w(t1); v(t1)

¢̄
¯2

=
¯
¯
¡
w(t2); v(t2)

¢̄
¯2

: (3.1.1)

Ainsi, l'¶evolution de t1 µa t2, qui µa tout vecteur d'¶etat µa l'instant t1 fait correspon-
dre le vecteur d'¶etat µa l'instant t2, est-elle une application de l'espace des ¶etatsH
sur lui-même qui pr¶eserve le module des produits scalaires. Nous sommes donc

1
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Fig. 3.1 { L'¶evolution temporelle
Pour un systµeme conservatif, la probabilit¶e de transition entre deux ¶etats ne d¶epend
pas de l'instant consid¶er¶e.

exactement dans les conditions d'application du th¶eorµeme de Wigner (chapitre 1,
section 8) et pouvons conclure que cette application est r¶ealis¶ee par un op¶erateur
lin¶eaire d¶ependant des instantst1 et t2, U(t2; t1),

v(t2) = U(t2; t1) v(t1) ; (3.1.2)

de nature unitaire :
Uy(t2; t1) = U¡ 1(t2; t1) : (3.1.3)

(On montre, exercice3.1, que U ne peut pas être anti-unitaire.) Cet op¶erateur
est appel¶e \op¶erateur d'¶evolution" entre les instantst1 et t2. Outre son unitarit¶e,
il pr¶esente deux caract¶eristiques d¶ecoulant imm¶ediatement de sa signi¯cation
physique. D'une part, l'¶evolution entre un instant et lui-même est ¶evidemment
la transformation identit¶e, de sorte que

U(t; t ) = I ; 8 t : (3.1.4)

D'autre part, l'¶evolution peut être consid¶er¶ee \µa l'envers", de t2 vers t1 ; remar-
quons d'ailleurs que nous n'avons rien dit sur l'ordre respectif det1 et t2. Le
systµeme ¶etant conservatif, nous postulons que cet ordre est indi®¶erent : il n'y a
pas de \°µeche du temps". On peut donc ¶ecrire :

v(t1) = U(t1; t2) v(t2) ; (3.1.5)

ce qui, par comparaison avec (3.1.2), montre que

U(t1; t2) = U¡ 1(t2; t1) : (3.1.6)

Le cas des systµemes non-conservatifs (environnement d¶ependant du temps) ne
sera envisag¶e que dans la section 6.

B ¶Evolution et grandeurs conserv¶ees

Si la pr¶esentation pr¶ec¶edente parâ³t quelque peu abstraite, on peut tenter
de la concr¶etiser comme suit. Supposons que le systµeme possµede au moins une
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grandeur physiqueA dont les ¶etats propres µa un instantt1, disons f un (t1)g, le
sont toujours µa un autre instant quelconquet2. En d'autres termes, on a :

(
Aun (t1) = an un (t1) ;

Aun (t2) = an un (t2) :
(3.1.7)

Si le systµeme est caract¶eris¶e par la valeur (propre)an de A µa l'instant t1 (c'est-
µa-dire que A \a la valeur an "), il le reste µa tout instant t2. On dira tout na-
turellement que la valeur an est \conserv¶ee" ; si cela est vrai pour toutes les
valeurs propres deA, on dira que la grandeur physiqueA est conserv¶ee. L'ex-
istence de telles grandeurs quantiques est plus que plausible compte tenu de
leur importance au niveau classique | et du minimum de coh¶erence attendu
entre les th¶eories classique et quantique sur des points aussi fondamentaux.
Nous pourrons d'ailleurs plus loin (section 5) caract¶eriser ces grandeurs con-
serv¶ees. La conservation d'une grandeurA, ce que l'on peut appeler d'aprµes
(3.1.7) la stabilit¶e temporelle de ses vecteurs propres, n'implique pas la con-
stance de ceux-ci. Tout au plus peut-on dire que les vecteurs propresun (t1)
et un (t2) correspondant µa la même valeur proprean de A (que, par simplicit¶e,
nous supposons non-d¶eg¶en¶er¶ee) sont colin¶eaires.¶Etant tous deux norm¶es, ils
(ne) peuvent di®¶erer (que) par un facteur de phase :

un (t2) = ei® n ( t 2 ;t 1 ) un (t1) : (3.1.8)

Nous verrons bientôt que ce facteur de phase, s'il est trµes simple, n'est pas
trivial. Il y a µa la fois permanence de l'¶etat (propre) du systµeme (comme ¶etat
propre de A), et changement duvecteur d'¶etat qui le caract¶erise.

¶Etant donn¶e l'indi®¶erence temporelle des ¶etats propres deA, les probabilit¶es
de transition de deux ¶etats successifsv(t1) et v(t2) vers l'un de ces ¶etats, car-
act¶eris¶e par les vecteursun (t1) et un (t2) respectivement, doivent être ¶egales :

¯
¯
¡
un (t1); v(t1)

¢̄
¯2

=
¯
¯
¡
un (t2); v(t2)

¢̄
¯2

: (3.1.9)

Les conditions du th¶eorµeme de Wigner sont donc remplies au moins pour une
base f un (t)g, aux deux instants successifs ; comme on le voit en remontant µa
la d¶emonstration de ce th¶eorµeme (chapitre 1, section 8), cela su±t µa ¶etablir sa
conclusion, µa savoir l'existence d'un op¶erateur unitaireU(t2; t1) reliant v(t2) µa
v(t1). C'est l' op¶erateur d'¶evolution de t1 µa t2 d¶e¯ni en (3.1.2).

µA la v¶erit¶e, le passage par les ¶etats propresf un (t)g de la grandeur con-
serv¶eeA nous en apprend même un peu plus. De fait, µa cause de (3.1.8), on a

¡
v(t2); un (t2)

¢
= ei® n ( t 2 ;t 1 ) ¡ v(t2); un (t1)

¢
: (3.1.10)

Par ailleurs, l'unitarit¶e de U implique
¡
v(t2); un (t2)

¢
=

¡
U(t2; t1)v(t1); U(t2; t1)un (t1)

¢

=
¡
v(t1); Uy(t2; t1)U(t2; t1)un (t1)

¢

=
¡
v(t1); un (t1)

¢
: (3.1.11)

On voit donc, en utilisant la propri¶et¶e de conjugaison (1.1.1) des produits
scalaires, que ¡

un (t1); v(t2)
¢

= ei® n ( t 2 ;t 1 ) ¡ un (t1); v(t1)
¢

(3.1.12)
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Autrement dit, les vecteurs v(t2) et v(t1) ont mêmes composantes dans la base
f un (t1)g | µa la phase ®n (t2; t1) prµes. Une telle base est donc particuliµerement
commode pour ¶etudier l'¶evolution temporelle d'un ¶etat v(t) quelconque.

On peut en¯n examiner les cons¶equences de cette situation pour l'op¶erateur
d'¶evolution U(t2; t1) lui-même. La relation (3.1.2) est valable pour tous les ¶etats,
en particulier pour ceux de la basef un (t)g :

un (t2) = U(t2; t1) un (t1) : (3.1.13)

Comparant cette derniµere expression µa (3.1.8), on voit que

U(t2; t1) un (t1) = ei® n ( t 2 ;t 1 ) un (t1) : (3.1.14)

L'op¶erateur U(t2; t1) est donc diagonal dans la basef un (t1)g et ses ¶el¶ements
de matrice diagonaux | c'est-µa-dire ses valeurs propres | sont les facteurs de
phase ei® n ( t 2 ;t 1 ) . L'unitarit¶e de U est ainsi manifeste. De plus, et toujours en
supposant qu'il n'y a pas d¶eg¶en¶erescence (tous lesei® n sont di®¶erents), on voit
que les ¶etatsf un g caract¶erisent l'op¶erateur d'¶evolution U lui-même et non pas
la grandeur physiqueA conserv¶ee particuliµere dont nous sommes partis. C'est
dire, inversement, quetoutes les grandeurs conserv¶ees ont mêmes ¶etats propres,
ceux de l'op¶erateur d'¶evolution (leurs valeurs propres di®¶erant bien ¶evidemment
en g¶en¶eral).

C Instants et intervalle de temps

Ces premiers r¶esultats ont ¶et¶e pr¶esent¶es sous une forme jusqu'ici plus g¶en¶erale
que de besoin pour notre objectif pr¶esent, la description de systµemes quantiques
conservatifs. De fait, nous verrons dans la section 6, que ce formalisme, impli-
quant l'existence d'un op¶erateur d'¶evolution unitaire, possµede une validit¶e plus
large que les hypothµeses qui nous ont permis de l'¶etablir, et s'applique encore
µa toute une classe de systµemes quantiques. Revenant cependant auxsystµemes
conservatifs, nous pouvons pr¶eciser la forme de l'op¶erateur d'¶evolutionU(t2; t1).
En e®et, l'id¶ee même d'invariance par translation de temps, d¶ejµa invoqu¶ee pour
assurer l'existence de l'op¶erateurU(t2; t1), implique de surcrô³t que l'¶evolution
du systµeme,puisqu'il est conservatif, est la même si l'instant initial t1 et l'instant
¯nal t2 subissent un même d¶ecalage pour devenir

(
t0
1 = t1 + ¿ ;

t0
2 = t2 + ¿ :

(3.1.15)

L'intervalle de temps ¶ecoul¶e est le même dans les deux cas, soit :

¢ t = t2 ¡ t1 = t0
2 ¡ t0

1 : (3.1.16)

Pr¶ecisons cette id¶ee. Consid¶erons un ph¶enomµene tel que la chute d'une feuille
de platane dans l'air ou la germination d'un haricot. Les lois qui les r¶egissent
| gravitation et r¶esistance de l'air dans un cas, r¶eactions biochimiques dans
l'autre | sont ¶evidemment les mêmes au solstice d'hiver et au solstice d'¶et¶e.
Pourtant, la hauteur de chute de la feuille pendant une seconde, et plus encore
la croissance de la plantule pendant une semaine ne seront certainement pas les
mêmes du 21 au 28 d¶ecembre et du 21 au 28 juin, puisqu'elles seront in°uenc¶ees
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par la temp¶erature et l'humidit¶e de l'air ambiant | c'est-µa-dire par les condi-
tions ext¶erieures. L'intervalle ¶ecoul¶e, le même dans les deux cas, ne su±t pas µa
caract¶eriser l'¶evolution de ces systµemes, qui d¶epend explicitement de l'instant
initial. Supposons par contre la feuille ou la graine s¶epar¶ees du monde ext¶erieur,
et les exp¶eriences faites dans un laboratoire isol¶e, µa temp¶erature, pression, hu-
midit¶e, etc., constantes, ind¶ependantes des al¶eas m¶et¶eorologiques. Il est clair,
dans ces conditions, que les r¶esultats, hauteur de chute et longueur de pousse,
ne d¶ependrontque de la dur¶ee de l'exp¶erience, quels que soient le jour et l'heure
oµu elle d¶ebute. C'est d'ailleurs sur cette propri¶et¶e essentielle qu'est fond¶ee la pos-
sibilit¶e de reproduire toute exp¶erience, exigence n¶ecessaire µa l'existence même de
la d¶emarche exp¶erimentale ! Que cette propri¶et¶e ne vaille que pour des systµemes
conservatifs explique pr¶ecis¶ement la n¶ecessit¶e de laboratoires oµu les systµemes
¶etudi¶es sont pr¶eserv¶es, du mieux possible, de toute in°uence ext¶erieure. Ainsi
donc, pour un systµeme conservatif, nous pouvons a±rmer que l'¶evolution est la
même entre deux paires d'instants (t1; t2) et ( t0

1; t0
2) tels que l'intervalle qui les

s¶epare soit le même (voir (3.1.15) et (3.1.16)), et nous pouvons ¶ecrire :

U(t2; t1) = U(t2 + ¿; t1 + ¿) : (3.1.17)

Pour qu'une telle ¶egalit¶e soit vraie quel que soit le d¶ecalage¿, il su±t et il faut
que U ne d¶epende que de l'intervalle de temps ¶ecoul¶e ¢t (3.1.16). On peut le
voir imm¶ediatement : choisissant¿ = ¡ t1 dans (3.1.17) et d¶e¯nissant

U(s) := U(s; 0) ; (3.1.18)

on peut ¶ecrire :
U(t2; t1) = U(t2 ¡ t1) ; (3.1.19)

soit encore :
U(t + ¢ t; t ) = U(¢ t) ; (3.1.20)

montrant que l'¶evolution entre deux instants ne d¶epend que de l'intervalle de
temps ¶ecoul¶e entre ces deux instants, et non de l'instant initial (ou ¯nal) lui-
même. L'op¶erateur U(¢ t) fonction d'une seule variable, l'intervalle ¢ t, est
l'op¶erateur d'¶evolution pendant un intervalle ¢ t , alors que U(t2; t1) fonction
de deux variables, les instants initial t1 et ¯nal t2, est l'op¶erateur d'¶evolution
depuis l'instant t1 jusqu'µa l'instant t2. Bien entendu, U est unitaire :

Uy(¢ t) = U¡ 1(¢ t) : (3.1.21)

2 Le groupe d'¶evolution et son g¶en¶erateur

A La repr¶esentation du groupe d'¶evolution

Nous nous int¶eressons maintenant, non plus µaun op¶erateur d'¶evolution (en-
tre deux instants donn¶es), mais µa l'ensemble de ces op¶erateurs (pour tous les
couples d'instants). Envisageons ainsi une double s¶equence ¶evolutive, det1 µa t2,
puis de t2 µa t3. Un vecteur d'¶etat v ¶evolue selon :

(
v(t2) = U(t2; t1) v(t1) ;

v(t3) = U(t3; t2) v(t2) ;
(3.2.1)
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soit encore

v(t3) = U(t3; t2) U(t2; t1) v(t1) : (3.2.2)

Mais cette ¶evolution peut être ¶egalement envisag¶ee globalement, det1 µa t3. Dans
ce cas, on ¶ecrit :

v(t3) = U(t3; t1) v(t1) : (3.2.3)

Puisque l'¶etat v(t1) est un vecteur quelconque de l'espace des ¶etats, les deux
relations (3.2.2) et (3.2.3) impliquent une loi de composition pour les op¶erateurs
d'¶evolution :

U(t3; t2) U(t2; t1) = U(t3; t1) : (3.2.4)

Par ailleurs, rappelons (voir section 1) que l'¶evolution entre deux instants iden-
tiques, de t µa t, se r¶eduit µa l'identit¶e :

U(t; t ) = I ; (3.2.5)

et que l'¶evolution entre deux instants peut être consid¶er¶ee dans les deux sens,
de t1 µa t2, mais aussi det2 µa t1, conduisant µa

U(t1; t2) = U¡ 1(t2; t1) (3.2.6)

(on aurait le même r¶esultat en posantt3 = t1 dans (3.2.4) et en utilisant (3.2.5)).
Notons au passage qu'il est possible de d¶e¯nir et d'¶etudier en d¶etail l'op¶eration
de \renversement du temps" (exercice3.2).

Ces propri¶et¶es deviennent plus fortes encore, si l'on considµere les systµemes
conservatifs qui sont r¶egis par des op¶erateurs d'¶evolution par intervalles,U,
d¶e¯nis par (3.1.18). Posant t2 = t1 + ¢ t et t3 = t2 + ¢ t0, (3.2.4), (3.2.5) et
(3.2.6) deviennent respectivement :

U(¢ t0)U(¢ t) = U(¢ t0+ ¢ t) ; (3.2.7)

U(0) = I ; (3.2.8)

U(¡ ¢ t) = U¡ 1(¢ t) : (3.2.9)

Autrement dit, µa tout intervalle de temps ¢ t est associ¶e un op¶erateur unitaire
U(¢ t), et la multiplication de ces op¶erateurs correspond µa l'addition des in-
tervalles, c'est-µa-dire l'op¶eration même qui d¶e¯nit le groupe des translations
de temps, ou \groupe d'¶evolution". La correspondance ¢t ! U(¢ t) d¶e¯nit
un homomorphisme du groupe (additif ) d'¶evolution temporelle dans le groupe
(multiplicatif ) des op¶erateurs unitaires de l'espace des ¶etats. Les op¶erateursU
forment ce que l'on appelle unerepr¶esentation unitaire du groupe d'¶evolution.
On remarquera que l'ensemble des op¶erateurs d'¶evolution entre deux instants
U(t2; t1) ne pr¶esente pas une telle propri¶et¶e, dans la mesure oµu l'on ne peut
donner sens µa la composition des ¶evolutions entre (t1; t2) et ( t3; t4) si t2 6= t3 ; il
n'y a donc pas de structure de groupe.

Nous allons poursuivre l'¶etude des op¶erateursU en all¶egeant quelque peu
la notation. Nous ¶ecrirons d¶esormais souventU(t) au lieu de U(¢ t) ; mais il
faudra nous souvenir que l'argument de l'op¶erateur d'¶evolutionU d'un systµeme
conservatif est un intervalle de temps, et non un instant.
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B Le g¶en¶erateur

Nous avons vu au chapitre 1 (section 3) qu'il existe une ¶etroite relation en-
tre op¶erateurs unitaires et hermitiques. Nous nous int¶eressons ainsi µa la famille
d'op¶erateurs hermitiquesA(t) tels que les op¶erateurs unitaires d'¶evolution puis-
sent s'¶ecrire sous forme exponentielle :

U(t) = exp
¡
iA (t)

¢
; 8 t 2 R : (3.2.10)

Les propri¶et¶es de groupe (3.2.7){(3.2.9) des op¶erateursU vont imposer une
forte contrainte sur la d¶ependance fonctionnelle en temps deA(t). µA partir de
la relation (3.2.8), nous supposerons qu'il est possible de d¶evelopperU(t) en
s¶erie entiµere au voisinage de l'op¶erateur identit¶e, soit :

U(t) = I + L 1t + L 2t2 + ¢ ¢ ¢+ L n tn + ¢ ¢ ¢; (3.2.11)

oµu les op¶erateursL 1; L 2; : : : , ind¶ependants du temps, sont pour l'instant in-
connus. La propri¶et¶e fonctionnelle des op¶erateursU(t) qui les constitue en
repr¶esentation du groupe d'¶evolution s'¶ecrit

U(t) U(t0) = U(t + t0) ; (3.2.12)

soit, en termes du d¶eveloppement (3.2.11) :

(I + L 1t + L 2t2 + ¢ ¢ ¢)( I + L 1t0+ L 2t02 + ¢ ¢ ¢)

= I + L 1(t + t0) + L 2(t + t0)2 + ¢ ¢ ¢
(3.2.13)

Identi¯ons les termes d'ordre successif ent, t0. Cette identi¯cation, automatique
µa l'ordre 0 (II = I ) et µa l'ordre 1 (L 1t + L 1t0 = L 1(t + t0)), requiert µa l'ordre 2 :

L 2t2 + L 2
1tt 0+ L 2t02 = L 2(t + t0)2 ; (3.2.14)

soit
L 2 = 1

2 L 2
1 : (3.2.15)

On calculerait de même les termes suivants (exercice3.3) pour aboutir µa la
relation g¶en¶erale

L n = 1
n ! L n

1 : (3.2.16)

L'op¶erateur U(t) prend alors la forme

U(t) = I + L 1t + 1
2 L 2

1 t2 + ¢ ¢ ¢+ 1
n! L n

1 t + ¢ ¢ ¢

= exp( L 1t) ; (3.2.17)

d'aprµes la d¶e¯nition même de l'exponentiation (voir (1.3.23)), qui joue bien ici
son rôle fondamental de transfert d'une loi additive vers une loi multiplicative
(voir (3.2.12)). Reste en¯n µa assurer l'unitarit¶e de U(t) tel qu'il est d¶e¯ni par
(3.2.17) en terme deL 1. D'aprµes (1.3.24), L 1 doit être anti-hermitique ; nous
¶ecrirons (avec un choix de signe aussi arbitraire que conventionnel) :

L 1 = ¡ i  ; (3.2.18)

oµu  est un op¶erateur hermitique. Finalement :

U(t) = exp( ¡ i  t) : (3.2.19)
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En d'autres termes, la propri¶et¶e de groupe (3.2.12) desU(t) aboutit µa donner aux
op¶erateursK (t) hermitiques associ¶es une d¶ependance lin¶eaire ent. La famille
des op¶erateurs unitaires d'¶evolutionU(t) est ainsi entiµerement caract¶eris¶ee par
un op¶erateur hermitique  ind¶ependant du temps. Pour un petit intervalle de
temps ±t, l'op¶erateur d'¶evolution U(±t) s'¶ecrit au premier ordre :

U(±t) = I ¡ i  ±t + O(±t2) : (3.2.20)

Du fait que  d¶etermine ainsi l'¶evolution in¯nit¶esimale, on l'appelle \g¶en¶erateur
d'¶evolution" (ou des translations de temps) ;  est caract¶eristique du systµeme
consid¶er¶e, de ses propri¶et¶es et de ses interactions.

Une fois d¶ecid¶ee de la d¶eveloppabilit¶e des op¶erateurs unitairesU(t), la d¶emons-
tration pr¶ec¶edente est ind¶ependante de leur interpr¶etation physique. C'est un
r¶esultat g¶en¶eral, connu sous le nom deth¶eorµeme de Stone-Naimark-Ambrose-
Godement (et dont la preuve math¶ematique rigoureuse n'est pas aussi simple
qu'il y parâ³t ici), que toute repr¶esentation unitaire d'un groupe µa un paramµetre
possµede un g¶en¶erateur hermitique qui, par exponentiation, fournit les op¶erateurs
unitaires de ladite repr¶esentation. Ce r¶esultat sera plusieurs fois utilis¶e.

C L'¶equation di®¶erentielle d'¶evolution

L'op¶erateur d'¶evolution U(t) d'un systµeme conservatif et son g¶en¶erateur 
sont donc directement li¶es aux deux points de vue possibles, global et local re-
spectivement, que l'on peut adopter sur l'¶evolution du systµeme. La physique
classique nous a habitu¶es µa cette dualit¶e : en m¶ecanique, par exemple, la tra-
jectoire d'un point mat¶eriel peut être d¶etermin¶ee, soit globalement µa l'aide d'un
principe variationnel (le principe de moindre action), soit localement, de proche
en proche, µa l'aide d'une ¶equation di®¶erentielle (la loi de Newton). De même,
dans le formalisme quantique, on peut consid¶erer l'¶evolution globale d'un ¶etat
depuis un instant t1 jusqu'µa un instant t2 ; elle est gouvern¶ee par l'op¶erateur
unitaire d'¶evolution sur l'intervalle t2 ¡ t1 :

v(t2) = U(t2 ¡ t1) v(t1) : (3.2.21)

On peut aussi s'int¶eresser µa l'¶evolution sur un intervalle in¯nit¶esimal±t au voisi-
nage de l'instant t :

v(t + ±t) = U(±t) v(t) : (3.2.22)

Utilisant alors l'expression (3.2.20) pour l'op¶erateur d'¶evolution in¯nit¶esimal, il
vient

v(t + ±t) =
¡
I ¡ i  ±t + O(±t2)

¢
v(t) ; (3.2.23)

qui se r¶e¶ecrit encore :

i
v(t + ±t) ¡ v(t)

±t
=  v(t) + O(±t) : (3.2.24)

Observons que le premier membre de cette ¶equation est parfaitement bien d¶e¯ni
en tant que vecteur de l'espace de HilbertH , puisqu'il s'agit d'une combinaison
lin¶eaire de deux vecteurs deH. L'¶equation (3.2.24) elle-même, montre que la
limite de ce premier membre lorsque±t ! 0 existe et d¶e¯nit la d¶eriv¶ee par
rapport au temps du vecteur d'¶etat v(t) :

dv
dt

:= lim
±t! 0

v(t + ±t) ¡ v(t )
±t

: (3.2.25)
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On obtient ¯nalement l' ¶equation di®¶erentielle d'¶evolution

i
dv
dt

=  v(t) ; (3.2.26)

qui montre le rôle jou¶e par  pour engendrer (in¯nit¶esimalement) l'¶evolution
des ¶etats du systµeme. Bien entendu, nous connaissons d¶ejµa la solution g¶en¶erale
de cette ¶equation di®¶erentielle qui s'intµegre \comme si"v(t) ¶etait une simple
fonction num¶erique, pour aboutir µa l'¶evolution unitaire :

v(t2) = exp
¡
¡ i ( t2 ¡ t1)

¢
v(t1) : (3.2.27)

3 L'op¶erateur d'¶energie, ou hamiltonien

A Interpr¶etation du g¶en¶erateur

Le g¶en¶erateur d'¶evolution  est un op¶erateur hermitique. µA ce titre, il sem-
ble tout d¶esign¶e pour repr¶esenter une grandeur physique du systµeme, propri¶et¶e
vraisemblablement d'int¶erêt majeur, vu l'importance du rôle jou¶e par . Nous
allons donner une telle interpr¶etation physique de  en consid¶erant ses ¶etats
propres. Soientf un g ceux-ci, et f ! n g les valeurs propres correspondantes :

 un = ! n un (3.3.1)

(rappelons que lesf un g ne sont d¶e¯nis qu'µa une phase prµes, et admettons qu'un
choix de phase a ¶et¶e e®ectu¶e).¶Etudions pour commencer l'¶evolution temporelle
d'un ¶etat particulier vn (t) qui se trouve coÄ³ncider avec l'un des ¶etats propres
de , soit un , µa un instant que l'on peut arbitrairement prendre pour origine :

vn (0) = un : (3.3.2)

µA un autre instant, t, on aura :

vn (t ) = U(t) vn (0)

= exp( ¡ i  t ) un : (3.3.3)

Or un , vecteur propre de , l'est ¶egalement de tout op¶erateur fonction de ,
avec la valeur propre correspondant µa ladite fonction (cf. exercice1.10) :

vn (t) = e¡ i! n t un : (3.3.4)

Le vecteur vn (t) reste au cours du temps colin¶eaire µaun , n'en di®¶erant que par
un facteur de phase, et correspond donc au même ¶etat physique, c'est-µa-dire µa
l'¶etat propre de  de valeur propre ! n . Ainsi, les ¶etats propres de  le restent
au cours du temps | ce sont les ¶etats stationnaires (voir Rudiments, chapitre 5,
section 1A). Ils doivent donc être identi¯¶es aux ¶etats propres de l'¶energie et c'est
µa cette grandeur physique qu'est li¶e l'op¶erateur .

La relation entre le g¶en¶erateur  et l'¶energie apparâ³t clairement, si l'on
considµere la d¶ependance en temps de l'amplitude de transition depuis un ¶etat
v(t) quelconquevers l'un des ¶etats stationnairesun (voir Rudiments, chapitre 5,
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section 1B). La d¶ependance temporelle de cette amplitude peut être explicit¶ee
grâce µa notre connaissance de l'op¶erateur d'¶evolution. En e®et :

¡
un ; v(t)

¢
=

¡
un ; U(t) v(0)

¢

=
¡
Uy(t )un ; v(0)

¢
=

¡
exp(i  t )un ; v(0)

¢
=

¡
ei! n t un ; v(0)

¢

= e¡ i! n t ¡un ; v(0)
¢

: (3.3.5)

On constate que les amplitudes de transition vers un ¶etat stationnaire ont une
d¶ependance harmonique, avec une pulsation pr¶ecis¶ement donn¶ee par la valeur
propre de  correspondant µa cet ¶etat stationnaire. Or, nous savons (Rudiments,
chapitre 2, section 3B) qu'µa un facteur de conversion d'unit¶e~ prµes, la pulsa-
tion ! n est aussi l'¶energieEn | bien d¶e¯nie | de l'¶etat stationnaire :

En = ~! n : (3.3.6)

Les valeurs propresf En g sont celles de l'op¶erateur ¶energie, le hamiltonienH
introduit au chapitre pr¶ec¶edent, et dont les ¶etats stationnaires sont les ¶etats
propres. Les ¶etats propres des op¶erateursH et  ¶etant les mêmes, et leurs
valeurs propres ¶etant identiques µa un facteur~ prµes (3.3.6), nous aboutissons µa
la conclusion que ces deux op¶erateurs sont eux mêmes identiques, au facteur~
prµes :

H = ~ : (3.3.7)

C'est donc tout bonnement l'¶energie d'un systµeme qui gouverne son ¶evolution
temporelle. L'op¶erateur d'¶evolution U(t) s'¶ecrit directement en terme de l'op¶e-
rateur ¶energieH :

U(t) = exp( ¡ iHt= ~) : (3.3.8)

Notons que si le hamiltonien H d¶etermine l'op¶erateur d'¶evolution, le calcul
explicite de ce dernier par exponentiation est souvent impraticable. Mais on
peut alors s'en remettre µa une ¶equation di®¶erentielle, puisque de (3.3.8) on tire
imm¶ediatement

i~
dU
dt

= HU (t) : (3.3.9)

De ce même point de vue local, l'¶equation di®¶erentielle d'¶evolution (3.2.26)
s'¶ecrit :

i ~
dv
dt

= Hv (t) : (3.3.10)

Sous cette forme, elle est appel¶ee \¶equation de SchrÄodinger". Nous pr¶eciserons
\¶equation de SchrÄodinger abstraite" | pour la distinguer de l'\¶equation de
SchrÄodinger concrµete" obtenue lorsqu'on sp¶eci¯e l'expression deH en terme des
autres grandeurs physiques du systµeme, telles que position, quantit¶e de mouve-
ment, etc. (voir chapitre 5). Dor¶enavant, conform¶ement µa la convention usuelle
et utile d¶ejµa introduite dans Rudiments, nous travaillerons le plus souvent dans
un systµeme d'unit¶es oµu~ est prise pour unit¶e d'action et devient sans dimension.
Il y a, dans un tel systµeme d'unit¶es, identit¶e entre le g¶en¶erateur d'¶evolution et
l'¶energie, de sorte que les deux derniµeres formules (3.3.8) et (3.3.10) s'¶ecrivent

U(t) = exp( ¡ iHt ) ; (3.3.11)

et

i
dv
dt

= Hv (t) : (3.3.12)
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B Additivit¶e de l'¶energie

Consid¶erons un systµeme quantiqueS compos¶e de deux sous-systµemesS1

et S2. Chacun est dot¶e de son espace des ¶etats, soitH 1 et H 2, et l'espace des
¶etats du systµeme total est, nous l'avons vu (chapitre 1, section 9), le produit
tensoriel :

H = H1  H 2 : (3.3.13)

Soit µa l'instant t = 0 un ¶etat v du systµemeS, produit tensoriel de deux ¶etats
v1(0) et v2(0) de S1 et S2 respectivement :

v(0) = v1(0)  v2(0) : (3.3.14)

Dans un tel ¶etat, dont la forme n'est pas la plus g¶en¶erale, chaque sous-systµeme
est dans un ¶etat bien d¶e¯ni :v1 pour S1 et v2 pour S2. Supposons maintenant que
ces deux sous-systµemes soient sans interaction mutuelle. Ceci revient µa dire que
chaque sous-systµeme ¶evolue ind¶ependamment comme s'il ¶etait isol¶e. Autrement
dit, µa l'instant t , l'¶etat du systµeme total S est de la forme

v(t) = v1(t )  v2(t) ; (3.3.15)

oµu v1(t) et v2(t) sont les ¶etats qui r¶esultent des ¶evolutions autonomes deS1

et S2 gouvern¶ees par les op¶erateurs unitairesU1 et U2 :

v1(t) = U1(t ) v1(0) ;

v2(t) = U2(t ) v2(0) :
(3.3.16)

Ainsi donc :
v(t) = U1(t) v1(0)  U2(t) v2(0) ; (3.3.17)

ce qui ¶equivaut µa dire que l'op¶erateur d'¶evolution globalU(t) dans H = H1 H 2

est le produit tensoriel des op¶erateurs d'¶evolution individuels :

U(t) = U1(t)  U2(t) : (3.3.18)

On peut maintenant ¶etablir la forme du g¶en¶erateur deU(t), c'est-µa-dire du
hamiltonien H du systµeme total. En e®et, (3.3.18) se r¶e¶ecrit alors

exp(¡ iHt ) = exp( ¡ iH 1t)  exp(¡ iH 2t) ; (3.3.19)

en exprimant U1 et U2 µa l'aide des hamiltoniensH1 et H2 de S1 et S2. En
d¶eveloppant cette relation au premier ordre au voisinage de l'originet = 0, il
vient

(I ¡ iHt + ¢ ¢ ¢) = ( I 1 ¡ iH 1t + ¢ ¢ ¢)  (I 2 ¡ iH 2t + ¢ ¢ ¢) ; (3.3.20)

soit, ¯nalement :
H = H1  I 2 + I 1  H2 : (3.3.21)

Cette relation est souvent ¶ecrite plus simplement :

H = H 1 + H2 : (3.3.22)

Encore faut-il se rappeler qu'il s'agit lµa d'un abus d'¶ecriture puisque, a priori, les
trois op¶erateursH , H1 et H2 opµerent dans trois espaces de Hilbert di®¶erentsH ,
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H1 et H 2. C'est l'¶ecriture d¶evelopp¶ee (3.3.21) qui donne un sens µa la formule
(3.3.22). Ainsi donc le hamiltonien total est-il somme des hamiltoniens individu-
els : l'¶energie est additive | pour des systµemes sans interaction.

Dans le cas oµu les systµemesS1 et S2 interagissent, on ¶ecrira alors tout na-
turellement :

H = H1 + H2 + V ; (3.3.23)

le terme suppl¶ementaireV , agissant \µa la fois" dansH 1 et H 2, est appel¶e \hamil-
tonien d'interaction". Le hamiltonien total n'¶etant plus une somme d'op¶erateurs
individuels de la forme (3.3.21), l'op¶erateur d'¶evolutionU(t) = exp( ¡ iHt ) n'est
plus un produit tensoriel de la forme (3.3.18). Il en r¶esulte qu'un ¶etat initial fac-
toris¶e du type (3.3.14) n'¶evolue pas en un ¶etat factoris¶e de même type (3.3.15).
Autrement dit, les ¶evolutions des deux sous-systµemes ne sont plus ind¶ependantes
| ce qui traduit leur interaction.

4 ¶Evolution d'un ¶etat quelconque

A Formalisme g¶en¶eral

D'aprµes ce qui pr¶ecµede, il su±t en principe de connâ³tre le hamiltonienH
d'un systµeme quantique pour d¶eterminer son ¶evolution temporelle, soit en calcu-
lant U(t) par exponentiation selon (3.3.11), soit en r¶esolvant l'¶equation di®¶erentielle
(3.3.12). Nous venons d'¶ecrire \en principe" : c'est que le hamiltonien en g¶en¶eral
est un op¶erateur compliqu¶e, et que ni le calcul direct de son exponentielle, ni
la r¶esolution explicite d'une ¶equation di®¶erentielle dans un espace de Hilbert
de dimension en g¶en¶eral in¯nie ne sont choses ais¶ees... (Nous verrons plus bas,
dans le cadre plus g¶en¶eral de la section 6, une m¶ethode formelle de calcul de
l'op¶erateur d'¶evolution.)

Aussi emprunte-t-on le plus souvent une voie indirecte en s'appuyant sur
les propri¶et¶es trµes particuliµeres des ¶etats propres du hamiltonien | les ¶etats
stationnaires. Les vecteurs d¶ecrivant ces ¶etats forment une base orthonorm¶ee
f un g dans l'espace des ¶etatsH (comme pour toute grandeur physique), d¶e¯nie
par l'¶equation aux valeurs propres

Hu n = En un : (3.4.1)

Si nous cherchons µa analyser l'¶evolution temporelle d'un ¶etat, a priori quel-
conque,v(t), il est assez naturel, dans la conjoncture pr¶esente, de d¶evelopper ce
vecteur sur la base orthonorm¶ee des vecteurs propres deH :

v(t) =
X

n

cn (t) un : (3.4.2)

La d¶ependance en temps dev(t) est alors entiµerement contenue dans les coef-
¯cients cn (t ) du d¶eveloppement dev(t) sur la base ¯xe f un g. Ces coe±cients
sont, rappelons-le, les projections dev(t) sur les vecteurs de base :

cn (t) =
¡
un ; v(t )

¢
: (3.4.3)

Portons maintenant le d¶eveloppement (3.4.2) dans l'¶equation di®¶erentielle d'¶evo-
lution (3.3.12) ; utilisant tant la lin¶earit¶e de la d¶erivation que celle de l'op¶era-
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teur H , il vient

0 =
³

i
d
dt

¡ H
´³ X

n

cn (t) un

´

=
X

n

³
i

dcn

dt
¡ En cn

´
un : (3.4.4)

Puisque f un g est une base, chacun des coe±cients du d¶eveloppement s'an-
nule et l'¶equation di®¶erentielle dans l'espace de Hilbert (3.3.12) est remplac¶ee
par un ensemble d'¶equations di®¶erentielles ordinaires, portant sur les fonctions
num¶eriquescn (t) :

i
dcn

dt
= En cn : (3.4.5)

L'int¶egration de ces ¶equations est ¶el¶ementaire et conduit imm¶ediatement µa la
forme fonctionnelle simple des coe±cientscn (t ) :

cn (t) = e¡ iE n t cn (0) : (3.4.6)

Revenant au d¶eveloppement initial (3.4.2), nous voyons s'expliciter la d¶epen-
dance temporelle dev(t) :

v(t ) =
X

n

e¡ iE n t cn (0) un ; (3.4.7)

expression qu'il est particuliµerement frappant de comparer au d¶eveloppement
de v(0) (obtenu en faisant t = 0 dans (3.4.2)) :

v(0) =
X

n

cn (0) un : (3.4.8)

La recette pour obtenir l'¶evolution temporelle d'un ¶etat quelconque est donc
simple :
i ) d¶evelopper l'¶etat µa l'instant initial sur les ¶etats stationnaires | c'est-µa-dire
calculer les coe±cientsf cn (0)g,
ii ) ins¶erer devant chaque terme du d¶eveloppement le facteur de phase d'¶evolution
harmonique e¡ iE n t caract¶erisant l'¶etat stationnaire correspondant.

On voit le rôle absolument crucial que joue le hamiltonien : non seulement
en tant qu'il repr¶esente l'¶energie, ses valeurs propres et vecteurs propres sont
d'un grand int¶erêt physique, mais encore leur connaissance permet d'analyser
l'¶evolution temporelle d'un ¶etat quelconque. On ne s'¶etonnera donc pas qu'une
bonne partie des calculs en th¶eorie quantique soit consacr¶ee aux techniques
(exactes ou approch¶ees) de diagonalisation de tel ou tel type de hamiltonien.

Il vaut la peine de comparer les ¶equations obtenues pour les coe±cients
du d¶eveloppement d'un ¶etat quelconque sur la base stationnaire pr¶ec¶edemment
utilis¶ee, aux ¶equations similaires que l'on obtiendrait dans une base arbitraire.
On montrera ais¶ement (exercice3.4) qu'au lieu du systµemed¶ecoupl¶e(3.4.5), on
arrive au systµeme d'¶equations lin¶eaires coupl¶ees suivant :

i
dcn

dt
=

X

n 0

Hnn 0 cn 0(t ) ; (3.4.9)
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oµu lesHnn 0 sont les ¶el¶ements de matrice du hamiltonien dans la base utilis¶ee. On
sait que pour r¶esoudre un tel systµeme, il convient pr¶ecis¶ement de le transformer
par combinaisons lin¶eaires... de fa»con µa diagonaliser la matriceH !

On peut encore aboutir aux conclusions pr¶ec¶edentes en adoptant le point
de vue global, plutôt que le point de vue local (di®¶erentiel). Montrons-le en
utilisant, pour changer, la notation de Dirac. Avec cette notation, nous ¶ecrirons

H jEn i = En jEn i (3.4.10)

l'¶equation aux valeurs propres deH , l'¶energie propre En servant d'¶etiket aux
¶etats stationnaires pr¶ec¶edemment not¶esun . Soit maintenant un ¶etat quelconque
jv(t)i , dont l'¶evolution s'¶ecrit

jv(t)i = U(t)jv(0)i : (3.4.11)

Utilisons alors la relation de compl¶etude ¶ecrite pour la base des ¶etats station-
naires :

jv(t )i = U(t)
³ X

n

jEn ihEn j
´

jv(0)i : (3.4.12)

Faisant jouer le m¶ecanisme couper-coller du formalisme de Dirac, il vient

jv(t)i =
X

n

hEn jv(0)i U(t)jEn i : (3.4.13)

De plus,

U(t)jEn i = exp( ¡ iHt )jEn i

= e¡ iE n t jEn i (3.4.14)

(simple r¶e¶ecriture de (3.3.3) et (3.3.4)). Finalement, on obtient

jv(t )i =
X

n

e¡ iE n t hEn jv(0)i j En i ; (3.4.15)

oµu l'on reconnâ³t, µa la notation prµes, exactement l'expression (3.4.7) d¶ejµa obtenue.
Le caractµere ¶evolutif, non-stationnaire, d'un ¶etat g¶en¶eral tel quejv(t)i d¶ecrit

par (3.4.15) est mis en ¶evidence si l'on calcule la probabilit¶e pour que, µa l'in-
stant t , un tel ¶etat soit identique µa son ¶etat initial jv(0)i . L'amplitude de prob-
abilit¶e correspondantehv(0)jv(t )i se calcule imm¶ediatement grâce µa

hv(0)jv(t)i =
X

n

e¡ iE n t
¯
¯hEn jv(0)i

¯
¯2

=
X

n

e¡ iE n t Pn ; (3.4.16)

en notant
Pn :=

¯
¯hEn jv(0)i

¯
¯2

(3.4.17)

la probabilit¶e de transition de jv(0)i vers l'¶etat stationnaire jEn i (ce serait la
même pour jv(t )i bien sûr). La probabilit¶e que l'¶etat v se retrouve identique µa
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lui-même au bout du temps t s'¶ecrit donc :

P
¡
v(t) Ã v(0)

¢
=

¯
¯hv(0)jv(t )i

¯
¯2

=
¯
¯
¯
X

n

e¡ iE n t Pn

¯
¯
¯
2

=
X

n

P2
n + 2

X

n<n 0

Pn Pn 0 cos(En ¡ En 0)t

= 1 ¡ 4
X

n<n 0

Pn Pn 0 sin2 (En ¡ En 0)t
2

; (3.4.18)

oµu l'on voit bien que cette probabilit¶e, sauf cas particulier (tous les niveauxEn

commensurables) reste toujours inf¶erieure µa l'unit¶e dµes quet 6= 0.
(On a retrouv¶e ici des r¶esultats d¶ejµa obtenus, dans un cadre moins g¶en¶eral,

au chapitre 5 deRudiments.)

B Exemple : systµemes d'ordre 2 ( H+
2 )

Reprenons le modµele d'ordre 2 de l'ion H+2 d¶ecrit au chapitre pr¶ec¶edent (sec-
tion 3). Envisageons le cas le plus simple oµu les ¶etats de localisationjAi et jBi
de l'¶electron sur les protons A et B sont consid¶er¶es comme orthogonaux. Dans
cette baseB, le hamiltonien H s'¶ecrit :

HB =
µ

E0 ¡ K
¡ K E 0

¶
: (3.4.19)

Ses vecteurs propres (les ¶etats stationnaires) fondamentaljf i et excit¶e jei sont
(

jf i = 1p
2
(jAi + jBi ) ;

jei = 1p
2
(jAi ¡ j Bi ) ;

(3.4.20)

et constituent une nouvelle base orthonorm¶eeBs dans laquelle le hamiltonien
est diagonal :

HBs =
µ

E f 0
0 Ee

¶
; (3.4.21)

les valeurs propres ¶etant (
E f = E0 ¡ K ;

Ee = E0 + K :
(3.4.22)

Dans la baseBs, il est particuliµerement facile d'¶ecrire la matrice de l'op¶era-
teur d'¶evolution puisque l'op¶eration d'exponentiation se fait s¶epar¶ement pour
chaque valeur propre. On a ainsi :

UBs(t) = exp
¡
¡ iHBs t

¢
=

µ
e¡ iE f t 0

0 e¡ iE e t

¶
: (3.4.23)

Le caractµere diagonal de l'op¶erateur d'¶evolution re°µete, rappelons-le encore une
fois, la stationnarit¶e des ¶etats propres du hamiltonienH . Consid¶erons en e®et
le vecteur d'¶etat identique au vecteur proprejf i de H µa l'instant t = 0 ; notons
juf (t)i ce vecteur, d¶e¯ni par :

juf (0)i = jf i =
µ

hf jf i
hejf i

¶
=

µ
1
0

¶
; (3.4.24)
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en confondant d¶esormais, pour all¶eger l'¶ecriture, op¶erateurs et vecteurs avec
leurs matrices repr¶esentatives dans la baseBs. µA l'instant t, on aura :

juf (t )i = U(t)jf i =
µ

e¡ iE f t 0
0 e¡ iE e t

¶ µ
1
0

¶
=

µ
e¡ iE f t

0

¶

= e¡ iE f t jf i : (3.4.25)

Le vecteur juf (t)i qui coÄ³ncide avecjf i µa l'instant t = 0 est donc simplement
multipli¶e par le facteur de phase harmoniquee¡ iE f t ; il reste ainsi vecteur propre
de H et repr¶esente toujours l'¶etat stationnaire d'¶energieE f . De même, pour un
vecteur jue(t)i qui coÄ³ncide µa l'instantt = 0 avec le vecteur proprejei de H , soit

jue(0)i = jei =
µ

0
1

¶
; (3.4.26)

on a, par le même raisonnement, l'¶evolution harmonique :

jue(t )i = e¡ iE e t jei : (3.4.27)

La situation est bien di®¶erente pour un vecteur d'¶etat non stationnaire, tel
que, cas d'int¶erêt majeur, l'un des ¶etats de localisation. Supposons donc que le
vecteur d'¶etat jv(t)i coÄ³ncide avecjAi , par exemple, µa l'instant t = 0 :

jv(0)i = jAi ; (3.4.28)

et ¶etudions son ¶evolution. Suivant les consid¶erations du paragraphe pr¶ec¶edent,
nous sommes amen¶es µa d¶evelopper ce vecteur sur la base des vecteurs des ¶etats
stationnaires. D'aprµes (3.4.20),

jAi = 1p
2

¡
jf i + jei

¢
; (3.4.29)

¶equation que l'on peut r¶e¶ecrire ici :

jv(0)i = 1p
2

¡
juf (0)i + jue(0)i

¢
: (3.4.30)

Calculer l'action de l'op¶erateur d'¶evolution U(t) est alors ais¶e grâce µa sa lin¶earit¶e :

jv(t)i = U(t) jv(0)i = U(t) 1p
2

¡
juf (0)i + jue(0)i

¢

= 1p
2

¡
U(t)juf (0)i + U(t)jue(0)i

¢
= 1p

2

¡
juf (t)i + jue(t )i

¢

= 1p
2

¡
e¡ iE f t jf i + e¡ iE e t ) jei

¢
: (3.4.31)

On reconnâ³t bien dans cette expression un cas particulier de l'expression g¶en¶e-
rale (3.4.15). Il est int¶eressant ici de revenir µa la baseB et d'exprimer jv(t )i
en terme des ¶etats de localisationjAi et jBi . Ceci se fait imm¶ediatement en
reportant les d¶eveloppements (3.4.20) dans (3.4.31). Il vient

jv(t )i = 1p
2

e¡ iE f t 1p
2

¡
jAi + jBi

¢

+ 1p
2

e¡ iE e t 1p
2

¡
jAi ¡ j Bi

¢
;

(3.4.32)

soit :
jv(t)i = 1

2

¡
e¡ iE f t + e¡ iE e t ¢jAi

+ 1
2

¡
e¡ iE f t ¡ e¡ iE e t ¢jBi :

(3.4.33)
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En utilisant les expressions (3.4.22) des valeurs propres, il vient

jv(t )i = e¡ iE 0 t ¡ cosKt jAi + i sinKt jBi
¢

: (3.4.34)

Cette formule manifeste trµes clairement le caractµere non-stationnaire des ¶etats
de localisation. Les probabilit¶es de localisation en A et en B de l'¶electron dans
l'¶etat v valent en e®et :

(
P

¡
A Ã v(t)

¢
=

¯
¯hAjv(t)i

¯
¯2

= cos2 Kt ;

P
¡
B Ã v(t)

¢
=

¯
¯hBjv(t)i

¯
¯2

= sin 2 Kt :
(3.4.35)

Elles exhibent des oscillations de probabilit¶e, avec une pulsationK ¶egale µa
l'¶el¶ement de matrice non-diagonal du hamiltonien, ce qui montre bien la d¶eloca-
lisation de l'¶electron due | en derniµere analyse | µa l'e®et tunnel. Ce caractµere
oscillatoire est typique d'un ¶etat non-stationnaire. µA l'inverse, dans un ¶etat
stationnaire les probabilit¶es de localisation de l'¶electron sur les deux protons
sont ¶egales et constantes. Plutôt que d'un \¶echange" comme on dit souvent,
c'est une \mise en commun" de l'¶electron qui assure la stabilit¶e de l'ion H+2 . Le
\partage" de l'¶electron entre les deux protons qui permet leur liaison quantique
dans l'¶etat fondamental de H+

2 n'a rien d'une partie de ping-pong.
Il se trouve, dans le cas pr¶esent, que le calcul direct de l'op¶erateur d'¶evolution

(dans une base quelconque) est possible grâce µa la simplicit¶e du hamiltonien.
Rappelons en e®et qu'il s'¶ecrit (2.3.42) :

H = E f ¦ + + Ee ¦ ¡ ; (3.4.36)

oµu ¦ + et ¦ ¡ sont deux projecteurs orthogonaux (2.3.40). I1 est alors imm¶ediat
de calculer les puissances deH ,

H n = En
f ¦ + + En

e ¦ ¡ ; (3.4.37)

et son exponentielle, c'est-µa-dire l'op¶erateur d'¶evolution :

U(t) = exp( ¡ iHt ) = e¡ iE f t ¦ + + e¡ iE e t ¦ ¡ : (3.4.38)

Il su±t d'introduire l'op¶erateur parit¶e P grâce µa (2.3.40) pour obtenir l'expres-
sion :

U(t) = e¡ iE 0 t (cosKt I + i sinKt P ) : (3.4.39)

Dans la baseB = fj Ai ; jBig oµu P , non-diagonal, est donn¶e par (2.3.31), il vient :

UB(t ) = e¡ iE 0 t
µ

cosKt i sinKt
i sinKt cosKt

¶
: (3.4.40)

Appliqu¶ee au vecteur jAi = jv(0)i , cette matrice redonne bien ¶evidemment
l'expression (3.4.34) pour l'¶evolution de cet ¶etat non-stationnaire (voir aussi
exercice3.5).

5 ¶Evolution des grandeurs physiques

A Probabilit¶es et valeurs moyennes

Soit un systµeme quantique conservatif dont l'¶etat v(t) ¶evolue au cours du
temps comme nous venons de le voir. Int¶eressons-nous µa l'une de ses grandeurs
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physiques,A , identi¯¶ee µa l'op¶erateur hermitique A qui la repr¶esente. Nous sup-
poserons que l'op¶erateurA, en tant que tel, ne d¶epend pasexplicitement du
temps. La d¶ependance temporelle de l'¶etatv(t) se manifeste en ce qui concerne
la grandeur A dans la d¶ependance temporelle des probabilit¶es qu'a le systµeme
d'exhiber telle ou telle valeur propre de A. En e®et, soit un ¶etat propre deA,
correspondant µa la valeur proprean , ¶etat que nous noterons µa la Diracjan i .
L'amplitude de transition de v(t) vers cet ¶etat, soit han jv(t )i , d¶epend bien a
priori du temps. Il en va de même pour la probabilit¶e que le systµeme, lors d'une
mesure deA, exhibe pr¶ecis¶ement cette valeuran :

Pn (t) =
¯
¯han jv(t )i

¯
¯2

: (3.5.1)

Ainsi, la valeur moyenne deA dans l'¶etat v(t), dont nous avons vu qu'elle ¶etait
donn¶ee par le sandwich hilbertien (1.5.14)

hAi v( t ) =
X

n

an Pn (t) = hv(t)jAjv(t)i ; (3.5.2)

d¶epend elle aussi du temps en g¶en¶eral. On peut calculer assez simplement son
taux d'¶evolution temporelle. En e®et, en d¶erivanthAi v( t ) par rapport au temps,
il vient, µa cause de la bilin¶earit¶e du produit scalaire,

d
dt

hAi v(t ) = h
dv
dt

jAjv(t)i + hv(t)jAj
dv
dt

i : (3.5.3)

Utilisant l'¶equation d'¶evolution (3.3.12) et l'hermiticit¶e du hamiltonien H , cela
s'¶ecrit :

d
dt

hAi v(t ) = ihv(t)jHA jv(t)i ¡ i hv(t)jAH jv(t)i

= ihv(t)j(HA ¡ AH )jv(t)i

= ih[[[H; A ]]]i : (3.5.4)

On peut donc d¶e¯nir un op¶erateur \taux d'¶evolution de A", ou \vitesse de A",
par :

_A := i[[[H; A ]]] : (3.5.5)

(La notation _A est emprunt¶ee µa la tradition de la m¶ecanique classique.) Le taux
d'¶evolution de la valeur moyenne deA est alors donn¶e par la valeur moyenne
du taux d'¶evolution de A, soit _A :

d
dt

hAi = h _Ai : (3.5.6)

On notera que l'anti-hermiticit¶e d'un commutateur tel que [[[A; H ]]] assure l'her-
miticit¶e de _A et sa capacit¶e µa repr¶esenter une grandeur physique. La d¶e¯nition
(3.5.5) montre une fois de plus le rôle capital que joue le hamiltonien quant µa
l'¶evolution temporelle. On peut g¶en¶eraliser (3.5.5)-(3.5.6) au cas d'une grandeur
A(t) d¶ependant explicitement du temps (exercices3.6 et 3.7), ce qui constitue
le th¶eorµeme d'Ehrenfest.

Indiquons en¯n que d'autres formulations de l'¶evolution temporelle d'un
systµeme quantique sont possibles, oµu l'¶ecoulement du temps transforme non
plus les ¶etats, mais les grandeurs | ou les deux µa la fois (exercice3.8).
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B Grandeurs conserv¶ees

Demandons-nous maintenant ce qui caract¶erise les grandeurs physiques ob¶e-
issant µa une loi de conservation temporelle. Autrement dit, consid¶erons une
grandeur telle qu'un ¶etat v(t) quelconqueait des probabilit¶es de transition con-
stantes, ind¶ependantes du temps, vers les divers ¶etats propres de ladite grandeur.
Une condition ¶evidemment n¶ecessaire pour qu'une telle grandeur physiqueA soit
conserv¶ee, est que sa valeur moyennehAi v( t ) soit constante, et donc que son taux
d'¶evolution soit nul. On en d¶eduit, d'aprµes (3.5.5)-(3.5.6) que l'op¶erateur \vitesse
de A" doit être identiquement nul et donc que A et H doivent commuter :

A conserv¶ee() [[[H; A ]]] = 0 : (3.5.7)

Il est facile de voir en e®et que cette condition est ¶egalementsu±sante : si A et H
commutent, ces deux op¶erateurs ont leur base de vecteurs propres en commun
(nous supposons pour simpli¯er qu'il n'y a pas de d¶eg¶en¶erescence). Ainsi, les
¶etats propres deA, fj an ig , coÄ³ncident avec les ¶etats stationnairesfj En ig (voir
exercice3.9). Alors :

hEn jv(t )i = e¡ iE n t hEn jv(0)i (3.5.8)

(ce qui n'est d'ailleurs qu'une r¶e¶ecriture de (3.4.6)) et

Pn (t) = Pn (0) = constante ; (3.5.9)

d'aprµes (3.5.1). Les probabilit¶es de transition (et pas seulement la valeur moyen-
ne) sont invariantes au cours de l'¶evolution, et on peut dire que la grandeur
physique A est conserv¶ee. La condition (3.5.7) permet l'existence de diverses
grandeurs conserv¶ees, dont plusieurs sont d'un grand int¶erêt physique. En partic-
ulier, puisqueH commute avec lui-même, l'¶energie est ¶evidemment une grandeur
conserv¶ee pour un systµeme dont l'environnement, autrement dit le hamiltonien,
est ind¶ependant du temps (ce qui ¶etait implicite dans les consid¶erations de la
section 4). Cela justi¯e d'ailleurs notre hypothµese de la section 1 quant µa l'exis-
tence de telles grandeurs.

C L'in¶egalit¶e de Heisenberg temporelle

Lorsque trois grandeurs physiquesA, B , C sont li¶ees par la relation de
commutation

[[[A; B ]]] = iC ; (3.5.10)

nous avons vu (1.7.14) que les dispersions quadratiques deA et B dans un
¶etat v, ¢ v A et ¢ v B sont li¶ees par l'in¶egalit¶e de Heisenberg g¶en¶erale :

¢ v A ¢ v B ¸ 1
2

¯
¯hCi v

¯
¯ : (3.5.11)

Appliquons ce r¶esultat au commutateur (3.5.5), en ¶ecrivant ¢E la dispersion
du hamiltonien H | pour nous rappeler sa signi¯cation physique ; c'est la dis-
persion (la largeur de bande) en ¶energie du systµeme :

¢ v E ¢ v A ¸ 1
2

¯
¯h _Ai v

¯
¯ : (3.5.12)

Posons :

¿v (A) :=
¢ v A

¯
¯h _Ai v

¯
¯

: (3.5.13)



20 5 f¶evrier 2007 Quantique : ¶El¶ements

Fig. 3.2 { Temps caract¶eristique d'¶evolution
Soit une grandeur A dont la r¶epartition spectrale P (a) (densit¶e de probabilit¶e du
continuum des valeurs propres a) possµede une dispersion ¢A et ¶evolue µa la vitesse
moyenne h _Ai . Le temps d'¶evolution caract¶eristique ¿(A) est tel que la r¶epartition doit
avoir subi, au bout de ce temps, un d¶ecalage comparable µa sa dispersion.

Cette quantit¶e est un temps, rapport de la dispersion deA µa sa \vitesse"
moyenne | le tout dans l'¶etat v. C'est le temps n¶ecessaire pour que la valeur
moyenne deA se modi¯e, selon son taux d'¶evolution intrinsµeque, d'une quan-
tit¶e ¶egale de l'ordre de sa dispersion ¢v A (¯gure 3.2). C'est donc bien un
temps d'¶evolution caract¶eristique deA (dans l'¶etat v). Nous avons ainsi ¶etabli
l'in¶egalit¶e :

¢ v E ¿v (A) ¸ 1
2 ; (3.5.14)

qui est une forme rigoureuse de l'in¶egalit¶e de Heisenberg temporelle (voirRudi-
ments, chapitre 3, section 3A).

Les exercices3.11 µa 3.13 illustrent les d¶eveloppements de cette section en
particulier pour le modµele d'ordre 2 de H+

2 .

6 Systµemes non conservatifs

A Hamiltonien d¶ependant du temps

Le formalisme que nous avons d¶evelopp¶e jusqu'ici repose de fa»con cruciale
sur l'hypothµese que le systµeme consid¶er¶e est conservatif. Cependant, nous l'avons
pr¶esent¶e d¶elib¶er¶ement dans la section 1 (sous-sections A et B), de fa»con qu'il
puisse se g¶en¶eraliser ais¶ement µa toute une classe de systµemes en interaction
avec un environnement d¶ependant du temps. Une telle interaction peut se faire,
µa titre d'exemple, par l'interm¶ediaire d'un champ de forces : c'est le cas d'un
quanton charg¶e soumis µa une onde ¶electromagn¶etique, d'un moment magn¶etique
de spin dans un champ magn¶etique variable, etc. (voir chapitre 11). Ces systµemes
non-conservatifs sont encore d¶ecrits par un hamiltonien, µa ceci prµes que les
champs ext¶erieurs entrant dans son expression d¶ependent du temps. Il en r¶esulte
que l'op¶erateur hamiltonien d¶epend explicitement du temps et que l'¶equation
di®¶erentielle d'¶evolution s'¶ecrit :

i
dv
dt

= H (t) v(t) : (3.6.1)
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De fa»con g¶en¶erale, l'¶evolution du vecteur d'¶etat det µa t + ¢ t d¶epend main-
tenant non seulement de l'intervalle ¢t mais aussi de l'instant t. La r¶esolution
de l'¶equation (3.6.1) ne peut donc pas se faire par l'interm¶ediaire des ¶etats sta-
tionnaires | qui n'existent plus : les ¶etats propres du hamiltonien d¶ependent
du temps de fa»con non-triviale, de même que les valeurs propres, et celles-ci
ne peuvent plus être identi¯¶ees aux valeurs propres de l'¶energie. Comme dans
la situation analogue en m¶ecanique classique, l'¶energie n'est plus une grandeur
conserv¶ee.

Remarquons qu'une ¶evolution du type (3.6.1) garantit la conservation des
produits scalaires. Soit en e®et un second ¶etatw(t) ob¶eissant µa la même ¶equation
d'¶evolution (3.6.1) et consid¶erons le produit scalaire

¡
w(t); v(t)

¢
; ¶etudions son

taux d'¶evolution :

i
d
dt

(w; v) =
¡
¡ i

dw
dt

; v
¢

+
¡
w; i

dv
dt

¢

= ¡ (Hw; v ) + ( w; Hv) = ¡ (w; Hv ) + ( w; Hv )

= 0 ; (3.6.2)

oµu seule a ¶et¶e utilis¶ee l'hermiticit¶e du hamiltonienH . Cette invariance des pro-
duits scalaires, ¡

w(t2); v(t2)
¢

=
¡
w(t1); v(t1)

¢
; (3.6.3)

montre que l'¶evolution est ici encore gouvern¶ee µa l'¶echelle globale par un op¶era-
teur d'¶evolution unitaire :

v(t2) = U(t2; t1) v(t1) : (3.6.4)

Nos consid¶erations du d¶ebut de la section 1 restent valables, mais il n'est plus
possible, ¶evidemment, d'invoquer l'invariance par translation de temps pour
passer de l'op¶erateur d'¶evolutionU(t2; t1) d¶ependant s¶epar¶ement des instants
initial et ¯nal µa un op¶erateur U(t2 ¡ t1) ne d¶ependant que de l'intervalle.

Il nous faut donc pr¶eciser la relation entre l'op¶erateur et le hamiltonienH .
A cette ¯n, r¶e¶ecrivons (3.6.4) sous la forme :

v(t + ±t) = U(t + ±t; t) v(t) ; (3.6.5)

et consid¶erons un intervalle in¯nit¶esimal ±t. Par d¶eveloppement limit¶e au pre-
mier ordre en ±t, il vient :

v(t) + ±t
dv
dt

=
µ

U(t; t ) + ±t
@
@s

U(s; t)
¯
¯
¯
s= t

+ O(±t2)
¶

v(t) : (3.6.6)

Compte-tenu de (3.1.4), on voit que

dv
dt

=
@
@s

U(s; t)
¯
¯
¯
s= t

v(t) ; (3.6.7)

ce qui permet d'¶ecrire le hamiltonien µa partir de l'op¶erateur d'¶evolution, en
comparant (3.6.1) et (3.6.7) :

H (t) = i
@
@s

U(s; t)
¯
¯
¯
s= t

: (3.6.8)

L'exercice 3.14 traite un cas particulier important (r¶esonance) de r¶esolution
directe de l'¶equation d'¶evolution du vecteur d'¶etat, (3.6.1).
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Mais on peut aussi obtenir une ¶equation di®¶erentielle d'¶evolution... de l'op¶e-
rateur d'¶evolution. En vertu de la loi de composition (3.2.4), on a

U(s + ±s; t) = U(s + ±s; s) U(s; t) (3.6.9)

soit, par d¶eveloppement limit¶e de chacun des membres au premier ordre en±s :

U(s; t)+ ±s
@
@s

U(s; t) + O(±s2)

=
µ

U(s; s) + ±s
@

@s0
U(s0; s)

¯
¯
¯
s0= s

+ O(±s2)
¶

U(s; t) :
(3.6.10)

Compte-tenu de (3.1.4), qui implique U(s; s) = 1, on en d¶eduit, par identi¯ca-
tion,

@
@s

U(s; t) =
@

@s0
U(s0; t)

¯
¯
¯
s0= s

U(s; t) ; (3.6.11)

et en¯n, grâce µa (3.6.8), l'¶equation d'¶evolution :

i
@
@s

U(s; t) = H (s) U(s; t) : (3.6.12)

B L'¶equation int¶egrale d'¶evolution

Dans le cas oµu le hamiltonien d¶epend explicitement du temps, sa rela-
tion avec l'op¶erateur d'¶evolution n'est pas une simple exponentiation. On peut
¶eclaircir cette relation, et remonter deH µa U (µa l'inverse de (3.6.8)) en mettant
l'¶equation di®¶erentielle d'¶evolution (3.6.1) sous forme int¶egrale. En e®et, une
simple int¶egration de (3.6.1) entre un instant initial pris par convention comme
origine, et un instant quelconque, conduit µa l'expression

i
¡
v(t ) ¡ v(0)

¢
=

Z t

0
dt0H (t0) v(t0) ; (3.6.13)

soit encore :

v(t) = v(0) ¡ i
Z t

0
dt0H (t0) v(t0) : (3.6.14)

Cette ¶equation int¶egrale peut être it¶er¶ee, conduisant ainsi, au deuxiµeme ordre, µa :

v(t) = v(0) ¡ i
Z t

0
dt0H (t0)

µ
v(0) ¡ i

Z t 0

0
dt00H (t00) v(t00)

¶

=
µ

I ¡ i
Z t

0
dt0H (t0)

¶
v(0) ¡

Z t

0
dt0H (t0)

Z t 0

0
dt00H (t00) v(t00) : (3.6.15)

Le m¶ecanisme d'it¶eration est ¶evident et, pour peu qu'il converge, il permet d'ex-
primer la relation entre v(0) et v(t), c'est-µa-dire l'op¶erateur d'¶evolution U(t; 0)
comme une somme de termes int¶egraux d'ordre successif :

U(t; 0) = I ¡ i
Z t

0
dt0H (t0) + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+ ( ¡ i )n
Z t

0
dt0

Z t 0

0
dt00¢ ¢ ¢

Z t ( n ¡ 1)

0
dt (n ) H (t0) H (t00) ¢ ¢ ¢H (t (n ) ) + ¢ ¢ ¢

(3.6.16)
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Cette formule explicite est ¶equivalente µa une ¶equation int¶egrale pour l'op¶era-
teur U, similaire µa l'¶equation int¶egrale (3.6.14) pour l'¶etat v (voir exercice3.16).
Le point essentiel, dans la formule (3.6.16) est que les op¶erateurs hamiltoniens
H (t); H (t0); : : : ; H (t (n ) ) qui ¯gurent dans l'int¶egrale n-uple ne commutent en
g¶en¶eral pas entre eux, et que leur ordre est donc capital. On l'¶ecrit parfois d'une
autre fa»con encore, en remarquant que le domaine d'int¶egration, d¶e¯ni par les
in¶egalit¶es 0· t (n ) · t (n ¡ 1) · ¢ ¢ ¢ · t0 · t peut être ¶etendu par permutations
au domaine 0· t (k ) · t , 8k, qui consiste en la r¶eunion desn! domaines d¶e¯nis
par un ordre s¶equentiel desf t ( k) g. Mais il faut alors prendre garde que les
op¶erateursH (t ( k) ) doivent toujours être rang¶es dans l'ordre de leurs arguments
d¶ecroissants. On ¶ecrit :

U(t; 0) =
X

n

(¡ i )n

n!

Z t

0
dt0

Z t

0
d00¢ ¢ ¢

Z t

0
dt (n ) T

©
H (t0)H (t00) ¢ ¢ ¢H (t (n ) )

ª
;

(3.6.17)
oµu le symboleT indique le r¶earrangement desH dans cet ordre :

T
©

H (t0)H (t00) ¢ ¢ ¢H (t (n ) )
ª

:= H (s0)H (s00) ¢ ¢ ¢H (s(n ) ) ; (3.6.18)

la s¶equencef s(k )g ¶etant celle des f t ( k) g par ordre d¶ecroissant. L'expression
(3.6.18) est appel¶ee \produit chronologique".

Cette m¶ethode qui est ici pour nous un exercice formel d'application et
d'approfondissement, joue un rôle capital dans le d¶eveloppement de la th¶eorie
quantique des champs par exemple. En particulier, l'avantage d'une formule
telle que (3.6.17) est de permettre le calcul approch¶e deU(t; 0) ; par troncature
de la s¶erie, on obtient en e®et une suite d'approximations successives. On peut
d'ailleurs, en revenant au cas trivial oµu le hamiltonien est ind¶ependant du temps,
v¶eri¯er qu'elle restitue bien l'op¶erateur d'¶evolution d¶ejµa connu. Si H , en e®et,
ne d¶epend pas du temps, on a tout simplement :

T
©

H ¢ ¢ ¢H
ª

= H n ; (3.6.19)

et par cons¶equent :

U(t; 0) =
X

n

(¡ i )n

n!
H n

Z t

0
dt0¢ ¢ ¢

Z t

0
dt (n ) =

X

n

(¡ i )n

n!
H n tn

= exp( ¡ iHt ) ; (3.6.20)

comme de juste. Il existe aussi des situations oµu le hamiltonien, tout en d¶epen-
dant du temps, est tel que ses expressionsH (t1) et H (t2) µa deux instants
di®¶erents commutent, ce qui permet encore d'exprimer simplement l'op¶erateur
d'¶evolution (exercice 3.17).

C Exemple : la r¶eaction H+ + H ! H+ + H

Nous allons nous convaincre de la puissance du formalisme pr¶ec¶edent en
montrant comment il permet, avec succµes, d'appliquer notre modµele rudimen-
taire d'ordre 2 de l'ion mol¶eculaire H+

2 µa l'¶etude, non plus de ses ¶etats li¶es, mais
d'une r¶eaction de di®usion. Consid¶erons ainsi la di®usion d'un proton par un
atome d'hydrogµene. Autrement dit, nous reprenons le systµeme \proton + proton
+ ¶electron", mais en supposant cette fois qu'µa l'instant initial ( t = ¡1 ), nous
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Fig. 3.3 { La r¶eaction H+ + H ! H+ + H
Un proton et un atome d'hydrogµene initialement s¶epar¶es (a), passent au voisinage l'un
de l'autre (b). L'¶electron initialement li¶e µa l'un des protons interagit avec les deux, de
sorte que son ¶etat ¯nal n'est plus un ¶etat de localisation atomique (c) | mais peut
e®ectuer une transition vers l'un ou l'autre de ces ¶etats (d).

avons, s¶epar¶es par une distance in¯nie, un proton et un atome d'hydrogµene, puis
qu'ils sont envoy¶es l'un vers l'autre, interagissent et se s¶eparent µa nouveau quand
t ! 1 . En pratique, on bombarde une cible d'hydrogµene avec un faisceau de pro-
tons. Mais la th¶eorie est plus claire si l'on considµere le systµeme dans le r¶ef¶erentiel
de son centre de masse, oµu les deux protons se rapprochent sym¶etriquement l'un
de l'autre (¯gure 3.3). La question d'int¶erêt physique est la suivante : lorsque
les deux protons se rapprochent, l'¶electron qui ¶etait initialement localis¶e sur
l'un d'entre eux, interagit aussi avec l'autre. Il a la possibilit¶e, par e®et tun-
nel, d'e®ectuer une transition d'un ¶etat de localisation µa l'autre. Lorsque les
protons ¯nalement s'¶ecartent, l'¶electron n'a aucune raison de se trouver dans
l'un ou l'autre des deux ¶etats de localisation. Lorsque les deux protons sont µa
nouveau in¯niment distants (µa t = + 1 ), l'exp¶erimentateur peut se demander
si le projectile initial est rest¶e un proton ou s'est habill¶e d'un ¶electron pour
devenir atome d'hydrogµene. C'est donc la probabilit¶e que l'¶electron reste ¯dµele
µa \son" proton initial, ou la probabilit¶e compl¶ementaire qu'il soit captur¶e que
l'exp¶erimentateur va mesurer et que nous allons calculer.

Nous supposerons que le mouvement relatif des deux protons reste uniforme,
et sa vitessev constante. Cela revient µa n¶egliger leur interaction (r¶epulsion
coulombienne directe, et interaction indirecte, via l'¶electron) en supposant leur
¶energie cin¶etique assez grande par rapport au potentiel d'interaction. Dans l'ap-
proximation par un systµeme d'ordre 2 que nous utilisons, les ¶etatsjAi et jBi
forment µa chaque instant une base orthogonaleB pour les ¶etats de l'¶electron.
Dans cette base, le hamiltonien s'¶ecrit toujours de la même fa»con (3.4.19). Mais
d¶esormais, la distanced des deux protons, dont d¶epend le terme non-diagonal
¡ K (d) est fonction (lin¶eaire) du temps :

d = vt : (3.6.21)

Le hamiltonien devient ainsi une fonction explicite du temps, que nous ¶ecrivons :

HB(t ) =
µ

E0 ¡ K
¡
vjt j

¢

¡ K
¡
vjtj

¢
E0

¶
; (3.6.22)
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oµu l'on a tenu compte du fait queK ne d¶epend que du modulejdj de la distance.
Notre objectif est de calculer l'op¶erateur d'¶evolution U(t2; t1) µa la limite t1 =
¡1 et t2 = + 1 de fa»con µa savoir ce que devient un ¶etat initial localis¶e en A,
c'est-µa-dire tel que

lim
t !¡1

¯
¯hAjv(t)i

¯
¯2

= 1 : (3.6.23)

Il est trµes facile dans le cas pr¶esent de r¶esoudre directement l'¶equation d'¶evolu-
tion g¶en¶erale (3.6.1). Il su±t pour cela de passer dans la baseB0 = fj + i ; j¡ig
(voir (2.3.36) | nous pr¶ef¶erons ici cette notation µa fj f i ; jeig puisqu'il n'est plus
question d'¶etats li¶es, fondamental ou excit¶e), oµu l'op¶erateur hamiltonien est
diagonal (sa d¶ependance par rapport au temps ne changeant rien µa l'a®aire) :

HB0
(t ) =

µ
E0 ¡ K

¡
vjt j

¢
0

0 E0 + K
¡
vjtj

¢
¶

: (3.6.24)

Si un ¶etat quelconquev(t) s'¶ecrit, dans cette base,

jv(t)i = c+ (t ) j+ i + c¡ (t) j¡i ; (3.6.25)

l'¶equation d'¶evolution (3.6.1), d¶ecoupl¶ee grâce µa la forme diagonale deH, s'¶ecrit
imm¶ediatement :

i
d
dt

c§ (t) =
³

E0 ¨ K
¡
vjt j

¢́
c§ (t) : (3.6.26)

Cette ¶equation s'intµegre pour donner les coe±cientsc§ µa un instant t2 quel-
conque en termes de leur valeur µa un instantt1 :

c§ (t2) = e¡ iÂ § ( t 2 ;t 1 )c§ (t1) ; (3.6.27)

oµu l'on a pos¶e

Â§ (t2; t1) :=
Z t 2

t 1

dt
³

E0 ¨ K
¡
vjtj

¢́
; (3.6.28)

que l'on peut ¶ecrire encore :

Â§ (t2; t1) = E0(t2 ¡ t1) ¨ ´ (t2; t1) ; (3.6.29)

avec

´ (t2; t1) :=
Z t 2

t 1

dt K
¡
vjt j

¢
: (3.6.30)

Dans la baseB0, l'op¶erateur d'¶evolution a donc pour matrice :

UB0
(t2; t1) = e¡ iE 0 ( t 2 ¡ t 1 )

µ
e+ i´ ( t 2 ;t 1 ) 0

0 e¡ i´ ( t 2 ;t 1 )

¶
: (3.6.31)

Dans la base de localisationB, on obtient alors sans peine l'expression

UB(t2; t1) = e¡ iE 0 ( t 2 ¡ t 1 )
µ

cos´ (t2; t1) i sin ´ (t2; t1)
i sin´ (t2; t1) cos´ (t2; t1)

¶
: (3.6.32)

On v¶eri¯e au passage que siK ¶etait une constante | par exemple pour une
distance d ¯x¶ee | cette expression redonnerait bien la matrice de l'op¶erateur
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d'¶evolution (3.4.40) d¶ejµa calcul¶ee pour le hamiltonien ind¶ependant du temps.
Ainsi donc, un ¶etat identique µa l'¶etat localis¶ejAi µa l'instant t1,

jv(t1)i = jAi ; (3.6.33)

devient-il µa l'instant t2 :

jv(t2)i = e¡ iE 0 ( t 2 ¡ t 1 ) £cos´ (t2; t1)jAi + i sin ´ (t2; t1)jBi
¤

: (3.6.34)

La probabilit¶e de ¯d¶elit¶e de l'¶electron au proton initial entre t1 et t2 vaut

P¯d (t2; t1) =
¯
¯hAjv(t2)i

¯
¯2

= cos2 ´ (t2; t1) ; (3.6.35)

et, bien entendu, la probabilit¶e de capture par l'autre proton :

Pcap (t2; t1) =
¯
¯hBjv(t2i

¯
¯2

= sin 2 ´ (t2; t1) : (3.6.36)

C'est µa la limite asymptotique t1 ! ¡1 et t2 ! + 1 , correspondant aux
conditions exp¶erimentales, que ces expressions prennent tout leur sens. On note
en e®et que

´ (+ 1 ; ¡1 ) =
Z + 1

¡1
dt K

¡
vjtj

¢
(3.6.37)

d¶epend trµes simplement de la vitessev. En e®et, on a imm¶ediatement

´ (+ 1 ; ¡1 ) =
v0

v
; (3.6.38)

oµu l'on a d¶e¯ni la vitesse caract¶eristique

v0 :=
Z + 1

¡1
dx K

¡
jxj

¢
= 2

Z 1

0
dx K (x) : (3.6.39)

Ainsi donc, les probabilit¶es exp¶erimentalement mesurables s'expriment-elles sous
la forme (

P¯d = cos2(v0=v) ;

Pcap = sin 2(v0=v) :
(3.6.40)

Cette d¶ependance oscillatoire particuliµere par rapport µa la vitesse relativev
du proton et de l'atome d'hydrogµene correspond e®ectivement aux r¶esultats
exp¶erimentaux de fa»con qualitativement remarquable ¶etant donn¶e la grossiµeret¶e
de l'approximation par un systµeme d'ordre 2 utilis¶ee (¯gure 3.4) ; les valeurs
num¶eriques elles-mêmes peuvent être interpr¶et¶ees avec fruit (exercice3.17). On
peut comprendre en termes plus physiques la nature oscillatoire des probabilit¶es
calcul¶ees. L'expression (3.6.39) qui d¶e¯nitv0 permet de l'¶ecrire sous la forme

v0 = 2 K D ; (3.6.41)

oµuK est une estimation moyenne de l'¶energie de couplageK et D une estimation
de la distance sur laquelle joue ce couplage | autrement dit de la port¶ee de
l'interaction. Dµes lors (3.6.37) se r¶e¶ecrit :

´ (+ 1 ; ¡1 ) = 2 K
D
v

= 2 K T ; (3.6.42)
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Fig. 3.4 { La probabilit¶e de transfert
La probabilit¶e de transfert de l'¶electron d'un proton µa l'autre dans la r¶eaction H + +H !
H+ + H est donn¶ee :
a) en fonction de l'¶energie du proton incident,
b) en fonction de la vitesse v du proton incident.
[Figure d'aprµes G.J. Lockwood & E. Everhart, \Resonant Electron Capture in Violent
Proton-Hydrogen Atom Collisions", Phys. Rev. 125 (1962), 567.]

oµu T = D=v est le temps de transit µa travers la zone d'interaction. Suivant la
valeur de T, le d¶ephasage (3.6.42) varie, conduisant aux oscillations observ¶ees.
Ajoutons en¯n qu'une ¶etude de la probabilit¶e de capture en fonction, non pas de
l'¶energie du proton incident, mais de l'angle de di®usion, montre ¶egalement des
oscillations qui s'expliquent par le même ph¶enomµene d'interf¶erence typiquement
quantique (exercice3.19).
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Exercices

3.1 Le th¶eorµeme de Wigner permet en principe µa un op¶erateur d'invariance tel que l'op¶e-
rateur d'¶evolution U(t2 ; t 1) d'être soit unitaire, soit anti-unitaire.

a. Montrer que si l'on demande | raisonnablement ! | µa U(t2 ; t1 ) d'être continu
par rapport aux paramµetres t1 et t 2, il est soit unitaire, soit anti-unitaire pour
toutes les valeurs det 1 et t2 (autrement dit, il n'y a pas des U unitaires et d'autres
anti-unitaires suivant leurs arguments).

b. D¶eduire alors de la relation de composition (3.2.4) ou de la condition (3.2.5) que
l'hypothµese d'anti-unitarit¶e est contradictoire et que U est donc n¶ecessairement
unitaire.

3.2 Nous supposons que, comme la m¶ecanique classique, la quantique est invariante par
inversion du sens d'¶ecoulement du temps | on dit souvent, plus briµevement, par \ren-
versement du temps". Autrement dit, µa tout ¶etat v d'un systµeme quantique conservatif
correspond un ¶etat v' oµu les mêmes ph¶enomµenes se d¶eroulent \µa l'envers" (par exemple,
les positions moyennes des quantons dans l'¶etatv0 sont les mêmes que dans l'¶etatv,
mais les vitesses sont invers¶ees). L'invariance par renversement du temps signi¯e que
la correspondancev ! v0 pr¶eserve les probabilit¶es de transition. D'aprµes le th¶eorµeme
de Wigner (chapitre 1, section 8), elle peut donc être r¶ealis¶ee par un op¶erateur unitaire
ou anti-unitaire T : v0 = Tv.

a. Montrer que l'op¶eration T2 ramenant le systµeme µa son ¶etat physique initial, ne
peut di®¶erer de l'identit¶e que par un facteur de phase :

T2 = eiÂ I :

b. Consid¶erant l'¶evolution temporelle de deux ¶etats tels que v et v0 = Tv, montrer
que l'op¶erateur de renversement du tempsT et l'op¶erateur d'¶evolution U(t) doivent
ob¶eir µa la relation

T U(t) = eiÂ U(¡ t) T :

c. Appliquant cette derniµere relation µa l'¶etat v d¶ecompos¶e sur la base des ¶etats sta-
tionnaires (voir (3.4.2)), montrer que l'op¶erateur de renversement du tempsT est
anti-unitaire (on explorera les cons¶equences de l'alternative :T est soit lin¶eaire,
soit antilin¶eaire, et on montrera que la premiµere hypothµese aboutit µa une contra-
diction).

d. µA partir de la relation T2 = eiÂ I calculer T3 de deux fa»cons di®¶erentes en utilisant
l'anti-unitarit¶e de T. En d¶eduire que eiÂ = § 1 et donc que

T2 = § I :

e. Un quanton libre de masse m est dans un ¶etat propre de quantit¶e de mouvement.
On a vu (Rudiments, chapitre 5, section 4) et on reverra (chapitre 5, section 4A)
que la fonction d'onde d'un quanton libre de masse m dans un ¶etat propre de
quantit¶e de mouvement est donn¶ee par :

©p (r ; t) = A ei ( p ¢r ¡ Et ) ;
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oµu E = p 2=2m + V0. Montrer que par renversement du temps, sa fonction d'onde
doit se transformer en

T©p (r ; t) = © ¡ p (r ; ¡ t) :

En d¶eduire que le renversement du temps agit sur toutes les fonctions d'onde (en
position) par la conjugaison complexe :

T©(r ; t) = ©(r ; t ) :

V¶eri¯er que T a bien les propri¶et¶es g¶en¶erales obtenues ci-dessus.

3.3 ¶Etablir, par r¶ecurrence, la relation g¶en¶erale (3.2.16).

3.4 ¶Etablir la forme matricielle (3.4.9) de l'¶equation d'¶evolution dans une base arbitraire.

3.5 Dans le modµele d'ordre 2 de l'ion mol¶eculaire H+
2 , on considµere deux bases : la base

B = fj Ai ; jBig de localisation, et la base Bs = fj f i ; jeig des ¶etats stationnaires, reli¶ees
par (3.4.20).

a. ¶Ecrire explicitement la matrice de passage S de Bs µa B et v¶eri¯er que

HB = S HBs S¡ 1 :

b. Calculer la matrice repr¶esentant l'op¶erateur d'¶evolution dans la base B µa partir de
sa forme (3.4.23) diagonale dans la baseBs :

UB(t) = S UBs(t ) S¡ 1 ;

et v¶eri¯er que l'on retrouve l'expression (3.4.40).

3.6 Soit A(t ) une grandeur physique dont l'expression d¶epend explicitement du temps.
Montrer que pour ob¶eir µa (3.5.6) son taux d'¶evolution A doit être d¶e¯ni par :

_A(t ) := i[[[A(t ); H ]]] +
@A
@t

(th¶eorµeme d'Ehrenfest).

3.7 On considµere le taux d'¶evolution _A := i[[[A; H ]]] d'une grandeur physique A ne d¶ependant
pas explicitement du temps, et on s'int¶eresse µa sa valeur moyenneh _Ai v dans un ¶etat jvi .

a. Montrer que si jvi est un ¶etat stationnaire, cette valeur moyenne est nulle, confor-
m¶ement µa l'intuition physique.

b. On considµere un ¶etat jvi combinaison lin¶eaire de deux ¶etats stationnaires ju1 i et
ju2 i , d'¶energies propres E1 et E2 respectivement : jvi = c1 ju1 i + c2 ju2 i , pour
c1 ; c2 2 C. Calculer h _Ai v et l'exprimer simplement en termes de la di®¶erence
d'¶energie ±E = E2 ¡ E1 , et de l'¶el¶ement de matrice hu1 jA ju2 i (et de c1 et c2 ).
Commenter.

3.8 La formulation pr¶esent¶ee dans ce chapitre de l'¶evolution temporelle d'un systµeme quan-
tique conservatif n'est pas la seule possible.µA côt¶e de cette formulation, dite \formula-
tion de SchrÄodinger", est parfois utilis¶ee la \formulation de Heisenberg", obtenue par
transformation unitaire. Dans la formulation de SchrÄodinger (que nous indiquerons µa
l'aide d'un indice \S"), les vecteurs d'¶etat ¶evoluent au cours du temps comme nous
l'avons vu :

vS(t ) = U(t) vS(0) ;

et les grandeurs physiquesAS les plus utilis¶ees (positions, quantit¶es de mouvement,
etc.) ne d¶ependent pas explicitement du temps. Dans la formulation de Heisenberg
(indice \H"), on e®ectue dans l'espace des ¶etats une transformation unitaire (donc
sans e®et physique) d¶ependant du temps, µa l'aide de l'op¶erateur d'¶evolution inverse
U ¡ 1(t ) :

vH (t ) := U ¡ 1 (t ) vS(t ) ;

A H (t ) := U ¡ 1 (t ) A S U(t ) :
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a. Montrer qu'en formulation de Heisenberg les ¶etats sont ind¶ependants du temps
(ce sont les op¶erateurs repr¶esentant les grandeurs physiques qui ¶evoluent explicite-
ment).

b. Montrer que le hamiltonien H (ind¶ependant du temps ici puisque le systµeme
est conservatif) est le même en formulation de SchrÄodinger et en formulation de
Heisenberg :

H H = H S :

c. Montrer que les op¶erateurs repr¶esentant les grandeurs physiques ob¶eissent µa une
¶equation d'¶evolution di®¶erentielle :

i
dA H

dt
= [[[A H (t); H ]]] :

G¶en¶eraliser aux grandeurs aux grandeurs d¶ependant explicitement du temps en
montrant que :

i
dAH

dt
= [[[AH (t ); H ]]] +

³ @AS

@t

´

H
:

On peut ¶egalement d¶e¯nir des formulations interm¶ediaires. Supposons ainsi que le
hamiltonien se pr¶esente comme une somme de deux termes :

H = H 0 + H 0 :

Il est alors commode d'utiliser une formulation interm¶ediaire (indice \I") d¶e¯nie par :

vI (t) := U ¡ 1
0 (t) vS ;

A I (t) := U ¡ 1
0 (t) A S U0 (t ) :

oµu
U0 (t ) = exp( ¡ iH 0t) ;

est l'op¶erateur d'¶evolution du hamiltonien partiel H 0.

d. Montrer qu'en formulation interm¶ediaire, les ¶equations d'¶evolution des ¶etats et des
grandeurs physiques s'¶ecrivent :

i
dvI

dt
= H 0

I (t) vI (t)

(on remarquera que H 0
I 6= H 0 en g¶en¶eral) et

i
dA I

dt
= [[[A I (t); H 0]]] :

Cette formulation est particuliµerement utile si H 0 est (en un sens µa pr¶eciser) petit
devant H 0, et que l'¶evolution selon H 0 est connue. Dans ce cas,vI (t) ¶evolue lente-
ment, et son ¶equation d'¶evolution se pr̂ete ais¶ement µa une r¶esolution approch¶ee.

3.9 Peut-on trouver une grandeur physique dont certains ¶etats propres sont stationnaires
et d'autres non ? (Indication : la r¶eponse est positive si et seulement si la dimension
de l'espace des ¶etats est sup¶erieure ou ¶egale µa 3). Construire un exemple.

3.10 Soit un systµeme dont le hamiltonien H est ind¶ependant du temps. On le modi¯e en
lui ajoutant un multiple constant de l'unit¶e : H 0 = H + "I .

a. Exprimer les valeurs propres et les vecteurs propres deH 0 µa partir de ceux de H .

b. Exprimer le nouvel op¶erateur d'¶evolution U0(t ) = exp( ¡ iH 0t ) en terme de U(t) =
exp(¡ iHt ).

c. Qu'en conclure quant µa la signi¯cation physique de la modi¯cation ? Consid¶erer,
de ce point de vue la constante E 0 dans tous les exemples concernant l'ion H+

2 .
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3.11 Dans le modµele d'ordre 2 de l'ion H+
2 (section 4B)...

a. Calculer la dispersion quadratique en ¶energie, ¢v ( t ) E =
¡
hH 2 i v ( t ) ¡ h H i 2

v ( t )

¢1=2
,

pour l'¶etat jv(t) i (3.4.34) qui coÄ³ncide avecjAi µa l'instant t = 0, en ¶evaluant
directement les sandwiches hilbertiens dans la baseB.

b. Obtenir ce r¶esultat en calculant la valeur moyenne de H par la formule probabiliste

hH i v = E f P (f Ã v) + Ee P (e Ã v) ;

et de même pour hH 2 i v .

c. Calculer le produit ¿ ¢ E oµu ¿ est le temps caract¶eristique de l'¶evolution (p¶eriodi-
que) de v(t), et commenter.

3.12 Supposons les protons de l'ion mol¶eculaire H+
2 s¶epar¶es

par la distance d et ¯x¶es sur un axe Ox aux points A et B
d'abscisse¡ d=2 et + d=2 respectivement. Dans les ¶etats
de localisation jA i et jBi , l'¶electron est lui-même localis¶e
en ces points, de sorte que l'on peut d¶e¯nir dans ce modµele la grandeur \position" par
l'op¶erateur X , dont la matrice, diagonale dans la base de localisation s'¶ecrit :

XB =

µ
¡ d=2 0

0 d=2

¶
:

a. Calculer la valeur moyenne hX i v ( t ) et la dispersion

¢ v ( t ) X =
¡
hX 2 i v ( t ) ¡ h X i 2

v ( t )

¢1=2

dans l'¶etat v(t) (3.4.34).

b. ¶Ecrire la matrice repr¶esentant l'op¶erateur \vitesse" _X = i[[[X; H ]]], et calculer la
valeur moyenne de cette grandeur h _X i v ( t ) dans l'¶etat v(t ) consid¶er¶e. R¶etablir la
constante quantique ~ dans ces formules.

c. ¶Ecrire la matrice repr¶esentant l'op¶erateur \acc¶el¶eration" ÄX := i[[[ _X; H ]]]. ¶Etablir la
relation

ÄX + 4 K 2X = 0

entre les op¶erateurs acc¶el¶eration et position. Commenter sa signi¯cation.

3.13 Ce problµeme fournit un modµele hypersimpli¯¶e de la technique
dite de \pompage optique", qui permet de porter les atomes
dans un ¶etat excit¶e stable par l'interm¶ediaire d'un autre ¶etat
excit¶e moins stable. On cr¶ee ainsi une \inversion de population"
(un niveau excit¶e plus peupl¶e que le fondamental) qui est es-
sentielle au principe de fonctionnement des lasers. On considµere
un systµeme atomique µa trois niveaux d'¶energiesE0 · E1 < E 2.
Les ¶etats correspondants seront not¶esj0i , j1i , j2i . Ils ne sont pas
rigoureusement stationnaires : le couplage avec le champ ¶electromagn¶etique (¶emission
et absorption de photons) permet des transitions, et le hamiltonien H n'est donc pas
diagonal dans la basefj 0i ; j1i ; j2ig . Nous supposerons cependant qu'il n'y a pas de
transitions directes entre j0i et j1i , c'est-µa-dire que l'¶el¶ement de matrice correspon-
dant du hamiltonien est nul :

h0jH j1i = 0 :

Pour la seule simplicit¶e des calculs ult¶erieurs, nous supposerons en outre que les
¶el¶ements de matrice h0jH j2i et h1jH j2i sont ¶egaux, h0jH j2i = h1jH j2i = ¡ K , et
que E1 = E0 .

a. ¶Ecrire le hamiltonien.
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b. ¶Ecrire et r¶esoudre les ¶equations di®¶erentielles r¶egissant les amplitudes de transition
ci (t) d'un ¶etat quelconque jv(t)i vers les ¶etats de base :ci (t ) = hi jv(t)i , i = 0 ; 1; 2.

c. On suppose qu'µa l'instant t = 0, le systµeme est dans l'¶etat j0i . D¶eterminer les
amplitudes ci (t) avec ces conditions initiales. Quelle est la probabilit¶e P1 (t) de
trouver le systµeme dans l'¶etat j1i µa l'instant t, et sa valeur moyenne P1 au cours
du temps ? On constate ainsi qu'il est possible de \peupler" l'¶etat j1i µa partir de
l'¶etat j0i malgr¶e l'absence de transition directe.

3.14 Soit un systµeme | disons un \atome" | µa deux niveaux d'¶energie E0 et E1 , cor-
respondant aux ¶etats stationnaires j0i et j1i . Par couplage avec un \champ ¶electro-
magn¶etique" (variable), on induit µa partir de l'instant t = 0 des transitions entre ces
¶etats, r¶egies par l'¶el¶ement de matrice non-diagonal :

h0jH j1i = A(t) ; t > 0 :

L'objectif du problµeme est de montrer qu'un champ p¶eriodique possµede une e±cacit¶e
maximale lorsque sa pulsation ! est ¶egale µa la di®¶erence d'¶energie" = E1 ¡ E0 : il y
a alors r¶esonance.

On considµere l'¶etat le plus g¶en¶eral jv(t )i du systµeme.

a. ¶Ecrire les ¶equations di®¶erentielles d'¶evolution coupl¶ees satisfaites par les ampli-
tudes c0(t) = h0jv(t)i et c1 (t ) = h1jv(t i . Il sera commode pour la suite de choisir
l'origine des ¶energies de fa»con queE0 = 0.

b. Montrer que c0 (t) (et c1 (t) aussi) ob¶eit µa une ¶equation di®¶erentielle du second
ordre.

c. On considµere d¶esormais un \champ ¶electromagn¶etique" de pulsation ! d¶etermin¶ee :
A(t) = ® ei!t . ¶Ecrire et r¶esoudre l'¶equation di®¶erentielle satisfaite par c0 (t ) dans
le cas oµu le systµeme est dans l'¶etatj0i µa l'instant initial t = 0.

d. Quelle est alors la probabilit¶e d'observer le systµeme dans l'¶etat j1i µa l'instant t
(formule de Rabi) ? Comment d¶epend-elle de la pulsation ! ?

3.15 Soit un systµeme conservatif d'ordre N dont les ¶etats stationnaires f un j n = 1 ; : : : ; N g
ont des ¶energies propresf En g. Dans la baseB des ¶etats stationnaires, le hamiltonien H 0

est diagonal, avec les ¶el¶ements de matrice :

H0 mn = Em ±mn ; m; n = 1 ; 2; : : : ; N :

On induit maintenant des transitions par l'interm¶ediaire d'un champ ext¶erieur oscillant
couplant les niveaux, les ¶el¶ements de matrice non-diagonaux du nouvel hamiltonien H
(d¶ependant du temps) ¶etant harmoniques :

Hmn = A mn ei! mn t ; m < n

(l'hermiticit¶e de H donne les ¶el¶ements de matrice pourm > n ). Les ¶el¶ements diagonaux
sont suppos¶es rester ¶egaux µa ceux deH 0.

On s'int¶eresse µa l'¶evolution d'un ¶etat quelconque v(t) =
P

n cn (t) un .

a. ¶Ecrire le systµeme d'¶equations di®¶erentielles r¶egissant les composantescn (t) de v(t).

b. On considµere une \base tournante" B0(t ) dont les vecteurs de basef u0
n (t)g sont

li¶es µa ceux de la baseB par un changement de phase harmonique :

u0
n (t) = ei° n t un ; n = 1 ; : : : ; N :

¶Ecrire le systµeme d'¶equation auxquel ob¶eissent les composantesf c0
n (t )g de v(t)

dans la baseB0(t).
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c. Montrer que si (et seulement si) les fr¶equences! mn des ¶el¶ements de matrice non-
nuls de H sont de la forme

! mn = " m ¡ " n ;

il existe un choix des fr¶equencesf ° n g qui rend ind¶ependante du temps la ma-
trice HB 0

(t ) du hamiltonien dans la nouvelle base. ¶Ecrire ses ¶el¶ements de matrice.
(L'exercice 3.14 traite un cas simple relevant de cette situation.)

3.16 Montrer µa partir de l'expression (3.6.16) que, dans le cas le plus g¶en¶eral oµu le hamil-
tonien d¶epend du temps, soit H (t ), l'op¶erateur d'¶evolution ob¶eit µa l'¶equation int¶egrale :

U(t; s) = I ¡ i

Z t

s

dt0H (t0) U(t 0; s) :

3.17 Soit un systµeme quantique de hamiltonien H (t) d¶ependant du temps. On suppose qu'il
existe une grandeur A conserv¶ee, au sens de la section 1, c'est-µa-dire dont les vecteurs
propres le restent au cours de leur ¶evolution (voir (3.1.7)). On se place dans le cas
simple oµu les spectres, tant deA que de H (t), sont non-d¶eg¶en¶er¶es.

a. Montrer que H (t) a les mêmes vecteurs propres queA et donc que

[[[A; H (t )]]] = 0 :

b. En d¶eduire que les hamiltoniens µa di®¶erents instants commutent :

[[[H (t ); H (s)]]] = 0 :

c. D¶emontrer que l'op¶erateur d'¶evolution s'¶ecrit dans ce cas

U(t 2; t1 ) = exp

µ
¡ i

Z t 2

t 1

dt H (t )

¶
:

d. Montrer que le hamiltonien (3.6.22) ob¶eit µa cette condition et retrouver ainsi les
r¶esultats de la section 6C.

3.18 On considµere les r¶esultats exp¶erimentaux sur la probabilit¶e de transfert de l'¶electron
dans la r¶eaction H + H + ! H+ + H (¯gure 3.4).

a. Montrer, d'aprµes la ¯gure 3.4b que la probabilit¶e de capture Pcap est µa peu prµes
donn¶ee par une fonction sinusoÄ³dale de l'inverse de la vitesse relative,v¡ 1 . (On
notera que cette sinusoÄ³de ne passe pas µa l'origine pourv¡ 1 = 0, mais qu'il s'agit
lµa d'un ph¶enomµene de haute ¶energie dont il n'est guµere surprenant que notre modµele
rudimentaire ne rende pas compte ; les limites du modµele expliquent aussi que la
probabilit¶e exp¶erimentale n'atteigne pas les bornes 0 et 1.) D¶eduire des r¶esultats
exp¶erimentaux une valeur num¶erique de la constante v0 de la formule (3.6.40).

b. La formule th¶eorique (3.6.38) permet de calculer ce coe±cient v0 µa partir des
courbes donnant les ¶energies des ¶etatsE f (d) = E0 ¡ K (d) et Ee(d) = E0 + K (d) en
fonction de la distance des deux protons, ¯gure 2.5 . Tirer de ces courbes une valeur
th¶eorique de la constante v0 et la comparer au r¶esultat exp¶erimental pr¶ec¶edent.
Voir les exercices suivants pour des perfectionnements du modµele.

3.19 Reprendre la description de la r¶eaction H + H + ! H+ + H dans le modµele d'ordre 2
perfectionn¶e oµu l'on tient compte : de la non-orthogonalit¶e des ¶etats de localisation de
la base, de la d¶ependance des ¶el¶ements de matrice diagonaux deH par rapport µa la
distance d, et de la r¶epulsion coulombienne des deux protons (chapitre 2, section 3E).
Montrer que la d¶ependance des probabilit¶es de capture et de ¯d¶elit¶e par rapport µa la
vitesse v est toujours donn¶ee par (3.6.40) mais oµu la constantev0 s'exprime en terme
de E0 et des fonctions K (d), F (d), S(d).
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3.20 On veut ra±ner encore l'analyse de la probabilit¶e de capture ¶electronique dans la
r¶eaction H + H + ! H+ + H, ¶etudi¶ee dans la section 6 et l'exercice 3.18 , en ten-
ant compte du fait que la trajectoire du proton incident ne passe pas exactement
par le proton cible et que de plus elle
est d¶evi¶ee d'un angleµ (¯gure ci-contre).
Cette d¶eviation est suppos¶ee petite et
la trajectoire est donc assimilable µa une
droite d¶e¯nie par le paramµetre d'impact b.

a. Montrer que la probabilit¶e de capture est toujours de la forme (3.6.40) mais avec
un coe±cient ¯ d¶ependant maintenant du paramµetre d'impact :

¯ (b) = 2

Z 1

b

dr K (r )
r

p
r 2 ¡ b2

(au lieu de (3.6.39)).

b. Soit U(r ) le potentiel e®ectif d'interaction (totale) entre les deux protons. En
¶evaluant le transfert de quantit¶e de mouvement transversal ¢ p? (suivant la nor-
male µa la trajectoire), montrer que l'angle de di®usion µ est approximativement
donn¶e par

µ =
¢ p?

p
=

1
E

Z 1

b

dr
³

¡
dU
dr

´ b
p

r 2 ¡ b2
;

oµu E = 1
2 mv 2 et p = mv sont l'¶energie et la quantit¶e de mouvement du proton

mobile. En d¶eduire que le paramµetre d'impact est une fonction du produit µE :

b = f (µE) :

c. Conclure, µa partir de a et b , que si l'on ¶etudie la probabilit¶e de capture µa ¶energie
donn¶ee en fonction de l'angle de d¶eviationµ, on s'attend µa observer des oscillations.
Comparer µa la ¯gure ci-contre qui donne les r¶esultats d'une exp¶erience men¶ee sur
la r¶eaction He+ + He ! He+ + He.
[Figure d'aprµes F.P. Ziemba & A. Russek, \Resonance Electron Exchange in Large-
Angle Scattering of He+ on He at keV Energies", Phys. Rev. 115 (1959), 922.]



Chapitre 4

Comportement spatial.
Position et quantit¶e de
mouvement

Ce chapitre est consacr¶e µa la description des propri¶et¶es spatiales des quan-
tons. Nous allons y ¶etudier les grandeurs physiques li¶ees au d¶eplacement dans
l'espace, au premier chef la position et la quantit¶e de mouvement, telles qu'elles
se pr¶esentent dans le formalisme hilbertien de la th¶eorie quantique.

Comme l'analyse de l'¶evolution temporelle au chapitre 3, celle du comporte-
ment spatial en th¶eorie quantique est essentiellement fond¶ee sur un principe de
sym¶etrie, ici, l'invariance par translation d'espace. Les deux premiµeres sections
introduisent sur cette base les op¶erateurs repr¶esentant les grandeurs \position"
et \quantit¶e de mouvement" d'un quanton. La troisiµeme concr¶etise la descrip-
tion de l'espace de Hilbert des ¶etats du quanton µa partir des amplitudes de
probabilit¶e en position et quantit¶e de mouvement | les \fonctions d'onde".
La quatriµeme section est consacr¶ee aux in¶egalit¶es de Heisenberg, formalis¶ees de
diverses fa»cons. La cinquiµeme section en¯n ¶etend µa l'espace µa trois dimensions
les r¶esultats jusque lµa volontairement limit¶es µa une dimension, et traite une
application concrµete de ces id¶ees : la mesure des \pro¯ls Compton".

1 Les translations d'espace
et la quantit¶e de mouvement

A Le groupe des translations

Nous supposons pour l'instant l'espace µa une dimension, et l'identi¯ons µa
la droite r¶eelle. Choisissons sur la droite une origine O et rep¶erons un point
quelconque M par son abscissex. On appellera \translation de longueur a",
l'op¶eration Ta qui transforme l'origine O en O' tel que OO0 = a (¯gure 4.1).
Dans cette op¶eration, l'abscissex d'un point quelconque M subit la transforma-
tion

Ta : x ! x0 = x ¡ a : (4.1.1)

1
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Fig. 4.1 { Translation spatiale
Sous l'e®et d'une translation spatiale Ta , l'origine O du repµere utilis¶e sur la droite D
est d¶ecal¶ee en O', tel que OO0 = a. Dans le nouveau repµere, l'abscissex0 d'un point M,
x0 = O 0M, est donn¶ee en fonction de son abscissex = OM dans l'ancien repµere par
x0 = x ¡ a:

Les translations forment d'¶evidence un groupeT µa un paramµetre additif et
continu1. On a la loi de composition

Ta0 ±Ta = Ta0+ a : (4.1.2)

Le groupe des translationsT est isomorphe au groupe additif des r¶eels.
Consid¶erons maintenant un systµeme quantique dans un certain ¶etat. Le

vecteur d'¶etat qui le d¶ecrit d¶epend ¶evidemment du repµere utilis¶e | tout comme
la coordonn¶ee de position d'une particule classique, on vient de le voir, d¶epend
du repµere par rapport auquel elle est d¶e¯nie. Soit doncv le vecteur d¶ecrivant le
systµeme quantique dans le repµere O, etv0 dans le repµere O'. Un autre ¶etat du
systµeme sera d¶ecrit par un vecteurw dans le repµere O, etw0 dans le repµere O'.
La probabilit¶e de transition entre ces deux ¶etats | notion qui est au c¾ur
des analyses th¶eoriques aussi bien que des ¶etudes exp¶erimentales en physique
quantique | est donn¶ee par j(w; v)j2 dans le repµere O, et parj(w0; v0)j2 dans
le repµere O'. A±rmer que la forme des lois qui gouvernent le systµeme est in-
variante par la translation qui relie les deux repµeres, c'est dire que cette prob-
abilit¶e ne doit pas d¶ependre du repµere dans lequel elle est ¶evalu¶ee, et que l'on
a donc j(w0; v0)j2 = j(w; v)j2. Ceci doit ¶evidemment valoir pour tout couple
d'¶etats. Nous sommes donc dans les conditions exactes du th¶eorµeme de Wigner
(chapitre 1, section 8), et pouvons en conclure µa l'existence d'un op¶erateur uni-
taire U(O0; O) qui repr¶esente, dans l'espace des ¶etats, le changement de repµere :

v0 = U(O0; O) v : (4.1.3)

Un argument absolument parallµele µa celui utilis¶e pour l'invariance par trans-
lation de temps (chapitre 3, section 1C) indique que, si le systµeme est isol¶e,
l'op¶erateur unitaire U(O0; O) ne peut d¶ependre s¶epar¶ement des deux repµeres O
et O', mais seulement de la translationTa qui les relie : O0 = TaO. Si en e®et,
nous avions utilis¶e un autre repµere au d¶epart, soit Q, et e®ectu¶e lamême trans-
lation Ta pour d¶e¯nir un nouveau repµere Q', nous aurions obtenu un op¶erateur
unitaire U(Q0; Q). Mais le systµeme ¶etudi¶e, ¶etant isol¶e, ne peut être sensible au

1Nous avons tout naturellement choisi un param¶etrage additif du groupe, chaque trans-
lation ¶etant rep¶er¶ee par sa longueur (plutôt que par le cube, par exemple, ou une fonction
quelconque de cette longueur). En fait, un th¶eorµeme ¶el¶ementaire mais puissant garantit, pour
tout groupe continu µa un paramµetre, l'existence d'une telle param¶etrisation. On trouvera un
¶enonc¶e, une d¶emonstration et une utilisation p¶edagogiques de ce th¶eorµeme dans J.-M. L¶evy-
Leblond & J.-P. Provost, \Additivity, Rapidity, Relativity", Am. J. Phys. 47 (1979), 1045.
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choix (arbitraire) du repµere initial, et ses propri¶et¶es de transformation par trans-
lation ne peuvent en d¶ependre. En d'autres termes, de la condition

U(TaO; O) = U(TaQ; Q) (4.1.4)

on d¶eduit que l'op¶erateur U ne d¶epend en fait que de la translationTa elle-
même | ou, plus simplement, de la longueur a de cette translation. On peut
donc ¶ecrire

U(TaO; O) = U(a) : (4.1.5)

En conclusion, un ¶etat repr¶esent¶e par le vecteur d'¶etatv 2 H est, aprµes la
translation Ta , repr¶esent¶e par un vecteurv0 2 H tel que

Ta : v ! v0 = U(a) v ; avec v; v0 2 H , (4.1.6)

oµu, r¶ep¶etons-le,U est un op¶erateur unitaire :

Uy(a) = U¡ 1(a) : (4.1.7)

Observons que dans le point de vuepassif que nous avons adopt¶e pour analyser
les invariances en th¶eorie quantique, la translationTa n'a®ecte pas le systµeme
physique lui-même, qui reste inchang¶e. Elle s'applique au r¶ef¶erentiel dans lequel
il est rep¶er¶e (changement d'origine : O! O0) de sorte que c'est ladescription
du systµeme qui est modi¯¶ee.

La multiplication des op¶erateurs unitaires f U(a)g doit repr¶esenter la com-
position additive (4.1.2) du groupe des translationsT :

U(a0) U(a) = U(a0+ a) : (4.1.8)

Comme pour le groupe des translations de temps au chapitre pr¶ec¶edent, nous
avons ici une repr¶esentation unitaire du groupe des translations d'espace.

Notons µa partir de (4.1.8) les propri¶et¶es ¶evidentes :

U(0) = I ; (4.1.9)

et
U ¡ 1(a) = U(¡ a) : (4.1.10)

B Le g¶en¶erateur, la quantit¶e de mouvement

Comme au chapitre pr¶ec¶edent encore (section 2C), µa la repr¶esentation uni-
taire du groupe des translations d'espace est associ¶e un g¶en¶erateurK , op¶erateur
hermitique dans l'espace des ¶etatsH , tel que

U(a) = exp( iKa ) : (4.1.11)

Pour des raisons que l'on explicitera ult¶erieurement (chapitre 5, section 4A),
la convention de signe adopt¶ee ici di®µere de celle choisie pour le cas temporel
(chapitre 3, section 2B).

On peut identi¯er la grandeur physique repr¶esent¶ee par l'op¶erateur hermi-
tique K en consid¶erant ses ¶etats propres. Soit ainsiuk un vecteur propre deK
de valeur propre k :

Ku k = kuk ; avecuk 2 H : (4.1.12)
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Sous l'e®et d'une translation Ta ce vecteur devient, suivant la rµegle g¶en¶erale
(4.1.6),

Ta : uk ! u0
k = U(a) uk : (4.1.13)

Compte tenu de l'expression (4.1.11) deU(a) et de la propri¶et¶e (4.1.12), il vient

u0
k = exp( iKa ) uk

= eika uk : (4.1.14)

Le vecteur u0
k ne di®µere deuk que par un facteur de phase. Il repr¶esente donc

le même ¶etat physique :les ¶etats propres deK sont invariants par translation .
C'est dire qu'ils sont indi®¶erents µa la position de l'origine des coordonn¶ees,
et ne privil¶egient aucun point particulier de l'espace. Ils sont donc totalement
d¶elocalis¶es. L'amplitude de transition d'un ¶etat uk vers un ¶etat quelconquev,
sous l'e®et d'une translationTa , se voit multipli¶ee par le facteur de phaseeika :

(v; u0
k ) = eika (v; uk ) ; (4.1.15)

et pr¶esente donc une d¶ependance harmonique ena. Cette d¶ependance, nous le
savons (Rudiments, chapitre 2, section 3C), est caract¶eristique des ¶etats propres
de la quantit¶e de mouvement ; la valeur de l'ondulationk ¯gurant dans le facteur
de phase harmoniqueeika s'identi¯e, au facteur ~ prµes, µa la valeur (propre)p
de la quantit¶e de mouvement :

p = ~k ; (4.1.16)

suivant la relation de de Broglie. Ainsi donc, l'op¶erateur K n'est-il autre, µa ~
prµes, que l'op¶erateurP repr¶esentant la quantit¶e de mouvement :

P = ~K : (4.1.17)

Comme nous en avons pris l'habitude, nous travaillerons d¶esormais avec un
systµeme d'unit¶es oµu la constante quantique est prise pour unit¶e d'action (~ = 1)
et identi¯erons donc l'op¶erateur quantit¶e de mouvementP et le g¶en¶erateur des
translations. Dans ce systµeme, l'op¶erateur unitaire de translation s'¶ecrit

U(a) = exp( iP a) ; (4.1.18)

et un ¶etat propre de P, up, d¶e¯ni par

P up = p up ; (4.1.19)

se transforme par translation en

u0
p = U(a) up = eipa up : (4.1.20)

2 La position
et la relation de commutation canonique

A Localisation, position et translations

En physique classique, une transformation de repµere modi¯e e®ectivement
la description d'un systµeme, c'est-µa-dire la valeur de certaines de ses grandeurs
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physiques, au premier chef sa position | c'est même ainsi que la translation
a ¶et¶e d¶e¯nie en (4.1.1). On peut de même penser qu'une translation modi¯era
les grandeurs physiques d'un quanton et en tout cas sa position | si une telle
grandeur existe. Nous ne savons encore rien sur la notion quantique de position,
et nous allons justement utiliser ses hypoth¶etiques propri¶et¶es de transformation
par translation pour la d¶e¯nir. Nous supposons donc qu'il existe, dans l'espace
des ¶etats du systµeme quantique ¶etudi¶e, un op¶erateur hermitiqueX repr¶esentant
sa position. Consid¶erons les ¶etats propresux de l'op¶erateur position X :

X u x = x ux : (4.2.1)

Un tel ¶etat ux possµede en propre une valeurx de la position et peut être dit
\localis¶e en x". Il semble raisonnable d'esp¶erer que ces ¶etats quantiques lo-
calis¶es se comportent, sous l'e®et d'une translation, comme les ¶etats localis¶es
(par essence) d'un objet classique. Autrement dit, nous conjecturons qu'un ¶etat
quantique localis¶e enx, soit ux , se transforme par une translationTa en un ¶etat
localis¶e en (x ¡ a), soit ux ¡ a , d¶emarquant ainsi la relation (4.1.1). La translation
¶etant e®ectu¶ee par l'op¶erateur unitaireU(a), nous voulons donc avoir

Ta : ux ! u0
x = U(a) ux = ux ¡ a : (4.2.2)

Il importe de comprendre le statut de cette hypothµese. Elle repose sur l'id¶ee
que la th¶eorie quantique, aussi profond¶ement di®¶erente soit-elle de la th¶eorie
classique, doit avoir avec elle certaines homologies structurelles, en particulier
quant µa ses aspects spatio-temporels. Sauf µa y être contraints par les faits |
mais tel n'est pas le cas |, nous supposons en e®et que le cadre spatio-temporel,
abstraitement d¶e¯ni par ses sym¶etries (translations, rotations...), a la même
structure pour la physique quantique que pour la physique classique oµu ce cadre
a ¶et¶e d'abord explicit¶e. Ce principe qui nous sert de guide heuristique pour la
construction de la th¶eorie quantique repose µa la v¶erit¶e sur l'id¶ee inverse que,
dans le passage de la th¶eorie quantique, consid¶er¶ee comme fondamentale, µa
son approximation par la th¶eorie classique, cette structure de l'espace-temps
n'est pas alt¶er¶ee. Les sym¶etries spatio-temporelles observ¶ees µa l'¶echelle classique
peuvent être alors utilis¶ees pour explorer le monde quantique sous-jacent. C'est
l'id¶ee que nous appliquons ici pour d¶egager la notion quantique de position.

Revenons donc µa la condition (4.2.2). L'¶etat localis¶eux ¡ a est ¶etat propre de
la position X :

X u x ¡ a = ( x ¡ a) ux ¡ a (4.2.3)

qui, d'aprµes (4.2.2), peut s'¶ecrire

X U (a) ux = ( x ¡ a) U(a) ux

= U(a) (X ¡ aI ) ux ; (4.2.4)

soit encore
U ¡ 1(a) X U (a) ux = ( X ¡ aI ) ux : (4.2.5)

Mais cette relation valant pour tous les ¶etatsux qui forment une base de l'espace
des ¶etats, elle implique une relation entre les op¶erateurs eux-mêmes :

U ¡ 1(a) X U (a) = X ¡ aI : (4.2.6)
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Nous allons bientôt montrer qu'il existe bien un op¶erateur position X satis-
faisant la propri¶et¶e fondamentale (4.2.6), qui nous permettra d'ailleurs de le car-
act¶eriser explicitement. Observons d'abord que cette relation a une cons¶equence
toute naturelle sur les propri¶et¶es spatiales d'un vecteur d'¶etat quelconquev. Soit
hX i v = hvjX jvi la valeur moyenne de la position dans l'¶etatv. Aprµes une trans-
lation Ta , le systµeme est d¶ecrit par un nouveau vecteurv0 = U(a) v et la valeur
moyenne de sa position devienthX i v0 = hv0jX jv0i . Ces deux valeurs moyennes
sont trµes simplement reli¶ees, en vertu de (4.2.6) :

hv0jX jv0i =
£
hvjUy(a)

¤
X

£
U(a)jvi

¤

= hvjU ¡ 1(a) X U (a)jvi

= hvj(X ¡ aI )jvi = hvjX jvi ¡ ahvjI jvi : (4.2.7)

Soit :
hX i v0 = hX i v ¡ a ; (4.2.8)

oµu l'on reconnâ³t l'¶equivalent de la transformation classique de la position (4.1.1).
Alternativement, si comme le suggµere l'¶equation (4.2.6) on d¶e¯nit l'op¶erateur

X 0 := U¡ 1(a) X U (a) ; (4.2.9)

la relation (4.2.8) peut se r¶e¶ecrire

hX 0i v = hX i v ¡ a : (4.2.10)

La transformation de la valeur moyenne de la position est donc susceptible
des deux formulations (4.2.8) et (4.2.10) qui sont les exacts homologues des
formulations de SchrÄodinger et de Heisenberg pour les translations temporelles
(voir exercice 3.8).

B La relation de commutation canonique

Puisque l'op¶erateur unitaire U(a) est engendr¶e par l'op¶erateur quantit¶e de
mouvement P, selon (4.1.18), la propri¶et¶e de translation deX (4.2.6) implique
une relation sp¶eci¯que entreX et P. D'aprµes la d¶e¯nition même de l'exponen-
tielle (chapitre 1, section 3), on r¶e¶ecrit (4.2.6) sous la forme d¶evelopp¶ee

¡
I ¡ iaP + 1

2 (¡ iaP )2 + ¢ ¢ ¢
¢
X

¡
I + iaP + 1

2 (iaP )2 + ¢ ¢ ¢
¢

= X ¡ aI : (4.2.11)

Le membre de gauche peut être r¶eordonn¶e suivant un d¶eveloppement en s¶erie
en a. D'aprµes la formule de Campbell-Baker-Hausdor® (exercice1.30) :

X + ia[[[X; P ]]] +
(ia)2

2
[[[[[[X; P ]]]; P]]] + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+
(ia)n

n!
[[[ : : : [[[[[[X; P ]]]; P]]] : : : ; P]]] + ¢ ¢ ¢= X ¡ aI :

(4.2.12)

Cette ¶egalit¶e doit valoir pour toute translation a ; on peut donc identi¯er les
termes des deux membres µa chaque ordre ena. Au premier ordre, il vient

[[[X; P ]]] = iI : (4.2.13)
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R¶esultat remarquable, cette identit¶e n¶ecessaire su±t aussi puisqu'elle entrâ³ne
la validit¶e automatique de la condition au second ordre :

[[[[[[X; P ]]]; P]]] = 0 (4.2.14)

| et, de même, µa tous les ordres suivants. Ainsi la propri¶et¶e de translation glob-
ale (4.2.6) deX est-elle ¶equivalente µa son expression locale, µa savoir la relation
(4.2.13) donnant le commutateur deX avec le g¶en¶erateurP des translations.
Cette relation est appel¶ee \relation de commutation canonique"2, µa cause tant
de l'importance fondamentale des op¶erateursX et P, que de la simplicit¶e de
leur commutateur, multiple de l'identit¶e. De fa»con g¶en¶erale, deux op¶erateursA
et B li¶es par une relation de commutation canonique

[[[A; B ]]] = iI (4.2.15)

sont dits \conjugu¶es" ; nous dirons ¶egalement qu'ils constituent une \paire canon-
ique".

Notre discussion n'a pas ¶et¶e men¶ee avec une grande rigueur math¶ematique.
En particulier, les op¶erateursX et P n'¶etant pas born¶es (on le verra plus loin),
ils ne peuvent être d¶e¯nis sur tout l'espace de HilbertH . C'est l'une des raisons
pour lesquelles on pr¶efµere parfois travailler avec les op¶erateurs unitaires obtenus
par exponentiation µa partir de P et de X , soit U(a) donn¶e par (4.1.18), etV (q)
d¶e¯ni de la même fa»con par

V (q) := exp( iXq ) : (4.2.16)

Une autre raison tient ¶evidemment µa la signi¯cation physique directe de ces op¶e-
rateurs. L'op¶erateur U(a) repr¶esente en e®et, par construction même, l'action
des translations spatiales dans l'espace des ¶etatsH . Quant µa V(q), il est facile
de montrer (exercice4.1) qu'il entretient avec P une relation analogue µa celle
de U(a) avec X , donn¶ee par (4.2.6), µa savoir :

V ¡ 1(q) P V(q) = P + qI : (4.2.17)

Autrement dit, V (q) \translate" la quantit¶e de mouvement ; il est directement li¶e
aux changements de r¶ef¶erentiels galil¶eens, comme nous le verrons au chapitre 5.
Les op¶erateursU(a) et V (q) satisfont une relation, dite \de Weyl"

V ¡ 1(q) U ¡ 1(a) V (q) U(a) = e¡ iqa I (4.2.18)

(exercice 4.2). Cette relation est alg¶ebriquement ¶equivalente µa la relation de
commutation canonique, mais, mettant en jeu des op¶erateurs unitaires, donc
born¶es, il est plus facile de la traiter avec la rigueur math¶ematique ¶eventuellement
souhait¶ee.

La non-commutativit¶e de X et P exprime de fa»con condens¶ee la sp¶eci¯cit¶e
des notions de position et de quantit¶e de mouvement en th¶eorie quantique, et,
en particulier, leur incompatibilit¶e : aucun ¶etat propre de la position (¶etat lo-
calis¶e) ne peut être en même temps ¶etat propre de la quantit¶e de mouvement. Ce
caractµere sp¶eci¯quement quantique se lit clairement sur la relation de commuta-
tion canonique si l'on y r¶etablit la constante quantique ; l'analyse dimensionnelle

2Du grec ·®º ¶!º (kan_on) = rµegle.
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montre directement, puisque le commutateur [[[X; P ]]] a la dimension d'une action,
qu'elle doit s'¶ecrire

[[[X; P ]]] = i~I : (4.2.19)

L'in¶egalit¶e de Heisenberg spatiale qui exprime l'incompatibilit¶e deX et P (voir
Rudiments, chapitre 3, section 2B) peut d'ailleurs se d¶emontrer rigoureusement
µa partir de la relation de commutation canonique (voir section 4 ci-dessous).
L'incompatibilit¶e de X et P entrâ³ne ipso facto celle deX avec toute fonction
de P , et r¶eciproquement. Il est aussi int¶eressant qu'ais¶e d'¶ecrire les relations de
commutation qui expriment ce fait (exercice 4.3).

En¯n, il r¶esulte de la non-commutativit¶e de X et P qu'il faut prendre garde
µa l'¶ecriture, en th¶eorie quantique, de toute grandeur physique que, par analogie
avec la m¶ecanique classique, on souhaiterait exprimer comme fonction de la posi-
tion et de la quantit¶e de mouvement. Ainsi, diverses expressions classiques d'une
même fonction dex et p (µa titre d'exemple : x2p, xpx, px2) conduisent µa des
expressions quantiques (iciX 2P, XPX , PX 2) qui d¶e¯nissent des op¶erateurs
di®¶erents. Se posent donc des problµemes d'ordre pour l'¶ecriture de telles ex-
pressions. De plus, sif (x; p) est une grandeur classique, l'expressionf (X; P )
fournit un op¶erateur qui n'est en g¶en¶eral pas hermitique et ne peut repr¶esenter
une grandeur quantique (exercices4.4 et 4.5).

Le caractµerecanonique de la relation de commutation (4.2.13) tient essen-
tiellement µa ce que tout op¶erateur dans l'espace de HilbertH oµu sont d¶e¯nis X
et P peut s'exprimer en termes deX et P. Les grandeursX et P , munies de
leur relation de commutation canonique, su±sent µa d¶e¯nir un modµele coh¶erent
et complet du systµeme quantique : le quanton unidimensionnel sans spin. Dans ce
cas, toute grandeur ne peut être qu'une fonction deX et P. Nous ne d¶emontrerons
pas cet ¶enonc¶e, ce qui exigerait d'abord de lui donner, ainsi qu'µa toute la discus-
sion pr¶ec¶edente, un statut math¶ematique beaucoup plus rigoureux. Nous nous
contenterons de le rendre plausible plus loin (section 3G).

Nous pouvons cependant dµes maintenant justi¯er ce r¶esultat en termes g¶en¶eraux.
Consid¶erons pour commencer deux op¶erateurs hermitiques qui commutent :

[[[A; B ]]] = 0 : (4.2.20)

Comme nous l'avons vu (chapitre 1, section 6), ils ont mêmes vecteurs propres.
Tout op¶erateur qui s'exprime µa partir de A et B , soit f (A; B ), a encore les mêmes
vecteurs propres, et commute avecA et B . Deux op¶erateurs qui commutent ne
peuvent donc engendrer que les op¶erateurs qui commutent avec eux | soit a
priori un tout petit sous-ensemble des op¶erateurs dans l'espace de HilbertH .
Supposons maintenant queA et B ne commutent pas, soit

[[[A; B ]]] = iC ; (4.2.21)

et que leur commutateur C (µa i prµes) ait un certain nombre de valeurs propres
nulles. Les vecteurs propres correspondants forment une base pour un sous-
espaceh ½ H. La restriction, µa ce sous-espace d'un op¶erateurf (A; B ) y com-
mute avec les restrictions deA et B . Autrement dit, les restrictions µa h des
fonctions deA et B ne forment encore qu'un petit sous-ensemble des op¶erateurs
dansh (restriction des op¶erateurs dansH). Pour d¶epasser cette limitation, il faut
donc que le commutateurC n'ait aucune valeur propre nulle. Les plus simples
de tels op¶erateurs, et les plus \naturels", sont ceux dont toutes les valeurs pro-
pres sont ¶egales, autrement dit les multiples de l'identit¶e.µA un facteur d'¶echelle
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prµes, nous retrouvons donc pourA et B la relation de commutation canonique
comme condition n¶ecessaire plausible pour que les fonctions deA et B four-
nissent tous les op¶erateurs deH | pour autant qu'il soit possible de trouver
deux tels op¶erateurs. Nous avons vu au chapitre 1, section 6D, que la relation
de commutation canonique ¶etait ¶egalement une condition su±sante. Et nous
reprendrons cette question sous une forme plus concrµete un peu plus loin (sec-
tion 3G).

Concluons par une cons¶equence simple et souvent utile du caractµere canon-
ique des op¶erateursX et P, µa savoir : tout op¶erateur A, d¶e¯ni dans le même
espace queX et P et commutant avec eux, est un multiple de l'identit¶e :

(
[[[A; X ]]] = 0 ;

[[[A; P ]]] = 0 ;
=) A = ®I (4.2.22)

(voir exercice 4.7). Les op¶erateursX et P munis de leur commutateur (4.2.13)
constituent un ensemble irr¶eductible (chapitre 1, section 6D) ; ils su±sent pour
d¶e¯nir un espace de Hilbert oµu tout op¶erateur est fonction deX et P.

3 R¶ealisations \ x" et \ p"

A Les spectres de X et P

Une des premiµeres cons¶equences de la relation de commutation canonique
(4.2.13) est quele spectre de chacun des op¶erateursX et P est continu et s'¶etend
µa la droite entiµere. Nous l'avons d¶ejµa pratiquement ¶etabli dans la section 2A.
Reprenons cet argument µa l'envers en introduisant la notation de Dirac que
nous allons utiliser d¶esormais. Soitjxi un ¶etat propre deX correspondant µa une
valeur propre x :

X jxi = xjxi : (4.3.1)

Consid¶erons l'¶etat obtenu par la translation Ta , soit jx0i = U(a) jxi . Alors,
d'aprµes (4.2.6) :

X U (a) jxi = U(a) (X ¡ aI )jxi

= ( x ¡ a) U(a) jxi : (4.3.2)

Autrement dit, U(a) jxi est aussi un ¶etat propre deX , soit jx0i avec la valeur
propre x0 = x ¡ a. L'interpr¶etation physique est claire : jxi est un ¶etat localis¶e au
point d'abscissex, qui sous l'action de l'op¶erateur de translationU(a) se trans-
forme en un ¶etat localis¶e au même point, mais rep¶er¶e maintenant par l'abscisse
x0 = x ¡ a :

jx0i := U(a) jxi = jx ¡ ai : (4.3.3)

En faisant varier a, on obtient donc, µa partir d'une valeur propre x quelconque,
l'ensemble des nombres r¶eels pour valeurs propres. En utilisant la relation homo-
logue µa (4.2.6) pourP, soit (4.2.17), pour des ¶etats propresup de P, on obtient
le même r¶esultat pour l'op¶erateur P. µA vrai dire (4.3.2) montre uniquement
que le vecteurU(a) jxi correspond aumême ¶etat que jx ¡ ai ; ces deux vecteurs
peuvent di®¶erer par une phase. Nous consid¶erons ici le choix le plus simple, cor-
respondant µa (4.3.3), mais examinerons (voir exercice4.17 ) les cons¶equences
d'un choix plus g¶en¶eral.
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Ce r¶esultat est satisfaisant sur le plan de l'interpr¶etation physique, puisqu'il
signi¯e que tous les points de la droite sont des localisations possibles pour
un quanton et que sa quantit¶e de mouvement peut prendre n'importe quelle
valeur (propre). Cependant, la nature continue des spectres deX et P empêche
bien ¶evidemment de les r¶ealiser comme op¶erateurs hermitiques dans un espace
de Hilbert de dimension ¯nie, oµu ils n'auraient par hypothµese qu'un nombre
¯ni de valeurs propres, soit un spectre ¯ni (donc discret). Nous allons donc
n¶ecessairement devoir utiliser un espace de Hilbert de dimension in¯nie pour
r¶ealiser ces op¶erateurs.

B Les ¶etats propres de X

Le caractµere continu du spectre deX entrâ³ne l'existence d'une famille con-
tinue d'¶etats propres fj xig . Il est clair que cette famille ne peut former une base
de l'espace de Hilbert, au sens usuel, puisque une base, même si l'espace est de di-
mension in¯nie, est discrµete, d¶enombrable. Rappelons que sifj »n i ; n = 0 ; 1; : : :g,
est une telle base orthonorm¶ee,

h»n j»n 0i = ±nn 0 ; (4.3.4)

la relation de compl¶etude

I =
1X

n =0

j»n ih»n j (4.3.5)

permet de d¶ecomposer tout vecteur de l'espace de Hilbert sur la base en question
suivant :

jvi =
1X

n =0

j»n ih»n jvi : (4.3.6)

Dans le cas de la famille continue des vecteurs propres deX , nous devons
g¶en¶eraliser ces id¶ees. Il reste vrai tout d'abord, que deux ¶etats propres distincts
sont orthogonaux. En e®et de l'hermiticit¶e de l'op¶erateurX , on tire

hx0jX jxi = xhx0jxi ;

= x0hx0jxi ;
(4.3.7)

suivant que l'op¶erateur agit sur le ket ou le bra. D'oµu

(x ¡ x0)hx0jxi = 0 ; (4.3.8)

et donc
hx0jxi = 0 ; si x 6= x0 : (4.3.9)

On est naturellement conduit µa tenter de remplacer, dans la relation de com-
pl¶etude, la somme par une int¶egrale :

I =
Z + 1

¡1
dx jxihxj : (4.3.10)

Un vecteur quelconque s'¶ecrira alors3

jvi =
Z

dx jxihxjvi ; (4.3.11)

3Sauf mention explicite du contraire, toutes les int¶egrales s'¶etendent µa la droite entiµere et
nous n'indiquerons plus les bornes d'int¶egration.
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et sera d¶e¯ni par une in¯nit¶e de \composantes" hxjvi . De la relation (4.3.11) on
tire

hx0jvi =
Z

dx hx0jxihxjvi : (4.3.12)

La \fonction" hx0jxi pr¶esente donc cette particularit¶e, quand on intµegre son
produit avec une fonction quelconque dex, v(x) = hxjvi , de fournir la valeur de
cette fonction au point x0. En particulier :

v(x0) =
Z

dx hx0jxi v(x) : (4.3.13)

On reconnâ³t enhx0jxi la distribution de Dirac (invent¶ee µa cette occasion),

hx0jxi = ±(x0 ¡ x) ; (4.3.14)

dont les propri¶et¶es sont :

±(x) =

(
0 ; x 6= 0 ;

1 ; x = 0 ;
Z

dx ±(x) = 1 :

(4.3.15)

De même qu'il faut pour inclure ± ¶elargir la notion habituelle de fonction, de
même nous pouvons accepter la famille d'¶etatsfj xig en ¶elargissant la notion de
base | et de vecteurs. Dans une telle base continueen particulier, les vecteurs
sont bien orthogonaux, d'aprµes (4.3.9), mais non norm¶es, ni même normalisables,
puisque

hxjxi = ±(0) = 1 : (4.3.16)

µA proprement parler donc, ce ne sontpas des vecteurs de l'espace de Hilbert |
mais il n'empêche que tout vecteur de l'espace de Hilbert peut s'¶ecrire comme
combinaison lin¶eaire desfj xig (voir (4.3.11)), ce qui montre bien l'importance
physique de ces ¶etats localis¶es. (On rencontre la même situation lorsque, par
transformation de Fourier, on d¶eveloppe une fonction de carr¶e sommable sur la
base des fonctions harmoniquesf eikx g qui, elles, ne sont pas de carr¶e sommable.)

Math¶ematiquement, la distribution de Dirac, aussi bien que les \vecteurs
g¶en¶eralis¶es"jxi peuvent s'obtenir comme limites d'entit¶es math¶ematiques plus
usuelles. Ainsi, l'on peut par exemple ¶ecrire±(x) = lim ®!1 f ®(x) avec f ®(x) =
(®=¼)1=2 e¡ ®x 2

; les fonctions f ® sont des gaussiennes normalis¶ees de plus en
plus concentr¶ees et pointues µa mesure que® ! 1 (¯gure 4.2, exercice4.8).
Rappelons aussi la trµes utile repr¶esentation

±(x) = 1
2¼

Z
dp eipx : (4.3.17)

C Les fonctions d'onde

Dans la \base g¶en¶eralis¶ee"fj xig un vecteur d'¶etat quelconque est caract¶eris¶e
par l'ensemble de ses composantes g¶en¶eralis¶ees, d'aprµes la d¶ecomposition (4.3.11).
On pr¶efµerera ici noter j' i le vecteur d'¶etat, de fa»con µa insister sur le caractµere
fonctionnel de l'amplitude de localisation spatiale :

' (x) := hxj' i : (4.3.18)
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Fig. 4.2 { De Gauss µa Dirac
La fonction gaussienne norm¶ee µa l'unit¶e f ®(x) = ¼¡ 1=2 ®1=2 e¡ ®x 2

lorsque ® crô³t
montre un pic de plus en plus ¶etroit et ¶elev¶e : sa largeur (quelle qu'en soit la d¶e¯nition)
varie comme ®¡ 1=2 et sa hauteur comme ®1=2 . µA la limite oµu ® ! 1 , elle d¶e¯nit la
distribution de Dirac.

C'est bien lµa ce que nous avons appel¶e lafonction d'onde de l'¶etat (Rudiments,
chapitre 5, section 2).

Du d¶eveloppement (4.3.11) on tire imm¶ediatement

h' 0j' i =
Z

dx h' 0jxihxj' i ; (4.3.19)

soit

h' 0j' i =
Z

dx ' 0(x) ' (x) ; (4.3.20)

et, en particulier, pour un vecteur d'¶etat norm¶e :

h' j' i =
Z

dx j' (x)j2 = 1 : (4.3.21)

Les fonctions d'onde sont donc des fonctions de carr¶e sommable normalis¶ees.
Notons au passage qu'une fonction, pour être de carr¶e sommable, doit ten-
dre vers z¶ero µa l'in¯ni en un certain sens, µa savoir presque partout (voir µa
ce propos l'exercice4.9). L'ensemble des fonctions de carr¶e sommable forme
un espace de Hilbert oµu le produit scalaire est donn¶e par (4.3.20). Du point
de vue physique, la nature continue de la base g¶en¶eralis¶eefj xig empêche que
' (x) = hxj' i soit interpr¶et¶ee comme une simple amplitude de probabilit¶e. En
fait, on sait que jhxj' ij 2 est la densit¶e de probabilit¶e de localisation enx. On
con»coit alors pourquoi les \¶etats de localisation"jxi eux-mêmes n'appartien-
nent pas µa l'espace de Hilbert des ¶etats µa proprement parler : ils repr¶esentent
des ¶etats localis¶es en un point, ayant une densit¶e de probabilit¶e nulle partout
sauf en ce point oµu elle est in¯nie (c'est une distribution de Dirac). Ces ¶etats
localis¶es peuvent être approch¶es par des fonctions d'onde de plus en plus con-
centr¶ees autour de ce point (par exemple, la gaussienne (®=¼)1=4 e¡ ®x 2 =2 quand
® ! 1 d¶ecrit un ¶etat propre localis¶e enx = 0).

On peut donc concr¶etiser l'espace de Hilbert des ¶etats en se donnant un ¶etat
j' i par l'ensemble des amplitudeshxj' i , ses \composantes" dans la \base"fj xig .
L'¶etat est alors repr¶esent¶e par sa fonction d'onde' (x) = hxj' i , et l'espace de
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Hilbert abstrait H est concr¶etis¶e comme espace des fonctions de carr¶e sommable
de la variable de position x. Nous noteronsH x cette \r¶ealisation en x" de H.
L'espace des ¶etats ainsi obtenu est de dimension in¯nie ; il est d'ailleurs facile de
voir a priori que la relation de commutation canonique ne peut pas être r¶ealis¶ee
dans un espace de Hilbert de dimension ¯nie (exercice1.35).

Les mêmes consid¶erations peuvent être d¶evelopp¶ees µa partir des ¶etats propres
de l'op¶erateur P ; ils forment une base g¶en¶eralis¶eefj pig qui fournit une d¶ecom-
position de l'identit¶e,

I =
Z

dpjpihpj ; (4.3.22)

µa partir de laquelle on peut ¶ecrire un vecteur d'¶etat quelconquej' i sous la forme

j' i =
Z

dp jpihpj' i : (4.3.23)

L'¶etat j' i est alors repr¶esent¶e par ses \composantes" dans la \base"fj pig , c'est-
µa-dire par la \fonction d'onde en quantit¶e de mouvement"

b' (p) := hpj' i : (4.3.24)

Ces fonctions, de carr¶e sommable, d¶e¯nissent un espace de Hilbert oµu le produit
scalaire, de fa»con tout µa fait analogue µa (4.3.20), est donn¶e par

h' 0j ' i =
Z

dp b' 0(p) b' (p) : (4.3.25)

On obtient ainsi la \r¶ealisation en p" de H, que nous noteronsH p. Physiquement,
j b' (p)j2 fournit la densit¶e de probabilit¶e en quantit¶e de mouvement. Nous verrons,
aprµes avoir g¶en¶eralis¶e le formalisme µa trois dimensions, comment cette densit¶e
de probabilit¶e en quantit¶e de mouvement, pour des ¶electrons atomiques par
exemple, est directement accessible µa l'exp¶erience (section 5D ci-dessous).

D R¶ealisations de X et P

Pour chacune des r¶ealisations, dansH x et H p, les op¶erateursX et P pren-
nent une forme assez simple. Consid¶erons tout d'abord la r¶ealisation \x". Pour
y pr¶eciser la forme de l'op¶erateurX , il su±t d'¶etablir son action sur les fonc-
tions d'onde, c'est-µa-dire relier la fonction d'onde du vecteurX j' i µa celle du
vecteur j' i . Autrement dit, il nous faut calculer l'amplitude hxjX j' i en termes
de l'amplitude hxj' i . Or, en vertu de l'hermiticit¶e de X et du fait que jxi est ¶etat
propre de X , il vient simplement, en faisant agir l'op¶erateur X sur le bra hxj :

hxjX j' i = xhxj' i ; (4.3.26)

que nous ¶ecrirons encore
X' (x) = x ' (x) : (4.3.27)

(Le premier membre est µa comprendre comme la valeur au pointx de la fonction
X' | on pourrait le noter plus explicitement ( X' )(x).) L'action de l'op¶erateur X
sur les fonctions d'onde enx est tout simplement la multiplication par la vari-
able x. On peut ¶ecrire plus briµevement

H x : X = x £ : (4.3.28)
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¶Etablissons maintenant la forme dansH x de l'op¶erateur P . Partons pour cela de
l'action connue (4.3.3) de l'op¶erateur de translation sur les ¶etats propres deX ,
et calculons le produit scalairehxjU(a) j' i oµu, suivant la convention, l'op¶erateur
agit µa droite :

hxj U(a) j' i = h' j Uy(a) jxi

= h' j U¡ 1(a) jxi = h' j U(¡ a) jxi = h' jx + ai

= hx + aj' i : (4.3.29)

En terme de fonctions d'onde, cette relation s'¶ecrit :

U(a) ' (x) = ' (x + a) : (4.3.30)

Introduisant maintenant le g¶en¶erateur P et d¶eveloppant les deux membres en
s¶erie entiµere dea, on obtient

¡
I + iaP + O(a2)

¢
' (x) = ' (x) + a

d'
dx

+ O(a2) : (4.3.31)

Identi¯er les termes au premier ordre su±t pour voir que

P ' (x) = ¡ i
d'
dx

: (4.3.32)

Ainsi, l'op¶erateur P dans la r¶ealisation \x" agit par simple d¶erivation | au
coe±cient ¡ i prµes :

H x : P = ¡ i
d
dx

: (4.3.33)

Il est ais¶e de v¶eri¯er directement que les op¶erateursX et P dans la r¶ealisation \x"
satisfont la relation de commutation canonique (4.2.13) :

[[[X; P ]]]' = ( XP ¡ PX )' = X (P ' ) ¡ P(X' )

= x
¡
¡ i

d'
dx

¢
+ i

d
dx

(x' ) = ¡ ix
d'
dx

+ ix
d'
dx

+ i'

= i' : (4.3.34)

On v¶eri¯e directement aussi que les r¶ealisations (4.3.28) et (4.3.33) deX et P
sont bien hermitiques dansH x (grâce µa la pr¶esence a priori paradoxale du fac-
teur i dans l'expression deP | voir exercice 4.10).

Il est ais¶e maintenant, en suivant la même d¶emarche, d'¶etablir la forme des
op¶erateursX et P dans la r¶ealisation \p". Leurs rôles sont invers¶es,X agissant
par d¶erivation et P par multiplication :

Hp : P = p£ ; (4.3.35)

et

H p : X = i
d
dp

: (4.3.36)

On voit clairement sur les expressions deX et P, par exemple dansH x

(4.3.28) et (4.3.33), les problµemes que pose une d¶e¯nition math¶ematique rigoureuse
de ces op¶erateurs. Il faut en e®et que les fonctions r¶esultant de leur action sur
une fonction ' (x), respectivement x ' (x) et ¡ i d'= dx, appartiennent encore
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µa H x , c'est-µa-dire soient de carr¶e sommable.µA proprement parler, X et P ne
peuvent s'appliquer µa tout vecteur de H et possµedent chacun un \domaine"
strictement inclus dans H. Heureusement ces domaines sontdensesdans H, ce
qui permet le plus souvent de \faire comme si" il n'y avait pas de di±cult¶es.4

E La transformation de Fourier

Reste µa ¶etablir le lien entre les deux r¶ealisations \x" et \ p". Pour cela, il su±t
d'exprimer la fonction d'onde en p d'un ¶etat j' i , b' (p) = hpj' i , en termes de sa
fonction d'onde en x, ' (x) = hxj' i . µA partir de la relation g¶en¶erale (4.3.11), il
vient

hpj' i =
Z

dx hpjxihxj' i : (4.3.37)

Il nous faut connâ³tre les amplitudeshpjxi . Calculons l'amplitude hpjX jxi de
deux fa»cons di®¶erentes. D'une part, en r¶ealisation \p", on a

hpjX jxi = i
d
dp

hpjxi : (4.3.38)

D'autre part, en utilisant la r¶ealisation \ x" :

hpjX jxi = hxjX jpi = xhxjpi

= xhpjxi : (4.3.39)

Soit encore :

i
d
dp

hpjxi = xhpjxi : (4.3.40)

Cette ¶equation di®¶erentielle s'intµegre imm¶ediatement pour fournir

hpjxi = A e¡ ipx : (4.3.41)

Par conjugaison, on en d¶eduit les amplitudes

hxjpi = A eipx : (4.3.42)

La constanteA est dict¶ee par la condition de normalisation ¶etendue (4.3.14) que
l'on peut ¶ecrire

±(x0 ¡ x) = hx0jxi

=
Z

dphx0jpihpjxi = jAj2
Z

dp e¡ ip (x 0¡ x )

= jAj2 2¼ ±(x0 ¡ x) ; (4.3.43)

oµu l'on a utilis¶e la formule (4.3.17). La phase deA ¶etant arbitraire, on choisit
cette constante r¶eelle :

A = 1p
2¼

: (4.3.44)

4Ces questions sont discut¶ees dans l'article p¶edagogique de G. Bonneau, J. Faraut & G. Va-
lent, \Self-adjoint extensions of operators and the teaching of quantum mechanics", Am. J.
Phys. 69 (2001), 322. Voir aussi exercice 5.10 .
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R¶esumons nos r¶esultats :
(

hpjxi = 1p
2¼

e¡ ipx ;

hxjpi = 1p
2¼

eipx :
(4.3.45)

La signi¯cation physique de ces expressions est claire et d¶ejµa connue (Rudiments,
chapitre 5) : les ¶etats propres deP, par exemple, sont caract¶eris¶es par leur
d¶elocalisation et leur harmonicit¶e spatiale, propri¶et¶es que traduit directement la
forme \ondulatoire" de leurs amplitudes spatiales (deuxiµeme ¶equation (4.3.45)).

Observons aussi quetoutes les amplitudeshpjxi ont même module (ind¶epen-
dant de p et de x) : ¯

¯hpjxi
¯
¯ = 1p

2¼
= Cte : (4.3.46)

Il n'existe donc aucun ¶etat propre deP qui soit plus ou moins \proche" qu'un
autre de tel ou tel ¶etat propre de X : les deux ensembles d'¶etats propresfj xig
et fj pig sont collectivement aussi distincts l'un de l'autre que possible. C'est lµa
une autre fa»con de comprendre pourquoiX et P su±sent µa exprimer tous les
op¶erateurs deH.

Revenant µa la relation entre H x et Hp , on peut maintenant ¶ecrire (4.3.37)
sous la forme

b' (p) = 1p
2¼

Z
dx e¡ ipx ' (x) : (4.3.47)

C'est donc la transformation de Fourier F qui relie la fonction d'onde en x µa
celle enp. Nous ¶ecrirons simplement (4.3.47) sous la forme

b' = F ' : (4.3.48)

R¶eciproquement, on passe deb' µa ' par la transformation de Fourier inverse

' (x) = 1p
2¼

Z
dx eipx ' (p) (4.3.49)

ou, plus briµevement,
' = F ¡ 1 b' : (4.3.50)

Ce dernier r¶esultat d¶ecoule directement de la constatation que la relation de
commutation canonique (4.2.13) est inchang¶ee si on ¶echangeX et P en changeant
simultan¶ement i en ¡ i .

La dualit¶e des deux r¶ealisations \x" et \ p", li¶ees par la transformation de
Fourier, permet une grande souplesse de calculs. Donnons-en un exemple. On a
souvent µa calculer la valeur moyenne de l'op¶erateurP dans un certain ¶etat ' , soit
que l'on cherche µa ¶evaluer la dispersion quadratique ¢' P =

¡
hP 2i ' ¡ h Pi 2

'

¢1=2
,

soit que l'on s'int¶eresse µa l'¶energie cin¶etique d'un quanton qui est donn¶ee, comme
en m¶ecanique classique, parP2=2m. Les deux r¶ealisations (4.3.33) et (4.3.35)
de P permettent d'exprimer la valeur moyennehP 2i ' , soit µa partir de la fonction
d'onde en quantit¶e de mouvementb' ,

hP2i ' =
Z

dp b' (p) P2 b' (p)

=
Z

dp p2
¯
¯ b' (p)

¯
¯2

; (4.3.51)
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soit µa partir de la fonction d'onde en position ' (x). Dans ce dernier cas, l'her-
miticit¶e de P, qui permet les trois ¶ecritures

hP2i ' = ( '; P 2 ' ) ;

= ( P '; P ' ) ;

= ( P2 '; ' ) ;

(4.3.52)

amµene aux trois expressions suivantes :

hP2i ' = ¡
Z

dx ' (x)
d2 '
dx2 ;

=
Z

dx
¯
¯
¯
d'
dx

¯
¯
¯
2

;

= ¡
Z

dx
d2 '
dx2 ' (x) :

(4.3.53)

La seconde est souvent la plus commode ; elle met en lumiµere la positivit¶e de
l'op¶erateur P2.

Les r¶ealisations \x" et \ p" permettent de rendre plus concrµetes certaines
consid¶erations g¶en¶erales sur les ¶etats d'un quanton, en particulier, leurs trans-
formations par r¶e°exion d'espace ou renversement du temps (exercices4.11 et
4.12).

Mentionnons encore un problµeme directement li¶e µa l'incompatibilit¶e deX
et P , et que la transformation de Fourier permet d'¶etudier. L'existence des den-
sit¶es de probabilit¶e en position½(x) = j' (x)j2 et en quantit¶e de mouvement
¾(p) = j b' (p)j2, amµene µa se demander s'il n'existerait pas une r¶epartition de
probabilit¶e conjointe ¹ (x; p) pour les deux grandeurs, qui redonnerait½(x) et
¾(p) comme densit¶es marginales. Or une telle fonction conf¶ererait µa la th¶eorie
quantique un statut identique µa celui d'une th¶eorie probabiliste classique et en
particulier, ne laisserait de place µa l'incompatibilit¶e des deux grandeurs con-
cern¶ees qu'au prix de contraintes suppl¶ementaires. Il est donc exclu de trouver
une r¶epartition conjointe qui ait toutes les propri¶et¶es d'une densit¶e classique.
N¶eanmoins, il existe des \quasi-densit¶es conjointes" dont l'int¶erêt conceptuel est
grand et l'utilit¶e r¶eelle pour ¶etudier certains problµemes de statistique quantique.
L'exercice 4.13 pr¶ecise ces id¶ees.

Nous r¶esumons l'essentiel des r¶esultats pr¶ec¶edents dans le tableau4.1.

F G¶en¶eralisation

Il est assez ¶evident que les deux r¶ealisations \x" et \ p" que nous avons
¶etudi¶ees ne sont que deux cas particuliers de r¶ealisations du couple d'op¶erateurs
conjugu¶esX et P. En e®et, supposons que nous connaissions une telle r¶ealisation,
soit X 1 et P1, satisfaisant la relation de commutation canonique (4.2.13). SoitU
un op¶erateur unitaire quelconque. Il est alors facile de v¶eri¯er que les deux
op¶erateursX 2 et P2 d¶e¯nis par

(
X 2 = U ¡ 1 X 1 U ;

P2 = U ¡ 1 P1 U ;
(4.3.54)

sont hermitiques et ob¶eissent µa la relation de commutation canonique (4.2.13)
(exercice4.14). Ils fournissent donc une autre r¶ealisation tout aussi satisfaisante.
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Relation de Commutation Canonique

[[[X; P ]]] = iI :

R¶ealisation \ x"
{ L'espace de Hilbert H x est l'espace des fonctions de carr¶e sommable enx, oµu le

produit scalaire est donn¶e par

h' 0j' i =

Z
dx ' 0(x) ' (x) :

{ Les fonctions d'onde sont norm¶ees,

1 =

Z
dx j' (x)j2 ;

et le carr¶e de leur module j ' (x)j2 donne la densit¶e de probabilit¶e en position.
{ Les op¶erateurs X et P prennent la forme

(
X = x £ ;

P = ¡ i
d

dx
:

R¶ealisation \ p"
{ L'espace de Hilbert H p est l'espace des fonctions de carr¶e sommable enp, oµu le

produit scalaire est donn¶e par

h' 0j ' i =

Z
dp b' 0(p) b' (p) :

{ Les fonctions d'onde en p sont norm¶ees,

1 =

Z
dp j b' (p)j2 ;

et le carr¶e de leur module j b' (p)j2 donne la densit¶e de probabilit¶e en quantit¶e de
mouvement.

{ Les op¶erateurs X et P prennent la forme
8
<

:
X = i

d
dp

;

P = p £ :

Transformation de Fourier

hxjpi = 1p
2¼

eipx :

Les fonctions d'onde en x et p sont reli¶ees par les transformations de Fourier :

F : b' (p) = 1p
2¼

Z
dx e¡ ipx ' (x) ;

F ¡ 1 : ' (x) = 1p
2¼

Z
dp eipx b' (p) :

Tab. 4.1 { R¶ealisations \x" et \ p"
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Les deux r¶ealisations \x" et \ p" de ce point de vue n'ont que le privilµege de la
simplicit¶e ; elles sont en outre reli¶ees par une transformation unitaire du type
(4.3.54) remarquable, la transformation de FourierU = F .

L'int¶erêt de l'¶enonc¶e pr¶ec¶edent vient en fait de la validit¶e de sa r¶eciproque.
On peut d¶emontrer | nous ne le ferons pas ! | que toutes les r¶ealisations de
la relation de commutation canonique (4.2.13) sont unitairement ¶equivalentes.
C'est dire qu'elles se d¶eduisent toutes de l'une quelconque d'entre elles par une
relation du type (4.3.54) oµuU est un op¶erateur unitaire ad¶equat (exercices4.15
et 4.16 ).

Outre les r¶ealisations standard \x" et \ p", on peut ais¶ement exhiber d'autres
r¶ealisations assez simples (exercice4.17 ).

G La canonicit¶e de X et P
µA titre d'application du formalisme ¶etabli ci-dessus, montrons, sans aucune

pr¶etention µa la rigueur, que \tout" op¶erateur dans l'espace de Hilbert H d¶e¯ni
par l'ensemble irr¶eductible des op¶erateursX et P peut s'exprimer en termes de
ces deux op¶erateurs. Soit un certain op¶erateurA. Consid¶erons son action sur un
vecteur quelconquej' i 2 H , et pla»cons-nous dans la r¶ealisation \x". On ¶ecrit
alors

hxjAj' i =
Z

dx0hxjAjx0ihx0j' i : (4.3.55)

Notons simplement
a(x; x 0) = hxjAjx0i (4.3.56)

les ¶el¶ements de matrice de l'op¶erateurA dans la base des ¶etats de localisation
fj xig . L'action de A peut alors se r¶e¶ecrire en termes de fonctions d'onde, sous
forme int¶egrale :

A ' (x) =
Z

dx0a(x; x 0) ' (x0) (4.3.57)

(a est appel¶e \noyau" de l'op¶erateur int¶egral). Transformons cette expression
en posantx0 = x + y :

A ' (x) =
Z

dy a(x; x + y) ' (x + y) ; (4.3.58)

et d¶eveloppons' (x + y) en s¶erie entiµere dey, suivant la formule de Taylor :

' (x + y) =
X

n

1
n ! yn ' (n ) (x) : (4.3.59)

Reportant cette expression dans (4.3.58), il vient

A ' (x) =
X

n

1
n !

Z
dy a(x; x + y) yn ' (n ) (x) ; (4.3.60)

oµu nous avons allµegrement interverti sommation et int¶egration, et suppos¶e la
convergence des sommes et int¶egrales. Posant alors

f n (x) =
Z

dy a(x; x + y) yn ; (4.3.61)
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et nous rappelant que la d¶erivation enx est li¶ee µa l'op¶erateurP par (4.3.33), on
peut ¯nalement ¶ecrire

A =
X

n

1
n ! f n (X ) ( iP )n ; (4.3.62)

exprimant ainsi A µa l'aide de X et P ; on aurait pu aussi bien partir de la
r¶ealisation \ p" et obtenir A sous forme de s¶erie entiµere enX avec des coe±cients
fonctions de P.

Il est instructif de consid¶erer certains exemples particuliers (exercice4.18).

4 Conjugaison et in¶egalit¶es de Heisenberg

A Propri¶et¶es de conjugaison en x et p

La conjugaison des grandeurs de positionX et de quantit¶e de mouvementP ,
condens¶ee dans la relation de commutation canonique (4.2.13), s'exprime de
nombreuses maniµeres.

a) Int¶egrabilit¶e et d¶erivabilit¶e

Une premiµere remarque repose sur l'observation que la transformation de
Fourier F transforme la multiplication par la variable ( x dans H x par exemple)
en d¶erivation par rapport µa la variable conjugu¶ee (p dans H p). Ainsi, en notant
comme d'habitude

F ' = b' ; avec ' 2 H x et b' 2 H p, (4.4.1)

on a

F (x' ) = i
d b'
dp

(4.4.2)

(voir (4.3.36)) et, plus g¶en¶eralement :

F (xn ' ) = in dn b'
dpn (4.4.3)

Cette ¶egalit¶e n'a de sens, bien entendu que si la fonctionxn ' admet une trans-
form¶ee de Fourier, ce qui exige qu'elle ait des propri¶et¶es globales (d'int¶egrabilit¶e)
convenables. Si tel est le cas, l'existence de sa transform¶ee ¶equivaut µa l'a±rma-
tion que b' est d¶erivable µa l'ordren. Les rôles dex et p peuvent ¶evidemment être
invers¶es, etF remplac¶ee parF ¡ 1. On voit apparâ³tre ainsi une profonde du-
alit¶e entre les propri¶et¶es globales (int¶egrabilit¶e) de la fonction d'onde enx et les
propri¶et¶es locales (d¶erivabilit¶e) de la fonction d'onde enp | et r¶eciproquement
(exercice4.19 ).

b) Dilatations

Un second aspect de la conjugaison des grandeursX et P tient µa la corr¶elation
inverse des ¶echelles de variation caract¶eristiques des fonctions d'onde enx et p.
C'est ce que montrent les in¶egalit¶es de Heisenberg et d'autres (\µa la" Heisen-
berg) que nous ¶etablirons dans les sections suivantes. Mais, d¶ejµa, pr¶esentons un
argument simple. Consid¶erons l'e®et d'un changement de l'¶echelle des longueurs
sur la fonction d'onde, une \dilatation". Supposons l'unit¶e r¶eduite d'un facteur
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¸ > 0 et donc la mesure de l'abscisse multipli¶ee par le même facteur :x ! ¸x .
Sous une telle transformation, la fonction d'onde, pour rester norm¶ee µa l'u-
nit¶e, doit être multipli¶ee par un facteur

p
¸ (exercice 5.12 deRudiments). Nous

d¶e¯nissons ainsi la fonction d'onde dilat¶ee

' ¸ (x) =
p

¸ ' (¸x ) : (4.4.4)

(On v¶eri¯e ais¶ement le caractµere unitaire de la transformation ' ! ' ¸ .) Il
est ¶el¶ementaire maintenant de calculer la transform¶ee de Fourier de' ¸ et de
montrer que

b' ¸ (p) =
1

p
¸

b'
³ p

¸

´
: (4.4.5)

En d'autres termes, la fonction d'onde enp est dilat¶ee dans le rapport inverse
de la fonction d'onde enx. Ainsi, plus la fonction d'onde en x est \¶etal¶ee", plus
la fonction d'onde en p est \concentr¶ee". L'exercice4.16 d¶etaille et ¶elabore ces
consid¶erations sur les dilatations.

B L'in¶egalit¶e de Heisenberg

Consid¶erons pour un quanton de fonction d'onde' les densit¶es de probabilit¶e
en x, ½(x) = j' (x)j2 et en p, ¾(p) = j b' (p)j2. Elles permettent de calculer les
dispersions quadratiques

8
<

:

¢ X =
¡
hX 2i ¡ h X i 2¢1=2

;

¢ P =
¡
hP2i ¡ h Pi 2¢1=2

;
(4.4.6)

qui d¶ecrivent, de fa»con simple et habituelle, le plus ou moins grand ¶etalement
des r¶epartitions de X et P autour de leurs valeurs moyenneshX i et hPi . La
relation de commutation canonique (4.2.13) entrâ³ne alors, suivant la formule
g¶en¶erale (1.7.14), l'in¶egalit¶e de Heisenberg ¶el¶ementaire

¢ X ¢ P ¸ 1
2 : (4.4.7)

C'est lµa l'expression la plus connue de l'incompatibilit¶e des grandeursX et P en
th¶eorie quantique : cette in¶egalit¶e montre en e®et l'impossibilit¶e d'un ¶etat qui
soit µa la fois ¶etat propre de la position (¢X = 0) et de la quantit¶e de mouvement
(¢ P = 0). Plus g¶en¶eralement, l'in¶egalit¶e (4.4.7) montre que plus la r¶epartition
de probabilit¶e enx est ¶etroite (¢ X petit), plus la distribution en p doit être large
(¢ P grand). On sait (Rudiments, chapitre 3) le rôle crucial que joue l'in¶egalit¶e
de Heisenberg dans l'approche heuristique de la th¶eorie quantique.

Il est int¶eressant de savoir si l'in¶egalit¶e de Heisenberg (4.4.7) peut être
satur¶ee et, dans ce cas, par quel type d'¶etat. Remontant µa la d¶emonstration
g¶en¶erale (chapitre 1, section 7), on voit ais¶ement qu'un ¶etatj' i conduit µa la
saturation de l'in¶egalit¶e (4.4.7) s'il satisfait la condition

(P0 ¡ i®X 0) j' i = 0 ; (4.4.8)

oµu (
P0 = P ¡ h Pi I ;

X 0 = X ¡ h X i I ;
(4.4.9)
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sont les op¶erateurs position et quantit¶e de mouvement \centr¶es" sur les valeurs
moyenneshPi et hX i dans l'¶etat j' i . Supposons provisoirement nulles ces deux
valeurs moyennes. On a alors la condition

(P ¡ i®X ) j' i = 0 : (4.4.10)

La fonction d'onde de l'¶etat j' i , ' (x) = hxj' i , se calcule ais¶ement en exprimant
(4.4.10) dans la r¶ealisation \x", oµu elle devient

³
¡ i

d
dx

¡ i®x
´

' (x) = 0 : (4.4.11)

Cette ¶equation di®¶erentielle s'intµegre imm¶ediatement et possµede pour solution
la fonction

' (x) = N e¡ ®x 2 =2 : (4.4.12)

En normalisant ' , on ¯xe le coe±cient N :

' (x) = ¼¡ 1=4 ®1=4 e¡ ®x 2 =2 : (4.4.13)

Ce sont donc les fonctions d'onde gaussiennes qui conduisent µa la saturation
de l'in¶egalit¶e de Heisenberg. On peut obtenir sans guµere de calculs la fonction
d'onde en quantit¶e de mouvementb' (p). Il su±t de remarquer que la condition
(4.4.10) s'¶ecrit encore :

(X + i®¡ 1P) j' i = 0 : (4.4.14)

Sachant que le passage de la r¶ealisation \x" µa la r¶ealisation \ p" correspond µa la
substitution X ! P, P ! ¡ X , on voit qu'il su±t de remplacer ® par ®¡ 1 pour
obtenir la solution de (4.4.10){(4.4.14) dansH p au lieu de H x . D'oµu :

b' (p) = ¼¡ 1=4 ®¡ 1=4 e¡ p2 =2® ; (4.4.15)

comme le calcul de la transform¶ee de Fourier de (4.4.13) le con¯rme ais¶ement.
Une ¶evaluation des dispersions quadratiques (4.4.12) et (4.4.15) pour l'¶etat
gaussien (exercice 5.13 deRudiments) fournit les expressions

8
<

:

¢ X = 1p
2

®¡ 1=2 ;

¢ P = 1p
2

®1=2 ;
(4.4.16)

qui con¯rment bien la saturation de l'in¶egalit¶e de Heisenberg.
En¯n, il est ais¶e de donner l'expression des fonctions d'onde gaussiennes qui

saturent les in¶egalit¶es de Heisenberg lorsque les valeurs moyenneshX i et hPi ne
sont pas nulles. Posant (

hX i = x0 ;

hPi = p0 ;
(4.4.17)

la fonction d'onde saturante la plus g¶en¶erale s'¶ecrit

' (x) = ¼¡ 1=4 ®1=4 eip 0 x e¡ ®(x ¡ x 0 )2 =2 ; (4.4.18)

µa quoi correspond la fonction d'onde enp :

b' (p) = ¼¡ 1=4 ®¡ 1=4 e¡ ix 0 p e¡ (p¡ p0 )2 =2® : (4.4.19)
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C In¶egalit¶es de Heisenberg locales

L'in¶egalit¶e de Heisenberg standard (4.4.7) montre que plus la dispersion en
quantit¶e de mouvement ¢P est petite, plus la dispersion en position ¢X doit
être grande et la fonction d'onde' (x) \¶etal¶ee". Mais puisque cette fonction est
norm¶ee, plus elle est ¶etal¶ee, plus elle doit être \petite". L'existence d'une borne
sup¶erieure pour la fonction d'onde enx li¶ee µa sa dispersion quadratique enp,
que nous allons ¶etablir, ne doit donc pas nous surprendre. Partons de l'identit¶e
¶el¶ementaire, pour une fonction quelconquef (x) (nulle µa l'in¯ni) :

2 f (x) =
Z x

¡1
d» f 0(») ¡

Z 1

x
d» f 0(») ; (4.4.20)

d'oµu nous tirons l'in¶egalit¶e

2
¯
¯f (x)

¯
¯ ·

Z x

¡1
d»

¯
¯f 0(»)

¯
¯ +

Z 1

x
d»

¯
¯f 0(»)

¯
¯ =

Z 1

¡1
d»

¯
¯f 0(»)

¯
¯ : (4.4.21)

Appliquons cette in¶egalit¶e µaf (x) =
¯
¯' (x)

¯
¯2

. Il vient

2
¯
¯' (x)

¯
¯2

· 2
Z

d»
¯
¯' 0(») ' (»)

¯
¯ (4.4.22)

qui, d'aprµes l'in¶egalit¶e de Schwarz (1.1.4) s'¶ecrit encore

¯
¯' (x)

¯
¯2

·
µ Z

d»
¯
¯' 0(»)

¯
¯2

¶1=2µ Z
d»

¯
¯' (»)

¯
¯2

¶1=2

: (4.4.23)

La deuxiµeme int¶egrale n'est autre que la norme de' , ¶egale µa l'unit¶e, et la
premiµere donne la valeur moyenne deP2 (deuxiµeme ¶equation (4.3.53)). On a
donc ¯

¯' (x)
¯
¯2

· h P2i 1=2 : (4.4.24)

Il est en¯n trµes facile de faire apparâ³tre (¢P)2 en lieu et place dehP2i : il su±t
de remplacer' (x) par exp(¡ i hPi x) ' (x), ce qui transformeP en P0 = P ¡h P i I ,
et hP2i enhP2

0 i = (¢ P)2 sans modi¯er j' (x)j2 (exercice4.21). Nous aboutissons
donc µa l'¶el¶egante in¶egalit¶e de Faris5 Titres des articles ?

¯
¯' (x)

¯
¯2

· ¢ P ; (4.4.25)

qui montre bien comment la concentration de b' (p) (diminution de ¢ P) tend
µa \aplatir" la fonction d'onde et donc µa l'\¶etaler". Naturellement, on a une
in¶egalit¶e sym¶etrique : ¯

¯ b' (p)
¯
¯2

· ¢ X : (4.4.26)

L'in¶egalit¶e de Faris et l'in¶egalit¶e de Heisenberg standard (4.4.7) appartien-
nent toutes deux µa une classe d'in¶egalit¶es beaucoup plus larges, que nous ap-
pellerons \in¶egalit¶es de Heisenberg locales"6. Consid¶erons un op¶erateurF (X ),
fonction de l'op¶erateur position X . Sa relation de commutation avec l'op¶erateur
quantit¶e de mouvementP est donn¶ee par (exercice4.3b )

[[[F (X ); P]]] = i F 0(X ) : (4.4.27)

5W.G. Faris, \Inequalities and Uncertainty Principles", J. Math. Phys. 19 (1978), 461.
6J.-M. L¶evy-Leblond, \Local Heisenberg Inequalities", Phys. Lett. 111 (1985), 353.
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Appliquant µa cette relation l'in¶egalit¶e de Heisenberg g¶en¶erale (1.7.14), on obtient

¢ F ¢ P ¸ 1
2

¯
¯hF 0i

¯
¯ ; (4.4.28)

oµu
(¢ F )2 := hF 2i ¡ h F i 2 : (4.4.29)

Cette in¶egalit¶e est d'abord susceptible d'une interpr¶etation analogue µa l'in¶egalit¶e
temporelle g¶en¶erale (3.5.14). On peut en e®et d¶e¯nir une longueur caract¶eristique
de la grandeurF (dans l'¶etat consid¶er¶e !) par

l (F ) :=
¢ F
hF 0i

; (4.4.30)

rapport de la dispersion deF µa son taux de variation spatial moyen | d¶e¯nition
homologue de (3.5.13) pour le temps. On obtient alors une in¶egalit¶e spatiale
g¶en¶erale :

¢ P l(F ) ¸ 1
2 : (4.4.31)

Choisissant F = X , d'oµu l(F ) = ¢ X , on retrouve bien entendu l'in¶egalit¶e
standard (4.4.7).

Mais certains choix sp¶eci¯ques de la fonctionF conduisent µa d'autres in¶egalit¶es
particuliµerement int¶eressantes. Prenons ainsi pourF la fonction de Heaviside :

F (») = £( x ¡ ») =

(
1 ; si » < x ,
0 ; si » > x .

(4.4.32)

Alors :

hF i =
Z

d» F(»)
¯
¯' (»)

¯
¯2

=
Z x

¡1
d»

¯
¯' (»)

¯
¯2

= P(< x ) ; (4.4.33)

oµuP(< x ) est la probabilit¶e de localisation du quanton sur la demi-droite» < x .
Par ailleurs, on a ¶evidemment

F 2 = F ; (4.4.34)

de sorte que
¡
¢ F

¢2
= hF i ¡ h F i 2 = P(< x )

¡
1 ¡ P (< x )

¢

= P(< x ) P(> x ) ; (4.4.35)

oµu P(> x ) est la probabilit¶e de localisation sur la demi-droite » > x . En¯n :

F 0(») = ¡ ±(» ¡ x) ; (4.4.36)

de sorte que

hF 0i = ¡
Z

d» ±(» ¡ x)
¯
¯' (»)

¯
¯2

= ¡
¯
¯' (x)

¯
¯2

: (4.4.37)

En d¶e¯nitive, l'in¶egalit¶e (4.4.28) prend la forme

j' (x)j2 · 2 ¢ P
¡
P(< x ) P(> x )

¢1=2
: (4.4.38)
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Fig. 4.3 { In¶egalit¶es de Heisenberg et di®raction quantique
Un faisceau parallµele de quantons de quantit¶e de mouvementp, aprµes collimation par
une fente, est di®ract¶e dans un angle±µ= ±px =p, la quantit¶e de mouvement transverse
±px ¶etant corr¶el¶ee µa la largeur a de la fente par une in¶egalit¶e de type Heisenberg :
a ±px & ~.

Bien entendu, puisque

P(< x ) P(> x ) = P(< x )
¡
1 ¡ P (< x )

¢
· 1

4 ; (4.4.39)

on retrouve l'in¶egalit¶e de Faris (4.4.25). Mais l'in¶egalit¶e (4.4.38) est plus con-
traignante puisqu'elle indique que, si ¢P est ¯ni, la fonction d'onde ' (x) tend
n¶ecessairement vers z¶ero lorsquex ! §1 (P(< x ) ! 0 ou 1) | ce qui n'est
pas le cas de toute fonction de carr¶e sommable (voir exercice4.9) ; par ailleurs,
l'in¶egalit¶e de Faris (4.4.25) ne peut être satur¶ee qu'au pointx0 d'¶equiprobabilit¶e :
P(< x 0) = P(> x 0) = 1 =2 (voir aussi exercices4.22 µa 4.26).

D Au-delµa de Heisenberg

Les in¶egalit¶es de Heisenberg, soit standard (4.4.7), soit locale (4.4.28), si
elles expriment de fa»con simple et directe l'incompatibilit¶e quantique entre po-
sition et quantit¶e de mouvement, n'en constituent cependant pas la seule, ni
surtout la plus pr¶ecise, des formulations. Dans la mesure en e®et oµu elles car-
act¶erisent les r¶epartitions de probabilit¶e enx et/ou en p par les dispersions
quadratiques ¢X et/ou ¢ P, ces in¶egalit¶es perdent leur pertinence dµes lors que
ces dispersions cessent d'être d¶e¯nies. Or un tel cas est loin d'être exception-
nel et se produit dans des situations physiquement trµes simples. Consid¶erons
ainsi un faisceau de quantons, initialement de quantit¶e de mouvementp bien
d¶e¯nie, aprµes collimation par une fente de largeura (¯gure 4.3). Cette collima-
tion s'accompagne n¶ecessairement d'une dispersion en quantit¶e de mouvement
transversale, aboutissant µa la di®raction du faisceau. L'in¶egalit¶e de Heisenberg
heuristique

±x ±px & ~ ; (4.4.40)

oµu ±x et ±px caract¶erisent qualitativement les dispersions transversales enx
et px , permet d'¶evaluer cette derniµere. En e®et, puisque

±x . a ; (4.4.41)

on a n¶ecessairement

±px &
~
a

; (4.4.42)
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d'oµu un angle de di®raction

±µ&
~
pa

; (4.4.43)

conform¶ement µa l'approximation ondulatoire (±µ' ¸=a & ~=pa) | et µa l'exp¶e-
rience (voir Rudiments, exercice 3.8). Mais il est frappant de constater que cet
argument ne peut être rigoris¶e µa l'aide de l'in¶egalit¶e de Heisenberg standard
(4.4.7). En e®et, µa la fonction d'onde

' (x) =

(
Cte ; si 0 < x < a ,

0 ; si x < 0, ou x > a ,
(4.4.44)

qui d¶ecrit de fa»con naturelle la r¶epartition spatiale transverse du quanton juste
aprµes collimation par la fente, correspondent des dispersions quadratiques

¢ X = 1
2

p
3

a ; (4.4.45)

de l'ordre de grandeur attendu (4.4.41) mais, ce qui est bien d¶esagr¶eable,

¢ P = 1 (4.4.46)

(exercice4.27 ). L'in¶egalit¶e de Heisenberg standard est donc trivialement sat-
isfaite et ne re°µete pas la situation : la dispersion quadratique ¢P (4.4.46) ne
correspond pas µa l'estimation qualitative (4.4.42). De tels cas sont ¶evidemment
nombreux : il su±t que, la fonction ' ¶etant de carr¶e sommable, sa d¶eriv¶ee' 0

ne le soit pas. Ceci montre µa l'¶evidence que la caract¶erisation des r¶epartitions
en x et p par les dispersions quadratiques ¢X et ¢ P peut être beaucoup trop
grossiµere. D'autres d¶e¯nitions, plus ¯nes, de la \largeur" d'une r¶epartition de
probabilit¶e sont possibles | et f¶econdes7.

E Informations sur x et p

La th¶eorie de l'information associe µa toute variable al¶eatoireZ r¶egie par une
densit¶e de probabilit¶e¹ (z), une \quantit¶e d'information" I Z d¶e¯nie par

I Z =
Z

dz ¹ (z) ln ¹ (z) : (4.4.47)

Dans le but d'obtenir une nouvelle caract¶erisation des r¶epartitions enx et p, il
est tentant d'appliquer cette id¶ee µa leurs densit¶es de probabilit¶e½(x) = j' (x)j2

et ¾(p) = j b' (p)j2. On d¶e¯nit donc les quantit¶es d'information associ¶ees µa la
position, I X , et µa la quantit¶e de mouvement,I P , par

8
>><

>>:

I X =
Z

dx ½(x) ln ½(x) ;

I P =
Z

dp ¾(p) ln ¾(p) :
(4.4.48)

7J.B.M. U±nk & J. Hilgevoord, \New Bounds for the Uncertainty Principle", Phys. Lett.
105A (1984), 176 ; J. Hilgevoord & J.B.M. U±nk, \More Certainty about the Uncertainty
Principle", Eur. J. Phys. 6 (1985), 165 ; J.F. Price, \Position versus Momentum", Phys. Lett.
105A (1984), 343.
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On note que ces quantit¶es d'information sont d¶e¯nies même dans les cas oµu les
dispersions quadratiques ne le sont pas, comme dans la situation d¶ecrite µa la
section pr¶ec¶edente (exercice4.27d ). Il est facile de se rendre compte que plus
une densit¶e de probabilit¶e est ¶etal¶ee, moins la quantit¶e d'information associ¶ee
est grande. Ainsi sous l'e®et d'une simple dilatation (changement d'¶echelle),
I X d¶ecrô³t | et concomitamment I P crô³t, leur somme restant constante (ex-
ercice4.28 ). La conjugaison deX et P se traduit ici par une borne sup¶erieure
impos¶ee µa l'information totale sur les deux variables. On a en e®et l'in¶egalit¶e
d'Everett 8

I X + I P · ¡ ln(¼e) ; (4.4.49)

que nous ne d¶emontrerons pas ici. Contentons-nous d'indiquer que cette in¶egalit¶e
est directement li¶ee µa l'in¶egalit¶e de Heisenberg standard (4.4.7). En e®et, selon
une in¶egalit¶e classique en th¶eorie de l'information :

I X > ¡ ln ¢ X ¡ 1
2 ln(2¼e) : (4.4.50)

Il n'est pas di±cile de voir que cette derniµere in¶egalit¶e et son homologue pour
la quantit¶e de mouvement, impliquent µa partir de l'in¶egalit¶e d'Everett (4.4.49),
l'in¶egalit¶e standard (4.4.7). Ces in¶egalit¶es sont d'ailleurs ¶egalement satur¶ees par
les fonctions d'onde gaussiennes (exercice4.29).

5 G¶en¶eralisation µa 3 dimensions

A Le groupe des translations et la quantit¶e de mouvement

Dans l'espace µa trois dimensions, une translation du systµeme de r¶ef¶erence est
rep¶er¶ee par un vecteur de translationa, de composantes cart¶esiennes (ax ; ay ; az ).
Ce param¶etrage implique la loi de composition additive (vectoriellement)

Ta0 ± Ta = Ta0+ a : (4.5.1)

Le groupe des translations µa trois dimensions ainsi d¶e¯ni est ab¶elien (commu-
tatif). En particulier, toute translation Ta peut être consid¶er¶ee comme compos¶ee
des trois translations le long des axeŝx , ŷ , ẑ correspondant respectivement aux
trois composantes cart¶esiennes dea :

Ta = Tax ± Tay ± Taz (4.5.2)

| oµu l'ordre des trois translations ¶el¶ementaires est d'ailleurs quelconque. Les
translations dans une direction donn¶ee, et, en particulier, le long des axeŝx , ŷ
ou ẑ , forment un sous-groupe µa un paramµetre additif.

L'espace est homogµene. Il en r¶esulte qu'µa toute translationTa , disons du
repµere pour ¶eviter de mettre un observateur en cause, correspond un op¶erateur
unitaire U(a) qui repr¶esente l'action de la translation Ta dans l'espace des
¶etats H du systµeme. L'ensemble de ces op¶erateurs forme une repr¶esentation
unitaire du groupe :

U(a0) U(a) = U(a0+ a) : (4.5.3)
8H. Everett III, \The Theory of the Universal Wavefunction", Thµese (Princeton, 1957)

dans The Many Worlds Interpretation of Quantum Mechanics , B.S. De Witt et N. Graham
eds, Princeton University Press, 1973. Voir aussi : I.I. Hirschman, \A Note on Entropy", Am.
J. Math. 79 (1957), 152 ; W. Beckner, \Inequalities in Fourier Analysis", Ann. Math. 102
(1975), 159.
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En particulier, suivant (4.5.2),

U(a) = U(ax ) U(ay ) U(az ) : (4.5.4)

Puisque les translations suivant chacun des trois axeŝx , ŷ ou ẑ , forment autant
de sous-groupes additifs µa un paramµetre, il existe pour chacun de ces sous-
groupes un g¶en¶erateur. En d'autres termes, il existe trois op¶erateurs hermi-
tiques Px , Py et Pz , tels que

8
><

>:

U(ax ) = exp( iP x ax ) ;
U(ay ) = exp( iP y ay ) ;

U(az ) = exp( iPzaz ) :

(4.5.5)

Les translations Tax et Tay (par exemple) commutant, il en va de même des
op¶erateurs unitaires U(ax ) et U(az ), et, par cons¶equent, des g¶en¶erateursPx

et Py | comme des autres paires Py et Pz , Pz et Px :
8
><

>:

[[[Px ; Py ]]] = 0 ;

[[[Py ; Pz]]] = 0 ;

[[[Pz ; Px ]]] = 0 :

(4.5.6)

Bien entendu, suivant la même d¶emarche que dans la section 1, les op¶erateursPx ,
Py , Pz sont µa identi¯er aux composantes cart¶esiennes de la grandeur (vectorielle)
quantit¶e de mouvement P. Les relations de commutation (4.5.6) montrent que
les composantes de la quantit¶e de mouvement sont des grandeurs compatibles, et
qu'elles ont donc des ¶etats propres communs. Cette même propri¶et¶e de commu-
tativit¶e permet d'¶ecrire l'op¶erateur unitaire repr¶esentant la translation la plus
g¶en¶erale, d'aprµes (4.5.4) et (4.5.5) sous la forme

U(a) = exp( iP x ax ) exp(iPy ay ) exp(iPz az )

= exp i (Px ax + Py ay + Pz az ) ; (4.5.7)

soit, plus briµevement,
U(a) = exp( i P ¢a) : (4.5.8)

B La position

Nous cherchons maintenant un op¶erateur position tridimensionnel, c'est-
µa-dire un op¶erateur vectoriel R , ayant pour composantes cart¶esiennes trois
op¶erateurs hermitiques (X; Y; Z ). Nous commencerons par supposer qu'il est
possible de localiser un quanton en un point (quelconque) de l'espace, c'est-
µa-dire qu'il existe des ¶etats qui soient simultan¶ement ¶etats propres des trois
op¶erateursX , Y et Z . Ces trois grandeurs physiques sont donc compatibles, et
les trois op¶erateurs correspondants commutent :

8
><

>:

[[[X; Y ]]] = 0 ;

[[[ Y; Z]]] = 0 ;

[[[Z; X ]]] = 0 :

(4.5.9)

Nous voulons ¶etudier les relations de l'op¶erateur de positionR avec la quan-
tit¶e de mouvement P . Pour cela, et suivant une argumentation calqu¶ee sur celle
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de la section 2A, nous sommes amen¶es µa caract¶eriserR par ses propri¶et¶es de
transformation par rapport aux translations. La condition que R se translate
\correctement", analogue tridimensionnel de (4.2.6), s'¶ecrit tout naturellement

U ¡ 1(a) R U(a) = R ¡ a I : (4.5.10)

Si l'on considµere les translationsTax , Tay , Taz , cette relation implique, pour la
composanteX de la position R :

8
><

>:

U¡ 1(ax ) X U (ax ) = X ¡ ax I ;
U¡ 1(ay ) X U (ay ) = X ;
U¡ 1(az ) X U (az ) = X :

(4.5.11)

Ces trois conditions utilisant les expressions (4.5.5) des op¶erateurs unitaires
U(ax ), U(ay ), U(az ) en terme de leurs g¶en¶erateurs respectifsPx , Py , Pz con-
duisent, pour des translations in¯nit¶esimales, aux relations de commutation de
ces trois op¶erateurs avecX . Ainsi la premiµere relation (4.5.11), identique µa la re-
lation unidimensionnelle (4.2.6), nous redonne-t-elle la relation de commutation
canonique

[[[X; P x ]]] = i I : (4.5.12)

Quant aux deux autres relations (4.5.11), elles montrent queX , commutant
avec U(ay ) et U(az ), commute n¶ecessairement avec les g¶en¶erateursPy et Pz :

[[[X; P y]]] = 0 ; (4.5.13)

[[[X; P z]]] = 0 : (4.5.14)

On obtient des r¶esultats tout µa fait analogues pour les op¶erateursY et Z , par
simple permutation circulaire | aprµes tout, le label des axes est arbitraire. On
aboutit ainsi µa l'ensemble des relations de commutation entre les composantes
de la position et celles de la quantit¶e de mouvement :

8
><

>:

[[[X; P x ]]] = i I ; [[[X; P y]]] = 0 ; [[[X; P z]]] = 0 ;

[[[Y; Px ]]] = 0 ; [[[Y; Py]]] = i I ; [[[Y; Pz]]] = 0 ;

[[[Z; Px ]]] = 0 ; [[[Z; Py]]] = 0 ; [[[Z; Pz]]] = i I :

(4.5.15)

Les composantes deR et de P sur deux axes orthogonaux sont compatibles et
commutent, cependant que leurs composantes sur un même axe satisfont µa la
relation de commutation canonique.

Il est parfois commode d'indiquer les composantes cart¶esiennes deR et P par
un indice j = 1 ; 2; 3 plutôt que par la notation ( x; y; z), voir l'exercice 1.21. On
peut alors r¶e¶ecrire de fa»con synth¶etique l'ensemble des relations de commutation
pr¶ec¶edemment ¶etablies : 8

><

>:

[[[Rj ; Rk ]]] = 0 ;

[[[Rj ; Pk ]]] = i ±jk I ;

[[[Pj ; Pk ]]] = 0 :

(4.5.16)

En¯n, on peut consid¶erer les composantes deR et P sur un axe quelconque,
sp¶eci¯¶e par son vecteur unitairen̂ . On notera

(
Rn := n̂ ¢R = n1R1 + n2R2 + n3R3 ;

Pn := n̂ ¢P = n1P1 + n2P2 + n3P3 ;
(4.5.17)
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oµu les composantesn j den̂ sont des nombres et les composantesRj et Pj de R
et P sont des op¶erateurs. On a alors pour des composantes deR et P sur des axes
quelconques, les relations de commutation les plus g¶en¶erales (exercice4.30) :

8
><

>:

[[[Rn ; Rn 0]]] = 0 ;

[[[Rn ; Pn 0]]] = i n̂ ¢n̂ 0I ;
[[[Pn ; Pn 0]]] = 0 :

(4.5.18)

L'incompatibilit¶e des composantes correspondantes deR et P se manifeste
par des in¶egalit¶es de Heisenberg standard, que l'on ¶etablit comme µa la sec-
tion 4B : 8

><

>:

¢ X ¢ Px ¸ 1
2 ;

¢ Y ¢ Py ¸ 1
2 ;

¢ Z ¢ Pz ¸ 1
2 ;

(4.5.19)

et plus g¶en¶eralement
¢ Rn ¢ Pn 0 ¸ 1

2 jn̂ ¢n̂ 0j : (4.5.20)

C R¶ealisations \r" et \p"

Il est ais¶e de construire des r¶ealisations concrµetes des relations de commu-
tation (4.5.15). Dans la mesure oµu les composantes deR et P sur des axes or-
thogonaux commutent, il su±t de \combiner" trois r¶ealisations des relations de
commutation canoniques, pourX et Px , Y et Py , Z et Pz respectivement. Plus
pr¶ecis¶ement, on obtiendra une r¶ealisation standard de (4.5.15) dans un espace
de Hilbert produit tensoriel de trois espaces correspondant µa trois r¶ealisations
de la relation de commutation canonique µa une dimension.

Le plus naturel, et le plus courant, consiste µa combiner des r¶ealisations ana-
logues, oµu toutes les composantes deR par exemple sont r¶ealis¶ees de la même
fa»con. On construit ainsi, sur le modµele de la r¶ealisation \x" unidimensionnelle,
une r¶ealisation \r ". L'espace de Hilbert H r est celui des fonctions µa valeur com-
plexe de carr¶e sommable dans l'espace µa trois dimensionsR3 :

H r =
©

Ã(r )
¯
¯ Ã : R3 ! C

ª
; (4.5.21)

oµu le produit scalaire est donn¶e par

(Ã; Â) :=
Z

R3
d3r Ã(r ) Â(r ) : (4.5.22)

Cet espace est bien (voir chapitre 1, section 9) le produit tensoriel de trois
espaces de Hilbert du typeH x (section 3) :

H r = H x  H y  H z : (4.5.23)

Ses ¶el¶ementsÃ(r ) sont les fonctions d'onde tridimensionnelles, c'est-µa-dire les
amplitudes de probabilit¶e de localisation, ou projection des ¶etats sur les ¶etats
propres deR :

Ã(r ) = hr jÃi : (4.5.24)

En d¶e¯nitive, nous avons obtenu le r¶esultat suivant, tout naturel : les ¶etats
d'un quanton tridimensionnel peuvent être repr¶esent¶es par des fonctions d'onde
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d¶e¯nies sur l'espace µa trois dimensions. Les op¶erateursR et P agissent respec-
tivement par multiplication et d¶erivation :

8
>>>>><

>>>>>:

XÃ (x; y; z) = x Ã(x; y; z) ;

Y Ã(x; y; z) = y Ã(x; y; z) ;

ZÃ(x; y; z) = z Ã(x; y; z) ;

8
>>>>>><

>>>>>>:

Px Ã(x; y; z) = ¡ i
@Ã
@x

;

Py Ã(x; y; z) = ¡ i
@Ã
@y

;

PzÃ(x; y; z) = ¡ i
@Ã
@z

;

(4.5.25)

ce que nous ¶ecrirons plus synth¶etiquement
(

R Ã(r ) = r Ã(r ) ;
P Ã(r ) = ¡ i r r Ã(r ) :

(4.5.26)

Il est tout aussi ais¶e de construire une r¶ealisation \p" dans un espace de
Hilbert de fonctions d'onde de carr¶e sommable dans l'espace des quantit¶es de
mouvement :

H p =
©bÃ(p)

¯
¯ bÃ : R3 ! C

ª
; (4.5.27)

oµu le produit scalaire est donn¶e par

( bÃ; bÂ) =
Z

R3
d3p bÃ(p) bÂ(p) : (4.5.28)

Cet espace est le produit tensoriel de trois espaces de typeH p :

H p = H px  H py  H pz : (4.5.29)

Ses ¶el¶ementsbÃ(p) sont les fonctions d'onde en quantit¶e de mouvement, projec-
tions des ¶etats sur les ¶etats propres dep :

bÃ(p) = hpjÃi : (4.5.30)

Les op¶erateursR et P agissent dansH p respectivement par d¶erivation et mul-
tiplication : (

R bÃ(p) = i r p bÃ(p) ;
P bÃ(p) = p bÃ(p) :

(4.5.31)

En¯n, le passage de l'une de ces r¶ealisations µa l'autre est assur¶e par l'ampli-
tude

hr jpi = (2 ¼)¡ 3=2 ei p ¢r ; (4.5.32)

et s'e®ectue par transformation de Fourier µa 3 dimensions :
8
>><

>>:

F : bÃ(p) = (2 ¼)¡ 3=2
Z

d3r e¡ i p ¢r Ã(r ) ;

F ¡ 1 : Ã(r ) = (2 ¼)¡ 3=2
Z

d3p ei p ¢r bÃ(p) :
(4.5.33)

On peut, bien entendu, imaginer et utiliser avec pro¯t des r¶ealisations mixtes,
par exemple en \x", \ y", \ pz".
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Fig. 4.4 { Sch¶ema d'un pro¯l Compton
On mesure, pour un angle de di®usionµ donn¶e, l'intensit¶e du faisceau de photons
di®us¶e en fonction de la perte d'¶energie ¢" . Les atomes di®usent les photons sans recul
ce qui explique l'existence d'un \pic ¶elastique" pour la valeur ¢ " = 0. La di®usion
Compton par les ¶electrons fournit un pic centr¶e sur la valeur ¢ " 0 correspondant µa un
¶electron immobile, et ¶elargi par le mouvement de l'¶electron, proportionnellement µa la
composante de sa quantit¶e de mouvement dans la direction du transfert de quantit¶e
de mouvement K . Ce pic Compton est coup¶e µa l'¶energie d'ionisation des atomesE I ,
puisque le transfert d'¶energie ¢ " µa l'¶electron doit être sup¶erieur µa son ¶energie de liaison
pour qu'il soit e®ectivement ¶eject¶e de l'atome.

D Application : pro¯ls Compton

L'e®et Compton a jou¶e un rôle historique consid¶erable en montrant que l'on
pouvait traiter l'interaction entre rayonnement ¶electromagn¶etique (rayons X)
et ¶electrons comme une collision ¶elastique entre un \grain" de rayonnement, et
l'¶electron. Il a contribu¶e µa justi¯er l'attribution de propri¶et¶es corpusculaires au
rayonnement et permis l'¶emergence de la notion de photon, donc, plus g¶en¶eralement,
de quanton. La th¶eorie ¶el¶ementaire de l'e®et Compton suppose l'¶electron initiale-
ment immobile, et montre que dans le choc, le photon perd une certaine quantit¶e
d'¶energie ¢"0 ne d¶ependant que de l'angle de di®usion (voirRudiments, exer-
cice 2.17). On s'attend donc µa ce que le spectre en ¶energie des photons di®us¶es
(pour un angle de di®usion donn¶e) soit simplement d¶ecal¶e de ¢" 0 par rapport
au spectre d'¶energie des photons incidents. Mais l'exp¶erience montre que si ce
spectre est bien d¶ecal¶e, en moyenne, de la valeur ¢"0 attendue, il est aussi
nettement ¶elargi (¯gure 4.4). Cette constatation faite par Compton lui-même,
fut interpr¶et¶ee dµes1928 comme r¶esultant du mouvement des ¶electrons dans la
cible. Le \pro¯l Compton", comme on appelle le spectre des photons di®us¶es,
donne alors une information directe sur la r¶epartition en quantit¶e de mouve-
ment des ¶electrons¾(p) = j bÃ(p)j2. La mesure des pro¯ls Compton est devenue
aujourd'hui l'un des outils majeurs pour ¶etudier les ¶etats ¶electroniques, tant en
physique atomique qu'en physique des solides9.

Consid¶erons la collision entre un photon de quantit¶e de mouvement initialek

9Voir l'excellent article de revue de M.J. Cooper, \Compton Scattering and Electron Mo-
mentum Determination", Rep. Prog. Phys. 48 (1985), 415 ; voir aussi B.G. Williams, \Comp-
ton Scattering and Heisenberg's Microscope Revisited", Am. J. Phys. 52 (1984), 425.
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Fig. 4.5 { Cin¶ematique d'une collision Compton
k et k 0 sont les quantit¶es de mouvement du photon et p et p0 celles de l'¶electron avant
et aprµes la collision ; K = k ¡ k 0 = p0 ¡ p est la quantit¶e de mouvement transf¶er¶ee
par le choc du photon µa l'¶electron. La composante pz de la quantit¶e de mouvement de
l'¶electron dans la direction de K d¶etermine le pro¯l Compton.

et d'¶energie " = cjk j, et un ¶electron de quantit¶e de mouvementp et d'¶energie
cin¶etique E = p2=2m (dans le domaine galil¶een envisag¶e ici). Nous supposons
l'¶energie potentielle de l'¶electron constante pendant le choc (il su±t que celui-ci
soit assez bref pour que l'¶electron ne se d¶eplace pratiquement pas). Les mêmes
notations prim¶ees d¶esigneront les variables d'¶energie et de quantit¶e de mouve-
ment aprµes la collision (¯gure 4.5). Les lois de conservation de ces grandeurs
s'¶ecrivent donc (

" + E = " 0+ E 0 ;

k + p = k 0+ p0 :
(4.5.34)

La quantit¶e d'¶energie perdue par le photon,

¢ " = " ¡ " 0 ; (4.5.35)

s'¶ecrit alors

¢ " = E 0 ¡ E =
p02

2m
¡

p2

2m
: (4.5.36)

Notons
K = k ¡ k 0 = p0 ¡ p ; (4.5.37)

le transfert de quantit¶e de mouvement entre l'¶electron et le photon. Il vient alors

¢ " =
(p + K )2

2m
¡

p2

2m
; (4.5.38)

soit encore

¢ " =
K 2

2m
+

K ¢p
m

: (4.5.39)

Le premier terme, qui est le seul lorsque l'¶electron est immobile (p = 0), donne
le \d¶ecalage Compton" standard ¢" 0 = K 2=2m pour l'angle de di®usionµ.
On voit s'y ajouter un terme suppl¶ementaire proportionnel µa la composante de
la quantit¶e de mouvement p de l'¶electron dans la direction du transfert K |
que l'on prend usuellement comme axe Oz. L'intensit¶e du faisceau de photons
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di®us¶es avec la perte d'¶energie ¢" (4.5.39) est donc directement proportionnelle
µa la probabilit¶e que l'¶electron ait la quantit¶e de mouvement

pz =
m
K

(¢ " ¡ ¢ " 0) : (4.5.40)

Ainsi donc, le pro¯l Compton fournit, µa un facteur prµes, la r¶epartition de proba-
bilit¶e pour la quantit¶e de mouvement ¶electronique dans la direction Oz. D'aprµes
le formalisme ¶etabli dans le pr¶ec¶edent paragraphe, cette densit¶e de probabilit¶e,
usuellement not¶eeJ (pz ) est obtenue par int¶egration partielle de la densit¶e de
probabilit¶e

¾(p) =
¯
¯ bÃ(p)

¯
¯2

(4.5.41)

sur les composantes orthogonales µa Oz :

J (pz ) =
ZZ

dpx dpy ¾(px ; py ; pz ) : (4.5.42)

Lorsque, comme c'est souvent le cas, la densit¶e de probabilit¶e en quantit¶e de
mouvement est isotrope,¾(p) = ¾(p), on introduit la densit¶e radiale

¹ (p) := 4¼p2¾(p) ; (4.5.43)

en fonction de laquelle la densit¶e axiale s'¶ecrit (exercice4.31) :

J (pz ) = 1
2

Z 1

jpz j
dp

¹ (p)
p

: (4.5.44)

Les exp¶eriences de mesure des pro¯ls Compton sont couramment men¶ees
avec des faisceaux de rayonnementX ou ° que les techniques modernes (ray-
onnement synchrotron, etc.) ont rendu ais¶ement maniables. Elles permettent
d'¶etudier la r¶epartition en quantit¶e de mouvement des ¶electrons tant au niveau
atomique qu'µa celui des structures cristallines. En g¶en¶eral, le pro¯l Compton
mesur¶e re°µete la r¶epartition combin¶ee des ¶electrons atomiques et des ¶electrons
de conduction. Si l'on a des atomes de num¶ero atomiqueZ , avec pour chacunZa

¶electrons restant li¶es au coeur atomique etZc ¶electrons de conduction, soit

Z = Za + Zc ; (4.5.45)

le pro¯l exp¶erimentalement mesur¶e est la somme pond¶er¶ee des pro¯ls correspon-
dants aux deux sortes d'¶electrons :

J (p) =
Za

Z
Ja(p) +

Zc

Z
Jc(p) : (4.5.46)

Le graphe exp¶erimental peut permettre de distinguer les deux termes, comme le
montre l'exemple ¶eloquent d'une exp¶erience faite sur un monocristal de b¶eryllium
avec un faisceau de rayonnementX de 10 keV (rayonnement synchrotron fourni
par l'anneau de stockage µa ¶electrons LURE-DCI d'Orsay), ¯gure4.6. On y dis-
tingue clairement un fond assez ¶etal¶e qui est la contribution des ¶electrons atom-
iques, d'un pic en cloche parabolique correspondant aux ¶electrons de conduction
(exercice4.32). Le rapport des surfaces respectives montre nettement qu'il y a
dans un cristal de b¶eryllium autant d'¶electrons de conduction que d'¶electrons
atomiques (soit, puisqueZ = 4, Za = Zc = 2). La courbe exp¶erimentale permet
aussi de mesurer directement le niveau de Fermi du b¶eryllium (exercice4.33).
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Fig. 4.6 { Le pro¯l Compton du b¶eryllium
L'exp¶erience est faite avec des rayonsX de 10 keV µa un angle de di®usion de 145o. Le
pro¯l est donn¶e en fonction de la longueur d'onde des photons di®us¶es.
[G. Loupias & al., \X-Ray Compton Scattering Study of Electronic Distribution in
Beryllium", Phys. Stat. Sol. B102 (1980), 79]

D'autres techniques exp¶erimentales que la di®usion Compton, notamment
l'utilisation de faisceaux d'¶electrons, conduisent µa des r¶esultats du même type
donnant accµes directement aux distributions en quantit¶e de mouvement (exer-
cice 4.34).

6 Translations discrµetes et sym¶etrie cristalline

A Th¶eorµeme de Bloch

Les fonctions d'onde du type \onde plane" ¶etudi¶ees pr¶ec¶edemment car-
act¶erisent un choix particulier des ¶etats stationnaires pour un quanton libre.
Elles sont fonctions propres µa la fois du hamiltonien et de la quantit¶e de mou-
vement. Leur forme re°µete ainsi l'invariance par translation spatiale du hamil-
tonien (purement cin¶etique) d'un tel quanton libre. Consid¶erons maintenant un
quanton dans un potentiel p¶eriodique. C'est le cas, par exemple, des ¶electrons
de conduction dans un m¶etal. Même si l'on n¶eglige les interactions mutuelles de
ces ¶electrons (modµele du \gaz d'¶electrons"), la d¶ependance spatiale du poten-
tiel ionique auquel est soumis un ¶electron invalide l'invariance par translation
spatiale complµete. Le r¶eseau cristallin pr¶esente une structure p¶eriodique, qui
laisse subsister une invariance par translation plus r¶eduite, limit¶ee aux ¶el¶ements
discrets du groupe de sym¶etrie du r¶eseau |du moins si l'on n¶eglige l'in°uence
des faces du cristal, ou, ce qui revient au même, si on le considµere comme in¯ni-
ment ¶etendu. Sans dicter complµetement la forme des fonctions d'onde des ¶etats
stationnaires, cette invariance la contraint s¶evµerement. C'est ce qu'exprime le
th¶eorµeme de Bloch que nous allons ¶etablir.

Les ions d'un cristal m¶etallique occupent des sites r¶eguliµerement dispos¶es
sur un r¶eseau C, construit µa partir de trois vecteurs de base non-coplanaires
f a1; a2; a3g. La position d'un site atomique quelconque est alors d¶e¯nie µa partir
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d'un site origine arbitraire par un vecteur de la forme :

¿¿¿ = n1a1 + n2a2 + n3a3 ; f n1; n2; n3g entiers: (4.6.1)

Il faut noter que les vecteurs f a1; a2; a3g ne sont en g¶en¶eral ni orthogonaux,
ni de même module (sauf dans le cas bien particulier d'un r¶eseau cubique).
La même expression (4.6.1) caract¶erise les vecteurs d¶e¯nissant les translations
d'un site µa un autre qui laissent le r¶eseau invariant ; c'est pourquoi les vecteurs
f a1; a2; a3g sont souvent appel¶es \translations primitives". Le hamiltonien d'un
¶electron dans un tel r¶eseau est donc invariant, non pas sous le groupe complet
des translations spatiales (comme c'est le cas du hamiltonien d'un quanton li-
bre), mais seulement sous le sous-groupe discret des translations du r¶eseau C,
restriction aux seuls ¶el¶ements de la forme (4.6.1) du groupe complet (et continu).

En d'autres termes, le hamiltonien de l'¶electron commute avec l'ensemble
des op¶erateurs unitairesT¿¿¿ repr¶esentant, dans l'espace des ¶etats de l'¶electron,
les translations¿¿¿ du type (4.6.1), qui agissent sur les fonctions d'onde selon :

T¿¿¿Ã(r ) = Ã(r + ¿¿¿) ; r 2 R3; ¿¿¿ 2 C: (4.6.2)

Les fonctions d'ondeÃE (r ) des ¶etats stationnaires, fonctions propres de ce hamil-
tonien, peuvent donc être choisies parmi les fonctions propres de l'op¶erateur
unitaire T¿¿¿. En d'autres termes :

T¿¿¿ÃE (r ) = c(¿¿¿)ÃE (r ) : (4.6.3)

Les op¶erateursT¿¿¿0 repr¶esentant les translations du r¶eseau, ob¶eissent µa la loi
de multiplication T¿¿¿T¿¿¿0 = T¿¿¿+ ¿¿¿0, ce qui implique pour leurs valeurs propres la
relation c(¿¿¿)c(¿¿¿0)c(¿¿¿ + ¿¿¿0). On a donc la forme fonctionnelle

c(¿¿¿) = e2i¼° (¿¿¿) ; (4.6.4)

(le facteur 2¼est conventionnel), oµu la fonction° (¿¿¿) (µa valeur r¶eelle pour assurer
l'unitarit¶e de T¿¿¿) est lin¶eaire :

° (¿¿¿) + ° (¿¿¿0) = ° (¿¿¿ + ¿¿¿0) : (4.6.5)

Appliquant cette condition de lin¶earit¶e au vecteur g¶en¶erique¿¿¿ lui même, tel
qu'exprim¶e en (4.6.1), on obtient :

° (¿¿¿) = ° (n1a1 + n2a2 + n3a3)

= n1° 1 + n2° 2 + n3° 3 ; avec ° i := ° (ai ), i = 1 ; 2; 3: (4.6.6)

Il est tentant d'interpr¶eter l'expression (4.6.6) comme le produit scalaire d'un
certain vecteur, de composantes (° 1; °2; ° 3), et du vecteur ¿¿¿, de composantes
(n1; n2; n3). Mais il faut prendre garde que ce dernier a pour composantes
(n1; n2; n3) dans la basef a1; a2; a3g qui n'est pas orthonorm¶ee ! Aussi commence-
t-on par d¶e¯nir une nouvelle basef b1; b2; b3g, dite \r¶eciproque", selon :

b i =
2¼
V

" ijk b j ^ bk (4.6.7)

oµu V := j(a1; a2; a3)j = ja1 ¢(a2 ^ a3)j est le volume de la cellule primitive du
r¶eseau. On a, entre les deux bases, les relations :

ai ¢b j = 2 ¼±ij ; i; j = 1 ; 2; 3: (4.6.8)
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En d¶e¯nissant alors, dans la base r¶eciproque, le vecteur

}}} := °1b1 + ° 2b2 + °3b3 ; (4.6.9)

on peut maintenant ¶ecrire e®ectivement 2¼°(¿¿¿) = }}} ¢¿¿¿. Les fonctions d'onde
des ¶etats stationnaires se transforment, sous les translations du r¶eseau, selon :

ÃE (r + ¿¿¿) = ei}}} ¢¿¿¿ÃE (r ) ; (4.6.10)

oµu l'on voit une g¶en¶eralisation µa 3 dimensions de la relation unidimensionnelle
(2.7.6). Dans la mesure oµu ceci ne vaut, r¶ep¶etons-le, que pour les translations¿¿¿
du r¶eseau C, de la forme (4.6.1), on ne peut en d¶eduire que la fonction d'onde
elle-même est du type \onde plane". N¶eanmoins, sa forme est consid¶erablement
reestreinte par la condition (4.6.10). D¶e¯nissons en e®et la fonction

uE (r ) := e¡ i}}} ¢r ÃE (r ) : (4.6.11)

On voit imm¶ediatement, d'aprµes (4.6.10), que cette fonction est p¶eriodique sur
le r¶eseau C :

uE (r + ¿¿¿) = e¡ i}}} ¢( r + ¿¿¿)ÃE (r + ¿¿¿)

= e¡ i}}} ¢r ÃE (r )

= uE (r ) : (4.6.12)

Nous arrivons ainsi µa l'¶enonc¶e ¯nal duth¶eorµeme de Bloch: les fonctions d'onde
des ¶etats stationnaires d'un quanton dans un potentiel p¶eriodique, dites \fonc-
tions de Bloch", s'¶ecrivent comme le produit d'un facteur exponentiel du type
onde plane (re°¶etant le caractµere propagatif des ¶etats stationnaires) par une
fonction p¶eriodique (re°¶etant la structure du r¶eseau cristallin) :

ÃE (r ) = ei}}} ¢r uE (r ) : (4.6.13)

Il est clair que dans un potentiel constant, l'argument vaut pour n'importe quelle
p¶eriodicit¶e, et la fonction uE est donc elle-même constante : on retrouve bien la
forme \onde plane".

B Quasi-quantit¶e de mouvement, zone de Brillouin

La propri¶et¶e de transformation (4.6.10) suggµere imm¶ediatement une analogie
entre la grandeur }}} et la quantit¶e de mouvement p qui caract¶erise les ¶etats
stationnaires de type \onde plane" d'un quanton libre. C'est pourquoi, comme
on l'a d¶ejµa vu (Rudiments, chapitre 6, section 7D, et ce livre, chapitre 2, section
7B) on appelle}}} la \quasi-quantit¶e de mouvement" ; cette grandeur caract¶erise
les ¶etats stationnaires par leurs propri¶et¶es de translation. De même que pour
un quanton libre on a la relation E (p) = p2=2m, l'¶energie propre des ¶etats
stationnaires peut ici être consid¶er¶ee comme une fonctionE (}}} ). Cependant,
l'analogie entre p et }}} a ses limites. Que}}} ne soit pas une vraie quantit¶e de
mouvement se voit d'ailleurs directement sur la forme (4.6.13) des fonctions
d'onde : µa cause du facteur p¶eriodique non-constantuE (r ), leurs transform¶ees
de Fourier ne se r¶eduisent pas µa des distributions de Dirac ; autrement dit, le
spectre en quantit¶e de mouvement d'un tel ¶etat stationnaire montre une certaine
extension autour de sa valeur moyenne}}} .
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Mais il y a plus. Consid¶erons en e®et un vecteur de la forme

¾¾¾= k1b1 + k2b2 + k3b3 ; (k1; k2; k3) entiers, (4.6.14)

c'est-µa-dire une \translation du r¶eseau r¶eciproque" C¤, ainsi d¶enomm¶e par analo-
gie avec (4.6.1). On calcule ais¶ement le produit scalaire d'une translation¿¿¿
du r¶eseau C et d'une translation¾¾¾ du r¶eseau r¶eciproque C¤ , soit, en utilisant
(4.6.8) :

¾¾¾¢¿¿¿ =
X

i

X

j

(ki b i ) ¢(n j aj ) = 2 ¼
X

i

ki n j = 2 ¼£ entier ; (4.6.15)

d'oµu la relation ei¾¾¾¢¿¿¿ = e2i¼£ entier = 1. Il en r¶esulte que le facteur de phase
c}}} = ei}}} ¢¿¿¿ qui caract¶erise la transformation (4.6.10) d'une fonction d'onde sta-
tionnaire lors d'une translation du r¶eseau C est lui-même invariant par les trans-
lations du r¶eseau r¶eciproque C¤ :

c}}} + ¾¾¾(¿¿¿) = ei (}}} + ¾¾¾)¢¿¿¿

= ei}}} ¢¿¿¿

= c}}} (¿¿¿) ; pour tout ¾¾¾2 C¤. (4.6.16)

En d'autres termes, deux valeurs de la grandeur}}} di®¶erant par une translation¾¾¾
appartenant au r¶eseau r¶eciproque C¤ doivent être identi¯¶ees et correspondent
µa la même valeur physique. Pour ¶eliminer toute redondance, on restreint la
quasi-quantit¶e de mouvement µa l'int¶erieur d'une cellule ¶el¶ementaire de l'espace
r¶eciproque C¤, telle que les valeurs physiquement distinctes y ¯gurent une fois
et une seule. La fa»con la plus simple et la plus sym¶etrique de sp¶eci¯er une
telle cellule consiste µa d¶e¯nir ce qu'on appelle la \zone de Brillouin" B¤ (d¶ejµa
introduite, elle aussi, dans le cas unidimensionnel, au chapitre 2, section 7),
par la condition que ses points soient plus proches de l'origine que tous leurs
translat¶es ¶equivalents, soit encorej}}} + ¾¾¾j ¸ j }}} j, voir ¯gure 4.7.

La fonction E (}}} ) qui donne l'¶energie (souvent appel¶ee \relation de disper-
sion") est donc d¶e¯nie sur la zone de Brillouin B¤. Notons que rien ne garantit
qu'elle soit univoque ; a priori, pour une valeur donn¶ee de}}} 2 B¤, plusieurs
valeurs de l'¶energie sont possibles, qu'il nous faudra distinguer par un indice
ad¶equat, en les notantEn (}}} ), pour n = 0 ; 1; 2; : : : Par ailleurs, il est fort utile
d'¶etendre cette fonction µa l'espace entier des quasi-quantit¶es de monvementR3,
comme nous le verrons bientôt. La proc¶edure est bien connue : c'est exactement
la même qui permet de transformer une fonction trigonom¶etrique d¶e¯nie sur le
cercle en une fonction d¶e¯nie sur la droite : µa tout point du cercle d¶e¯ni par
l'angle µ, avec 0· µ < 2¼, on fait correspondre les points de la droite d¶e¯nis par
leurs abscissesµ + 2 k¼, avec k 2 Z. La fonction ¶etendue prend la même valeur
en tous ces points et devient ainsi p¶eriodique sur la droite. On peut de même
¶etendre la fonction E (}}} ) (ou, plus pr¶ecis¶ement, ses di®¶erentes d¶eterminations
En (}}} )) µa tout l'espace des quasi-quantit¶es de mouvement en transportant sa
d¶e¯nition sur la zone de Brillouin par les translations du r¶eseau r¶eciproque.
L'¶energie ainsi ¶etendue devient une fonction d¶e¯nie surR3, p¶eriodique sous les
translations de C¤ . Cette id¶ee a d¶ejµa ¶et¶e introduite pour le cas unidimensionnel
dans Rudiments, chapitre 6, section 7D.
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Fig. 4.7 { R¶eseaux cristallins µa 2 dimensions
a) Le r¶eseau cristallin.
b) Le r¶eseau r¶eciproque et la zone de Brillouin (en gris¶e).
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C Bandes d'¶energie

Les consid¶erations pr¶ec¶edentes vont nous permettre de discuter la nature
du spectre d'¶energie d'un quanton (par exemple, un ¶electron) dans un potentiel
p¶eriodique (par esemple le potentiel d'un r¶eseau cristallin). Envisageons le cas oµu
le potentiel est si faible que le comportement du quanton ne di®µere que trµes peu
de celui d'un quanton libre. µA la limite oµu ce potentiel tend vers z¶ero, l'¶energie
du quanton doit tendre vers celle d'un quanton libre, E0(p) = p2=2m, µa ceci
prµes que nous devons quand même prendre en compte la p¶eriodicit¶e du r¶eseau |
c'est tout ce qui subsiste de la structure cristalline, mais son e®et est essentiel.
La notion de quantit¶e de mouvement doit ainsi être remplac¶ee par celle de quasi-
quantit¶e de mouvement, et c'est en fonction de cette derniµere qu'il faut exprimer
l'¶energie, soit E (}}} ). On ne peut cependant se borner µa ¶ecrireE(}}} )

?
= E0(}}} ),

puisque la fonction E doit être p¶eriodique sur le r¶eseau r¶eciproque C¤ Il faut
donc ¶etendre sa d¶e¯nition, en adjoignant µa la fonctionE0 toutes ses translat¶ees
sur le r¶eseau r¶eciproque

E(}}} ) =
[

¾¾¾2 C¤

E0(}}} + ¾¾¾) =
[

¾¾¾2 C¤

(}}} + ¾¾¾)2

2m
: (4.6.17)

Cette d¶emultiplication modi¯e ¶evidemment la d¶e¯nition de la fonction dans la
zone de Brillouin elle-même. Dans le cas unidimensionnel de p¶eriodea, plus facile
µa illustrer et auquel nous nous r¶ef¶erons d¶esormais, le graphe de la fonctionE(} )
se pr¶esente ainsi comme un ensemble de paraboles translat¶ees successivement
par le pas ¶el¶ementaireb = 2 ¼=adu r¶eseau r¶eciproque (¯gure4.8a) :

E (} ) =
[

n 2 Z

En (} ) ; avec En (} ) :=( } + nb)2=2m (4.6.18)

Pour chaque valeur de la quasi-quantit¶e de mouvement} , on obtient donc un
spectre discret, compos¶e de plusieurs valeurs de l'¶energie (une in¯nit¶e) ; les
valeurs En (} ), avec n = 0 ; 1; 2; : : : , donnent les di®¶erentes d¶eterminations de
la fonction de la fonction E (} ) envisag¶ees plus haut. On constate que, pour
les valeurs } = kb (k entier), se produisent des croisements syst¶ematiques de
niveaux, faisant apparâ³tre des d¶eg¶en¶erescences d'ordre 2.

Consid¶erons maintenant le cas, plus r¶ealiste et plus int¶eressant, d'un poten-
tiel cristallin non-nul. Comme nous l'avons vu dans un cas trµes g¶en¶eral (exercice
2.10), l'e®et de cette modi¯cation va être de lever la d¶eg¶en¶erescence et d'abolir
les croisements de niveaux. Le graphe de la fonctionE (}}} ) va dµes lors pr¶esenter
plusieurs branches, s¶epar¶ees par des hiatus non-nuls. La sym¶etrie p¶eriodique
sur le r¶eseau r¶eciproque C¤ entrâ³ne que, dans le cas g¶en¶erique, ces di®¶erentes
branches pr¶esentent des extr¶emums µa tangentes horizontales pour des valeurs
}}} = kb (k entier). µA chacune de ces branches, correspond une bande d'¶energie,
de largeur ¯nie. Ces bandes \permises" sont s¶epar¶ees par des bandes \inter-
dites", correspondant aux hiatus introduits par les lev¶ees de d¶eg¶en¶erescence
(¯gure 4.8b ). On ¶evite la redondance du diagramme en restreignant la quasi-
quantit¶e de mouvement µa la zone de Brillouin, oµu le graphe de l'¶energie montre
encore plus clairement la structure de bandes. Dans le cas tridimensionnel, une
repr¶esentation graphique de l'¶energie est ¶evidemment plus probl¶ematique.

Nous verrons bientôt une troisiµeme fa»con encore, aprµes les modµeles discrets
du chapitre 2, section 7, et les consid¶erations ci-dessus, de justi¯er la notion de
spectre de bandes pour un potentiel p¶eriodique (chapitre 5, section 5E).
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Fig. 4.8 { Bandes d'¶energie
a) Le sch¶ema des bandes d'¶energie pour un quanton dans un potentiel \p¶eriodique
constant"...
b) Le sch¶ema des bandes d'¶energie pour un quanton dans un potentiel p¶eriodique
(non-constant).
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7 Fonctions d'onde et systµemes compos¶es

Il est int¶eressant, et utile, de concr¶etiser la th¶eorie des systµemes compos¶es
du chapitre 1, section 9, en l'appliquant µa leur description spatiale.

A Fonctions d'onde µa N quantons

Soient N quantons, ayant respectivement pour espaces des ¶etats les espaces
de Hilbert H 1; H 2; : : : ; H N . Alors, le systµeme compos¶e a pour espace des ¶etats le
produit tensoriel H = H1H 2¢ ¢ ¢H N des espaces individuels ; nous supposons
les quantons distincts pour l'instant, et traiterons plus loin le cas de quantons
identiques. Si l'on s'int¶eresse aux propri¶et¶es spatiales des quantons, on est amen¶e
µa r¶ealiser leurs espaces des ¶etats comme espaces de fonctions de carr¶e sommable
(leurs fonctions d'onde), soitH i = L 2(R3). L'espace des ¶etats du systµeme devient
alors H = L 2(R3)  L 2(R3)  ¢ ¢ ¢  L 2(R3) = L 2(R3N ), g¶en¶eralisation du cas de
deux quantons µa une dimension d¶ejµa mentionn¶e (chapitre 1, section 9Cb). Les
vecteurs d'¶etat du systµeme compos¶e sont ainsi r¶ealis¶es comme des fonctions µa
N arguments (vectoriels), Á(r 1; r 2; : : : ; r N ), de carr¶e sommable :

1 =
Z

R3
d3r 1

Z

R3
d3r 2 ¢ ¢ ¢

Z

R3
d3r N

¯
¯Á(r 1; r 2; : : : ; r N )

¯
¯2

: (4.7.1)

La signi¯cation physique de la fonction d'onde est celle d'une amplitude de
densit¶e de probabilit¶e de localisation. Le carr¶e de son module :

¹ (r 1; r 2; : : : ; r N ) =
¯
¯Á(r 1; r 2; : : : ; r N )

¯
¯2

(4.7.2)

est la densit¶e de probabilit¶e de localisation. En d'autres termes, la probabilit¶e
de localisation conjointe du quanton no 1 dans un domaineD1, du quanton no 2
dans un domaineD2, etc., s'¶ecrit

P(D1; D2; : : : ; DN )

=
Z

D 1

d3r 1

Z

D 2

d3r 2 ¢ ¢ ¢
Z

D N

d3r N
¯
¯Á(r 1; r 2; : : : ; r N )

¯
¯2

: (4.7.3)

En rµegle g¶en¶erale, l'implexit¶e quantique ne permet pas d'exprimer la fonction
d'onde µa N quantons Á(r 1; r 2; : : : ; r N ) sous forme d'un produit de fonctions µa
une variable, et l'int¶egrale (4.7.3) ne se factorise pas.

Il peut arriver que l'on s'int¶eresse µa la localisation des quantons dans cer-
tains domaines bien d¶e¯nis de l'espace, sans que l'on souhaite tenir compte de
la nature sp¶eci¯que des quantons particuliers localis¶es dans ces domaines. Tel
est le cas, par exemple, lorsque l'on veut enregistrer le passage de particules
dans des d¶etecteurs incapables de les distinguer : on peut imaginer ainsi des
compteurs qui ne seraient sensibles qu'µa la masse des particules et ne discrim-
ineraient pas protons et neutrons, ou ¶electrons et positrons. Il faut alors, pour
calculer la probabilit¶e de localisation totale, utiliser la rµegle d'addition des prob-
abilit¶es | mais non sans exercer quelque vigilance a¯n de s'assurer de la r¶eelle
ind¶ependance des ¶ev¶enements impliqu¶es. Pr¶ecisons cette mise en garde dans le
cas le plus simple, celui de deux quantons. Le systµeme est alors d¶ecrit par sa
fonction d'onde Á(r 1; r 2). Soit D le domaine oµu l'on souhaite localiser le quanton
no 1, et D 0 celui oµu l'on souhaite localiser le no 2. La probabilit¶e de localisation
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s'¶ecrit alors comme en (4.7.3), mais avec une notation plus explicite dont on va
trµes rapidement comprendre l'utilit¶e :

P(1 2 D; 2 2 D 0) =
Z

D
d3r 1

Z

D 0

d3r 2
¯
¯Á(r 1; r 2)j2 : (4.7.4)

Supposons maintenant | cas de d¶etecteurs ne discriminant pas 1 et 2 | que
l'on veuille ¶evaluer la probabilit¶e de localisation de l'un quelconque des quantons
(1 ou 2) dans D, et de l'autre (2 ou 1) dans D 0. Ces deux cas ne sont distincts
et donc ind¶ependants que siD et D 0 sont disjoints. Dans une telle situation, on
peut µa bon droit ajouter les probabilit¶es correspondantes :

P(? 2 D; > 2 D 0)

= P(1 2 D; 2 2 D 0) + P(2 2 D; 1 2 D 0) ; si D \ D 0 = ; ,

=
Z

D
d3r 1

Z

D 0
d3r 2

¯
¯Á(r 1; r 2)j2 +

Z

D 0
d3r 1

Z

D
d3r 2

¯
¯Á(r 1; r 2)j2 : (4.7.5)

Cette expression peut d'ailleurs aussi bien s'¶ecrire :

P(? 2 D; > 2 D 0)

=
Z

D
d3r 1

Z

D 0
d3r 2

h¯
¯Á(r 1; r 2)j2 +

¯
¯Á(r 2; r 1)j2

i
; si D \ D 0 = ; , (4.7.6)

oµu l'on a permut¶e les d¶esignations des quantons plutôt que celles de leurs do-
maines de localisation. Dans le cas maintenant oµuD \ D 0 6= ; , la formule (4.7.5)
donnerait un r¶esultat erron¶e, puisqu'elle compterait deux fois le cas oµu les deux
quantons sont localis¶es dans l'intersectionD \ D 0. Il faut ¶ecrire alors :

P(? 2 D; > 2 D 0)

=
· Z

D
d3r 1

Z

D 0

d3r 2 +
Z

D 0

d3r 1

Z

D
d3r 2 ¡

Z

D \ D 0

d3r 1

Z

D \ D 0

d3r 2

¸ ¯
¯Á(r 1; r 2)j2 : (4.7.7)

µA titre de v¶eri¯cation, constatons que la formule (4.7.5), si elle ¶etait appliqu¶ee
inconsid¶er¶ement au cas oµu les domainesD et D 0 s'¶etendent µa l'espace entier,
fournirait pour la probabilit¶e totale la valeur... 2 (double comptage total) ; la
formule (4.7.7) en revanche, puisqueD = R3; D 0 = R3 ) D \ D 0 = R3, donne
bien la valeur unit¶e attendue. Ces consid¶erations s'¶etendent sans mal au cas de
trois quantons ou plus (exercice4.35). Notons que la formule g¶en¶erale (4.7.7)
se r¶eduit encore µa la formule (4.7.5), même siD \ D 0 6= ; , dans le cas oµu la
fonction d'onde Á s'annule lorsque ses deux arguments appartiennent µaD \ D 0.
C'est le cas d'une fonction d'onde du typeÁ(r 1; r 2) = ' (r 1)Ã(r 2) oµu ' (resp. Ã)
s'annule hors d'une r¶egion ¢ (resp. ¢0) avec ¢ \ ¢ 0 = ; .

On rencontre fr¶equemment la situation oµu l'¶etat d'un systµeme deN quantons
est sp¶eci¯¶e parN ¶etats individuels, et oµu il faut ¶ecrire la fonction d'onde du
systµeme en termes deN fonctions d'onde µa un quanton. Consid¶erons par souci
de simplicit¶e le casN = 2. Soient ' et Ã les fonctions d'onde individuelles.
Elles permettent de former, pour le systµeme des deux quantons, deux fonctions
d'onde particuliµerement simples car factoris¶ees :

Á=(r 1; r 2) = ' (r 1)Ã(r 2) ; Án(r 1; r 2) = ' (r 2)Ã(r 1) : (4.7.8)
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Notons queÁ= et Án sont normalis¶ees dµes lors que' et Ã le sont. Mais la fonction
d'onde la plus g¶en¶erale du systµeme µa deux quantons d¶ecrivant un ¶etat sp¶eci¯¶e
par ' et Ã, est la combinaison lin¶eaire d'implexit¶e non-nulle (non-factoris¶ee) :

Á(r 1; r 2) = ®Á=(r 1; r 2) + ¯Á n(r 1; r 2)

= ®' (r 1)Ã(r 2) + ¯' (r 2)Ã(r 1) : (4.7.9)

Sa normalisation impose la condition (exercice4.37)

1 = j®j2 + j¯ j2 + 2 Re(®¯ ) jSj2 ; (4.7.10)

oµu

S :=
Z

R3
d3r ' (r ) Ã(r ) (4.7.11)

est appel¶ee \int¶egrale de recouvrement". Notons que, d'aprµes l'in¶egalit¶e de
Schwarz, jSj · 1. Il convient d'insister sur le fait que les propri¶et¶es de l'¶etat
d¶e¯ni par (4.7.9) d¶ependent en g¶en¶eral de® et ¯ (exercice4.38).

B Systµemes de N quantons identiques

Si les N quantons sont identiques, bosons ou fermions, leur ¶etat doit ap-
partenir au sous-espaceH+ ou H¡ , respectivement, du produit tensoriel H, voir
chapitre 1, section 10B. Dans le cas des bosons, la fonction d'onde correspon-
dante doit donc être invariante par permutation ; nous la dirons totalement
sym¶etrique. Dans le cas des fermions, la fonction d'onde est invariante au signe
prµes selon la permutation ; nous la dirons totalement antisym¶etrique (abus de
langage usuel, mais auquel il convient de prendre garde, puisque une fonction
d'onde \totalement antisym¶etrique" est... sym¶etrique pour toutes les permuta-
tions paires, soit une sur deux !). L'action d'une permutation dans l'espace des
¶etats du systµeme desN quantons se r¶ealise par la permutation des arguments
de la fonction d'onde :

P =
µ

1 2 3 : : : N
i1 i 2 i3 : : : i N

¶
) P Á(r 1; r 2; : : : ; r N ) = Á(r i 1 ; r i 2 ; : : : ; r i N ) :

(4.7.12)
On a donc :

Á(r i 1 ; r i 2 ; : : : ; r i N ) =

(
Á(r 1; r 2; : : : ; r N ) ; bosons,

" P Á(r 1; r 2; : : : ; r N ) ; fermions,
(4.7.13)

oµu " P est la parit¶e de la permutation P. Partant d'une fonction d'onde µa
N quantons, sans propri¶et¶e de sym¶etrie et donc inappropri¶ee µa la description de
l'¶etat d'un systµeme de quantons identiques, on peut obtenir une fonction d'onde
d¶ecrivant une situation analogue qui soit sym¶etrique ou antisym¶etrique, en util-
isant les projecteurs de sym¶etrisation (bosons) ou d'antisym¶etrisation (fermions)
d¶e¯nis par (1.10.12) :

Á§ (r 1; r 2; : : : ; r N ) = ¦ § Á(r 1; r 2; : : : ; r N ) : (4.7.14)

Mais attention : la norme d'un vecteur n'est en g¶en¶eral pas conserv¶ee par projec-
tion (sauf si le vecteur est d¶ejµa ¶etat propre du projecteur). Ainsi, les fonctionsÁ+
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et Á¡ obtenues par la formule (4.7.14) µa partir d'une fonction normalis¶eeÁ ne
sont pas elles-mêmes normalis¶ees, et doivent l'être a posteriori pour devenir de
\v¶eritables" fonctions d'onde d¶ecrivant les ¶etats physiques du systµeme ; on ¶ecrira
donc pour ces fonctions d'onde

©§ = A § Á§ ; (4.7.15)

et l'on calculera le coe±cient de normalisationA+ ou A ¡ .
Explicitons la proc¶edure dans le cas particulier fr¶equemment rencontr¶e d'un

systµeme de deux quantons dans un ¶etat d¶e¯ni par deux ¶etats individuels de fonc-
tions d'onde ' et Ã respectivement. Partant de la fonction d'onde particuliµere
Á(r 1; r 2) = ' (r 1)Ã(r 2), on obtient les fonctions non-normalis¶ees

Á§ (r 1; r 2) = ' (r 1)Ã(r 2) § ' (r 2)Ã(r 1) : (4.7.16)

Leur normalisation conduit aux fonctions d'onde sym¶etriques ou antisym¶etriques

©§ (r 1; r 2) = A §

£
' (r 1)Ã(r 2) § ' (r 2)Ã(r 1)

¤
; (4.7.17)

oµu :
1 =

¯
¯A §

¯
¯2¡

2 § 2jSj2
¢

; (4.7.18)

S ¶etant d¶e¯ni comme en (4.7.11). Dans le cas particulier oµu les fonctions d'onde'
et Ã d¶ecrivent des ¶etats individuels orthogonaux,S = 0 et l'on peut prendre :

©§ (r 1; r 2) = 1p
2

£
' (r 1)Ã(r 2) § ' (r 2)Ã(r 1)

¤
; si ' ? Ã. (4.7.19)

Ces expressions se g¶en¶eralisent sans mal au cas de systµemes deN quantons
identiques dans un ¶etat d¶e¯ni par N ¶etats individuels de fonctions d'onde
' (1) ; ' (2) ; : : : ; ' (N ) . On voit en particulier que la fonction d'onde d'un systµeme
de N fermions prend la forme d'un d¶eterminant :

©¡ (r 1; r 2; : : : ; r N ) = A ¡

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

' (1) (r 1) ' (1) (r 2) : : : ' (1) (r N )
' (2) (r 1) ' (2) (r 2) : : : ' (2) (r N )
' (3) (r 1) ' (3) (r 3) : : : ' (3) (r N )

...
...

. . .
...

' (N ) (r 1) ' (N ) (r 2) : : : ' (N ) (r N )

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

; (4.7.20)

dit d¶eterminant de Slater (exercice 4.40). On note que cette expression est
nulle dµes que deux fonctions d'onde individuelles (ou plus) sont ¶egales. Le
\principe d'exclusion de Pauli" apparâ³t ainsi comme un th¶eorµeme : un systµeme
de N fermions ne peut se trouver dans un ¶etat sp¶eci¯¶e parN ¶etats individuels
dont deux (ou plus) seraient les mêmes. De fa»con plus g¶en¶erale, dans un systµeme
de N fermions, se marque une tendance µa l'¶evitement spatial mutuel dont les
cons¶equences physiques sont capitales (voirRudiments, chapitre 7, section 4).
L'¶etude des fonctions d'onde de tels systµemes fournit des exemples probants de
ce caractµere (exercices4.42, 4.44, 4.45 et 4.47).

Pour des bosons, l'expression de la fonction d'onde est analogue µa celle que
fournit (4.7.20) mais avecN ! termes tous du même signe :

©+ (r 1; r 2; : : : ; r N ) = A+

X

P

' (1) (r i 1 ) ' (2) (r i 2 ) : : : ' (N ) (r i N ) : (4.7.21)
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Dans ce cas, aucune restriction n'est impos¶ee au choix des fonctions d'onde
individuelles, dont deux (ou plus, ¶eventuellement toutes lesN ) peuvent être
¶egales (voir exercice4.41). La propri¶et¶e essentielle d'un systµeme de bosons (sa
gr¶egarit¶e) se met ais¶ement en ¶evidence µa partir de ces consid¶erations (exercices
4.42, 4.43 et 4.45).

C Faut-il toujours (anti)sym¶etriser ?

Nous pouvons maintenant reprendre la question pos¶ee µa la ¯n du chapitre 1,
section 10 : l'implexit¶e in¶eluctable d'un systµeme deN quantons identiques sem-
blerait nous contraindre µa ne jamais pouvoir d¶ecrire un sous-systµeme de fa»con
s¶epar¶ee, par \son" espace de Hilbert et \ses" vecteurs d'¶etat. Seul l'¶etat du
systµeme global serait | ¶eventuellement | bien d¶e¯ni, un sous-systµeme ne pou-
vant, au mieux, être d¶e¯ni que par son op¶erateur densit¶e. L'exp¶erience montre
cependant que la physique est possible µa une ¶echelle locale, c'est-µa-dire que l'on
peut sans di±cult¶es particuliµeres oublier les ¶electrons de la Lune quand on traite
ceux d'un atome de cette feuille de papier. Nous allons justi¯er en droit cette
proc¶edure.

Consacrons-nous d'abord au cas des bosons, ce qui ¶evitera tout problµeme
de signe dans l'¶ecriture des formules. Int¶eressons-nous donc µa un boson local.
Supposons qu'il appartient µa un systµeme deN bosons identiques, dont lesN ¡ 1
autres sont trµes lointains. Comment pouvons-nous oublier ceux-lµa pour traiter
celui-ci, compte-tenu de la haute implexit¶e de leur ¶etat d'ensemble ? En v¶erit¶e,
le langage des deux derniµeres phrases est incorrect : nous ne pouvons distinguer
les bosons (identiques), mais seulement, le cas ¶ech¶eant, les ¶etats individuels, ou
de certains sous-systµemes, µa partir desquels est construit l'¶etat du systµeme. Soit
donc ' la fonction d'onde d'un ¶etat individuel local : on entend par lµa que '
s'annule en-dehors d'un domaineD | notre laboratoire par exemple. Soit Â
la fonction d'onde d'un ¶etat µa (N ¡ 1) bosons de localisations trµes lointaines :
autrement dit, Â s'annule dµes que l'un de ses (N ¡ 1) arguments est ext¶erieur µa
un domaine D 0 disjoint de D | la Lune par exemple ; par ailleurs, la fonction
d'onde Â est totalement sym¶etrique par rapport µa toute permutation de ses
(N ¡ 1) arguments. La fonction d'onde de l'¶etat µaN bosons d¶e¯ni par l'¶etat µa
un boson de fonction d'onde' et l'¶etat µa (N ¡ 1) bosons de fonction d'ondeÂ
est donn¶e par le produit des fonctions d'onde' et Â convenablement sym¶etris¶e,
soit

©+ (r 1; r 2; : : : ; r N ) = A+

h
' (r 1) Â(r 2; r 3; : : : ; r N )

+ ' (r 2) Â(r 3; r 4; : : : ; r N ; r 1)

+ : : :

+ ' (r N ) Â(r 1; r 2; : : : ; r N¡ 1)
i

:

(4.7.22)

L'ordre des arguments dans lesN occurrences de la fonction d'ondeÂ n'a aucune
importance puisqu'elle est totalement sym¶etrique, et le choix, arbitraire mais
assez naturel cependant, que nous avons fait d'une permutation circulaire sur
(r 1; r 2; : : : ; r N ) n'est dict¶e que par la n¶ecessit¶e d'expliciter les arguments deÂ.
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On peut d'ailleurs ¶ecrire plus symboliquement :

©+ (r 1; r 2; : : : ; r N ) = A+

NX

k =1

' (r k ) Â(nr k ) ; (4.7.23)

oµu la notation Â(nr k ) indique que les arguments deÂ sont lesN valeurs (r 1; r 2; : : : ; r N )
sauf r k . Pour normaliser ©+ , il nous faut imposer la condition

1 =
Z

d3r 1¢ ¢ ¢
Z

d3r N
¯
¯©+ (r 1; r 2; : : : ; r N )

¯
¯2

= jA+ j2
NX

k =1

NX

l =1

Z
d3r 1¢ ¢ ¢

Z
d3r N ' (r k ) Â(nr k ) ' (r l ) Â(nr l ) ; (4.7.24)

oµu nous avons, µa la physicienne, interverti sans scrupules lesN int¶egrations et
la double sommation (ce qui, au surplus, se justi¯e sans mal). Ici intervient de
fa»con capitale la localisation de' dans D, et de Â dans D 0 (ou plutôt dans
(D 0)N¡ 1). Consid¶erons par exemple l'int¶egrale

I 12 :=
Z

d3r 1¢ ¢ ¢
Z

d3r N ' (r 1) Â(nr 1) ' (r 2) Â(nr 2) : (4.7.25)

L'int¶egrand d¶epend der 1 par le produit ' (r 1) Â(nr 2) ; or ' (r 1) = 0 dµes que r 1

est hors deD, et Â(r 2) = 0 dµes que r 2 est hors deD 0. Puisque D et D 0 sont
disjoints (D \ D 0 = ; ), ' (r 1) Â(nr 2) = 0, et l'int¶egrale (4.7.25) est nulle. Il en va
de même de tous les termes non-diagonauxI kl de la double somme (4.7.24). Les
N termes diagonaux en revanche fournissent des contributions du type

I 11 :=
Z

d3r 1¢ ¢ ¢
Z

d3r N ' (r 1) Â(nr 1) ' (r 1) Â(nr 1)

=
µ Z

d3r 1
¯
¯' (r 1)

¯
¯2

¶µ Z
d3r 2¢ ¢ ¢

Z
d3r N

¯
¯Â(nr 1)

¯
¯2

¶
: (4.7.26)

Mais, puisque ' et Â respectivement sont normalis¶ees, on obtient simplement

I 11 = 1 (4.7.27)

et ¯nalement
A+ = N ¡ 1=2 : (4.7.28)

Aprµes ces pr¶eliminaires, consid¶erons une propri¶et¶e locale dansD d'un boson,
autrement dit, une grandeur physique qui n'est non-nulle que pour un boson lo-
calis¶e dansD : ce peut-être, par exemple, la position moyenne mesur¶eedans le
laboratoire (voir exercice 4.44). Consid¶erons plus simplement encore, la proba-
bilit¶e de localisation d'un boson dans une r¶egion ¢ incluse dans le domaineD.
D'aprµes les consid¶erations de la section A, cette probabilit¶e, pour le systµeme µa
N bosons consid¶er¶e, va s'¶ecrire, en g¶en¶eralisant l'expression (4.7.6) :

P(? 2 ¢ ½ D) =
Z

¢
d3r 1

Z

R3

d3r 2¢ ¢ ¢
Z

R3

d3r N j©+ j2

+
Z

R3
d3r 1

Z

¢
d3r 2¢ ¢ ¢

Z

R3
d3r N j©+ j2

+ ¢ ¢ ¢

+
Z

R3
d3r 1

Z

R3
d3r 2 : : :

Z

¢
d3r N j©+ j2 :

(4.7.29)
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Aucune soustraction pour comptage superf¶etatoire n'est n¶ecessaire, puisque la
fonction ©+ s'annule dµes que deux de ses arguments appartiennent µa ¢, en vertu
de la caract¶erisation donn¶ee plus haut de' et de Â. Le calcul est simple, et assez
r¶ep¶etitif par rapport au pr¶ec¶edent. Consid¶erons le premier terme de la somme
(4.7.29), soit :

J1 := N ¡ 1
X

k

X

l

Z

¢
d3r 1

Z
d3r 2 ¢ ¢ ¢

Z
d3r N ' (r k ) Â(nr k ) ' (r l ) Â(nr l ) : (4.7.30)

Puisque l'int¶egration sur r 1 est restreinte µa la r¶egion ¢ ½ D, le seul desN 2 ter-
mes de la somme µa être non-nul est celui contenant le produit' (r 1) ' (r 1). On
a simplement :

J1 = N ¡ 1
Z

¢
d3r 1

¯
¯' (r 1)

¯
¯2

Z
d3r 2¢ ¢ ¢

Z
d3r N

¯
¯Â(nr 1)

¯
¯2

= N ¡ 1
Z

¢
d3r 1

¯
¯' (r 1)

¯
¯2

; (4.7.31)

en vertu de la normalisation de Â, tout comme lors du passage µa (4.7.27). Il
en va exactement de même pour tous les termes de (4.7.29), si bien que, en
d¶e¯nitive :

P(? 2 ¢) = N
µ

N ¡ 1
Z

¢
d3r

¯
¯' (r )

¯
¯2

¶

=
Z

¢
d3r

¯
¯' (r )

¯
¯2

: (4.7.32)

Autrement dit, la probabilit¶e de localisation d'un boson dans la r¶egion locale ¢
pour le systµeme desN bosons se calcule exactement comme si l'on avait a®aire
µa un boson isol¶e, de fonction d'onde' . On peut oublier les ¶etats µa (N ¡ 1)
bosons de fonction d'ondeÂ dans la mesure oµu leur localisation lointaine les
rend syst¶ematiquement orthogonaux µa l'¶etat individuel de fonction d'onde' .
L'implexit¶e du systµeme global est r¶eelle, sa vraie fonction d'onde est bien donn¶ee
par l'expression (4.7.23), mais il n'est heureusement pas n¶ecessaire d'en tenir
compte. Ce raisonnement s'¶etend sans di±cult¶e au cas des fermions mais il vaut
la peine de s'en convaincre en refaisant les calculs. Il se g¶en¶eralise ais¶ement au
cas d'un systµeme deN quantons identiques caract¶eris¶e par un ¶etat µaN1 < N
quantons localis¶es dans un domaineD, et un ¶etat µa N2 = N ¡ N 1 quantons
localis¶es dans un domaine disjointD 0. On peut donc traiter des systµemes locaux
µa 2, 3, etc., ¶electrons en oubliant tous les autres. C'est bien ce qui permet, par
exemple d'¶etudier un atome donn¶e, avec sesZ ¶electrons, en n¶egligeant le reste
des ¶electrons de l'univers, et en particulier ceux des autres atomes | sauf si ces
atomes sont trop proches pour que leurs domaines de localisation ¶electronique
soient disjoints : ce sont alors les mol¶ecules, ou les cristaux, qu'il faut consid¶erer.
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Exercices

4.1 µA partir de la relation de commutation canonique (4.2.13), d¶emontrer que V (q) := exp( iqX )
est l'op¶erateur unitaire des \translations en quantit¶e de mouvement" en ¶etablissant la
relation (4.2.17).

4.2 ¶Etablir la relation de Weyl (4.2.18),

V ¡ 1(q) U ¡ 1(a) V (q) U(a) = e¡ iaq I ;

entre les op¶erateurs unitaires U(a) = exp( iaP ) et V (q) = exp( iqX ). (Suggestion :
partir de la relation (4.2.6) et exponentier ses deux membres.)

4.3 a. Calculer les commutateurs [[[X; P 2]]] et [[[X 2 ; P]]]. G¶en¶eraliser µa [[[X; P n ]]] et [[[X n ; P]]].

b. Plus g¶en¶eralement, d¶emontrer les relations de commutation

[[[X; f (P)]]] = i f 0(P) ;

[[[g(X ); P]]] = i g0(X ) :

c. ¶Etablir l'expression des commutateurs d'ordre n :

[[[X; [[[X; : : : [[[X; f (P)]]] : : : ]]]]]] = i n f (n ) (P ) ;

[[[[[[ : : : [[[g(X ); P]]]; : : : P ]]]; P]]] = i n g(n ) (X ) :

4.4 On considµere les trois op¶erateursX 2P, XP X et P X 2 correspondant µa l'expression
classiquex2p.

a. Montrer qu'ils sont tous trois di®¶erents. Sont-ils hermitiques ?

b. Montrer que les deux op¶erateurs hermitiques 1
2 (X 2P + P X 2) et XP X sont ¶egaux.

c. En rempla»cant P par une fonction quelconque f (P), montrer que l'¶egalit¶e constat¶ee
en b ne vaut plus.

4.5 En th¶eorie quantique, comme en th¶eorie classique, toute grandeur physique (µa une
dimension) est fonction des grandeurs position et quantit¶e de mouvement. Soit une
grandeur classiqueAc (p; x). Cherchons µa lui faire correspondre une grandeur quantique
Aq (P; X ). L'incompatibilit¶e (non-commutativit¶e) de P et X empêche de poser sim-
plement A q (P; X ) = Ac(P; X ), expression ambiguÄe, non uniquement d¶e¯nie, comme
l'a montr¶e l'exercice 4.4 . On a donc besoin d'un \principe de correspondance" qui
donne une expression unique, d¶e¯nie et coh¶erente µaA q . On pr¶etend souvent qu'un tel
principe peut être fond¶e sur la structure alg¶ebrique de la m¶ecanique classique fournie
par le \crochet de Poisson", que nous allons d¶e¯nir, puis utiliser.

a. On d¶e¯nit le \crochet de Poisson" de deux grandeurs classiques A c et B c par
l'expression

f Ac ; B cg :=
@Ac

@x
@Bc

@p
¡

@Ac

@p
@Bc

@x
:
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i ) Montrer que, comme le commutateur de deux grandeurs quantiques, le crochet
de Poisson de deux grandeurs classiques est bilin¶eaire, antisym¶etrique et satisfait
l'identit¶e de Jacobi (voir exercice 1.28 ), soit

ff A c ; B cg; Ccg + ff Bc ; Ccg; A cg + ff Cc ; Acg; B cg = 0 :

ii ) Calculer f x; pg, f x; f (p)g, f g(x); pg et montrer que ces crochets reproduisent, µai
prµes, la structure des commutateurs pour les op¶erateurs quantiques correspondants
(voir exercice 4.3).

On conjecture alors le principe de correspondance suivant, dû µa Dirac,

Cc = f A c ; B cg ) Cq = ¡ i[[[A q ; Bq]]] ;

dont on va montrer qu'il est... incoh¶erent. Notons Q la rµegle de correspondance qui
transforme la fonction Ac (x; p) en l'op¶erateur A q (X; P ) :

A q = Q(Ac ) :

On supposera valables au d¶epart les rµegles de correspondance ¶el¶ementaires :Q(xm ) =
X m , Q(pn ) = P n .

b. Calculer le crochet f xm pn ; xm 0
pn 0

g.

c. µA partir des crochets f x2 ; pn g et f xn ; p2g, utilisant le principe de correspondance,
calculer Q(xpk ) et Q(x l p).

d. Calculer maintenant Q(x2p2) de trois maniµeres di®¶erentes, en utilisant les r¶esultats
de c :
i ) µa partir de f x3 ; p3g,
ii ) µa partir de f x2p; xp2g,
iii ) µa partir de f x3p; p2g,
et montrer que l'on obtient trois r¶esultats di®¶erents, ce qui prouve l'incoh¶erence
du principe de correspondance fond¶e sur les crochets de Poisson.

D'autres rµegles de correspondance peuvent être imagin¶ees, mais aucune n'est coh¶erente10 .
Cela montre seulement que la th¶eorie quantique est vraiment di®¶erente de la th¶eorie
classique, au point que celle-ci ne peut servir de base µa celle-lµa en toute g¶en¶eralit¶e.

4.6 Devant l'¶echec du principe de correspondance selon Dirac, ¶etudi¶e dans le pr¶ec¶edent
exercice (4.5 ), explorons une autre voie, plus abstraite | mais non moins imprati-
cable, on va le voir |, pour passer d'une grandeur physique classique A c (fonction
des grandeurs canoniquesx et p) µa la grandeur physique quantique Aq (op¶erateur µa
d¶e¯nir). Nous supposons, selon von Neumann, que la rµegle de correspondanceQ, telle
que A q = Q(A c), a les propri¶et¶es suivantes :
i ) lin¶earit¶e, Q(A c + B c) = Q(A c) + Q(Bc ) ;
ii ) coh¶erence fonctionnelle, Q

£
f (A c)

¤
= f

£
Q(A c)

¤
, pour une fonction f quelconque

(en r¶ealit¶e, la suite n'utilisera que la fonction \carr¶e", f (A) := A2 ).
Nous notons X = Q(x) et P = Q(p) respectivement, les op¶erateurs position et quan-
tit¶e de mouvement, mais ne supposons encore rien sur leur nature et leur relation de
commutation.

a. Montrer µa partir de i ) et ii ), en utilisant l'identit¶e xp = 1
2

£
(x + p)2 ¡ x2 ¡ p2

¤
, que

Q(xp) = 1
2 (XP + P X ) ;

et que l'application r¶eit¶er¶ee de ii) conduit µa :

Q(x2p2 )
?
= 1

4 (XP + PX )2 = : Q1 :

10 L. Cohen, \Generalized Phase-Space Distribution Functions", J. Math. Phys. 7
(1966), 781 ; et \Joint Probability Distributions in Quantum Mechanics", dans Contempo-
rary Research in the Foundations and Philosoph y of Quantum Theory , C.A. Hooker ed. (D.
Reidel, Dordrecht 1973, p. 66).
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b. Mais on aurait aussi bien pu partir directement de x2p2 = 1
2

£
(x2 + p2 )2 ¡ x4 ¡ p4

¤
.

Montrer que l'application de i ) et ii ) conduit alors µa

Q(x2p2)
?
= ( 1

2 (X 2P 2 + P 2X 2 ) = : Q2 :

c. On note C :=[[[X; P ]]]. ¶Etablir la relation :

Q2 ¡ Q 1 = 1
4

¡
[[[X; C ]]]P ¡ [[[P; C]]]X

¢
+ 3

4 C2 :

En d¶eduire que les hypothµesesi ) et ii ) ci-dessus sont incompatibles avec la relation
de commutation canonique, C = iI .

4.7 Montrer qu'un op¶erateur commutant avec les deux op¶erateurs canoniques X et P est
n¶ecessairement un multiple de l'identit¶e.

4.8 Montrer que la distribution ± peut s'obtenir comme limite de fonctions usuelles. Con-
sid¶erer ainsi les limites :

i ) f l (x) =

( 1
l

; 0 < x < l ;

0 ; x < 0 ; x > l ;
l ! 0 ;

ii ) g® (x) = ( ®=¼)1=2 e¡ ®x 2
; ® ! 1 :

4.9 On considµere la fonction d¶e¯nie par ' (x) = n dans le domaine jx ¡ nj < 1
2 jnj¡ ® , avec

n 2 Z¤ et ® > 0, et par ' (x) = 0 ailleurs.

a. Esquisser son graphe.

b. Pour quelles valeurs de® est-elle de carr¶e sommable ?

c. Calculer sa transform¶ee de Fourier.

d. Pour quelles valeurs de® les dispersions ¢X et ¢ P sont-elles ¯nies ?

4.10 V¶eri¯er directement l'hermiticit¶e des op¶erateurs X (4.3.28) et P (4.3.33) dans la
r¶ealisation H x .

4.11 On d¶e¯nit l'op¶erateur parit¶e par son action dans H x : P ' (x) = ' (¡ x).

a. Montrer que P est hermitique et unitaire et satisfait P 2 = 1. Quels sont ses valeurs
et vecteurs propres ?

b. Comment agit P dans H p ?

c. Montrer que P ¡ 1X P = ¡ X , et P ¡ 1P P = ¡ P.

d. Montrer que P = F 2 , oµu F est la transformation de Fourier. En d¶eduire les valeurs
propres de F (voir aussi exercice 4.15 ).

4.12 On a vu (exercice3.2 ) que l'op¶erateur anti-unitaire de renversement du temps agit dans
la r¶ealisation \ x", c'est-µa-dire dans l'espace des fonctions d'onde en position, suivant :
T' (x) = ' (x). Montrer que dans la r¶ealisation \ p", T agit suivant T b' (p) = b' (¡ p).

4.13 Soit ' (x) la fonction d'onde d'un quanton. On d¶e¯nit la fonction de deux variables :

¹ (x; p) := 1
2¼

Z + 1

¡1

dy e¡ ipy ' (x ¡
y
2

) ' (x +
y
2

) :

Nous allons montrer que ¹ , appel¶ee \distribution de Wigner-Moyal" est analogue (mais
seulement analogue) µa une densit¶e de probabilit¶e conjointe pour x et p, mais s'en
distingue µa certains ¶egards.

a. Montrer que ¹ est r¶eelle.

b. Montrer que la densit¶e marginale ½(x) :=
R

dp ¹ (x; p) est bien la densit¶e de proba-
bilit¶e en x.

c. Exprimer ¹ en terme de b' .



52 5 f¶evrier 2007 Quantique : ¶El¶ements

d. Montrer que la densit¶e marginale ¾(p) :=
R

dx ¹ (x; p) est la densit¶e de probabilit¶e
en p.

e. Calculer explicitement ¹ pour les deux cas :
i ) ' 0(x) = ¼¡ 1=4 a¡ 1=2 e¡ x 2 =2a2

(fonction d'onde gaussienne, voir (4.4.13)) ;
ii ) ' 1 (x) =

p
2 a¡ 1x ' 0(x) (v¶eri¯er que ' 1 est norm¶ee).

Dans le second cas, peut-on interpr¶eter¹ comme une densit¶e de probabilit¶e (est-
elle toujours positive ?) ?

On peut introduire d'autres distributions conjointes en x et p, mais elles sou®rent
toutes du même d¶efaut.

4.14 V¶eri¯er que si les op¶erateurs (X 1 ; P1 ) sont hermitiques et satisfont la relation de com-
mutation canonique, il en va de même pour les op¶erateurs (X 2; P2 ) unitairement reli¶es
µa (X 1 ; P1) par (4.3.54).

4.15 Soient X et P deux op¶erateurs hermitiques dans H satisfaisant la relation de commu-
tation canonique. On d¶e¯nit les op¶erateurs :

½
X µ = cos µ X + sin µ P ;

Pµ = ¡ sin µ X + cos µ P :

a. Montrer que ( X µ ; Pµ ) sont ¶egalement hermitiques et conjugu¶es, et qu'il existe donc
un op¶erateur unitaire Uµ tel que :

X µ = U ¡ 1
µ X U µ ; Pµ = U ¡ 1

µ P Uµ :

b. Montrer que : U¼=2 = F , U¡ ¼=2 = F ¡ 1 , U¼ = P (voir exercice 4.11 ).

c. Montrer que les op¶erateurs f Uµg forment un groupe additif, qui possµede donc un
g¶en¶erateur, op¶erateur hermitique ¡ tel que Uµ = exp( iµ¡).

d. Calculer les commutateurs [¡ ; X ] et [¡ ; P ]. En d¶eduire que

¡ = 1
2 P 2 + 1

2 X 2 :

4.16 Soient X et P deux op¶erateurs hermitiques satisfaisant la relation de commutation
canonique. On d¶e¯nit les op¶erateurs obtenus par un changement d'¶echelle, ou dilata-
tion : ½

X ¸ = ¸X ;

P¸ = ¸ ¡ 1P ;
¸ > 0 :

a. Montrer que ( X ¸ ; P¸ ) est ¶egalement une paire canonique et qu'il existe donc un
op¶erateur de dilatation unitaire U¸ tel que

X ¸ = U ¡ 1
¸ X U ¸ ; P¸ = U ¡ 1

¸ P U¸ :

b. Montrer que U¸ U¸ 0 = U¸¸ 0.
µA partir de cette propri¶et¶e de groupe, posant ¸ = e® (® 2 R), montrer qu'il existe
un g¶en¶erateur des dilatations, op¶erateur hermitique D tel que U¸ = exp( ¡ i®D ).

c. ¶Etablir les relations de commutation

[[[D; X ]]] = ¡ iX ;

[[[D; P ]]] = + iP ;

et en d¶eduire l'expression du g¶en¶erateur :

D = 1
2 (XP + P X ) :
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4.17 Dans l'espaceH x des fonctions de carr¶e sommable enx, on considµere la transformation

' (x) ! ' (®) (x) = ei® (x ) ' (x) ;

oµu ® est une fonction r¶eelle. Cette modi¯cation locale de la phase des fonctions d'onde
est appel¶ee \transformation de jauge".

a. Montrer que cette transformation est une op¶eration unitaire U (®) dans H x .

b. Soient X et P les r¶ealisations standard dans H x . Montrer que la transforma-
tion U (®) conduit µa la r¶ealisation

(
X = x ;

P = ¡ i
d

dx
+ ®0(x) :

V¶eri¯er l'hermiticit¶e de ces op¶erateurs et leur relation de commutation. Quelle est
le rapport de cette r¶ealisation avec le cas oµu l'on aurait fait un choix de phase
arbitraire dans (4.3.3) ?

c. R¶eciproquement, montrer que les transformations du type ( X; P ) !
¡
X; P + f (X )

¢

et (X; P ) !
¡
X + g(P ); P

¢
respectent la relation de commutation canonique, et

indiquer par quelles transformations unitaires elles sont r¶ealis¶ees.

d. En va-t-il de même pour une transformation du type ( X; P ) !
¡
X + g(P ); P +

f (X )
¢

?

4.18 Exprimer (formellement) en termes des op¶erateurs X et P les op¶erateurs suivant dans
l'espace H x (voir section 3G) :

a. ' (x) ! f (x) ' 0(x) ;

b. ' (x) !
R

dx0K (x ¡ x0) ' (x0) ;

c. ' (x) ! ' (¸x ), ¸ 2 R.

4.19 Soit ' (x) une fonction et b' (p) sa transform¶ee de Fourier. On apporte une petite
perturbation locale µa la fonction ' , autour d'un point x0, conduisant µa la fonction

' 1 (x) =

½
' (x) ; si jx ¡ x0 j > ";

' (x) + ± ; si jx ¡ x0 j < ":

Calculer la transform¶ee de Fourier b' 1 (p) et montrer qu'elle di®µere de b' (p) par une
perturbation s'¶etendant µa tout l'axe des p, lentement d¶ecroissante µa l'in¯ni et modul¶ee
avec une longueur caract¶eristique " ¡ 1 .

4.20 La th¶eorie des probabilit¶es d¶e¯nit le coe±cient de corr¶elation de deux variables al¶ea-
toires A et B µa partir de leurs valeurs moyennes hAi et hBi, de la valeur moyenne de
leur produit hABi et de leurs dispersions ¢A et ¢ B, par l'expression

r (A ; B) :=
hABi ¡ hAihBi

¢ A ¢ B
:

Elle ob¶eit µa l'in¶egalit¶e classique jr (A ; B)j · 1. On souhaite ¶etendre cette d¶e¯nition
au cas de deux grandeurs quantiquesA et B . Mais dans le cas g¶en¶eral oµu elles sont
incompatibles, on a AB 6= BA et il est naturel de d¶e¯nir un \produit sym¶etrique"
selon

A ¤ B := 1
2 (AB + BA ) = 1

2 f A; B g ;

oµu f A; B g d¶esigne l'anticommutateur. On pose alors :

r (A; B ) :=
hA ¤ B i ¡ h AihB i

¢ A ¢ B
:
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De l'in¶egalit¶e de Heisenberg g¶en¶eralis¶ee (exercice1.34 ) appliqu¶ee aux op¶erateurs X
et P, d¶eduire l'in¶egalit¶e

¯
¯r (X; P )

¯
¯ ·

r

1 ¡
³ ~

2 ¢ X ¢ P

´ 2

(oµu l'on a r¶etabli la constante quantique ~). L'incompatibilit¶e de X et P r¶eduit donc
leur corr¶elation par rapport au cas classique. Ce r¶esultat est conforme µa l'id¶ee que,
mieux l'une des grandeurs est sp¶eci¯¶ee, moins bien l'autre peut l'̂etre, ce qui r¶eduit la
possibilit¶e d'une forte corr¶elation (au sens classique) entre elles. Consid¶erer le cas oµu
l'in¶egalit¶e de Heisenberg est satur¶ee.

4.21 Expliciter le passage de l'in¶egalit¶e (4.4.24) µa l'in¶egalit¶e (4.4.25).

4.22 Montrer que l'in¶egalit¶e de Faris est satur¶ee pour les seules fonctions d'onde de la forme

' (x) = Ne¡ · j x j :

4.23 ¶Etablir µa partir de l'in¶egalit¶e de Heisenberg locale (4.4.38) l'in¶egalit¶e

arcsin
p

P (< x 2) ¡ arcsin
p

P (< x 1 ) · (x2 ¡ x1 ) ¢ P :

En d¶eduire que si la fonction d'onde ' est µa support born¶e L x (c'est-µa-dire nulle en
dehors d'un intervalle de mesure L x ), ce support ne peut pas être \trop petit" par
suite d'une in¶egalit¶e de type Heisenberg : L x ¢ P ¸ ¼

2 .

4.24 V¶eri¯er et commenter l'in¶egalit¶e de Heisenberg locale (4.4.38) pour les fonctions d'onde :

a. ' (x) = N e¡ · j x j ;

b. ' (x) = N=
p

x2 + a2 .

4.25 ¶Etablir, µa partir de l'in¶egalit¶e de Faris (4.4.25), l'in¶egalit¶e

¯
¯' (x)

¯
¯2

<
2 ¢ P ¢ X¯
¯x ¡ h X i

¯
¯ :

4.26 On d¶e¯nit la\fonction d'autocorr¶elation" de la fonction d'onde en quantit¶e de mouve-
ment :

©(q) :=

Z
dp ^' (p) '̂ (p + q) :

a. D¶emontrer l'in¶egalit¶e ©( q) = hexp(iqX )i .

b. En appliquant l'in¶egalit¶e de Heisenberg locale (4.4.28) aux fonctions

½
F1 (x) = cos qx ;

F2 (x) = sin qx ;

¶etablir l'in¶egalit¶e
¯
¯©(q)

¯
¯2

·

µ
1 +

q2

4 (¢ P )2

¶¡ 1

:

c. ¶Ecrire l'in¶egalit¶e homologue pour la fonction d'onde en position, et discuter le sens
physique de ces deux in¶egalit¶es.

4.27 On considµere la fonction d'onde

' (x) =

½
A ; si 0 < x < a ,

0 ; si x < 0 ou x > a .

a. Normalisant ' , calculer A.

b. Calculer hX i , hX 2 i , ¢ X , hP i , hP 2 i , ¢ P.
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c. Calculer b' (p) et v¶eri¯er les valeurs obtenues pour hP i et hP 2 i .

d. Calculer µa partir de (4.4.48) les quantit¶es d'information I X (analytiquement) et I P

(num¶eriquement). V¶eri¯er l'in¶egalit¶e d'Everett (4.4.49).

4.28 On considµere les quantit¶es d'information I X et I P (4.4.48). Montrer que sous l'e®et de
la dilatation x ! x=¸ (¸ > 1), I X d¶ecrô³t et I P s'accrô³t de ln ¸ .

4.29 Calculer les quantit¶es d'information I X et I P (4.4.48) pour une fonction d'onde gaussi-
enne et v¶eri¯er qu'elles saturent l'in¶egalit¶e d'Everett (4.4.49) et l'in¶egalit¶e (4.4.50).

4.30 D¶emontrer les relations de commutation (4.5.18) pour les composantesRn = R ¢n̂ et
Pn 0 = P ¢n̂ 0 de R et P sur deux axes quelconques de vecteurs unitaireŝn et n̂ 0.

4.31 ¶Etablir la relation (4.5.44) donnant le pro¯l Compton J (pz ) en fonction de la densit¶e
radiale ¹ (p), µa partir des d¶e¯nitions (4.5.42) et (4.5.43).

4.32 Soit un m¶etal id¶eal pour lequel les ¶electrons forment un gaz de Fermi parfait. La
densit¶e de probabilit¶e en quantit¶e de mouvement y est donc constante µa l'int¶erieur de
la surface de Fermi et nulle au dehors :

¾(p) =

½
Cte ; si p < p F ,

0 ; si p > p F .

Calculer le pro¯l Compton correspondant J (pz ) et montrer qu'il est donn¶e par une
parabole invers¶ee d¶elimit¶ee par jpz j = pF .

4.33 On considµere l'exp¶erience de di®usion Compton sur un cristal de b¶eryllium dont les
r¶esultats sont repr¶esent¶es par le pro¯l Compton de la ¯gure 4.6 .

a. D¶eduire de la position du maximum une valeur exp¶erimentale de la constante
quantique ~.

b. Tirer de la ¯gure 4.6 une estimation de la quantit¶e de mouvement pF et de l'¶ener-
gie " F du niveau de Fermi du b¶eryllium.

c. Utilisant le r¶esultat de l'exercice 4.32 , analyser le pro¯l Compton comme somme
d'un pro¯l parabolique dû aux ¶electrons de conduction et d'un pro¯l \atomique"
que l'on dessinera. En d¶eduire, par ¶evaluation des aires correspondants respec-
tivement µa ces deux pro¯ls (voir (4.5.46)), le nombre d'¶electrons de conduction et
d'¶electrons atomiques par atome.

4.34 Un faisceau d'¶electrons est utilis¶e pour ioniser une cible d'hydrogµene suivant la r¶eaction

e¡ + H ! p + e¡ + e¡ :

La d¶etection des deux ¶electrons et la mesure de leurs quantit¶es de mouvement perme-
ttent de remonter µa celle de l'¶electron atomique initial et d'¶etablir exp¶erimentalement
la densit¶e de probabilit¶e en quantit¶e de mouvement de l'¶electron dans l'atome d'hy-
drogµene. La ¯gure ci-dessous (d'aprµes I.E. McCarthy & E. Weigold, \A Real \Thought"
Experiment for the Hydrogen Atom", Am. J. Phys. 51 (1983), 152) donne cette densit¶e
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¾(p) = j b' (p)j2 , oµu p est mesur¶e en unit¶e~=a0 (a0 ¶etant le rayon de Bohr).

a. V¶eri¯er que la formule ¾(p) = N
¡
1 + a2

0 p2
¢¡ 4

permet de reproduire ¯dµelement
les r¶esultats exp¶erimentaux, et calculer le coe±cient de normalisation N .

b. Tenant pour acquis que la fonction d'onde en quantit¶e de mouvement b' (p) de
l'¶electron est r¶eelle, calculer sa fonction d'onde en position ' (r ) et la densit¶e de
probabilit¶e ½(r ) , ainsi que la densit¶e radiale n(r ) = 4 ¼ r2½(r ). Dessiner les graphes
des fonctions ½et n.

4.35 G¶en¶eraliser l'expression (4.7.7) au cas de la localisation de trois quantons dans trois
domaines D , D 0, D 00.

4.36 Soit un systµeme de deux quantons unidimensionnels de fonction d'ondeÁ(x1 ; x2 ).

a. Exprimer la probabilit¶e P (l ) pour que la distance entre les deux quantons soit
inf¶erieure µa l .

b. Faire le calcul explicite dans le cas oµu

Á(x1; x2) = C e¡ · ( j x 1 ¡ a j + j x 2 + aj ) :

(On calculera au pr¶ealable la constante de normalisation C.)

4.37 D¶emontrer la formule (4.7.10). Consid¶erer les cas particuliers :
i ) ' = Ã ;
ii ) ' ? Ã.

4.38 Soit un systµeme de deux quantons unidimensionnels non-identiques dont l'¶etat est
d¶e¯ni par les fonctions d'onde individuelles normalis¶ees :

' (x) =
p

· e ¡ · j x j ; Ã(x) =
p

· e ¡ · j x ¡ a j :

On considµere la fonction d'onde la plus g¶en¶erale du systµeme caract¶eris¶ee par' et Ã :

Á(x1 ; x2) = ® ' (x1 ) Ã(x2) + ¯ Ã (x1 ) ' (x2 ) :

a. ¶Etablir la relation entre ® et ¯ (avec a comme paramµetre) qui exprime la normal-
isation de Á.

b. Calculer la valeur moyenne des positions hX 1 i Á et hX 2 i Á de chaque quanton et
discuter leur d¶ependance par rapport µa ® (ou ¯ ). Consid¶erer en particulier les
cas-limites ® = 0, ® = 1, pour a ¯x¶e. Que se passe-t-il, dans le cas g¶en¶eral, pour
a ! 0 ou a ! 1 ?

4.39 Soit un systµeme de trois fermions identiques dans un ¶etat d¶e¯ni par trois ¶etats indi-
viduels de fonctions d'onde normalis¶ees' (1) , ' (2) et ' (3) .
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a. ¶Ecrire et d¶evelopper le d¶eterminant de Slater d¶e¯nissant, µa une constante de nor-
malisation prµes, la fonction d'onde Á¡ (r 1 ; r 2; r 3 ).

b. Calculer la constante de normalisation en termes des int¶egrales de recouvrement

Q1 =

Z
d3 r ' (2) (r ) ' (3) (r ) ;

et Q2 , Q3 analogues.

c. Expliciter ce calcul dans le cas oµu ' (1) , ' (2) et ' (3) sont trois fonctions d'onde
gaussiennes centr¶ees sur les sommets d'un triangle ¶equilat¶eral de côt¶ea.

4.40 Calculer la constante de normalisation d'une fonction d'onde µa N fermions donn¶ee par
le d¶eterminant de Slater (4.7.20) en terme des produits scalaires

R
d3r ' ( i ) (r ) ' ( j ) (r ),

suppos¶es tous ¶egaux et r¶eels pour simpli¯er.

4.41 Soit un systµeme deN bosons identiques, dans un ¶etat sp¶eci¯¶e parN ¶etats individuels
de fonctions d'onde ' (1) ; ' (2) ; : : : ; ' (N ) . Sa fonction d'onde est donn¶ee par le produit
' (1) ' (2) ¢ ¢ ¢' ( N ) . On veut calculer la constante de normalisation A + dans le cas oµu
les N fonctions d'onde ' (n ) sont choisies parmi º < N fonctions d'onde individuelles
orthogonales not¶ees Ã( k ) , k = 1 ; : : : ; º . On note N k le nombre d'occurences de la
fonction Ã( k ) dans l'ensemble des fonctions' ( n ) , avec N 1 + N 2 + ¢ ¢ ¢+ N º = N .

a. Se faire la main sur le casN = 3, N 1 = 2, N 2 = 1, autrement dit ' (1) = ' (2) =
Ã(1) , ' (3) = Ã(2) .

b. Traiter le cas g¶en¶eral. Comparer les cas extrêmesº = 1 ( N 1 = N , N 2 = ¢ ¢ ¢= 0)
et º = N (N 1 = N 2 = ¢ ¢ ¢= N N = 1).

4.42 Soit un systµeme de deux quantons unidimensionnels non-identiques ayant respective-
ment ' (x1 ) et Ã(x2) pour fonctions d'onde. On notera h:i ' et h:i Ã les valeurs moyennes
de grandeurs relatives µa un quanton dans les ¶etats de fonction d'onde' et Ã respec-
tivement. On s'int¶eresse µa la distance entre les deux quantons,L = X 2 ¡ X 1 , notation
abr¶eg¶ee pour d¶esigner l'op¶erateurL = I 1  X 2 ¡ X 1  I 2 dans l'espace de Hilbert du
systµeme compos¶e.

a. ¶Ecrire la fonction d'onde Á(x1 ; x2 ) du systµeme compos¶e.

b. Calculer les valeurs moyenneshL i et hL 2 i , et montrer que (¢ L )2 = (¢ ' X )2 +
(¢ Ã X )2 .

On considµere maintenant un systµeme de deux quantons identiques, caract¶eris¶e par les
¶etats individuels de fonctions d'onde ' et Ã.

c. ¶Ecrire les fonctions d'onde ©+ (x1 ; x2 ) et © ¡ (x1 ; x2) pour le cas de deux bosons ou
de deux fermions.

d. Calculer les valeurs moyennes hL i + et hL i ¡ dans ces deux cas. Interpr¶eter le
r¶esultat.

e. Calculer les valeurs moyenneshL 2 i + et hL 2 i ¡ , et les dispersions ¢+ L et ¢ ¡ L .

f. Dans le cas simple oµu' et Ã sont orthogonales, montrer que ¢ + L < ¢ L < ¢ ¡ L
et commenter ce r¶esultat.

4.43 On s'int¶eresse µa un systµeme de deux quantons dans un puits de potentiel plat µa une
dimension, de profondeur in¯nie et de largeur a, soit 0 < x < a .

a. Commencer par rappeler la valeur des ¶energiesf " n j n = 1 ; 2; : : : g et des fonctions
d'onde f ' n (x) j n = 1 ; 2; : : : g des ¶etats stationnaires d'un quanton de massem
dans ce puits.

b. Pour deux quantons maintenant, d¶eterminer les premiers niveaux d'¶energie (on se
limitera aux niveaux d'¶energie inf¶erieure ou ¶egale µa 20" 1 ), leur degr¶e de d¶eg¶en¶e-
rescence et les fonctions correspondantes pour un systµeme de :
| deux quantons non-identiques (suppos¶es n¶eanmoins de même masse) ;
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| deux bosons identiques ;
| deux fermions identiques.
Commenter les r¶esultats.

c. Calculer la probabilit¶e de trouver les deux quantons µa la fois dans la moiti¶e gauche
du potentiel, soit sur le segment 0 < x < a= 2, dans l'¶etat fondamental d'un systµeme
de :
| deux quantons non-identiques ;
| deux bosons identiques ;
| deux fermions identiques.
Commenter les r¶esultats.

d. Mêmes questions quec pour le premier ¶etat excit¶e du systµeme.

4.44 (Cet exercice utilise les r¶esultats des exercices4.38 et 4.42 .) On considµere un \atome"
unidimensionnel µa un ¶electron, centr¶e au point x = 0. La fonction d'onde de l'¶electron
est ' (x) =

p
· e ¡ · j x j .

a. Calculer la probabilit¶e de pr¶esence de l'¶electron sur le segment [¡ b; b].

Soient maintenant deux tels atomes centr¶es l'un en x = 0, l'autre en x = d.

b. ¶Ecrire la fonction d'onde © ¡ (x1 ; x2) du systµeme des deux ¶electrons.

c. Calculer la probabilit¶e de pr¶esence d'un ¶electron sur le segment [¡ b; b] et la com-
parer au r¶esultat du a.

4.45 Soit un systµeme deN bosons identiques. On considµere deux ¶etats du systµeme,j©+ i et
j©0

+ i ainsi caract¶eris¶es : j©+ i est sp¶eci¯¶e par N ¶etats individuels du même type j' i ,
j©0

+ i est sp¶eci¯¶e par (N ¡ 1) ¶etats individuels du même type j' i et un ¶etat individuel
di®¶erent jÃi .

a. ¶Ecrire les fonctions d'onde µa N quantons des ¶etats j©+ i et j©0
+ i , convenablement

normalis¶ees. On poseraS = h' jÃi .

b. Calculer l'amplitude de transition h©0
+ j©+ i et la probabilit¶e de transition corre-

spondante. Comment d¶epend-elle deN ?

c. En utilisant les r¶esultats de l'exercice 4.41 , g¶en¶eraliser au cas oµuj©+ i est sp¶eci¯¶e
par º ¶etats j' i et (N ¡ º ) ¶etats jÃi , et j©0

+ i par (º + 1) ¶etats j' i et (N ¡ º ¡ 1)
¶etats jÃi .

4.46 Pour pr¶eciser la notion de \grandeur locale" d'un quanton dans le cas unidimensionnel,
on commence par d¶e¯nir le \projecteur de localisation sur le segment [a; b]", soit ¦ [a;b ] ,
par son action sur une fonction d'onde quelconque :

¦ [a;b ] ' (x) =

½
' (x) ; si a · x · b,

0 ; si x < a ou x > b .

a. Montrer que ¦ [a;b ] est bien un projecteur. µA toute grandeur A du quanton, on
associera alors sa \restriction locale µa [a; b]", soit A [a;b ] , par :

A [a;b ] = ¦ [a;b ] A ¦ [a;b ] :

b. Dans le cas oµuA est une grandeur purement spatiale, A = f (X ), montrer que l'on
peut ¶ecrire plus simplement

f (X ) [a;b ] = f (X ) ¦ [a;b ] :

Soit la fonction d'onde, centr¶ee en x = c, ' (x) =
p

· e ¡ · j x ¡ cj . On s'int¶eresse aux
grandeurs locales de position et de quantit¶e de mouvement, au voisinage de l'origine
sur le segment l :=[ ¡ a; a], soient X l et Pl .

c. Calculer les valeurs moyenneshX l i , hX 2
l i , hPl i , hP 2

l i et les dispersions ¢X l et ¢ Pl ,
et discuter leur d¶ependance par rapport µa c et a.
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4.47 On considµere un systµeme deN fermions identiques µa une dimension, sans interactions
mutuelles, soumis µa un potentiel commun. On note f ' n (x); n = 1 ; 2; : : :g les fonctions
d'onde individuelles des ¶etats stationnaires rang¶es par ordre croissant de leurs niveaux
d'¶energie (suppos¶es discrets).

a. Exprimer µa partir des fonctions d'onde f ' n (x)g la fonction d'onde © ¡ (x1; x2; : : : ; x N )
de l'¶etat collectif, ad¶equatement normalis¶ee. Quelle est la signi¯cation physique de
j©¡ (x1; x2 ; : : : ; x N )j2 ?

b. Calculer µa partir de © ¡ la densit¶e de probabilit¶e µa un quanton ½N (x) ; en d'autres
termes ½N (x) dx est la probabilit¶e de trouver un des N quantons dans l'intervalle
[x; x + d x]. On doit obtenir :

½N (x) = 1
N

NX

n =1

¯
¯' n (x)

¯
¯2

:

Interpr¶eter physiquement ce r¶esultat.

c. Calculer maintenant, toujours µa partir de © ¡ , la densit¶e de probabilit¶e µa deux
quantons ¾N (x; x 0) ; en d'autres termes ¾N (x; x 0) dx dx0 est la probabilit¶e de trou-
ver un des N quantons dans l'intervalle [ x; x + d x] et un autre dans [x0; x0 + d x0].
On doit obtenir :

¾N (x; x 0) = CN

£
½N (x)½N (x0) ¡ ¿N (x; x 0)

¤
;

oµu CN est une constante que l'on explicitera, et

¿N (x; x 0) =
¯
¯
¯ 1

N

NX

n =1

' n (x) ' n (x0)
¯
¯
¯
2

:

V¶eri¯er la coh¶erence du r¶esultat en ¶etudiant le comportement de ¾N (x; x 0) lorsque
jx ¡ x0j ! 0.

On applique ces r¶esultats au cas deN fermions libres assign¶es µa r¶esidence sur un
segment [0; l ] de longueur l, leurs fonctions d'onde ob¶eissant aux conditions cycliques
de Born-Von Kµarman : ½

' (0) = ' (l) ;

' 0(0) = ' 0(l ) :

d. Rappeler la valeur des niveaux d'¶energie et la forme des fonctions d'onde des ¶etats
stationnaires individuels. Compte-tenu de la d¶eg¶en¶erescence qui apparâ³t, il sera
commode de noter f ' k (x) j k = 0 ; § 1; § 2; : : : g ces fonctions d'onde.

e. Calculer les densit¶es de probabilit¶e µa un et deux quantons, ½N (x) et ¾N (x; x 0),
pour les casN = 2 et N = 3.

f. On s'int¶eresse maintenant au cas g¶en¶eral, mais on prendra, pour faciliter les calculs,
un nombre impair de fermions, N = 2 K +1. Calculer l'¶energie du niveau individuel
le plus haut, ou \niveau de Fermi" EF , et en d¶eduire la valeur pF = 2 K¼=l de la
\quantit¶e de mouvement de Fermi".

g. Calculer ½N (x) et ¾N (x; x 0) dans ce cas.

h. On considµere un systµemein¯ni de densit¶e º := N =l ¯nie, obtenu µa la limite oµu
N ! 1 et l ! 1 de fa»con queº reste constante. Quelle est, dans cette limite, la
relation entre la densit¶e º et la quantit¶e de mouvement de Fermi pF ? Calculer la
densit¶e µa deux quantons¾1 (x; x 0).

i. On d¶e¯nit en¯n la fonction de corr¶elation

w1

¡
jx ¡ x0j

¢
:=

¾1 (x; x 0)
½1 (x) ½1 (x0)

:

L'¶etudier, la repr¶esenter graphiquement et commenter.





Chapitre 5

La dynamique du quanton
(de Galil¶ee µa SchrÄodinger)

Nous allons dans ce chapitre ¶etudier la dynamique des quantons, c'est-µa-dire
les lois g¶en¶erales qui r¶egissent leur comportement dans l'espace-temps sous l'ac-
tion de certaines \forces" ; les guillemets indiquent ici que le mot est µa entendre
en un sens vague : il s'agit pr¶ecis¶ement de lui donner un sens rigoureux. En nous
appuyant sur les concepts de position et de quantit¶e de mouvement ¶elabor¶es
dans le dernier chapitre, nous construirons, toujours en nous laissant guider par
des principes de sym¶etrie, la forme g¶en¶erale du hamiltonien d'un quanton ou
d'un systµeme de quantons. Ainsi prendra corps une th¶eorie g¶en¶erale, d¶epassant
le cadre purement ph¶enom¶enologique et approximatif des systµemes d'ordre ¯ni
(ou discret) ¶etudi¶es au chapitre 2.

1 L'invariance galil¶eenne

La structure de l'espace-temps s'exprime par l'invariance des lois de la physique
par translations d'espace et de temps. Nous en avons vu les cons¶equences en
th¶eorie quantique aux chapitres 3 et 4. Mais il existe encore une autre classe de
sym¶etries spatio-temporelles de la plus grande importance. Elles traduisent le
\principe de relativit¶e" ou, plus pr¶ecis¶ement, l'identit¶e des lois de la physique
dans deux r¶ef¶erentiels en mouvement relatif uniforme. Ce principe de relativit¶e
peut conduire µa plusieurs th¶eories de la relativit¶e : celle de Galil¶ee a dû c¶eder la
place µa celle d'Einstein au d¶ebut du siµecle. Nous nous en tiendrons cependant µa
la th¶eorie galil¶eenne de la relativit¶e, dont la validit¶e approximative est largement
su±sante dans de nombreux domaines de la physique quantique. Elle conduit µa
la th¶eorie quantique galil¶eenne (souvent et improprement dite \non-relativiste")
qui reste µa la base de la plupart des ¶etudes de physique nucl¶eaire, atomique,
mol¶eculaire, des solides, etc. La th¶eorie quantique einsteinienne, n¶ecessaire µa
l'¶etude de la physique nucl¶eaire et des particules aux hautes ¶energies (ou d'ef-
fets ¯ns en physique atomique), couronn¶ee par les succµes de l'¶electrodynamique
quantique et autres th¶eories quantiques des champs, pose n¶eanmoins quelques
problµemes conceptuels di±ciles, non entiµerement r¶esolus µa ce jour et dont nous
dirons quelques mots en conclusion (section 8).

1
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En m¶ecanique classique, la relativit¶e galil¶eenne est d¶e¯nie par l'invariance
des lois de la physique sous l'e®et de transformations du type

x0 = x ¡ vt ; (5.1.1)

op¶erant sur les coordonn¶ees spatio-temporelles. La transformation (5.1.1) est
dite \transformation de Galil¶ee". Elle relie les descriptions d'un ¶etat du systµeme
physique ¶etudi¶e dans deux r¶ef¶erentiels en mouvement relatif uniforme de vitesse
constante v. Bien entendu, en th¶eorie galil¶eenne de la relativit¶e, le temps est
consid¶er¶e comme absolu, c'est-µa-dire qu'il n'est pas a®ect¶e par un tel changement
de r¶ef¶erentiel et ob¶eit µa la loi de transformation triviale

t0 = t : (5.1.2)

On d¶eduit imm¶ediatement de (5.1.1) et (5.1.2) la loi de transformation qui
relie la vitesse d'un mobile _x := dx=dt dans le premier r¶ef¶erentiel µa sa vitesse
_x0 = dx0=dt0 dans le second :

_x0 = _x ¡ v : (5.1.3)

C'est la loi galil¶eenne d'addition des vitesses. Soit en¯nm la masse de l'objet ;
la modi¯cation de sa vitesse sous l'e®et de la transformation de Galil¶ee modi¯e
¶egalement sa quantit¶e de mouvementp = m _x qui devient ainsi dans le nouveau
r¶ef¶erentiel :

p0 = p ¡ mv : (5.1.4)

Les propri¶et¶es de transformation expriment la structure intrinsµeque de l'espace-
temps, qui transcende la distinction entre th¶eorie classique et th¶eorie quantique.
Nous supposons donc ces mêmes lois de transformation valables en th¶eorie quan-
tique, tout au moins une fois adapt¶ees µa la description formalis¶ee des grandeurs
physiques (par des op¶erateurs).

La transformation de Galil¶ee (5.1.1) implique quex0 = x µa l'instant t = 0.
Cela veut dire que les deux r¶ef¶erentiels (plus pr¶ecis¶ement : leurs origines spa-
tiales) coÄ³ncident µa l'instant t = 0. On peut, en fait, consid¶erer des transforma-
tions plus g¶en¶erales, telles que

x0 = x ¡ v(t ¡ t0)

= x ¡ vt + vt0 ;
(5.1.5)

pour lesquelles les deux r¶ef¶erentiels coÄ³ncident alors µa un instant g¶en¶eriquet0.
Ce type de transformations ne di®µere de la transformation (5.1.1) que par une
simple translation spatiale de longueur vt0. On peut ainsi d¶e¯nir, µa chaque
instant, une \transformation de Galil¶ee instantan¶ee" : elle d¶ecrit la relation
entre les descriptions du systµeme ¶etudi¶e dans deux r¶ef¶erentiels en mouvement
uniforme l'un par rapport µa l'autre, mais qui coÄ³ncident spatialement µa l'instant
consid¶er¶e. Dans ces conditions, µa cet instant, les coordonn¶ees spatiales ne sont
pas modi¯¶ees. Vitesse et quantit¶e de mouvement, par contre, se transforment
| ind¶ependamment de l'instant t . Une transformation de Galil¶ee instantan¶ee
de vitessev est d¶e¯nie par les relations :

8
><

>:

x0 = x ;

_x0 = _x ¡ v ;
p0 = p ¡ mv :

(5.1.6)
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C'est ce type de transformation que nous allons consid¶erer puisque, comme
le montre la relation (5.1.1), ou (5.1.5), elle ne di®µere d'une transformation
de Galil¶ee complµete que par une translation de longueura = v(t ¡ t0) (voir
exercice5.1).

2 Le g¶en¶erateur galil¶een

A La repr¶esentation du groupe de Galil¶ee

Le th¶eorµeme de Wigner s'applique ici encore. Il permet d'a±rmer que le
groupe des transformations instantan¶ees de Galil¶ee, comme tout groupe d'in-
variance, en th¶eorie quantique, est repr¶esent¶e par des op¶erateurs unitaires agis-
sant dans l'espace de Hilbert des ¶etats.µA chaque transformation de Galil¶ee
instantan¶ee de vitessev est ainsi associ¶e un op¶erateur unitaireU(v) et l'on a

U(v) U(v0) = U(v + v0) ; (5.2.1)

puisque v est le paramµetre additif du groupe. On retrouve exactement la sit-
uation d¶ejµa ¶etudi¶ee pour l'¶evolution temporelle (chapitre 3) et les translations
spatiales (chapitre 4). Comme dans ces deux cas, il existe un g¶en¶erateur du
groupe de Galil¶ee. Cet op¶erateur hermitique, not¶eG, est d¶e¯ni par :

U(v) = exp( iGv ) : (5.2.2)

Comme tout op¶erateur agissant dans l'espace des ¶etats du quanton µa une di-
mension, G s'exprime n¶ecessairement en termes des op¶erateurs canoniquesX
et P (voir chapitre 4, section 3G). Nous allons le d¶eterminer en invoquant les
transformations galil¶eennes de ces deux op¶erateurs.

Tout comme nous l'avons fait pour les translations spatiales, nous sup-
posons que les transformations galil¶eennes instantan¶ees agissent sur les pro-
pri¶et¶es physiques d'un quanton de fa»con coh¶erente avec la structure de la m¶ecanique
classique. Plus pr¶ecis¶ement, nous exigeons que les valeurs moyennes deX et P
dans un ¶etat u quelconque se transforment comme les grandeurs classiques ho-
mologues (5.1.6). Soit :

(
hX i u 0 = hX i u ;

hPi u 0 = hPi u ¡ mv ;
(5.2.3)

oµu m est la masse du quanton etu0 est l'¶etat transform¶e de Galil¶ee deu :

u0 = U(v) u : (5.2.4)

Suivant la technique d¶ejµa utilis¶ee (chapitre 4, section 2A), les relations (5.2.3)
s'explicitent en

(
hujU ¡ 1(v) X U (v)jui = hujX jui ;
hujU ¡ 1(v) P U(v)jui = hujP jui ¡ mv ;

(5.2.5)

et entrâ³nent donc les formules de transformation galil¶eenne pour les op¶erateursX
et P : (

U¡ 1(v) X U (v) = X ;

U¡ 1(v) P U(v) = P ¡ mvI :
(5.2.6)
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On considµere alors une transformation de Galil¶ee in¯nit¶esimale, de vitesse±v.
Le d¶eveloppement de l'op¶erateur unitaireU(±v) s'¶ecrit au premier ordre :

U(±v) = I + i G ±v : (5.2.7)

On d¶eduit de (5.2.6) les relations de commutation :
(

[[[G; X ]]] = 0 ;

[[[G; P ]]] = ¡ imI :
(5.2.8)

Comme µa l'habitude, les relations de commutation avec le g¶en¶erateur (iciG)
correspondent aux propri¶et¶es de transformation unitaire (ici U(v)). On peut
montrer que ces relations sont non seulement n¶ecessaires, mais su±santes, pour
la validit¶e des ¶equations (5.2.6) (voir exercice5.2).

B L'expression canonique du g¶en¶erateur

On peut maintenant exprimer le g¶en¶erateurG µa l'aide des op¶erateurs canon-
iques X et P. Puisque G commute avec X , il ne peut d¶ependre que deX .
De plus, d'aprµes (5.2.8),¡ G=m satisfait avec P µa la relation de commutation
canonique, commeX . On en d¶eduit que G = ¡ mX . Reprenons un peu plus
rigoureusement ce raisonnement. Posons :

eG := G + mX : (5.2.9)

Alors, d'aprµes (5.2.8) et la relation de commutation canonique (4.2.13), on ob-
tient (

[[[ eG; X ]]] = 0 ;
[[[ eG; P ]]] = 0 :

(5.2.10)

Il s'ensuit que eG ne peut être qu'un op¶erateur multiple de l'identit¶e :

eG = °I : (5.2.11)

Cela conduit µa exprimer le g¶en¶erateurG lui-même sous la forme :

G = ¡ mX + °I : (5.2.12)

Mais le nombre° est arbitraire. En e®et, (5.2.12) conduit µa l'expression suivante
pour la repr¶esentation unitaire du groupe de Galil¶ee :

U(v) = exp
£
i (¡ mX + °I )v

¤
= exp( ¡ imXv ) exp(i°vI )

= ei°v exp(¡ imXv ) : (5.2.13)

Or l'on peut toujours red¶e¯nir les op¶erateursU au moyen d'un simple change-
ment de phase (voir le cas similaire de l'¶evolution temporelle, exercice3.10) :

U(v) ! e¡ i°v U(v) : (5.2.14)

Les nouveaux op¶erateurs sont encore unitaires et satisfont la loi du groupe. Dans
leur action sur les vecteurs d'¶etat, ils ne di®µerent des anciens que par une mod-
i¯cation de la phase, sans cons¶equence physique. Nous adoptons la convention
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la plus simple et repr¶esentons une transformation de Galil¶ee instantan¶ee par
l'op¶erateur unitaire

U(v) = exp( ¡ imXv ) ; (5.2.15)

de g¶en¶erateur
G = ¡ mX ; (5.2.16)

oµu il ne faut pas oublier qu'est dissimul¶ee la constante~ (voir exercice 5.3). On
reconnâ³t ainsi dans les op¶erations unitaires de transformation galil¶eenneU(v)
(5.2.15) les op¶erateurs d¶ejµa introduits de \translations en quantit¶e de mouve-
ment" V (q) (4.2.16) avec l'identi¯cation :

U(v) = V (¡ mv) : (5.2.17)

3 Hamiltonien et potentiels

A L'op¶erateur vitesse

L'invariance galil¶eenne va maintenant jouer un rôle capital en nous perme-
ttant de caract¶eriser la fa»con dont un quanton peut interagir avec son environ-
nement | sa dynamique. Plus pr¶ecis¶ement, l'invariance galil¶eenne va imposer
au hamiltonien une forme fonctionnelle trµes particuliµere, oµu l'interaction sera
sp¶eci¯¶ee par des fonctions potentiel, analogues µa celles qui interviennent en
m¶ecanique classique | pour des raisons homologues d'ailleurs. Ce lien profond
entre invariance galil¶eenne et dynamique a ¶et¶e mis en ¶evidence originellement
par J. M. Jauch.

Notons bien qu'il s'agit d'¶etudier un quanton en ¶eventuelle interaction avec
son environnement, et qui ne possµede donc pas l'ensemble des invariances d'un
quanton libre. En particulier, la pr¶esence d'un champ de forces variable brise
certainement l'indi®¶erence du quanton µa sa position spatiale, c'est-µa-dire que
l'invariance par translation spatiale se perd. Observons cependant, dans le cas
de la m¶ecanique classique, que l'¶equation de Newton, soitmÄx = F (x; t ), qui
n'est pas, en g¶en¶eral, invariante sous une translation de temps ou d'espace,
est invariante sous une transformation de Galil¶ee instantan¶ee (5.1.6). C'est en
fait la r¶eciproque de cette assertion que nous allons ¶etablir, dans une version
plus abstraite et adapt¶ee au cas quantique. Pour interpr¶eter physiquement cette
persistance de l'invariance galil¶eenne même en pr¶esence d'interaction, observons,
dans le cas classique, qu'une transformation de Galil¶ee instantan¶ee, au moment
pr¶ecis oµu elle est e®ectu¶ee (t = t0 dans (5.1.5)), ne modi¯e pas la position du
mobile, mais uniquement sa vitesse, qui se transformecomme s'il ¶etait libre. En
d'autres termes, deux observateurs galil¶eens (en mouvement relatif uniforme),
e®ectuant chacun, µa un instant donn¶e, une mesure de position et de vitesse sur
la particule et comparant leurs r¶esultats, ne peuvent en aucune maniµere savoir
si la particule est soumise µa des forces ou non. L'invariance galil¶eenne est plus
profonde que les invariances par translation de temps ou d'espace, puisqu'elle
subsiste, en un certain sens, même en pr¶esence d'interaction. Mais cela n'est vrai
que pour des formes bien sp¶eci¯ques d'interaction, que nous allons pr¶ecis¶ement
construire µa partir de cette condition.

Ayant d¶e¯ni l'op¶erateur unitaire U(v) repr¶esentant la transformation de
Galil¶ee instantan¶ee par son action sur les op¶erateurs canoniquesX et P, nous
pouvons maintenant obtenir les propri¶et¶es de transformation de n'importe quel
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op¶erateur, puisqu'il s'exprime µa partir de X et P. Aprµes ces deux grandeurs
canoniques, l'une des premiµeres grandeurs auxquelles il est naturel de s'int¶eresser
est la vitesse, puisque, comme en m¶ecanique classique, ses propri¶et¶es re°µeteront
directement les e®ets des interactions du quanton. L'op¶erateur correspondant_X ,
qui fournit le taux d'¶evolution temporelle de la position, est d¶e¯ni, comme on
l'a vu en (3.5.5) par

_X := i [[[H; X ]]] : (5.3.1)

Notons bien que la vitesse est ¶etroitement li¶ee au hamiltonien, et que toute pro-
pri¶et¶e du premier de ces op¶erateurs se r¶epercute donc sur le second. Nous deman-
dons alors µa la vitesse de se transformer \correctement" sous les transformations
de Galil¶ee. Autrement dit, nous supposons que la loi d'addition galil¶eenne de la
vitesse classique est valable pour la valeur moyenne de la vitesse quantique.µA
l'instar de l'expression classique (5.1.6), on doit avoir :

h _X i u 0 = h _X i u ¡ v ; (5.3.2)

oµu u0 et u sont li¶es par U(v), voir (5.2.4). La technique d¶esormais habituelle
fournit alors la propri¶et¶e de transformation unitaire de _X :

U¡ 1(v) _X U (v) = _X ¡ vI ; (5.3.3)

puis sa relation de commutation avec le g¶en¶erateurG de U(v) :

[[[G; _X ]]] = ¡ iI : (5.3.4)

B L'expression canonique du hamiltonien

Cette condition limite fortement la classe des hamiltoniens possibles ; sa va-
lidit¶e contraint en e®et H , qui entre dans la d¶e¯nition de _X d'aprµes (5.3.1).
Connaissant la formeG = ¡ mX du g¶en¶erateur galil¶een, la relation de commu-
tation (5.3.4) se r¶e¶ecrit

[[[m _X; X ]]] = ¡ iI : (5.3.5)

On en d¶eduit imm¶ediatement la relation

[[[ 1
2 m _X 2; X ]]] = ¡ i _X (5.3.6)

(utiliser la formule (1.6.15)). En la comparant µa la relation (5.3.1) qui d¶e¯nit _X ,
on voit que

[[[H ¡ 1
2 m _X 2; X ]]] = 0 : (5.3.7)

Il en r¶esulte que l'op¶erateurH ¡ 1
2m _X 2, commutant avec X , n'est fonction que

de X et non pas deP. Cette fonction d¶epend en toute g¶en¶eralit¶e de l'instantt
sp¶eci¯ant la transformation de Galil¶ee consid¶er¶ee, soitV (X ; t). Le hamiltonien
s'¶ecrit donc

H = 1
2m _X 2 + V(X ; t) : (5.3.8)

L'hermiticit¶e de H et de _X exige celle deV . On obtient d'ores et d¶ejµa un
r¶esultat majeur. Le hamiltonien d'un quanton de massem, son ¶energie, est
somme d'un terme d'\¶energie cin¶etique" 1

2 m _X 2 et d'un terme d'\¶energie poten-
tielle" V , comme en m¶ecanique classique. Les guillemets soulignent ici l'abus
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de langage tout naturel qui consiste µa utiliser cette terminologie classique en
th¶eorie quantique.

Nous n'avons cependant r¶esolu qu'µa moiti¶e notre problµeme puisque, pour
exprimer H en fonction de X et P , il nous faut encore exprimer _X en ces
mêmes termes. Cela est fort ais¶e, puisque de la relation (5.3.5) et de la relation
de commutation canonique (4.2.13), on tire, suivant la même m¶ethode que ci-
dessus,

[[[P ¡ m _X; X ]]] = 0 : (5.3.9)
µA nouveau, l'op¶erateur P ¡ m _X , commutant avec X , ne peut être fonction que
de X . On ¶ecrit

P = m _X + A(X ; t) ; (5.3.10)

oµu l'op¶erateur A est hermitique.
En comparant (5.3.10) et (5.3.8), on voit que la fonction A joue ainsi par

rapport µa P, le même rôle queV par rapport µa H . Ce sont deux \fonctions de
potentiel" ; V est appel¶e \potentiel scalaire" (parfois \potentiel" tout court, s'il
n'y a pas risque de confusion) etA \potentiel vecteur". Le cas tridimensionnel
en e®et, implique une nature vectorielle pourA (voir section 6). µA partir de
(5.3.8) et (5.3.10) on peut exprimer en¯n le hamiltonien H en fonction des
op¶erateursX et P :

H =
1

2m

£
P ¡ A(X ; t)

¤2
+ V(X ; t) : (5.3.11)

µA une seule dimension d'espace, on peut cependant montrer que le potentiel
vecteur A(X ; t) n'a aucune signi¯cation physique (exercice5.4).

Bien entendu, l'expression des fonctions potentielA et V d¶epend de la sit-
uation physique particuliµere que l'on ¶etudie. On constate ainsi que l'expression
de l'op¶erateur hamiltonien quantique H en termes des op¶erateurs canoniquesX
et P est formellement identique µa l'expression de la fonction ¶energie classique
en terme des variablesx et p. C'est qu'en e®et la structure alg¶ebrique des deux
th¶eories, du point de vue des principes d'invariance (translations d'espace et de
temps, transformations de Galil¶ee), est la même.

En r¶esum¶e, nous avons montr¶e que le hamiltonien (5.3.11), que l'on r¶e¶ecrira

H =
1

2m
P2 ¡

1
2m

£
A(X ; t) P + P A(X ; t)

¤
+

1
2m

A2(X ; t) + V (X ; t) ; (5.3.12)

est tout simplement une fonction quadratique deP, le coe±cient de P2, soit
1=2m, ¶etant constant. Cette expression permet de montrer que les valeurs moyen-
nes hX i et hPi des op¶erateurs position et quantit¶e de mouvement ¶evoluent de
fa»con similaire (mais non identique) µa la position et µa la quantit¶e de mouvement
d'une particule classique (exercice5.5). Nous allons explorer les cons¶equences
de cette d¶ependance fonctionnelle bien particuliµere en commen»cant par le cas le
plus simple.

4 Le quanton libre

A Le hamiltonien et les ¶etats stationnaires

On dira qu'un quanton est libre si son comportement ne d¶epend pas de sa
localisation, autrement dit, si les translations spatio-temporelles n'a®ectent pas
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sa dynamique. Cela veut dire encore que l'¶evolution du quanton ne doit pas
être modi¯¶ee par une translation d'espace, et donc que le g¶en¶erateur de cette
¶evolution, le hamiltonien, est laiss¶e invariant par les op¶erateurs unitaires de
translation, soit :

U ¡ 1(a) H U (a) = H : (5.4.1)

Se rappelant que
U(a) = exp( iP a) ; (5.4.2)

on en d¶eduit que le hamiltonienH et la quantit¶e de mouvementP commutent :

[[[H; P ]]] = 0 : (5.4.3)

Suivant un raisonnement d¶ejµa utilis¶e, il s'ensuit queH ne peut d¶ependre de la
position X . Le potentiel V (nous oublions le \potentiel vecteur" A, super°u µa
une dimension) est alors constant, et le hamiltonien est simplement de la forme :

H =
1

2m
P2 + V0 : (5.4.4)

La constante r¶eelleV0 est d'ailleurs arbitraire (exercice5.4). On voit imm¶ediate-
ment que H commute avecP, ainsi d'ailleurs qu'avec _X = P=m. Cela implique
que l'op¶erateur \acc¶el¶eration" ÄX , d¶e¯ni naturellement par

ÄX := i [[[H; _X ]]] ; (5.4.5)

est nul, ce qui traduit en termes quantiques l'uniformit¶e du mouvement.
Il est ais¶e maintenant de d¶eterminer les ¶etats stationnaires. PuisqueH et P

commutent, ils ont une base commune d'¶etats propres ; les ¶etats propres deP
µa un instant donn¶e (mettons t = 0), soit fj pig (nous utilisons la notation de
Dirac), d¶e¯nis par

Pjpi = pjpi ; (5.4.6)

sont bien d'aprµes (5.4.4) ¶etats propres deH :

H jpi = Epjpi ; (5.4.7)

oµu l'on a pos¶e

Ep =
p2

2m
+ V0 : (5.4.8)

Si l'on considµere la d¶ependance en temps des ¶etats stationnaires
©

jp; t i
ª

, elle est
gouvern¶ee par l'¶equation d'¶evolution :

i
d
dt

jp; ti = H jp; ti

= Ep jp; ti : (5.4.9)

On obtient donc l'¶evolution harmonique attendue :

jp; ti = e¡ iE p t jp; 0i : (5.4.10)

En¯n, l'amplitude de localisation de ces ¶etats stationnaires, soithxjp; ti oµu jxi
est un ¶etat propre de la positionX , se calcule imm¶ediatement :

hxjp; t i = e¡ iE p t hxjpi ; (5.4.11)
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d'oµu, d'aprµes le chapitre pr¶ec¶edent,

hxjp; t i = A e¡ iE p t + ipx : (5.4.12)

Nous retrouvons bien les amplitudes de localisation du type \onde plane" que
nous avions introduites de fa»con heuristique au chapitre 5 deRudiments. Notons
que cette forme des amplitudes est par avance compatible avec l'extension du
formalisme quantique au cadre spatio-temporel einsteinien, puisque la phase fait
intervenir ce qui sera alors interpr¶et¶e comme le produit scalaire minkowskien
des quadrivecteurs ¶energie-impulsion et temps-espace. C'est la justi¯cation du
choix de signe fait pour le g¶en¶erateur des translations spatiales au chapitre 4,
section 1B.

B Irr¶eductibilit¶e et ¶el¶ementarit¶e

La description d'un quanton libre repose donc entiµerement sur ses propri¶et¶es
d'invariance. C'est ici l'invariance par le groupe de Galil¶ee complet, d¶e¯ni comme
comprenant les translations d'espace et de temps, aussi bien que les transfor-
mations de Galil¶ee, qui exprime la \libert¶e" de la particule, c'est-µa-dire son
ind¶ependance par rapport µa toute \in°uence" (force, interaction...) localis¶ee
dans l'espace-temps. En termes th¶eoriques, on dira que dans l'espace des ¶etats
d'une particule libre, agit une repr¶esentation unitaire du groupe de Galil¶ee.
Cette repr¶esentation est entiµerement sp¶eci¯¶ee, une fois connus les g¶en¶erateurs
(P; H; G) correspondant µa ces sous-groupes naturels du groupe de Galil¶ee. La
repr¶esentation consid¶er¶ee ici n'est cependant pas quelconque et possµede deux
caract¶eristiques math¶ematiques de grande importance physique, irr¶eductibilit¶e
et projectivit¶e. Par irr¶eductibilit¶e, on entend que l'espace de Hilbert de la
repr¶esentation ne possµede pas de sous-espaces invariants sous toutes les trans-
formations de la repr¶esentation du groupe. Cette propri¶et¶e est due µa la pr¶esence,
parmi les g¶en¶erateurs de cette transformation, du couple canonique (X; P )
(exercice 4.7). L'irr¶eductibilit¶e de la repr¶esentation correspond au caractµere
\¶el¶ementaire" du quanton. En e®et, pour une repr¶esentation r¶eductible, l'es-
pace de Hilbert se scinde en deux (ou plus) sous-espaces invariants, chacun
¶etant alors lui-même espace de repr¶esentation du groupe : on \r¶eduit" ainsi la
repr¶esentation en une somme de repr¶esentations (irr¶eductibles si le processus est
men¶e jusqu'µa son terme). Un systµeme d¶ecrit par une repr¶esentation r¶eductible,
comme un systµeme µa deux quantons (voir section 7), montre une complexit¶e
intrinsµeque. En e®et, un tel systµeme possµederait par exemple plusieurs ¶etats
propres de la quantit¶e de mouvement pour chaque valeur proprep : l'¶etiquette p
ne su±rait pas µa sp¶eci¯er ses ¶etats stationnaires. Par contre, une repr¶esentation
irr¶eductible donne la description minimale, la plus simple possible, compati-
ble avec l'invariance galil¶eenne. On associe donc l'irr¶eductibilit¶e µa une notion
d'¶el¶ementarit¶e. Encore faut-il dire que cette ¶el¶ementarit¶e est de nature purement
cin¶ematique ; elle exprime la \simplicit¶e" du systµeme du seul point de vue de son
comportement spatio-temporel. Elle n'exclut pas la possibilit¶e d'une structure
interne complexe r¶ev¶el¶ee en ¶etudiant le systµeme \du dedans" (en le brisant par
exemple), au lieu de consid¶erer son mouvement \du dehors". La construction
d'une notion dynamique d'¶el¶ementarit¶e est l'un des problµemes les plus di±ciles
de la physique des \particules", qu'on n'ose justement plus dire \¶el¶ementaires".
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C Projectivit¶e et massivit¶e

Pour expliciter l'autre aspect essentiel de la repr¶esentation du groupe de
Galil¶ee caract¶eristique du quanton libre, sa projectivit¶e, ¶ecrivons les commuta-
teurs de ses g¶en¶erateurs.µA partir de leur expression en termes des op¶erateurs
canoniques 8

>><

>>:

P ;

H =
1

2m
P2 + V0 ;

G = ¡ mX ;

(5.4.13)

et de la relation de commutation canonique, on obtient :
8
><

>:

[[[H; P ]]] = 0 ;

[[[G; H ]]] = ¡ iP ;
[[[G; P ]]] = ¡ imI :

(5.4.14)

Chacune de ces relations a une double signi¯cation qu'il vaut la peine de
rappeler.
a) La relation [[[H; P ]]] = 0 exprime :

i ) l'invariance de P par translation de temps, ce qu'on appellera \conser-
vation de la quantit¶e de mouvement" : un ¶etat propre de la quantit¶e de
mouvement est stationnaire ;

ii ) l'invariance de H par translation d'espace, autrement dit, l'indi®¶erence
de l'¶evolution du quanton libre µa l'¶egard de la position spatiale.

b) La relation [[[G; H ]]] = ¡ iP exprime la non-commutation des transformations
de Galil¶ee et des translations dans le temps, d¶ejµa mentionn¶ee ; on peut y lire :

i ) les propri¶et¶es de transformation de l'¶energieH par transformation de
Galil¶ee (voir exercice5.6) ;

ii ) les propri¶et¶es de transformation du g¶en¶erateur galil¶eenG (et donc de la
position X = ¡ G=m) par translation de temps.

c) La relation [[[G; P]]] = ¡ imI exprime :
i ) la propri¶et¶e de transformation de G par translation, ¶equivalente µa celle

de l'op¶erateur position X , cons¶equence de sa d¶e¯nition au chapitre 4 ;
ii ) la propri¶et¶e de transformation galil¶eenne de la quantit¶e de mouvement

(5.2.6), qui nous a servi µa introduireG (voir exercice 5.6).
Mais la relation de \non-commutation" [[[G; P]]] = ¡ imI pose un s¶erieux

problµeme. En e®et, du point de vue de la pure g¶eom¶etrie de l'espace-temps,
c'est-µa-dire en tant qu'¶el¶ements du groupe de Galil¶ee, les transformations de
Galil¶ee (x ! x ¡ vt) et les translations spatiales (x ! x ¡ a) commutent ; on
s'attendrait donc µa obtenir [[[G; P]]] = 0 au lieu de [[[G; P]]] = ¡ imI . Pour compren-
dre pourquoi les g¶en¶erateurs de larepr¶esentation du groupe ne commutent pas
n¶ecessairement, consid¶erons la s¶equence d'op¶erations suivantes :
i ) translation Ta ;
ii ) transformation de Galil¶ee ¡ v ;
iii ) translation T¡ a ;
iv ) transformation de Galil¶ee ¡ ¡ v .
Le produit de ces quatre transformations, puisqu'elles commutent et queT¡ a ,
¡ ¡ v sont respectivement inverses deTa et ¡ v , donne l'identit¶e du groupe de
Galil¶ee :

¡ ¡ v ± T¡ a ± ¡ v ± Ta = I : (5.4.15)
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Le produit des op¶erateurs unitaires correspondants, par contre, ne conduitpas µa
l'op¶erateur identit¶e. En utilisant la propri¶et¶e des op¶erateurs canoniquesX et P
(et le r¶esultat de l'exercice1.30c ), on voit en e®et que :

U(v) U(a) = exp( iGv ) exp(iP a)

= eimav= 2 exp(iGv + iP a) : (5.4.16)

De même :
U(¡ v) U(¡ a) = eimav= 2 exp(¡ iGv ¡ iPa) ; (5.4.17)

et par cons¶equent
U(¡ v) U(¡ a) U(v) U(a) = eimav I (5.4.18)

| simple r¶e¶ecriture de la relation de Weyl (4.2.18). Autrement dit, on obtient
l'op¶erateur identit¶e µa une phase prµes. Ainsi un vecteur d'¶etat, sous la s¶equence
d'op¶erations ci-dessus, voit-il sa phase changer. Naturellement, l'¶etat physique
n'en est pas modi¯¶e, et la description th¶eorique est parfaitement coh¶erente.

Mais nous voyons que la repr¶esentation du groupe de Galil¶ee utilis¶ee pour
d¶ecrire la particule libre n'est pas une \vraie" repr¶esentation, c'est seulement
une repr¶esentation µa une phase prµes, dite encore repr¶esentationprojective. En
toute rigueur, ce sont de telles repr¶esentations que doit utiliser la th¶eorie quan-
tique. L'irruption de facteurs de phase arbitraires se traduit par la n¶ecessit¶e de
consid¶erer des termes analogues µa¡ imI dans toutes les relations de commu-
tation tir¶ees de la loi du groupe d'invariance. Ainsi, alors que la structure du
groupe de Galil¶ee proprement dit implique pour ses g¶en¶erateurs les relations de
commutation 8

><

>:

[[[H; P ]]] = 0 ;
[[[G; H ]]] = ¡ iP ;
[[[G; P ]]] = 0 ;

(5.4.19)

pour une repr¶esentation projective en g¶en¶eral, ces relations deviennent :
8
><

>:

[[[H; P ]]] = ¡ iqI ;
[[[G; H ]]] = ¡ iP ¡ inI ;
[[[G; P ]]] = ¡ imI :

(5.4.20)

Cependant, toujours µa cause du caractµere projectif de la repr¶esentation, les
g¶en¶erateurs ne sont d¶e¯nis qu'µa l'addition d'un op¶erateur scalaire multiple de
l'identit¶e prµes. En e®et, si l'on pose

P0 = P + nI ; (5.4.21)

il est clair que :

U0(a) = exp( iP 0a)

= exp( iP a + inaI ) = eina exp(iP a)

= eina U(a) : (5.4.22)

Les op¶erateursU0 et U d¶e¯nissent la même op¶eration puisqu'ils ont même action
sur les¶etats; P0 et P sont donc ¶equivalents (on reconnâ³t un cas particulier de
l'exercice 5.4). En rempla»cant P par P0, on ramµene donc la relation [[[G; H ]]] =



12 5 f¶evrier 2007 Quantique : ¶El¶ements

¡ iP ¡ inI µa sa forme [[[G; H ]]] = ¡ iP , sans toucher µa [[[G; P]]] = ¡ imI . Quant µa
[[[H; P ]]] = ¡ iqI , on remarque que, par un changement d'orientation (dans l'espace
µa une dimension),P change de signe mais nonH . La relation [[[H; P ]]] = ¡ iqI pour
q 6= 0 n'est donc pas compatible avec l'isotropie de l'espace. Ainsi les relations
(5.4.14) fournissent bien la forme la plus g¶en¶erale des relations de commutation
pour une repr¶esentationprojective du groupe de Galil¶ee. De ce point de vue, la
massem, que nous avions introduite par la propri¶et¶e (5.2.3) de transformation
galil¶eenne deP apparâ³t en fait, avant toute interpr¶etation physique, comme
caract¶erisant la repr¶esentation projective du groupe de Galil¶ee.

Ainsi, la projectivit¶e de la repr¶esentation est li¶ee µa la massivit¶e du quanton.
Dans le casm = 0 en e®et, la discussion pr¶ec¶edente serait sans objet : la
repr¶esentation ne serait pas projective. Mais la notion de masse nulle ne trouve
de sens que dans le cadre einsteinien.

D La rµegle de supers¶election sur la masse galil¶eenne

La projectivit¶e de la repr¶esentation du groupe de Galil¶ee associ¶ee µa un quan-
ton de masse non-nulle n'est pas qu'une subtilit¶e math¶ematique ; elle a une im-
portante cons¶equence pour la description physique des quantons. Pour la com-
prendre, il faut nous placer dans un cadre plus g¶en¶eral que celui adopt¶e jusqu'ici,
oµu nous avons suppos¶e la masse donn¶ee a priori comme un paramµetrem car-
act¶erisant le systµeme ¶etudi¶e. Mais en toute g¶en¶eralit¶e, la masse est une grandeur
physique parmi d'autres, et, µa ce titre, doit être repr¶esent¶ee par un op¶erateur
hermitique M agissant dans l'espace des ¶etats du systµeme. Cette grandeur,
cependant, est invariante, tant par les translations de temps et d'espace que
par les transformations de Galil¶ee pures, ce qui veut dire que l'op¶erateur de
masse commute avec les g¶en¶erateurs du groupe :

8
><

>:

[[[P; M ]]] = 0 ;

[[[H; M ]]] = 0 ;
[[[G; M ]]] = 0 ;

(5.4.23)

et intervient, en revanche dans les commutateurs de ces g¶en¶erateurs, exprimant
comme on l'a vu, le caractµere projectif de la repr¶esentation du groupe de Galil¶ee :

8
><

>:

[[[H; P ]]] = 0 ;

[[[G; H ]]] = ¡ iP ;
[[[G; P ]]] = ¡ iM :

(5.4.24)

Puisque l'op¶erateur de masseM commute avec tous les g¶en¶erateurs, une repr¶e-
sentation projective irr¶eductible du groupe correspondra µa une valeur propre
unique m, ce qui ramµene les relations (5.4.24) µa leur forme ant¶erieure (5.4.14). Un
quanton ¶el¶ementaire galil¶een est donc bien caract¶eris¶e par sa masse. Cependant,
on pourrait croire utile, sinon même n¶ecessaire, de s'int¶eresser µa des systµemes
plus complexes, pr¶esentant un spectre de masse, autrement dit, dont l'espace des
¶etats ne serait pas un espace propre de l'op¶erateurM ; dans cet espace, la masse
possµederait alors plusieurs valeurs propres. Consid¶erons le cas le plus simple,
celui d'un systµeme dont le spectre de masse consisterait en deux valeurs pro-
pres distinctes, m1 et m2, et int¶eressons-nous µa un ¶etat obtenu en superposant
un ¶etat u1, appartenant au sous-espace propre de la masse correspondant µa la
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valeur m1, et un ¶etat u2, appartenant au sous-espace propre correspondant µa
la valeur m2, soit u := u1 + u2. Appliquons µa cet ¶etat la transformation identit¶e
sous la forme (5.4.15). Dans un sous-espace de massem, cette transformation
est repr¶esent¶ee par l'op¶erateur unitaire (5.4.18), et n'entrâ³ne qu'un changement
de phase sans cons¶equence. Mais ici, le nouveau vecteur d'¶etatu0, transform¶e
de u, prend la forme :

u0 = eim 1 av u1 + eim 2 av u2: (5.4.25)

Or, puisque nous avons suppos¶em1 6= m2, les deux vecteursu0 et u ne di®µerent
pas par un simple facteur de phase, de sorte que ces deux vecteurs ne sauraient
d¶ecrire le même ¶etat physique. Il est donc impossible, en th¶eorie galil¶eenne, de
donner un sens µa la superposition lin¶eaire d'¶etats de masses di®¶erentes, ou, plus
g¶en¶eralement, µa la notion de spectre de masse. C'est le principe de superposi-
tion lui-même qui rencontre ici une limite. Il existe des grandeurs physiques,
dites \centrales" (on va imm¶ediatement voir pourquoi) dont les ¶etats propres
ne peuvent être superpos¶es. Ou encore : tout ¶etat physique est n¶ecessairement
¶etat propre de ces grandeurs centrales. L'espace de Hilbert est alors s¶epar¶e en
\secteurs" ind¶ependants, les sous-espaces propres des grandeurs centrales. Ces
sous-espaces sont aussi dits \incoh¶erents", la phase relative de deux vecteurs
appartenant µa deux secteurs di®¶erents ne pouvant être d¶e¯nie, puisque leur pro-
duit scalaire n'a aucun sens. Aucune grandeur physique ne peut connecter ces
secteurs, ou encore, toute grandeur physique doit commuter avec les grandeurs
centrales, qui appartiennent donc µa ce qu'on appelle le \centre" de l'algµebre
des grandeurs, d'oµu leur d¶enomination. En v¶erit¶e, se manifeste ici une certaine
gaucherie du formalisme hilbertien lui-même : comme tout formalisme, il a ses
limitations ; elles peuvent être d¶epass¶ees en adoptant un cadre math¶ematique
plus abstrait, mais au d¶etriment des facilit¶es de manipulation technique qu'o®re
le formalisme hilbertien, auquel nous nous tenons donc.

Si les grandeurs physiques usuelles (¶energie, quantit¶e de mouvement, etc.)
peuvent être conserv¶ees dans des conditions bien particuliµeres (si et seulement
si elles commutent avec le hamiltonien, ce qui n'est pas toujours le cas), les
grandeurs centrales sont universellement conserv¶ees, car elle commutent tou-
jours avec le hamiltonien. Elles ob¶eissent donc µa des \super-lois de conservation",
couramment appel¶ees \rµegles de supers¶election" : on parle de rµegles de s¶election
lorsque certaines amplitudes de transition sont nulles en vertu de propri¶et¶es
d'invariance qui assurent l'orthogonalit¶e d'¶etats particuliers ; ici, les amplitudes
de transition entre ¶etats propres de grandeurs centrales sont toujours nulles pour
des valeurs propres distinctes. Ainsi, la masse est \superconserv¶ee" en th¶eorie
galil¶eenne (rµegle de supers¶election de Bargmann), ce qui veut dire qu'un systµeme
physique quel qu'il soit a une masse bien d¶etermin¶ee et constante. Ainsi ne sont
permises que des r¶eactions entre quantons qui ne modi¯ent pas la masse totale :
une transformation A1 + A2 ! A0

1 + A0
2 n'est possible que sim1 + m2 = m0

1 + m0
2

(le cas le plus courant ¶etant celui oµu les quantons restent inchang¶es). Cette pro-
pri¶et¶e de la masse est une particularit¶e de la relativit¶e galil¶eenne (qu'elle soit
quantique ou classique) due au caractµere assez singulier du groupe de Galil¶ee,
et ne se retrouve pas dans une th¶eorie (quantique ou classique) einsteinienne
plus g¶en¶erale, qui autorise des variations de masse | ce qui est ¶evidemment
n¶ecessaire pour expliquer les ph¶enomµenes de r¶eaction et de d¶esint¶egration en
physique des particules. Mais il existe d'autres rµegles de supers¶election que celle
de la masse galil¶eenne, de validit¶e plus large et de grande importance, comme par
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exemple celle qui r¶egit le caractµere entier ou demi-entier du moment angulaire
(voir chapitre 7, section 5) ou la charge ¶electrique (voir chapitre 11).

E L'¶evolution du quanton libre

L'¶etude de l'¶evolution temporelle du quanton libre, pour simple qu'elle soit et
banale qu'elle puisse parâ³tre, permet de mettre en ¶evidence quelques propri¶et¶es
essentielles. L'outillage formel dont nous disposons µa pr¶esent nous permet d'aller
au-delµa des consid¶erations qualitatives, donc fondamentales, pr¶esent¶ees dans
Rudiments (chapitre 5, section 4D, et exercice 5.23). L'¶evolution d'un ¶etat du
quanton libre est engendr¶ee par un hamiltonien du type (5.4.4) que l'on choisit
au plus simple :

H =
1

2m
P2 ; (5.4.26)

et les comportement des valeurs moyennes des grandeurs physiques dans un ¶etat
au temps t sont donn¶es par l'expression (3.5.4).

Ainsi, pour la valeur moyenne de la quantit¶e de mouvement, on a imm¶ediatement :

d
dt

hPi t = ih[[[H; P ]]]i t

=
i

2m
h[[[P2; P]]]i t

= 0 : (5.4.27)

La valeur moyenne de la quantit¶e de mouvement du quanton libre est donc une
constante du mouvement. En ce qui la concerne, l'indicet est super°u. Pour la
valeur moyenne de la position, on a :

d
dt

hX i t =
i

2m
h[[[P2; X ]]]i t : (5.4.28)

Le commutateur s'explicite facilement µa l'aide de l'identit¶e remarquable (1.6.15),
compte-tenu de la relation de commutation canonique (4.2.13) :

[[[P2; X ]]] = P[[[P; X ]]] + [[[P; X ]]]P

= ¡ 2iP ; (5.4.29)

moyennant quoi il vient
d
dt

hX i t =
1
m

hPi : (5.4.30)

La position moyenne du quanton libre se meut donc µa vitesse constante

v :=
hP i
m

; (5.4.31)

et l'on a :
hX i t = vt + hX i 0 : (5.4.32)

Il n'y a bien sûr pas lieu d'être surpris des r¶esultats (5.4.27) et (5.4.32), cons¶equences
directes de l'invariance galil¶eenne et de la notion de quanton libre telle que nous
l'avons introduite.
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Passons µa pr¶esent aux dispersions. Pour le taux de variation de la dispersion
de la quantit¶e de mouvement, on a

d
dt

¡
¢ t P

¢2
=

d
dt

h(P ¡ h Pi )2i t

=
i

2m
h[[[P2; (P ¡ h Pi )2]]]i t ; (5.4.33)

bien ¶evidemment nul puisqueP2 commute avec toute fonction deP et avec le
nombre hPi :

d
dt

¡
¢ t P

¢2
= 0 : (5.4.34)

On a donc con¯rmation, si besoin ¶etait, que la dispersion de la quantit¶e de mou-
vement est, elle aussi, une constante que l'on pourra se contenter de noter ¢P.
Reste le cas de la dispersion de la position qui va s'av¶erer moins banal :

d
dt

¡
¢ t X

¢2
=

i
2m

h[[[P2; (X ¡ h X i t )2]]]i t : (5.4.35)

Le commutateur se r¶eduit µa

[[[P2; (X ¡ h X i t )
2]]] = [[[P2; X 2 ¡ 2hX i t X + hX i 2

t ]]]

= [[[P2; X 2]]] ¡ 2hX i t [[[P2; X ]]]

= X [[[P2; X ]]] + [[[P2; X ]]]X + 4 ihX i t P

= ¡ 2i
¡
XP + PX ¡ 2hX i t P

¢
; (5.4.36)

pour donner
d
dt

¡
¢ t X

¢2
=

1
m

¡
hXP + PX i t ¡ 2hX i t hPi

¢
; (5.4.37)

ce qui ne nous renseigne guµere. On en apprend plus en calculant, toujours par
la même m¶ethode, la d¶eriv¶ee seconde :

d2

dt2

¡
¢ t X

¢2
=

1
m

³ d
dt

hXP + PX i t ¡ 2hPi
d
dt

hX i t

´

=
1
m

³ i
2m

h[[[P2; XP + PX ]]]i t ¡
2
m

hPi 2
´

: (5.4.38)

Le commutateur valant

[[[P2; XP + PX ]]] = [[[P2; XP ]]] + [[[P2; PX ]]]

= [[[P2; X ]]]P + P[[[P2; X ]]]

= ¡ 4iP 2 ; (5.4.39)

on a ¯nalement :

d2

dt2

¡
¢ t X

¢2
=

2
m2

¡
hP 2i ¡ h Pi 2¢

=
2

m2

¡
¢ P

¢2
; (5.4.40)

et
¡
¢ t X

¢2
=

¡
¢ P

¢2

m2 t2 +
d
dt

¡
¢ t X

¢2
¯
¯
¯
¯
0
t +

¡
¢ 0X

¢2
: (5.4.41)
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Au cours du temps, la dispersion en position, ¢t X , passe donc par un minimum
(positif, n¶ecessairement, et même sup¶erieur ou ¶egal µa 1=(2 ¢ P)), puis augmente
inexorablement, ph¶enomµene connu sous le nom d'¶etalement du paquet d'onde.

Ce comportement suggµere imm¶ediatement l'image d'une vol¶ee de cailloux
distribu¶es en position et en vitesse. La distribution en vitesse des cailloux libres
reste ¶evidemment constante au cours du temps, tandis que, en raison même de
la distribution de leurs vitesses, leur dispersion spatiale crô³t. Cette image est
même plus ¯dµele qu'elle pouvait sembler a priori car on peut ais¶ement montrer
que l'¶evolution temporelle de la dispersion spatiale des cailloux libres est donn¶ee
exactement par (5.4.41).

Les r¶esultats (5.4.27), (5.4.32), (5.4.34) et (5.4.41) sont absolument g¶en¶eraux
pour tout quanton libre, c'est-µa-dire quel que soit son ¶etat, autrement dit sa
fonction d'onde. Pour concr¶etiser ces id¶ees, examinons plus en d¶etail le cas
d'un quanton libre dont la fonction d'onde, disons µa l'instant t = 0, sature
l'in¶egalit¶e de Heisenberg. Cette fonction d'onde a ¶et¶e d¶etermin¶ee en (4.4.13)
dans le cas d'un quanton au repos, et en (4.4.18) dans le cas d'un quanton en
mouvement. µA ce propos, nos toutes frâ³ches connaissances sur la transformation
de Galil¶ee nous expliquent en quoi ces deux expressions di®µerent. Propulser un
quanton µa la vitessev = p0=m, par rapport au repµere, est ¶equivalent µa op¶erer une
transformation de Galil¶ee (passive, sur le repµere) de paramµetre¡ v, autrement
dit, d'aprµes (5.2.15), µa faire agir l'op¶erateur exp(ip0X ) sur le vecteur d'¶etat du
quanton au repos, et donc µa multiplier sa fonction d'onde en position par le
facteur eip 0 x . Quoi qu'il en soit, on a ¢ 0X ¢ P = 1 =2 et, puisque la dispersion
en quantit¶e de mouvement reste constante, ¢t X ¢ P ¸ 1=2 en tout temps. La
valeur ¢ 0X est donc le minimum de ¢t X , autrement dit :

d
dt

¡
¢ t X

¢2
¯
¯
¯
¯
0

= 0 : (5.4.42)

L'expression (5.4.41) se r¶eduit alors a

¡
¢ t X

¢2
=

¡
¢ 0X

¢2
h
1 +

µ
¢ P

m ¢ 0X
t
´ 2

¸
(5.4.43)

et, compte-tenu des valeurs ¢0X et ¢ P donn¶ees par (4.4.16) :

¢ t X = ¢ 0X

s

1 +
³ t

2m(¢ 0X )2

´ 2
: (5.4.44)

Ainsi, plus le quanton libre est localis¶e (¢0X petit), plus rapide est l'¶etalement
de sa densit¶e de probabilit¶e en position. Prenons pour origine des positions la
valeur moyenne de la position µa l'instantt = 0, quand la dispersion en position
est minimale et sature l'in¶egalit¶e de Heisenberg. (Cela correspond µa poserx0 =
0 dans les expressions (4.4.17) et (4.4.18).) Si nous introduisons µa pr¶esent la
distancedt := jhX i t j = vjtj de d¶eplacement de la valeur moyenne µa l'instantt (en
supposantv > 0) ainsi que la longueur d'onde de de Broglie¹̧ := hPi ¡ 1 = 1 =mv
associ¶ee au quanton, la dispersion peut s'¶ecrire

¢ t X = ¢ 0X

s

1 +
µ

dt ¹̧
2(¢ 0X )2

¶2

: (5.4.45)
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L'expression (5.4.44) nous assure que l'e®et d'¶etalement du paquet d'onde reste
n¶egligeable tant que ¢P t ¿ m ¢ 0X , soit, en introduisant la dispersion de la
vitesse : ¢v jtj ¿ ¢ 0X , comme on pouvait maintenant s'y attendre. L'expression
(5.4.45) fournit, quant µa elle, une autre forme, ¶equivalente, du même critµere :
dt ¹̧ ¿ (¢ 0X )2. Remarquons en¯n que cette même expression implique ¢t X ¸
(dt ¹̧ )1=2 en tout temps.

5 Le quanton en interaction
avec un champ ext¶erieur

A Interpr¶etation physique du hamiltonien d'interaction

Au vu du paragraphe pr¶ec¶edent, on peut se demander quel est le sens du
hamiltonien g¶en¶eral

H =
1

2m
P2 + V (X ; t) (5.5.1)

que fournit la seule hypothµese d'invariance galil¶eenne. (Comme nous l'avons in-
diqu¶e, on peut oublier le potentiel vecteur ; par contre, nous indiquons explicite-
ment que le potentiel scalaire peut d¶ependre du temps.) Le hamiltonien (5.5.1)
ne commute pas avec la quantit¶e de mouvement et n'est donc pas invariant par
translation. Il ne peut donc repr¶esenter un quanton libre, le terme de potentiel
traduit l'in°uence d'une \force" s'exer»cant sur le quanton. Mais µa la v¶erit¶e une
telle force ne peut être due qu'µa l'interaction entre di®¶erents quantons. Quelle
est donc la l¶egitimit¶e de nos consid¶erations pr¶esentes qui concernent un quan-
ton unique ? Nous verrons plus bas (section 7) comment d¶ecrire un systµeme µa
N quantons, correspondant µa la situation g¶en¶erale oµu chaque quanton interagit
avec d'autres. Il se trouve que, dans nombre de cas, il est possible, lorsqu'on
considµere un quanton donn¶e, de traiter l'action de tous les autres comme une
in°uence \ext¶erieure". Le comportement des autres quantons, en quelque sorte,
a®ecte l'environnement du quanton consid¶er¶e, on pourrait presque dire les pro-
pri¶et¶es de l'espace, cependant que son propre mouvement n'est pas cens¶e r¶eagir
sur celui de ces autres quantons ; on peut penser, µa titre d'exemple, aux ¶electrons
en interaction coulombienne avec les noyaux atomiques dans une mol¶ecule. Le
problµeme complexe de l'¶evolution d'un systµeme µa plusieurs quantons est alors
ramen¶e µa celui d'un quanton interagissant avec un potentielV (X ; t) qui rend
compte de l'in°uence e®ective de tous les autres quantons. C'est lµa une approx-
imation, bien sûr, mais des plus f¶econdes.

B Les ¶equations de SchrÄodinger

Face au hamiltonien (5.5.1), le problµeme premier est de d¶eterminer ses ¶etats
propres (¶etats stationnaires) et ses valeurs propres (valeurs de l'¶energie). C'est
naturellement la relation de commutation canonique

[[[X; P ]]] = iI (5.5.2)

qui fait tout le problµeme, puisqu'elle implique que les deux termes du hamil-
tonien, l'¶energie cin¶etiqueT = P 2=2m et l'¶energie potentielle V (X ; t), ne com-
mutent pas. Il est parfois possible, pour certains potentielsV , nous le verrons
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au chapitre 6, d'exploiter directement la relation (5.5.2) pour diagonaliser le
hamiltonien (5.5.1) par des moyens purement alg¶ebriques. En g¶en¶eral, cepen-
dant, la tâche est plus compliqu¶ee. La di±cult¶e r¶eside manifestement dans le
terme potentiel ; la fonction V pr¶esentant une d¶ependance enX qui peut être
compliqu¶ee, elle constitue le terme du hamiltonienH le plus di±cile µa manip-
uler. On con»coit alors l'int¶erêt de choisir une r¶ealisation particuliµere de la paire
canoniqueX et P, celle pr¶ecis¶ement oµu l'op¶erateurX prend l'expression la plus
\simple". C'est la r¶ealisation \ x" oµu, l'espace de Hilbert ¶etant celui des fonctions
de carr¶e sommable ©(x; t) (ou \fonctions d'onde"), X devient un op¶erateur de
multiplication et P de d¶erivation :

8
<

:

X = x ;

P = ¡ i
@
@x

:
(5.5.3)

Nous notons la d¶erivation en x par le symbole de d¶erivation partielle @=@x
puisque nous allons devoir consid¶erer aussi la d¶eriv¶ee temporelle de la fonction
d'onde. L'op¶erateur H devient alors un op¶erateur di®¶erentiel du second ordre

H = ¡
1

2m
@2

@x2
+ V(x; t) ; (5.5.4)

le terme V(X ; t), hermitique, ¶etant entendu comme op¶erateur de multiplication
par la fonction r¶eelleV (x; t). On peut voir sur des exemples pourtant assez sim-
ples que le choix alternatif de la r¶ealisation \p" (oµu P est multiplicatif et X
d¶erivatif) conduit pour H µa un op¶erateur int¶egral en g¶en¶eral moins facile µa ma-
nipuler (voir exercice 5.7). On peut maintenant ¶ecrire l'¶equation de SchrÄodinger
d¶ependante du tempsµa laquelle ob¶eit la fonction d'onde ©(x; t) :

i
@
@t

©(x; t) = ¡
1

2m
@2

@x2
©(x; t) + V (x; t ) ©(x; t) : (5.5.5)

Si le potentiel est une fonction purement spatialeV (x), le hamiltonien est
ind¶ependant du temps. Consid¶erons alors les ¶etats stationnaires avec leur d¶epen-
dance en temps exponentielle, et posons

©(x; t) = e¡ iEt ' (x) : (5.5.6)

La fonction d'onde ind¶ependante du temps' (x) (amplitude de localisation) doit
ob¶eir µa l'¶equation di®¶erentielle

¡
1

2m
d2 '
dx2 + V(x) ' (x) = E ' (x) : (5.5.7)

C'est l'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du temps. Il est int¶eressant d'ana-
lyser son comportement par rapport aux transformations de Galil¶ee (exerci-
ces5.8 et 5.9). L'¶equation de SchrÄodinger est µa consid¶erer comme l'¶equation aux
valeurs propres du hamiltonien. En e®et, les fonctions d'ondes sont astreintes,
pour les ¶etats li¶es en tout cas, µa être de carr¶e sommable :

Z + 1

¡1
dx

¯
¯' (x)

¯
¯2

= 1 : (5.5.8)
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Cette normalisation, essentielle µa l'interpr¶etation probabiliste, s¶electionne les
valeurs propres de l'¶energie comme on le verra en d¶etail plus bas. La diag-
onalisation du hamiltonien H est ainsi ramen¶ee µa la r¶esolution de l'¶equation
di®¶erentielle (5.5.7) sous la condition (5.5.8) et s'e®ectue donc au moyen de
techniques analytiques.

Le prochain chapitre sera entiµerement consacr¶e µa des exemples de r¶esolution
de l'¶equation de SchrÄodinger (5.5.7) pour des potentiels particuliµerement sim-
ples. Mais nous pouvons d¶ejµa justi¯er nos r¶esultats ant¶erieurs sur les potentiels
constants par morceaux (Rudiments, chapitre 6). Soit par exempleV (x) = V0

sur le segmenta < x < b . On doit alors r¶esoudre l'¶equation di®¶erentielle

¡
' 00

2m
+ ( V0 ¡ E ) ' = 0 ; a < x < b : (5.5.9)

La solution est, comme il se doit, une combinaison lin¶eaire d'exponentielles :

' (x) = A eikx + B e¡ ikx ; a < x < b; (5.5.10)

oµu l'on a pos¶e
k2

2m
= E ¡ V0: (5.5.11)

Bien entendu, si E < V 0, k est imaginaire pur et les exponentielles sont r¶eelles.
Les fonctions d'onde sont bien celles que nous avions introduites au chapitre 6
de Rudiments. Reste µa justi¯er les conditions de continuit¶e que nous avions
impos¶ees pour raccorder les solutions du type (5.5.10) µa la frontiµere entre deux
zones de potentiel constant.

C Les conditions de continuit¶e

Consid¶erons en toute g¶en¶eralit¶e un potentielV (x) continu par morceaux et
born¶e. Nous admettons donc qu'il puisse pr¶esenter des discontinuit¶es localis¶ees,
pourvu qu'elles soient ¯nies (les potentiels constants par morceaux rentrent
¶evidemment dans ce cadre). Envisageons d'abord le cas simple oµu la fonction
d'onde reste born¶ee, en tout cas quant µa son module dont le carr¶e fournit la
densit¶e de probabilit¶e de localisation. Dans ces conditions, int¶egrons l'¶equation
de SchrÄodinger ind¶ependante du temps (5.5.7) au voisinage d'un point quel-
conquex0, sur l'intervalle [ x0 ¡ "; x 0 + " ]. Il vient :

¡
1

2m

£
' 0(x0 + ²) ¡ ' 0(x0 ¡ ²)

¤
+

Z x 0 + ²

x 0 ¡ ²
dx

£
V (x) ¡ E

¤
' (x) = 0 : (5.5.12)

Les fonctions V et ' ¶etant born¶ees, l'int¶egrale ¯gurant dans cette expression
s'annule lorsque" ! 0, de sorte que :

lim
" ! 0

£
' 0(x0 + ") ¡ ' 0(x0 ¡ ")

¤
= 0 : (5.5.13)

Ainsi donc la d¶eriv¶ee de la fonction d'onde est-elle continue, même aux points
de discontinuit¶es du potentiel | pourvu qu'il reste born¶e (on verra au chapitre
suivant une situation di®¶erente). Il en r¶esulte imm¶ediatement que la fonction
d'onde ' , primitive d'une fonction continue, est elle-même continue. Le cas de
fonctions d'onde non-born¶ees, envisag¶e dans l'exercice5.11, ne pr¶esente pas
d'int¶erêt physique.
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Cette propri¶et¶e de continuit¶e (5.5.13) complµete les r¶esultats de la sous-section
pr¶ec¶edente et donne une base rigoureuse au traitement des potentiels constants
par morceaux deRudiments, chapitre 6. (Voir une g¶en¶eralisation de ces condi-
tions pour une masse variable dans l'exercice5.12.)

D Non-d¶eg¶en¶erescence, r¶ealit¶e, parit¶e

R¶e¶ecrivons l'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du temps sous la forme

' 00(x) = 2 m
£
V(x) ¡ E

¤
' (x) ; (5.5.14)

et envisageons l'¶eventualit¶e de deux fonctions d'onde,' 1 et ' 2, solutions de cette
¶equation associ¶ees µa la même valeur propreE. On en d¶eduit imm¶ediatement :

' 1(x) ' 00
2 (x) ¡ ' 2(x) ' 00

1 (x) = 0 ; (5.5.15)

en tout point x. Dans la mesure oµu le potentielV (x) est continu par morceaux
et born¶e, la d¶eriv¶ee de la fonction d'onde est continue, et l'on a, en int¶egrant
(5.5.15) :

' 1(x) ' 0
2(x) ¡ ' 2(x) ' 0

1(x) = constante : (5.5.16)

(Les cas de potentiels in¯nis tels que puits carr¶e in¯ni, oscillateur harmonique,
potentiel delta, potentiel coulombien, etc. exigeront chacun une ¶etude sp¶eci¯que,
sans di±cult¶e.) Lorsque les fonctions d'onde sont de carr¶e sommable (¶etats li¶es),
elles tendent vers z¶ero (ainsi que leurs d¶eriv¶ees) lorsquejxj ! 1 , et la constante
est nulle. Il s'ensuit que les fonctions' 1 et ' 2 ont même d¶eriv¶ee logarithmique.
Elles ne di®µerent donc que par un facteur constant et repr¶esentent un seul et
même ¶etat. Autrement dit : les ¶energies des ¶etats li¶es d'un quanton unidimen-
sionnel, dans un potentiel continu par morceaux et born¶e, sont non d¶eg¶en¶er¶ees ;
une valeur propre, un ¶etat.

Dans ces mêmes conditions, la phase d'une fonction d'onde d'¶etat li¶e est
n¶ecessairement constante, sinon les parties r¶eelle et imaginaire de la fonction
d'onde seraient deux solutions ind¶ependantes associ¶ees µa la même ¶energie. On
peut donc d¶ecider, en g¶en¶eral, que les fonctions d'onde des ¶etats li¶es sont r¶eelles.
Cette conclusion ne vaut, bien entendu, que pour les ¶etats li¶es. On verra ci-
dessous que pour les ¶etats de di®usion, la d¶eg¶en¶erescence de l'¶energie est d'ordre
deux.

Consid¶erons en¯n le cas oµu le potentiel, continu par morceaux et born¶e
rappelons-le, est pair :V (¡ x) = V (x) pour tout x. Si ' (x) est solution de (5.5.7),
alors ' (¡ x) est aussi solution, avec la même valeur propre. Il en va de même
pour leurs combinaisons' (x) § ' (¡ x), respectivement paire ou impaire, mais
l'une d'entre elles est n¶ecessairement nulle car il n'y a pas de d¶eg¶en¶erescence.
Une fonction propre d'¶etat li¶e dans un potentiel pair est donc soit paire soit
impaire.

E ¶Etude qualitative des ¶etats stationnaires

Nous voudrions maintenant ¶etudier de facon qualitative les solutions de
l'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du temps (5.5.7). Nous nous int¶eressons
au cas d'un puits de potentiel simple (¯gure5.1), c'est-µa-dire d'un potentiel V (x)
pr¶esentant un minimum et tendant asymptotiquement vers une constante que
l'on prendra pour origine des ¶energies :V (§1 ) = 0.
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Fig. 5.1 { Puits de potentiel
Dans un puits de potentiel simple V (x), une particule classique d'¶energie E oscille
entre les points x1 et x2 oµu sa vitesse s'annule. Ces points d¶e¯nissent deux r¶egions
ext¶erieures (x < x 1 et x > x 2 ) et une r¶egion int¶erieure ( x1 < x < x 2 ), oµu la fonction
d'onde quantique a des comportements qualitativement di®¶erents.

a) ¶Etats li¶es

¶Etudions tout d'abord les ¶etats d'¶energieE < 0. Trois r¶egions sont µa con-
sid¶erer, d¶etermin¶ees par les pointsx1 et x2 tels que V(x1) = V (x2) = E . Ces
points sont les points de rebroussement classiques, limites du mouvement os-
cillatoire qu'une particule classique d'¶energieE e®ectuerait dans le puits de
potentiel V (en e®et l'¶energie cin¶etique s'annulant enx1 et x2, la particule y
rebrousse chemin). Dans les r¶egions \ext¶erieures",x < x 1 et x > x 2, E < V (x)
et par cons¶equent, d'aprµes (5.5.14), la d¶eriv¶ee seconde' 00a le même signe que' .
En d'autres termes, le graphe de' est convexe vu depuis l'axe desx. Il ne peut
avoir que l'une des allures g¶en¶eriques illustr¶ees par la ¯gure5.2a. D'ailleurs,
pour les grandes valeurs dejxj, oµu le potentiel V est n¶egligeable, et posant

E = ¡
· 2

2m
; (5.5.17)

l'¶equation (5.5.14) prend la forme approximative

' 00(x) ' · 2 ' (x) : (5.5.18)

La solution g¶en¶erale de cette ¶equation est une combinaison lin¶eaire d'exponen-
tielles du type e§ ·x qui donne bien des graphes analogues µa ceux de la ¯gure5.2a
| et ceux-lµa seulement. Au contraire, dans la r¶egion int¶erieure x1 < x < x 2,
on a E > V (x), et ' 00est de signe oppos¶e µa celui de' . Le graphe de' tourne
alors sa concavit¶e vers l'axe et ne peut avoir qu'une allure du type illustr¶e par la
¯gure 5.2b . De fa»con g¶en¶erale,' aura un comportement oscillatoire. D'ailleurs,
si dans la r¶egion int¶erieure le potentiel est µa peu prµes constant,V (x) ' V0, et si
l'on pose

E ¡ V0 =
k2

2m
; (5.5.19)

l'¶equation de SchrÄodinger s'¶ecrit

' 00(x) ' ¡ k2 ' (x) ; (5.5.20)

et sa solution est bien de type sinusoÄ³dal, en sin(kx + ®) (voir le traitement des
puits plats dans Rudiments, chapitre 6). Reste alors µa raccorder ces comporte-
ments aux points x1 et x2 | et µa imposer la condition d'int¶egrabilit¶e pour la
densit¶e de probabilit¶e½= j' j2.
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Fig. 5.2 { Les comportements possibles de la fonction d'onde
a) Dans les r¶egions ext¶erieures (E < V (x)), le graphe de la fonction d'onde est convexe
par rapport µa l'axe des x. En g¶en¶eral, la fonction est exponentiellement croissante
pour x ! ¡1 et x ! + 1 . Les fonctions s'annulant pour x ! ¡1 ou x ! + 1
constituent des cas particuliers. Pour ne pas alourdir la ¯gure, on n'a pas trac¶e les
graphes sym¶etriques (par rapport µa l'axe) des trois centraux | ils sont tout aussi
admissibles.
b) Dans la r¶egion int¶erieure ( E > V (x)), le graphe est concave, et se compose d'arches
de type sinusoÄ³dal.

Consid¶erons d'abord la r¶egionx < x 1. Le comportement µa l'in¯ni de ' ,
qui doit être de carr¶e sommable, ne peut-être que celui d'une exponentielle
tendant vers z¶ero pour x ! ¡1 , asymptotiquement en e·x , d'oµu un graphe
divergent tel celui de la ¯gure 5.3a. Au point x = x1, la concavit¶e du graphe
se renverse,la fonction' et sa d¶eriv¶ee' 0 restant continues (d'aprµes (5.5.14),
' 00(x1) = 0). La fonction ' montre alors un graphe oscillant (¯gure 5.3a). Au
point x = x2, nouveau renversement de concavit¶e, et le graphe prend alors
l'une des allures de la ¯gure5.2a. Point capital : en toute g¶en¶eralit¶e, le graphe
de type exponentiel de ' (x) pour x > x 2 va \exploser" pour x ! + 1 , car
pour assurer la continuit¶e de' et ' 0 en x = x2, on aura besoin de la solution
la plus g¶en¶erale, exponentiellement croissante. Ce n'est que dans des cas par-
ticuliers, c'est-µa-dire pour certaines valeurs bien d¶etermin¶ees de l'¶energie, que
la fonction ' pour x > x 2 pourra coÄ³ncider avec une solution de type expo-
nentiellement d¶ecroissante µa l'in¯ni (asymptotiquement en e¡ ·x ), et être donc
de carr¶e sommable (¯gure5.3b ). On comprend ainsi que la condition de nor-
malisation (' de carr¶e sommable) s¶electionne certaines solutions de l'¶equation
de SchrÄodinger, d'¶energies discrµetes : les valeurs propres de l'¶energie. On peut
voir les choses dans l'autre sens : partant d'une telle solution normalisable,
d'¶energie bien d¶e¯nieE, un l¶eger accroissement ou abaissement d'¶energie con-
duit n¶ecessairement µa une solution exponentiellement divergente pourx ! 1
et donc inadmissible. Poursuivant ce raisonnement, on voit qu'en abaissant ou
en accroissant su±samment l'¶energie, en revanche, on peut retomber sur une
fonction d'onde normalisable qui aura respectivement perdu ou gagn¶e une arche
c'est-µa-dire un z¶ero (¯gures5.3c{ d).

Par ailleurs, la fonction d'onde de l'¶etat fondamental ne s'annule pas, comme
le montre un int¶eressant raisonnement. Supposons en e®et que la fonction d'onde'
d'un ¶etat stationnaire pr¶esente un z¶ero (¯gure5.4a). L'¶energie propre E de cet
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Fig. 5.3 { Les solutions de l'¶equation de SchrÄodinger
a) Pour une valeur quelconque de l'¶energie, une solution de l'¶equation de SchrÄodinger
s'annulant pour x ! ¡1 , oscillant dans la r¶egion interm¶ediaire, a un comportement
divergent pour x ! + 1 , et n'est donc pas une fonction d'onde physiquement admis-
sible.
b) Ce n'est que pour des valeurs particuliµeres de l'¶energie (les valeurs propres) que la
fonction d'onde s'annule pour x ! + 1 comme pour x ! ¡1 . Tout ¶ecart ±E µa cette
valeur la fait \exploser" exponentiellement.
c) Si l'¶energie E diminue, l'allure de la fonction se modi¯e (le z¶ero passant dans la
r¶egion ext¶erieure x > x 2 ) jusqu'µa ce que...
d) ...l'on retrouve une vraie valeur propre telle que, le z¶ero ¶etant \parti µa l'in¯ni", la
fonction s'annule µa nouveau pour x ! + 1 et soit une \bonne" fonction d'onde |
avec un z¶ero de moins, et une valeur plus basse de l'¶energie.

¶etat est donn¶ee par la valeur moyenne du hamiltonien :

E = hH i ' =
1

2m

Z
dx

£
' 0(x)

¤2
+

Z
dx V (x)

£
' (x)

¤2
: (5.5.21)

Mais on obtient la même valeur moyenne en rempla»cant la fonction d'onde'
par la fonction ·' = j' j :

E = hH i ·' =
1

2m

Z
dx

£
·' 0(x)

¤2
+

Z
dx V (x)

£
·' (x)

¤2
: (5.5.22)

La fonction ·' n'est pas une fonction d'onde admissible, puisqu'elle n'est pas,
dans le cas g¶en¶erique, µa d¶eriv¶ee continue. Mais consid¶erons la \bonne" fonction
d'onde ¸' , obtenue en lissant le point anguleux de·' sur un petit intervalle ¢
de largeur " , de fa»con µa ce que cette fonction ¸' ne s'annule plus (¯gure 5.4c).
Calculons alors la valeur moyenne du hamiltonien pour la fonction d'onde ¸' .
On voit que dans la r¶egion sensible ¢, la d¶eriv¶ee de ¸' passant par z¶ero, l'¶energie
cin¶etique T aura n¶ecessairement une valeur moyenne plus faible pour ¸' que
pour ·' , et donc pour ' , la di®¶erence ¶etant d'ordre" :

hT i ' ¡ h T i ¸' =
1

2m

Z
dx

£
' 0(x)

¤2
¡

1
2m

Z
dx

£
'̧ 0(x)

¤2
= O( ") > 0 : (5.5.23)

En ce qui concerne l'¶energie potentielle, la probabilit¶e de localisation du quanton
sur l'intervalle ¢ ¶etant trµes faible (puisque ' s'y annule), la di®¶erence entre les
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Fig. 5.4 { Fonction d'onde du fondamental

valeurs moyennes pour' et pour '̧ sera beaucoup moins marqu¶ee. On peut
montrer(exercice 5.14) que :

hV i ' ¡ h V i ¸' =
Z

dx V (x)
£
' (x)

¤2
¡

Z
dx V (x)

£
¸' (x)

¤2
= O( " 3) : (5.5.24)

Ainsi, en passant de' µa ¸' , l'e®et essentiel est l'abaissement de l'¶energie cin¶etique
moyenne. Au total,

hH i ' ¡ h H i ¸' = O( " ) > 0 : (5.5.25)

En cons¶equence, on a
hH i ¸' < hH i ' = E : (5.5.26)

Or la valeur moyenne d'une grandeur, quelle qu'elle soit, est n¶ecessairement dans
le domaine des valeurs prises par cette grandeur. Puisque la fonction d'onde ¸'
fournit une valeur moyenne inf¶erieure µa la valeur propreE , c'est que celle-ci ne
saurait être la plus basse, et que la fonction d'onde' n'est pas celle de l'¶etat
fondamental.

En conclusion, les fonctions d'onde des ¶etats li¶es successifs rang¶es par ordre
d'¶energie croissante ont chacune un z¶ero de plus que la pr¶ec¶edente, en partant du
fondamental dont la fonction ne s'annule pas. On comprend donc que les fonc-
tions d'onde des divers ¶etats li¶es ont un nombre de z¶eros ¶egal µa l'ordre du niveau
consid¶er¶e (¯gure5.5) : la fonction d'onde du premier ¶etat excit¶e, ' 1, possµede un
z¶ero, etc. (voir pour des exemples particuliers d'¶equation de SchrÄodinger exacte-
ment soluble, et con¯rmant ces remarques, les exercices5.15 et 5.16). De telles
consid¶erations ne permettent pas, ¶evidemment, de savoir combien d'¶etats li¶es
possµede un puits de potentiel, ni même s'il en existe un seul, voir exercice5.17.
On peut montrer cependant, avec ces arguments, que le niveau fondamental (et
donc tous les autres) est toujours sup¶erieur au minimum du potentiel : il n'y a
pas d'¶etat li¶e d'¶energie partout inf¶erieure au potentiel (exercice5.18). Notons
en¯n que, dans certains cas (heureusement non physiques), on peut trouver des
¶etats li¶es d'¶energie positive (exercice5.19).
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Fig. 5.5 { Les fonctions d'onde des ¶etats stationnaires
a) Dans un puits de potentiel donn¶e,
b) la fonction d'onde ' 0 de l'¶etat fondamental d'¶energie E0 ne s'annule pas,
c) celle du premier niveau excit¶e E1 , soit ' 1, possµede un z¶ero,
d) celle du deuxiµeme niveau excit¶eE2 , soit ' 2 , possµede deux z¶eros, etc.

b) ¶Etats de di®usion

Supposons maintenant l'¶energie positive,E = p2=2m. Alors, la fonction
d'onde ' est de type oscillatoire | sauf ¶eventuellement dans la zone d'interac-
tion oµu il pourrait se trouver que, sur des intervalles ¯nis, l'on ait V (x) > E .
En tout cas, dans les r¶egions asymptotiquesx ! §1 oµu le potentiel s'annule,
la fonction d'onde est une combinaison lin¶eaire de fonctions harmoniqueseipx

et e¡ ipx , avecp positif, d¶ecrivant la propagation du quanton vers la droite ou la
gauche respectivement. Ces fonctions d'onde ne peuvent être normalis¶ees. Il n'y
a pas ici de restriction sur l'¶energie : toutes les valeursE > 0 sont admissibles
et donnent un spectre continu. Pour chaque valeur de l'¶energieE , la possibilit¶e
d'une combinaison lin¶eaire arbitraire des fonctions d'ondeeipx et e¡ ipx montre
que l'espace vectoriel des ¶etats stationnaires de di®usion est de dimension 2, ou
encore que ces ¶etats pr¶esentent une d¶eg¶en¶erescence d'ordre 2. Plus pr¶ecis¶ement,
la forme asymptotique µa gauche de la fonction d'onde s'¶ecrit

' (x) = a+ eipx + a¡ e¡ ipx ; x ! ¡1 ; (5.5.27)

et sa forme asymptotique µa droite

' (x) = b+ eipx + b¡ e¡ ipx ; x ! + 1 : (5.5.28)

Les coe±cients sont les amplitudes de probabilit¶e (relatives) du quanton se
propageant µa gauche vers la droite (a+ ) ou vers la gauche (a¡ ), ou µa droite vers
la droite (b+ ) ou vers la gauche (b¡ ). On peut encore dire que (a+ ; b¡ ) sont les
amplitudes \entrantes" (depuis la gauche et depuis la droite respectivement),
et (b+ ; a¡ ) sont les amplitudes \sortantes" (vers la droite et vers la gauche
respectivement).
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La lin¶earit¶e de l'¶equation de SchrÄodinger a pour cons¶equence que les am-
plitudes sortantes sont lin¶eairement d¶ependantes des amplitudes sortantes. Il
existe donc une matriceS telle que :

µ
b+

a¡

¶
= S

µ
a+

b¡

¶
: (5.5.29)

Notons que pour un quanton libre (potentiel constant), on ab+ = a+ et b¡ = a¡ ,
de sorte queS = I. L'¶ecart µa l'unit¶e de la matrice S caract¶erise donc le processus
physique de di®usion. Les coe±cients deSsont susceptibles d'une interpr¶etation
physique imm¶ediate. Consid¶erons la situation physique usuelle oµu les quantons
ne proviennent que d'une source unique situ¶ee, mettons, µa l'in¯ni µa gauche. Dans
ce cas l'amplitude entrante de droite est nulle :b¡ = 0, et les coe±cients b+

et a¡ d¶ecrivent la transmission et la r¶e°exion du quanton, caract¶eris¶ees par
les amplitudes de transmissiont = b+ =a+ et de r¶e°exion r = a¡ =a+ . Dans la
situation sym¶etrique d'une source situ¶ee µa droite, on aa+ = 0 et les amplitudes
de transmission t0 = a¡ =b¡ et de r¶e°exion r0 = b+ =b¡ . Autant dire que la
matrice S s'¶ecrit :

S =
µ

t r 0

r t 0

¶
: (5.5.30)

Dans le cas g¶en¶eral oµu le potentiel di®useur n'est pas sym¶etrique, il n'y a aucune
raison a priori pour que la transmission du quanton soit aussi probable dans
un sens que dans l'autre. Remarquablement, il en va pourtant ainsi comme un
raisonnement trµes g¶en¶eral le d¶emontre. En e®et, la conservation de la probabilit¶e
exige naturellement que :

jb+ j2 + ja¡ j2 = ja+ j2 + jb¡ j2 ; (5.5.31)

comme on peut le d¶emontrer explicitement (exercice5.22). Il en r¶esulte que la
matrice S est unitaire :

S Sy = Sy S; (5.5.32)

ce qui est sa propri¶et¶e essentielle. Elle a pour cons¶equence que les vecteurs
colonnes de la matriceS sont norm¶es, soitjtj2 + jrj2 = jt0j2 + jr0j2 = 1 comme il
est normal, mais aussi ses vecteurs lignes, soitjtj2 + jr0j2 = jt0j2 + jrj2 = 1. Il en
r¶esulte imm¶ediatement que

jtj2 = jt0j2 ; jrj2 = jr0j2 ; (5.5.33)

d¶emontrant l'¶egalit¶e des probabilit¶es de transmission dans un sens et dans
l'autre, de même que celle des probabilit¶es de r¶e°exion.

On peut encore pr¶eciser la forme de la matriceS et ¯xer les phases de ses
coe±cients. Il su±t de remarquer que l'¶equation de SchrÄodinger est r¶eelle, et
par cons¶equent, si' (x) en est solution, il en va de même pour' (x). Ceci, au vu
de (5.5.27) et (5.5.28), exige que les couples de coe±cients (a¡ ; b+ ) et (b¡ ; a+ )
soient reli¶es entre eux comme (a+ ; b¡ ) et (b+ ; a¡ ) :

µ
b¡

a+

¶
= S

µ
a¡

b+

¶
; soit encore

µ
a+

b¡

¶
= Sx

µ
b+

a¡

¶
; (5.5.34)

oµu l'on a not¶eSx la matrice obtenue µa partir deSpar l'¶echange de ses lignes et de
ses colonnes respectivement (double sym¶etrie par rapport aux deux diagonales),
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soit :

Sx =
µ

t0 r
r0 t

¶
: (5.5.35)

Par comparaison de (5.5.34) avec (5.5.29), on aboutit µa la conditionS¡ 1 = Sx,
d'oµu l'¶egalit¶e remarquable

t0 = t : (5.5.36)

En¯n, l'unitarit¶e exige encore la relation suivante entre les amplitudes de r¶e°exion :

r0 = ¡
t r
t

: (5.5.37)

Voir aussi les exercices5.20 et 5.21. Finalement, la matrice S s'¶ecrit :

S =
µ

t ¡ (t=t)r
r t

¶
: (5.5.38)

Pour certains problµemes, on s'int¶eresse plutôt µa la relation entre les coe±cients
µa droite (b+ ; b¡ ) et µa gauche (a+ ; a¡ ). Cette relation, ¶egalement lin¶eaire, est
caract¶eris¶ee par une matrice de transfertM :

µ
b+

b¡

¶
= M

µ
a+

a¡

¶
: (5.5.39)

Il est ais¶e de d¶eterminer la matriceM µa partir de la forme d¶esormais connue
(5.5.38) deS. Il vient :

M =
µ

1=t ¡ r=t
¡ r=t 1=t

¶
: (5.5.40)

Nous allons imm¶ediatement en voir une application.

c) Potentiels p¶eriodiques et spectre de bande

Pour un quanton dans un puits de potentiel simple, le spectre d'¶energie com-
plet se compose d'un (¶eventuel) spectre discret | les niveaux d'¶energie des ¶etats
li¶es | et d'un spectre continu | la gamme in¯nie des ¶energies des ¶etats de di®u-
sion. Une telle situation vaut en fait pour un potentiel quelconque, pourvu qu'il
devienne constant µa l'in¯ni, c'est-µa-dire que le quanton soit asymptotiquement
libre. Mais il existe un cas de grand int¶erêt physique oµu cette condition n'est
pas remplie, c'est celle d'un potentiel p¶eriodique, tel celui auquel est soumis un
¶electron dans un r¶eseau cristallin. Nous allons en consid¶erer un modµele unidi-
mensionnel pour en d¶egager les aspects essentiels. Le d¶eveloppement qui suit
g¶en¶eralise les consid¶erations deRudiments, chapitre 6, section 7. Soit donc
(¯gure 5.6) un potentiel de p¶eriode l, dont nous supposerons que le motif
¶el¶ementaire est constant sur chaque p¶eriode pour un intervalle de longueurd
(¶eventuellement trµes petite, voire nulle). Nous prenons pour r¶ef¶erence la valeur
du potentiel sur ces intervalles, et supposons pour l'instant l'¶energie positive, soit
E = p2=2m. Nous pouvons alors ¶ecrire la fonction d'onde sur le ¶eniµeme de ces
intervalles, soit ¢ n , comme une combinaison de fonctions d'onde harmoniques
(eipx , e¡ ipx ) correspondant µa une propagation de direction d¶etermin¶ee vers la
droite et vers la gauche respectivement :

' (x) = Á(n ) (x) := a(n )
+ eipx + a(n )

¡ e¡ ipx ; x 2 ¢ n : (5.5.41)
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Fig. 5.6 { Un potentiel p¶eriodique

Sur l'intervalle homologue suivant, soit ¢ n +1 , on a de même :

' (x) = Á(n +1) (x) := a(n +1)
+ eipx + a(n +1)

¡ e¡ ipx ; x 2 ¢ n +1 : (5.5.42)

Les couples de coe±cients (a(n )
+ ; a(n )

¡ ) et (a(n +1)
+ ; a(n +1)

¡ ) sont lin¶eairement reli¶es
par l'interm¶ediaire de la matrice de passageM correspondant au motif ¶el¶ementaire
du potentiel : Ã

a(n +1)
+

a(n +1)
¡

!

= M

Ã
a(n )

+

a(n )
¡

!

: (5.5.43)

Exploitons maintenant la p¶eriodicit¶e du potentiel, c'est-µa-dire l'invariance par
une translation de longueur l (et tous ses multiples). En conformit¶e avec les
principes g¶en¶eraux (voir chapitre 3), cette invariance exige l'existence d'un
op¶erateur unitaire de translation agissant dans l'espace µa deux dimensions des
¶etats stationnaires d'¶energie donn¶ee. Un tel op¶erateur possµede deux valeurs pro-
pres de module unit¶e ; soitei® l'une d'entre elles. L'¶etat propre correspondant
est donc caract¶eris¶e par une fonction d'onde telle que

' (x + l ) = ei® ' (x) : (5.5.44)

Appliquons cette condition aux intervalles de potentiel nul, ¢ n+1 et ¢ n , soit :

Á(n+1) (x + l ) = ei® Á(n ) (x) : (5.5.45)

Cette condition s'¶ecrit encore, d'aprµes (5.5.37) et (5.5.38) :
Ã

eipl a(n+1)
+

e¡ ipl a(n +1)
¡

!

= ei®

Ã
a(n )

+

a(n )
¡

!

: (5.5.46)

En combinant (5.5.39) et (5.5.43), on d¶e¯nit alors la matrice de transfert eM
modul¶ee par la translation :

eM :=
µ

eipl 0
0 e¡ ipl

¶
M =

µ
eipl =t ¡ eipl r=t

¡ e¡ ipl r=t e¡ ipl =t

¶
; (5.5.47)

qui permet d'¶ecrire la condition (5.5.46) sous la forme :

eM

Ã
a(n )

+

a(n )
¡

!

= ei®

Ã
a(n )

+

a(n )
¡

!

: (5.5.48)
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Autrement dit, la fonction d'onde invariante cherch¶ee est d¶e¯nie sur ¢n par des
coe±cients (a(n )

+ ; a(n )
¡ ) qui correspondent µa un vecteur propre de la matriceeM

pour une valeur propre de module unit¶e. Il est facile de v¶eri¯er que la matriceeM
est bien diagonalisable (elle est normale) (exercice5.23). Puisque D¶eteM = 1,
comme on s'en assure ais¶ement compte tenu de la relationjrj2 + jtj2 = 1, ses
deux valeurs propres ont l'unit¶e pour produit. Deux cas sont possibles alors : les
valeurs propres sont r¶eelles, ou bien elles sont de module unit¶e et complexes con-
jugu¶ees. Dans ce dernier cas, celui qui nous int¶eresse d'aprµes (5.5.45), la somme
des valeurs propres,ei® et e¡ i® , soit la trace de la matrice eM, est n¶ecessairement
inf¶erieure µa 2. Nous aboutissons ainsi µa l'expression cos® = Re(e¡ ipl =t), d'oµu
la condition : ¯

¯
¯Re

³ e¡ ipl

t

´ ¯
¯
¯ < 1 : (5.5.49)

Cette fort esth¶etique in¶egalit¶e relie les valeurs admissibles dep (dont d¶epend le
coe±cient de transmission t) aux propri¶et¶es du potentiel exprim¶ees par l'am-
plitude de transmission de son motif ¶el¶ementaire. Elle contraint les valeurs
physiques de l'¶energie | le spectre du hamiltonien | µa se trouver dans cer-
taines zones, ou \bandes".

La phase® prend un sens plus physique si l'on d¶e¯nit la grandeur :

} :=
®
l

: (5.5.50)

Posant alors
' (x) = ei}x u(x) ; (5.5.51)

la condition de p¶eriodicit¶e µa une phase prµes (5.5.44) conduit µa

u(x + l) = u(x) : (5.5.52)

Nous retrouvons ainsi le th¶eorµeme de Bloch, chapitre 4, section 6A. Les fonc-
tions d'onde du type (5.5.51), produit d'un facteur de phase par une fonction
pr¶esentant la p¶eriodicit¶e du potentiel, sont appel¶ees \fonctions de Bloch". Elles
g¶en¶eralisent les fonctions d'onde harmoniques des quantons libres. Leur forme
justi¯e l'appellation de \quasi-quantit¶e de mouvement" pour la grandeur } , qui
peut naturellement prendre, comme la phase®, deux valeurs oppos¶ees pour
chaque valeur admissible de l'¶energie, correspondant µa la quasi-propagation du
quanton dans l'une ou l'autre direction. Ici encore, la d¶eg¶en¶erescence est d'or-
dre 2. Les deux fonctions de Bloch correspondantes fournissent une base dans
l'espace des ¶etats stationnaires d'¶energieE donn¶ee.

On v¶eri¯e directement sur (5.5.49) que dans le cas d'un quanton libre, c'est-
µa-dire d'un potentiel constant, on a t = 1 et donc } = p. Plus g¶en¶eralement,
l'in¶egalit¶e (5.5.49) sera d'autant plus ais¶ee µa satisfaire que le module de l'ampli-
tude t sera grand, c'est-µa-dire proche de l'unit¶e. Les bandes d'¶energie du potentiel
p¶eriodique, traduisant la possibilit¶e d'une propagation du quanton, se situeront
donc au voisinage des valeurs de l'¶energie correspondant µa une transparence
maximale du motif, ce qui est bien naturel. Il est possible en¯n d'¶etendre cette
analyse au cas des ¶energies n¶egativesE = ¡ · 2=2m par prolongement analy-
tique aux valeurs imaginaires dep. On sait (Rudiments, chapitre 6, section 4)
que l'amplitude de transmission pr¶esente des pôles, et donc son inverse des z¶eros
pour les valeurs propres de l'¶energie du spectre discret. C'est donc autour de
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ces valeurs que l'in¶egalit¶e qui prolonge (5.5.49) sera la plus ais¶ee µa satisfaire ; on
s'attendra donc µa trouver les bandes d'¶energie permises au voisinage des ¶energies
des ¶etats li¶es du motif du potentiel.

d) Formulation int¶egrale

Nous avons jusqu'ici consid¶er¶e les fonctions d'onde des ¶etats stationnaires
d'un quanton dans un potentiel V comme solutions de l'¶equation de SchrÄodinger
ind¶ependante du temps. Cette ¶equation di®¶erentielle peut être transform¶ee en
¶equation int¶egrale, formellement ¶equivalente mais conceptuellement compl¶ementaire.
Pour un ¶etat li¶e d'¶energieE = ¡ · 2=2m < 0 (on suppose comme d'habitude que
le potentiel V s'annule µa l'in¯ni), la fonction d'onde ob¶eit µa l'¶equation int¶egrale
homogµene(exercice5.24)

' (x) = ¡
m
·

Z + 1

¡1
dy e¡ · jx ¡ y j V(y) ' (y) ; (5.5.53)

que l'on peut encore ¶ecrire
(I ¡ W· )' = 0 (5.5.54)

en d¶e¯nissant l'op¶erateur int¶egral W· :

(W· ' )(x) := ¡
m
·

Z + 1

¡1
dy e¡ · j x ¡ y j V(y) ' (y) : (5.5.55)

µA l'instar d'un systµeme lin¶eaire homogµene d'ordre ¯ni, l'¶equation int¶egrale (5.5.54)
n'admet de solution non triviale que si l'op¶erateur (I ¡ W· ) n'est pas inversible,
ce qui contraint le paramµetre · µa prendre certaines valeurs particuliµeres, corre-
spondant µa autant de valeurs propres (discrµetes) de l'¶energie. Diverses propri¶et¶es
des ¶etats stationnaires se lisent directement sur l'¶equation (5.5.53), en partic-
ulier le comportement asymptotique de leurs fonctions d'onde, au moins si le
potentiel V d¶ecrô³t su±samment vite µa l'in¯ni ; dans le cas simple oµuV(x) = 0
pour jxj > c , par exemple, on voit que l'on a rigoureusement' (x) = A e¡ · jx j

dµes quejxj > c .
Pour un ¶etat de di®usiond'¶energieE = p2=2m > 0, la fonction d'onde ob¶eit

en revanche µa l'¶equation int¶egraleinhomogµene(exercice5.24)

' (x) = eipx +
m
ip

Z + 1

¡1
dy eip jx ¡ y j V(y) ' (y) : (5.5.56)

Le terme inhomogµeneeipx traduit l'existence d'une source asymptotique de
quantons (ici en x = ¡1 ). Comme pour un systµeme lin¶eaire d'ordre ¯ni, l'inho-
mog¶en¶eit¶e permet l'existence de solutions pour toutes les valeurs du paramµetrep
et donc de l'¶energie. Ici encore, les comportements asymptotiques de la fonction
d'onde s'obtiennent directement µa partir de l'¶equation (5.5.56).

6 Le quanton tridimensionnel

G¶en¶eralisons maintenant les r¶esultats pr¶ec¶edents, obtenus pour un quanton
dans un espace µa une dimension, au cas tridimensionnel.
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A Le g¶en¶erateur galil¶een et le hamiltonien

Une transformation de Galil¶ee µa trois dimensions est param¶etr¶ee par un
vecteur vitessev . Classiquement, elle agit sur la positionr , la vitesse _r et la
quantit¶e de mouvementp d'une particule suivant :

8
><

>:

r 0 = r ¡ v t ;
_r0 = _r ¡ v ;
p0 = p ¡ mv :

(5.6.1)

Quantiquement, une telle transformation est repr¶esent¶ee par un op¶erateur uni-
taire. L'ensemble des transformations de Galil¶ee instantan¶ees forme un groupe
additif qui possµede une repr¶esentation unitaire :

U(v 0) U(v ) = U(v 0+ v) : (5.6.2)

Comme pour les translations spatiales µa trois dimensions, on peut alors d¶e¯nir
un g¶en¶erateur galil¶een vectorielG tel que

U(v ) = exp( iG ¢v) : (5.6.3)

Exigeant que les valeurs moyennes des op¶erateurs vectoriels positionR et quan-
tit¶e de mouvement P aient des propri¶et¶es de transformation galil¶eenne iden-
tiques aux grandeurs classiques (5.6.1), on obtient comme dans la section 2, les
relations de commutation

(
[[[Gj ; Rk ]]] = 0 ;
[[[Gj ; Pk ]]] = ¡ im±jk I ;

(5.6.4)

oµuj; k = 1 ; 2; 3, et dont il est ais¶e de d¶eduire l'expression canonique du g¶en¶erateur :

G = ¡ mR ; (5.6.5)

g¶en¶eralisant (5.2.16).
Si l'on demande maintenant que, pour l'op¶erateur vitesse

_R := i[[[H; R]]] ; (5.6.6)

la valeur moyenne ait une propri¶et¶e de transformation galil¶eenne correcte (voir
(5.6.1)), on obtient, tout comme dans la section 3, l'expression de la vitesse,

m _R = P ¡ A (R ; t) ; (5.6.7)

et celle du hamiltonien,

H =
1

2m

£
P ¡ A (R ; t)

¤2
+ V (R ; t) ; (5.6.8)

oµu l'interaction du quanton avec un champ ext¶erieur est entiµerement caract¶eris¶ee
par un potentiel vecteur A et un potentiel scalaire V .

Comme en th¶eorie classique, les potentielsA et V ne sont pas uniquement
d¶e¯nis, et peuvent subir une \transformation de jauge" sans que les r¶esultats
physiques en soient a®ect¶es. Mais contrairement au cas unidimensionnel, on ne
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peut en g¶en¶eral supprimer le potentiel vecteur. Dans la plupart des problµemes
que nous traiterons pour commencer, le potentiel vecteur, qui correspond µa des
interactions oµu intervient le champ magn¶etique, est inutile. Nous nous bornerons
dor¶enavant, sauf mention contraire, µa d¶evelopper le formalisme dans le cas
oµu seul un potentiel scalaireV r¶egit le comportement du quanton (voir exer-
cice5.4). Nous consacrerons ensuite lechapitre 11 aux interactions magn¶etiques.

Si l'on d¶ecrit un ¶etat du quanton par sa fonction d'onde spatiale ©(r ; t), il
faut consid¶erer le hamiltonien (5.6.8) en r¶ealisation \r ". L'¶equation de SchrÄodinger
d¶ependante du temps µa laquelle ob¶eit © s'¶ecrit alors comme une ¶equation aux
d¶eriv¶ees partielles :

i
@
@t

©(r ; t) = ¡
1

2m
¢©( r ; t ) + V (r ; t) ©( r ; t ) : (5.6.9)

Pour les mêmes raisons que dans le cas µa une dimension, cette r¶ealisation est en
g¶en¶eral la plus commode. Si le potentielV est ind¶ependant du temps, il existe
des ¶etats stationnaires, dont la fonction d'onde s'¶ecrit

©(r ; t) = e¡ iEt ' (r ) : (5.6.10)

La fonction d'onde stationnaire ' ob¶eit alors µa l'¶equation de SchrÄodinger ind¶e-
pendante du temps

¡
1

2m
¢ ' (r ) + V (r ) ' (r ) = E ' (r ) ; (5.6.11)

qui est l'¶equation aux valeurs propres de l'¶energie.

B Le courant de probabilit¶e
¶Etudions la variation temporelle de la densit¶e de probabilit¶e de localisation

½(r ; t) =
¯
¯©(r ; t)

¯
¯2

: (5.6.12)

Dans l'expression
@½
@t

=
@©
@t

© + ©
@©
@t

; (5.6.13)

reportons les d¶eriv¶ees temporelles@©=@tet @©=@ttelles que nous les fournit
l'¶equation de SchrÄodinger (5.6.9). Il vient :

@½
@t

=
³ ¡ i

2m
¢© + iV ©

´
© + ©

³ i
2m

¢© ¡ iV ©
´

= ¡
i

2m

¡
¢© © ¡ © ¢©

¢

= ¡
i

2m
rrr ¢

¡
rrr © © ¡ ©rrr ©

¢
: (5.6.14)

D¶e¯nissons alors le vecteur

j (r ; t) :=
i

2m

¡
rrr © © ¡ ©rrr ©

¢

=
1
m

I m
¡

©rrr ©
¢

: (5.6.15)
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On reconnâ³t dans l'¶equation (5.6.14) r¶e¶ecrite µa l'aide dej , soit

@½
@t

+ rrr ¢ j = 0 ; (5.6.16)

une ¶equation de continuit¶e, analogue µa celle que satisfont la densit¶e de charge
¶electrique et la densit¶e de courant ¶electrique. Une telle ¶equation traduit une loi
de conservation locale, en l'occurrence celle de la charge ¶electrique. Une même
¶equation vaut pour la masse dans un ¶ecoulement °uide. On peut donc a±rmer
que la probabilit¶e de localisation ob¶eit µa une telle loi : la variation temporelle de
la probabilit¶e de localisation dans un volumeV est donn¶ee par le °ux sortant,
µa travers la surfaceS du volume, du vecteur j qui est donc ici la densit¶e de
courant de probabilit¶e :

d
dt

Z

V
d3r ½(r ; t ) = ¡

Z

S
d2s ¢j (r ; t ) : (5.6.17)

Cette notion est d'un grand int¶erêt physique et permet parfois de visualiser cer-
tains ph¶enomµenes quantiques par analogie avec des ph¶enomµenes de dynamique
des °uides (voir exercices5.26 µa 5.29).

7 Systµemes µa plusieurs quantons

A Quantons libres

Soit un systµeme constitu¶e deN quantons que nous supposons tout d'abord
sans interactions. L'espace de Hilbert des ¶etats est constitu¶e par le produit
tensoriel desN espaces des ¶etats de chaque quanton. Dans cet espace, opµere
une repr¶esentation du groupe de Galil¶ee, produit tensoriel desN repr¶esentations
individuelles. L'op¶erateur unitaire d'¶evolution dans le temps s'¶ecrit ainsi :

U(t) = U1(t )  U2(t)  ¢ ¢ ¢  UN (t ) : (5.7.1)

Il possµede un g¶en¶erateurH , hamiltonien total, qui s'¶ecrit ais¶ement en fonc-
tion des hamiltoniens de chaque particule. En e®et, (5.7.1) s'exprime sous la
forme (nous g¶en¶eralisons ici les consid¶erations du chapitre 3, section 3B sur
l'additivit¶e de l'¶energie) :

exp(¡ iHt ) = exp( ¡ iH 1t )  exp(¡ iH 2t )  ¢ ¢ ¢  exp(¡ iH N t ) ; (5.7.2)

soit au premier ordre en±t :

I ¡ iH ±t + ¢ ¢ ¢= ( I 1 ¡ iH 1 ±t + ¢ ¢ ¢) (I 2 ¡ iH 2 ±t + ¢ ¢ ¢)  ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢ (I N ¡ iH N ±t + ¢ ¢ ¢) ;
(5.7.3)

et donc :

H = ( H1  I 2  ¢ ¢ ¢  I N ) + ( I 1  H2  ¢ ¢ ¢  I N ) + ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢+ ( I 1  I 2  ¢ ¢ ¢  HN ) :
(5.7.4)

On adopte en g¶en¶eral l'¶ecriture abr¶eg¶ee

H = H1 + H 2 + ¢ ¢ ¢+ H N ; (5.7.5)
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mais il convient de se rappeler son sens exact, donn¶e par (5.7.4), si l'on ne veut
pas risquer d'incompr¶ehensions graves : µa proprement parler (5.7.5) n'a aucun
sens puisque chaque op¶erateur y agit dans un espace di®¶erent ! On dit ainsi
que l'¶energie est additive. Naturellement, puisque chaque quanton est libre, son
hamiltonien s'identi¯e (µa une constante additive prµes) µa son ¶energie cin¶etique et
s'¶ecrit Hn = P2

n =2mn oµu mn est la masse du ¶eniµeme quanton etP n sa quantit¶e
de mouvement. Le hamiltonien devient alors :

H =
P2

1

2m1
+

P2
2

2m2
+ ¢ ¢ ¢+

P2
N

2mN
: (5.7.6)

La propri¶et¶e d'additivit¶e vaut de même pour les autres g¶en¶erateurs. Les
translations spatiales fournissent la quantit¶e de mouvement totale

P = P 1 + P2 + ¢ ¢ ¢+ P N ; (5.7.7)

et les transformations de Galil¶ee montrent que

G = G 1 + G 2 + ¢ ¢ ¢+ G N ; (5.7.8)

avec le même abus de notation qu'en (5.7.5). Calculant le commutateur de ces
deux op¶erateurs, on voit imm¶ediatement, d'aprµes l'expression (5.6.4), que

[[[Gj ; Pk ]]] = ¡ i (m1 + m2 + ¢ ¢ ¢+ mN ) ±jk I ; (5.7.9)

ce qui nous permet d'identi¯er la masse totale

M = m1 + m2 + ¢ ¢ ¢+ mN ; (5.7.10)

additive comme on s'y attendait. En¯n, on peut d¶e¯nir l'op¶erateur

R := ¡
G
M

; (5.7.11)

qui s'¶ecrit en fonction des op¶erateurs position de chaque quanton, en utilisant
la relation G n = ¡ mn R n (voir (5.6.5)). Il vient :

R =
m1R 1 + m2R 2 + ¢ ¢ ¢+ mN R N

m1 + m2 + m3 + ¢ ¢ ¢+ mN
: (5.7.12)

L'op¶erateur R correspond µa la position du centre d'inertie du systµeme desN
quantons.

B Quantons en interaction

Si maintenant les quantons sont capables d'interagir, des raisonnements ana-
logues µa ceux de la section 3 sur le problµeme µa un quanton vont conduire µa un
hamiltonien modi¯¶e qui comprendra, outre les termes d'¶energie cin¶etique corre-
spondant aux quantons libres (5.7.6), des termes de potentiel d¶ecrivant les in-
teractions mutuelles des quantons. Tenant compte des seuls potentiels scalaires,
nous obtenons un hamiltonien du type

H =
NX

n =1

P 2
n

2mn
+ V(R 1; R 2; : : : ; R N ) : (5.7.13)
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Ce terme potentiel total V doit ici être compatible avec l'invariance par trans-
lation d'espace, en tant qu'elle a®ecte l'ensembledu systµeme. Il su±t que H , et
donc V , ne d¶ependent que des distances relatives entre quantons,R n ¡ R n 0, et
non de leurs positions absolues. Dans les cas les plus courants, on se borne µa con-
sid¶erer des \interactions µa deux corps" oµu le potentiel s'¶ecrit comme une somme
de termes correspondant chacun µa une paire de quantons et ne d¶ependant que
de la distance entre les quantons de chaque paire :

H =
NX

n =1

P2
n

2mn
+

X

1· n<n 0·N

Vnn 0

¡
jR n ¡ R n 0j

¢
: (5.7.14)

Cette simpli¯cation se justi¯e assez bien si l'on considµere des interactions qui,
usuellement, d¶ecroissent avec la distance. Une vraie interaction \µa trois corps",
non r¶eductible µa une somme de termes µa deux corps, requerrait pour être e®ective
la localisation simultan¶ee des trois quantons dans une r¶egion de taille limit¶ee.
Ceci est beaucoup moins probable que la proximit¶e de deux quantons seulement.
Il reste que, dans le cas de systµemes de forte densit¶e, il peut devenir n¶ecessaire
de consid¶erer de telles forces µa trois corps (ou plus), par exemple entre nucl¶eons
dans la matiµere nucl¶eaire, ou entre quarks au sein des hadrons.

Montrons maintenant comment, de la forme (5.7.13) pour le hamiltonien
d'un systµeme de quantons en interactionsmutuelles, on peut se ramener dans
certains cas µa un problµeme µa un quanton dans un champ ext¶erieur, r¶egi par un
hamiltonien du type (5.6.8). Supposons par exemple qu'il s'agisse d'¶etudier le
comportement d'un ¶electron en interaction avecN noyaux | problµeme typique
de physique mol¶eculaire ou de physique des solides. Le hamiltonien s'¶ecrit

H =
P2

e

2m
+

NX

k=1

P2
k

2M
+ V (R e; R 1; : : : ; R N ) ; (5.7.15)

oµum est la masse de l'¶electron etM celle de chacun desN noyaux, le reste de la
notation ¶etant clair. Le potentiel V est essentiellement une somme de termes µa
deux corps (les attractions et r¶epulsions coulombiennes), mais peu importe ici sa
forme d¶etaill¶ee. Puisque la masseM des noyaux est consid¶erablement sup¶erieure
µa celle de l'¶electron, on la considµere, en premiµere approximation, comme in¯nie.
Cela revient µa n¶egliger l'¶energie cin¶etique des protons dans l'¶energie totale, qui
s'¶ecrit alors

H ¼
P 2

e

2m
+ W(R e; R 1; : : : ; R N ) : (5.7.16)

Mais, dµes lors, ce hamiltonien, ne comprenant plus de termes enP1, P2,...,
PN , commute avec les op¶erateurs position des noyauxR 1, R 2,..., R N . On peut
donc chercher ses ¶etats stationnaires parmi les ¶etats propres de ces op¶erateurs,
soit encore remplacer dans (5.7.16) ces op¶erateurs par leurs valeurs propresr 1,
r 2,..., r N , ce qui revient µa consid¶erer le hamiltonien e®ectif pour l'¶electron :

He =
P2

e

2m
+ V (R e; r 1; : : : ; r N ) : (5.7.17)

Du point de vue op¶eratoriel, V ne d¶epend donc plus que de l'op¶erateur de
position R e de l'¶electron, et le hamiltonien (5.7.17) est bien de la forme (5.6.8),
les vecteursr 1, r 2,..., r N ne constituant que des paramµetres num¶eriques. Tout
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se passe donc comme si l'on pouvait, µa cause de leur masse importante, traiter
les noyaux classiquement, comme occupant des positions d¶etermin¶ees, et |
en premiµere approximation | ne consid¶erer que l'¶electron comme un quanton.
C'est bien ainsi que sont abord¶es les problµemes de structure mol¶eculaire. Plus
g¶en¶eralement, lorsque le comportement des quantons lourds peut être d¶ecrit de
fa»con classique, la dynamique de l'¶electron est r¶egie par un hamiltonien e®ectif
du type (5.7.17) oµu les paramµetresr 1, r 2,..., r N sont remplac¶es par des fonctions
du temps r 1(t), r 2(t ),..., r N (t). Le potentiel e®ectifV

¡
R e; r 1(t); : : : ; r N (t)

¢
sera

ainsi une fonction du temps sans pour autant que l'invarianceglobalepar trans-
lation dans le temps soit perdue, comme nous en avons vu la possibilit¶e plus
haut (chapitre 3, section 6). De fa»con g¶en¶erale donc, les potentiels ext¶erieurs, du
type V(R ; t), constituent une description approximative et commode de l'action
sur un quanton de tous les autres.µA un niveau encore plus profond d'ailleurs,
l'id¶ee même de potentiel, et la notion d'action-µa-distance qu'elle implique, n'est
qu'une fa»con simple de rendre compte de l'action locale du champ v¶ehiculant
l'interaction consid¶er¶ee. Ainsi le banal potentiel coulombien qui d¶ecrit l'inter-
action ¶electrostatique de deux quantons charg¶es, n'est que le r¶esultat global de
l'¶echange de photons entre ces deux quantons. Il s'agit donc d'une description
r¶eduite, et approximative, valide µa su±samment basse ¶energie, d'un ph¶enomµene
compliqu¶e d¶ecrit par une th¶eorie quantique relativiste einsteinienne, en l'occur-
rence l'¶electrodynamique quantique.

Ces remarques montrent bien que si les arguments g¶en¶eraux que nous avons
d¶evelopp¶es permettent de justi¯er la structure (5.7.13) du hamiltonien d'un
systµeme µaN quantons, ou plus simple encore (5.6.8) du hamiltonien d'un quan-
ton dans un champ ext¶erieur, ces arguments ne peuvent ¶evidemment dicter la
forme fonctionnelle particuliµere des potentiels d¶ecrivant les interactions. Cette
forme d¶epend du problµeme physique particulier consid¶er¶e. Heureusement, dans
plusieurs cas, par exemple pour des interactions coulombiennes, la forme fonc-
tionnelle de potentiels classiques bien connus peut être transf¶er¶ee en th¶eorie
quantique.

C Systµeme µa deux quantons.
S¶eparation du mouvement du centre d'inertie

Consid¶erons maintenant un cas de grand int¶erêt pratique, qui se ramµene
¶egalement au problµeme µa un quanton | en toute rigueur cette fois. Il s'agit du
systµeme µa deux quantons d¶ecrit par le hamiltonien du type g¶en¶eral (5.7.14) :

H tot =
P2

1

2m1
+

P 2
2

2m2
+ V(R 1 ¡ R 2) : (5.7.18)

On opµere un changement de variables en traitant le problµeme au moyen de
grandeurs physiques d¶ecrivant le systµeme collectivement, au lieu que chaque
quanton le soit individuellement. On a d¶ejµa introduit plus haut la quantit¶e de
mouvement totale

PPP = P1 + P2 ; (5.7.19)

la position du centre d'inertie

RRR =
m1R 1 + m2R 2

m1 + m2
; (5.7.20)
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et la masse totale
M = m1 + m2 : (5.7.21)

Ces grandeurs caract¶erisent globalement le systµeme. Sa structure interne sera
par contre d¶ecrite par des grandeursrelatives. Ainsi d¶e¯nit-on la distance entre
les quantons

R = R 2 ¡ R 1 ; (5.7.22)

leur quantit¶e de mouvement relative

P =
m1P2 ¡ m2P 1

m1 + m2
; (5.7.23)

et la masse r¶eduite :
m =

m1m2

m1 + m2
: (5.7.24)

On v¶eri¯e ais¶ement (exercice5.30) que R et P d'une part et RRR et PPP d'autre
part sont des paires de grandeurs canoniques ind¶ependantes, puisqu'elles satis-
font (

[[[Rk ; Pl ]]] = i ±kl I ;
[[[Rk ; P l ]]] = i ±kl I ;

(5.7.25)

et que les grandeurs collectives et relatives commutent entre elles :

[[[Rk ; Rl ]]] = [[[Rk ; Pl ]]] = [[[Pk ; Rl ]]] = [[[Pk ; P l ]]] = 0 : (5.7.26)

Le hamiltonien s'¶ecrit alors :

H tot =
PPP2

2M
+

P 2

2m
+ V(R) ; (5.7.27)

soit encore
H tot = T + H ; (5.7.28)

oµu

T =
PPP2

2M
(5.7.29)

est l'¶energie cin¶etique externe, celle du centre d'inertie, et

H =
P2

2m
+ V(R ) (5.7.30)

d¶ecrit le mouvement relatif des deux quantons. Le point essentiel ici est queT
et H commutent d'aprµes (5.7.26), et peuvent donc être diagonalis¶es s¶epar¶ement.
En termes abstraits, l'espace de HilbertH du systµeme est le produit tensoriel
des espacesH1 et H 2 correspondant µa chacun des quantons. MaisH tot ne se
diagonalise pas ais¶ement de ce point de vue car l'interactionV \m¶elange" H 1

et H 2. Les grandeursR , P et RRR, PPP d¶e¯nissent alors deux nouveaux espaces de
Hilbert dont le produit tensoriel fournit encore l'espace des ¶etats du systµeme, et
qui cette fois-ci permettent une s¶eparation imm¶ediate du hamiltonien. D'aprµes
(5.7.28) en e®et, le systµeme initial µa deux quantons en interaction est ¶equivalent
µa un systµeme de deux quantons ¯ctifs sans interaction mutuelle ; l'un, le centre
d'inertie, est libre et l'autre, le \quanton relatif " (ou r¶eduit) est r¶egi par le
potentiel V agissant ici comme potentiel ext¶erieur. On est donc ramen¶e au



38 5 f¶evrier 2007 Quantique : ¶El¶ements

problµeme µa un quanton d¶e¯ni par le hamiltonien (5.7.30). Les fonctions d'onde
des ¶etats stationnaires du hamiltonien total s'expriment alors naturellement sous
la forme :

' ppp;" (r 1; r 2) = e¡ i p ¢m 1 r 1 + m 2 r 2
m 1 + m 2 Â" (r 2 ¡ r 1) ; (5.7.31)

oµu l'exponentielle \onde plane" d¶ecrit le mouvement uniforme du centre d'inertie
avec une quantit¶e de mouvement propreppp et oµu Â" est une fonction propre du
hamiltonien H , d'¶energie" . L'¶energie totale de cet ¶etat est alors :

E tot =
ppp2

2M
+ " : (5.7.32)

8 Vers une th¶eorie quantique einsteinienne

Il peut être int¶eressant de conclure ce chapitre en ¶evoquant les problµemes
que pose la construction d'une th¶eorie quantique en accord avec la relativit¶e ein-
steinienne. Au vu de ces problµemes, le lecteur comprendra sans doute pourquoi
nous nous limitons dans ce volume µa la th¶eorie galil¶eenne | su±samment riche
d¶ejµa d'applications.

On pourrait esp¶erer qu'il su±se pour passer de Galil¶ee µa Einstein de la modi-
¯cation minimale qui s'impose dans l'expression du hamiltonien d'un quanton :
µa savoir remplacer la formule galil¶eenne de l'¶energie cin¶etiqueTG = P2=2m
par la formule einsteinienne valable en m¶ecanique classique, soitTE = ( m2c4 +
P2c2)1=2 ¡ mc2. Une telle modi¯cation su±t e®ectivement s'il s'agit seulement
de d¶ecrire un quanton libre. Mais on conviendra que ce n'est pas un cas d'int¶erêt
physique majeur... Dµes lors que l'on d¶esire d¶ecrire des quantons en interaction,
on se heurte µa deux ordres de di±cult¶es qui exigent une modi¯cation beaucoup
plus profonde de la th¶eorie.

La premiµere di±cult¶e est li¶ee au changement de statut des notions de masse
et d'¶energie qui, en th¶eorie einsteinienne, cessent d'être ind¶ependantes. En par-
ticulier, la loi de conservation galil¶eenne de la masse (qui, en th¶eorie galil¶eenne
quantique, correspond même µa une rµegle de supers¶election) cesse d'être valide.
La possibilit¶e d'interconversion d'¶energie cin¶etique en ¶energie de masse per-
met en th¶eorie einsteinienne des ph¶enomµenes d'apparition et de disparition de
particules. On connâ³t bien, par exemple, l'annihilation d'une paire ¶electron-
positron en deux photons par exemple, ou la cr¶eation de m¶esons¼ dans des
collisions entre nucl¶eons (telle la r¶eaction simplep + p ! p + n + ¼+ ). On
sait d'ailleurs que l'existence même de la dualit¶e particule | antiparticule est
n¶ecessaire pour assurer la coh¶erence de la th¶eorie quantique avec la relativit¶e
einsteinienne (Rudiments, chapitre 3, section 3A | voir aussi, dans le pr¶esent
chapitre, exercice5.31). Il en r¶esulte que le nombre de quantons n'est en g¶en¶eral
pas conserv¶e au cours du temps, et qu'un ph¶enomµene, quel qu'il soit, ne peut
être ¶etudi¶e dans le seul cadre d'un espace de Hilbert des ¶etats correspondant
µa un nombre d¶e¯ni de quantons | tels les espaces de Hilbert utilis¶es jusqu'ici.
On doit donc n¶ecessairement travailler dans un espace des ¶etats beaucoup plus
grand, dit \espace de Fock", et comprenant des ¶etats µa un nombre quelconque
(et en particulier ind¶e¯niment ¶elev¶e) de quantons.

La seconde di±cult¶e tient µa la caducit¶e en th¶eorie einsteinienne de la descrip-
tion des interactions par des fonctions potentiel, exprimant l'action de forces
agissant instantan¶ement µa distance entre les objets consid¶er¶es. La vitesse de
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propagation limite c ruine en e®et cette id¶ee d'action µa distance instantan¶ee
et amµene µa remplacer le concept ¯nalement myst¶erieux de force, par celui de
champ, v¶ehiculant localement, de proche proche, l'interaction. La notion de
champ, si f¶econde en th¶eorie classique oµu elle a permis le d¶eveloppement de
l'¶electromagn¶etisme, s'impose pour les mêmes raisons et avec la même pr¶egnance
en th¶eorie quantique. On est donc amen¶e µa concevoir ainsi une th¶eorie quantique
einsteinienne comme une \th¶eorie quantique des champs" | c'est d'ailleurs le
nom g¶en¶erique usuel, historiquement d¶etermin¶e, de telles th¶eories. Il est facile
d'en percevoir la complexit¶e. Un champ est une entit¶e physique d¶e¯nie en
chaque point de l'espace-temps ; dans une th¶eorie quantique, sa valeur, pro-
pri¶et¶e physique par excellence, n'est plus un nombre mais un op¶erateur. On
imagine les problµemes redoutables | et mal r¶esolus encore aujourd'hui | que
pose la d¶e¯nition d'une telle entit¶e math¶ematique, et la r¶esolution des ¶equations
de propagation (aux d¶eriv¶ees partielles) dont il serait une solution, etc.

Il est cependant une consolation. dans cette entreprise : c'est que l'introduc-
tion de la notion de champ pour faire face µa la seconde di±cult¶e (caract¶erisation
locale des interactions) r¶esout en même temps la premiµere (variabilit¶e du nom-
bre de quantons), permettant de faire d'une pierre deux coups. C'est qu'en e®et
un champ quantique n'est autre qu'un systµeme de quantons ! Cette id¶ee n'a rien
pour nous surprendre quant au fond : elle ne fait que mat¶erialiser notre discus-
sion ¶el¶ementaire de la notion de quanton (Rudiments, chapitre 2) µa partir des
notions (classiques) de particule (mat¶erielle) et d'onde (champ). Ainsi parler de
champ ¶electromagn¶etique quantique ou de photons est une seule et même chose.
Mieux : un champ quantique est un objet physique assez riche pour d¶ecrire des
systµemes de quantons en nombre ind¶e¯ni, exactement ce dont nous avons besoin
pour formuler une th¶eorie capable de rendre compte de leur production ou de
leur absorption au cours des r¶eactions. Nous verrons un exemple simple de ce
rapport entre champ quanti¯¶e et quantons au chapitre 11.

Cette double fonction de la notion de champ quantique amµene µa formuler
les th¶eories relativistes einsteiniennes comme th¶eories de champs quantiques
en interaction. La mieux connue et la plus d¶evelopp¶ee, en partie µa cause de
son approximation classique, est l'¶electrodynamique quantique qui rend compte
des interactions entre ¶electrons (plus g¶en¶eralement : quantons ¶electriquement
charg¶es) et photons ou, si l'on pr¶efµere, entre champ ¶electronique et champ
¶electromagn¶etique (quantiques, tous deux). Elle d¶ecrit toutes les r¶eactions entre
¶electrons et photons : di®usion coulombienne (e¡ + e¡ ! e¡ + e¡ ), Compton
(° + e¡ ! ° + e¡ ), annihilation ( e+ + e¡ ! n° ), cr¶eation (° + X ! e+ + e¡ + X )
etc. C'est une th¶eorie d'une grande ¶el¶egance et d'une prodigieuse pr¶ecision qui
inspire une forte con¯ance dans les principes de base de la th¶eorie quantique
des champs.

De fait, aprµes des d¶ecennies d'e®orts laborieux, les ann¶ees60{ 70 ont vu la
mise au point d'une th¶eorie quantique des champs rendant compte des interac-
tions faibles (uni¯¶ees d'ailleurs avec les interactions ¶electromagn¶etiques dans la
th¶eorie \¶electrofaible"). Et les ann¶ees80ont vu apparâ³tre une th¶eorie quantique
des champs qui semble être en mesure de d¶ecrire les interactions subnucl¶eaires
fortes entre quarks et gluons : la \chromodynamique quantique" | même si
l'extrême di±cult¶e des calculs ne permet pas pour l'instant d'exploiter et de
tester complµetement la th¶eorie.

Rappelons pour terminer que le formalisme de la th¶eorie quantique des
champs, dans son cadre le plus g¶en¶eral et le plus abstrait, a permis de d¶emontrer
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deux r¶esultats d'importance capitale, amplement v¶eri¯¶es par l'exp¶erience, sans
aucune exception : l'existence de la dualit¶e particule-antiparticule (Rudiments,
chapitre 3, section 3) et la connexion spin-statistique (Rudiments, chapitre 7,
section 3).
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Exercices

5.1 On considµere une transformation de Galil¶ee \complµete", d¶e¯nie par la relation (5.1.1).

a. Soit U(v; t) l'op¶erateur unitaire repr¶esentant une telle transformation. Montrer
qu'il s'¶ecrit

U(v; t) = exp( iHt ) U(v) exp(¡ iHt ) ;

oµu U(v) est l'op¶erateur repr¶esentant les transformations de Galil¶ee instantan¶ees.

b. En d¶eduire que le g¶en¶erateur G(t) de l'op¶erateur unitaire U(v; t ) s'¶ecrit G(t) =
¡ mX + P t.

c. En utilisant la relation (5.4.16), en d¶eduire que U(v; t ) est, µa une phase prµes,
la compos¶ee d'une transformation de Galil¶ee instantan¶ee de vitessev et d'une
translation de longueur vt.

d. Montrer que, pour un quanton libre, cet op¶erateur d¶ependant du temps est in-
variant, en calculant _Gt 0 (t) (au sens de l'exercice3.6). Quelle est sa signi¯cation
physique ? (Indication : s'int¶eresser µa G=m.)

5.2 Montrer que les relations de commutation (5.2.8) du g¶en¶erateur galil¶een G avec les
op¶erateurs canoniquesX et P sont su±santes pour assurer la validit¶e des propri¶et¶es
de transformation galil¶eennes de X et P (5.2.6).

5.3 R¶etablir la constante quantique ~ dans l'expression (5.2.16) du g¶en¶erateur galil¶een.

5.4 Soit un quanton µa une dimension soumis µa un potentiel scalaireV (x; t) et µa un potentiel
vecteur A(x; t). Sa fonction d'onde ©(x; t) ob¶eit alors µa l'¶equation de SchrÄodinger
d¶ependant du temps :

i
@©
@t

=
1

2m

h
¡ i

@
@x

¡ A(x; t)
i 2

©(x; t ) + V (x; t ) ©( x; t ) :

On considµere une transformation locale (c'est-µa-dire d¶ependant du point) de la phase

©0(x; t ) = ei® ( x;t ) ©(x; t)

| ce qu'on appelle une \transformation de jauge" (voir exercice 4.17 ). La fonction
d'onde ©0 conduit µa la même densit¶e de localisation que ©.

a. Montrer que © 0 ob¶eit µa l'¶equation de SchrÄodinger d¶ependant du temps pour les
potentiels

A0 = A +
@®
@x

;

V 0 = V ¡
@®
@t

;

qui sont donc physiquement ¶equivalents µa A et V . On peut choisir ainsi la fonc-
tion ® (\¯xer la jauge") de la fa»con la plus commode.

b. Montrer que l'on peut toujours choisir une jauge ® de fa»con µa annuler le potentiel
vecteur. Traiter l'exemple suivant : partant des potentiels A = ¡E t , V = 0, quel est
le potentiel scalaire obtenu dans la jauge oµu A 0 = 0 ? µA quelle situation physique
correspond cet exemple ?
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c. Montrer de plus que le potentiel scalaire n'est d¶e¯ni qu'µa une constante additive
prµes.

d. G¶en¶eraliser les consid¶erations pr¶ec¶edentes µa trois dimensions et montrer qu'il n'est
pas possible en g¶en¶eral de choisir une jauge oµu le potentiel vecteur est nul.

5.5 On considµere l'¶evolution temporelle des valeurs moyennes de la position et de la quan-
tit¶e de mouvement d'un quanton µa une dimension soumis µa un potentiel scalaire V .

a. Etablir le \th¶eorµeme d'Ehrenfest", qui donne aux d¶eriv¶ees de ces valeurs moyennes
des expressions similaires aux ¶equations de Hamilton en m¶ecanique classique :

d
dt

hX i =
1
m

hP i ;

d
dt

hPi = ¡h V 0(X )i :

b. Sous quelle condition le mouvement moyen du quanton (l'¶evolution de hX i ) est-il
proche de celui d'une particule classique dans le même potentiel ? (Indication :
comparer hV 0(X )i et V 0

¡
hX i

¢
.)

5.6 ¶Ecrire les propri¶et¶es de transformation galil¶eennes de la quantit¶e de mouvement P et
de l'¶energie H = P 2=2m d'un quanton libre, en calculant les op¶erateurs U ¡ 1(v) P U(v)
et U ¡ 1(v) H U (v).

5.7 On s'int¶eresse µa la forme que prend l'¶equation de SchrÄodinger concrµete, ind¶ependante
du temps, en r¶ealisation \ p". Montrer que si le hamiltonien est de la forme g¶en¶erale
(5.5.1), on obtient une ¶equation int¶egrale de la forme

p2

2m
b' (p) +

Z
dp0 bV (p ¡ p0) b' (p0) = E b' (p) :

5.8 On cherche µa caract¶eriser l'invariance galil¶eenne pour un quanton libre, du point de
vue de l'¶equation de SchrÄodinger d¶ependante du temps qui s'¶ecrit

i
@©
@t

= ¡
1

2m
@2©
@x2

:

a. On suppose d'abord que dans un nouveau r¶ef¶erentiel oµu les coordonn¶ees (x0; t0) sont
li¶ees µa (x; t ) par les transformations de Galil¶ee (5.1.1) et (5.1.2), la nouvelle fonction

d'onde ©0 est simplement ¶egale µa l'ancienne : ©0(x0; t0)
?
= ©( x; t) | comme c'est le

cas pour des ondes classiques (sonores, par exemple). Montrer que ©0 n'ob¶eit pas
µa l'¶equation de SchrÄodinger d'un quanton libre et que cette hypothµese doit être
abandonn¶ee.

b. On remarque que seule la densit¶e de probabilit¶e de localisation j©(x; t)j2 a un
sens physique imm¶ediat et qu'il su±t donc de demander l'invariance de la fonction
d'onde µa une phase prµes. On suppose donc une loi de transformation du type

©0(x0; t0) = eif ( x;t ) ©(x; t) :

En exigeant que ©0 ob¶eisse µa l'¶equation de SchrÄodinger ci-dessus, ¶ecrire les condi-
tions impos¶ees µa la fonction r¶eellef et d¶eterminer celle-ci. Comparer aux r¶esultats
de Rudiments, exercice 2.23.

c. Retrouver le même r¶esultat µa partir de l'invariance suppos¶ee de la fonction d'onde

en quantit¶e de mouvement b©0(p0; t 0)
?
= b©(p; t), oµu p0 et p sont li¶es par la transfor-

mation de Galil¶ee (5.1.6).

d. E®ectuant explicitement sur la fonction d'onde © une translation de longueur a,
une transformation de Galil¶ee v, la translation inverse et la transformation de
Galil¶ee inverse, retrouver le facteur de phase (5.4.18) introduit par cette s¶erie
d'op¶erations.
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5.9 Un quanton est dans un ¶etat de fonction d'onde ©( x; t) dans un certain r¶ef¶erentiel. On
considµere sa fonction d'onde dans un second r¶ef¶erentiel obtenu par une transformation
de Galil¶ee de vitessev.

a. Calculer, en consid¶erant la fonction d'onde en quantit¶e de mouvement b©(p; t ), la
probabilit¶e de le trouver dans le second r¶ef¶erentiel avec la même fonction d'onde
que dans le premier. Montrer qu'elle s'exprime sous la forme

P (v; t) =
¯
¯b½(mv; t )

¯
¯2

;

oµu b½ est la transform¶ee de Fourier de la densit¶e de probabilit¶e de localisation
½= j©j2 .

b. ¶Etablir le même r¶esultat directement µa partir de la fonction d'onde spatiale ©, en
utilisant sa formule de transformation galil¶eenne obtenue dans l'exercice 5.8 .

c. G¶en¶eraliser ce r¶esultat µa trois dimensions.

d. Sous l'impact d'un neutron, le proton d'un atome d'hydrogµene dans son ¶etat fonda-
mental prend une vitesse v. Quelle est la probabilit¶e pour que l'¶electron \suive" le
proton en restant dans son ¶etat fondamental ? Calculer num¶eriquement la vitesse
et l'¶energie cin¶etique du proton pour lesquelles cette probabilit¶e serait de 50%. On
donne la fonction d'onde de l'¶electron dans l'¶etat fondamental de l'atome d'hy-
drogµene :

' (r ) =
N
r

e¡ r=a 0 ;

oµu a0 = ~2=me2 est le rayon de Bohr et N une constante de normalisation (µa
calculer).

5.10 On considµere un quanton unidimensionnel dans un puits de potentiel plat in¯ni de
largeur 2a, soit

V (x) =

½
0 ; si jxj < a ;

1 ; si jxj > a :

a. ¶Ecrire l'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du temps et indiquer les conditions
aux limites auxquelles doivent satisfaire ses solutions (voir Rudiments, chapitre 6,
section 2).

b. On considµere un ¶etat (non-stationnaire) de fonction d'onde Ã(x) = N (a2 ¡ x2 ).
Cette fonction ob¶eit-elle bien aux conditions aux limites ad¶equates ? Calculer la
constante de normalisation N .

c. Calculer la valeur moyenne du carr¶e de l'¶energiehH 2 i Ã = hÃjH 2 jÃi de deux fa»cons :
i ) en calculant l'¶el¶ement de matrice selon la formule hÃjH 2 jÃi = ( HÃ; HÃ ) ;
ii ) en le calculant µa partir de la formule hÃjH 2 jÃi = ( Ã; H 2Ã).
Pourquoi cette di®¶erence choquante ? Quel est, de ces deux r¶esultats, celui qui est
¯able ? (Indication : comment se comporte la fonction HÃ aux bornes de l'inter-
valle ? Voir les remarques µa la ¯n de la section 3 du chapitre 1.)

d. Mêmes calculs qu'enc pour la fonction d'onde Â(x) = N 0(a2 ¡ x2)2. Conclusions ?

5.11 Examinons, tout au moins dans le cas d'un ¶etat li¶e (fonction d'onde de carr¶e sommable)
d'un quanton µa une dimension, la possibilit¶e pour la fonction d'onde de pr¶esenter un
point singulier oµu elle deviendrait in¯nie.

a. Consid¶erons tout d'abord un point singulier, que l'on prend pour origine x =
0, autour duquel la fonction d'onde ind¶ependante du temps serait de la forme
' (x) = A jxj ¡ 1=4 dans un certain intervalle. Montrez que cette fonction est de
carr¶e sommable.

b. Cette fonction d'onde ¶etant solution de l'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du
temps, en d¶eduire l'expression du potentiel V (x) dans l'intervalle consid¶er¶e. Anal-
ysez les raisons pour lesquelles ce potentiel ne pr¶esente guµere d'int¶erêt pratique.
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c. Vous devriez être maintenant persuad¶e qu'il su±t d'¶etudier fonction d'onde et
potentiel µa droite (par exemple) de la singularit¶e ( x > 0). Proc¶edez µa la même
analyse pour les fonctions d'onde singuliµeres' (x) = A x ¡ ® et ' (x) = A ln x.

5.12 Un ¶electron dans un cristal (ou, plus g¶en¶eralement, un quanton dans un potentiel
p¶eriodique) peut, si son ¶energie appartient µa une \bande permise", être d¶ecrit ap-
proximativement comme un quanton libre dot¶e d'une masse e®ective m¤ (voir Rudi-
ments, chapitre 6, section 7). Si les paramµetres du potentiel p¶eriodique (le pas, la
profondeur) varient (avec une longueur caract¶eristique assez grande devant le pas), la
masse e®ective devient une fonctionm¤ (x) d¶ependant du point (on se limitera ici au
cas unidimensionnel). Consid¶erons donc la description th¶eorique d'un quanton galil¶een
de masse variablem¤ (x).

a. Reprendre les raisonnements des sections 2 et 3 dans cette hypothµese. Montrer que
le g¶en¶erateur galil¶een doit s'¶ecrire maintenant

G = ¡M (X ) ; oµu M (x) :=

Z x

dy m¤ (y) ;

et que le terme d'¶energie cin¶etique du hamiltonien prend la forme

T =
1
2

P
1

m¤ (X )
P :

b. Montrer que cette forme du hamiltonien garantit la conservation locale de la prob-
abilit¶e, avec une densit¶e de courant formellement d¶e¯nie comme dans la section 6B.

c. Si la fonction m¤ (x) possµede des discontinuit¶es (juxtaposition de deux mat¶eriaux
homogµenes par exemple), ¶etablir qu'on doit exiger en ces points, outre la continuit¶e
de la fonction d'onde ' (x), celle de la fonction ' 0(x)=m¤ (x).

d. Appliquer ce r¶esultat pour calculer le coe±cient de r¶e°exion d'un quanton d'¶energie E
au passage d'une marche de potentiel et de masse d¶e¯nie par :

V (x) =

½
V1 si x < 0 ;

V2 si x > 0 ;
m¤ (x) =

½
m¤ (x) = m1 si x < 0 ;

m¤ (x) = m2 si x > 0 :

Discuter le r¶esultat en comparant µa celui de la marche de potentiel pour un quanton
usuel de masse constante (voirRudiments, chapitre 6, section 3).

5.13 Soit ' la fonction d'onde d'un ¶etat li¶e d'¶energie E d'un quanton dans un puits de
potentiel V (x).

a. Montrer que les abscisses des points d'in°exion du graphe de' coÄ³ncident avec
les abscisses des points de rebroussementx1 et x2 du mouvement d'une particule
classique de même ¶energieE dans un puits (¯gure 5.1).

b. Montrer que les z¶eros de la fonction d'onde sont compris entre x1 et x2 .

5.14 ¶Etablir avec le degr¶e de rigueur souhait¶e les estimations (5.5.23) et (5.5.24).

5.15 Soit une fonction d'onde de la forme

' 0 (x) = (cosh ¸x ) ¡ ® ; ® > 0 :

a. Montrer qu'elle est de carr¶e sommable et peut-être consid¶er¶ee comme la fonction
d'onde de l'¶etat fondamental d'un quanton de masse m dans un certain potentiel
(que l'on d¶eterminera plus loin). D¶eduire du comportement asymptotique de ' 0

que le niveau d'¶energie de l'¶etat fondamental est

E 0 = ¡
®2 ¸ 2

2m
:
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b. µA partir de l'¶equation de SchrÄodinger, calculer le potentiel V (x) et montrer qu'il
s'¶ecrit

V (x) = ¡
®(® + 1) ¸ 2

2m
(cosh¸x )¡ 2 :

En d¶eduire, r¶eciproquement, la fonction d'onde et l'¶etat fondamental d'un potentiel
de la forme

V (x) = ¡ V0 (cosh¸x )¡ 2 :

c. On cherche maintenant les autres ¶etats li¶es du quanton. Soit ' la fonction d'onde
d'un tel ¶etat. Posant

' (x) = u(x) ' 0(x) ;

¶ecrire l'¶equation di®¶erentielle µa laquelle ob¶eit u dans la variable x d'abord, puis
dans la variable

s := sinh ¸x :

Montrer que cette derniµere ¶equation admet pour solutions des polynômes de degr¶en ¸
0 et de parit¶e (¡ )n , auxquelles correspondent les fonctions d'onde' n du ¶eniµeme
niveau d'¶energie. En d¶eduire l'¶energie de ce niveau,

En = ¡
¸ 2

2m
(® ¡ n)2 ;

et le nombre de niveaux du quanton.
¶Ecrire explicitement les fonctions d'onde ' 1 et ' 2 et tracer leurs graphes ainsi que
celui de ' 0 .

d. Ramenant l'origine des ¶energies au fond du puits en posant

V1(x) = V (x) + V0 ;

¶etudier la fonction potentiel V1 , le spectre des niveauxEn et la fonction d'onde du
fondamental ' 0 µa la limite oµu ® ! 1 et ¸ ! 0 de fa»con que le produit ®¸ 2 reste
constant. (On pourra poser ®¸ 2 = m! .)

5.16 On considµere un quanton unidimensionnel de massem soumis µa une interaction repr¶e-
sent¶ee par lepotentiel de Morse :

V (x) = V0

¡
e¡ 2x=a ¡ 2e¡ x=a

¢
:

a. Esquisser le graphe de la fonctionV (x) et montrer qu'elle fournit une repr¶esentation
approch¶ee int¶eressante de l'interaction interatomique dans une mol¶ecule.

b. ¶Ecrire l'¶equation de SchrÄodinger qui r¶egit la fonction d'onde ' (x) du quanton
pour un ¶etat stationnaire d'¶energie E := ¡ · 2=2m, puis la d¶edimensionner de fa»con
µa l'exprimer en terme du seul paramµetre sans dimension :

° 2 := 2 m V0 a2=~2 :

c. Montrer que le comportement asymptotique de la fonction d'onde pour x ! + 1
est du type ' (x) » e¡ ·x . On pose ' (x) = e¡ ·x u(x). ¶Ecrire l'¶equation di®¶erentielle
que satisfait u(x).

d. On fait le changement de variable y = e¡ x . ¶Ecrire l'¶equation di®¶erentielle que
satisfait v(y) := u(x).

e. Montrer que le comportement asymptotique de v pour y ! + 1 (soit x ! ¡1 )
est du type v(y) » e¡ °y . On posev(y) = e¡ °y w(y). ¶Ecrire l'¶equation di®¶erentielle
que satisfait w(y).

f. Montrer que cette ¶equation d¶etermine une relation de r¶ecurrence µa deux termes
pour les coe±cients du d¶eveloppement en s¶erie entiµerew(y) =

P 1
p=0 cp yp . ¶Etudier

la convergence de cette s¶erie entiµere et son comportement asymptotique poury !
1 . En d¶eduire que la fonction d'onde ' (x) n'est de carr¶e sommable que siw(y)
est un polynôme en y.
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g. ¶Etablir la formule donnant les niveaux d'¶energie du quanton, soit (en version
d¶edimensionn¶ee) :

E n = ¡ 1
2

£
° ¡ (n + 1

2 )
¤2

:

¶Etudier le nombre d'¶etats li¶es en fonction du paramµetre ° .

h. Expliciter la fonction d'onde ' 0 (x) du niveau fondamental, la normaliser et es-
quisser son graphe.

5.17 Il serait temps de s'inqui¶eter de l'existence des ¶etats li¶es. La question est vaste mais,
tout au moins dans le cas d'un potentiel ayant la même limite µa gauche et µa droite, il
existe des critµeres simples, su±sants, sinon n¶ecessaires. Dans l'approche consid¶er¶ee ici,
de K.R. Bronstein, \Criterion for the Existence of a Bound State in One Dimension",
Am. J. Phys. 68 (2000), 160, on considµere le hamiltonien

H = ¡
d2

dx2
+ V (x) ;

oµu V (x) est nul pour jxj > a .

a. Montrer que s'il existe une fonction f (x) r¶eelle normalisable (pas n¶ecessairement
une solution de l'¶equation de SchrÄodinger), telle que

hH i =

R1

¡1
dx f (x) H f (x)

R1

¡1
dx f (x) f (x)

< 0 ;

alors il existe au moins un ¶etat li¶e. (Id¶ee : consid¶erer le d¶eveloppement def sur la
base des fonctions propres deH .)

b. En d¶eduire que

N :=

Z 1

¡1

dx
£
f 02

(x) + V (x) f 2 (x)
¤

< 0 ;

est une condition su±sante d'existence d'un ¶etat li¶e.

c. Consid¶erons la fonction d'essai

f (x) = P (x) + ¸ V (x) ;

oµu ¸ est un paramµetre r¶eel etP (x) la \fonction pyramide" (aztµeque plutôt qu'¶egyp-
tienne)

P (x) =

8
<

:

1 ; 0 · j xj · a ;

1 ¡ j x j¡ a
L ; a · j xj · L + a ;

0 ; L + a · x < + 1 :

Montrer que N est alors de la forme N = A¸ 2 + B¸ + C, oµu les coe±cients A, B ,
C, qu'on explicitera, sont ind¶ependants de ¸ .

d. Montrer que la condition
R1

¡1
dx V < 0 est su±sante pour qu'il existe un ¶etat li¶e.

En d¶eduire qu'un puits de potentiel \simple" (¯gure 5.1) admet toujours au moins
un ¶etat li¶e.

e. Montrer que la condition
R1

¡1
dx

¡
V 02 + V 3

¢
· 0 est su±sante pour qu'il existe

un ¶etat li¶e.

f. Montrer que la condition

Z 1

¡1

dx V <

¡ R1

¡1
dx V 2

¢2

R1

¡1
dx

¡
V 02 + V 3

¢

est su±sante pour qu'il existe un ¶etat li¶e.
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g. En d¶eduire que la condition plus simple
R1

¡1
dx V · 0 (plus restrictive que f, mais

un peu moins restrictive que d) est su±sante pour qu'il existe un ¶etat li¶e.

h. Dessiner quelques formes de potentiel simples (constants par morceaux par exem-
ple) satisfaisant la condition

R1

¡1
dx V = 0.

i. Dessiner le potentiel constitu¶e par des segments de droite reliant les points (¡1 ; 0),
(0; 0), (1; ¡ 1), (3; 1), (4; 1), (5; 0), (1 ; 0). V¶eri¯er que ce potentiel satisfait la con-
dition f (bien qu'il soit loin de satisfaire la condition g).

5.18 ¶Etablir, µa l'aide des raisonnements qualitatifs de la section 5E, qu'un quanton ne peut
avoir d'¶etat stationnaire pour une ¶energie inf¶erieure au minimum du potentiel.

5.19 S'il est vrai que pour les potentiels \raisonnables", les ¶etats li¶es sont d'¶energie n¶egative
(en prenant le potentiel µa l'in¯ni comme origine des ¶energies), il existe n¶eanmoins des
situations math¶ematiquement, sinon physiquement, int¶eressantes oµu l'on peut trou-
ver un ¶etat li¶e d'¶energie positive (c'est-µa-dire une valeur propre isol¶ee discrµete du
hamiltonien dans le spectre continu...). Nous allons en construire un exemple dû µa von
Neumann et Wigner ( 1929). Soit donc un quanton de fonction d'onde ' (x) et d'¶energie
E = p2=2m > 0 dans un potentiel V (x).

a. Exprimer le potentiel V en termes de la fonction d'onde ' µa partir de l'¶equation
de SchrÄodinger ind¶ependante du temps. On pose

' (x) = u(x) cospx :

Exprimer V en terme de u et de ses d¶eriv¶ees. Montrer que si la d¶eriv¶ee logarith-
mique u0=u possµede les mêmes z¶eros que cospx, la fonction V ainsi d¶e¯nie sera
continue.

b. Une fa»con de remplir cette condition est de choisir

u(x) = f
£
s(x)

¤
;

oµu

s(x) := 2

Z x

0

dy cos2 (py) = x +
1
2p

sin 2px :

Tracer le graphe de la fonction s(x). Exprimer V en terme de f et de ses d¶eriv¶ees.

c. Consid¶erer le choix suivant de f :

f = A
¡
a2 + s2

¢¡ 1
:

Montrer qu'il donne une fonction ' (x) de carr¶e sommable correspondant donc bien
µa un ¶etat li¶e. Calculer le potentiel V correspondant et montrer qu'il se comporte
asymptotiquement selon

V (x) ' ¡
8p
m

sin px cospx
x

;

et s'annule donc bien µa l'in¯ni. Tracer les graphes de ' et V pour les choix de
paramµetres (m = 1 =2, E = 1, a2 = 8), et ( m = 1 =2, E = 4, a2 = 32). Montrer que
l'existence d'¶etats li¶es \extraordinaires" d'¶energie positive peut aussi s'interpr¶eter
comme une absence, non moins extraordinaire, d'e®et tunnel.
[D'aprµes N. Meyer-Vernet, \Strange Bound States in the SchrÄodinger Wave Equa-
tion : When Usual Tunneling Does Not Occur", Am. J. Phys. 50 (1982), 354]

5.20 Soit la fonction d'onde ' g (x) d'un ¶etat de di®usion ( E > 0), dont les comportements
asymptotiques sont

' g (x) »

½
eipx + r e¡ ipx ; x ! ¡1 ;

t eipx ; x ! + 1 :

Cette fonction d'onde correspond donc µa une source de quantons µa gauche (x = ¡1 ).
L'¶equation de SchrÄodinger ind¶ependante du temps ¶etant r¶eelle, la conjugu¶ee' g (x) en
est aussi solution, pour la même ¶energie.
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a. Quels sont les comportements asymptotiques de' g ?

b. Montrez qu'une combinaison lin¶eaire ad¶equate de ' g et ' g donne la fonction
d'onde ' d de comportements asymptotiques

' d (x) »

½
t0e¡ ipx ; x ! ¡1 ;

e¡ ipx + r0eipx ; x ! + 1 ;

correspondant µa une source µa droite (x = + 1 ).

c. En d¶eduire les expressions des amplitudes de r¶e°exion et de transmissionr0 et t0

en fonction de r, t, et de leurs conjugu¶ees. Retrouver ainsi les r¶esultats (5.5.36) et
(5.5.37).

5.21 Dans le cas d'un potentiel pair, V (¡ x) = V (x), il n'y a que les conditions \initiales",
autrement dit la position de la source, pour distinguer la gauche de la droite. On
reprend la fonction d'onde ' g (x) de l'exercice pr¶ec¶edent, correspondant µa une source
µa gauche.

a. V¶eri¯er que ' d (x) := ' g (¡ x) est solution.

b. V¶eri¯er que ' d correspond µa une source µa droite.

c. V¶eri¯er que ' d a les mêmes amplitudes de r¶e°exionr (trivialement, voir (5.5.36))
et de transmission t (moins trivialement, voir (5.5.37)) que ' g .

d. µA l'aide des r¶esultats de l'exercice pr¶ec¶edent, en d¶eduire dans ce cas deux rela-
tions mettant en jeu les amplitudes et leurs conjugu¶ees. Quelle est la signi¯cation
de ces relations ? Montrer que r et t sont en quadrature (leurs phases di®µerent
de ¼

2 ). V¶eri¯er explicitement que ces relations sont satisfaites pour le puits plat
¯ni ( Rudiments, chapitre 6, section 4) et le puits delta (chapitre 6, section 7D).

5.22 Pour un ¶etat de di®usion d'un quanton unidimensionnel, calculer les courants de prob-
abilit¶e asymptotiques µa partir des formes (5.5.27) et (5.5.28) de la fonction d'onde. En
d¶eduire la conservation de la probabilit¶e (5.5.31).

5.23 La matrice eM, pour les valeurs permises de l'¶energie, admet deux valeurs propres de
module unit¶e. V¶eri¯er qu'elle n'est pourtant pas unitaire. Expliquer.

5.24 On peut transformer l'¶equation, di®¶erentielle, de SchrÄodinger en une ¶equation int¶egrale.
On considµere dans ce qui suit un potentiel qui s'annule µa l'in¯ni.

a. ¶Etablir l'identit¶e suivante :

d2

dt 2

¡
e¡ a j t j

¢
= a2e¡ a j t j ¡ 2a ±(t) :

b. En d¶eduire que la fonction d'onde ' d'un ¶etat li¶e d'¶energie E = ¡ · 2=2m < 0 d'un
quanton de massem dans un potentiel V (x) ob¶eit µa l'¶equation int¶egrale homogµene

' (x) = ¡
m
·

Z + 1

¡1

dy e¡ · j x ¡ y j V (y) ' (y) :

c. Obtenir le même r¶esultat par transformation de Fourier µa partir de l'¶equation de
SchrÄodinger en r¶ealisation \p" (voir exercice 5.7).

d. En appliquant l'¶equation int¶egrale pr¶ec¶edente µa la fonction d'onde ' 0 de l'¶etat
fondamental et en consid¶erant le point xm oµu ' 0 atteint son maximum, montrer
rigoureusement que l'¶energieE0 = ¡ · 2

0=2m de cet ¶etat satisfait l'in¶egalit¶e

E 0 > inf V :

e. Pour un ¶etat de di®usion d'¶energie E = p2=2m > 0, ¶etablir l'¶equation int¶egrale
inhomogµene

' (x) = eipx +
m
ip

Z + 1

¡1

dy eip j x ¡ y j V (y) ' (y) :
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5.25 Soit un quanton unidimensionnel dans un potentiel V (X ). Son hamiltonien s'¶ecrit donc
H = P 2=2m + V (X ). On considµere l'op¶erateur D := 1

2 (XP + PX ) (voir exercice 4.16 ).
[La grandeur analogue en m¶ecanique classique, soitd = px, ou, de fa»con plus g¶en¶erale,
µa 3 dimensions et pour N particules d =

P N
1 p k ¢r k , a ¶et¶e introduite en 1870 par

Clausius sous le nom de \viriel", du latin vir = force.]

a. Calculer le commutateur [[[D; H ]]]. Prenant sa valeur moyenne dans un ¶etat propre
du hamiltonien, montrer que pour tout ¶etat stationnaire on a la relation entre
valeurs moyennes (th¶eorµeme du viriel) :

h
P 2

m
i = hX V 0(X )i

b. Appliquant cette relation µa un potentiel V (X ) = 1
2 kX 2 (oscillateur harmonique),

montrer que dans ce cas les valeurs moyennes de l'¶energie cin¶etique et de l'¶energie
potentielle sont ¶egales entre elles et donc µa la moiti¶e de l'¶energie propre de l'¶etat.
G¶en¶eraliser le r¶esultat aux potentiels V (X ) = C jX j¸ .

c. G¶en¶eraliser le th¶eorµeme µa trois dimensions et l'appliquer au potentiel coulombien
V (R ) = ¡ ®=R, de fa»con µa exprimer les valeurs moyennes de l'¶energie cin¶etique et
de l'¶energie potentielle en terme de l'¶energie (propre) totale E .

d. Appliquer le th¶eorµeme du viriel µa un potentiel de la forme V (R ) = ¡ ¯=R 2 . En
d¶eduire qu'un tel potentiel ne peut avoir d'¶etat li¶e.

5.26 Soient R(r ) et S(r ) le module et la phase de la fonction d'onde ind¶ependante du temps
' (r ) d'un quanton dans un ¶etat stationnaire d'¶energie E :

' = R eiS :

Exprimer, en termes de R et S :

a. la densit¶e de probabilit¶e de localisation ;

b. la densit¶e de courant de probabilit¶e j . En d¶eduire une interpr¶etation physique du
gradient de la phase S.

5.27 Calculer la densit¶e de courant de probabilit¶e pour un quanton ayant une fonction
d'onde de type \onde plane" :

©(r ; t ) = A e¡ iEt + i p ¢r :

5.28 Montrer que la densit¶e de courant de probabilit¶e j dans un ¶etat u est li¶ee µa l'op¶erateur
vitesse _R par

j (r ) = h1
2

©
£( r ); _R

ª
i u ;

oµu £( r ) = jr ihr j est l'op¶erateur densit¶e de projecteur sur l'¶etat de localisation jr i .

5.29 Existe-t-il une loi de conservation locale pour la probabilit¶e en quantit¶e de mouve-
ment, c'est-µa-dire une ¶equation de conservation similaire µa (5.6.16) reliant la densit¶e
de probabilit¶e en quantit¶e de mouvement ¾(p) et une \densit¶e de courant en quantit¶e
de mouvement" ad¶equatement d¶e¯nie ? (Voir exercice 5.9 )

5.30 ¶Etablir les relations de commutation (5.7.25) et (5.7.26).

5.31 Soit un quanton q de massem localis¶e dans un volume de dimension caract¶eristiquea.
¶Evaluer sa dispersion en ¶energie d'aprµes l'in¶egalit¶e de Heisenberg spatiale, en util-
isant la formule einsteinienne pour l'¶energie cin¶etique. Montrer que si la dimension
caract¶eristique a est inf¶erieure µa la longueur Compton du quanton ¹̧ := ~=mc, sa dis-
persion en ¶energie permet l'apparition de paires quanton-antiquanton suivant le pro-
cessusq ! q+ q+ ¹q. En d¶eduire que seule une th¶eorie quantique µa nombre de quantons
variables peut d¶ecrire le comportement d'un quanton µa une ¶echelle spatiale inf¶erieure
µa sa longueur Compton.





Chapitre 6

Potentiels simples

Le modµele du quanton µa une dimension tel qu'il a ¶et¶e d¶e¯ni dans le chapitre
pr¶ec¶edent, aussi ¶etriqu¶e qu'il puisse parâ³tre, n'en est pas moins fondamental.
Aprµes tout, la m¶ecanique classique abonde en modµeles µa une dimension, ou
plus g¶en¶eralement µa un degr¶e de libert¶e, dont l'utilit¶e pratique ne fait aucun
doute bien que la vie du physicien s'¶ecoule dans un espace µa trois dimensions,
environn¶ee de systµemes aux multiples (pour ¶eviter de dire innombrables) degr¶es
de libert¶e.

Nous restons dans le cadre du chapitre 5 : l'¶evolution temporelle du quan-
ton en interaction est g¶en¶er¶ee par un hamiltonienH (X; P ; t) compos¶e d'un
terme cin¶etique P2=2m et d'un terme potentiel V (X ; t). Nous nous limitons
ici aux cas oµu le potentiel ne d¶epend pas du temps. Le hamiltonienH (X; P )
est alors ind¶ependant du temps et le systµeme estconservatif (voir chapitre 3).
La d¶etermination des ¶etats stationnaires et de leurs propri¶et¶es est une ¶etape
interm¶ediaire utile dans l'¶etude de l'¶evolution d'un quanton. Les ¶etats station-
naires, ou vecteurs propres du hamiltonien, relµevent de deux cat¶egories : les ¶etats
li¶es et les ¶etats de di®usion, qui se distinguent par leur comportement asymp-
totique. Certains potentiels V (X ) ont valeur d'exemple pour deux raisons :
d'une part leurs ¶etats stationnaires sont ais¶ement trouv¶es et ont des expressions
simples, et d'autre part ils o®rent une premiµere approximation satisfaisante de
toutes sortes de situations r¶ealistes. C'est µa l'¶etude de quelques uns de ces cas
exemplaires du quanton en interaction qu'est consacr¶e ce chapitre.

Consid¶erons l'allure g¶en¶erique d'un potentiel susceptible de comporter un
ou plusieurs ¶etats li¶es, soit un creux entour¶e de deux r¶egions oµu le potentiel
a la même valeur constante (¯gure 6.1a). Cette forme se prête µa deux points
de vue particuliµerement simpli¯cateurs. Dans un cas, on peut ne s'int¶eresser
qu'aux ¶etats li¶es du quanton ¶etroitement localis¶es dans la r¶egion du minimum
du potentiel. Les fonctions d'onde de ces ¶etats ne sont alors sensibles qu'aux
valeurs du potentiel dans cette r¶egion, le reste important peu (¯gure6.1b ), et
l'on est ainsi conduits µa ¶etudier l'approximation \harmonique" de ce potentiel.
µA l'inverse, on peut voir les choses de loin, sans se pr¶eoccuper des d¶etails. On
ne per»coit plus alors que la position du creux, sa largeur devenant n¶egligeable
(¯gure 6.1c). Cette silhouette de potentiel n'a de propri¶et¶es non triviales que s'il
est dot¶e d'une profondeur su±sante, ce qui nous amµenera µa ¶etudier les propri¶et¶es
du potentiel \delta", puis d'associations de potentiels delta. La premiµere partie
de ce chapitre sera donc consacr¶ee au potentiel harmonique, qui r¶egit ce que

1
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Fig. 6.1 { Deux points de vue simples pour un potentiel typique
a) Forme g¶en¶erique d'un potentiel attractif.
b) Pour d¶ecrire un quanton localis¶e dans la r¶egion du minimum (¶etats li¶es de basse
¶energie), on peut se contenter d'un \zoom avant" sur cette r¶egion, autrement dit de
l'approximation harmonique du potentiel.
c) Inversement, si les d¶etails (du potentiel comme de la fonction d'onde) importent
peu, un \zoom arriµere" su±t pour repr¶esenter ce potentiel qui prend alors l'aspect
d'un puits ¶etroit (et profond).

l'on peut appeler l'oscillateur (harmonique) quantique. Nous y verrons d'ailleurs
que ce problµeme revêt une importance beaucoup plus grande que son ¶equivalent
classique ; les outils formels d¶evelopp¶es pour son ¶etude peuvent être utilis¶es
directement pour la description des systµemes quantiques µa un grand (et variable)
nombre de quantons, et constituent donc de premiers jalons sur la voie de la
th¶eorie quantique de la matiµere condens¶ee, et de la th¶eorie quantique des champs
(physique des particules). La seconde partie sera consacr¶ee aux potentiels delta,
qui o®rent, utilis¶es en diverses associations, des exemples simples et solubles de
multiples situations physiques, servant par exemple µa mod¶eliser des systµemes
mol¶eculaires ou cristallins. Une troisiµeme partie ¶etudiera le potentiel lin¶eaire.
Si, en m¶ecanique classique, ce cas | celui d'une force constante | est des
plus simples, conduisant au mouvement uniform¶ement acc¶el¶er¶e, son traitement
quantique demande un peu plus de sophistication et pr¶esente quelques curiosit¶es
| tout en permettant l'analyse d'int¶eressantes exp¶eriences sur la \chute des
(quantons) graves". En¯n une quatriµeme partie reprendra, dans le cadre de
la notion de \supersym¶etrie", des consid¶erations plus g¶en¶erales qui ¶eclaireront
nombre de particularit¶es des situations ¶etudi¶ees dans les trois premiµeres parties.

I. POTENTIEL HARMONIQUE

1 L'oscillateur harmonique µa une dimension

Classiquement, l'int¶erêt du modµele de l'oscillateur harmonique r¶eside dans
son aptitude µa d¶ecrire la plupart des petits mouvements oscillants observ¶es (le
balancement d'une branche d'arbre, ou d'une pomme suspendue au bout d'une
¯celle). Ne sont pas du ressort de l'oscillateur les systµemes dans lesquels la force
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Fig. 6.2 { Deux potentiels attractifs
a) L'interaction entre les deux noyaux de la mol¶ecule CO (ou, autre exemple, entre
les deux protons de l'ion H+

2 dont le mouvement relatif peut être trait¶e comme celui
d'un seul quanton aprµes s¶eparation du mouvement du centre d'inertie (chapitre 5,
section 7C). Cette interaction e®ective est due aux ¶electrons qui assurent la liaison de
la mol¶ecule (ou de l'ion).
b) Le potentiel p¶eriodique auquel est soumis un ¶electron dans un cristal p¶eriodique
unidimensionnel.

(ou le moment) de rappel n'est pas continue µa la position d'¶equilibre, autrement
dit lorsque le potentiel n'est pas d¶erivable au minimum1.

Quantiquement, l'oscillateur harmonique pr¶esente le même int¶erêt. Tout po-
tentiel qui comporte un creux r¶egulier est, au voisinage du minimum, ¶equivalent,
en un sens qui reste µa pr¶eciser, au potentiel d'un oscillateur harmonique. Les
¶etats stationnaires de celui-ci, faciles µa d¶eterminer, constituent donc, tout au
moins pour les plus bas d'entre eux, une approximation commode de leurs ho-
mologues pour un potentiel plus g¶en¶eral.

De par la nature de son spectre en ¶energie, une in¯nit¶e | born¶ee inf¶e-
rieurement | de valeurs propres r¶eguliµerement espac¶ees, l'oscillateur quantique
s'avµere toutefois d'une importance bien sup¶erieure µa celle de son parent classique.
L'algµebre de l'oscillateur harmonique fournit l'outillage formel n¶ecessaire µa la
description de tout systµeme dont une grandeur physique a la même propri¶et¶e,
µa commencer par les situations oµu le nombre de particules est susceptible de
varier (par cr¶eation ou annihilation). Nous d¶evelopperons une telle description
au chapitre 12.

A Le hamiltonien

Lorsque l'environnement du quanton lui o®re des ¶etats li¶es, c'est g¶en¶eralement
parce que la fonction potentielV (x) (en r¶ealisation \ x") pr¶esente un ou plusieurs
\creux" attractifs. La ¯gure 6.2 en montre deux types. Mettons de côt¶e les cas
des minimums anguleux et des potentiels \plats" (puits, cr¶eneaux) qui faisaient
l'objet de tout le chapitre 6 de Rudiments. Consid¶erons ici un autre traitement
approch¶e des potentiels r¶ealistes, valable au voisinage d'un minimumx0, lorsque

1La position d'¶equilibre est alors un point anguleux du potentiel et il n'y a plus isochronisme
des petites oscillations. ( ¶Ecoutons s'acc¶el¶erer le cr¶epitement de la piµece de monnaie sur le
comptoir avant qu'elle s'immobilise.)



4 5 f¶evrier 2007 Quantique : ¶El¶ements

Fig. 6.3 { Un potentiel interatomique de mol¶ecule diatomique
Les propri¶et¶es de la mol¶ecule H Br sont bien reproduites par un potentiel empirique
d¶ecrivant l'interaction entre les atomes H et Br. Ce potentiel est fortement r¶epulsif µa
courte distance et constant µa grande distance comme le potentiel de Morse (en trait
plein) : V (r ) = D e

£
1 ¡ e¡ ¯ ( r ¡ r e )

¤2
avec, dans les unit¶es favorites des spectroscopistes,

D e = 31 590 cm¡ 1 , ¯ = 1 ;811ºA
¡ 1

et r e = 1 ;414ºA. Son approximation harmonique (en
trait interrompu) a pour expression V (r ) = 1

2 k(r ¡ r e)2 avec k = 103 600 cm¡ 1 .
[D'aprµes D.C. Harris & M.D. Bertolucci, Symmetry and Spectroscopy, Dover, 1989]

le potentiel peut s'¶ecrire

V (x) = V (x0) + 1
2 V 00(x0) (x ¡ x0)2 + ¢ ¢ ¢; (6.1.1)

oµu x0 est solution de V 0(x0) = 0, et V 00(x0) > 0. Nous savons, depuis le
chapitre 5, section 5E, que le module de la fonction d'onde d'un ¶etat li¶e d¶ecrô³t au
delµa des points de rebroussement du mouvement classique (les points oµu l'¶energie
cin¶etique s'annule). Les propri¶et¶es physiques d'un ¶etat li¶e sont donc relative-
ment peu sensibles µa la forme d¶etaill¶ee du potentiel dans les r¶egions ext¶erieures.
Nous sommes ainsi fond¶es µa esp¶erer que des ¶etats li¶es bien concentr¶es | de
dispersion ¢X limit¶ee | seront insensibles aux termes sup¶erieurs qui font la
di®¶erence, croissante, entre ce potentiel et son approximation, diteharmonique,
V (x0) + 1

2V 00(x0) ( x ¡ x0)2, ¯gure 6.3. C'est pr¶ecis¶ement cette approximation
qui est utilis¶ee en m¶ecanique classique lorsqu'on souhaite ¶etudier les petits mou-
vements d'un systµeme oscillant au voisinage d'une position d'¶equilibre.

Nous avons donc au moins une bonne raison (il y en aura d'autres) pour
envisager un quanton de massem dans un potentiel V (x) = V0 + 1

2 k(X ¡ x0)2,
k > 0. Choisissons l'origine spatiale et le niveau de r¶ef¶erence de l'¶energie de sorte
que x0 = 0 et V0 = 0. Il est par ailleurs commode de remplacer la constante de
raideur k de l'oscillateur par la pulsation ! :=

p
k=m de l'oscillateur classique.

Le potentiel s'¶ecrit alors
V (X ) = 1

2 m! 2X 2 : (6.1.2)
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Ainsi, nous allons ¶etudier l'oscillateur harmonique quantique, autrement dit le
quanton gouvern¶e par le hamiltonien

H :=
P 2

2m
+

1
2

m! 2X 2 : (6.1.3)

Les raisonnements d¶evelopp¶es dans le chapitre 5, section 5E peuvent être repris
dans ce cas pour aboutir µa des conclusions l¶egµerement di®¶erentes : comme le
potentiel crô³t ici sans limite, il ne peut admettre d'¶etats de di®usion et les
seuls ¶etats stationnaires sont des ¶etats li¶es. La croissance du potentiel pour les
grandes valeurs dejxj y rend la pr¶esence du quanton moins probable que dans
le cas d'un potentiel constant, et il faut s'attendre µa ce que les fonctions d'onde
des ¶etats li¶es d¶ecroissent plus rapidement quee¡ · jx j .

L'¶energie cin¶etique est n¶ecessairement proportionnelle µaP2 (voir chapitre 5),
tandis qu'ici le potentiel est, de son côt¶e, proportionnel µaX 2. Puisque les
op¶erateursX et P sont li¶es par une relation de commutation (4.2.13) dans laque-
lle ils jouent des rôles sym¶etriques, le hamiltonien de l'oscillateur harmonique
est le plus sym¶etrique dont on puisse rêver pour un quanton. Cette sym¶etrie est
µa la base d'une ¶el¶egante m¶ethode de r¶esolution, due µa Dirac, que nous allons
exposer.

Hors de la th¶eorie quantique, les paramµetresm et ! du problµeme seraient µa
eux seuls incapables de nous fournir une combinaison caract¶eristique ayant la
dimension d'une ¶energie. Mais grâce µa la constante quantique~, les grandeurs
caract¶eristiques du problµeme (~; m; ! ) fournissent des ¶etalons pourtoutes les
grandeurs m¶ecaniques. On a ainsi des standards d'¶energie, de position et de
quantit¶e de mouvement :

" = ~! ; » =

r
~

m!
; Â =

p
~m! : (6.1.4)

On peut alors d¶e¯nir des expressions d¶edimensionn¶ees pour les op¶erateurs hamil-
tonien, position et quantit¶e de mouvement :

0H =
H
"

; 0X =
X
»

; 0P =
P
Â

; (6.1.5)

tels que
0H = 1

2

¡ 0P2 + 0X 2¢
; (6.1.6)

avec, en vertu de (4.2.19), toujours la relation de commutation canonique

[[[ 0X; 0P]]] = iI : (6.1.7)

Nous utiliserons d¶esormais ces op¶erateurs d¶edimensionn¶es | quitte µa les redi-
mensionner µa la ¯n des calculs. Cette proc¶edure au demeurant revient µa travailler
dans un systµeme d'unit¶es oµu~ = 1, m = 1, ! = 1, ce qui est parfaitement licite ;
nous garderons donc la notation usuelle pour les op¶erateurs (X; P; H ).

D¶e¯nissons alors l'op¶erateur | une fois n'est pas coutume | non-hermitique :

a := 1p
2
(X + iP ) : (6.1.8)

Son adjoint s'¶ecrit donc
ay = 1p

2
(X ¡ iP ) ; (6.1.9)
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et leur commutateur,

[[[a; ay]]] = 1
2[[[X + iP; X ¡ iP ]]]

= 1
2

¡
¡ i[[[X; P ]]] + i[[[P; X ]]]

¢
; (6.1.10)

vaut ¯nalement
[[[a; ay]]] = I : (6.1.11)

Inversement, X et P s'expriment en termes dea et ay,
8
<

:

X = 1p
2
(a + ay) ;

P = 1
i
p

2
(a ¡ ay) ;

(6.1.12)

et en ce sens la paire (a; ay) est ¶equivalente µa la paire canonique (X; P ). On peut
d'ores et d¶ejµa utiliser les expressions (6.1.12) pour, compte tenu du commutateur
(6.1.11), r¶e¶ecrire le hamiltonien r¶eduit :

H = aya + 1
2 I : (6.1.13)

L'importance pour la suite du produit aya qui apparâ³t ici, lui vaut l'attribution
d'un symbole

N := aya ; (6.1.14)

op¶erateur hermitique en fonction duquel le hamiltonien de l'oscillateur har-
monique s'¶ecrit ¯nalement :

H = N + 1
2 : (6.1.15)

Les r¶esultats (6.1.11) et (6.1.13), aussi essentiels que leur calcul est ¶el¶ementaire,
font l'objet de l'exercice 6.2.

B Le spectre de l'oscillateur

Remarquons tout d'abord qu'en vertu de (6.1.15), les op¶erateursH et N
commutent et qu'ils ont donc mêmes ¶etats propres. Soitvº l'un de ces ¶etats
propres, identi¯¶e par la valeur propre de N µa laquelle il correspond :

N jvº i = º jvº i : (6.1.16)

Puisque la norme de tout vecteur de l'espace des ¶etats est positive ou nulle, on a
n¶ecessairement :kavº k2 = hvº jayajvº i = º kvº k2 ¸ 0, et donc º ¸ 0. Les valeurs
propres deN sont positives ou nulles.

Examinons maintenant les propri¶et¶es plus sp¶eci¯ques du vecteurajvº i en le
soumettant µa l'action de l'op¶erateur N . Grâce au commutateur (6.1.11), on a

Najvº i = ayaajvº i = ( aay ¡ I )ajvº i = a(N ¡ I )jvº i

= ( º ¡ 1)ajvº i ; (6.1.17)

en sorte que siº est une valeur propre deN , il en va de même pourº ¡ 1,
µa condition que cette valeur soit encore positive ou nulle. De plus, partant du
vecteur propre jvº i , on dispose d'un proc¶ed¶e de construction d'un vecteur associ¶e
µa la valeur propre º ¡ 1. On peut, pour cette raison, poser :jvº ¡ 1i := ajvº i , en
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notant bien que nous n'avons pas encore norm¶e ces vecteurs µa l'unit¶e. On trouve
de la même fa»con

Nay jvº i = ( º + 1) ayjvº i ; (6.1.18)

et il est donc tout aussi naturel de poserjvº +1 i := ay jvº i . L'ascension ou la
descente dans le spectre µa partir de l'¶etatvº peuvent ainsi se poursuivre. Par
exemple, le vecteur

jvº ¡ m i := am jvº i (6.1.19)

est un vecteur propre deN = aya, associ¶e µa la valeur propreº ¡ m. On a donc

hvº ¡ m jayajvº ¡ m i = ( º ¡ m)hvº ¡ m jvº ¡ m i ; (6.1.20)

autrement dit

º ¡ m =
kavº ¡ m k2

kvº ¡ m k2 ¸ 0 : (6.1.21)

La descente doit s'interrompre puisque les valeurs propres n¶egatives sont in-
terdites. Ce ne peut être que par la rencontre d'un vecteur proprevº 0 tel que
kavº 0 k2 = 0, donc ajvº 0 i = 0. µA quelle valeur propre correspond-il ? On a :

N jvº 0 i = ayajvº 0 i = ay0 = 0 = 0 jvº 0 i : (6.1.22)

La valeur propre de N la plus basse est doncº 0 = 0. Nous savons d¶ejµa que
les niveaux d'un quanton µa une dimension sont non d¶eg¶en¶er¶es (chapitre 5, sec-
tion 5D), et l'on peut d'ailleurs d¶emontrer cette propri¶et¶e par une m¶ethode
alg¶ebrique dans le cas particulier de l'oscillateur harmonique, exercice6.4. Aussi
l'¶etat fondamental est unique et nous en notons (pour l'instant) le vecteur propre
par jv0i . Par action de ay on obtient, d'aprµes (6.1.18), le vecteur correspondant
µa la valeur propre 1, soit jv1i = ay jv0i , puis jv2i = ayjv1i , et ainsi de suite, tant
et si bien que

jvn i = ( ay)n jv0i ; (6.1.23)

est le vecteur propre deN correspondant µa la valeur propren.
Le spectre des valeurs propres deN est donc l'ensemble desentiers naturels.

Les valeurs propres du hamiltonien r¶eduit (6.1.15) sont de la formen+ 1
2 , n entier

naturel. Quant aux valeurs propres du hamiltonien (6.1.3), ou ¶energies des ¶etats
stationnaires, elles valent, en redimensionnant :

En = ( n + 1
2 )~! ; n 2 N : (6.1.24)

Avec le choix d'origine de l'¶energie au minimum du potentiel adopt¶e dans
l'¶ecriture de (6.1.3), l'¶energie fondamentale de l'oscillateur harmonique estE0 =
1
2 ~! , valeur µa partir de laquelle le spectre deH est form¶e de niveaux1

2~!; 3
2~!; 5

2~!; : : :
¶equidistants de ~! , ¯gure 6.4. Notons cependant que cette remarquable pro-
pri¶et¶e d'¶equidistance des niveaux n'est pas aussi caract¶eristique de l'oscillateur
harmonique qu'on pourrait le penser, comme nous le verrons dans la quatriµeme
partie de ce chapitre.

Comme l'¶energie des niveaux excit¶es de l'oscillateur harmonique varie par
multiples d'un quantum d'excitation, indivisible, ~! , les op¶erateurs aussi utiles
que sµechement d¶esign¶esa, ay et N , peuvent maintenant être baptis¶es de fa»con
plus ¶eloquente :
| l'op¶erateur N est d¶esormais lenombre de quanta, ou nombre d'excitation, ou
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Fig. 6.4 { Oscillateur harmonique
Le potentiel, le niveau fondamental et les premiers niveaux excit¶es.

nombre tout court ;
| l'op¶erateur a, qui fait descendre d'un degr¶e dans l'¶echelle des ¶etats propres,
est l'op¶erateur de mont¶ee;
| et de même, ay est l'op¶erateur de descente.
L'utilisation de ce formalisme pour la description des systµemes de quantons
en nombre variable, µa laquelle nous faisions allusion en tête de cette section,
conduit µa d¶enommer souvent aussiay, op¶erateur de cr¶eation, et a, op¶erateur
d'annihilation . Nous reviendrons sur ces id¶ees dans lechapitre 12.

2 Cons¶equences et applications

A Spectre de vibration des mol¶ecules diatomiques

Consid¶erons une exp¶erience de perte d'¶energie d'¶electrons, du type Franck et
Hertz, e®ectu¶ee sur la mol¶ecule CO. Un faisceau d'¶electrons mono¶energ¶etiques
(ici 2;05 eV) p¶enµetre dans une chambre de di®usion remplie d'oxyde de carbone
gazeux. Parmi les ¶electrons di®us¶es par les mol¶ecules d'oxyde de carbone, on ne
d¶etecte que ceux qui
i ) sortent de la chambre sous un angle d¶etermin¶e,
ii ) puis sont acc¶el¶er¶es par une tension ¶electrique ajustable,
iii ) et en¯n franchissent avec succµes la s¶election µa une ¶energie ¯xe op¶er¶ee par
un analyseur.
Le nombre d'¶electrons d¶etect¶es (durant un laps de temps donn¶e) en fonction
de la tension acc¶el¶eratrice fournit le spectre repr¶esent¶e sur la ¯gure6.5. Le
rôle de cette tension est de restituer µa l'¶electron l'¶energie perdue au cours de la
di®usion, ¶energie qui a ¶et¶e gagn¶ee par la mol¶ecule. Les pics du spectre indiquent
clairement que non seulement la mol¶ecule a des niveaux excit¶es discrets, mais
que ceux-ci sont ¶equidistants (de l'ordre de 0;26 eV). Y aurait-il de l'oscillateur
harmonique lµa-dessous ?

Ce comportement peut s'interpr¶eter µa l'aide d'un potentiel entre noyau
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Fig. 6.5 { Spectre des ¶electrons di®us¶es par la mol¶ecule CO
La tension acc¶el¶eratrice est ¶egale µa la perte d'¶energie des ¶electrons au cours de la
di®usion. Les °êches indiquent les niveaux de vibration de CO. Le premier pic, n = 0,
correspond aux ¶electrons de di®usion ¶elastique.
[D'aprµes G.J. Schulz, \Vibrational Excitation of N 2, CO, and H2 by Electron Impact",
Phys. Rev. 135 (1964), A988]

de carbone et noyau d'oxygµene dont l'allure est indiqu¶ee sur la ¯gure6.2a.
L'¶equidistance des pics du spectre des ¶electrons di®us¶es nous autorise en ef-
fet µa analyser le mouvement de la mol¶ecule comme un mouvement oscillatoire
quantique.

Il est ais¶e d'ailleurs de d¶eterminer l'ordre de grandeur des ¶energies vibra-
tionnelles mol¶eculaires. Si ces vibrations sont dues µa un potentiel e®ectif quasi-
harmonique d'origine purement ¶electronique, les paramµetres de ce potentiel
sont donn¶es par les valeurs quantiques caract¶eristiques d'¶energie et de longueur
associ¶ees µa l'¶electron. En d'autres termes, le potentiel doit crô³tre d'environ
±E¶el ¼ Ry = me4=~2 (le Rydberg, soit quelques eV) lorsqu'on s'¶ecarte de son
minimum d'une distance ±l ¼ a0 = ~2=me2 (le rayon de Bohr, de l'ordre de l'ºA).
La raideur k de l'oscillateur qui sp¶eci¯e le potentiel harmoniqueV = kr 2=2, est
donc ¯x¶ee, en ordre de grandeur, par la conditionka2

0 ¼ Ry , soit, en ins¶erant
les expressions th¶eoriques,k ¼ m3e8=~6. Un oscillateur de masseM (ici une
masse nucl¶eaire typique) dans un tel potentiel sera caract¶eris¶e par la pulsa-
tion ! =

p
k=M ¼ (m3e8=M ~6)1=2, µa quoi correspondent des ¶energies vibra-

tionnelles quantiques typiques (voir (6.1.24)) :

~! =
µ

m3e8

M ~4

¶1=2

=
µ

m
M

¶1=2 me4

~2 =
µ

m
M

¶1=2

Ry ; (6.2.1)

oµu la constante de Rydberg,Ry , donne l'ordre de grandeur des excitations
¶electroniques. On a donc, entre l'¶echelle ¶energ¶etique des vibrations mol¶eculaires
et celle des excitations ¶electroniques, le rapport :

±Evib

±E¶el
=

³ m
M

´1=2
: (6.2.2)
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Pour une mol¶ecule typique, telle CO, dont les atomes ont des masses d'une
dizaine d'uma, le rapport (6.2.2) vaudra un peu moins de 1%, et les ¶energies
de vibration mol¶eculaires se compteront en dixiµemes d'eV. C'est bien l'ordre de
grandeur que l'on observe sur la ¯gure6.5 (0;26 eV).

Quant µa la profondeur du potentiel e®ectif (pas celle de son approximation
harmonique qui est in¯nie), ou ¶energie de dissociation(De sur la ¯gure 6.3),
c'est µa la thermochimie exp¶erimentale de la d¶eterminer par la mesure de la
chaleur de dissociation de la mol¶ecule, justement. Notons µa ce propos que
l'¶energie du fondamental, µa partir duquel s'e®ectue la dissociation, est µa12 !
au dessus du minimum du potentiel. L'¶energie exp¶erimentale de dissociation est
donc donn¶ee parD0 = De ¡ 1

2 ! .
L'approximation harmonique d¶ecrit tellement bien les premiers niveaux de

vibration des mol¶ecules diatomiques que les spectroscopistes la prennent syst¶e-
matiquement comme r¶ef¶erence pour analyser les raies de transition qu'ils ob-
servent. Ils la considµerent comme le premier terme d'un d¶eveloppement en s¶erie
des ¶energies d'¶etats de vibration :

En = ! e
¡
n + 1

2

¢
¡ ! exe

¡
n + 1

2

¢2
+ ! eye

¡
n + 1

2

¢3
+ ¢ ¢ ¢: (6.2.3)

Les paramµetres ajustables, outre le degr¶e d'excitationn (entier naturel), sont la
constante d'oscillateur ! e (dimension d'une ¶energie) et les coe±cients de correc-
tions anharmoniquesxe; ye; : : : (sans dimension). Dans la mesure oµu cette forme
convient | ce qui est g¶en¶eralement le cas pour les mol¶ecules diatomiques |, on
peut comprendre qualitativement pourquoi la premiµere correction a toute chance
d'être n¶egative : µa mesure qu'il s'¶elµeve en ¶energie, le quanton accµede µa l'explo-
ration d'une r¶egion plus large (approximativement entre les points de rebrousse-
ment du mouvement classique) oµu les di®¶erences entre le potentiel e®ectif et son
approximation harmonique se manifestent, voir ¯gure6.3. Or, c'est dans la par-
tie µa droite (x ! + 1 ) que la di®¶erence entre le potentiel e®ectif et son approxi-
mation harmonique est dominante. µA gauche (x ! 0), les deux potentiels ont le
même comportement violemment r¶epulsif, la fonction d'onde n'y a qu'une faible
amplitude, et le fait que le potentiel e®ectif soit plus r¶epulsif que le potentiel
harmonique (les distances entre noyaux n¶egatives sont bien sûr interdites, alors
que l'oscillateur harmonique autorisex < 0) importe peu. µA droite par contre le
potentiel e®ectif est ¶evas¶e sur une distance de plus en plus grande par rapport
au potentiel harmonique. µA mesure que l'on s'¶elµeve dans le spectre, la fonction
d'onde accµede µa cette r¶egion moins r¶epulsive que le potentiel harmonique. Aussi,
quand le nombre d'excitation n augmente, l'¶etat propre est de plus en plus li¶e
par rapport µa son approximation d'oscillateur : les niveaux de vibration sont de
moins en moins espac¶es et leur ¶energie, contrairement aux niveaux de l'oscil-
lateur harmonique ne peut d'ailleurs exc¶eder l'¶energie de dissociationDe. Le
succµes de ce genre de d¶eveloppement est assur¶e par la d¶ecroissance rapide de ses
termes. Pour la mol¶ecule14N2 (la pr¶ecision spectroscopique exige la quali¯ca-
tion isotopique), par exemple, on a :! e = 2 358;57 cm¡ 1, ! exe = 14;32 cm¡ 1, et
! eye = ¡ 0;002 26 cm¡ 1. La deuxiµeme correction anharmonique,! eye, est donc
g¶en¶eralement n¶egligeable.

Un exemple de potentiel anharmonique est le potentiel de Morse,V (r ) =
De

£
1 ¡ e¡ ¯ (r ¡ r e )

¤2
. Il a la forme que l'on attend intuitivement d'un potentiel

e®ectif entre noyaux d'une mol¶ecule diatomique (profondeur ¯nie, attractif µa
longue port¶ee et in¯niment r¶epulsif µa courte port¶ee, voir ¯gure 6.3) et les solu-



Chap. 6, Potentiels simples 5 f¶evrier 2007 11

Energie En ¡ E0 (cm¡ 1)

Niveau n observ¶ee oscillateur Morse

5 13 396,5 14 429,5 13 396,5
4 10 923,1 11 543,6 10 923,6
3 8 347,0 8 657,7 8 347,5
2 5 668,0 5 771,8 5 668,2
1 2 885,9 2 885,9 2 885,7

Tab. 6.1 { Niveaux de vibration de H Cl
Les ¶energies d'excitation observ¶ees exp¶erimentalement, les ¶energies des niveaux d'un
oscillateur harmonique (dont la raideur est ajust¶ee pour obtenir l'¶energie du premier
¶etat excit¶e observ¶e), et les ¶energies des niveaux dans un potentiel de Morse (dont le
coe±cient d'anharmonicit¶e xe est ajust¶e sur le cinquiµeme ¶etat excit¶e observ¶e).

tions de l'¶equation de SchrÄodinger pour un quanton dans le potentiel de Morse
sont connues (exercice5.16). Les ¶energies d'¶etats li¶es sont exactement de la
forme :

En = ! e
¡
n + 1

2

¢
¡ ! exe

¡
n + 1

2

¢2
; (6.2.4)

avecDe = ! e=4xe et ¯ = 2
p

¼¹! exe, oµu ¹ est la masse r¶eduite des deux noyaux.
Pour la mol¶ecule H Br de la ¯gure 6.3 par exemple, le terme anharmonique! exe

vaut 45;21 cm¡ 1. Le tableau 6.1 permet d'appr¶ecier la qualit¶e de l'approxima-
tion harmonique et l'excellente ad¶equation du potentiel de Morse pour rendre
compte des premiers niveaux de vibration de l'acide chlorhydrique.

B Capacit¶e calori¯que des solides, modµele d'Einstein

En d¶epit de sa complexit¶e, la matiµere dans l'¶etat solide est | comme dans
l'¶etat gazeux, et contrairement µa l'¶etat liquide | relativement simple µa mod¶eliser
de maniµere satisfaisante. La caract¶eristique de l'¶etat solide est d'être constitu¶e
d'ions fortement li¶es entre eux | et par lµa-même quasiment immobiles au voisi-
nage de leurs sites individuels | entre lesquels circulent des ¶electrons trµes l¶egers
pratiquement sans lien avec leurs atomes (ou ions) d'origine. L'id¶ee de d¶epart est
alors de consid¶erer que l'¶evolution d'un ion alentour de son site estind¶ependante
du mouvement des autres ions. Autrement dit, on ne considµere que l'e®et moyen
de ces autres ions, se traduisant par un potentiel e®ectif dans lequel ¶evolue, en
restant li¶e µa son site, l'ion qui nous int¶eresse.

Bornons-nous au cas oµu ce potentiel a la sym¶etrie sph¶erique. Un ion du
solide, si son excitation reste dans des limites convenables, ¶evolue donc dans un
potentiel harmonique µa trois dimensions, isotrope. Son hamiltonien,

H =
P2

2m
+

1
2

m! 2R 2

=
3X

j =1

µ
P2

j

2m
+

1
2

m! 2R2
j

¶
; (6.2.5)

est la somme des hamiltoniens de trois oscillateurs µa une dimension, identiques et
ind¶ependants. (R1 et P1, par exemple, commutent avecR2 et P2, voir chapitre 4,
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section 5B, et toute grandeur physiqueA(R1; P1) du premier oscillateur com-
mute avec toute grandeur B (R2; P2) relative au second.) Les ions ¶etant eux-
mêmes, dans notre modµele, ind¶ependants, on peut maintenant traiter un solide
constitu¶e de N ions comme un ensemble de 3N oscillateurs unidimensionnels,
identiques (même massem, même constante ! ), ind¶ependants. Un ¶etat sta-
tionnaire de ce systµeme est un produit tensoriel (chapitre 1, section 9) d'¶etats
stationnaires des oscillateurs ¶el¶ementaires, identi¯¶e donc par leurs nombres d'ex-
citation respectifs n1; n2; : : : ; n3N , et dont l'¶energie vaut

~! (n1 + 1
2 ) + ~! (n2 + 1

2 ) + ¢ ¢ ¢+ ~! (n3N + 1
2 ) :

Tout systµeme en ¶equilibre µa la temp¶eratureT (maintenue par un thermostat,
ou par le systµeme lui-même s'il comporte assez de constituants ¶el¶ementaires
pour jouer convenablement ce rôle) °uctue parmi ses divers ¶etats stationnaires,
adoptant chacun d'eux avec une probabilit¶e donn¶ee par ladistribution statistique
de Boltzmann : la probabilit¶e de l'¶etat stationnaire l , d'¶energie E l , est P(l) /
e¡ ¯E l , avec ¯ := 1 =kT oµu k est la constante de Boltzmann. (C'est l'apparition
d'une seconde ¶energie caract¶eristique,kT , µa côt¶e de~! , qui nous incite µa garder,
dans cette section, des expressions dimensionn¶ees.) Normalis¶ee en bonne et due
forme, cette probabilit¶e s'¶ecrit :

P(l ) =
e¡ ¯E l

Z
; (6.2.6)

oµu apparâ³t la constante de normalisation, alias lafonction de partition du
systµeme µa la temp¶erature ¯x¶ee,

Z :=
X

l

e¡ ¯E l (6.2.7)

oµu la sommation implique, bien entendu,tous les ¶etats stationnaires du systµeme.
Dans ces conditions, l'¶energie du systµeme, en moyennestatistique, est :

E =
X

l

E l P(l )

= ¡
@

@¯
ln Z : (6.2.8)

Ici, la fonction de partition de notre cristal, ¶equivalent µa 3N oscillateurs
ind¶ependants, s'¶ecrit donc :

Z (¯; N ) =
X

n 1 ;n 2 ;:::;n 3N

e¡ ¯ ~! [(n 1 + 1
2 )+( n 2 + 1

2 )+ ¢¢¢+( n 3N + 1
2 ) ] : (6.2.9)

Ainsi, comme pour tout ensemble de sous-systµemes ind¶ependants, la fonction
de partition se factorise,

Z (¯; N ) =
X

n 1

e¡ ¯ ~! (n 1 + 1
2 )

X

n 2

e¡ ¯ ~! (n 2 + 1
2 ) : : :

X

n 3

e¡ ¯ ~! (n 3 + 1
2 )

=
£
z! (¯ )

¤3N
; (6.2.10)
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oµu z! (¯ ) est la fonction de partition d'un oscillateur unique de pulsation ! :

z! (¯ ) =
1X

n=0

e¡ ¯ ~! (n+ 1
2 ) = e¡ ¯ ~!= 2

1X

n =0

¡
e¡ ¯ ~! ¢n

=
e¡ ¯ ~!= 2

1 ¡ e¡ ¯ ~! =
1

2 sinh ¯ ~!
2

=
ē ~!= 2

e¯ ~! ¡ 1
: (6.2.11)

L'¶energie moyenne du solide (6.2.8) s'en d¶eduit :

E (¯; N ) = 3 N
~!
2

coth
¯ ~!

2
: (6.2.12)

Cette fonction d'¶etat | l'¶energie interne de la limite thermodynamique | n'est
pas, en soi, directement observable, mais ses variations, elles, sont mesurables.
En particulier, lorsqu'on ¶elµeve la temp¶erature du thermostat, sans autre action
sur le solide, celui-ci atteint son nouvel ¶etat ¶equilibre, et sa nouvelle ¶energie
moyenne, en absorbant une quantit¶e de chaleur pr¶elev¶ee au thermostat, propor-
tionnelle µa l'¶el¶evation de temp¶erature. Le coe±cient de proportionnalit¶e est la
capacit¶e calori¯que du solide,

C :=
@E
@T

= ¡ k¯ 2 @E
@¯

; (6.2.13)

qui vaut ici :

C = 3 N k

Ã
¯ ~!

2

sinh ¯ ~!
2

! 2

: (6.2.14)

Cette expression a pour limite µa haute temp¶erature (̄ ~! ¿ 1) C = 3 N k, valeur
ind¶ependante de! , donc de la substance. On retrouve ainsi la loi de Dulong
et Petit que la th¶eorie classique su±t µa expliquer. Qu'µa la limite ¯ ~! ¿ 1,
le comportement des capacit¶es calori¯ques, fondamentalement quantique, soit
susceptible d'une explication classique se comprend bien.µA haute temp¶erature,
par le biais de la distribution de Boltzmann, les ¶etats d'¶energie ¶elev¶ee prennent
de plus en plus d'importance dans la d¶etermination des propri¶et¶es statistiques
du systµeme. Or, dans le cas d'un oscillateur quantique µa ¶energie ¶elev¶ee,En À ~! ,
l'¶ecart relatif entre deux niveaux cons¶ecutifs diminue, (En +1 ¡ En )=En » 1=n !
0, ce qui permet de consid¶erer le spectre d'¶energie comme continu et le systµeme
comme classique.

Ce modµele des chaleurs sp¶eci¯ques des solides dû µa Einstein (1907) est d'une
importance historique fondamentale. En 1900, Planck avait ¶etabli la loi qui
porte son nom, donnant la distribution spectrale de l'¶energie lumineuse ¶emise
par un corps chau®¶e (rayonnement du corps noir), en trµes bon accord avec
les r¶esultats exp¶erimentaux de l'¶epoque. Sa \d¶emonstration" ¶etait fond¶ee sur
un am¶enagement ad hoc, pour le moins obscur, de la \m¶ethode statistique"
de Boltzmann ; la quantique y faisait irruption (Planck introduisait des \quanta
d'¶energie") pour la premiµere fois dans l'histoire de la physique, mais d'une fa»con
qui ne pouvait satisfaire ceux qui, comme Einstein, mâ³trisaient parfaitement
la m¶ethode de Boltzmann. En1905, Einstein, par une d¶emarche qu'il quali¯a
lui-même de r¶evolutionnaire, introduisit, de fa»con heuristique, mais sur la base
de raisonnements thermodynamiques statistiques parfaitement fond¶es, des dis-
continuit¶es dans l'¶energie du champ ¶electromagn¶etique, les quanta de lumiµere,
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Fig. 6.6 { La chaleur sp¶eci¯que des solides
Les valeurs de la chaleur sp¶eci¯que molaire, en calories par mole par degr¶e K
(1 calorie ¼ 4;18 Joule) sont repr¶esent¶ees en fonction dekT=~! = 1 =¯ ~! .
| Les ronds repr¶esentent les valeurs exp¶erimentales de la chaleur sp¶eci¯que du dia-
mant.
| En trait interrompu, les valeurs de l'expression th¶eorique (6.2.14).
[Figure extraite de A. Einstein , Annalen der Physik , vol. XXII, 1907, p. 180 ; traduc-
tion : \La th¶eorie du rayonnement de Planck et la th¶eorie des chaleurs sp¶eci¯ques,"
in Albert Einstein, Áuvres choisies , vol. 1, Quanta, Seuil/CNRS \Sources du savoir",
Paris 1989.]

et parvint ainsi µa retrouver la loi de Planck. Restait µa expliquer comment Planck
avait pu obtenir la loi qui porte son nom sur la base d'un raisonnement faux. En
1906, Einstein comprit que Planck avait implicitement suppos¶e que l'¶energie des
oscillateurs, qui dans le modµele consid¶er¶e ¶emettaient le rayonnement du corps
noir, ¶etait quanti¯¶ee ; croyant raisonner sur l'¶energie lumineuse, Planck avait
sans le savoir quanti¯¶e l'¶energie de la matiµere. Se fondant alors sur la loi de
conservation de l'¶energie qui veut que si l'¶energie lumineuse ¶emise est quanti¯¶ee
(comme il l'avait suppos¶e en1905), l'¶energie des oscillateurs qui l'¶emettent doit
l'être ¶egalement, Einstein entreprit de quanti¯er l'¶energie de la matiµere ; ce qui
le conduisit modµele quantique des solides qui vient d'être d¶ecrit, aboutissant µa
la formule (6.2.14) pour la chaleur sp¶eci¯que.

Le remarquable accord (¯gure6.6) entre les valeurs calcul¶ees grâce µa la for-
mule (6.2.14) et les valeurs exp¶erimentales µa basse temp¶erature, rest¶ees jusqu'a-
lors incompr¶ehensibles, acheva de convaincre Einstein (et les plus perspicaces
de ses contemporains) de la f¶econdit¶e de son approche heuristique.

C Capacit¶e calori¯que des solides, modµele de Debye

Il existe cependant un d¶esaccord syst¶ematique entre le modµeloe d'Einstein
et l'exp¶erience aux basses temp¶eratures (que la ¯gure6.6 laisse entrevoir). La
formule d'Einstein (6.2.14) pr¶edit des chaleurs sp¶eci¯ques µa basse temp¶erature,

C » 3N k
³ ~!

kT

´ 2
e¡ ~!=kT ; (6.2.15)

qui croissent insu±samment avec la temp¶erature. On peut perfectionner le
modµele repr¶esentatif du solide en envisageant de maniµere un peu plus r¶ealiste les
interactions mutuelles des ions, voir ¯gure6.7. Toujours pour des petits mouve-
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