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Introduction

L’optique non-linéaire concerne les processus apparaissant lorsqu’un milieu matériel est soumis
a un faisceau lumineux suffisamment intense pour modifier la réponse du milieu au champ électro-
magnétique. A l'inverse de I'optique linéaire, il sera donc impossible de caractériser la réponse du
milieu par des coefficients indépendants de la puissance d’excitation comme l’indice de réfraction
ou le coefficient d’absorption. De nouveaux processus vont intervenir, donnant lieu & une grande
richesse de phénomenes comme par exemple la génération de nouvelles fréquences. Ces processus
sont dans certains cas nuisibles, par exemple lorsqu’ils perturbent la propagation de faisceaux
intenses, mais le plus souvent ils sont exploités pour mettre en oeuvre des expériences ou des
dispositifs originaux, en optique classique comme en optique quantique.

L’optique visible correspond a des longueurs d’onde comprises entre 0.4um (violet) et 0.8um
(rouge), qui sont directement détectables par 1'oeil humain. Cependant, l'optique au sens large
inclut en fait I’ensemble du spectre électromagnétique, de I'infrarouge lointain aux rayons X, et il
en sera de méme du domaine d’application de I'optique non-linéaire. L’un des principaux intéréts
de l'optique non-linéaire est précisément de fournir des mécanismes physiques permettant d’accéder
a ce vaste domaine de longueurs d’onde. C’est particulierement vrai lorsque l'on utilise un laser
femtoseconde, qui permet de disposer aisément d’impulsions de forte puissance rendant les processus
non-linéaires remarquablement efficaces. Pour cette raison, 1’objectif de ce cours est d’aborder
I’optique non-linéaire du régime continu jusqu’au régime femtoseconde.

Les propriétés quantiques du champ électromagnétique ne seront pas abordées ici mais dans
le cours d’optique quantique de Jean-Michel Courty, qui suivra celui-ci. Ce champ se propagera
au sein de milieux matériels supposés homogenes. Il pourra s’agir d’'une vapeur atomique, d’un
matériau solide comme un cristal, ou d’un matériau amorphe comme un verre, éventuellement
dopé. La réponse du milieu au faisceau lumineux sera traitée dans le cadre de ’approximation
semi-classique (champ classique et matiere quantique).

Le cours est divisé en six parties. La premieére partie, intitulée rappels d’optique linéaire,
aborde la propagation d’un faisceau lumineux dans le cadre de l'optique linéaire, c’est a dire
lorsque l'intensité du faisceau peut étre supposée suffisamment faible pour ne pas modifier les
propriétés du matériau traversé. On soulignera ’analogie entre I’étalement d’une impulsion breve
dans un milieu dispersif et la diffraction d’un faisceau lumineux qui sera traitée dans le cadre de
I'approximation paraxiale. On rappellera également quelques notions d’optique dans les milieux
anisotropes. La deuxieme partie, intitulée réponse non-linéaire, introduit un modele semi-classique
de la réponse non-linéaire d’un systéeme a plusieurs niveaux. La troisieme partie aborde plus en
détails la propagation de faisceaux lumineux dans le cas de non-linéarités optiques du deuxieme et

du troisieme ordre. La quatrieme partie couvre le LASER, ce qui comprendra ici la cavité optique,
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le phénomene d’amplification optique, le fonctionnement d’un laser en régime stationnaire, puis
la génération d’impulsions femtosecondes. La cinquieme partie concerne la caractérisation d’un
faisceau laser, dans le domaine spatial comme dans le domaine temporel. Enfin, la sixiéme partie

est une breve introduction aux applications des lasers femtosecondes.

Je tiens a remercier les mombreux collégues avec lesquels j’ai eu la chance d’interagir ces

derniéres années dans le domaine de l’optique non-linéaire, notamment :

o Claude Fabre, dont le cours dispensé jusqu’en 1999 dans cette méme option du DFEA de

physique quantique a largement inspiré certaines parties des chapitres 3 et 4 de ce document,

e Francois Hache, qui assure les travaux dirigés associés a ce cours et qui contribue régulierement

a lindispensable débogage des problemes annuels reportés en appendice,

e mes collegues du Laboratoire d’Optique et Biosciences, en particulier Antigoni Alexandrou,
Laura Antonucci, Emmanuel Beaurepaire, Nadia Belabas, Adeline Bonvalet, Delphine Débarre,
James Fraser, Kevin Lee, Kevin Kubarych, Guillaume Labroille, Jean-Louis Martin, Patrick
Nirnberger, Jennifer Ogilvie et Cathie Ventalon, dont les travaux ont de plus souvent inspiré

certaines parties de ce cours,
o Arnold Migus, qui fut le premier ¢ m’initier a l’optique non-linéaire en régime femtoseconde,

e ainsi qu’Alain Aspect, Michel Brune et Philippe Grangier, pour les discussions fort instruc-
tives que nous avons eu dans le cadre de l’enseignement d’optique quantique a I’Ecole Poly-

technique.

Je remercie également pour leurs nombreuses questions et remarques les éléves auxquels ce cours
a été dispensé ces dernieres années. Je remercie notamment Cédric Roux et Gatien Verley pour
m’avoir signalé des erreurs présentes dans des versions antérieures de ce document. Toute remarque

sur le présent document sera naturellement vivement appréciée.

Une version régulierement mise a jour de ce cours, avec illustrations en couleur, est disponible a

l’adresse ci-dessous :

http://www.enseignement.polytechnique.fr /profs/physique/Manuel.Joffre /onl/


http://www.enseignement.polytechnique.fr/profs/physique/Manuel.Joffre/onl/

Chapitre 1
Rappels d’optique linéaire

La propagation d’un faisceau lumineux dans un milieu matériel fait intervenir deux problémes :

1. D’une part la réponse du milieu a 'onde. Dans le cas d’un matériau diélectrique, les charges
liées du milieu se mettent en mouvement sous l'action du champ électrique oscillant associé
au faisceau lumineux. Il s’agit donc d’un probleme de mécanique, qui doit le plus souvent

étre traité dans le cadre de la mécanique quantique.

2. D’autre part, l'oscillation de ces charges rayonne un champ électromagnétique qui vient
s’ajouter a I’onde incidente. C’est donc un probléme de propagation d’onde électromagnétique,

que l'on doit traiter a ’aide des équations de Maxwell.

Il faut en fait résoudre ces deux problemes simultanément, le champ rayonné induisant lui-méme
une polarisation du milieu diélectrique, qui rayonne un nouveau champ et ainsi de suite. On aboutit
alors a un systeme d’équations couplées.

Le domaine de 'optique linéaire, qui fait I’objet de ce chapitre, correspond au cas ou la réponse
du milieu peut étre considérée comme linéaire, ce qui simplifie considérablement la résolution du

N . . 9e , . 9
probleme. En particulier, on pourra s’intéresser dans un premier temps au cas d’ondes planes

monochromatiques, puis obtenir la solution générale a 1’aide du principe de superposition linéaire.

1.1 Notations

Une onde électromagnétique se propageant dans un milieu matériel est caractérisée par un champ
électrique E, un vecteur déplacement électrique D= eOE +P (ou Pest la polarisation induite dans
le matériau), un champ magnétique H et une induction magnétique B = ,uoﬁ (pour un matériau
non magnétique)[l]. La densité de puissance transportée par 'onde s’exprime a l’aide du vecteur

— —

de Poynting, I=FExH.
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Considérons dans un premier temps une composante cartésienne du champ électrique en un
point donné, grandeur réelle notée E(t). A l'aide d’une transformation de Fourier (voir appen-

dice A), on pourra décomposer ce champ en ondes monochromatiques

E() :/E(w)exp(—iwt)g: (1.1)
E(w) = FUE®D)](w) = / E(t) expliwt)dt (1.2)

E(w) est une grandeur complexe. On introduira son module, ou amplitude spectrale, |E(w)], et la
phase spectrale, p(w) :
E(w) = |E(w)|exp(ip(w)) (1.3)

La Fig. 1.1 représente I’exemple d’un champ oscillant d’enveloppe gaussienne.

20 ; ; ; 0.5
15l 0.45}
0.4} - &(-w)/2  gw)2-
10}
0.351
2 E
g o g o3
8] Q.
[} n
© 0 o 0.25¢
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_10 L
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-20 : : : 0 :
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Figure 1.1: Profil temporel et spectral d’une impulsion gaussienne. La fréquence
centrale est de 375 THz, ce qui correspond a une longueur d’onde de 800 nm. La
largeur a mi-hauteur de l'intensité temporelle est de 10 fs.

Le champ E(t) étant une grandeur réelle, on déduit de ’éq. A.4 la relation E(w)* = E(—w).
Il sera donc suffisant de connaitre le champ pour des valeurs positives de la fréquence, puisque les
valeurs du champ aux fréquences négative pourront se déduire par simple conjugaison complexe.

Ceci nous conduit a introduire le champ complexe

E(w)=20(w)E(w) (1.4)

ou O(w) est la fonction de Heaviside. Le champ complexe ne comporte donc que des composantes

spectrales de fréquences positives.
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Inversement, le champ électrique se déduit du champ complexe par la relation

Ew)=-((w)+E&(—w)) (1.5)

N

Par transformée de Fourier inverse, on en déduit

E(t) = = (E(t) + E(1)) = Re&(t) (1.6)

N | —

ou l'on retrouve la relation habituelle entre champ complexe et champ réel. Le champ complexe
E(t) est encore appelé représentation analytique du champ réel E(t). 1l se déduit du champ réel a

l’aide de la transformation suivante

B Bw) ™ ew) L e) (L.7)
que l’on peut encore exprimer sous la forme
E(t) = 2F [O(w)FHE(1)]w)] (1.8)
soit
() = 2 / e_i“’t;l—:@(w) / B! dt’ (1.9)

Le champ complexe £(t) nous permet d’introduire 'amplitude temporelle |E(¢)| et la phase tem-
porelle ¢(t) :
E(t) = [£(t)] exp(ig(t)) (1.10)

Remarquons que la transformation permettant d’exprimer le champ complexe a partir du champ

réel (eq. 1.7) est liée a la transformée de Hilbert H, définie par
[HE)(w) = —i sgn(w)E(w) (1.11)
ou sgn(w) = 20(w) — 1 est la fonction signe. On a alors

E(t) = E(t) + HE(t) (1.12)

Dans le cas général, le champ électrique E(f’, t) est une grandeur vectorielle dépendant de

I’espace et du temps. On écrira alors

B t) = / B(7,w) exp(—iwt) 5 (1.13)
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Il sera également possible de décomposer le champ électrique en ondes planes en faisant une trans-

formée de Fourier par rapport aux variables spatiales. On obtient ainsi

= = = dw d3k
E(7,t) = /E(k,w) exp(ik.7" — Wt)ﬂ(zﬂ)?)

(1.14)

1.2 Reéponse linéaire

Nous supposons ici que la polarisation induite dépend de fagon linéaire du champ électrique ap-
pliqué. De plus la réponse est supposée locale, ce qui signifie que la polarisation en un point 7
ne dépend que de la valeur du champ en ce méme point . Cependant, la réponse n’est a priori
pas instantanée, ce qui implique que ﬁ(f’, t) dépend de la fonction du temps {E (7,t)}. La réponse
étant lindaire, cela signifie que P(7,t) est une combinaison linéaire des {E(7,t')}, pour toutes les
valeurs de t' :
400
Pi(7,t) = € Ri;(t, t")E;(7,t")at’ (1.15)
—0
olt R;j(t,t') est, par définition, la fonction réponse. Par convention, on sommera sur les indices
répétés lorsqu’ils se réferent a des coordonnées spatiales. Dans 1’équation ci-dessus, la somme

sur l'indice j est donc sous-entendue. L’éq. 1.15 est I'expression la plus générale possible de la

polarisation avec les seules hypotheses de linéarité, de localité et d’homogénéité.

Nous pouvons de plus effectuer 'hypothese d’invariance par translation dans le temps. Cela
signifie que la réponse du matériau a un champ électrique est la méme a un instant donné ou
apres un intervalle de temps 7. En d’autre termes, quel que soit T, si le champ E(F,t) induit la
polarisation 13(77, t), alors le champ E(F,t — T) induira la polarisation ﬁ(f',t —T), i.e. la méme

polarisation mais décalée dans le temps d’un intervalle 7.
Pi(7,t —T) = e / Rij(t, ) E;(7, ¢ — T)dt! (1.16)

soit

Pt —T) = e / Rij(t. ' + T)E; (7, t')dt’ (1.17)

On peut naturellement remplacer ¢ par ¢t + 7" dans 1’éq. 1.17, ce qui donne
PAF.t) = o / Rij(t + Tt + T)E;(7,¢')dt’ (1.18)

Les équations 1.15 et 1.18 étant vérifiées quelle que soit la fonction du temps E;(7,t'), on en déduit
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immédiatement la relation R;;(t,t") = R;;(t+1T,t' +T'). Enfin, en choisissant 7' = —t', on en déduit

Rij(t,t") = Ri;(t —t',0) = Ry;(t — ')

La fonction réponse ne dépend donc que de intervalle de temps entre 'excitation (¢') et la
mesure (t). La polarisation s’exprime alors comme un produit de convolution entre la fonction

réponse et le champ électrique :

Pi7.t) = e / Rij(t — ) E;(¢)dt' = eoRyj(t) ® E; (1) (1.19)

Nous terminons en invoquant le principe de causalité : celui-ci implique que la polarisation a un
instant ¢ ne peut dépendre que du champ électrique aux instants précédents. La fonction réponse

R;;(t) est donc strictement nulle quand son argument est négatif. L’éq. 1.19 devient donc

+oo
Pi(7,t) = e Rij(T)E;(t — 1)dr (1.20)
0

L’expression de la polarisation faisant intervenir un produit de convolution (eq. 1.19), il est
naturel de passer dans l'espace des fréquences. Introduisons la grandeur x;;(w), transformée de

Fourier de la fonction réponse R;;(7) :

i dw
Rij() Z/Xz'j(w)e Mo (1.21)
D’apres I'éq. A.9, I’éq. 1.19 devient
Pi(r,w) = eoxij(w) Ej (7, w) (1.22)

Par définition, x;;j(w) est appelé susceptibilité linéaire du matériau. On démontre qu’il s’agit 1a
d’un tenseur symétrique. Remarquons enfin que la fonction réponse R;;(t) étant nécessairement une
grandeur réelle (puisque la polarisation induite est elle-méme réelle), on peut a l'aide de I'éq. A4

en déduire la relation

Xij (—w) = X35 (w) (1.23)
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1.3 Equation de propagation

Rappelons I'expression des équations de Maxwell pour un champ électromagnétique régnant au

sein d’un milieu matériel :

VD = 0 (1.24)
- OB

E = - — 1.2
V x 5 (1.25)

VB = 0 (1.26)
Lo oD

H = == 1.2
V x 5 (1.27)

En prenant le rotationnel de 1’éq. 1.25 on obtient, a I’aide de 1’éq. 1.27, I’équation de propagation
des ondes électromagnétiques :

- oo 1 O%E &P
Cette équation aux dérivées partielles s’exprime simplement si l'on effectue une transformée de

Fourier par rapport aux variables spatiales et temporelle :

— KPE(F,w) + k. (FE(F,w) + 25 Bk, ) = —pow? P(F,w) (1.29)
Si P'on exprime dans 1’équation ci-dessus la polarisation a partir du champ électrique a ’aide de

I’éq. 2.34, on obtient :
2 w?
—k 61']‘ + ]Clki] + 67 (51] + Xij(w)) Ej(k:,w) =0 (130)

Une propriété remarquable de ’équation ci-dessus est le découplage total entre les différentes
fréquences constituant le champ électrique, qui est une conséquence directe des hypotheses de
linéarité et d’invariance par translation dans le temps. Le probleme s’en trouvera grandement
simplifié puisqu’il sera possible de ne considérer qu’une seule composante spectrale Ej(E,w). On
pourra toujours obtenir la solution générale en appliquant le principe de superposition linéaire a la
somme des différentes composantes spectrales du champ. En conclusion, si I'on injecte un faisceau
de longueur d’onde donnée, on ne pourra collecter en optique linéaire qu’un faisceau de méme
longueur d’onde.

Ce dernier résultat peut paraitre surprenant lorsqu’on le confronte & des processus comme la fluorescence ou 'effet Raman,
pour lesquels il est bien connu qu’une nouvelle longueur d’onde est émise malgré une relation parfaitement linéaire entre les

puissances émise et incidente. La raison de cette contradiction apparente provient du fait que 'on a considéré ici une relation
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parfaitement déterministe entre le champ incident et la polarisation induite (eq. 1.15). Ce n’est pas le cas de la fluorescence
ou de I’émission Raman spontanée qui sont associées & des champs incohérents, nuls en valeur moyenne. Il faut donc garder
a l'esprit que ce cours se limite aux processus cohérents. En outre, des effets spontanés comme la fluorescence et 1’émission
Raman doivent en toute rigueur étre traités dans le cadre de 'optique quantique et non de I'approximation semi-classique qui

sera utilisée dans ce cours.

Les milieux anisotropes faisant ’objet de la section 1.6, nous considérons pour l'instant le cas
plus simple des milieux isotropes. Le tenseur susceptibilité est alors diagonal (x;;(w) = x(w)d;;) et
I’éq. 1.24 devient

(1+ x(w)k: Ei(k,w) = 0

d’ou 'on déduit que le champ électrique est obligatoirement transverse : k.E (E, w) = 0 ou encore

VE(F,w) = 0. L’éq. 1.30 peut alors s’écrire
(= + k(w)?) Bs(k,w) = (1.31)

ou la grandeur k(w) est définie par la relation

w2
Bw)? = 2 (14 x(@)) (132)

Cette équation n’admet de solution non triviale que lorsque le vecteur d’onde obéit a la relation
Ik]|2 = k(w). Remarquons que l’équation de propagation peut également s'écrire dans I'espace
direct

(A + k(w)?) Bi(F,w) = 0 (1.33)

et prend donc la méme forme que I’équation de propagation dans le vide a condition de remplacer

le vecteur d’onde dans le vide w/c par sa valeur dans le milieu k(w) donnée par 1’éq. 1.32.

La solution générale des équations de Maxwell est finalement donnée par 1’éq. 1.14, la fonction
E(K,w) ne prenant de valeur non nulle que lorsque k = k(w), avec naturellement la condition
de champ transverse, soit EE(E,w) Nous allons maintenant discuter plus en détail deux cas
particuliers de cette solution générale : le domaine purement temporel (section 1.4), correspondant
a une onde plane superposition d’une distribution de composantes spectrales, puis le domaine
purement spatial, correspondant & un faisceau lumineux monochromatique mais dont le profil
spatial résulte de la superposition d’ondes planes, a la maniere d’un paquet d’ondes en mécanique
quantique. Ces deux situations physiques particulieres correspondent aux cas ou la fonction El (lg, w)
est une distribution de Dirac respectivement dans l’espace des vecteurs d’ondes et dans l'espace

des fréquences.
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1.4 Propagation linéaire d’une impulsion breve

Nous considérons dans cette section le cas d’une onde plane se propageant selon l'axe z dans le
sens des z positif. Le champ électrique ne dépendra donc que des variables z et t. Il sera en outre
supposé polarisé linéairement et pourra donc étre caractérisé par la grandeur scalaire F(z,t). 1l
s’agira par exemple d’une impulsion courte comme celle représentée Fig. 1.1, I’'objet de cette section

étant de déterminer comment le profil temporel de 'impulsion se déforme en fonction de z.

La solution de I'éq. 1.33 se propageant dans le sens des z positif s’écrit alors, en utilisant la
notation complexe :

E(z,w) = E(0,w) exp(ik(w)z) (1.34)

En général la susceptibilité y(w) est une grandeur complexe et il en va donc de méme du vecteur

d’onde que l'on écrira k(w) = k' (w) + ik”(w). Le champ électrique s’écrit alors
E(z,w) = £(0,w) exp(ir’ (w)z) exp(—k" (w)z) (1.35)

L’intensité spectrale |£(z,w)|? a donc une variation en exp(—a(w)z) ot a(w) est le coefficient
d’absorption défini par
a(w) = 25" (w) = 2Imk(w) (1.36)

Par ailleurs, dans le cas ou la susceptibilité y(w) est tres inférieure a 1, on peut écrire

Bw) =2 (14 x(w) 2 = 2 (1 + ;X(w)> (1.37)

ce qui nous permet d’exprimer le coefficient d’absorption a partir de la susceptibilité
w
a(w) = —Imy(w) (1.38)
c
De méme, I'indice de réfraction s’écrit

n(w) ~ <1 + ;Rex(w)> (1.39)

Considérons maintenant le cas d’une impulsion lumineuse se propageant dans un milieu transparent
(a(w) = 0) mais dispersif, ce qui signifie que 'indice de réfraction dépend de la fréquence (voir
Fig. 1.2). Les propriétés de 'impulsion seront définies a I’aide de valeurs moyennes, comme introduit
a la section A.4, en utilisant des distributions de probabilités normalisées proportionnelles aux
intensités spectrale (|€(z,w)|?) et temporelle (|€(z,t)|?). En I'absence d’absorption, k(w) est une

grandeur réelle et 1’éq. 1.34 indique que l'intensité spectrale de dépend pas de z. Les grandeurs
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dépendant de la fréquence, comme la fréquence centrale (w) = wp et la largeur spectrale Aw =

((w — wp)?) seront donc indépendante de z. Considérons la phase spectrale du champ électrique

o(z,w) = p(0,w) + k(w)z.

(1.40)

Comme démontré a la section A.4, cette phase spectrale gouverne les valeurs moyennes des grandeurs

dépendant du temps. Ainsi, d’apres les éq. A.28 et A.29, I'instant moyen d’arrivée de I'impulsion

s’écrit (t) = (14(z,w)) ou T4(2,w) est le retard de groupe défini par

_ 0p(z,w) dk
T4(z,w) = = 74(0,w) + @z

On en déduit la relation

(0, = (Do + ()2

ol I'on retrouve 'expression habituelle de la vitesse de groupe 1/v, = dk/dw.

‘ n(w)

Spectre de
a(w) I |mpuIS|on

Zone de
transparence

Figure 1.2: Tout milieu matériel comporte des pics d’absorption dans linfrarouge
et dans lultraviolet, résultant respectivement de transitions wvibrationnelles et
électroniques. En conséquence, l'indice de réfraction croit avec la fréquence dans la
zone de transparence (dispersion normale). Il en résulte une variation non linéaire de
k(w) avec la fréquence. En pratique, la dérivée seconde de k(w) est positive dans le
visible en raison de la proximité des résonances ultraviolettes (dispersion positive).

(1.41)

(1.42)

Si 'on excepte le cas d’une propagation dans le vide, la grandeur k'(w) = dk/dw ('inverse de

la vitesse de groupe) dépendra de la fréquence, phénomene connu sous le nom de dispersion de

vitesse de groupe. Ceci produira un étalement de I'impulsion que 'on peut évaluer en déterminant

la variance du retard de groupe,

A1y(2)” = ((19(2,w) = (19(2,w)))?) = ((19(0,w) = (14(0,w)) + (' (@) = (K (@))) 2)*)

(1.43)
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La variance du retard de groupe est donc un polynome du second ordre en z, le coefficient de 22
étant simplement Ak'2. D’apres 1'éq. A.31, la variance At(z)? = Atazo + ATQQ est donc également
un polynome du second ordre en z. En choisissant bien l'origne de ’axe des z, on peut supposer
que le sommet de cette parabole est atteint en z = 0, ce qui nous permet finalement d’écrire I’écart

quadratique moyen de 'impulsion :

At(z) = \JAH(0)? + Ak222. (1.44)

On trouve donc une variation hyperbolique de la durée de l'impulsion lors de la propagation.
L’étalement d’'une impulsion bréve est un phénomene parfaitement analogue a I'étalement d’un

paquet d’onde en mécanique quantique, ou a la diffraction d’un faisceau lumineux (voir Fig. 1.3).

Dans certains cas, on peut se contenter d’effectuer un développement limité au second ordre du
vecteur d’onde k(w). Cette approximation sera valable si la largeur spectrale de 'impulsion reste
modérée. En développant le vecteur d’onde autour de la fréquence centrale wg de I'impulsion, on
obtient

1
k(w) = ko + (w — wo)k( + §(w — wo)?ky (1.45)

ou k{, est I'inverse de la vitesse de groupe a la fréquence centrale de 'impulsion et k{ caractérise la

dispersion de vitesse de groupe. On en déduit

K (w) =k + (w — wo)k{ (1.46)
La variance de k'(w) s’écrit alors
AK? = (K (w) = kp)*) = ((w — wo)?kg? = Aw’kf? (1.47)

La durée de 'impulsion s’écrit alors

At(z) = \JAH0)? + K2 Aw?z2, (1.48)

Afin de mieux comprendre I’origine physique de I’étalement de 'impulsion, considérons la limite
asymptotique de At(z) lorsque z tend vers +0o. On voit que dans ce cas, At(z) ~ kjAwz = Ak z.
Or, AE' est par définition la variation de 1/v, sur la largeur spectrale de 'impulsion. On peut donc
en déduire que At(z) ~ A(z/vg). La durée de I'impulsion lorsque z — +oo correspond donc simple-
ment a la variation du retard de groupe sur la largeur spectrale de 'impulsion. C’est le phénomene
de dispersion de vitesse de groupe : les différentes composantes spectrales de I'impulsion ne se

propagent pas a la méme vitesse dans le matériau. Les composantes de plus petite fréquence allant
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ADtO Dt(2)

i A -

Figure 1.3: Représentation de la du ne impulsion bréve au cours de sa propaga-
tion, montrant une variation hyperbolique, en parfaite analogie avec le diamétre d’un
faisceau lumineuz. La dispersion joue un réle analogue a la diffraction.

>

z
>

plus vite que celles de plus grande fréquence, elles se retrouvent sur le front avant de 'impulsion.
On dit que 'impulsion étalée présente un glissement de fréquence, ou chirp, mot anglais signifiant

gazouillis pour exprimer le fait que la fréquence varie avec le temps.

1.5 Approximation paraxiale

On considere dans cette section la propagation d’un faisceau monochromatique de fréquence w dans
un milieu homogene et isotrope. La fréquence w sera sous-entendue et le vecteur d’onde k(w) sera
simplement noté k. Dans le cas d’'un champ non monochromatique, on pourrait toujours retrouver

la solution générale de I’équation de propagation par superposition linéaire (eq. 1.13).

1.5.1 Equation de propagation dans le cadre de ’approximation paraxiale

En pratique, on n’a jamais une onde plane mais un faisceau lumineux d’extension transverse finie.
IL’onde plane est I’équivalent de l'onde de de Broglie en mécanique quantique, qui n’a pas de
réalité physique, tandis qu'un véritable faisceau lumineux est I’équivalent d’un paquet d’ondes.
Néanmoins, un faisceau lumineux est souvent assez proche d’une onde plane, et il sera donc
intéressant d’écrire le champ électrique associé au faisceau sous la forme du produit d’une en-

veloppe u(z,y, z) et d'une porteuse exp(ikz).
E(x,y,z) = Aulx,y, z) exp(ikz) (1.49)
La constante A est choisie de sorte que la fonction u(z,y,0) soit normalisée

/|u(a:,y, 0)[>dady = 1 (1.50)
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L’équation de propagation (eq. 1.33) s’écrit alors
A (u(z,y, 2) exp(ikz)) + k*u(z,y, 2) exp(ikz) = 0 (1.51)

soit

Pu | Pu | Pu
ox?  0y? 022 0z

ou
+ s s+ 2k — KPu+ k2u> exp(ikz) =0 (1.52)
L’approximation paraxiale consiste a supposer que I’enveloppe u(z,y, z) varie selon z lentement &
I’échelle de la longueur d’onde. Cela nous permet de négliger la dérivée seconde de I’enveloppe dans
I’équation ci-dessus (9%u/0z% < kdu/dz). On obtient alors 'équation
ou  0*u  0%u
2k—+ —+—-=—5=0 1.53
0z + Ox2 + Oy? (1.53)
Cette équation est en tout point analogue & I’équation de Schrédinger d'un état [(t)) évoluant

dans £2(R?) dans le cas d’un potentiel nul:

e 4+ — | == + =&

ot 2m \ 022  Oy? (1.54)

Loy K2 <a2¢ a?¢> .

La variable z dans I’équation paraxiale est ’équivalent du temps ¢ dans ’équation de Schroédinger.
De méme que I’évolution libre d’un paquet d’ondes donne lieu & un étalement en mécanique quan-

tique, le profil transverse du faisceau lumineux va s’étaler lorsque z augmente.

Remarquons que I’éq. 1.53 s’écrit simplement dans I'espace des vecteurs d’ondes transverses

oulky, ky, 2
2zk(8zy) — (K2 + k2) ke, ky, 2) = 0 (1.55)
soit ,
k2 +k
u(kz, ky, 2) = u(ks, ky,0) exp (—ia;2ky2> (1.56)

1.5.2 Diffractions de Fresnel et de Fraunhofer

L’éq. 1.56 montre que la propagation d’un faisceau lumineux se raméne a un simple produit

dans l'espace de Fourier, et donc a un produit de convolution dans ’espace direct. A T’aide de
. , . . k2 4k2 L.
I’éq. A.20, on peut montrer que la transformée de Fourier de la fonction exp (z “22 yz) s’écrit

(—ik/272) exp(ik(z? + y?)/(22)). La transformée de Fourier de 1’éq. 1.56 s’écrit donc

u(z,y,2) —ik exp <Zk(332 + y2)> ® u(x,y,0) (1.57)

- 2Tz 2z
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soit

u(z,y, z) =% //exp ( (z—2 )2+ (y — y')2)> w(z',y',0)dz'dy (1.58)

ce qui n’est rien d’autre que I’expression du principe de Huygens-Fresnel dans le cadre de I’approximation

de Fresnel, dont on montre donc ici qu’elle est équivalente & I’approximation paraxiale.

L’approximation dite de Fraunhofer consiste a supposer que z est suffisamment grand pour que
les termes quadratiques en kz'2/z et ky?/z puissent étre négligés dans I’équation ci-dessus. On

obtient alors

_ k
u(z,y,z) ~ Tze p(Z z? + )//eXp (— (z2’ +yy )) u(z',y',0)da’dy’ (1.59)

On reconnait ici Pexpression de la transformée de Fourier de la fonction u(z’,y’,0) :

u(z,y, z) = ;—Ziexp <;IZ($ +y )) u(ky = kx/z,ky = ky/z,0) (1.60)

En prenant le carré du module de cette expression, on en déduit que I'image de diffraction & l’infini

représente la densité d’énergie dans I'espace de Fourier |u(ky, ky,0)|?.

Il est possible d’obtenir cette image de maniére exacte & distance finie a l'aide d’un élément
optique convergent comme une lentille, un miroir concave (sphérique ou parabolique). L’effet d'un

tel élément convergent est d’introduire une phase spatiale

k

O(z,y) = T

(@ +y?) (1.61)

ou f est la distance focale. Ce développement quadratique n’est qu’une approximation pour une
lentille ou un miroir sphérique, mais est exact pour un miroir parabolique qui sera en conséquence
dénué d’aberrations de sphéricité. Appelons up(x,y) le champ juste avant la lentille. Le champ
juste apres la lentille s’écrit donc wug(z,y)exp(i®(x,y)). Enfin, le champ ui(x,y) au foyer de la

lentille s’obtient & l'aide de 1’éq. 1.58 en prenant z = f, soit
—1 ik .
o[ e (G5 =2+ =9 wle' ) expliot D'ty (1.62)

On voit que les termes en z'? et 32, que nous avions négligés dans le cadre de I'approximation de

Fraunhofer, s’annulent ici exactement. On obtient donc

—1

ui(z,y) = — exp <2];(ZL‘ +y )) uo(ky = ka/f ky = ky/ f) (1.63)

L’image obtenue au foyer d’une lentille correspond donc a la transformée de Fourier du champ en



22 CHAPITRE 1. RAPPELS D’OPTIQUE LINEAIRE

amont de la lentille, propriété au coeur de 'optique de Fourier.

1.5.3 Evolution des valeurs moyennes

A T’aide de la solution générale de I’équation de propagation (eq. 1.56), il est possible de déterminer
I’évolution en fonction de z de la position centrale du faisceau et de sa largeur en utilisant comme
plus haut les résultats de la section A.4. Ces quantités peuvent étre définies en considérant que
‘2

|u(z,y, z)|* est une densité de probabilité normalisée, de méme que sa transformée de Fourier par

rapport a ses coordonnées transverses, [u(kz, ky,2)|?. On peut ainsi écrire :

@ = [ alule,y,2)dedy
@) = [alula.y.2)Pdody

dk, dk
(k)s = /kz\u(kz,ky,z)Piiy

1.64
27727T’ec (1.64)

Remarquons tout d’abord que d’aprés I'éq. 1.56, |u(ky,ky,2)|> = |u(ky, ky,0)? et est donc
indépendant de z. On peut en déduire que (k;) et (k2) sont constants. En choisissant correctement
I'axe z, on peut évidemment supposer que (k) = (ky) = 0, ce qui signifie que le faisceau se propage

selon l'axe z.
Appelons ¢(k,, ky, z) la phase de la grandeur u(k,, ky,2). On a d’apres 1'éq. 1.56 la relation

2 2
K2+ k2

QO(kx, ky7z) = @(klwkyao) - 2](3

z (1.65)

D’apres I'éq. A.28, la position centrale du faisceau selon x s’écrit

@b=—<&dggwa> (1.66)

ou l'on a introduit un signe négatif en raison des conventions de signe différentes entre une trans-

formée de Fourier par rapport au temps et par rapport a l'espace. Or

dp Oy K
akx - ka (kxakyao) - ]{ z (167)
On en déduit
<‘T>z = <‘T>z:0 + Z<kft/k> = <$>Z=0 (168)

En choisissant correctement ’origine de I’axe des z, on peut donc en déduire que (x), = 0. De
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méme, on a d’apres 1’éq. A.30

6, = ema+ { (22)) (1.69)

Il s’agit d’un polynome du second degré en z, dont le coefficient de 22 est simplement (k,/ k>2
d’apres I'éq. 1.67. En choisissant l'origine de 'axe des z de sorte que 'extremum de la parabole

soit en z = 0, on annule le coeflicient en z du polynome du second degré. On en déduit donc

]-6‘2
<x2>z = <$2>z:0 + <k‘§>22 (1.70)
On peut donc en déduire la variance du faisceau Az(2)? = (22), — ((z)2) = (2?), et l'écart
quadratique moyen caractérisant la largeur du faisceau
A Az(0)2 + BF2 2
x(z) = z(0)? + 2 2 (1.71)
De méme selon 'axe y
Ak2
Ay(z) = \/Ay(0)2 + k—fz2 (1.72)

La Fig. 1.4 représente la variation de Axz(z) en fonction de z. On retrouve une hyperbole,

comme dans le cas de la dispersion d’une impulsion breve.

Dx(2)

Figure 1.4: Propagation d’un faisceau lumineuz
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1.5.4 Propagation d’un faisceau gaussien

Considérons un faisceau dont le profil est gaussien en z =0 :
21 a? 4 y?
u(@,y,0) = ug(z,y) = |/ ——exp (— 7 (1.73)
™ Wo wy

On montre que les écarts quadratiques moyens en z = 0 s’écrivent alors Azg = Ayg = wo/2.

D’apres 'éq. A.19, on a dans 'espace de Fourier la relation

k2 4 k2)w?
u(kz, ky,0) = V27w exp <—(“T4y)0 (1.74)
d’ou, a 'aide de 1’éq. 1.56
k2 + k2)w} k2 4k
u(ky, ky,2) = V2mwgexp —M exp | —i——22
4 2k
k2 + k2
= V2rwyexp <—i $2k‘ ycj(z)) (1.75)

ou 'on a posé ¢(z) = z — ikw% /2. 1l s’agit donc d’une fonction gaussienne, dont on déduit aisément

la transformée de Fourier & ’aide de 1’éq. A.19

2 k’u}o X 1'2 + y2
=4/= k 1.76
U($, Y, Z) T 2'Lq~(Z) €xXp (Z 2@(2) ( )
On écrit habituellement
1 1 2
= +1 (1.77)

ou

2\ 2

w(z) = wo 1+(> (1.78)

ZR

52

R(z) = z+7R (1.79)

 kuw}  mwd
T e (1.80)
P(z) = arctan — (1.81)

ZR

L’éq. 1.76 devient alors

exp(—iY(z z? 2 22 2
u(z,y,2) = \/z p(w(g()) exp (—w(—z)g) exp (zkﬂ%j) (1.82)
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ou encore

u(z,y,z) = w2 o <x 2> ol (yﬁ) exp <z’k$2 +zy2> exp(—itho(z)) (1.83)

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Z [um]

Figure 1.5: Coupe longitudinale d’un faisceau gaussien. Les paramétres du faisceau
sont A = 0.8 um, wyg =1 pm.

1.5.5 Faisceaux gaussiens d’ordre multiple

En observant la forme d’un faisceau gaussien comme vu plus haut, par exemple ’éq. 1.83, on peut
se demander comment se propage un faisceau obtenu en faisant le produit de deux fonctions de

Hermite d’ordre supérieur.

wo wWo wo

ou ®,, est la fonction de Hermite d’ordre n, solution de I’hamiltonien de 'oscillateur harmonique
LE L) a0 = (n+ Diaue) (1.85)
2dE2 2 L 2/ " '

Les calculs sont plus ardus, mais on montre en suivant la démarche de la section précédente que

= 2 22 M exp | ¢ 2 4y exp(—1 z
u(z,y,2z) = o) d, (w(z)) D, <w(z)> ) ( k SR(2) ) p(—itnm(z)) (1.86)

ou w(z) et R(z) obéissent aux mémes relations que pour le faisceau gaussien fondamental, et

B (2) = (n+m + D)oo (2) = (n +m + 1)arctani (1.87)



26 CHAPITRE 1. RAPPELS D’OPTIQUE LINEAIRE

TEM 00 TEM 01 TEM 02 TEM 03
- -
. — - =
- -
TEM 10 TEM 11 TEM 12 TEM 13
- .
" 1 ss =
s . -
TEM 20 TEM 21 TEM 22 TEM 23
ke e
" .. .= ==
ke M1 e e

Figure 1.6: Profils transverses de faisceaur gaussiens d’ordre multiple.

1.5.6 Propagation d’un faisceau de forme arbitraire

La propagation d’un faisceau lumineux de forme arbitraire peut naturellement étre calculée numéri-
quement par une résolution directe de I’équation de propagation paraxiale (éq. 1.53), qui est une
équation différentielle du premier ordre par rapport & z. Ainsi, si le champ ug(z,y) = u(z,y,0)
est connu en z = 0, on peut en déduire le champ en tout point de I’espace. La seule condition est
que l'enveloppe ug(z,y) varie suffisamment lentement & ’échelle de la longueur d’onde pour que
I’approximation paraxiale soit valide.

Il existe cependant une méthode plus efficace consistant a décomposer la fonction initiale sur
une base de fonctions dont la propagation est connue. Il peut s’agir par exemple des ondes planes

ou des faisceaux gaussiens.

Décomposition en ondes planes

La résolution de I’équation de propagation étant immédiate dans I’espace de Fourier, une méthode
efficace pour calculer le champ en tout point de ’espace consiste simplement a effectuer une trans-
formée de Fourier de ug(z,y) pour calculer ug(ks, ky), puis a utiliser I’éq. 1.56 pour déterminer le

champ pour la valeur souhaitée de z selon la relation

k2 + k2
U(kz,ky,Z) = uO(kil?aky) eXp <_Z x2k yz>
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puis enfin a en déduire u(z,y, z) a I'aide d’une transformée de Fourier inverse. En raison de la tres
grande efficacité des algorithmes de transformée de Fourier rapide, cette méthode permet donc de
calculer tres simplement le champ en tout point de ’espace. D’apres la section 1.5.2, cette méthode
est naturellement équivalente au calcul de I'intégrale intervenant dans ’approximation de Fresnel.
Elle illustre simplement le fait que la méthode numérique la plus efficace pour calculer un produit
de convolution est d’effectuer une transformée de Fourier, un produit, puis une transformée de

Fourier inverse.

Décomposition en fonctions de Hermite

On peut également calculer u(z,y, z) en exploitant le fait que les fonctions wuy, m(z,y) (eq. 1.84)
forment une base de I’espace £2(R?), exactement comme en mécanique quantique pour les fonctions

propres du hamiltonien d’un oscillateur harmonique a deux dimensions. On pourra donc écrire

avec
Cors = [ [ tine,v)uo(a ) dady (1.8

L’équation de propagation étant une équation linéaire, on pourra alors en déduire la solution

cherchée par superposition linéaire des solutions connues :
U(ZL‘,y, Z) = chmunm(l'ayaz) (190)
nm

ou les fonctions upm, (2, y, 2) sont données par 1’éq. 1.86. Cette démarche est similaire & la méthode
utilisée en mécanique quantique consistant a écrire la solution générale de I’équation de Schrédinger
dépendant du temps comme une superposition linéaire d’états stationnaires. En pratique, il suffira
de prendre un nombre fini de fonctions de base dans les sommes ci-dessus pour que I’éq. 1.88, et

donc I’éq. 1.90, constituent une bonne approximation des fonctions exactes.

1.6 Optique dans les milieux anisotropes

Revenons au cas général de la propagation d’une onde dans un milieu anisotrope. On peut simplifier
encore le systeme de trois équations couplées 1.30 en remarquant que x;; est un tenseur symétrique
donc diagonalisable. Sil’on suppose que les axes z, y et z sont choisis de sorte que x;; soit diagonal,
on peut écrire

8ij + xij(w) = nf(w)dy; (1.91)
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ou n;(w) est par définition 'indice de réfraction du matériau selon I’axe propre i. L’éq. 1.30 devient

alors
2

—K? 4 ny(w)? 2

2 (52']' + kz‘kj Ej =0 (1.92)

Il s’agit d’un systeme linéaire homogene de trois équations a trois inconnues qui n’admet de
solution non triviale que si son déterminant est nul. Cette condition, connue sous le nom d’équation

de Fresnel, s’écrit

Zi =0 (1.93)

11
i n? n?
ou § = k/k est un vecteur unitaire orienté selon le vecteur d’onde k et n est 'indice de réfraction

effectivement vu par l'onde, défini par k = nw/c.

Pour démontrer ’éq. 1.93, écrivons tout d’abord 1’éq. 1.92 & ’aide des notations introduites ci-dessus

(nf - nz) E; +n%s; Z s;E; =0 (1.94)
J
On en déduit
55
1=2F

En multipliant par s; puis en sommant sur i, on obtient

IETEDY 5t > 5By (1.96)
i i J

2
1_&
)

soit,

1
Zsf ——1] =0 (1.97)

d’ou 'on peut déduire aisément 1’éq. 1.93.

Si I'on multiplie 1'éq. 1.93 par le produit (1/n2 — 1/n2)(1/n§ — 1/n?)(1/n? — 1/n?), on voit
que l'expression obtenue est une équation du second degré en 1/n?, qui admet deux solutions.
Lorsque le vecteur unitaire § décrit la sphere unité, ces deux solutions décrivent deux surface, dont

I’ensemble est appelé surface des indices.

Dans le cas d’un matériau doté d’un axe de symétrie z d’ordre supérieur a 2, on peut montrer
que les indices de réfraction selon les axes propres, n, et n,, sont nécessairement égaux. Il existe
donc deux indices de réfraction pour les axes propres du milieu : I'indice ordinaire n, = n; = ny et
I'indice extraordinaire n. = n,. On parle de matériau uniaze et ’axe z est alors appelé axe optique

du matériau.

Dans ce cas, on démontre que la surface des indices, dont une coupe est représentée Fig. 1.7,

est constituée d’une spheére d’indice n, et d’un ellipsoide de révolution d’indice n.(#). 6 est 1’angle
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Figure 1.7: Représentation de la surface des indices pour un matériau uniaze

entre I’axe optique et le vecteur d’onde et n.(f) est donné par la relation

I cos26  sin%6

ng(®)  n3 ng

(1.98)

Pour démontrer ’éq. 1.98, on part de ’éq. 1.93, qui peut s’écrire dans le cas d’un matériau uniaxe de la fagon suivante

(n? = n2) ((s2 + 2)n2(n® —n2) + s2n2(n* = n2)) = 0 (1.99)

Cette équation admet deux solutions : d’une part une sphére n = n,, d’autre part un ellipsoide de révolution. En écrivant

52 = cos? 0 et s2 4+ s2 = sin? 6, on obtient
z T Yy )

n2(n? —n2)sin? 0 + n2(n? —n2)cos? 9 =0 (1.100)

d’ol 'on déduit I’éq. 1.98.

/P ax\
> optique

. “é“e
de e\/\“ao‘d‘
> of onde
r ordinaire @

matériau uniaxe

Figure 1.8: lllustration du phénomeéne de double réfraction
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Pour une valeur donnée de 0, il existe donc deux ondes de caractéristiques différentes se
propageant dans un matériau anisotrope, phénomeéne dénommé biréfringence. La premiere onde
voit I'indice de réfraction n, - elle est donc appelée onde ordinaire, tandis que la seconde voit 'indice
de réfraction n.(0) et est appelée onde extraordinaire. Dans le cas de I'onde ordinaire, E et D sont
polarisés perpendiculairement au plan {E, z}. A Dinverse, dans le cas de 'onde extraordinaire, E
et D sont dans ce plan. De plus, il ne sont alors pas exactement colinéaires mais forment un petit

angle p appelé angle de double réfraction (walkoff en anglais) dont la valeur est déterminée par la

%) sin(26) (;2 - n12>

e

relation
2
ng(

tanp =

Dans ce cas, on a donc VE # 0. De plus, de méme que D et E forment un angle p, le vecteur
d’onde k (perpendiculaire a 5) et le vecteur de Poynting I (perpendiculaire a E) forment eux-aussi

un angle p : le faisceau lumineux ne se propagera pas perpendiculairement aux plans d’ondes.



Chapitre 2

Modele semi-classique de la réponse

non-linéaire

2.1 Développement non-linéaire de la polarisation induite

Dans le cas ou le champ électrique appliqué E est tres inférieur au champ électrique caractéristique
du systeme E,; (par exemple le champ liant I’électron au noyau atomique), il est 1légitime d’effectuer

un développement de la polarisation induite :

P=c (ai+ﬁ(§at)2+v(§at>3+m> (2.1)

Plus exactement, afin de tenir compte de la réponse non instantanée du systeme, on écrira

—

P(7,t) = PO(7 1) + PO (7 t) + PO(F 1) + .. (2.2)

—

ot P (7, t) est une fonction multilinéaire d’ordre n par rapport au champ électrique :
P (7 t) = eo/dt1 /dt T o (tit1y s t) By (7 1) B, (7 ) (2.3)

En appliquant I'invariance par translation dans le temps de facon similaire & ce que nous avons fait

a la section 1.2, on peut en déduire

Zn) (7)t) —eo/dn /dTn dir iy (TLy oy Tn) By (T8 — 1) By (T8 — 7)) (2.4)

(n)

ou, d’apres le principe de causalité, la fonction réponse R“1 in (71, ..., Tn) n’est non-nulle que si tous

ses arguments sont positifs. En exprimant les champs électriques a ’aide de leurs transformées de

31
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Fourier, on peut écrire

d d n
PZ- (7, 1) —60/d7’1 /dTn/ “1 - RZ(ZI) i, (T s Tn) exp(i(wiTs + oo + wWnTy))

E;, (T, wl)...Ein (7 wp) exp (—i(w) +wa + ... +wy)t)  (2.5)

(n)

Soit Xy, 4 (W1,...;wy) la transformée de Fourier multidimensionnelle de la réponse temporelle :

Xz(znl)zn( /dﬁ /dTan(“) i (T1y ooy Tn) exp(i(w1 T + ... + Wi Ty)) (2.6)

L’éq. 2.5 peut alors s’écrire

PZ = 0/ dwr dwnxgﬁ)mi"(wl, oy wn) By (Fywi) . By (Fywn) exp (—i(w1 + wa + ... + wy)t)

(2.7)
X(”) est par définition le tenseur susceptibilité d’ordre n, en fait un tenseur d’ordre n+1. Pour qu’il
soit défini de fagon unique, on le suppose invariant par les n! permutations des {(i1,w1), ..., (in,wn)},

ce qui revient a permuter les champs dans I'intégrale.

(n)

Dans de nombreux ouvrages d’optique non-linéaire, le tenseur susceptibilité non-linéaire est noté Xiiy..i (—wo; Wi, oy Wn ),
.

ol Wg = w1 + ... + wp. Une telle notation fait explicitement ressortir la fréquence engendrée et sera parfois utilisé dans ce

document. On rencontre également la notation X’EZ)-uin (Woy Wiy .erywn).
Remarquons que la réponse non-linéaire dans le domaine temporel étant une grandeur réelle

(de méme que la polarisation non-linéaire), on peut déduire de ’éq. 2.6 la relation

X (mwr ey —wn) = X (@1 ) (2.8)

Un cas particulier important est celui ot 'on peut négliger la dépendance en fréquence de x(™.
Cela correspond physiquement au cas ou les fréquences pour lesquelles le champ prend des valeurs
significatives sont tres éloignées des résonances du matériau, ce qui correspond donc a la zone de

(n)

trans D Jau| ~ ™
parence. Dans ce cas, on peut écrire x;;/" ;- (W1, ooy ) & Xiiy...in, €

PF ) = eox\V) . By, (F)t)...E;

7 1.0 01 in

(7, 1) (2.9)
La réponse du matériau est alors instantanée[2, 3, 4, 5].

2.2 Principe du calcul de la polarisation non-linéaire

Le probleme de l'interaction entre le milieu et le rayonnement électromagnétique est en général

extrémement complexe en raison du nombre considérable de degrés de liberté intervenant dans
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le matériau, en particulier dans le cas d’un milieu solide ou liquide de dimension macroscopique.
Nous serons donc contraints d’effectuer un certain nombre d’approximations. En premier lieu, on
divisera le systéeme en deux parties, d’'une part un systeme quantique comportant un faible nombre
N de niveaux d’énergie, et d’autre part le reste du systeme, appelé bain thermique ou réservoir.
Nous supposerons que seul le systeme a IV niveaux est couplé au rayonnement, tandis que Ueffet du
bain thermique sera d’introduire des mécanismes de relaxation des populations et des cohérences

du systeme quantique.

Il existe diverses techniques plus ou moins élaborées permettant de prendre en compte les
mécanismes de relaxation résultant du couplage entre le systeme et le bain thermique. Nous nous
limiterons a la technique la plus simple, a savoir ’équation de Bloch [6, 7]. Cette approche permet
en effet de saisir Iessentiel des mécanismes physiques intervenant en optique non-linéaire. On
pourra trouver des modeles théoriques plus élaborés dans des ouvrages spécialisés, comme par

exemple Principles of nonlinear optical spectroscopy, de Shaul Mukamel [8].

Le calcul effectué ci-dessous est similaire a celui que 'on pourra trouver dans les ouvrages
d’optique non-linéaire [9, 10]. Toutefois, & l'inverse de ces ouvrages, on ne considérera pas une
superposition de champs monochromatiques mais un champ FE(t) de forme temporelle arbitraire,
démarche qui sera notamment bien adaptée a l’excitation percussionnelle du systéeme par une ou
plusieurs impulsions ultra-courtes. Le résultat sur la susceptibilité non-linéaire sera bien entendu

identique puisque cette grandeur est par définition indépendante du champ excitateur.

2.2.1 Equation de Bloch

Soit p 'opérateur densité restreint aux N niveaux évoqués plus haut. L’évolution libre du systéme,

c’est a dire en ’absence de champ électromagnétique, s’écrira

~

L dp b OP
— = |H — 2.1
ih dt [ 05 p] +ih ot rolan ( 0)

ou Hj est le hamiltonien du systeme, dont les vecteurs propres et valeurs propres sont supposés
connus

Ho|n) = hwy|n) (2.11)

Le dernier terme de ’éq. 2.10 correspond a la relaxation du systeme résultant de 'interaction avec

le bain. Il sera simplement modélisé par I’expression

aan
dt

= —L'nm (an - pggv)m) (2.12)

relax
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ou I'y, est le taux de relaxation. Ce dernier correspond a un taux de déphasage (1/7%) lorsque
n # m et & un taux de relaxation de la population (1/7}) lorsque n = m. pgz% correspond a la valeur
d’équilibre de I'opérateur densité, dont tous les termes non diagonaux, ou cohérences (n # m), sont
évidemment nuls. Remarquez que cette expression simplifiée des termes de relaxation néglige en

particulier les transferts de population entre niveaux.

Le couplage du systeme avec le faisceau lumineux sera pris en compte dans le cadre de ’appro-
ximation dipolaire électrique, i.e. via le terme d’interaction W (t) = —@.E(t) = —fi'E;(t), ou [I est

I'opérateur dipodle électrique. L’équation de Bloch en présence du champ devient alors

L dp N - /)
L 5 e 2.1
ih— [Ho, p] + [W (), p] + ih A (2.13)

Ecrivons les éléments de matrice de cette expression. Tout d’abord, les éléments de matrice des

deux commutateurs s’écrivent

(n|[Ho, pllm) = (n|Hop — pHo|m) = (n|hwnp — phewn,|m)
= hWnmpPnm (2.14)

et

(n|[W,pllm) = (n|Wp— pW|m)

= Z (Wnlplm - pnlvVlm)
l

= _Ei(t) Z (M;lplm - pnl/‘?rn) (215)
l

L’équation d’évolution des éléments de matrice de 'opérateur densité s’écrit alors

(ii ~ W + ian) (pnm () = i) = —Eih@) Zl:(u;lplm(t) — o) (216)

Afin de résoudre cette équation, on introduit la fonction de Green G, (t), qui est solution de

I’équation dans le cas ou le membre de droite est remplacé par une distribution de Dirac (¢)

(ijt — W + ifnm) Grml(t) = —5;’5) (2.17)

La transformée de Fourier de ’équation ci-dessus s’écrit

(2.18)

1
(W — wnm + 1Lnm) Gum(w) = ~
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d’ou I'on déduit I'expression de la fonction de Green dans ’espace des fréquences

Grm(w) = ———217 (2.19)

W — wWpm + 1 m

Enfin, a l'aide de 'appendice A.3, on en déduit
c%m@y:%@@yxpp4wm¢—rmﬂ) (2.20)

La fonction de Green permet d’exprimer simplement la solution de 1’éq. 2.16. En effet, par

transformée de Fourier, cette derniere équation donne

pnm(w) — p&%(w) = 71/71 . ( Z Hnlplm pnl(t):u’lim)>
l

w — Wnm + Tpm

= <9mn@ﬁ77<fkﬁ)§:0ﬁumwxﬂpm(ﬂﬂhﬁ) (2.21)
1
Par transformée de Fourier inverse, on en déduit
prm(t) = 0 + Grm < > (kipum(t Pnz(t)/ﬁfm)> (2.22)
1

2.2.2 Développement perturbatif

L’expression intégrale de 1’équation de Bloch (eq. 2.22) se préte tres bien a un développement

perturbatif. En effet, développons 'opérateur densité en puissances successives du champ électrique
p=p0 4+ 453 4 (2.23)

En utilisant cette expression de 'opérateur densité dans 1’éq. 2.22, et en écrivant 1’égalité des termes

du méme ordre par rapport au champ électrique, on obtient la hiérarchie d’équations

ﬁ%%%%ﬁ@@”Z%ﬁMﬁ%WW) (2.24)
l

Connaissant la solution d’ordre zéro, ,6(0), qui n’est autre que la valeur d’équilibre de I'opérateur
densité en ’absence de champ, il est donc aisé de déterminer ’expression de I'opérateur densité

aux ordres successifs de perturbation, & ’aide d’une série de produits de convolution.

@M-%M®@wﬂ%&—ﬁ%ﬁ (2.25)
[

d%h%mm@mzw%mp%m@ (2.26)

l
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P () = Gum(t) ® (Em) S (hap) () = o) <t>u;‘m>> (2.27)
l

Dans le cas ou 'on souhaite effectuer un calcul numérique, il sera possible d’effectuer de fagon
tres efficace ce calcul itératif a 'aide d’une succession de transformée de Fourier, de produits, et de

transformées de Fourier inverses.

2.2.3 Expression de la polarisation

Si l’on suppose que le matériau est consistué de N systemes identiques et indépendants par unité

de volume, la polarisation volumique s’écrit

Bi(t) = N(p'(t))
=N T ()
= N phnprm(t) (2.28)

Le terme d’ordre p de la polarisation se déduit donc aisément du terme d’ordre p de 'opérateur

densité

PP = NS plnp®h (1) (2.29)

On pourra ainsi en déduire la polarisation non-linéaire a chaque ordre de la perturbation, et,
par identification avec 1’éq. 2.7, ’expression de la susceptibilité non-linéaire d’ordre correspondant.

C’est 'objet de la section suivante.

2.3 Détermination des susceptibilités linéaire et non-linéaire

2.3.1 Résolution au premier ordre

Sachant que seuls les termes diagonaux de I'opérateur densité sont non nuls a ’ordre zéro, 1’éq. 2.24

permet d’obtenir ’expression de 'opérateur densité a 'ordre 1

Pn(®) = Gum(t) @ (Eu(t) (1 (8) = P} (Ot )
= i (P00 = P0) Gom(t) @ Ei() (2.30)

d’ou 'on peut déduire, a 'aide de 1’éq. 2.29, I’expression de la polarisation linéaire

PO () = N (Z Mt (P50 — P ) Gnm(t)> ® Bj(t) (2.31)
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D’apres I’éq. A.9, ce produit de convolution s’écrit comme un simple produit dans l'espace des

fréquences

P (@) = N'Y bt (050 = P) G (@) B () (2.32)

On en déduit ainsi I’expression de la susceptibilité linéaire

€0h nm Y T Wnm ol nm ( mm pnn) ( )

X (W)

v

Dans le cas ou la température est nulle, ou tres faible devant ’écart en énergie entre 1’état
fondamental et les états excités, seul I'état fondamental est peuplé en ’absence de champ, soit

P9 =g)(g|. On obtient alors

_ i g (]
X w) =3 N( Honting HingHign ) (2.34)

oyt eoh \w—wpg+1tl'ng  w+wpg + ity

Dans le cas d’'un matériau isotrope, et en supposant que la susceptibilité est tres inférieure a 1,

I’éq. 1.38 nous permet d’écrire le coefficient d’absorption

a(w) = “lmy(w)
c
Z Nw ( ‘Mng|2rng _ ’Nn9|21—‘ng ) (235)
= cohe \ (W —wng)? +T%, (w+wny)?+T2,

De méme, la partie réelle de I'indice de réfraction s’écrit

1
nw) = 1+ §Rex(w)
N |ting|* (Wng — w) |ting|* (Wng + w)
= 1+ v 4+ (2.36)
,%;g 2e0h ((w - wng)2 + F%g (w + wng)Q + F%g

On retrouve ainsi le fait que le spectre d’absorption est constitué d’une assemblée de Lorentziennes
centrées sur les fréquences de résonance wpy avec une force proportionnelle a | ung\Q, le carré de
I’élément de matrice de transition. La largeur a mi-hauteur de ces pics est 2I',,, d’autant plus
grande que le taux de déphasage est élevé. L’indice de réfraction est quant a lui constitué de
superposition de dérivées de Lorentzienne. On en déduit notamment que I'indice de réfraction est
toujours croissant dans les zones de transparence, également appelées zones de dispersion normale.

La Fig. 2.1 représente absorption et indice de réfraction dans le cas d’un systéme a deux niveaux.
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L aw) A W)

| W
WU

Figure 2.1: Représentation de l’absorption et de lindice de réfraction obtenus a partir
des éq. 2.85 et 2.36 dans le cas d’un systéme a deux niveauz de fréquence de transition

Wy = Weg et de tauz de déphasage I' =T'¢q.

Approximation de 'onde tournante

Le champ électrique est une grandeur réelle constituée de deux composantes complexes dont 1'une,
E(t), est associée aux fréquences positives et 'autre, £*(t), aux fréquences négatives (voir sec-
tion 1.1). Il est clair que ces deux composantes, tournant en sens contraire dans le plan complexe,
ne vont pas toujours exciter avec la méme efficacité un élément de matrice donné de 'opérateur
densité. Considérons le cas d’un systeme a deux niveaux dont seul ’état fondamental est peuplé.

L’éq. 2.30 devient
E(t)+ EX(t)

P () = pregGeg (1) © = (2.37)
Dans I'espace des fréquence, cette équation s’écrit
E(w)+E(—w
;0%) (w) = MegGeg<W)M (2-38)

2

La Fig. 2.2 représente dans 'espace des fréquences la fonction de Green G4(w) et le champ exci-
tateur dans des conditions ou la fréquence centrale du rayonnement est proche de la fréquence de
transition wey. Il est clair que le recouvrement entre Gey(w) sera bien plus efficace avec la com-
posante complexe de fréquence positive £(w) qu’avec la composante de fréquence négative £*(—w).
L’approximation dite de [’onde tournante consiste a ne conserver que la composante complexe

tournant dans le bon sens. On pourra alors écrire
7
Py (@) m =0 Geg()E(w) (2.39)

soit, dans le domaine temporel

Pl () =BGy (1) 2 £(1) (2.40)
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Tout se passe comme si le terme de cohérence pég) était excité non par un champ réel mais par une

onde tournante (dans le plan complexe), ici le champ complexe £(t). Naturellement le terme pgle)
sera excité de maniere prépondérante par la composante complexe tournant dans l'autre sens, £*(¢).
L’approximation de ’onde tournante consiste a ne conserver que ces termes prépondérants a chaque
ordre de la théorie des perturbations, ce qui réduit grandement le nombre de termes a calculer.

Ici encore, une approche diagrammatique permet de sélectionner les diagrammes dits RWA (pour

Rotating Wave Approximation) satisfaisant automatiquement cette condition de résonance [8].

|Geg(W)

e(-w) ew)

Figure 2.2: Représentation de |Geg(w)| (trait plein) et de |E(w)|? (trait pointillé)

2.3.2 Résolution au deuxieme ordre

En remplagant ,6(1) selon 1’éq. 2.30 dans I'expression de ,6(2) (éq. 2.26), on obtient

PR = Gunlt)® (Em S (ot (t) — oY <t>u{m>>
l

= " Gun(®) ® (Bj(t) (il (0O — p)Gim (1) @ Ei(2)
l

i () = PG (1) @ Ei(1)) ) (2.41)

En remplagant 1’équation ci-dessus dans 'expression de la polarisation (éq. 2.29), on obtient

PO = NS phnpi2(t)

= N (Hhattdtthn (00 = 1) G (£) ® (B (£) (G () ® Ei(#))

nml

bttt (P — o) G (1) @ (B (0)(Gor (1) © Er(1))))  (2.42)
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On peut remarquer que ’expression ci-dessus consiste en une somme de termes du type

Gi(t) ® (B;(8)(Ga(t) ® Ex(1))) (243)
=7 (610) (52 B5() @ (Galw) ) ) (2:44
= [T R [ R R )Gl - o) Bl - 1) (2.45)
= [ L0 G n + 02)Giloon) By on) Bun) exp(—ir + o)) (2.46)

ou l'on a utilisé les propriétés du produit de convolution (voir appendice A) pour passer de 1’éq. 2.43
al’éq. 2.44. On a également effectué le changement de variable ws = w—w; pour passer de 1’éq. 2.45
a l’éq. 2.46. On peut constater que 1’éq. 2.46 a la méme structure de transformée de Fourier a deux
dimensions que l'expression de la polarisation non-linéaire du second ordre déduite de 1'éq. 2.7 et

reportée ci-dessous

dwy dw ,
l- = eo// 27: . 2 gk (w1, w2) Ej(w1) Eg(wa)exp (—i(w1 + w2)t) (2.47)

On peut donc déduire des éq. 2.42 et 2.46 un choix possible du tenseur susceptibilité non-linéaire

du deuxiéme ordre :

N
XS wr,w2) = =37 (thntthubthn (0500 = £1) G (@1 + w2) Gl (w2)

€0 nml

51 (085 = ) G (@1 + w2) Gt (w5)) (248)

ou encore, apres un changement d’indice muet dans le second des deux termes de ’équation ci-dessus

N D
)(Z(JQI2 (wl’w2) - Z (p’sgz’ﬂ pl(lO)) (lumniugzl'ufmGnm(wl + w2)GZm(W2)

€0 nml

+Mfme{nM§anmn(w1 + w2) G (WQ)) (2.49)

Toutefois un tel tenseur n’est pas unique. En effet, le tenseur X; (2 )(W27(A)1) obtenu par échange
des couples (j,w1) et (k,w2) donnerait le méme résultat s’il était utilisé dans I’éq. 2.47 puisque les

champs Ej(w) et Ei(w2) y jouent le méme role. Comme cela a été mentionné a la section 2.1, pour

(n)

étre défini de maniere unique, le tenseur susceptibilité x;; " ;- (w1, ...,wp) est par convention supposé

(2)

invariant par toute permutation des couples (i1,w1), ..., (in,wn). Ici, cela signifie que Xijk(wl,wg)
doit étre invariant par échange des couples (j,w1) et (k,ws), ce qui n’est pas le cas du tenseur

Xl(k]) (w2,w1). On écrira donc
Xl(?]l(wl’ w2) P2 zgk);(wh w2) (250)
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ou opérateur Py effectue la moyenne sur les deux échanges possibles de (j,w1) et (k,ws), soit

(2)

Xijh (w1, w2) = (Xl(ﬂg(whwz) + Xz(k]) ((,(JQ,UJ1)) (2.51)

N

On en déduit

2 N 0 .
ng;)g(wbwz) ~ 2 > (,052}” i )) (u;rmuzll:ufmGnm(wl + w2) Gim (w2)
nml
+Nizmﬂ{nU1’§1len(W1 + w2) G (w2)
g 1oy G (@1 + w2) Gl (w1)

+M%m/‘;€nuzanmn(wl + w2) G (M)) (2.52)

(0)

Il peut étre préférable de ne faire apparaitre que p;”, ce qui nous donne finalement le tenseur

susceptibilité non-linéaire du deuxieéme ordre sous la forme d’une somme de huit termes

Xoh(wr,w9) = 2= Z o1 (Mt ths Gt (@1 + w3) G (2)

lmn

+:ulm:umnlu’nl Gin(w1 + w2)Gpp (w2

itttk bty Gt (w1 + wa) G (w1

( )Gim (w2)

( )Gmi(wr)

+Mlmﬂmnﬂnl Gin(wi 4+ w2)Gip(w1)

— bty G (w1 + w2) G (w2)

— 1 Hhmbtit Gn (@1 + w2) Gt (w2)
~ [ ity G (@1 + wa) G (w1)

ity G (@1 + ) Gt (1) ) (2.53)

En remplagant les fonctions Gy, (w) par leurs valeurs a l'aide de 1'éq. 2.19, on en déduit enfin

I’expression du tenseur susceptibilité du deuxiéme ordre

@ __N ©) Hin Hm [t M Fo
o (wr,we) = - - + - -
XZJk( 1 2) 260h2 % Pu |:(w3 — Wn! + ’LF7L1)((4}2 — Wmi + Zrml) (w3 — Win + ZFln)(U)Q — Wim + 'Lrlm)
+ I’L;‘nu']rczmuznl + :U’{"LM'IrCnanLl
(W3 — wn! + irnl)(wl — Wmi + Zrml) (WS —win + iFln)(Wl — Wim + Zrlm)
_ Film Homn Fo B 18], o o
(W3 — Wnm + Zrnm)(WQ — Wim + 7flﬂlrn) (UJ3 — Wmn + Zrmn)(w2 — Wm! + Zrml)
Bl Frn ot Pl Hrum

- - - - - - 2.54
(UJS — Wnm + Zrnm)(wl — Wim t+ ’LFlm) ((.U3 — Wmn + Zan)(wl — Wmi + Zrml) ( )

avec w3 = w) + wy. Dans le cas ot seul état fondamental est peuplé (p(® = |g)(g|), la somme sur

I'indice [ disparait et [ doit étre remplacé par g. Malgré la complexité apparente de I’expression

(2)

de xijk(wl,wg), il est possible d’en donner une interprétation physique simple. On peut tout
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d’abord remarquer que les quatre termes apparaissant dans la deuxiéme colonne sont les complexes
conjugués de ceux de la premiere colonne auxquels on aurait changé le signe des fréquences des
champs. Ils permettent ainsi que la susceptibilité satisfasse 1’éq. 2.8 et il ne sera donc pas nécessaire
de les discuter par la suite. De méme, chaque terme d’une ligne paire est identique a celui de la
ligne précédente apres échange des couples (j,w1) et (k,w2). Il ne reste donc a interpréter que deux
des huit termes intervenant dans Dexpression de x(2), soit par exemple le troisiéme et le huitiéme

terme de 1’éq. 2.54. Le troisieme terme s’écrit

(U’ [n) (nl [ m) (m| 7 |1)
(u}3 — Wnl + iFm)(wl — Wml + ile)

(2.55)

Ce terme peut étre interprété a l'aide de la relation de récurrence faisant passer de p®) & ﬁ(p+1)

(éq. 2.24) en considérant que l'on part d’une population pl(lo ) dans le niveau I. Considérons les

éléments de matrices figurant au numérateur de ’éq. 2.55 qu’il faut lire ici de la droite vers la

gauche. Sous l'action du champ Ej(w;) et du dipdle de transition (m|u?|l) on engendre d’apres
o))

I’éq. 2.24 un terme de cohérence p, ;

au premier ordre de la théorie des perturbations. Sous 'action
du champ Ej(ws) et de I'élément de matrice (n|u*|m) on atteint alors I’élément de matrice pffl) au
deuxieme ordre de la théorie des perturbations. Cet élément de matrice de 'opérateur densité va
ensuite contribuer & la polarisation non-linéaire via I’élément de matrice (I|u‘|n) (voir eq. 2.28). Les
dénominateurs sont associés a la nature plus ou moins résonnante du processus. Contrairement &

la susceptibilité du premier ordre qui ne comportait qu'un seul facteur résonnant, la susceptibilité

du deuxiéme ordre en comporte donc deux. On aura en effet une premieére résonance lorsque
1)

s €6 une

la fréquence d’excitation w; est proche de wy,;, la fréquence propre d’oscillation de p
deuxieme résonance lorsque la fréquence a laquelle est induite la polarisation, ws, est proche de
la fréquence propre w,; de la cohérence induite pg) . En résumé 'éq. 2.55 peut étre associée au

diagramme représenté Fig. 2.3 (a). Le huitieme terme de I’éq. 2.54 s’écrit

Wy

(@) (b)

Figure 2.3: Deux diagrammes intervenant dans la susceptibilité non-linéaire du
deuziéme ordre.
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{U|p¥[m) (]’ [n) (n]p? 1)
(W3 — Wnm T Zrnm)(wl — Wnpl + Zrnl)

(2.56)

ol 'on a échangé ci-dessus les deux indices muets m et n. Le champ Ej(w1) crée ici une cohérence

Figure 2.4: Représentation du spectre bidimensionnel de susceptibilité non-linéaire du
deuxieme ordre pour un systéme a deuzr niveaur.

Figure 2.5: Représentation du spectre bidimensionnel de susceptibilité non-linéaire du
deuxieme ordre pour un systéme a trois niveauz.
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pgl) via 1’élément de matrice (n|u’|l). Au second ordre de la théorie des perturbations, le champ

Sl) en pg,% via I’élément de matrice (I|p*|m). Contrairement au cas précédent,

Ej(w2) transforme p
I’élément de matrice induit a l'ordre deux correspond a une cohérence entre deux états excités, et
non entre ’état de départ et un état excité. Le deuxieme facteur résonnant est donc différent du
cas précédent puisque 'on a maintenant une résonance lorsque la fréquence ws est proche de wy,.
On a donc un processus associé a celui représenté Fig. 2.3 (b). Dans le cas ou les composantes
spectrales E(w;) et E(w2) sont issus d’'un méme champ laser dont le spectre est suffisamment large
pour englober ’ensemble des deux transitions w;,; et w,,;, on parle de battements quantiques : on
a créé une superposition cohérente des deux états excités |n) et |m) ce qui résulte en 'induction
d’une polarisation non-linéaire oscillant a la fréquence w,,, séparant ces deux états excités.

Il est possible de mettre en évidence les facteurs résonnants mentionnés ci-dessus en effectuant
une représentation graphique de X(Z) (w1,ws) pour un systeme a deux ou trois niveaux. La Fig. 2.4
représente le cas d’un systeme a deux niveaux. On peut observer des lignes verticales (jwi| & weg),
horizontales (Jwz| & wey) ou perpendiculaires a la diagonale (Jw; 4+ wa| & wey) correspondant a des
simples résonances, I’'un ou 'autre des deux dénominateurs prenant alors une valeur minimale. A
Iintersection de ces lignes on peut voir apparaitre une double résonance. Par exemple le processus
doublement résonnant associé au diagramme de la Fig. 2.3 (a) correspond au pic de coordonnées
W1 R Weg et wy = 0. En effet, pour un systeme a deux niveaux on aura obligatoirement n =m = e
oul =m = g. De méme, le processus doublement résonnant associé au diagramme de la Fig. 2.3 (b)
correspond au pic de coordonnées wy & —wz R Wegy.

La Fig. 2.4 représente le cas d’'un systéme a trois niveaux, {|g), |r) et |e)}. Une partie du spectre
observé correspond simplement a la superposition de deux spectres similaires a celui de la Fig. 2.4
pour les systemes {|g), |r)} et {|g), |e)}. Mais on obtient également des pics supplémentaires,
comme par exemple un pic doublement résonnant associé au diagramme de la Fig. 2.3 (a), avec
W1 R Wrg €t Wy A Wep, OU encore un pic associé au diagramme de la Fig. 2.3 (b), avec wi & weq et
wo A —wrg. Ces pics non diagonaux présentent l'intérét de faire ressortir les couplages entre états
excités par l'intermédiaire d’éléments de matrice du type (e|u|r), ce qui présente un grand intérét en
spectroscopie non-linéaire. La section 6.2, consacrée a la spectroscopie multidimensionnelle, expose

une méthode expérimentale permettant d’avoir ainsi acces a la réponse multidimensionnelle.

2.3.3 Susceptibilités d’ordre supérieur

La complexité du calcul de la susceptibilité croit tres rapidement avec ’ordre de la non-linéarité.
Ainsi la susceptibilité d’ordre 3 comportera 48 termes, que 'on pourra trouver dans les ouvrages
spécialisés [10, 9]. Au dela, il sera préférable de ne calculer que les termes résonnants dont la con-

tribution est prépondérante. On peut y parvenir a l'aide de diagrammes similaires aux diagrammes
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de Feynman et qui permettent de sélectionner simplement les processus physiquement importants

dans des conditions d’excitation données [8].

2.4 Modeéle a deux niveaux en continu

Considérons un systéme a deux niveaux |a) et |b) en interaction avec le champ électrique d’'un
faisceau laser continu, de fréquence w; (E(t) = Egcos(w;t)). On suppose w, < wp. On supposera
de plus que 'on est dans le régime quasi-résonnant, ce qui signifie que la fréquence du laser est tres
proche de la fréquence de résonance du systéme (|w; — wpa| << wpe). Enfin, on supposera que le
systeme est invariant par parité, ce qui signifie que les états propres sont soit pairs soit impairs. 11

n’existe donc pas de dipole permanent dans le systeme. On peut en déduire la forme de 'opérateur

. (0 u
.e-(u 0) (2.57)

Dans ce cas, I’éq. 2.34 exprimant la susceptibilité linéaire devient

dipole électrique

=

N 2 1 1
D(w) = —=L - © _ O ,
X ((,U) th (w — Wpa + irba W+ Wpg + irb(z) (paa Prp ) ( 58)

On s’intéresse maintenant a la réponse non-linéaire de ce systeme. On a d’apres 1'éq. 2.22

Poa(t) = pGea(t) @ (E(t)(paalt) — pov(t))) (2.59)
paa(t) = PO + 1Gaa(t) @ (B(t)(ppa(t) — pav(t))) (2.60)
p(t) = oy + uGu(t) ® (E(t)(pab(t) — pra(t))) (2.61)

Dans le cadre de 'approximation de I’'onde tournante, les équations sur le terme de cohérence ppq(t)

et sur la différence de population puq(t) — ppy(t) s’écrivent

pra(t) = SCha(t) ® (E(H)(paalt) = (1)) (2.62)
paat) = pus(t) = (P = pfy) ) = 5 (Gualt) + Gi(1)) © (EWpas(t) — € ()psa(®)) (2:63)

En régime forcé, les populations prennent des valeurs constantes et le terme de cohérence oscille a

la fréquence du laser. Les deux équations ci-dessus deviennent

Poa(t) = %Gba(wl)g(t)(paa — pbb) = Prarp(—iwyt) (2.64)

paa—rpw = (o) = ply)) = & (Gualw = 0) + Gunlw = 0)) (E(1)pan(t) = E*(t)pra(1)) (2:65)
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ou

Pba = %Gba(wl)EO(paa — pub)

En utilisant 'expression 2.19 des fonctions de Green dans ’espace des fréquences, on obtient

- wEqy 1
= — — 2.66
Pba 2% W] — Wha + irba (paa Pbb) ( )
et
= (0 _ O M(l 1>ME2< 1 _ 1 ) a
Paa =00 (paa P ) " 2in T Lyp o5 70! wp = Wha + va Wi = wha = il'ba (fac = )
d’ou 'on déduit
2 2
_ :(0>_(0>_“E0(1 1>r 1 - 2.67
paa pbb paa pbb 2h2 Faa + be ba (wz _ Wba)Q + ]__‘%a (paa pbb) ( . )

Le méme résultat peut étre obtenu directement & partir de ’équation de Bloch, qui s’écrit ici

d E(t
(i =+ 100 ) o2 ® = =2 (000 ) = p(0)
t h
d (0)) pE(t)
- Faa aa — Paa i — a — Pa
(Zdt +1 ) (,0 P 7 (Pv P b)
d E(t
(i& + inb) (Pbb - P;(,g)) - h( )(Pa.b — Pba)

On cherche une solution stationnaire dans le cadre de I’approximation de l’onde tournante, soit ppq = Ppq €xp(—iw;t), avec

Pba, Paa €t ppp constants. Les trois équations ci-dessus deviennent

. . E
(Wi — wpq +1Tba) Pba = ] (Paa — pvb)
2h
) 0 nEo , _
(Zraa) (paa - p((uz)) = _E(pba - pab)

) nko _
(ilpp) (Pbb - Pé?) =~ (Pab = Pea)

ce qui nous permet de retrouver ’éq. 2.67.

Posons

1 1 1 1

F=3 (Faa + be) : Temps de vie moyen (2.68)

et
Ey /T
0, = _Mhﬂ % (2.69)
L’éq. 2.67 devient
0 _ (0 i
a ba
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d’ou 'on déduit la différence des populations

2 2
B _ ) _ (0 (wi — wpa)” + T,
P Pro = P Pob (2.71)
aa ( aa ) (Wl _ Wba)Q + I—\ga + Q%
2
IO BN OMNY I i
= |(p p 1 2.72
( aa bb ) ( (wl _ Wba)Z + Fga + Q% ( )
La différence de populations peut encore s’écrire
(0) (0)
Paa_— Prb
— =2 2.73
Paa — Pbb 1+ 1/Ig ( )
ott I est I'intensité du faisceau, proportionnelle & 2, et I est I'intensité de saturation.
La polarisation induite dans le matériau s’écrit
P(t) = N pppeexp(—iwt) + c.c. (2.74)
soit, en notation complexe
P(t) = 2Npppaerp(—iwt)
N 1
= — E —iwyt
A, (Paa — pvb) Evexp(—iwt)
Ceci peut se mettre sous la forme
P(t) = eoxEoexp(—iwit) (2.75)
avec
Paa — Pbb
X = X(l)(wl)h
Paa = Py
1
_ o XUw) (2.76)
1+1/1s

x est la susceptibilité non-linéaire effectivement vue par le systéme, qui dépend maintenant de
I'intensité. On pourrait évidemment développer cette expression en puissance de I/Ig et retrouver

un développement de la polarisation faisant intervenir x(1), y®), v etc.

A intensité tres faible devant l'intensité de saturation (I < Ig), paa — Py €st tres proche de

p((l%) — pl(,g) et la susceptibilité est égale a la susceptibilité linéaire. Au contraire, les phénomenes
non linéaires commencent & apparaitre quand l'intensité est de ’ordre de l'intensité de saturation.

A Dextréme, quand I > Ig, p.q — pppy tend vers 0 et la susceptibilité tend aussi vers 0. Le systeme
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devient transparent : ’absorption est saturée.



Chapitre 3

Quelques phénomenes d’optique

non-linéaire

3.1 Equation de propagation

Si 'on tient compte de la réponse non-linéaire du milieu, I’équation de propagation peut s’écrire

L o .. 10%E 1 92pPW 1 92P® 1 92P®
AE-V(VE) - 22 e ot2 + o2 Ot2 + o2 Ot2 te (3.1)

1 92p(NL)
60(:2 at2

ol l'on a explicité le terme non-linéaire de la polarisation PINL) (t). Ce terme source supplémentaire
dans ’équation de propagation est a I’origine de nombreux processus qui font I’objet de ce chapitre.

Par la suite, on ne s’intéressera pas aux effets tensoriels de la réponse non-linéaire et on con-
sidérera donc uniquement des grandeurs scalaires. De plus, on négligera I’angle de double réfraction,
habituellement inférieur a quelques degrés, ce qui nous permettra de négliger le terme 6(65) dans
I’équation de propagation. En utilisant la notation complexe comme définie au chapitre 1, ’équation

de propagation devient alors

192 1 0?2PM 1 9*pIND)
A& - R Ot2 e 02 €2 O (3:2)

Dans le cadre de 'approximation paraxiale, introduite a la section 1.5, on peut écrire la com-

posante de fréquence w du champ électrique sous la forme

E(x,y,z,w) = A(z,y, z,w) exp(ik(w)z) (3.3)

ou A(z,y,z,w) est une enveloppe supposée lentement variable avec z. k(w) = n(w)w/c est le

49
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vecteur d’onde dans le milieu. Avec ces nouvelles notations, 1’éq. 1.53 devient

A 9A 0A
2ik(w 0 3.4
a2t g PHRWIGS = (384)
Si 'on tient compte du terme non-linéaire dans la réponse du milieu, il convient d’ajouter a
I’équation ci-dessus un terme source obtenu par transformée de Fourier du membre de droite de
I’éq. 3.2. On obtient alors
A 9’A 0A w?

AT 9 9 _ ¥ pWNID) i
= + " + 2ik(w) P 606277 (x,y, z,w)exp(—ik(w)z) (3.5)

qui est I’équation de propagation en régime non-linéaire dans le cadre de 'approximation paraxiale.
Le traitement des phénomeénes transverses requiert des simulations numériques souvent ardues et
qui sortent du cadre de ce cours. A Dl'exception du probléeme 2004 consacré a la génération de
troisieme harmonique en géométrie focalisée (appendice D.4), on se contentera par la suite de la
version unidimensionnelle de I’équation de propagation, valable pour des ondes planes. On écrit

alors
oA Tw

5= mP(NL)(Z, w)exp(—ik(w)z) (3.6)

Cette équation sera utilisée en travaux dirigés dans le cas de la propagation en régime soliton
d’une impulsion breve. Dans la suite de ce chapitre nous nous limiterons au cas particulier ou le

champ est constitué d’une superposition d’ondes monochromatiques
= Z Ei(7) exp(—iw;t) (3.7)
i

soit

E(Fw) = 2m Y E(F)3(w - wy) (3.8)

La polarisation non-linéaire est alors elle aussi constituée d’une somme discréte de pics de Dirac
P(r,w) = 2772 Pi(7M)d(w — w;) (3.9)
i

En remplagant dans 1’éq. 3.6, on obtient

0w —wi) = ZP (2)exp(—ik(w)z)d(w — wi)

600

dA;
2772

—~ dz

- QWZ “’” PID (ewp(—ik(wi)z)d(w — w) (3.10)

2n(w;)egc

En identifiant les coefficients des distributions de Dirac pour chaque onde de fréquence w;, on
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obtient un systéme non-linéaire d’équations différentielles couplées

dA; Wi
A iw 'P(NL)

= ) —ik; A1
dz 27‘%600 ’ exp( Zkzz) (3 )

ou n; = n(w;) et k; = k(w;) = nw;/c.

C’est ce systeme non-linéaire que nous allons résoudre dans la suite de ce chapitre.

3.2 Optique non-linéaire du second ordre

Les processus non-linéaires du second ordre résultent de la polarisation d’ordre deux induite dans

le matériau
t dw1 dce.)Q

3.12
2 2w ( )

PO = o [ Xlwrwn)Bj(n) Bilwn)e 1

3.2.1 Importance de la symétrie

—

Dans une transformation ¥ — —7, les vecteurs sont transformés en leurs opposés, soit E— —FE
ot P — —P. D’aprés 1'éq. 3.12, on peut donc en déduire que x? — —x@ lors d’une telle
transformation. Considérons maintenant le cas particulier d’un matériau dit centro-symétrique, ce
qui signifie qu’il admet un centre d’inversion et qu’il est donc inchangé par la symétrique ponctuelle
7 — —7. En conséquence, la susceptibilité non-linéaire du matériau doit rester identique lors de
cette symétrie, d’ott Pon peut déduire x@ = —x@ et donc ¥ = 0. En conclusion, la réponse
non-linéaire du deuxieme ordre d’un matériau centro-symétrique est rigoureusement nulle. Le

raisonnement peut évidemment s’étendre a toutes les susceptibilités non-linéaires d’ordre pair.

3.2.2 Inventaire des effets non-linéaires du deuxiéme ordre

L’éq. 3.12 montre que le mélange de fréquences entre les composantes spectrales w; et ws du
champ électrique donne naissance & un terme de la polarisation non-linéaire oscillant a la fréquence
, . PSRN . R
w1 +wa. Ce processus de somme de fréquences peut étre caractérisé a ’aide de la notation complete
du tenseur susceptibilité, X(Q)(—wl — wo;wi,wz). Comme w; et wy prennent dans l'intégrale de
I’éq. 3.12 des valeurs positives et négatives, ce processus peut aussi correspondre a un phénomene
de différence de fréquences (par exemple si w; > 0 et wy < 0). Le tableau ci-dessous fait I'inventaire
des principaux processus non-linéaires du deuxieme ordre (les fréquences sont ici supposées toutes

positives).
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X(z)(—2w; w,w) Doublage de fréquence
X(Q)(—wl — wa w1, ws) Somme de fréquences
X (=(w1 — wo);wi, —wy) | Différence de fréquences
X (0; w, —w) Redressement optique
x?(—w;w,0) Effet électro-optique
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Figure 3.1: Premiére observation du phénoméne de doublage de fréquence [11].
Le faisceau transmis par le cristal non-linéaire est dispersé a l'aide d’un prisme afin
d’isoler la composante ¢ 2w. L’image du faisceau doublé, normalement présente sous la
fléche, a malencontreusement été effacée car confondue avec une tache lors de I’édition
du manuscrit par Physical Review Letters.

On s’intéresse ici au cas ou un faisceau monochromatique de fréquence w; se propage dans un
cristal non-linéaire. Le champ complexe du faisceau incident s’écrira &(z,t) = &1(z)exp(—iwit),

donnant lieu a une polarisation non-linéaire du second ordre s’écrivant

PO = @ (M>2

2
(2
= X eyt ogg (3.13)
4 N—— N——

doublage redressement

Seul le premier terme, correspondant au doublage de fréquence, sera conservé ici. En utilisant

la notation complexe, on obtient

@) (2)
60’; £2 = DX A1 (2)2 exp(2ik12) (3.14)

2
P = :

Cette polarisation oscille & la fréquence wy = 2w; et donne donc naissance & un champ Ay(z) se
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propageant dans le cristal. On parle de doublage de fréquence, ou encore de génération de second
harmonique. Ce champ obéit a 1’éq. 3.11, qui s’écrit ici

dAs iwax

e 2 )
7 Tngc A1 (2)? exp(iAkz) (3.15)

ou Ak = 2k; —ko. De méme, A;(z) obéit a une équation de propagation faisant intervenir un terme
source en Ay(z)A1(2)* correspondant au processus de différence de fréquences entre le champ a
2wq et le champ a w;. On obtient donc un systeme de deux équations différentielles couplées, dont
on pourra trouver une solution a I'appendice D.1. Nous nous limiterons ici au cas simple ou la
génération de second harmonique est tres faible, ce qui signifie que le champ fondamental peut étre
considéré comme a peu pres constant lors de la propagation dans le cristal (A;(z) ~ A4;1(0) = A;).

1’éq. 3.15 peut étre alors aisément résolue :

iwgx ) 22 exp(iAkz) — 1

Ax(z) = 4nac 1 1Ak

(3.16)

L'intensité du second harmonique, I2(z) o |A2(2)|? o sin? Akz/2, est donc une fonction
périodique de z. La période a pour valeur 2L¢, ou Lo = w/Ak est par définition la longueur
de cohérence. C’est la longueur au dela de laquelle la puissance du second harmonique cesse
d’augmenter en raison des interférences destructives entre le faisceau engendré au point z, dont la
phase est 2k z, et celui qui a été engendré plus to6t dans le cristal puis s’est propagé avec le vecteur
d’onde k2, donnant lieu a une phase koz. Ce phénomene limite fortement 1’épaisseur utilisable
pour le cristal non-linéaire, et donc la quantité de second harmonique engendré. Pour obtenir un
taux de conversion optimal il est nécessaire de s’affranchir de ce processus en se plagant dans des
conditions telles que Ak = 0, ce qui correspond a la condition dite d’accord de phase. Dans le cas
du doublage de fréquence cette condition s’écrit ke = 2k1, soit no = nj. Cette condition n’est pas
réalisée naturellement dans le matériau car 'indice est en général plus grand a la fréquence double
qu’a la fréquence du fondamental en raison de la dispersion chromatique.

Il existe cependant deux méthodes couramment employées permettant de réaliser ’accord de
phase. La premiere technique, dite de 'accord de phase par biréfringence et schématisée Fig. 3.2,
consiste a utiliser un cristal non-linéaire biréfringent de sorte que le fondamental et le second
harmonique soient polarisés selon des axes perpendiculaires. Si la biréfringence est suffisante (par
exemple ne(2w;) < ne(wi)) il sera possible de choisir un angle 6 tel que n.(0,2w;) = ny(wi),
réalisant ainsi la condition d’accord de phase.

L’autre technique, dite du quasi-accord de phase et schématisée Fig. 3.3, consiste a utiliser un
matériau constitué d’'un empilement alterné de couches de sorte que I’on change le signe de la non-

linéarité a chaque longueur de cohérence. On introduit ainsi un déphasage de m a chaque interface
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Ny () Koo (200) = 2K, (@)
n, ,(20) =n, (o)

A (o)

s ne,&(a))

."" / ne(a))

.
-
.
pey
oo
-
wsce="] 134
oo
I 9

/

Figure 3.2: Accord de phase par biréfringence

qui vient exactement compenser le déphasage AkLc = 7 résultant de la propagation. En pratique,
le renversement du x(? résulte de I'inversion de domaines ferro-électriques. On pourra approfondir

lapproche du quasi accord de phase en consultant le probleme 2002 (appendice D.2).

Figure 3.3: Quasi accord de phase

Dans le cas ou Ak =0, I’éq. 3.15 devient

dAy  iwax@
E: 4ngc A% (3.17)
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dont la solution s’écrit simplement

ooy (@)
BRX A2, (3.18)

As(z) =

4dnyc

Le champ est donc proportionnel & z et la puissance du second harmonique varie comme 22. Cette
variation parabolique ne sera valable que dans le régime de faible conversion dans lequel nous nous
sommes placés ici, puisque la variation réelle de la puissance sera en fait bornée supérieurement

par la puissance incidente du fondamental.

3.2.4 Différence de fréquences et amplification paramétrique

On considere ici le cas ou deux faisceaux de fréquences w; et wo se propagent dans un matériau
non-linéaire du second ordre (on suppose w; > ws). On s’attend & voir apparaitre différents
phénomenes comme le doublage de chacune des deux ondes, la somme de fréquences et la différence
de fréquences, ainsi que des phénomenes en cascade obtenus & partir des processus précédents. On
supposera néanmoins que parmi tous ces phénomenes, seule la différence de fréquences donnera lieu
a une conversion efficace, condition qui sera réalisée si seul ce processus est proche des conditions
d’accord de phase. Trois ondes vont donc se propager dans le cristal, les deux ondes incidentes
ainsi qu'une onde de fréquence w3 = w; — wy. On parle de mélange a trois ondes, ou Three Wave
Mixing. La condition d’accord de phase s’écrira ici Ak = 0 ou Ak = k1 — ko — k3. On constate
que des que le processus w; — wy — w3 est en accord de phase, il en va de méme des processus

w1 — w3 — wy et wo + w3 — wi. La polarisation non-linéaire en résultant pourra s’écrire

P(NL) _ GOX(Q) ((c/- EXLE EX L& & 2
= 1 1+ & +E+E +E+E)

EOX(2)
2

(5155 + 515§ + 5253) + c.c. (3.19)

ou 'on n’a conservé que les termes proches de ’accord de phase. On peut en déduire les polari-

sations non-linéaires intervenant dans I’équation de propagation de chacune des trois ondes

PP (2) = eox P23 = eox D Ay Ageih2ths)z
73§2)(z) = GOX(2)515§ _ 60X(2)A1A§ei(k1—k3)z

P§2)(z) = eoxVEES = ey P A AfeiF1—F2)2

A Taide de I’éq. 3.11, on peut en déduire le systeme non-linéaire ci-dessous

d iwr (2 ,
A dwix Ay Age—ikz
dz 2nic
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dAs  iwox®@ « iAkz
dz 2n9c A1A3e
dAs3 _ ’iW3X(2) * _iAkz
dz  2nsc ArAze

A ce stade, il est préférable d’utiliser des variables réduites, «;(z), pour le champ électrique,

ai(z) = 1/7;%02‘;,442) (3.20)

Remarquons que le carré de «;(z) s’écrit

grandeurs définies par

n;ceg

niceo| Ai(2)[?/2
N 27'sz‘

@i(2) = (=) -

Ai(z)? = (3.21)

soit le rapport entre le vecteur de Poynting dans le milieu et ’énergie d’un photon. ®; est donc le
flux de photons dans le matériau, qui s’exprime en nombre de photons par unité de temps et de

surface.

Calculons la dérivée de oy par rapport a z:

@ B niceg dAy
dz 2hwy dz

nicey iwix\? | 2hwo N 2hws (gD
2 3
2hwi 2n1c \ naceg n3CEo

‘ hwiwaws —
— ZX(Z) Qoaze iAkz

2€0C3N1N9N3

= ifagagze Ak

ou l'on a posé
(2) hwlwgwg

= —_— 3.22

f X 2606377,177,277,3 ( )
En procédant de méme pour ag et ag, on obtient le systeme d’équations couplées

day . —iAkz
— = ifagaze 3.23
e fasas (3.23)
d .
% = ifayageith (3.24)
d :
% = ifajabetthe (3.25)

Calculons la dérivée par rapport & z de @1 = o]

dBy _ day ., doi
Y Yz
= 2R(—:-0z*do{1

Vdz
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= 2Reifa}agaze 1Ak (3.26)
De méme
% = 2Reifa ajael A (3.27)
et
% = 2Reilaajael A (3.28)

On peut donc en déduire
d®y  dPs dd,

dz  dz  dz (3:29)

En particulier, on en déduit que ®o — @3 reste constant. C’est la relation de Manley - Rowe :
toute variation sur le flux de photons du faisceau signal se traduit par une variation identique du

flux de photons du faisceau complémentaire. Par ailleurs, on déduit aussi I’expression
d
% (hw1<I>1 + hwo®s + hUJ3(I)3) =0 (330)

ce qui signifie que la puissance totale se conserve : le milieu n’absorbe pas d’énergie. Sa non-linéarité
sert d’intermédiaire pour assurer un transfert d’énergie entre les trois faisceaux mais aucune énergie

n’est déposée dans le matériau.

L’ensemble de ces relations s’interprete facilement en terme de photons : lors du processus
d’interaction paramétrique, un photon pompe est détruit tandis qu’un photon signal et un photon

complémentaire sont créés.

Dans toute la suite, on se placera dans les conditions d’accord de phase (Ak = 0). On con-
sidérera de plus le cas simple ot le faisceau 1 (pompe) reste trés intense devant les faisceaux signal et
complémentaire lors de toute la propagation non-linéaire dans le cristal. On pourra alors négliger
la dépletion du faisceau pompe et supposer que «; reste constant. Par un choix judicieux de
I'origine des temps, on pourra de plus supposer «; imaginaire pur et de partie imaginaire négative
(a1 = a1(0) = —i|a1(0)]). Les équations de propagation pour le signal et le complémentaire

deviennent alors

dOéQ . % "
e t€oas = gas (3.31)
dag i % %
o = ifajas = gas (3.32)

ou g = i€a; = £|ai(0)|, nombre réel positif, est le gain paramétrique. En dérivant les équations



58 CHAPITRE 3. QUELQUES PHENOMENES D’OPTIQUE NON-LINEAIRE

ci-dessus par rapport a z, on voit que ag et ag obéissent a une méme équation

o
=z = Jrate’ (3.33)

On peut donc en déduire la solution pour as et ag :

az(z) = a2(0) cosh gz + a5(0) sinh gz (3.34)

a3(z) = ag(0) cosh gz + a5(0) sinh gz (3.35)

Dans le cas particulier ot 'on n’injecte que le faisceau signal dans le cristal en plus du faisceau

pompe (a3(0) = 0), on obtient

as(z) = as(0) cosh gz (3.36)

a3(z) = a5(0) sinh gz (3.37)

On voit donc que le faisceau signal est amplifié, de facon tres similaire a ce qui se produit lors du
phénomene d’émission stimulée. Il sera donc possible de réaliser des amplificateurs paramétriques
optiques (OPA) ou des oscillateurs paramétriques optiques (OPQO). Ce dernier cas sera traité en
détail en TD. Dans un OPO, la courbe de gain est déterminée par les conditions d’accord de phase.
Ceci confere a ’OPO un immense avantage par rapport a un laser traditionnel : sa fréquence
d’émission pourra étre accordée sur une trés grande largeur spectrale, simplement en modifiant

I’angle ou la température du cristal non-linéaire.

Pour terminer, intéressons nous au cas dégénéré, out wo = ws. Il devient alors impossible de

distinguer entre signal et complémentaire, et les équations 3.31 et 3.32 se réduisent a 'unique

équation
dag N
dont la solution s’écrit
as(L) = ag(0)cosh gL + a5(0) sinh gL
= Re as(0) exp(gL) + 1 Im a9 (0) exp(—gL) (3.39)

Si l'on revient au champ électrique A(z) = Ap(z) + iAg(z) que 'on a décomposé sur ses deux

quadrature P et Q, on voit que le champ apres propagation s’écrit

A(L) = Ap(0)e- + iAg(0)e 9% (3.40)
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Contrairement au cas de ’émission stimulée, 'amplification dépend ici de la phase relative du
signal et de la pompe. Une quadrature est amplifiée de fagon exponentielle, tandis que 'autre
quadrature est atténuée. Ce phénomene est analogue au phénomeéne d’amplification paramétrique
en mécanique classique, ou la bonne amplification du mouvement dépend de la phase (par exemple
dans le cas d’une balangoire ol 1’on fait varier le moment cinétique de fagon périodique).

Par ailleurs, la faculté de pouvoir amplifier une quadrature tout en atténuant 'autre aura de
nombreuses applications en optique quantique en permettant notamment de descendre en dessous

du bruit quantique standard pour une des deux quadratures (génération d’états comprimés) [7].

3.3 Optique non-linéaire du troisieme ordre

Les phénomenes non-linéaires du troisieme ordre sont a priori d’amplitude plus faible que ceux du
deuxieme ordre. Ils jouent cependant un réle tres important en optique non-linéaire pour deux
raisons. Tout d’abord, dans le cas des matériaux centro-symétriques, nous avons vu qu’il n’existait
pas de non-linéarité du second ordre. La non-linéarité du troisieme ordre correspond dans ce cas
au premier effet non-linéaire observable. La seconde raison sera démontrée plus loin dans cette
section : contrairement aux phénomeénes du second ordre, certains processus du troisieme ordre
obéissent automatiquement a l'accord de phase. Dans ce cas, 'effet de la non-linéarité optique
pourra se cumuler sur de tres grandes distances, voire sur des milliers de kilometre dans le cas de
la propagation d’une impulsion courte le long d’une fibre optique. L’effet sera alors tres important

et pourra jouer un role fondamental sur le profil temporel ou spatial du faisceau apres propagation.

3.3.1 Un faisceau incident - effet Kerr optique et absorption a deux photons

Intéressons nous au cas ou un seul faisceau, associé au champ E(t), est incident sur le matériau.

La polarisation non-linéaire du troisieme ordre s’écrit alors

PO = exPE(1)’

_ EOE(B) (E@)° +&%(1)° + 3E(E()* + 36" (1)E(1)) (3.41)

Si le champ oscille a une fréquence w, les deux premiers termes de I’équation ci-dessus oscilleront
a la fréquence 3w, ce qui correspond & une génération de troisieme harmonique. Cependant, ce
phénomene n’est pas particulierement intéressant car en pratique il est plus efficace d’engendrer
la troisieme harmonique a 'aide de deux processus du deuxieme ordre en cascade : doublage de
fréquence w — 2w puis somme de fréquence w + 2w — 3w. Par la suite, on supposera que les

termes en £(t)3 n’obéissent pas & la condition d’accord de phase et peuvent donc étre négligés. En
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notation complexe, la polarisation non-linéaire se réduit donc a ’expression
3eqy 3
PO = =2— €W £(t) (3.42)

Comme anoncé plus haut, on voit que ce terme de la polarisation non-linéaire a exactement la
meéme phase que le champ électrique : ’accord de phase est automatiquement vérifié. L’effet de ce
terme sur la propagation non-linéaire du champ électrique est appelée effet Kerr optique. Le cas
de la propagation d’une impulsion breve sera étudié en TD et nous nous limiterons ici au cas d'un
champ monochromatique. Nous pouvons donc directement utiliser 1’éq. 3.11 qui s’écrit ici

@ B 3iwy®)
dz  8nc

A% A (3.43)

Remarquons que, malgré la non-linéarité optique, l'intensité du faisceau reste constante. En

effet,
d|.,4]2 B *% dA*
dz = A dz + dz A
_ 3ZWX(3) 2 * *
= Snc Al (A"A — A" A)
=0 (3.44)

Donc |A(z)| = |A(0)| = |&o|. L’éq. 3.43 devient

d 3iwy 3 & |2
dA _ Biwx™|&| A

dz 8nc (345)
La solution I’équation ci-dessus s’obtient immédiatement
A(z) = A(0) exp(ipy, (2)) (3.46)
ol
oni(2) = 3&;2? €0 = (3.47)

On remarque que le déphasage non-linéaire ¢, (z) est proportionnel a la densité de puissance, I,

du faisceau lumineux. On I’écrit en général sous la forme
w
oy (2) = EnQIz (3.48)

ol ne, quantité proportionnelle & y®), est par définition 'indice non-linéaire du matériau et

s’exprime en m2/W. En revenant & l’expression du champ électrique £(z), on voit que celui-ci
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se met sous la forme

£(2) = £(0) exp (z“c’(n + n21)2> (3.49)

Tout se passe comme si lindice de réfraction du milieu devait étre remplacé par la quantité
dépendant de l'intensité n(I) = n + nol.

Un exemple de manifestation de 'effet Kerr optique est le phénomene d’autofocalisation. Celui-
ci résulte du fait que dans le cas d’un faisceau présentant une extension transverse finie, le déphasage

non-linéaire n’est pas uniforme le long du faisceau :

w
o (,y,2) = —nal(w,y)z (3.50)

Par exemple, dans le cas d’un faisceau gaussien, le chemin optique vu par le faisceau lumineux sera
plus important au centre du faisceau que sur la périphérie. Cette plus grande épaisseur optique au
centre du faisceau se traduit par une lentille effective, appelée lentille de Kerr, qui a pour effet de

focaliser le faisceau. On parle alors d’autofocalisation.

3.3.2 Deux faisceaux incidents - effet Kerr croisé

Considérons le cas ou deux faisceaux non colinéaires, appelés pompe et signal, interagissent dans
un matériau non-linéaire. Les vecteurs d’onde de ces deux faisceaux seront notés respectivement

kp et kg. La polarisation non-linéaire du troisieme ordre induite dans le matériau s’écrit alors

®3)

PO (7 1) = X

< (Ep(70) + Ep(7 1) + Es(7, ) + E5(7 1)) (3.51)

Le développement de cette expression fait apparaitre un grand nombre de termes. Considérons I'un
d’entre eux, par exemple le terme Ep(7, t)Ep (7, t)ES(T, ). Sa dépendance spatiale s’écrit exp(i(QEp—
ES)F') Ce terme de la polarisation est donc a l'origine du rayonnement d’une onde dont la phase
spatiale varie selon (QEP — ES).F, ce qui signifie que 'onde se propage dans la direction indiquée
par le vecteur 2];;]3 - ES. Cet effet peut étre interprété de la facon suivante : L’interférence entre les
faisceaux pompe et signal induit un réseau dans le matériau, le vecteur d’onde associé a ce réseau
s'écrivant kp — ES. Le faisceau pompe est diffracté sur ce réseau, ce qui fait passer sa direction
de Ep a Ep + Ep — Eg = 2Ep — ES. Ce phénomene de diffraction sur un réseau induit est I'un des
exemples des nombreux processus non-linéaires intervenant dans cette configuration.

Par la suite, nous nous intéresserons uniquement a la propagation du faisceau signal, ce qui
correspond a une situation expérimentale ou I'on aurait bloqué la propagation des autres faisceaux
a ’aide d’un diaphragme placé apres le matériau non-linéaire. Le faisceau pompe, la diffraction sur

le réseau induit de la pompe et du signal étant bloqué par le diaphragme, seuls nous intéressent les
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termes de 1’éq. 3.51 pour lesquels la phase spatiale est en ES.F. Ceux-ci sont soit du type EpEHEs,
soit du type £5€5Es. En écrivant la polarisation en notation complexe, et en comptant le nombre
de fois ol chacun des termes apparait, on obtient

_aox®

3)
l 4

(6l€p]* + 3[€5[*) &5 (3.52)

En notant ’analogie entre cette expression et 1’éq. 3.42, on peut en déduire directement ’expression

du déphasage non-linéaire du faisceau sonde :

w
C

PrL (Z) (nQIS + 2nZIP)Z (3.53)

Le premier terme correspond a l'effet Kerr optique du faisceau signal, phénomene intervenant
méme en l'absence du faisceau pompe et déja étudié plus haut. Le second terme correspond a
Ieffet Kerr optique induit par le faisceau pompe sur le faisceau signal, appelé effet Kerr croisé. En
pratique, on s’intéressera souvent au cas ou le faisceau pompe est beaucoup plus intense que le
faisceau signal (Ip > Ig), et le second terme sera donc prédominant.

L’effet Kerr croisé a de nombreuses applications, notamment dans le domaine de la commutation
tout-optique. De plus, la possibilité de mesurer la puissance d’un faisceau lumineux a l'aide du

déphasage introduit sur un autre faisceau sera d’une grande utilité en optique quantique.

3.3.3 Trois faisceaux incidents - conjugaison de phase

Dans le cas ou trois faisceaux sont incidents sur le matériau le nombre de processus non-linéaires
accessibles augmente encore. Nous nous limiterons ici a une configuration particuliere ou deux
faisceaux pompe contra-propagatifs, Ep et £, interagissent avec un troisieme faisceau appelé signal,
Es. On s’intéresse seulement au faisceau émis dans la direction opposée a celle du signal, soit —ES.

La polarisation non-linéaire s’écrit

_ax®

PO(F1) <

(Ep(7,t) + EB(T,t) + Ep(Fyt) + EX (7, ) + Es(7,t) + EL(F,1))° (3.54)

En suivant la méme démarche que celle utilisée précédemment, on voit que seul le terme en EpEpEY
donnera lieu a un champ se propageant dans la bonne direction. En effet, le vecteur d’onde associé
a ce terme s’écrit Ep + l%; — Eg = Ep — Ep — Eg = —ES. Une propriété remarquable de ce terme
en EpERES est qu'il fait apparaitre le conjugué complexe du champ sonde. Il s’agit du phénomene
de conjugaison de phase et I’ensemble du dispositif est appelé un miroir a conjugaison de phase.
Contrairement au cas d’'un miroir ordinaire, le faisceau ”réfléchi” n’obéit pas aux lois de Descartes

puisqu’il est réémis exactement dans la direction inverse du faisceau incident. De plus, en raison
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de la conjugaison de phase, le front d’onde du faisceau réémis se trouve retourné, ce qui trouve des

applications pour compenser les phénomenes de distorsions de front d’onde.

3.3.4 Absorption a deux photons

Considérons maintenant le cas ol la susceptibilité du troisieme ordre est une grandeur complexe et

reprenons le calcul effectué plus haut portant sur la variation avec z de |A(2)|? (voir éq. 3.44) :

dlA?Z L dA  dA*
= - Yot EA

3w o e 3) 3)% g
= %Vﬂ (AX A—x AA)

3w
_ (3) 4

équation que l'on peut réexprimer sous la forme

dl(z)
dz

= —al(2)? (3.56)

ol ao, quantité proportionnelle a Imx(3), est par définition le coefficient d’absorption a deux pho-
tons. En effet, contrairement a ’absorption habituelle, a un photon, le taux d’atténuation de
Iintensité temporelle est non pas proportionnel a l'intensité mais a l'intensité élevée au carré. On
peut en outre montrer que la partie imaginaire de la susceptibilité du troisieme ordre présente une
résonance tres marquée lorsque qu’une transition du systéme est proche de deux fois la fréquence

du laser excitateur.
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Chapitre 4

Des lasers continus aux lasers

femtosecondes

Le principe du laser [12] fait intervenir deux éléments, un amplificateur et un mécanisme de
bouclage. Comme en électronique, on obtient alors dans certaines conditions, i.e. si le gain est
suffisamment élevé, une oscillation.

Dans le domaine optique, le mécanisme de bouclage est assuré par une cavité optique, qui fera
l'objet de la section 4.1, tandis que "'amplification résulte de I’émission stimulée (section 4.2). Nous
étudierons le laser continu en régime stationnaire a la section 4.3 avant d’aborder la génération
d’impulsions femtosecondes a 'aide de lasers a modes bloqués, d’amplificateurs, ou de sources

secondaires reposant sur des processus non-linéaires (section 4.4).

4.1 Cavité optique

4.1.1 Modes longitudinaux

Une cavité laser peut étre soit linéaire soit circulaire. Nous considérerons ce dernier cas dans cette
partie mais les résultats sont similaires dans le cas d’une cavité linéaire.

On suppose que le miroir de couplage, ou de sortie, de la cavité est caractérisé par un coeflicient
de réflexion v/R et un coefficient de transmission v/7' (en amplitude). Les relations d’entrée-sortie

sur le miroir de couplage s’écrivent ainsi

£ = VT&,+VRE (4.1)
Eout = —VRE +VTE (4.2)

Le signe — dans I'éq. 4.2 résulte de la conservation de l’énergie. Par ailleurs, on suppose que

65
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E’

out

Figure 4.1: Cavité circulaire

I'intensité du faisceau est multipliée par un facteur exp(—A) a chaque tour de cavité, et que le champ
subit un déphasage . Dans le cas ou la cavité est vide, ce déphasage peut s’écrire ¢ = wL/c+ pgq,
le premier terme correspondant au chemin optique vu par une onde monochromatique de fréquence
w, tandis que le terme @¢ inclut des corrections d’origines diverses (phase de Gouy & laquelle il

faudra éventuellement ajouter le déphasage intervenant lors des réflexions sur les autres miroirs).

La relation de bouclage liant les champs &€ et £ s’écrit donc
E=Ee A2 eip (4.3)

En remplagant dans 1’éq. 4.1, on obtient

E=VTE,+VRe A2 e? g (4.4)
soit,
T
&= VT —Ein (4.5)
1 — /R e=A/2 ¢iv
d’ou

T e=4/2 ¢i¢
gou - —\/ﬁ + - in
! < 1—+VReA/2 ew>
e~ A/2 iy _ \/R

= 1— \/E o—A/2 gip gz‘n (4.6)

L’intensité circulant dans la cavité peut s’écrire |E]* = S |E;n|?, ot S est par définition le facteur
de surtension. Ce dernier, représenté Fig. 4.2, est constitué de pics coincidant avec les points ou
la phase ¢ est un multiple de 27. L’espacement entre les pics, encore appelé intervalle spectral

libre, a donc pour valeur Aw = 27¢/L. On dit qu’on a affaire & une "bonne cavité” lorsque les
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pertes subies apres un tour sont faibles. Celles-ci sont caractérisées par la grandeur P définie par
exp(—P) = Rexp(—A), soit P =1n(1/R) + A. Dans le cas de faible pertes, c’est & dire lorsque le
coefficient de réflexion R est proche de 1 et lorsque ’absorption A est faible (d’ou P ~ T + A), on
montre que les pics de résonance prennent une forme lorentzienne de largeur dw = ¢P/L. Enfin, la

finesse f définie comme le rapport entre Aw et dw a pour valeur f = 27 /P.

W, Wog w

Figure 4.2: Représentation du facteur de surtension en fonction de la fréquence

Dans le cas général, le facteur de surtension a pour valeur

T
S =
1+ Re A —2VReA/2 cosp
- T
1+ Re A —2VRe 4/2 4+ 4/Re=4/2sin? £

T
(1 — \/R@*A/Q)Q + 4\/E e—A/2gin? %
T/ (1 -VR e’A/Q)2

= 4.
14 AR 2P in2 ¢ D
(1-VR e=4/2)? 2
La largeur & mi-hauteur est obtenue lorsque
2
vo (L=VEe)
sin“- = ~——+——"— (4.8)
2 4vVR e=A/2
En remarquant que sin % ~ dwL/2¢c, on en déduit la largeur des pics de résonances
2c1—VRe 4A/2
pu = 1= VRe (4.9)

L \/VRe4/2

On en déduit la finesse
A Re—4/2
jo B VVRe A2 (4.10)
dw 1—+vVRe A/2
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Enfin, le facteur de surtension a la résonance s’écrit

T T
Smal‘ =5 ] = (411)

(1 _ \/EefA/z)Z p2

Il est simple de déduire des résultats ci-dessus les valeurs énoncées plus haut dans le cas d’une ”"bonne cavité”.

4.1.2 Interprétation impulsionnelle des modes longitudinaux d’une cavité

Il existe une autre méthode pour établir les résultats ci-dessus, consistant a se placer dans le
domaine temporel. Supposons que le champ &;,(¢) soit non pas un champ monochromatique mais
une impulsion breve, dont la durée sera supposée tres inférieure au temps nécessaire pour parcourir
la cavité, Tp = L/c. Cette impulsion va effectuer un certain nombre de tours dans la cavité, son
amplitude étant multipliée & chaque tour par la grandeur v/ R exp(—A/2+ipg) = exp(—P/2+ipq).

Le champ dans la cavité s’écrit donc
Too . n
E(t) = VTY (e7PrHiee) gt — nTy)
n=0
+oo
= VT Z exp (n (—=P/2 4 ipq)) Em(t —nTy)
n=0

= VT io f(nT)d(t — nTp) @ Ein(t) (4.12)
n=0

ou 'on a posé f(t) = O(t) exp(—t/2 + itpa/To), avec v = P/Tj le taux de décroissance de la

cavité. L’éq. 4.12 peut encore s’écrire

E(t) = VT (f()Ig (1)) ® Ein(t) (4.13)

ou Iz, (t) = > 6(t — nTp) est un peigne de Dirac de pas Tp. En passant dans l’espace des

fréquences, on obtient

Ew) =T <217r F(w) ® Ty, (w)> Ein(w) (4.14)

On en déduit que la réponse spectrale de la cavité est constituée de pics espacés de Aw =
21 /Ty = 2me/L. Dans le cas d’une cavité de bonne qualité, le chevauchement de ces pics peut
étre négligé et on peut donc se concentrer sur un pic unique. Celui-ci a pour forme spectrale la
transformée de Fourier d’une exponentielle, soit une lorentzienne, dont la largeur dw est inversement

proportionnelle au temps de vie dans la cavité.
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4.1.3 Modes transverses

Le calcul effectué ci-dessus n’est valable que dans le cas d’une onde plane, ce qui impliquerait
des miroirs d’extension spatiale infinie. Dans une cavité réelle, I’extension transverse est bien
évidemment finie, ce qui donne lieu a une diffraction qu’il faut compenser a ’aide d’éléments
convergents comme des lentilles ou des miroirs sphériques. L’exemple le plus simple d’une telle
cavité est constitué d’un miroir plan faisant face a un miroir sphérique. La longueur de la cavité

est noté D et le rayon de courbure du miroir est noté Ry.

Ry

Figure 4.3: Cavité plan - sphérique utilisée dans la détermination du mode transverse

Nous savons que quel que soit le profil spatial du faisceau sur le miroir plan, il pourra se
décomposer sur les fonctions uum, (x,y,0) qui forment une base de 'espace £2(R). Cherchons donc
une solution de I’équation de propagation dans la cavité sous la forme d’une fonction wuy,, (z,y, 2).
De fagon générale, on démontre que le rayon de courbure de ’onde doit coincider avec le rayon
du miroir sur lequel elle se réfléchit. Cela signifie que le rayon de courbure du faisceau doit étre
infini au niveau du miroir plan, ou encore que ce dernier se situe au waist du faisceau. Par ailleurs,
le rayon de courbure du faisceau gaussien au niveau du miroir sphérique, R(D), doit étre égal au

rayon Ry du miroir sphérique. On obtient donc
Ry=R(D)=D+ =%
La longueur de Rayleigh du faisceau est donc entierement déterminée par la longueur de la cavité :
zr =/ D(Ry— D)

ce qui impose Ry > D. Cette condition détermine la zone de stabilité de la cavité, représentée sur

la Fig. 4.4.

On peut en déduire le waist du faisceau, qui dépend de la géométrie de la cavité

wo =/ 2 (D(Ro D) = |2
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Zr

1Ry/2

D
Ro
Figure 4.4: Zone de stabilité de la cavité

Enfin, si 'on tient compte des conditions de résonance longitudinales de la cavité, on doit écrire

que la phase vue par le faisceau apres un aller-retour doit étre égale & un multiple de 2w, soit

2 D D
Lpnm 7 2(n+m+ 1) arctan — = 2pm
c %R

ce qui permet de déterminer la fréquence d’un mode de la cavité

c D
Wpnm = 2D <2p7r +2(n +m + 1) arctan ZR)

4.2 Amplification optique

Comme vu au chapitre précédent, il faut établir une inversion de population, psq < ppp, si 'on
veut obtenir une amplification. Par ailleurs, nous avons vu que dans le cas d’'un systeme a deux
niveaux couplé a un champ, il est impossible de changer le signe de la différence des populations
simplement par un couplage avec le champ électromagnétique. On peut donc en déduire qu’il faut
trois ou quatre niveaux pour pouvoir obtenir une inversion de population par un pompage sous

forme optique.

4.2.1 Equation de Bloch en présence de pompage

Nous nous contenterons ici du modele simplifié a deux niveaux représenté Fig. 4.5, les autres niveaux
étant incorporés au bain thermique.

On introduira donc des termes de pompage des deux niveaux a et b

OPaa = A, (4.15)
ot pompage

Ipwp

apeb = A, (4.16)
ot pompage

Il faut donc maintenant résoudre de nouveau I’équation de Bloch avec ces termes supplémentaires,

en suivant ’approche de la section 2.4.
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Figure 4.5: Modéle o deux niveauz incorporant des taux de pompage A, et Ap des
deux niveaux a et b

Considérons dans un premier temps I’évolution des populations en I’absence de champ électrique.

L’équation d’évolution s’écrit

i . Opnn Opnn
dt P = ot relax ot pompage
- _an (pnn - PSQ) + A”
Ap
= Ton (o2 - 1) (417

Il en résulte que les populations tendent vers les valeurs d’équilibre

(e = p0) 4 2 (4.18)

nn

Enfin, il est intéressant de remarquer que la somme des termes de relaxation et de pompage

s’écrit
apaa
ot

apnn
ot

—_T,, (pnn _ pgﬁ'f)> (4.19)

+

relax

pompage

Cette expression est parfaitement analogue au terme de relaxation seul, a condition de rem-
placer pSEQ par pgﬁf). Cette remarque nous permet d’utiliser directement les résultats obtenus a la

section 2.4 pour déterminer la susceptibilité d’un systeme a deux niveaux en présence de pompage.

On obtient
_ )y, P~ Paa
X = x'(w)
plea _ plea)
Nu? 1 1 (e 1
- - 9) _ pled) 4.20
eoh (w—wba—l—if‘ba w+wba+ina> (p‘m Prb ) 1+é (4.20)
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(Zq), le champ subit donc un gain

Dans le cas ou pl(liq) < py

g(w) = (4.21)

ou go(wy) est le gain faible signal

go(wy) = ﬂNlﬂ b (
0 ¢ eoh (w —wpe)? +T%,

o’ = o) (4.22)

Un cas particulier important est la situation idéale ou les niveaux a et b sont initialement vides
(pg%) = pgg) = 0) et ou seul le niveau b est pompé (A, = 0). On a alors p((faq) =0et pézq) =Np/Tp.

Dans ce cas, I’équation 4.22 devient

wNw T M
c €h (wl — wba)2 + Fga Ty

go(wr) = (4.23)

et le gain en faible signal est simplement proportionnel au taux de pompage du niveau supérieur.

4.2.2 Propagation en régime de faible signal

L’intensité du faisceau se propageant dans le milieu amplificateur obéit a 1’équation

4~ gl (4.24)

Dans le cas ou le faisceau est de faible intensité, on peut supposer que g(w;) = go(w;) (noté
simplement gg par la suite) et est donc indépendant de U'intensité. Dans ce cas, I’équation ci-dessus

donne immédiatement

I(z) = 1(0) exp(go2) (4.25)

L’intensité croit donc exponentiellement avec z.

4.2.3 Propagation en régime saturé

L’expression ci-dessus cesse d’étre valable des que I(z) n’est plus négligeable devant I'intensité de

saturation. Dans ce cas I’équation d’évolution de l'intensité s’écrit

dI I
- 4.26
S (4.26)
que 'on peut encore écrire
1 1
=+ — | dI = god 4.2
(1 * Is> g0t (4.27)
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Cette équation aux variables séparables s’integre simplement

I I-1
1 _
T T

= gL (4.28)

On retrouve évidemment une variation exponentielle lorsque I <« Ig. A linverse, lorsque I > Ig,

la variation de l'intensité avec z devient linéaire.

S
&
o)

Intensité

(/)_

1 2 3 4 5 6 gl

Figure 4.6: Intensité obtenue apreés amplification sur une Longueur L. La courbe en
pointillé représente ce que l'on aurait obtenu en l’absence de saturation (g = go).

4.3 Laser en régime stationnaire

Considérons ici le cas d’une cavité circulaire en supposant que le champ se propage dans un sens
de rotation bien déterminé, que ’on pourra imposer a ’aide d’un composant optique comme un
isolateur de Faraday. Le role de cette hypothese est de simplifier le probleme en évitant la présence

de franges d’interférences dans le milieu amplificateur.

4.3.1 Condition d’oscillation

On appellera L la longueur de la cavité et L4 1’épaisseur du milieu amplificateur. Considérons le
champ sur I’axe du faisceau et appelons £ le champ a I'entrée du milieu amplificateur, £ le champ
en sortie du milieu amplificateur et £” le champ a 'entrée du milieu amplificateur aprés un tour
de cavité. Comme a la section 4.1 on appellera R le coefficient de réflexion du miroir de sortie de
la cavité et A les pertes par absorption.

On supposera de plus que le milieu amplificateur est suffisamment mince pour que le gain g

puisse étre considéré comme constant dans le milieu. Cette approximation nous permet d’écrire

.nwl 4

E=Ee < eglal? (4.29)
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Figure 4.7: Cavité laser utilisée dans le modéle

Par ailleurs, le champ £” aprés un tour de cavité peut s’exprimer a partir de £’ selon la relation
£ = E'VRe A ¢ (L7ha) giva (4.30)

ou 'on a tenu compte des pertes par réflexion et absorption, du déphasage résultant de la propa-
gation sur une distance L — L 4 et du déphasage de Gouy ¢¢.
En régime stationnaire, le champ doit se reproduire identique a lui-méme apres un tour de

cavité. C’est la condition de bouclage, qui s’exprime ici £’ = £, soit

€ = EVRe A ¢9la/? (i (L-La) ™74 ive (4.31)

Cette équation admet deux solutions : soit £ = 0, ce qui signifie que le laser ne fonctionne pas,
soit

VRe=4 98472 exp (z (“C’((n —1)Ls+L)+ <,0G>) =1 (4.32)

qui est la condition d’oscillation du laser. Cette expression impose une condition sur I’amplitude

et une condition sur la phase, conditions que nous allons examiner successivement.

4.3.2 Condition sur ’amplitude

La condition d’oscillation sur 'amplitude s’écrit

Re A e9ta =1 (4.33)

En notant P = A 4 In(1/R) les pertes dans la cavités, on obtient

gLa=P (4.34)
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En d’autre termes en régime stationnaire le gain compense exactement les pertes. En remplacant

le gain par son expression, on obtient

L
N4 _p (4.35)
1+ L
soit
L
I=1s (gOPA - 1) (4.36)

L’intensité étant positive, on en déduit que le laser ne peut fonctionner que si le gain en faible

signal est strictement supérieur aux pertes.

Dans le cas simplifié ol seul le niveau supérieur est pompé, on sait d’apres 1’eq. 4.23 que le gain
faible signal est directement proportionnel au taux de pompage : gg o< Ap. On peut alors exprimer

I’intensité circulant dans le laser selon la relation

I=1Ig ( A - — 1) (4.37)

A Intensité

Taux de pompage

Seuil

Figure 4.8: Puissance émise en fonction du taur de pompage

4.3.3 Condition sur la phase

La condition sur la phase s’écrit

w
2 (0w, 1) = )La+ L) + g = p2 (4.38)

Cette condition fait intervenir I'indice de réfraction du milieu amplificateur qui dépend non
seulement de la fréquence mais aussi de 'intensité du faisceau laser. La position exacte des modes

longitudinaux est donc fonction de la puissance de fonctionnement du laser.
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4.4 Génération d’impulsions femtosecondes

Comme le montre le schéma représenté Fig. 4.9, une source femtoseconde est généralement con-
stituée d’un oscillateur produisant un train d’impulsions ultracourtes (section 4.4.1), d’un étage
d’amplification augmentant 1’énergie des impulsions de plusieurs ordres de grandeur (section 4.4.2),
et enfin d’'un étage de génération d’impulsions de longueurs d’onde appropriées obtenues par des

processus d’optique non-linéaire (section 4.4.3).

Oscillateur A A Afp

S T TTTRPRP R Amplificati OF sevrerenreesarresacnerasessesncssrssassasacasnsnssdonss, X

Compresseur Amplificateur

Génération
NIl de nouvelles
U longueurs
d’onde \Y V v v

Figure 4.9: Schéma général d’une source femtoseconde

4.4.1 Oscillateur

Un oscillateur femtoseconde est un dispositif produisant un train d’impulsions dont chacune a une
durée extrémement courte, de ’ordre de cinq femtosecondes pour les systemes les plus performants.
Il s’agit avant tout d’un laser, constitué d’une cavité et d’un milieu amplificateur, avec bien entendu
des caractéristiques particulieres. Tout d’abord, nous savons d’apres les propriétés générales de la
transformée de Fourier (voir éq. A.26) que pour produire une impulsion de ”durée” At il faudra
disposer d’un spectre dont la "largeur” spectrale Aw soit telle que AwAt > 1/2. Rappelons que
largeur et durée s’entendent ici au sens de ’écart quadratique moyen. La premiere condition pour
pouvoir obtenir des impulsions femtosecondes est donc de disposer d’un milieu amplificateur dont la
courbe de gain présente une tres grande largeur spectrale. Le matériau le plus couramment utilisé a
cette fin est le saphir dopé au titane, qui présente une bande de gain couvrant les longueurs d’onde
comprises entre 700 nm et plus de 1 um.

L’émission laser se faisant sur une grande largeur spectrale, un grand nombre de modes lon-
gitudinaux contribueront a cette émission. Dans le cas d’une cavité laser dont la longueur est de

Pordre de 1.5 m, Uintervalle spectral libre ¢/2L vaut 100 MHz. Aw pouvant atteindre une centaine
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Figure 4.10: Oscillateur Saphir:Titane. La compensation de dispersion de vitesse
de groupe est assurée par l’ensemble des deux prismes, produisant une dispersion de
vitesse de groupe négative. Le blocage de mode est assuré par effet Kerr. D’une part
dans le domaine temporel, la phase non-linéaire permet de compenser la composante
quadratique négative résultant de la dispersion de la cavité en régime linéaire, ce qui
permet d’avoir des modes longitudinaux parfaitement équidistants. D’autre part dans
le domaine spatial, ’autofocalisation par lentille de Kerr permet de diminuer les pertes
lorsque les différents modes longitudinaux sont en phase, privilégiant ainsi le régime
impulsionnel.

de THz, on aura donc jusqu’a un million de modes longitudinaux intervenant dans la production
d’impulsions. Le spectre émis est le produit d’une courbe de largeur Aw par un peigne de Dirac
correspondant aux modes longitudinaux de la cavité. Dans le domaine temporel, cela signifie que
le champ émis est le produit de convolution entre un champ de durée At et un peigne de Dirac de
période 2L/c. Le laser produit donc un train d’impulsions, le temps entre deux impulsions étant
simplement le temps qu’il faut a la lumieére pour parcourir la cavité.

Comme tout laser, un laser femtoseconde doit satisfaire aux conditions de bouclage du champ.
Il faut donc que I'impulsion se reproduise identique a elle-méme apres chaque tour de cavité. Mais,
comme nous ’avons vu a la section précédente, I'impulsion va nécessairement s’étaler temporelle-
ment en raison de la dispersion de vitesse de groupe dans le saphir. La seconde condition pour
produire des impulsions est donc d’introduire dans la cavité un mécanisme de compensation de la
dispersion de vitesse de groupe. Une premieére technique consiste a utiliser un ensemble de deux
prismes permettant de séparer les différentes composantes spectrales de 'impulsion et de retarder
les plus grandes longueurs d’onde qui sont précisément les plus rapides lors de la propagation dans
le saphir. En ajustant correctement la distance entre les prismes on peut compenser 1’étalement
de 'impulsion intervenant lors de la propagation dans le saphir. Une seconde technique consiste
a utiliser de multiples réflexions sur des miroirs diélectriques ayant été spécialement congus pour
introduire une phase quadratique dont la courbure s’oppose a celle résultant de la propagation dans
le saphir.

Les deux premieres conditions mentionnées plus haut sont nécessaires a ’obtention d’un train
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d’impulsions breves mais elles ne sont pas suffisantes. En effet, le laser peut a priori osciller sur ses
différents modes longitudinaux sans qu’il y ait une relation de phase particuliere entre les modes.
La troisieme condition consiste a assurer le blocage des modes. En d’autres termes, il s’agit de
s’assurer que le laser fonctionne en régime impulsionnel en favorisant ce régime par rapport aux
autres. Une technique appelée blocage des modes par lentille de Kerr consiste a tirer parti de I'effet
Kerr optique intervenant dans le saphir. Comme mentionné section 3.3.1, la lentille de Kerr induite
dans le saphir aura tendance a focaliser le faisceau. Cependant, cet effet, proportionnel & la densité
de puissance du faisceau, sera significatif uniquement dans le cas ou le laser fonctionne en régime
impulsionnel puisque la puissance créte est alors bien supérieure. Si 'on place un diaphragme a
une distance appropriée du saphir, le faisceau focalisé grace a la lentille de Kerr sera transmis plus
efficacement et subira donc moins de pertes. On peut ainsi se placer dans une situation ou le gain
n’est supérieur aux pertes que lorsque le laser fonctionne en régime impulsionnel. Le fonctionnement
du laser en régime continu est alors rendu impossible et on obtiendra un train d’impulsions breves.
On pourra trouver une description plus approfondie d’un oscillateur femtoseconde dans I’appendice D.7,
ou 'on verra qu’en régime permanent le fonctionnement du laser résulte de la compensation par-
faitement exacte entre la dispersion de vitesse de groupe de la cavité (qui est globalement négative)
et le déphasage non-linéaire résultant de l'effet Kerr, a la maniére d’un soliton se propageant sans
déformation. L’exactitude de cette compensation, qui résulte d’un ajustement incessant de la forme
de I'impulsion, atteint une telle précision que la rigidité du peigne de fréquences ainsi produit a

révolutionné la métrologie des fréquences.

4.4.2 Amplification

Un oscillateur femtoseconde produit typiquement un faisceau laser dont la puissance moyenne est
de l'ordre du Watt. Le taux de répétition de la cavité étant de l'ordre de 100 MHz, on dispose
ainsi d’une énergie de 'ordre de 10 nJ par impulsion. Une telle énergie est suffisante pour certaines
applications, mais dans de nombreux cas il est nécessaire d’avoir recours a une amplification optique
du faisceau pour obtenir des énergies par impulsion plus importantes. On sélectionnera ainsi
une impulsion & un taux de répétition inférieur afin de I'amplifier au niveau d’énergie requis. A
puissance moyenne constante, on pourra ainsi obtenir des impulsions d’énergie 1 mJ & un taux
de répétition de 1 kHz, ou de 100 mJ a un taux de répétition de 10 Hz. Le processus utilisé
pour assurer cette amplification est le plus souvent ’émission stimulée dans un matériau a large
bande spectrale similaire a celui utilisé dans l'oscillateur, par exemple le Saphir dopé au Titane. Le
spectre de 'impulsion amplifiée est souvent légerement plus étroit que celui de I'impulsion incidente
en raison du phénomene dit de rétrécissement par le gain lié a la légere dépendance spectrale du

gain. Quant a la phase spectrale, on sait qu’elle est conservée puisque 1’émission stimulée a pour
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caractéristique de produire un faisceau amplifié dont la phase est égale a celle du faisceau indicent.
Cette propriété permet d’amplifier des impulsions courtes dont la durée sera approximativement
conservée - a la dispersion linéaire pres qui pourra étre aisément compensée. Il existe cependant
une limitation technique a I’énergie des impulsions qui pourront étre produites par une application
directe de cette méthode : au cours de sa propagation dans le milieu amplificateur, I'impulsion
amplifiée atteindra en effet des puissances crétes considérables qui seront suffisantes pour induire
des effets non-linéaires importants, comme 'effet Kerr optique. On verra alors apparaitre des
phénomenes comme ’autofocalisation ou la filamentation menant finalement & un endommagement
du matériau amplificateur soumis a des puissances crétes trop élevées. La méthode utilisée pour
contourner ce probléme, dite amplification a dérive de fréquence (chirped pulse amplification ou
CPA), consiste a étirer 'impulsion préalablement & son amplification, puis & la recomprimer en
sortie de 'amplificateur (voir Fig. 4.9) [13].

Une seconde approche développée plus récemment est ’amplification paramétrique optique
a dérive de fréquence (Optical Parametric Chirped Pulse Amplification ou OPCPA). La princi-
pale différence avec la méthode décrite ci-dessus est que 1’émission stimulée y est remplacée par

Pamplification paramétrique dans un cristal non-linéaire (voir section 3.2.4).

4.4.3 Génération de nouvelles longueurs d’onde

Pour de nombreuses applications il peut étre extrémement utile de disposer d’une source accordable,
c’est a dire de pouvoir varier a volonté la longueur d’onde des impulsions produites. L’optique non-
linéaire fournit les mécanismes physiques permettant d’effectuer de telles conversions de fréquences,
qui seront d’autant plus faciles & mettre en oeuvre dans le cas d’une source femtoseconde en raison
des fortes puissances crétes disponible. On pourra ainsi tres facilement observer la génération de
second harmonique en focalisant une impulsion femtoseconde dans un cristal non-linéaire comme le
BBO ou le KDP de quelques mm d’épaisseur. Les taux de conversion atteignent facilement plusieurs
dizaines de pourcents. Selon le méme principe on peut observer la génération d’harmoniques
d’ordres élevés par focalisation d’une impulsion ultracourte dans un gaz ou sur une cible solide, ce
qui permettra d’atteindre le domaine des UV ou des rayons X mous. Pour obtenir une longueur
d’onde arbitraire dans le spectre visible, la méthode la plus courante consiste a engendrer un contin-
uum spectral en focalisant une impulsion femtoseconde dans un milieu transparent comme de I'eau
ou du saphir. On engendre alors une auto-modulation de phase résultant en un élargissement du
spectre qui pourra ainsi s’étendre de I'UV & l'infrarouge proche (voir travaux dirigés). La densité
spectrale d’énergie produite par un tel processus est naturellement assez faible, mais on pourra y
remédier en amplifiant une tranche spectrale donnée a l'aide d’un amplificateur paramétrique. On

pourra également couvrir le domaine de l'infrarouge moyen par différence de fréquences entre les
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faisceaux signal et complémentaire produits dans un amplificateur paramétrique [14]. Enfin, le do-
maine de l'infrarouge lointain est directement accessible par redressement optique d’une impulsion
dont la durée est de I'ordre d’une centaine de femtosecondes [15]. C’est donc quasiment 1’ensemble
du spectre électro-magnétique, des micro-ondes jusqu’aux rayons X, qui est ainsi rendu accessible

par l'utilisation de 'optique non-linéaire en régime femtoseconde.



Chapitre 5

Caractérisation spatio-temporelle

Ce chapitre aborde les méthodes de caractérisation du champ électrique E(z,y, z,t) associé & un
faisceau lumineux. Dans la mesure ou il n’existe pas de détecteurs suffisamment rapides, il sera
souvent préférable de travailler dans ’espace des fréquences et donc de mesurer la grandeur com-
plexe £(x,y, z,w), qui contient exactement la méme information que le champ dans le domaine
temporel. La plupart du temps, on s’intéressera en fait a un faisceau laser se propageant selon
laxe z en géométrie paraxiale. La propagation en espace libre étant connue (voir section 1.5), il
suffira de mesurer le champ dans un plan transverse donné, par exemple en z = 0. Le probleme
se ramene donc a la mesure de la grandeur complexe £(z,y,w) = |E(x, y,w)| exp(ip(z,y,w)) dans
un espace a trois dimensions. La mesure du module de cette grandeur, traitée brievement a la
section 5.2, ne pose pas de probleme particulier. Il n’en va pas de méme de la phase p(z,y,w) car
les détecteurs disponibles sont sensibles non a la phase mais a 'intensité, comme cela sera démontré
a la section 5.1. La section 5.3 porte sur la mesure de la phase spatiale ¢(x,y), correspondant par
exemple au cas d’un faisceau laser monochromatique. La section 5.4 porte sur la mesure de la phase
spectrale p(w), correspondant au cas d’une onde plane ou bien d’un faisceau dont la phase spatiale
est plate (au foyer d’un faisceau gaussien par exemple). Enfin, la section 5.5 aborde briévement les

méthodes de mesure véritablement spatio-temporelles.

5.1 Détection aux fréquences optiques

Considérons un détecteur ponctuel !, placé en un point de coordonnés z et y dans le plan transverse
du faisceau lumineux et produisant un signal S(t) a partir du champ électrique E(x, y,t) en ce point.
Par la suite, on omettra les coordonnées x et y du point ou le champ est mesuré. Un détecteur

sensible doit pouvoir mesurer des champs de faible amplitude et il est donc légitime d’effectuer un

'En pratique, il suffira de supposer que la dimension du détecteur est trés inférieure & D'échelle de variation du
profil transverse du faisceau a mesurer.

81
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développement perturbatif du signal mesuré
S(t) =SV (t) +SA() + ... (5.1)

le terme S (t) étant par définition d’ordre n par rapport au champ électrique E(t). Nous allons
considérer successivement les contributions au signal de S(l)(t) et S (t), termes respectivement

linéaires et quadratiques par rapport au champ électrique E(t).

5.1.1 Détection linéaire

Comme pour la polarisation linéaire (voir section 1.2), les hypotheses de linéarité et d’invariance
par translation dans le temps nous permettent d’écrire de maniere générale le signal sous la forme
d’un produit de convolution entre la réponse impulsionnelle du détecteur R(¢) et le champ électrique

E(t):

SO(t) = R(t) ® B(t) = / R(t — ) E()dt’ (5.2)
S () = / R(w)E(w) exp(—iwt)g—: (5.3)

La réponse impulsionnelle du détecteur a une durée caractérisitique Tr gouvernée par le temps de
réponse de ’ensemble de la chaine de détection. Dans le cas d’un systeme de détection reposant
sur des technologies électroniques, comportant par exemple une antenne, un amplificateur et un
oscilloscope, le temps de réponse sera typiquement de 1 ns si 'on emploie des composants stan-
dards, et pourra éventuellement descendre a quelques dizaines de picosecondes avec des composants
particulierement rapides. En conséquence, comme le montre la Fig. 5.1, la réponse R(w) tendra
rapidement vers zéro au dela d’une fréquence de coupure 1/Tr de l'ordre de un a quelques dizaines
de GHz. Pour une impulsion électro-magnétique dans le domaine radio, comme celle représentée
Fig. 5.1(a), la fréquence centrale wy est tres inférieure a la fréquence de coupure et on peut con-
sidérer que la fonction R(w) garde une valeur & peu pres constante (et non nulle) sur le support de
E(w). On en déduit

SM(t) ~ R(wo)E(t). (5.4)

Le signal détecté reproduit ainsi fidelement le champ électrique de I'impulsion. Il s’agit naturelle-
ment d’'une méthode de détection optimale, mais qui reste cantonnée aux fréquences relativement
basses. En effet, dans le domaine optique la fréquence centrale est treés supérieure a la fréquence
de coupure (voir Fig. 5.1(b)), et le recouvrement entre R(w) et F(w) est nul. En d’autres termes,
la période d’oscillation du champ électrique, de 'ordre de 2 fs pour une impulsion visible, est tres

inférieure au temps de réponse du détecteur qui produit donc la valeur moyenne du champ, ici
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égale a zéro. En conclusion, dans le domaine optique, il est impossible de concevoir un systeme de

détection linéaire purement électronique en raison d’un temps de réponse trop lent.
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Figure 5.1: Représentation de la fonction de réponse R(w) du systéme de détection.
(a) Spectre d’une impulsion électro-magnétique dans le domaine radio. (b) Spectre
d’une impulsion visible.

Il existe cependant un moyen de contourner cet obstacle en utilisant des méthodes de détection
ultra-rapides reposant non pas sur 1’électronique mais sur I'optique. Ainsi, une impulsion ultra-
courte permettra d’échantillonner le champ électrique oscillant d’'une onde électromagnétique a
condition que la durée de 'impulsion de mesure soit tres inférieure a la période d’oscillation du
champ. Dans le domaine de 'infrarouge lointain, le champ d’une impulsion dont la fréquence est
de l'ordre du THz - ce qui correspond a une période de 1 ps - est correctement échantillonné par
une impulsion visible de durée égale a 100 fs [16]. Cette approche est tres fréquemment employée
en raison de la facilité d’obtention d’impulsions de 100 fs. Dans le domaine visible, la période
d’oscillation est de 'ordre de 2 fs et il faut alors avoir recours a une impulsion attoseconde pour
procéder a I’échantillonnage du champ [17]. Méme si cette dernieére expérience est réalisable, sa
difficulté est telle qu’il est de loin préférable d’avoir recours a des détecteurs quadratiques lorsqu’on

doit caractériser un champ électrique oscillant dans le domaine des fréquences optiques.

5.1.2 Détection quadratique

Par hypothese, le signal détecté S(2)(t) est maintenant une forme bilinéaire du champ électrique
E(t). L’hypothese d’invariance par translation dans le temps nous permet d’écrire ce signal de

maniere similaire & la polarisation non-linéaire du second ordre (voir eq. 2.47), soit

dw1 dwo

5(2)(t) = //R(wl,wg)E(wl)E(w2) exp(—i(wl +w2)t)§§
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ou R(wy,ws) est la réponse bidimensionnelle du systeme de détection, définie telle que R(w1,ws) =

R(wa,w1). On peut également exprimer S()(t) & I’aide de sa transformée de Fourier selon

S () /5(2) ) exp(— zwt)d (5.6)

21

avec
dw1

= (5.7)

5@ /R wi,w—wi)E(w)B(w —wy)—

Comme plus haut, le signal électronique mesuré S (t) sera limité par le temps de réponse fini
Tr de la chaine de détection, typiquement de l'ordre de 1 ns. Cela signifie que sa transformée
de Fourier S®) (w) doit s’annuler des lors que |w| >> 1/Tx. Cette propriété, valable quelle que
soit le champ F(w), implique que la fonction réponse R(wi,ws) tende elle-méme vers zéro des lors
que |wy + wa| >> 1/Tg, grandeur qui est de 'ordre du GHz. La fonction R(wi,w2) est donc tres
fortement localisée sur la droite wy + wy = 0. A l'inverse, la variation le long de cette droite est
relativement lente, et correspond a la courbe de sensibilité spectrale du détecteur. Exprimée en
longueur d’onde, I’échelle caractéristique de variation de la sensibilité spectrale est typiquement de

l'ordre de la centaine de nanometres, soit plusieurs dizaines de THz dans ’espace des fréquences.

Dans le domaine optique la fréquence centrale wy est naturellement tres supérieure a 1/Tg, ce
qui implique que les seuls termes contribuant a I'intégrale dans ’éq. 5.5 sont ceux o1 w; et wo sont de
signes contraires. En utilisant la notation complexe du champ électrique E(w) = (€(w)+E*(—w))/2,

on en déduit

dn dws

1 .
= 5//R(wl,(.uQ)(S'(wl)z‘)*(—wg)exp(—z(wl + wo)t) P (5.8)
ou encore
dwy d
S (1) / / R(wr, —w3)E(w1)E"(w2) exp(—i(w1 — wa)t) S 2 (5.9)
L’éq. 5.7 devient alors
(2) dw1
SO(w) =5 /R w1,0 = wn)E@)E" (w1 — w) 52 (5.10)
T

Ces deux dernieres équations montrent que le profil temporel du signal produit résulte en général
a la fois du profil temporel du champ électrique et de la réponse du détecteur. Considérons deux
cas particuliers intéressants, correspondant aux cas ou la durée de 'impulsion est respectivement

tres longue ou tres courte.
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Cas d’une impulsion longue

Considérons dans un premier temps le cas d’une impulsion longue, ou plus précisément d’une
impulsion de largeur spectrale faible par rapport a la bande spectrale couverte par le détecteur.
En d’autres termes, on pourra négliger la variation de la fonction R(wi,ws2) le long de la droite
w1 + w9 = 0. On écrira donc

R(wl,WQ) = 25(&11 + (.L)Q) (5.11)

ou la fonction £(w) est une fonction centrée sur w = 0 et dont la largeur spectrale est de l'ordre de

1/Tg, la bande passante du systéme de détection. On obtient alors

SO = / / E(wr + W)€ (W)€ (~wa) exp(—i(wn +w2>t>%%
dwy dwo

- / / / §() exp(i(wr +wa)t)E(w1)€” (—ws) exp(—i(wr + wo)t) 5= —dt’
[0 [etane 0 [ ety

-/ f(t)g(t—t)g*(t—t')dt’

= [ewylee-o)far o)

soit

SP(t) = ¢(t) ® (1) (5.13)

Le signal mesuré est ainsi le produit de convolution entre I'intensité temporelle de 'impulsion et la
fonction £(t), qui peut donc s’interpréter comme la réponse impulsionnelle de la chaine de détection.
Dans le cas idéal ot la durée de I'impulsion est tres supérieure a Tg, on peut négliger la variation

lente du champ dans 1’éq. 5.12 et on obtient simplement

= ([ erdt ) 1E0F = € = 0) €W = JRGen, —w0) EOF  G.19

Le signal mesuré reproduit donc fidelement I'intensité temporelle I(t) = |£(t)|?. Notons que le
signal est ici indépendant de la phase temporelle de 'impulsion. Il est par contre sensible a la
phase spectrale puisque cette derniere quantité gouverne le profil temporel de 'impulsion.

A Tinverse, si la durée de I'impulsion est trés inférieure & Tx (tout en restant suffisamment
longue pour que I’hypothése initiale d’une réponse spectrale constante reste valide), on voit que
c’est au contraire la fonction £(¢') qui peut étre supposée constante dans I’éq. 5.12. On obtient

alors
£) / &) dt (5.15)

On voit que le profil temporel du signal mesuré est alors entierement gouverné par la réponse impul-



86 CHAPITRE 5. CARACTERISATION SPATIO-TEMPORELLE

sionnelle du systeme de détection. Ce n’est pas 'impulsion qui est caractérisée par le détecteur, mais
au contraire la réponse impulsionnelle du systéme de détection qui est déterminée par une excita-
tion pouvant étre assimilée & une distribution de Dirac. La seule information que ’on peut extraire

sur I'impulsion est alors 'intégrale de I'intensité temporelle, c’est a dire I’énergie de I'impulsion.

Cas d’une impulsion ultra-courte

Considérons maintenant le cas d’une impulsion femtoseconde, dont la durée est tres inférieure au
temps de réponse des détecteurs disponibles. Dans ce cas extréme, nous venons de voir que le
profil temporel du signal S (t) est entierement gouverné par le temps de réponse du systéme de

détection. La seule information accessible sur 'impulsion est donc I'intégrale du signal mesuré
S = / SA#ydt = S (w = 0) (5.16)

Cette grandeur peut étre déterminée a l’aide de ’éq. 5.10, ce qui nous donne

S= %/R(wl, —wﬂé’(wﬁé’*(wﬁ% (5.17)
5= [ Rst)le@)Ps (5.18)

ou Rg(w) = R(w, —w)/2 est par définition la réponse spectrale du détecteur. Dans le cas ou la
largeur spectrale de I'impulsion est suffisamment étroite par rapport a la réponse spectrale du

détecteur, on peut simplement écrire

§ = R(wn) [ lE@)PS (5.19)

Le signal mesuré est alors simplement proportionnel a I’énergie de 'impulsion, et on retrouve le
résultat énoncé plus haut (voir eq. 5.15). Dans le cas ou le spectre est plus large - ce qui correspond
par exemple au cas d’impulsions de durée inférieure a quelques dizaines de femtosecondes - il faut
tenir compte de la réponse spectrale du détecteur : le signal correspond a I’intégrale de recouvrement
entre la réponse spectrale Rg(w) et la densité spectrale d’énergie de I'impulsion |€(w)|?, comme
indiqué par 1’éq. 5.18. En conclusion, nous avons démontré le résultat général suivant : Le signal
produit par un systeme de détection quadratique, stationnaire et invariant par translation dans le

temps est insensible a la phase spectrale p(w) de limpulsion. Ce résultat concerne notamment le

cas d’une impulsion femtoseconde mesurée a 1’aide d’un dispositif purement électronique.

En conclusion générale de cette section, on pourra retenir que dans le domaine optique on est
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le plus souvent contraint de caractériser un faisceau lumineux a l’aide d’un dispositif de détection
quadratique, comme par exemple une photodiode, produisant un signal s’exprimant comme une
forme bilinéaire du champ électrique. Dans le cas d’un faisceau laser continu, le signal mesuré
fournit lintensité temporelle, ici constante au cours du temps. On a ainsi accés a l'intensité
|2

spatiale I(z,y) = |E(z,y)|?, par exemple en déplagant le détecteur dans le plan transverse. Dans

le domaine temporel, il est possible de caractériser I'intensité temporelle I(t) = |£(¢)|? & condition
de disposer d’un détecteur suffisamment rapide. A l'inverse, pour une impulsion ultracourte, le
signal sera insensible a la phase spectrale p(w). De maniére générale, on pourra retenir qu’aux
fréquences optiques les détecteurs sont insensibles a la phase, comme cela avait été annoncé dans
I'introduction. Cette spécificité de 'optique, par rapport au domaine radio par exemple, explique

la relative complexité des méthodes de caractérisation décrites dans la suite de ce chapitre.

5.2 Mesure de ’intensité

5.2.1 Mesure de l'intensité spatiale

La mesure de l'intensité spatiale I(z,y) est relativement aisée. Comme mentionné ci-dessus, il suffit
de déplacer une photodiode dans le plan transverse pour cartographier le profil du faisceau laser.
La résolution spatiale est alors simplement déterminée par les dimensions transverses du détecteur.
1l existe fort heureusement une méthode moins fastidieuse qui repose sur I'utilisation d’une caméra
CCD (Charge Coupled Device) permettant d’acquérir en une seule mesure I’ensemble de I'image
grace a une matrice de pixels similaire a celle d’'un appareil photo numérique. Ces dispositifs
reposent sur l'ingénieux mécanisme du transfert de charge permettant de transférer les photo-
électrons de chaque pixel jusqu’a un unique convertisseur analogique / numérique permettant de
numériser ’ensemble de I'image. La cadence de lecture pour une image d’un million de pixels varie

typiquement de 1 a quelques centaines de Hertz selon le dispositif employé.

5.2.2 Mesure de l’intensité spectrale

La perception des couleurs est un exemple de mesure - certes tres incomplete - de l'intensité
spectrale. L’oeil humain dispose en effet de récepteurs sensibles & la lumiere - les cones - dont
la réponse spectrale Rg(w) est centrée respectivement sur le jaune, le vert et le bleu pour les
cones appelés rouge, vert et bleu. Comme le montre 1’éq. 5.18, chacun de ces récepteurs fournira
une information sélective selon les composantes spectrales contenues dans le rayonnement détecté.
Cependant, pour avoir acces a l’ensemble du spectre de maniere précise, il est nécessaire d’avoir
recours a un instrument plus perfectionné appelé spectromeétre dont nous donnons deux exemples

dans la suite de ce chapitre : le spectrometre & réseau et le spectrometre par transformée de Fourier.
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Spectromeétre a réseau

Considérons tout d’abord le cas de la réflexion spéculaire d’un faisceau lumineux sur un miroir
plan, et appelons k; et k, les vecteurs d’onde des faisceaux incidents et réfléchis (voir Fig. 5.2(a)).
L’invariance par translation dans le plan du miroir assure la conservation de la projection du
vecteur d’onde dans ce plan. On en déduit que ky — l%; doit étre normal au miroir, ce qui implique
notamment que le faisceau réfléchi soit dans le plan d’incidence (défini comme le plan contenant
le vecteur d’onde incident et la normale au miroir). En outre, le fait que la projection du vecteur
d’onde dans le plan du miroir soit conservée implique que ’angle de réflexion soit égal a ’angle
d’incidence : c’est la loi de Snell-Descartes pour la réflexion.

Dans le cas d’un réseau de diffraction, on n’a plus affaire a un objet diffractant invariant par
translation mais simplement périodique, a la maniere d’un réseau cristallin. Comme en physique
du solide, on en déduit ici que la projection du vecteur d’onde dans le plan du réseau se conserve
a un vecteur du réseau réciproque pres. Appelons 7 un vecteur unitaire contenu dans le plan du
réseau et perpendiculaire aux traits, et considérons le cas ol ce vecteur est contenu dans le plan
d’incidence (Fig. 5.2(b)). La conservation de la composante tangentielle du vecteur d’onde modulo

un vecteur du réseau réciproque s’écrit alors

Lo 2
g 7 = ki.?—i—n% (5.20)

ou Ed est le vecteur d’onde du faisceau diffracté, n est un nombre entier appelé ordre de diffraction
et d est le pas du réseau. En appelant 6; et 64 les angles par rapport a la normale (orienté dans le

sens direct comme indiqué sur la Fig. 5.2(b)), on en déduit la relation

2 2
il (sinfy + sinb;) = n=— (5.21)
A d
ou encore
sinfy + sin6; = n% (5.22)

relation connue sous le nom de loi des réseaux. On retrouve le faisceau réfléchi dans le cas n = 0
avec 0, = —6,.

On voit d’apres 1’éq. 5.22 que I'angle de diffraction dépend de la longueur d’onde : le réseau
permet de disperser angulairement les différentes composantes spectrales contenues dans un faisceau
polychromatique, comme représenté Fig. 5.2. Le pouvoir dispersif du réseau est déterminé par la
dérivée de 'angle de diffraction 64(\) par rapport a la longueur d’onde

by _ n/d
d\  cosby

(5.23)
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Figure 5.2: (a) Réflexion sur un miroir plan. (b) Diffraction d’un faisceau monochro-
matique sur un réseau de période d. (c) Diffraction d’un faisceau polychromatique.
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(©)

(d)

(€)

Figure 5.3: Schéma de principe d’un spectrométre a réseau
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et ’angle de diffraction sera considéré en premiere approximation comme proportionnel a la longueur
d’onde. L’angle de diffraction pouvant étre relié au vecteur d’onde transverse du faisceau, on voit
qu’un réseau de diffraction effectue finalement une transposition longueur d’onde — vecteur d’onde
transverse. Il suffit donc de lui associer une optique convergente, qui associe espace de Fourier
et espace direct, pour finalement transposer la longueur d’onde en une coordonnées spatiale. Le
. ” s . X . s
probleme de la mesure de l'intensité spectrale se rameéne finalement a une mesure d’intensité spa-

tiale. La Fig. 5.3 représente un exemple de spectrometre a réseau. Celui-ci comporte :

e (a) une fente d’entrée, permettant de bien contrdler la divergence - limitée par la diffraction

sur la fente,

(b) un miroir concave, dont la distance focale est égale a sa distance a la fente d’entrée,

produissant ainsi un faisceau parallele dirigé vers le réseau de diffraction?,

e (c) le réseau de diffraction,

(d) un second miroir concave permettant de focaliser chaque composante spectrale dans le

plan du détecteur,

(e) un détecteur comme une barrette de photodiodes ou une caméra CCD permettant de

mesurer l'intensité spatiale dans le plan focal, elle-méme reliée a I'intensité spectrale.

Spectromeétre par transformée de Fourier

Un spectromeétre par transformée de Fourier [18] est un instrument permettant d’accéder au spectre
d’une source & ’aide d’une méthode interférométrique. Il repose sur I'utilisation d’un interférometre
permettant de produire deux répliques du champ décalées d’un retard 7 'une par rapport a I’autre.
Il peut s’agir par exemple d’un interférometre de Michelson, comportant une lame séparatrice et
une lame compensatrice, ou bien d’un interférometre de Mach-Zehnder comme celui représenté
Fig. 5.4(a).

Pour un champ incident E(t), le champ électrique total produit par Uinterférometre s’écrit

Ein(t) = = (E(t) + B(t — 7)) (5.24)

N |

On appelle S(7) le signal mesuré en fonction de 7 & l’aide d’un détecteur intégrateur. Comme le
montre 1’éq. 5.19, le signal est alors proportionnel a I’énergie du faisceau, que 'on peut d’apres le

théoreme de Parseval-Plancherel exprimer indifféremment comme l'intégrale de I'intensité spectrale

2Dans le cas d’un faisceau laser, il est naturellement possible d’omettre ces deux premiers éléments & condition de
controler précisément ’angle d’incidence du faisceau laser sur le réseau de diffraction
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Figure 5.4: (a) Schéma de principe d’un spectrométre par transformée de Fourier.
Chaque lame semi-transparente comporte un traitement diélectrique en face avant as-
surant une réflectivité de 50%, ainsi qu’un traitement anti-reflet en face arriére. (b)
FEzxzemple de signal mesuré en fonction du retard v dans le cas d’une source de grande
largeur spectrale.
ou de l'intensité temporelle. On obtient alors
2 1 2
S(r) = [ B2t = 5 [ (B() + Bt — 7)) dt (5.25)

On en déduit

S(r) = % ( / B(t)2dt + / BBt T)dt> (5.26)

Le premier terme est indépendant du retard 7 et constitue donc une ligne de base horizontale.
Le second terme est la fonction d’autocorrélation du champ électrique, qui peut également s’écrire
comme le produit de convolution entre le champ E(t) et son retourné temporel E(—t), soit g1 (t) =
E(t) ® E(—t). On peut encore écrire g™ (t) = E(t) @ E(—t)* puisque le champ est une grandeur
réelle. Or d’apres 1’éq. A.9, la transformée de Fourier d'un produit de convolution est le produit

* est

des transformées de Fourier. En outre, d’apres 1’éq. A.4, la transformée de Fourier de E(—t)
simplement F(w)*. On en déduit donc que la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation

du champ électrique est simplement égale a 'intensité spectrale
F gV ®)] (@) = FIEQ®) ® B(—1)"] = Ew)B(w)" = [Ew)] (5.27)

Remarquons que ce résultat, dont la démonstration effectuée ci-dessus est immédiate pour un

champ cohérent comme ceux considérés dans ce cours, est également valable dans le cas d’un champ
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aléatoire (source incohérente, laser monochromatique de largeur spectrale limitée par diffusion de
phase, etc.). Il s’agit alors du théoréme de Wiener-Khintchine [19].

La Fig. 5.4(b) représente un exemple de fonction d’autocorrélation obtenue pour une source
de spectre large. La fréquence d’oscillation de cette fonction est directement égale a la fréquence
centrale de la source. La largeur temporelle est par définition égale au temps de cohérence de la
source, de 'ordre de l'inverse de sa largeur spectrale. Naturellement, dans le cas d’une impulsion
courte, la largeur temporelle de la fonction d’autocorrélation ne donne qu’une borne inférieure de la
durée de I'impulsion, puisque des impulsions de spectre donné mais de phases spectrales différentes,
dont on sait qu’elles peuvent avoir des durées tres différentes, sont associées & une méme fonction
d’autocorrélation égale a la transformée de Fourier inverse du spectre.

En résumé, un spectrometre par transformée de Fourier consiste en un interférometre permet-
tant d’enregistrer la fonction d’autocorrélation du champ associé a un calculateur effectuant numéri-
quement la transformée de Fourier pour produire le spectre. La résolution spectrale de ce dispositif
est déterminée par l'inverse de la gamme temporelle de variation du retard et peut donc étre

aisément ajustée.

5.3 Mesure de la phase spatiale

Nous considérons dans cette section le cas d’une onde monochromatique de fréquence w dont on
souhaite caractériser le profil transverse £(x,y) en amplitude et en phase. Comme cela a été discuté
plus haut, la mesure de I'amplitude repose simplement sur 'utilisation directe d’une caméra de
type CCD et le véritable probleme réside donc dans la mesure de la phase spatiale ¢(z,y). La
connaissance de cette phase est essentielle notamment pour déterminer dans quelle mesure un
faisceau laser pourra étre focalisé de maniere efficace. En outre, au dela d’une détermination
générale de la qualité spatiale d’'un faisceau lumineux, il est trés intéressant de pouvoir déterminer
en tout point la phase spatiale du faisceau lumineux. Ceci sera notamment important lorsque des
technologies d’optique adaptative sont mises en oeuvre, permettant de corriger les aberrations de
phase spatiale et s’approcher ainsi au mieux des limites de la diffraction. Nous allons exposer

ci-dessous trois exemples de méthodes de mesure de phase spatiale.

5.3.1 Interférométrie

Les détecteurs n’étant pas sensibles a la phase spatiale, la premiere approche envisageable consiste
a utiliser I'interférence entre deux faisceaux lumineux afin de transformer une variation de phase en
une variation d’amplitude que I'on pourra mesurer. Une telle méthode peut s’appliquer aussi bien

au domaine spatial, qui fait 'objet de cette section, qu’au domaine spectral, qui sera discuté a la
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section 5.4.2. Considérons donc un faisceau de référence, & (z,y), dont la phase spatiale ¢o(z,y)
est supposée connue, interférant sur une caméra avec le faisceau & mesurer &£(z, y), de phase spatiale

o(z,y). Le signal détecté sur la caméra s’écrit

S(z,y) = &o(x,y) + E(z,y)|? (5.28)
soit
S(z,y) = [Eo(z,y)I* + €@z, )| + & (z,9)E (2, y) + Eo(a,y)E*(z,y)
= &z, )] + 1E(x, y) P + 210 (z, y)|1E (2, y)| cos Ap(x,y) (529)

ou Ap(z,y) = ¢(x,y) — po(z,y) est la différence de phase entre les deux faisceaux. Le troisiéme

terme de 1’équation ci-dessus est associé au processus d’interférence et sera sensible a la différence

de phase recherchée Ap(z,y).

y [mm]
y [mm]
o
y [mm]

-2
-2 0 2 -2 0 2 -2 0
X [mm] X [mm] X [mm]

N

Figure 5.5: Figures d’interférence obtenues entre un faisceau de référence de phase
spatiale plate et un faisceau de phase spatiale p(x,y). Les deur faisceaux sont supposés
gaussiens avec w = 1 mm et (a) p(z,y) = 0, (b) p(z,y) = 7(x? + y?)/w? et (c)
o(z,y) = 7y /w3. Les deux faisceaux sont colinéaires.
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Figure 5.6: Figures d’interférence obtenues entre deux faisceaux non colinéaires, les
autres parametres €tant identiques a ceux de la figure précédente.
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Les images représentées Fig. 5.5 illustrent les cas d’une différence de phase nulle (a) ou non
nulle (b et ¢). Toutefois, la relation entre la phase et son cosinus n’étant pas univoque, la phase ne
peut étre correctement extraite de ce type d’images. Par exemple, 'image représentée Fig. 5.5(c)
serait obtenue que la phase soit une fonction paire ou impaire de la coordonnée y, puisque dans les
deux cas la fonction cos Ap(x,y) serait une fonction paire conforme aux interférences observées.
Pour lever cette ambiguité, il est nécessaire d’introduire un léger angle 6 entre les deux faisceaux,
ce qui revient & multiplier le champ de référence par un facteur de phase exp(—iko,x), ol koy ~ k6.

Ainsi, la différence de phase devient Ap(z,y) + ko2 et 1'éq. 5.29 doit maintenant s’écrire
S(z,y) = [Eo(z, y)* + [E(z, y)[* + 210 (x, )| 1€ (z, )| cos(Ap(x,y) + ko) (5.30)

Si Pangle 6 est suffisant, la grandeur Ap(z,y) + ko2 sera une fonction monotone (croissante) de x
et la phase pourra alors étre déduite sans ambiguité de son cosinus. Comme le montre la Fig. 5.6,
I'introduction d’une porteuse spatiale permet effectivement de lever I'ambiguité mentionnée plus
haut. Dans le cas de la Fig. 5.6(c), on peut maintenant conclure que la phase ¢(z, y) est une fonction
impaire de la coordonnée y. De plus, il est possible d’extraire une information quantitative de ce
type d’interférogramme en ayant recours au filtrage de Fourier décrit ci-dessous [20]. En effet,

reformulons 1’éq. 5.30 sous la forme suivante
S(x,y) = &z, y)* + [E(z, y)[* + & (2, y)E (z, y)e™" + Ey(z, y)E (2, y)e ™ Foe (5.31)
La transformée bidimensionnelle de I'image S(z,y) s’écrit

1 * *
S(kxa ky) = TWQ (50(k$7 ky) ® 50(—]%, _ky) + S(ij, ky) ®E (_kxv _ky)

+ & (ko + Koz, —ky) ® E(ky, ky) + Eo(kz — kow, ky) ® E(—kz, —ky))  (5.32)

Les deux premiers termes correspondent aux fonctions d’autocorrélation des champs &y et £ dans
I’espace de Fourier, et contribuent au pic central représenté Fig. 5.7. Le troisieme terme correspond
a la fonction d’intercorrélation £ (—kz, —ky) Q& (ky, ky) décalée latéralement de la fréquence spatiale
de la porteuse, ko, et contribue au pic centré sur le point de coordonnées (koz,0). Le quatrieme et
dernier terme, conjugué du précédent, est décalé dans I’autre sens et contribue donc au troisieme

pic centré sur le point de coordonnées (—kog,0).

On observe sur la Fig. 5.7 que les différents termes de 1’éq. 5.31, qui étaient superposés dans
I’espace direct, occupent des régions disjointes de I’espace réciproque. Plus précisément, ce découplage
interviendra pour une valeur de kg, supérieure a la largeur du support des fonctions d’autocorrélation

dans l’espace réciproque, ce qui correspond typiquement & une situation ou plusieurs franges
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Figure 5.7: Transformées de Fourier bidimensionnelles des images représentées
Fig. 5.6

d’interférence apparaissent dans I'image de départ. Dans ce cas, il est aisé d’isoler le terme de
corrélation en effectuant un fenétrage dans ’espace réciproque, c’est a dire en annulant tous les
pixels de I'image se trouvant a l’extérieur du rectangle blanc représenté Fig. 5.7. L’image filtrée
s’écrit alors

1
Spke,ky) = 1588 (ko + Ko, —ky) @ E ks, k) (5.33)

et une transformée de Fourier inverse permet de revenir a ’espace direct

Sr(z,y) = & (z,y) exp(ikogx)E(z, y) (5.34)

produisant une grandeur complexe dont la phase Ap(z,y) + ko permet d’accéder a la phase
o(z,y) connaissant les valeurs de ko, et po(x,y). On peut remarquer qu’il existe une profonde

analogie entre 1’algorithme décrit ci-dessus
S(x,y) = S(ks, ky) 2 Sp(ky, ky) — Sp(,y) (5.35)

et la transformation nous ayant permis de passer du champ réel a sa représentation analytique (voir
eq. 1.7). Dans les deux cas, on peut extraire une grandeur complexe de sa partie réelle car les deux
termes conjugués contribuant a la partie réelle se trouvent dans des demi-espaces de fréquences
disjoints.

Pour conclure, le filtrage de Fourier introduit ci-dessus permet d’extraire la phase spatiale
d’un faisceau lumineux a partir des franges produites par l'interférence entre ce faisceau et un
faisceau de référence faisant un léger angle avec le faisceau a caractériser. Cette méthode est a

la fois simple et précise, mais elle souleve naturellement la question de la mesure de la phase du
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faisceau de référence. Une premiere option est de produire le faisceau de référence a l'aide d’un
dispositif optique introduisant un grandissement tres important du faisceau a caractériser puis a
n’en sélectionner que le centre. La phase spatiale du faisceau ainsi produit sera la phase ¢(z,y)
dilatée d’un facteur considérable, et il sera donc raisonnable de considérer que le faisceau produit
a une phase nulle. La seconde option consiste a utiliser une méthode auto-référencée comme celles

décrites ci-dessous.

5.3.2 Méthode de Shack - Hartmann

La méthode de Shack-Hartmann consiste a placer une caméra CCD au foyer d’une matrice de
N x N micro-lentilles (voir Fig. 5.8). On suppose en outre que le nombre de pixels de la caméra
est treés supérieur & N2, ce qui permet de mesurer avec une précision suffisante les coordonnées du

barycentre de chacune des N x N images produites par la matrice de micro-lentilles.

Figure 5.8: Schéma de principe du dispositif de Shack-Hartmann. Si la déformation
du front d’onde est suffisamment faible, on peut considérer que chaque micro-lentille
focalise une mini onde plane dont le vecteur d’onde transverse est simplement le gra-
dient de la phase spatiale du faisceau, ce qui produit un déplacement proportionnel du
point focal produit.

Considérons le faisceau produit par I'une de ces micro-lentilles. Nous avons établi a la sec-
tion 1.5.2 que le champ au foyer d’une lentille était proportionnel a la transformée de Fourier du
champ en amont de la lentille prise au point de coordonnées (k, = kz/f, k, = ky/f) dans I'espace
réciproque, ou k est le vecteur d’onde et f est la distance focale de la lentille. Les coordonnées
du barycentre sont donc (f(ky)/k, f(ky)/k), ol les valeurs moyennes s’entendent sur la fonction
u(ky, ky) prise juste avant la micro-lentille. Or, de méme que nous avions établi les relations

(x) = —(0p/dkz) (voir eq. 1.66) et (t) = (dp/dw) (voir eq. A.28), on montre que

(kg) = <g£> (5.36)
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On en déduit que les coordonnées du barycentre de 'image dans le plan focal sont

(£

Si la micro-lentille est suffisamment petite par rapport a 1’échelle de variation du gradient de la
phase spatiale, on peut supposer que la valeur moyenne du gradient de phase dans la surface
délimitée par la micro-lentille est simplement la valeur de ce gradient échantillonné au centre de
la micro-lentille. On en conclut donc que les coordonnées des N x N barycentres constituent un
échantillonnage de la fonction V| p(z,y) = (d¢/0x,0p/dy). La phase spatiale peut en étre déduite

a l'aide d’une intégration bidimensionnelle.

5.3.3 Interférométrie a décalage

L’interférométrie a décalage utilise la méthode interférométrique décrite a la section 5.3.1, en util-
isant comme faisceau de référence le faisceau lui-méme, mais décalé latéralement selon ’axe x d’une
petite quantité dx. De cette fagon, la différence de phase extraite par le filtrage de Fourier décrit
plus haut s’écrit

dp

Ap(z,y) = p(x,y) —(x —dx,y) = 516% (5.38)

On accede ainsi a une composante cartésienne du gradient de la phase. Une seconde mesure permet
d’accéder a la composante selon y, et donc au vecteur V| p(x,y) comme dans le cas de la méthode
de Shack - Hartmann. En pratique, les décalages transverses peuvent étre obtenus a l'aide de
réseaux de phase, dans des dispositifs baptisés interférometre a décalage tri-latéral [21, 22] ou

quadri-latéral [23].

5.4 Mesure de la phase spectrale

5.4.1 Spécificités du domaine spectro-temporel

L’analogie spatio-temporelle permettrait en principe d’envisager un transfert pur et simple des
techniques de mesure de phase spatiale au probleme de la mesure de la phase spectrale. Il existe
cependant une différence notable entre les domaines spatial et temporel : comme nous ’avons vu
ci-dessus, les méthodes de mesure de phase spatiale reposent souvent sur la possibilité de mesurer
ou de filtrer l'intensité spatiale dans deux plans conjugués par transformée de Fourier. Or, s’il
est aisé de mesurer ou de filtrer I'intensité dans le domaine spectral, il en va autrement dans le
domaine temporel en raison du temps de réponse fini des détecteurs et des modulateurs disponibles.
En conséquence, dans le cas d’impulsions ultra-courtes (100 fs ou moins), il sera nécessaire de

développer des méthodes spécifiques.
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Supposons donc que I'on ne dispose que d’un systéeme de mesure stationnaire, c’est a dire in-
variant par translation dans le temps, associé a un détecteur intégrateur, donc uniquement sensible
a l’énergie des impulsions produites par le dispositif. Supposons également que le dispositif de
mesure n’emploie que des méthodes d’optique linéaire (séparateurs de faisceaux, réseaux de diffrac-
tion, filtres linéaires, etc.). Le montage expérimental a dans ce cas la forme générale représentée

sur la figure 5.9.

&b Dispositif | £°(t) )
linéaire

Figure 5.9: Schéma général d’un dispositif de mesure linéaire et stationnaire

Le détecteur n’étant sensible qu’a I’énergie de 'impulsion produite par le dispositif, le signal
détecté s’écrit

“+o00 “+o00
sz/ |E’(t)|2dt:/ |E'(w)|2(21—;: (5.39)

Le dispositif étant linéaire, le champ transmis s’écrit quant a lui

+oo “+o0o
£'(t) = / Rt )EWd = [ R(t—t)E(t)dt’ (5.40)

—00 —00

ol la réponse linéaire R(t,t') = R(t —t') a été supposée invariante par translation dans le temps.
On en déduit alors la relation &'(w) = R(w)E(w), ol R(w) est la fonction de transfert complexe du

dispositif linéaire. Le signal mesuré s’écrit finalement

dw
2

— A1
22 (5.41)

5= [ IRPIEE)

Ainsi le signal détecté est uniquement sensible & I'intensité spectrale |€(w)|?> de I'impulsion & car-
actériser. On en déduit qu’il est totalement impossible de mesurer la phase spectrale d’une impul-
sion ultracourte a I’aide d’une méthode & la fois stationnaire et linéaire [24, 25, 26, 27].

Il existe cependant une exception notable & ce principe général lorsque 'on dispose d’une
impulsion de référence de phase spectrale connue, auquel cas une méthode linéaire de type in-
terférométrique permettra de déterminer la phase spectrale de I'impulsion inconnue (section 5.4.2).
Dans le cas inverse, on parle de méthodes auto-référencées, dont ’objectif est de mesurer la phase
spectrale d’'une impulsion ultra-courte sans utiliser de référence. Il sera notamment nécessaire de

recourir a de telles techniques pour caractériser I'impulsion de référence utilisée dans les méthodes

interférométriques. D’apres le résultat établi plus haut, une méthode auto-référencée de car-
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actérisation d’impulsion devra naturellement étre soit non stationnaire, soit non-linéaire.

5.4.2 Interférométrie

Nous considérons ici le cas ot 'on dispose d’une impulsion de référence parfaitement caractérisée,
Ey(t), que l'on fait interférer avec I'impulsion & mesurer, E(t). Le spectre de la superposition des

deux champs, |Eyp(w) + F(w)|?, contient un terme f(w) = E}(w)E(w) dont la phase spectrale

Ap(w) = p(w) = ¢o(w) (5.42)

est la différence entre la phase de 'impulsion inconnue et celle de 'impulsion de référence. Cette
derniére étant par hypothése déja connue, on pourra en déduire la phase spectrale de I'impulsion
inconnue par une simple addition. La nature linéaire de cette méthode la rend intrinsequement
plus sensible que les approches non-linéaires et il sera donc préférable d’y avoir recours, des lors

qu’on dispose d’une impulsion de référence appropriée.

Interférométrie temporelle

Remarquons que la grandeur f(w) introduite plus haut n’est autre que la transformée de Fourier

de l'inter-corrélation entre les deux champs :

f(t) = Eo(—t) ® E(t) (5.43)

Cette grandeur peut étre directement mesurée expérimentalement & 1’aide d’un dispositif comme

celui représenté Fig. 5.10.

&o|=

& ® ) S(9
e )

Figure 5.10: Dispositif expérimental pour interférométrie temporelle
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Le signal obtenu en faisant varier le retard 7 s’écrit

S(r) = / (E(t) + Eo(t — ))%dt (5.44)

- / (E()? + Eo(t)?)dt + 2 / B(t)Eo(t — 7)dt (5.45)

On constate que seule la seconde intégrale dépend du retard 7, et qu’elle produit directement la
fonction d’inter-corrélation f(7) entre les deux champs.

Une expérience d’interférométrie temporelle permet donc d’accéder simplement & la phase spec-
trale d’'une impulsion inconnue a l’aide d’une impulsion de référence. Il s’agit en outre d’un mode
de détection homodyne, et donc tres sensible puisque le signal mesuré est directement proportion-
nel au champ électrique. Le seul inconvénient de cette méthode est qu’elle nécessite une stabilité

interférométrique pendant toute la durée du balayage du retard 7.

Interférométrie spectrale

Une alternative a U'interférométrie temporelle est 'interférométrie spectrale [28, 29], dont le schéma
expérimental est représenté Fig. 5.11. L’impulsion de référence et I'impulsion & mesurer sont

décalées temporellement d’un retard 7 fixe.

(C,'(} Spectrométre
) M
o ] qr .

Figure 5.11: Dispositif expérimental pour interférométrie spectrale

Le signal détecté par le spectrometre s’écrit alors
S(w) = |Eo(w) + E(w) exp(iwT)|? (5.46)

ou le facteur exp(iwT) a été introduit pour tenir compte du retard 7 entre les deux impulsions. On
obtient alors

S(w) = [Eo()]* + [Ew)[” + f(w) exp(iwT) + f*(w) exp(—iwT) (5.47)

La somme des deux derniers termes donne 2|f(w)|cos(Ap(w) + wT), ce qui produit un spectre
dit cannelé associé a des franges spectrales de période environ égale a 27 /7. Ces franges sont

I’équivalent spectral des franges spatiales représentées Fig. 5.6 et permettent d’accéder a la phase
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spectrale Ap(w), dont une variation non linéaire avec la fréquence se manifestera par une non
équidistance des franges spectrales. Comme pour extraire un signal analytique d’une grandeur
réelle ou pour traiter des franges d’interférences spatiales, un filtrage de Fourier permet d’extraire

la phase de son cosinus. En effet, la transformée de Fourier inverse de ’éq. 5.47 s’écrit

S(t) = Eo(—t) @ Eo(t) + E(—t) @ E(t) + f(t —7) + f* (=t —71) (5.48)

Les deux premiers termes sont les autocorrélations du premier ordre de chacun des champs incidents
et sont donc centrés en t = 0. Le troisiéme terme est la fonction d’intercorrélation entre les deux
champs décalée du retard 7 et est donc centré en ¢ = 7, tandis que le dernier terme, retourné
temporel du précédent, est centré en ¢ = —7. Il suffit donc d’appliquer un fenétrage dans I'espace
des temps pour ne conserver que le terme centré en t = 7, puis de revenir dans l'espace des
fréquences a I’aide d’une transformée de Fourier pour obtenir f(w)exp(iwT) et donc Ap(w).

Cette méthode de mesure de phase, intitulée interférométrie spectrale par transformée de
Fourier [25], est donc une technique présentant les avantages de l'interférométrie temporelle en
termes de sensibilité, mais qui ne nécessite pas de balayage du retard entre les deux impulsions et
qui tire parti des possibilité d’acquisition simultanée de détecteurs multicanaux comme les caméras
CCD. Son implémentation expérimentale requiert toutefois des précautions liées a la calibration en
fréquence du spectrometre [30, 31].

Les méthodes interférométriques, temporelles ou spectrales, décrites ci-dessus ont deux do-
maines d’applications. Le premier consiste a mesurer la fonction de transfert complexe r(w)
d’un dispositif linéaire que 'on introduira dans 'un des bras d’un interférometre, de sorte que
E(w) = r(w)Ey(w) et f(w) = r(w)|Eo(w)|>. La phase mesurée est dans ce cas directement égale &
la phase de la fonction de transfert r(w). On peut noter que la phase de I'impulsion n’intervient pas,
ce qui signifie qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser une impulsion femtoseconde pour une mesure de ce
type : une source blanche incohérente conviendra également. Le deuxiéme domaine d’application
concerne la mesure d’une impulsion inconnue lorsque 'on dispose d’une impulsion de référence
appropriée (ce qui signifie que son support spectral doit contenir celui de I'impulsion & mesurer).
Il est pour cela nécessaire de caractériser I'impulsion de référence, ce qui nécessite une méthode

auto-référencée comme celles décrites ci-dessous.

5.4.3 Autocorrélation

Considérons le montage représenté Fig. 5.12. Comme dans un interférometre de Michelson on
divise le faisceau incident en deux parties égales, mais les deux faisceaux ne sont pas recombinés

de maniere colinéaire, et on n’a donc pas de phénomene d’interférences. On dispose ainsi de deux



102 CHAPITRE 5. CARACTERISATION SPATIO-TEMPORELLE

faisceaux paralleles, I'un pouvant étre retardé par rapport a ’autre, que 1’on focalise dans un cristal

non-linéaire quadratique.

v
L]

Figure 5.12: Dispositif expérimental permettant d’enregistrer [’autocorrélation de
lintensité d’une impulsion bréve.

On engendre ainsi une polarisation non-linéaire dans ce cristal résultant de la superposition
des deux champs &(t) exp(ik1.7) et E(t — 7) exp(iky.7), ol ky et ky sont les vecteurs d’onde des
deux faisceaux incidents sur le cristal. En notation complexe, le terme de la polarisation non-
linéaire correspondant & la génération de second harmonique (ou plus précisément & I'addition de

fréquences) s’écrit

PO(F, 1) = cox? (£(2) exp(ikiy7) + E(t - 7) exp(iEQ.f’)f (5.49)

Cette polarisation comprend des termes en exp(2ik1.7) et exp(2iks.7), qui correspondent au pro-
cessus de doublage de fréquence de chacun des faisceaux incidents. Les champs rayonnés par ces
termes de la polarisation produiront des faisceaux lumineux se propageant dans la direction des
faisceaux incidents. Mais il y a également un terme en exp(i(k; + k2).7) qui donnera naissance a un
faisceau se propageant selon k1 + EQ, c’est a dire selon la bissectrice, et qui correspond au processus

d’addition de fréquences entre les deux faisceaux. Le terme correspondant de la polarisation s’écrit
PO 1) = eoxPDER)E(t — 7) exp(i(ky + ka).7) (5.50)

Le champ rayonné sera donc approximativement proportionnel au produit des deux champs, et
I'intensité temporelle correspondante sera donc proportionnelle au produit des intensités tem-

porelles des deux faisceaux incidents, respectivement I(t) et I(t — 7). Si ’on mesure uniquement
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le faisceau émis selon la bissectrice, le signal détecté en fonction de 7 s’écrit alors

/I I(t—7) (5.51)

Il s’agit de la fonction d’autocorrélation de l'intensité. On ne peut en déduire a priori la forme
exacte de 'impulsion, mais il s’agit néanmoins d’une information intéressante nous renseignant sur
la durée de I'impulsion. Sil’on considere la durée au sens de la largeur & mi-hauteur, le rapport entre
la largeur de la fonction d’autocorrélation et celle de I'intensité dépend naturellement de la forme
de I'impulsion. On utilise souvent le facteur v/2 (correspondant & une impulsion gaussienne) ou
1.54 (correspondant & une impulsion de forme sécante hyperbolique carrée). Il est en outre possible
d’obtenir des informations plus précises sur la durée de I'impulsion au sens de ’écart quadratique

moyen. En effet, considérons la densité de probabilité s(7) = S(7)/Sp, ou Sy est 'intégrale

So = /S dT—//I t—Tdth—(/I dt)2 (5.52)

La fonction s(7) est paire donc (7) = 0. Par ailleurs

(2) = / Ps(r)dr = 510 / / 2IOI(t — 7)dtdr (5.53)

En posant ¢/ =t — 7 et donc 72 = (t — )2 = t2 + "2 + 2tt', on obtient

-5 / / (2 + ¢ — 2tV I(6) I(')dtdt’ (5.54)

Soit 72 = 2(t2) — 2(t)2, ou les valeurs moyennes sur ¢ sont pondérées par l'intensité temporelle

normalisée, I(t)/1/Sp. On en déduit la relation
AT = V2At (5.55)

La durée de l'impulsion, au sens de 1’écart quadratique moyen, peut donc étre déduite de la
mesure d’autocorrélation de l'intensité, sans avoir a formuler d’hypothese sur la forme exacte de
I'impulsion. Il existe en outre un cas particulier ou il est méme possible d’en déduire la forme
exacte de I'impulsion, c’est celui d’une impulsion limitée par transformée de Fourier. En effet, on
peut calculer a l'aide du spectre de I'impulsion la grandeur At,— correspondant a la durée de
I'impulsion dans le cas d’une phase spectrale nulle. Si cette durée est égale & A1/+/2, cela signifie
que la variance du retard de groupe est nulle (voir eq. A.31), et donc que I'impulsion est limitée par
transformée de Fourier. En d’autres termes, si 'autocorrélation mesurée est en bon accord avec

celle calculée a partir du spectre expérimental, on peut en déduire une détermination complete
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du champ électrique associé a l'impulsion. Lorsque I'impulsion n’est pas limitée par transformée
de Fourier, il est cependant nécessaire d’utiliser une méthode de mesure complete comme celles

décrites ci-dessous.

5.4.4 Autocorrélation résolue spectralement

Une fagon d’obtenir plus d’information d’un autocorrélateur du deuxieéme ordre comme celui représenté
Fig. 5.12 consiste a remplacer le détecteur par un spectrometre, qui mesure le spectre de puissance

du champ E(t)E(t — 1), soit

2
S(w, 1) = ‘ / BBl — ) expliwt)dt (5.56)

Il a été montré qu’a l'aide d’un algorithme itératif, il était possible d’extraire la phase spectrale
de cette grandeur [32, 33]. Cette méthode, intitulée Frequency-resolved optical gating, ou FROG,
présente une certaine analogie avec la méthode de Shack-Hartmann : on observe ici le spectre
d’une tranche temporelle du champ a caractériser, tandis que dans la méthode de Shack-Hartmann
on observe I'image au foyer d’une lentille (donc dans 'espace de Fourier) d’une petite portion du
faisceau incident. Cependant, dans le domaine temporel, on ne dispose pas de porte temporelle
suffisamment rapide, et il faut donc utiliser 'impulsion elle-méme E(t — 7) pour échantillonner
le champ E(t). La porte temporelle n’étant pas connue, il est nécessaire d’avoir recours a un

algorithme itératif.

5.4.5 Interférométrie a décalage spectral

La transposition au domaine spectro-temporelle de I'interférométrie a décalage est une méthode inti-
tulée SPIDER, pour Spectral Phase Interferometry for Direct Electric-field Reconstruction [34]. Elle
consiste a décaler le spectre d’une impulsion par sommation de fréquence avec une impulsion étirée,
de sorte que le recouvrement temporel entre 'impulsion courte et I'impulsion étirée sélectionne une
fréquence pure wy dans le spectre de 'impulsion étirée. Le champ produit par le processus de somme
de fréquence s’écrit donc simplement F(w—w), soit le champ F(w) décalé d’une quantité wy vers les
hautes fréquences. Une seconde réplique de 'impulsion courte décalée temporellement sélectionne
une fréquence pure wo de 'impulsion étirée, ce qui produit le champ F(w—ws). L’interférence spec-
trale entre ces deux impulsions permet alors d’en déduire p(w —ws) — p(w —w1) = (w2 —w1)de/dw,
d’ou 'on peut reconstruire la phase spectrale par une simple intégration. Parmi les avantages du

SPIDER par rapport au FROG, on pourra notamment citer :

e un algorithme non itératif de reconstruction de la phase,
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e une mesure plus rapide puisqu’un seul spectre cannelé permet de reconstruire la phase spec-

trale,

e par voie de conséquence une mesure monocoup plus facile a mettre en oeuvre, tant au niveau

de 'acquisition que du traitement numérique des données,

e des conditions moins contraignantes sur ’acceptance spectrale du cristal non-linéaire, ce qui
est particulierement important lors de la caractérisation d’impulsions de durée inférieure a

10 fs.

Le principal inconvénient du SPIDER, par rapport au FROG est la faible grandeur du signal
produit, qui rend son implémentation délicate dans le cas de sources non amplifiées. En effet, le
signal produit par somme de fréquence (SPIDER) est notablement plus faible qu'un simple doublage
de fréquence (FROG) en raison de l'intensité créte bien moindre de I'impulsion étirée intervenant
dans le processus non-linéaire. Cet inconvénient a été partiellement atténué récemment avec la mise
en oeuvre du SPIDER homodyne (HOT SPIDER) ol une détection homodyne du champ somme
de fréquence permet d’accroitre la sensibilité de la méthode, au prix modique d’un doublement du
nombre de mesures a effectuer [35].

Remarquons que la méthode SPIDER peut également étre implémentée dans un dispositif
linéaire, mais non stationnaire, le décalage en fréquence étant introduit a I’aide d’un modulateur

de phase électro-optique [36, 37].

5.5 Mesure de la phase spatio-temporelle

Il est naturellement possible de combiner des méthodes de mesure de phase spatiale et spectrale
pour procéder a une caractérisation complete du champ électrique. Cependant, les détecteurs usuels
(CCD) n’ayant que deux dimensions alors que la grandeur a mesurer F(z,y,w) en possédant trois,
on se contente en général de caractériser une seule dimension spatiale en plus de la dimension

spectrale [38, 39].
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Chapitre 6

Applications des impulsions

femtosecondes

Depuis leur apparition il y a une vingtaine d’années, les lasers femtosecondes ont effectué des
progres considérables au niveau de la durée, de I'énergie et de la qualité des impulsions produites.
L’objet de ce chapitre est d’aborder brievement ce domaine de recherche a titre d’illustration des
concepts d’optique non-linéaire introduits plus haut. Le lecteur intéressé par une description plus

approfondie pourra se référer aux ouvrages spécialisés [40, 15].

La production d’impulsions ultracourtes a ’aide de lasers femtosecondes a ouvert un vaste do-
maine d’applications dans des disciplines scientifiques aussi variées que la physique, la chimie et
la biologie. Il faut également noter de nombreuses applications déja industrielles, par exemple en
usinage laser ou dans le domaine biomédical. Tout naturellement, la premiere caractéristique des
impulsions femtosecondes que 'on a cherché & exploiter est leur extréme brieveté. La spectroscopie
femtoseconde, qui fait 'objet de la section 6.1, consiste précisément a caractériser directement dans
le domaine temporel la dynamique ultrarapide des nombreux processus intervenant a cette échelle
de temps. On peut également adopter le point de vue fréquentiel, qui consiste a représenter la
transformée de Fourier de cette réponse percusionnelle, soit la fonction X(") (w1, ...,wy) introduite
a la section 2.1. Cette approche dans 'espace des fréquences, intitulée spectroscopie multidimen-
sionnelle, sera décrite & la section 6.2. Au dela de la spectroscopie, dont I'objet est de caractériser
le systeme étudié, un autre intérét des impulsions femtosecondes est de controler I’état quantique
du systeme pour atteindre un objectif spécifié. Cette démarche, dénommée controle cohérent (sec-
tion 6.3), va de soi en physique atomique mais nécessite en phase liquide ou solide l'utilisation
d’impulsions ultracourtes afin de prendre de vitesse les processus de déphasage intervenant alors a

I’échelle picoseconde.

Un second aspect non moins important associé aux impulsions ultracourtes est leur formidable

107
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puissance créte, résultant tout simplement du fait que I'on divise une énergie donnée par une
durée extraordinairement petite. Les puissances aujourd’hui obtenues peuvent aller jusqu’au PW
(101 W) et permettent d’atteindre le régime relativiste. Le nouveau champ de recherche ainsi rendu
accessible - intitulé physique des hautes intensités - sort du cadre de ce cours. On peut néanmoins
citer des applications comme la génération d’impulsions X femtosecondes ou ’accélération de par-
ticules par laser. En outre, la forte puissance des impulsions femtosecondes se manifeste également
pour des énergies d’impulsions plus modérées. Pour cette raison, le domaine de l'optique non-
linéaire sera particulierement facile & atteindre avec des impulsions femtosecondes, comme cela
a déja été discuté plus haut. Le fait que I'optique non-linéaire soit accessible en régime modéré
a également rendu possible ce qui aurait été impensable avec des lasers continus : observer des
phénomenes non-linéaires dans des systemes aussi fragiles que des objets biologiques, in vitro ou in
vivo. C’est le domaine de la microscopie non-linéaire.

La classification effectuée ci-dessus n’est évidemment pas exhaustive. Des phénomenes aussi
importants que la métrologie des fréquences ou l'usinage femtoseconde, pour n’en citer que deux,
ne seront ainsi pas discutés dans ce chapitre. Le lecteur intéressé par ces domaines pourra consulter

divers ouvrages plus approfondis [40].

6.1 Spectroscopie femtoseconde

Les impulsions femtosecondes étant les évenements les plus courts que ’on sache produire, il n’est
pas possible d’utiliser directement un détecteur rapide pour observer la réponse temporelle d’un
échantillon & cette échelle de temps. La spectroscopie femtoseconde [41] repose donc, comme la
caractérisation, sur une approche purement optique, ot une séquence d’impulsions est focalisée sur
I’échantillon étudié. Les énergies des impulsions transmises ou émises par 1’échantillon sont alors
mesurées a l'aide de détecteurs intégrateurs. La méthode la plus couramment employée reposant
sur ce principe est ’expérience pompe-sonde, représentée Fig. 6.1.

Une premiere impulsion, dite impulsion pompe, vient déclencher dans 1’échantillon un processus
comme une réaction chimique ou biochimique photo-excitable. Une seconde impulsion, dite impul-
sion sonde, est alors transmise par I’échantillon puis détectée a I'aide d’un détecteur intégrateur, qui
peut consister par exemple en une photodiode. On peut également utiliser un spectrometre et une
caméra CCD afin d’enregistrer le spectre de I'impulsion sonde transmise. En premiere approxima-
tion, on peut considérer que I'impulsion sonde donne ainsi directement acces a la transmission de
I’échantillon un intervalle de temps 7 apres ’excitation par 'impulsion pompe, ce qui permet d’en
déduire la réponse impulsionnelle de ’échantillon. Comme le montre la Fig. 6.1, le retard 7 peut

étre varié en déplacant une ligne a retard optique a I’aide d’une platine a translation micrométrique.
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Figure 6.1: Ezxpérience pompe-sonde

Compte tenu de la valeur de la vitesse de la lumiere, un déplacement de 0.15 um correspondra a
un retard de 1 fs. La résolution temporelle d’une telle approche est en principe uniquement limitée
par les durées des impulsions pompe et sonde utilisées.

On peut modéliser 'expérience pompe-sonde en introduisant le champ sonde incident, Eg(t),
et le champ rayonné par ’échantillon dans la direction de la sonde, Ex(t). Le champ transmis par
Péchantillon, noté Ep(t), résulte de la superposition - ou de l'interférence - de ces deux champs.
En présence de pompe, le champ rayonné est modifié et une variation de champ rayonnée notée
AR s’ajoute au champ transmis. L’intensité spectrale détectée par le spectrometre en ’absence
|2

de pompe s’écrit Ip(w) = |Er(w)|”. En présence de pompe, 'intensité spectrale devient

I(w) = [Ep(w) + AER(W)[* ~ Ip(w) + 2Re&x(w) AR (w) (6.1)

ou 'on a négligé le terme quadratique par rapport a la variation de champ rayonné. En pratique,
la variation d’intensité est normalisée par rapport a l'intensité spectrale en ’absence de pompe, ce

qui signifie que ’on mesure la grandeur

Al(w)  I(w) —Ip(w)  2ReEf(w)A&r(w) _ 2R6ASR(UJ) (6.2)

Lw)  Ilw) |€0(w)]? Er(w)

grandeur souvent appelée transmission différentielle et notée AT/T. On peut également effectuer
une mesure dite intégrée spectralement (sans spectrometre), auquel cas le signal mesuré est sim-

plement l'intégrale de 1'éq. 6.1

dw

5= / 1) (6.3)

Le signal différentiel s’écrit alors

AS =2 / Re (£3(w) A&R () ;L: —9 / Re (E5(t) AR (1)) dt (6.4)
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Il reste naturellement a déterminer la variation du champ rayonné sous ’action de la pompe.
Ceci peut étre réalisé en utilisant le formalisme de I'optique non-linéaire introduit aux chapitres
précédents. Il s’agit en effet d’une interaction entre les faisceaux pompe et sonde résultant de
la réponse non-linéaire de 1’échantillon utilisé. Appelons Ep et %5 les vecteurs d’onde associés
respectivement aux champs pompe, Ep(7,t), et sonde, Eg(7,t). Le champ électrique total s’écrit
alors

E(F,1) = % (Es(7, 1) + Ep(7, 1) + EX(F, 1) + EB(F 1)) (6.5)

Comme nous 'avons fait au chapitre 3, il suffit d’utiliser ce champ dans ’expression de la polari-
sation non-linéaire afin de déterminer la polarisation induite aux différents ordres de la théorie des
perturbations, puis de calculer le champ rayonné par 1’échantillon sous 'effet de cette polarisation.
Cependant, a la différence des cas traités au chapitre 3, nous nous intéressons ici au cas d’une
réponse non instantanée puisque ’objet de 'expérience est précisément de déterminer le temps de
réponse du systeme. Il faut donc utiliser ’expression la plus générale de la polarisation non-linéaire,

soit I’éq. 2.4 dans ’espace des temps ou encore 1’éq. 2.7 dans ’espace des fréquences :

P (7, 1) = / % / ‘%X(m(wl, ooy ) E(F, 1) B (7, wn) exp (=i (w1 + ws + oo + wn)f)

(6.6)
Comme représenté Fig. 6.1, dans un montage de type pompe-sonde le détecteur ne collecte que le
faisceau se propageant dans la direction du faisceau sonde '. Parmi les nombreux termes figurant
dans la polarisation non-linéaire, il nous suffira de conserver ceux dont la phase spatiale est identique
a celle du champ sonde, donnant ainsi lieu & un champ rayonné se propageant dans la direction de
la sonde qui seule pourra atteindre le détecteur. Il s’agit donc de termes présentant une variation
spatiale en exp(ilgg.f’). Au premier ordre de la théorie des perturbations (n = 1), le champ électrique
n’apparait qu'une seule fois dans I’expression de la polarisation. Le seul terme en eXp(Z'Es.F) est donc
la polarisation induite par le champ sonde lui-méme : il s’agit du processus d’absorption linéaire déja
discuté a la section 1.4. On retrouve donc le fait peu surprenant qu’en optique linéaire, les faisceaux
pompe et sonde se croisent sans interagir. Au second ordre de la théorie des perturbation, le champ
électrique total intervient deux fois dans I’éq. 6.6. Les champs rayonnés correspondants seront
associés a des vecteurs d’onde du type 2125, 2Ep et ES + Ep. Ceux-ci correspondent respectivement
aux processus de doublage de fréquence de la sonde, doublage de fréquence de la pompe, addition
ou différence de fréquences entre pompe et sonde. Seul le premier terme correspond a une direction
de propagation adéquate lui permettant d’atteindre le détecteur. Or, comme dans le cas linéaire,

ce terme ne fait pas intervenir 'impulsion pompe et pourra en outre étre négligé dans le cas d’un

!Ceci peut par exemple étre réalisé expérimentalement en insérant avant le détecteur un diaphragme ne laissant
passer que le faisceau sonde transmis par I’échantillon.
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champ sonde suffisamment peu intense.

Ce n’est donc qu’a partir du troisieme ordre de la théorie des perturbations que ’on obtient
un terme pertinent faisant intervenir & la fois les champs pompe et sonde et se propageant dans
la direction du faisceau sonde. Ce terme, faisant intervenir la combinaison ES + Ep — Ep = Eg est
associé au produit EgEpEpH. On retrouve ici le résultat déja mentionné dans le cas de l'effet Kerr
croisé (section 3.3.2). En tenant compte des six permutations possibles entre ces trois champs, le

terme correspondant de la polarisation non-linéaire du troisieme ordre s’écrit en notation complexe

_ 3q
2

. dwy dwsy d
/ X (W1, wa, —w3)Es (W1 )Ep(w2)EH(ws) exp (—i(wr + wn — ws)t) L EX2EE8 6 7)

(3)
Pps (*) 27 27 27

Le terme pertinent de la polarisation non-linéaire étant identifié, il nous reste a calculer la propa-
gation du champ ainsi rayonné, que nous noterons 552’) (z,w) = Az(g)(z,w) exp(iks(w)z). L'éq. 3.6

nous donne

9z QTL(w)éochs (Z7w) eXp(—zk,‘g(w)z) (68)

Afin de calculer la polarisation non-linéaire PIS‘? (z,w), considérons le cas d’un échantillon d’épaisseur
L suffisamment faible pour que 'atténuation des faisceaux pompe et sonde résultant des processus
d’absorption linéaire puisse étre négligée (L < 1). Dans ce cas, on obtient Plgg)(z,w) a l'aide de
I’éq. 6.7 simplement en multipliant chacun des champs par exp(ik(w;)z), afin de prendre en compte

la dispersion dans ’échantillon. En tenant compte également du terme en exp(—iks(w)z) dans

I’éq. 6.8, la dépendance en z s’écrira finalement exp(iAkz), avec
Ak = ks(wl) — ks(u)) + kP(CdQ) — kp((x)g) (69)

avec w = wq + w9 — w3. Pour une impulsion pompe de largeur spectrale modérée, on peut effectuer

un développement limité au premier ordre, ce qui donne finalement
Ak = (kp — k) (we — w3) (6.10)

ol wo — w3 = w — w1 est confiné a l'intérieur du spectre de la pompe, et donc de 'ordre de 'inverse
de la durée de la pompe. Dans le cas d’un matériau suffisamment mince, on pourra supposer
que AkL < 1, ce qui revient en fait, d’apres I’éq. 6.10, a supposer que la différence de retard
de groupe entre pompe et sonde suite a la propagation dans I’échantillon peut étre négligée. En
d’autres termes, le retard pompe - sonde doit étre le méme a ’entrée et a la sortie de 1’échantillon.

Selon cette hypothése d’un échantillon mince, permettant de s’affranchir a la fois des problemes
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d’absorption et de dispersion, on obtient finalement

0z 2n(w)eocpp5 (@) (6.11)

(

ol Ppi’) (w) est la polarisation non-linéaire & lentrée de I’échantillon, obtenue par transformée de
Fourier de I’éq. 6.7. Le membre de droite de ’équation ci-dessus étant indépendant de z, on en

déduit
(3) _ WL ) 1
Aps (L7w) 277,(&))6067)1)5 (w> (6 2)

On en déduit la variation de champ rayonné au troisieme ordre de la théorie des perturbations

iwlL

AEr(w) = AD)(L,w) exp(ikg(w)L) = T

pS

P (w) expliks (w)L) (6.13)

ps

ou le champ transmis s’écrit Er(w) = Es(w) exp(iks(w)L) puisque 'absorption linéaire a été négligée

(aL < 1). D’apres ’éq. 6.2, on en déduit 'expression de la transmission différentielle

AT wlL 77;()2) (w)
T _n(w)eoclm ( Es(w) > (6.14)

Cette expression, en association avec I’éq. 6.7 permet donc de déterminer le spectre pompe-sonde
a partir de la susceptibilité non-linéaire du troisieme ordre. Remarquons que le retard 7 entre
impulsions pompe et sonde intervient simplement comme un terme de phase en wr dans le champ
pompe utilisé dans 1’éq. 6.7. Dans les cas simple, c’est a dire lorsque le temps de déphasage est
trés court, 'expérience pompe-sonde permet d’avoir simplement acces au temps de relaxation de
la population. Mais il s’agit en général d’'un probleme assez complexe, donnant parfois lieu a
des artefacts liés & des processus cohérents faisant intervenir des mélanges de fréquences entre les
composantes spectrales de la pompe et de la sonde [42]. Il est en outre assez délicat d’inverser
cette relation pour en déduire la susceptibilité non-linéaire multidimensionnelle, contrairement & la

méthode de spectroscopie multidimensionnelle décrite ci-dessous.

6.2 Spectroscopie multidimensionnelle

La spectroscopie multidimensionnelle [43, 44] est une spectroscopie non-linéaire inspirée de la
résonance magnétique a deux dimensions [45]. Elle consiste a exciter I’échantillon étudié a 'aide
d’une séquence d’impulsions ultracourtes séparées par des retards variables afin d’en déduire la
réponse non-linéaire (™ (w1, ...w,) par une transformée de Fourier multidimensionnelle. Con-
sidérons par exemple le cas de la susceptibilité non-linéaire du troisieme ordre. Celle-ci pourra

étre mesuré en excitant I’échantillon a ’aide de trois impulsions ultracourtes Ei(t), Eao(t — 12) et
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Es5(t —73) se propageant respectivement dans les directions El, Eg et Eg. Comme dans le cas abordé
a la section 3.3.2, I'interaction non-linéaire entre ces trois faisceaux produira un grand nombre de
faisceaux diffractés dans diverses directions suite aux réseaux induits dans le matériau. Considérons
le faisceau émis dans la direction /;4 = —El + Eg + E3. Celui-ci résulte des termes de la polarisation

non-linéaire en &£ E2€3, soit

6 . .
S; = 60/// (w1, wa, w3)Ef (—wi)Ea(wa) exp(iwaTs)E3(ws) exp(iwsTs)

, dw1 dws dw
exp(—i(wi + wa + wg)t)Z—;z—;Q—; (6.15)

Supposons que ’on mesure en fonction du temps t et des retards 75 et 73 le champ rayonné par
cette polarisation a l’aide d’une technique interférométrique de détection homodyne comme celles
décrites a la section 5.4.2. Une transformée de Fourier tri-dimensionnelle par rapport aux variables

t, 79 et 73 donnera alors directement acces a la grandeur
X (W — wy — ws, wa, w3)EF (—w + wo + w3)Ex(wa)E3(ws) (6.16)

ol w, woy et ws sont les variables conjuguées par transformée de Fourier de t, 7o et 3. Connaissant
les champs excitateurs en amplitude et en phase, on pourra ainsi en déduire la réponse non-linéaire
du troisieme ordre sur le support spectral correspondant aux fréquences excitatrices. Comme dans
toute technique de spectroscopie par transformée de Fourier, la résolution spectrale est uniquement

limitée par les valeurs maximales des retards utilisés.

6.3 Controle cohérent

L’objet de cette section est d’illustrer la transition entre régimes cohérent et incohérent lors de
I'interaction entre un milieu matériel et une implusion femtoseconde. Nous allons pour cela calculer

en régime perturbatif la population dans I’état excité a I’aide du formalisme introduit au chapitre 2.

6.3.1 Population dans I’état excité

Remarquons tout d’abord qu’il n’y a pas de population a l'ordre 1 de la théorie des perturbations
en raison de la structure méme de I’équation de Bloch. En effet, ’éq. 2.24 montre qu’a chaque
étape de la perturbation, un seul des deux indices de I’élément de la matrice densité change. Ainsi,

au premier ordre on passera de p( Y p( l) ou pl(yll), et ce n’est qu’a l'ordre deux que 'on pourra

atteindre png Ceci n’est guere surprenant : créer une population dans 1’état excité signifie qu’une
énergie hwy a été prélevée au rayonnement. Dans la mesure ou la densité d’énergie du champ

électromagnétique est proportionnelle au carré du champ électrique, il n’est pas étonnant que ce
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processus n’intervienne qu’a partir de 'ordre deux. D’apres 1’éq. 2.41, la population a 'ordre deux

s’écrit

(1) =3 Gont) @ (E5(1) (1uefy (085) — of)Gin() @ Ei(t)
l

— b (o)) = PG () © Ex(2)) ) (6.17)

Considérons pour simplifier le cas particulier d’un systeme a deux niveaux initialement dans
'état fondamental p(® = |g){g| et supposons en outre que le champ soit polarisé linéairement,
E(t) = E(t)€. Appelons i = /:j.E' Popérateur dipole électrique selon cet axe. D’apres 'éq. 2.30, le

terme de cohérence s’écrit a 'ordre 1

P (1) = p1egGeg 1) ® E(1) (6.18)
A Dordre deux, ’éq. 6.17 devient
PR = —lieg*Gee(t) © (B(t) (Geglt) — Gye(t) @ E(2)))
= —|/,Leg]2Gee(t) R (E(t) (Geg(t) ® E())) + c.c. (6.19)

Population apreés la fin de 'impulsion

Considérons ici le cas ou le systeme est excité par une impulsion de durée finie associée au champ
électrique F(w) = |E(w)|exp(ip(w)). On supposera de surcroit que la durée de I'impulsion est tres
inférieure au temps de relaxation de la population, 7} = 1/I'.c. On pourra donc écrire Ge(t) ~
i©(t)/h. Considérons la population dans ’état excité apres le passage de I'impulsion, que 1'on

notera pg)(—i—oo). Cette grandeur s’écrit

i|preg|?
pH(+o0) = |/‘h9| [O(t) @ (E(t) ((Geg(t) — Gge(t)) @ E(t)))] (t = +00)
_ _W/+Ooth(t)((G (t) = Gy (1)) @ E(1))
= h - eg ge
i e 2 * dw
- |th| /; CQZTTE*(“’)(GW(W)*Gge(w))E(w) (6.20)

ou 'on a utilisé le théoreme de Parseval-Plancherel (éq. A.5) pour passer de l'intégrale sur le temps

a l'intégrale sur la fréquence. On peut ré-exprimer ’expression ci-dessus sous la forme

P2 (roo) o [ S a(u)| Bl (6:21)

—0o0
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ou a(w) est le coefficient d’absorption. Ainsi la population portée de 1'état fondamental a I’état
excité est, comme on pouvait s’y attendre, proportionnelle a la fraction de I’énergie du rayon-
nement qui a été absorbée, grandeur elle-méme proportionnelle a I'intégrale de recouvrement entre
le spectre d’absorption et le spectre de 'impulsion. La population portée dans I’état excité est donc
indépendante de la phase spectrale ¢(w) de I'impulsion et donc de sa forme temporelle exacte. A
I'inverse, pendant la durée de 'impulsion, la complexité de 1’éq. 6.19 montre qu’il pourra y avoir
une grande richesse d’effets transitoires, appelés transitoires cohérents [46].

On peut également remarquer ici qu'un méme phénomene apparait a des ordres différents de la
théorie des perturbation selon que ’on se place du point de vue du rayonnement ou de la matiere.
Du point de vue du rayonnement, ’absorption est un processus d’ordre 1 qui apparait directement
dans la partie imaginaire de la susceptibilité d’ordre 1 (voir éq. 1.38). Ce méme processus intervient

a l'ordre deux dans la population effectivement portée dans I’état excité.

6.3.2 Reégimes incohérent et cohérent

Considérons tout d’abord un cas limite extréme de I'excitation d’un systeme & deux niveaux ou la
durée de I'impulsion excitatrice est tres longue devant le temps de déphasage Tb = 1/T'¢y. Dans
le cadre de I'approximation RWA, le terme de cohérence s’écrit pg?(w) = flegGeg(w)E(w)/2 =~

fegGeg(wo)€E(w)/2. Donc le terme de cohérence suit directement le champ complexe £(t) :

eqGeg(W
o) (1) = HeaCeal0) g (6.22)
On en déduit a Pordre deux
2
p2(1) = LG () Guclt) (@ + e (6.2

Dans le cas ou le temps de relaxation de la population, 77 = 1/T., est trés long devant la durée
de I'impulsion, on en déduit que la population est proportionnelle a la primitive de l'intensité

temporelle:

o200 o [ lepar (6.24)

C’est le régime dit incohérent, ou les équations de Bloch se rameénent aux équations de taux.
Considérons maintenant le cas inverse ou la durée de I'impulsion est tres inférieure au temps
de déphasage. On peut dans ce cas considérer que T5 est infini et remplacer Ge4(t) par la fonction
iO(t) exp(—iwegt)/h. On a alors
i

+oo
G (1) = + [ dO(t — 1) exp(—iut — )E(E)
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; t
= %exp(—iwegt)/ E(t') expliwegt’)dt! (6.25)

—00

La population dans ’état excité (éq. 6.19) devient alors

Pt = <Z|ueg|) / dt'e* (t’) exp(—iwegt) / dt"E(t") exp(iwegt”) + c.c.
|Meg‘ " //
sl | gy | e + e (6.26)

ot f(t) = E(t) exp(iwegt). On peut transformer I'intégrale double de la maniere suivante
t + d + 2
/ dt' f(t' / dt"f(t") +cc. = / - / dt" f(¢")| dt’

t 27"
_ U dt”f(t”) ]

— 00

[ ars 2

(6.27)

On obtient alors
2

pA(t) = (6.28)

,Ueg/ E(t) exp(iwegt’)dt’

Ce résultat est identique a celui que 'on aurait obtenu en traitant le systeme a l’aide de 1’équation
de Schrodinger et de la théorie des perturbations dépendant du temps. La population dans ’état
excité est simplement égale au carré du module de 'amplitude de probabilité. C’est le régime

cohérent.

0.02}
gg O
o
(hg
-0.02}

0 100 200 300 400
Temps [fs]
Figure 6.2: Cohérence induite au premier ordre dans un systéme a deux niveaux excité

par une impulsion résonnante de forme rectangulaire et de durée 2 ps. Ty = Ty = 200fs.
27 Jweq = 301fs

Les Fig. 6.2 & 6.5 montrent les termes de cohérence et de population calculés numériquement
dans le cas d’une impulsion excitatrice de forme rectangulaire. On peut observer comment le

systeme évolue progressivement d’un régime cohérent, lorsque ¢ < 75, a un régime incohérent,
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0.06f
£ 0.04} . L
8 Régime Régime
cohérent incohérent
0.02} :
0

0 100 200 300 400

Figure 6.3: Population induite au s-lc;cegggso[;gle. Les conditions sont les mémes que
pour la Fig. 6.2. On peut noter des oscillations de période égale a 15 fs, soit la moitié
de la période optique, correspondant a la contribution de la composante complexe du
champ tournant dans le mauvais sens. L’approximation RWA consiste a négliger ces
oscillations dont on peut vérifier sur ce calcul numérique qu’elles sont effectivement de
faible amplitude.

lorsque t > Ts.
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Figure 6.4: Méme grandeur que pour la Fig. 6.2 mais sur une autre échelle de temps.
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Figure 6.5: Méme grandeur que pour la Fig. 6.3 mais sur une autre échelle de temps.
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6.3.3 Régime fort

Lorsque l'intensité du laser est plus importante, on sort du régime perturbatif étudié ci-dessus,
ce qui permet d’atteindre en régime cohérent des états inaccessibles au régime incohérent. Il sera
ainsi possible de controler I’état quantique du systeme de maniere similaire & ce qui est couramment
réalisé en physique atomique ou en résonance magnétique nucléaire. A titre d’exemple, on pourra
porter un systeme a deux niveaux dans son état excité avec une probabilité égale a 1, soit a l'aide
d’une demi oscillation de Rabi, soit par passage adiabatique a 'aide d’une impulsion & dérive de
fréquence [14]. Ceci ne sera évidemment possible que si la durée de I'impulsion reste plus courte
que le temps de déphasage du systeme afin de rester en régime cohérent. Dans ’approche dite du
controle optimal [47], on utilise un algorithme itératif permettant de fagonner le profil temporel
de l'impulsion afin d’optimiser un objectif donné, comme par exemple le produit d’une réaction

chimique.



Appendice A

Transformation de Fourier

A.1 Définition

La transformée de Fourier d’une fonction dépendant de la variable w est définie ici par

Fo0 dw

f@) = Ff(w)] () =/_Oo Fw) exp(—iwt) o —. (A1)

+oo
fw)=F )] (w) = /m f(t) exp(iwt)dt. (A.3)
On a alors
FHAM) () = [ (~w). (A.4)

Le facteur 27 entre transformée de Fourier et transformée de Fourier inverse peut-étre réparti
différemment selon les ouvrages, avec notamment une convention courante présentant 1’avantage
de la symétrie et consistant & utiliser un facteur 1/v/27 & la fois pour F et F~!. Dans le choix
effectué ici, il suffira de se souvenir que toutes les intégrales (y compris pour les produits de
convolution et les valeurs moyennes ci-dessous) portent en fait sur la fréquence w/(27) plutét que

sur la pulsation w.

119
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A.2 Propriétés utiles

La transformée de Fourier étant une isométrie, on a égalité des produits hermitiens dans I'espace

direct et dans I’espace de Fourier (théoreme de Parseval-Plancherel) :

[T rwema= [ g (A5

PN —o 27

Les transformées de Fourier des dérivées s’écrivent

F‘ldil]; ff’) = (—iw)" f(w) (A.6)
fdr;‘}; (;") = (it)"f (1) (A7)

Soit [f ® g](t) - également noté f(t) ® g(t) - le produit de convolution défini par

+oo +oo

Syt —that = [ gt —t)g(t)at (A8)

—00

IEVOEY|

—00

La transformée de Fourier du produit de convolution est le produit des transformées de Fourier

FH(f @ 9)®)] = flw)g(w) (A.9)

et
Fl(f @ g)(w)] =2mf(t)g(t) (A.10)

On en déduit les relations correspondantes sur les transformées de Fourier d’'un produit

F I 09(0)] = o=
] =

Flf(w)g(w)

[f ®g] (W) (A.11)
[f®g](t) (A.12)

A.3 Transformées de Fourier de fonctions et distributions usuelles

ft) f(w)

d(t —to) exp(iwtp)

exp(—iwot) 276 (w — wo)

exp (—2’;—22) V2T exp (— 725”2 (A-13)
exp (z%) e~im/4 %" exp (— ‘5—2)

O(t) exp (—iwot — T't) wfwf)+il“
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Le tableau ci-dessus reproduit les transformées de Fourier des fonctions ou distributions qui inter-

viendront dans ce cours.

La démonstration est immédiate pour la distribution de Dirac. Pour la gaussienne, une méthode consiste a écrire I’équation
différentielle génératrice des gaussiennes :

1)+ =510 =0 (A.14)

La solution de cette équation peut s’obtenir en remarquant qu’il s’agit d’une équation aux variables séparables

- (A.15)

dont la solution s’écrit In(f(t)/f(0)) = —t2/(272), soit la gaussienne f(t) = f(0)exp(—t2/(272)), ou encore exp(—t2/(272))
avec la condition initiale f(0) = 1. Pour déterminer f(w), il suffit d’écrire la transformée de Fourier de ’éq.A.14. A T’aide des
éq. A.6 et A.7, on obtient
(@) + (@) =0 (A.16)
i

soit

f(w) +wrf(w)=0 (A.17)

Cette équation a la méme forme que I’éq. A.14 d’olt 'on peut déduire que f(w) est également une gaussienne :
f(w) = f(w = 0)exp(-7?w?/2) (A.18)

Il reste & déterminer la constante d’intégration

+oo
flw=0) = / Ft)dt

+oo +o0o
/ / @) f@)dtdt
—o0 —o0
+oo +oo
$2 /2
T (e a
T
“+oo 2 2
dp pdf exp <7p—2)
o 0 2T
2 N1+
- \/271' [—72 exp (—2'0?)}0

= 7TV2m

d’ou 'on déduit

f(w) =F texp <t2) = 7V2mexp (72w2> (A.19)

272 2

Cette équation est valable pour 7 complexe, dés lors que les fonctions considérées sont de carré sommable, soit Re 72 > 0. En
fait, on peut constater que la relation ci-dessus admet une limite lorsque la partie réelle de 7 tend vers zéro. En appelant i/a

la partie imaginaire de 72, on en déduit la relation

12 ; /2 2
F~lexp (ia> =emin/4, [ 21 exp (zw> (A.20)
2 a 2a

Les deux fonctions ci-dessus ne sont pas de carré sommable, mais elles n’en sont pas moins transformées de Fourier I'une de

l'autre et jouent un role trés important dans la propagation des faisceaux lumineux. Enfin, pour la mono-exponentielle, la
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démonstration est immédiate puisque la fonction est directement intégrable:

FLf@)

+oo
/ O(t) exp (i(w —wo)t —T't) dt

exp (i(w — wo)t — I't)] T
{ t(w—wo)—T 0
-1
(w—wo)—T
7
w—wo +iI"

On peut déduire des éq. A.9 et A.13 la relation utile
FU(E —t0) = FUS(1) @ 8(t — to)] = () explicoto) (A.21)
De méme, d’apres les éq. A.11 et A.13
FH[F(0) explit)] = 5 [(w) © 2m8(t — wo)] = [l — wo) (A.22)

Ainsi un décalage dans le domaine temporel correspond a une phase linéaire dans I'espace des
fréquences. Inversement, une phase linéaire dans le domaine temporel correspond a un décalage

dans le domaine des fréquences.

A.4 Valeurs moyennes

Soit une fonction f(t) supposée normée :

~+o0 o0 dw
AR T = (A23)
—00 —00 ™
On définit les valeurs moyennes de fonctions u(t) et v(w) dépendant du temps ou de la fréquence

en utilisant respectivement |f(¢)|? et |f(w)|?/(27) comme densités de probabilité :

i) = [ wiol o Par (A21)

e}

)= [ sy (A.25)

o 2T

Les écarts quadratiques moyens At = /< 12> — <t >2 et Aw = V< w? > — < w >2 obéissent
alors a l'inégalité

AtAw > (A.26)

| =

légalité n’étant atteinte que dans le cas d’une fonction gaussienne [48].
La démonstration du résultat ci-dessus est similaire & celle du théoréeme de Cauchy-Schwartz. Soit t9 = (t) et wo = (w)

les barycentres des distributions |f(¢)|? et |f(w)|?. On définit la fonction g(t) = f(t + to) exp(iwot). D’apres les éq. A.21 et
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A.22, sa transformée de Fourier s’écrit g(w) = f(w + wo) exp(i(w + wo)to). On remarque que les distributions de probabilité

lg(®)|2 = |f(t+t0)]? et |g(w)|? = |f(w + wo)|? sont centrées, soit

+oo +oo dw
/ tlg(t)[?dt =0 et / wlg()l*5—
™

oo oo}

Par ailleurs,

+oo +o0
/ tQ\g(t)Pdt:/ (t — to)2] f(£)|2dt = AL2

oo —o0

+oe dw oo dw
/ w%wﬁ—*i/ (@ - w0)2lf @S = Aw?
— 2m 27

9] —o0

et

Considérons la quantité

+oo
I = / \tg(t)+Ag'(t)|2dt

oo

Il s’agit d’un polynome d’ordre 2 en \. Le coefficient constant de ce polynome s’écrit

—+oo
/ ltg(t))? dt = At?

oo

Le coefficient de A s’écrit

+oo +oo 2 oo
/ t@%ﬁ@+ﬁ@mmﬁ=/)t@&&ﬁ=—/ lo(t)Pdt = 1

oo

ol 'on a effectué une intégration par parties et utilisé le fait que |g(¢)|? — 0 lorsque ¢ — oo. Enfin, le coefficient de A? s’écrit

too 2 too dw
/ g @) dt= / |~iwg(@)[* o= = Aw?
_ _ 2m

oo} oo

Le polynome s’écrit donc

I(\) = Aw?AZ — X + A2

Etant défini comme l’intégrale d’une quantité positive ou nulle, ce polynome est donc lui-méme positif ou nul, ce qui implique

un discriminant négatif ou nul, soit

1 —4A?Aw? <0

d’ott 'on déduit I’éq. A.26.

Dans le cas ou D’égalité est vérifide, soit AtAw = 1/2, alors le discriminant est nul et le polynome admet donc une

racine double A = 1/(2Aw?) = 2At2. Or intégrale I()\) ne peut étre nulle que si la fonction intégrée (positive ou nulle) est

identiquement nulle, soit

tg(t) + 2At%'(t) =0

ou encore

g )+ g(t) =0

t
2At2

On reconnait 1’équation génératrice des gaussiennes (eq. A.14) d’ott 'on déduit

+2
g(t) = g(0) exp <4AtQ>
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La distribution de probabilité |g(t)|? étant normalisée, on en déduit

i 2\~ % t?

%0

gt)y=e (27rAt ) exp YYNE

ol o est un facteur de phase arbitraire. L’espression la plus générale pour la fonction f(t) est donc

(t—to)?
AN

f(t) = ei¥o (27rAt2) 1 exp ( ) exp(—two(t — to)) (A.27)

Il s’agit d’une fonction d’enveloppe gaussienne centrée a l'instant to et de fréquence porteuse wg.

L’inégalité A.26 a des conséquences dans des domaines tres divers de la physique (relation
d’incertitude de Heisenberg, relation temps-énergie, relation temps-fréquence en acoustique ou
en optique femtoseconde, diffraction d’un faisceau lumineux, etc.). De fagon générale, elle im-
plique qu’une fonction ne pourra étre localisée dans 1'espace direct (At petit) qu’a condition d’étre
délocalisée dans I’espace réciproque (Aw grand), et inversement. Il ne s’agit cependant évidemment
pas d’une condition suffisante.

Effet de la phase spectrale

Ecrivons la fonction f(w) sous la forme

f(w) = |f(w)[exp(ipw))

oll p(w) est par définition la phase spectrale. La fonction f’(w) s’écrit alors

7@ = (14 i @) elist))

Considérons la valeur moyenne (t) :

t) = /+Oot|f(t)\2dt = z’/+oo fr@)itf(t)dt = i/+oo f*(w)f'(w)dfw

N - o 2
= [Tl MO e

1 oo
= i[5l @]+ )

On en déduit la relation suivante

(t) = <dflfuw) > (A.28)

qui généralise ’éq. A.21 au cas d’une phase spectrale de forme quelconque. Plus généralement, la

quantité

Ty(w) = (A.29)



A.4. VALEURS MOYENNES 125

est appelée le retard de goupe. Ce dernier correspond & l'instant d’arrivée d’une composante
spectrale w donnée. Le barycentre de I'impulsion correspond ainsi simplement a la valeur moyenne
du retard de groupe (t) = (74(w)).

De méme, on peut calculer le moment d’ordre 2 :

(t?) = /;Oot2|f(t)l2dt=/;m|¢tf(t)|2dt:/;Ooyf'(w”?;l“;
[T (MY e T s
= (), @R (A.30

ou l'on a exprimé le résultat en fonction du moment d’ordre 2 pour une phase spectrale nulle. A

I'aide de cette équation et de I'éq. A.28, On en déduit la variance
2 2 2
At = At o+ AT, (A.31)
ou la variance du retard de groupe s’écrit

AT; _ <(Tg(w) B <Tg(w)>)2> _ <(d<giw)>2> - <d42£)w)>2

La variance est donc la somme d’une valeur minimale, associée a une phase spectrale linéaire, et de

la variance du retard de groupe : une phase spectrale variant de facon non linéaire avec la fréquence
implique que les différentes composantes spectrales n’arrivent pas simultanément, ce qui provoque

naturellement un allongement de I'impulsion.

Effet de la phase temporelle

On peut de méme écrire la fonction f(¢) sous la forme

f@) = [f(#)] exp(io(t))

ou ¢(t) est par définition la phase temporelle (grandeur qui n’est évidemment pas transformée de

Fourier de la phase spectrale p(w)). La fonction f’(t) s’écrit alors

70 = (M i 01501 extiote)

Considérons la valeur moyenne (w) :

(W) = /:Ow|f(w)|2d” :z’/+oo 1) (i f () 2 =i/+oo Fr@)f(6)dt

27T —00 27T —0oQ
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= i [ TS [ gwnspa

+o0

(w) = - <d¢(t)> (A.32)

Plus généralement, la quantité

Q) = _d‘flff) (A.33)

est appelée la fréquence instantanée. La fréquence centrale de I'impulsion correspond ainsi a la
valeur moyenne de la fréquence instantanée : (w) = (2(¢)). La phase temporelle peut également

s’écrire comme 'opposé de la primitive de la fréquence instantanée
t
__ / Q') (A.34)
—0oQ

ce qui généralise la relation ¢(t) = —wopt correspondant au cas d’une fréquence constante.

Comme dans le cas de la phase spectrale discutée plus haut, on montre que la largeur spectrale

dépend de la phase temporelle selon la relation
Aw® = Awl_y + AQ? (A.35)

ou la variance de la fréquence instantanée s’écrit

a0 = (1000 - @) = ( (22" - (452

A.5 Séries de Fourier

On peut montrer [49] que toute fonction F'(¢) périodique de période T' peut s’écrire sous la forme

d’une série appelée série de Fourier

—+00 )
Z Cpe wnt (A.36)
n=—oo
ou w, = 2mn/T. Les coefficients C,,, appelés coefficients de Fourier, peuvent étre aisément
déterminés en calculant I'intégrale ci-dessous
+T/2 +T/2
/ e“mtF(t)dt = Z / Zilon—emt gy = Z TCrbpm = TChp, (A.37)
—T/2 n=-—00 T/2 n=-—00
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On en déduit donc

Cy / m Yelntdt (A.38)
T T/2

Toute fonction périodique peut ainsi s’écrire comme une superposition d’harmoniques dont les
fréquences d’oscillation sont les multiples de 1/7". Un cas particulier tres utile de fonction périodique

est le peigne de Dirac, Ap(t), défini par
+oo
> 6(t—nT). (A.39)

L’éq. A.38 nous permet de trouver immédiatement les coefficients de Fourier associés au peigne de

Dirac, soit C),, = 1/T. On en déduit donc une autre formulation du peigne de Dirac

1 =
Ap(t) = = S e/t (A.40)

On en déduit également 'expression de la transformée de Fourier inverse d’un peigne de Dirac

+oo 0 o
F U Ar / S 8(t— nT)etdt = Z T = L A () (A.41)

n=—oo n=—oo

La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac est donc un peigne de Dirac de période inverse.

Les séries de Fourier peuvent également s’interpréter comme un cas particulier de la transformée
de Fourier plus générale introduite au début de cet appendice. Considérons en effet une fonction
f(t) supposée nulle a 'extérieur de 'intervalle [-7'/2,T/2]. On peut alors prolonger cette fonction

par périodicité de la maniere suivante

+00
Z f(t —nT) (A.42)
F(t)=Ar(t) ® f(t) (A.43)

ou Ap(t) =3, 0(t —nT) est le peigne de Dirac de période T'. D’apres I’éq. A.9, on en déduit

2

o X
= TAm@f@) =2 Y Swn)dw—wn) (A.d4)

n=—oo

On voit donc que du fait de la périodicité de la fonction F'(t), le spectre obtenu dans 1’espace de
Fourier est discret: il est constitué de pics de Dirac centrés sur les fréquences des harmoniques wy,

intervenant dans la série de Fourier (voir Fig. A.1(d)). Enfin, si 'on remplace F(w) par sa valeur
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ci-dessus dans ’éq. A.1, on obtient

+00 d +00 I d.
F) = [ F@es(-iong? - [ ) 2% S F(wn)iw — wn) exp(—iwt) o
1 = _
= 7 Z f(wn) exp(—iwpt) (A.45)

ce qui nous redonne exactement la série de Fourier, sachant que f(w,,)/T coincide avec I'expression
du coefficient de Fourier correspondant, C,,, puisque f(¢) et F(t) sont identiques sur Uintervalle

[—~T/2,T/2].

A.6 Transformée de Fourier discrete

Intéressons nous enfin a la transformée de Fourier discrete, qui est particulierement pertinente
pour le calcul numérique de la transformée de Fourier d’une fonction f(¢) donnée. En effet, un
ordinateur ne pouvant contenir qu’'une quantité finie d’information, il sera nécessaire en pratique
de travailler sur une représentation approximative de la fonction considérée. En premier lieu, il
faudra restreindre I’axe du temps a un intervalle fini [0, T, soit en supposant que 1’on a affaire a une
fonction périodique de période T, soit en supposant que le support de la fonction f(¢) est contenu
dans un intervalle de largeur T'. On considérera alors la fonction périodique F'(t) construite a partir
de f(t) selon I’éq. A.43. En second lieu, il sera nécessaire d’échantillonner la fonction initiale en
un nombre fini de points ¢, = ndt avec n = 0,1,2,...,N — 1, ou N est le nombre total de points
considérés et 5t = T'/N est le pas d’échantillonnage. En tenant compte de ces deux approximations

(périodisation et discrétisation), la fonction G(t) finalement représentée dans l'ordinateur s’écrit

G(t) = Az (O)F(t) = Az (t) (Ar(t) @ (1)) (A.46)
La transformée de Fourier s’écrit alors
Cw) = 7 Asen () ® F(0) = 0 Asen () @ (D () () (A.47)

Les fonctions f, F' et GG sont représentées schématiquement Fig. A.1 dans I’espace des temps et
des fréquences. Comme dans le cas des séries de Fourier, le fait de supposer la fonction périodique
a pour résultat de produire un spectre discret (Fig. A.1(d)) ne prenant de valeurs non nulles que
pour les fréquences w, = n27/T (effet de la multiplication par le peigne de Dirac A 2 (w) dans
Iéq. A.A4T).

De fagon symétrique, la discrétisation de la fonction F(t) avec un pas ot = T/N a pour
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Figure A.1: Passage de la transformée de Fourier a la transformée de Fourier
discréte.  On part d’une fonction f(t) (a) et de sa transformée de Fourier inverse
f(w) (b). On construit ensuite une fonction périodique, F(t), de période T (c), ce qui
a pour effet de discrétiser la transformée de Fourier correspondante, F(w), avec un pas
27 /T (d). Enfin, ’échantillonnage dans le domaine temporel (e) de pas T/N a pour
effet de rendre le spectre périodique (f), de période N 27 /T.

conséquence de produire un spectre périodique de période 27/dt (convolution par la fonction

Azn (w) dans 1'éq.A.47). 1l sera donc suffisant de considérer ce spectre dans l'intervalle fini
T

[0,27/dt], ce qui signifie que l'on pourra se contenter de considérer les N valeurs de fréquences

wp =n27w/T avecn =0,1,2,..., N — 1.

On aboutit donc a une représentation des fonctions f(w) et f(t) sous la forme de deux tableaux
de N points {a,} et {bx}. Pour que ces représentations soient fideles, il est nécessaire que la
périodisation ne conduise pas a une perte d’information suite a une superposition des motifs repro-
duits périodiquement. Dans le domaine temporel, cela correspond a la condition déja évoquée d’un
support de la fonction f(t) de largeur inférieure & 7. Dans le domaine spectral, il est nécessaire
que le support de la fonction f(w) soit de largeur inférieure & 27 /dt. Pour une fonction f(t) réelle,
on sait que |f(w)| est une fonction paire, ce qui signifie que la largeur du support de f(w) est égale
& 2Wmax, OU Whyax est la fréquence maximale pour laquelle f(w) prend des valeurs non négligeables.
La condition s’exprime alors

27

2 max o, A48
Wimax < 50 ( )

C’est le théoreme d’échantillonnage de Nyquist-Shannon : pour une reproduction fidele de la fonc-
tion, la fréquence d’échantillonnage doit étre supérieure au double de la fréquence maximale du
signal. En d’autres termes, il faut un minimum de deux points d’échantillonnage par période

d’oscillation du signal.
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Dans la suite, nous poserons

an = flwp) n=01,2,..,N—1 (A.49)

be = f(ty) k=0,1,2,...,N—1 (A.50)

ou, comme ci-dessus, w, = n2w/T et t, = kot = kT/N. Les tableaux de N points a, et by
constituent les représentations échantillonnées des fonctions f(¢) et f(w). La fonction échantillonnée

et périodisée G s’écrit alors
N-1
= > bpAp(t —ty) (A.51)
k=0

ou encore, dans 'espace des fréquences (d’apres I'éq. A.47),

N—1
Glw) = 27rN

Agﬂ (w— wp) (A.52)

Sachant que la transformée d’un peigne de Dirac est un peigne de Dirac de pas inverse (eq. A.41),

la transformée de Fourier inverse de I’éq. A.51 donne

N—
2w
=7 Z_: Tﬂ w) exp(iwty) (A.53)
Par ailleurs, on peut écrire
N—1
A%w(w) = nz:% A%(w — wn) (A.54)

On en déduit

gq N1 /N-1
Gw) = T Z (Z b exp(iwntk)> A%(w — wp) (A.55)

n=0 \ k=0
ou l'on a utilisé le fait que wty est congru a wytr modulo 27 pour tous les pics du peigne de Dirac

A%l(w — wp). En identifiant I'éq. A.55 avec I'éq. A.52, on en déduit
t

N-1

1 2
an = TN ;;) by, exp (zjz;nk) (A.56)

En prenant la transformée de Fourier de 1’éq. A.52 et en identifiant avec 1’éq. A.51, on démontre

de la méme fagon que
1= 2
=7 nz::O ay, exp ( ZNnk‘> (A.57)

Ces relations sont tres similaires & la définition mathématique de la transformée de Fourier discrete,



A.6. TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE 131

reliant deux suites de N nombres {z,} et {X}} selon les relations

Nl 27
Xy = n —i—nk A.
k nz:% Ty €XP < i " ) (A.58)
1 = 2
Tn = o kzz:o X} exp (z]\;rnk) (A.59)

La seule différence tient au facteur multiplicatif 7', qui résulte du fait que les intégrales définissant
la transformée de Fourier (eq. A.1 et A.3) font intervenir des grandeurs dimensionnées comme le
temps et la fréquence, ce qui fait que la période d’intégration T intervient explicitement lorsque
I'on exprime ces intégrales a partir de la transformée de Fourier discrete. La transformée de
Fourier pourra donc étre facilement calculée numériquement a ’aide de la transformée de Fourier
discrete. En pratique, ce calcul est rendu extrémement rapide grace a I'utilisation de ’algorithme
de transformée de Fourier rapide [50], dont le temps de calcul est proportionnel & N log, N alors
qu'une application directe des éq. A.58 et A.59 donnerait lieu & un temps de calcul en N2 (N
sommes de N termes).

Enfin, remarquons que les éq. A.56 et A.57 peuvent également s’interpréter comme les expres-
sions approximatives des éq. A.3 et A.1 en remplacant les intégrales par des sommes discretes.
Toutefois, la démonstration ci-dessus a ’aide de peignes de Dirac présente 'intérét de montrer qu’il
ne s’agit pas d’une approximation mais bien d’une évaluation exacte des transformées de Fourier

des fonctions discrétisées et périodisées.



132 APPENDICE A. TRANSFORMATION DE FOURIER



Appendice B

Représentations temps-fréquence

Temps et fréquence sont deux variables conjuguées par transformée de Fourier, ce qui implique
a priori que 'on travaille soit dans ’espace des temps, soit dans ’espace des fréquences. Il peut
donc paraitre surprenant de vouloir manipuler simultanément ces deux grandeurs a l'aide des
représentations temps-fréquence abordées dans cet appendice. C’est pourtant ce que nous sommes
quotidiennement amenés a faire lorsque notre cerveau interprete l'information produite par notre
systeme auditif, qui est parfaitement capable de gérer un spectre dépendant du temps, grandeur en-
core appelée spectrogramme. Nous aborderons aussi dans cet appendice la distribution de Wigner,
grandeur introduite initialement pour la mécanique quantique mais qui est également intéressante

dans le domaine spectro-temporel.

B.1 Spectrogramme et sonogramme

Le spectrogramme, version mathématique de la portée musicale, est défini comme la succession des
spectres de tranches temporelles du champ & mesurer. Plus précisément, on définit la grandeur
S(t,w), fonction continue des variables ¢ et w qui correspond au spectre - en fonction de w - d’une
tranche centrée a l'instant ¢ du signal a caractériser. Pour construire cette tranche temporelle, on
multiplie le champ électrique £(t’) par une porte temporelle g(¢' — t), ou la fonction g(t') - centrée

en t' = 0 - pourra par exemple étre de forme gaussienne. On obtient donc
2
S(t,w) = ’ [ £@)oe = explictyar (B.1)

De facon symétrique, le sonogramme est défini comme le profil temporel d’une tranche spectrale.

Il est donc obtenu en écrivant la transformée de Fourier du produit du champ &£(w) par un filtre

133
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h(w) que l'on fera glisser le long de I’axe des fréquences

2

s(t,w) = ‘/S(W’)h(w’ —w) exp(—iw’t)ciwﬂl

Sonogramme et spectrogramme sont intimement liés. En effet,
N W't 341 / N
s(t,w) = E)e dt’ | h(w — w) exp(—iw t)2—
0

_ /5(#) (/ h(o — w) exp(ics (' — t))d;;/) dt’

= /5 h(t' —t) exp(iw(t’ —t))dt’ i

2

2

2
= 7“‘”/5 h(t' — t) exp(iwt’)dt’

= S(tw (B.3)

ol S(t,w) est le spectrogramme calculé en utilisant comme porte temporelle la fonction g(t') = h(t'),
transformée de Fourier du filtre utilisé dans ’espace des fréquences pour déterminer le sonogramme.
Le spectrogramme et le sonogramme sont donc deux grandeurs rigoureusement identiques, associées

respectivement a une porte temporelle et un filtre spectral conjugués par transformée de Fourier.

Mentionnons enfin qu’une représentation temps-fréquence comme le spectrogramme est ana-
logue a la représentation QQ de Husimi [51, 52] utilisée en mécanique quantique pour représenter des
quantités conjuguées par transformée de Fourier comme position et impulsion pour une particule,

ou encore les deux quadratures du champ en optique quantique.

B.2 Représentation de Wigner

Initialement introduite en mécanique quantique [53], la distribution de Wigner est également
utilisée dans le domaine spectro-temporel ou on peut l'appeler représentation de Wigner - Ville

ou représentation chronocyclique [54]. Elle est définie par la relation

Wi(t,w) = /5* (t— = ;)exp(iwt')dt' (B.4)
= /5* VE(w + C; )exp(—iw/t)ci% (B.5)

La distribution de Wigner est réelle mais elle peut prendre des valeurs négatives.
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B.2.1 Distributions marginales

Les distributions marginales de la fonction de Wigner peuvent étre obtenues en la projetant soit
selon 'axe des temps, soit selon ’axe des fréquences. Par exemple, par définition de la transformée
de Fourier, l'intégrale selon t de la fonction de Wigner W (¢, w) est égale a la valeur de sa transformée

de Fourier en w’ = 0, que nous obtenons & ’aide de 1’éq. B.5 :
/ W (t,w)dt = |€(w)]? (B.6)
De méme,

[ = e (5.7

Les distributions marginales de la fonction de Wigner sont donc respectivement I'intensité spectrale

et 'intensité temporelle.

B.2.2 Effet d’'une modulation temporelle

Supposons que l'on effectue une modulation temporelle du champ, c’est a dire qu’on le multiplie

par une fonction f(t) :

E(t) = f1)&() (B.8)
soit
&) = [ fW)aiw -5 = 5 f@) ® &) (B.9)
On montre alors aisément que
Wo(t,w) = Wi(t,w) @, Wi(t,w) (B.10)

La fonction de Wigner d’un produit de deux fonctions dans le domaine temporel est le produit de

convolution par rapport a une variable (la fréquence) des deux fonctions de Wigner.

B.2.3 Effet d’un filtrage spectral

Supposons que 1’on multiplie le champ par une fonction g(w).
E(w) = g(w)éi(w) (B.11)

On sait qu’'un produit dans le domaine spectral correspond a un produit de convolution dans le

domaine temporel

&) = [ gt)at— ) =g @ &1 (B.12)
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alors on montre

Walt, w) = W,(t, w) @ Wi(t,w) (B.13)

B.2.4 Lien entre spectrogramme et fonction de Wigner

Pour une valeur donnée de ¢, le spectrogramme S(¢,w) est le spectre du produit entre le champ
E(t") et une porte temporelle g(t' —t). D’apreés ce que nous venons de voir, la fonction de Wigner

correspondant a ce produit s’écrit
Wo(t' w) = W,(t' — t,w) @, W(t',w) (B.14)

Nous savons que le spectre de ce produit peut s’écrire comme la distribution marginale de la fonction

de Wigner ci-dessus, qu’il suffit donc d’intégrer par rapport au temps t’
S(t,w) = / Wyt — t,0) ®0 Wt w)dt' = W,(—t,w) @ W(t,w) (B.15)

C’est donc le produit de convolution bidimensionnel entre la fonction de Wigner du champ et celle
de la porte temporelle retournée temporellement. Le spectrogramme n’est autre qu’une fonction
de Wigner lissée par la fonction de Wigner de la porte temporelle. C’est ce lissage qui gomme les

parties négatives de la fonction de Wigner.

B.2.5 Effet d’'une phase spectrale quadratique

Considérons un champ & produit a partir d’'un champ &; par I'application d’une phase spectrale
quadratique (comme par exemple lors de la propagation d’une impulsion dans un matériau disper-
sif) :
SO//
Ey(w) = & (w) exp (iz(w — wo)Q) (B.16)

On appelle Aty(w) = ¢” (w — wp) le retard de groupe correspondant & cette phase spectrale

quadratique. On obtient alors

17 / !’ 2
/ TG (w—wot+ )2 — (w—wo— 2 do'’
Walt,w) = /5f(w—%)€1(w+%)e 7 (et )= men- ) exp(—ist) 5o
/

/ /
- /5f(w — %)51(w + %) exp (i¢" (w — wp)w') exp(—iw't)céi7r

= Wit — ¢"(w —wp),w)

= Wi(t - Ary(w),w)
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On obtient donc un résultat parfaitement intuitif. La fonction de Wigner est simplement déformée

en décalant chaque composante spectrale dans le temps d’une quantité A7y(w).

B.3 Conclusion

Nous avons brievement évoqué dans cet appendice deux représentations temps-fréquence, le spec-
trogramme et la fonction de Wigner. Le spectrogramme est tres intuitif et correspond directement a
I’image de la portée musicale en acoustique. Son seul inconvénient est d’étre associé a une perte de
résolution a la fois spectrale et temporelle. 11 sera bien adapté pour des impulsions pour lesquelles
AtAw > 1/2, auquel cas la perte de résolution aura peu de conséquence. A titre d’exemple, si I'on
considere une piece musicale dont la durée est de 1h, on a At = 3600s et Aw/(27) ~ 10kHz soit
AtAw =~ 2.10% : le spectrogramme, associé & la partition musicale, est donc une représentation bien
adaptée dans ce cas. A l'inverse, la fonction de Wigner produit des représentations souvent étranges
mais n’introduit pas de perte de résolution spectrale ou temporelle : les distributions marginales
sont parfaitement égales a I'intensité spectrale ou a l'intensité temporelle. Cette distribution sera

surtout utile pour ses propriétés mathématiques.
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Appendice C

Simulations numeériques

Une utilisation pratique des concepts introduits dans ce cours d’optique non-linéaire implique na-
turellement la capacité de mener a bien des calculs numériques, par exemple lors de la conception
d’un systeme optique concret. L’objet de cet appendice est de donner quelques exemples concrets
d’applications ou de simulations numériques dans le cadre des conventions définies dans ce cours.
On pourra certes utiliser le logiciel SNLO, disponible sur Internet (http://www.as-photonics.
com/SNLO/) et qui permet d’obtenir sans douleur de nombreux résultats intéressants, mais on ne

saurait trop insister sur l'intérét pédagogique de faire soi-méme ce type de calculs.

Dans de nombreux cas, il est naturellement nécessaire d’avoir recours a un langage de program-
mation permettant d’effectuer les simulations numériques requises. Nous avons retenu le langage
Scilab, qui présente le double avantage d’étre a la fois extrémement puissant et librement disponible
sur le site http://www.scilab.org. Une alternative qui n’a que la premiere de ces deux qualités

est le langage Matlab, dont la syntaxe est tres proche de celle de Scilab.

L’ensemble des fichiers scilab discutés dans cet appendice est disponible a ’adresse http://

www.enseignement.polytechnique.fr/profs/physique/Manuel.Joffre/onl/.

C.1 Scilab : kit de survie

Le tableau ci-dessous regroupe quelques commandes utiles. On pourra naturellement consulter

I’aide du logiciel ainsi que les liens http://www.scilab.org/product/man/, http://www.scilab.

org/publications/index_publications.php?page=freebooks et http://wiki.scilab.org/. Sig-

nalons un piege classique a éviter : pour une multiplication terme a terme de deux vecteurs ou de

deux matrices m1 et m2, utiliser m1 .* m2 car m1 * m2 correspond & une multiplication matricielle.
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Commande | Objet Exemple
scf Création d’une figure de numéro spécifié, | scf(1)
ou définition de la figure spécifiée comme
figure courante
clf Efface la figure courante (a utiliser avant | clf()
tout nouveau dessin sur une figure exis-
tante car par défaut les courbes succes-
sives sont superposées)
plot Représentation graphique plot(y) ou plot(x,y) ou plot(x,y,’r")
xlabel Légende de 'axe des abscisses xlabel(’Axe des x’)
ylabel Légende de 'axe des ordonnées ylabel(’Axe des y’)
xtitle Titre du graphe xtitle("Titre du graphe’)
legend Affichage d’une légende legend(['y=sin(x)’ 'y=cos(x)’])
grayplot Représentation d'un tableau 2D en fausses | grayplot(x,y,z)
couleurs. Utiliser Sgrayplot pour un af-
fichage plus joli (mais plus lent)
drawlater Suspend la mise a jour immédiate du | drawlater()
graphe (utile pour éviter le clignotement)
drawnow Mise & jour du graphe (& utiliser apres | drawnow()
drawlater)
%pi T %pi
%ol v—1 %ol
Zeros Création d’une matrice n X m constituées | zeros(n,m) ou zeros(mat)
de 0
ones Création d’une matrice n X m constituées | ones(n,m) ou ones(mat)
de 1
length Nombre d’éléments contenus dans un | length(x)
vecteur ou une matrice
Permet d’accéder a une ligne ou une | mat(:,1) = ones(n,1)
colonne d’'une matrice
regress Régression linéaire. Retourne un tableau | coefs = regress(x,y)

coefs = [a b] ou a et b sont les coefficients

du fit linéaire a+b*x des données fournies

C.2 Bibliotheque de quelques fonctions utiles (femto.sci)

La bibliotheque femto.sci regroupe quelques fonctions utiles, avec notamment quelques fonctions

comme xlim qui existent sous Matlab mais pas (encore) sous Scilab.
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Commande

Objet

Exemple

angle

Calcul de 'argument d’un nombre com-

plexe

angle(z)

unwrap

Suppression par continuité des sauts de 2

7w dans un tableau de phases

unwrap(phi)

sqr

Prend le carré d’une grandeur

sqr(x)

heaviside

Fonction de Heaviside

heaviside(x)

inverse

Calcul de I'inverse d’un vecteur. Fonction
utile car 1./x a linconvénient de trans-
poser le vecteur, ce qui n’est pas le cas avec

Matlab (probablement un bug de Scilab)

inverse(x)

xlim

Fixe les limites de 'axe des abscisses dans

un graphe

xlim([0 10])

ylim

Fixe les limites de l'axe des ordonnées

dans un graphe

ylim([-1 1])

setColorMap

Choix de Déchelle de fausse couleur

utilisée, selon l'indice spécifié. 0 corre-
spond a des niveaux de gris, 1 & une échelle

variant du bleu au rouge.

setColorMap(1)

ft

Calcul de la transformée de Fourier d’un
tableau, avec recentrage (fftshift) dans les
deux espaces conjugués par transformée

de Fourier

y = ft(x)

ift

Calcul de la transformée de Fourier in-
verse d'un tableau, avec recentrage (fft-
shift) dans les deux espaces conjugués par

transformée de Fourier

x = ift(y)

ftAxis

Création de deux tableaux (fréquence et
temps) calibrés I'un par rapport a lautre
pour une utilisation avec la transformée de

Fourier

[nu, t] = ftAxis(nPoints,nuMax)

indice

Calcul de lindice de réfraction d’un
matériau isotrope ou uniaxe en fonction de

la longueur d’onde exprimée en microns

[no, ne|] = indice("BBO’,]lambda)

csvread

Lecture d’un fichier ascii au format csv

(comma separated values)

data = csvread(’CaF2.txt’)
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J /SRR KRR R R K K K K o o o o oK oK 3K 3K 3K oK oK K KKK KKK KRR R KK K K K K K o o oK 5K 3K 3K 3K oK oK oK KKK KKK KRR R R K
// Bibliothéque sommaire pour la manipulation d’impulsions femtosecondes

// >k 3k ok 3k ok ok sk Sk ok ok ok Sk sk ok sk sk ok Sk Sk skok sk sk sk sk ok sk ok Sk ok sk sk sk ok sk ok sk ok sk 3k skok skook sk sk Sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk ok ok Sk skok skosk skok ok ok ok ok ko

clear (); // Pas indispensable met permet d’éviter le message
// Warning : redefining function
// & chaque fois que |’ on recharge le programme.

// Modification des limites de |l aze des abscisses d’un graphe
// Doit étre appelé juste apreés plot
// Directement disponible dans Matlab
function xlim (x)
ax = gea ();
ax.data_bounds(1,1) = x(1);
ax.data_bounds (2,1) = x(2);
endfunction;

// Modification des limites de |l aze des ordonnées d’un graphe
// Doit étre appelé juste aprés plot
// Directement disponible dans Matlab
function ylim(y)
ax = gea ()
ax.data_bounds(1,2) = y(1);
ax.data_bounds (2,2) = y(2);
endfunction;

// Phase (en radians) d’un mombre compleze

// Directement disponible dans Matlab

function result = angle(z)
z = z + bool2s(z==0); // Pour ajouter 1 et éviter une erreur pour z=0.
result = atan(imag(z),real(z))

endfunction;

// Supprime par continuité les sauts de 2pi dans un tableau de phases
// Directement disponible dans Matlab

function result = unwrap(phi)
result = phi — [0 2x%pikcumsum(floor (.5+ diff(phi)/2/%pi))];
endfunction;

// Prend 1 ’inverse d’un vecteur

// Dans Scilab, si z est une matrice n z 1, 1./ donne une matrice 1 z n
// Cela ressemble bien a un bug. Ce n’est pas le cas dans Matlab

// Il est donc recommandé de faire inverse(z) plutdét que 1./x.

function result = inverse(x)
result = ones(x)./x;
endfunction;

// Prend le carré d’une grandeur (plus rapide que ."2)

function result = sqr(x)
result = x .*x x;
endfunction;

// Fonction de Heaviside

function result = heaviside (x)
// (2>0) est un tableau de boolean, transformé en 0 ou 1 a l’aide de bool2s
result = bool2s(x>0);

endfunction;

// Ecart quadratique d’une grandeur z pondérée par |’ amplitude de probabilité field
function result = ecartQuad(x, field)

n2 = sum(sqr (abs(field)));

xMoy = sum(x.*sqr (abs(field)))/n2;
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x2Moy = sum(x.*x.*sqr (abs(field)))/n2;
result = sqrt(x2Moy—sqr (xMoy ) );
endfunction;

// Choiz de |’ échelle de couleur utilisée pour les représentations en fausses couleurs
// 0 pour niveauz de gris, 1 pour jetcolormap
function setColorMap (i)
hef = gef ();
select i
case 0 then
hcf.color_map = graycolormap (256);
case 1 then
hef. color_map = jetcolormap (256);
end;
endfunction;

// Lecture d’un fichier ascii au format csv (comma separated values)
function result = csvread (fileName)
fd = mopen(fileName );
str = mgetl(fd);
[n dummy] = size(str); // n est le nombre de lignes
[m dummy] = size (tokens(str(1),”,”)); // m est le nombre de colonnes
for i=1:n
line = tokens(str(i),”,”);
for j=1m
result (i,j) = sscanf(line(j),”%e”);
end;
end;
mclose(fd);
endfunction;

// Transformée de Fourier avec rotation pour centrer la fréquence nulle

function result = ft(data)
result = fftshift (fft (fftshift (data)));
endfunction;

// Transformée de Fourier inverse avec rotation pour centrer la fréquence nulle

function result = ift (data)

result = fftshift (ifft (fftshift (data)));
endfunction;
// ftAzis

// Création de deuz tableauz (fréquence et temps) calibrés [ ’un par rapport & |’ autre pour
// une FFT. L’espacement entre deux points de fréquence est l’inverse de la largeur totale

// dans l’espace des temps. Inversement, l’espacement entre deuz points de temps est | ’inverse

de la largeur totale en fréquence.
g
// Les azes de fréquence et de temps sont supposés centré sur zéro

// mPoints : Nombre de points (de préférence une puissance de 2)

// nuMaz : Valeur mazimale de la fréquence (ie moitié de la largeur totale)
// nu : Aze des fréquences. Le point d’indice nPoints/2 vaut toujours zéro
// t : Aze des temps. Le point d’indice nPoints/2 vaut toujours zéro
function [nu, t] = ftAxis(nPoints, nuMax)

deltaNu = 2xnuMax/nPoints;
deltaT = 1/(2*nuMax);

nu = —nuMax:2*nuMax/nPoints :nuMax—(2*xnuMax/nPoints );
t = —nPoints/2xdeltaT :deltaT:(nPoints/2—1)xdeltaT;
endfunction;

// Formule de Sellmeier pour le calcul de l’indice de réfraction
// n*2 =1 + B1/(1-C1/lambda "2) + B2/(1—C2/lambda "2) + B3/(1—C3/lambda "2)
// lambda s’ exprime en microns
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function result = sellmeier (lambda,bl,b2,b3,cl,c2,c3)

Im2 = lambda.” —2;

result = sqrt(1+bl./(1—cl*lm2)+b2./(1—c2+lm2)+b3./(1—c3xlm2));
endfunction;

// Indices ordinaire et exztraordinaire de quelques matériauzr courants
// La longueur d’onde lambda s’exprime en microns
function [no, ne|] = indice(cristal ,lambda)
lambda2 = sqr (lambda);
select cristal
case 'BBO’ then
no = sqrt(2.7405+.0184./(lambda2 —.0179) —.0155 *lambda2);
ne = sqrt(2.3730+.0128./(lambda2—.0156) —.0044 *lambda2);
case 'KDP’ then
no = sqrt(2.259276 + 0.01008956./(lambda2 — 0.012942625) ...
+ 13.005522xlambda2./(lambda2 — 400));
ne = sqrt(2.132668 + 0.008637494./(lambda2 — 0.012281043)
+ 3.2279924x«lambda2./(lambda2 — 400));
case ’'SiO2’ then
// http://cvilaser.com/Common/PDFs/Dispersion_Equations.pdf
no = sellmeir (lambda,.6961663,.4079426,.8974794,4.67914826E—3,1.35120631E—2,9.79340025E1);
ne = no;
case 'CaF2’ then
// http://wuww.us. schott.com/lithotec/english/download/caf2_june_2006_final_us.pdf
no = sellmeier (lambda,.6188140,.4198937,3.426299,2.759866E—3,1.061251E—2,1.068123E3);

// no = sellmeier (lambda,.567588800,.471091400,3.84847230,.00252642999,.0100783828,1200.55597);
ne = no;
else
no = 1; ne = 1;
end;
endfunction;

// Indice exztraordinaire effectif pour un angle theta donné
function result = neTheta(cristal , theta, lambda)

[no, ne] = indice(cristal , lambda);

result = (sqr(cos(theta)./no)+sqr(sin(theta)./ne))."(—.5);
endfunction;

// Initialisation des paramétres par défaut des représentations graphiques

hda = gda (); // Handle du repére par défaut (default azes)
hda. font_size = 3; // Augmente la taille de police des azes
hda. title.font_size = 3; // Augmente la taille du titre

hda.x_label.font_size = 3; // Aze des z

hda.y_label.font_size = 3; // Aze des y

// Pour projection ou figure article, utiliser paramétres ci—dessous
hda. font_size = 4; // Augmente la taille de police des azes
hda.thickness = 2; // Epaisseur par défaut des lignes

C.3 Exercices

C.3.1 Effet d’une phase spectrale linéaire, quadratique ou cubique
Objectif

Il s’agit de représenter, dans le domaine temporel et dans le domaine spectral, le champ électrique
associé a une impulsion gaussienne pour différents types de phase spectrale. On appelle At la

durée RMS de l'intensité temporelle I(t) = |£(t)|?. On rappelle que, pour une impulsion de forme
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gaussienne, la durée a mi-hauteur de l'intensité temporelle, Aty /5, est reliée a la durée RMS, At,
par la relation Aty = v/81In2At. Le champ pour une impulsion gaussienne s’écrit donc

t2

g(t) = 50 exXp —Zwot — m

(C.1)

On pourra calculer le champ associé a une impulsion de durée 10 fs et de longueur d’onde centrale
800 nm, que 'on représentera dans l’espace des temps puis dans l’espace des fréquences. On
examinera 'effet d’'une phase spectrale linéaire, quadratique ou cubique sur le profil temporel et

également sur le spectre obtenu par doublage de fréquence.

Code source (pulse.sci)

// Représentation d’une impulsion femtoseconde
// Spectre gaussien
// Systéme d’unités : ps, THz et microns

exec(’'femto.sci’);

// Paramétres
nPoints = 4096;

[nu,t] = ftAxis(nPoints,2000);

fs = .001; // 1 fs exprimée en ps
t_fs = t/fs; // Aze des temps en fs
omega = (2x%pi)*nu;

speedLight = 300000; // Vitesse de la lumiére en nm par ps.
// Paramétres de |’ impulsion

lambda0 = 800; // Longueur d’onde centrale en nm

nu0 = speedLight/lambda0; // Fréquence centrale

omegal = (2% %pi)*nul;

deltaT = 5 * fs / sqrt(8xlog(2)); // 10 fs

tau = —50xfs;

phi2 = 100x*fs " 2;

phi3 = 500xfs " 3;

field_t = exp(—sqr(t)/4/sqr(deltaT)).*exp(—%ixomegalx*t );
field_.nu = ift (field_t);

// Phase linéaire

field_.nul = field_nu.*xexp(—%ixomegaxtau);

field_-t1 = ft(field_-nul);

// Phase quadratique

field_.nu2 = field_nu.*xexp(%i*.5%phi2*(omega—omegal)."2);

field_-t2 = ft(field_-nu2);

// Phase cubique

field_nu3 = field_nu.*xexp(%ixomegaxtau+%i/6*phi3*(omega—omegal)."3);
field_t3 = ft(field_-nu3);

legendString = [’phil = —50 fs’ ’phi2 = 100 fs2’ ’phi3 = 500 fs3’];

// Intensité temporelle

scf(1); clf ();

plot (t_fs ,sqr (abs(field_t1)));
plot (t_-fs ,sqr(abs(field_t2)), ’r’);
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plot (t_fs ,sqr(abs(field_t3)),’g’);
xlim ([—=200 300]);

xlabel (’Temps [fs]’);

ylabel (’Intensité temporelle’);
legend (legendString );

// Champ électrique

scf(2); clf ();

plot (t_fs ,real(field_t1));
plot (t_fs ,real(field_t2),’r’);
plot (t_fs ,real(field_t3),’g’);
xlim ([—=200 300]);

xlabel ("Temps [fs]’);

)

ylabel ( ’Champ électrique’);

legend (legendString );

// Spectre

scf(3); clf ();

plot (nu, sqr (abs(field_-nu)));
xlim ([300 450]);

xlabel (’Fréquence [THz]’);
ylabel(’Intensité spectrale’);

// Spectre du champ doublé

scf(4); clf ();

plot (nu,sqr (abs(ift (sqr(field_t1)))));
plot (nu,sqr (abs(ift (sqr(field-t2)))), );
plot (nu,sqr (abs(ift (sqr(field-t3)))),’g’);
xlim ([600 900]);

xlabel (’Fréquence [THz]’);

(R}
r
Y

ylabel(’Intensité spectrale’);

legend (legendString );

Discussion
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(
xtitle (’Impulsion gaussienne pour diverses phases spectrales’);
(

(
xtitle (’Impulsion gaussienne pour diverses phases spectrales’);
(

(
xtitle (’Spectre doublé pour diverses phases spectrales’);
(

On observe comme prévu qu’une phase linéaire décale I'impulsion (avec une périodisation pour des

pentes trop importantes) et qu'une phase quadratique produit un étalement. La phase cubique

provoque une asymétrie du profil temporel et des oscillations dues au battement entre les deux

composantes spectrales arrivant simultanément (une phase spectrale cubique correspond a un retard

de groupe quadratique ce qui signifie qu’il y a deux composantes spectrales symétriques par rapport

a la fréquence centrale qui arrivent simultanément).

Dans le cas du doublage de fréquence, on observe qu'une phase quadratique atténue le spectre

doublé (en raison de la plus grande durée de I'impulsion). Pour une phase cubique, le spectre

doublé est plus étroit mais atteint la méme valeur que pour une impulsion limitée par transformée

de Fourier au point d’antisymétrie (D. Meshulach et Y. Silberberg, Nature 396, 239 (1998)).
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C.3.2 Propagation linéaire d’une impulsion courte
Objectif

Il s’agit de représenter le champ électrique associé a une impulsion courte dans un référentiel se
propageant a la vitesse de groupe de 'impulsion, dans le cas d’'un matériau linéaire dispersif.

On rappelle que la dépendance en z de la phase spectrale peut s’écrire
1
o(z,w) = ©(0,w) + koz + k{(w — wo)z + §k:g(w — wp)?z (C.2)

si ’'on se limite & un développement au second ordre. On a ko = ngywo/c et ki = ng/c ot ny, et ngy
sont respectivement 1’indice de phase et I'indice de groupe a la fréquence centrale wg de I'impulsion.
On prendra les parametres correspondant & une impulsion de durée a mi-hauteur 5 fs centrée & une
longueur d’onde de 800 nm et se propageant dans la silice fondue, soit n, = 1.453, ny, = 1.467 et
k{ = 361 fs®/cm. Enfin, on écrira le champ électrique dans un référentiel se déplagant & la vitesse
de groupe:

Elzt) = Alz,t — =) (C.3)
Vg

et on représentera ReA(z,t). Ceci revient & retrancher une phase linéaire wz/v, = kjwz, d’ou la

nouvelle expression de la phase spectrale

w 1
o(z,w) = (0,w) + ?O(nw —ng)z + ikg(w —wp)?z (C.4)

On pourra tester le code en supposant d’abord kj = 0 et n, # ng, ou inversement kj # 0 et
Ny = Ng.
On produira a la fois une animation permettant d’observer au ralenti ’étalement de I'impulsion

et une représentation 2D sous forme d’une image z X t.

Code source (dispersion.sci)

// Propagation linéaire d’une impulsion breéve
// Spectre gaussien
// Systéme d’unités : ps, THz et microns

exec(’'femto.sci’);

// Paramétres

nPoints = 1024;

[nu,t] = ftAxis(nPoints,3000);

t_fs = 1000xt;

omega = (2x%pi)*nu;

speedLight = 300; // Vitesse de la lumiére en microns par ps.
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// Paramétres de 1’ impulsion

lambda0 = 0.8; // Longueur d’onde centrale en microns
nu0 = speedLight/lambda0; // Fréquence centrale

omegal = (2% %pi)*nul;

deltaT = .005 / sqrt(8xlog(2)); // 5 fs

field0_t = exp(—sqr(t)/4/sqr(deltaT)—%ixomegalxt );
fieldo = ift (fieldO_t);

// Paramétres du matériau

nPhase = 1.453;

nGroupe = 1.467;

k0 = nPhasexomegaO/speedLight;

k1 = nGroupe/speedLight ;

k2 = 3.61E-8; // 361 fs2/cm ou 8.61E-8 ps2/um

// Paramétres de la simulation

zMax = 2000; // distance de propagation (en microns)
z = 0:5:z2Max; // Aze de propagation

map = zeros(length(z),nPoints); // carte |A(z,t)]|"2

// Calcul du champ pour les wvaleurs successives de z
for iZ = 1:length(z)
phase0 = (kO—klxomega0)*z(iZ);
phase2 = 0.5%xk2xz(iZ)*sqr (omega—omegal );
phase = phase0 + phase2; // Pas de phase d’ordre 1 car on est dans le référentiel de | impulsion
field = field0 .xexp(%i*(phaseO+phase2));
field-t = ft(field);

scf(1); // Sélection de la fenétre n°l1

drawlater (); // Ne pas dessiner tout de suite pour éviter un clignotement de |’ affichage
clf (); // Effacer le graphe précédent

plot (t_fs ,real(field_t)); // représentation du champ électrique (en fs)

xlim ([-=50 50]); // Choiz des bornes de |’ aze des =z

ylim([—-1 1]); // Choiz des bornes de |’ aze des y

xtitle (["z = 7 string(z(iZ)/1000) "mm ”]);

xlabel (" Temps [fs]”);
ylabel (”Champ électrique”);

drawnow () ; // Maintenant que c’est prét, on peut dessiner la figure
map(iZ ,:) = real(field_t); // Stockage du profil temporel
end;

// Représentation graphique de |’ intensité temporelle le long de |’ aze de propagation
scf(2); clf ();

setColorMap (0);

grayplot(z,t_fs ,map);

xlabel (’z [microns]’);

ylabel ('t [fs]’);

ylim ([-50 50]);

xtitle (’Propagation linéaire d’’une impulsion courte’);

Discussion

La différence entre indice de groupe et indice de phase produit une variation de la phase de la por-
teuse, ce qui se traduit lors de 'animation par un défilement des oscillations du champ électrique.
Cela correspond également a linclinaison des franges du profil spatio-temporel reproduit a la
Fig. C.3. Par ailleurs, la dispersion de vitesse de groupe produit un étalement de I'impulsion,

le rouge (oscillations de grande période) se retrouvant sur le front avant de I'impulsion tandis que
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le bleu se retrouve sur le front arriere (temps positifs).

Propagation linéaire d'une impulsion courte

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Z [microns]

Figure C.3: Dispersion d’une impulsion ultra-courte lors de sa propagation dans SiOs.

C.3.3 Propagation non-linéaire dans un milieu non dispersif
Objectif

On se propose de calculer la propagation non-linéaire d’une impulsion courte sous ’action de
leffet Kerr optique en ’absence de dispersion linéaire. On ne cherchera pas a utiliser de valeurs
réalistes de I'indice non-linéaire, mais on se contentera de choisir un coefficient non-linéaire tel que
le déphasage non-linéaire a 'issue de la propagation soit égal a 4. On utilisera donc une équation

de propagation exprimée avec des grandeurs sans dimensions, soit

ou .
o = ifu(z, 1) Pl ). (C5)

On pourra remarquer que |u(z,t)| est indépendant de z.

Code source (kerr.sci)

// Propagation non—linéaire d’une impulsion breéve
// Spectre gaussien
// Unités réduites

exec(’femto.sci’);

// Paramétres
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nPoints = 2048;

[nu,t] = ftAxis(nPoints ,40);

omega = (2x%pi)*nu;

field_t0 = exp(—sqr (t)—%i*x2x%pixt /.2);
field_.nu0 = ift (field-t0);

maxValue = max(abs(field_nu0)); // Pour normaliser le spectre

// Paramétres de la simulation

zMax = 4; // distance de propagation (en mm)

g = 4x%pi/zMax; // Déphasage non—linéaire de 4pi a |’ issue de la propagation
z = 0:zMax/100:zMax; // Aze de propagation

map = zeros(length(z),nPoints); // carte |A(z,t)]|"2

// Calcul du champ pour les wvaleurs successives de z
for iZ = 1:length(z)

phase = gxsqr (abs(field_-t0))*z(iZ);

field-t = field-t0 .xexp(%ixphase);

scf(1); // Sélection de la fenétre n°l1
drawlater (); // Ne pas dessiner tout de suite pour éviter un clignotement de |’ affichage
clf (); // Effacer le graphe précédent

plot(t,real(field_t)); // représentation du champ électrique (en fs)
xlim ([—=3 3]);
ylim([—1 1]);
// wxtitle (["z =7 string(z(iZ)/1000) "mm 7]);
drawnow () ; // Maintenant que c’est prét, on peut dessiner la figure

// Représentation graphique de |’ intensité spectrale

field_.nu = ift (field_t);

scf (2); drawlater (); clf();

plot (nu, sqr (abs(field_nu)/maxValue));

xlim ([0 10]);

ylim ([0 1]);

xlabel (” Fréquence” );

ylabel (” |E(nu)| 27 );

drawnow () ;

map(iZ ,:) = sqr(abs(field_nu)/maxValue); // Stockage de |’ intensité spectrale
end;

// Représentation graphique de l’intensité spectrale le long de |’ ’aze de propagation
scf(3); clf();

drawlater ();

setColorMap (1);

grayplot(z,nu,map);

xlabel (72”7 );

ylabel (” Fréquence” );

ylim ([0 10]);

drawnow () ;

xtitle ("Evolution du spectre en fonction de 2z”7);

Discussion

Dans le domaine temporel, on observe que la fréquence d’oscillation est abaissée sur le front montant
et augmentée sur le front descendant, en raison de la modulation de phase. On observe également

un élargissement spectral associé a des oscillations lorsque le déphasage atteint 7, illustré sur la

Fig. C.4.
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Evolution du spectre en fonction de z
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Figure C.4: FEvolution du spectre sous laction de leffet Kerr dans un milieu non
dispersif.

C.3.4 Propagation non-linéaire en régime soliton
Objectif

Il s’agit de résoudre I’équation de schrédinger non-linéaire, reportée ci-dessous en unités réduites

ou 10%u 9

I— = ————= — |u(z,t)|*u(z, ). C.6

=l ) Pul ) (C6)
Cette équation sera résolue par la méthode du pas fractionné, qui consiste a effectuer 'intégration

sur un pas 0z successivement dans ’espace des fréquences, pour prendre en compte la dispersion,

puis dans 'espace des temps, pour prendre en compte la non-linéarité:

-1 x exp(—iw?5z/2)
—

xp(ilu'|26
u(z,t) £ u(z,w) ) xpllon)

o' (z,w) -z, u'(2,t u(z +dz,t) (C.7)

Le programme devra représenter |u(z,t)|? et |u(z,w)|* pour différentes valeurs de 2. On testera
le programme avec une impulsion de forme gaussienne, d’abord avec le terme de dispersion seul,
puis avec le terme non-linéaire seul, et enfin avec les deux termes. On utilisera alors une impulsion

initiale de forme sécante hyperbolique

1
~ cosht

u(0,1)

(C.8)

et on vérifiera que 'impulsion se propage sans déformation (soliton). Enfin, on pourra étudier la

superposition entre une impulsion gaussienne et un soliton, avec un décalage spectral et temporel
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entre les deux impulsions

u(0,t) = + exp(—(t — t9)? — i2mvpt) (C.9)

cosht

avec par exemple tg = —20 et vg = —2. Qu’observe-t-on ?

Code source (soliton.sci)

// Propagation non—linéaire d’une impulsion bréve en régime soliton
// Unités réduites

exec(’'femto.sci’);

// Paramétres
nPoints = 512;

[nu,t] = ftAxis(nPoints ,5);

omega = (2x%pi)*nu;

k2 = —1; // Dispersion négative
g = 1; // Non—linéarité

dz = 0.01; // Pas d’intégration
zMax = 3; // Distance totale de propagation
z = 0:dz:zMax; // Aze de propagation

// Champ électrique

field_-t = ones(1,nPoints)./(cosh(t)); // Sécante hyperbolique
// Ajout d’une gaussienme décalée en temps et en fréquence
t0 = —20;

nu0 = —2;

field-t = field_-t+exp(—sqr(t—t0)).*exp(—%i*2+%pi*xnulxt);
field = ift (field_t);

map = zeros (length(z),nPoints); // carte |u(z,t)| 2

// Résolution de l’équation différentielle par la méthode du pas fractionnée
for iZ = 1:length(z)

// Domaine temporel (traitement de la non—linéarité)

field-t = ft(field);

phase_t = gxsqr (abs(field_t))*dz; // Phase temporelle (effet Kerr)

field_t

// Représentation graphique de |’ intensité temporelle

scf(1); drawlater (); clf();

plot (t,sqr(abs(field_-t)));

xlabel (" Temps” );

ylabel (" [u(t)|"2 7);

ylim ([0 1]);

drawnow () ;

map(iZ ,:) = sqr(abs(field-t)); // Stockage de l’intensité temporelle

field_t .xexp(%ixphase_t);

// Domaine spectral (traitement de la dispersion)

field = ift (field_t);

phase = .5xk2xdzxsqr (omega); // Phase spectrale (dispersion quadratique)
field = field .xexp(%ixphase);

// Représentation graphique de |’ intensité spectrale

scf (2); drawlater (); clf();

plot (nu,abs(field));

xlabel (" Fréquence” );
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ylabel (" |u(nu)|"2 7);
drawnow () ;

end;

i

// Représentation graphique de l’intensité temporelle le long de |’ ’aze de propagation
scf(3); clf();

setColorMap (1);

grayplot(z,t,map);

xlabel ("2z”);

ylabel (7 [u(t)["27");

ylim ([—25 25]);

xtitle (” Collision entre une gaussienne et un soliton”);

Discussion

On retrouve 'étalement temporel de I'impulsion dans le cas ol on ne conserve que la dispersion,
ainsi qu'un élargissement du spectre lorsque 1’on ne conserve que la nonlinéarité. On constate
également qu’une impulsion de forme sécante hyperbolique se propage sans déformation: c’est un

soliton.

Collision entre une gaussienne et un soliton

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
zZ

Figure C.5: Collision entre une impulsion gaussienne et une impulsion de forme
sécante hyperbolique (soliton).

Dans le cas de la superposition d’une gaussienne et d’une sécante hyperbolique on obtient le
graphe représenté Fig. C.5. L’impulsion de forme gaussienne, qui est ici centrée a une fréquence
inférieure, se propage moins vite que le soliton en raison de la dispersion de vitesse de groupe
négative. Dans le référentiel se propageant a la vitesse de groupe du soliton, on observe donc que
la gaussienne se déplace alors que le soliton reste immobile. On constate également que le soliton
ne se déforme pas alors que le profil temporel de la gaussienne s’élargit (tandis que le spectre se

rétrécit). En outre, on observe une collision entre les deux impulsions, donnant lieu & un battement
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temporel entre les deux champs en raison de leurs fréquences centrales différentes. Le soliton sort

parfaitement indemne de cette collision.

C.3.5 Conditions d’accord de phase dans un cristal non-linéaire
Objectif

On se propose de représenter l'angle interne d’accord de phase pour le doublage de fréquence et
I’amplification paramétrique. On écrira donc dans un premier temps des fonctions calculant cet
angle en fonction de la longueur d’onde (du fondamental ou du signal) et, le cas échéant, de la
longueur d’onde de pompe et de I’angle entre les faisceaux pompe et signal.

Dans le cas du doublage, on considérera un accord de phase de type I. Soit A; la longueur
d’onde du fondamental et A2 = A1/2 celle du second harmonique. Pour un cristal uniaxe négatif

(ne < my), la condition d’accord de phase s’écrira
ne(0, A2) = no(A1) (C.10)

puisque la diminution d’indice résultant de la biréfringence pourra ainsi compenser I’augmentation
d’indice résultant de la dispersion (dans un milieu transparent, on aura toujours n,(A1/2) > ny(A1)).

En remplagant n.(6, A2) par son expression

1 cos? 0 sin? 0
— 11
BN oV V)2 (C.11)

on obtient le sinus de ’angle d’accord de phase

T 1
smazdnw?ﬁ_’%”P (C.12)
ne(A2)? no(A2)2

L’objet du programme demandé est de calculer cet angle en fonction de A; dans le BBO. On utilisera
la fonction indice de femto.sci qui calcule les indices ordinaire et extraordinaire de quelques cristaux

courants en fonction de la longueur d’onde exprimée en microns.

Pour I'amplification paramétrique, la condition d’accord de phase s’écrit

k, =k, + k. (C.13)

ou k,, ks et k. sont les vecteurs d’onde de la pompe, du signal et du complémentaire. En géométrie

colinéaire, cela donne

_ + (C.14)
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avec

111
_ - C.15
VWY (C.15)

d’ott 'on peut a nouveau déduire I'angle 6 a ’aide de I’éq. C.12 en remplacant A2 par \,.
Enfin, dans le cas d’un amplificateur paramétrique non colinéaire (NOPA), on appellera o 'angle

entre signal et pompe, et o’ 'angle entre complémentaire et pompe, comme représenté ci-dessous.

@ a|

. , . _ P o
Figure C.6: Amplification paramétrique en géométrie non colinéaire. A noter que
pour un faisceau signal de grande largeur spectrale, ’'angle o/ dépendra de la longueur
d’onde du signal.

En projetant 1’éq. C.13 selon une direction perpendiculaire a kj,, on en déduit

No(As)

No(Ae)

sina =

sin o/ (C.16)

ce qui permet d’évaluer o/ en fonction de a et de As. Puis en projetant ’éq. C.13 selon k,, on

obtient

€ 07)\ o )\s o Ac
n ()\p ) = )(\s )cosa+ n)(\c)coso/ (C.17)

ce qui nous permet de déterminer n.(#, \y) puis enfin 'angle d’accord de phase 0(Ap, s, @).

Code source (phaseMatching.sci)

// Représentation de |’ angle d’accord de phase pour le doublage de fréquence
// et 7 amplification paramétrique (OPA et NOPA)

exec(’'femto.sci’);

// Fonction calculant |’ angle theta pour que ne(theta) = n dans un cristal d’indices no et ne
function result = theta(n, no, ne)

sinTheta = sqrt((n.”"—2 — no.” =2)./(ne.”"—2 — no.” —2));

result = asin(sinTheta);
endfunction;

// Fonction calculant |’ angle d’accord de phase en fonction de la longueur d’onde du fondamental
function result = thetaSHG(cristal ,lambda)
lambda2 = lambda/2;

[nol, nel] = indice(cristal , lambda);

[no2, ne2] = indice(cristal , lambda2);

result = theta(nol,no2,ne2);
endfunction;

// Fonction calculant [’ angle d’accord de phase pour un OPA
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function result = thetaOPA(cristal , lambda_p, lambda_s)

lambda_c = inverse (inverse (lambda_p)—inverse (lambda_s));

[no_.p, ne_p] = indice(cristal ,lambda_p);

[no_s, ne.s] = indice(cristal ,lambda_s);

[no_c, ne_c] = indice(cristal ,lambda_c);

n = lambda_p.*(no_s.xinverse (lambda_s)+no_c.*xinverse (lambda_c));

result = theta(n,no_p, ne_p);
endfunction;

// Fonction calculant | angle d’accord de phase pour un NOPA
function result = thetaNOPA(cristal , alpha, lambda_p, lambda.s)
lambda_-c = inverse (inverse (lambda_p)—inverse (lambda.s));
alpha_c = asin(lambda_c./lambda_sxsin(alpha));
[no.p, ne_p] = indice(cristal ,lambda_p);
[no-s, ne_s] = indice(cristal ,lambda_s);
[no_c, ne_c] = indice(cristal ,lambda_c);
n = lambda_p.*(no_s.*xinverse (lambda_s).*cos(alpha)+no_c.*xinverse (lambda_c).*cos(alpha_c));
result = theta(n,no_p,ne_p);
endfunction;

cristal = 'BBO’;
// A choisir parmi la liste des cristauz définis dans la fonction indice de femto.sci.

lambda = .5:.01:1.5;
lambda_nm = lambda*x1000;

scf(1);

clf ();

plot (lambda_nm , thetaSHG (cristal ,lambda)*180/%pi);
xlabel (’Longueur d’’onde du fondamental [nm]’);
ylabel (’Angle d’’accord de phase [°] 7);

xtitle (’Doublage de fréquence de type 17);

scf(2);

clf ();

plot (lambda_nm , thetaOPA (cristal ,.4 ,lambda)*180/%pi);
xlabel (’Longueur d’’onde du signal [nm]’);

ylabel (’Angle d’’accord de phase [°] ’);

xtitle ('OPA pompé & 400 nm (BBO)’);

scf(3);
el ()5
for alpha_deg = 0:1:4
plot (lambda_nm ,thetaNOPA (cristal ,alpha_deg*%pi/180,.4,lambda)*180/%pi);
end;
plot (lambda_nm ,thetaNOPA (cristal ,3.7x%pi/180,.4,lambda)*180/%pi, 'r’);
xlabel (’Longueur d’’onde [nm]’);
ylabel (’Angle d’’accord de phase [°] ’);
xtitle ( 'NOPA pompé & 400 nm (BBO)’);

Discussion

La Fig. C.7 représente 'angle d’accord de phase dans le BBO obtenue a l’aide de la fonction
thetaSHG définie plus haut.

La Fig. C.8 représente 'angle d’accord de phase dans un NOPA calculée a ’aide de la fonction
thetaNOPA définie plus haut. Pour un angle de 3.7° entre pompe et signal, on observe une variation

tres faible de I’angle en fonction de la longueur d’onde autour de 580 nm, ce qui permet d’amplifier
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Figure C.7: Courbe d’accord de phase dans un cristal de BBO pour un doublage de

fréquence de type I en fonction de la longueur d’onde du fondamental.

des bandes spectrales tres larges (G.M. Gale, M. Cavallari, F. Hache, J. Opt. Soc. Am. B 15,
702 (1998)). Cette propriété est a l'origine de 'intérét des NOPA pour la production d’impulsions
ultracourtes.
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paramétrique en géométrie non colinéaire. L’angle entre le faisceau injecté et la pompe
varie par pas de 1° de 0° (courbe du bas) a 4° (courbe du haut). La courbe en rouge
correspond & un angle de 3.7°.

C.3.6 Interférométrie spectrale
Objectif

L’objet de cet exercice est d’extraire la phase spectrale introduite par un élément dispersif placé
dans un interférometre a ’aide des franges spectrales mesurées par un spectrometre. Une premieére
mesure est effectué en ’absence du matériau dispersif afin de mesurer la différence de dispersion

entre les deux bras de l'interférometre. Une seconde mesure est effectuée en plagant un bloc de
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2 cm de CaF2 dans un des bras de l'interférometre (sachant que le faisceau traverse le matériau a
Paller et au retour). La Fig. C.9 représente les spectres obtenus, que 'on pourra charger a partir
du fichier CaF2.txt. En utilisant le traitement par transformée de Fourier (FTSI) introduit en
cours, on pourra calculer la phase spectrale introduite par le bloc de CaFs. Enfin, la fonction

indice(’CaF2’,lambda) permettra de comparer la phase mesurée a la valeur théorique.

Spectres mesurés sans et avec dispersion dans 4 cm de CaF2
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Figure C.9: Spectres mesurés dans un interféromeétre en l'absence (en bleu) et en
présence (en rouge) d’un bloc de CaFy de 2 cm d’épaisseur traversé deux fois par le
faisceau laser (mesure effectuée par Guillaume Labroille - LOB).

Code source (ftsi.sci)

// Interférométrie spectrale par transformée de Fourier
// Traitement d’un spectre exzpérimental pour exztraire la phase spectrale

exec(’femto.sci’);

// Paramétres
nPoints = 2048;

[nu,t] = ftAxis(nPoints,300);
t_fs = 1000xt;
omega = (2x%pi)*nu;

speedLight = 300000; // Vitesse de la lumiére en manométres par ps.
// Paramétres de |’ impulsion

lambda0 = 0.8; // Longueur d’onde centrale en microns

nu0 = speedLight/lambda0; // Fréquence centrale

omegal = (2% %pi)*nul;

deltaT = .010 / sqrt(8xlog(2)); // 10 fs

// data = csvread (’CaF2. tzt ’);
data = excel2sci(’CaF2.txt’,’,");
lambda = data(:,1) 7;

spectrel = data(:,2);

spectre2 = data(:,3);

nu = speedLight+inverse (lambda);

// Représentation graphique des spectres mesurés
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scf(1);

clf ();

plot (lambda, spectrel ,’b’);
plot (lambda,spectre2 ,’r’);

xlim ([700 900]);

ylim ([0 2000]);

xlabel (’Longueur d’’onde [nm]’);

ylabel(’Intensité spectrale’);

xtitle(’Spectres mesurés sans et avec dispersion dans 4 cm de CaF2’);

Représentation graphique dans [’ espace de Fourier
g

scf(2);

clf ();

n = length(spectrel );

ksi = —n/2:n/2-1; // Aze des z aprés rotation

ft1 = ft(spectrel);

ft2 = ft(spectre2);

plot (ksi ,abs(ftl)./max(abs(ftl1)),’b’);

plot (ksi,abs(ft2)./max(abs(ft2)),’r’);

xlim ([-500 500]);

xlabel (’Pixel ’);

xtitle (’Module de la transformée de Fourier du spectre’);

// Fenétrage pour ne conserver que le terme pertinent
fenetre = heaviside (ksi —50);

fieldl = ift (ftl.xfenetre);

field2 = ift (ft2 .« fenetre);

phase = unwrap(angle(fieldl))—unwrap(angle(field2));
scf(3);

clf ();

plot (nu, phase);

xlim ([300 430]);

xlabel (’Fréquence [THz] );

ylabel (’Phase spectrale’);

// Soustraction d’une phase linéaire déterminée par calcul de la tangente
index = find( nu>370 & nu<390 ); // indices correspondant a |’ intervalle [370,390]
indexl = index (length(index)/2); // indice du milieu

coefs = regress(nu(index),phase(index));

phase = phase — phase(indexl) — coefs (2)*(nu—nu(indexl));

// Représentation de la phase aprés soustraction de la pente linéaire
scf(4);

clf ();

plot (lambda , phase);

lambda_-um = lambda/1000;

L = 40000; // Epaisseur de verre traversée en microns

phaseThe = 2x%pi*Lxindice (’CaF2’ ,lambda_um)./lambda_um;

// Soustraction d’une phase linéaire comme pour la phase mesurée
coefs = regress(nu(index),phaseThe(index));

phaseThe = phaseThe — phaseThe(indexl) — coefs (2)*(nu—nu(indexl));
plot (lambda , phaseThe, 'r’);

xlim ([700 900]);

ylim ([0 60]);

xlabel (’Longueur d’’onde [nm]’);

ylabel (’Phase [rd]’);

xtitle (’Phase (mesurée et calculée) pour 4 cm de CaF2’);
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Module de la transformée de Fourier du spectre
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Figure C.10: Transformées de Fourier des données de la Fig. C.9

Discussion

La Fig. C.10 représente la transformée de Fourier des franges spectrales. Pour sélectionner le terme
pertinent, il suffit de conserver le pic de droite, par exemple en annulant tous les points associés
a un numéro de pixel inférieur a 50. En revenant dans l’espace des longueurs d’onde, on peut
soustraire une phase linéaire obtenue en mesurant la tangente au centre du spectre. On obtient
alors la phase représentée Fig. C.11, qui est en parfait accord avec la phase théorique obtenue avec
I'indice de réfraction du CaFs.

Phase (mesurée et calculée) pour 4 cm de CaF2
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Figure C.11: Phase spectrale mesuree et ca %gﬁTeﬂe pour 4 cm de propagation dans

CaFs. Les termes constants et linéaires de la phase - qui ne sont pas accessibles a
l’expérience - ont été soustraits.
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Appendice D

Problemes corrigés

Cet appendice regroupe les problemes d’optique non-linéaire qui ont été posés ces derniéeres années
a l'issue de ce cours de master. Si vous souhaitez faire ces problemes dans les conditions de
I’examen, il peut étre préférable de consulter les versions non corrigées, disponibles a I’adresse http:

//www.enseignement.polytechnique.fr/profs/physique/Manuel.Joffre/onl/sujets.pdf.

D.1 Cascade d’effets non-linéaires du second ordre (2001)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse a la propagation non-linéaire d’un faisceau lumineux monochromatique de fré-
quence w dans un cristal doubleur de fréquence de susceptibilité non-linéaire du second ordre x .
On admet que, compte tenu des conditions d’accord de phase dans le cristal, les seuls processus
ayant une contribution significative sont le doublage de fréquence (w + w — 2w) et la différence
de fréquences (2w — w — w). On se place dans 'approximation des ondes planes et on note
respectivement F(z,t) et Fa(z,t) les champs électriques du fondamental et du second harmonique.
On pose Ei(z,t) = Re (A;(z) exp(i(kiz —wit))) ou Aj(z) et Aa(z) sont les enveloppes complexes
des champs se propageant dans le cristal. On rappelle qu’avec ces notations, l'intensité du faisceau

(encore appelée densité de puissance) s’écrit
€onic

I(z) = O A z) P

ou n; est l'indice de réfraction du faisceau [. Enfin, on supposera que 'amplitude du second
harmonique a l'entrée du cristal (z = 0) est nulle (A2(0) = 0) puisque seul le faisceau fondamental

sera injecté dans le cristal.
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1. Etablir les équations couplées gouvernant la propagation de Ai(z) et A2(z). On posera Ak =
2k1 — ko.

La polarisation induite dans le cristal s’écrit

(2)
Pl) = P (E+E+E+E)

(2)
- EO’; (€2 4 26267 + ..

On en déduit

P = on(z)AzATei(kzikl)z

(2) )
Pg = 60); A§€2zk1z

A Taide de I'éq. 3.11 du cours, on en déduit

dA iwx? ¥ —ilAkz
dz ~ 2nqc AxAie

d Az iwx® o Ak

dz ~ 2nsc Ae

2. On pose

() = |5 Ai(2)

Rappeler et justifier Uinterprétation physique de |oq(2)|%.
|y (2)|? représente le flux numérique de photons.

3. Montrer que les équations de propagation s’écrivent

dal ¥ .
. —iAkz
— = iagaje
p fazo
dag i £a2eidhz
dz 2> 1
ou & est une grandeur réelle que l’on déterminera.
3
£\ @ [
eoningc?

| 2 2 2

4. FEtablir une relation de conservation faisant intervenir |ay(2)|* et |aa(2)|*. Exzprimer |aa(z)|* a

Vaide de |a1(2)|? et de ap = a1(0) (a0 sera supposé réel positif).

On obtient
dla | d|as|?

dz dz 0
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ce qui signifie que deux photons & w donnent un photon & 2w. On en déduit |aq|? + 2|az|? = .

5. Démontrer que ay(z) vérifie l’équation

d?ay dog
7 2 +1 Akd—— (lea])ar =0

ot f(|a1|) est une fonction de |aq| que l'on explicitera a l'aide de & et aqp.

62
Flaal) = 5 (a2 — 2l ?)

6. Dans cette question et la suivante, on supposera que les conditions d’accord de phase sont
parfaitement réalisées (Ak = 0). Exprimer l’équation précédente dans ce cas et vérifier que sa
solution s’écrit ay(z) = A/ cosh(I'z) ou l'on déterminera A et T'. En déduire l’expression de aa(z)

et représenter graphiquement |a1(2)[? et |az(2)|%.

al(z) _ @10
coshI'z
as(z) = %t nhTz

ot T' = aq0/v/2. On vérifie notamment que day /dz(0) = 0.

7. Interpréter physiquement les régions 'z < 1 et I'z > 1 du graphe obtenu a la question
précédente. Dans le cas T'z > 1, on expliquera (éventuellement de fagcon trés qualitative) pourquoi
le faisceau a4 w n’est pas amplifié par un mécanisme d’amplification paramétriqgue pompé a 2w ce
qui aurait pour effet de reconvertir le second harmonique en fondamental.

Dans la région I'z < 1 on retrouve une variation quadratique avec z de l'intensité du second harmonique

comme vu en cours dans le cas d'une déplétion faible du fondamental. Dans la région I'z > 1 le fondamental
subit une décroissance exponentielle. Ce résultat n’est absolument pas contradictoire avec le phénomene
d’amplification paramétrique car en régime dégénéré I’évolution du signal dépend de la relation de phase entre
la pompe et le signal. Dans le cas présent, le fondamental correspond précisément a celle des deux quadratures
qui est ”dé-amplifiée” lors du processus d’interaction paramétrique, d’ou sa décroissance exponentielle.
8. Dans cette question et les suivantes, on suppose que la condition d’accord de phase n’est plus
réalisée (Ak # 0) et que l'on est dans un régime de faible conversion (I < |Ak|). Montrer que dans
ce cas on peut écrire f(|ai|) ~ —T? et déterminer la solution a;(z) de I’équation de propagation
obtenue dans le cadre de cette approrimation. On montrera que a(z) est la somme de deuz termes
dont on discutera les amplitudes relatives.

Il s’agit alors d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants. Les racines

du polynome sont imaginaires pures et ont pour valeur i(—Ak £+ +Ak? 4 4I'2) /2, soit approximativement
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il'?/Ak et —iAk. La solution s’écrit donc

2

T
ay(z) = Aexp (ZMZ> + Bexp (—iAkz)

En écrivant que doy/dz = 0 en z = 0, on obtient |A/B| = (Ak/T)? > 1. Le premier terme de a(z) est

donc prépondérant.

9. Montrer que sous U’hypothése T' < |Ak| une valeur approchée de la solution peut s’écrire

w
a1(z) = ajpexp (zc ng’efffl(Z)Z)

ot I'on déterminera 'expression de ngcrr. Interpréter physiquement le résultat obtenu en com-

parant notamment avec un autre effet non-linéaire connu.

On en déduit I'expression demandée avec

2
)
2.eff 2¢0c2n3ng Ak

Une cascade de deux effets non-linéaires du deuxieéme ordre se traduit donc par un déphasage proportionnel &
I'intensité, de facon analogue a 'effet Kerr optique, qui résulte lui directement de la susceptibilité non-linéaire

du troisieme ordre.

L’effet en cascade peut s’interpréter physiquement de la fagon suivante : le fondamental est converti en
second harmonique qui est ensuite reconverti en fondamental en raison du désaccord de phase. ko étant
différent de 2kq, il en résulte un déphasage proportionnel & Ak. Mais la probabilité de conversion étant
proportionnelle & 1/Ak?, on en déduit que le déphasage est finalement proportionnel & 1/Ak, conformément

au résultat théorique.

L’avantage de ce phénomene par rapport a l'indice non-linéaire habituel d’un matériau est que 'on peut

ici ajuster la grandeur et le signe de I'indice non-linéaire effectif.

10. On souhaite comparer les résultats théoriques obtenus ci-dessus a une expérience ou l'on a
mesuré l'indice non-linéaire effectif total d’un cristal non-linéaire. Cet indice non-linéaire effectif,
divisé par lindice non-linéaire du matériau no résultant des seuls effets du troisieme ordre, est

représenté sur la figure ci-dessous.
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L’accord de phase est ici obtenu en exploitant la biréfringence du cristal. Les conditions d’accord
de phase sont variées en inclinant le cristal par rapport au faisceau incident - l'axe des abscisses
de la figure représente précisément l'angle AO, l'accord de phase étant réalisé lorsque AO = 0.
On admet que AB est alors proportionnel a Ak (on pourra éventuellement justifier brievement ce

dernier point).

Interpréter les résultats expérimentauxr en mentionnant notamment dans quels domaines les

résultats sont en accord avec le modéle théorique.

Dans le cas d’un accord de phase par biréfringence, on a par exemple Ak = 2k.(w,0) — ko(2w). Si

I’accord de phase est réalisé pour 6 = 6y, et en supposant que A = 6 — 6y, on a

Oke(w,0)

Ak ~2
00

Ad

La figure montre bien deux branches d’hyperbole lorsque |Ak| est important. Au voisinage de Ak =~ 0 le
modele ne s’applique évidemment plus. Pour Ak = 0, I'indice non-linéaire total est simplement égal a nq
puisque le fondamental n’est pas déphasé, conformément aux résultats de la question 6. On observe en outre
une légere déplétion du fondamental. Pour plus d’information, vous pouvez aussi consulter R. DeSalvo et
al., Opt. Lett. 17, 28 (1992) et F. Hache et al., Opt. Lett. 20, 1556 (1995). La figure est extraite de ce

dernier article.
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D.2 Quasi-accord de phase (2002)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse dans ce probleme au doublage de fréquence d’un faisceau lumineux a l'aide de
la technique dite du quasi accord de phase. Celle-ci consiste a utiliser comme élément doubleur un
empilement de 2N lames d’épaisseur L selon le schéma ci-dessous. Les lames de rang impair sont
identiques a la premiere tandis que les lames de rang pair ont subi une rotation de 7 autour de

laxe z.

-

On rappelle que I’équation de propagation dans les lames de rang impair peut s’écrire

dAy _
dz  4dngc

A1 (2)? exp(ilkz)

ou A; et As sont les enveloppes du fondamental et de la seconde harmonique, wo = 2w est la
fréquence de la seconde harmonique et Ak = 2k; — ko avec k1 = njwi/c et ks = naws/c. On
supposera Ak # 0. X(Q) est la composante pertinente du tenseur susceptibilité non-linéaire du
matériau (les champs fondamental et doublé sont supposés polarisés linéairement selon un axe
vertical).

Dans la suite, on se placera dans le cas d’une efficacité de doublage faible, ce qui signifie que
lenveloppe du champ fondamental peut étre considérée comme constante (A;(z) = Ay).
1. Démontrer que ’équation de propagation dans les lames de rang pair est obtenue en remplacant
Y@ par —x@ dans 1’équation de propagation ci-dessus.

Soit X, Y, Z les axes liés au matériau non-linéaire et x,y, z les axes liés au repere fixe. Pour les lames de
rang impair, on a X =z, Y =y et Z = 2z, tandis que pour les lames de rang pair,ona X = —x, Y = —y et

Z = z. La relation entre champ et polarisation s’écrit Py = X%)/YE)Q/- Pour les lames de rang impair, cela

donne directement P, = X%EQ,YEZ = xPE2, olt par définition x?) = ng/y. Pour les lames de rang pair, on
obtient Py = —Py = —ngg/y(—Ey)z = —X(Q)Eg.
2. Ezprimer l’enveloppe du champ en sortie de la lame de rang 2n+ 1, A2((2n+1)L), en fonction

de lenveloppe a Uentrée de la lame, A3(2nL) (n est un nombre entier variant entre 0 et N —1).
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Dans une lame de rang impair, I’équation de propagation s’écrit

d.Ag o iWQX(Q)
dz =~ dnsc

A? exp(iAkz).

La solution s’écrit
woxP A} exp(iAkz') — exp(iAkz)

Ax(2) = Aa(2) + 4dngc Ak

soit
woxP A} exp(iAKL) — 1

Ao((2n+ 1)L) = As(2nL) + 2 <

exp(i2nAkL)

3. Ezprimer l'enveloppe du champ en sortie de la lame de rang 2n+2, As((2n+2)L), en fonction
de l’enveloppe a l'entrée de la lame, Ay((2n + 1)L).

1l suffit de remplacer Y@ par —y® :

B woxP A} exp(iAKL) — 1

A(2n+2)L) = As((2n+1)L) P =

exp(i(2n + 1)AkL)

4. Exprimer ’enveloppe de la seconde harmonique a la sortie de ’ensemble du dispositif de 2N

lames, sachant que seul le fondamental est injecté en entrée.

B woxP A2 exp(iAKL) — 1

As((2n+2)L) = A((2n+1)L) exp(i(2n + 1)AkL)

dnsc Ak
(2) 42 ; _
= Ap(onp) 4 CAT SPUARL) o ARL) — expli(2n + 1)AKL))
4dnsc Ak
() 42 AkL) —1)*
_ _ waxW AT (exp(iAkL) — 1) :
= Ay(2nL) rac AL exp(i2nAkL)
soit
(2) 42 IAKL) —1)% =
wax' Y AT (exp(iAkL) — 1) :
ONL) = -— 2nAkL
As( ) AnaC Ak 7; exp(i2n )
wax®PA? (exp(iAkL) — 1)* 1 — exp(i2NALL)
dnsc Ak 1 —exp(i2AkL)

5. Exprimer l'intensité en sortie du dispositif et montrer que celle-ci est maximale pour certaines
valeurs de L que l'on déterminera. Quel choix de L vous semble le plus approprié ¢ (on pourra
comparer 'intensité obtenue avec celle que I’on obtiendrait dans une lame unique de méme épaisseur

totale mais ot laccord de phase serait réalisé).
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L’intensité en sortie s’écrit

NgCep

L = — |A2(2NL)|?
_ mace wax P | A; |2 : sin?(AkL/2)sin(NALL) °
2 nocAk sin(AkL)

(le préfacteur nacep/2 est facultatif)

1l s’agit d’une fonction périodique de L de période 27/Ak. La valeur maximale est atteinte lorsque
AkEL = (2p + 1) (avec p entier), soit L = (2p 4+ 1)Le ot Lo = w/|Ak| est la longueur de cohérence. On

obtient alors :

@) 4,12\

I = n2C€Q (wzx | A4 | ) Nszc
2 NoCT

Le choix optimal est évidemment L = Le (p = 0) car c’est celui qui donne la plus grande quantité

d’harmonique pour une épaisseur totale donnée.

Remarquons que pour une lame unique et dans ’hypothese ol 'accord de phase est réalisé (Ak = 0),

I’équation de propagation s’écrit
d.AQ ing(Z) 2
— Al

dz ~ 4dnge
d’ou 'on déduit .
. 2
TwaX 9
2NL) = 2N L.
As( ) 4ngc Al

et

@) 4,12\ >
N9 CE w
Iy k=0 = 22 O( 2X2n2|cl| ) N2L?

Le rapport entre les situations avec quasi-accord de phase et avec accord de phase s’écrit donc

I ALZ, 4
= = <
IQ’A]C:() 71'2.[/2 7T2(2p+ ].)2 -

4
2
L’efficacité est donc légerement inférieure a ce que 'on peut obtenir lorsque I'accord de phase est réalisé.
Cependant, le quasi accord de phase reste une technique tres intéressante car il permet d’utiliser des

matériaux de tres forte non-linéarité mais qui ne sont pas suffisamment biréfringent pour permettre un

accord de phase par biréfringence.

6. On cherche a réaliser le doublage de fréquence d’un faisceau laser de longueur d’onde 932 nm
dans du LiNbOs. Les valeurs de l’indice de réfraction a 932 et 466 nm pour ce matériau sont
respectivement 2.24 et 2.36. Quelle est la valeur optimale de L pour réaliser le quasi accord de

phase ¢
La valeur optimale est

T T A1
L=Lc=-—= = =193
¢ Ak [ng —n1|2wi/c  4An p
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7. La figure ci-dessous (Appl. Phys. Lett. 59, 2657 (1991)) représente la puissance produite par

un tel dispositif 4 quasi accord de phase en fonction de la longueur d’onde du fondamental.

LI B R S N B N S B NN S M B B N A B R

harmonic power (arb. units)

920 925 930 935 940
fundamental wavelength (nm)

Interpréter la courbe obtenue et déterminer un ordre de grandeur de la largeur a mi-hauteur
(que l'on comparera a la valeur expérimentale) sachant que l'épaisseur totale de l’échantillon est

d’environ 500 um et que les indices de groupe a 932 et 466 nm sont respectivement égaux a 2.32 et
2.74.

La condition AkL = 7 n’est valable que pour une valeur précise de la fréquence. Deés que 'on s’écarte
de cette fréquence centrale, Ak varie et I'efficacité de conversion diminue, ce qui explique l'allure la courbe
(en fait un sinus cardinal).

Le terme prépondérant dans la variation de Is avec la fréquence au voisinage de w = wy est
sinc?(N (Ak(w) — Ak(wy))Le).

La fréquence pour laquelle cette fonction atteint sa mi-hauteur est telle que N(Ak(w)—Ak(w1))Le) ~ 1.4 car
sinc(1.4) = 1/v/2 (mais toute autre valeur proche de 1 conviendrait pour déterminer un ordre de grandeur).

Attention : dans la variation de Ak avec w, il ne faut pas supposer I'indice constant. En effet, si I'indice
était constant on aurait Ak = 2njw/c — na2w/c = 2(ny — na)w/c et on trouverait OAk/dw = 2(ny — n2)/c.
En réalité, 0Ak/Ow = 20k; /0w — Oka/0w = 2(k] — kj) = 2Ang/c. On voit que les deux dérivées different
d’un facteur multiplicatif ici de l'ordre de 3 ou 4.

Donc Ak(w) — Ak(w1) ~ 2(w — wy)AK = 2%‘”%. On en déduit

S — 14 ¢
- NLc Any,’
Sachant que dw = 2wedA /A%, on en déduit
1.4)\2
N=————=~1
72N LcAn, snm

ou l'on a utilisé le fait que 2N L est 1’épaisseur de I’échantillon. Cette largeur a mi-hauteur d’environ 2 nm

correspond bien au résultat expérimental.
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Remarque : en réalité la véritable épaisseur de 1’échantillon est de 1.4 mm, ce qui devrait donner lieu
a une raie plus fine. Cependant, la régularité des zones d’épaisseurs L n’étant pas parfaitement controlée,
cela donne lieu a un élargissement de la raie. Une autre différence entre I'expérience et le modele proposé
dans ce probleme : le quasi-accord de phase n’est pas obtenu par un empilement de lames minces mais par
Iinversion de domaines ferroélectriques en géométrie guidée. En particulier, les valeurs des indices proposées
dans 1’énoncé ne sont pas parfaitement exactes car il faudrait tenir compte de la dispersion modale (ceci
explique le léger désaccord avec la valeur de la longueur de cohérence mentionnée dans larticle).
8. Par quelle méthode pourrait-on déplacer la longueur d’onde centrale du pic observé ¢ Dans quel

sens aurait lieu ce déplacement ?

On peut par exemple incliner I’échantillon, ce qui permet d’augmenter ’épaisseur effective L.

Pour compenser, il faut que |Ak| diminue pour que |Ak|L reste constant et égal & m, ce qui signifie que
Ak doit en fait augmenter puisque Ak < 0. Or 0Ak/0w = 2(ng1 — ng2)/c < 0. Il faut donc diminuer la
fréquence. En conclusion, lorsqu’on incline 1’échantillon, le pic central se déplace vers les basses fréquences,

i.e. vers les grandes longueurs d’onde.

D.3 Doublage d’une impulsion femtoseconde (2003)

Durée : 1h30
Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Les questions 2 a 5(c) sont indépendantes de la question 1.

On s’intéresse dans ce probleme au doublage de fréquence d’une impulsion ultracourte dans un
cristal non-linéaire de KDP. Ce dernier est un cristal uniaxe dont les indices de réfraction ordinaire

et extraordinaire sont reportés ci-dessous pour quelques valeurs de la longueur d’onde.

A [nm] | n, Ne

390 1.5254 | 1.4810
400 1.5240 | 1.4798
410 1.5228 | 1.4788
750 1.5031 | 1.4642
800 1.5015 | 1.4633
850 1.5000 | 1.4625

La fréquence centrale de I'impulsion sera notée wq, correspondant a une longueur d’onde Ay =
800nm.
1. Les faces du cristal sont taillées de sorte que l’axe optique fasse un angle 0 par rapport a la
normale a la face d’entrée du cristal (et donc par rapport au faisceau incident supposé en incidence

normale). Les conditions d’accord de phase sont assurées par biréfringence, le fondamental étant
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polarisé selon un axe ordinaire et la seconde harmonique étant dans le plan principal, comme indiqué

sur la figure ci-dessous.

axe :2 q
Fondamental optique Seconde
® harmonique
L L \Z
0 L

Exprimer Uindice de réfraction vu par la seconde harmonique, ne(6,2wq), d’une part en fonction
de no(2wp) et ne(2wo), et d’autre part en fonction de l’indice vu par le fondamental, ny(wo) (I’accord
de phase étant supposé vérifié pour la longueur d’onde centrale de 'impulsion). En déduire la valeur

de l’angle 6. Application numérique.

L’indice n.(0,2w) obéit & la relation

1 cos? 6 sin? 6

10(0,200)2  1o(2w0)2 | 1o (2wp)?

Par ailleurs, la condition d’accord de phase s’écrit
2k0(w0) — keﬁ(QWO) =0

soit

w 2w,
Qno(wo)?o =N g(2wo) TO

d’ott 'on déduit la condition ne (6, 2wg) = ne(wp). De ces deux conditions on déduit la relation

1 cos? 6 sin® 6

No(wo)?2  Mo(2wo)2  me(2wp)?

d’ou 'on déduit

1 1
. 2 _ ng(wo)? T no(2wo)2
sin®(0) = 1
ne(2wp)? no(2wo)?

L’application numérique donne sin®# = 0.498 et 6 = 44.89° ~ 45°.

Dans toute la suite, on supposera que le cristal est taillé selon l’angle calculé ci-dessus et que
la condition d’accord de phase est donc vérifiée pour la longueur d’onde centrale de 'impulsion.
2. On suppose que le processus de doublage est peu efficace, ce qui nous permet de négliger toute

déplétion du fondamental dont la propagation est ainsi uniquement gouvernée par la dispersion dans
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le cristal. En déduire l'expression du champ complexe associé au fondamental £1(z,w) en fonction

du champ a Uentrée du cristal £ (w) = £1(0,w) et du vecteur d’onde ki(w).

E1(z,w) = & (w) exp(iky (w)z)

ou ki (w) = ne(w)w/ec.
3.1 Le champ associé a la seconde harmonique est noté Ex(z,w) = Aa(z,w)exp(ike(w)z) et on

rappelle que l’équation de propagation s’écrit

0As _ w
0z 2na(w)ege

PP (2, w) exp(—ika(w)z)

o

POz, 1) = TXPE (=)

Montrer que

eay(2)  ptoo dw
PO (z,w) = %/ E1(w1)E1(w — wi) exp(i(k(w) + k1w —w1))2) 5~
PO (zt) = %0 @g (2,1)2
60 (2) dwy dwz
= //51 z,w1)E1 (2, wa) exp(—i(wy + wa)t) —
4 o 21
= ZX / / 1(z,w1) 1(z,w—w1)§ exp(—iw )%
d’ol
@ = D dn
PE(zw) = E1(z,w)é1 (7w — wy) — 5

dwl

27

- 4><( [ 0 - ) explilhawr) + k(e - )2) 5

3.2 En déduire ’expression de Az(z,w).

L’équation de propagation devient

g fx® / dwy .
0z m E1(w1)é1 (w — wr) exp(i(kr(wr) + k1 (w wl))z)?exp( ika(w)2)
soit
0Ay iwx® dos
9z 8na(w /51 w1)&1 (w — wr) exp(iAk(w, wy)z) — o
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ot Ak(w,wi) = k1(w1) + k1(w —wy) — k2(w). On en déduit

iwx® exp(iAk(w,wi)z) — 1 dwy

Az(z,0) iAk(w,wr) 27

/51(w1)51(w —wi)

~ 8no (w)e

4.1 On s’intéresse (dans les questions 4.1 et 4.2 uniquement) au cas ot le milieu serait non dispersif.

Calculer la fonction As(z,w). Interpréter physiquement le résultat obtenu.

On obtient le résultat demandé en prenant la limite de ’expression obtenue ci-dessus dans le cas ou

Ak — 0, soit :
iwx®z dwy

Az (2,w) = /51(&11)51(‘0—‘01)7

~ 8naege 2w

On peut interpréter physiquement le résultat obtenu de la maniére suivante : le doublage d’une impulsion
ultracourte est en fait la superposition de processus de somme de fréquences pour toutes les composantes
spectrales contenues dans I'impulsion. Ainsi une fréquence w peut résulter de processus du type wy + (w —
w1) — w, ol wy est une composante spectrale quelconque de I'impulsion, ce qui explique 'intégrale dans
I’expression obtenue. Par ailleurs, le préfacteur iw correspond au fait que le champ rayonné est la dérivée
premiere de la polarisation non-linéaire.

4.2 Dans le cas d’une impulsion gaussienne limitée par transformée de Fourier, que peut-on dire
de la largeur spectrale de limpulsion doublée par rapport a celle de limpulsion incidente ¢ (on

supposera que la largeur spectrale reste faible devant wg). Que dire de la durée de l’impulsion
doublée ?

Si la largeur spectrale de l'impulsion est faible, on peut négliger la variation avec la fréquence du
préfacteur w. Le champ obtenu est donc simplement I'auto-convolution d’une gaussienne réelle, dont la

largeur est v/2 fois plus grande que la largeur du fondamental.
De méme, 'impulsion doublée est v/2 fois plus courte que Pimpulsion incidente, ce qui résulte simplement

du fait que la polarisation quadratique, proportionnelle au carré du champ incident, est v/2 fois plus courte.

Dans la suite on notera Az np(z,w) la valeur de Az(z,w) obtenue ci-dessus.
5.1 On revient au cas général d’un cristal dispersif, mais on supposera que la largeur spectrale
des impulsions fondamentale et doublée est suffisamment faible pour que l’on puisse effectuer un
développement limité, respectivement de ki(w) pour w proche de wy et de ka(w) pour w proche de
2wg. Effectuer un développement limité de ki(w) (resp. ka(w)) au premier ordre en (w—wyp) (resp.
(w—2wy)) puis exprimer Az(z,w) a laide de Az np(z,w). On notera Ak = k| (wo) — k5(2wp).
On a au premier ordre

k1(w) & k1(wo) + ki (wo)(w — wo)

et
k‘Q(w) ~ k2(2w0) + ké(Zu}o)(w — 2w0)
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On en déduit

Ak(w,w1) = ki(w1)+ki(w —wi) — k2(w)
= k1(wo) + k1 (wo) (w1 — wo) + ki1 (wo) + K} (wo)(w — w1 — wo)
—k2(2wo) — k5 (2wo) (w — 2wo)
= (ki(wo) — k3(2wo))(w — 2wo)

= (w—2wy)AK

ou l'on a utilisé la condition d’accord de phase pour la fréquence centrale, 2k; (wg) — ka2(2wp) = 0.

On remarque qu’au premier ordre Ak(w,w;) ne dépend pas de la fréquence wy. On en déduit donc

I’expression du champ émis

(2) i _
o awx™® exp(iAk(w,wi)z) — 1 dwy
Az w) = 8na(w)epe /51 (@1)ér(w = wn) iAk(w,wr) 27
(2) d _ ’
L S wi exp(i(w — 2w)Ak'z) —
- 8na(w)epe /81 wbi(w ) i(w — 2wg)AK!

exp(i(w — 2wo) AL z) -1
i(w — 2wo) Ak z
= Ao np(z,w) exp(i(w — 2wy) Ak’ z/2) sine((w — 2w) Ak z/2)

= Asnp(z,w)

5.2 Calculer et représenter graphiquement le spectre obtenu en sortie de ’échantillon, |As(L,w)|?.

[A2(L, w)|* = [Az,vp (L, w)[* sine?((w — 2wo) AK'L/2)

5.3 Déterminer une épaisseur caractéristique Lo du cristal au dela de laquelle on obtient un
rétrécissement spectral significatif, sachant que la largeur spectrale de limpulsion incidente est
w. Quelle est la conséquence sur la durée de 'impulsion doublée si L > Lo ? Discuter.

Le premier zéro du sinus cardinal intervient lorsque (w — 2wg)Ak’'L/2 = 7. L’impulsion doublée subira

donc un rétrécissement spectral significatif lorsque L > Ly ot AwAk’'Ly = 2, soit

2T

Lo= RoAw

Le rétrécissement spectral a bien entendu pour conséquence d’allonger I'impulsion doublée, qui sera donc plus
longue que l'impulsion fondamentale si L > Ly. Pour de grandes valeurs de 1’épaisseur, I'impulsion doublée
aura une durée proportionnelle a ’épaisseur du cristal. En fait, on voit que la durée de I'impulsion produite,
inversement proportionnelle & la largeur spectrale, est proportionnelle & AK'L = A(L/v,) : c’est la différence
entre les temps de traversée du cristal pour 'impulsion fondamentale et I'impulsion doublée. On voit ainsi

que impulsion doublée aura une forme rectangulaire, le front avant correspondant a la contribution de la
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face de sortie du cristal et le front arriere a la contribution de la face d’entrée, qui s’est propagée a une
vitesse plus lente en raison de I'indice de groupe plus élevé a 2wgy. On retrouve le fait que le champ dans le
domaine spectral, transformée de Fourier d’une impulsion rectangulaire, aura la forme d’un sinus cardinal.
5.4 Ezprimer l'indice de groupe (défini par ng = c/vy) en fonction de l'indice de phase n et de sa
dérivée par rapport a la longueur d’onde dn/d\. Calculer numériquement les valeurs de l'indice de
groupe pour le fondamental et la seconde harmonique a l'aide des données numériques disponibles.
En déduire un ordre de grandeur de Ly pour une impulsion de 100 fs.

Le vecteur d’onde est défini par k(w) = n(w)w/c donc k' (w) = (wdn/dw +n(w))/c = 1/v,. On en déduit
I'expression de I'indice de groupe ny = n + wdn/dw. Or wd/dw = —Ad/dX donc ng = n — Adn/dA. On peut

en déduire une valeur approximative de l'indice de groupe ng(X) = n(A) = A[n(A+0A/2) —n(A+5X/2)] /oA

En prenant # = 45°, on obtient

A [nm] | n, Te ne(0) | Noyg Ne,g(6)
390 1.5254 | 1.4810 | 1.5027
400 1.5240 | 1.4798 | 1.5014 1.5494

410 1.5228 | 1.4788 | 1.5003
750 1.5031 | 1.4642
800 1.5015 | 1.4633 1.5263
850 1.5000 | 1.4625

D'ou Any = —0.023 et Ak = Angy/c = =77fs/mm. Ly ~ At/AE' soit Ly ~ Ilmm. Sil'on veut doubler

une impulsion de 100 fs sans I'allonger, il faudra donc utiliser un cristal d’épaisseur inférieure & 1 mm.

D.4 Génération de troisieme harmonique (2004)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On s’intéresse dans ce probleme a la génération de troisieme harmonique (ou triplement de
fréquence) dans un milieu non-linéaire liquide pour un faisceau gaussien monochromatique de
fréquence wy associé au vecteur d’onde k1 = njwi/c. La fréquence et le vecteur d’onde du fais-
ceau triplé seront notés respectivement ws = 3w; et k3 = nsgws/c. Dans toute la suite le taux
de conversion du fondamental vers la troisitme harmonique sera supposé tres inférieur a 1. Le
champ électrique est noté selon 'usage E,, = (£, + &) /2 avec E,(x,y, 2) = An(x,y, 2) exp(ik,2),
ou n = 1 pour le fondamental et n = 3 pour la troisieme harmonique. A, (z,y, z) est 'enveloppe
complexe du champ électrique. On supposera que le faisceau se propage selon I’axe z et on effectuera
I’approximation paraxiale.

1. Expliquer pour quelle raison on a pu ignorer ci-dessus le processus de doublage de fréquence.

Par symétrie, il ne peut y avoir de doublage de fréquence dans un milieu liquide.
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2. FEtablir les équations de propagation du fondamental et de la troisieme harmonique dans le cadre

de l'approzimation paraziale.

L’hypothese d’un taux de conversion tres inférieure a 1 nous permet de supposer que les perturbations
au champ incident, soit par effet Kerr optique, soit par reconversion par différence de fréquence ws —wy —wi,
pourront étre négligées. On peut donc directement utiliser I’équation de propagation paraxiale vue en cours

dans le cas de l'optique linéaire (éq. 1.53), soit :

PA  0PA . 0A

Pour établir I’équation de propagation de la troisieme harmonique, il est nécessaire de déterminer le

terme pertinent dans la polarisation non-linéaire du troisieme ordre. Celle-ci s’écrit

ikyz % —ikyz\ S (3)
PO = ey (Ale +2A1€ ) :€0>§ A3 exp(i3k12) + ...

La polarisation complexe associé au processus de génération de troisieme harmonique s’écrit donc

4

Pég) = A3 exp(i3k; 2)

En remplacant cette expression dans 1’éq. 3.5 du cours, on obtient I’équation de propagation de la troisieme

harmonique
92 A.- 2 4. . 2,(3)
./45 + 8 A3 +2i/€38A3 _ _wsx
Ox? Oy? 0z 4c?

Aq(z,y, 2)3 exp(iAkz) (D.2)

avec Ak = 3ky — ks.

3.1 On s’intéresse aux questions 3.1 et 3.2 au cas ot le faisceau fondamental et le faisceau triplé sont
des ondes planes, soit Aj(x,y,z) = Ao et A3(z,y,2) = As(z). Ezprimer dans ce cas l’équation de
propagation pour l’enveloppe As(z). On résoudra cette équation dans le cas d’un milieu d’épaisseur

L compris entre z =0 et z = L.

L’équation de propagation de la troisieme harmonique devient simplement

o dA3 w%xm
ik —— = —
B dz 4c2

Aexp(iAkz)

ce qui s’integre aisément en

iNkz/2 Z.WSX(g)AS in Akz

As(z) = SingeAk D2

Dans le cas ou Ak = 0, on obtient simplement

3.2 Représenter graphiquement Uintensité produite I3(L) = | A3(L)|?, en distinguant les cas Ak = 0
et Ak # 0.
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Dans le cas ou Ak = 0, on obtient

(3) 43\ 2
wWaX
I3(L):( Sin3co> .

soit une variation quadratique avec I’épaisseur de 1’échantillon.

Dans le cas ou Ak # 0, on obtient

@A\ |, AkL
_ [ wWsX 0 2
I3(L) = ( dnszcAk ) S 2

soit une variation sinusoidale avec 1’épaisseur de ’échantillon.

Ce comportement est totalement analogue a celui obtenu pour le doublage de fréquence en régime de

faible conversion (voir la section 3.2.3 du cours).

4. On rappelle que le faisceau gaussien décrit par l’enveloppe compleze

2., .2
Ai(z,y,2) = AO\/i Fiuwo exp (z/ﬁwj) (D.3)

T 2iG(2) 2q(z

est solution de l’équation de propagation du fondamental, avec G(z) = z —izg. On prendra Ay réel.

Déterminer la phase de Gouy, notée —i1(z), définie comme la phase de ’enveloppe au centre

du faisceau (x =y =0).

L’enveloppe au centre du faisceau est proportionnelle a m = 1/(zr + iz) x exp(—iy1(z)) ou
1(z) = arctan(z/zg). La phase de Gouy, variant entre —/2 et +7/2 est associée au changement de phase

de 7 lors de la traversée du foyer par le faisceau gaussien.

5. Dans cette question, on suppose que la condition d’accord de phase est réalisée, soit Ak = 0.
On considere en outre le cas ou les faisceaux fondamental et triplé se propagent dans un milieu
stratifié de sorte que la susceptibilité non-linéaire n’est pas homogene mais dépend de la coordonnée
z. Il pourra s’agir par exemple d’un milieu liquide compris entre deux hublots en verre supposés

semi-infinis comme représenté sur la figure ci-dessous.
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-L/2 L/2 z

cO(2)

On supposera que les indices de réfraction n; et ns sont identiques dans le verre et le liquide,
de sorte que les équations de propagation restent valables a condition de remplacer X(S) par une
fonction supposée connue X(3)(z). Ainsi la fonction Aj(x,y, z) discutée a la question précédente

reste solution de ’équation de propagation et sera utilisée dans toute la suite.
5.1 Vérifier que ’expression

2 2

ZR o X Y
As(z,y,z) = f(z)m exp <lk32§(2)> (D.4)

est solution de l’équation de propagation et établir I’équation différentielle dont doit étre solution
la fonction f(z). Dans la suite, on pourra appeller ¢ le préfacteur indépendant de z apparaissant

dans le second membre de cette équation.

L’approche proposée pour résoudre I’équation différentielle est tout simplement la méthode de la con-
stante variable : en effet, pour f(z) constant on a un faisceau gaussien qui est évidemment solution de

I’équation de propagation sans second membre.

Calculons d’abord le laplacien transverse de As(x,y, 2):

8A3 ik’g:l)

o g
82./43 ikg k§l2

- = T T = ./43
02 q G2

92 A5 N A (2iks  K3(2® +y?) "
RN @ ’

Calculons maintenant la dérivée de As(x,y, z) par rapport a z :

fooa 2@

o4 _ (1
8z
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Sachant que ¢'(z) = 1, on en déduit

0?A3  0%A3 0A
922 + a7 + 2ik3——

3 o 2k3zr x4 y?
% —22k‘3fA3 3(2) 1'(z)exp (Zk32(j(z))

En remplacant dans ’équation de propagation de la troisieme harmonique, on obtient

9 2, 2 2.(3)
ngRf/(Z) exp (ik3x2 +y ) = 48X (Z)-Al(m y,2)°

En remplacant A, (z,y, z) par sa valeur, on obtient

2k:3zR

v (i B2V _ i@ (2) (2) (m) i ( x2+92)
i) e p(zki” 24(2) )_ PP 2iaz)) PR

Sachant que ks = 3ky et ¢(z) = z — izg, on en déduit

3 3
af _ ws s (2)7 (R X (z)
dz  8nsczp °\ = 2 (z —izgr)?

3
=g (2)7 ()
8nzczp s 21

a . x¥()

dz (z —izR)?

En posant

on obtient I’équation

5.2 Déterminer f(z) dans le cas ot x®)(2) prend la valeur constante notée x®) & Uintérieur de
Uintervalle [—L/2, L/2] et est nul en dehors de cet intervalle (L étant I’épaisseur de la cuve utilisée).

On prendra comme condition initiale f(—o00) = 0.

(3)
5/ X d/
(2! —izR)?

On a

soit :

f(z) = 0 pour z< —L/2
w1 o
1z = &f (z—izR —é—izzz) pot Lz<z<lf2
2) = —e® L

5.3 On considére ici le cas limite ou L << zp. Comment varie la puissance produite |f(L/2)|?
avec ’épaisseur L ¢ Interpréter ce résultat par une comparaison que l’on justifiera physiquement

avec le calcul effectué a la question 3.
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Lorsque L << zg, on a f(L/2) ~ ¢x®)L/Z?%. La puissance produite est donc proportionnelle & L2,
exactement comme dans le cas d'une onde plane a ’accord de phase. Ceci peut s’interpréter physiquement
par le fait que le rayon de courbure R(z) = z—i—z% /z est infini lorsque |z| << zg, ce qui permet de considérer
que le faisceau fondamental dans 1’échantillon est proche d’une onde plane.

5.4 On considére le cas limite inverse ot L — +oo (milieu homogéne). Représenter la puissance
produite | f(2)|* en fonction de z. Que dire de la puissance en sortie de l’échantillon ? Donner une

interprétation physique de ce résultat a priori surprenant.

Si 'on fait tendre L vers l'infini, on obtient

soit une puissance
1

22 4 2%

1P = 1 (@)’

qui présente une variation lorentzienne. La puissance augmente jusqu’a z = 0 puis décroit pour tendre vers
zéro lorsque z — 4o0o. La génération de troisiéme harmonique produite par un faisceau focalisé dans un

milieu non-linéaire homogene est égale a zéro !

Ce résultat étonnant provient d’un processus d’interférence destructive entre la production de troisieme
harmonique pour z < 0 et pour z > 0. En effet, la phase de Gouy du faisceau produit obéit a la loi
P3(z) = arctan(z/zr) = 11(z). Or la polarisation non-linéaire d’ordre 3 présente une phase qui est égale a
trois fois la phase de Gouy du fondamental. Il y a donc un déphasage dépendant de z entre ’'onde produite
et le terme source qui résulte en une interférence destructive, de fagon similaire & ce qui se produit en ondes
planes lorsque la condition d’accord de phase n’est pas vérifiée.

5.5 Dans le cas général, représenter la puissance produite en fonction de L et commenter la courbe

obtenue. Pour quelle valeur de L a-t-on la puissance maximale ?

On obtient )
P = (66) ()

Cette fonction croit comme L? au voisinage de L = 0, tend vers 0 en 1/L? lorsque L tend vers I'infini, et
admet un maximum en L = 2zr. Cette épaisseur correspond a un compromis entre croissance quadratique
du signal et décroissance due a la phase de Gouy qui devient le processus prédominant des que L >> zp.
Il existe donc une dimension (2zg) qui donnera un maximum de signal. Cette propriété est par exemple
utilisée en microscopie par génération de troisieme harmonique, technique qui produit ainsi des informations
complémentaires de celles que l'on peut tirer d’'une image obtenue par excitation a deux photons de la
fluorescence.

6. On considére maintenant le cas d’un milieu homogéne dans lequel ’accord de phase n’est pas
réalisé (Ak # 0). On admet que, dans le cadre de l'approximation paraxiale, on peut continuer

a supposer ks = 3k1 a condition de simplement remplacer la fonction X(3)(z) introduite ci-dessus
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par X(S) exp(iAkz). Calculer et représenter graphiquement en fonction de Ak la puissance produite
|f(+00)|?2. Déterminer la valeur de Ak correspondant & la puissance mazimale produite. Interpréter
physiquement le résultat obtenu. NB : On utilisera 'identité suivante, que 'on pourra démontrer a

l’aide du théoreme des résidus :

+oo 3
/ SPUAR) | o Ak exp(—Akzg) si Ak > 0

oo (2—1izR)?
= 0siAk<O0

Pour démontrer I'identité ci-dessus, il suffit d’appliquer la relation d’analyse complexe

fla) = 5= § (f“d (D.5)

2im z— 2p)?

ala fonction f(z) = exp(iAkz). Si Ak est positif, on ferme le contour par un demi-cercle de partie imaginaire
positive et on obtient I'expression demandée avec zg = izg. Si Ak est négatif, il faut fermer le contour avec
un demi-cercle de partie imaginaire négative et ’absence de pole conduit a une intégrale nulle.

On obtient alors aisément

oo 1 (3)
flHoo) = —¢ / b ZA)kZ)d = 276X Ak exp(—Akzp)
Z—ZZ

pour Ak <0 et 0 pour Ak < 0. La puissance produite présente donc un maximum lorsque Akzp = 1.

On peut comprendre ce résultat en considérant la phase du terme source de ’équation de propagation de
As. Celle-ci s’écrit Akz— 341 (z). Sil’on retranche la phase de Gouy de 'onde engendrée, —3(z) = —1)1(2),
on voit que la phase s’écrit Akz — 2i1(2), avec 11 (z) = arctan(z/zg). Le calcul précédent montre que pour
Ak = 1/zR ces deux phases se compensent au mieux. On peut noter que la pente & l'origine du terme de
Gouy est alors de signe contraire mais deux fois plus important en valeur absolue que Ak. La ”moyenne”

de la phase de Gouy le long du profil du faisceau compense alors en partie le désaccord de phase.

Pour en savoir plus, consulter les articles de Kleinman [55] et Ward et New [56].
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D.5 Addition de photons jumeaux (2006)

Durée : 3h
Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Probléeme proposé par Manuel Joffre, Michel Brune et Jean-Michel Courty

Partie I - Optique classique

1.1 Addition de fréquences entre deux impulsions bréves

On s’intéresse au processus d’addition de fréquences dans un cristal de susceptibilité non-linéaire
¥ entre deux impulsions bréves associées aux champs complexes &1(z,w) et E(z,w). On suppose
que ces deux impulsions ont la méme fréquence centrale qui sera notée wp. On appelle E3(z,w) le
champ produit a la fréquence somme. On appellera ki (w), k2(w) et k3(w) les vecteurs d’onde dans
le cristal pour les trois ondes considérées.

1.1.1 On suppose que les énergies des impulsions sont suffisamment faibles pour qu’on puisse
négliger la dépletion des champs & et E5. Ecrire l'expression de E1(z,w) et E2(z,w) en fonction de
E1(w) = &1(0,w) et E3(w) = E2(0,w).

On obtient
&1(z,w) = & (w) exp(ik (w)2)

et
E(z,w) = E3(w) exp(ika(w)z)

1.1.2 Ecrire le terme pertinent de la polarisation non-linéaire du second ordre intervenant dans
I’équation de propagation de E3(z,w).
On écrit

EOX(Q)

PP (zt) = (E1(z,t) + Ex(2, 1) + E (2, 1) + EX (2, 1))°

On en déduit le terme pertinent pour l'addition de fréquences (en notation complexe)

P(Z) (Z7 t) = E0X(2)€1 (Z7 t)€2 (Zv t)

1.1.3 On pose E3(z,w) = As(z,w) exp(iks(w)z). Ecrire l’équation de propagation dont est solution
Asz(z,w) a Uaide d’un produit de convolution entre les champs &1 (w) et Ex(w).

D’apres 1’éq. 3.6 du cours, on a

don
27

0A3(z,w) iwy®
0z  2n3(w)ege

/ Ex(wn)Exlw — wn) exp (i(k1 (1) + ka(w — 1) — ka(w))2)
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1.1.4 Dans toute la suite, on suppose que les conditions d’accord de phase sont réalisées sur toute la
bande spectrale des impulsions considérées. En effectuant une hypothése sur les largeurs spectrales

des champs &1 et &, montrer que le champ en sortie du cristal non-linéaire s’écrit

dw
.Ag(L —Zf/gl w1 82((41 wl) o !
avec
- wox(2)L
N naepc

ou L est épaisseur du cristal et ng est l'indice de réfraction a la fréquence 2wy pour l'impulsion
&s.

Si les conditions d’accord de phase sont supposées vérifiées, le terme en exp(iAkz) disparait. Par ailleurs,
si 'on suppose que les largeurs spectrales des impulsions 1 et 2 sont tres inférieures a wg, on peut négliger

la variation de w et de n3(w) dans le préfacteur de I'équation ci-dessus. On obtient alors

0A3(z,w) 2wox?
0z ~ 2n3(2wp)enc

dw1

/51 w1 Eg(w wl) o

d’ot1 'on déduit immédiatement ’équation demandée.

1.1.5 En déduire Uexpression de As(L,t) en fonction de Ei(t) et Ex(t).

La transformée de Fourier d’un produit de convolution étant un produit, on en déduit

As(L,t) = i€&1(1)E2(1)

1.1.6 En supposant que les impulsions £1 et Ea sont identiques, montrer que l’énergie de l'impulsion
produite par addition de fréquences est proportionnelle au carré de l’énergie et a l'inverse de la durée

des impulsions incidentes.

Posons

808 = e = 357 (57

ou f(t) est une fonction donnée d’intégrale égale a4 1. On vérifie que

/Ié’l( )|Pdt = Z f(&) dt:W/f(t)dt:

est bien I’énergie de 'impulsion incidente. Alors ’énergie produite s’écrit

2 2 2
W3 = /|A3Lt|dt (Z) /f(Att) dt:%/f(t)th

d’ou 'on déduit le résultat demandé.
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1.1.7 Les spectres |E1(w)|? et |E2(w)|? étant fizés, montrer que I’énergie totale de l'impulsion pro-
duite est toujours inférieure ou égale a ce que l'on obtiendrait pour des impulsions limitées par
transformée de Fourier.

D’apres la question 1.1.4, on a

dw1

Aol =€ [ Enten)eats - 52 |2

gg/wwnu&(w—wl)

qui est la valeur que l'on aurait obtenu pour des impulsions de phase spectrale nulle. |A3(L,w)| est donc

toujours majoré par le résultat obtenu avec des impulsions limitées par transformée de Fourier. Il en va

évidemment de méme pour I'énergie totale qui est [ |A3(L,w)|*dw.

1.1.8 Donner une condition nécessaire et suffisante sur les phases spectrales ¢1(w) et pa(w) des

impulsions incidentes pour que la densité spectrale d’énergie |As(L,2wo)|? produite a la fréquence

2wy soit identique a ce que ’on obtiendrait pour des impulsions limitées par transformée de Fourier.
Pour que |A3(L,2wp)|? atteigne sa borne supérieure, il faut et il suffit que le terme & intégrer ait une

phase constante, soit

v1(w1) + 92(2wy — wy) = Cste

1.2 Amplification paramétrique

On considere un amplificateur paramétrique constitué d’un matériau de susceptibilité non-linéaire
x® pompé par un faisceau laser continu associé au champ Ep(t) = Ep exp(—2iwot), oit Ep est une
grandeur réelle. On injecte comme signal une impulsion breve de fréquence centrale wy et associée au
champ Eg(t). On n’injecte pas de lumiere sur la voie complémentaire, correspondant a une direction
de polarisation perpendiculaire a celle du signal. On supposera que la déplétion du champ de pompe
peut étre négligée. On appellera kg(w), ko(w) et kp les vecteurs d’onde dans le cristal non-linéaire
pour les ondes signal, complémentaire et pompe. On posera £g(z,w) = Ag(z,w)exp(iks(w)z)
et Eo(z,w) = Ac(z,w)exp(ikc(w)z). On admettra que compte tenu de la nature tensorielle de
I'interaction non-linéaire, les polarisations non-linéaire a prendre en compte pour les propagations

des champs signal et complémentaire sont respectivement

2)

PP (2,t) = eox P Ep expli(kpz — 2wot))E& (2, 1)

et
P (2,1) = cox? Ep exp(i(kpz — 2wt))E5(2, 1)
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1.2.1 Ecrire les équations de propagation pour les enveloppes Ag(z,w) et Ac(z,w) des champs

signal et complémentaire.

D’apres 1’éq. 3.6 du cours, on a

0As iwxPEp .
9z 2ns(w)e At (2, 2wy — w) exp(i(kp — ks(w) — ko (2wo — w)z)

et
0Ac o in(Q)EP i .
dz  2nc(w)e As(z,2wo — w) exp(i(kp — ko(w) — ks(2wo — w)2)

1.2.2 On suppose la condition d’accord de phase vérifiée sur l’ensemble de la bande spectrale du
signal et du complémentaire, et on effectue les mémes approrimations qu’a la question 1.1.4. Pour
simplifier, on suppose de plus que les indices de réfraction pour le signal et le complémentaire sont

identiques. FEn déduire le systeme d’équation

0As(z,w .
58(2) = ig AL (%, 2wy — w)
0Ac(z,w Lk
%(z) =igA5(z, 2wy — w)

ou g est une grandeur constante que l’on déterminera.

On obtient le résultat demandé avec
_ wox P Ep
2ngce

ou ng = nc¢ est 'indice de réfraction pour le signal et le complémentaire.

1.2.3 Résoudre le systéme d’équations ci-dessus en supposant Ag(0,w) = Eg(w) et Ac(0,w) = 0.

On obtient

As(z,w) = Eg(w)cosh(gz)

Ac(z,w) = i€5(2wy — w)sinh(gz)

1.2.4 On utilise les champs signal et complémentaire calculés ci-dessus comme champs E1 et £ du
processus d’addition de fréquence étudié a la partie 1.1. Que peut-on dire de la condition établie
a la question 1.1.8 ? L’energie produite a la fréquence 2wy dépend-elle de la phase spectrale de
Uimpulsion amplifiée par amplificateur paramétrique ?

On remarque que po(w) = 7/2 — ps(2wp — w). On a donc ¢1(w1) + w2 (2wy — wy) = 7/2. L’addition
de fréquence vers la fréquence de pompe ne dépend pas de la phase spectrale du signal et est toujours aussi

efficace qu’avec une impulsion limitée par transformée de Fourier.
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Partie II - Optique quantique

Dans toute cette partie, on se placera en représentation de Heisenberg. On notera ainsi a(t)

Vopérateur a a lUinstant t. On aura naturellement a(0) =a.

On rappelle que I'équation de Heisenberg qui donne I’évolution d’un opérateur O sous 'effet d’un

Hamiltonien H (t) est

2.1 Addition de fréquences

On suppose dans cette partie que deux faisceaux lumineux de fréquences ws et w, interagissent
dans un cristal non-linéaire pour produire un faisceau a la fréquence somme ) = wy + w.. L’accord

de phase est réalisé en géométrie colinéaire, comme représenté ci-dessous.

~ O
P?S ..... S0 SRR IR S
Ao St »B,
~
%C ..... CHN SRR IR S
Figure 1

On appellera b, b, et Aq les opérateurs de destruction associés aux trois modes correspondants.
Le processus d’addition de fréquence est modélisé par une interaction de durée T gouvernée par le

hamiltonien H = Hy + W avec

Hy = hwblbs + hwebtb, + hQAG Ag

W= ¢ (Aabfbl + Adbsbe)

2.1.1 Ecrire (en représentation de Heisenberg) l'équation d’évolution des opérateurs bs(t), b.(t) et

Aq(t) sous laction du hamiltonien H.

On obtient

B isabs(t) — iC Ao ()b (1)
dt

db, :

—< = —iwebe(t) — iCAq(t)bT (t)
dAq

— = —iQAa(t) — iCha(t)be(?)
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2.1.2 On suppose que ¢T < 1 ce qui permet de négliger la déplétion des modes bs et b.. On
négligera donc le terme proportionnel a ¢ dans leurs équations d’évolution. Résoudre les équations
d’évolution de bs(t) et b.(t) a cette approximation.

En remplacant bs .(t) par bs . exp(—iws t) dans I'équation d’évolution de Aq(t), on obtient

d;% = —iQAq(t) — iCbsb. exp(—i§2t)

Posons Aq(t) = Aq(t) exp(—i€dt). On obtient alors

dAq

— = —1 bsbc
a - e

soit Aq (t) = AQ(O) — i(tbsb., d’ou 'on déduit le résultat demandé.

2.1.3 Montrer que l'opérateur en sortie du cristal Bg = Aq(T) s’écrit alors
Bqo = Aq(T) = e T (Aq — i8bsb.)

ou B =C(T.

Immédiat.
2.1.4 Dans cette question, on suppose que pour les modes bg et b, sont dans un état cohérent. En
outre, le mode Aq est vide et les modes by et b, ont chacun initialement un nombre de photons égal
an :n= (bl 0)bs(0)) = (b (0)b.(0)). Ezprimer en fonction de n et de 3 la valeur moyenne
Nq = <A;§(T)AQ(T)> du mombre de photons produits a la fréquence Q en sortie du cristal. Ce
résultat est-il conforme au comportement attendu en optique classique ?

On a par définition

bel) = acly)
AQW)> = 0

On obtient donc
BQW}> = *iCTefmesbc|¢> = *iCTO‘sO‘(:W»

Par ailleurs, les valeurs moyennes des nombres de photons s’écrivent (1[bfbs|1) = |as|? = n et (|bFbe|w) =

|| = n. Le nombre de photons produits & la fréquence  s’écrit donc
No = || Bal$)|? = B?|as|?|ac|?* = 8°n®

Ce résultat est identique a celui attendu en optique classique : la puissance produite est proportionnelle au

produit des puissances incidentes, ou au carré de la puissance incidente dans le cas de puissances identiques,
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ce qui est peu surprenant pour un processus d’optique non-linéaire quadratique.

2.2 Fluorescence paramétrique

On considere le processus de fluorescence paramétrique ou un cristal non-linéaire est pompé par
un faisceau monochromatique de fréquence 2. Ce faisceau, supposé intense et peu perturbé, sera
décrit par un champ classique. Les conditions d’accord de phase dans le cristal utilisé sont telles
que I’émission paramétrique n’est possible qu’en géométrie colinéaire, ce qui permet de supposer

que tous les faisceaux se propagent selon un méme axe z.

77 HETINPRRS D 20 »b,
Q 5
~ ® ~
c
7/ SERCTICRPRN DAL S > bc
Figure 2

On considere en outre dans cette partie que seuls deux modes quantiques interviennent : le
signal, associé a l'opérateur as, et le complémentaire, associé a l'opérateur a.. Les fréquences
respectives de ces deux modes sont wy et w, et vérifient la relation ws + w. = 2 (on supposera
également ws # w.). Les seuls commutateurs non nuls sont donc [as,al] = [ac,af] = 1. Le
processus de fluorescence paramétrique est alors modélisé par une interaction de durée T gouvernée,

en représentation de Schrodinger, par le hamiltonien Hg(t) = Hy + V (t) avec

H, = hwsajas—i—hwcajac

V() = hé(exp(—iQt)afal + exp(iQt)asac)

ou £ est un nombre supposé réel et proportionnel a 'amplitude du champ de pompe (traité clas-
siquement). Aucun photon de fréquence ws ou w, n’étant injecté a l'entrée du dispositif, ’état des

modes signal et complémentaires est décrit par le vide |0, 0).

2.2.1 Ecrire en représentation de Heisenberg les équations d’évolution des opérateurs as(t) et al ().
On a les relations de commutation

[as; HO] = hwas

et
[as, V(t)] = hé exp(—iQt)a)

L’évolution temporelle de 'opérateur as(t) se déduit de I’équation de Heisenberg

das(t)
dt

= —iwsas(t) — i€ exp(—iQt)a ()
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On montre de méme
dat(t
dt

) = iweal (t) + i€ exp(iQt)at ()

2.2.2 On introduit les opérateurs

as(t) = as(t)exp(iwst)

ac(t) = ac(t)exp(iwet).

Ecrire le systéme d’équations portant sur as(t) et af(t).

On obtient g

da;t(t) = —i&af (1)
et ~

dagt( = itay(t)

2.2.3 Montrer que la solution de ce systeme d’équations est:

as(t) = e ™7 (ascosh® — ia} sinh )

—iwer (accosh @ — ia} sinh 0)

ac(t) = e j

ot 0 est un parametre que l’on déterminera.

Comme représenté sur la figure 2, on posera dans toute la suite du probléme bs = as(T) et

be = ac(T).
En dérivant deux fois (ou en diagonalisant), on en déduit aisément le résultat demandé.

2.2.4 Déterminer le nombre de photons signal ng = (bFbs) en sortie du générateur paramétrique et

vérifier que ce nombre est égal au nombre de photons complémentaires n..

Dans la suite du probléme on notera n = ng = n¢ le nombre de paires de photons produites lors

de ce processus.

n = (0[bbs|0) = [[bs]0)[|* = sinh® @ ||a;"[0)||* = sinh? 6

On obtient la méme valeur pour le nombre de photons complémentaires (0[b1b.|0). Ce résultat provient de
la commutation avec le Hamiltonien de opérateur afas — ala,, ce qui signifie que a} (¢)as(t) — af (t)a(t)

est une constante du mouvement.
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2.3 Addition de fréquences entre photons jumeaux

On suppose maintenant que le faisceau de fluorescence paramétrique produit par le dispositif étudié
a la partie 2.2 est injecté dans le dispositif d’addition de fréquences étudié a la partie 2.1, selon le
schéma ci-dessous. On négligera le terme déphasage de bs et b. qui décrit la propagation entre les

deux cristaux.

F

A (OR ~
A |ovenenes Joreaencfenees bs ceeseesderinnnnsd
0 Joale 5
> AQ ........ )BQ

A 0, ~
(/0 CEXTRTTIR EROE ) ST bc. ...................... >

Figure 3

Le filtre F représenté ci-dessus est dichroique (ce qui signifie que sa transmission dépend de la
longueur d’onde) et permet de stopper totalement le faisceau de pompe tout en laissant passer les
faisceaux signal et complémentaire. L’état initial du systeme est le vide pour les modes ag, a. et
Aq. Les opérateurs bs et b. entrants dans le second cristal sont les opérateurs sortants du premier
et ont été calculés a la partie 2.2.

2.3.1 Montrer que le nombre moyen de photons produits a la fréquence 2 en sortie du second cristal
s’écrit

Nq = 32(n + 2n?)
ou n est le nombre de paires de photons jumeaux calculé a la question 1.2.5

Na = || Ba|0)|I* = [I¢Tbsbc|0)]?
Or d’apres la question 2.2.3,
beb|0) = e 1T (as cosh @ — ia/ sinh §) (a. cosh — ia} sinh6)|0)

= 7 (—icosh @ sinh fasal|0) — sinh? fatal]0))

= ¢ "7 (—icoshfsinhf|0) — sinh® 0|1, 1,0))
et

No = (% (cosh®@sinh® 6 + sinh* 0)
= (? (sinh® 0 + 2sinh* 0)

= 32 (n + 2n2)
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2.3.2 Comparer ce résultat a ce qui était attendu en optique classique. On discutera les cas n > 1
et n < 1. Pouvez-vous suggérer une interprétation physique du résultat remarquable obtenu lorsque
n<l?

Dans le cas oi1 n > 1, le terme en n? domine et on trouve un résultat quadratique comme en optique clas-
sique. A linverse, lorsque n < 1, c’est le terme linéaire qui devient prépondérant. Ce résultat remarquable
s’explique par la forte corrélation entre les deux photons jumeaux. En optique classique, la probabilité de
combinaison entre deux photons est simplement proportionnelle au produit entre les nombres de photons des
deux faisceaux (comme en 1.1.6 et 2.1.4). Ici, les photons sont produits par paire et le taux de recombinaison
est directement proportionnel au nombre de paires.

2.3.3 L’expérience décrite dans ce probléme a été récemment effectuée par B. Dayan et al. (Phys.
Rev. Lett. 94, 043602 (2005)). Commenter la figure ci-dessous représentant le nombre de photons

détectés a la fréquence Q en fonction du nombre de paires n (porté sur l’aze des abscisses supérieur).

n
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 016 0.18

flux de photons détectés [unité arbitraire]

0 50 100 150 200 250 300
Puissance du faisceau infrarouge [nW]

Figure 4

On observe bien une variation linéaire lorsque n < 1. En y regardant de plus pres, on observe lorsque
n augmente une légere déviation par rapport a la tangente a l’origine en raison de la contribution du terme
en n?.
2.3.4 Quelle méthode utiliseriez-vous pour faire varier expérimentalement le nombre de paires n

afin d’obtenir la courbe de la question 2.3.3

11 suffit de faire varier la puissance de pompe qui est directement proportionnelle & £2 et donc & 62.

2.4 Modéle multimode

L’objectif de cette question est de comprendre les résultats expérimentaux donnés par la figure

5. La situation etant trés proche de ce qui se passe dans l'approche a deux modes développée plus
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haut. On ne demande pas de refaire les calculs, mais de comprendre les résultats a la lumiére de

ce qui a ¢été fait plus haut.

Plutot que de se restreindre a une seule paire de modes, nous souhaitons maintenant prendre en
compte un quasi-continuum de modes correspondant aux photons se propageant dans la direction z,
associés aux fréquences wy =1 dw, ot | est entier et dw est l'intervalle entre deux modes (égal par
exemple a 2me/D ot D est une "longueur de quantification”). On a les relations de commutation

habituelles [al,alﬂ =0

On suppose que le cristal est pompé par un champ classique de fréquence 2 = w;, = Low ou L
est un nombre entier donné supposé impair. Le processus de fluorescence paramétrique est comme
précédemment modélisé par une interaction de durée T gouvernée par le hamiltonien dépendant du

temps en représentation de Schrodinger: Hg(t) = Hy + V() avec maintenant

H, = Zﬁwl a;ral
!

V() = Z R& (exp(—iﬂt)a;“azfl + exp(z’Qt)alaL_l)
l

ot la grandeur réelle & est déterminée par les conditions d’accord de phase dans le cristal non-
linéaire. Cette grandeur est par définition symétrique par rapport a /2, soit {1 = &. On
supposera qu’elle prend une valeur non nulle seulement pour w; € [2/2 — Aw/2,Q2/2 + Aw/2] ou

Aw est par définition la largeur d’accord de phase.

Ce systeme produit des paires de photons que l'on va maintenant injecter dans le dispositif
d’addition de fréquences. Dans ce faisceau, tous les photons sont susceptibles de s’associer. En
d’autres termes : deux photons de fréquences w; et wy pour donner des photons de fréquences
wytwy = wirp. On supposera que la polarisation des photons engendrés par addition de fréquences
est perpendiculaire a celle des photons incidents, et que le faisceau engendré est donc décrit par
un autre ensemble d’opérateurs, appelés A,,. Comme a la partie 2.1, le processus d’addition de
fréquences est modélisé par une interaction de durée T gouvernée par le hamiltonien H = Hy + W

avec maintenant

Ho = Tuwob b+ hwn At A,
l m

et, en supposant que la condition d’accord de phase est parfaitement réalisée pour tous les couples

de fréquences (cristal mince) :

W =h( Z (Al—s-l’bl—’—b[—’/— + Al—:l/blbl’)
L
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On appelle N, le nombre de photons produits dans le mode B,,. Le résultat des calculs est
2
Ny = /62 <5L,m (Z vV1+mny \/77l> + Zan nm—l)
! !

Interpréter chacun des deux termes intervenant dans l’expression de Ny, et discuter la figure ci-
dessous représentant N, en fonction de la longueur d’onde du rayonnement produit a la fréquence

somme (1. Abram et al., Phys. Rev. Lett. 57, 2516 (1986)).
| T T T 1

-

- (a) 1

- s

o)
5300 5320 5340
WAVELENGTH (A)

Figure 5
On a les relations de commutation
[ar, Ho] = hw; a;
et
[az, V(£)] = 7 exp(—iQt)af_,
ou l'on a utilisé | # L — [ puisque L est impair, ce qui implique [a;, aJLll} = 0. L’évolution temporelle de

Popérateur a;(t) se déduit de 'équation de Heisenberg

daéit) = %U+(t)[al, Ho + V(@)U (t) = —iway(t) —i& exp(—iQt)azil(t)

On en déduit
da,(t)
dt

= —igaj_,(t)

et donc
daj_,(t)

L = ’L'fL,lal(t) = Z.gldl(t)
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En dérivant deux fois (ou en diagonalisant), on en déduit
a;(t) = a;(0) cosh &7 — ia'{il sinh &7

et donc

b = et (al cosh 6; — iaz_l sinh 0[)

ou 0; = &7. On retrouve donc le méme résultat qu’a la question 2.2.3, le mode L — [ jouant par rapport au

mode [ le role du complémentaire par rapport au signal.

. 2 .
ny = (0[b; 0;|0) = ||b]0)]|* = sinh® @y [|a;"|0)||” = sinh?® 6,

On remarque que ny_; = ny, ce qui provient du fait qu'on engendre autant de photons signal que

complémentaire.
On obtient

dAm

— = —iwm A (1) = iC Zl: bi(t)bm—i(t)

Comme dans la partie 2.1, on remplace b;(t) par b; exp(—iw;t) dans I’équation ci-dessus, ce qui donne

B, = Am(T) = eiime (Am - ZCTZ blbm—l>
l

On trouve donc un résultat similaire a celui de la question 2.1.3, a la différence pres qu’il faut maintenant

sommer sur un grand nombre de processus d’addition de fréquence w; + Wy — Wiy

Le nombre de photons produit dans le mode m s’écrit

Now = 1BulO)|* = 18 bibm—1|0)
l

avec
bibym—110) = e T (al cosh 0; — ia‘LL_l sinh 9;) e iWm—1T (am,l coshf,,_; — iaJLr_mH sinh Qm,l) |0)
= e WwmT (fz‘ cosh 0; sinh 6,,,_; ala}:_mH|0> — sinh 6; sinh 0,,,_; a}:_laf_mﬂ\O))
= e "7 (—icosh® sinh 6 01, ,|0) — sinh 6, sinh 6, af_a}_ . ,[0))
et

Zblbm—l|0> _ omitmT <i5m (Z cosh @, sinh ol> 0) — Zsmh 0sinh 0, aj ,af +l|o>>
l l 1

On en déduit

2

Z sinh 6; sinh 0,,_; az_la}f_mﬂ |0)
1

2
N,, = 2 8r,m (Z cosh 6, sinh91> +

l
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Pour le second terme, il faut tenir compte du fait que deux états a'{i lazfm +l|0> peuvent étre identiques

pour des valeurs de [ différentes, en fait pour I’ = m — [. On peut écrire

> " sinh 6 sinh 0,y af_af . ,,[0)
l

2
Z sinh 6; sinh 6,,,_; az_laz_,m+l|0> + Z sinh 6; sinh 6,,,_; az_laz_7n+l|0> + sinh? O /2 (azim/Q) |0)

l<m/2 I>m/2
2
= 2 Z sinh 6; sinh 0,,, _; a{_laz_m+l|0>+sinh2 O /2 (azim/z) |0)
I<m/2

étant entendu que le dernier terme n’est présent que si m est un nombre pair. En appliquant maintenant le

théoreme de Pythagore, on obtient

2
= 4 ) (sinhfsinh6,, ;) + 2sinh® 0,2
<m/2

= 9 Z (sinh 6; sinh Gm_z)2
1

HZ sinh 0; sinh 0,,,_; aillaﬂmﬂ |0)
1

On en déduit

2
N,, = 52 Or.m (Z cosh 0, sinh 91> +2 Z (sinh 6; sinh 9m_1)2

l l

ou encore

2
Ny = 62 5L,m (Z Vit \/7Tl> + 2an N —1
l l

Le premier terme de N, correspond & la recombinaison de photons jumeaux w; et wy,_;. La fréquence
produite est exactement égale a celle de la pompe 2 = wy,, ce qui correspond au pic tres fin observé sur
la figure. Il s’agit d’un processus cohérent (carré de la somme) résultant d’une interférence entre tous
les chemins possible Q — w; + wr_; — 2, pour toutes les valeurs possibles de [. Le second terme de
N,,, correspond simplement a la somme incohérente de tous les processus d’addition de fréquences entre des
photons de fréquences w; et w,, _; pour donner w,,. Son spectre est simplement I’auto-convolution du spectre

de la fluorescence paramétrique, et correspond au spectre large observé sur la figure.

D.6 Absorption a deux photons (2007)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

On consideére un systéme a trois niveaux soumis au champ électrique E(t) = (£(t) + £*(t))/2
d’une impulsion femtoseconde. Celle-ci induit une transition biphotonique de 1’état fondamental
lg) vers I'état excité |e) via le niveau relai |r). On appelle fi la projection de l'opérateur dipodle

électrique selon la direction de polarisation du champ électrique de I'impulsion et on effectuera un
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développement perturbatif de I'opérateur densité a l’aide de la relation habituelle

PID (1) = G (t) ® (E(t) > (api?) (8) — o) <t>mm>>
l

Cr(t) = +O(0) xp(—itinmt ~ Tuet) 0t G (0) = — w_l/ f —

Les fréquences de transition sont telles que wey = 2wy, ot wy est la fréquence centrale de I'impulsion,

et wrg > wp, comme représenté ci-dessous.
q 05

—1n

La nature non résonnante des transitions vers 1’état |r) permet de poser I'y = I''e = 0. On
supposera par ailleurs que I'cy et I'ce sont tres inférieurs a wy. On fait enfin I’hypothese que pie, et
firg sont les seuls éléments de matrice non nuls de 'opérateur /i (ainsi bien entendu que les éléments
fre €6 gy obtenus par transpositionl).

1. Donner un exemple de symétrie que peut vérifier le systeme permettant de justifier la derniére
hypothése énoncée ci-dessus.

Un systeme invariant par parité a des états propres de parité bien définie, ce qui implique que les termes

diagonaux de l'opérateur ji soient nuls. Par ailleurs, seuls des états de parités opposées peuvent étre couplés.
Donc en supposant que |e) et |g) ont méme parité, ce qui est compatible avec une transition & deux photons
entre ces deux états, on arrive a 'hypothese annoncée sur les éléments de matrice de 'opérateur ji : seuls
fer €t firg sont non nuls, ainsi que les éléments de matrice obtenus par transposition?.
2. Identifier et calculer le seul élément de matrice non nul de Uopérateur pV), sachant que p© =
|g)(g|l. On en donnera une valeur approchée en fonction de E(t) et £*(t) en tenant compte du fait
que la largeur spectrale de l'impulsion Aw est tres inférieure a wyy. NB : dans cette question comme
dans les suivantes, on pourra s’aider d’une représentation graphique qualitative dans ’espace des
fréquences afin d’identifier les termes pertinents.

Par hypothese, seul pgog) est non nul, donc d’apres ’expression de p%l% rappelée dans 1’énoncé, seul psllg)

peut étre non nul. Par ailleurs, parmi les p,, intervenant dans I’expression de pﬁﬁq), seul jirq est non nul.

'Dans la suite du probleme cette derniére précision sera considérée comme implicite & chaque fois que I’on men-
tionne le seul élément de matrice non nul d’un opérateur hermitien.

2Comme dans I’énoncé du probleme, cette derniére précision sera considérée comme implicite & chaque fois que
I’on mentionne le seul élément de matrice non nul d’un opérateur hermitien.
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Donc seul p%) est non nul a I'ordre 1. Il s’écrit

P () = 112y Grg () ® E(1)

ou encore

PR (@) = tirgGry (@) E(w) = FE2Gry () (E(w) + £7(—w))

avec Grg(w) = —1/(h(w—wrg)). Par hypothese, la largeur spectrale du champ est tres étroite devant I’échelle

de variation de G,4(w), donc

ps“.%l) (w) ~ M;g (Grg(wo)g(w) + Grg(_wo)g*(—w)) .

De plus, wyg > wg, donc

1
Grg(wp) = Grg(—wp) = Grg(w =0) =
g 9 g hirg
et
(D) (1) ~ Hrg * _ Hv‘gE(t)
A0 gt (E0)+ £ () = e

3. Identifier les éléments de matrice non nuls de l'opérateur /3(2) et exposer les raisons permettant

de ne conserver que ,og,) (t).

Sachant que seuls ji¢, €t ft.4 sont non nuls, p%) permet d’atteindre pg), pézg) et pﬁ? qui sont les seuls

éléments de matrice non nuls de p?. Comme la trace de p est nulle, on sait que pi2 = - pgy). On obtient

0 = Gor(0)® (B sl 0 = o) Ot)) = Grr) 0 (B0 (e 220 - 1B, )Y

Ce résultat n’est pas surprenant : la probabilité de transition de 'état |g) vers 1'état |r) est négligeable

@

puisque wyg > wg. Le seul élément de matrice non nul de 'opérateur p?) est donc p g

(2)

4. Calculer peg (t). En ne conservant que le terme résonnant, montrer qu’on obtient

G (1) @ E(1)?

Pl (t) =

01 fleg est un élément de matrice effectif dont on donnera l’expression.

On obtient
@) =G, (1) @ (Et W) = Eertra g (1) @ E@(t
p2(0) = Geg(t) © (B (1erp (1)) = L0261y 1) 0 BO) (1
rg
ou
2 ()2 2
E(2)(t) _ E(t)2 _ g(i) + g it) + |5(2t)|

Dans l'espace de Fourier, ces trois termes sont centrés respectivement sur les fréquences 2wy, —2wq et 0.
Seul le premier de ces trois termes contribuera donc au produit G, (w)E®)(w) obtenu par transformée de

Fourier du produit de convolution Gg4(t) ® E@)(t), puisque Geg(w) est une fonction centrée sur wey ~ 2wy
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et de largeur I';y < wp. Donc

Her oy ,&e
p@ (1) ~ Era g (1) @ £(8)% = BLGL, (1) ® E(1)?
4hwyg 2

avec
~ _ Herrg
Heg 2hwrg

5. Calculer la polarisation non-linéaire du second ordre. Commenter le résultat obtenu.

D’apres 1’éq. 2.29, on a
PO@) = N3 im0 (8) = N (11002 (1) + 1egp2 (1)) = 0
nm
puisque feqg = 0. Ce résultat n’est pas tres surprenant puisque nous avons supposé a la question 1 que le

systeme était centro-symétrique, et était donc dépourvu de susceptibilité non-linéaire du deuxiéme ordre.

(3) (2)

6. Exprimer pe (t) a Uaide de peg (t). On simplifiera le résultat obtenu en utilisant une méthode

stmilaire a celle de la question 2.

On obtient
(1) = ~Gr(t) @ (B2 (Dt ) = ~Gerlw = 0)pigr B(1) 2 (1)

ou l'on a utilisé le méme raisonnement qu’a la question 2. En utilisant le fait que wye ~ wyg, on obtient

B (1) = 9 iyt
per (t) Porg (t)peg ()

. . 4 ,
7. Déterminer pge) (t) en ne conservant que les termes résonnants.

On a

pL2(0) = Geelt) © (B (pern (1) = o3 (Dire) ) = —preCec(t) @ (EWD (1)) + e

La fonction Gee(w) = —1/(A(w + ile.)) est centrée sur w = 0. Comme on ne souhaite conserver que les
termes résonnants, il faut s’intéresser aux termes n’oscillant pas dans E(¢ )pg)(t). Cette derniere quantité
s’écrit

B (1) = g5 (E0) + €' (0)° o5 1)

Sachant que p( )( t) oscille a la fréquence 2wy, le seul terme n’oscillant pas dans l'expression ci-dessus s’écrit

Hgr * (2) t
P ORe A
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(2)

En utilisant ce résultat dans I’expression de pgfé) (t), et en remplagant p;‘; (t) par sa valeur, on obtient

000 = bz, o (e 07

eg 2
1heorg 5 Geg(t) @ E(t) )) + c.c.

8. On rappelle lexpression vue en cours de la population au second ordre de la théorie des pertur-

bations pour un systéme a deux niveaux dans le cadre de ’approrimation de [’onde tournante:
) | teg)? .
pec (1) = ==, Gee(t) @ (E7(1) (Geg(t) ® E(2))) + c.c.

En déduire que le processus d’absorption a deux photons étudié ici est équivalent a un processus
d’interaction & un photon entre un champ effectif égal au champ doublé EP)(t) = £(t)? et un

systeme a4 deur niveaux effectif dont on précisera les parametres.

L’expression obtenue a la question ci-dessus peut s’écrire
(4) |feg|” w2 2
P (t) = —TGee(t) ® (E*(t)? (Geg(t) ®E()?)) + coc.

On retrouve exactement I’expression attendue pour un systéme a deux niveaux de dipole de transition fieq

excité par le champ doublé £2)(t) = £(t)2.

9. En déduire que la probabilité d’excitation apres la fin de Uimpulsion est gouvernée par l'intégrale

de recouvrement entre le spectre du champ doublé |EP (w)|? et le spectre d’absorption a(w) du

systeme a deux niveaux effectif, dont on rappellera l’expression.

On peut donc appliquer 1’éq. 6.21, qui nous donne la population dans 1’état excité apres la fin de
I'impulsion

o0 d
P [ SR E )
oo 2m

ou l'on a remplacé le champ fondamental par le champ doublé, et le coefficient d’absorption par celui du

systeme a deux niveaux effectif introduit ci-dessus. D’apres I'éq. 2.35, ce dernier s’écrit

~ 2 ~ 2
04(2)((,0) _ Nw (( |feg|“Teg lfteg|“Teg >

cohe \ (w — weg)? + Fzg B (W+ weg)? + Fgg

10. Ezprimer £ (w) a Vaide d’une intégrale portant sur £(W'). Montrer que | (w)| est majorée

par la valeur obtenue pour une impulsion de méme spectre mais limitée par transformée de Fourier.
Par définition, £ () = £(¢)?, donc d’apres 1'éq. A.11, on a

“+o00 w/
ED (W) = LEw) ® E(w) = / £(W)E(w — )

2 2T

— 00



202 APPENDICE D. PROBLEMES CORRIGES

d’ou 'on déduit

—+oo /
w2 [l ew - w)5e

ce qui est la valeur que I'on obtiendrait pour une impulsion de méme spectre mais limitée par transformée

de Fourier (i.e. de phase spectrale nulle).

11. Que dire de | (wey)|? lorsque la phase spectrale de impulsion est telle que p(w') = —p(Weg —
W'). Interpréter ce résultat a laide du retard de groupe T4(w') des différentes composantes spectrales

contribuant a l’absorption biphotonique.

Le champ doublé a la fréquence w,, s’écrit

1

+oo w/
£ ) = 5 [ BN IEw = o) exp (i () + plurg — ') o

On remarque que lorsque la condition de phase antisymétrique proposée dans I’énoncé est vérifiée, le terme
de phase apparaissant ci-dessus disparait. Le spectre doublé a la fréquence we, est donc le méme que celui
que l'on obtiendrait pour une impulsion limitée par transformée de Fourier, bien que I'impulsion puisse étre
beaucoup plus longue. En dérivant la condition de phase antisymétrique par rapport & w’, on obtient la

condition suivante sur le retard de groupe
Tg(W') = Ty(weg — ')

ce qui signifie que les composantes spectrales symétriques par rapport a we, arrivent simultanément, et
explique qu’elles puissent se combiner avec la méme efficacité que pour une impulsion limitée par transformée
de Fourier. Naturellement, cette condition n’est valable que pour une fréquence somme égale a w,. Pour
d’autres valeurs de la fréquence somme, le spectre doublé est tres atténué car les composantes spectrales

n’arrivent pas simultanément et ne peuvent donc pas se combiner.
12. Décrire qualitativement ce qui se produit lorsque p(w') # —p(weg — w').
Dans ce cas, on a des interférences destructives dans l'intégrale et le spectre doublé sera atténué.

13. Discuter les deux figures ci-dessous, extraites de l’article de Pastirk et al., Opt. Ezpress 11,

1695 (2003).
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[(%) (A
= 1 1 0
8 0
(% B = . __(_.){ -
o =
9 & . ;
+— é .
5 1 o) ).
5
< .

0 400 490 pH=6 pH=10 T Y (nm) 900

Fig. 2 : Experimental demonstration of pH-sensitive
selective two-photon microscopy. The sample being
imaged has an acidic (left side of the frame at pH 6) and a
basic (right side of the frame at pH 10) region, both labeled
with HPTS. The left panel shows the images obtained
using 21-fs transform limited pulses centered at 842 nm (a)
and shaped pulses with a spectral phase that maximize pH
6 (b) or pH 10 (c) fluorescence.

Wavelength A , nm
Fig. 1 : Calculated power spectrum of E(t)? for
transform-limited pulse (black). Absorption

spectrum for HPTS at pH 10 (red line) and pH
6 (blue line).

Dans le cas de la Fig. 2A, le spectre doublé, représenté Fig. 1, a une grande largeur spectrale et excitera
les deux especes, de pH 6 et 10. Dans le cas de la Fig. 2B, la phase spectrale est non nulle et est anti-
symétrique autour de la longueur d’onde 830 nm. Le spectre doublé sera donc tres atténué sauf autour de
la longueur d’onde 415 nm. D’apres les spectres d’absorption représentés Fig. 1, 'espece a pH6 sera excité
sélectivement comme cela est confirmé par I'image représentée Fig. 2B. De méme, pour la Fig. 2C, la phase
est antisymétrique autour de 860 nm, ce qui maximise le spectre doublé a 430 nm, et maximise donc la fluo-
rescence de ’espece a pH10. Cette méthode d’imagerie sélective, démontrée ici dans le cas d’une molécule en

solution [57], a pu étre également appliquée a la microscopie non-linéaire d’embryons de drosophile [58].

D.7 Oscillateur femtoseconde (2008)

Durée : 1h30
Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

Probleme proposé par Manuel Joffre et Francois Hache.

L’objet de ce probleme est d’étudier la propagation d’une impulsion dans une cavité laser
produisant un train stationnaire d’impulsions femtosecondes. La figure ci-dessous représente le

schéma du laser:
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p2 Ti:S

=
M2 P1 /
(.

\\ <

Laser de pompe |

La cavité est constituée d’un cristal de saphir dopé au titane (Ti:S) et d’un ensemble de deux
prismes P1 et P2 permettant d’introduire une dispersion de vitesse de groupe négative, ajustable
par translation du prisme P1. Le chemin optique entre les deux miroirs extrémes de la cavité, M1
et M2, est noté L. On rappelle que la production d’un train d’impulsions courtes résulte de 'effet
conjugué de la dispersion de vitesse de groupe négative intervenant dans la ligne de prismes et de
I'effet Kerr optique intervenant dans le cristal de saphir.

On traite la propagation dans la cavité a I’aide d’un modele a une dimension, et on appellera z la
coordonnée le long du trajet du faisceau. On appellera A(z,t) I'enveloppe complexe de I'impulsion
exprimée dans un référentiel se propageant a la vitesse de groupe, ce qui signifie que pour toute
|2 restera centrée en t = 0. De méme, la fonction |A(z,w)|?

valeur de z la fonction |A(z,t) sera

supposée centrée en w = 0. On admettra que 'action de la ligne de prisme sur 'impulsion se
traduit par 'ajout d’une phase spectrale purement quadratique p(w) = 3¢"w?, ot ¢ est négatif.
Par ailleurs, on négligera la dispersion linéaire intervenant dans le cristal de saphir, supposé tres

peu épais, ce qui permettra d’écrire I’équation de propagation dans le cristal sous la forme

i % = —|A(z, 1) 2 A(z,t) (D.6)

ou 7 est le coefficient de non-linéarité Kerr dans le cristal.
Partie I : Quelques valeurs numériques

La puissance du laser de pompe est de 5 W. Le rendement du laser femtoseconde est supposé égal
a 10 %, et la transmission du miroir de sortie M1 est de 2%. Enfin, on donne la longueur de la
cavité, L = 1.5 m.
1.1 Quel est le taux de répétition du laser ?

Le temps mis pour parcourir la cavité est 2L /¢ = 10 ns. Le taux de répétition est donc de 100 MHz.

1.2 Quelle est l’énergie par impulsion ?
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Compte tenu du rendement, la puissance moyenne du laser femtoseconde est de 500 mW. En divisant
par le taux de répétition, on obtient une énergie par impulsion produite égale a 5 nJ.
1.3 Déterminer ’énergie de limpulsion circulant dans la cavité.

Il suffit de diviser I’énergie de I'impulsion produite par la transmission du miroir de sortie, 0.02. On

obtient donc une énergie par impulsion de 250 nJ.
Partie II : Modele continu

On supposera dans cette partie que la déformation de I'impulsion lors de sa propagation dans
la cavité est suffisamment faible pour qu’on puisse distribuer I’effet des prismes et du cristal tout
le long de la cavité. Cette approximation permet de traiter la propagation dans la cavité comme si
I’impulsion se propageait dans un milieu homogene effectif d’épaisseur L, en obéissant a I’équation
de Schrédinger non-linéaire

COA K 9PA

i 22 -2 02 ’Yeff|./4(z,t)|2A(z,t) (D.7)

ol k{ est un coefficient de dispersion effectif et Yo est un coefficient Kerr optique effectif, supposé
positif. On rappelle que lorsque k{j est négatif cette équation admet une solution stationnaire

appelée soliton et s’exprimant
exp (zlg‘g—/;)
t) = Ag———~-L D.8
Alz,1) = Ao cosh(t/T) (D-8)

ou, dans ’espace des fréquences,

k(|2
Az, w) = FTAOGXP<2272) (D.9)
’ cosh(rwt/2) '

avec la condition

Yett| Aol 7% = [KG| (D.10)

L’objet des deux premieres questions de cette partie est de déterminer les valeurs des coefficients
effectifs introduits plus haut pour que le modele représente bien 'effet des prismes ou du cristal
dans le cas simple ot un seul de ces deux éléments est présent dans la cavité.

2.1 Ecrire puis résoudre dans l’espace des fréquences I’éq. D.7 sans le terme non-linéaire (e = 0).
En considérant la propagation sur une distance L, déterminer la relation entre le paramétre "

introduit plus haut et le coefficient de dispersion de vitesse de groupe effectif ki .

En posant 7.¢ = 0 et en écrivant ’équation dans 'espace des fréquences, on obtient

C0A Ry o,
e A(z,w)
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dont la solution s’écrit

A(z,w) = A(0,w) exp(i
On en déduit ¢"” = k{ L.

2.2 Ecrire 1’éq. D.7 sans le terme de dispersion (ki = 0) puis montrer que l'intensité temporelle
I(z,t) = |A(2,1)|?, qui sera simplement noté I(t) dans la suite, ne dépend pas de z. En comparant la
solution de cette équation, pour une distance de propagation égale d L, avec la solution de ’éq. D.6,

pour une distance de propagation égale a L., on en déduira une relation entre v et Yef-
L’équation de propagation en régime non dispersif s’écrit

. 0A
i 5= 7'}/eff|A(Z,t)|2A(Z,t)

On en déduit aisément que |A(z,t)|? = I(t) est indépendant de z, ce qui permet d’écrire

C0A
i 5 = et L(t)A(z,1)

et
A(L,t) = A(0,t) exp (iren! () L)

L’effet du cristal se ramene donc & une phase temporelle ®(t) = vegI(t)L. Avec I’éq. D.6, on aurait obtenu

®(t) = yI(t)L.. En identifiant les deux expressions, on en déduit

L.
Veft = ’yf

2.3 En supposant que l'impulsion se propage dans la cavité sous la forme du soliton introduit plus

haut, établir une relation entre 7, |¢"|, v, L. et

—+o00
w:/‘|mzmwu

—0o0

grandeur proportionnelle a l'énergie de l'impulsion. Décrire qualitativement la variation de la durée
et de la largeur spectrale de limpulsion en fonction du paramétre |¢”| (d énergie par impulsion

constante).

On obtient vL.|Ag|*7* = |¢"|. Par ailleurs,

+oo +oo 1
w = Azt 2dt=A2/ —————dt = 2| Ap|?
|G ora =l [t =l

Donc

I/‘

yLowt = 2|
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Pour w constant, la durée de I'impulsion est proportionnelle & |¢”|, tandis que la largeur spectrale est

inversement proportionnelle & |¢”|.

2.4 La figure ci-dessous, extraite d’un article de P.F. Curley et al. (Opt. Lett. 18, 54 (1993))
représente une série de spectres produits par un laser femtoseconde pour différentes positions d’un
des prismes de la cavité. La dispersion nette de la cavité est négative et |@"| diminue lorsque l’on

va de bas en haut (ce qui signifie que ¢ augmente).

INCREASING POSITIVE DISPERSION —

700 750 800 850 9
WAVELENGTH (nm)

o

0

Les spectres obtenus vous semblent-t-ils en accord qualitatif avec le modéle ?

La surface du spectre est approximativement constante, ce qui signifie que 1’énergie de 'impulsion est

bien constante. On vérifie que la largeur spectrale augmente lorsque |¢”| diminue, ce qui correspond &
une impulsion de plus en plus courte. Les résultats expérimentaux sont en accord qualitatif avec le modele
théorique. Toutefois, pour de petites valeurs de |¢”|, le spectre se déforme et ne ressemble plus & une sécante
hyperbolique carrée.
2.5 Les miroirs M1 et M2 sont maintenant tout deux remplacés par des miroirs dont le coefficient
de transmission est égal a 1 %, ce qui permet d’observer les impulsions sortant par M1 et par M2.
On observe que ces impulsions n’ont pas la méme durée, les deux valeurs mesurées étant 35 et 52 fs
(a ce stade on ne précise pas de quel coté du laser sort l'impulsion la plus courte). Ce résultat vous
semble-t-il compatible avec le modéle utilisé ?

Ce résultat est en net désaccord avec le modele, qui pré-suppose que 'impulsion ne se déforme pas lors
de sa propagation dans la cavité.

2.6 Calculer Uordre de grandeur du déphasage non-linéaire causé par la propagation dans le cristal,

sachant que lindice non-linéaire du cristal de saphir (d’épaisseur L. = 2mm) est ny = 3 X
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1072°m?2/W. On prendra pour cette question une impulsion de forme rectangulaire de durée égale d
40 fs. On supposera que le profil spatial est un disque homogéne de rayon 20 pm. Que pensez-vous
du résultat obtenu ¢

Le déphasage non-linéaire est égal & nal(27/\) L., ot I est ici I'intensité en W/m?2. D’apres les valeurs
données, on a I = 250 x 1079 / (40 x 107 x 7(20 x 107%)?) ~ 5 x 10®W/m?. Sachant d’apres la figure
de la question 2.4 que la longueur d’onde centrale est environ 0.8 um, on en déduit ® = 3 x 10720 x 5 x
101 x (27/0.8 x 1076) x 2 x 1073 ~ 2.4 rad. Ce déphasage est loin d’étre négligeable devant 7, ce qui signifie
que I'impulsion est fortement déformée lors de sa propagation dans le cristal (en accord avec I’observation
expérimentale de la question précédente). Le modele continu n’est donc pas adapté et il est nécessaire

d’utiliser un autre modele physique pour rendre compte de la propagation dans la cavité.
Partie III : Modele discret

On se propose d’utiliser maintenant un modeéle prenant en compte la nature discrete des éléments
introduits dans la cavité, comme représenté dans la figure ci-dessous, ou ¢” représente la ligne de

prismes et  le cristal de saphir.

M1
"
4, 7/ a
(0 A >

On considere les enveloppes A;(t) du champ aux points indiqués et les variances associées Atjz et

M2

ijz. On s’intéressera a une solution stationnaire telle que 'enveloppe se reproduise identique a

elle-méme (& une phase pres) apres un tour de cavité, soit As(t) = e A;(t). Pour cela on déplie la

cavité et on décrit un aller-retour dans la cavité selon le schéma ci-dessous.?

Ay A, As Ay As

" /4
ko ko Vet Vet

Z, L Z, L Z; L Z, L Zg

3.1 Montrer que 4 parmi les 5 At; sont identiques. Montrer de méme que 4 parmi les 5 Aw; sont

identiques.

3on n’attachera pas d’importance au fait que la distance parcourue soit 4L au lieu de 2L car le résultat final sera

indépendant du choix de L.
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Pour une solution stationnaire, on a nécessairement At; = Ats et Awi; = Aws. De plus, on sait d’apres
la question 2.1 que la propagation dans la ligne de prisme ne modifie pas le spectre, donc Aw; = Aws = Aws.
Seul Awy prend une valeur différente. De méme, on sait d’apres la question 2.2 que la propagation dans le

cristal conserve l'intensité temporelle, donc Atz = Aty = Ats. Seul Aty prend une valeur différente.

3.2 Rappeler la forme générale de la variation avec z de At(2)? dans un systéme dispersif. Déduire
des résultats de la question précédente le centre de symétrie de cette fonction puis en déduire une
relation entre Aty, Aty et Aw,. Représenter graphiquement la fonction At(z)? en fonction de z
dans Uintervalle [z1, z5] puis discuter & nouveau les résultats expérimentaux de la question 2.5. On

indiquera de quel coté de la cavité sort impulsion la plus courte.

On sait d’apres le cours que la fonction At(z)? est une parabole, le coefficient de 22 étant égal a kfj? Aw?.
Par ailleurs, on sait d’apres la question précédente que At(z1)? = At(z3)?, donc le sommet de cette parabole

est nécessairement en z = zo. On en déduit la relation
At(2)? = At(22)* + k2 Aw? (2 — 22)?

et donc

At = At = At + ¢ Aw?

La durée d’impulsion la plus courte est donc Ats, qui correspond a la sortie M2 de la cavité (35 fs), qui est

nettement plus courte que I'impulsion sortant par le miroir M1 (52 fs).

3.3 On considére maintenant [’évolution de la largeur spectrale lors de la propagation dans le
cristal. Ecrire expression de la phase temporelle ®(z,t) pour z5 < z < z5, puis écrire la fréquence
instantanée Q(z,t) = —d®/dt. En déduire les moyennes par rapport au temps (Q(z,t)) et (Q(z,1)?),
puis la variance correspondante AQ?. On rappelle que la variance de la fréquence s’écrit Aw? =
Awd_o+A02, ot Aw?_, serait la variance obtenue en l’absence de phase temporelle (voir éq. A.3/
du cours). En déduire la forme générale de Aw(2)? puis une relation entre Aws et Awy. Représenter

la fonction Aw(z)? dans Uintervalle [21, 25).

On a vu a la question 2.2 que ®(z,t) = P(z3,t) + Verr(z — 23)I(t). On en déduit que la fréquence

instantanée s’écrit

do dl
Qz,t) = T Q(z3,t) — Yot (2 — Zs)a-

donc

(Q(z,1)) = (zs,1)) — Yerr (2 — 23) <Ccllff—> .

Or (Q(z3,t)) est nul par hypothese. Par ailleurs,

+oo
[VI@%ﬁ:%MWﬁz:O
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donc (Q(z,t)) = 0, en accord avec I’hypothese effectuée dans I'introduction. Par ailleurs,

2
<Q(z7t)2> — <<Q(z3,t) — Yot (z — 23)LZ> > .

Donc AQ(2)? est un polynome du deuxieme degré en z. Il en va de méme pour Aw(z)?. Sachant que

Aws = Aws, on en déduit que cette parabole est centrée sur z4, donc

2
Aw(2)? = Aw? + 72 (2 — 24)? < (g) >
I

d 2

I\’
Awl = Aw? = Aw; + L2 <<dt> >

3.4 La figure ci-dessous, extraite d’un article de P.F. Curley et al. (J. Opt. Soc. Am. B 10, 1025

et

ou encore

(1993)), représente les spectres mesurés pour les deuz sorties de la cavité.

1.0 T T

o
oo
—
B

o
(o]
ML

o
>
I

INTENSITY (A.U.)

o
)
T

!
1]
I3
14
i
;

0.0 Lomamasnt
760 780 800 820
WAVELENGTH / nm

Pouvez-vous expliquer ce résultat et indiquer a quel spectre correspond chacune des deux sorties M1
et M2 de la cavité ?

On a vu a la question précédente que le spectre de I'impulsion est plus étroit au point z4, qui correspond
a la sortie du coté du cristal par le miroir M1. Ce spectre correspond a la courbe en pointillé. Le spectre
en trait plein correspond a la sortie par le miroir M2, et est associé a une impulsion plus courte comme
mentionné a la question 3.2.
3.5 Décrire qualitativement la propagation de l'impulsion dans la cavité, en indiquant notamment
la dérive de fréquence de l'impulsion aux différents points de la cavité et les phénomenes physiques

venant modifier la forme temporelle ou spectrale de l'impulsion.
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En résumé, I'impulsion est plus courte du c6té du miroir M1. Elle traverse alors les prismes et acquiert
une dérive de fréquence négative qui lui donne une durée plus longue avant d’entrer dans le cristal de saphir.
Elle subit alors un phénomene d’automodulation de phase dans le cristal de saphir. Pour une impulsion
limitée par transformée de Fourier, I’automodulation de phase élargit le spectre, mais pour une impulsion a
dérive de fréquence négative, c’est le contraire qui se produit: le spectre se rétrécit jusqu’a ce que 'impulsion
soit limitée par transformée de Fourier en sortant du cristal. Une partie de I'impulsion peut sortir par le miroir
M1. Cette impulsion est limitée par transformée de Fourier mais est plus longue et a un spectre plus étroit
que pour 'autre sortie de la cavité. L’impulsion repasse alors dans le cristal de saphir ou I'automodulation
de phase élargit son spectre et produit une impulsion a dérive de fréquence positive, qui sera annulée lors

de la traversée de la ligne de prisme pour produire une impulsion courte et de spectre large au niveau du

miroir M2.
A K % K A Vetr Ay Vetr As
At(2)
M2 M1 ’«
Aw(z) 2

Meéme s’il explique une partie des phénomenes observés dans un laser femtoseconde, le modele développé ici
reste tres incomplet car il ne prend pas en compte les effets spatiaux de lentille de Kerr qui contribuent a
privilégier le régime impulsionnel. En outre, la dispersion du troisieme ordre, qui n’a pas été prise en compte
dans ce probleme, limite la largeur maximale des spectres que ’on peut obtenir dans une telle cavité et
explique les deux pics observés pour de faibles valeurs de |¢”| sur les spectre de la figure de la question 2.4.

3.6 On fait Uhypothése simplificatrice que l'impulsion est de forme gaussienne, supposée limitée par
transformée de Fourier en deuz points de la cavité que l’on précisera. Etablir un systéeme de deux
équations portant sur At? et At3, puis retrouver une relation similaire a celle obtenue a la question
2.8 dans le cas ot 7y et " tendent vers zéro. Pour comparer les équations obtenues, on utilisera
le fait que, pour une impulsion de type soliton comme celle décrite par ’éq. 3, on a At = T77%/12.

On donne également

1 +o00 $2 J . 1 400 ) x2 4 9
—_— ex Y T = et 7/ r°ex Y T =o0".
o/ 2m /_oo P\ a2 ov2r oo Pl 75,2

C’est naturellement au niveau des miroirs M1 et M2, qui correspondent tout deux a des minima du pro-
duit AtAw, que I'impulsion sera supposée limitée par transformée de Fourier. L’impulsion étant gaussienne,
on a AtaAws = 1/2 et AtyAwy = 1/2. Sachant que Aw; = Awy = 1/(2At3), le résultat de la question 3.2
s’écrit

72

A2 =A2+ ¥
! 2t 4Nt
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Par ailleurs, sachant que Aws = Awy = 1/(2At) et que Awy = 1/(2At4) = 1/(2At1), le résultat de la

1 1 oy | (dIN?
- L fl
ng  1ag ) C<(dt>

Pour calculer ce dernier terme, on utilise

question 3.3 peut s’écrire

I =—"_¢ ( e >
= — X _——
Atver P\ 248

et, en exprimant la valeur moyenne pondérée par la densité de probabilité I(¢)/w, on obtient

dr\? 1 [t /dI\?
<<dt)> - () ow
_ w’ /+Oot2 3t dt
OAB(2m)32 J_ o At} B EYN?

= 711}2 & 31/+Oox2«3x —x—2 dx
AB2n)32\ V3 ) AE ) PL73

w2

677\/§At‘11

On en déduit donc le systeme d’équations

12

A2 = A2+ -F
! 2t 4At2
1 1 5 o 2w
— = ——+y L
At3 Az 3mV/3At

qui permet de calculer les durées des impulsions sortant des deux cotés de la cavité. On peut retrouver le
résultat de la partie II en supposant que la non-linéarité et que la dispersion sont faibles, ce qui permet de

supposer que la déformation de I'impulsion est faible (At proche de At;). La premiere équation donne

) ) S0//2 ) s0//2
At = Aty — ~ At — ——
2 b 4Ae YN

et

1 1 12
NN (1 +4 4)
Ats  Atf 4AL]
En remplacant dans la deuxiéme équation, on obtient

1 12 1 2 2
—+ L4 . :72+72L‘2:L
At?  AALY At 3mV/3At

3mv3
ety = [ < g

Le résultat de la question 2.3, exprimé a l'aide de 1’écart quadratique moyen, s’écrit

soit

7T2 12 1!
yL wAty = g\w | = 1.64]¢"|
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Les deux résultats sont donc tres proches, I'écart provenant des hypotheses différentes sur la forme de
I'impulsion. On a donc montré que le modele discret, qui rend mieux compte des observations expérimentales,
redonne les résultats du modele continu dans le cas limite ou la déformation de I'impulsion au sein de la

cavité peut étre négligée.

D.8 Fagonnage d’impulsion (2009)

Durée : 1h30

Le cours et les notes personnelles sont autorisés.

1l est vivement recommandé de consulter au préalable le formulaire situé a la fin de ce docu-
ment, puis de s’y reporter régulierement, car on y trouvera certaines formules mathématiques utiles
a la résolution du probléme. Les quatre parties peuvent le plus souvent étre traitées indépendamment

a condition d’admettre les résultats annoncés dans le sujet.

De nombreuses expériences utilisant des impulsions femtosecondes nécessitent un controle précis
de la forme temporelle des impulsions, par exemple pour compenser la déformation subie lors de la
propagation, ou bien pour des expériences de controle cohérent. On utilise pour cela un dispositif
de fagonnage d’impulsion, ou fagonneur, qui est en fait un filtre linéaire programmable caractérisé
par sa fonction de transfert complexe R(w), déterminant la relation entre l'impulsion incidente,
Ein(w), et I'impulsion produite par le faconneur, Eyt(w). On a ainsi Epu(w) = R(w)Ein(w), ou
encore Epue(t) = R(t) @ Ein(t) dans le domaine temporel. Comme il s’agit d’un filtre passif, on
a obligatoirement |R(w)| < 1, ce qui signifie qu’il n’y a pas d’amplification. Dans le cas idéal,
le faconneur permet de programmer le module et la phase de la fonction R(w). Un exemple tres
répandu de fagonneur est le dispositif représenté Fig. 1 et 2, et dont I’étude approfondie fait I'objet
de ce probleme. La Fig. 1 représente le trajet des différentes composantes spectrales constituant
I'impulsion, tandis que la Fig. 2 représente la propagation du faisceau lumineux associé a la longueur

d’onde centrale.
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f f A f
< =A< :I

E

Plan de Masque
Fourier  programmable

=

Fig. 1

Le faisceau incident est tout d’abord diffracté sur un réseau de diffraction, qui décompose les
différentes composantes spectrales de I'impulsion. Chaque longueur d’onde est focalisée dans un
plan appelé plan de Fourier situé dans le plan focal d’une lentille cylindrique, placée elle-méme a
une distance f du réseau de diffraction. Un masque, utilisant par exemple une matrice de cristaux
liquides adressable spatialement et caractérisé par sa fonction de transfert complexe M (z) permet
de controler le module et la phase en chaque point du plan de Fourier. Puis le faisceau initial est
reconstitué a l'aide d’un arrangement symétrique. Dans le cas ou le masque est neutre (M (x) = 1),
I'impulsion initiale est reconstituée identique a elle-méme. A l'inverse, une modification de la

fonction de transfert du masque permet de modifier la forme de 'impulsion transmise.

Fig. 2
Partie I : Introduction

1.1 On rappelle que la diffraction sur un réseau de période d obéit a la relation

sina + sin B(A) = (D.11)

aul >
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ot « est l'angle entre le faisceau incident et la normale au réseau, tandis que B(A) (ou B(w)) est
Uangle du faisceau diffracté. On appellera By = (B(wo) 'angle associé au faisceau diffracté pour la
fréquence centrale, wy, de l'impulsion (voir Fig. 2). On appellera x(w) la coordonnée dans le plan
de Fourier ou est focalisée la composante de fréquence w, en supposant que la fréquence centrale
wo est focalisée au centre (x = 0). En effectuant un développement au plus bas ordre en w — wy,

montrer que z(w) = §(w — wp), ou & est un facteur que l'on déterminera.

Lorsque w est suffisamment proche de wg, on a

z(w) = —f(B(w) — Bwo))

en utilisant comme convention que I'angle [y représenté Fig. 2 est positif. On obtient alors

d
2(0) = 9 (1~ wo) = £(w — w)
avec
dp d\
=t
En dérivant I'éq. D.11, on obtient
d 1
cos 6£ =3
Par ailleurs, A = 27¢/w, donc
ax _ _2me
do W}
d’ott 'on déduit
2rfe
§ = P eos B
wg cos (o

1.2 On considére une impulsion limitée par transformée de Fourier, de forme gaussienne, et de
durée At = 10 fs (au sens de ’écart quadratique moyen). Quelle sera l’extension Ax (au sens de
lécart quadratique moyen) du faisceau dans le plan de Fourier ¢ On donne la longueur d’onde
centrale, Ao = 800 nm, le nombre de traits par mm gravés sur le réseau, 1/d = 300 mm~?, I’angle

d’incidence du faisceau sur le réseau, o = 10°, et la distance focale, f = 250 mm.
D’apres la question précédente, on a

A3 A3
Ar=—"—"  Aw=—-""
v 2med cos By “ 4dmed At cos By

o 'on a utilisé Aw = 1/(2At) pour une gaussienne limitée par transformée de Fourier. Par ailleurs, d’apres

I’éq. D.11, on a By = 3.8° et cos fy = 0.998 ~ 1. On obtient donc

Az ~ 1.27mm
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1.3 On cherche a utiliser le fagonneur pour produire deux répliques de l'impulsion incidente décalées

["une par rapport a ’autre d’un retard T:

Eout(t) = (Ein(t +7/2) + Ein(t —7/2)) (D.12)

Déterminer le module et la phase de la fonction de transfert correspondante. Calculer la valeur de
1 associée a la meilleure transmission possible pour ce filtre (en supposant que T est trés supérieur
a la durée At de impulsion incidente). Comment cette transmission se compare-t-elle a celle d’un

interférométre de Michelson que l'on aurait utilisé pour réaliser la méme fonction ¢

En prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient

Eout(w) = n(exp(—iwT/2) + exp(iwT/2))Ein(w) = 21 cos(wT/2)Eipn(w)

On a donc R(w) = 2ncos(wt/2) et |R(w)| = 21| cos(wT/2). La phase & appliquer est une fonction périodique
de période 27/7 et qui vaut 0 lorsque le cosinus est positif et 7 lorsqu’il est négatif. Comme |R(w)| < 1,
on a 2n < 1. La valeur maximale que 1’on puisse prendre pour un filtre passif est donc n = 1/2. Chacune
des impulsions comporte donc 7> = 1/4 de I'énergie de 'impulsion incidente. C’est exactement ce qu’on
aurait obtenu avec un interférometre de Michelson, puisque chaque impulsion passe deux fois par une lame
semi-réfléchissante, soit une transmission de 25% par impulsion, et une transmission globale de 50 %. Le

fagonneur permet donc de réaliser exactement la méme fonction qu’un interférometre de Michelson.
Partie II : Modélisation d’une ligne 4f

L’objet de cette partie est de modéliser la partie centrale du fagonneur (& ’exception des réseaux

de diffraction), appelée ligne 4f et représentée & nouveau Fig. 3.

XA

Fig. 8

Le systéme étant invariant par translation selon la dimension y (perpendiculaire au schéma des
Fig. 1 & 3), on ne considérera qu’une seule variable transverse, z, et le champ sera donc caractérisé

par la grandeur complexe £(z,w) en différents points du dispositif, comme représenté Fig. 3. Pour
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éviter toute confusion, on utilisera la notation I3 (kz,w) pour exprimer le champ dans ’espace des
fréquences spatiales, qui est relié a £(z,w) par les relations de Fourier habituelles (voir eq. D.23 et

D.24).

On rappelle les relations de transfert entre le champ entrant, £, et le champ sortant, £ pour

les éléments optiques suivants:

e Propagation libre sur une distance L

B B 2
E'Nky,w) = E(ky,w) exp (—i];‘zch + ziL) (D.13)

e Traversée d’une lentille de distance focale f

2

& (x,w) = E(x,w) exp <—z(;)jfc> (D.14)

2.1 On considére tout d’abord la premiére moitié de la ligne. Exprimer le champ & en fonction de
Es, puis E3 en fonction de &y, puis E en fonction de E. En déduire Uexpression de g4(kw,w) en
fonction de la fonction &. On explicitera le produit de convolution obtenu pour finalement exprimer

g4(k:$,w) en fonction de &;.

En appliquant les relations données plus haut, on a, pour la propagation libre,

i : 2,
Baha) = oo (2 45 )

et

54(]91,(4]) — (c:j(kz,w) exp <Zuj(’f _ Zk?ccf>

et, pour la traversée de la lentille,

2
Es(z,w) = E(x,w) exp <_ngxc>

Cette derniere relation peut également s’écrire dans 1’espace de Fourier comme un produit de convolution.

En utilisant 1’éq. D.26, on obtient

- 1 - s [27fe . ck%
k) = gttt ot P o (%)
- i 2rfe & (1) ﬁ 2 2 / dk;/c
= e \/T/Sg(k;w,w)exp <z2w(kw+k‘w 2k k) o
e 2w fe ~ fc dk;c

= eliewf/c\/Tf/gl(k;aw) €xp <Z§w(k§:_2kmk;)> o
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soit

Erlhnrw) = exp(""f cf

i 2 fc [ 4 fe dk],

i Jiwf/c / S22 9 / T

) e'te - /Sl(k:m,w) exp (z 2w(k‘$ k‘,;k;w)> o

= ei%ezi‘”f/ﬂ/i%rfc /&(kfmw) exp <if6k$ k;) it

w : w 2T

= ei’%em“’f/cu Lﬂfcgl (— kaI,w>
w w

2.2 En prenant la transformée de Fourier de I’équation obtenue ci-dessus, et a l'aide d’un change-
ment de variable approprié, exprimer Ei(x,w) a l'aide de la fonction E1. Discuter les résultats

obtenus auzr questions 2.1 et 2.2.

Ei(z,w) = /54(kx,w)exp(ikxx)%

o 2 k dk,
€l4e2lwf/c\ﬁﬂ-fc/gl <_fc x7w> exp(ik:l;x)ix
w w 2w
o 2
- el4e2lwf/c\/7 %Q:fc/&(w,,w)exp <—z'c;ix’> dz’
_ T 2iwf/c W s (W
e'te \/;fcgl (fc’w>

On observe que les champs a une distance f de part et d’autre de la lentille sont transformés de Fourier I'un

de l'autre, propriété qui est a la base de 'optique de Fourier.
2.3 On considére maintenant la ligne 4f dans son ensemble, comme représenté Fig. 3. L’effet
du masque est simplement donné par la relation Es(x,w) = M(x)E4(x,w). Exprimer E(ky,w) en

fonction de Es puis montrer que

_ dw -
k) = iexp (i20) 2 (Ch)E (~hrv) (D.15)
c
ot ( = —fc/w.
La relation entre & et & est évidemment la méme que celle entre & et &. D’aprés la réponse & la

question 2.1, on a donc

Ss(kp,w) = eiFediwlle 2rfee (_fckm,w>
w w

i T 2w f /2 T T
— eijeZzwj/c 7TfCM _ka > & (_ ka w
w w

et /e ny <— feks &1 (—kgyw)

w

S

ce qui est bien la relation demandée.
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2.4 Donner l'interprétation physique du facteur exp(idwf/c) et indiquer un changement de variable
simple sur le champ Epyi(x,t) permettant de s’en affranchir. Dans la suite du probléeme, on utilisera
donc lexpression simplifiée

Es(kypyw) = iM(Cky)E1(—ky, w) (D.16)

Ce facteur est une phase spectrale linéaire qui correspond simplement & un retard temporel 4f/c qui
n’est autre que le temps mis par la lumiere pour parcourir la distance 4 f entre I'entrée et la sortie de la ligne.
C’est donc un terme trivial qui pourra étre simplement ignoré dans la suite en considérant &, (z,t — 4f/c)
au lieu de Eyye(x,1).

2.5 Discuter le résultat obtenu en l’absence de masque (M(x) = 1), puis dans le cas général. Quel
type d’opération ce dispositif permet-il d’effectuer ¢

En I'absence de masque, on obtient & (ky,w) = i) (—ky,w) et E(z,w) = i€ (—x,w). Le champ obtenu
est une image parfaite du champ incident avec un grandissement égal a -1, ce qui est bien ce que l'on
attend d’apres Uoptique géométrique. On obtient un déphasage de 7/2 par passage au foyer au lieu de 7

habituellement car il s’agit ici de lentilles cylindriques et non sphériques (on a une seule dimension transverse

au lieu de deux). En présence du masque, on a

- wx
Es(r,w) =iM | —— | @ &z, w)
fe
Le champ obtenu est donc le produit de convolution entre le champ initial et la transformée de Fourier du
masque, ce qui permet d’effectuer des fonctions utiles comme des produits de corrélation entre deux images

ou encore le filtrage spatial d’un faisceau lumineux.
Partie III : Modélisation du dispositif de fagconnage

On s’intéresse maintenant a la modélisation du fagonneur dans son ensemble, tel que représenté
Fig. 1. Il s’agit pour cela de prendre en compte 'effet de la diffraction sur les réseaux placés en
amont et en aval de la ligne 4f étudiée lors de la partie précédente. On appellera &, (x,w) le champ
incident juste avant la diffraction sur le premier réseau, et Eyut(x,w) le champ produit juste apres

la diffraction sur le second réseau, avec le choix d’axe transverse x comme représenté Fig. 1.

3.1 On admet que la diffraction sur le premier réseau peut étre caractérisée par la relation
E1(2,w) = Vb (bx,w) exp (iy(w — wo)z) (D.17)

ot b= cosa/cosfy et
B 2m
T= wod cos By



220 APPENDICE D. PROBLEMES CORRIGES

De méme, la diffraction sur le second réseau sera gouvernée par la relation

Eout (T, w) = \}ng(a:/b,w) exp (1'y(cu—l)<,‘)0)a:> (D.18)

Commenter les relations ci-dessus sans chercher a les démontrer rigoureusement. On pourra no-
tamment s’intéresser a l’extension transverse du faisceau juste avant et juste apres le premier
réseau, et a la dispersion angulaire du faisceau diffracté.

On sait d’apres le cours qu'un gradient de phase spatiale est 1ié a ’angle de propagation du faisceau

selon la relation

dp w
T Z(/BO )
Le gradient de phase proposé correspond donc a
asg e 2me
dv  wo  widcos o

ce qui correspond bien & la relation que nous avions établie & la question 1.1. Le facteur 1/b dans 'argument
de &;,, correspond a une dilatation du profil transverse du faisceau en raison de la nature non spéculaire de
la réflexion sur le réseau. En effet, si on écrit 'expression de Az? comme une intégrale faisant intervenir
|E1 (2, w)|? o |Ein (b, w)]?, un simple changement de variable fera apparaitre un facteur 1/b6%. D’ott Az; =
Az, /b. Ceci est compatible avec le fait que la projection des faisceaux incident et diffracté est la méme,

soit
Al‘in Al‘l
cosa  cosf

Enfin, la diffraction sur le deuxieme réseau est décrite par une relation similaire a celle pour le premier
réseau, a la différence pres que les roles de « et G sont inversés, ce qui change b en 1/b. Par ailleurs, le terme

de phase spatiale en /b permet de faire apparaitre 1/ cosa a la place de 1/ cos .

3.2 Montrer que
éout(k:x,w) =M ({(bky — y(w — wo)))g’m(ka,w) (D.19)

D’apres 1’éq. D.17, on a

& (kyyw) = \fb/&n(bx, w)exp (1y(w — wo)x) exp(—ikyz)dx

1 kac - 7(("-) B WO) )
= — [ &n2,w)ex (—zx’ dxz’
\/B/ (@', w) exp b

_ %gn (kx —7(;)—wo),w>

On peut de méme exprimer E.u+ en fonction de & en remplagant b par 1/b et v par v/b. On obtient donc

éout(k‘mw) = Vbés (bky — v(w — wp),w)
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iVOM (((bky — y(w — wo)))E1(—bky + (w — wo)),w)

= ZM(C(bk’m — ’Y(w - wO)))gin(_kasz)

Partie IV : Couplage spatio-temporel

4.1 On suppose, uniquement dans cette question, que la divergence angulaire du faisceau est suff-
isamment faible pour qu’on puisse poser k, = 0 dans ’éq. D.19. FExprimer dans cette limite la
fonction de transfert R(w) du dispositif de fagconnage en fonction de la fonction M caractérisant le
masque programmable (on pourra remplacer ¢ par — fc/wo en supposant que la largeur spectrale de

Uimpulsion est faible devant wy). Comparer expression obtenue au résultat de la question 1.1.

On obtient immédiatement

R) = M=o = ) = i (L0 =) ) =it 0o ) ) = i — )

wad cos By

ce qui est en parfait accord avec 'expression de x(w) obtenue en 1.1.
4.2 On cherche a produire une impulsion décalée d’un retard T variable. Donner l’expression de
la fonction de transfert correspondante R(w), puis celle de la fonction M (z) correspondante selon

Uapproximation de la question 4.1.
On a R(w) = exp(iwT) et donc

M(x) = —ie™°T exp (z?)

4.3 Calculer le champ Eoyi(ky,w) que l'on obtiendrait avec le masque M (x) obtenu en 4.2, puis en
déduire expression du champ Eyyi(x,t) en fonction de Eip(x,t). Qu’observe-t-on ?

En remplacant la fonction M par sa valeur dans 1’éq. D.19, on obtient

Eout(kzyw) = exp (in — zli:kw) gm(—k:w,w)

On a donc une phase linéaire dans ’espace des w et dans I'espace des k,. Lorsqu’on effectue une double
transformée de Fourier pour aller de l'espace des (k.,w) vers 'espace des (z,t), chacune de ces phases

linéaires va donner lieu a un décalage.

- dk,, d
Eout(x,t) = //Eout(km,w) exp(ik,z — wt) . %

5 . bt ) dk,. dw
//Em(—k:g:,w) exp (zk;w (x — 7) —iw(t — T)) 5 o
5 ) br . dk, dw
//Em(km,w) exp (zkw (—x + fy> —iw(t — T)) D
Ein <—.’E+ bT,t—T)
Y
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On observe qu’'un décalage temporel de 'impulsion s’accompagne d’'un décalage du faisceau proportionnel
a 7. C’est le couplage spatio-temporel, qui est une limite importante du dispositif de faconnage étudié ici
: toute modification du profil temporel de I'impulsion s’accompage d’une déformation de son profil spatial,
comme illustré ici dans le cas simple d’une translation du profil spatio-temporel.

4.4 La Fig. 4, extraite d’un article de F. Frei et al. (J. Chem. Phys. 130, 034302 (2009)),
représente le profil transverse du faisceau lumineux mesuré en sortie du fagconneur pour T =0 (a)
et 7 =500 fs (b). Commenter le résultat expérimental sachant que les parameétres numériques sont
les mémes que ceur donnés a la question 1.2. A quel type de profil temporel pourrait correspondre
le profil spatial mesuré en (c) ?

(a) (b) (c)

24
&
S S e
g . " -
5 22 : ;

2.1

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
X [mm] X [mm] X [mm]
Fig. 4

Le résultat expérimental est en accord avec la théorie : tout décalage temporel 7 s’accompagne d’un
décalage spatial (b/)7. Le coefficient de proportionnalité s’écrit
b wpdcosa  cdcosa

— = = =1.23 f;
~y 21 Ao pun/fs

Un décalage temporel de 500 fs est donc associé a un décalage du faisceau d’environ 600 pm, ce qui correspond
exactement & I'image observée. La Fig. 4(¢) montre deux taches, ce qui correspond donc a la superposition

de deux impulsions, 'une centrée en t = 0, et 'autre décalée d’environ 1 ps.
N.B. : les valeurs numériques ont été modifiées par rapport a 'article original pour éviter les risques
d’erreurs associés aux angles négatifs correspondant aux valeurs réelles des parametres. Le retard corre-

spondait en fait au double de la valeur indiquée, de méme que le nombre de traits du réseau.

Formulaire

£(6) = [ ) exp(—iwn) 32 (D.20)

2T
flw) = / F(b) expliwt)dt (D.21)

/f(t — 1) exp(iwt)dt = f(w) exp(iwT) (D.22)
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E(z,w) = /(‘j(k:z,w) exp(ikxzn)cg—]j:

E(kyp,w) = /E(x,w) exp(—ikgyx)dx

/ fi(@,w) fo(a, w) exp(—ikyz)de = iﬁ(lcx,m@fz(kx,w) = / Lk, w) fi (ke —KL,

2

2 . 2 k2

223

(D.23)

(D.24)

/

dk
—2 (D.2
w) 52 (D.25)

(D.26)
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