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Présentation du cours

Ce cours est donné aux étudiants de 5¢me année de 1’option Ingénierie Mécanique et Conception
de 'INSA Centre Val de Loire et du Master de Mécanique en région Centre Val de Loire (Master
mention Mécanique, Génie Civil, Matériaux, Structures). Il s’adresse en général aux étudiants en école
d’ingénieur ou en Master de Mécanique désireux d’obtenir un cours introductif aux vibrations non
linéaires.

Le Chapitre 1 permet de mettre en contexte le cours en présentant d’abord quelques généralités sur
non-linéarités en mécanique. Il présente ensuite, a 1’aide d’exemples, certaines propriétés propres aux
systemes vibratoires non linéaires qui seront étudier en détails dans ce cours. Le Chapitre 2 détaille
les techniques qui serviront a I’analyse des systemes vibratoires non linéaires effectuées dans les
chapitres qui suivent. Le for¢cage harmonique de 1’oscillateur de Duffing est étudié dans le Chapitre 3.
La résonance primaire est examinée en Section 3.2 et les résonances secondaires (super-harmonique et
sous-harmonique) en Section 3.3. Le chapitre 4 est consacré a I’analyse de systémes auto-oscillants. Le
cas d’un amortissement négatif induit par le frottement est étudié en Section 4.1 et celui de I’instabilité
aéroélastique d’une aile d’avion en Section 4.2.
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1.1 Généralités sur les systémes mécaniques non linéaires

11 existe en mécanique trois grands type de non-linéarités.

Les non-linéarités matérielles. Loi de comportement non linéaire du matériaux : la relation non
linéaire entre les contraintes et les déformations (loi de Hooke non valable).
Exemples :
— Les matériaux élasto-plastiques. C’est le cas usuel de loi de comportement non linéaire.
— Les matériaux de type €élastomere, en général trés dissipatifs.
— Les alliages & mémoire de forme.

Les non-linéarités géométriques. Elles apparaissent dans des structures ou des mécanismes soumis a
des mouvements de grande amplitude.
Exemples :
— Le pendule.
— Doscillateur de Duffing.

Les non-linéarités de contact. Dans cette troisieme famille, on classe toutes les non linéarités liées au
contact entre solides.
Trois grandes familles :
— Le contact entre solides a travers une surface de dimensions réduite (Loi de Hertz).
— Le frottement sec, qui produit une relation entre les efforts de contact et la vitesse de glissement
fortement non régulicre.
— Les contacts intermittents.



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRELIMINAIRES

FIiGUrE 1.1. Pendule pesant.

Les sections qui suivent se concentrent essentiellement sur 1’étude de systemes vibratoires non
linéaires dont les non-linéarités sont géométriques. Les grandes propriétés (phénomenes « signatures »)
de ces derniers sont :

— Distorsion harmonique des oscillations

— Dépendance des fréquences d’oscillations libre en fonction de 1’amplitude

— Effets raidissant et amortissant

— Résonances secondaires

— Phénomeéne d’hystérésis

— Réponses quasi-périodiques et chaotiques avec sensibilité aux conditions initiales

— Echanges d’énergie entre modes et bifurcations

Tout d’abords ces phénomenes (uniquement ceux indiqués en gras dans la liste ci-dessus) seront
illustrés par des simulations numériques dans les exemples qui suivent, ils seront ensuite étudiés plus
en détails dans les chapitres suivants.

1.2 Exemples illustratifs

1.2.1 Exemple 1 - Réponse libre du pendule pesant

Le pendule pesant (cf. Fig. 1.1) est ’exemple type d’un oscillateur non linéaire. L’équation diffé-
rentielle régissant son mouvement est la suivante :

§+§sin9:0 (1.1)

qui est une équation différentielle non linéaire a cause de la présence de la fonction sinus. Pour des

petits angles, on peut utiliser le développement limité en zéro du sinus :
, 0> 6

s1n9—9—§+§+... (1.2)

Des simulations numériques de (1.1) et de I’équation linéarisée correspondante (i.e. 6 + %9 =0)

sont présentées en Fig. 1.2 pour trois différentes valeurs de 1I’amplitude angulaire initiale : 8y = 0.1x

rad, 8y = 0.757 deg et 8y = 0.957 deg. La vitesse angulaire initiale est & chaque fois égale a zéro. Ces

simulations permettent d’illustrer les deux premieres caractéristiques des oscillateurs non linéaires citées

plus haut. Tout d’abords la distorsion harmonique car on observe en effet que le contenu fréquentiel en

d’autant plus riche que 1’amplitude initiale est élevée. Le contenu fréquentiel du systéme linéaire est le

méme quelque soit I’amplitude considérée (f = ﬁ\/g, ici % = 1 etdonc f ~ 0.16 Hz). On observe
également que la fréquence d’oscillations (celle correspondant au premier pic) du systeme non linéaire

varie (ici diminue) avec I’amplitude d’oscillations.
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FIGURE 1.2. Simulations numériques de (1.1) (bleu) et de I’équation linéarisée correspondante

6+ %0 = 0 (vert). Premiere colonne : série temporelle de 8 ; deuxiéme colonne : série temporelle
de 6 et troisieéme colonne : périodogramme.
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FIGURE 1.3. Force de rappel d’un ressort linéaire (ligne noire), d’ un ressort dont la non-linéarité
est raidissante (ligne rouge) et d’un ressort dont la non-linéarité est amortissante (ligne verte).

1.2.2 Exemple 2 - Réponse forcée d’un oscillateur cubique (oscillateur de Duffing)

1.2.2.1 Effets raidissant et amortissant

Les effets raidissant et amortissant sont illustrés en Fig. 1.3 qui représente la force de rappel d’un
ressort linéaire (F (1) = —ku) et d’un ressort dont la non-linéarité est raidissante (resp. amortissante),
i.e. la raideur apparente est plus grande (resp. plus petite) que la raideur linéaire k. Une facon simple
de modéliser ce phénomene est de rajouté une partie cubique a la force de rappel du ressort : F(u) =
—ku — ksu® dans le cas raidissant et F (u) = —ku + k3u?>, avec k3 > 0 la raideur cubique.
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FIGURE 1.5. Réponse en fréquence d’un oscillateur de Duffing pour différente valeur de a.

Le systéme masse-ressort-amortisseur, dont la force de rappel est non linéaire (ici cubique) est
représenté en Fig. 1.4. En appliquent le PFD on obtient 1’équation du mouvement suivante pour la
masse m :

ii + 2L wott + wiu + au’® = 0 (1.3)

avec a = k3/m. L'Eq. (1.3) est appelée équation de Duffing (ou oscillateur de Duffing).
En ajoutant un for¢age harmonique a (1.3) on obtient :

ii + 2L woti + wiu + au’ = K cos (Q) . (1.4)

L’équation de Duffing !, du nom de Georg Duffing (1861-1944), est une équation différentielle non
linéaire du second ordre utilisée pour modéliser certains oscillateurs amortis et forcés.

La réponse en fréquence de (1.3) est représentée en Fig. 1.5 pour différente valeur de a. Les effets
raidissant et amortissant sont aussi visibles sur ces courbes. La courbe de résonance en amplitude est
« pliée » vers la droite (resp. vers la gauche) dans le cas raidissant (resp. assouplissant).

1.2.2.2 Résonances secondaires

Les simulations numériques qui suivent vont mettre en évidences un autre phénomenes important
pouvant apparaitre quand un oscillateur non linéaire subit un forcage harmonique. Il s’agit de a 1’ap-
parition de résonances secondaires qui subvient lorsque la fréquence de forcage est éloignée de la

1. C’est parfois I'Eq. (1.4), avec le forcage, qui est appelée équation de Duffing.
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FIGURE 1.6. Illustration du phénoméne de résonance sur-harmonique. A gauche le cas linéaire
et a droite le cas non linéaire. A chaque fois il y a en haut la série temporelle de u(t), issue de
I’intégration numérique de (1.4), et en bas le spectrogramme correspondant.

fréquence propre de 1I’équation linéaire associ€e. On appel donc résonance primaire le phénomene

de résonance observé quand la fréquence de forcage est proche de la fréquence propre de 1’équation
linéaire associée.

Résonance sur-harmonique (superharmonic resonance). Dans ce cas linéaire la résonance se
produit aux alentours de = wyq (cf. Sect. A.2). La Fig. 1.6 illustre ce qui se passe quand

Q = wy/3. (1.5)

La figure représente, & gauche le cas linéaire et a droite le cas non linéaire. A chaque fois il y a en
haut la série temporelle de u(¢), issue de I’intégration numérique de (1.4), et en bas le spectrogramme
correspondant. Dans le cas linéaire, on observe un transitoire dans le quel la pulsation de forcage €2 et la
pulsation propose wg = 3€2 sont présentes. La composante liée a la pulsation propre, qui correspond a la
solution de I’équation homogene, s’éteint ensuite a cause de I’amortissement. Dans le cas non linéaire,
les deux composantes persistent et on observe une amplitude des oscillations presque deux fois plus
importante que dans le cas linéaire. Le systtme résonant a une fréquence supérieure (ici 3 fois) a la
fréquence d’excitation, ce phénomene est appelé résonance sur-harmonique.

Résonance sous-harmonique (subharmonic resonance). La Fig. 1.6 illustre ce qui se passe quand

Q = 3wy. (1.6)
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FIGURE 1.7. Illustration du phénomeéne de résonance sous-harmonique. A gauche le cas linéaire
et a droite le cas non linéaire. A chaque fois il y a en haut la série temporelle de u(t), issue de
I’intégration numérique de (1.4), et en bas le spectrogramme correspondant.

Dans le cas linéaire, on observe un transitoire dans le quel la pulsation de forcage € et la pulsation
propre wg = /3 sont présentes. La composante liée a la pulsation propre s’éteint ensuite a cause de
I’amortissement. Comme précédemment, dans le cas non linéaire les deux composantes persistent et on
observe une amplitude des oscillations presque deux fois plus importante que dans le cas linéaire. Le

systéme résonant a une fréquence inférieure (ici 3 fois) a la fréquence d’excitation, ce phénomene est
appelé résonance sous-harmonique.

1.2.3 Exemple 3 - Oscillations auto-entretenues

1.2.3.1 Généralités

On parle d’oscillations auto-entretenues quand une le mouvement du systeme lui-méme produit une
excitation suffisante pour entretenir une oscillation persistante. Il existe de nombreux phénomenes de
ce type, les plus importants sont :

— Les vibrations induites par frottement, qui peuvent se produire lorsque les surfaces de frotte-
ment d’éléments tels que les pneus sur les pistes, les freins et les embrayages ont un coefficient
de frottement qui tend a diminuer avec 1’augmentation de la vitesse ou bien lorsque que le
frottement crée un phénomene de couplage de modes.

— Les instabilités aéroélastiques (ou flotemment). Le flottement est une instabilité dynamique
d’une structure élastique dans un écoulement de fluide, il est provoqué par une rétroaction positive
entre le mouvement du corps et la force exercée par I’écoulement du fluide. Ce phénomene peut
se produire sur une aile d’avion, une pale d’hélicoptere ou d’éolienne ou méme sur un pont (cf.
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pont de Takoma).
Dans la section qui suit le phénomene d’oscillations auto-entretenues est illustré a I’aide d’un modele
générant des vibrations induites par frottement.

1.2.3.2 Amortissement négatif induit par le frottement

On considere un systeme frottant représenté en Fig. 1.8.

Mm L
@) O

FIGURE 1.8. Systéme frottant. Figure tirée de [2].

e

L’équation du mouvement pour la masse m s’écrit sous la forrme :
mi+kx=T. (L.7)

En notant V, = V - la vitesse relative de glissement de la surface en mouvement par rapport au mobile
et en prenant en compte en coefficient de frottement dynamique up fonction de V,, on a selon la loi de
Coulomb

1 dz,UD

P ) 1 d3/1D
VT

dup 22
6 dv;

V) — “ED
up(V) av,

T=up(Ve)N=up(V-3%)N~

x3) N (1.8)
\%4 \%4

en considérant également une faible vitesse x. Finalement, avec m = k = N = 1 et en prenant en compte

une loi de frottement telle que ?TD v -2y, ce qui indique que le coefficient de frottement diminue
8

d*up 0 d*up
=0et
) 2 3
- v ly avg ly =
I’équation du mouvement (1.7) devient :

avec V) = @, puis en effectuant le changement de variable u = x —up (V) N/k,

i — 2yi+u+ai’ =0. (1.9)

L’équation linéaire associée a (1.9) est ii — 2yu + u+ = 0, la forme générale de sa solution est donnée
par (A.17), elle s’écrit :

—=Yyso+
u=e” |socos(wgt) + Y
wWda

wg =1 -2, (1.11)

Siy < 0 (amortissement positif) on retrouve le cas courant d’oscillations amorties (cf. Sect. A.1.2).
En revanche, si y > 0 (amortissement négatif) les oscillations croient exponentiellement. C’est la
présence de la non-linéarité qui permet au systeme du saturer sur un régime d’amplitude finie, appelé
Cycle Limite d’Oscillation (CLO) ou juste cycle limite.

50 Sin(wqt) (1.10)

avec
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FIGURE 1.9. Intégration numérique de (1.9) avec ¥ = —0.08 a gauche, y = 0.08 a droite et
a = 0.04. En haut : Série temporelle. En bas : représentation dans 1’espace des phases. Les
trajectoires sont représentées en vert et, dans 1’espace des phases, le cycle limite est représenté
par une ligne noire et la condition initiales par un point bleu.

LaFig. 1.9 montre le résultat de I’intégration numérique de (1.9) avec y = —0.08 a gauche, y = 0.08
a droite et @ = 0.04. On observe bien la saturation sur un cycle limite dans le cas ou y > 0 et la
décroissance vers 0 dans le cas oty < 0.

La Fig. 1.10 montre deux simulations avec y > 0 et met en évidence que le cycle limite est
un attracteur, c’est dire qu’il attire vers lui la trajectoire du systeme : si, dans 1’espace des phases,
les conditions initiales sont a I’intérieur du CLO alors on observe une croissance exponentielle des
oscillations puis une saturation sur le CLO (cf. Fig. 1.10 a gauche); par contre si, dans 1’espace des
phases, les conditions initiales sont a I’extérieur du CLO alors on observe une décroissance exponentielle
des oscillations puis une saturation sur le CLO (cf. Fig. 1.10 a droite).
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FIGURE 1.10. Intégration numérique de (1.9) avec v = 0.08 et @« = 0.04. En haut : Série
temporelle. En bas : représentation dans 1’espace des phases. A gauche conditions initiales sont
a Pintérieur du CLO. A droite conditions initiales sont a I’extérieur du CLO. Les trajectoires
sont représentées en vert et, dans 1’espace des phases, le cycle limite est représenté par une ligne
noire et la condition initiales par un point bleu.
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2.1 Stabilité des systemes dynamiques

2.1.1 Théoréme de stabilité asymptotique

Il existe dans la littérature une multitude d’ouvrages sur la stabilité des systemes dynamiques, cette
section a été rédigée en grande partie a partir du livre de R. Seydel [9]. Nous ne donnons ici que
les résultats essentiels permettant d’appréhender 1’étude des systemes effectuée dans les chapitres qui
suivent. Nous allons définir les notions de stabilité et de stabilité asymptotique et énoncer un théoréeme
essentiel permettant de déterminer si un systeéme dynamique est stable asymptotiquement ou instable,
qui généralise la notion d’amortissement négatif déja évoqué en Sect. 1.2.3.

Soit un systeme dynamique décrit dans I’espace des phases par le systeme d’équations différentiel
du premier ordre suivant :

x = f(x), 2.1

écrit ici sous forme vectorielle avec x € R”, x(0) = x( sa condition initiale, X une de ses positions
d’équilibre (aussi appelées points fixes), solution de f(x°) = 0 et f € R™ une fonction vectorielle non
linéaire.

Nous souhaitons savoir comment va évoluer x(¢) partir de X pour ¢ > 0. En particulier, si la position
d’équilibre x° existe, va-t-on la rejoindre ou s’en €loigner ? Autrement dit, x¢ est-elle stable ou instable ?

13
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Définition 2.1 (Stabilité asymptotique). La position d’équilibre X° est asymptotiquement stable si la
réponse a une petite perturbation tend vers zéro lorsque le temps tend vers [’infini.

Plus formellement, cela s’écrit :
lim x(¢) = x°. (2.2)

t—+00

L’ensemble de toutes les valeurs initiales X¢ a partir desquelles les trajectoires convergent vers x°
est appelé bassin d’attraction de x°.

Définition 2.2 (Stabilité). La position d’équilibre X¢ est stable si la réponse a une petite perturbation
reste petite lorsque le temps tend vers l'infini. Autrement, la position d’équilibre est dite instable (en
s’en écarte). Certains auteurs parlent aussi de stabilité de Liapunov ou encore de stabilité au sens de
Liapunov.

Comme on peut le voir, la stabilité asymptotique implique la stabilité.

Exemple 2.1. Pour illustrer ces notions, raisonnons sur 1’exemple trés simple suivant a une dimension :
X =Ax (2.3)

avec x(0) = x¢. La position d’équilibre est x¢ = 0 et la solution est x(¢) = xge?’, pour conséquent : x¢
est sable si 4 < 0, asymptotiquement sable si A < O et instable si A > 0.

Remarque. Etant donné que la distinction entre stabilité et stabilité asymptotique est souvent
artificielle, nous utiliserons souvent le terme « stable » pour dire « asymptotiquement stable ».

La matrice jacobienne de f au point x est définie comme suit :

on on
ox1 1 Oxy,

Jx) = . | (2.4)
0 fn 0 fn

Le résultat général suivant sur la stabilité de la position d’équilibre x° du systeme dynamique (2.1)
est attribué a Liapunov en 1862 [4].

Théoreme 2.1 (Stabilité linéaire [4]). Supposons que £(Xx) soit deux fois continument dérivable et
f(x®) = 0. Les parties réelles des valeurs propres 1;(j = 1,...,n) de la matrice jacobienne de f évalué
en X6, i.e. Jy(x¢), déterminent la stabilité comme suit

(a) Léquilibre X¢ est stable si Vi € (1, ...,n), Re(4;) <0, et
(b) L’équilibre x¢ est instable si 3k € (1,...,n) Re(dx) > 0.

A noter que théoreme précédent ne permet pas de conclure quant 2 la stabilité d’une position
d’équilibre non hyperbolique dont la définition est donnée ci-dessous.

Définition 2.3. Une position d’équilibre X¢ est hyperbolique si la matrice jacobienne de f évalué en
x4, i.e. J§(x°), n’a aucune valeur propre dont la partie réelle est nulle. Si I’'une des valeur a une partie
réelle nulle x¢ est non hyperbolique.
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Démonstration. On étudie 1’écart a la position d’équilibre x¢, pour cela un développement limité au
premier ordre de (2.1) autour de x°¢ est effectué. On obtient alors le version linéarisée de (2.1), soit

x = f(x) + (x — x)Jp(x9). (2.5)
En notant que par définition f(x¢) = 0 en introduisant J¢(x) = A ety tel que :
y =x—x°. (2.6)
I’Eq. (2.5) devient :
y = Ay. (2.7)

Soient les problemes aux valeurs propres droite et gauche
AR=RA et A'L=LA. (2.8)

associés 2 (2.7). La matrice AT est la matrice transposée de A et les matrices R et L sont définies de la
facon suivante :
R=[r;...rp,] and L=1[L ...1,] (2.9)

avec r; (i = 1,...,n) les vecteurs propres de A (les vecteurs propres droits) et l; (i = 1,...,n) les
vecteurs propres de A7 (les vecteurs propres gauches). La matrice A = diag(A;, - - - , A,,) est la matrice
qui porte les valeurs propres de A (qui sont aussi celles de A7) A; (i = 1, ..., n) sur sa diagonales.

Les matrices R et L poss¢dent la propriété de biorthogonalité [5] qui, si les matrices sont normalisées
judicieusement, s’exprime ainsi :

L'R=1,, (2.10)
et
LTAR = A. (2.11)
ou I, est la matrices identité de dimension n X n.
Nous allons diagonaliser (2.7) en introduisant les variables g; (i = 1, . . ., n) telles que :
y=Rq & gq=L"y, 2.12)
avec
q=(q1,-...qn)". 2.13)

L’Eq. (2.7), apreés avoir été pré-multipliée par L7, s’écrit donc en fonction de q comme L7 Rq =
L7 ARq qui, par (2.10) et (2.11), devient

q=Aq. (2.14)
La solution générale de (2.5) s’écrit donc
n
x =x° +Rq =x°+ > r;gi0e" (2.15)
i=0
ol g;,0 = ¢:(0).
L’ expression (2.15) faisant intervenir une somme d’exponentielle on bien
tlim x(r) =x° si Vie(l,...n), Re(4;) <0, (2.16)
—+00

ce qui signifie que x° est asymptotiquement stable, et

lim x(f) = +00 si Tk € (1,....n), Re(1x) > 0, 2.17)

t—+00
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ce qui signifie que x° est instable. Dans ce dernier cas, le syst¢éme étant linéaire il diverge vars ’infini,
les non-linéarités se chargent de maintenir le systéme a une amplitude finie par 1’apparition d’un cycle
limite (cf. Fig. 1.9).

Pour terminer la démonstration, il faut faire appel au théoreme de Hartman-Grobman [ 10] qui énonce
qu’un systeme dynamique, au voisinage d’un équilibre hyperbolique, se comporte qualitativement de la
méme maniere que le systeme linéarisé. O

Remarque. Pour des non linéarités polynomiales et si x° = 0 (position d’équilibre dite triviale),
les valeurs propres A; (i = 1,...,n) de la matrice jacobienne J¢(0) sont directement les valeur
propres de la matrice A

Pour de souligner le caractere local du critere de stabilité donné par le théoréme 2.1, on parle
également de stabilité locale ou de stabilité linéaire.

2.1.2 Application a un systéme mécanique

Soit un systeme mécanique non linéaire &8 N DDL décrit par les équations du mouvement suivantes :
Mii+ Cu+ Ku+Fnp,(w,a) =0 avec u= (uq,...,un)" (2.18)

écrites ici sous forme matricielle, avec M, C et K les matrice de masse, d’amortissement et de raideur
respectivement. Fyp, (u, i) est une fonction vectorielle non linéaire qui, de facon générale, agit a la fois
sur la vitesse et le déplacement.

Pour pouvoir utiliser les résultats précédents il faut écrire (2.18) dans I’espace des phases. Pour cela,
on introduit le vecteur d’état :

X=(up, ... un, ..., in) =, .. .,x008)] (2.19)

et la fonction vectorielle non linéaire :

0
f(x)=Ax+ ( M Ty, (0, ) ) (2.20)
avec ‘
0 I

ou I est la matrice identité.

Exemple 2.2. Reprenons I’exemple du systeme frottant de la Sect. 1.2.3 dont I’équation du mouvement
est :
i — 2yi +u+ i’ =0, (2.22)

et dont la solution de I’équation linéaire associée a ii — 2yu + u+ = 0 s’écrit :
~Y¥So+ 5o . N
u=e” |socos(wqyt) + ————sin(wyt) avec wg =+/1 -y~ (2.23)
Wd

On sait déja, au vue de (2.23), que u = 0 est une position d’équilibre stable (asymptotiquement) si
v > 0O etinstable siy < 0.
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Retrouvons maintenant ce résultat avec le théoréme 2.1. On écrit d’abords (2.22) dans 1’espace des
phases en posant x; = u et x, = # = X, ce qui donne

)E] = X2, (2.248.)
X1 =—x1 +2yx, — axg. (2.24b)

La linéarisation de (2.24) autour de la position d’équilibre triviale donne sous forme matricielle

X = AX. (2.25)
avec X = (x1,x2)7 et
A= U (2.26)
-1 2y :

dont les valeurs propres sont complexes conjuguées et valent :

l=y—J 1—'y2 et /12:)/+j1/1—)/2. (2.27)

L application du théoréme 2.1 nous permet donc bien de conclure que la position d’équilibre triviale
est stable (asymptotiquement) si y < O et instable siy > 0. A noter également que la partie imaginaire
des valeur propres correspond a la pulsation w,;.

2.1.3 Bifurcation : définitions générales

Dans I’example 2.2, la variation du parametre vy fait changer la nature stable ou instable de I’équilibre
triviale et par conséquent la nature du régime établi de (2.22) : soit I’amplitude tend vers si I’équilibre est
stable, soit un cycle limite se crée s’il est instable. Ce changement de nature du régime établi correspond
en fait a un changement du nombre de solution du probléme ; on passe en effet d’une solution unique
(la solution triviale) a deux solutions (la solution triviale et le cycle limite). Ce phénomene est appelé
bifurcation et le paramétre y est appelé parametre du bifurcation. La valeur particuliére de ce dernier
pour laquelle la bifurcation se produit est appelée point de bifurcation (y = 0 dans I’exemple précédent).
Finalement, on appelle diagramme de bifurcation le diagramme qui représente 1’amplitude du régime
établi en fonction d’un parametre de bifurcation. Nous définirons par la suite ce qu’est I’amplitude du
régime établi (cf. Sect. 4.1.2).

Le cas particulier précédemment évoqué (exemple 2.2) d’une bifurcation dans laquelle une position
d’équilibre d’un systeme dynamique perd sa stabilité tandis qu’une paire de valeurs propres complexes
conjuguées de la linéarisation autour de cette position d’équilibre franchissent I’axe imaginaire du plan
complexe (i.e. les parties réelles deviennent positives) est appelée bifurcation de Hopf. Si la bifurcation
de Hopf est dite super-critique, alors un cycle limite stable apparait apres la bifurcation (comme dans
I’example 2.2). Dans le cadre des instabilités aéroélastiques (cf. Sect. 4.2), une instabilité causée par
une bifurcation de Hopf est appelé instabilité de flottement (flutter instability en anglais) et de galop
(galloping instability en anglais).

Un autre type de bifurcation que nous allons rencontrer dans la suite est la bifurcation de Pitchfork
ou les valeurs propres de la matrice jacobienne sont réelles, devenant positives a la bifurcation. Dans
ce cas, il n’y a pas d’oscillation et, si la bifurcation est super-critique, le systéme passe de la position
d’équilibre triviale et une autre position d’équilibre non nulle (grace aux non-linéarités). Dans le
cadre des instabilités aéroélastiques une instabilité causée par une bifurcation de Pitchfork est appelé
instabilité de divergence (divergence instability en anglais).
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2.2 Méthodes perturbatives

Cette section a été rédigée a partir d’ouvrages de référecences : [1, 7, 8].

2.2.1 Analyse dimensionelle

L’une des clés permettant résoudre les problémes mécanique est la modélisation mathématique. Ce
processus consiste a conserver certains éléments, a en négliger certains et a en approximer d’autres.
Pour effectuer cette étape importante, il faut décider de I'ordre de grandeur (c’est-a-dire la petitesse
ou la grandeur) des différents éléments du systeme en les comparant les uns aux autres mais aussi aux
éléments de base du systeme. Ce processus est appelé adimensionnement (nondimensionalization en
anglais) et consiste a rendre les variables sans dimension (dimensionless en anglais) . Par conséquent,
il faut toujours introduire des variables sans dimension avant de tenter de faire des approximations.
Par exemple, si un élément a une longueur d’un centimetre, cet élément serait-il grand ou petit? On
ne peut pas répondre a cette question sans connaitre le probléme envisagé. Si le probléme implique le
mouvement d’un satellite sur une orbite autour de la Terre, alors un centimetre est extrémement petit. En
revanche, si le probléme implique des distances intermoléculaires, alors un centimétre est extrémement
grand. De méme, un gramme est-il petit ou grand ? Encore une fois, un gramme est extrémement petit
par rapport a la masse d’un satellite, mais est extrémement grand par rapport a la masse d’un électron.
Par conséquent, I’expression des équations sous une forme sans dimension fait ressortir les parametres
sans dimension importants qui régissent le comportement du systeme. Méme si I’on ne s’intéresse pas
aux approximations, il est recommandé d’effectuer cette étape importante avant d’analyser le systeme
ou de présenter des données expérimentales.

Pour illustrer le processus d’adimensionnement, deux exemples sont donnés dans la suite.

2.2.1.1 Exemple 1 : déterminer si un systéme est faiblement amorti

On considere un systéme masse-ressort-amortisseur dont les parametres sont (m, k, i) dont 1I’équa-

tion du mouvement est : 5
d“u du
m—s+u—+ku=0 2.28
ar M (2:28)
ou u est le déplacement de 1a masse m. On suppose les conditions initiales suivantes pour le déplacement
et la vitesse :

d
u(0) = up et d—bt‘(O):o. (2.29)

Pour savoir rigoureusement si ce systeéme est faiblement amorti il doit étre adimensioné. Le dé-
placement u peut étre rendu sans dimension en utilisant le déplacement initial uy comme distance
caractéristique et le temps ¢ peut €tre rendu sans dimension en utilisant I’inverse de la pulsation propre
du systéme wqg = vk /m. Les grandeurs sans dimension suivantes sont donc introduites :

i=2L et F=wor (2.30)
Uugp

En utilisant (2.30), I’équation du mouvement (2.28) devient :

d%ii dii
mwguod—;’ + ,uwouod—L; + kugii = 0 2.31)
ou encore 5
i _di
4+ ~_~ +1 = 0 232
a2 Rt (2.32)
avec
g=-+ (2.33)

mawo
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Quant aux conditions initiales (2.29) elles s’écrivent :
dii
A(0)=1 et d—”tf(O) = 0. (2.34)

Ainsi, la solution au probleme ne dépend que du seul parametre /i, s’il est petit, alors on peut I’ utiliser
comme petit parametre pour obtenir une solution approchée du probléme, et nous parlons d’un systéme
faiblement amorti. Il est important de noter que le systeéme ne peut pas étre considéré comme faiblement
amorti simplement parce que u est petit, ¢’est le parametres sans dimension 7 = u/mwo = u/Vkm qui
doit étre petit.

2.2.1.2 Exemple 2 : déterminer si un systéme est faiblement non linéaire

Dans cette exemple on considérer un systéme masse-ressort-amortisseur dont le ressort posséde une
raideur cubique raidissante. L’ équation du mouvement de la masse m a donc la forme suivante :
d’u du
m——+ p— + ku + kau® = 0 (2.35)
dt dt
avec toujours (2.29) comme conditions initiales.
En utilisant le méme adimensionnement que dans I’exemple précédent on arrive a 1’équation

suivante :
d?ii dii

muow%d? + ,uuoa)oﬁ + kuoil + k3u(3)123 =0 (2.36)
ol
d*a  _di .,
ﬁ+,uﬁ+u+eu =0 (2.37)
avec
ksu
=t et e= 200 (2.38)
mwo k

Le systeme est dit faiblement non linéaire si € = k3u3 /k est petit. Il est encore important de noter
que méme si k3 est petit par rapport a k, la non-linéarité ne sera pas petite si u% est grand par rapport a
k/k3. Ainsi, € est le parametre qui caractérise la non-linéarité.

2.2.2 Systéme étudié

Dans ce chapitre nous allons étudier quelques méthodes d’analyse permettant d’obtenir les solutions
approchées d’une équation différentielle faiblement non linéaire a un degré de liberté.

Pour illustrer ces méthodes, on considére une masse m subissant des forces conservatives (i.e. pas
d’amortissement) dont la résultante est la fonction non linéaire — f(x). L’application du PFD nous
fournit I’équation du mouvement suivante :

d’x
mﬁ + f(x)=0. (2.39)

Comme dans le cours de Vibrations des structures de 4°™ année, le systéme est étudié par rapport
a sa position d’équilibre x,. (solution de f(x) = 0, les force se compense a 1’équilibre). Pour cela on
introduit la variable u = x — x,. L’équation du mouvement précédente devient donc :

2

m% +f(xp+u)=0. (2.40)
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On fait I’hypothese que le systeme s’écarte peu de sa position d’équilibre et on effectue un dévelop-
pement limité de f autour de x, jusqu’a 'ordre N. L'équation du mouvement devient :

du Y1 d'f
m=s T en
> imn! dx"|,
———
kn

u + 6Nt =0, (2.41)

ar
dx o
I’ordre N = 3 et omettant le reste on obtient I’équation différentielle suivante

ol x, est une position d’équilibre stable, i.e. f(x.) = ko =0et = k; > 0. En se restreignant a

d’u 20 A 2 A3
mﬁ +wyu + dou” + azu” =0 (2.42)
avec w/(z) =+ki/m, &, = ky/met &z = kz/m.

L’Eq. (2.42) est adimensionnée. Le déplacement u est adimensionné par une longueur caractéristique
U et le temps par la pulsation wg en posant :

u ~
i=— et = wot. 2.43
u U wo ( )
Avec (2.43), I’'Eq. (2.42) devient
P O U
a)OUd?+w0Uu+a/2U u -+ a3U°i” =0. (2.44)
En posant
b, U b3U?
Gr= 2 et = (2.45)
@Wo @Wo
nous aboutissons a 1’équation suivante :
d*i 5 3
— +i+ i +eazi’ =0. 2.46
17 2 3 (2.46)

Dans les sections qui suivent, I'Eq. (2.46) sera par des méthode de perturbations qui reposent sur
I’hypothése de non-linéarités faibles, i.e. @, < 1 et @3 < 1. Les méthodes de perturbation reposent
sur ’'introduction d’un petit parameétre ¢ qui satisfait 0 < € < 1, les parametres @, et @3 sont dits
d’ordre € (noté @, ~ O(¢) et @3 ~ O(¢)).

En notant @, = ea; et @3 = eas (avec donc ay ~ O(1) et a3 ~ 6(1)), en omettant les ~ pour
alléger les notations et en symbolisant les dérivées temporelles par des points, I’équation étudiée s’écrit
finalement :

i+u+ eazuz +eazu’ =0 2.47)

Dans toutes la suite de ce document et pour simplifier les développements mathématiques les
conditions initiales suivantes :
u(0)=s9 et u(0)=0 (2.48)

sont utilisées.

Dans les sections qui suivent les solutions analytiques approchées de 1'Eq. (2.47) avec les condi-
tions initiales (2.48) sont calculées successivement par la méthode des perturbations dite naive (the
straightforward expansion), la méthode de Lindstedt-Poincaré, 1a méthode des échelles multiples ct
la méthode de moyennage de Bogoliubov—Krylov.



2.2. Méthodes perturbatives 21

2.2.3 Meéthode des perturbations « naive »

L’idée de cette méthode est d’exprimer la variable u sous la forme d’une série entiére de €
M:M0+€M1+62M2+... (2.49)
qui est introduite dans (2.47), ce qui donne
.. .. 2..
Up+eur+eur+...
2
+(u0+6u1+€ u2+...)
5 2
+ ear (M0+EM1 + € Lt2+...)
5 3
+eoz3(uo+eu1+eu2+...) =0, (2.50)
que 1’on met sous la forme
.. .o 2 3 2 2
lig + uo + € ii1+ = uy + apuy + azuy)| + € iz + up + 2azuouy + 3azuguy | +. .. (2.51)

Comme I’équation précédente est vraie quelque soir €, les termes en facteur des puissances de €
sont équilibrés et égalisés a zéro :

€ : iig+uyg=0 (2.52a)
€ : iy +uy = —aaul — asuy (2.52b)
62 : lip +up = —2a/2uou1 - 3a3u(2)u1 (2.520)

Les conditions initiales étant d’ordre ©(1) I’'Eq. (2.48) devient

uo(0) = 59 u,(0)=0 (2.53a)
p(0) =0 1, (0)=0 (n=1,2,...) (2.53b)

Les équations (2.52) sont résolues de facon itérative. Chaque terme u; (i = 0,1,...), une fois
déterminé, intervient dans les termes sources de 1’équation du terme suivant.
La solutions générale de (2.52a) est (cf. Sect. A.1)

ug = A cos(t) + Bsin(z) (2.54)
ol A et B sont des contantes déterminées a partir des conditions initiales, on trouve finalement
ug = sg cos(z). (2.55)

L’expression de ug étant maintenant connue, la solution de (2.52b) est maintenant recherchée. Elle
est la somme d’une solution générale u’f qui a la méme forme que (2.54)

u{‘ = A cos(t) + Bsin(¢) (2.56)

et d’'une solution particuliere uf déterminée en utilisant le principe de superposition (cf. Sect. A.3).
Apres calcul on trouve :

@S2 ans? azs? 3a3s;
ut = —% + 26 9 cos(2t) + % cos(31) — ; O sin() . (2.57)
——

Terme séculaire
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Démonstration. Avec ug = so cos(t), 'Eq. (2.52b) devient

Uy +up = —azu% - agug, (2.58a)
= —agsg cos? () — C¥3S8 cos’ (1), (2.58b)

azsh ass;
=-— [1+cos(2t)] — I [3 cos(z) + cos(31)] . (2.58¢)

Le principe de superposition stipule que la solution de (2.58) est la somme des solutions de chacune
des équations suivantes :

1.

%) s(z)

i +u = —T. (259)

Il s’agit ici d’un forgage statique, on a donc simplement :

2
ans
up = _TO‘ (2.60)
2.
2
. azs,
i +u = —— cos(2t). (2.61)

Il s’agit maintenant d’un forcage harmonique, la solution est donc recherchée sous la forme
u) = Uj cos(2¢). En introduisant cette forme générale de solution dans (2.61) on obtient :

azsg
— 4U; cos(2t) + Uj cos(2t) = —— cos(2t) (2.62)
soit
azs(z)
U = (2.63)
6
et donc
a'zs(z)
Uy = wa cos(2tr). (2.64)
3.
3
. @35y
i +u = 7 cos(31). (2.65)
En procédant de facon similaire & précédemment on trouve
%0 53 2.66
uy = ?COS( l). (2.66)
4.
3a/3s8
iy tu; =— cos(1). (2.67)
3
Le terme —3ajso cos(t), appelé terme forcant résonant, correspond a un forgage harmonique

a la pulsation propre wo = 1 de l'oscillateur harmonique d’équation ii; + #;, un phénomene de
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résonance apparait donc. Dans ca cas, la solution (en passant dans le plan complexe) sous la
forme générale i1y = Ujte’! (avec u; = Re[d;]). La forme complexe de (2.67) étant

3

3aszsy .
370 it (2.68)

4

] +u =—

en y introduisant la forme générale de solution recherchée on obtient

3ass3

Uijel' +U0,je’t — Uite’! + Uyte!’ = - 7 0pJt,
N 3asss .

201j = -—; 01, (2.69)

soit ;

. 3a3s
| = 0 (2.70)

8
et donc
3a3s> . 3a3s>

i :]Toteﬂ = |u =Re[] =-— ¢ sin(r). (2.71)

Finalement, en sommant les quatre solutions précédemment déterminées, on obtient la solution
particuliere de (2.52b) donnée par (2.57) et la démonstration est terminée. O

L’expression de u; est donc :

ui(t) = Acos(t) + Bsin(t)
st st a3s] 3a3s]
- % + % cos(2t) + % cos(3r) — ; Otsin(t). (2.72)

Les constantes A et B sont encore une fois déterminées a partir des conditions initiales (2.53), on

trouve

2 3
a’2SO (I3SO

3 7 et 0 (2.73)

Finalement, & I’ordre 1, la solution analytique approchée de (2.47) par la méthode des perturbations
«naive » est :

u(t) = uo(t) + €u (1)
= 59 cos(t)
2 3 2 3
a/zso a3s0 azso a3s0
+€ ( 3 D )cos(t)+ G (cos(2t) = 3) + D cos(31)
3a/3s(3) )
-3 tsin(t)|. (2.74)

Pour continuer et obtenir les ordres supérieurs il faut résoudre (2.52c¢) connaissant ug et 1| et ainsi
de suite.

Nous notons que le terme en et sin(z), appelé terme séculaires, résultant des termes for¢ant résonant
n’est petit, comme on le suppose, que lorsque €t est petit par rapport a 1’unité. Lorsque et ~ 6(1), ce
terme supposé étre une petite correction devient de méme ordre de grandeur que la terme principal.
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De plus, lorsque et > O(1), la « petite correction » devient plus grand que le terme principal. Par
conséquent, 1’expression approchée (2.74) n’est valide que pour des temps tels que e < O(1), i.e.
t < 6(e7"). Les solutions aux ordres 0 (i.e. Eq. (2.55), solution du systéme linéaire associ€) et 1 (i.e.
Eq. (2.74)) sont comparés a I’intégration numérique directe de (2.47) en Fig. 2.1 pour so = 1 et (de haut
en bas) € = 0.01,0.05 et 0.1. On observe bien 1’augmentation de 1’amplitude de la solution approchée
pour t > O(e™1).

La présence des termes séculaires s’explique par le fait que la méthode des perturbations « naives »
impose au systeme d’osciller a une pulsation égale a 1 or nous avons vu (cf. Fig. 1.2) que 'oscillateur
non linéaire oscille a une fréquence qui dépend de I’amplitude. Le terme e sin(z) permet de prendre en
compte cette variation de fréquence en fonction de I’amplitude. Pour le comprendre il suffit d’écrire le
développement limité suivant :

e’
sin ((1 + €)t) = sin (¢) + et cos (1) — — sin (¢) +... (2.75)

On peut également noter que 1’approximation obtenue permet en revanche de reproduire le phéno-
mene de distorsion harmonique.

Dans la suite, des méthodes qui prennent en compte cette évolution de la fréquence en fonction de
I’amplitude, et par conséquent qui permettent d’éliminer les termes séculaires, sont présentées.

2.2.4 Méthode de Lindstedt-Poincaré

L’idée est maintenant d’introduire un nouvelle variable temps 7 = wt ou w est la pulsation

d’oscillation du systéme et de la considérer comme une nouvelle inconnue du probléme.
d? d? du , .
En sachant que — = w”>— et en notant e u’, I’équation (2.47) devient :
T

dt? dr?

W*u” +u+ earu’ + eazu’ = 0. (2.76)

Comme pour la méthode des perturbations naives on développe u en série entiere de € :
u(t) = uo(7) + €u (1) + €ur(7) + . ... 2.77)
La pulsations w est également développée en série enticre de € :
w=1+ew+€Ewr+... (2.78)
Les expressions (2.77) et (2.78) de u et w respectivement sont introduites dans (2.76) :

2 201 ” 2.1
(1 +ewy + € wr)™(uy + euy +€euj

+ (ug + €up + e2u2)
+ean(ug + €up + €2ur)?
+eas(ug + €uy + €2up)> = 0. (2.79)

Comme précédemment les termes en facteur des puissances de € sont équilibrés et égalisés a zéro,
ce qui donne :

0. ’” _
€ : uy +ug=0 (2.80a)
1. _ 2 3
€ : ui +uy = —augy — azuy — 2wy (2.80b)
e uy +uy = —2aouou; — 3af3u(2)u1 - w%u(')’ —2wou —2wiuy (2.80¢)
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€=0.02; ¢! =50.

Numerical simulation Zero—order solution ==== First—order solution
-

~ 10 20 30 40 50 60
t
€=0.05; ¢! =20.
4

Numerical simulation

Zero—order solution ==== First—order solution

-4
t
e=0.1;¢e'=10.
4

Numerical simulation

Zero—order solution ==== First—order solution

|
IS
.

0 10 20 30 40 50 60

FIGURE 2.1. Résultat de la méthode des perturbations « naive ». Les solutions aux ordres 0O (i.e.
Eq. (2.55), solution du systeme linéaire associé) et 1 (i.e. Eq. (2.74)) sont comparés a 1’intégration

numérique directe de (2.47) pour so = 1 et (de haut en bas) € = 0.01,0.05 et 0.1. De plus a, = 1
etaz =2.

Les équations (2.80) sont résolues de facon itérative. Chaque terme u; (i = 0,1,...), une fois

déterminé, intervient dans les termes sources de I’équation du terme suivant (exactement comme pour
la méthode des perturbations « naive »).

La solutions générale de (2.80a) est (cf. Sect. A.1) :
ug = A cos(t) + Bsin(1) (2.81)
ou A et B sont des contantes déterminées a partir des conditions initiales, on trouve finalement

ug = 5o cos(t). (2.82)

L’Eq. (2.80b) est ensuite résolue connaissant ug. La solution particuliére est obtenue a ’aide du
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principe de superposition (cf. Sect. A.3). Apres calcul on trouve :

2 2 3 3
ars ans as3s 1 3ass
uy = —% + % cos(27) + % cos(37) + 3 (2w1s0 - j 0) tsin(7) . (2.83)

Terme séculaire
Les termes séculaires peuvent ici étre supprimés en choisissant w; telle que :

3ass3

2150 — 7 -0 (2.84)
soit
3ass?
Wy = ; 0 (2.85)

Remarque. |l n’est pas nécessaire de calculer la solution avec les termes séculaires et de les an-
nuler pour arriver a (2.83), il suffit de repérer les termes en cos(7) (causant les termes séculaires)
dans le membre de droite de I'équation du mouvement (2.80b) et d’annuler leur coefficient.

L’expression de u; est donc :

ui(t) = Acos(t) + Bsin(7)
2 2 3
sy ans azs
% + % cos(27) + % cos(37) (2.86)

Les constantes A et B sont encore une fois déterminées a partir des conditions initiales (2.53), on
trouve les mémes expressions que pour la méthode des perturbations « naive », soient

2 3
CK2S0 0350
- — B=0. 2.87
3 D et 0 (2.87)

Finalement, a 1’ordre 1, la solution analytique approchée de (2.47) par la méthode de Lindstedt-
Poincaré est :

u(t) = uo(1) + €ur (1)
= 59 cos(wt)
2 3 2 3
(leO a3s0 afzso a/3s0
—_——— — 2wt) — —_— 2.
+€ ( 3 D )cos(wt)+ S (cos(uwt) — 3) + D cos(3wt) (2.88)
3a/3s%

avecw =1+ ewj et w; = .
8wy

Les solutions aux ordres 0 (i.e. Eq. (2.82), solution du systéme linéaire associé) et 1 (i.e. Eq. (2.88))
sont comparés a 1’intégration numérique directe de (2.47) en Fig. 2.2 pour sg = 1 et (de haut en bas)
€ =0.01,0.1 et 0.5.
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€=0.01

Numerical simulation Zero—order solution ==== First—order solution

0 10 20 30 40 50 60

t
e=0.1
4
‘ Numerical simulation Zero—order solution ==== First—order solution
o= |

—4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60
t
€e=0.5
4 S
Numerical simulation Zero—order solution ==== First—order solution
o |

u(r)

0 10 20 30 40 50 60

FIGURE 2.2. Résultat de la méthode de Lindstedt-Poincaré. Les solutions aux ordres O (i.e.
Eq. (2.82), solution du systeme linéaire associé) et 1 (i.e. Eq. (2.88)) sont comparés a 1’intégration
numérique directe de (2.47) pour so = 1 et (de haut en bas) € = 0.01,0.1 et 0.5. De plus a, = 1
etaz =2.

2.2.5 Meéthode des échelles multiples

La Méthode de Lindstedt-Poincaré donne une solution de la forme :
u(t) = cos (a)ot +WiEl+ W€+ ... ) =u(t, et €t,...). (2.89)

Partant de cette observation, I’idée de la méthode des échelles multiples est de définir u comme
une fonction de plusieurs variables de temps 7,, = €'t (n =0,1,2,...):

u(t) = u(r,et,€t,...) =u(Ty, T, Tr, ...) (2.90)

Comme 0 < € < 1 les variables 7,, représente différentes échelles de temps :
— Tp : échelle de temps rapide
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— T : échelle de temps lente
— T, : échelle de temps encore plus lente
— T3 L.

1
Par exemple si € = % alors :

— une variation de de temps de 1 seconde a I’échelle de temps rapide Ty (ATp = 1s) correspond
aussi a une variation de de temps de 1 seconde a I’échelle de temps t (At = 15);

— une variation de de temps de 1 seconde a I’échelle de temps tente 77 (AT; = 1s) correspond
aussi a une variation de de temps de 1 minute a I’échelle de temps ¢ (A = 1 min);

— une variation de de temps de 1 seconde a I’échelle de temps 7, (AT, = 1s) correspond aussi a
une variation de de temps de 1 heure a I’échelle de temps ¢ (Af = 1 h).

La variable u étant ne dépendant plus que d’une seule variables de temps ¢ mais de plusieurs (7,

T1,T5 ...) les dérivée temporelle deviennent :

i 8 8 ,8
L9 ;e % v % 4 2.91
a ot Son, o, T @9

et

2 2 2 2 2
&2 0 9 z(a 9 ) 2.9

—=—+2e——+€|—=S+2—~ |+
a2~ o2 " “omat, T < \ar? " Tamans

Démonstration. La différentielle totale exacte d’une fonction f(7y, 71, T, .. .) dépendant de plusieurs
variables Ty, Ty, T5, . .. est:

of af of

df(T(), T, 15, .. ) = a_TOdTO + a_TldTl + [)_Tszz P oo (2933.)
af af 20f

= — — e .. 2.93b

aTOdHeaTldHe 8T2dt+ (2.93b)

et donc

a _of _of  .0f
dt_8T0+68T1+E 8T2+"' (2.94)

Ce qui conclue la démonstration pour la dérivée premiere. Pour la dérivée seconde il suffit d’appliquer
une seconde fois le résultat. O

Ensuite, comme précédemment u est développé en série enticre de € :
u(TQ, T, T, .. ) = uo(To, T,,T,, .. ) + Gul(To, T,,1,, .. ) +... (2.95)

Les expressions des dérivées temporelles (2.91) et (2.92) ainsi que le développement (2.95) sont
introduits dans 1’équation du mouvement (2.47), ce qui donne :

92 2
(B_TOZ + 266—T06T1) (1o + €uy) +w(2J (uo + €ur) + €as (ug + €ur)? + eas (ug + €u1)> +...=0

uy 5 07u, ) &?ug 2 2 3 =0 (2.96
8_T02+w0M0+E + eaTOaTl+w0u1+azuo+a3u0 +...=0 (2.96)
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Les termes en puissance de € du membre de gauche de I’équation précédente sont équilibrés puis
annulés fin d’obtenir les équations suivantes

0%u

0 0

€ +uy=0 2.97a
6T02 0 ( )

0%u 0%u
1 1 _ 0 2 3

€ (3T02 +u; = _28T08T1 — apuy — a3 (2.97b)
e .. (2.97¢)

Les systemes linéaires correspondant a chaque ordre sont résolus successivement. Précédemment,
pour chaque ordre, on résolvait I’équation inhomogene en calculant la solution du systéme homogene
puis la solution particuliere et enfin on appliquait les conditions initiales.

On pourrait faire de méme ici, mais cela est compliqué, on va utiliser un autre méthode qui est
totalement équivalente [7] : la solution du systeme homogene n’est calculée qu’a I’ordre 0, aux ordres
suivants seule la solution particulieére est prise en compte. Les conditions initiales ne sont appliquées
qu’a la fin ou les constantes restantes sont elles aussi développé en séries entiere de €.

L’équation (2.97a) est résolue en premier. Pour commodité une représentation complexe est adoptée,
ce qui donne :

uo(To, T1, T, ...) = A(T1, Ta, .. )l + A*(T), T, ... e/ T0 (2.98)

ot A(Ty, T, .. .) est constante a I’échelle de temps rapide Ty mais variable aux échelles de temps plus
lentes T, (n = 1,2,...) et A*(T1,T5,...) représente le complexe conjugué de A(Ty,T5,...).

On résout maintenant (2.97b) en introduisant I’expression de uq précédente de le membre de droite,
on aboutit a :

azul
6T2

-2 -JTo
o ¢ Tle )

2 3
— s (AeTT + A%e ITO) a3 (Ae’T0+A* —JTO)

[ome
( A*
g ( oT e_jTO)
(
(

[\)

—an (A22T0 4 ARe20T0 4 oA )

— a3 (3A|A17e/T0 + 3A%|A)Pe T + A3e3T0 4 o3¢ -3JT°) (2.99)
Les termes en e/ 70 et e /70 j.e.
0A 0A* _. .
-2j 6—€JTO —a33A|APPe/T0 et 2 5T e T — @33A%|Ae T (2.100)
1

dans le membre de droite de (2.99) vont créer des termes séculaires dans I’expression de #. L’ information
contenue dans les deux équations précédentes est de redondante (I’'une est le complexe conjugué de
I’autre). Par conséquent pour éviter la présence de termes séculaires il suffit que A(7},7>,...) soit
solution de I’équation différentille suivante :

0A )
2j— + a33A|A|I" = 0. 2.101
I T |Al ( )
Pour résoudre (2.101), on passe en coordonnées polaires

1 .
A= zael?. (2.102)
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Si on ne suppose que deux échelles de temps Ty et 77, la solution de (2.101) est :

[ 3a3a?
1 J( a?;u T1+</>0)

A= Eae (2.103)
ol a et ¢( sont des constantes.
Démonstration. Lintroduction de (2.102) dans (2.101) donne :
da d¢\ ., 3aza®
| =— +ja—]e/? + ——e’¥ = 0. 2.104
](an J“aTl)e g ¢ (2.104)
On sépare ensuite les partie réelle et imaginaires qui sont respectivement
d¢ 3aza’
2 _ =0 2.105
“or T 3 (6.565)
dont la solution est
3aza®
o= —Ti+¢0(To.T5...) (2.106)
wo
et P
a
— =0 2.107
a7, ( )
dont la solution est
la=a(T.Ts,...).| (2.108)

Les grandeurs ot ¢o(73, T3, . . . ) et a(T», Ts, . . . ) sont constantes a 1’échelle de temps lente 7 mais
variables aux échelles de temps plus lentes 7,, (n = 1, 2, . . . ). Par conséquent si seules les deux premicres
échelles de temps sont considérées (i.e. Tp et T1) alors a et ¢g sont des constantes et la démonstration
est finie. O

Reste maintenant a déterminer I’expression de u;. Les termes causant les termes séculaires étant
annulés, ’'Eq. (2.99) se simplifie en :

0%u,

2

ot

2y == 0y (42647 4+ 472672 10|
- a3 (A% 4 4737 (2.109)
avec A(Ty) donné par (2.103).
Pour rappel, on ne prend en compte pour I’instant que la solution particuliere de (2.109) qui est

obtenue a laide du principe de superposition (cf. Sect. A.3) :

2 %2 3 %3
asz - a'zA oy a3A ; a'3A 37
—ezJTO + Te 2Ty _ 2cx2|A|2 + —63]TO + —oe 3]TO,

=73 8
2 3 2 3 3 2
:"26“ cos [2 (T0+ @d T1+¢0) —2a2a2+“33 cos [3 (T0+ @3d Tl+¢0) . (2.110)

En repassant a 1’échelle de temps physique ¢ en écrivant Ty = ¢ et T = €t, I’expression approchée
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de u al’ordre 1 est donc :

2

3ar
4+

u(t) = acos €t + ¢

3
aszda

- 2a/2a2 + —— cos

32

2 3 2 3 2
+e(0‘26a cos 2(z+ aga 6t+goo) 3(z+ “;“ et+<po)]). 2.111)

Pour terminer, il fait déterminer la constantes a et ¢g a ’aide des conditions initiales (2.48) qui
s’écrivent ici :
2

u(0) = acos (gg) + € (aga

3
cos (2¢0) — 2ara® + % cos (3(,00)) , (2.112)

ara? 3aza’

in (2
sin (2¢q) + D

2
i(0) = —asin (p) — € (30‘ 9 sin (o) + sin(3goo)) . (2.113)

Comme stipulé plus haut, les constantes a et ¢ sont également développées en séries entieres de € :

a=ap+eap+... (2.114)
®0 = @00 + €po1 + ... (2.115)

Apres un développement limité a ’ordre 1 de u(0) et #(0) autour de € = 0 et en équilibrant les
termes en puissance de € on trouve :

®ma®  wma’

3 32

0o0=0, ap=s0, o1 =0 et a;= (2.116)

Démonstration. Le développement limité a I’ordre 1 de la vitesse initiale #2(0) et du déplacement initial
u(0) autour de € = 0 et I’équilibrages des termes en puissance de € donne respectivement a 1’ordre O :

—apsin(pgy) =0 et agsin(gg) = so (2.117)

et donc

et [@=s%) @.118)

Ensuite a I'ordre 1 en prenant en compte (2.118), cela donne pour la vitesse :

- sopo1 =0 (2.119)

. (2.120)

En prenant en compte également (4.33) pour le déplacement a 1’ordre 1 on obtient :

et donc

®ma®  aad’

- =0 2.121
) @121
et donc finalement
2 3
(0%)7) rd
= — 2.122
M="3" "3 2.122)

et la démonstration est terminée. |
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La solution approchée a I'ordre 1 de (2.47) par la méthode des échelles multiples est finalement :

3a/3s§
1+ t
Q'2a2 3“35(2) ) a/3a3 30/38(2)
+€ c cos(2|1+€ 2 t| —2apa” + 3|11 +e€ 2 t (2.123)

32
qui est identique 2 la solution trouvée par la méthode de Lindstedt-Poincaré (cf. Eq. (2.88)).

u(t) = sgcos

COs

Remarque. A l'ordre 0 (¢ = 0), on obtient u(¢) = socos(z). A l'ordre 1, en annulant les termes
séculaires puis en déterminant u;, on obtient la solution précédente (2.123) ou I'amplitude et la
pulsation sont perturbés. Il est possible d’obtenir une solution intermédiaire en se contentant
de up mais avec une expression de A obtenue par I'annulation des termes de (2.99) créant des
termes créant des termes séculaires, on obtient alors

(1 . 3a/3s3 ) ]
€ t (2.124)
80)0

u(t) = s cos

ol uniquement la pulsation est perturbée. Il est possible de faire de méme avec la méthode de
Lindstedt-Poincaré en s'arrétant a la détermination de w; (cf. Eq. (2.85)), ce qui méne également
a(2.124).

La solution intermédiaire (2.124) et celle a 'ordre 1 (2.123) sont comparées a I’intégration numé-
rique directe de (2.47) en Fig. 2.3 pour s¢ = 1 et (de haut en bas) € = 0.01, 0.1 et 0.5.

2.2.6 Méthode de moyennage de Bogoliubov—-Krylov
L’équation du mouvement étudiée (2.47) est réécrite ici sous la forme générale suivante :
i+eh(u,u)+u=0 (2.125)
ou dans notre exemple
h(u, i) = au’ + a3u’. (2.126)
L’idée principale de 1a méthode de moyennage de Bogoliubov—Krylov est d’abords d’exprimer la
solution du systéme faiblement non linéaire en s’inspirant de la solution du syst¢me linéaire associé, i.e.
u(t) = a(t)cos (t+ ¢(t)) = a(t) cos ¢(t) (2.127)
pour le déplacement, et
v(t) = —a(t)sin (t + ¢(1)) = —a(t) sin ¢ (1) (2.128)

pour la vitesse.

A noter que a(t) et ¢(z) sont des constantes dans le cas linéaire et que v(¢) n’est pas la dérivée de
u(t), on pose une expression qui a la méme forme que celle du cas linéaire.

Si on dérive « vraiment » u(¢) par rapport au temps, cela donne

i =dcos¢— adsin g,
=dcos¢—a(l+¢),sing
=—asin¢g +dacos ¢ —apsin . (2.129)
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e=0.01
4
Numerical simulation Intermediate solution ==== First—order solution
_4 : : : : :
0 10 20 30 40 50 60
t
€e=0.1
4 ; ; ; ; ;
Numerical simulation Intermediate solution ==== First—order solution
_4 : : : : :
0 10 20 30 40 50 60
t
€e=0.5
4
Numerical simulation Intermediate solution ==== First—order solution
T
_4 : : : : :
0 10 20 30 40 50 60
t
FIGURE 2.3. La solution intermédiaire (2.124) et celle a I’ordre 1 (2.123) sont comparées a
I’intégration numérique directe de (2.47) pour so = 1 et (de haut en bas) e = 0.01,0.1 et 0.5. De
plus oy = letas =2.
Par conséquent, pour étre en accord avec la forme de vitesse souhaitée, on impose
. acos¢ sin ¢
acosp—apsing =0 = ¢$=—— et d=ay . 2.130
¢ —apsing ¢ asing ¢COS¢ ( )
Ensuite on dérive « vraiment » v(¢) par rapport au temps
li =—acos¢ —asing — aycos ¢. (2.131)
En utilisant (2.127) et (2.128), (2.125) devient
—asing —agcos ¢ + eh (acos @, —asin ¢) = 0. (2.132)

En remplacgant successivement ¢ et ¢ dans (2.132) par leurs expressions respectives données par



34 CHAPITRE 2. METHODES D’ANALYSE

(2.130) on obtient

a = eh(acos @, —awgsin ¢) sin ¢, (2.133a)
¢ = Sh(acos ¢, —awp sin ¢) cos ¢. (2.133b)
a

Remarque. Pour linstant aucune approximation n’a été faite. Le systeme d’équations différen-
tielles précédent décrivant I'évolution de a(t) et ¢(z) est équivalent a 'équation de départ.

Comme 0 < € < 1 donc a(t) et ¢(t) sont lentement variables donc évoluent peu pendant une
période Ty = 2. L’ approximation de Bogoliubov—Krylov consiste a supposer que a(r) et ¢(t) sont
constants pendant cette période 7y. En appliquant cette approximation a (2.133) on arrive a

a=0, (2.134a)

3 2
¢=el 8“3 (2.134b)

et donc, apres utilisation des conditions initales

3s(2)a3
8

a(t)=Cste=s59 et ¢(t)=¢€ t. (2.135)

La solution approchée a ’ordre 1 de (2.47) par la méthode de moyennage de Bogoliubov—Krylov

est finalement :
3035(2)
u(t) =socos||1+e€ g t (2.136)

wo

qui n’est autre que la solution intermédiaire (2.124) trouvée précédemment par la méthode des échelles
multiples.

Démonstration. L application de I’approximation de Bogoliubov—Krylov consiste ici a intégrer sur une
période Ty = 27 les membres de droite de (2.133) en supposant a() et ¢(¢) constants, ce qui donne
pour (2.133a) :

€ to+1p
a=— h (a cos ¢, —awy sin @) sin ¢dt
To Jy,
€ to+1p
= — sin ¢ (a2a2 cos? o+ aga3 cos’ ¢) dt
TO I0)
€ to+71o
=i 3 (2a/3a3 sin(2¢) + aza’ sin(4¢) + 2a2a” sin(@) + 2ara’® sin(3¢)) dt
0 110
€ 27 q
= 3 (za3a3 sin(2¢) + aza’ sin(4¢) + 2a2a” sin(@) + 2ara® sin(3¢)) de
T Jo
=0 (2.137)

ot cos? ¢ et cos® ¢ ont été développés a 1’ aide d’identités trigonométriques et ol ’on a utilisé la relation

générale suivante :
2

1 to+1p 1
[ e od=o [ r@)as. (2.138)
0 Jr T Jo
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En procédant de facon similaire pour (2.133b), il vient

€ to+Tp
p=— h (a cos ¢, —awq sin @) cos ¢dt
TO 100
€ to+71o
= — cos ¢ (a/za2 cos® ¢ + aza’ cos> ¢) dt
TO 10
€ to+1o
== 3 (4a/3a3 cos(2¢) + a3a’ cos(4¢) + 3aza’ + 6ara® cos(¢) + 2ara’ cos(3¢)) dt
0 1))
€ 2
=5 3 (4a/3a3 cos(2¢) + a3a’ cos(4¢) + 3aza’ + 6ara® cos(¢) + 2ara’ cos(3¢)) do
T Jo
3 3
e (2.139)
8
et (2.134) est démontré. La solution de (2.134a) est directement
a(t) = Cste = ay. (2.140)
L’Eq. (2.134b) devient donc
3a%a3
p=€ 2 (2.141)
donc la solution est :
3a(2)a/3
p(1) =€ t+ o (2.142)
avec @o = p(t =0).
Par (2.127) et (2.128) nous avons donc
3&30%
u(t) = agcos ||wo + € t+ @ (2.143)
80)0
) 3a/3a(2)
v(t) = —agsin | |wo + € t+ o (2.144)
8w
On utilise les conditions initiales (2.48) :
v(t=0)=0 = ¢p=0 (2.145)
et
u(t=0)=s9 = ag=sp (2.146)
pour obtenir finalement (2.136) et conclure la démonstration. O

La méthode de moyennage de Bogoliubov—Krylov permet un calcul rapide de la solution intermé-
diaire mais ne permet en 1’état d’obtenir des solutions approchées a des ordres supérieurs. Pour ce faire
il faut utiliser la méthode de moyennage généralisée [6].
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CHAPITRE 3

Forcage harmonique de 'oscillateur de
Duffing
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3.1 Equation du modéle

L’équation de Duffing avec un forgage harmonique est donné par (1.4) que I'on va d’abord adi-
mensionnée. Le déplacement u est adimensionné par une longueur caractéristique U et le temps par la
pulsation wq en posant :

ﬂ:% et 7= wo, 3.1)
ce qui donne
2, A% 2, di 277~ 3.3
ond? ++2w0§Uﬁ +wyUii + aU~ii” = K cos () (3.2)
qui en posant
U? . K
ep=( ei="%, et K=—- (3.3)
w wyU

devient, en omettant les pour alléger les notations et en symbolisant les dérivées temporelles par rapport
a7 par des points,
ii + u + 2epi + eau’ = K cos (Qf) . (3.4)

3.2 Résonance primaire

On étudie ce qui se passe quand € est proche de wy, pour cela on introduit le parameétre o tel que :
Q=1+e€0. (3.5

37
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En supposant de plus un forcage faible (c.a.d K = €k), I’équation précédente devient :
ii + u + 2epii + eau’ = ek cos ((1 + €o)t) (3.6)

que I’on va étudier par la méthode des échelles multiples (en ne prenant en compte que deux échelle
des temps : une rapide Ty = ¢ et une lente 7 = €7. Pour cela on pose :

u(To, Tv) = uo(To, Th) + euy (To, T1) + . ... (3.7)

En introduisant (3.23) et les expression des dérivées temporelles (2.91) et (2.92) dans (3.6) puis en
équilibrant les termes en puissances de € on aboutit, pour les ordres O et 1, a:

d%u
0 0
o it =0 3.8a
T (3.82)
62u aZu ou
1. I _ o . 3
€ aTOZ +up —ZW _2”(9_% —(l’I/tO'l‘kCOS (TO+O'T1) (38b)

La solution de (3.8a) s’écrit de la facon suivante :
uo(To, Ty) = A(Ty)e/™ + A*(Ty)e /™ (3.9)

ou A(T) est constante a 1’échelle de temps rapide 7Ty mais variable a I’échelle de temps lente 7} et
A*(Ty) représente le complexe conjugué de A(T7).
Il faut ensuite résoudre (3.8b) en introduisant I’expression de ug précédente de le membre de droite,
on aboutit a :
62141 2 0A 2 j
- —— 2= JT
E)TOZ +wguy =— |2 o7, + uA ] +3aAlAl7| e/
— aA3e730 4 Eej(ToﬂTTl)
+c.c. (3.10)

ol avec c.c. est complexe conjugué de la partie écrite du membre de droite.
L’ annulation des termes en facteur e/’ dans le membre de droite de (3.10), causant des termes
séculaires, conduit a résoudre I’équation différentielle suivante pour I’amplitude complexe A :

dA k
2j | = + uA| +3¢A|A)? = = exp (joT) = 0. (3.11)
aT, 2

En passant en coordonnées polaires A = %aej ¢ et en notant d()/0T; = ()’, I’équation devient

G.11):
3

k k.
S 5 cos (oT1 — @) — J7 sin (0T — ) (3.12)

qui, lorsque I’on sépare les parties imaginaire et réelle devient :

ja' +ajo’ +ua)+

k
a’ = —pa+ 5 sin (oTy — ¢), (3.13a)
3aa® Kk
ag’ = ‘;" - Scos (0Ti ). (3.13b)

La solution approchée de (3.6) intermédiaire (celle o on se contente d’annuler les termes en facteur
e/T0 dans le membre de droite de (3.10) sans aller jusqu’ sa résolution compléte) s’écrit donc sous la
forme suivante :

u = a(et) cos (wot + @(€t)) (3.14)
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3.0 ‘ : : 3.5 ‘
= Nonlinear: a§ = Nonlinear: v$

3.0}
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FIGURE 3.1. Points fixes de (3.16) : amplitudes a® (a gauche) et phases y¢ (a droite). Le cas
linéaire est aussi représenté (en noir). La parametre suivantes sont utilisés : u = 0.3, @ = 7 et

k=1.5.

ol a et ¢ (lentement variables) sont solutions du systeme d’équations différentielles (3.13).

20

Nous allons maintenant étudier les positions d’équilibre de (3.13) puis analyser leur stabilité. Tout
d’abord le systeme est transformée en systéme autonome (c.a.d ne dépendant pas explicitement du

temps) on posant :

y=oli-¢
ce qui permet d’écrire (3.13) comme suit
a’ =—ua+ =sinvy,
pa+ = smy
’ Saa’ + = cos
ay' =o0a- = .
Y ] 2 Y

Les position d’équilibre (a€,y¢) sont solutions de {a’ = 0,y’ = 0} qui est équivalent a

k
ua’ = 5 siny®,
3aa®’ k
e —_= e
oa 2 5 CosY

En sommant les équations précédentes élevées au carré, I’équation suivante est obtenue :

2
2| 2 3a? k>
a® |\u+ o - =
8 4ye?
puis en faisant le rapport on obtient :
u
e _
tany” = 3aa®?® _
8

(3.15)

(3.16a)

(3.16b)

(3.17a)

(3.17b)

(3.18)

(3.19)

L’Eq. (3.18) est une équation cubique en a®> qui peut étre résolue analytiquement (en utilisant des
formules ou un logiciel de calcul formel). L’amplitude étant positive il y a trois solutions, notées af, a3
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et a§. Une fois I’amplitude obtenue la phase y¢ est déterminée par (3.19). Les points fixes (amplitudes
a® et phases y¢) sont représentés et comparés au cas linéaire en Fig. 3.1 pour les parametres suivants :
u=03 a=7etk=1.5.

Pour connaitre la stabilité des points fixes précédemment déterminé, on commence par écrire (3.16)
sous la forme suivante :

k
a' = f(a,y) = —pua+—siny (3.20a)
2wq
3aa? k

- +
8wy 2woa

Y =gla,y)=0 cosy (3.20b)

puis on calcule sa matrice jacobienne comme suit

of af k
da 9y s T2
Jay) =55 95 |=| 30a & 0 : (3.21)
- = -——— — ——cCosy -— siny
da Oy 4wy 2wpa® woa

que I’on estime en (a¢, y¢). En utilisant (3.17), cela s’exprime de la maniére suivante :

3aa®’

. o —u —oa®+
J@y )= & 9qac (3.22)
— —H
a¢ 8

En résolvant numériquement det(J(a®,y)) = 0 on montre que af et a5 (respectivement en bleu et
en vert en Fig. 3.1) sont stables et a5 (en orange en Fig. 3.1) est instable.

Si o est le parametre de bifurcation considéré, il y a donc présence d’un phénomene de stabilité
multiple puisque puisque pour une valeur de o donnée (par exemple o = 3 il y a coexistence de deux
solutions stables.

C’est la condition initiale qui détermine quel point fixe va €tre effectivement atteint par le systeme.
Pour illustrer cela, la Fig. 3.2 montre deux simulations des systémes (3.6) et (3.16) pour o = 3 et
€ = 0.01 et pour deux conditions initiales P; = (0.2, 1) et P, = (0.86, 1). La figure montre I’amplitude
en fonction du temps (cf. Fig. 3.2(a)) et la trajectoire dans le plans (a,y) comparé aux lignes de champ
de (3.20) (cf. Fig. 3.2(b)). On observe en effet que selon la position des conditions initiales dans le
plan (a,y), ces dernieres se trouvent sur des lignes de champ qui conduisent a deux points fixes stables
différents (points bleus sur la figures, le point rouge représente le point fixe instable). Ceci illustre la
notion de bassin d’attraction déja évoquée en Sect. 2.1.

Les résultats précédents (calcul des positions d’équilibre de leur stabilité) sont résumés dans le
diagramme de bifurcation présenté en Fig. 3.3. Le diagramme de bifurcation théorique (en vert pour la
branche stable et en gris pour les branches instables) y est également comparé a I’amplitude du régime
établi établi « mesurée » sur les signaux issus de I’intégration numérique de (3.16) (en bleu a gauche et
en rouge a droite). Ces derniers sont obtenus en intégrant (3.3) sur une période T avec des conditions
initiales (agp,yo). On prend ensuite la valeur suivante de o (en augmentant ou en diminuant) et on
effectue une nouvelle simulation en prenant comme conditions initiales les valeurs a(T') et y(T) de la
simulation précédente. Les valeurs de a(T) et y(T) sont enregistrées puis tracées en fonction de o (ici
on ne trace que I’amplitude).

La figure met en évidence un phénomeéne d’hystérésis. Lorsque 1’on augmente o, on suit la branche
du point fixe a; (qui est stable) jusqu’au sommet de la courbe puis on saute sur la branche correspondant
a ap (qui est stable également). Lorsque 1’on diminue o, on suit la branche correspondant a a, jusqu’au
point (ot un changement de stabilité est observé) puis on saute sur la branche de a;. Le chemin parcouru
en montée est donc différent de celui parcouru en descente.

LaFig. 3.4 montre comment évolue la réponse du systeme quand la raideur non linéaire @, I’intensité
du forcage k et le coefficient d’amortissement yu varient.
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21 = u(t) — a(t) AR R e 1 21 = u(t) — a(t) AR R e
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FIGURE 3.2. Intégration numérique des systemes (3.6) et (3.16) pour oo = 3 et pour deux
conditions initiales P; = (0.2, 1) et P, = (0.86, 1). La figure montre (a) I’amplitude en fonction
du temps et (b) la trajectoire dans le plans (a,y) comparé aux lignes de champ de (3.20). Les
points bleus et rouge représentent respectivement les points fixes stables et instable. Méme
parametres que dans la Fig. 3.1 avec € = 0.01.

3.3 Résonances secondaires

3.3.1 Forcage fort loin de la résonance primaire

Pour comprendre comment les résonances secondaires peuvent exister il faut maintenant supposer
un forgage fort en traitant directement 1’Eq. (3.4) (i.e. sans faire I’hypothése K = €k).

Toujours en supposant :
u(To, Tr) = uo(To, Th) + eur (To, T1) + . . ., (3.23)

en prenant en compte les expression des dérivées temporelles (2.91) et (2.92) dans (3.4) puis en
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FIGURE 3.3. Diagramme de bifurcation théorique (vert pour la branche stable et gris pour les
branches instables) comparé a I’amplitude du régime établi « mesurée » sur les signaux issus de
I’intégration numérique de (3.16) (en bleu a gauche pour o croissant et en rouge a droite pour o
décroissant). Méme parametres que dans la Fig. 3.1 avec € = 0.01.
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FIGURE 3.4. Evolution de 1’allure du diagramme de bifurcation de bifurcation quand la raideur
non linéaire o (a gauche), I’intensité du forcage k (au centre) et le coefficient d’amortissement
4 (a droite) varient. Méme parametres que dans la Fig. 3.1 avec € = 0.01.

équilibrant les termes en puissances de € on aboutit, pour les ordres O et 1, a :

du
e : 6T020 + w(z)uo = K cos (Qf) (3.24a)
el LTI p 0o L (3.24b)
: WU = —2——F— —2U— —au .
a1z~ M T " Tamery ~ Mo, ~

L’équation a 'ordre 0 n’est plus homogene, elle correspond en fait & un oscillateur linéaire forcé
harmoniquement dont la solution générale, sous forme complexe est :

uo(To, Ty) = A(Ty)e/T0 + Ae? 0 4 ¢ c. (3.25)
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avec

1 K
=—-—. 3.26
21-Q2 (3:26)
La solution uq précédente est introduite dans I’équation de ’ordre €! :
8T02 +u =-— [2]0)0 ((9_T1 + uA | +6aAA +3aA|A|7| /0
— | A363T0 4 A3,3i9T0
+3A%Ae/ PO 1 32 p I (Q-DT0
+ 3A2Aej(1+2)T0 + 3A*2Aej(l—2§2)T()
— A[2juQ +3aA? + 62 AA* |70 + c.c. (3.27)

En plus des termes proportionnels 4 e/70, des termes séculaires (ou aussi presque séculaire car nous
allons voir qu’il ne s’agit parfois plus pas de strictes égalités) peuvent également étre créés si :

(i) Q = 0 (forcage statique), en effet dans ce cason a :

ej(l—QQ)TQ ~ ej(l+2§2)T0 ~ ejT()‘

(1) Q= % (résonance super-harmonique), car dans ce cas :

30Ty _ LT

(iii) Q = 3 (résonance sous-harmonique), car dans ce cas :

ed Q2T _ ,iTo.

Dans les sections suivantes seuls les cas des résonances super-harmonique et sous-harmonique
(deuxieéme et troisieéme cas ci-dessus) seront étudiés. Pour ce faire les méthode des échelles multiples
sera de nouveaux utilisée.

Avant cela traitons le cas non résonant. Ce dernier correspond au situations ou €2 est éloignée de
0, % et 3. Dans ce cas, I’annulation des termes séculaires dans le membre de droite de (3.27) conduit a
la résolution de :

0A
2j (a—T+uA) +6aAA +3aA|A)?P =0 (3.28)

1

qui, en posant A = %aei # et en séparant les parties imaginaire et réelle, devient :
a’ =-pua (3.29a)
a2
ap’ =3a (A2 + g) a (3.29b)
En premiere approximation la solution du probleme dans le cas non résonant est donnée par :
K

u = a(et)cos (t+ ¢(et)) + — cos Q. (3.30)

De (3.29a) on tire que a(er) = age M€'. Par conséquent, aprés un régimes transitoire ou a(et)
décroit jusqu’a 0, seul reste la régime stationnaire

mCOS Qt (3.31)

qui est le méme que dans le cas linéaire. Seule la partie transitoire est affectée par la non linéarité par
le biais de ¢.
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3.3.2 Résonance super-harmonique Q =~ %

On étudie ce qui se passe quand €2 est proche de %wo, pour cela on introduit de nouveau le parametre
o tel que cette fois :
3Q=1+¢€0. (3.32)

A noter que dans ce cas nous avons : 3QTy = (1 + e0) Ty = Ty + o'T}.
En observant 1’Eq. (3.27) on voit que, dans le cas d’une résonance super-harmonique, 1’annulation
des termes séculaires conduit a I’équation différentielle suivante :

dA
2j (a_n + ,uA) +6aAA +3aA|A]> + aA?exp (joTy) = 0. (3.33)

En posant A = %aei ¢ et en séparant les parties imaginaire et réelle on obtient :

A3
a’ = —ua-— T2 i (oTy — ) (3.34a)
wo
3a (., d* ah?
ap’ = — (A + —) a+——cos (0T — ¢) (3.34b)
wo 8 w(

ot la notation d()/dT; = ()’ a de nouveau été utilisée.
Comme on I’a fait précédemment dans le cas de la résonance primaire, le systéme précédent (non
autonome) est transformé en systéme autonome en posant y = 07| — ¢ :
4 —

a’ = —pa —aA’siny (3.35a)

ay’' = (0— - 3aA2) a— %cﬁ — a3 cos Y (3.35b)

En premiere approximation la solution du probléme initial est donnée par :

K
u=acos(3Qt—vy)+ oo cos Qt (3.36)

ol a et y sont solutions du systeme d’équations différentielles (3.35).

Remarque. La pulsation d’'oscillation libre est 3Q, c’est pour cela que I'on parle de résonance
super-harmonique (superharmonic resonance)

La solution (3.37) contient donc un terme d’oscillations libre de période T = % et une solution

L . N . - 2 _
particuliere oscillant a la pulsation de forgage et donc de période - = 37

Les position d’équilibre de (3.35), toujours notées (a€, y¢), sont solutions de {a’ = 0,7y’ = 0} qui
est équivalent a

—pa® = aA’siny® (3.37a)
2\ e 3a e3 3 e
(0' ~3aA ) a* - Za®? = an’ cosy (3.37b)
En sommant les équations précédentes élevées au carré, I’équation suivante est obtenue :

an

2+ (0' —3aA? - %aez)] = a?A°. (3.38)
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FIGURE 3.5. Points fixes de (3.35) : amplitudes a® (a gauche) et phases y¢ (a droite). La parametre
suivantes sont utilisés : y = 0.3, =3 et K =2.

En faisant ensuite le rapport, il vient :

u
%"aez - (o= 3aA?) '

tany® = (3.39)

Comme dans le cas de la résonance primaire, ’Eq. (3.38) est une équation cubique en a® qui peut
étre résolue analytiquement (en utilisant des formules ou un logiciel de calcul formel). L’ amplitude
étant positive il y a trois solutions, notées a{, a; et a3. Une fois I’amplitude obtenue la phase y“ est
déterminée par (3.39). Les points fixes (amplitudes a® et phases y©) en Fig. 3.5 pour les parametres
suivants : u =03, =3 et K = 2.

L’analyse de stabilité de ces points fixes est effectuée de facon similaire a ce qui a été réalisé€ a la
section précédente (cf. Eq. (3.20) 4 (3.22)) en évaluant le signe du déterminant de la matrice jacobienne
de (3.35) évaluée aux points fixes. L’analyse se stabilité indique que af et a5 sont stables et que af est
instable.

Comme dans le cas de la résonance primaire, c’est la condition initiale qui détermine quel point
fixe va étre effectivement atteint par le systeéme. En effet, la Fig. 3.6 montre deux simulations des
systemes (3.4) et (3.35) pour o = 25 et € = 0.003 et pour deux conditions initiales P; = (0.1,—1) et
P, = (3.5,2.9). La figure montre u en fonction du temps (cf. Fig. 3.6(a) ou dans le cas de la solution
théorique u est donné par (3.37) avec a et y provenant de I'intégration numérique de (3.35)) et la
trajectoire dans le plans (a,y) comparé aux lignes de champ de (3.20) (cf. Fig. 3.6(c)). On observe
en effet que selon la position des conditions initiales dans le plan (a,y), ces dernieres se trouvent sur
des lignes de champ qui conduisent a deux points fixes stables différents (points bleus sur la figures,
le point rouge représentant le point fixe instable). Ceci renvoie une nouvelle fois a la notion de bassin
d’attraction (cf. Sect. 2.1).

Comme évoquée précédemment, dans chacune des deux situations, u(¢) est la somme d’un terme
d’oscillations libre de période T = % et une solution particuliere oscillant a la pulsation de forcage et
donc de période 3T. La Fig. 3.6(b), qui représente un zoom de la Fig. 3.6(a) entre ¢t = 1500 et ¢ = 1600,
montre que c’est effectivement le cas avec cependant une plus forte présence de la composante a 37
dans le premier cas (en haut) et une plus forte présence de la composante a T pour le second (en bas).
Ceci s’explique par le fait que ’'on a a® < 2A dans le premier cas et a® > 2A dans le second.

Des simulations numériques similaire a celles effectuée pour obtenir la Fig. 3.3 sont présentées en
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FIGURE 3.6. Intégration numérique des systemes (3.4) et (3.35) pour o = 25 et pour deux
conditions initiales P; = (0.1,—1) et P, = (3.5,2.9). La figure montre (a) u en fonction du
temps et (b) la trajectoire dans le plans (a, y) comparé aux lignes de champ de (3.35). Les points
bleus et rouge représentent respectivement les points fixes stables et instable. Méme parametres
que dans la Fig. 3.5 avec € = 0.003. (b) Zoom de la Fig. 3.6(a) entre r = 1500 et r = 1600.

Fig. 3.7. On observe un phénomene d’hystérésis identique a celui observé dans le cas de résonance
primaire. Lorsque 1’on augmente o, on suit la branche du point fixe a; (qui est stable) jusqu’au sommet
de la courbe puis on saute sur la branche correspondant a a; (qui est stable également). Lorsque 1’on
diminue o, on suit la branche correspondant a a; jusqu’au point (ol un changement de stabilité est
observé) puis on saute sur la branche de a;. Le chemin parcouru en montée est donc différent de celui
parcouru en descente.

3.3.3 Résonance sous-harmonique Q =~ 3

On étudie ce qui se passe quand €2 est proche de 3, pour cela on introduit de nouveau le parametre
o tel que :

Q=3+e0 (3.40)

A noter que dans ce cas nous avons : (Q —2)Ty = 3+e0c —2)Ty =Ty + 0T
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FIGURE 3.7. Diagramme de bifurcation théorique (vert pour la branche stable et gris pour les
branches instables) comparé a I’amplitude du régime établi « mesurée » sur les signaux issus de
I’intégration numérique de (3.35) (en bleu a gauche pour o croissant et en rouge a droite pour o
décroissant). Méme parametres que dans la Fig. 3.5 avec € = 0.003.

En observant I’'Eq. (3.27) on voit que, dans le cas d’une résonance sous-harmonique, I’annulation
des termes séculaires conduit a I’équation différentielle suivante :

dA
2j ((97 + ,uA) +6aAA +32A|A)? + @A Aexp (joTi) =0 (3.41)
1

En posant A = %aei‘/’ et en séparant les parties imaginaire et réelle on obtient :

3aA

a’ =—-pa - CfTaz sin (oTy — 3¢) (3.42a)
2 3aA

ag’ = 3a (A2 + %) a+ ‘fTaz cos (oT; - 3¢) (3.42b)

Le systéme précédent (non autonome) est transformé en systéme autonome en posanty = 071 -3¢ :

, 3aA ,

a’' =—ua- o a“sinvy (3.43a)
9 9aA
ay’ = (0’ - 9a/A2) a-— ?a/a3 - % cosy (3.43b)

En premiére approximation la solution du probléme initial est donnée par :

1 K
U = acos (5 (Qt — ’y)) + W cos Qr (3.44)

ol a et y sont solutions du systeéme d’équations différentielles (3.43).
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Remarque. La pulsation d'oscillation libre est %Q, c’est pour cela que I'on parle de résonance
sous-harmonique (subharmonic resonance)

La solution (3.44) contient donc un terme d’oscillations libre de période 7' = 3 X %T et une solution
particuliere oscillant & la pulsation de for¢age et donc de période %’r = %
Les position d’équilibre de (3.43), toujours notées (a¢, y¢), sont solutions de {a’ = 0, y’ = 0}. Cette

derniére équation est équivalente a :

9aA
702 2 6iny® = —3ua® (3.452)
9aA 9

aTaez cosy® =a® (a' —9aA® - ?aaez) (3.45b)

En sommant les équations précédentes élevées au carré, on aboutit a I’équation suivante :

2
9a 62) :a€481a2/\2 (3.46)

e2 | 2 2
— A° — —
a M +(O’ 9« 3 a 1

Contrairement a la résonance primaire et a la résonance super-harmonique, la solution triviale
a® = 0 existe. Les solutions non triviales sont solution de :

2 272
9 8la*A
w2+ o —9aA® - —aae2 = anQ— (3.47)
8 16
qui est une équation quadratique en a¢? dont les solutions sont sous la forme :
a?=p++p2—¢q (3.48)
avec . o )
p=-F 6A2 et g= ou? + (0' - 9a/A2) : (3.49)
9 81a?

Les points fixes, donnée par (3.48), sont représentés en Fig. 3.8. On observe une forme bien différente
de ce que nous avions dans les cas de la résonance primaire et de la résonance super-harmonique.

L analyse de stabilité de ces points fixes est effectuée de facon similaire & ce qui a été réalisé a la
section précédente (cf. Eq. (3.20) 2 (3.22)) en évaluant le signe du déterminant de la matrice jacobienne
de (3.43) évaluée aux points fixes. L’analyse se stabilit€ indique que af est instable et que af et point
fixe triviale sont stable sont stables.

Le diagramme de bifurcation théorique est comparé a I’amplitude du régime établi « mesurée »
sur les signaux issus de I'intégration numérique de (3.43) en Fig. 3.9. Dans le cas d’un o décroissant,
deux cas sont représentés : en rouge le cas ou la premiére simulation (pour o= = 40) est initialisée pres
du point fixe triviale et en noire le cas ou la premiere simulation est initialisée prés du point fixe non
triviale stable. On observe que si le systéme est proche du point fixe triviale une variation de o ne le
fera pas changer d’état. Seule une perturbation importante capable d’amener le systéme dans le bassin
d’attraction de af pourra faire changer le syst¢éme d’état.
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FIGURE 3.8. Points fixes de (3.43) : amplitudes a® (a gauche) et phases y¢ (a droite). La parametre
suivantes sont utilisés : y = 0.3, a =5et K = 5.
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FIGURE 3.9. Diagramme de bifurcation théorique (vert pour la branche stable et gris pour les
branches instables) comparé a I’amplitude du régime établi « mesurée » sur les signaux issus
de I’intégration numérique de (3.43) (en bleu a gauche pour ¢ croissant et en rouge et noire a
droite pour o~ décroissant). Dans le cas d’un o décroissant, deux cas sont représentés : en rouge
le cas ou la premiere simulation (pour o = 40) est initialisée prés du point fixe triviale et en
noire le cas ol la premieére simulation est initialisée pres du point fixe non triviale stable. Méme
parametres que dans la Fig. 3.8 avec € = 0.003.
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Oscillations auto-entretenues
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4.1 Amortissement négatif induit par le frottement

4.1.1 Equation du modéle

Le modele étudié ici est celui présenté en Sect. 1.2.3. I’ équation du mouvement associé a ce modele
est I'Eq. (1.9), réécrite ci-dessous avec quelques changements de notation :

d*u du . [du 3
W—Zyz+w%u+a/3 (Z) =0. (4.1)

Procédons maintenant a I’adimensionnement de (4.1) en posant

u -
i=— et [=wol. 4.2
U 0 (4.2)
ou U est une longueur caractéristique du systeme.

Avec (4.2), I’Eq. (4.1) s’écrit :

da . di dii\’
ngd? -~ 2)/on$ +awiU? (ﬁ) =0. (4.3)

51
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Finalement en notant 9/wg = ey et woU?& = ea (avec donc ysimO(1) et & ~ 6(1)), en omettant
les ~ pour alléger les notations et en symbolisant les dérivées temporelles par des points, 1’équation
étudiée s’écrit finalement :

il —2eyu+u+ ean’® = 0. 4.4)

4.1.2 Analyse de stabilité de la position d’équilibre triviale

L’analyse de stabilité de la position d’équilibre triviale de (4.4) est effectuée en Sect. 2.1.2 dans
I’exemple 2.2 : la position d’équilibre triviale est stable (asymptotiquement) si y < 0 et instable si
v > 0.

4.1.3 Solution analytique approchée par la méthode des échelles multiples

4.1.3.1 Solution a l'ordre 1

L objectif de cette section est d’obtenir une solution approchée de (4.4) par la méthodes des échelles
multiples (cf. Sect. 2.2.5). Dans le cadre de la recherche d’une solution a I’ordre 1, nous nous limiterons
a deux échelles de temps : une rapide Ty = t et une lente 77 = ef. Dans ce cas on pose :

u(To, Tv) = uo(To, Th) + euy (To, Th). (4.5)

L’ expression de u précédent et celles des dérivée temporelles (2.91) et (2.92) sont introduites dans
I’Eq. (4.4). En équilibrant les termes en puissance de € on obtient :

0%u
0 0
€ : +ug=0 4.6a
(‘3T02 0 (4.6a)
0%u 0%u ou duo\’
1 1 0 0 0
: =-2 21— — — 4.6b
¢ or> "' T omar, T or, “ (aTo) (4-66)

La solution de (4.6a) s’écrit de la facon suivante :
uo(To, 1) = A(Ty)e’™ + A*(Ty)e ™0 4.7)

ou A(T) est constante a 1’échelle de temps rapide 7Ty mais variable a I’échelle de temps lente 7} et
A*(Ty) représente le complexe conjugué de A(T7).

Il faut ensuite résoudre (4.6b) en introduisant I’expression de ug précédente de le membre de droite,
on aboutit a :

-+ :_2’_.1
o1z " J(ane o,

. ) ) . \3
+24) (AefT" - A*e_JTO) +aj (AeJTO - A*e_]TO)
=-2j 6_A6J'To _ %e—ﬂo
0Ty 0T
+22) (Ae/M - A%em/T)
_aj (3A|A|2ejT0 “3A*|APRe T — A3 4 A*3e—3fTO) . 4.8)
L’annulation des termes causant des termes séculaires dans (4.8) conduit a résoudre 1’équation
différentielle suivante pour I’amplitude complexe A :

0A 3 )
— — 1A+ -aA|A|" =0. 4.
Gy ~ A+ eIl =0 (4.9)
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Pour résoudre (4.9), on passe en coordonnées polaires
1 .
A= Eae”’, (4.10)
ce qui, apres calcul, donne
2V22eM
- ‘/_—e (4.11)
V3ae2ili — K
¢ =0 (4.12)
et donc
2/1 /lTl .
A= \/_—eej‘ﬁo (4.13)
V3ae2 — K
ol K et ¢q sont des constantes.
Démonstration. Lintroduction de (4.10) dans (4.9) donne :
0 0 . : 3 .
(6_76’11 + jaa—;fl) e’ —dae’? + gaa3e”’ =0. (4.14)
On sépare ensuite les partie réelle et imaginaires qui sont respectivement
dp
T -0 4.15
“o (4.15)
dont la solution, si I’amplitude a est non nulle, est
@19
et s 3
a
— =la--ad’ 4.17
a7, a 8a/a ( )
Apres séparation des variables (4.18) s’écrit comme suit :
da
———— =0Ty (4.18)
da - 3ad’

qui se résout a 1’aide de la décomposition en éléments simples de 1/(da — %a/aS). Les racines de

Aa — %a/a3 étant a = 0, a = —,/38—;1 eta = ‘/38—(’}[ on obtient, apres quelques étapes de calcul, la

décomposition en éléments simples suivante :

1 1 1 1

+

Aa - 3aad Tal 31 [84
8 2/1( §+a 24 E—a

(4.19)
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L’intégration de (4.18) donne donc :

@ ™ (4«/64 A 6a/l) In (6a/l ¥ 4\/61\/5)
n(a _
— - =T +Cste=T; —InK
1 21 21 prise=amn
o
K
In - = 24T
(4«/6/1\/5) — (6a1)?
a’kK 24T
- =1 (4.20)
il
(4«/61\/;) — (6ad)?
La résolution de (4.22) donne :
46 13/2AT1
b 4.21)
\/a (K +3642¢21T1)
qui en posant K = —121K revient a (4.11), ce qui conclue la démonstration. m|

Déterminons maintenant 1’expression de u#; connaissant I’expression de A. Les termes causant les
termes séculaires étant annulés, 1’Eq. (4.8) se simplifie en :

TU 2y =) (A3e3fT0 - A*3e—3fT0) (4.22)

avec A(Ty) donné par (4.13).
Pour rappel, on ne prend en compte pour I’instant que la solution particuliere de (4.22) qui est
obtenue a laide du principe de superposition (cf. Sect. A.3) :

A3 3Ty L a3 2eed T
uy=—j——e’0+j

%3
@A™ am _
8

8 V2 (3ae?Ti — K)

372 SN [3(To + ¢o)] - (4.23)

En repassant a 1’échelle de temps physique ¢ en écrivant Ty = ¢ et T = €t, I’expression approchée
de u al’ordre 1 est donc :

u(r) = uo(r) + euy (1)

221 Aet /13/2 et
_ el [+ o] + e— 2 €€ sin [3(7 + o)] - (4.24)
V3aqe2let — K \/E (3a62/let _ K)3/2

Pour terminer, il fait déterminer la constantes K et ¢y a 1’aide des conditions initiales (2.48) qui
s’écrivent ici :

2V2VA cos (¢o) N @32 sin (3gp)
€ _

0) = = 50, 4.25
u(0) R V3Ga K" 50 (4.25)
4(0) = _2\5\/1 sin (o) N 3a232 cos (3¢p) _ 4.26)

V3a -K ‘ V2(3a - K)3/2
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Les constantes K et ¢g sont également développées en séries enticres de € :

K = Ko + €K, (427)
$0 = Yoo + €po1 (4.28)

Apreés un développement limité a ’ordre 1 de u(0) et #(0) autour de € = 0 et en équilibrant les
termes en puissance de € on trouve :

3as§ -84 3as3
¢00=0, Ko=—5—. ¢o=—5
5o

et

=
|
o

4.29)

Démonstration. Le développement limité a 1’ordre 1 de la vitesse initiale 1(0) et du déplacement initial
u(0) autour de € = 0 et I’équilibrages des termes en puissance de € donne respectivement a I’ordre O :

2V2 VA sin(@o0) 2v2V cos(¢oo)
_ =0 et =50 (430)
V3a — Ky V3a — Ky
dont on déduit que
3ast -84
et | Ko=—5— 431)
0

Ensuite a 'ordre 1, en prenant en compte également (4.31), cela donne pour le déplacement :
K 150 = 0 (4.32)

et donc
(K1 =0] (4.33)

En prenant en compte également (4.31) pour la vitesse a ’ordre 1 on obtient :

3a/s% — 32¢01

=0 (4.34)
32 \/Iz
So
et donc finalement
oy 435
Yo1 = 0 4.35)
et la démonstration est terminée. |

4.1.3.2 Solution intermédiaire

Pour simplifier les calculs il est possible d’obtenir une solution intermédiaire en se contentant de ug
mais avec une expression de A obtenue par 1’annulation des termes de (4.8) créant des termes séculaires
(cf. remarque Sect. 2.2.5), on obtient alors

Zme/let

= ——""
u(t) V3ae2iet — K

cos [t + @] . (4.36)
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Dans ce cas les conditions initiales (2.48) s’écrivent :

2V2VA
u(0) = 2WVAeos () _ (4.37)
V3a - K
2V2VAsi
i(0) = _M =0 (4.38)
V3a - K
ce qui conduit, avec les développement (4.27) et (4.28) a
3ozs(2) -84
woo =0, Kop= — 2 wor =0 et K;=0. (4.39)
0

et donc

u(t) = 2V22ete! cos [t] = s(et) cos [t] . (4.40)

3as?-81
2det 0
\/Sa/e -5

0

ol la fonction s(et) représente 1I’amplitude (lentement variable) de u(¢). La démonstration des résultats
précédents est équivalentes a celle permettant d’obtenir (4.29).

Le comparaison entre I’intégration numérique du (4.4) et la solution théorique intermédiaire donnée
par (4.40) avec y = —1 a gauche, y = 1 a droite, @ = 1 et € = 0.04 est montrée en Fig. 4.1. Un trés bon
accord est observé.

On observe également que le signal est composé de deux phases : une phase transitoire ou
I’amplitude augmente (resp. diminue) quand y = 1 (resp. y = —1) puis un régime établi ou I’amplitude
n’évolue plus. Le graphe qui représente 1’amplitude du régime établi en fonction de vy (le parametre de
bifurcation du probleme) est appelé diagramme de bifurcation. Il est calculer dans la section qui suit.

4.1.3.3 Diagramme de bifurcation théorique

Le diagramme de bifurcation théorique est obtenue en calculant les positions d’équilibre, en am-
plitude et en phase de I’amplitude complexe A. On peut aussi indiqué dans le diagramme la stabilité
de ces solutions, ce que nous allons faire ici. Dans notre cas la phase est constante (cf. Eq. (4.15)), le
probléme revient donc a trouver les positions d’équilibre en amplitude @ dont I’évolution est régie par
(4.18). 11 faut donc résoudre

3
Aa - gaa3 = f(a)=0 4.41)
dont les solutions sonta =0, a = — % eta = %. On retrouve donc la position d’équilibre triviale,
notée a{ = 0 et une seconde position d’équilibre strictement positive, notée a = 5—2 (I’amplitude est

en effet supposée positive). Par exemple sid = 1 et @ = 1 alors af = \/g ~ 1.63 ce qui correspond a

I’amplitude du régime établi observée en Fig. 4.1 (en haut a droite). A noter que aj n’existe pas quand
A <0.

Le systeme étant ici a 1 DDL (uniquement (4.18)), I’analyse de stabilité se réduit a déterminer le
signe de f’(a{) (resp. f'(a3)) : si f'(a$) < O (resp. f'(a5) < 0) alors af (resp. a5) est stable et si
f'(a$) > 0 (resp. f'(a5) > 0) alors af (resp. a$) est instable. La dérivée de f par rapport a a s’écrit
f'(a)=2A- %aaz, d’ou f’(a{) = A et on retrouve les conclusions obtenues par I’analyse de stabilité de
I’équilibre triviale effectué directement sur (4.4) (cf. Sect. 4.1.2). Pour la seconde position d’équilibre
ona f’(af) = =24 qui donc stable quand 4 > 0. Quand af perd sa stabilit€¢ en 4 = 0 ( le point de
bifurcation) aj et est stable.

Les résultats précédents (calcul des positions d’équilibre de leur stabilité) sont résumés dans le
diagramme de bifurcation présenté en Fig. 4.2. Le diagramme de bifurcation théorique (en vert) y est
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50=05;5=0;€=004; y=-1 50=05;5=0;€=004; y=1
] 2L [ e
7777777777777777777777777777777777777777 1 »
< = 0
N ! ! ! N
————————— —1f-
—2|== Numerical --- Intermediate Amplitude} —2|== Numerical --- Intermediate Amplitude |
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
4 4

State—space representation
T T T

u(r)

T | — NL‘lmerical -;- Interme(‘liate r —2f -+ -|— Numerical === Intermediate
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u(r) u(r)

FIGURE 4.1. Comparaison entre I’intégration numérique du (4.4) et la solution théorique inter-
médiaire donnée par (4.40) avec y = —1 a gauche, y = 1 & droite, @ = 1 et € = 0.04. En haut :
Série temporelle. En bas : représentation dans 1’espace des phases.

également comparé a I’amplitude du régime établi établi « mesurée » sur les signaux issus de I’intégration
numérique de (4.4) (points bleus). Ces derniers sont obtenus en intégrant (4.4) (avec encore u(0) = 0.5
et 11(0) = 0 comme conditions initiales) sur une période T, le régime établi est supposé Etre déja atteint
at = 0.97. On prends le maximum de u (noté max, ) et le minimum de u (noté min,,) sur I’intervalle
[0.9T,T] et I’amplitude est obtenue en effectuant la moyenne des deux. L’opération est répétée pour
chaque valeurs de vy choisies (cf. abscisses des points bleus sur la Fig. 4.2). Un bon accord est encore
une fois observé.

4.2 Instabilité aéroélastique d’une aile d’avion

Il s’agit ici d’étudier une instabilité de type flottement flexion-torsion a I’aide d’aide d’un modele
tres simple d’aie d’avion.

4.2.1 Equations du modéle

On utilise un modele simplifié (cf. Fig. 4.3) ou I’aileest représentée par un profil indéformable qui
peut se translater selon la verticale (mode de flexion) et tourner autour tu point £ (mode de torsion).
Laile est de longueur L, de masse M et de moment d’inertie /g par rapport a E. Les coordonnée
généralisées du probléme sont la position y du point E et I’angle @ du profil par rapport a I’horizontale.
La raideur de flexion (resp. torsion) est supposée posséder une partie lin€aire K, (resp. K, ) et une partie
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FIGURE 4.2. Comparaison entre le diagramme de bifurcation théorique (en vert) et I’amplitude
du régime établi « mesurée » sur les signaux issus de I'intégration numérique de (4.4) (points
bleus). @ = 1 et € = 0.04.
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FIGURE 4.3. Modele simplifié d’une aile d’avion.

cubique (KYF) (resp. K}*). Lamortissement linéaire est pris en compte par le biais des coefficients
d’amortissement Cy, et C,) pour la flexion et la torsion respectivement. En présence d’un écoulement
de fluide (ici c’est I’air) de vitesse U une force de portance

1
F= 5,oUZLcL(a)ey = Fe, (4.42)

s’applique sur I’aile en A (le centre de poussée) ou p est la masse volumique du fluide. Le coefficient
aérodynamique Cr («) est fonction de I’angle « et en premiere approximation en considérant de petits
angles il s’écrit :

Crla) ~Cr(0)+a (6&) . (4.43)
da a=0

Dans I’hypothése d’un écoulement quasi-statique on a [3] :Cy (0) =0 et (aach )Q:O =2nm.
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Les équations du mouvement peuvent €tre obtenues en appliquant les théoremes généraux de
la dynamique ou plus simplement avec les équations de Lagrange [3]. Cela conduit aux équations
suivantes :

M§ — Mt + Cyy + Kyy + K) by’ = npU*La (4.442)
I — M{§ + Coie + Kga + KN L = npU?bLa (4.44b)

avec I = I + M2

Démonstration. (Avec les théorémes généraux de la dynamique).

Démonstration. (Avec les équations de Lagrange). Les équations de Lagrange d’écrivent de facon
générale sous la forme suivante :

d (02\ 0% 0D
E( ) =Q; i=1,...,N (4.45)

8gi +a_q,~+aq,- B

ou & =9 —V estle Lagrangien du systeme (ou I et ¥ sont respectivement I’énergie cinétique et
I’énergie potentielle), & est la fonction de dissipation et Q; (i = 1,..., N) sont les forces généralisée
dues aux forces non conservatives autres que les forces d’amortissement. N est le nombre de coordonnées
généralisées du systéme, ici nous en avons deux : y et a.

L’ énergie cinétique est déterminée par application du théoreme de Konig, on trouve :

1 1
T =om (y — @) + 51,{,&2 (4.46)
La prise en compte des termes de raideurs cubiques conduit a 1I’expression suivante de I’énergie

potentielle :

1 1 1 1
V=5 Y+ 5Kaaz + ZK;VLy“ + ZKQVLO/‘. (4.47)
La fonction de dissipation est :
1 1
P = Ecyy'z + ECde (4.48)

On montre que les forces généralisées O, et O, due a la force de portance F sont :
Oy =npULa et Q4 =npU?bLa (4.49)

Finalement 1’application des équations de Lagrange

d ([0ZL 0L 0D
i (3) 5 a5 =2 200
d (0ZL 0L 0D

conduit a (4.44) et la démonstration est terminée.
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Afin d’adimensionner les équations les équations précédentes on pose x = y/L et on aboutit a

¥ = Xob + Ok + Q%% — BO*a +&x3 =0 (4.51a)
rf,d —XoV + Lo + r%,a —v@%a + faaf3 =0 (4.51b)
avec Xq = /L, ro = VI/(L?M), Q = wy/w, (avec wy = Ky /M et we = VKo /D), {x = C;/(Mw,),

o = Ca/(Msza/)’ Ex = KyLLZ/(mw%y)’ o = K(];]L/(MLZCU%D)’ B = ﬂpLz/M, v = npb/M et
0 = U/(Lw,).

4.2.2 Analyse de stabilité de la position d’équilibre triviale

L’ étude de stabilité de la position d’équilibre triviale de (4.51) est effectuée ici est suivant la méthode
présentée en Sect. 2.1.
Tour d’abord, I’Eq. (4.51) est écrite sous forme matricielle

Mii + Ca + Ku + Fyp,(u,1) =0 avec u=(x, a/)T , (4.52)

2 2 3
ol ) el 2ol ) ) e

—Xo Ty 0 Za 0 ré—v@2 §Qa3

Le systéme est ensuite écrit dans 1’espace des phases (cf. Eq. (2.20)) comme suit :

o 0
%= Ax+ ( T ) (4.54)

avec X = (x, @, X, &) et A donnée par (2.21) a partir des expressions des matrices données par (4.53).
Le valeurs propres 4; (i = 1,...,4) sont calculées en résolvant det (A — AI) = 0. Cela donne une
équation polynomiale d’ordre 4 qui est résolue numériquement (en utilisant Matlab ou Mathematica ou
...) en fonction de la vitesse adimensionnée de I’écoulement ®. Le résultat est tracée en Fig. 4.4. On
observe que les 4 valeurs propres sont constituées de 2 paires de complexes conjuguées (il y a deux
modes d’oscillations) et qu’une bifurcation de Hopf (cf. Sect. 2.1.3) se produit pour Oygpr ~ 0.96. On
observe en effet que la partie réelle d’une des deux paires de valeurs propres (ici ¢’est A3 et A4) devient
positive pour cette valeur de ® (on dit que A3 et A4 sont les valeurs propres du mode instable). Selon
le Théoreme 2.1, la position d’équilibre triviale est stable pour ® < Oypr et instable pour © > Oppy.
Cette instabilité est parfois également appelée instabilité par coalescence (ou couplage) de modes car
on observe sur la Fig. 4.4 a droite que les parties imaginaires des valeurs propres (qui correspondent
aux pulsations des deux modes) se rejoignent lorsque © > Oygpf.

4.2.3 Etude des cycles limites par la méthode de moyennage

4.2.3.1 Calcul de 'amplitude des cycles limites

Dans la section précédente nous avons vu que la position d’équilibre triviale est stable pour ® <
OHopr €t instable pour © > Oyepr. La Fig. 4.5 montre le résultat de I’intégration numérique de (4.51)
pour ® = 0.9 (a droite) et ® = 1.1 (2 gauche). On observe effectivement une décroissance vers O quand
0O < Opopr ~ 0.96 et I’apparition d’un cycle limite quand © > Oy,pr. L’amplitude des cycles limites va
étre déterminée théoriquement par la méthode de moyennage de Bogoliubov—Krylov (cf. Sect. 2.2.6).
Les calculs a la main deviennent laborieux dés que 1’on traite de systemes ayant plus d’'un DDL, le
logiciel Mathematica a donc été utilisé (des morceaux du programmes sont reporté en Annexe. C.

Dans ce but I’équation matricielle (4.52) est réécrite sous la forme suivante :

ii + Zi + Qu + Gnr. (u, 1) = 0 (4.55)
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FIGURE 4.4. Parties réelles (2 gauche) et parties imaginaires (2 droite) des valeurs propres A;
(i=1,...,4) de A en fonction de la vitesse adimensionnée de 1’écoulement ©. Les parametres
utilisées sont : xo = 0.2, 7, =0.5,Q2=0.5,8=0.2,v =0.08, {, =0.01, {, =0.01, &, = 0.1

eté, =0.1.

0=09 0=11
2 T 1

e L

L

1 L. Lo o]
_9 : : : : : : : : : :
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
t t
2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2 ‘ ‘ ‘
e
R 7T S — = onrncetieRt it R R R
B RN T
| ‘ [
-1 e IR S R -1 r VAP ‘ ‘ : '
_n : : : : : _n : : : : :
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
t t

FIGURE 4.5. Résultat de I’intégration numérique de (4.51) pour ® = 0.9 (a droite) et ®@ = 1.1 (a
gauche). Les autres parametres sont les mémes que pour la Fig. 4.4.

avec Z =M1C, @ = M 1K et Gnp, = M~ 'Fnp, que I’on écrit formellement sous la forme suivante :

2 3 3
{1 4"12)7 g—(‘” +eo  ewpp ) ot GNL:E(an +8126¥3) (4.56)

Z=¢€ 2 3
01 €Wy W +eEm 821X + gna
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pour symboliser le fait que le systeme s’écrit sous la forme du systeme linéaire, conservatif et découplé

ol x et @ oscillent & la méme pulsation w plus une perturbation d’ordre ©(¢).

donc les variables oscillent & des pulsations trés proches, on prend ici

w = Im(/13)

positive.

nage puisse étre menée a bien. Il faut donc faire attention au résultat obtenu.

Remarque. On fait cette hypothése car nous étudions une instabilité par couplage de modes et

4.57)

ou A3 est la valeur propre correspondant au mode instable de (4.55) dont la partie imaginaire est

De plus 'hypothése d’un systeme linéaire, non amorti et découplé perturbé par des éléments
d’ordre O (€) n'est pas vérifiée rigoureusement mais est effectué pour que la méthode de moyen-

Conformément a la méthode de moyennage, les changements de variables suivant sont effectués :

x(1) = ay (1) cos(wt + ¢ (1)) = ay (1) cos ¢ (1)
V(1) = —ar(Dwsin(wr + ¢1(1)) = —ai (Hw sin ¢ (1)

et

a(1) = ax (1) cos(wt + @2(1)) = az(t) cos ¢a(7)
Ve (1) = —ar(wsin(wt + ¢2(1)) = —az(t)w sin ¢, (1)

Les formes de vitesses souhaitées v, et v, imposent que :

ay cos ¢y ., sing . a2Co8 ¢ . . singy
- ay =apgi Qo = — et drx=axyr

o1 = -
a sing;’

On dérive « vraiment » v () et v () par rapport au temps, ce qui donne :

Vy =X = —a1w2 COS P — dw sin ¢| — aPw cos Py,

Vo =@ = —a2w2 COS ¢y — dw Sin ¢y — aPrw cos Py.

cos ¢y’ ~axsing;’ cos ¢y’

(4.58)
(4.59)

(4.60)
4.61)

(4.62)

(4.63)
(4.64)

On utilise les Eqs. (4.62), (4.63) et (4.64) pour €&crire les équations du mouvement (4.55) sous la

forme suivante :

ar = efi(ay, az, @1, p2, W)
@1 = €fa(ar, az, 1, 92, wt)
dy = efs(a, az, @1, P2, WI)
¢ = €falar, az, 1, @2, 1)

(4.65a)
(4.65b)
(4.65¢)
(4.65d)

Les fonctions f; (i = 1,...,4) sont calculées et affichées en Annexe. C, (cf. Egs. (C.1), (C.3), (C.5) et

(C.7)).

Comme 0 < € < 1 donc a;(z), ax(¢), ¢1(t) et p2(r) sont lentement variables donc évoluent
peu pendant une période Ty = 27/w. L’ approximation de Bogoliubov—Krylov est donc utilisée pour
moyenner les fonctions f (i = 1,...,4) sur une période Ty en considérant que a (), ax(t), ¢1(t) et
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@2 (1) sont constants. On a donc :

. € to+Tpy .
ar = ?o./ filar, az, 1, g2, wt)dt = fi(ay, az, @1, ¢2) (4.66a)
fo
. € to+1)H .
=T folar, az, @1, 2, wt)dt = fr(ay, az, @1, ¢2) (4.66b)
fo
. € to+1p .
az = FO f3(al’a2’ ‘Pla <P2,(Ut)dt :f3(al,a2’(p1’<p2) (4660)
1o
€ to+To .
$2 = T fa(ar, az, 1, 2, wt)dt = fa(ay, az, 1, 2) (4.66d)
1o

Les fonctions f, (i =1,...,4) sont calculées et affichées en Annexe. C (cf. Eqs. (C.2), (C4), (C.6)
et (C.8)). On observe dans ces équations moyennées que le systeéme ne dépend pas de ¢; et @)
indépendamment mais uniquement de la différence ¢ = ¢ — ¢2. On a donc finalement un systéme a 3
DDL :

ay = ehi(ar,az, @) (4.67a)
ay = ehy(ay, az, ¢) (4.67b)
¢ =ehs(ar,az, ¢) (4.67¢)

avec hy = fi, hy = f3 et hy = f> — f4 (h3 est donnée par (C.9)).

La comparaison des séries temporelles issues de I'intégration numérique de (4.51) et (4.67) pour
©® = 1.2 est montrée en Fig. 4.6. Le déphasage @ est obtenue a partie des séries temporelles x(7) et a(¢)
séries temporelles issues de I’intégration numérique de (4.51) par la formule :

¢ =arg (M) : (4.68)

a—ja/w

On observe d’abord que le systeme (4.67) représente effectivement I’amplitude et le déphasage des
oscillations de (4.51). Nous remarquons ensuite qu'un cycle limite pour (4.51) correspond a un point
fixe (i.e. une position d’équilibre) pour (4.67). Pour déterminer les cycles limites de (4.51) il faut donc
déterminer les points fixes (af, a5, ¢¢) de (4.67) en résolvant :

hi(af,a5,¢¢) =0 (4.69a)
hy(af,a5,¢¢) =0 (4.69b)
hi(af,a5,¢¢) =0 (4.69¢)

ce qui est effectué numériquement. Les résultats sont montrées a la fin de la section quand la stabilité
des points fixes aura aussi été déterminée.

4.2.3.2 Analyses de stabilité des cycles limites

L’analyse de stabilité d’un régime périodique, que ’on devrait menée si nous n’utilisions pas la
méthode de moyennage, n’est pas abordée dans ce cours . Ici, grace a la méthode de moyennage (qui
nécessite d’avoir faits quelques hypotheéses pour pour €tre mise en ceuvre), I’analyse de stabilité des
cycles limites revient a une analyse de stabilité de points fixes, ce que nous savons faire (cf Sect. 2.1).

1. 1 faut utiliser la théorie de Floquet mais cela nécessite au préalable d’avoir déterminer les cycles limites ce qui peut se
faire par la méthode de 1’équilibrage harmonique par exemple. Ces deux méthodes ont I’avantages de ne pas faire I’hypothese
d’un systéme faiblement perturbé mais sont plus compliqué a mettre en ceuvre aussi bien d’un point de vue théorique que
numérique.
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FIGURE 4.6. Comparaison des séries temporelles issues de I’intégration numérique de (4.51) (en
bleu) et (4.67) (en vert) pour ® = 1.1. Les autres parametres sont les mémes que ceux de la
Fig. 4.4.

On écrit I'Eq. (4.67) sous la forme matricielle suivante :
a=h(q) avec q=(aiae)’ (4.70)

Les valeurs propres A;(j = 1, ..., 3) de la matrice jacobienne J(q) de la fonction vectorielle h évaluée
enq® = (af,as, )T, ie. Jn(q°), sont ensuite calculées. 11 faut enfin appliquer le Théoréme 2.1 pourr
déterminer la stabilité des positions d’équilibre q¢. Tout ceci est également effectué numériquement.

Le diagramme de bifurcation théorique résultant de 1’analyse précédente (stabilité de la position
d’équilibre triviale, calcul des positions d’équilibre de (4.67) et de leur stabilité) est représenté, pour
le méme jeu de parametre que celui utilisé précédemment, en Fig. 4.7. Le diagramme de bifurcation
construit a partir I'intégration numérique de (4.51) est également représenté. Ici ce dernier est obtenu
en intégrant numériquement (4.51) sur une période 7', le régime établi est supposé étre déja atteint a
t = 0.8T. On prends les maximums et les minimums de x et @ sur I'intervalle [0.87,T] et I’amplitude
de chacune des deux variables est obtenue en effectuant la moyenne de ces maximums et du minimums.
Partant d’une simulation initiale éloignée de la bifurcation (® = 0.6) avec des conditions initiales yy,
Yo, g et &g proches de zéro, on prend ensuite la valeur suivante de ® (en augmentant) et on effectue
une nouvelle simulation en prenant comme conditions initiales les valeurs y(T'), y(T), a(T) et &(T) de
la simulation précédente.

Le diagramme obtenu est typique de celui d’un systéme rencontrant un bifurcation de Hopf super-
critique (ou directe) car il y a continuité, au niveau du point de bifurcation, entre la branche du
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FIGURE 4.7. Diagramme de bifurcation théorique (positions d’équilibre stables en vert et instables
en orange) et numérique obtenu en augmentant ® (croix bleus). Les parametres sont les mémes
que ceux de la Fig. 4.4.

diagramme correspondant au point fixe trivial stable et la branche correspondant a cycle limite stable.

Un autre diagramme (cf. Fig 4.8), obtenu en diminuant la valeur de &, (égal maintenant a 0.01),
montre le cas d’une bifurcation sous-critique (ou inverse) ou la continuité, au niveau du point de
bifurcation, entre la branche du diagramme correspondant au point fixe trivial stable et la branche
correspondant a cycle limite stable est perdue. Ceci donne lieu a2 un phénomene d’hystérésis mis en
évidence en comparant le diagramme de bifurcation numérique obtenu en augmentant ® (cf. Fig 4.8(a))
a celui obtenu en diminuant ® (cf. Fig 4.8(b)). Lorsque I’on augmente ©®, on suit la branche du point
fixe trivial jusqu’au point de bifurcation puis on saute sur la branche correspondant au cycle limite
stable. Lorsque 1’on diminue ®, on suit la branche correspondant au cycle limite stable jusqu’au point
de rebroussement puis on saute sur la branche du point fixe trivial qui est donc atteint pour une valeur
de O inférieure a point de bifurcation. Ce phénomene peut étre extrémement dangereux, notamment
en montée, car au niveau de la bifurcation une variation infime de ® peut engendrer une augmentation
importante de I’amplitude des oscillations, ce qui n’est pas le cas pour la bifurcation directe grace a la
continuité des branches de point fixes stable.
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FIGURE 4.8. Diagrammes de bifurcation théoriques (positions d’équilibre stables en vert et
instables en orange) et numérique obtenus en (a) augmentant ® (croix bleus) et (b) diminuant
O (croix rouges). Les parametres sont les mémes que ceux de la Fig. 4.4 sauf pour &, qui vaut

0.01.



ANNEXE A

Rappels sur les oscillateurs linéaires a 1
DDL

Sommaire
Al Réponselibre . . ... ... i i ittt it ittt ottt oo nnos 67
A.1.1 Systeme conservatif . . . . ... .. ... 67
A.1.2 Systtme nonconservatif . . . ... ... ... L oo 69
A.2 Réponse forcéeharmonique . . . . . . . . v v v v i ittt e e 70
A.3 Principede superposition . . . . . .. . 00ttt e e e e e e e e 73

A.1 Réponse libre

A.1.1 Systéme conservatif

N

On considére le mouvement d’une masse m connectée a un ressort de raideur k, dont 1’autre
extrémité est fixée a un support rigide sans mouvement (cf. Fig. A.1).

- 1/
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/////////////////

FIGURE A.l. Systéme masse-ressort.

En appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) I’équation du mouvement de la
masse m est obtenue :
mii + ku =0 (A.1)

en considérant que la force de rappel du ressort est proportionnel a son allongement (i.e. cas linéaire,
valable pour des mouvements de faible amplitude). La variable u représente le déplacement de la masse
par rapport a sa position d’équilibre statique.

67
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FIGURE A.2. Vibrations libres d’un oscillateur harmonique (A.3) avec conditions initiales u(0) =

so et u(t) = $o.

En introduisant la pulsation propre wg de (A.1) telle que :
(A.2)

k
wo = V_’
m

nous obtenons 1’équation différentielle suivante :
.. 2.
i + wyu =

0 (A.3)

qui est celle d’un oscillateur harmonique.
(A.4)

La solution générale de I’équation du mouvement (A.3) est
u = Acos(wot) + Bsin(wot),

La fréquence propre et la période propre s’expriment par
2
fo = Yo o Ty = i (A.5)
2r wo

Le déplacement u de la masse s’obtient a partir de 1’équation (A.4), en déterminant les inconnues A et
(A.6)

B. Celles-ci sont déterminées a partir des conditions initiales :
u(0) =s9 et u(0) = 3s.

Il en résulte 1’expression suivante pour le déplacement de la masse :
(A7)

S0 .
u(t) = socos(wopt) + —Osm(a)ot).
wo

Un illustration de la solution (A.7) est représentée a la Fig. A.2 en considérant les conditions
initiales (A.6). Le mouvement observé est donc celui d’une oscillation harmonique de période Ty et

d’amplitude |u| constante dans le temps, exprimée par :
(A.8)

Ky
lu| = u§+( 0
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A.1.2 Systéme non conservatif

On considére maintenant systéme masse-ressort avec amortisseur visqueux est illustré en Fig. A.3.
Pour ce type d’amortissement, la force F, induite sur la masse est telle qu’elle s’oppose & sa vitesse,
c’est-a-dire :

F. =—cu, (A.9)

ou ¢ représente la constante d’amortissement. L’équation du mouvement de la masse m s’écrit alors :
mi+cu+ku=0 (A.10)
ou u représente toujours le déplacement de la masse par rapport a sa position d’équilibre statique.

> U
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//////////////////

FIGURE A.3. Systéme masse-ressort avec amortisseur visqueux.

En introduisant le taux d’amortissement ¢ tel que
c

 oVkm

Dans un souci de simplicité dans I’écriture des équations, il est préférable d’exprimer le déplacement
de la masse sur la base du taux d’amortissement £, défini par :

¢ (A.11)

C

l = (A.12)
2Vkm
I’Eq. (A.10) s’écrit
i + 2{ woli + wju = 0 (A.13)

avec ( est appelé taux d’amortissement.

11 apparait alors que la solution générale de I’équation du mouvement (A.13) revét plusieurs formes
selonque { <1, {=1oul>1:

— Mouvement sous-amorti, { < 1:

u=e ¢ [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] , (A.14)

ol wy représente la pulsation propre apparente du systeme (cf. Eq. (A.18)). Dans ce cas, le
mouvement est périodique et I’amplitude des oscillations suit une décroissance exponentielle.
— Mouvement critique, / =1 :
u=e ““"[A+Bt]. (A.15)

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n’y a pas de vibrations.
— Mouvement sur-amorti, £ > 1 :

"y = e_é‘woz Ae—(\/g’z—l)wot + Be( V&2-1) wor . (A16)

Dans ce cas, le mouvement est apériodique : il n’y a pas de vibrations.
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FIGURE A.4. Vibrations libres d’un oscillateur harmonique amortis (A.17) (ligne bleue pleine)
et son amplitude |u| donnée par I'Eq. (A.19) (ligne noire pointillée) avec conditions initiales
u(0) = sg et u(t) = $o.

Seul le cas oscillant ({ < 1) est considéré ici. En prenant en compte les conditions initiales (A.6) la
solution s’écrit :

§w0S0 + S

u=e ¢l [socos(wdt) + Osin(a)dt)} (A.17)

ol wy représente la pulsation propre apparente définie par :

wa = woryl1 = 22 (A.18)

Un exemple de solution (A.17) est en Fig. A.4. Le mouvement observé est celui d’une oscillation
harmonique de période T; = 27 /w, et d’amplitude |u| décroissante dans le temps, exprimée par :

. 2
lu| = e_gwot\/u(z) + (—{wouo al MO) . (A.19)

Wd

A.2 Réponse forcée harmonique

Le cas d’un oscillateur harmonique excité par une force également harmonique de pulsation € est
maintenant abordé. L’équation du mouvement s’exprime alors par

ii + 2{ wott + wiu = F cos (Q1) . (A.20)

La solution générale de I’équation (A.20) représente la somme de la solution générale de 1’équation
homogene (sans second membre) u”, ¢’est-a-dire de I’équation (A.13), et d’une solution particuliére u”

u(t) = u" (1) + uP (1). (A.21)

La solution générale de 1’équation sans second membre est donnée par 1’équation (A.17) : elle
représente un mouvement oscillant d’amplitude décroissante dans le temps (valable lorsque ¢ # 0),
devenant négligeable a long terme; on parlera alors de régime stationnaire. Reste alors a évaluer la
solution stationnaire de I’équation (A.20), c’est-a-dire la solution particuliere. Une premiére tentative
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consisterait a chercher cette solution sous la forme u” = UPcos(wt — ¢), ou ¢ le déphasage entre
I’excitation et la réponse, en accord avec I’excitation imposée. Cette tentative, quoi que bien adaptée
pour les systémes sans amortissement, s’avere cependant délicate lorsque ¢ # 0 dans le sens ol une
simplification par cos(wt) n’est pas possible si I’on considere la dérivée # qui induit un terme sin(wt)
dans I’équation (A.20). La stratégie a adopter consiste alors a ajouter de fagon complétement artificielle
une partie imaginaire (qui comme son nom l’indique est parfaitement imaginaire) au signal réel en
remplacant les fonctions trigonométriques par des exponentielles complexes. Donc si on cherche une
solution de la forme u?” = Ucos(wt — ¢), on travaillera avec le signal complexe associé u? tel que

uP = UP (cos(wt — @) + jsin(wt — ¢)) = UP e (@1=9) = P eIt (A.22)

et donc u” = Re[u”]. Le terme UP = UPe /¥ représente I’amplitude complexe du mouvement, elle
contient deux informations : I’amplitude (son module) et la phase a ’origine des temps (son argument).
Dans ce cadre, I’équation du mouvement s’écrit alors par

1+ 2L wold + wiil = Fel !, (A.23)

avec f = Re{Fe/“"}.
La solution particuliere de cette équation est donc recherchée sous la forme suivante (complexe) :

u=Uelv, (A.24)

ou U représente I’amplitude complexe du mouvement. En insérant cette forme de solution dans
I’équation (A.23) et en simplifiant par e/“?, on obtient alors :

aP (1) = BUs e/ (@1=9) (A.252)
u (1) = BUR cos (wt — @) (A.25b)
avec
Ust = f, a= ! et g=arg [l - (w/wo)* +2jlw/wy] (A.26)
k VI = (@/w0)?)? + 4% (w]wo)?

ol U3 représente la réponse statique du systeéme, obtenue lorsque w = 0, alors que a et ¢ représentent
respectivement le coefficient d’amplification dynamique et le déphasage (entre I’excitation et la
réponse) du signal.

On peut finalement écrire 1’expression de u(f) en prenant la partie réelle de la solution stationnaire
écrite précédemment et en la sommant a la solution du systéeme homogene :

u(r) = e 4" [Acos(wgt) + Bsin(wgt)] + BU* cos (wt — ¢) (A.27)

Les constantes A et B sont déterminées a partir des conditions initiales u|;—g = sg et it|;=9 = S0,
apres calcul on trouve :

A = 5o — BU™ cos(¢)
et

_ Isowo + S0 — BUY ({wp cos() + wsin(gp))
w4 '

B

Les variations en fréquences du coefficient d’amplification dynamique a et du déphasage ¢ sont
tracées sur les Fig. A.5 pour différentes valeurs du taux d’amortissement £, en fonction de la fréquence
adimensionnée f/ fy = w/wyp. Les résultats observés peuvent étre résumés de la maniére suivante :
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FIGURE A.S. (a) Variation fréquentielle du coefficient d’amplification dynamique : cas d’une
excitation par force imposée. (b) Variation fréquentielle du déphasage.
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FIGURE A.6. Profil temporel de (A.27) pour ¢ = 0.05 et pour deux valeur de fréquence adimen-

sionnée : (a) f/fo=1et(b) f/fo =12

L’amplitude du déplacement de la masse est décrite a partir du coefficient d’amplification
dynamique. Ce dernier révele un maximum au voisinage de la fréquence propre fy : c’est le
phénomene de résonance. Plus I’amortissement est faible et plus I’amplitude de ce maximum
est forte. L’amplitude devient infinie pour { = 0 lorsque f = fy (note : ce cas ne se produit jamais
en réalité du fait des mécanismes de dissipation d’énergie). Lorsque f/fo — 0, I’amplitude
du déplacement approche la réponse statique |U| — Uy ; lorsque f/fy — oo, ’amplitude du
déplacement tend vers zéro |U| — 0.

Le déphasage entre 1’excitation et la réponse de la masse varie de 0 (cas ou la réponse et
I’excitation sont en phase) a 7 (cas ou la réponse et I’excitation sont en opposition de phase).
Cette variation est d’autant plus brusque que le taux d’amortissement est faible. A la fréquence
propre f = fo, les signaux sont en quadrature de phase.

On définit la fréquence de résonance f;¢ comme la fréquence d’excitation qui correspond a la

valeur maximale de 1’amplitude |U]|, c’est-a-dire a la valeur maximale du coefficient d’amplification
dynamique . Lorsque ¢ # 0, la fréquence de résonance ne correspond pas exactement a la fréquence
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propre fp, c’est-a-dire :
fo€ = foy1 =222 (A.28)

On remarque également que la fréquence de résonance n’est pas non plus égal a la fréquence propre

apparente f; = fo+/1 — % de 'oscillateur amorti.
La profil temporel de (A.27) est montré en Fig. A.6 pour = 0.05 et pour deux valeur de fréquence

adimensionnée : f/fy = 1 (Fig. A.6(a)) et f/fo = 1.2 (Fig. A.6(b)). Ceci illustre encore un fois
I’augmentation de 1I’amplitude des oscillations lorsque la fréquence du forcage est proche la fréquence
de résonance.

A.3 Principe de superposition

Le principe de superposition est I’une des grande propriétés des systemes linéaires (paradoxalement
il nous servira lors de la résolution de systeémes non linéaires).
Soit un oscillateur harmonique excité par f = fi + o +---+ fn :

ii+2{woll + wiu = fi+ fr+ -+ fy. (A.29)

Si on considere les N sous-systeme suivants :

il + 2L wotly +wiuy = fi (A.30a)
iip + 2wty + WU = fo (A.30b)
(A.30c)

liN +2{woily + Wiun = f (A.30d)

alors principe de superposition stipule que :

u(t) =ui(t) +ux(t) +---+up (). (A.31)
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ANNEXE B

Formules trigonomeétriques

Formules d’addition
cos(A + B) =cos Acos B —sin A sin B

sin(A + B) =sin A cos B+ cos Asin B

Formules de multiplication des arcs

2 2

cos(2a) = cos’a —sina =2cos’a—1=1-2sin’a

sin(2a) = 2sinacosa

Formules de développement

cos(A — B) + cos(A + B)
2

cosAcosB =

1 1
= coszA:§(1+0052A) et cos3A:Z(3cosA+0053A)

cos(A — B) — cos(A + B)
2

sinAsinB =

1 1
= |sin®A= 3 (1 -—cos2A)| et |[sin®A= 7 (3sin A —sin3A)

sin(A + B) +sin(A — B)
2

sinAcosB =

Formules de factorisation

3 p+q _p-q
cos p +cosg = 2cos cos 7
+ ju—
cosp—cost(:—Zsin[%sinu
. . . + -
smp+s1nq=2s1np2qcos¥
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ANNEXE C

Code Python pour le moyennage du
modele simplifié d’aile d’avion

Cette annexe présente le programme Python utilisant la bibliothéque de calcul formel Sympy qui
permet d’obtenir, en Sect. 4.2.3.1, les expressions des fonctions f; (i = 1,...,4) (cf. Eq. (4.65)) et h;
(i=1,...,3) (cf. Eq. (4.67)).

from sympy import =*

# Definiftion des variables symboliques

t,al,alp,phil,philp,a2,a2p,phi2,phi2p,epsilon,sigmal,sigma2=symbols('t al alp phil
philp a2 a2p phi2 phi2p epsilon sigmal sigma2')

omegal2,omega2l,zetall, zeta22,zetal2,zeta2l,gll1,g12,g21,g22=symbols('omegal?2
omega2l zetall zeta22 zetal2 zeta2l g1l gl2 g21 g22')

omega = Symbol('omega', positive=True)

phi = Symbol('phi')

# Definition de x et des ses derivees selon la methode de moyennage de Bogoliubov -
Krylov

x=alxcos (omegaxt+phil)

xp=-al*xomega*xsin(omega*xt+phil)

xpp=-alp*omegaxsin(omega*t+phil)-al*philp*omegaxcos(omega*xt+phil)-alxomega**2*cos(
omegaxt+phil)

# Definition de alpha et des ses derivees selon la methode de moyennage de
Bogoliubov-Krylov

alpha=a2xcos(omegaxt+phi2)

alphap=-a2*omegaxsin(omega*t+phi2)

alphapp=-a2p*omega*xsin(omega*xt+phi2)-a2xphi2p*omega*xcos(omega*xt+phi2)-a2*xomega*x2*
cos(omegaxt+phi2)

# Definition definition formelle des equations du mouvement

equationl = xppt+(omegax*2+sigmal*epsilon)*x+epsilonx(omegal2*xalpha+tzetall*xp+
zetal2xalphap+gll*x*xx3+gl2*alphax*3)
equation2 = alphapp+(omega**2+sigma2*xepsilon)*alpha+tepsilonx(omega2l*x+zeta2l*xxp+

zeta22*alphap+g2l*x*x3+g22*xalphax*3)

# Equation pour al
preEgAla=equationl.replace(philp,alp*xcos(omega*t+phil)/(alxsin(omega*t+phil)))

77
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preEgAlb=preEgAlaxsin(omegaxt+phil)

solAlpa=solve(preEgAlb,alp)

solAlpb=trigsimp(solAlpal@])

preEgAlc=simplify(integrate (omega/(2*pi)*solAlpb,(t, @, 2xpi/omega)))
EqAT1=preEqAlc.replace(phi2,phil-phi)

# Equation pour phil
preEqPhila=equationl.replace(alp,philp*al*sin(omegaxt+phil)/(cos(omega*t+phil)))
preEgPhilb=preEgPhila*cos(omega*xt+phil)

solPhilpa=solve(preEgPhilb,philp)

solPhilpb=trigsimp(solPhilpal[0])
preEqPhilc=simplify(integrate(omega/(2xpi)*solPhilpb,(t, @, 2*xpi/omega)))
EqPhil=preEqPhilc.replace(phi2,phil-phi)

# Equation pour a2

5 preEqA2a=equation2.replace(phi2p,a2p*cos(omega*t+phi2)/(a2*sin(omega*t+phi2)))

preEqA2b=preEqA2a*sin(omegaxt+phi2)
solA2pa=solve (preEgA2b,a2p)

; solA2pb=trigsimp(solA2pal0])

preEgA2c=simplify(integrate (omega/(2*pi)*solA2pb,(t, @, 2xpi/omega)))
EqA2=preEqA2c.replace(phi2,phil-phi)

> # Equation pour phi2
53 preEqPhi2a=equation2.replace(a2p,phi2p*a2*sin(omega*t+phi2)/(cos(omega*t+phi2)))

preEgPhi2b=preEgqPhi2a*cos (omega*t+phi2)

solPhi2pa=solve(preEqPhi2b,phi2p)

solPhi2pb=trigsimp(solPhi2pal[0])
preEqPhi2c=simplify(integrate(omega/(2*pi)*solPhi2pb,(t, @, 2*pi/omega)))
EqPhi2=preEqPhi2c.replace(phi2,phil-phi)

# Equation pour phi=phil-phi2

EqPhi=simplify (EqPhi1-EqPhi2)

>>>so0lA1pb

epsilon*(al*x3*xgll*xcos(omega*t + phil)**x3 - al*omega*zetallxsin(omegaxt + phil) +
alxsigmalxcos(omega*t + phil) + a2**3*gl2xcos(omega*t + phi2)**3 - a2*omegax
zetal2*sin(omega*t + phi2) + a2*omegal2*cos(omega*t + phi2))*sin(omegaxt + phil
)/omega

>>>EqAT

-epsilon*(4*xal*omegaxzetall - 3*a2x*3xgl2xsin(phi) + 4*a2*omega*zetal2*cos(phi) -

4xa2*xomegal2xsin(phi))/(8*omega)

Ce qui donne :
ay = %6 sin (fw + ¢1) (a‘;’gll cos® (tw + 1) +aj (o cos (tw + ¢1) — ¢1wsin (tw + ¢1)) +
ar (a%glz cos’ (tw + @) — pwsin (tw + ¢2) + wip cos (tw + goz))) (C.1H
et, aprés moyennage :

€ (—4aztinw cos(¢) — 4a 1 {1w + az sin(p) (3a5812 +4wi2))

a) = . (C.2)
8w
>>>solPhilpb
epsilon*(al**x3xgllxcos(omega*t + phil)**3 - al*omega*zetall*sin(omegaxt + phil) +
alxsigmal*cos(omega*xt + phil) + a2x*x3xgl2xcos(omega*xt + phi2)**3 - a2xomega*

zetal2*sin(omega*t + phi2) + a2xomegal2xcos(omega*xt + phi2))*cos(omega*xt + phil
)/ (alxomega)
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>>>EqPhil
epsilon*x(3*xalx*x3xgll1 + 4%xalxsigmal + 3xa2**x3xgl2xcos(phi) + 4*a2*omegaxzetal2xsin(
phi) + 4*a2xomegal2*cos(phi))/(8*al*omega)

Ce qui donne :

1
¢ = —ecos (tw+ ¢1) (a%gn cos’ (tw+ 1) +a; (o cos (tw + ¢1) — Cwsin (fw + @) +
ajw
ar (a%glz cos’ (tw + @2) — {pwsin (fw + @2) + wia cos (tw + <p2))) (C.3)
et, aprés moyennage :

€ (4ar1pw sin(p) + az cos(yp) (361%812 +4wy) + 361?811 +4ao)

$1 = (C4)
8aw

>>>so0lA2pb

epsilon*(al**x3xg21xcos(omega*xt + phil)**x3 - al*omega*zeta2l*sin(omega*t + phil) +
al*omega2l*cos(omega*t + phil) + a2x*3xg22xcos(omega*t + phi2)**3 - a2*omegax
zeta22*sin(omega*t + phi2) + a2xsigma2xcos(omegaxt + phi2))*sin(omega*xt + phi2)
/omega

>>>EqA2

-epsilon*(3*al*x*3xg21xsin(phi) + 4*al*omega*zeta2l*cos(phi) + 4*al*omega2l*sin(phi
) + 4*xa2xomega*zeta22)/(8xomega)

Ce qui donne :

esin (tw + ¢2)
)= ———— =X
w

(a?gm cos’ (tw+ 1) +ar (a%gzz cos’ (tw + ¢2) — {rwsin (tw + @3) + 07 cos (tw + <p2)) +

ay (w21 cos (fw + ¢1) — H1wsin (fw + ¢1))) (C.5)
et, aprés moyennage :

€ (4 (a121w cos(@) + arlpw + ajwyy sin(@)) + 3a; g2y sin(y))

a) = — . (C.6)
8w

>>>solPhi2pb

epsilon*(al*xx3xg21xcos(omega*xt + phil)**x3 - alxomega*zeta2l*sin(omega*t + phil) +
alxomega2l*cos(omega*t + phil) + a2x*3xg22xcos(omega*xt + phi2)**3 - a2xomega*
zeta22*sin(omegaxt + phi2) + a2*sigma2xcos(omega*t + phi2))xcos(omega*t + phi2)
/(a2xomega)

>>>EqPhi2

epsilon*x(3*alx*x3xg21xcos(phi) - 4*al*omegax*zeta2lxsin(phi) + 4*al*omega2l*cos(phi)

+ 3%a2x*3%g22 + 4%*a2xsigma2)/(8*a2xomega)

Ce qui donne :

. €cos (tw + ¢3)
Ppp= ————— X
arw
(a?gzl cos’ (tw + 1) +az (a%gzz cos’ (tw + ¢3) — {pwsin (tw + @) + 07 cos (tw + 902)) +

aj (a)21 COS (ta)+<,01) - Hiw sin (ta)+<,01))) (C.7)
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et, aprés moyennage :

) € (—4a1§21w sin(¢) + aj cos(y) (Sa%gzl + 4a)21) + 3agg22 + 4a20'2)
2 = 8ot . (C.3)

1 >>>EqPhi

2> epsilon*(-al*(3*al*x*3xg21*xcos(phi) - 4xalxomega*zeta2l*sin(phi) + 4xalxomega2l*cos
(phi) + 3%a2#*%3%g22 + 4xa2xsigma2) + a2*(3*alx*3xgll + 4xal*xsigmal + 3*a2*x3x%
gl2*cos(phi) + 4xa2xomega*zetal2*sin(phi) + 4xa2xomegal2xcos(phi)))/(8*al*xa2*
omega)

Ce qui donne :

€ (4a2§12w sin(¢) + ay cos(p) (3a%g12 + 4w12) + 3a?g11 + 4a10'1)

= 8ajw B

€ (—4a1§21w sin(¢) + aj cos(y) (3a?g21 + 4a)21) + 3a§g22 + 4a20'2) 9

8arw
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