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Conventions de notations

Vecteurs et matrices :

by An A - Aip
by ) Agr Agy -+ Aoy )

b=|. (taillen x 1) , [A]=| . ) ) ] (taille n X m)
bn Anl An? U Anm

Transposée de vecteurs et matrices :

A A - Ap
A A A,
b= (b by - b (xm o, AT =0 7 T mxw
Alm A2m Anm
Norme vectorielle :
n 3
IIbl| = <Z |bi|2> (norme euclidienne)
i=1
Normes matricielles :
Alb " & :
[[A]llz = SupH[Hb]H I (norme 2) , ||[A]llr = ZZ | Ay ]2 (norme de Frobenius)
b0 2 i=1 j=1

Matrice définie positive :

Une matrice [A] est définie positive ssi : bZ[A]b > 0 pour tout vecteur b # 0.
Cela implique que le déterminant de [A] est strictement positif, c’est-a-dire : det[A] > 0.

Inverse d’une matrice 2 x 2 dont le déterminant est différent de zéro :

App A -1 1 [ Az —Aj
Al = = [A]l=
[A] |:A21 A22:| [A] det[A] |—421 An

} avec det[A] = Aj1As— A9 An

Position d’un point (description cartésienne) :

e ID:z = longueur élémentaire : dz.
e 2D:x = (z,y) = surface élémentaire : dS = dx dy.
e 3D:x = (z,y,2) = volume élémentaire : dV = dz dy dz.

Temps :
o



Notation indicielle :

e r—x , Yy—Ty , 2—T3.
e Pour les vecteurs de tailles 2 x 1 ou 3 x 1, on utilisera la notation en composantes b;.
e Pour les matrices de tailles 2 X 2 ou 3 x 3, on utilisera la notation en composantes A;;.

Dérivées spatiales :

Ab; 0A;;
azj 4 oxy,

Dérivées temporelles :

s _ b _ ¥, 2 b _
b t 2

¢ 5 =0 H T o2

Convention de sommation d’Einstein :

Quand un indice apparait deux fois dans un terme, cela sous-entend la sommation sur toute les valeurs
que peut prendre cet indice. Ainsi :
e Le produit scalaire de deux vecteurs a et b se note : Zl a;b; = a;b; (la sommation est sous-
entendue par la répétition de 1’indice 7).
e La divergence d’un vecteur b se note : ) _, gzii = gTIZ'

e La sommation des dérivées des composantes d’un vecteur colonne d’une matrice [A] se note :
Z 8A” _ BA”
Jj Ox; ~—  Oxj

(la sommation est sous-entendue par la répétition de I’indice 7).

Théoreme de la divergence (Gauss-Ostrograski) :

Considérons un domaine ouvert borné {2 possédant une frontiere suffisamment réguliére 02 de normale
unitaire sortante n, et considérons une fonction g = g(x) définie et différentiable sur 2 U 0f2. On a alors

/ang:/ gn;ds.
o 0z; o0

Ce résultat peut étre étendu aux vecteurs (b = b(x)) et matrices ([A] = [A(x)]) :
bi 0A;;
a dV = / bmde s 7jdV = / Aijnde.
q Ox;j o9 o Oz; o9

On retrouve également le théoreme de la divergence “classique” pour les vecteurs :

Obi dV = / bin;ds.
o 0z; 80

=}

Il
i

S
1

o0

N

FIGURE 1 — Domaine borné ) avec une frontiere 9€2 de normale unitaire sortante n.
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1 Propos liminaires

La méthode des éléments finis a pour but de résoudre numériquement un probléme aux limites, c’est-a-
dire, un probleme constitué d’une équation différentielle (définie sur un domaine “spatial”) et de condi-
tions aux limites (définies sur la frontiere de ce domaine). Des conditions initiales peuvent également
étre prise en compte si le probleme dépend du temps (en plus de la position). La notion de probleme aux
limites est tres générale. On la retrouve en mécanique des solides, en mécanique des fluides (équation de
Navier Stokes), en thermique (équation de Laplace), pour les problemes couplés (vibroacoustique), ...
Pour fixer les idées, considérons une structure élastique occupant un domaine €2 de frontiere 92 suffi-
samment réguliére, et notons n la normale unitaire sortante du domaine définie sur 9€2 (voir figure 2). En
statique linéaire, 1’équation d’équilibre locale régissant la variation spatiale des contraintes s’écrit (pour
1=1,2,3):

aO'ij

-X;=0 xeqQ, (1.1)
al'j

oll ;; = 0;;(x) représentent les contraintes, et o X; = X;(x) représente les forces volumiques. Notons
u; = u;(x) les déplacements, et £;; = ;;(x) les déformations de Cauchy, avec :

1 aul 8’LL]'
= = . 1.2
6” 2 (aibj + 81‘1 ( )
En faisant I’hypothese des petites perturbations, les contraintes o;; s’exprime par :
Hijkl 8Uk 8ul
L H.. - 1.3
Oij ijkl €kl 9 oy + e ) (1.3)

ot H;ji; = H;jii(x) représentent les constantes élastiques. Ainsi, I’équation d’équilibre (1.1) s’écrit :

0 [Hiju (Ouy . ouy
61']' 2 8.%'[ 8£L'k

)]—Xz:o x € Q. (1.4)

™

FIGURE 2 — Domaine élastique abstrait dont la frontiere est soumise a des conditions en forces (0§2y) et
en déplacements (0€2,,).

Supposons en outre que la frontiére du domaine soit partitionnée en une partie 9€2y sur laquelle on
impose des forces surfaciques f; = f;(x), et une partie €2, sur laquelle on impose des déplacements
u; = ui(x), avec 002 = 90y U 09, et 90y N 082, = (. Les conditions aux limites s’expriment alors :

oijn; = fi X € an, (1.5)

U; = Uj X € 9€,. (1.6)



L’équation (1.5) est communément appelée condition de Neumann. Elle peut étre réécrite en termes de
déplacements, en considérant 1’équation (1.3), ce qui donne :

Hijpy [ Ouy, n oy
2 &zl 8xk

)nj :fi XEan, (1.7)
En outre, I’équation (1.6) est appelée condition de Dirichlet.

Ainsi, le probleme aux limites s’écrit :

o — i [ gkl <8uk + Oui ﬂ - X;=0 x € ), (équation différentielle) (1.8)
0 2 oxr;  Oxp

o Uk Our + Ou n; = fi x € 0§y, (condition de Neumann) (1.9)
2 Ox;  Oxp

o U; = U x € 0f),. (condition de Dirichlet) (1.10)

Il n’est pas possible en reégle générale de résoudre ce probleme de maniere analytique. La difficulté peut
provenir de la prise en compte d’un matériau hétérogéne ou les constantes €lastiques H;jj; dépendent
de la position x, ou de la prise en compte d’un champ de forces volumiques X;(x) complexe. Elle
est en outre fortement liée aux conditions aux limites, a savoir aux expressions de f;(x) et u;(x), mais
également a la topologie de la frontiére 0€2. Ainsi, méme une équation simple (milieu homogene,...) avec
des conditions f;(x) et u;(x) simples ne peut pas étre résolue de maniére exacte si la forme du domaine
est complexe.

L’idée derricre la méthode des éléments finis est de fournir une solution approchée du probleme. Dans ce
cadre, le domaine élastique (structure) est représenté a partir d’éléments simples (triangles, tétrahedres,
quadrangles, ...) et de noeuds qui représentent notamment les sommets des éléments. Les déplacements
de la structure sont alors évalués aux noeuds. On passe donc d’une représentation continue, ot la solution
est évaluée en tout point de la structure, a une représentation discréte. L’ensemble constitué par les
éléments et les noeuds s’appelle un maillage. L’ approximation de la méthode des éléments finis réside
dans la modélisation des éléments, ou 1’on utilise des fonctions d’interpolation polynomiales simples
(linéaires, quadratiques, cubiques) pour décrire le déplacement en tout point x d’un élément a partir de
ses déplacements nodaux. En maillant une structure, un modele numérique (matriciel) peut étre établi
dont la résolution permet d’obtenir les déplacements nodaux, mais également les contraintes,...

Structure continue Structure maillée Solution EF

FIGURE 3 — Etapes de la représentation d’une structure par éléments finis.

Notons que chaque noeud est décrit par des degrés de liberté (DDLs), dont le nombre varie de 1 & 6, qui
permettent de décrire les mouvements de translation et de rotation de la structure selon une, deux ou trois
directions de I’espace. Le nombre de noeuds multiplié par le nombre de DDLs (par noeud) représente le
nombre de DDLs total de la structure discrétisée. Le nombre de DDLs de la structure représente la taille
du modele éléments finis.

Il est important de comprendre que le nombre de DDLs conditionne la précision du modele éléments
finis. Un faible nombre de DDLs sous-entend un faible nombre d’éléments qui peuvent mal décrire le
déplacement réel de la structure. Cela est lié a I’interpolation qui est faite, a partir de polyndmes simples,
pour décrire le déplacement dans les éléments. Cela aboutit généralement a des erreurs importantes



pour le calcul des déplacements nodaux. En d’autres termes, un maillage grossier peut aboutir a une
description fausse des déplacements (et donc, des contraintes). Les figures 4 et 5 illustrent ces propos,
en montrant que la contrainte calculée a partir d’un maillage fin (300000 DDLs ici) n’est pas la méme
que celle calculée a partir d’un maillage grossier (7000 DDLs). 11 est donc recommandé de mener une
analyse de sensibilité pour tester la précision du maillage choisi.

Contrainte max : 2.3M pa

FIGURE 4 — Solution EF pour un maillage comportant 300000 DDLs.

Contrainte max : 1.7Mpa

FIGURE 5 — Solution EF pour un maillage comportant 7000 DDLs.

Les principales étapes de la méthode des éléments finis peuvent étre résumées de la maniere suivante :
1. Modélisation des éléments.
2. Assemblage des éléments en vue de modéliser une structure complete.
3. Prise en compte des conditions aux limites, et définition du systeme matriciel a résoudre.
4. Résolution du systeme matriciel.
5. Analyse des résultats et calcul de I’erreur.

La premiere étape s’aborde a partir de la méthode des résidus pondérés et de la méthode de Ritz-
Galerkin qui seront traitées dans les chapitres suivants.

Un exemple simple issu de la résistance des matériaux, pour décrire le comportement statique d’une
barre en traction, permet de se familiariser avec les étapes mentionnées ci-dessous. Considérons donc
une barre de longueur L, de section .S et de module d’Young F, encastrée en = 0 et soumise a une
force de traction F' en x = L. Pour ce cas simple (systtme 1D sans forces volumiques), on montre
aisément que le probleme aux limites (1.8)-(1.10) se réduit a :

° — gi}; =0 z¢€]0,L], (1.11)
o ES % (L) =F, (condition de Neumann) (1.12)
eu4(0) = 0. (condition de Dirichlet) (1.13)
La solution analytique de ce probleme existe et est donnée par u = % En particulier, en x = %, on

obtient u(%) = k.



Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on choisit de décrire la barre a partir de deux éléments (de
barre) de longueurs % (voir figure 6). Notons u;, us et uz les déplacements en x = 0, x = % etx = L,
notons Fj et Fio les forces appliquées aux extrémités de 1’élément 1, et notons —F15 et F' les forces
appliquées aux extrémités de I’élément 2 (le signe “—"" devant Fj2 provient du principe d’action-réaction
sur I’interface de couplage entre les deux éléments de barre). A partir de I’équation (1.11), on trouve que
% est égale a une constante, ¢’est-a-dire g—g = ﬁ—z. En outre, pour I’élément 1, on a ESg—Z(O) =—-F

T

et ES%(%) = F5.! On obtient alors :

Au U2 — Up 2ES 1 -1 (5% F 1
—Fi=F=ES—=ES = — = . 1.14
! 12 A.I‘ % L |:— 1 1 :| |:U2 F12 ( )
Pour I’élément 2, on obtient :
i N Au - us — ug 2FES 1 -1 uz2| —F12
F12—F—ESA—QC =FES % = I [_1 1 } |:U3 =| 5| (1.15)
Modele (maillage) EF Décomposition en deux éléments
U U2 > u3 > w U2 U2 —>u3
S ; . I S SIS S R
E T 41 & ) Fl ‘—V—/ FlZ Fl2 \—V—’
Element 1 Element 2 Element 1 Element 2
FIGURE 6 — Mod¢lisation d’une barre a partir de deux éléments.
Les équations (1.14) et (1.15) peuvent étre réécrites sous la forme suivante :
(5] F 1
K = 1.16
- (2 e
Uz —F19
(K] [UJ [ 7 ] : (1.17)

ou [K1] et [K2] représentent les matrices de rigidité des éléments de barre. Elles sont ici identiques car
les éléments de barres sont identiques (méme longueur %,...). Elles sont exprimées par :

2ES |1 -1
K] = [Ko] = —— {_1 ) ] (1.18)
La procédure pour assembler les éléments s’effectue de la maniere suivante :
Ecrivons les équations (1.14) et (1.15) de la maniére suivante :
1 -1 0] [u] i
2ES
7[1 -1 1 0 us Flg s (119)
0 0 0] |us]
0 0 01 [ul] i
2ES
T 0 1 -1 ug | = —F12 (120)
10 —1 1] [u3] | F
En sommant ces deux équations, il vient
1 -1 0 U F 1 (251 F 1
2ES
I -1 2 —1f (uef=1{0 = [K]|u2| =10, (1.21)
0 -1 1 us F us F
1. Ces expressions proviennent de I’expression de la contrainte dans une barre, o = Eg—;, avec So(0) = —Fi (le signe

“—” provenant du sens de la force) et Sa(%) = Fio.
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ou [K] représente la matrice de rigidité du systeéme assemblé. On note que les forces internes Fio et —Fo
s’annulent mutuellement.

Le systeéme matriciel (1.21) ne peut pas étre résolu, ce qui provient du fait que la matrice [K] est singuliére
(on peut en effet vérifier que son déterminant est nul), mais également du fait que la force de réaction a
I’encastrement F n’est pas connue. La prise en compte de la condition aux limites en x = 0, ¢’est-a-dire
u1 = 0, permet néanmoins de surmonter ce probléme. En remplacant u; par 0 dans le systeme matriciel
(1.21), ce dernier se réduit a :

2ES | 2 —1] |ug 0

= b a2
Celarevient a éliminer la ligne et la colonne associée au DDL u; = 0. La résolution du systéme matriciel
réduit (1.22) conduit alors a :

w L [2 —11"'To] L [1 1][0o]  FL [1 12

{ug]_QES[—l 1} H—QESL 2][F]_2ES[2]' (1.23)
On retrouve alors que le déplacement en x = % (c’est-a-dire ug) vaut %
Pour ce cas simple, on arrive a calculer de maniere exacte le déplacement de la structure, méme en utili-
sant un maillage grossier (deux éléments ici). Les choses ne sont pas aussi évidentes lorsque I’on parle de
structures 2D ou 3D ot les solutions analytiques n’existent pas forcément, et ou il devient nécessaire de
décrire le déplacement a partir d’approches discretes. L’ analyse du comportement dynamique des struc-
tures engendre une complexité additionnelle qui provient du fait que le déplacement dépend du temps.

Ainsi, le comportement dynamique d’une barre ne peut pas étre décrit de manicre exacte a partir de deux
éléments (contrairement au cas statique).

Ce cours vise a présenter la méthode des éléments finis en vue de décrire le comportement statique et
dynamique des structures élastiques linéaires. Le cadre de 1’hypothése des petites perturbations (HPP)
sera admis, a savoir :

— Les systemes étudiés sont linéaires, sous entendu que les déplacements engendrés par différentes
sources d’excitation sont cumulables.

— Les champs mécaniques et cinématiques des systemes déformés sont étudiés par rapport a leurs
configurations non déformées, sous-entendu qu’il n’y a pas de distinction entre variables eulériennes
et lagrangiennes; cela signifie que les déplacements sont petits par rapport aux dimensions des
systemes étudiés.

11



2 Méthode de Galerkin pour la résolution des problemes aux limites

2.1 Un exemple basé sur I’équation de Poisson
2.1.1 Méthode des résidus pondérés

Nous avons vu dans la section précédente que certains problemes aux limites ne peuvent pas étre résolus
de maniére directe. Prenons a titre d’exemple le probleme suivant basé I’équation de Poisson 1D sui-
vante :

0%u
. gZ(L) =, (condition de Neumann) (2.2)
e u(0) = up. (condition de Dirichlet) 2.3)

Ce probleme n’a pas forcément de solution u, si 1’on consideére que la fonction f(z) n’est pas intégrable.
L’idée consiste donc & approximer la fonction u par une fonction u” plus simple dont la détermination
ne requiert pas de résoudre le probleéme aux limites (2.1)-(2.3) de maniere directe. Nous supposerons
que u™ vérifie 1a condition de Dirichlet (2.2) de maniére exacte.? Néanmoins, comme il s’agit d’une

approximation, les équations (2.1) et (2.2) ne sont pas vérifiées de maniere exacte. On a donc :

Pl
oul
® Ron, = (L)~ #0, (2.5)
avec
° uh(O) = uy, (condition de Dirichlet) (2.6)

ou Rq et Rpq, représentent des résidus qui ne sont pas nuls du fait de I’approximation. Plus ces résidus
sont faibles, meilleure est la solution approchée v/, La méthode des résidus pondérés consiste a multiplier
ces résidus par une fonction test (ou pondération) que 1’on notera du”, et d’annuler le résultat obtenu
(au sens de I'intégrale pour 1’équation (2.4)). Nous supposerons en outre que du” vérifie la condition
de Dirichlet homogene 6u"(0) = 0, c’est-a-dire de maniére quasi-similaire 4 ’équation (2.3) lorsque
u(0) = up.> Au final, on a donc :

/ 5uhRle‘ + dul (L )Ran =0
2, h h
= / oul < Ou ) dz + su”( <8u(L) - u'L> =0, (2.7)
ox
avec
° 6uh(()) =0. (condition de Dirichlet homogéne) (2.8)

Les termes fOL SulRodz et 5uh(L)Rag p dans I’équation (2.7) représentent les résidus pondérés (c’est-a-
dire, les résidus multipliés par la fonction test), dont la somme est nulle. D’un point de vue mathématique,
cela revient a rechercher la solution du probleme aux limites dans un certain sous-espace (celui défini

par la fonction du”) dans lequel I’écart entre la solution exacte et la solution approchée, “projeté” dans
ce sous-espace, est nul. La projection des résidus peut s’écrire ici de la maniere suivante :

L L
(u", Ro + Roq, 0% 1) = / SuM[Rq + Roq, 00 _p)dx = / su” Rodx + 6u™(L)Raq,, (2.9)
0 0

avec 62_; la distribution de Dirac et [’ du"Roq,0%_ dz = [/ 6u"6?_; dz Roo, = u"(L)Raq,.

2. 1l s’agit d’une hypothese de la méthode de Galerkin.
3. Il s’agit également d’une hypothese de la méthode de Galerkin.
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L’équation (2.7) s’écrit :

—/Lé ha2“hd —/Ld hf(x)de 46 h(L)a—“h(L)—é "MLy =0 (2.10)
) u 81‘2 X ) u xI)axr Uu a:L' u ur = V. .

En effectuant une intégration par parties du premier terme du membre de gauche de cette équation,
cela donne :

ou L asul oul L oul
h h h h /
— —dx — d L)—(L) — L =0. (2.11
[5 (%] = oo de /5uf(:v)m+5u()ax() sul (L)), = 0. (2.11)
En développant le terme entre crochets, on obtient :
oul ouh L asul oul L
h h h
— L)—(L —-—
ou( )8x( )+ du"(0) 5 (0) + . o 0x dx ; ou" f(x) dx
h du” h /
+ou" (L) o (L) = du™(L)u} = 0. (2.12)

En considérant I’équation (2.8), et en simplifiant les termes du" (L) % (L), on obtient finalement :

h
Yot ot Sul( / sul f(z) dx = 0. (2.13)
0 8{E 8{E

L’équation (2.13) représente la forme intégrale du probleme aux limites. Elle est également appelée
forme faible dans ce sens que la fonction u™ (et aussi Ju”) n’a pas besoin d’étre deux fois dérivable
dans I’équation (2.13) (au contraire de u dans 1’équation (2.1)), mais seulement une fois. Cela revient a
diminuer (affaiblir) I’exigence sur le degré de dérivabilité de la solution.

Notons que la forme intégrale (2.13) doit étre complétée par les conditions aux limites de Dirichlet (2.6)
et (2.8). Ainsi, introduisons les sous-espaces de fonctions C,» et Cg,,», définis par :

Cyr = {ul 0" (0) =wo} , Csun = {6uP: 6uM(0) = 0}. (2.14)

La fonction §u” est arbitraire a priori, hormis le fait qu’elle appartient au sous-espace Cg,,». Le probléme
consiste donc a trouver la fonction u” € C,,» qui vérifie 1’équation (2.13) Véu" € Cgn, c’est-a-dire :

L gsul ouh h B h
. on a—d x — ou'( / ou" f(x)dx =0 Vou™ € Csyn. (2.15)

Remarque (choix des résidus) :

Le résidu associé a I’équation différentielle (2.1) aurait trés bien pu étre défini par R = 3;;;‘ + f(x),
au lieude R = — a;;‘: — f(z) comme dans I’équation (2.4). Cela revient a multiplier par un signe
le résidu. La conséquence directe est 1’apparition de termes additionnelles dans la forme intégrale (2.15),
représentant ceux issus de 1’intégration par parties de du” Rq qui ne peuvent pas étre annulés avec les
autres termes de 1’équation (2.7). On aboutit donc a une forme intégrale plus complexe, qui est différente
de I’équation (2.15). Cela ne veut pas dire que la solution u” obtenue par résolution de cette nouvelle
forme intégrale soit “mauvaise”. En effet, il est toujours possible de trouver une solution qui soit proche
de la solution recherchée u, et qui, cependant, ne soit pas rigoureusement égale a la solution de la forme
intégrale (2.15). Dans un souci de simplicité, nous définirons donc les résidus Rq et Rgq p de maniere a
obtenir des expressions simplifiées des formes intégrales qui seront ultérieurement considérées, en s’at-
tachant donc a annuler les termes issus des intégrations par parties.

w9
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2.1.2 Formulation matricielle

Nous avons vu que u” et du” appartiennent 2 des sous-espaces de fonctions C, et Cg,,» qui sont simples
(a priori) pour permettre la résolution du probléme. Ces sous-espaces sont engendrés par un ensemble
de fonctions ¢; = ¢;(x) appelées fonctions d’interpolation qui satisfont a la condition de Dirichlet
homogene ¢;(0) = 0. La fait de choisir le méme ensemble de fonctions ¢; pour décrire u" et su”
s’appelle I’approximation de Bubnov-Galerkin.

Notons que les fonctions ¢; satisfont a la condition de Dirichlet homogene (2.8), mais pas a la condition
de Dirichlet non-homogene (2.6) que doit satisfaire «". Il faut donc introduire, pour décrire u”, une
fonction additionnelle ¢ qui est telle que ¢(0) = ug. Dans le cas simple étudié ici, on peut prendre ¢
constante, ¢’est-a-dire ¢g = ug Vr €]0, L.

D’un point de vue mathématique, les sous-espaces C,,n et Cs,,» sont donc définis par :

Cyr = ¢o + span{qu}?:l ,  Csyn = span{d)j}?:l. (2.16)

ou la notation span{¢;}”" ; désigne le sous-espace engendré par les fonctions ¢;, et n représente le
nombre de fonctions utilisées pour décrire ce sous-espace. Les fonctions u” et du” sont alors décrites de
la maniére suivante :

uh’ = QZ)O + Z quOéj 5 5uh = Z ¢j6aj7 (217)
j=1 j=1

oll a; et day; représentent les coordonnées généralisées, c’est-a-dire les coordonnées de u” et su”
dans la base {¢;}7_ . Notons que les coordonnées généralisées ne dépendent pas de la position z, a la
différences des fonctions ¢;.

En notation matricielle, I’équation (2.17) donne :

u" = go+ [®la , s = (6uM)T = [®]6a = s’ [®]”, (2.18)
ou
(65) 5@1
a9 (5042
(@] = [®(z)] = [p102--- 0] , a=]| | , da=| |. (2.19)
O, ooy,

En considérant I’équation (2.18), la forme intégrale (2.15) devient (on notera f = f(x)):

dar /OL (%?)T %ﬁ?dm +dal (/OL (%?)T %?dx) a—dal [®(L) u)—saT /OL[@]de:c =0,

(2.20)

ol les vecteurs ax et dax (de taille n x 1) peuvent €tre sortis des intégrales car ils ne dépendent pas de x.
Cette équation est valable Véu”, et donc Vda (c’est-a-dire Vdal). En factorisant par §a’, on obtient :

da’ (/OL (%?)T (?;fdx + (/OL (‘%‘?)T ‘1&?@) a— [®(L) Ty — /j[@ﬁ@) =0 Yéa.
(2.21)

Comme cette équation est valable Vda, cela veut dire que le terme entre parentheses doit étre nul. On
obtient alors un systeme matriciel qui s’écrit sous la forme suivante :

(/OL <8£]>T aé?m;) @=- /OL <8£]>T %iodﬂf +[®(L)] ", + /OL[<I>]de:c. (2.22)
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Cette équation peut étre réécrite sous la forme suivante :
[K]a =F, (2.23)

ot [K] est une matrice de taille n x n, donnée par :

Lro@)\" o[®]
K] = — | ——dx. 2.24
. /o<aa:> or 220
De méme, dans I’équation (2.23), F' est un vecteur de taille n x 1, donné par :
L@\ 9¢o L
F=— - = ® (L)"') |7 fdx. :
/o < 5 > 5 dz + [®(L)] uL—i-/O (@] fdx (2.25)

La matrice [K] est symétrique et nous admettrons qu’elle est définie positive. L’équation matricielle
(2.23) admet donc une solution unique o qui est calculée de la maniere suivante :

a = [K]7'F. (2.26)

Connaissant le vecteur o, et donc ses composantes «;, on détermine alors la solution approchée (ou
solution de Galerkin) telle que définie par I’équation (2.18), c’est-a-dire u”* = ¢g + > -1 bia;.

Notons que le choix des fonctions d’interpolation ¢; peut étre fait de maniére arbitraire, si ce n’est
qu’elles doivent étre “suffisamment régulieres” afin que les intégrales de I’équation (2.22) puissent étre
définies, et qu’elles doivent satisfaire a la condition de Dirichlet homogene ¢;(0) = 0. Ainsi, il est
fréquent d’utiliser des fonctions polynomiales comme, par exemple, ¥, (¥)2, ..., ()™ On a alors :

b; = (%)] (2.27)

Le choix de fonctions polynomiales se justifie en outre a partir du Théoréme d’approximation de
Weierstrass :

Etant donné une fonction g(x) continue définie sur un intervalle fermée [a, b] et pour tout € > 0, il existe
un polynéme Py d’ordre N tel que |Pn(z) — g(z)] < e

Cela veut dire que 1’on peut approximer la fonction u a partir d’un polynéme u™ d’ordre n, tel que :

lim [u”(x) —u(z)| =0 Va €]0,L]. (2.28)

n—oo

2.1.3 Exemple

Considérons le probleme aux limites (2.1)-(2.3) lorsque le terme de droite de 1’équation (2.1) est une
constante (f(x) = f). Dans ce cas, le probleme admet la solution analytique suivante :

2
u= —f% + () + fL)z + uo. (2.29)

La solution obtenue est un polynéme d’ordre 2. En utilisant une approximation de Galerkin du 2¢ ordre,
on doit donc retrouver ce résultat. Ainsi, une approximation au 2¢ ordre donne u” = ¢g + [®]cv, avec :

)7 a:[zj (2.30)

En dérivant ¢ et [®] par rapport a z, on obtient :

o =1up [‘I’]Z[

Il

1 2x

0o OBy o

57 ~0 W_[f 2]. (2.31)
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Ainsi, la matrice [K] (équation (2.24)) s’exprime :

Ly T@ L1 Ll 2z 1 1
[K]:/O <gj]) gf]dx:/o [i%] [+ Q]da;:/o [%g @L?)Z]dx:h 3QL].(zsz)

Le vecteur F' (équation (2.25)) s’exprime :

R

L z up + IL
F = [@(L)]Tu’L+/ [®]7 fdx = [ } uL+f/ [ L } = f2L (2.33)
0 f uL—|— 3
On obtient alors
1 17! fL 4 1 fL ’ 2
ay K 'F=|l L [ ar2 |3 "I +h L+ fL
@= [0 o Tl 4 / fL 1 1 fL fL2
2 I 3L uy, + 73 T + 3 o
(2.34)
Ainsi, on obtient :
x x\2 fL?
W= oo+ [Bla= g+ drn +draa =+ T L+ I - (1) o w39

On retrouve donc la solution analytique.

2.2 Application aux problemes de I’élasticité linéaire statique

2.2.1 Méthode des résidus pondérés

......

(1.5) et (1.6), c’est-a-dire :

9o+

e - _x,—0 xeQ (2.36)
albj

eoin; = f; x € 0f2; (condition de Neumann) (2.37)

ou;, = U; x € 01), (condition de Dirichlet) (2.38)

Rappelons que X; = X;(x) et f; = fi(x) représentent les forces volumiques et les forces surfaciques,
qui varient en fonction de la position x. De méme, @; = @;(x) représentent les déplacements imposés sur
la frontiere 0€2,, qui peuvent également varier en fonction de la position x. Dans le cadre de la méthode
des résidus pondérés, on recherche une solution approchée u? du déplacement “exact” u; (solution du
probléme aux limites ci-dessus). On définit alors les résidus de la maniere suivante :

6(7%
.RQ:—T—Xi#O xe (2.39)
Lj
ORagf = Gfljnj —fi #0 x € 00y (2.40)

ou o*ihj représente les contraintes exprimées a partir des déplacements uf en considérant I’équation (1.3).
Par ailleurs, on supposera que :

oul = Uy x € 08, (condition de Dirichlet) 241

)

En considérant la méthode des résidus pondérés, on obtient :

. / Sul RodV + / Suf Roq,dS =0
o0y

- /5u ( ”+X>dv+/ Jul ( fz)dS—O. (2.42)
09
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avec
° 5u? =0 x € 082, (condition de Dirichlet homogene) (2.43)

En développant 1’équation (2.42), on obtient :

/ oul! % dv — / Sul X;dV + sul(ofhn;) dS — Sull f; dS = 0. (2.44)
Oxj Q 09 00
On note que (dérivée du produit (Sufalhj)
o(duto do h h do h h d(sulal
OO 0y) _ g0 | 00t 5 p 07 Ot OCUoy) (2.45)
0 ax] Ox; 8:5] Ox; 0z
L’équation (2.44) peut donc étre ré-écrite de la maniere suivante :
Sul o(sulalt)
dou; olsdV — / de 5uhX dV+ sul(ofim;) dS— Sul f; dS = 0. (2.46)
o Oz, o O 09, 09,

En appliquant le théoreme de la divergence a la deuxiéme intégrale de 1’équation (2.46), on obtient :

a(s h h
/ 00uiay) / (ultol)n;dS. (2.47)
Q [s]9)

A i Yij
Ox;

Concernant le terme dans la premiere intégrale de 1’équation (2.46), on a (en prenant en compte la
convention de sommation d’Einstein sur les indices ¢ et j) :

h h
oduj’ ol = 00u; ) duj! ol = 1 dduj! ol 00u; ot (2.48)
&xj K 8a:z Jr al’j E 2 837j K 8@ S '
Notons que les contraintes sont symétriques, c’est-a-dire que a?i = azhj. Ainsi, I’équation (2.48) se
simplifie :
63;; O',L] = 55”0'” avece 56” = 5 ax; + ax: y (249)

ou (55% représentent les déformations exprimées a partir des déplacements 5u? en considérant I’équation
(1.2). Ainsi, en prenant en compte les équations (2.47) et (2.49), I’équation (2.46) devient :

/ sefsolhdV — / ouy (ofin;)dS — / Sul X;dV + / sul(ofim;) dS— / Sul f; dS = 0. (2.50)
o9 ) 09 09
La deuxieme intégrale s’écrit (en considérant que 92 = 082y U 081, :

sul(ohny)ds = [ sul(ol nj)dS—i—/ 5ul'(on;)dS. @.51)
o9 09, o9,

En considérant que, par hypothese, (5uzh = 0 sur 0, il vient :
/ sull (olhn;)dS = sull (olhn;)dS. (2.52)
o0 a0
On note que I'intégrale de droite est définie sur J€2; uniquement. Ainsi, I’équation (2.46) devient :

/ SefsofsdV — sull (ofhn;)dS— / Sul X;dV+ | oul(ofing)dS— Sul f;dS = 0. (2.53)
Q o0y Q o0y o0y
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En simplifiant les termes |, o9, dull (af:n;)dS, on obtient finalement :
/ SelioldV — / Sul X;dV — Sul f; dS = 0. (2.54)
Q Q 89

Introduisons alors les sous-espaces de fonctions C,,n et Cg,,», définis par :

C

u

po={ul cul =a; sur 0}, Cyun = {0ul: dul =0 sur 99, }. (2.55)
Le probléme consiste donc a trouver les déplacements uf € C,n qui vérifie I’équation (2.46) Véu? €

Csun» C'est-a-dire :

/ SeloldV — / Sul X;dV — Sull f;dS =0 Voul € Cyypn. (2.56)
Q Q oy

L’équation (2.56) représente la forme intégrale du probleme aux limites (2.36)-(2.38).
La forme intégrale peut s’écrire en notation matricielle (au lieu d’indicielle). Nous traitons ici le cas 3D,

qui est le plus général, en prenant en compte les notations (x,y, z) pour le systéme de coordonnées.
Ainsi, introduisons les vecteurs u”, su”, f et X, définis par:

uh 6’1,Lh fx X$
u = | ot . out = | oo , = |fy , X=[X,]|. (2.57)
wh 5wh fz XZ

Introduisons également les vecteurs 6 x 1 des déformations e’ et §e”, définis par :

ety ] [0, T
29 Oy
eh = 255,2 — D" , et = ;;f,j — [D]ou” (2.58)
25%1 25552
_zggy_ _255231_

ou [D] est une matrice 6 x 3 de dérivabilité permettant de relier les déformations aux déplacements,
donnée par :

12)

8

(2.59)

I}

o Sedhil o o

Yo © Yo © o ©

9
0
0
0
9

9
9

0

<

Introduisons finalement le vecteur 6 x 1 des contraintes o, défini par :
o' = [Hle" = [H][D]u", (2.60)

ot [H] = [H(x)] représente la matrice 6 x 6 des constantes élastiques (loi de Hooke généralisée).
On a alors (produit scalaire des vecteurs sel et oMy :

sehol = (5e"Te" = (su™)T[D])T[H][D]u". (2.61)

(/RS
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De méme, on a dul' X; = (6u™)T X et dul f; = (6u”)T'f. Ainsi, 1a forme intégrale (2.56) devient :

/ (6u™ T DT H][DJu"dV — / (su™TXav — / (suMTfdS =0 Vou" € Csn.  (2.62)
Q Q a0y

Remarque (approximation de Galerkin) :
La solution de Galerkin est donnée par u” et satisfait 1’équation (2.62). Il est possible de montrer, sans
difficulté, que la solution exacte u du probleme aux limites (2.36)-(2.38) satisfait la méme équation. En
effet, dans ce cas, les résidus Rq et Ry, sont parfaitement égaux a z€ro puisque u satisfait de maniere
exacte les équations (2.36) et (2.37). On a donc (pour u appartenant a I’espace complet des solutions
satisfaisant la condition de Dirichlet (2.38)) :

/ (6u™)TD]T [H][D]udV — / (su"TXav — (6uMTfdS =0 Vou" € Cyn.  (2.63)
Q Q o0y

En soustrayant 1’équation (2.63) a I’équation (2.62), on obtient :
| (6u) " D) (B D]y, — wyav: 2.64)
Q

Cette équation signifie que I’erreur u;, — u entre la solution de Galerkin et la solution exacte est ortho-
gonale, dans un certain sens *, au sous-espace Cg,,». D’un point de vue géométrique, cela signifie que la
solution de Galerkin uy, est la plus proche de la solution exacte u, parmi toutes les solutions possible
appartenant au sous-espace C,n.

2.2.2 Formulation matricielle

Définissons les sous-espaces C,» et Cg,,» de la maniere suivante :

Cuh = o+ Span{(bj}?:l o Coun = SPan{(ﬁj}?:la (2.65)

ol ¢, = ¢;(x) (j = 1,--,n) et ¢, = P,(x) sont des fonctions vectorielles qui vérifient ¢;(x) =
0 (Vj > 1) et ¢o(x) = u sur IQ,. Rappelons que u" € C,u et que du" € Cg,n. On a donc les
représentations suivantes (approximation de Bubnov-Galerkin) :

u' =g, +[®la , du'=[®)da = (u")T =sal (@], (2.66)
ou
o day
a9 50&2
o douy,

ou a et dax représentent des vecteurs de coordonnées généralisées. En considérant les équations (2.62)
et (2.66), on obtient alors :

(5aT (/Q[B]T[H] [B]dVa + /Q[B]T[H] [D]d)gdv B /Q[(I)]TXdV _/

[@]des) =0 Yda,
o0y

(2.68)

4. Au sens du produit scalaire suivant < w,w’ >= [, (w)” [D]” [H][D]w'dV.
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ou la matrice [B] est définie par :
[B] = [D][®]. (2.69)

L’équation (2.68) est valable Vdcx. On obtient alors le systéme matriciel suivant (taille n X n) :

/ B|T[H]B]dV a = — / [B]” [H][D]¢podV + / [®]TXdV + / [®])TfdS. (2.70)
Q Q Q o
L’équation (2.70) s’écrit également de la maniere suivante :
Kla =F, 2.71)
ou [K] représente la matrice de rigidité (taille n x n) :
K] = / [B]" [H][B]aV, (2.72)
Q
et F représente le vecteur des forces (taille n x 1) :
F=— / [B]Y [H][D]¢dV + / [®]TXdV + / [@®])TfdsS. (2.73)
Q Q a0y

Notons que la matrice de rigidité [K] est symétrique ce qui lié au fait que la matrice des constantes
élastiques [H] est symétrique. Nous admettrons également qu’elle est définie positive. La résolution du
systéme matriciel (2.72) donne alors :

a=[K|"'F. (2.74)
Le déplacement u” s’obtient alors a partir de I’équation (2.66), c’est-a-dire u” = ¢y + [Pla =

¢y + Z?:l ;.

2.3 Exercices
Exercice 1

Déterminer, pour chacun des problémes aux limites suivants :
1. La solution analytique du probleme.
2. La forme intégrale associée.

3. La solution de Galerkin du premier ordre u" = ¢y + zaq (il faut donc identifier ¢ puis calculer
a1 en utilisant la méthode de Galerkin).

4. La solution de Galerkin du deuxiéme ordre u/ = ¢o + xay + 2.

Probleme aux limites 1 :

ou
—4u= 1
° . u=0 x G]O, [,

eu(0)=1. (condition de Dirichlet)

Probléme aux limites 2 :

ou
oa—x—Sx—O x €]0,1],

eu(0)=1. (condition de Dirichlet)
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Probleéme aux limites 3 :

82
o—a—ag—u:O x €]0,1],
ou ..
° a—(l) =1, (condition de Neumann)
x

e u(0) = 0. (condition de Dirichlet)

Exercice 2 (barre avec force volumique)

On considere une barre de longueur L et de module d’Young E soumise a une volumique uniforme X.
La barre est encastrée en x = 0 et est libre en x = L. Le probleme aux limites associé est le suivant :

Pu X
o — @ — E == 0 X E]O, L[,
ou ..
* 5 (L) =0, (condition de Neumann)
x

eu(0) =0. (condition de Dirichlet)

1. Déterminer la solution analytique du probleme.

2. Déterminer la forme intégrale associée.
3. Déterminer la solution de Galerkin du premier ordre u" =

. . . . . 2
4. Déterminer la solution de Galerkin du deuxieme ordre v = %al + (%) oo,

-
; '

—> X

Exercice 3 (poutre encastrée avec effort tranchant)

On considere le probléme aux limites suivant :

ot
o—ax4 =0 z¢€]0,1],
0? o? F
. a—xg(l) =0 , —a—;g(l) =BT (conditions de Neumann)
0
ou(0) =0 |, al(()) —0.  (conditions de Dirichlet)
x

1. Déterminer la solution analytique du probleme.
2. Exprimer la forme intégrale associée.

3. On consideére 1’approximation de Galerkin v" = za; + z%a + x3a3. A quelle condition la
solution v" satisfait-elle les conditions de Dirichlet du probleme ? Déterminer alors la solution de

Galerkin du probléme.
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Exercice 4

On considere le probleme aux limites suivant :

2
o—g;;—BQu:O z €]0, 1],

ou
o —
Ox
eu(0) =1. (condition de Dirichlet)

(1) =0, (condition de Neumann)

ou [ est un parametre constant.
1. Déterminer la solution analytique du probleme.
2. Exprimer la forme intégrale associée.

3. On considére I’approximation suivante basée sur un polynéme de premier ordre u” = 1 4+ zo.
Déterminer alors a1 en utilisant la méthode de Galerkin.

4. On considere 1’approximation suivante basée sur un polyndme de second ordre u" = 1 + za; +
229, Déterminer alors o et as en utilisant la méthode de Galerkin.

5. Etudier la convergence des solutions de Galerkin lorsque § < 1.
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3 Notion d’éléments finis

3.1 Introduction

Nous avons vu la stratégie pour résoudre un probleme d’élasticité linéaire statique a partir de la méthode
de Galerkin. Dans ce cadre, on cherche a estimer le déplacement d’une structure occupant un domaine 2
de frontiere 02 = 9 ;UOS,, et soumise a des forces volumiques X (domaine §2), des forces surfaciques
f (frontiere 0€1y), et/ou des déplacements imposés i (frontiere J€,,). La solution recherchée est de la
forme u” = ¢ + [®]a = ¢ + > j—1 9, 0l @; = ¢;(x) sont des fonctions satisfaisant la condition
de Dirichlet homogene ¢; = 0 sur 92, et oll ¢y = ¢py(x) est une fonction satisfaisant la condition de
Dirichlet non-homogene ¢, = u sur 9€1,,.

Ces fonctions doivent étre définies en tout point du domaine €2. Si cela ne pose pas de probleme pour
décrire un domaine 1D, cela devient difficile & mettre en oeuvre pour un domaine 2D ou 3D présentant
une topologie “non triviale” (c’est-a-dire autre qu’un rectangle ou qu’un parallélépipede rectangle). Une
autre limitation de cette approche provient du nombre n de fonctions ¢; a prendre en compte qui peut
étre trés important si I’on souhaite obtenir le déplacement u” sans trop commettre d’erreurs par rapport
a la solution exacte u. C’est le cas lorsque 1’on souhaite décrire des champs de déplacement qui varient
fortement en espace. Pour répondre a cette double problématique, on propose de partitionner le domaine
Q) en plusieurs sous-domaines élémentaires 2¢ de formes simples sur lesquels le déplacement peut étre
décrit de maniere simple. On obtient alors un maillage.

Ces sous-domaines élémentaires 2¢ sont également appelés éléments. En 2D, ils ont la forme de triangles
ou de quadrangles. En 3D, ce sont des tétraheédres ou des “briques”. Chaque élément est défini par des
noeuds qui sont généralement situés aux sommets (triangles, quadrangles), mais pas seulement. Certains
éléments peuvent en effet contenir des noeuds aux milieux de leurs arrétes, ou au niveau de leur centre.

Noeuds
Ve

FIGURE 7 — Maillage par éléments finis d’un domaine élastique.

Pour décrire chaque élément, on s’appuie sur le probleéme aux limites suivant :
80’ ij
or yi

eo;in; = [ x € 990° (condition de Neumann) (3.2)

-X;=0 x € Q° (3.1)

On note ici 92¢ la frontiere de I’élément. On s’apercoit qu’il n’y a pas de condition de Dirichlet sur 0€2°
(ce point sera justifié par la suite). La forme intégrale utilisée pour décrire un élément est analogue a
I’équation (2.62), ¢’est-a-dire

/ (suT DT H]DJu"dV — [ (6u")TXdV — (6u™)T'fdS =0, (3.3)
e Qe o0Ne

ou X = X(x) représente le vecteur des forces volumiques appliquées dans le domaine Q2¢, et ot f = f(x)
représente le vecteur des forces surfaciques appliquées sur la frontiere 0€2°.
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Pour clarifier les choses, on suppose ici que le probleme est 1D, a savoir que le déplacement ne comporte
qu’une seule composante «” qui est un scalaire (et pas un vecteur) qui ne dépend que de 1’abscisse .
On a donc u”(x) = u"(x). En s’appuyant sur la méthode de Galerkin, le déplacement en tout point de
I’élément est décrit de la maniere suivante :

ne

ul =) " Nju§ = [N°ue, (3.4)
j=1

ou n représente le nombre de noeuds de I’élément. Notons zf les abscisses de ces noeuds.

En comparant I’équation (3.4) avec les équations (2.17) et (2.18), on s’apercoit que les fonctions ¢,
sont notées N7, et que les coordonnées généralisées a; sont notées uj5. Ici, les termes uj représentent
les déplacements nodaux, c’est-a-dire les déplacements évalués aux noeuds de 1’élément. Les fonctions
N; = N Je(x) représentent les fonctions d’interpolation, c’est-a-dire, qui interpolent le déplacement
en tout point x de I’élément a partir des déplacements nodaux. On observe également qu’il n’y a pas
de fonction ¢ dans 1’équation (3.4), ce qui est lié au fait que ’on ne considere pas de conditions de
Dirichlet sur la frontiere de I’élément 0€2°. En effet, le fait que les coordonnées généralisées représentent
les déplacements nodaux permet la prise en compte de déplacements imposés (Dirichlet) directement au
niveau des déplacements nodaux. Il n’y a donc pas besoin de les prendre en compte dans la définition
des fonctions d’interpolation.

Rappelons que les coordonnées généralisées u; représentent les déplacements nodaux de I’élément. Cela
implique que uh(xj) = uj lorsque x coincide avec la position x5 d’un noeud j. Cela nécessite alors de
vérifier les propriétés suivantes pour les fonctions d’interpolation N7 :

Ni(z5) =1 et Ni(zg) =0 si k#j. (3.5)
Ainsi, les fonctions d’interpolation sont “attachées” aux noeuds de 1’élément. Pour une fonction d’inter-

polation N attachée au noeud j, on a donc qu’elle doit étre égale a 1 a la position z; du noeud, et 0 aux
positions zf, des autres noeuds.

Remarque (convention de notation, cas 2D et 3D) :

L’équation (3.4) permet de décrire le déplacement en tout point d’un élément a partir de ses déplacements
nodaux. Elle s’écrit u” = [N®Ju® ot [N] est la matrice des fonctions d’interpolation et u® est le vecteur
des déplacements nodaux. Pour les problemes 2D ou 3D, le déplacement est un vecteur qui contient les
composantes selon les directions x, y et z :

h
h u
h_ |U h _ |, h
u'=| (cas 2D) , u'=|v (cas 3D), (3.6)
v h
w
ot u”, v et w” représentent les composantes du déplacement selon z, y et z. De méme, chaque noeud

est usuellement décrit a partir de plusieurs degrés de liberté (DDLs), incorporant les translations selon
x, y et z (et éventuellement les rotations selon ces mémes directions). En résumé, on a :

e . . .
Cas 1D : v = Z?Zl N ]eu‘;, ce qui, en forme matricielle, donne :

i

u(z) = [Nf(z)--+ Nge(a)] | : 3.7)

N< ()] Une
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° u
w(,) o [V @) 0 uj h e e N
[vh(x,y)] I [ 0 Nf(x,y)} [vj} = u(x) = [N§(x)--- N&x)] | :
[ j=1 —— [Ne(x)] uf,be
uh(x) [N (x)] uf ~
(3.8)

Cas 3D : uh = Z;‘; Nfu$ (selon ), vl = 27; Nvs (selon y) et wh = Z;il N{w$ (selon
z), ce qui donne :

uh(;p,y,z) n® Nje(xaya Z) 0 0 ’LL;-
vz, y, 2) | = Z 0 Ni(z,y, 2) 0 v | = up(x) = [N§(x) - NG (x)]
wh(z,y,2)] =1 [0 0 Nj(zy,2)] [wf N o]
N—— N——
u’ () [N ()] us
(3.9)
On notera donc, de maniere générale :
u” = [N°u®. (3.10)

3.2 Fonctions d’interpolation

Les fonctions d’interpolation N7 doivent satisfaire I’équation (3.5). Elles doivent de plus étre “suffisam-
ment” régulieres sur chaque élément €2° (sous-entendu qu’elles doivent pouvoir étre intégrées). Le choix
de fonctions polynomiales permet de satisfaire a ces deux conditions sans difficulté. Le degré des po-
lyndmes choisis dépend du degré de précision souhaité. On parlera ainsi d’interpolation linéaire lorsque
I’on utilise des polyndmes de degré 1, d’interpolation quadratique lorsque I’on utilise des polyndmes de
degrés 2,... On parlera aussi d’éléments linéaires, d’éléments quadratiques,...

Les fonctions d’interpolation de quelques éléments simples sont données ci-dessous :

Eléments 1D

e Barre a 2 noeuds avec interpolation linéaire :
Une barre a 2 noeuds, de longueur L = x§ —x¢, est décrite a partir de 2 fonctions d’interpolation

NY et N5 :
1
Ni(z) = 75 (25 — @), (3.11)
1
N3 (z) = E(w—xf) (3.12)
En effet, on vérifie bien que Ny (x§) = 1 (car L® = 2§ — z7), N{(2§) = 0, N5(z5) = 1 et
Ny (1) = 0.
1
N¢(z) N5 ()
0.8
L 0.6
L 2 041
+—>u'f ?_'“5 0
g § 0

FIGURE 8 — Barre a 2 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation associées (droite).
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e Barre a 3 noeuds avec interpolation quadratique :
Une barre a 3 noeuds, de longueur L® = x5 — x{ et possédant un noeud central de coordonnée
x5, est décrite par 3 fonctions d’interpolation données par :

Ni(e) = oyl = ) = a9) G.13)
N5(z) = ~ ey le — )@ - a5), (.14
N§(z) = oo = ab)le = x5). (315

Les fonctions d’interpolation représentent ici des polyndomes de degré 2. Notons que, plus le
degré des polyndmes est important, plus le nombre de noeuds de I’élément est élevé. Ainsi, des
polyndmes de degré 2 nécessitent 3 noeuds pour pouvoir “déterminer” les coefficients de ces
polyndmes (pour 1, z et 2).

Wl
oz

1 2 3
3 3 e
+—> uf o~ U +—>u3
z§ &e x5
! ? s 0.5
—> xf z$ 5

FIGURE 9 — Barre a 3 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation associées (droite).

e Poutre a 2 noeuds avec interpolation cubique :
Pour certaines applications, il est utile de décrire le déplacement en fonction des déplacements
nodaux mais également en fonction des dérivées des déplacements nodaux, c’est-a-dire des rota-
tions aux noeuds que I’on notera 6. On a alors u" = Nfu$ + N§05 + N§u§ + N§6S. On décrit
alors I’élément a partir de 2 noeuds et 2 DDLs par noeud (déplacement et rotation). Les fonctions
d’interpolation représentent dans ce cas des polyndmes d’Hermite, donnés par :

Ni(x) =1 — 3s% 4 253, (3.16)
N§(z) = L¢s(s — 1), (3.17)
N§(x) = s%(3 — 2s), (3.18)
N§(z) = L°s*(s — 1). (3.19)
ou s = x;fi Dans ce cas, les fonctions d’interpolation vérifient les propriétés suivantes :
Ni(2§) = 1, 52" (2f) = 1, Ny(a5) = 1, G (a§) = 1.
e
R INE
11 +2
l‘f 13 0.5

FIGURE 10 — Poutre hermitienne a 2 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation associées (droite).
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Eléments 2D

e Triangle a 3 noeuds avec interpolation linéaire :
Le triangle est I’élément “classique” pour modéliser des structures 2D pouvant avoir des formes
arbitraires. Un triangle linéaire est décrit par 3 noeuds représentant les sommets, et 3 fonctions
d’interpolation données par :

1

Ni(w,y) = 5 [(@5y5 — x3y5) + (¥5 — y5)z + (2§ — 25)y], (3.20)
1

N3 (z,y) = A [(x5yf — 27y5) + (v5 — yD)w + (2] — 23)y], (3.21)
1

Ny (z,y) = 54 [(@Sys — 2597) + (¥ — y5)x + (2§ — 27)y], (3.22)

ol A€ représente 1’aire du triangle.

FIGURE 11 - Triangle a 3 noeuds.

e Rectangle a 4 noeuds avec interpolation linéaire :
Un rectangle linéaire est décrit par 4 noeuds représentant les sommets, et 4 fonctions d’interpo-
lation données par :

Ni(r,9) = (0 — a5)(y — v8), (323
N§(z,9) =~ (& — 2Dy — 35, (3.24)
N§ () = 2 (e~ 20)(y — 34, (3.25)
Ni(r,y) =~ (@ — 2)(5 — 35), (3.26)

ou A® = L, L, représente I’aire du rectangle.

AV§ A Ug
41 3
e e
Wi u3
L,
A ’UT A U;
Y "

FIGURE 12 — Rectangle a 4 noeuds.

3.3 Représentation isoparamétrique

Les fonctions d’interpolation mentionnées précédemment présentent deux inconvénients : (i) leurs ex-
pressions font intervenir les coordonnées des noeuds; elles changent donc lorsque les coordonnées va-
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rient; (ii) elles ne permettent pas de décrire des éléments de type trapézes non rectangulaires (rectangles
distordus), ou de type parallélépipedes distordus (cas 3D).

On introduit alors la représentation isoparamétrique. L’idée est de décrire un élément a partir de co-
ordonnées paramétriques que 'on note £ = {en 1D, £ = (§,7n) en 2D, et £ = (£, 7, x) en 3D. Ces
coordonnées varient sur des intervalles simples [—1; 1] ou [0; 1] dont les limites ne dépendent pas des
coordonnées des noeuds. La description du déplacement dans un élément se fait de maniere classique
en utilisant la matrice des fonctions d’interpolation (cf. équations (3.7)-(3.9)), exprimées a partir des
coordonnées paramétriques. Ainsi :

neé

u" =Y [N§(€)]uf = [N°(&)]u’, (3.27)

J=1

La description des éléments de type quadrilatéres non rectangulaires requiert une matrice de changement
de coordonnées appelée matrice Jacobienne, c’est-a-dire pour passer des coordonnées physiques x
aux coordonnées paramétriques &, ou vice-versa. Pour définir la matrice Jacobienne, il est nécessaire
de connaitre la relation entre coordonnées physiques et coordonnées paramétriques. On fait alors 1’hy-
pothese suivante qui consiste a décrire les coordonnées physiques x a partir des coordonnées des noeuds
en utilisant les fonctions d’interpolation N ]6(5) c’est-a-dire les mémes fonctions d’interpolation que
celles utilisées pour décrire le déplacement. On aboutit a la description d’éléments isoparamétriques.
On obtient alors la relation suivante entre les coordonnées physiques x et les coordonnées paramétriques

¢

neé

x = Y [N§(&))x§ = [N“(€)]x, (3.28)

j=1

ou xj représente les coordonnées nodales.

Rappelons que I’on utilise les mémes fonctions d’interpolation pour décrire le déplacement dans un
élément a partir des déplacements nodaux, que pour décrire les coordonnées d’un point dans un élément
a partir des coordonnées nodales. Pour un quadrilatere linéaire, cela suppose que les arrétes de 1’élément
sont droites (voir figure 13). Pour un élément quadratique, cela suppose en revanche que les arrétes sont
courbes (car elles sont décrites par des fonctions quadratiques, cf. figure 19).

Coordonnées paramétriques Coordonnées physiques

4 : 4

s 1
1 2
¢ . 4

FIGURE 13 — Passage des coordonnées paramétriques aux coordonnées physiques.

La matrice jacobienne est notée [J] = [J(&)] et est définie de la maniére suivante :

Cas1D:
ox 0
] = 8% - a%' (3.29)
Cas2D:
oz oz
ox ok oy
=== 1o aul- (3.30)
%1% #
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Cas3D:

oz  dz Oz
Ox 0§ on  Ox
2] 0 0
9z 0z 0Oz
o¢  0On 0Ox

Pour obtenir les composantes de la matrices Jacobienne, on utilise la relation (3.28). Ainsi, on a z =
S NE(EmX)xs, y = D5 NE(Em, X)ys etz = 37— N§(€,m, x)z§ (cas 3D). On a alors 9% =

ne Nj e oy _ e Nj e : ‘L .
> i 5 ot = > ie 3¢ Y5 - En notation matricielle, cela donne :

_0x _ IIN“(§)] .
[J]_%_ e X (3.32)

Remarque :
On supposera par la suite que la matrice [J] est inversible, ¢’est-a-dire que son déterminant est différent
de zéro. Cela sous-entend que la forme des éléments doit rester convexe (voir figure 14).

4 angles convexes Un angle non convexe

4 4

FIGURE 14 — Quadrilatére a 4 noeuds.

Les fonctions d’interpolation pour certains éléments simples, exprimées en coordonnées paramétriques,
sont données ci-apres :

3.3.1 Barre a 2 noeuds avec interpolation linéaire

Une barre a 2 noeuds est décrite a partir de la coordonnée paramétrique £ € [—1; 1], les noeuds ayant
alors pour coordonnées & = —1 (gauche) et £ = 1 (droite). Dans ce cas, les fonctions d’interpolation
sont données par :

N = 5(1-9), (3.33)
N3 (&) = %(1 +&). (3.34)

Dans ce cas, la matrice Jacobienne représente un scalaire :

dr  ONY

V] = 9 = e

ONg . x5 —axf _Le
pe = = [J]== (3.35)

x§ +
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Ni (&) N3 (€)
08
06}
i 2 04
02
E=-1 =1

0

—¢ -1 1

FIGURE 15 — Barre isoparamétrique a 2 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation associées (droite).

3.3.2 Barre a 3 noeuds avec interpolation quadratique

Une barre a 3 noeuds est décrite a partir de la coordonnée paramétrique £ € [—1; 1], les noeuds ayant
alors pour coordonnées £ = —1 (gauche), & = 0 (centre) et £ = 1 (droite). Les fonctions d’interpolation
sont données par :

1
Ni(6) = —5¢( = ¢), (3.36)
N3 (&) = (1+8 -9, (3.37)
1
N5(€) = 5€(L + &) (3.38)
La matrice Jacobienne est identique au cas linéaire (la démonstration pourra étre faite a titre d’exercice) :
Le
[J] = —. (3.39)
2
1 2 3
: '
E=-1 £E=0 13 : 1
—¢ 05y 0 1

FIGURE 16 — Barre isoparamétrique a 3 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation associées (droite).

3.3.3 Triangle a 3 noeuds avec interpolation linéaire

Un triangle & 3 noeuds est décrit a partir des coordonnées paramétriques £ € [0;1] et n € [0;1]. Les
noeuds représentent les sommets du triangle et ont ici pour coordonnées (0, 0), (1, 0) et (0, 1). On aboutit,
dans le repere (£,7), & un triangle rectangle présentant deux c6tés de longueur unitaire. Les fonctions
d’interpolation sont données par :

Nle(fﬂ?) = 1_5_777 (340)
N3 (&m) =¢, (3.41)
N5 (&,m) =n. (3.42)

La matrice Jacobienne est donnée par :

7] = rH—x] 5 — ]

— . 3.43
ys —yi Y5 —uf 649
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7 1 2 y

FIGURE 17 - Triangle isoparamétrique a 3 noeuds.

On s’apercoit que la matrice Jacobienne ne dépend pas des coordonnées £ et 7.

3.3.4 Quadrilatére a 4 noeuds avec interpolation linéaire

Un quadrilatére a 4 noeuds est décrit a partir des coordonnées paramétriques € [—1; 1] et n € [—1;1].
On aboutit, dans le repere (£,7), & un carré de cotés de longueur 2. Les fonctions d’interpolation sont

données par :
Ni(em) = 301901~ n),
N§(&,m) = (1 +6)(1 1)
N§(6.m) = (1 +6)(1 +1)
N§(Em) = (1 -1 + ).

La matrice Jacobienne est donnée par :

3] =

Dans ce cas, la matrice Jacobienne dépend des coordonnées & et 7).

(1,-1) (1,1)
4

FIGURE 18 — Quadrilatere isoparamétrique a 4 noeuds.

3.3.5 Quadrilatere a 8 noeuds avec interpolation quadratique

1 ((1=n)(2§—27)+ (A +n)(z§ —27) (1-&(]—27)+ 1+
41 (=n)ys—v) + T +n)(ys —yi) (1= —y9)+ 1+ 5 —

(3.44)
(3.45)
(3.46)

(3.47)

. (3.48)

Un quadrilatere a 8 noeuds (élément dit de “Serendip”) est décrit a partir des coordonnées paramétriques

e [-1;1],ne[-1;1].
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(-1,0) 8¢ b6 (1,00 >
n (-1,-1)1 E‘_ 2(1,-1)

FIGURE 19 — Quadrilatére isoparamétrique a 8 noeuds.

Les fonctions d’interpolation sont données par :

NE(6m) = — (1 - (1 —m(1+€+n),
N§(6.m) = — 3 (1+6)(1 —m)(1 — €+ ),
N§(€,m) = (1 4+ 1 +n)(1 — €~ ),
N6 m) = — (1= O+ n)(1+€ )
NE(E ) = 51— €)(1 ),
N6 ) = 5+ 91— ),
NE(Em) = 51— €)(1+7),

NE(6m) = 5(1 - )1 — ).

3.3.6 Cas particulier : Poutre hermitienne

(3.49)
(3.50)
(3.51)
(3.52)
(3.53)
(3.54)
(3.55)

(3.56)

Une poutre a 2 noeuds et 2 DDLs par noeuds est décrite a partir de la coordonnée paramétrique £ €

[—1; 1]. Les fonctions d’interpolation sont données par :

NE(©) = 31— €72 +0),

N§() = (1 - £2(1 +9),

N§(©) = (1 +822 - &),

e

NE(©) = — o (14 €1 - £).

(3.57)
(3.58)
(3.59)

(3.60)

Il est délicat de développer un élément isoparamétrique de poutre, c’est-a-dire en utilisant les fonctions
d’interpolation du déplacement pour représenter la coordonnée physique x. En effet, le déplacement est
ici lié aux déplacements nodaux ainsi qu’aux rotations nodales, ce qui n’est pas aisément transposable a

la position. On utilisera donc des fonctions d’interpolation linéaires pour décrire x, c’est-a-dire :

1 1
r = 5(1 — 8] + 5(1 + &)as.
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On parle alors d’élément sous-paramétrique, dans le sens que les fonctions d’interpolation de la coor-

donnée physique x sont de degré inférieur aux fonctions d’interpolation du déplacement. Dans ce cas, la

matrice Jacobienne est donnée par :
LC

= (3.62)

-0.5

FIGURE 20 — Poutre hermitienne isoparamétrique a 2 noeuds (gauche) et fonctions d’interpolation as-
sociées (droite).

3.4 Matrice de rigidité élémentaire et vecteur des forces nodales

La forme intégrale associée au probléme aux limites (3.1)-(3.2) est donnée par 1’équation (3.3). En
remplagant u” par [N€Ju® et 6u” par [N¢]du® dans cette équation, et en considérant que du® est un
vecteur arbitraire, on aboutit a I’équation matricielle suivante :

[KJu® = F, (3.63)
ou [K¢] est 1a matrice de rigidité élémentaire, exprimée par :

K= | BBV, (3.64)
ou [H] = [H(x)] est la matrice des constantes élastiques, et out la matrice [B] = [B(x)] est définie par :

[B] = [D][N“(x)]. (3.65)

Ici, [N¢(x)] représente la matrice des fonctions d’interpolation de I’élément exprimée a partir des co-
ordonnées physiques x. Dans 1’équation (3.63), F€ représente le vecteur des forces nodales, donné
par :

Fe — / N T XAV + / NS, (3.66)
e aﬂe

ot X = X(x) représente les forces volumiques appliquées dans le domaine Q2°¢, et ou f = f(x) représente
les forces surfaciques appliquées sur la frontiere 0€2°.

Dans I’équation (3.63), u® représente le vecteur des déplacements nodaux. Notons que la taille de la
matrice [K¢] et des vecteurs u® et F¢ est donnée par le nombre de noeuds n¢ multiplié par le nombre de
DDLs par noeud. A titre d’exemple, pour un quadrilatere a 4 noeuds (figure 21), la matrice [K¢] est de
taille 8 x 8 (2 DDLs par noeuds) ; les vecteurs u® et F'° sont de taille 8 x 1, et sont exprimés par :

[uf] 15
vf i
ug E
e e
O I S (3.67)
ug F3
v§ Fys
ug 4
g Fe
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FIGURE 21 — Représentation d’un élément (domaine )¢ de frontiere 62°).

Pour passer en coordonnées paramétriques &, on utilise I’équation (3.28), c’est-a-dire x = [N°(&)]x°.
Il devient alors possible d’exprimer la matrice des constantes élastiques [H], ainsi que les vecteurs X et
f, en coordonnées paramétriques.

Notons que la matrice [D] qui apparait dans 1’équation (3.65) fait intervenir les dérivées par rapport
aux coordonnées physiques x (cf. équation (2.59)). La matrice [B] fait donc intervenir les dérivées des
fonctions d’interpolation par rapport a ces coordonnées. A titre d’exemple, pour un quadrilatére linéaire
a 4 noeuds (figure 21),on a:

[B(£)] = [DI[N“(&)] (3.68)
_6@ 0
o af|[MeEm 0 Nsem 0 Ni€m) 0 Nigm) 0
5 0 Ni(¢m) 0 Ni(&m 0 Ni&m) 0 Ni(§m)
Loy Oz
FONE (€, ONS (€, ON5 (€, IHE
O S R N
ONF (&) ON () ) ONg (Em)
— 0 18y n 0 2ay n 0 38y n 0 %y n
ONf(em) ONf(&m) ONs(Em) ONs(Em) ON§(Em) ON5(Em) ONj(&m)  ONg(Em)
L Oy ox oy ox oy oz oy ozx

ONS(Em) . ONS(En)

Le calcul des dérivées 5 €t 5y s effectue alors de la maniere suivante, en utilisant la matrice

Jacobienne [J] :

ONZ (&) e on1 [ON;(Em) ONZ (&m)
Ox _ |0z Oz o =T D€

8Nje(§777) [85 877] BN]‘?(&,T]) - [J] 8N;(§,17) ) (369)
y dy Oy on on

ot [J]~7 représente la transposée de I’inverse de la matrice [J].

Introduisons le déterminant de la matrice [J], également appelé Jacobien et noté .J :
J = J(&) = det[J]. (3.70)

On a alors la relation suivante : dVx = J dVg ol dVx et dVg représentent les volumes infinitésimaux en
coordonnées physiques et paramétriques.

Au final, 'expression en coordonnées paramétriques de la matrice de rigidité élémentaire (équation
(3.64)) est donnée par :

Hﬂ=AB@ﬂWMB@M&M- 3.71)

€
En outre, le vecteur des forces nodales (équation (3.66)) s’exprime par :

FC — T + FS, (3.72)
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ou F§ représente la partie associée aux forces volumiques :

¢ = / IN°(€)]7X(€) ] (€)dV, 3.73)
Q

e
3

et ou F§ représente la partie associ€e aux forces surfaciques :
i= [ NI Ts(6)dse. (.74
¢

Le calcul de I’intégrale de frontieére dans 1’équation (3.74) fait intervenir un “Jacobien surfacique” Jg
pour relier les aires infinitésimales d.Sx et dSg, dont I’expression générale ne sera pas présentée ici.

3.4.1 Exemple 1 : barre a 2 noeuds avec section variable et force volumique non constante

On considere un élément de barre 1D avec interpolation linéaire (2 noeuds, cf. figure 15) dont la section
est variable et donnée par S(&). Cette barre est sollicitée par une force volumique X (£) non constante.
Dans ce cas, dVx = S(§)dz = S(&)Jd§ ou J = det[J] = g—g =L et % = Z. Les fonctions
d’interpolation de I’élément sont définies par les équations (3.33) et (3.34). Donc :

9 )

B = DIIN“(§)] = 72 IN(€)] = 5 3¢ |

[N¢(&)] = Li -3 3] = e -1 1]. (3.75)

Notons E le module d’Young de la barre. On a alors [H] = E. Remarquons que la matrice [B] et les
scalaires F et J ne dépendent pas de £. Au final, on obtient :

LSEy

(BT [H)[BlJdVe = BT [B[B] | S(c)ds
¢ -1

E . 1
N [Ke}:w[_ll 11} /_ s(©)ds (3.76)

En outre, le vecteur des forces volumiques F§ s’obtient de la maniére suivante :

%= [ IN(OITX(€)I©)ave

£

= ow= 2 [ xesea (3.77)
X7 g ) [1+¢ ' '
Notons que dans le cas particulier ou la section est constante (S(§) = S), la matrice de rigidité se
simplifie de la maniere suivante :
ES|1 -1
el — 7
K¢ = Te [_1 1 } . (3.78)

3.4.2 Exemple 2 : triangle a 3 noeuds en état plan de contraintes avec épaisseur variable

On considére un élément triangulaire a 3 noeuds (figure 17), d’épaisseur h(&,n), de module d’Young
E et de coefficient de Poisson v. La matrice Jacobienne est donnée par 1’équation (3.43). Dans ce cas,
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dVx = h(§, n)dzdy = h(§,n)Jd&dn ou J = det[J] = (2§ — 29)(y5 — y7) — (¥5 — y1)(¥§ — vf). Les
fonctions d’interpolation sont données par les équations (3.40)-(3.42). On a alors :

_%_ T -8871\6[1_ T -1

EARGMPARE __1] , (3.79)
_837]\752_ = [J] _887]\,;2_ = [J] _0] , (3.80)
2] %] [0

_887]\;)— = [J] _83%_ = [J] _1] (3.81)

La matrice [B] s’exprime alors de la maniere suivante (on notera qu’elle ne dépend pas des coordonnées
Setn):

ON¢ ONg ONE

oz 0 oz 0 oz 0
e ON§ ONS ONE
Bl =[DIN“]=] 0 ZH- 0 ZFF 0 FFl. (3.82)

ONf ONf ON§5 ON§5 ON§ ON§
oy ox dy ox dy or

L’expression de la matrice des constantes élastiques, en contraintes planes, est donnée par :

B 1 v 0
H = v 1 0 (3.83)
-V 0 0 1;1/

On observe que les matrices [B] et [H], ainsi que le Jacobien .J, ne dépendent pas des coordonnées pa-
ramétriques £ et 7. Rappelons que dans le systeme de coordonnées (£, 1), le domaine a intégrer représente
un triangle a angle droit avec deux c6tés identiques de longueur unitaire. La matrice de rigidité est alors
exprimée de la maniere suivante :

1 pl-¢
e] __ T _ T
LSEN B [H[B)av; — | [ mrmmiae iy

1 pl—¢
~  [K] = J[B|"[H[B] /O /0 h(Em)dédn. (3.84)

Notons que dans le cas particulier ou 1’épaisseur est constante (h(£,n7) = h), la matrice de rigidité se
simplifie de la maniere suivante :

[K¢] = hA°[B]T[H][B]. (3.85)

ou A = [[dzdy = fol folf5 Jdédn = J fol f017§ dédn = % représente I'aire du triangle en coor-
données physiques.

3.4.3 Exemple 3 : quadrilatere a 4 noeuds en état plan de contraintes avec épaisseur variable

On considere un élément quadrilatére a 4 noeuds (figure 18), d’épaisseur h(&,n), de module d”Young
E et de coefficient de Poisson v. La matrice jacobienne [J(&, n)] de I’élément est donnée par I’équation
(3.48). Elle dépend des coordonnées £ et 1) (contrairement au cas du triangle linéaire), sous-entendu que
le Jacobien J = J(§,n) dépend également des coordonnées & et ). Les fonctions d’interpolation sont
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données par les équations (3.44)-(3.47). On a alors :

FON, T FON; T r
3 _r | o L p|—=(1=mn)
=[J] = —[J] , (3.86)
) = ] =i o
FONs T FON, T r
or 7| o¢ L.r| 1=m
=1[J =Z[J 3.87
FON; T FON3 T -
oz _7 | %€ L 147
ons | =177 on, | = 7] , (3.88)
L 8y3_ _8n3- 4 _1+§
FON, T FON, T r
or | -7 | o€ | 17 —(1+mn)
on, | = I ONg | — Z[J] 1—¢ (3.39)
L 9y | L dn | L

La matrice [B(&)] s’exprime en considérant I’équation (3.68). La matrice de rigidité se calcule alors de
la maniere suivante :

K= [ 1 /1 B¢ )] (H)B(E, (€, n)J (€, m)dedn (3.90)

Notons que dans le cas particulier ou I’élément représente un rectangle de cotés L, et L,, la matrice
Jacobienne se simplifie de la maniere suivante :

L. 2 9
[J]::[ 2 ] = [ T=|" 2] . (3.91)
0 = 0
2 Y
Le Jacobien devient alors J = % ou A® = L, L, représente I’aire du rectangle. La matrice [B(&)] est
alors donnée par :
1— 1— 1+ 1+
1 - an L: an 0 - an 0
1-¢ 14¢ 14¢ 1—¢
BEml=51 © -z 0 =gy 0oa 0 (3.92)
_1=¢ _1-n _ 146 1o 14& 1+np  1=¢ 147
Ly Ly Ly L Ly La Ly Lz

3.4.4 Exemple 4 : poutre hermitienne

On considere un élément de poutre hermitien (2 noeuds et 2 DDLs par noeud) de rigidité de flexion E1

constante. Dans ce cas, il est possible de montrer que 1’expression de la matrice de rigidité fait intervenir
. 2 : s 4

un terme de dérivée seconde [D] = %. > Dans ce cas, la matrice des constantes élastiques représente

un scalaire donné par [H| = ET; le Jacobien est identique a celui de la barre, c’est-a-dire J = % On

a en outre que g—ig = ( %)2 Les fonctions d’interpolation de 1’élément sont définies par les équations
(3.57)-(3.60). Donc :
4 e e e e
BEI=DINO] = o [§ (5 +55) % (5+%9)] (3.93)

Au final, on obtient :

1
K= B1 [ BBl de
12 6L¢ —12 6L
e EI |6L° 4(L°)%* —6L° 2(L°)?
= KI=es 1 —ere 12 —ere | G99
6L° 2(L%)* —6L° 4(L°)?

5. Cela est dii a I’équation différentielle qui est utilisée pour modéliser une poutre, qui fait intervenir une dérivée d’ordre 4.
La forme intégrale requiert alors une double intégration par parties aboutissant a une dérivée d’ordre 2.
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3.5 Méthode des points de Gauss pour le calcul des intégrales

La méthode des points de Gauss (également appelée méthode de quadrature de Gauss) permet d’intégrer
de maniére exacte une fonction polynomiale f (&) de degré égal ou inférieur a 2¢ — 1, a partir de ¢ points
de Gauss :

1 q
| rode=3qs) (3.95)
: 2

ou {; représentent les points de Gauss (valeurs discretes de ), et ol ¢; représentent des pondérations.
L’intégrale est ici effectuée entre —1 et 1.

La détermination des points de Gauss §; et des pondérations c; nécessite de résoudre un systeme d’équations,
lorsque 1’on pose f(&) = ag + ai€ + - - - + azy—1£2971 dans ’équation (3.95), et que I’on considere que
les coefficients ag, a1, ..., azq—1 sont indépendants entre eux. Le systeme d’équations (2¢q équations pour
trouver g points de Gauss et ¢ pondérations) s’écrit alors :

1 q
/ ¢hde = c;ef pour k=0,1,...,2¢ 1. (3.96)
-1 ;
7=1

. , o 4 P 1
A titre d’exemple, lorsque ¢ = 1 (polyndme de degré 2¢ — 1 = 1), on a deux équations : f_l dé = 1
et f_ll EdE = c1&; ce qui donne ¢; = 2 et & = 0. Ainsi, pour décrire une fonction avec un point de

Gauss, on écrira f_ll f(&)d€ = 2£(0). Cette égalité est exacte a la condition que f (&) représente bien un
polyndme de degré inférieur ou égal a 2¢ — 1 = 1. Sinon, cela reste une approximation.
On donne ci-apres les résultats pour un, deux et trois points de Gauss :

e 1 point de Gauss (integre de maniere exacte un polynéme de degré inférieur ou égal a 1) :

1
/ f(§)dg ~ 2f(0), (3.97)
-1
e 2 points de Gauss (integre de maniere exacte un polynome de degré inférieur ou égal a 3) :
[ 5@~ s+ 5 (3.98)
1 V3 V3~ '

e 3 points de Gauss (integre de maniere exacte un polynome de degré inférieur ou égal a 5) :

1 5 3. 8 5 3
/_1f(£)d€%9f(—\/;)+9f(0)+9f(\/;)- (3.99)

3.5.1 Barre et poutre 1D

Nous avons vu que la détermination de la matrice de rigidité élémentaire nécessite de calculer une
intégrale, par exemple f_ll S(&)d€ pour une barre linéaire de section variable, ou f_ll [B(9)]T[B(&)]Jdé¢
pour une poutre. Il en va de méme pour déterminer le vecteur des forces nodales ou I’on doit calculer une
intégrale. Pour calculer ces intégrales que I’on notera de maniére générale | _11 f(&)dg, on utilise donc la
méthode des points de Gauss. La figure 22 illustre les positions des points de Gauss.

38



1 point 2 points 3 points

b 'd [ x > | [ X 3 1
0 _ 1 1
NIV \/§ 0\@
H&

FIGURE 22 — Points de Gauss pour une barre ou une poutre.

3.5.2 Quadrilatere

Pour un quadrllatere le calcul de la matrice de rigidité élémentaire nécessite une double intégration de la

forme [K¢] = [1, [['[©(& n)]dEdn ot [O(&,n)] = [B(&,n)] " [H][B(&,n)]h(€,1)J (£, n) (cf. équation

(3.90)). 11 faut donc appliquer la méthode des points de Gauss pour évaluer les intégrales sur £ et sur 7).
On obtient alors :

q
// (€,m) ddeNZZCJCk (&) (3.100)

=1 k=1

ou (&j,ny) représentent les points de Gauss. On parle alors de méthode a 1 x 1 point de Gauss, 2 x 2
points de Gauss, ... Ces points sont illustrés sur la figure 23.
Ainsi, on obtient :

e 1 point de Gauss :

/ / n)]dédn ~ A[©(0,0)], (3.101)

e 2 x 2 points de Gauss :
[, Lyoenmsan~[o(-55—)]+[e (G-5)][e (-5 )+ e
3

1 point 2 x 2 points

FIGURE 23 — Points de Gauss pour un quadrilatere.

3.5.3 Triangle

Le cas du triangle est particulier dans ce sens que la matrice de rigidité élémentaire fait intervenir
des intégrales dont les bornes ne varient pas de —1 a 1. Par exemple, pour un triangle linéaire, on a
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fol folfs h(&,m)dédn (cf. équation (3.84)). Pour un triangle avec des fonctions d’interpolation quadra-
tiques, on a plus généralement fol fol_s [©(&,n)]dédn ot [O(E,n)] est une matrice qui dépend de & et de

7.
On admettra alors la régle suivante :

e 1 point de Gauss (centre du triangle) :

Lopi=¢ 1 11

e 3 points de Gauss (milieux des arétes) :

/ 1 / et midedn~ & [@ (;o)] n

1 point

FIGURE 24 — Points de Gauss pour un triangle.

3.6 Exercices
Exercice 1

1. Exprimer la matrice de rigidité [K¢] d’un élément de barre de longueur L, a 2 noeuds, dont la
section S varie de la maniere suivante :

=2a-g+ 2ate.

5 2

2. Exprimer le vecteur des forces nodales F¢ de cet élément lorsque celui-ci est soumis a une force
volumique constante X = pg.

Exercice 2

1. Exprimer la matrice de rigidité [K¢| d’un élément de barre de longueur L, a 2 noeuds, dont la
section S varie de la maniere suivante :

S=50(24+¢) lorsque —1<¢<0 et S =25 lorsque 0<¢<1.

2. Exprimer le vecteur des forces nodales F¢ de cet élément lorsque celui-ci est soumis a la force
volumique suivante :

X =Xp(2-¢) lorsque —1<E<0 et X =0 lorsque 0<¢<1.

40



Exercice 3

1. En utilisant la méthode d’intégration a un point de Gauss, exprimer la matrice de rigidité [K¢]
d’un élément de barre de longueur L, a 2 noeuds, dont la section S varie de la maniére suivante :

St So
S = ?(1 -+ 7(1 + ).

Exercice 4

1. En utilisant la méthode d’intégration a deux points de Gauss, exprimer la matrice de rigidité [K°]
d’un élément de poutre hermitien de longueur L a 2 noeuds, et de rigidité de flexion F'[I.

2. Que devient [K€] lorsqu’un seul point de Gauss est considéré ? Commenter.

Exercice 5

1. Exprimer le vecteur des forces/moments nodaux F¢ d’un élément de poutre hermitien de longueur
L, a 2 noeuds, résultant d’une force linéique f(&) définie par :

(GEEL

a9+ 2ave.

Exercice 6

1. Exprimer le vecteur des forces nodales F'¢ d’un triangle a 3 noeuds dont I’aréte 1-2 est soumise
aux forces linéiques suivantes :

fo = (1 - g)fml + & fx2,
fy = (1 - g)fyl +§fy27

ot 0 < n < 1.On notera Lo la longueur de I’aréte 1-2.

3 fy=Q=8fn+&f

1
fe =1 =& fo1 +&fa2

1. Déterminer la transformation isoparamétrique = = ¢, (&,n) et y = ¢, (&, 1) pour I’élément
quadrilatere a 4 noeuds illustré sur la figure ci-dessous.

Exercice 7

2. Pour cette transformation isoparamétrique, déterminer la matrice Jacobienne [J (£, )] ainsi que
son déterminant det[J (£, n)].

3. Vérifier que det[J(&,n)] > 0 en tout point du quadrilatere.

(0,6)
49
(6,4)
3
Y 1 e 2

(0,0) (4,0)
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4 Modélisation des structures par assemblage des éléments finis

4.1 Propos liminaires

Nous avons abordé au cours du chapitre précédent la modélisation des éléments finis, a partir de matrices
de rigidité élémentaires [K¢] et de vecteurs de forces nodales [F¢]. La modélisation d’une structure
composée de plusieurs éléments nécessite alors d’assembler ces matrices et vecteurs élémentaires en
vue d’exprimer la matrice de rigidité globale [K]| ainsi que le vecteur des forces nodales (global) de la
structure entiere. Cela nécessite (cf. figure 25) :

e D’une part, de positionner chaque élément dans le repere global de la structure. En effet, si un
élément est décrit dans un repere local (z€¢, y©), une rotation est nécessaire afin de le positionner
correctement dans le repére global (x, y) de la structure.

e D’autre part, d’affecter aux noeuds (plus généralement, aux DDLs) d’un élément une numérotation
qui correspond a celle des DDLs du systeme assemblé, sachant que chaque DDL doit étre numéroté
différemment. Cette procédure s’appelle la localisation des é1éments.

3 2
Rotation Localisation
Yy
L.
X

FIGURE 25 — Illustration de la méthode d’assemblage.

La procédure d’assemblage est détaillée ci-apres :

4.2 Assemblage

4.2.1 Changement de reperes

Notons u§, . et F'§__ le vecteur des déplacements nodaux et le vecteur des forces nodales d’un élément e
loc loc

exprimés dans son repere local, et notons u® et F¢ les expressions de ces vecteurs dans le repere global
de la structure assemblée. On a :

uj,. = [Ru® , Fi, = [RF, (4.1)
ou [R°] est une matrice de passage pour décrire 1’élément dans le repere global de la structure. En régle

générale, cette matrice est une matrice diagonale par bloc ou chaque bloc est identique et représente une
matrice de rotation. Ainsi, pour un triangle 2D & 3 noeuds (figure 26), on a :

[(u9)10¢] [cos(€ye, €x) cOs(€xe, €y) 0 0 0 0 1 [vi]
(v1)10c cos(Eye, €x)  €cOS(Eye, €y) 0 0 0 vy
(u5)10c _ 0 0 COS(€Eye, €y)  COS(Epe, €y) 0 0 ug
(v§)10c 0 0 cos(€ye, €x) cos(Eye, €y) 0 0 v§
(u§)10c 0 0 0 0 cos(€ype, (ix) cos((?’fve7 iy) u§

[ (v5)10c | L 0 0 0 0 cos(€ye, €x)  cos(€ye, €y) | | U5 |

N e’ v N——
ué [Re] ueé

fin
o
a
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(4.2)

oll (€ze, €ye) et (€, €y) représentent les vecteurs unitaires associées au repere local et au repere global
(respectivement).

3 2

e = R
y© 2 ,l: Y ;;
1 Y1 ge 1
x° \/ T

FIGURE 26 — Positionnement des éléments.

Notons que la matrice de passage est orthogonale, ¢’est-a-dire [R¢]~! = [R]7.
Rappelons que la modélisation d’un élément fait intervenir une matrice de rigidité élémentaire (cf.
équation (3.63)). Dans le repere local de I’élément, cela donne :

[Kioc]uioc = F]e_OC’ (4'3)

En considérant 1’équation (4.1), on obtient :

[(K{.c][RJu® = [RE]F°. 4.4)
En multipliant cette équation a gauche par [R€]7, et vu que [R¢]T[R¢] = [R¢]7![R¢] = I, on obtient
finalement :

[Ke]ue _ Fe7 4.5)

ou [K¢] est la matrice de rigidité élémentaire exprimée dans le repere global :

K] = R [Ki,

J[R7]. (4.6)

Remarque (barres et poutres) :

Certains éléments n’ont pas le méme nombre de DDLs dans le repere local que dans le repere global.
C’est le cas des barres qui possedent 1 DDL par noeud (déplacement selon x¢) dans le repere local, ou
des poutres qui posseédent 2 DDLs par noeud (déplacement transversal et rotation). Lorsque I’on souhaite
décrire des assemblages impliquant plusieurs barres (ou poutres) avec des orientations différentes, il
faut les décrire dans un repeére global a 2 dimensions (x,y), voire 3. Ainsi, dans le cas 2D, une barre
possédera 2 DDLs par noeud (déplacements selon x et y), alors qu’une poutre possédera 3 DDLs par
noeud (2 déplacements et 1 rotation). Dans ce cas, les matrices de passage ne sont plus carrées, mais
rectangulaires (2 fois plus de colonnes que de lignes dans le cas d’une barre).

A titre d’exemple, la matrice de passage pour une barre a 2 noeuds, orientée d’un angle ¢ dans un repeére
global (z,y), est donnée par (cf. figure 27) :

cos@ sin6 0 0

0 0 cosf sinf|’ @.7)

4.2.2 Matrice de localisation

Chaque élément possede une numérotation, pour ses noeuds et ses DDLs, qui lui est propre. Pour un
triangle simple, cette numérotation va de 1 a 3 pour les noeuds, et de 1 a 6 pour les DDLs (caril y a 2
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FIGURE 28 — Localisation des éléments.

DDLs par noeuds) ; pour un quadrilatere, elle va de 1 a 4 pour les noeuds et de 1 a 8 pour les DDLs. Cette
numérotation change cependant lorsque I’on considere un assemblage de plusieurs éléments (voir figure
(28)) ol un numéro distinct est affecté pour identifier chaque noeud de maniere différente (2 noeuds ne
peuvent donc pas avoir le méme numéro).

La procédure de localisation consiste donc a identifier, pour chaque élément e, les noeuds (et donc, les
DDLs) qui lui correspondent dans le systeme assemblé. Ainsi, si u® représente le vecteur des déplacements
d’un élément e exprimé a partir de sa numérotation propre, et si u représente le vecteur des déplacements
de la structure globale, on a la relation suivante :

u = L, (4.8)

ou [L¢] représente la matrice de localisation de I’élément e. Elle identifie parmi les composantes du
vecteur u celles qui appartiennent au vecteur u®. Il s’agit d’une matrice rectangulaire dont le nombre de
lignes correspond au nombre de DDLs de I’élément, et dont le nombre de colonnes correspond au nombre
de DDLs de la structure. La matrice [L¢] est composée de 0 et de 1 (on parle de matrice Booléenne), avec
un “1” par ligne. A titre d’exemple, la matrice de localisation d’un élément triangulaire dont les noeuds
initialement numérotés 1,2, 3 sont numérotés 2,11, 10 dans le systetme assemblé est donnée par (voir
aussi figure 28) :

.
- vl
uil 1o o 1 0 00 0 0] |u
v 0001 000 Of |
us 0000 0010
sl ~ o0 0 0 0001 49)
ug 0000 1.0 0 0] w0
S | 0 0 0 O 0 1 0 0] [vi0
\sz-/ue [f;} Ui
_Ull_
——
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En effet, on a bien u{ = us et v{ = vy (correspondance pour le premier noeud), u§ = ui1 et v§ = vy
(correspondance pour le deuxieme noeud), et u§ = wuig et v§ = vig (correspondance pour le troisieéme
noeud). Du point de vu des DDLs (2 DDLs par noeud ici), cela revient a changer la numérotation, de
1,2,3,4,5,6 vers 3,4,21,22,19, 20.

En considérant I’équation (4.8) et I’équation (4.5), on obtient :

[K°|[L¢u = F°. (4.10)
En multipliant cette équation 4 gauche par [L¢]”’, on obtient :

LT K] [L¢u = [L]TFe. (4.11)

En sommant sur tous les éléments de la structure, on obtient alors :

(Z[LE]T[Ke][LeO u=> [L]F° = [Klu=F, (4.12)

€ €

ou [K] représente la matrice de rigidité globale de la structure, exprimée par :

K] =) LI KL, (4.13)

e

et ou F représente le vecteur des forces nodales qui sont appliquées a la structure :

F=> [L]"F (4.14)

Soulignons que les forces internes, entre éléments, s’annulent lors de la sommation ) | e[LE]TFe (cela est
di au principe d’action-réaction). Ainsi, le vecteur F' ne contient que les forces extérieures.

Soulignons aussi que la matrice de rigidité [K] est symétrique, ce qui est lié au fait que les matrices de
rigidité élémentaires [K¢] sont symétriques.

Il est important de comprendre que la sommation, dans 1’équation (4.13), fait intervenir des matrices
de localisation qui sont différentes entre les éléments. Le terme [L¢)7 [K¢|[L¢] a pour but de “projeter”
chaque matrice élémentaire [K°] sur les lignes et les colonnes identifiées par la matrice de localisation
[L€]. Ainsi, les matrices [K¢| des éléments sont projetées de maniere différente sur toutes les lignes
et les colonnes de la matrice [K]. On obtient au final une matrice telle que représentée sur la figure
29 présentant une “bande” centrale, et des zeros autour. La numérotation des noeuds de la structure
assemblée peut étre arbitraire. Elle peut néanmoins étre optimisée de sorte a construire une matrice [K]
avec une bande centrale de faible largeur, ce qui est intéressant d’un point de vue numérique pour inverser
la matrice.

FIGURE 29 - Structure de la matrice [K].
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4.2.3 Procédure algorithmique pour I’assemblage de la matrice de rigidité

La matrice de rigidité [K] est construite en considérant I’équation (4.13). D’un point de vue numérique,
cela revient a : (i) construire les matrices de localisation [L€] de tous les éléments, (ii) effectuer les pro-
duits matriciels [L¢)7 [K¢][L¢] et (iii) effectuer la sommation de tous les termes [L¢] [K¢][L¢]. Au final,
on arrive a une procédure lourde qui se traduit par des temps de calculs conséquents. Cela est 1ié¢ a la
construction et au stockage des matrices [L¢] qui peuvent étre de grande taille (cas ou le nombre de DDLs
de la structure est important) alors qu’elles sont principalement remplies de “0”, et au colit numérique
pour calculer les produits matriciels [L¢]7 [K¢][L¢].

La procédure d’assemblage peut néanmoins €tre optimisée en introduisant des vecteurs d’indices num®
pour numéroter les éléments. Par exemple, pour 1’élément sélectionné en rouge sur la figure 28, le
vecteur d’indices est num® = [3421221920] qui correspond a un vecteur de taille 6. Pour un autre
élément, ce vecteur est toujours de taille 6 mais la numérotation n’est pas la méme. Le produit matriciel
[L¢]T[K€][L¢] revient au final & insérer au niveau des lignes et des colonnes de la matrice de rigidité
globale [K], désignées par les indices num®, la matrice [K¢] d’un élément e.

La procédure algorithmique est donnée ci-dessous :

Algorithme 1 Assemblage de la matrice [K]

Effectuer [K| = zeros(N,N) % Initialisation de la matrice [K], o N représente le nombre de
DDLs de la structure.
fore=1:n°do
Définir [K€] % Matrice de taille N© x N€, ou N€ représente le nombre de DDLs de 1’élément e.
Définir num® % Vecteur de taille 1 x N°.
Effectuer [K(nun®, num®)] = [K¢ + [K(num®, num®)] % Remplissage des lignes et des colonnes
de [K] a partir des composantes de la matrice [K€|, et sommation sur les éléments.
end for

En pratique, il est utile de définir deux matrices [nodes] et [elements]|, avec [nodes] une matrice
qui donne les coordonnées de chaque noeud, et [elements| une matrice dite de “connectivité” qui
donne, pour chaque élément e, la numérotation des noeuds de cet élément dans le systeme assemblé.
Par exemple, dans le cas du maillage 2D composé d’éléments triangulaires a 3 noeuds de la figure 28
pour lequel I’élément 2 correspondrait a I’élément sélectionné en rouge, et pour lequel les éléments 1 et
3 correspondraient respectivement aux éléments a gauche et a droite de I’élément 2, on aurait :

[ Noeud [ Element
1 T1 Y1 1 1 2 10
2 T2 Y2 2 2 11 10
[nodes] = 3 T3 U , [elements| = 3 2 3 1 (4.15)
J Tj Yj e o o o

Pour obtenir le vecteur d’indices num® d’un élément e, sachant qu’il y a deux DDLs par noeud, on fera :

num®(1,1:2) = 2 % ([elements|(e,1) — 1) + (1 : 2) (DDLs associés au noeud 1),  (4.16)
num®(1,3:4) = 2 * ([elements](e,2) — 1) + (1 : 2) (DDLs associés au noeud 2),  (4.17)
num®(1,5:6) = 2 % ([elements](e,3) — 1) + (1 : 2) (DDLs associés au noeud 3).  (4.18)

Par exemple, pour I’element 2 sélectionné en rouge sur la figure 28, on a num?(1,1 : 2) = [3 : 4],
num?(1,3 : 4) = [21 : 22] et num?(1, 5 : 6) = [19 : 20], et donc num? = [34 212219 20].
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4.3 Méthode de résolution

Une structure maillée par éléments finis est illustrée sur la figure 30. Cette structure contient des noeuds
de frontiere, et donc des DDLs de frontiere sur lesquels le déplacement est connu. On introduit alors le
vecteur des déplacements de frontiere ur, dont la taille est égale au nombre de DDLs de frontiere, qui est
connu par hypothese. Le cas ug = 0 illustre par exemple le cas d’une structure fixe sur sa fronticre (cela
revient a bloquer les DDLs de frontiere). En outre, la structure contient des DDLs internes sur lesquels
la force est connue (vecteur F'1). La structure peut donc €tre modélisée de la maniére suivante :

e =i e - R 19

ou les indices F et I renvoient aux DDLs de frontiére et aux DDLs internes.

Notons que la résolution directe du systeme matriciel (4.19) n’est pas possible, pour deux raisons : (i) la
matrice [K] dans le terme de gauche n’est pas inversible (on admettra ce point); (ii) les reactions sur la
frontiere F'r ne sont pas connues.

,\FI\ [///uf\

FIGURE 30 — Structure “modélisée” par éléments finis.

L’équation (4.19) implique deux sous-équations matricielles qu’il faut étudier séparément, a savoir :

[Krr|ur + [Krr|ur = Fr, (4.20)
et

[Kir]ur + [Kirjur = Fy. (4.21)
En considérant 1’équation (4.21), il vient :

[Kirjur = F1 — [K1r|ug. (4.22)

On obtient alors un systeéme matriciel de taille réduite. En effet, pour écrire la matrice [Krz1], on a retiré
dans [K] les lignes et les colonnes associées aux DDLs de frontieére. La dimension de [Ki1] est donc
égale au nombre de DDLs interne. On admettra que la matrice [Krz] est définie positive. Elle peut donc
étre inversée sans difficulté. Au final, la résolution du systeme matriciel (4.22) permet d’obtenir uz, de
la maniere suivante :

ur = [K:[I]_1 (F1 — [K1r|ur) . (4.23)

Le vecteur des déplacements de la structure u s’obtient alors a partir du vecteur des déplacements des
DDLs internes uz calculé précédemment, et du vecteur des déplacements des DDLs de frontiére ug qui
est connu par hypothese. On a donc :

u= [“F} . (4.24)
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4.4 Exercices

Exercice 1

On considere un assemblage de deux barres identiques, de longueur L, section .S et module d’Young E.

Lextrémité gauche de la barre @ est encastrée ; I’extrémité droite de la barre @ est soumise a une
force F'. Chaque barre est modélisée a partir d’un élément linéaire a deux noeuds.

1. Exprimer les matrices de rigidité élémentaires des deux barres.

Exprimer, par le biais de matrices de localisation que vous exprimerez, la matrice de rigidité du
systeme assemblé.

. Ecrire I’équation matricielle a résoudre en vue de calculer le vecteur des déplacements du systeme,

aux noeuds 2 et 3.

Exprimer et calculer les déplacements aux noeuds 2 et 3.

5. Ecrire le programme Matlab permettant de retrouver ce résultat.

L @ . @

N [ j—p>

Exercice 2

On considere un treillis composé de 4 barres @, @ @ et @ Les barres @, @ et @ sont iden-

tiques, de longueur L = 1 m, section S = 4 mm? et module d’Young E = 210 GPa, et sont connectées

entre elles comme montré sur la figure. La barre @, de section S et de module d’Young E, a une lon-

gueur de v/2L et connecte les noeuds 2 et 4. Les jonctions entre les barres sont matérialisées par quatre
rotules 1, 2, 3 et 4. Les jonctions 1 et 4 sont encastrées, la jonction 2 est soumise a une force verticale
F =1000 N, alors que la jonction 3 est libre.

1.
2.

Exprimer les matrices de rigidité élémentaires des quatre barres.

Exprimer, par le biais de matrices de rotation, les matrices de rigidité dans le repere globale
(2, y).

3. Exprimer la matrice de rigidité du systéme assemblé.

Ecrire I’équation matricielle a résoudre en vue de calculer les déplacements des noeuds 2 et 3
(composantes x et y).

. Exprimer et calculer avec Matlab les déplacements aux noeuds 2 et 3.
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Exercice 3

On cherche a décrire le comportement statique d’une “poutre 2D” de longueur . = 1 m, de largeur
b = 10 cm et de faible épaisseur h = 2 mm. La poutre est encastrée en x = 0, et est soumise en x = L
a un moment fléchissant M/ = 20 Nm. On donne £ = 210 GPa et v = 0.3 le module d’ Young et le
coefficient de Poisson de la poutre, et I = hb®/12 le moment quadratique de sa section.

On modélise alors la poutre a partir d’'un nombre n, de quadrilateres a 4 noeuds, identiques, positionnés
selon I’axe . La longueur de chaque quadrilatere est donc L/n,, alors que la largeur et 1’épaisseur
sont b et h. La description de I’encastrement au niveau de 1’extrémité gauche s’effectue en bloquant les
déplacements u et v des deux noeuds concernés. Par ailleurs, la description du moment au niveau de
I’extrémité droite s’effectue en appliquant un couple de forces (F, —F), avec F' = M /b, au niveau des
deux noeuds concernés.

1. Calculer avec Matlab la matrice de rigidité de chaque quadrilatere [K¢] en utilisant la méthode
d’intégration a 2 x 2 points de Gauss.

2. Calculer la matrice de rigidité du systéme assemblé. Vous choisirez par exemple n, = 10.

3. Calculer les déplacements nodaux de la poutre, en considérant les conditions aux limites en z = 0
etz = L.

4. Comparer la solution obtenue, en déplacements et en contraintes, avec la théorie analytique.

4 3
g F=M/b
\ b
N =

F=M/b
1 2
- 5
L/n,

Exercice 4

Reprendre I’exercice 3, mais en modélisant la poutre a partir d’éléments triangulaires “rectangles” (2n,
ici) de base L/n,, de hauteur b et d’épaisseur h.

1. Calculer avec Matlab la matrice de rigidité d’un triangle de base L/n, (positionnée vers le bas)
et de hauteur b, dont les noeuds ont pour coordonnées (0, 0) (noeud 1), (L/n;,0) (noeud 2) et
(L/ng,b) (noeud 3).

2. Calculer la matrice de rigidité d’un triangle “inversé”, en considérant une rotation de 7.
3. Assembler les éléments et calculer la matrice de rigidité du systéme assemblé.

4. Calculer les déplacements nodaux de la poutre, en considérant les conditions aux limites en z = 0
etx = L.

5. Comparer la solution obtenue, en déplacements et en contraintes, avec la théorie analytique.

3 2 1
A = 7(1\’0{.(1!50” de )
1 2 3
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Exercice 5

On considere un assemblage de deux quadrilatéres (4 noeuds par quadrilatére, contraintes planes), dont
les noeuds ont pour coordonnées (repére (x,y), en metre) :

1:(1,0) , 2:(1/v2,1/v2) , 3:(0,1) , 4:(1.50) , 5:(1.5/v2,1.5/v2) , 6:(0,1.5).

1. Calculer avec Matlab la matrice de rigidité de chaque quadrilatere [K°] en utilisant la méthode
d’intégration a 2 x 2 points de Gauss.

2. Calculer la matrice de rigidité du systeéme assemblé.

3. Calculer les déplacements nodaux de la poutre, en supposant que le noeud 4 est sollicitée par une
force F' verticale et que les noeuds 3 et 6 sont bloqués.

4. Représenter “visuellement” le systeme déformé.
Données : £ = 210 GPa, v = 0.3, h = 2 mm, F' = 1000 N.
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5 Méthode des éléments finis en dynamique des structures

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons abordé la modélisation des structures élastiques linéaires sous
chargement statique. Cela sous-entend que le déplacement ne dépend pas du temps, ou de maniere plus
précise, que les chargements sont appliqués de maniere tres lente de sorte que 1’on peut supposer que le
déplacement est indépendant du temps. Cependant, lorsque les chargements varient de maniere significa-
tive en fonction du temps, une structure élastique se met a vibrer. Cela est lié aux forces d’inertie (masse
multipliée par I’accélération) qui rentrent en compte dans la description de I’équation du mouvement de
la structure. On obtient alors un champ de déplacement qui dépend du temps et dont 1’étude s’avere étre
bien plus complexe que dans le cas statique. Ce champ de déplacement peut revétir plusieurs natures
en fonction du type d’excitation étudié. Dans le cas d’une force harmonique, il s’agit d’un ensemble de
modes de vibration qui vont engendrer le phénomene bien connu de résonances de la structure. Dans le
cas d’une force impulsionnelle, il s’agit d’une onde qui va se propager vers la frontiere de la structure
(cf. figure 31) qui va générer par réflexion une multitude d’autres ondes.

Réponse harmonique Réponse temporelle
(mode de vibration) (force impulsionnelle)
os. ) N 2\x 10
- *

FIGURE 31 — Représentation du comportement dynamique d’une structure (plaque).

Le probléme aux limites pour décrire le comportement dynamique d’une structure est similaire aux
équations (2.36)-(2.38) a la différence pres que les forces volumiques incorporent la force d’inertie,
proportionnelle a 1’accélération, et la force d’amortissement, proportionnelle a la vitesse. Nous ferons
ici I’hypothése d’un amortissement visqueux. En faisant I’hypotheése qu’il n’y a pas d’autres forces
volumiques que celles d’inertie et d’amortissement, on a donc :

Xi = —pil; — pijug, (5.1)

oll p = p(x) est la densité volumique, ii; représentent les accélérations, 1;; = pi;(x) représentent les
parametres de viscosité, et u; représentent les vitesses. Il faut, de plus, prendre en compte les conditions
initiales (en déplacement et en vitesse) de la structure. On obtient alors un probléeme aux limites avec
conditions initiales :

. . Doy
® pli; + iU — =0 x € (5.2)
1 1] ) axj
eo;in; = f; x € 02y (condition de Neumann) (5.3)
ou; = 1U; X € 08, (condition de Dirichlet) 5.4)
o u;(x,0) = upi(x) , Ui(x,0) = 1upi(x) (conditions initiales) (5.5)
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5.2 Modélisation par éléments finis

La forme intégrale associée aux équations (5.2)-(5.4) découle de I’équation (3.3), ou le vecteur X est
exprimé par :

X = —pt — [p]u, (5.6)
ou [p] représente la matrice des parametres de viscosité. On obtient alors, dans le cadre de la méthode
de Galerkin, la forme intégrale suivante pour modéliser un élément :

/ (GuM)T i v + / (GuP) T [ulaldv + / (6u")T D] [H][D]u"*dV — / (GuM)TEdS = 0. (5.7)

o0e

e

En remplacant u” par [N°¢]u® et ju” par [N¢]du® dans cette équation, et en considérant que du® est un
vecteur arbitraire, on aboutit a I’équation matricielle suivante :

[M€]is® + [Ca® + [KJu® = Fe, (5.8)

ol [M°€] est la matrice de masse élémentaire, [C€| est la matrice d’amortissement élémentaire, et
[K¢] est la matrice de rigidité élémentaire qui est identique a celle décrite par 1’équation (3.71). Pour
un élément isoparamétrique, ces matrices sont données par :

M = [ p@IN(OIT NI (€)ave 5.9
3

€= [ NI (@IN(©) (€ ave. (5.10)
3

K= [ [BOI HEIBEEdVe 5.1

3
Le vecteur des forces nodales F¢ est ici associé aux forces surfaciques uniquement, c’est-a-dire celles
qui s’appliquent sur la frontiere 92¢ de 1I’é1ément (cf. équation (3.74)).

La stratégie pour assembler différents éléments en vue de décrire une structure complete est identique au
cas statique. Cela nécessite, d’une part, de projeter chaque matrice élémentaire dans le repere global de la
structure en utilisant des matrices de passage [R¢], et d’autre part, d’assembler ces matrices en utilisant
des matrices de localisation [L¢]. Ainsi, on obtient :

M] = > " [Le]7[Me][L], (5.12)
[C] =) [L7[CeL], (5.13)
K] =) L7 K L, (5.14)

e

ou [M] représente la matrice de masse globale, [C| représente la matrice d’amortissement globale et
[K] représente la matrice de rigidité globale.

La stratégie pour modéliser une structure présentant des DDLs de frontiere, sur lesquels on impose des
déplacements, est identique au cas statique. On obtient alors :

[Myz]ir + [Crrur + [KirJur = F1 — [Myg|iir — [Crrltr — [Kir|ug, (5.15)

ol les indices F et I renvoient aux DDLs de frontiere et aux DDLSs internes.
Dans un souci de clarté, nous simplifierons 1’écriture de I’équation (5.15) de la maniere suivante :

[MJi(t) + [Clu(t) + [K]u(t) = F(2), (5.16)
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ou F(t) représente le vecteurs des excitations qui sont appliquées a la structure et qui dépendent du
temps, et ol on a souligné le fait que les vecteurs des déplacements, des vitesses et des accélérations
dépendent également du temps.

L’équation (5.16) est usuellement appelée équation du mouvement. Elle représente un systeme matriciel
qui doit étre associé aux conditions initiales suivantes :

U(O) =u , H(O) = ﬁ07 (517)

ou ug et uy représentent le vecteur des déplacements et le vecteur des vitesses a I'instant ¢ = 0. La
résolution de I’équation du mouvement (5.16) associée aux conditions initiales (5.17) sera abordée dans
la section 5.5.

Remarque (matrice d’amortissement) :

L’expression de la matrice d’amortissement [C] implique d’identifier la matrice des parametres de visco-
sité [u]. Cette tiche n’est pas évidente en régle générale. Pour simplifier les choses, on supposera par la
suite que la matrice d’amortissement est proportionnelle a la matrice de masse et a la matrice de rigidité.
On parlera alors d’amortissement de Rayleigh, c’est-a-dire :

[C] = a[M] + b[K], (5.18)

ou a et b sont deux parametres réels positifs supposés petits, c’est-a-dire a, b < 1.

5.3 Matrice de masse élémentaire : quelques exemples

L’expression de la matrice de masse élémentaire est donnée par 1’équation (5.9). On donne ci-dessous
quelques exemples d’application lorsque la densité volumique p est supposée constante :

5.3.1 Exemple 1 : barre a 2 noeuds avec section constante

La matrice des fonctions d’interpolation de I’élément est donnée par (cf. équations (3.33) et (3.34)) :
. 1
N =5 [1=¢ 1+¢] (5.19)

On a alors :

M= [

erT e _ ! el e _pLe‘S’ ! (1_5)2 1_52
ey [N]JdVg—pJS/l[N] N = 2% /1[1§2 (1+e32) %

_pLes [2 1]. (5.20)

= [Mf = G 1 o

5.3.2 Exemple 2 : poutre hermitienne

La matrice des fonctions d’interpolation de I’élément est donnée par (cf. équations (3.57)-(3.60)) :

NI == [(1-8%2+&) L (1-9*1+¢& (1+9*2-¢& -S5(1+9*(1-9)] 521

=
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On a alors :

e 1
| = [N N = * [ iNerieag

156 22[¢ 54 —13L¢
e PpLES | 2206 4(L¢)?  13L¢ —3(L°)?
= M= 420 54 13L° 156 —22[¢ (5.22)

—13L¢ —3(L°)? —22L°¢ 4(L°)?

5.3.3 Exemple 3 : triangle a 3 noeuds en état plan de contraintes avec épaisseur constante

La matrice des fonctions d’interpolation de I’élément est donnée par (cf. équations (3.40)-(3.42)) :
1—-&—1 0 E 0 n O
€] _
[N]_[ 0 l—é—p 0 ¢ 0 n|° (5.23)
En outre, le Jacobien de la représentation isoparamétrique est donné par .J = 2A° ou A° représente I’ aire
du triangle (voir commentaire apres I’équation (3.85)). On a alors :

el e1T e _ e ! 1=¢ e1T e
[M]—/ZP[N] NVVe = 2pa [ [ NN ey

2010 10
020101
oW pAh 102010

= MI==101 020 1 (5.24)
101020
01010 2

5.3.4 Exemple 4 : quadrilatere a 4 noeuds en état plan de contraintes avec épaisseur constante

La matrice des fonctions d’interpolation de I’élément est donnée par (cf. (3.44)-(3.47)) :

[N¢] :1[(1—5)(1—77) 0 1+ —n) 0 L+ +n) 0 (1= +n) 0

4 0 (1=&)(1—-mn) 0 1+ -n) 0 1+&A+mn) 0 1=80+n)|"
(5.25)
On a alors :
1 1
M= [ NN Ve = ph [ [ (NN 6o dn, (5.26)

£

ou J(&,n) est le Jacobien de la représentation isoparamétrique. Le calcul de I’intégrale dans I’équation
(5.26) se fait de maniere numérique en utilisant la méthode des points de Gauss.
Dans le cas particulier ot I’élément est rectangulaire, d’aire A = L, L,,ona J = %. On obtient alors :

v = 20 [ 1 / NN ded

4
4 0 2 01 0 2 0]
0402010 2
20402010
eg PAR |0 2 0 4 0 2 0 1
:>[M]_36 102 04020 (5.27)
0102040 2
20102040
02 010 2 0 4]

)
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5.4 Réponse harmonique

De nombreuses applications industrielles concernent des structures qui sont sollicitées par une ou plu-
sieurs excitations harmoniques. Dans ce cas, le vecteur des excitations F () est de la forme :

F(t) = Fe™", (5.28)

ou w représente la pulsation. Notons que dans le terme de droite de 1’équation (5.28), F représente un
terme d’amplitude (vecteur ici) qui ne dépend pas du temps.
La solution stationnaire de I’équation du mouvement (5.16) est alors décrite de la maniere suivante :

u(t) = u(w)e'*’, (5.29)
En injectant I’équation (5.29) dans 1’équation (5.16), et en simplifiant par e“?, on trouve alors :
(—w?M] + iw[C] + [K]) u(w) = F. (5.30)

On obtient alors :

u(w) = (—w?[M] + iw[C] + [K]) ' F. (5.31)

Le vecteur des déplacements s’ obtient donc en multipliant u(w) par e***. Remarquons que les conditions
initiales ne rentrent pas en compte pour calculer u. Il s’agit de la réponse stationnaire, encore appelée
réponse harmonique, sous-entendu celle qui est obtenue aprés un temps suffisamment long pour que le
régime harmonique soit établi.

D’un point de vue post-traitement, on obtient deux informations : (i) la variation en fonction de la
fréquence de I’amplitude du déplacement u(w) de la structure qui peut étre évaluée en un point particulier
(point d’excitation par exemple) ; on obtient alors une fonction de réponse en fréquence ; (ii) la variation
spatiale du déplacement a une fréquence donnée.

A titre d’exemple, la fonction de réponse en fréquence d’une plaque (voir Annexe) ainsi que sa déformée
a 25 Hz sont illustrées sur la figure 32. Notons que les pics de la fonction de réponse en fréquence (figure
de gauche) illustrent les résonances de la structure. Notons par ailleurs que la déformée spatiale (figure
de droite) représentent la superposition de plusieurs modes de vibration, a savoir ceux qui sont sollicités
autour de 25 Hz.

Réponse en fréquence Déformée a 25 Hz
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FIGURE 32 — Réponse harmonique d’une plaque en appui simple excitée par une force verticale posi-
tionnéear = 0.3 mety = 0.3 m.
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5.5 Réponse temporelle

Dans le cas ou le vecteur des excitations F(t) est arbitraire, I’obtention du vecteur des déplacements de la
structure nécessite de résoudre (intégrer) 1’équation différentielle (5.16) a partir des conditions initiales
(5.17). On utilise alors un schéma d’intégration numérique. Dans ce cadre, la solution de I’équation
différentielle (5.16) est évaluée de maniere discrete a des instants ¢,, = n x At avecn = 0,1,2,...
ou At représente le pas de temps que 1’on supposera constant. De la méme maniere qu’avec la méthode
de Galerkin ou le déplacement d’un élément est décrit a partir des déplacements nodaux, on doit émettre
une hypothése quant a la variation du déplacement (ou de la vitesse, ou de 1’accélération) entre deux
instants t,, et t,11. Sans cela, il n’est pas possible de “connecter” les instants entre eux.

On introduira par la suite les notations suivantes : u,, = u(ty), u, = u(t,), , = (ty), upt1 =
u(tn+1), 1:1n+1 = u(tn+1)

A titre d’exemple, nous présentons les deux méthodes suivantes qui représentent deux hypotheses pour
décrire I’accélération entre deux instants t,, et ¢, 11 :

e Accélération moyenne :
L’accélération entre deux instants ¢, et ¢, est décrite comme la moyenne des accélérations
évaluées en t,, et t,,41, c’est-a-dire :

1
u(t) ~ i(un + Upy1) lorsque t, <t <tpyq- (5.32)

e Accélération linéaire : I’ accélération entre deux instants ¢,, et ¢, varie linéairement entre les
accélérations évaluées en ¢,, et t,,41, c’est-a-dire :

. .. t—1tn),.. ..
u(t) ~u, + (Atn)(u”H —Uy) lorsque t, <t <tpi1. (5.33)
Accélération moyenne Accélération linéaire
i [

FIGURE 33 — Variation de 1’accélération entre deux instants t,, et t,,41.

5.5.1 Méthode de ’accélération moyenne

En intégrant 1’équation (5.32), on trouve :

. . T, . ..

u(t) =y + o (U + Gppr), (5.34)
ou 7 =t — t,,. On pourra vérifier que u(t,) = 0,. En prenant ¢t = ¢,,11 et donc 7 = At, on obtient :

. ) At . .
Uy &0y, + 7(un + Upy1). (5.35)
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En intégrant une deuxieme fois I’équation (5.32), on trouve :
2
u(t) = u, + 70, + Z(ﬁn + Upt1)- (5.36)

En prenant ¢ = ¢,,11 et donc 7 = At, on obtient alors :

(Ab)?
4

Upi1 ~ u, + Ata, + (ty, + Upt1), (5.37)
Les équations (5.35) et (5.37) permettent de décrire la vitesse et le déplacement a I’instant ¢,4; en
fonction du déplacement, de la vitesse et de I’accélération a I’instant ¢,,, mais également de I’accélération
al’instant ¢,,1 1. On parle alors d’'une méthode implicite car la description de la vitesse et du déplacement
a linstant ¢,,41 ne peut pas étre obtenue uniquement a partir des données a I’instant ¢,, (en effet, il faut
I’accélération a I’instant £,,11).

Ces équations peuvent étre réécrites de la maniere suivante :

1 1
Upp1 =0y + <1 — 2) Atu, + §At1’in+1 (description de la vitesse), (5.38)
, 11 S - )
U,i1 & u, + Ata, + 371 (At)“d, + Z(At) 1 (description du déplacement). (5.39)

5.5.2 Meéthode de P’accélération linéaire

En intégrant 1’équation (5.33), une premicre fois puis une deuxieme fois, on trouve (avec 7 =t — t,,) :

2

u(t) ~ t, + rity + &(ﬁw i), (5.40)
et
,7_2 7_3
u(t) = u, + T, + ?ﬁn + @(ﬁnﬂ — ). (5.41)

En prenant ¢ = ¢,,41, on obtient alors :

(An)?

l:1n+1 =~ un + Atun + W

(i1 — ), (5.42)
et

(AtP | (an?

Upt1 = Uy + Atun + 9 6AL

(ls1 — 1) (5.43)

Ces équations peuvent étre réécrites de la maniere suivante :

1 1
Upy1 A0y + <1 — 2> Ati, + §Atﬁn+1 (description de la vitesse), (5.44)
, 11 S D . .
Up i1 &~ u,+Ata, + 375 (At)*u, + E(At) Uyt 1 (description du déplacement). (5.45)
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5.5.3 Généralisation : méthode de Newmark

On s’apercoit que les équations (5.38) et (5.39), ainsi que les équations (5.44) et (5.45), peuvent étre
mises sous la forme suivante :

Upt1 =0, + (1 —7) Ati, + yAtiy41, (5.46)

et
1
Upy1 &y, + Ata, + (2 - 5) (At) 4, + B(AL) i, 41, (5.47)

ol v et 3 sont deux réels positifs appelés parametres de Newmark.

En effet, lorsque v = % et g = %, nous retrouvons la méthode de 1’accélération moyenne, et lorsque
vy = % etf = %, nous retrouvons la méthode de 1’accélération linéaire. Nous pouvons également citer le
cas y = % et B = 0 qui aboutit 2 la méthode des différences centrées®, et le cas v = O et 3 = 0 qui
aboutit 2 la méthode d’Euler explicite ’.

5.5.4 Schéma d’intégration numérique

Reprenons I’équation du mouvement (5.16) qui résulte de la modélisation par éléments finis d’une struc-
ture, a I’instant ¢,, 1 :

M]ity+1 + [Cluy41 + [Kups1 = Fryg. (5.48)

En considérant les expressions de u,, 1 et u, 1, données par les équations (5.46) et (5.47), dans I’équation
(5.48), il vient :

(IM] + [C]yAt + [K]B(AY)?) i1 = Fria (5.49)
—[C] (ap + (1 =) Atin)

—[K] (un + Atu, + (; - 5) (At)Qﬁn) .

On obtient alors une expression de 1’accélération a I’instant ¢, 11 en fonction de 1’accélération, de la
vitesse et du déplacement a I’instant ¢,, :

1 = [S] 7 X {Fuy1 — [C] (i, + (1 —7) Atil,) (5.50)
—[K] <un + Ata, + (; - B) (At)Qﬁn> } ,

[S] = [M] + [C]yAt + [K]|B(At)2. (5.51)

L’équation (5.50) est le point central de la résolution de 1I’équation du mouvement (5.16). Elle permet
de calculer I’accélération a I’instant ¢, a partir de I’accélération, de la vitesse et du déplacement a
I’instant ¢,,. Connaissant I’accélération a t,1, la vitesse et le déplacement a ¢, peuvent alors &tre
calculés a partir des équations (5.46) et (5.47), c’est-a-dire en considérant 1’accélération, la vitesse et le
déplacement a ¢,,. Pour résumer, I’accélération, la vitesse et le déplacement a ¢,,; peuvent étre calculés
a partir de leurs valeurs a ¢,,.

6. Dans ce cas, il est possible de montrer que 1’on aboutit aux relations suivantes : 0, ~ ﬁ (Wng1 —Up—1) et Up =
ﬁ (Wnt1 — 2up + Un-1).

7. 11 s’agit d’un schéma explicite. En effet, on obtient alors que U141 ~ U, + Atlly, et up1 ~ up, + Atu, + %(At)Qﬁn,
c’est-a-dire que la vitesse et le déplacement a I’instant ¢,,11 peuvent &tre obtenus uniquement a partir des données a 1’instant
tn.
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L’algorithme commence a I’instant g = 0 en considérant les conditions initiales ug et g (données du
probleme). L’accélération 1y est alors calculée en considérant 1’équation (5.16) :

[M]UQ + [C]llo + [K]UQ =Fy = ug = [M}_l X {Fo — [C]UO — [K]UU} . (5.52)

Connaissant ug, Ug et g, ’accélération 11; (instant ¢1) est alors calculée a partir de 1’équation (5.50).
Des lors, la vitesse 113 et le déplacement u; sont calculés a partir des équations (5.46) et (5.47), et ainsi
de suite pour les instants successifs...

La procédure algorithmique peut étre résumée de la maniere suivante :

Algorithme 2 Schéma d’intégration numérique
Définir le vecteur F, ainsi que les conditions initiales ug et ug.
Calculer 1y : équation (5.52).
Définir le pas de temps At et les parametres de Newmark ~y et 3.
Calculer la matrice [S] : équation (5.51).
Définir le nombre de pas de temps a étudier : n;
forn=0:1:(n;—1)do
Définir le vecteur F, ;.
Calculer 1, : équation (5.50).
Calculer 0,1 et u,;; : équations (5.46) et (5.47).
end for

5.5.5 Précision et stabilité du schéma d’intégration numérique

La précision du schéma d’intégration numérique est liée au pas de temps At. Ainsi, un pas de temps
“grossier” ne permettra pas de décrire de maniere fidele la réponse temporelle d’une structure. Cela est
lié a I’hypothese qui est faite pour décrire 1’accélération (et donc, la vitesse et le déplacement) entre
deux instants £, et ¢, 1. Par exemple, émettre I’hypothese que 1’accélération varie de maniere linéaire
entre deux instants successifs (cf. méthode de 1’accélération linéaire) pourra s’avérer valable si ces deux
instants sont suffisamment proches ®, mais faux si les instants sont trop éloignés.

Un second probléme doit étre également posé qui concerne I’instabilité numérique. Ainsi, 1’erreur
émise entre la solution numérique et exacte, aussi petite soit elle, peut étre amplifiée au cours des
itérations de I’algorithme numérique (boucle sur les instants ¢,,). Cela signifie que la solution numérique
(et donc I’erreur) tend vers 1’infini lorsque le nombre d’itérations augmente. D’un point de vue formel,
ce probleme peut étre posé de la maniere suivante :

Multiplions les équations (5.46) et (5.47) a gauche par [M], et écrivons les équations ainsi obtenues sous
forme matricielle :

M0 ] faen] [ ™) o] fa] [ Whar mo-par
0 M| [wer| — [MIAE M| [ua| T mBA02 1 (L - B) (A0

2

[M] 0 1“171-5—1
0 [M]|]| i

(5.53)

ou [I] représente la matrice identité. Par ailleurs, en exprimant 1’équation du mouvement (5.16) aux

instants ¢, et t,, on obtient :
[C] [K]| [nt1 0 0 u, N
0 0| |upn C] [K]] |un

[M] 0 1“ln—i-l _
0 [M]|| w, |

8. Dans le sens ou 1’accélération, entre ces deux instants, peut étre représentée a partir d’un développement de Taylor du
1¢" ordre.

Fn—i—l

F, (5.54)
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En remplacant le dernier terme de 1’équation (5.53) par le terme de droite de 1’équation (5.54), on obtient
alors :

[M] + [C]yAt [K]yAt Up 41 (5.55)
CIBAN? (M) + [KIBAL?| |un '
[ M- -a SKJ(-nAr ] [, Foo1yAt + Fo(1— 7)At
[M]At —[C] (3 — 8) (At)* [ M] — [K] (53— B) (At)?| |un|  |Fnr1B(AL)? +Fp (5 — B) (A1)
Ce systeme peut encore étre mis sous la forme suivante :
[u”“] = [4] Unl L E (5.56)
Up+1 Uy
Al = [M] + [C]yAt [K]yAt B [M] - [C](1 —7)At —[KJ(1 —7)At
[Cla(at)? M+ [K]B(AL)? | [IM]AE—[C] (5 - 8) (At)* [M] — [K] (5 — B) (At)*|”
(5.57)
et
= _ |IM]+[ClyAt [K]yAt Foi17At 4+ Fp(1—v)At (5.58)
" [Cla(At)?  [M]+ [KIB(AL? | |Frs1B(AL)? + Fy (5 — F) (At)? '

On dira alors que le schéma d’intégration numérique est stable lorsque le rayon spectral de la matrice
[A] (c’est-a-dire, la plus grande valeur absolue de ses valeurs propres) est inférieur a un :

p([A]) <1  (critere de stabilité). (5.59)

En effet, si ’on note les erreurs commises aux itérations n et n + 1 par e, et e, et si I’on suppose
que I’erreur se propage de la maniére suivante e, 11 = [Ale,, ona e, 1 = [A]" le ol eq est I'erreur
commise 2 to. La condition p([A]) < 1 implique que ||[A]"*!||2 — 0 lorsque n — oo, et donc que
I’erreur décroit.

Une analyse plus poussée, non détaillée ici, permet de connaitre la condition a respecter sur le pas de
temps At pour que la condition de stabilité (5.59) soit satisfaite. Les valeurs suivantes sont données
lorsque [C] = [0] [ref : Géradin & Rixen] :

o M¢éthode de I’accélération moyenne (y = % et g = i) : stable quelle que soit la valeur de At.
e Méthode de I’accélération linéaire (v = & et 8 = 3) : stable lorsque (wyaxAt) < 3.46.

e Méthode des différences centrées (y = % et B = 0) : stable lorsque (wpaxAt) < 2.

e Méthode d’Euler explicite (y = 0 et 5 = 0) : instable quelle que soit la valeur de At.

On a introduit ici le parametre wyayx qui est la pulsation propre maximale de la structure étudiée. No-
tons que les pulsations propres sont obtenues par résolution du probléme aux valeurs propres généralisé
suivant [K]X; = \;[M]X; ou X; représentent les vecteurs propres, et \; = wJQ- représentent les va-
leurs propres qui sont définies comme le carré des pulsations propres w;; On identifie alors wpay =

max;{w;} = max;{/;}.

Des criteres de précision peuvent également étre proposés. Ainsi, si I’on désigne par w; les pulsations
propres de la structure (voir ci-dessus), ’erreur relative commise sur la prédiction de ces pulsations
propres (et ainsi, sur la détermination des fréquences de résonance de la structure) peut étre quantifiée de
la maniére suivante :
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e Méthode de I’accélération moyenne : [dw; /w)| = w3 (At)?/12.
e Méthode de I’accélération linéaire : |dw; /w;| ~ w? (At)?/24.
e Méthode des différences centrées : |dw; /w;| ~ wj?(At)Q/QéL

5.6 Réduction de modele basée sur les modes de vibrations

L’équation du mouvement (5.16) représente un systéme matriciel impliquant des matrices [M], [C] et
[K] de taille N x N, ot N représente le nombre de DDLs de la structure étudiée. La résolution de cette
équation peut s’avérer colteuse en termes de temps de calcul si le nombre de DDLs N est grand (plus
d’une centaine de milliers, voire un million, n’est pas rare !). Dans le cas d’une analyse harmonique, cela
demande d’inverser une matrice de grande taille (terme de gauche de I’équation (5.30)) plusieurs fois,
aux fréquences discretes étudiées dont le nombre est généralement élevé (plus de mille). Dans le cas
d’une analyse temporelle, cela demande d’effectuer plusieurs opérations (inversion, multiplications) sur
des matrices de grande taille a chaque itération de I’algorithme de Newmark. Il est donc intéressant de
réduire la taille du systeme matriciel (5.16) afin d’en faciliter la résolution numérique.

On présente ici une technique classique de réduction basée sur les modes de vibration de la structure.
L’idée est la suivante : parmi tous les N vecteurs propres X ; du probleme aux valeurs propres [K|X; =
A;j[M]X;, on ne retient que les A/ premiers, avec M < N, et on utilise ces M modes pour décrire le
vecteur des déplacements. On a alors :

M
ut) ~a(t) =) X;a;(t) = at)=[X]a), (5.60)
j=1
o [X] = [X;Xs---Xyy] représente la matrice réduite des modes de vibration (taille N x M), Q;

représentent les coordonnées généralisées, et = [ qg - - - & M]T représente le vecteur des coordonnées
généralisées (taille M x 1). Ici, u(t) représente une solution approchée de u(t), c-a-d, celle obtenue en
décrivant u(t) dans le sous-espace généré par les vecteurs {X;, Xo, -+, X/}

Le choix du nombre M de modes a retenir n’est pas une tache aisée. Cela est lié a la bande de fréquences
étudiée. Ainsi, on retiendra les modes pour lesquels les fréquences propres sont contenues dans cette
bande fréquentielle, ou qui en sont proches. On exclura donc les modes dont les fréquences propres sont
élevées et qui sont donc éloignées de la bande fréquentielle. Cependant, le critére pour choisir les modes
est également conditionné par les conditions d’excitations. En effet, il existe certains types d’excitations
qui font que le champ de déplacement d’une structure peut varier fortement en espace, localement, méme
a basse fréquence. Il faut donc “suffisamment” de modes pour décrire de maniere précise ce champ de
déplacement.

Un critere fréquentiel simple peut cependant tre considéré lorsque les excitations ne sont pas trop com-
plexes. Il consiste a retenir les modes pour lesquels les fréquences propres sont inférieures a 2 voire 3
fois la fréquence maximale de la bande de fréquences étudiée.

En reportant 1’équation (5.60) dans I’équation du mouvement (5.16), il vient :

[IMIJ(1) + [CT() + [KIa(t) = F(t) = [M]XJ&(t) + [CI[Xa(t) + [K][Xa(t) ~ F(t), (5.61)

ou le “~” signifie que cette équation n’est pas exactement vérifiée (car u(t) ~ u(t)), ce qui peut donc
étre interprété comme un “résidu”. En multipliant cependant cette équation a gauche par su(t)” avec
su(t) = [X]éa(t) et Scx(t) arbitraire, et en simplifiant 1’équation résultante par Sc(t)” de la méme
maniere que dans la méthode des résidus pondérés, il vient :

M]a(t) + [Cla(t) + [Kleu(t) = F(t), (5.62)
ou le “=" vient de I'annulation du résidu pondéré, c-a-d, le résidu une fois “projeté” dans la base
{X1, Xga,---, X} Dans cette équation, [M], [C] et [K] représentent des matrices réduites de taille
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M x M, etF représente un vecteur réduit de taille M x 1 :
M) = [X]"M][X] , [C=X"[C]X] , [K]=[X]"[K]X] , F=[X]"F. (563)

L’équation (5.62) représente donc un systéme matriciel réduit qui peut étre résolu de maniere rapide
pour trouver le vecteur des coordonnées généralisées . Connaissant ¢, le vecteur des déplacements u
est obtenu a partir de I’équation (5.60).

Sans réduction (référence) 5 modes
10 modes 15 modes
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FIGURE 34 — Déformée d’une plaque en appui simple suite a un “choc”, a2 0.03 s.

Les modes de vibrations ont pour avantage de posséder des propriétés d’orthogonalité. Ainsi, si I’on
suppose que les pulsations propres sont distinctes et différentes de zéro (c’est-a-dire 0 < w; < wy <
-+ <wp),ona X;‘F[M]Xk =0et X;‘F[K]Xk = 0 lorsque k # j. Il en résulte que les matrices [M] et

[K] sont diagonales :
IM] = diagh {XTM]X;} . [K]=diag)l, {XT[K]X;}. (5.64)

Si I’on admet en outre que la matrice d’amortissement [C] est proportionnelle a la matrice de masse et a

la matrice de rigidité (équation (5.18)), alors la matrice réduite [C] est également diagonale, c¢’est-a-dire :
P LM T

[C] = diagjZ, {X] [C]X;} . (5.65)

Ainsi, les temps de calcul peuvent étre encore améliorés. Par exemple, pour 1’étude de la réponse harmo-

nique, cela revient a résoudre le systeme matriciel réduit suivant (cf. équation (5.30)) :

(-&[M] +iw[C] + [K]) &(w) = F, (5.66)
ou la matrice dans le terme de gauche est diagonale et de petite taille (M x M).

Concernant I’étude de la réponse temporelle, les conditions initiales associée a I’équation (5.62) s’ob-
tiennent en écrivant ug et U a partir des modes :

w ~ [Xlay , 1y~ [X]a, (5.67)

od &g = &(0) et &g = &(0). En multipliant ug et 11 2 gauche par [X]7[M], il vient :

X" M]uo ~ Mlay , [X]"[M]uag ~ [M]a, (5.68)

otl [M] est une matrice diagonale qui peut étre inversée sans difficulté®. On trouve alors

&~ M TX Muy , @~ [M]HX]T My, (5.69)

9. Celaest lié au fait que la matrice de masse [M] est définie positive, ce qui implique que les termes de la matrice diagonale
[M] sont strictement positifs.
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Au final, on retiendra les conditions initiales suivantes :
a(0) =ap = M X" Muy , &(0) = ap = [M][X]" [M]u. (5.70)

A titre d’exemple, la déformée d’une plaque en appui simple suite a un “choc” est illustrée sur la figure
3424t = 0.03s. Les dimensions de la plaque sont 1 x 1 m?; le choc est appliqué a2 = 0.1 mety = 0.1
m. La plaque est maillée a partir de 40 x 40 éléments (voir Annexe). La réponse temporelle est calculée
a partir de 1’algorithme de Newmark avec v = % et = %, et un pas de temps At = 2 x 107°s. La
réponse est calculée sans réduction, puis avec réduction lorsque 5, 10 puis 15 modes sont considérés. On
s’aper¢oit qu’avec 5 modes, la solution obtenue n’est pas précise. En revanche, en augmentant ce nombre
a 15, la solution obtenue devient assez précise.

5.7 Exercices
Exercice 1

On souhaite décrire le comportement dynamique d’une poutre encastrée-libre soumise a une force har-
monique ponctuelle Fei*! (voir figure). Les caractéristiques géométriques et matérielles de la poutre
sont données ci-dessous :

Lm) S@m? I@m*) E(GPa) pkgm?)
1 0.012 0.01%/12 210 7800

On supposera que la matrice d’amortissement est proportionnelle a la matrice de masse : [C] = 0.005 x
[M]. On souhaite décrire la poutre a partir de 10 éléments. L”amplitude de la force appliquée est de 1 N.
1. Calculer les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité élémentaires d’un élément de
poutre.
2. Calculer les matrices de masse, d’amortissement et de rigidité globales de la poutre, par assem-
blage des matrices élémentaires.
3. Appliquer les conditions aux limites en z = 0, et définir le vecteur des forces nodales F.
4. Tracer I’amplitude du déplacement vertical en z = L en fonction de la fréquence, lorsque la
fréquence varie de 0 a 2000 Hz par pas de 0.2 Hz.
5. Etudier la convergence de la solution numérique lorsque le nombre d’éléments utilisé varie (on
essaiera 20 puis 30 éléments).

6. Retrouver les résultats calculés en utilisant la technique de réduction basée sur les modes de

vibrations.
Fe iwt

Exercice 2

Reprendre I’exemple de 1’exercice précédent lorsque la force est de la forme F'(t) = H(Atp) — 2H (2 x
Atp) + H(3 x Atg) ol H est la fonction de Heaviside, et At = 1072 s. On prendra 100 éléments.

1. Calculer la réponse temporelle de la poutre en utilisant la méthode de Newmark avec At = 107°
S,y = % et g = i, et tracer la déformée de la poutre en fonction du temps (de 0 a 2 s).

2. Tester la stabilité et la précision du schéma d’intégration numérique en faisant varier les pa-
rametres de Newmark (on prendra 5 = %), le pas de temps, ainsi que le nombre d’éléments.

3. Retrouver les résultats calculés en utilisant la technique de réduction basée sur les modes de
vibrations.
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6 Conclusions

Ce cours a balayé dans les grandes lignes la méthode des éléments finis du point de vue de 1’analyse
statique et dynamique des structures. La stratégie générale permettant de résoudre un probléme aux
limites a partir de la méthode de Galerkin a été présentée. La notion d’éléments finis a été introduite. La
stratégie pour construire les matrices de rigidité des éléments, en utilisant les fonctions d’interpolation,
a été précisée. En outre, la méthodologie pour modéliser une structure a partir de plusieurs éléments
(assemblage) a été décrite. Concernant 1’analyse de la réponse dynamique des structures, 1’algorithme
de Newmark a été introduit. I1 permet de calculer la réponse temporelle d’une structure soumise a des
excitations qui peuvent étre arbitraires. Une méthode de réduction de modele basée sur les modes de
vibration a finalement été proposée pour réduire les temps de calcul des réponses dynamiques.
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Annexe : élément de plaque (Kirchhoff-Love)

Un élément de plaque est décrit par 4 noeuds et 3 DDLs par noeud, c’est-a-dire, le déplacement trans-
versal selon z (w) et les deux rotations selon x et y (6, et 0,). La modélisation de 1’élément est basée sur

la théorie de Kirchhoff-Love. Dans ce cadre, ona 0, = z%—z etf, = —zg—?.

w3

y2

FIGURE 35 — Elément de plaque.

Les matrices de rigidité élémentaire et de masse élémentaire d’un élément de plaque rectangulaire, de
cotés L, et L, et d’épaisseur h, sont données par [ref : R. Szilard. “Theories and applications of plate
analysis : classical, numerical and engineering methods”, Wiley & Sons, Inc., Hoboken, New Jersey,
2004.] :

Matrice de rigidité élémentaire

F G -H L -M -N O -—-P -Q 1 J —K
G R -Z —-M T 0 P U 0 —J S 0
-H —Z \% N 0 X Q 0 Y -K 0 w
L -M N F G H 1 J K O —-P Q
-M T 0 G R Z -J S 0 P U 0
K — Eh -N 0 X H Z V K 0 W -Q 0 Y
cT180(1—»%)| O P @ I -J K F -G H L M N |’
—-P U 0 J S 0 -G R —-Z M T 0
—Q 0 Y K 0 w H —-Z VvV —-N 0 X
I -J -K O P -Q L M -N F -G -—-H
J S 0 —-P U 0 M T 0 -G R Z
| K 0 w Q 0 Y N 0 X -—-H Z Vo]
ou
h? h? h?
F = (42 — 12v + 60r* + 60r2) , Q=151 =31 —v)r)— , G=3B0+3r 1 +120r ) —
L.L, Ly L,
2
R=(20r +4(1 —v)r Ha* |, H=(30r"' +3r + 121/1")% , S =(10r — (1 —v)r 1)n?
xT
2 h2
I = (=424 12v — 60r® + 30r~2%) , T =10r —4(1 —v)r YHr? | J=(30r +3(1 —v)r ) —
L.L, L,

h2
U=06r+1—-v)rHa? | K= (15r"1—3r - 12ur)—, V= (2091 +4(1 — v)r)h?
2

L = (=42 4 12v — 60r 2 + 30r2)

L,L,
h2
X=00r"t =1 —-v)r)p? , N=30r1 4301 - y)r)L , Y = (57 4 (1 - v)r)h?
h? ' h?

O = (42 — 12v — 302 — 30r2) . Z=(15v)h? , P=(-15r+3(1 —v)r Y

L.L, L

Y
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Matrice de masse élémentaire

M = QM*Q,
ou
gggg 10 0
Q: 518: OLxO y
0.0 50 0 0 L
0 0 0 (3 4
et

3454 461 —461 1226 199 274 394 116 116 1226 —274 —199
461 80 —63 199 40 42 116 30 28 274 —60 —42
—461 —-63 80 —274 —42 —60 —116 28 —30 -—199 42 40
1226 199 —274 3454 461 461 1226 —274 199 394 —116 —116
199 40 —42 461 80 63 274 —60 42 116 30 —28
~s  phLyLy | 274 42 —60 461 63 80 199 —42 40 116 28 —30

T 95200 | 394 116 —116 1226 274 199 3454 —461 461 1226 —199 274
—-116 -30 28 —274 —60 —42 —461 80 —63 —199 40 42
116 28 -30 199 42 40 461 —63 80 274 42 —60
1226 274 —199 394 116 116 1226 —199 274 3454 —461 —461
-274 —60 42 —116 —-30 —28 -199 40 —42 -461 80 63
—-199 -42 40 116 —28 —30 —274 42 —60 —461 63 80

Convention de numérotation

Par convention, un élément de plaque est numéroté comme sur la figure 36. L’assemblage s’opere alors
en affectant aux DDLs de I’élément les numéros qui leur correspondent dans le systeme assemblé (cf.
chapitre 4.2.3).

y\’[/x

FIGURE 36 — Modélisation d’une plaque rectangulaire par assemblage de plusieurs éléments.
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