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I. PRINCIPE D’INERTIE — NOTION DE REFERENTIELS

Donner I'énoncé du principe de I'inertie, ou premiere loi de Newton (1687).
Quelle relation existe-t-il entre les référentiels galiléens ? Rappeler les caractéristiques
des référentiels suivants : référentiel de Copernic, référentiel géocentrique, référentiel
terrestre. Préciser les conditions pour lesquelles ces référentiels peuvent étre consid-
érés galiléens.

@ Donner des exemples de forces rencontrées usuellement en physique. Quelle
est I'unité de force dans le systeme international ? Rappeler la loi fondamentale de la
dynamique, ou deuxieme loi de Newton.

Enoncer le principe des actions réciproques, ou troisiéme loi de Newton. Ex-
emples.

II. CINEMATIQUE

On considere un point M de I'espace. Donner, dans le cas général, 'expression de
la vitesse et de 'accélération en coordonnées cylindriques puis sphériques.

III. LE PENDULE SIMPLE (1)

On accroche une bille de masse m a un fil inextensible de longueur [/, de masse
négligeable, d’extrémité fixe O. On note 6 I'angle entre le fil et la verticale, T la tension
du fil.

Donner en fonction de 8 (ainsi que ses dérivées temporelles), I'expression des com-
posantes de la vitesse et de 'accélération de la bille.

IV. AGREG B 2006 : ASTRONEFS ET AERONEFS
partie A, 1.1 et 1.2.

V. % MANEGE %

On considére un référentiel 2 muni du repére absolu OXYZ galiléen. Un plateau
de manége de rayon R tourne dans &% autour de OZ a vitesse angulaire constante, on
la notera Q. Soit %' le référentiel lié au plateau et auquel on associe le repére absolu
Oxyz. Un élément du manege, repéré par le point M(m), se déplace sur un segment
de droite OA et est animé d'un mouvement sinusoidal de pulsation wy, d’amplitude
R/2 centré en I milieu de OA. On précise qu'a ¢ = 0, M se trouve en I et sa vitesse U
est dirigée vers A.

Figure 1: Manege tournant

Ecrire les expressions des forces d’inertie d’entrainement et de coriolis, notées

respectivement f;, et fi;, subies par M dans 2’. On donnera leurs expressions en
fonction de QQ, m, wg, R et t.

@ Indiquer soigneusement la direction et le sens de ces forces lorsque M va de
O vers A puis I'inverse.

Indiquer la valeur de ces forces en fonction du temps, pour ¢ € [0,5)—’;].
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ASTRONEFS ET AERONEFS

Données : Masse de la Terre Mp=5,97 x 10 kg
Rayon de la Terre Rr =638 x10°m
Masse du Soleil Mg =333 x 10° x Mr

Constante universelle de gravitation G = 6,67 x 1 oS I

Valeur du champ de pesanteur au niveau du sol g = 9,81 m/s?

Masse volumique de I’air au niveau de la mer, & 15 °C py = 1,2 kg.m™
Constante des gaz parfaits : R = 8,314 S.1

Masse molaire de I’air M = 29 g. mol’

Densité de I’Hélium dy, = 0,138

Les vecteurs sont notés en gras

Les parties A, B et C sont indépendantes.

A. MOUVEMENTS ET TRAJECTOIRES
1. Lois de la mécanique

1.1. Cinématique du point
1.1.a. Donner la définition :
- d’unréférentiel R
- de la vitesse vz et de I’accélération ar d’un point matériel M dans ce
référentiel.

1.1.b. Donner les expressions de vg et de ag en coordonnées cartésiennes, cylindriques
et dans la base de Frénet.

1.1.c. La vitesse et I’accélération de M sont notées respectivement vg- et agz- dans un
référentiel R’ en mouvement par rapport & R . Donner les expressions de vz en fonction de
vr- et de ag en fonction de ag- dans le cas ou R” est en translation par rapport & R puis dans
le cas ou il est en rotation a une vitesse angulaire w autour d’un axe fixe dans R

1.1.d. Un avion doit se déplacer en ligne droite d’un point A vers un point au sol B. Il
subit un vent contraire de vitesse v.. Le vecteur v, fait un angle ¢ avec la trajectoire AB.

L’avion vole a une vitesse constante } par rapport a I’air. Cette vitesse fait un angle X avec la
route au sol AB.




1

2)

3)

A quelles conditions l'avion peut-il se déplacer en ligne droite de A vers B ?
Calculer I’angle de correction X que le pilote doit afficher dans le cas ou
V=445 km.h'l, pour contrer un vent de vitesse v, = 56 km.h' et ¢=20°.

L’avion doit faire un aller-retour entre les deux points A et B distants de 500 km, dans
les conditions de la question précédente. Calculer la durée 7, du trajet aller-retour. On
négligera le temps du demi-tour. Comparer cette durée avec le temps ¢, qu’aurait mis
’avion pour faire le méme trajet en 1’absence de vent. Est-il possible que #, <t’, ?
Commenter cette maxime de 'aéronautique : « le temps perdu ne se rattrape jamais ».
En B, I’avion arrive au-dessus d'une balise au sol & une date prise pour origine des
temps. Le contrdleur demande alors au pilote de réaliser a altitude constante un circuit
d’attente BCDE constitué de deux parties semi-circulaires BC et DE et de deux parties
rectilignes CD et EB. Il lui indique a quelle date ¢z 1'avion doit se présenter a nouveau
au-dessus de la balise B.

Le pilote adapte I’inclinaison de 1’appareil et donc le rayon des trongons semi-
circulaires BC et DE de maniére a ce que ceux-ci durent 1 minute chacun. Durant cette
attente, la vitesse ¥ de I’avion est supposée constante et égale a 222 km.h™, tandis que
la vitesse du vent est toujours v, = 56 km.h™!, et ¢=20°.

A quelle date #, le pilote doit-il entreprendre le virage DE si la date de passage au
dessus du point B, imposée par le contrdleur, est 3 = 4 minutes ?

1.2. Lancement d’un satellite
On étudie le lancement d’un satellite artificiel a partir d’un point O de la surface terrestre.

1.2.a. Etablir I’expression de la vitesse du point O dans le référentiel géocentrique R P

(assimilé ici a un référentiel galiléen) en fonction de la vitesse de rotation de la Terre autour
de I’axe de ses poles (2, du rayon terrestre Ry et de la latitude du lieu A.

1.2.b. En déduire les conditions les plus favorables pour le lancement du satellite.

Parmi les trois champs de tirs suivants, lequel choisir de préférence ?

Baikonour au Kazakhstan 4 =46° ;
Cap Canaveral aux USA 1=28,5°;
Kourou en Guyane frangaise 4 = 5,23°.

1.3. Champ de gravitation
On considere que la Terre de masse My et de rayon Ry a une répartition de masse sphérique et
une densité volumique p.

1.3.a. Enoncer la loi de la gravitation universelle.
1.3.b. Montrer qu’en un point situé a une distance r du centre de la Terre, (» > Ry), le

Tournez la page S.V.P.
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I. LE PENDULE SIMPLE (2)

On accroche une bille de masse m a un fil inextensible de longueur /, de masse
négligeable, d'extrémité fixe O. On note 6 I'angle entre le fil et la verticale, T la tension
du fil.

Question préliminaire: On note w(z) = %. Quelles est la dimension de wg ?
Effectuer le bilan des actions mécaniques sur la bille.

En utilisant la loi fondamentale de la dynamique, donner deux équations liant
0, dO/dt et T d’'une part, d*0/dt? et @ d’autre part.

Donner I'équation du mouvement dans le cas général.

Dans le cas des "petites oscillations" donner la solution la plus générale du
mouvement, puis dans le cas particulier o1 8(¢ =0) =0y et 8(t =0) = 0.

@ Dans le cas des plus grandes amplitudes, on développe le terme en sinf a

I'ordre 3 selon ,

sinf=0—-—.
6

Que devient I'équation du mouvement ?
On cherche une solution de la forme
0 =0ycoswt+ebycos3wt.

Quelle est, dans cette solution, la pulsation fondamentale ? Commenter.

II. GLISSEMENT SUR UNE SPHERE

On considere une sphere de centre O, de rayon p, sur le sommet de laquelle on pose
une masse m de faibles dimensions. La masse m glisse alors sans frottements sur la
sphere. Déterminer I'angle 6, pour lequel la masse m décolle de la sphere.

III. MOUVEMENT D’UNE FUSEE BALISTIQUE [EXTRAIT AGREG B 2006]

A la date r = 0, une fusée balistique, assimilée a un point matériel M de masse
m constante, est lancée a partir d'un point O de la surface terrestre avec une vitesse
initiale vo inclinée d'un angle a par rapport a ’horizontale.

Etablir 'équation de la trajectoire de la fusée dans le champ de pesanteur
terrestre considéré comme uniforme. On néglige les frottements avec l'air. Quelle est
la nature de la trajectoire obtenue ?

Calculer en fonction de vy, g et a les coordonnées du point S d’altitude max-
imale atteinte ainsi que la portée de la fusée. Pour quel angle a cette portée est-elle
maximale ?

La vitesse initiale vy de la fusée étant fixée, on peut faire varier I'angle a dans
un plan vertical donné. Etablir I'équation de la courbe dite "parabole de stireté" qui
sépare les points du plan vertical pouvant étre atteints par la fusée de ceux qui ne
peuvent pas I'étre.

Ondonne: 1/cos? @ = 1 +tan® a.

IV. FUSEE A UN ETAGE [EXTRAIT AGREG B 2006]

Une fusée, de masse totale initiale M, contient au départ un mélange combustible
de masse m. = 0.8 M. Elle est lancée verticalement a la date ¢t = 0. On note m la masse
de la fusée a une date ¢. La propulsion est assurée par un dispositif a réaction. Les gaz
émis sont éjectés de la tuyere avec un débit massique constant D, ala vitesse relative
u par rapport a la fusée. On néglige la résistance de I'air.

Donner I'expression de la quantité de mouvement des gaz éjectés par la fusée
entre les instants ¢ et  + d t. En déduire la variation de la quantité de mouvement de
la fusée entre les instants t et t + dt.
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Ftablir la relation

m(t)w—m(t) —D,,u
dr 8~ YUmtt.

En déduire I'expression de la force propulsive exercée par la réaction des gaz sur la
fusée. A quelle condition la fusée peut-elle décoller du sol verticalement ?

Exprimer 'accélération de la fusée en fonction du temps. A quelle date ¢z, le
carburant est-il épuisé 2 A.N. Données : M = 12t; u=2400m-s™ ! ; D,, = 120kg-s™!.

Déterminer I'expression de la vitesse de la fusée en fonction du temps. Quelle
est la vitesse maximale de la fusée ? A quelle date t; est-elle atteinte ? L'altitude z; at-
teinte a cette date est d’environ 83km (ne pas justifier). Au vu de ce résultat, critiquer
I'approximation g =constante qui a été faite.

@ A quelle date 1, la fusée atteint-elle son altitude maximale z, ? Déterminer z,.
A.N.

La fusée étudiée peut-elle communiquer a un satellite une vitesse qui lui per-
mette de se libérer de I'attraction terrestre ?

V. PROJECTILE (D’APRES CAPES INTERNE 1996)

Un point matériel de masse m est lancé en O, origine d'un repere (O, x, y, z) avec
une vitesse vy faisant un angle a avec I'axe Ox.

On lance avec la méme vitesse initiale vers le haut (@ = n/2)
le méme objet, d’abord dans le vide, puis dans l'air ou il subit des frot-
tements non négligeables. Comparer dans ces deux cas la hauteur
maximale atteinte par l'objet, et le temps au bout duquel il Iatteint.

@ On revient au cas général (a quelconque), et on se place dans le vide. Déter-
miner les caractéristiques de la trajectoire : équation cartésienne, portée horizontale,

>N

y >X
O

Figure 1: Lancé d'un projectile avec une vitesse initiale 7y

angles de tir possibles pour atteindre un méme point D(d,0,0). Pour une vitesse ini-
tiale de norme vy donnée, montrer qu'un point P au sol ne peut étre atteint que s’il se
trouve dans une certaine région de I’espace.
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I. LE PENDULE SIMPLE (3)

On accroche une bille de masse m a un fil inextensible de longueur [/, de masse
négligeable, d’extrémité fixe O. On note 6 I'angle entre le fil et la verticale, T la tension
du fil.

Retrouver I'équation différentielle précédente en utilisant le théoréeme de
I'énergie cinétique.

@ Retrouver I'équation différentielle régissant le mouvement en utilisant la con-
servation de I'énergie mécanique (que I'on justifiera au passage).

Montrer qu'il existe deux régimes qualitativement différents pour le mou-
vement du pendule suivant la valeur de son énergie mécanique. Que vaut I'énergie
critique de transition entre ces deux régimes ? Commenter la valeur obtenue.

Tracer le portrait de phase du pendule simple.

II. STABILITE D’UN EQUILIBRE

Un point matériel M, de masse m, est soumis a une force

OM
ra

OM
E]

—

f=k — ko

lorsqu'il se trouve a la position OM = ru;, ; k; et k, sont deux constantes positives.

Déterminer I'énergie potentielle U(r) dont dérive f. Ce potentiel est sou-
vent appelé potentiel de Lennard-Jones, et modélise de maniére semi-empirique
I'interaction entre deux molécules non polaires. Expliquer I'origine des deux termes.

Déterminer la position d’équilibre de M. En déduire les parametres k; et k»
pour deux atomes d’argon sachant que la distance a I’équilibre est 0,382 nm et la pro-
fondeur du puits de potentiel vaut 120 K.

Etudier la stabilité de I'équilibre en fonction de .

III. MOUVEMENT D’UNE CHAINE

Une chaine métallique AB, de longueur 1m et de masse m, est constituée d'un en-
semble de maillons assimilés a des points matériels reliés les uns aux autres. On la
pose sur une table horizontale en laissant pendre une partie de la chaine (OB) verti-
calement. On note O le point du coin de la table et x la distance OB (voir figure 1).

A

Figure 1: Chaine métallique en mouvement autour d'un coin de table

On néglige le frottement solide, établir I'équation différentielle vérifiée par
xp(t). On veillera a bien préciser le ou les systemes considérés.

@ Quelle est la nature du mouvement ? Au bout de combien de temps a-t-on
x=1m sila condition initiale est x=1 cm ?

1/1
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I. OSCILLATEUR HARMONIQUE LIBRE

On considére une masse m soumise a une force de rappel horizontale exercée
par un ressort de raideur k et de longueur a vide xo.

- X

Figure 1: Masse m reliée a un ressort de raideur k

Donner I'équation différentielle vérifiée par la position x de m (x est a
définir). En déduire x(t), si I'on suppose qu’a I'instant ¢ = 0, on abandonne m sans
vitesse initiale, apres avoir tiré sur le ressort d'une longueur a.

Vérifier que la période des oscillations ne dépend pas de a.

Calculer la moyenne sur une période de I'énergie cinétique de m et de
I'énergie potentielle associée a la force de rappel. Vérifier que I'énergie mécanique se
conserve, et qu’elle est également répartie entre énergie cinétique et énergie poten-
tielle.

On considere plus généralement une masse m soumise a I'action d'une force
dérivant d'une énergie potentielle E,(x). On suppose que cette énergie potentielle
admet un minimum local en xy. Montrer qu'on peut modéliser le mouvement de m
autour de xj par celui d'un oscillateur harmonique dont on précisera la pulsation en
fonction des données du probleme.

On considere le systeme suivant, formé de trois masses dont les deux extrémes
sont identiques, et qui sont reliées par deux ressorts identiques :

Figure 2: Systéme de trois masses couplées par des ressorts de raideur k

On néglige la pesanteur, et on ne considere que le déplacement suivant I'axe x.

Déterminer les équations différentielles vérifiées par les centres de gravités
X1, X2 et x3 des trois masses, o les x; désignent I’écart a la position d’équilibre.

On cherche des solutions des équations du mouvement ot les trois masses
oscillent a la méme fréquence, c’est-a-dire les modes propres. Déterminer les deux
fréquences possibles pour des mouvements de ce type. Comment oscillent les masses
pour chacun des deux modes propres ? Que modélise ce systeme ?

II. OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI PAR FROTTEMENT VISQUEUX

Expérimentalement, on constate que 'amplitude d'un oscillateur comme celui
décrit en A.1. décroit en fonction du temps. On ajoute alors au modele une force
de frottement visqueux s’écrivant 7 = —a v agissant sur m et qui permet de rendre
compte du phénomene.

Donner I'équation différentielle vérifiée par la position x de m.

Ecrire 'équation caractéristique associée a cette équation différentielle et dis-
tinguer trois types de mouvements selon un critere a préciser.

Etudier le régime faiblement amorti : définir la pseudo-pulsation du mouve-
ment et sa pseudo-période, donner I'expression de x(¢) sil’on suppose que x(0) = xy
(xo étant la position d’équilibre du ressort) et que la vitesse initiale vaut vy. Déter-
miner les extrema de la position. Faire un croquis.
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Définir le décrément logarithmique 9, le relier a la pseudo-période et a 7 =
2mla.

@ Evaluer la dépendance de I'énergie totale de l'oscillateur en temps, la perte
d’énergie par unité de temps, puis sur une période dans le cas d'un amortissement
tres faible.

Etudier le régime trés amorti : expression de x(f) avec les mémes conditions
initiales que dans la question 3. Faire un croquis.

Etudier le régime critique : expression de x(t) avec les mémes conditions
initiales que dans la question 3. Faire un croquis. Quel est son intérét par rapport au
régime tres amorti ?

III. OSCILLATEUR HARMONIQUE EXCITE

On considére une masse m soumise a une force de rappel due a un ressort (con-
stante de raideur k, longueur a vide xp), & une force de frottement fluide f = -a7 et
a une force excitatrice sinusoidale F = Fcos(wt) .

Donner I'équation différentielle vérifiée par la position x de m. On posera
wi=kimett=2mla.

@ Résoudre cette équation : mettre en évidence un régime transitoire, et donner
la solution forcée en utilisant la notation complexe. En déduire 'amplitude Xy des
oscillations de m et le déphasage ¢ de I'oscillateur par rapport a la force excitatrice.

Mettre en évidence une "résonance en amplitude" pour une valeur de w a
déterminer. Cette résonance existe-t-elle toujours ?

Déterminer la vitesse de m en régime forcé, on notera 1, 'amplitude de la
vitesse des oscillations et ¥ son déphasage par rapport a la force excitatrice. Mettre
en évidence une "résonance en vitesse". Est-elle située a la méme fréquence que la
résonance en amplitude ? Existe-t-elle toujours ?

Les différentes définitions du facteur de qualité Q :

Définitions en régime libre :

Définition dimensionnelle : Q peut étre défini comme le rapport entre
deux temps caractérisant l'oscillateur et le milieu dans lequel il se déplace. Quels sont
ces deux temps et a quoi correspondent-ils respectivement ?

Dans le cas ot Q >> 1, quelle est la relation qui existe entre le fac-
teur de qualité Q et §, le décrément logarithmique qui caractérise la décroissance de
I'amplitude des oscillations en régime pseudo-périodique (voir TD Oscillateur har-
monique libre avec ou sans frottements) ?

Définition énergétique : dans le cas olt Q >> 1, écrire le facteur de
qualité Q comme le rapport de deux énergies que I'on précisera.

Définitions en régime forcé :

Résonance en amplitude : quand celle-ci existe, on définit usuellement
Qpar: Q=w,/Aw ou w, estla valeur de la pulsation a la résonance et Aw = w; —w-
oll w, et w_ sont définies par Xy(w,) = Xo(w_) = X, /2 (avec X, = Xo(w,)). Montrer
que, lorsque cette résonance est de bonne qualité (wy7 >> 1) on retrouve I’expression
habituelle de Q.

Résonance en vitesse : on peut définir Q de la méme maniere
par: Q = w;/Aw (ici w; = wpy) avec Aw = w; —w_, ol w4 et w_ sont définies par
Vo(ws) = Volw-) = V. 1V2 (avec V, = Vy(w,)). Montrer que, cette fois, aucune approx-
imation n’est nécessaire pour retrouver I'expression habituelle de Q.

Faire le lien entre les différents comportements de l'oscillateur en régimes
libre et forcé, notamment en fonction de la valeur de Q.

IV. OSCILLATEUR VERTICAL
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On considere un ressort vertical de masse négligeable et de longueur naturelle ¢y =
20cm.

Le ressort s’allonge de AZ = 3.0cm lorsqu’on lui suspend une masse m = 10g
dans le champ de pesanteur.

Déterminer la longueur £4q a I'équilibre ainsi que la tension exercée par le
ressort.

En déduire la valeur de la constante de raideur k du ressort.

Lextrémité supérieure A du ressort reste fixe. L'extrémité inférieure, solidaire
de la masse m est a la position M telle que AM = zii, ou ii, est le vecteur unitaire de
I'axe vertical descendant.

Déterminer |'expression de la tension T'(z) exercée par le ressort dans cette
position.

Etablir 'équation différentielle régissant I'évolution de z(f).

Déterminer la solution indépendante du temps zsq de I'équation précé-
dente et la comparer a la longueur #¢q trouvée ci-dessus.

La masse m est écartée vers le bas de a = 4.0cm a partir de sa position
d’équilibre, puis lachée avec une vitesse initiale nulle.

Donner la solution générale de I'équation différentielle en Z(¢).
Déterminer les constantes d’intégrations a partir des conditions initiales.
Déterminer les constantes d’intégrations a partir des conditions initiales.

Déterminer la longueur la plus courte du ressort ainsi que les dates
auxquelles elle est obtenue et la vitesse a ces dates. Faire les applications numériques.

Déterminer les dates pour lesquelles
¢ lanorme de la vitesse est maximale ;

¢ la coordonnée de la vitesse est maximale.

V. OSCILLATEUR AMORTI PAR FROTTEMENT SOLIDE

On considere a nouveau le systéme étudié en I.1. auquel on ajoute un frottement
solide.

Introduction : énoncer les lois de Coulomb du frottement solide.

Déterminer I'équation différentielle vérifiée par la position x(¢) de m. On
introduira un coefficient € = +1 si nécessaire.

Résoudre cette équation en prenant x(0) = xo + a > 0 et la vitesse initiale nulle.
Tracer approximativement x(¢). La masse m s’arréte-t-elleen x =0?
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% TD5 Moment cinétique %
939

L.
QUELQUES RAPPELS

I. CAS D’UN POINT MATERIEL

Théoréme du moment cinétique

Donner la définition du moment cinétique en un point fixe O, associé a un point
mobile M de masse m dans Z. Expliciter et démontrer le théoreme du moment ciné-
tique appliqué a ce point M. Ce théoreme fournit-il plus d’informations que la Loi
Fondamentale de la Dynamique ? Quand est-il utile ?

Cas d’'un mouvement a force centrale

Dans le cas ol la particule M subit une force centrale, c’est-a-dire que la force
s'exercant sur M s’écrit ? = K(r)u,, avec u, = OM/||OM]||, montrer que le mouve-
ment de M a lieu dans un plan. En déduire I'expression de la constante des aires C et
la loi des aires. En donner une interprétation.

I1. SYSTEME DE POINTS MATERIELS, SOLIDE

Théoréme du moment cinétique pour un systeme de points matériels et
pour un solide

Enoncer le théoreme du moment cinétique dans le cas d'un systéme de points
matériels et d'un solide.

@ Comparaison du TMC et du TRC

Y a-t-il encore redondance entre le théoreme du moment cinétique et le théoréme
de la résultante cinétique (ou de la quantité de mouvement) pour ces systéemes ?
Quelles informations permettent-ils, chacun, d’obtenir ?

Cas d’un solide en rotation autour d’un axe fixe A dans le référentiel d’étude
Z galiléen

Définir le moment cinétique d'un solide par rapport a cet axe fixe, on le note 5. On
définira pour cela le moment d’inertie du solide par rapport a'axe A, on le notera Ja.
En déduire le théoreme scalaire du moment cinétique par rapport a ’axe fixe A. Rap-
peler comment s’écrit I'énergie cinétique totale d'un solide en rotation autour d'un
axe fixe en fonction de J, et .

II.
PROBLEMES DE STATIQUE

L. EQUILIBRE D’UNE BALANCE

A O B
|1 A 2 h2
hi
maz
mi

Figure 1: Equilibre d’une balance

Une balance est formée d’'une tige s’appuyant en un point O. En A et B sont sus-
pendues deux masses m; et my, (m; différent de my). On suppose également les dis-
tances [, = OA et I, = OB différentes, ainsi que les longueurs h, et h, des deux fils.

Le fait que les distances [; et I, soient différentes a-t-il une importante vis-a-
vis de I'équilibre de la balance ? Qu’en est-il de h; et hy ?
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Ecrire la (les) condition(s) d’équilibre de la balance. En déduire la force
s’exercant au point O et le rapport m;/m,.

II. EQUILIBRE D’UNE ECHELLE

Une échelle de longueur L = 4m et de masse m = 20kg s’appuie sans frottement
en B sur un mur vertical et en A sur un sol horizontal (de coefficient de frottement
statique p = 0.4). Le centre de masse de I'échelle est situé au tiers inférieur de sa
hauteur.

G

0\ A

Figure 2: Equilibre d'une échelle

Jusqu’a quelle inclinaison peut-elle rester en équilibre ?

@ Jusqu'olt un homme de masse M peut-il monter sur I'échelle inclinée de 6 =
60° par rapport a '’horizontale ? Pour quelles valeurs de 0 peut-il atteindre le haut de
I’échelle ? Application numérique : M = 80kg.

II1.
PROBLEMES DE DYNAMIQUE

I. LE PENDULE SIMPLE (4)

On accroche une bille de masse m a un fil inextensible de longueur [/, de masse
négligeable, d’extrémité fixe O. On note 6 I'angle entre le fil et la verticale, T la tension
du fil.

Retrouver I'équation du mouvement en utilisant le théoréme du moment ciné-
tique.

I1. SOLIDE EN ROTATION AUTOUR D’UN AXE FIXE

On considére un solide en rotation autour d'un axe fixe A orienté, le solide ayant
un moment d’inertie J (a définir) par rapport a cet axe. Supposons que la vitesse de
rotation du solide est nulle a t=0, puis que celui-ci est soumis pour ¢ > 0 a un cou-
ple moteur constant C > 0 (avec les conventions d’orientation choisies). Supposons
également que des frottements fluides s’exercent, dont le moment par rapport a A
s'écrit —hf. On suppose le centre de masse confondu avec A.

On suppose que g est colinéaire avec I’axe A. Trouver I'expression de w(¢) = 0,
la vitesse angulaire instantanée du solide par rapporta A.

@ On considere le cas ou le couple moteur est nul C = 0. On note G la posi-
tion du centre de masse du solide, désormais distant de a # 0 de 'axe de rotation A.
Etablir I'équation du mouvement, et étudier les petites oscillations autour de la posi-
tion d’équilibre.

III. EXPERIENCE DE TP

On considére une masse m, attachée a une corde sans raideur de masse néglige-
able, elle méme enroulée autour d'un cylindre de moment d’inertie J selon 'axe de
rotation A (perpendiculaire au plan de la feuille). On note R le rayon du cylindre, et 6
son angle de rotation orienté selon I'axe A. Le mouvement se fait sans glissement de
la corde sur le cylindre. On néglige dans un premier temps les frottements.

Effectuer le bilan des actions mécaniques exercées sur la masse m.

@ Etablir successivement les équations du mouvement de la masse m, puis du
cylindre.
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Figure 3: Etude du mouvement d’'un cylindre

En déduire I'équation horaire de I'ordonnée z(1).

IV. MOUVEMENT D’UNE ROUE MOTRICE

Rn

Mo
X

mg

Figure 4: Mouvement d'une roue motrice

On considere une roue motrice de rayon a et de masse m. A partir de ¢ =0, on lui

applique un couple moteur ]\7(; constant. Le plan exerce sur la roue une force R =
}Tf + R_fv au point I de contact. On suppose que la roue roule sans glisser sur le plan.
Trouver les caractéristiques du mouvement de la roue. Quel est le role joué par la
force de frottement ?

V. EFFET RETRO

Un disque plan (M,R) est posé sur un plan horizontal avec un coefficient de frot-
tement f. En t = 0, ¥(G) = Vyiiy et Q = wyii,. Etudier le mouvement du disque et
discuter suivant les valeurs de Vj et wg. On se bornera ici au cas de 'effet rétro, ou
Vo>0etwy>0.

o

V(G)

Figure 5: Effet rétro.
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TD5 Mécanique stellaire

333

I. LE SYSTEME TERRE-SATELLITE

Données :
Constante de gravitation universelle : ¢ = 6.67 x 10! N-m?-kg
Masse de la Terre : M7 = 6.00 x 10>* kg
Rayon de la Terre : Ry = 6400km

On souhaite ici étudier le mouvement d'un satellite dans le champ gravitationnel
terrestre. Ce satellite est considéré comme un objet ponctuel de masse mg. La Terre
est assimilée a une répartition sphérique de masse. On considere que la masse de la
Terre est grande devant la masse de satellite, et que le référentiel géocentrique peut
étre considéré comme galiléen. On note O le centre de la Terre.

-2

Dans I'approximation d'une répartition de masse sphérique pour la Terre,
donner I'expression du champ de gravitation terrestre g a une distance r (r > Ry) du
centre de la Terre. Commentaires. On notera par la suite go = g(R7).

@ Montrer que

° E(O) est conserveé,

e la trajectoire de la particule fictive est plane.

Dans le plan de la trajectoire, orienté par le moment cinétique, on note (r,6) les coor-
données polaires de OM.

Montrer que C = r?6/2 est une constante. Justifier le nom de constante des
aires donnée a cette grandeur, en retrouvant la 2¢ loi de Képler.

Ecrire I'expression de I'énergie mécanique E,, du systéme.

@ Lexpression de E,, établie précédemment peut se mettre sous la forme

1 )
E,, = E,LH’ + Ueff(r),

ou Ugg(r) est I'énergie potentielle d’interaction effective d’'un probleme unidimen-
sionel.

Donner l'expression de Ugg(r). Discuter, en fonction des conditions initiales, le
type de trajectoire décrite par le satellite. On distinguera 3 cas.

II. CAS D’UNE INTERACTION NEWTONIENNE ATTRACTIVE (D’APRES CAPES 2002)

Nous entendons par interaction newtonienne, une force inversement proportion-
nelle au carré de la distance au centre de force, comme les interactions coulombi-
ennes et gravitationnelles.

Satellisation sur une orbite circulaire :
Exprimer la vitesse v(r), évaluée dans le référentiel géocentrique, d'un
satellite terrestre en orbite circulaire de rayon r. Onl'exprimera en fonction de ¢, My
etr.

En déduire la période T'(r) du mouvement du satellite.

Comparer I'énergie cinétique et I'énergie potentielle de gravitation d'un
satellite en orbite circulaire.

On désigne par orbite basse une orbite dont I'altitude est faible devant le
rayon terestre. Evaluer numériquement la période et la vitesse d’'un satellite décrivant
une telle orbite. Que pont-on penser de la durée de vie d'un tel satellite ?

Qu’appelle-t-on satellite géostationnaire ?

Dans quel(s) domaine(s) d’application les satellites géostationnaires sont-
ils particuliérement utiles ?

Déterminer l'orbite et calculer le rayon rg de I'orbite d'un satellite géosta-
tionnaire.

Peut-on lancer un satellite géostationnaire a la verticale de Paris ?

Que peut-on répondre a un €éleve qui affirme :
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¢ la période de révolution d’'un satellite géostationnaire est nulle car il est immo-
bile.

e la période de révolution d’'un satellité géostationnaire est infinie parce qu'il est
immobile.

¢ la période de révolution d'un satellite géostationnaire est égale a 1 jour, soit
24h=86400s.

e j’ailu dans un site internet que la période de révolution d'un satellite géostation-
naire vaut 86164s, mais je ne comprends pas pourquoi.

@ Vitesse de libération ou vitesse parabolique :

Calculer la vitesse minimale, notée v, laugelle il faudraitlancer un satellite
soumis a la seule gravitation a partir de la surface de la Terre pour que celui-ci puisse
aller al'infini. Cette vitesse v, est appelée vitesse de libération, ou vitesse parabolique
ou encore seconde vitesse cosmique. Faire I'application numérique.

Comparer v, a la vitesse de satellisation en orbite basse. Commenter
I'influence d'une modification de la vitesse sur la trajectoire du satellite. Faire un
schéma représentant 'allure des trajectoires du satellite par rapport au centre de la
Terre en fonction des valeurs de la vitesse initiale du satellite.

Calculer la vitesse quadratique moyenne de I'oxygene et de I'azote de I'air
pris a 293K et justifier le fait que 'atmosphere reste en grande partie piégée autour de
la Terre.

III. ORBITE DE TRANSFERT (D’APRES CAPES 2002)

Probléeme du transfert : on admettra que I'énergie mécanique d’un satellite en

orbite elliptique est de la forme

K
l;nl =T
a

ol a est le demi-grand axe de l'ellipse trajectoire et K une constante dépendant de la
masse de la Terre, de la masse du satellite et de 4.

En identifiant cette expression avec celle de I’énergie d'un satellite en orbite
circulaire, déterminer K.

On souhaite faire passer un satellite d'une orbite circulaire basse (r = R7) dans le
plan équatorial de la Terre a une orbite géostationnaire. Pour cela, on communique
une brusque variation de vitesse Avp du satellite en un point B de |'orbite basse, afin
que le satellite se trouve sur une orbite elliptique (orbite de transfert de Hohmann)
tangente en B a I'orbite basse et tangente en un point H a l'orbite géostationnaire.

Faire un schéma soigné sur lequel on placera le centre de la Terre, les
trajectoires circulaires basse et géostationnaire et 'orbite de transfert.

Déterminer le demi-grand axe a de 'orbite de transfert.
Déterminer la variation de vitesse AvUg (norme et direction) convenable.

Lorsque le satellite parvient au point H, on lui communique une nou-
velle brusque variation de vitesse AUy afin qu'il puisse passer de 'orbite de transfert
al’orbite géostationnaire. Déterminer la variation de vitesse AUy (norme et direction)
convenable.

Les variations de vitesse Avg et Avy sont obtenues par la mise en ac-
tion d'un moteur qui éjecte des produits de combustion avec une vitesse relative
d’éjection u et un débit massique D. Si mp, my et mg sont respectivement la masse
du satellite en orbite basse, sur I'orbite de transfert et sur I'orbite géostationnaire, on
montre que

mpg

mp
Avg = uln(—) etAvy= uln(—).
my mg

Déterminer le rapport ;¢
Application numérique : mg = 1000 kg ; u = 3000 m-s~!. Quelle masse mp faut-il
satelliser en orbite basse ?

En pratique, 'orbite elliptique de transfert fait passer d'une orbite circulaire
d’altitude 200km a l'orbite géostationnaire. Pourquoi ne choisit-on pas une orbite
circulaire basse d’altitude inférieure ?
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Frottements.

Pour un satellite en orbite basse elliptique, justifier que c’est au voisinage
du périgée que les frottements sont les plus intenses.

On modélise les effets des frottements par une diminution de vitesse au
passage au périgée. Monter qualitativement que ce modele conduit a une circularisa-
tion progressive de la trajectoire elliptique.

Pour un satellite en orbite quasi-circulaire, montrer par un bilan én-
ergétique que les frottements aérodynamiques ont pour effet paradoxal d’accroitre
la vitesse.

N’y a-t-il pas contradiction entre ce résultat et celui de la question ?
Commenter.

IV. MECANIQUE STELLAIRE (D’APRES AGREG B 2006)

Lancement d’un satellite
On étudie le lancement d’un satellite artificiel a partir d'un point O de la surface
terrestre.

Etablir 'expression de la vitesse du point O dans le référentiel géocentrique
R g (assimilé ici a un référentiel galiléen) en fonction de la vitesse de rotation de la
Terre autour de I'axe de ses poles Q, du rayon terrestre Ry et de la latitude du lieu A.

En déduire les conditions les plus favorables pour le lancement du satellite.
Parmi les trois champs de tirs suivants, lequel choisir de préférence ?

e Baikonour au Kazakhstan A = 46°;
e Cap Canaveral aux USA 1 = 28.5°;

e Kourou en Guyane frangaise A = 5.23°.

Champ de gravitation

On considere que la Terre de masse M7 et de rayon Ry a une répartition de masse
sphérique et une densité volumique p.

Enoncer la loi de la gravitation universelle.

Montrer qu’en un point situé a une distance r du centre de la Terre (r > R7),
le champ de gravitation peut se mettre sous la forme

Définir le vecteur e;.

Lancement d’un satellite artificiel

Etablir 'expression de 1'énergie potentielle de gravitation du systeme
{Terre-satellite} en fonction de 'altitude z du satellite par rapport au sol. On prend
pour référence une énergie potentielle nulle a I'infini. En déduire I'expression de
I'énergie mécanique du satellite sur sa base de lancement dans le référentiel géocen-
trique.

On appelle ici vitesse de libération v}, la vitesse verticale minimale qu'il
faut communiquer initialemment au satellite par rapport au sol, pour qu’il puisse
se libérer de I'attraction terrestre. Donner I'expression de v;. Calculer sa valeur
numérique dans le cas ot le satellite est lancé de la base de Kourou.

Satellite artificiel en orbite
On considere un satellite artificiel de masse m en mouvement circulaire autour de
la Terre.

Montrer que le mouvement du satellite est uniforme. Etablir I'expression
de la vitesse du satellite en fonction de son altitude ainsi que la troisieme loi de Kepler
liant la période T du satellite au rayon r de sa trajectoire.

Calculer le rayon de 'orbite d'un satellite géostationnaire et définir son
plan de révolution.
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Quelle énergie cinétique minimale faut-il communiquer au satellite pour
qu’il échappe a I'attraction terrestre s'il est initialement en orbite autour de la Terre a
l'altitude 2?2 A.N.: z=360000km ; m =6t.

Soit un satellite d’énergie initiale E;;o. Son orbite est relativement basse
et il subit donc les frottements des couches hautes de 'atmosphere. Il s’ensuit que
I'énergie mécanique du satellite varie selon la loi

Ep=Eno(1+bt),

b étant un coefficient constant positif. On suppose que la trajectoire reste approxi-
mativement circulaire.

Préciser le signe de E,,o. Etablir 'expression du rayon r et de la vitesse v du satel-
lite en fonction du temps. Comparer les évolutions de r et de v ainsi que celles des
énergies potentielles et cinétiques. Que devient I'énergie perdue ?

@ Sonde solaire

On cherche a positionner une sonde spatiale de masse m en un point P de maniere
a ce que, abandonnée en ce point, la sonde reste immobile par rapport au systéme
{Terre-Soleil}. Les positions correspondant a cette situation sont appelées "points de
Lagrange". Soient

e P; et P, les positions de Lagrange pour lesquelles le point P est aligné avec le
centre T de la Terre et avec le centre S du Soleil, T et P se trouvant du méme c6té
du Soleil ;

¢ xla distance entre la sonde et la Terre ;
¢ d la distance Terre-Soleil ;
o k=Mg/Mr.

La masse de la sonde est négligée par rapport aux masses de la Terre et du Soleil. On
tiendra compte de la rotation de la Terre autour du Soleil.

Déterminer les valeurs des distances SP correspondant a ces positions.
Faire un schéma. On considere que x/d < 1.

Quel est I'intérét de placer un satellite en I'un de ces points ¢ Donner un
exemple de ces satellites particuliers.

V. INTERACTIONS TERRE-LUNE ; PHENOMENES DE MAREES [EXTRAIT AGREG B 1999]

O n se propose dans cette partie d’étudier quelques phénomenes liés al’action de la
Lune sur le Terre. On note ¢ la constante de gravitation universelle. La Lune est con-
sidérée comme un objet ponctuel L de masse m, en interaction avec la Terre, sphere
de rayon R. La distance de la Lune au centre de la Terre est notée d. Un point P sur la
Terre est caractérisé par CP=r ; angle(CL,CP)= 6.

P

N

Figure 1: Systeme Terre-Lune

Exprimer le champ de gravitation g exercé par la Lune au point P, en fonction
de la masse de la Lune, de la distance LB a I'aide du vecteur unitaire up dirigé de L
vers P et al’aide de la constante de gravitation universelle G.

@ En déduire le potentiel de gravitation ® exercé par la Lune au point B, en fonc-
tion de la masse de la Lune, de la distance LP, et a I’aide de la constante de gravitation
universelle G.

Exprimer LP en fonction de d, r, et de 'angle 6.

d étant trés supérieur a r, établir une expression développée al’ordre 2 enr/d
du potentiel gravitationnel, sous la forme

r2

az’

D =Dy + a(@)% +b(O)
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ol a(0) et b(0) sont des fonctions de 6 que I'on explicitera.

On définit sur la sphere Terre un vecteur unitaire radial u, porté par CP et
un vecteur unitaire orthoradial ug. Quel est le champ de gravitation g; qui dérive du
potentiel a(@)r/d ? Montrer que ce champ est uniforme. Quelle est sa signification
physique ?

Exprimer sur la base u,, ug le champ de gravitation g, qui dérive du potentiel
b(©)r?/d? ; représenter le champ g, pour 6 = 0, /2, m, 37/2 ; comment cette fig-
ure permet-elle d’expliquer le fait qu'on observe, en premiére approximation, en une
journée terrestre, 2 marées hautes et 2 marées basses ?

Quelle interaction supplémentaire faudrait-il prendre en compte pour expliquer les
grandes marées (ou marées de vives eaux) et les petites marées (ou marées de mortes
eaux) ?

Quelques conséquences des phénomeénes de marées

La durée du jour terrestre a augmenté au cours des ages ; elle valait 22.2 heures
il y a 300 millions d’années. Comment les phénomenes de marées peuvent-ils en étre
responsables ?

Les Romains avaient observé que le débit des sources varie journalierement
; de méme, le faisceau du grand collisionneur électron-positon (LEP) du CERN, lab-
oratoire européen de physique des particules a Geneve, a une énergie qui varie jour-
nalierement ; quel type de marée est-il responsable de ce phénomene ?
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Agrégation externe de Sciences Physiques Option Chimie

Montrouge 2013-2014

Résonance Magnétique Nucléaire

L.
EXTRAIT AGREG B 2010

Notations et données numériques :

Constante de Boltzmann: kg =1.381-10"2J.K1,

Constante de Planck réduite: 7 = 7~ = 1.055-1073*]s,
Charge élémentaire: ¢ = 1.602-1071 C,

mp = 1.673 - 10~ kg.

PARTIE III

Masse du proton :

Spectroscopie par résonance magnétique nucléaire

N

Dans toute la suite, (Rg) désigne le référentiel du laboratoire, assimilé a un
référentiel galiléen. (Ox, Oy, Oz) est un systeme d’axes orthogonaux, fixes dans
(Ro) ; 1a base associée, orthonormée directe, est notée (iiy, iy, iz).

On ne prendra pas en compte 1'effet du champ de pesanteur.

Dans (Rg) chaque noyau possede, du fait de son spin, un moment cinétique
intrinseque noté ici ¢, et peut étre assimilé a un dipdle magnétique de moment
magnétique noté M.

Pour chaque noyau, les moments cinétiques & et magnétique M sont liés par la re-
lation M = +@, dans laquelle  désigne le rapport gyromagnétique du type de
noyau étudié.

Les seuls noyaux étudiés dans ce probléme sont les noyaux 1H, constitués
d’un unique proton.

Dans ce cas, le rapport gyromagnétique vaut v = 2.675 - 108 rad-s~1- T~ L.

ITI-A Obtention d'un signal RMN dans un circuit d’antenne

On considére un grand nombre N de protons soumis a un champ magnétique
intense By = Byil, supposé uniforme et permanent dans (Ro).

En I'absence de précision contraire, les interactions entre noyaux ne seront pas
prises en compte ; en particuliers, on négligera dans une premiere approche le
champ magnétique qu’ils créent.

III-A.1)a) En quoil’utilisation de bobines supraconductrices permet la création
de champs magnétiques trés intenses ?

ITI-A.1)b) Quel est I'ordre de grandeur de la valeur maximale de By qu’on pro-

duit actuellement dans les appareils de résonance magnétique nucléaire (RMN)
?

ITI-A.2 Effet gyroscopique

On soumet un proton de moment magnétique M = 9@, placé en O, a un champ
magnétique uniforme et permanent dans (Ro) : By = Byii, (By > 0).

ITI-A.2.1) Si on assimile ce dipdle magnétique a une petite boucle fermée de
courant, que peut-on dire de la résultante des forces magnétiques subies par ce
dipole ?

II1-A.2.2)  On rappelle I'expression de l'énergie potentielle du dip6le dans le
Champ By: Ep = —M - By. En déduire quels doivent étre la direction et le sens
de M pour qu'il y ait équilibre stable.

Dans la suite, la direction de M est supposée a priori quelconque.

On rappelle I'expression de moment des actions exercées par un champ mag-
nétique B sur un dipole : T = M A B.

Par ailleurs, le théoreme du moment cinétique stipule que

(C‘“’) T

I11-A.2.3.a) Montrer que || M|| est une constante.
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III-A.2.3.b) Montrer que M, = M- ii, est une constante.

I1I-A.2.3.c) En déduire la constante de 1’angle 6 entre M et By (6 est compris
entre 0 et 7).

ITI-A.2.3.d) Montrer que I'extrémité du vecteur M décrit un cercle d’axe Oz, et
déterminer le rayon de ce cercle en fonction de || M|| et de I’angle 6.

ITI-A.2.4) Montrer que le vecteur rotation &y associé a la précession de M au-
tour du champ By (donc au mouvement circulaire introduit ci-dessus) a pour ex-
pression littérale : @y = —’yﬁo ; on pourra, au besoin, écrire le systeme différen-
tiel vérifié par les deux composantes M, = M- iy et My, = M- L_[y, en déduire,
par combinaison, équation différentielle vérifiée par la quantité M = M, + jM,
(avec j2 = —1) et montrer enfin que M peut s’écrire sous la forme Ae/(~«0t+%), A
et a étant deux constantes réelles d’intégration (avec A > 0).

Dans toute la suite, on posera @y = —wyiiz, olt wy = By est une constante
positive, nommeée vitesse angulaire (ou pulsation) de précession.

ITI-A.2.5) Calculer la valeur de la fréquence de précession des protons fp
wo/ 27 lorsque By = 4.70 T.

ITI-A.3 Etude du phénomeéne d’aimantation paramagnétique associée aux noy-
aux

On rappelle que la composante ¢, du moment cinétique ¢ de spin du proton
ne peut prendre que les valeurs £71/2, i étant la constante de Planck réduite :
h=h/2m.

Cette composante ¢, et la composante M, du moment magnétique du proton
sont liées par la relation : M, = 0.

L’étude porte sur un ensemble de protons identiques discernables,
d’interactions mutuelles trés faibles, soumis au champ By = Byii, et peuplant,
selon la loi statistique de Maxwell-Boltzmann correspondant a la température T,
les 2 états correspondant aux deux valeurs possibles de o.

On rappelle a nouveau l'expression de 1’énergie potentielle d'un dipole mag-
nétique dans le champ By:Ep=—M- Eo.

III-A.3.1) Exprimer l'écart d’énergie entre les deux états de spins ; que
remarque-t-on sur la pulsation d’une transition radiative entre ces deux états
?

Onnote N le nombre total, trés grand, de protons étudiés, N (respectivement
N7) celui des protons de ¢, égal a f1/2 (respectivement —/1/2).

I1I-A.3.2) Déterminer le quotient N* /N~ en fonction des quantités By, 7y, T,
de 1, et de la constante de Boltzmann k.

I11-A.3.3) En déduire les expressions des N* et de N~ en fonction de N et de
x" = ByhBy, avec p = 1/kgT. Tester la pertinence de ces deux expressions dans
deux cas limites.

Dans toute la suite, M désigne la somme des moments magnétiques des N
protons, et My désigne désormais sa valeur a I'équilibre thermodynamique a la
température T, en présence du champ magnétique By = Byil.

III-A.3.4) Montrer que ]\710 =N ’y% tanh (%) il;, ou la notation "tanh" désigne
la fonction tangente hyperbolique.

ITI-A.3.5)a) On donne T = 300 K et By = 4.70 T. Evaluer numériquement la
quantité x’.

ITI-A.3.5)b) Commenter ce résultat, et en déduire une expression simplifiée de
]\710 en fonction de N, v, i1, x' et de i, puis de N, 7, I, By, kp, T et ii, ; on rappelle
que, lorsque |e| < 1, tanh(e) ~ e.

Dans toute la suite, seule cette expression simplifiée de M, sera utilisée.

I11-A.3.6)a) Comment My dépend-t-il de 7 ?

III-A.3.6)b) Comment ]\710 dépend-t-il de By ?

I11-A.3.6)c) Comment My dépend-t-il de la température T ?

III-A.3.6)d) Commenter physiquement ces deux dernieres réponses.
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I11-A.3.7) M est-il affecté par la précession décrite précédemment - dans la
partie "effet gyroscopique" - autour du champ permanent By = Byii, ? Justifier.

ITI-A.4. Prise en compte de la relaxation dans I’étude de la résonance magné-
tique

On note Mj sous la forme My = Myit.

Partant de I'équilibre thermodynamique précédent, et grace a une impulsion
qui sera étudiée dans la partie III-C, on fait "basculer”" rapidement le moment
total M sur une direction du plan xOy ; on admet que, lors de ce basculement, la
norme de M est conservée.

On suppose pour simplifier 1'étude ultérieure, qu’a la date t = 0,
juste apres 'impulsion, le moment M vaut : M(t =0) = —Myiiy, valeur qu’on

veillera a ne pas confondre avec My = Myil,.
Lorsque M(t) differe, a un instant t, de la valeur d’équilibre My = Myils,

(%—]‘f) < est la somme de deux contributions :
0

e l'une déja mentionnée qui vaut, apres l'impulsion, wy A M avec @y =
—yBo = —woll; ;

e l'autre, due aux phénomenes de relaxation, dont I’expression est :

MO - Mzﬁz i MJ_ .
T, T,

M,il, et M, représentent ici les composantes de M respectivement parallele et
orthogonale a 1’axe Oz, tandis que T; et T, désignent les constantes de temps des
relaxations respectivement longitudinale et transversale.

III-A.4.1) Ecrire I'équation différentielle vérifiée par M ().

ITI-A.4.2) Résoudre cette équation différentielle, sachant qu’a la date t = 0,
juste apres I'impulsion, le moment M vaut : —Myii,,.

I11-A.4.3) Montrer que I'équation différentielle vérifiée par la composante M |

s’écrit :
dM,\ - M,
< dt )R ——<wouz/\Ml)—T2.
0

I11-A.4.4) Onpose: M; = M (t)e*/T. Montrer que
dM L
(af) = = (w0t ).
Ro

ITI-A.4.5)a) Ecrire le systeme différentiel vérifié par les deux composantes
Mlx = M1 . ﬁx et Mly = M1 . l_fy.

III-A.4.5)b) En déduire, par combinaison, I’équation différentielle vérifiée par
la quantité My = My, + jMy, (avec j> = —1).

III-A.4.5)c) En tenant compte des conditions initiales, montrer que M; =
—jMoel(—@ot),

I1I-A.4.5)d) En déduire M; et montrer que M, = — M sin (wot) e t/T2,

On suppose que tous les protons de I'échantillon étudié se trouvent sur I'axe
d’une bobine (souvent nommée "antenne") fixe dans (Rg). L’axe orienté de la
bobine est supposé confondu avec 1'axe Ox. Cette bobine est un des éléments
d’un circuit série (dit "de détection"), également fixe dans (Rp), et dont 'étude
est détaillée plus loin, a la question III-A.5).

On admet que, dans ces conditions, le flux du champ magnétique créé par les
N protons a travers 1’ensemble des spires orientées de la bobine est donné par
la relation : @prot spob = k - My, dans laquelle k est une constante positive dont
la valeur ne dépend que de la géométrie de 1’échantillon étudié, de celle de la
bobine, et de leur disposition relative.

Dans toute la suite, la constante k est supposée connue.
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III-A.4.6) On admet que les dimensions du circuit de détection sont inférieures
au décimetre. La fréquence de précession fj étant voisine de 200 MHz, les condi-
tions de validité de 'approximation des états quasi-stationnaire sont-elles rem-
plies pour ce circuit ?

I11-A.4.7) On rappelle que M, = —Mjsin (wot) e/, Du fait de la variation
de My au cours du temps, Pprorsbob = k - My dépend du temps et une force
électromotrice apparait dans le circuit orienté de la bobine. A quel phénomene
physique correspond cette force électromotrice, notée e(t) dans la suite ?

I11-A.4.8) Déterminer e(f) en fonction de k, My, wy, T et de t.
En pratique, fo = wo/27 est de 1'ordre de la centaine de mégahertz, et T, est
de l'ordre de la seconde.

cette relation sera retenue dans toute la suite.

III-A.4.10)a) Déduire de ce résultat, en remplacant wy par sa valeur et M
par son expression simplifiée trouvée a la question III-A.3.5., la fagon dont
I’amplitude de e(t) dépend de la valeur de By et de celle de +.

ITI-A.4.10)b) Quel est I'intérét d’opérer avec des valeurs importantes de By ?

This work is licensed under a Creative Commons “Attribution-NonCommercial-NoDerivatives 4.0 International” license.
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PARTIE III

Spectroscopie par résonance magnétique nucléaire

ITI-A Obtention d’un signal RMN dans un circuit d’antenne

III-A.1)a) Bobines supraconductrices : résistance "nulle" et donc permettent
d’utiliser des courants plus fort, i.e. des champs magnétiques plus élevés.

III-A.1)b) Pour les RMN médicales, les champs sont de 1’ordre du Tesla.

ITI-A.2 Effet gyroscopique

III-A.2.1) Par symétrie, la résultante des forces de Laplace est nulle.

III-A.2.2) L’équilibre est stable si E, est minimal, i.e. M est aligné avec By.

III-A.2.3)a) Si ‘]\71 ‘ =Ct, alors

am) A an
— =0%& =0& M- M =0
dt dt t
Or
iM  de U
TR T =M x B,
donc .
- dM
M- =M (M x B) =
Donc % =0, et donc M| est une constante du mouvement |.

I1I-A.2.3)b)
dM, . dM = o o=\
T =i, W—'y » F—'yuz-(MxB)—O
Donc
7 0l

II-A.2.3)c) OnaM By = ‘]\7[‘ By cos 6. Donc, étant donné que ‘]\7[‘ et By sont
constants, on a
d (M : B’0>
dt

Or, M- Eo = BoM, et M, est une constante du mouvement. On en déduit que

= ‘A_)I‘ ngt (cosB).

dcost

T 0.

D’ot, | 8 est constant au cours du temps ‘

I11-A.2.3)d) On considere le point décrit par le vecteur M. ‘]\71‘ est constant,

donc ce point se trouve sur une sphére de rayon |M|. M, est constant : ce point se

trouve donc également sur un plan perpendiculaire a i, distant de M, a O. Ces
deux surfaces ont un domaine commun formé par un cercle. Géométriquement,
le rayon de ce cercle est

r= ‘]\7[’ sinf |.
II-A.2.4) On pose M = M, + jM,. Les équation du mouvement sont
¥t By
soit, en projection sur x et vy,
dil\f" = yByM, et d;\fy = —yByM,.
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On obtient alors

aMm .
e —jvBoM |,

que I'on résoud pour obtenir M(t) = Ae/(7Pot+%) Avec les notations de 1’énoncé,
cela devient

M(t) = Ad-0to) |

avec A et a des constantes d’intégration. Interprétation : on a une précession de
M a la pulsation wy.

ITI-A.2.5)

wo 7By
=0 — 120 — 200 MHz.
27 27 00 z

ITI-A.3 Etude du phénomene d’aimantation paramagnétique associée aux noy-

aux

ITI-A.3.1)

AE = —|—Z")/BO — (—Z’)/Bo> = T/l’)/BQ = hwg.

La pulsation de la transition radiative correspond a la pulsation de Larmor.

III-A.3.2) Loi statistique de Boltzmann : a I’équilibre thermique a T, la prob-

abilité d’étre dans un état d’énergie E est proportionnel a e FE avec f = k%T

Donc "
Nt = Aexp <+ﬁh2wo> et N = Aexp <—ﬁ wo) ,

2
NT _ o (T
N = exp ksT ) |

Cas limites :

e T — 0K, tous les spins s’alignent, %—f — Fo00,

e T — +o00, mélange équiprobable, %—f — 1,

III-A.3.4) A Tl'équilibre thermodynamique,
Boltzmann s’applique. On a

N=N"+N =A (exp <+[3hzwo> + exp (_,Bh;}o>> = 2A cosh (,thwg) .

Donc

la statistique de Maxwell-

A=

2 cosh (ﬁhzwo> .

Or,M=NT (—l—%'yﬁz) + N~ (—%'yﬁz). En utilisant les expressions de A, N* et

N, on obtient

o h /
M = N'yi tanh <3;> ii,| avec |x' = Bhwy |

ITI-A.3.5)a)

¥ =210 <1

I11-A.3.5)b) On peut faire un DL tanh(x'/2) ~ x"/2 soit

II-A.3.6) On a My « 9%, My « By et My « 1/T. On aura une aimantation
importante pour un champ important, et une faible température. On a une com-
pétition entre I’énergie thermique et 'énergie d’aimantation. L'aimantation est
proportionnelle au champ, c’est une substance paramagnétique.

III-A.3.7) Non, a I’équilibre, ]\710 est aligné avec ]§0 donc ne précesse pas.
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ITI-A.4. Prise en compte de la relaxation dans I'étude de la résonance magné-
tique

I1I-A.4.1) Appliquons le théoreme du moment cinétique

AM g Mo Medts M

dr T T,’

)

qui donne, projeté sur i,

dMZ MO - Mz
dt Th i

I11-A4.2) Ona
aM; | M. _ My

dt n T,

soit M;(t) = Mo+ Aexp (—t/T1). En tenant compte de M, (t = 0) = 0, donc

M, (t) = My (1 —exp <—;1>> .

I11-A.4.3) On pose M = M,ii, + M, . Injecté dans I'équation , on obtient

dM |
FTRNT

dM; _,

L My— M M
i, =@y x M+ 0= L

T T

dMZ‘IZ o MO_MZﬁ
dt z T’l Zr

donc on obtient immédiatement

III-A.44) OnaM; = M, e!’™2, et donc
dy - (dML )z, My
dt dt T’
= —wpil, x M e/,
Soit
dM .
71 = —(U()ﬁz X M1
III-A.4.5) De maniére similaire a III-A.2.4), on obtient
dM dMy
dtlx = wOM1y et Ty = —woMjiy,
soit
ay
at 0L

III-A.4.5)c) On obtient immédiatement M; = Ae 1wott]e ol A et @ sont des
constantes d’intégration. Conditions initiales : M;(t = 0) = —jMy (car M, = 0
et My = —M)p). Dong, finalement, on obtient

Mi(t) = —jMoe ",

I1I-A.4.5)d) Ona M, = e "/T2Re (M;(t)) soit

M, (t) = —Mysin (wot) e /T2 |,

ITI-A.4.6) Cf. Electromagnétisme: dans I’ARQS, on néglige le temps de propa-
gation. En pratique, A > D, ou D est la taille caractéristique du circuit. A des
fréquences de I'ordre de 200 MHz, A = ¢/v ~ 1.5 m > quelques dizaines de cm
= OK!

III-A.4.7) Phénomene d’induction électromagnétique.
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III-A.4.8) On ala loi de Faraday

d¢ dM,
)= ——L =—k i
elt) = = dt
d’ou
e(t) = +kMowoe T2 | cos wot — sin wot
onz
2nd terme

I1-A.4.9) Ona wyTr» ~ 6-10% > 1, donc on peut négliger le second terme ;
d’ott

e(t) ~ kMowy cos (wot) e /T2 |

I11-A.4.10)a)

2p2

h°B
e(t) ~ kN'y34kB% cos (yBot) e /T2 |

ITI-A.4.10)b) Signal quadratique avec By + pas d’effets de champs magnétiques
parasites.
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