N
N

N

HAL

open science

Modeles de Markov cachés et filtrage particulaire

Fabien Campillo

» To cite this version:

Fabien Campillo. Modeéles de Markov cachés et filtrage particulaire. DEA. Université du Sud Toulon-

Var, 2006. inria-00103752

HAL 1d: inria-00103752
https://cel.hal.science/inria-00103752
Submitted on 5 Oct 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://cel.hal.science/inria-00103752
https://hal.archives-ouvertes.fr

FILTRAGE PARTICULAIRE
&

MODELES
DE MARKOV CACHES

Fabien Campillo

2006



version V.2 — 24 janvier 2006 — (© Fabien Campillo
This material may be reproduced for personal, educative or non—commercial use. No
part may be reproduced or reused for any commercial purposes whatsoever without the

written permission of the author.



Table des matiéres

Table des matiéres

Avant—propos

Notations

1

Modéles de Markov cachés a espace d’état fini

1.1 Lois et lois conditionnelles . . . . . .. ... .. ... .. ....
1.2 Chainesde Markov . . . . . . . ... ... ... ...
1.3 Problématique des modeles de Markov cachés (MMC) . . . . .
1.4 MMC a espace d’observation au plus dénombrable . . . . . ..
1.5 MMC a espace d’observation continu . . . . . ... ... ....

Modéles de Markov cachés a espace d’état continu

2.1 Lois, lois conditionnelles et formule de Bayes . . . . ... ...
2.2 Chainesde Markov . . . . . . . . ... .. ... .. ... ...
2.3 Modele de Markov caché a espace d’état continu . . . ... ..
2.4 Formule de Bayes récursive (filtre bayésien) . . . . . . . .. ..

Filtre de Kalman et extensions

3.1 Systéme linéaire gaussien . . . . . .. ... ... L.
3.2 Processus innovation . . . . .. ... ..o L oL
3.3 Filtrede Kalman . . .. ... ... ... ... ..........
3.4 Systéme conditionnellement linéaire/gaussien . . . . . . . . ..
3.5 Filtres non linéaires approchés . . . . . .. .. ... ... ...
3.6 Remarque . . .. . .. .. . ..

Approximation particulaire

4.1 Méthode de Monte Carlo . . . . .. ... ... .. .......
4.2 Simulation de variables aléatoires . . . . . . . . ... ... ...
4.3 Echantillonnage d’importance . . . . . . ... ... .......
4.4 Filtre SIR (bootstrap) . . . . . . ... ... ... ... .....
4.5 Redistribution. . . . . .. ..o oo
4.6 Envpratique . . . .. ... Lo

Applications du filtrage particulaire

5.1 Modé¢le numérique de terrain . . . .. ... Lo
5.2 Géolocalisation par mesure d’atténuation . . . .. ... .. ..
5.3 Poursuite par mesures d’angles avec obstacles . . . . . ... ..

35
35
36
37
38
40
42

43
43
44
46
48
o1
93



5.4 Poursuite dans une séquence d’images
Annexes

A Quelques résultats techniques
A.1 Ellipse de confiance . . . . . ... ..
A.2 Transformation de Box—Muller . . .
A.3 Un peu de complexité algorithmique

B Routines matlab
Bibliographie

Index

67

69
69
71
72

73

77

82



Notations

probabilités
P(A), probabilité de I’événement A
E(X), espérance de (la loi de) X
var(X) = E[(X — EX)?2], variance de (la loi de) X
cov(X) = E[(X — EX) (X — EX)*], covariance de (la loi de) X
X 1LY, les variables X et Y sont indépendantes
i.i.d. indépendantes et identiquement distribuées
p(X), densité de la loi de la variable X, i.e. P(X € A) = [, p(X) dX
B(R™), tribu borélienne de R™ (engendrée par les “intervalles”)
Cp(R™), ensemble des fonctions continues et bornées de R™ dans R

lois de probabilité

820 (X), mesure de Dirac au point zg, i.e. [ ¢(X) 0z, (X) dX = @(x0)
N(u,0?), loi gaussienne de moyenne p et de variance o2 (N (u, R) loi
gaussienne de moyenne u et de covariance R)

matrices/vecteurs
M*, matrice transposée de M
I, matrice identité
||, norme euclidienne du vecteur z, i.e. |z|? = 2* x
diag(w1,...,2n) € RV*N est la matrice diagonale formée des termes
1y TN

fonctions

14(z), fonction indicatrice de l'ensemble A (=1 si x € A, 0 sinon)

f(x) < g(z), f(x) est proportionnelle & g(x), i.e. f(x) est égale a g(x) a
une constante multiplicative prés

l'argument du maximum d’une fonction f est défini par

Arggnea%(f(x) 2 {zex;f(z) > fa), V' € X}

ainsi & € Argmax,ey f(2) réalise le maximum de f, le plus sou-
vent on supposera que ce maximum est unique et on notera & =
Argmax,cx f(x).



divers

A2 B, A est égal & B par définition
| x| partie entiére de x, i.e. inf{n e N:n <z}
A°, complémentaire de I’ensemble A

ssi, si et seulement si

Xk;g:(xk,...,Xg) Sikaeth;¢:®Sik>€
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MODELES DE MARKOV CACHES A
ESPACE D'ETAT FINI

On s’intéresse ici & des variables aléatoires et de processus a valeurs dans
un ensemble fini X'. Cet ensemble est un alphabet. Ansi X = {0, 1,2,3,4,5,6}
est I’alphabet associé au jet d’'un dé, ou bien X = {a, t, g, c} est I’alphabet des
nucléotides utilisé pour I'analyse de séquences d’ADN.

La plupart des résultat des premiéres sections de ce chapitre s’étendent au
cas d’'un espace d’état dénombrable, par exemple X = N.

1.1 Lois et lois conditionnelles

La loi d’une variable aléatoire X & valeurs dans X est une mesure de pro-
babilité sur X — c’est a dire une collection [P(X = z)]zex de nombres positifs
dont la somme est 1 :

P(X=z)€[0,1] et » PX=u).

Naturellement P(X = z) est la probabilité que X = z. Pour tout A C X, la
probabilité pour que X appartienne & A est :

P(XeA)=) P(X=2)=> 1a(x)PX=uz).
€A zEX

On peut voir cette loi comme un vecteur ligne, par exemple :

[P(X=a) P(X=t) P(X=g) P(X=c).

Loi conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans des ensembles finis
X et ), on définit la loi conditionnelle de X sachant Y par :
A PX=zY =y) PX==zY =y)
PX=z|Y =y) = = 1.1
( | ) P(Y =y) Ywex PX=2"Y =y) (1)
pour tout € X et y € X tel que P(Y = y) > 0. On vérifie aisément que pour
tout y, z — P(X = z|Y = y) est une mesure de probabilité sur X.

1
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Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes — noté X 1L Y
— lorsque

PX=z,Y=y)=PX=2)P¥Y=y), VeeX ye).

Si X ALY, alors la loi conditionnelle de X sachant Y est simplement la loi de X,

en effet :

PX=z,Y=y) PX=x)P(Y=
P(Y =y) P(Y =y)

PX=z|Y =y) =

Matrice de probabilités

Une matrice @ = [Q(z, 2)]zex,orex’ indexée par les éléments z et ' d’en-
sembles finis X et X’ est dite de probabilités si elle vérifie :

Q(z,2') €[0,1] et Y Qz,2')=1, Va2 € X'

reX

i.e. ces éléments sont compris entre 0 et 1, la somme des éléments d’'une méme
ligne est égal & 1. Ces matrices sont également appelées matrice de Markov ou
encore matrice de transition. Un exemple de telle matrice est la loi condition-
nelle de X sachant X’

Qz,2")=PX' =2'|X=1).

Formule de Bayes
D’aprés la définition (1.1) de la loi conditionnelle, la loi jointe P(X = z,Y =

y) se décompose en P(X = z|Y = y) P(Y = y) oubien P(Y = y|X = 2) P(X = ),
d’ou la formule de Bayes

P(Y =y X=z)P(X =z)
P(Y =y)
_ P(Y =y X=2)P(X = x)
Ez'ex P(YY =y X=a/)P(X =

PX=z|Y =y) =

)"

Ainsi la loi a posteriori est proportionnelle au produit de la vraisemblance et
de la loi a priori :

PX=z|]Y =y) x P(Y =y X=2)P(X =2x).

1.2 Chaines de Markov

On considére un processus X = (Xj)r>0 & valeurs dans X. La loi de ce
processus est la famille de probabilités P(Xg.x, = xo.x) pour tout k& > 0 et
g, ..., Tr € X. D’une fagon générale, on peut factosriser cette loi de la fagon
suivante :

]P(Xo:k = .’to:k) = ]P(XO = xo) X ]P(Xl = .’£1|X0 = l’o)X
x P(Xg = 22[X0:1 = 70:1) - - P(Xy, = 2% [Xo:k—1 = To:k—1) -



1.2. Chaines de Markov

Ce processus est dit markovien lorsque
P(Xy = 2 Xo:k—1 = To:x—1) = P(Xp = 21| X1 = 2p1)

pour tout & > 0 et xg,...,rr € X. Ainsi la loi d’un tel processus posséde une
structure particuliére :

k
P(Xouk = o:k) = P(Xo = m0) [[P(Xe = 20[Xo—1 = 20-1).
=1

On définit la loi initial de ce processus

>

plx) =P(Xg=1x), Ve e X
et la probabilité de transition

Qa,2') EP(Xy = 2¢[Xe_1 = z¢_1), Va,2' € X

On suppose que la chaine de Markov X = (Xg)r>0 est homogéne, c’est a dire
que @ ne dépend pas de /.

On considére une chaine de Markov X = (X;,)ren & espace d’états X fini'
de loi initiale p et de matrice de transition @ = [Q(x, )] s cx. La chaine X
n’est pas directement observable, elle est dite cachée ou latente. On dispose
d’observations Y = {Yj }ren & valeurs dans un espace d’observation V.

Exemple 1.2.1 On considére le systéme dynamique swivant a valeurs dans X
Xe = frrK—1,Wg), k>1
de loi initiale Xg ~ p, ot (Wg)g>1 est un bruit blanc indépendant de Xo, fi :

X xW = X. Alos (Xo)k>o est une chaine de Markov. Notons d’abord que par
construction Wy, 1L Xo.x_1, alors

I
2
X
;
L
I
&
.?F‘
=

P(Xk = 2x|Xo:k—1 = Zok—1) =

ainsi il s’agit bien d’une chaine de Markov de matrice de transition
Qr(w,2") = P(fu(z,W1) = 2’)

st f = fr ne dépend pas de k, alors cette chaine est homogéne.

ILes éléments de X servent & étiqueter les états de la chaine. En général, il n’y a aucun
sens & effectuer des opérations algébriques sur les éléments de X', comme par exemple de
calculer un état moyen. Le plus simple est de poser X = {1,..., N} ou N = |X]|.
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1.3 Problématique des modéles de Markov cachés (MMC)

On considére une chaine de Markov X = (Xi)kren & espace d’états X fini
de loi initiale p et de matrice de transition @ = [Q(x, )]s cx. La chaine X
n’est pas directement observable, elle est dite cachée ou latente. On dispose
d’observations Y = {Yj}ren & valeurs dans un espace d’observation ). Cet
espace peut étre au plus dénombrable ou continu.

On suppose que les observations sont recueillies au travers d’un canal sans
mémoire, ¢’est-a-dire que, conditionnellement aux états Xg, les observations Yy,
sont mutuellement indépendantes et que chaque observation ne dépend que de
létat Xi. On notera ¥ (x,y) la vraisemblance associée.

Dans le cas dénombrable comme dans le cas continu, les trois problémes
canoniques des modéles de Markov cachés sont :

P1 Etant donnés les paramétres M = (p, Q,v) du modéle, calculer
la vraisemblance d’une suite donnée d’observations Y.,. Ce
point est résolu par ’algorithme “forward” de Baum.

P2 Etant donnés les paramétres M = (p, Q,v) du modéle et une
suite d’observations Yg.x, déterminer la suite d’états Xg. qui
est le plus vraisemblablement a ’origine ces observations Yg..
On peut considérer trois cas :

(i) Destimation de l’état courant X, c’est le probléme de fil-
trage résolu par l'algorithme “forward” de Baum ;

(#) Destimation d’un état intermédiaire X, (pour £ < k), c’est
le probléme de lissage résolu par les algorithmes “forward”
et “backward” de Baum ;

(#ii) Vestimation de la trajectoire compléte Xo.x, ce point est
résolu par ’algorithme de Viterbi.

P3 Etant donnée une suite d’observations Yo.j, déterminer les pa-
ramétres M = (p,Q, %) du modéle dont sont le plus vrai-
semblablement issus ces observations. Ce point est résolu par
I’algorithme de Baum-Welch.

Les bases des modéles de Markov cachés ont été publiées dans une série d’ar-
ticles & la fin des années 1960 et au début des années 1970, autour de Leonard E.
Baum [Baum and Petrie, 1966], [Baum and Eagon, 1967], [Baum and Sell, 1968],
[Baum et al., 1970], et [Baum, 1971].

Ces notes, comme beaucoup d’autres travaux sur les modéles de Markov
cachés, s’appuient sur la présentation faite par [Rabiner and Juang, 1993, Chap.
6]. Ce dernier ouvrage concerne le traitement de la parole qui a été I'un des
premiers domaines d’application des modéles de Markov cachés.

Il existe également des articles de revue [Rabiner, 1989, Poritz, 1988], ainsi
que des monographies [Rabiner and Juang, 1993, Elliott et al., 1995, MacDonald and Zucchini, 1997,
Guttorp, 1995]. Pour 'application de ces modéles en génétique, on pourra consul-
ter [Durbin et al., 1998].

Les formules de re—estimation de Baum—Welsh sont un exemple d’algo-
rithme EM ( Expectation—Mazimization). Cet algorithme a été formulé de fagon
plus ou moins canonique par [Dempster et al., 1977]. Une présentation générale,
comprenant des variantes, se trouve dans [McLachlan and Krishnan, 1997].
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1.4 MMC a espace d’observation au plus dénombrable

Nous supposons ici que ) est un espace au plus dénombrable.

Hypothése 1.4.1 (Canal d’observation sans mémoire) Pour toutk > 1,
zo,..., Tk €X, Yo,..., Yy €YV :
k

P(Yo:x = Yok Xo:k = o) = [ [P(Ve = yel Yo = z0)
=0

Cette hypotheése caractérise la fagon dont la loi des observations dépend de
celle du processus d’état. Précisons maintenant cette dépendance.
Définition 1.4.2 Une matrice ¥ = [{(7,9)]zex, yey € RIFXVI est appelée
matrice de Markov sur X x Y lorsque :
(i) Y(x,y) >0 pour toutx € X, y € Y,

(i4) > ey ¥(z,y) =1 pour tout x € X'
C’est donc une famille de lois de probabilités sur Y indexée par les éléments de
X.

On vérifie aisément que la matrice :

JAN
Tb(fay):P(Yk:ka:x)a £U€X, yey

est de Markov. On suppose donc implicitement que la loi de Y}, sachant X ne
dépend pas de l'instant k. La matrice v est aussi appelée matrice d’émission
ou loi d’émission.

On en déduit le résultat suivant, dont la preuve est laissée en exercice,
Proposition 1.4.3 La loi jointe du couple (X,Y) est entierement caractérisée
par la loi initiale p et la matrice de transition @ de la chaine de Markov X,
ainsi que par la matrice d’émission i, en effet :

k

P(Xo:k = Touk, Yok = Yo:k) = p(20) (w0, y0) [ [ [Qwe-1,20) P(we,ye)] (1.2)
=1

pour tout k € N, zo, ..., x5 € X, yo,...,yx € V. En particulier le couple (X,Y)

est markovien?.

Un modéle de Markov caché (X,Y) a espace d’observation dénombrable est
donc entiérement caractérisé par :

(i) La loi initiale p du processus d’état X :
p(x)éP(onx), reX.
(i) La matrice de transition @ du processus d’état X :
Q(x, ') 2 PXgr1 =2'| X =12), 2,2 € X.
(#i) La matrice d’émission ¢ du processus X sachant le processus Y :
blay) SR(Ye=yXe =), s X, ye Y,

On désigne par M = (p, @, 1) les paramétres du modeéle de Markov caché.

2Le couple (X,Y) ainsi que X sont markoviens mais Y ne l’est pas.
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a. Algorithmes “forward”/"backward” de Baum

On considére un modeéle de Markov caché M = (p,Q, %) a espace d’état
fini X = {1,..., N} et a espace d’observation dénombrable ou continu (dans
ce dernier cas on supposera que Y = R9).

Il s’agit de calculer efficacement la distribution de probabilité de la suite
d’observations Yg.; en fonction des paramétres du modéle M, c’est-a-dire la
fonction de vraisemblance.

D’aprés (1.2), la distribution de probabilité des observations est donnée par

H:D(YO:k = yO:k) = Z IP>(x0:k = xO:IwYO:k: = yO:k)

0. EXFTL

k
= > pl@) (o) [ [Qeer,z0) Y(weyr)]  (1.3)
=1

zo. EXFFL

pour tout k € Net yp,...,yr € Y. Comme nous le verrons a la Remarque 1.4.5,
cette formulation de la loi de Yy est trop cofiteuse.

Algorithme “forward” de Baum

On définit la loi jointe de Y., et Xi :

A
ok (your) = P(Youk = Yosks X = @)
pour k € N, yg,...,yx € YV, ¢ € X, ainsi que la variable “forward” :

pr(2) £ ak(You) (1.4)

pour ke N,z € &.

Théoréme 1.4.4 (Algorithme “forward” de Baum) La suite {pg}ren
des variables forward est solution de l’équation récurrente suivante :

Prt1(T) — Y(x, Yii1) Z Q' z)pr(z'), k>0, z€ X, (1.5a)
r'eX
po(z) «— p(x)(z,Yo), z € X. (1.5b)

Preuve Notons d’abord que
ad(y) =P(Xo = z,Yo = y) = P(Yg = y[Xo = ) P(Xg = z) = ¢(,y) p(x).

Par ailleurs,

of (o) = P(You = Yok, Xi = k)
= Z P(Yo: = Youk, Xo:k—1 = To:k—1, X = T)
To:k—1

Z p(wo) Q(wo, 1) -+ Q(xr—1, k) Y(20,Y0) - - - V( Tk, Y) -

Z0o:k—1
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et donc

k
am:_&l (yO:kJrl) =

= p(x0) Qwo,71) -+ Q(@k Thr1) Y(T0,Y0) - - Y(Ths1, Yns1)

Z0:k

= P(@re1,yen) Y Q@rszirn) Y pxo) Qwo,x1) -+ Q(wh—1,71) X

A X d}(:r()ayo) 1/1(1%791@)
= (@1, Yki) Y Qak, Thi) o, (Your) -

T
On obtient le résultat en remplacant yo.x+1 par Yo.x+1 dans cette derniére
équation. O

Les équations (1.5) s’écrivent également sous forme vectorielle. Il suffit d’in-
troduire la matrice diagonale ¥(y) = diag [1/)(1, Yy, (N, y)], on obtient :

Prt1 — Pk QY(Yry1), k>0,

Po <= p1(Yo).
On peut alors calculer la loi des observations Y., de la fagon suivante :
P(Yo.x = yox) = Z ol (yox) (1.6)

TeX
pour tout k € Net yg,...,yx € V.

Remarque 1.4.5 La formulation (1.3) de la loi des observations Y.y est trop
cotteuse. Pour chacune des |X|Ft1 = N**1 trajectoires xq., possibles de 1’état,
il faut en effet effectuer 2k + 1 produits. La complexité de cette algorithme est
donc en O(k N*). Elle est exponentielle en fonction du nombre k d’observations
et donc impossible & utiliser en pratique.

Chaque itération en temps de ’algorithme (1.5) fait appel & N (2N + 1)
opérations €lémentaires. Ainsi le calcul (1.8) de la loi des observations Y., est
en O(k N?), il est linéaire en fonction du nombre d’observations.

La formulation (1.6) répond donc a la question du probléme P1, en effet la
fonction de vraisemblance associée au modéle M est :

L(M) =Y pila). (L.7)

reX

Filtrage : probléme P2-(i)
D’aprés (1.4), la distribution de probabilité conditionnelle de I’état X;, sa-
chant les observations Yg.; est donnée par :

P(Xg = 2|Youx) = @ (1.8)

> pk(@)

z'eX

pour tout k € N et x € X. Ainsi, py apparait comme une distribution de
probabilité conditionnelle non normalisée.
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Algorithme “backward” de Baum

Soit £ > 1 un instant fixé. Pour tout instant ¢ < k, on introduit la loi
conditionnelle des observations Y, 1., sachant que Xy =z :

N
B (yeri) = P(Yesrne = yer1k/Xe = @)
pour z € X, yoi1,...,Yr € Y, ainsi que la variable “backward” :

ve(w) £ BL(Yernn) (1.9)

pour x € X.

Remarque 1.4.6 Conditionnellement a ’événement {X; = x}, la suite {X,}p>s
est une chaine de Markov de loi initiale :

PXep1 =2'|Xe =2) =Q(z,2'), 2’ € X
et de matrice de transition Q.

Théoréme 1.4.7 (Algorithme “backward” de Baum) La suite vy.; des
variables “backward” est solution de l’équation récurrente rétrograde suivante :

ve(T) — Z Q(z,2") (2", Yos1)ver1(2'), 0< U<k, z€ X, (1.10a)
T'eX

vg(z) — 1, z € X. (1.10b)

Preuve Notons d’abord que pour =k —1,0n a :

B y) = P(Ye=yXp—1 =2)
= Y P(YVp=yXp=2'X_1 =12)
r’'eX
= > P(Yr=ylXp =) P(X), = 2/|[Xp_1 = )
r’'eX
= > ey Qa,)
r’'eX

Ainsi en posant (1.10b), on obtient (1.10a) avec £ = k — 1. D’autre part, il
résulte de la Remarque 1.4.6 et de la Proposition 1.4.3 que :

B, (Wes1k) = P(Yes1k = Yokl Xe = 20)
> P(Yesrk = Yerrm Xesrn = Tegrn, [Xe = 2¢)

Te4+1:k

Z Q(@e, wer1) -+ Qo1 ) Y(Teg1, Yes1) - (T, Yn)

Te+1:k

pour tout ¢ € X, ypi1,-..,Yx € V.
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Ainsi

55;,_7 (Yet1:6) = Z Qze, xoq1) -+ Qre—1,20) Y(@ew1, yet1) - - (ks Yi)

Te41:k

= Z Q@l, woy1) Y(Tos1, Yeya) Z Q@er1, Tev2) -+ QTe—1,20)

(Tet2, Yet2) - (T, Yr)
=3 Qe wo1) (o1, yer) Bot (Veror)

Te41

d’ou le résultat. O

Le systéme (1.10) admet la représentation vectorielle suivante :

Ve = QY(Yep1)veyr, 0 <<k,
Vi <—l

Proposition 1.4.8 On se fize k € N, les équations “forward” (1.5) et “back-
ward” (1.10) sont duales 'une de Uautre :

> po(z)vo(z) = Y pe(@)ve(z) = Y pr(z)

reX reX reX

pour tout 0 < £ < k. Ces quantités sont égales a la vraisemblance L, (M) définie
en (1.7) ainsi qu’a la constante de normalisation qui apparait dans (1.8).

Preuve En utilisant successivement I’équation “backward” (1.10a) et 1’équa-
tion “forward” (1.5a), on obtient :

D op@ve(w) = Y pel) Y Qa, ) veya(a!) (e, Yera)

zeX zeX r'eX

= 3w o) | Y pel@) Q) e (@)

z'eX zeX

= > pen(@)ven ().

z'eX

Proposition 1.4.9 Pour tout £ < k, la distribution de probabilité jointe de X,
et des observations Yo.¢ est donnée par :

P(Xe = 7, Yo = yo.x) = & (vo.0) BE (yer1:5)

pour tout x € X et yo,...,yx € V.
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Preuve

P(X¢ = 20, Yo.0 = Your)
= Z P(Yo.c = yo:0, Xo:x = To:x)

To:0—1
Toqi1:k

= Y plro) Qao, 1) - Qwr—1,2x) (20, y0) - - (i, i)

Zo:0—1
Te+1:k

[ pe0) Qa0 1)+ Qa1 20) w0, yo) -+ e, i)
o [ > Q(wz,xeﬂ)'"Q(xkﬂ,wk)iﬁ(ﬂﬁwhyzﬂ)"'w(%,yk)}

Te+1:k

= o, (Yo:e) BE, Wes1:1) -

Lissage : probléme P2—(ii)

Pour tout ¢ < k, la distribution conditionnelle de I’état X, sachant les
observations Yq.; est donnée par :

P(Xe = 2Yor) = —2F) 04 qu(@) 2 pe(e) vela) (1.11)
(z")
2
pour x € X

La propriété de dualité décrite dans la Proposition 1.4.8 implique que la
constante de normalisation dans (1.11) ne dépend pas de k, en effet :

doaa) = pe(@)vela’) = Y pr(@)

z'eX z'eX z'eX

pour tout 0 < ¢ < k. Cette constante est la vraisemblance (1.7) du modéle.

b. Algorithme de Viterbi

La réponse au probléme P2—(iii) est fournie par un algorithme de pro-
grammation dynamique, 'algorithme de Viterbi, qui permet de maximiser la
distribution de probabilité conditionnelle de la suite des états Xg.g.

D’aprés (1.11) les variables “forward” et “backward” de Baum permettent
seulement de calculer la loi conditionnelle de I’état & un instant donné sachant
les observations :

qe(x) 0 <k

A S SR AR
z'eX

pour tout z € X.

Les états {1,...,N} de la chaine X sont des “étiquettes” et effectuer des
opérations algébriques sur ces valeurs n’a ainsi pas de sens. On ne peut donc
pas utiliser les lois conditionnelles précédentes afin de calculer des statistiques
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comme la moyenne conditionnelle. En revanche, il est possible de calculer des
estimateurs comme [l’estimateur local du mazimum & posteriori® :

Lmap & _ _
Xy = Arg r;lea%(IP’(Xg =z|Youx) = Argr&a;{ qe(z).

Cependant, il peut arriver que la suite XgMAP ainsi générée ne soit pas cohérente

avec le modele : il peut en effet arriver que XyMAP = 2, XpM® = 2/ alors que
Q(z,2") = 0 (i.e. la chaine X ne peut passer, a I'instant ¢, de 'état x a U'état a’).
Pour cette raison, on fait appel a ’estimateur global du maximum a posteriori,
défini par :

XMAF’

A
ok — Arg Iiloafﬂb(XO:k = zo:|Your) - (1.12)

Le calcul efficace de cet estimateur est fourni par un algorithme de program-
mation dynamique, appelé algorithme de Viterbi.

Notons que :
Arg max PXp.x = 20:k|Yo:x = Yo
g max (Xo:k = To.k[Yo:k = Yo:x)

=Arg max PXox = 2ok, Yo = Yo:x)/P(Yo:k = Your)

xo:p EXFHT
= Arg max P(XO:k = xO:kaYO:k = yO:k)
zo.p EXFFL

pour tout k > 0, yo,...,yr € V. Ainsi il est équivalent dans (1.12) de chercher
Pargument du maximum de la loi conditionnelle ou de la la loi jointe. On
introduit :

4

max  P(Xo:p—1 = To:k—1, Xk = @, Yok = Yo:k)
To:ik—1 EXF

5’;2(240«)

pour tout k > 0, xg,...,xx—1,¢ € X, yo,--.,yx € Y. On définit la fonction
valeur :
Wk(l‘) é 5];(Y0;k), k>0, xe X.

Théoréme 1.4.10 (Programmation dynamique) La suite {wg }ren des
fonctions valeur est solution de I’équation non-linéaire récurrente suivante :

Wk+1(w) — 1/)(x7Yk+1) glgfé [Q(IL‘/,Q?) Wk(x/)] y,n20,zeX 7(113)
wo(z) <« plx)d(z,Yo), € X. (1.14)

Preuve D’aprés la Proposition 1.4.3 :

P(Xo:k+1 = Zo:k+1, Y0:kt1 = Y0:kt1)
= p(xo) Q(xo, 1) - - Q(xk, Trt1) (20, Y0) - - Y (Thg1, Yrt1)
= Y(zk+1, Yo+1) Q(@k, Thr1) PXok = ok, Yok = Youk)

3En supposant, comme nous le ferons dans toute cette section, que dans chacun des cas
le maximum est atteint en un point unique.
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pour tout k£ > 0, 2g.x+1, Yo:k+1- On en déduit que :

nax P(Xo:k+1 = Zok+1, Y0rkt1 = Yoik+1) =
0:k—1
= V(@ht1, Ynt1) Q(h, Thg1) 05, (Youk) -

En maximisant cette derniére expression par rapport & xj, on obtient :

k1 _ _ _
Ozp oy (Yoikt1) = max P(Xo:k+1 = o1, Yokt 1 = Yokot1)
00k
= max max P(Xo.x1+1 = Zo:k41, Yo:kt1 = Yo:kt1)
Tk To:k—1

= Y(Th+1, Ykt1) max [Q(xr, Tht1) 07, (Your)]

d’ou le résultat. O

Corollaire 1.4.11 (Algorithme de Viterbi) A un instant k firé, apres
avoir calculer wo.i, on obtient Uestimateur X§'p" par récurrence rétrograde :

XMAP Argrxneagwk(x) (1.15)

puis, pour £ =k —1,...,0 :

XAP — Argmax[Q(z, XIAT) we(w)]. (L.16)

Preuve Parmi toutes les trajectoires qui aboutissent dans I’état =’ a I'instant
{+ 1, la trajectoire de plus grande probabilité est passée dans I'état :

Li(a') £ Argmax[Q(z,a”) w (x)]

a linstant ¢ précédent (en supposant que ce maximum est atteint en un point
unique). En outre, on a nécessairement :

Q(I(2"),z") >0

ce qui garantit que la transition de I'état I,(z’) vers I'état a’ est possible pour
le modéle.

Le trajectoire optimale est alors calculée de la fagon suivante : on remarque
d’abord que

maxP(Xo = zo:x, Yo: = Yo:x) = max max P(Xo.x = To:k, Yo:b = Yo:k)
20:k Tk TOo:k—1

= max 5& (Yo:k) -
Tk

on en déduit (1.15) et de proche en proche (1.16). O
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c. Formules de re-estimation de Baum-Welsh

Il s’agit maintenant de proposer une méthode permettant d’ajuster les pa-
rameétres M = (p, Q, 1) & certains critéres d’optimisation. Le plus courant est
celui de « mieux » correspondre aux observations. Toutefois il n'y a pas de so-
lution générique et réaliste & ce probléme, on peut néanmoins déterminer M
qui maximise localement la fonction de vraisemblance :

A
M — Li(M) = Pm(Yo:r = yo:x)

ou Pp est la probabilité sous laquelle le modéle M est valide.

Il est également possible, si une partie de ces paramétres est connue, de
déterminer les autres par la méme méthode.

La méthode de re—estimation de Baum—Welsh (qui est une forme de 1’algo-
rithme EM) est une procédure de maximisation locale. Afin de déterminer un
maximum local il est possible de faire appel a des algorithmes de type Metro-
polis (et de se confronter a toutes les difficultés de mise en oeuvre). Il existe de
nombreuses alternatives & la méthode de Baum—Welsh, comme les méthodes
de gradient.

Considérons la probabilités de transition £ — z’ sachant le modele M et
Iobservation Yo.x = yo.k :

& o (o) =Pm(Xe = 2, X1 = 2/ [You = you) /
Ce dernier terme peut s’écrire en fonction de o (yo.c) et 85 (yes1:%)

Pam(Xe = 2, Xe41 = 2/, Yo = Yo:k)

¢
Soarlvo) = Py (Yo = yox)
Pym(Xe = 2, Xe41 = 2", Your = Yo:x)
Yzrex PM(Xe = 2, X1 = 7', You = yok)
_ b (yor) Qla, @) (o', yer1) Byt (yuz k)
Zi,a‘:’eX o (yo:e) Q(Z, ') (T, yeg1) ﬁi/ Yyesom)
Posons :

yOk Z@I Yo:k)

' eX

comme v~ (yo.r) = Pv(Xe = 2|Yo.1 = yo:), on a déja vu que :

¢ b (yoe) BE(Yes1n)
o) = S~ (o) B ()

Une sommation en ¢/ = 0 : k — 1 de cette expression donne :

k k
> AViwor) = D PmXe = z[Yor = youx)
=0 =0
k
= ZEM(]-Xg::v‘YO:k = yO:k)
=0

= (Z:l)(g =z

= (#{Z Xe = 2}Yo:x = Yo:x)

YOk—yOk)
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Il s’agit donc de l'estimateur du nombre de transitions issues de = de la suite
Xo:x au vu des observations Yo.x = yo.x-

De méme :
k—1 k—1
Zfi,z/ (yo:e) = ZPM(XZ =2, Xer1 = 2’ |Yo.x = your)
£=0 £=0
k—1
= ZEM(l{xe,le:x/}Wo:k = Yo:k)
=0
k—1
= Em ( Z Lix,—2Xpi1=2'} }Yo:k = yO:k)

=0
= EmH{L=0:k—1: Xy =2,Xe41 =2"}You = you)

est Iestimateur du nombre de transitions z — 2’ de la suite Xg.;, au vu des
observations Yo.x = Yo.k-

Ainsi :
k—1 k—1
Zgﬁ,z’ (yOZk) Z’}/ﬁ(yOk)
=0 £=0

sont des estimateurs respectivement du nombre de transitions z — z’ et du
nombre de transitions issues de x dans la suite Xg.r, fondés sur ’observation
de YO:k: = Yo:k-

On peut alors proposer, partant du modéle M = (p, @, ), les «re—estima-
teurs» suivants :

p(x) =72 (your) , (1.17)
2 / EIZ;(} fz x’ (yO:k)
Q 9 =
() Zi:ol YE(Yo:k)
7 _ Z?:o Ly, —y V5 (Yo:k)

) = : 1.19
Vo) = e o) 8t

(1.18)

En effet il est clair que :

p(x) = estimateur du nombre de d’états x & I'instant initial ¢ = 0,

estimateur du nombre de transitions z — 2’

2 /
Qz,z') = — — :
(2,2) estimateur du nombre de transitions issues de =’
- estimateur du nombre de transitions issues de = et émettant y

1#(95719) =

estimateur du nombre de transitions issues de x

Etant donné le modéle courant M = (p, @, 1), on peut utiliser les formules
(1.17) & (1.19) pour re-estimer le modéle et obtenir M = (p, Q,). Baum et
ses co-hauteurs ont montré que :

— soit le modeéle initial M est un point critique de la fonction de vraisem-

blance :
VMLir(M) = VMmPm(Yor = yo:r) = 0

et alors M = M ;
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— soit le modeéle M est (strictement) plus vraisemblable au sens ot :
L(M) = Pz (Yo = yo:x) > Le(M) = Pm (Yo = yo:r) -

Itérer cette procédure donne un algorithme EM qui permet de déterminer un
maximum local de la fonction de vraisemblance.

1.5 MMC a espace d’'observation continu
. . A d
Nous supposons ici que Y = R?.
Hypothése 1.5.1 (Canal d’observation sans mémoire) Pour toutk > 1,

yl,...7yk6y.'

k

P(Yo.x € dyo.x|Xo:kx = Zo:k) = H]P’(Yz € dye|Xe = x¢)
=0

c¢’est-a-dire 10i(Yo.x|Xo0.x) = 10i(Yo|Xg = 20) ® - - @ loi(Y | Xk = zg).

Définition 1.5.2 Un noyau markovien sur X xR? est une famille ) = {¢(z,-);x €
X} de fonctions R > y +— (x,y) € R telle que :

(z) Y(z,y) >0 pour tout x € X et y € R,
(i) Jpat0(x,y)dy =1 pour tout x € X.

On suppose que la loi conditionnelle de Y} sachant X ne dépend pas de k
et admet une densité, on pose :

P(Yy, € dy|X = ) = ¥(z,y) dy.

On vérifie aisément que ¢(x,y) est bien un noyau gaussien au sens précédent.
On en déduit le résultat suivant, dont la preuve est laissée en exercice,

Proposition 1.5.3 La loi du modéle de Markov caché (X,Y) est entiérement
caractérisée par la loi initiale p et la matrice de transition @ de la chaine de
Markov X, ainsi que par le noyau markovien v, en effet :

k
P(Xo:x = Zoks Your € dyoik) = p(w) ¥(wo,90) [ [ [Qwe—1,20) (e, ye)] dyour
- (1.20)
pour tout k € N, xg,..., 2, € X.
On en déduit la définition suivante :

Définition 1.5.4 (Modéle de Markov caché) Un modéle de Markov caché
(X,Y) a espace d’observation continu est entiérement caractérisé par :

(i) La loi initiale p du processus débat X :

1>

pl)=PXo=2), v € X.
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(4i) La matrice de transition @ du processus d’état X :
Q(x,z") 2 PXgp1 =2'|Xp =2), z,2' € X.
(iii) Le noyau markovien 1 du processus Y sachant le processus X :
P(Yr € dy|Xi = ) = ¢(z,y) dy.

On désigne par M = (p, Q,v) les parametres du modeéle de Markov caché.

a. Algorithmes “forward”/"backward” de Baum

On considére un modeéle de Markov caché M = (p, Q,) a espace d’état
fini X = {1,..., N} et a espace d’observation dénombrable ou continu (dans
ce dernier cas on supposera que ) = R%).

Il s’agit de calculer efficacement la distribution de probabilité de la suite
d’observations Yg.; en fonction des paramétres du modéle M, c’est-a-dire la
fonction de vraisemblance.

On considére I'espace d’observation continu ) = R. D’aprés (1.20), la loi
des observations Yq.; est donnée par

]P)(YOZIC S dyO:k:) =
= P(Xowk = To:k, Yo € dyouk)

ik i
= Zp(fo)ilf(fﬂo,yo) H [Q(xe—1,20) ¥(2e, y0)] dyoun (1.21)
To:k =1

pour tout k£ € N.

La Remarque 1.4.5 est aussi valide dans ce contexte. Les preuves des Théo-
rémes 1.5.5 et 1.5.6, de la Proposition 1.5.7 sont identiques a celles du cas fini
(cf. preuves des Théorémes 1.4.4 et 1.4.7, de la Proposition 1.4.9) et ne seront
donc pas reprises dans ce paragraphe.

Algorithme “forward” de Baum
On introduit la loi jointe de Y., et Xj :
k AN
oy (Yo:x) dyo:r = P(Yo € dyo.i, Xi = )

pour k € N, yg,...,yx € YV, v € X, ainsi que la variable “forward” :

pr(2) = ak(You) (1.22)

pour ke N,z e X.
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Théoréme 1.5.5 (Algorithme “forward” de Baum) La suite {pg}ren
des variables “forward” est solution de l’équation récurrente suivante :

pk+1(m> — 1/J(907Yk+1) Z Q(xlax) pk(.%‘/), n=>0, zed, (1'233’)
r'eX
po(z) — p(x) ¥(z,Yo), x € X. (1.23b)

Comme dans le cas discret, le systéme (1.23) admet un représentation vec-
torielle. Posons 9 (y) 2 diag[¢(1,y),...,9%(N,y)] alors :

Prt1 — Pk QY(Yry1), k>0,
po < pY(Yo).

La loi des observations Y., admet la densité suivante :
P(Yo.x € dyo:x) = [Z alzz(yO:k)] dyo:x; -
TeX

Cette formulation répond donc & la question du probléme P1, en effet la fonc-
tion de vraisemblance associée au modéle M est :

LM =S prl). (1.24)
TEX

La Remarque 1.4.5 est aussi valide dans ce cas.

Filtrage : probléeme P2-(1)

La loi conditionnelle de I’état présent X sachant les observations Yg.x est
donnée par :

P(Xg = z|Youx) = (@) rEX.

)
)

> pila’)

z'eX
Ainsi, p; apparait comme une distribution de probabilité conditionnelle non
normalisée. La constante de normalisation est la vraisemblance (1.24).
Algorithme “backward” de Baum

Soit £ > 1 un instant fixé. Pour tout instant ¢ strictement antérieur a k, on
considére la loi conditionnelle des observations Y11, sachant que X, = x :
Y A
B (Wer1:k) AYer1:x = P(Yep1k € dyeq1k|Xe = )

pour x € X, Yoy1,...,Yr € Y, et la variable “backward” :

V(@) £ BE(Yer1) (1.25)

pour 0 </ < k,xz e X.
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Théoréme 1.5.6 (Algorithme “backward” de Baum) La suite
{Ve}o—o:x des wvariables “backward” est solution de [’équation récurrente
rétrograde suivante :

ve(z) — Z Q(z, 2" ) (2", Yor1)ver1(2'), 0<U <k, ze€ X, (1.26a)
' €X

vg(z) — 1, z€X. (1.26Db)

Le systéme (1.26) s’écrit également sous forme vectorielle :

Ve = QY(Yep1)veyr, 0 <<k,
v 1.

Proposition 1.5.7 Pour tout £ < k, la loi jointe de Xy et Y. est donnée
par :
P(X¢ = 2, Yok € dyo.x) = o (Yo.0) B (Yes1.1) dyor

pour tout x € X.

Lissage : probléme P2—(ii)

Pour tout ¢ < k, la distribution conditionnelle de I’état X, sachant les
observations Yq.; est donnée par :

P(X¢ = z|Yox) = _Ge(@) ol qe(2) = pe(z)ve(z), T € X.

> aa’)

' EX

La propriété de dualité de la Proposition 1.4.8 est également valide dans ce cas.

b. Algorithme de Viterbi

La réponse au probléme P2—(iii) est fournie par un algorithme de pro-
grammation dynamique, Ialgorithme de Viterbi, qui permet de maximiser la
distribution de probabilité conditionnelle de la suite des états Xg.x.

D’apres (1.11) les variables “forward” et “backward” de Baum permettent
seulement de calculer la loi conditionnelle de I’état & un instant donné sachant
les observations :

qe(x) <k

AR SRR
z'eX

pour tout z € X.

Les états {1,..., N} de la chaine X sont des “étiquettes” et effectuer des
opérations algébriques sur ces valeurs n’a ainsi pas de sens. On ne peut donc
pas utiliser les lois conditionnelles précédentes afin de calculer des statistiques
comme la moyenne conditionnelle. En revanche, il est possible de calculer des
estimateurs comme estimateur local du mazimum & posteriori® :

A
XLMap 2 Arggnea;)fp(xé =z|Yo.x) = Arg I{%nea))((%(ﬂi) .

4En supposant, comme nous le ferons dans toute cette section, que dans chacun des cas
le maximum est atteint en un point unique.
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Cependant, il peut arriver que la suite XghAP ainsi générée ne soit pas cohérente
avec le modele : il peut en effet arriver que XpMA" = 2, XpM® = 2/ alors que
Q(z,2") = 0 (i.e. la chaine X ne peut passer, a l’mstant l, de 1 état x a l'état a’).
Pour cette raison, on fait appel a ’estimateur global du maximum a posteriori,
défini par :

XMAP Argmax P(Xo.x = 2o:x|Yo:x) - (1.27)
Z0o:k

Le calcul efficace de cet estimateur est fourni par un algorithme de program-
mation dynamique, appelé algorithme de Viterbi.

La méthode et certains énoncés de résultats sont identiques & ceux du pa-
ragraphe précédent, nous ne contenterons donc d’énoncer les résultats sans les
démontrer.

D’aprés la formule de Bayes, la trajectoire qui maximise la distribution
de probabilité conditionnelle de Xg., sachant les observations Yj.; maximise
également la distribution jointe de Xg.; et des observations Yg.x, c’est a dire :

P(Xo:x = zo:x|Yo:t = Yo:k) IP’(Yo~k € dyo.x) = P(Xo:x = To:k, Yok € dyo:ic)

= p(xo) (2o, Yo H (o1, 20) (22, ye)] dyor

Donc maximiser P(Xo.x = xo.x|Yo:x = Yo:k) €n o est équivalent a maximiser
k
p(z0) ¥(x0,yo) [1,=1[Q(ze—1,7¢) P (20, ye)]. On pose :

k
A
5§k(yo:k): max p(zo) ¥ (o, Yo H (@e—1,w0) Y(2e, yo)]

To:k—1

pour tout k > 0, xx € X, yo,...,yr € V.
La fonction valeur wy, = {wy(z); z € X'} est définie par :

wi () = F(Yor), n>0, z€X.

Théoréme 1.5.8 (Programmation dynamique) La suite {wy}ren est so-
lution de l’équation récurrente suivante :

wirt(z) — ¥(x,Yie1) [21253 Q(x',x)wk(x')] , k>0, z e X, (1.28)
wo(z) «— px)Y(x,Yo), x€ X . (1.29)

On définit :

I (2)) 2 Argmea))({[Q(x,x’) wi(z)], n>0, 2’ € X

(en supposant que le mazimum est atteint en un point unique).
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Corollaire 1.5.9 (Algorithme de Viterbi) La trajectoire optimale aboutit
dans ’état :

XYAP = Arg Max Wi (x) (1.30)

(en supposant que le mazimum est atteint en un point unique) & linstant k.
La trajectoire optimale est passée dans l’état :

XPAP — T (X%, (131)



2

MODELES DE MARKOV CACHES A
ESPACE D'ETAT CONTINU

On dispose d’un couple (X,Y) de variables aléatoires dont la loi jointe est
connue, X désigne I’état d’un systéme non observé et Y 1’observation associée,
comment estimer X a partir de I'observation de Y 7 Ce chapitre a pour but de
répondre a cette question.

Une expérience est dite aléatoire lorsque, répétée dans des conditions iden-
tiques, son issue n’est pas prévisible. On peut donner la liste de tous les résultats
possibles de cette expérience, mais on ne peut pas, parmi ces résultats, lequel
sera obtenu. Une variable aléatoire X est un nombre (un entier, un réel...) ou
une “étiquette” (oui/non, présent/absent/indéterminé, a/t/g/c...) dont la va-
leur dépend d’une expérience aléatoire. La loi de probabilité de la variable X
décrit comment les réalisations de cette variable se répartissent sur les diffé-
rentes valeurs possibles.

L’ensemble X des valeurs que peut prendre une variable aléatoire X est
connu, il est appelé espace d’état ou des réalisations. On distingue deux cas
selon que X est un ensemble discret ou continu. On parlera alors de lois de
probabilité discrétes ou continues.

2.1 Lois, lois conditionnelles et formule de Bayes

On considére une variable aléatoire X a valeurs dans X = R™ (ou dans
un sous—ensemble continu de R™ comme [a, b]™ ou [0, co[™). Le comportement
aléatoire de cette variable est décrit par sa loi, i.e. par 'application

BR") 5 A—P(X € A)

ot B(R™) est la tribu borélienne de R™ (i.e. la tribu engendrée par les ensembles
de la forme [];",]—o00,z;] C R™, cf. Annexe B pour plus de détails). On suppose
ici que les lois de toutes les variables aléatoires admettent des densités, c’est &
dire
P(X € A) 2 / p(X)dX ., VAeBR").
A

La densité (de la loi) d’une variable aléatoire a valeurs dans R™ est une fonction
positive dont l'intégrale sur R™ vaut 1. La loi de X est également déterminée
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par la donnée de la famille d’espérances

B0 2 [ w00pX) X, Ve e Cr)

ot Cp(R™) désigne I'ensemble des fonctions continues et bornées de R™ a valeurs
dans R.

La loi de X est donc entiérement caractérisée par la donnée de P(X € A) pour
tout A € B(R"), ou par la donnée de Ep(X) pour toute fonction continue
bornée, ou bien encore par la donnée de sa densité p(X).

On définit la moyenne de (la loi de) X
E[X] :/ Xp(X)dX e R"”
ainsi que sa matrice de covariance

cov[X] £ E[(X — EX) (X — EX)*] = E[XX*] — [EX] [EX]* € R"*",

Cette matrice est symétrique définie non—négative (cf. Annexe A.1). Dans le
cas scalaire (n = 1), on parle de variance var(X) = E[(X — EX)?] > 0.

Soit (X, Y) un vecteur aléatoire a valeurs dans R” x R? et p(X,Y) sa densité.
La (densité de la) loi marginale de X est la densité :

p(X) = /Rd p(X,Y)dY .

On définit également la covariance croisée

2

cov(X,Y) = E[(X — EX) (Y — EY)*] € R™*%.

On a cov(X,Y) = cov(Y, X)*.

a. Loi conditionnelle

On considére un vecteur aléatoire (X,Y) a valeurs dans R™ x R? : X désigne
létat d’un systéme non observé et Y son observation. La loi jointe p(X,Y) est
donnée. Le but est d’estimer X & partir de I'observation de Y.

Un estimateur est une fonction de ’espace d’observation R? & valeurs dans
Pespace d’état R™. On cherche un estimateur, donc une fonction 1[)(Y) de VY,
qui soit

(i) sans biais : c’est—a—dire
EX—9(Y)] =0, (2.1)
(ii) de variance minimum parmi les estimateurs sans biais : ¢’est-a—dire

EX = (V)= min EX-u(Y)P. (2.2)
sans biais
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On cherche donc, parmi les estimateurs sans biais, celui qui minimise 1’erreur
quadratique. On va montrer que cet estimateur est l'espérance conditionnelle
de X sachant Y.

On introduit la densité (de la loi) conditionnelle de X sachant Y, notée
p(X]Y) et définie par :

apXY)  pXY)
pXIY) = p(Y)  Jon p(X,Y)dX

(2.3)

On vérifie aisément qu’a Y fixé X — p(X|Y) est une densité de probabilité.

Il est important de comprendre que p(X|Y) représente toute l’information sur
X contenue dans Y.

On utilisera la notation p(X|Y = y) pour désigner la loi conditionnelle de
X sachant que Y prend la valeur y, i.e. p(X|Y =y) =p(X,Y =y)/p(Y = y) on
p(X,Y = g) (resp. p(Y = y)) est la densité de probabilité de (X,Y) (resp. Y)
prisen Y = y fixé.

On définit alors ’espérance conditionnelle associée & cette densité condi-
tionnelle

002 [ p00pixiv)ax = e fEORERE oy

en particulier 'espérance conditionnelle de X sachant Y est

E[X|Y] £ / X p(X|Y) dX

Avant de réponde au probléme (2.1)—(2.2) on établit quelques propriétés de
I’espérance conditionnelle.

Proposition 2.1.1 L’espérance conditionnelle est un opérateur linéaire et

E(e(Y)EX|Y]) =E(e(Y)X) , Vo € Cy(R"), (2.5)

en particulier E(E[X|Y]) = E(X).

Preuve On considére un triplet de variables aléatoires (X, Xz, Y) de loi jointe
p(X1,Xa,Y) et deux réels « et (3, alors

E[aX1 +BX2‘Y]:II OéXl +5X2) (X17X2|Y)dX1dX2

= [ [(@Xq + BXz) EELZ2Y) 4%, dX,

= a [ [X; B Xy dX + B [ [ Xo PELZEY) Ay dXs

= a [ Xy ([ BTV dXo) dX + B [ Xo( [ XY dXy) dXs

= a [ X PO dXy + B [ Xo PO dX,

=a [Xip(Xi|Y)dX; + 8 [ Xap(Xa]Y) dXs
— QE[X:|Y] + BE[Xo]Y]
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ce qui montre que l'espérance conditionnelle est un opérateur linéaire. Par
ailleurs

E(e(V)EXY]) = [ @(Y) EX]Y]p(Y)dY
—ffso ) Xp(X|Y) p(Y) dXdY
= [ [o(Y)Xp(X,Y)dXdY
=E(p(Y)X). D

En fait (2.5) est également une définition de lespérance conditionnelle :
E[X|Y] est 'unique fonction de Y telle que (2.5).

Proposition 2.1.2 Pour toutes fonctions 1, w2 continues et bornées

E[p1(X) @2 (Y)[Y] = Elp1 (X)[Y] 2(Y)

notamment E[p2(Y)|Y] = p2(Y).

Preuve

E[p1(X) 2 = [ 1(X) p2(Y) p(X|Y) dX
—f<p1 (X) XIY)dxwz( ). O

On montre maintenant que E[X]Y] est bien la solution du probléme (2.1)—
(2.2). Le fait que E[X|Y] soit sans biais est évident : E[X—E[X|Y]] = E[X-X] =
0. Pour (2.2) on utilise le résultat suivant

Proposition 2.1.3 Pour toute fonction 1 continue et bornée :

E(IX = ¢(Y)[?) = E(X ~ E[X|Y]]*) . (2.6)

Preuve En développant le carré de la norme euclidienne :
E[IX = ¢(Y)|Y] = E[[X = EX]Y] + E[X|Y] = ¢:(Y)*| Y]
=E[IX — EX|Y]]?|Y] + E[|E[X|Y] — o (Y)|*|Y]
+ QIE[(X —EX|YD)* (E[X]Y] = w(Y))|Y] .
Mais, d’aprés la Proposition 2.1.2
E[(X — EX|Y])*" (EX|Y] - %(Y))|Y]
=E[X = EX|V][Y]" ( xm ¥(Y))
et par linéarité E[X — E[X|Y]|Y] = E[X|Y] — E[X|Y] = 0. Ainsi,
E[X = ¢(YV)[|Y] = E[X — EXY]]?[Y] + E[[E[X|Y] = (Y)[?|Y]
> E[[X — EX|Y]P|Y]

En prenant I’espérance dans les deux membres de cette inégalité et en utilisant
la Proposition 2.1.1 on obtient (2.6). a
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La densité conditionnelle vérifie les propriétés suivantes (dont la preuve est
laissée en exercice) :

p(X,Y) = p(X]Y) p(Y), (2.7)
p(X,Y,Z) = p(X]Y,Z) p(Y[Z) p(Z), (2.8)
PX) = fra pOXIY) p(Y) QY . (2.9)
p(X|Z) = fou p(XY,Z) p(Y|Z) dY . (2.10)

b. Indépendance

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ x R? et de loi p(X,Y).
Les variables X et Y sont dites indépendantes, noté X 1LY, lorsque

P(Xe A,Y e B)=P(Xe€ A) xP(Y € B) (2.11)

pour tout A € B(R") et B € B(R?). Une définition équivalente de I'indépen-
dance est

E(e(X) ¢(Y)) = E( (X)) E((Y)) (2.12)

pour tout ¢ € Cp(R™) et ¥ € Cp(RY).
Concernant les densités, X 1L Y est équivalent & une des propriétés sui-
vantes :

(i) p(X,Y) = p(X) p(Y),
(i) p(X|Y) = p(X),
(i2i) p(Y[X) = p(Y).
Il est clair que la premiére de ces propriétés est une simple réécriture de (2.11).
L’équivalence avec les deux autres propriétés est évidente.

Proposition 2.1.4 (i) Soit X LY, alors
E[X|Y] =E[X].
() Soit (X,Y,Z) tel que Y 1L (X,Z), alors que
E[X|Y,Z] = E[X|Z].

La partie (7) signifie simplement que si X 1L Y alors 'observation de Y n’ap-
porte aucune information supplémentaire concernant X. La partie (i) signifie
qu’en conditionnant par un vecteur, on peut retirer du terme de conditionne-
ment les composantes qui n’apportent aucune information (i.e. indépendantes
des autres composantes et de X). La preuve de cette proposition est laissée en
exercice.

c. Formule de Bayes et vraisemblance

La densité jointe p(X,Y) s’écrit donc de deux fagons :
p(X,Y) = p(X[Y) p(Y) = p(Y[X) p(X).

On en déduit la formule de Bayes :
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p(YIX)p(X) _  p(Y[X) p(X)
p(Y) J p(YIX) p(X) dX

p(X|Y) = (2.13)

Cette formule est plus qu’une simple tautologie. Reprenons notre petit pro-
bléme d’estimation : on dispose d’un couple état/observation (X,Y). La loi a
priori de X, i.e. avant observation de Y, est p(X). Aprés observation de Y on
dispose de la loi a posteriori, c’est a dire la loi p(X|Y) de X sachant Y.

La formule de Bayes (2.13) dit simplement qu’a Y fixé, la loi a posteriori
p(X]Y) est égale, & une constante multiplicative prés, au produit de la loi a
priori p(X) et de la vraisemblance p(Y|X),

1

loi a posteriori = ——— X vraisemblance X loi a priori
cte de normalisation

la constante de normalisation est simplement [ p(Y|X) p(X) dX.
On utilise souvent la notation :

P(X[Y) o< p(Y[X) p(X) (2.14)
c’est & dire
loi a posteriori ox vraisemblance X loi a priori

ol  signifie “proportionnel &” (i.e. comme fonction de X, p(X|Y) est propor-
tionnel & p(Y|X) p(X), la constante de proportionnalité ne dépend que de Y).

Il existe donc deux lectures de la densité conditionnelle :

—a'Y fixé, X — p(X]Y) est une densité, i.e. une fonction positive telle que
[ p(X]Y)dX =1.

—aY fixé, X — p(Y|X) est une fonction de vraisemblance, i.e. une fonction
positive telle que si p(Y|X’) > p(Y|X") alors I'observation Y a été plus
vraisemblablement générée par X' que par X”.

L TN
-~ \

Il faut maintenant expliquer en quoi (2.14) nous permet d’avancer dans
notre probléme. On s’intéresse a la loi a posteriori, la formule de Bayes (2.14)
nous dit qu’il suffit de connaitre la loi a priori et la vraisemblance (oublions la
constante de normalisation). Expliquons sur un exemple Uintérét de la formule.

Exemple 2.1.5 On dipose d’une observation Y partielle et bruitée de X donné
par le modéle :

Y = h(X)+V

ot X est de loi a priori p(X) donnée. On suppose que le bruit de mesure Vy, est
N(0,0%1) et qu’il est indépendant de X. On suppose également que la fonction
d’observation h est connue. Il est clair que la vraisemblance est alors :

p(Y|X) o exp ( — ﬁw — h(X)|2) .
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Ainsi d’apres la formule de Bayes (2.14)
POXIY) o exp (= 52 Y — BOOJ) X p(X)

En particulier si p(X) est N'(X, Q) alors
POXIY) ox exp ( — 55 Y — hOOJ) x exp ( —

202

(X=X)"Q™' (X=X)).

1
2
Si h(x) n'est pas linéaire, cette loi n’est pas gaussienne.

Ce qu'il faut comprendre, c’est qu’en pratique il est naturel de se donner la
loi a priori p(X) et la vraisemblance p(Y|X), la formule de Bayes (2.14) permet
alors de calculer la loi a posteriori.

d. Loi gaussienne

Une variable aléatoire & valeurs dans R" suit une loi gaussienne centrée et ré-
duite, notée X ~ N(0,I) (ou I est la matrice identité), lorsque

1 1 2
p(x)zwexp(—§|x| )

Sa moyenne est EX = 0 et sa covariance cov(X) 2 E[(X —
EX) (X —EX)*] = 1.

Un vecteur aléatoire gaussien X & valeurs dans R™ est, par
définition, la transformée linéaire d’un vecteur aléatoire gaus-
sien centré et réduit, ie. X = pu 4+ CX ou X ~ N(0,1). La
moyenne de X est alors E(X) = p, sa covariance est cov(X) =
CC*. On note X ~ N(u,I') ou I' = C C*.

Etant donné un vecteur aléatoire gaussien X ~ N(u,T), si
la matrice I" est inversible alors sa densité est

1 . . o ,
p(X) = D ( _ %(X — )T 1 (X — M)) ) F1G. 2.1: Densité de la normale centrée

ex
(2m)™ det(T) et réduite en dimension 2.

Lorsque I' n’est pas inversible, la loi de X n’admet pas de densité
au sens classique.

De fagon générale la loi d’une variable X est gaussienne si et seulement si
la fonction caractéristique de cette loi est donnée par

Ee!™ X = exp (ir*u — %r*Fr) , VreR"
on i = —1.

Revenons au probléme initial, on considére un vecteur aléatoire gaussien
(X,Y), la loi conditionnelle de X sachant Y est également gaussienne :

Proposition 2.1.6 Soit Z = (é) un vecteur aléatoire gaussien a valeurs dans
R™*? de moyenne Z et de covariance Qz avec :

- X Qxx va)
Z= N/ ’ = * ’
<Y) QZ <Qxy QYY
ot Qyy > 0 alors p(X|Y) est gaussien N(X(Y), R) avec :

X(Y) = X + Qxy Quy (Y=Y), R = Qxx — Qxy Quy Qv -
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Preuve Supposons @z > 0, alors

7\ * —1 =
p%Y)  Tammraa o2 (@-270;'(2-2))

XY = - _
M=) Tomraman P2 (Y =) Quw (Y =Y))
on a
<I —Qxvy Q§¢> 0 < I 0> _ (Qx —Qxy Quy Qvx 0 >
0 I P\ QW Qiy I 0 Qv

donc 1 x det Qz x 1 = det R x det Qyy et aussi
-1 1\ 1 _
( I o) 05! <z —Qxv ny1> _ (R too 1)
—Quy Qv 1 0 I 0 Qv

. 1 I 0\ /R7! 0 I —QXYqul)
be @z _(QWQ;Y I) ( 0 QJ&) (0 I

1

X 1Y) = — e exp { = F (X = X(Y))* R (X = X(V)) } .
p(X1Y) T aer P 2 ( (Y)) ( (Y))

Si QQz n’est pas inversible il est nécessaire de faire appel aux fonctions caracté-

ristiques. O

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire gaussien, on peut vérifier a titre d’exercice
que X LY ssi cov(X,Y) = @xy = 0. Dans le cas gaussien l'indépendance est
donc équivalente & la non—corrélation, ce qui est faux dans le cas général.

Les composantes d'un vecteur aléatoire gaussien X ~ N(u, R) sont gaus-
siennes, i.e. les lois marginales d’une gaussienne sont gaussiennes, et elles sont
indépendantes ssi la matrice R est diagonale.

Attention, si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes alors (X,Y)
n’est pas nécessairement un vecteur aléatoire gaussien. Si X et Y sont des va-
riables aléatoires gaussiennes indépendantes alors (X, Y) est un vecteur aléatoire
gaussien. En revanche, si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes non
corrélées alors (X,Y) n’est pas nécessairement un vecteur aléatoire gaussien.

Considérons un cas bi—-dimensionnel : soient X; et Z indépendants et gaus-
siens. On pose Xy = signe(X;) x |Z|, alors X; et Xg sont gaussiens mais le
vecteur (Xq, X2) ne lest pas. Pour cela il suffit de considérer X; + X5 qui n’est
pas gaussien.

Revenons a la Proposition 2.1.6, dans tous les cas R < Qxx (cf. Annexe A.1
pour une définition de 'inégalité entre matrices symétriques définies positives).
Si X et Y ne sont pas indépendants, i.e. Qxy # 0 alors R < Qxx. Dans ce cas,
le fait d’observer Y permet de réellement affiner la connaissance que l'on a
sur X, en pratique l’ellipse de confiance sur X est strictement plus petite aprés
observation de Y (cf. Annexe A.1).

On note que, dans la Proposition 2.1.6, la covariance conditionnelle R de X
sachant Y ne dépend pas directement de 1’observation Y.
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e. Loi multinomiale

Dans ce cours on ne sera amené a considérer des variables
a discrétes X prenant un nombre N fini de valeurs £* de R™,
1<i<N,avec P(X =¢%) = w'. La “densité” de X est alors*

N
p(X) = Zw dei (X) (2.15)

avec £ € R, w' > 0, Zf;l w' =1 ou i (X) désigne la mesure
de Dirac en &'. Ainsi, pour tout A C R" et toute fonction ¢ :

N N
Ep(X) = Zw p(€), P(Xed)= Zw 14(€").

Supposons que 'on tire r “particules”, c’est a dire les points
&% selon la loi (2.15) : on obtient ry fois la particule &', ry fois FIG. 2.2: Repré]sventa‘tion d’une lov dis-
la particule £2, ainsi de suite. Ainsi le vecteur r = ry.x suit une créte p(X) = > ;7 w' d¢i (X).

loi appelée multinomiale, notée M(r,w!,... ,wV), telle que
N Ty .
]P’(I’LN = 7‘1‘N) = rl Hi:l [wm]! siryt-- TN =T,
' ’ 0 sinon.

C’est la loi du tirage de r boules avec remise dans une urne contenant N boules
numérotées. La proportion de boules ¢ est w’. Le nombre de boules ¢ tirées est
ri.

2.2 Chaines de Markov

Un processus stochastique, ou aléatoire, (Xj)r>0 & valeurs dans R™ est une
suite de variables aléatoires a valeurs dans R™. On utilisera la notation

Xo:k = [Xoy -, Xi] -

La loi du processus (Xj)r>o0 est la donnée des lois p(Xo.;) pour tout k.
Par définition de la loi conditionnelle (cf. Equations (2.7) et (2.8)) :

P(Xo:x) = p(Xo) p(X1[Xo) p(Xa|Xo:1) - - - p(Xk [ Xo:1—1) (2.16)

Deux processus (Xg)k>0 €t (Yi)g>0 sont dits indépendants si Xo.x L Yo, pour
tout k.

Un processus (Xj)r>o0 & valeurs dans R™ est appelé chaine de Markov (ou
processus de Markov) s'il satisfait a la propriété de Markov suivante :

p(Xk+1|X0:k) = p(Xk+1|Xk) Vk Z 0 (217)

1C’est un abus de notation, la mesure de Dirac d¢ est une mesure de probabilité qui n’ad-
met pas de densité. Par définition fA 0¢(X)dX = 1si & € A, 0 sinon ; de maniére équivalente
J@(X) 8¢ (X) dX = p(€).
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qui peut se lire de la fagon suivante : «le futur conditionné par le passé est le
future conditionné par le présent.»
La propriété (2.17) utilisée dans (2.16) conduit a :

k
p(Xox) = p(Xo) ] p(XelXe-1)
=1

On en déduit que la loi d’un processus de Markov est entiérement caractérisée
par sa loi initiale p(Xo) et sa loi de transition p(Xe|Xe—1) :

P(Xg[Xk—1)

Chapman—Kolmogorov

p(Xo) = -+ = p(Xg-1)

p(X)

La loi de transition détermine 1’évolution de la loi de la variable X;. En
effet, la densité p(Xy) se calcule a partir de p(Xx—1) a l'aide I’équation de
Chapman—-Kolmogorov

p(Xk) = /np(xkp(k—l) P(Xp—1) dXp—1 (2.18)

qui est exactement la propriété (2.9). On peut itérer cette équation pour cal-
culer p(Xg) a partir de p(Xi—_¢), on obtient

n

p(Xg) = / dXp—1 p(Xg|Xg—1) - - / AXp—e P(Xp—e41|Xk—r) P(Xp—p) -

Exemple 2.2.1 (bruit blanc) Un processus (Xg)r>0 sera appelé bruit blanc
s’il s’agit d’une suite de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle,
i.e., pour tout k, les variables Xg, X1, ..., Xy sont indépendantes et EX;, = 0.
Il s’agit bien d’un cas (trés) particulier de processus de Markov puisque par
indépendance p(Xg|Xo:k—1) = p(Xk). Si de plus ce processus est gaussien, on
parlera de bruit blanc gaussien.

Exemple 2.2.2 On considére l’équation récursive

X1 = fr(Ki, Wy)

ot Xg et (Wg)k>0 sont indépendants, (W) k>0 est un bruit blanc Wy, ~ g (w) dw.

Pour tout k, Xo.x—1 est une fonction de Xy et Wy.x—s, il est ainsi in-
dépendant de Wi_1. Comme X = fr—1(Xgp—1,Wi_1), donc p(Xg|Xo.x—1) =
p(Xk|Xk—1). Il s’agit donc bien d’un processus de Markov. La loi de transition
se calcule de la fagon suivante

Elp(Xi)[Xi—1] = E[p(fr—1(Xp—1, Wi—1))[Xjp—1]
= [ o(fr-1(Xe—1,w)) gx—1(w) dw
= [ [ (&) 05, Xuorw)(&) d€ g1 (w) dw
= [0&) [ 051 xp_r,w)(§) r—1(w) dw dE
= [ 0(Xe) [ 05 0xs.0) (Xa) @1 (w) dw dX,

donc
P(Xg|Xp—1) = /dfk,l(xk,l,w)(xk)Qk—l(w) dw.
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- - _— _—

partie cachée

Q&
S

F1G. 2.3: Hypothése de canal sans mémoire

Dans le cas d’un bruit additif, fr—1(z,w) = fr_1(x) +w, on obtient une for-
mulation explicite de la loi de transition

PXklXi—1) = qe—1(X = fr-1(Xe-1)) -
Si de plus Wy, ~ N(0,0%,I) on a

P(Xg|Xp—1) o< exp(— 2 Xk = fr—1(Xe=1)[?) -

2.3 Modéle de Markov caché a espace d’état continu

Un systéme & espace d’état est un couple de processus : d’une part un
processus d’état (Xj)r>0 et d’autre part un processus d’observation (Yg)g>1.
On suppose qu’on ne dispose pas d’observation a l'instant & = 0. Le processus
d’état est une chaine de Markov de loi initiale p(Xg) et de loi de transition
p(Xg|Xk—1). Le lien processus d’observation/processus d’état est régi par une
hypothése de canal sans mémoire (cf. Fig. 2.3) : conditionnellement a létat, les
observations sont indépendantes, c’est a dire

k
p(Y1rlXox) = [ p(YelX0) (2.19)
=1

o p(Y¢|X,) désigne la fonction de vraisemblance locale.

Sous les hypothéses de Markov (2.17) et de canal sans mémoire (2.19), ce
modele est déterminé par la donnée de la loi initiale p(Xp), de loi de transition
p(Xi|Xk—1) et de la fonction de vraisemblance p(Yy|Xg). En effet la loi du
systéme est

P(Xo:k, Y1:k) = (Y16 Xoik) p(Xo:k)
et d’apreés les propriétés (2.17) et (2.19)

k
p(Xok, Yiuk) = H (XelXe—1) p(Ye|Xe) -

Exemple 2.3.1 (systéme non linéaire a espace d’état) On considére le
systeme

X1 = fr(Xi, W)
Y = hi(Xg) + Vi
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ot Xg, Wy, Vi sont indépendants et
Wi~ p(Wi) = g (W) Vi ~p(Vi) = ¢ (Vi)

On a déja vu que (Xg)rp>o est markovien et on a une expression de la loi de
transition. Calculons maintenant la fonction de vraisemblance locale

Elp(Yr)[Xk] = Elp(hr(Xk) + Vi) [X]
= [ o(he(Xk) +v) g\ (v) dv
= [ o) ! (y — he(Xi)) dy

donc

P(YkXi) = q (Yi — hi(Xi))

Dans le cas particulier Vi, ~ N(0,0% I) on a
p(Yk|Xk) X exp ( — ﬁ|Yk — hk(Xk)|2) .
Exemple 2.3.2 (systéme a espace d’état : cas linéaire/gaussien)

Xi+1 = Fi X + fro + G Wy, Xo ~ N (Xo, Qo)
Y =Hp X+ hi + Vi

ot Xo, Wy, Vi sont indépendants et Wy, ~ N(0,Q\), Vi ~ N(0,QY), alors

P(Xe[Xe—1) = N(Fp—1 X1 + fr1,Gr-1 QF Gi_y)
p(Ye|Xk) = N(Hp X, + hi,, QY)

Le processus état/observation est gaussien car, pour tout k, (Xo., Y1.x) est
gaussien comme transformée linéaire du vecteur aléatoire gaussien (Xo, Wo.x—1, V1.x)-

2.4 Formule de Bayes récursive (filtre bayésien)

On considére un systéme a espace d’état (X, Yi)r>o de loi initiale p(Xo), de
loi de transition p(Xj|Xg—_1) et de fonction de vraisemblance locale p(Yg|Xg).
On fait les hypothéses de Markov (2.17) et de canal sans mémoire (2.19).

Le probléme est d’estimer Xj en se fondant sur les connaissances a priori et
sur les observations Yy, ..., Y. La plupart des applications sont en temps réel,
ce probléme d’estimation doit donc étre résolu de facon récursive en traitant
les observations au fur et & mesure de leur disponibilité.

D’aprés le chapitre précédent, on sait qu’il s’agit donc de déterminer la
densité conditionnelle p(Xg|Y1.x), appelée filtre. On sera également amené a
déterminer le filtre prédit p(Xg|Y1.6-1)-

Ce calcul se fait de facon récursive selon le schéma classique en deux étapes :
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Y
|
(K1Y ) prédiction (e Y ) correction (X Y1)
_— _
k—1|Y1:k—1 p(%e[Xe1) P(Ak|Y1:k—1 (Y2 [Xe) PRk Y1:k

Fi1G. 2.4: Décomposition d’une itération du filtre non linéaire optimal en une
étape de prédiction, faisant intervenir la loi de transition, et une étape de cor-
rection faisant intervenir la nouvelle observation et la fonction vraisemblance
locale associée.

Proposition 2.4.1 (filtre non linéaire optimal) Le filtre se calcule de
fagon récursive en deux étapes (cf. F1G. 2.4). Le filtre prédit p(Xg|Y1.k—1)
a Uétape k se déduit du filtre p(Xg—1|Y1.x—1) @ Uétape k selon la formule de
prédiction

%l Y11) = / P%elXt—1) Pk Y1) X1 - (2.20)

Le filtre p(Xg|Y1.1) @ Uétape k se déduit du filtre prédit p(Xg|Y1.6—1) @ U'étape
k selon la formule de correction

p(YiXe) p(Xe|Y1:k-1)

XY .
(k| lk fRn Yk‘xk (Xk|Y1:k—1)ka

(2.21)

Preuve

Etape de prédiction

La premiére étape est une simple application de I’équation de Chapman-—
Kolmogorov (2.18)

PXkY1:k—1) = [ P(Xe|Xi—1, Y1—1) PXp—1[Y1:p-1) dXp—1
= [ p(Xe[Xe—1) P(Xp—1[Y1:—1) dXp—1 .

L’étape sera démontrée si 'on vérifie que p(Xg|Xk—1, Y1:6-1) = p(Xi|Xg—1)-

Xk, Xp—1, Y1:h—1)
Xl Xi—1, Y1:p-1) =
POk X1, Y1) P(Xp—1,Y1:r-1)

_ JdXo--- [ dXp_2 p(Xo:ks Y1:e—1)
JdXo--- [ dXp—2 p(Xo:k—1, Y1:6—1)
_ [dXo--- [ dXp_2 p(Xo) TI5Z 1p(xe|Xz 1) P(Ye|Xe) p(Xpe|Xp—1)
JdXo -+ [ dXg—2 p(Xo) He L p(Xe|Xe—1) p(Ye|Xe)
= p(Xp[Xp-1) -
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Etape de correction

D’aprés la formule de Bayes on a les deux décompositions suivantes

P(Xo:ks Y1) = P(Xok| Y1:k) P(Y1:k)
= p(Xo:k|Y1:k) DY |Y1:k—1) P(Y1:6-1)

et

P(Xo:k, Yi:k) = DY Xo0:ks Yiik—1) D(Xosks Y1:k—1)
= p(Yi|X) p(Xo:k|Y1:k—1) P(Y1:6—1) -

Ainsi, aprés simplification par p(Y1.x—1), on obtient :
PXo:k[Y1:6) P(Yk|Y1:-1) = p(Yi|Xk) p(Xo:k[Y1:k—1)
en intégrant chacun des membres de cette égalité en f . f dXp._1, on obtient
PXelY1:k) (Y Y1—1) = (Y5 Xk) DX Y1:0-1)

donc

P(Ye|Xg) p(Xg|Y1:6-1)

P(Ye|Yir-1)
_ P(YelXk) p(Xe[Y1:6-1)
(Y Xk, Yig—1) p(Xk|Yig—1) dXp,
_ P(Yr|Xe) p(Xe|Y1:6-1)
(YRl Xk) p(XkY1ie—1) dXp

p(Xe|Y1) =

O

Maintenant que les équations du filtre non linéaire “optimal” sont établies,
que faire en pratique? Deux cas se dégagent selon que l'on puisse ou non
résoudre explicitement les équations (2.20)—(2.21).

Ces équations admettent une solution explicite dans le cas linéaire/gaussien.
On obtient alors le filtre de Kalman—Bucy.

Dans le cas non linéaire ces équations n’admettent en général pas de solution
explicite. Il est donc nécessaire de faire appel a des techniques d’approximation.
La premiére idée développée a été de linéariser le systéme autour de I'estimée
courante : c’est I'idée du filtre de Kalman étendu. C’est une technique qui
présente de nombreux avantages mais, d’une part, elle ne donne pas de résultat
satisfaisant dans tous les cas et, d’autre part, il n’existe pas dans ce cas de
résultat de convergence.

Une autre approche, qui ne sera pas présentée ici, consiste a résoudre ’équa-
tion de prédiction a ’aide de schémas d’approximation numérique comme les
différences finies. C’est une technique assez lourde qui s’appuie sur une discré-
tisation contraignante de l’espace d’état.

Enfin, depuis une dizaine d’années, les méthodes d’approximation particu-
laire connaissent un développement important. Ces techniques sont simples &
mettre en ceuvre et robustes en pratique.
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FILTRE DE KALMAN ET
EXTENSIONS

Rudolph E. Kalman a publié ses travaux sur le filtrage linéaire dans les
années 60, voir [Kalman, 1960, Kalman and Bucy, 1961]. De nombreux livres
détaillent ses travaux ainsi que le filtre de Kalman étendu, voir par exemple
[Gelb, 1974], [Anderson and Moore, 1978] et [Maybeck, 1979]. Un site proposé
par Greg Welch (http://www.cs.unc.edu/ welch/kalman/) est dédié¢ a Ru-
dolph E. Kalman et au filtrage.

3.1 Systéme linéaire gaussien

On considére un modéle linéaire et gaussien :

X1 = Fi Xpo + fr + G Wy, k>0, (3.1)
Y = Hp X + h + Vi, k>1 (3.2)

ol XO ~ N(XO,QO), Wk ~ N(O,Q\IQ/), Vk ~ N(O,QX), XQ7 Wk et Vk sont
indépendants. On suppose que QX > 0.

La sortie du systéme (3.1)-(3.2) est gaussienne, la loi conditionnelle de
X sachant Yq.; (ou sachant Yi.x_1) est donc également gaussienne. On pose
p(Xk‘lek) = /\/'(Xk,Rk) et p(xlekal) - J\/(Xk_,Rk_) avec .

)A(k = E[Xk‘lek] , Rk - E[(Xk - >A<k) (Xk - Xk)*] )

Xp- = EXg[Y1:5-1], Ry = E[(X), — Xj=) (Xp — Xp=)"] -
On note (et on vérifiera) que les covariances Ry—, Ry sont déterministes.

L’idée est toujours la méme. On détermine p(Xg|Y1.x) & partir de p(Xg—1]Y1:6-1)
en deux étapes. Pour la prédiction : on calcule p(Xg|Y1.x—1) & laide de I’équa-

tion d’état. Pour la correction : on corrige la prédiction en tenant compte de
la nouvelle observation Yj et de ’équation d’observation.
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3.2 Processus innovation

Un point important est de déterminer ce que la nouvelle observation Yy
apporte de nouveau par rapport aux observations passées Yi.p_1 7 La réponse
est donnée par le processus innovation (cf. Fig. 3.1) :

A 0 < A
vV = Yk — ka ou ka = ]E[Yk|Y1:k_1] (33)

Proposition 3.2.1 L’nnovation s’exprime de la fagon suivante :
v =Yg — (Hk )A(; + hk) . (34)

Elle forme une suite indépendante de variables aléatoires de loi vy ~ N (0, Q%)
avec

Qy = Hy R H} + Q) (3.5)

et Vi A1 Yl:k—l'

Preuve Par définition

nouvelle observation Y,

4. v =Y — E[Yi|Y14-1]
: =Yi — (He EXp|Y1—1] + hie + E[Vi|Y1-1]) -

A

innovation V. p Yk observation prédite

‘ Par indépendance, E[Vg|Y1.x-1] = E[Vi] =0, d’ou (3.4).

Pour vérifier les autres points il suffit de noter que

H_, v =Yy — (Hi Xg- + hi) = Hy (X — Xp=) + Vi
espace engendré par les observations passées

et que

Fia. 3.1: Le processus innovation : l’in-

E[(Xs — X-) vi] = Ry Hj..
formation “fraiche” contenue dans Y. (% k=) vil Rk

Ainsi les informations contenues dans {Y1.5—1 Y} et dans {Y;.,_1 14} sont
identiques. De plus v 1L Yi.x_1, cela signifie donc que v est I'information
“fraiche” contenue dans Yy, i.e. I'information concernant X; contenue dans Yy,
qui n’est pas déja contenue dans Yq.;_1.
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Proposition 3.3.1 La loi conditionnelle de Xy, sachant Y. (resp. de Xy, sa-
chant Y1.5_1) est gaussienne N'(Xy, R) (resp. N'(Xj—, Ri—)) ot les espéran-
ces/covariances conditionnelles sont calculées récursivement o laide du fil-
trage de Kalman :

initialisation

Xo = Xo = E[Xo], Ry = Qo = cov(Xo), (3.6)
prédiction

Xy = Fro1 Xg—1 + fre1, (3.7)

Ry = Fy—1 R Fy_1+Gra Q\I:v—l Gi-1>

correction
Ky = Ry Hj [Hy Ry~ Hi + Q)] (3.9)
)A(k Z)A(k— + Ky, [Yk—(Hka— +hk)], (3.10)
Ry = [I — Ky Hi] Ry- . (3.11)

Le terme Ky, est appelé gain.

Pour assurer que ce filtre soit bien défini on suppose que QY > 0, ainsi
Hy, Ry~ Hi + QY 2 Q) >0

et le systéme linéaire apparaissant dans (3.9) est bien posé. On peut noter que
les covariances ne dépendent pas des observations. Enfin le filtre de Kalman
est & la fois un théoréme et un algorithme.

Preuve L’initialisation (3.6) est évidente. On prouve I’étape de prédiction.
Le vecteur (X, Y1.5,—1) est gaussien, la loi conditionnelle de X}, sachant Y.,
est donc gaussienne. Notons Xj- sa moyenne et Rj;- sa covariance. On a
Xy = E[Xi|Y1n-1]
= F 1 EXg Y1) + fro1 + Gro1 E[We 1 Y11]
Comme E[X;—1|Y1.6-1] = Xi_1 et E[Wg_1|Y1.5-1] = 0 on en déduit (3.7) d’une

part et . .
X = Xg= = Fo—1 (Xp—1 — Xp—1) + Grom1 Wiy

d’autre part, d’oul
R =E[(Xs — Xp-) (Xp — Xp-)*]
= B[(Fr1 (Xp—1 = Xp1) + Gooa Wia) (17 )]
= Fk‘—l Rk—l F]:—l + Gk—l Q\k/:v—l G;::—l .
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En effet (Xj —Xz) L Wy, done E[(Xj_1 —Xg_1) Wi_,] = 0. Ce qui prouve (3.8).
On démontre les équations de 1’étape de correction. Le vecteur (Xj, Y1.x) est
gaussien, la loi conditionnelle de X sachant Y., I’est donc également. Notons
X sa moyenne et Ry sa covariance. On a
X = EXp | Y1l = X +EXp — Xp— | Y]
D’aprés la définition de I'innovation (cf. § 3.2)
EXy — Xg- | Yia] = E[Xp — Xp— | Yoot 2]
en utilisant la Proposition 2.1.4 (i), comme Y151 L (Xg — Xj—, %) on a
EXp — X | Yiro1,v] = E[Xg — Xi | vi] .
Ainsi
Xk = )A(kf +E[X;€ — in ‘ l/k}
et
Xp = Xp = (Xp — X ) — (X — Xpom)
= (X = Xp-) — E[Xp — Xy | v

On calcule maintenant la moyenne et covariance de (X — )A(kf)|1/k. Le vecteur
(Xx — Xp—, vg) est gaussien, centré de covariance
( R, — R,_ Hj )
HyR,—  HpR,— H}+QY )~
D’aprés la Proposition 2.1.6, la loi conditionnelle de X; — )A(,r sachant vy est

gaussienne dont la moyenne et la covariance sont données par

Xi = Xy + Ry~ Hj; [Hy, R Hyi + QY] v,
Ry = Ry — Ry~ Hj [Hy Ry H} + QY]™" Hy Ry, .

O
3.4 Systéme conditionnellement linéaire/gaussien
On considére un modéle conditionnellement linéaire/gaussien
X1 = Fk(Y) Xk +fk(Y)+Gk(Y) Wy, k>0, (312)

ou XO ~ N(Xo,Qo), Wk ~ /\/‘(O,QZV), Vk ~ J\/‘(O,Q\k/), Xo, Wk et Vk; sont
indépendants. On suppose que QX > 0.

Ici on suppose que les coefficients Fi(Y), fx(Y), Gp(Y), Hp(Y) et hi(Y)
dépendent de Yq.p_1.
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72 initi@lisation
Xo < Xo
Ro < Qo
% itérations
pour £k =1,2.3... faire
% prédiction
Xy — Fro1 Xp—1 + fr—1
R, «— Fy 1 Ry 1 Ff  + G QY Gy
% correction
Ky, — Ry~ H} [Hy Ry- Hi + QY] % gain
Xiy = X + K [Yr — (H Xp— + hy;)]
Rk — [I— Kka] Rk*

fin pour

Avc. 1: Filtre de Kalman pour le systéme linéaire/gaussien (3.1)-(3.2).

La sortie (Xg, Yi) du systéme n’est pas gaussienne, mais conditionnellement
a (Yi)k>1 le processus (Xi)g>0 est gaussien. Ainsi on a toujours p(Xg|Y1.5) =
N(Xk, Rk) et p(Xk|Y1;k_1) = N(Xk—,ka) avec :

Xi, = E[Xg| Y1), R = E[(Xg — Xi) (Xi — Xi)*[Y11]
X = EXp| Y11, Ry- = E[(Xk — Xp-) (X = Xp=)*[Viak-1] -

Les matrices de covariance R;—, Ry dépendent maintenant des observations.
En utilisant les mémes arguments que ceux de la section précédente on
obtient le méme type d’algorithme (cf. ALG. 2).

‘73 initi@lisation
Xo < Xo
Ry — Qo
% itérations
pour k=1,2.3... faire
’ prédiction
Xy — Fr1(Y) Xp—1 + fr—1(Y)
Ry — Fio1(Y) Ri—1 Fia (Y)* + Gra (Y) Q) Gr—a ()
% correction
Ky — Ry Hp(Y)* [Hp(Y) Ry- Hi.(Y)* + QY] % gain
Xi = Xp— + K [Yr — (Hk(Y) Xg- + he(Y))]
Rk — [I — Kk Hk(Y)] Rk—

fin pour

ALG. 2: Filtre de Kalman dans le cas du systéme conditionnellement li-
néaire/gaussien (3.12)-(3.13).
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3.5 Filtres non linéaires approchés

Considérons un systéme non linéaire

Xk41 = f(Xk) A g(Xk) Wy, (314)
Y, = h(X}c) + Vi . (315)

On suppose que E[Wj] = 0, cov|W;] = QY, E[Vi] = 0, cov[Vy] = QY, et que
Wy, Vi, Xg sont indépendants.

Le filtre optimal donné & la proposition 2.4.1 ne peut pas se résoudre ex-
plicitement comme dans le cas linéaire/gaussien. L’idée du filtre de Kalman
étendu est de linéariser le systéme (3.14)—(3.15) autour de lestimée courante
et d’appliquer la technique du filtre de Kalman.

a. Filtre de Kalman étendu
Pour l'initialisation on pose
Xo = E[Xo], Ro = cov(Xo). (3.16)

Notons que Xg n’est pas nécessairement gaussien.
Pour la phase de prédiction, on linéarise I’équation d’état autour de Xi_1 :

Xe = f(Xp—1) + g(Xp—1) Wi_1
~ f(Xp_1) 4+ Fro1 (Xe—1 — Xi—1) + Gy Wi
ou
Fo. 2 Vf(Xe-1), Grr 2 9(Xp—1) -
Ainsi
X = EXp|Y1p-1]

~ B[ (Xe—1)[Y1ko1] + Feo1 EXp—1 — X1 |Y1ip_1]
+ Gro1 EWg—1]Y1,-1]

= [(Xe-1).
La covariance prédite est donnée par
Ry = B[(Xg — K= ) (X — Xp-)*]
~ Fj_y Rie1 Fro1 + Goo1 Q)1 Gy -

Notons que les matrices de covariances dépendent des observations.
Pour la phase de correction, on linéaire '’équation d’observation autour de
I’estimée courante, c’est & dire X;—, on obtient
Yi = h(Xg) + Vi
>~ h(Xg-) + Hi (Xg — Xp-) + Vi,
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ou Hy, 2 Vh(Xk_). En appliquant le filtre de Kalman on obtient

Ky = Ry~ H} [Hy Ry- Hf + QY]
Xi = Xp + Ky, [Yr — h(X-)]
Ry, = [I — Ki, Hy) Ry .

En résumé on obtient I'algorithme 3.

% initialisation
Xo + Xo
Ry — Qo
% itérations
pour k=1,2.3... faire
% prédiction
Fk—l - Yf(xk—l)
Xp — f(Xe-1)
R, « Fx 1Ry 1 Ff_ | +Gr1 QY Gi_,
% correction
Hy, — Vh(Xy-)
Ky« Ry~ H}; [Hy Ry~ Hy + QY] % gain
Xg — Xp— + K, [Yr — h(Xp-)]
Rk S [I— Kka.] Rk:_

fin pour

Ava. 3: Filtre de Kalman étendu pour le systéme non-linéaire (3.14)—(3.15).

b. Filtre de Kalman inodore (Unscented Kalman filter)

Le but ici est de se passer des calculs de gradient qui apparaissent dans le
filtre de Kalman étendue. On fait pour cela appel & des formules de quadra-
ture. Cette idée a été introduite par Julier & Uhlmann vers la fin des années
90, voir [Julier and Uhlmann, 1996, Julier and Uhlmann, 1997, Julier et al., 2000,
Julier and Uhlmann, 2004].

On définit une transformée “inodore” (“unscented transform”) : supposons
que I'on dispose d’une formule de quadrature au second ordre (w?, 2%);—1.5 pour
X, c’est & dire qu’il existe des poids positifs w'? et des points z'V de R™ —
appelés o-points — tels que :

N N
Zwi ' =EX et Zwi (z° — EX) (z° — EX)* = cov(X) (3.17)
i=1 i=1
alors (w',y%)i=1.n avec y* = f(z*) sont une formule de quadrature pour Y =

F(X), ie.
N N
S Wiyt =EY et Y W' (y —EY)(y' —EY)* = cov(Y).
i=1

=1
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Attention, ici les poids w® € R peuvent étre négatif, la seule condition est que
Ywt =1

Le probléme est de choisir les o-points. Les auteurs proposent le choix
suivant :

2t —E(X) + [/ (n+ ) cov(X)], W' _1 i=1---n

-
2(d+ \)
. . 1
4 RB(X) — [/(n + N cov(X)] i+n = 1...
g —EX) = [V(n+ A cov(X)],  w <—2(n+)\) i n
A
2n+1 E(X 2n+1
v —EX) “ T

ot N =2n+1et A € R est un paramétre d’échelle que 1'on peut librement
choisir. En pratique, le choix n + A = 3 correspondant au cas gaussien semble
étre judicieux.

L’itération k — 1 — k devient :

or_1 = (wi_,, 2t ) o—points pour N'(Xp_1, Re_1)

)A(kf = Z w;i_l fk(x;c—l)

Ok—1

Bie- = Z wh_y [fe(zh_1) = X ] [fu(ah_1) — Xe-]" + Q)Y

Ok—1

o) = (wi_,xi_) o-points pour N'(Xy—, Ry-)

Ve = Zw,i, hy(zh)

Se- = 3 wh [l ) = Vi | () = Vi " + QY
Up- = > wh [2h = X ] [a(}-) = Vi )"

Xi = Xy + Up- [Sp-] 7 Y5 — Y]

Ri = Ry- — Up- [Sp-] 7" U1

3.6 Remarque

Il existe de nombreuses approximations adaptations des filtres du type Kal-
man étendu, voir [Gelb, 1974, Anderson and Moore, 1978, Maybeck, 1979].

Une des plus intéressantes est la notion de filtre de Kalman d’ensembe (“en-
semble Kalman filter”) proposé par [Evensen, 1994] dans le cadre de I’assimila-
tion de données. Dans ce cadre la dimension n de I’espace d’état est trés grande,
trop grande pour stocker les matrices de covariance en mémoire et pour inver-
ser la matrice Hy P,—- H}} + QX- L’auteur propose alors une méthode originale
pour résoudre ce probléme a l'aide de méthodes de quadrature de type Monte
Carlo (voir la section §4.1). Voir [Ghil, 2000, Pham, 2001, Burgers et al., 1998,
Evensen, 2004] pour plus de détails
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Dans le cas général les équations du filtre optimal (2.20)—(2.21) n’admettent
pas de solution explicite. Dans ce chapitre on se propose d’introduire les bases
d’une technique d’approximation dite particulaire. Cette technique fait appel
a la méthode de Monte Carlo que nous présentons dans un premier temps.

[Arulampalam et al., 2002] est un article de survol. [Doucet et al., 2001] fait
le point sur les connaissances dans le domaine. [Bartoli and Del Moral, 2001] est
un cours qui traite du sujet .

4.1 Meéthode de Monte Carlo

On se contente ici de présenter quelques résultats. On peut trouver sur le
réseau des cours de qualité comme celui d’Annie Millet [Millet, 2006] ou de
Bernard Delyon [Delyon, 2006].

On considére la densité de probabilité p(x) d’une variable aléatoire X &
valeurs dans R", il s’agit d’approcher numériquement ’intégrale

1= [ ew)p)ds (4.1)

pour toute fonction ¢ : R” — R donnée.

L’idée est de donner une interprétation probabiliste a 'intégrale Z. En 'oc-
currence cette intégrale peut s’écrire sous la forme Z = Ep(X). On considére
un échantillon de taille N de la loi de densité p(z), i.e. N variables aléatoires
&L €N ii.d. de loi de densité p(z), on note!

eV X p(a) .

L’intégrale 7 est alors approchée par

ool ZQP (4.2)

1On note & ~ p(z) le fait que la variable aléatoire ¢ suit la loi de densité p(x) ainsi que

le fait que le nombre ¢ est simulé selon la loi de densité p(x). Donc ¢4V id p(x) signifie
également que £V sont N nombres indépendamment simulés selon la loi de densité p(z).

Enfin ¢4V ,‘V p1(z1)---pn(zN) signifie que €1N sont N variables aléatoires indépendantes
telles que & ~ p;(z) pour tout 4.

43
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D’aprés la loi des grands nombres, cette approximation est convergente?

N

La vitesse de convergence est donnée par le théoréme de la limite centrale?

4 /N .
YN —1) 2 A0, 1) (4.4)
o NToo
ot 02 = var(¢(X)). Ce dernier résultat est trés important en pratique, il permet
par exemple d’écrire

1.
I~V 46N % avec probabilité ~ 0.95
28

ou (V)22 L3N (e — (2 2N wleh)”.

La vitesse de convergence 1/v/N donnée par (4.4) est faible : un gain en
précision de facteur 2 nécessite 4 fois plus de simulations. Un point positif est
que cette vitesse ne dépend pas de la dimension n de I'espace. Cette vitesse
étant donnée, on peut toutefois améliorer cette méthode en simulant de fagon
efficace le N—échantillon, c’est le probléme de simulation. Par ailleurs on peut
se demander s’il est possible de diminuer % dans (4.4), c’est le probléme de
réduction de variance.

4.2 Simulation de variables aléatoires

Comment générer une suite de nombres ¢!--- ¢V, dits pseudo-aléatoires,
qui “ressemblent” a un échantillon de taille N de la loi de densité p(z)? Ce
probléme est complexe. On se contente ici de présenter quelques méthodes. 11
faut garder a 'esprit qu’en pratique avant d’utiliser une telle méthode il est
nécessaire de la soumettre a quelques tests.

Tous les ordinateurs proposent des simulateurs selon la loi uniforme sur
un ensemble fini {1,..., M}. Les simulateurs selon la loi uniforme [0, 1] sur
Iintervalle [0, 1] sont également trés répandus (sinon il est simple de “bricoler”
un simulateur U[0, 1] & partir d’un simulateur de loi uniforme sur {1,...,M}).

Changement de variable

A laide de changement de variables certains générateurs se déduisent de
générateurs de lois uniformes. Il est par exemple évident que le générateur de
la loi uniforme Ula, b] sur [a,b] se déduit de celui de la loi U0, 1].

On peut également citer la transformation de Box—Muller : si U; et Uy sont
deux réalisations indépendantes de U[0, 1] alors X; et Xy définis par

X1 — /=2 log(Uy) cos(27mUs),

Xo /=2 log(Uy) sin(27 Uy)

2Convergence presque sure : Xy 2 x signifie que P(Xy — X) = 1.
loi

3Convergence en loi : Xy — N(0, 1) signifie que Ep(Xy) — Ep(X) pour toute fonction
 continue, bornée, ott X ~ N(0,1).
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F()

Fi1G. 4.1: Méthode de la fonction de répartition.

sont deux réalisations indépendantes de N(0,1) (cf. Annexe A.2). Ainsi en
générant deux & deux des nombres pseudo—aléatoires de la loi uniforme |0, 1]
on en déduit des nombres pseudo-aléatoires de la loi gaussienne N(0,1).

Méthode de I'inverse de la fonction de répartition

On définit la fonction de répartition de la loi de X

x

F(x) = / p(x’)da’ =P(X < z)

— 00

et son inverse (également appelée fonction quantile)
F~1(u) 2 inf{x € R; F(z) > u}.

On se donne un N—échantillon de la loi uniforme u**» " /[0, 1] et on pose
¢ = F~1(uf) alors €1V X p(z) (cf. Fig. 4.1).

u~ U0, 1]

g1

tant que w' + --- + w’ < u faire
J—J+1

fin tant que

£ al

rendre ¢

Avc. 4: Générateur de la loi loi discréte p(x) = Zivzl w8, (z) par la méthode

de linverse de la fonction de répartition.

Cette méthode s’applique par exemple a la loi exponentielle ou a la loi de
Weibull. On peut également l'appliquer a la loi discréte : P(X = 2%) = o'
avec w' > 0 et Zfil wh = 11ie p(z) = Zfil w!§,i(x). On obtient alors

I’algorithme 6 page 50.

Méthode d’acceptation/rejet

Supposons maintenant que 1’on s’intéresse a une loi de densité p(x) : d’une
part on ne sait pas simuler directement selon elle, d’autre part on ne sait pas
inverser sa fonction de répartition. En revanche on suppose que I'expression de
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répéter

u ~ U[0,1]

£~ plx)
jusqu'a u < p(€)/x H(€)
rendre &

ALG. 5: Générateur d’une loi p(x) par méthode d’acceptation/rejet.

la densité p(z) est connue et que l'on sait simuler selon une autre densité p(x)

(z)
telle que g(x) <k < o0.

La méthode de rejet donne l'algorithme 5.

D’autres méthodes

Il existe de nombreuses autres méthodes itératives de génération de nombres
pseudo—aléatoires selon une loi p(z), notamment les méthodes MCMC (Monte
Carlo par Chaine de Markov), les notes des cours d’Annie Millet [Millet, 2006]
et de Bernard Delyon [Delyon, 2006] détaillent ces approches.

4.3 Echantillonnage d'importance

Avant d’introduire I'approximation particulaire du filtre non linéaire, es-
sayons de comprendre ce que I’on entend par “approximation particulaire” d’une
loi p(x).

L’approximation (4.2) de (4.1) est valide pour toute fonction . Il s’agit
donc d’une approximation de la loi p(z), en effet

N
p@) =0V (@) 2 3 0ule) on €8 K pGa). (4.5)

Ainsi pN () est une approzimation particulaire de la loi p(z). Plus générale-
ment, une approximation particulaire sera de la forme

pN(x) = Zwi d¢i (). (4.6)

avec w’ > 0 et Zfil w’ = 1. L’avantage de ce genre d’approximation réside
dans le fait que les calculs d’intégrales sous cette loi sont trés simples, en effet

N B B
Ep(X) = / (@) plz) do = / p@)pV (@) dr = Y wip(E), (A7)
1=1

p(ac)dx:/ApN(m)dx:#{i:h]\zy;gEA}. (4.8)

IP(XeA):/

A

On cherche une approximation de la forme (4.6) d’une loi p(x) donnée. Si
l'on sait échantillonner selon p(x) on peut utiliser 'approximation (4.5). Si on
ne sait pas (ou ne veut pas) échantillonner selon p(z), on peut faire appel a
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une méthode dite d’échantillonnage d’importance qui s’appuie sur la remarque
suivante : supposons que l'on dispose d’une autre loi p(z) telle que

p(x) =0 = p(x) =0 (4.9)

(i.e. p(z) est absolument continue par rapport a p(x)), alors

200) = [ pla)ple) o = [ (o) PT) 50 de.

p(x)
Si on dispose d'un N—échantillon €1V de la loi p(zx) alors
N =1- iid ~
] o1 N ELN ~ p(l’) )
Ep(X) ~ Y w'o(€') o { AP (4.10)
= w' =p(£)/p(£").

Ce n’est pas une méthode d’acceptation/rejet : ici toutes les simulations sont
utilisées et on n’a pas & majorer p(x)/p(z). Toutefois si p(x)/p(x) n’est pas
borné, la valeur des poids w’ dans (4.10) risquent alors de beaucoup varier et
les particules correspondant & un poids faible contribuent peu & ’approximation
de Ep(X).

L’utilisation pratique de (4.10) est importante : supposons que ’on ne sache
pas simuler selon p(z) (la loi cible), ou que cela soit difficile, mais que ’on sache
simuler selon une loi p(z) (la loi d’importance) telle que (4.9). Il suffit alors de
calculer un échantillon de p(x) et de calculer les poids d’importance w® définis
par (4.10).

Une question importante, non traitée ici, est de savoir comment choisir la
loi d’importance.

Application

On souhaite par exemple approcher E[p(X)|Y] alors que l'on ne sait/veut
pas échantillonner selon la loi conditionnelle p(X|Y) mais selon p(X). En faisant
appel & la formule de Bayes, on a

B0 = [ o) px¥)ax = [ 000"

alors
N
Elp(X)|Y] ~ Y wipE) ot &N X p(X), o' ap(YX=¢).
i=1

On peut relire ce résultat de la fagon suivante : on dispose, avant toute
observation, d'un N—échantillon £V de la loi a priori p(X). Cet échantillon
nous permet d’écrire une approximation de la loi a priori

N
PO =¥ (X) 2 £ 37000 on €N K p(x),
=1

Aprés observation de Y, on peut calculer la vraisemblance p(Y|X = £%) associée
a chacune des positions £'. Ces vraisemblances permettent de repondérer les
particules £*, on obtient une approximation de la loi a posteriori

N ,
"~ N A i 6w 2 p(YX =)
p(X]Y) ~ pN (X]Y) = ;w b¢:(X) ou Z;\/le(ﬂx =¢i)’
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4.4 Filtre SIR (bootstrap)

L’idée de base du filtrage particulaire consiste donc & déterminer des ap-
proximations du filtre et du filtre prédit sous la forme

N
PXelYik—1) = p" (Xp|Y1—1) = Zw}r Bt (Xn),
Pk [Y1k) = N (Xi| Y1) Z Wi, ¢t (Xk) -

A chaque instant k il s’agit donc de déterminer un nombre fini de paramétres
(N €1) et (™, €5).

Etape de prédiction

Supposons que

N
Pkt Y1) = > wi O (Xi—1) -
On détermine p(Xg|Y7.x—1) & l'aide I'équation (2.20)

p(Xk‘Yl:k—l) =

z T~

P(XgXkp=1) PK—1|Y1:1—1) dXp—1

_Zwk 1/ (Xe|Xi-1) i (Xp—1) dXp—1

2

Zwk 1 P(Xg [ Xp—1= ﬁk 1) -

=1
On obtient donc un mélange des lois p(Xy|Xp_1=¢&L_;) (qui n’est pas sous
forme particulaire). Pour obtenir une approximation de type particulaire on

peut échantillonner selon cette loi. On choisit une autre possibilité qui consiste
a utiliser

N
PXk Y1) =Y wiy Ogi (Xk) on &~ p(XilXp1= & 1)

Etape de correction

Supposons maintenant que

N
p(xk|Y1:k71) = Zw/’i* 6&;7 (Xk) .
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On calcule p(Xg|Y1.x) & aide de Péquation de correction (2.21)

P(Ye|Xk) p(Xe|Y1:k-1)

XY
P(XelYu) = To(YelXe) p(XiY1m—1) dXs,
N .
W _ p(Yr|X
=S - PV Xe) Sei (%)

S Sl pYIXk) B (%) X

N ; ;

_ wi- PVEIXk=8-) oy

B N Y 5;(( k)
= =1 Wi P(Yk[Xe= &7 )

ainsi
Xk|Y1 -k Zwk 6£L Xk;

avec ) )
i wy - p(Yr|Xe=&;-)
k — N ; ; .
Zj:l wi_ P(Yr|Xp= fi—)

L’étape de correction se fait donc de fagon explicite.

Un premier (mauvais) filtre
En résumé, on obtient 'approximation suivante :

— prédiction
N : i
pN(Xlel:kfl) :;w’i* 65;27(Xk) ou { fk__ y ]5()( Xi—1=¢&_1)
(4.11)
— correction

b = e XG0
N (Xp Y1) Zwkéél (Xx) on BT Wl pN (Yl Xe =€)
& = &i-

(4.12)

Dégénérescence des poids

L’algorithme (4.11)—(4.12) présente un grave défaut : en quelques itérations
k, presque tous les poids w! sont nuls. Idéalement les poids doivent tous rester
proches de %, i.e. les particules sont d’égale importance dans I’approximation.
On peut considérer le critére suivant :

o
S ()2

qui représente le nombre efficace de particules. Lorsque N ,gﬁ est proche de NV
alors les particules sont d’égale importance. Il y a dégénérescence des poids
lorsque N{ est proche de 1, c’est le cas lorsque 1'on utilise I'algorithme (4.11)—
(4.12). Dans la section suivante on présente une méthode destinée a se prémunir
de cette dégénérescence en ‘redistribuant” les particules.

Nt = € [1,N] (4.13)
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Il existe également un critére entropique
N
Hip=— Zw;@ log(wy,) € [0,log(N)]
i=1

avec la convention 0 log 0 = 0. Bien que ce critére soit plus fondé, N lui sera
préféré car beaucoup moins cotiteux a calculer.

Rééchantillonnage

Si N°ff est petit alors la plupart des particules a un poids proche de 0 et
a donc une contribution négligeable dans ’approximation. L’idée est donc de
“défavoriser” ces particules au bénéfice des particules “importantes” qui ont
un poids non négligeable. On “favorise” ces derniéres en les dupliquant au dé-
triment de celles que I’on souhaite “défavoriser”. Dans I’approche utilisée ici le
nombre de particules reste constant. Il s’agit donc d’une étape de rééchantillon-
nage ou de redistribution des particules.

Une premiére possibilité consiste a utiliser un rééchantillonnage multino-
mial. On tire N particules parmi {£}, ..., &N} avec les probabilités {w}, ..., Wi} :
on obtient ainsi j; fois la particule £}, jo fois la particule €7, ainsi de suite. Le
vecteur (ji,...,jn) suit une loi multinomiale M(N,w}, ... ,wi). Cela revient
a simuler un N—échantillon tiré selon la loi discréte

N .
D wh g (X)
i=1

i.e. on choisit au hasard des points de {£},...,&N} selon la loi {w},...,wl},

on obtient de nouveaux points de poids ﬁ

BN resample(¢}, )
ol resample est définit par P'algorithme 6 (qui consiste a utiliser N fois 1al-
gorithme 4). On verra au § 4.5 que cette procédure est trop lente. Il faudra en
pratique faire appel & des méthodes plus rapides.

procédure resample(w(N), z(1:N))
pour i = 1: N faire
u ~ U[0,1]
J—1
tant que w! + --- 4+ w’ < u faire
Je—J+1
fin tant que
§ e ad
fin pour
rendre ¢V

ALG. 6: Redistribution par échantillonnage multinomial (cf. ALG. 4) : produit
un N —échantillon %N de loi discréte (W', %) i—1.n
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Filtre SIR (bootstrap)

On obtient un des premiers algorithmes proposé en 93 par Gordon, Salmond,
Smith [Gordon et al., 1993]. Ce filtre dit bootstrap est également connu sous le
nom de filtre SIR (sampling importance resampling).

Il est possible de redistribuer les particules

— lorsque par exemple N < 0.75 (cf. ALG. 7),

— systématiquement, i.e. & chaque itération (cf. ALG. 8),

— toutes les M itérations.

Ces algorithmes sont également de type génétique : une population de par-
ticules est soumise & un mécanisme de mutation, correspondant a ’étape de
prédiction, puis & un mécanisme de sélection, correspondant & 1’étape de cor-
rection.

4.5 Redistribution

LN ¢1:NY de 1’algorithme 6) est trop

En pratique la procédure resample(w
lente. Elle doit étre repensée.
Il s’agit donc de proposer une procédure
é—l:N - resample(wl:N’é-l:N)
qui permet de dupliquer les particules & fort poids au détriment de celles &
faible poids.

Redistribution multinomiale

Reprenons ’algorithme 6 de redistribution par échantillonnage multino-
miale (cf. F1G. 4.2). La complexité de cet algorithme est en O(N log(N))
(quelques rappels sur la complexité algorithmique sont donnés au § A.3).

On peut améliorer cette procédure en triant au préalable les poids w'* par

ordre décroissant : w*l > Wl > ... > L3IV (cf. Fia. 4.3). Cet algorithme est
encore en O(N log(N)), il est néanmoins plus rapide car il fait appel & moins
de tests.

On peut & nouveau améliorer cette procédure en faisant appel aux sta-
tistiques d’ordre (cf. F1a. 4.3). On obtient alors un algorithme en O(N) a
condition de savoir simuler efficacement des statistiques d’ordre.

Redistribution de Kitagawa

Tous les algorithmes précédents seront toujours cotiteux dans la mesure ol
ils font appel & N nombres pseudo—aléatoires. On peut imaginer de faire moins
appel & ces générateur. A la limite, au lieu de simuler des statistiques d’ordre,
on simule uniquement u' et assigne de facon déterministe les N — 1 autres u’
de la maniére suivante

u ~U0, %] u=ul+%,i=2:N.

Cet algorithme est rapide, en O(N), mais ne marche pas toujours!
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F1G. 4.2: Rééchantillonnage multinomial : les nombres u*N Uu[o, 1] “tombent”

dans la partition de [0,1] en intervalles de largeur w' donnant l'indice des
particules redistribuées. Cette procédure est en O(N log(N)).

ul

TR

I .
1] wS[J]

w

F1G. 4.3: Premiére amélioration : on trie les poids w" YN par ordre décroissant,
Ualgorithme est toujours en O(N log(N)) mais il est plus rapide car il nécessite
moins de tests.

1 .2 3 4 5 6 7

- £
- €
-
-
-
-
-

4 sl

FIG. 4.4: Deuzieme amélioration : on fait appel & des statistiques d’ordre u' <
u? < oo < uN B U0,1). Valgorithme est toujours en O(N) @ condition de

savoir simuler efficacement des statistiques d’ordre.

4 s[i]
W

F1a. 4.5: Redistribution de Kitagawa, en O(N).
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Redistribution des résidus

De facon intermédiaire : on utilise l'idée de Kitagawa pour générer un cer-
tain nombre de particules puis on fait appel & la méthode de redistribution
multinomiale pour déterminer les particules restantes.

Dans un premier temps, pour chaque 4, on sélectionne la particule & de
fagon déterministe |w®/N | fois (cf. FIG. 4.6). Dans un deuxiéme temps, il reste
donc

- N i
N <> L%J

particules a sélectionner. On applique la méthode de redistribution multino-

miale (cf. ALG. 6) & la loi de probabilité correspondant aux poids restants

Ol ew - N %] et @ ot/ NN @

Pour cela on utilise la méthode de redistribution multinomiale (cf. ALG. 6).

o @ F 3 S b
I ]
g’ £° g° UN
Bl 1]
ot @ @ B S G
u? ut u® u? ~U[0,4/7]
J I }
IR
S S S

Fi1a. 4.6: Redistribution des résidus : dans un premier temps on sélectionne
la particule £ de facon déterministe |w'/N | fois (pour tout i). Les poids res-
tants ©° «— w® — N |w®/N| sont normalisé pour en faire une loi de probabilité,
les particules manquantes sont tirés selon cette loi a l'aide d’une méthode de
redistribution multinomiale (cf. ALG. 6).

Cette approche n’a d’intérét que s’il ne reste que peu de particules N a
générer dans la deuxiéme étape. Clest le cas lorsque N = 1/ 3V (wi)? est
petit et c’est justement dans ce cas qu’il est nécessaire de redistribuer.

Cet algorithme, notamment proposé par Liu & Chen [Liu and Chen, 1998],
donne de bons résultats en pratique. Son implémentation matlab est donnée a
Pannexe B (cf. ALG. 12).

4.6 En pratique

Pour mettre en ceuvre cette méthode de filtrage particulaire il est nécessaire
de savoir

(4) simuler selon p(Xop),
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(4i) simuler selon p(Xp11|Xp= &) quelque soit &,
(#4) calculer la vraisemblance p(Yy|X) pour tout X (& Yy fixé)

et de disposer d’une routine de redistribution.

Cet algorithme présente de nombreuses variantes et extensions :

— Il est possible de facilement traiter des contraintes de la forme Xj € Dy
(voir ci—dessous).

— On peut tirer parti du fait que certaines composantes du vecteur d’état
sont solution d’un systéme linéaire/gaussien lorsque les autres compo-
santes sont fixées. On obtient alors une résolution hybride particulaire/filtre
de Kalman. Cette technique est appelée “rao—blackwellisation”.

— On peut considérer des modéles a espaces d’état hybrides (continus/ dis-
crets/ finis).

— Si on ne sait pas, ou ne veut pas, échantillonner selon p(Xp41|Xg) on
peut échantillonner selon une loi d’importance ¢(Xy1), il faudra alors
modifier la fonction de vraisemblance par ¢(Yy|Xg) (cf. échantillonnage
d’importance § 4.3).

Prise en compte des contraintes

Supposons que l'on sache qu’a chaque instant k 1’état est soumis a la
contrainte X € Dy. La prise en compte de cette contrainte dans le filtre SIR
est trés simple (cf. ALG. 10).

Cette idée de contrainte s’étend a des cas plus sophistiqués, voir I’exemple
§5.3.

Lorsque le filtre perd la piste....

Un seul probléme peut survenir mais il est de taille. Imaginons qu’a un
instant k, toutes les vraisemblances locales sont nulles, i.e.

p(Yk|X]€: fl) =0 Vi=1---N

i.e. les particules ne correspondent plus du tout a l’observation. Dans ce cas
les algorithmes 7 et 8 sont en échec : il est en effet impossible de normaliser les
poids. Il est alors nécessaire de réinitialiser le filtre : supposons qu’a tous les
instants on dispose d’une information, méme grossiére, sur la position de Xj
sous forme d’une loi p(Xj). Lorsque les vraisemblance locales sont toutes nulles
ont peu échantillonner selon p(Xg).

Un autre idée pour éviter que les particules se perdent est d’affiner 1’étape
de prédiction, par exemple simuler en tenant compte de Xj et Yjy1.
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1N X p(Xo)
wl:N — 1/N
pour £k =1,2.3... faire
€ ~ p(Xp|Xp—1= &) pour i = 1: N % mutation
&' — W p(Ye|Xp= &) pour i = 1: N % vraisemblance
O — @' /sum(@¥) pour i = 1: N % normalisation
N (552, (@)) !
si N°f/N < 0.75 alors
51:N — resample(dl:N’glzN)
wl:N — 1/N
sinon
LN gl:N

% sélection

wl:N P J}l:N
fin si
sortie (E1N W)

fin pour

ALG. T7: Filtre SIR (sampling important resampling) avec test sur le nombre
efficace de particules.

3l ~ p(Xo) % initialisation

pour k=1,2.3... faire
€~ p(Xg[Xp—1= &%) pour i = 1: N % mutation
Wt — p(Yp|Xp= &) pour i = 1: N % vraisemblance
W — wi/sum(wN) pour i = 1: N % normalisation
N — resample(w! Y, ¢4 N) % sélection
sortie £1:V

fin pour

ALG. 8: Filtre SIR (sampling important resampling) avec rééchantillonnage sys-
tématique. On peut également rééchantillonner toutes les M itérations.

procédure resample(wN) z(1:N))
ul <u? < <uN Yo,
(WHN s[1: N]) « sort(wh?)
je1
pour i =1: N faire

tant que w! + - - + w’ < u faire
J—Jj+1
fin tant que
£ — U]
fin pour
rendre 1V

ALG. 9: Redistribution par échantillonnage multinomiale avec statistique
d’ordre.
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€N 8 p(Xo) % initialisation
pour k=1,2,3... faire
€~ p(XgXp—1= &) pour i =1: N % mutation
Wt 1p, () p(Yi|Xp= &) pour i = 1: N ¥ vraisemblance
w! — wi/sum(w"N) pour i = 1: N % normalisation
8N resample(w! Y, 1) % sélection
sortie &N
fin pour

ALG. 10: Filtre SIR (sampling important resampling) avec rééchantillonnage
systématique et prise en compte d’une contrainte.

€N % p(Xo) % initialisation
pour k£ =1,2,3... faire
&~ p(Xg|Xp—1=&") pour i =1 : N % mutation
wh e p(Yp|Xp= &%) pour i = 1: N % vraisemblance
si sum(w!Y) # 0 alors
W wi/sum(w™N) pour i = 1 : N % normalisation
N resample(w! NV, ¢ V) ¥ sélection
sinon
€N S 5(X,) % reset
fin si
sortie 1V
fin pour

ALG. 11: Filtre SIR (sampling important resampling) avec redistribution systé-
matique et test de réinitialisation.
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APPLICATIONS DU FILTRAGE
PARTICULAIRE

Un des premiers domaines d’application du filtrage particulaire a été la
poursuite de mobiles, voir [Gustafsson et al., 2002] et [Ristic et al., 2004]. Un des
domaines les plus récents est la robotique, voir [Thrun, 2002]. On présente ici
quelques exemples permettant d’illustrer les capacités du filtrage particulaire.

5.1 Modéle numérique de terrain

En se déplagant, un avion mesure l'altitude
du terrain au point situé a sa verticale. Ces me-
sures d’altitude sont bruitées. La trajectoire de
I’avion dans le plan est également connue mo-
dulo des erreurs dues aux différentes perturba-
tions. Enfin, on dispose d’une carte numérique de
la zone géographique donnant 'altitude au sol de .-
chaque pixel (cf. F1G. 5.1). On cherche a détermi-
ner la position en (z,y) de 'avion sur la carte.
Il s’agit d’'une version (trés) simplifice de tech-
niques de recalage altimétrique de centrales de na-
vigation inertielles par filtrage particulaire, voir 10l
[Musso and Oudjane, 2000], [Karlsson et al., 2003],
[Dahia, 2005].

altitude au sol|

altitude

Equation d’état
Fi1G. 5.1: En se déplacant ’avion reléve l'altitude du

terrain situé a sa verticale, il obtient ainsi un “pro-
file” qu’il s’agit de positionner sur une carte numé-

Pour le déplacement de I'avion on utilise un
modéle & cap et vitesse “bruits blancs”. Le vecteur

d’état est .
rique.
r,ﬁ coordonnée en !,
X, — r?  coordonnée en z?,

vg  Vvitesse,
c,  cap.

o7
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L’équation d’état est

i = 71+ Atvg_ cos(ck_1),

r2 = ri_| 4+ Atvg_q sin(cg_1), (5.1)
v = vg—1+ Ato, W, ’
ck = cp—1+Ato, Wi,

avec At = 1. On suppose que W,lC et Wi sont des bruits blancs gaussiens N (0, 1)
indépendants.

Equation d'observation
L’équation d’observation est
Yi = h(Xg) + o Vi

ot h(X) est laltitude du terrain & la position (rf,r7). En fait, on associe au
point (r¢,73) les coordonnées du pixel sur la carte numérique, h(X}) est alors
le “niveau de gris” (Paltitude) de ce pixel.

Résultats

Comme illustré dans la figure 5.2, le filtre “utilise” le relief pour sélectionner
les particules. Le plus souvent les particules se concentrent aprés quelques ité-
rations sur la bonne position, comme dans la figure, mais il arrive parfois que
le filtre perde la piste du mobile, il est alors nécessaire de réinitialiser le filtre
(cf. ALG. 11 page 56).

-

FiG. 5.2: Coordonnées x' et 2 de la position réelle (point rouge) et des par-
ticules (points bleus) a linitialisation et a deuz autres instants. A [’instant
intermédiaire le filtre utilise le relief pour commencer & sélectionner les parti-
cules. Les ambiguités sont levées aprés quelques itérations.

5.2 Géolocalisation par mesure d’atténuation

Il s’agit de positionner un mobile, par exemple un piéton, munit d’un té-
léphone portable dans un réseau cellulaire urbain. A chaque instant, le mobile
émet un signal regu par plusieurs stations de base (cf. F1G. 5.3). On dispose de
différents types de mesures : les angles d’arrivée du signal, les instants d’arrivée
du signal ou bien la puissance du signal regu. C’est ce dernier type de mesures
que nous considérons ici. Voir [Akerblom, 2000], [Gunnarsson et al., 2002].
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Carte d’atténuation

La station de base regoit le signal émis par le mobile, on peut
donc en mesurer 'atténuation. L’idée est de mettre en corres-
pondance cette puissance mesurée avec une carte d’atténuation
de référence. Cette carte associe a chaque position de la zone
géographique la puissance du signal d’un mobile supposé étre
dans cette position. Il s’agit d’une carte numérique : la zone
géographique est divisée en petites cellules, correspondant aux
pixels de la carte, une atténuation de référence est associée a
chacun de ces cellules. Ces cartes peuvent étre établies de fa-
con empirique & l'aide de mesures de terrain, elles peuvent étre
également simulées.

Ici on simule une telle carte dans le cas d’une géométrie
simple de type “manhattan” (cf. F1G. 5.4 et F1G. 5.7). Dans ce
cas on dispose de formules explicites pour calculer cette atté-
nuation.

La transmission du signal en zone urbaine est essentielle-
ment conditionnée par la géométrie des rues et des batiments.
Si le mobile est dans la ligne de vue du mobile (cf. F1G. 5.5), le
puissance regue se calcule en fonction de la puissance du signal
transmis de la fagon suivante

Pregu - -Ptransmis - 10« ].Og (d?l)

ot dp est la distance mobile/station (K et o sont des paramétres
donnés). Lorsque la station n’est pas en vue directe du mobile,
le signal “parcourt” plusieurs segments pour atteindre la station,
dans le cas de L segments la puissance regue est

Pregu = Ptransmis - 10(110g (dfl’)

ol

dp=dp1+Co+ ¢ Dy, £=1---L, do=0

et Dy est la longueur du segment ¢ (les coefficients Cy et [, sont
donnés).

Enfin pour tenir compte des imperfections on “bruite” le
modéle

Pregu = Ptransmis - 1001103 (de) +v (52)

ot v ~ N(0,02). Lorsque le mobile est & I'intérieur d’un ba-
timent on suppose que la puissance du signal décroit de fagon
significative, aprés seuillage on suppose que cette puissance est
nulle.

On construit donc pour chaque station une carte a ’aide du
modéle (5.2). On obtient par exemple la carte présentée a la
figure F1G. 5.7.

Modéle de déplacement du mobile

Fic. 5.3: Géolocalisation d’un mobile
dans un réseau cellulaire urbain. Le mo-
bile communique simultanément avec
plusieurs stations.

F1a. 5.4: carte d’atténuation simplifiée.

mobile

mobile

F1a. 5.5: Conditions de transmission du
signal : deux cas selon que le mobile est
dans la ligne de vue de la station (haut)
ou non (bas).
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Le vecteur d’état est la position du mobile & I'instant k
Xl
X, — ( k) .
X
On suppose que le mobile est un piéton qui se déplace au hasard. On
choisit I’équation d’état
Xii1 = Xi + ow VAW,
22 ST N2
Fi1G. 5.6: Modéle de mouvement Xir1 = Xi + ow VAL Wy

pour le piéton.

ol W,lC et Wi des bruits blancs gaussiens (0, 1) indépendants. At est

I'intervalle de temps entre deux observations. Naturellement ce mode

de déplacement n’est pas réaliste (cf. F1G. 5.6) mais il est trés simple
et permet au filtre particulaire de bien explorer I'espace d’état. Le paramétre
ow est choisit afin de correspondre a la vitesse de déplacement d’un piéton.

[
: N
: N

|
o D

0 20 40 6 8 100 120 140 160 180 200 220

F1G. 5.7: Dans cet exemple on a disposé 3 stations (points verts). A gauche : un
exemple de carte d’atténuation simulée correspondant a une station. A droite :
les particules initiales.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 ¢ 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 ¢ 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

F1G. 5.8: Lorsque le mobile est dans la rue les particules sont également dans la
rue : au niveau de la prédiction (image du centre), les particules diffusent dans
toutes les directions, au niveau de la correction (image de droite) on élimine
les particules qui sont & lintérieur des batiments.
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0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 ¢ 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 2 0 20 40 60 8 100 120 140 160 180 200 220

Fia. 5.9: Lorsque le mobile est dans un bdatiment les particules sont également
dans les batiments : au niveau de la prédiction (image du centre), les particules
diffusent dans toutes les directions, au niveau de la correction (image de droite)
on élimine les particules qui sont dans les rues.

Equation d’observation

On suppose que le mobile est constamment en relation avec S stations de
base. Pour chacune des stations s = 1---S on dispose d’une mesure de la forme

YZ = hS(Xk) + [oAV] Vk

ot (Vg)k>0 est un bruit blanc gaussien N'(0, 1), la fonction d’observation hs(Xy)
est la puissance sur la carte d’atténuation de la station s pour un mobile en
position Xg.

Résultats

Dans I'exemple présenté dans les figures 5.7 a 5.9 on dispose de trois sta-
tions, trois cartes sont en effet nécessaires pour complétement lever les ambi-
guités sur la position du mobile.

On peut en particulier noter que lorsque le mobile est dans la rue, aprés
correction les particules associées au filtre p™¥ (Xj|Y1.x) sont uniquement dans
les rues (cf. F1G. 5.7). Inversement, lorsque le mobile pénétre dans un batiment
ces particules sont uniquement dans les batiments (cf. F1a. 5.7).

5.3 Poursuite par mesures d’'angles avec obstacles

Cet exemple, dii & Simon Maskell, illustre les capacités du filtrage particu-
laire & tenir compte de contraintes plus complexes que celles introduites dans
I’algorithme 10.

Un mobile se déplace dans le plan. Plusieurs stations effectuent des mesures
bruitées d’azimut. Chaque station “sait” exactement si le mobile est masqué par
un obstacle ou non (cf. F1a. 5.10). Ces obstacles sont des segments de droite.
Les coordonnées des stations et des segments sont connues.

Le vecteur d’état est la position du mobile dans le plan a 'instant k&

Xl
=)
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L’équation d’état est

Xl%:-‘rl = Xllc +ow Wllca

Xpi1=X;+owW;j

ot W! et W? sont des bruits blancs gaussiens N(0,1) et Xo ~ N (Zg, 03 I).

x 10

0.8

0.6 0 /
i

l />\ obstacles
I o //

0.2

or position du mobile /

trajectoire du mobile

-1 L L L L L L L L L ,
-1 -0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fi1a. 5.10: Poursuite par mesures d’angles avec
obstacles. Chaque station dispose de mesures
bruitées de l’azimut au mobile. Chaque station
sait exactement si le mobile est masqué par un
obstacle ou non : lorsque le mobile n’est pas
masqué la station prend des mesures d’azimut.

La loi de transition du processus de Markov X est
P Xpm1 =€) = N (X1, 05, 1) -

Pour simuler selon la loi & ~ p(Xg|Xj_1 = &), il suffit de
poser

§—ttoan, {Z;}

ott w' et w? sont tirées indépendamment selon la loi

N(0,1).

On dispose de S stations indicées par s=1---S. Ces
stations travaillent indépendamment les unes des autres.
A Tinstant k la station s peut “surveiller” un domaine
D3.. On pose

A
52 = 1D§€(Xk).

A chaque instant k et pour toute station s on sait si
. =0oul
Donc a linstant k, il y a deux cas :
— Si Xy, € D3, alors on dispose de la mesure :

YZ = hs(Xk) +ov VZ

ou hs(Xg) 2 atan2(X}, — x5, X2 — x29), (x1s,x1*)
sont les coordonnées de la station s et V3 est un
bruit blanc gaussien. Les processus (V5)g>1 pour
s=1,...,5, (Wi)k>1, (W3)g>1 et la loi position

initiale Xy sont supposées indépendants.

Initialisation

— Si Xy € D3, on ne dispose alors pas de mesure de la
station s.

€8 — Zo + a0 [wl] i=1:N
Wy

out les w’ sont tous tirés indépendamment selon la loi N(0,1).
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Prédiction

On dispose des particules (fi_l)izl:N, on suppose que l'on redistribue a
chaque itération, ces particules sont donc équiprobables (i.e. de poids 1/N).

€ = &ia +ow m i=1:N
2

ol les w;'- sont tous tirés indépendamment selon la loi A/(0,1).

Correction

On dispose des particules prédites (f,if, )i=1:~. Dans un premier temps on va
calculer la vraisemblance locale wj, associée & chacune de ces particules prédites.

On se fixe une station s on va calculer la vraisemblance locale w,i’s relative
a cette station (i.e. en supposant que seule cette station est opérationnelle).

(i) Cas 1 :la station voit le mobile, i.e. X, € D}. Il y a alors deux sous—cas
selon que la station voit ou non la particule §; _ :

obstacles' . .
.-~ mobile obstacles\ .-~ mobile

o o
(i)-1 la station voit la particule  (i)-2 la station ne voit pas la particule

Dans le deuxiéme cas la particule n’est pas vraisemblable du tout, i.e. sa
vraisemblance locale est nulle. Dans le premier cas on se retrouve dans
la situation classique sans obstacle. On peut donc écrire la vraisemblance
locale de la particule sous la forme

; ; 1Y — hs(&],-)I?
wy® = 1p; (§4-) xexp <—k2;\2/k

pour i =1---N.

(7) Cas 2 : la station ne voit pas le mobile, i.e. X, € Dj3. Il y a alors deux
sous—cas selon que la station voit ou non la particule §; _ :

obstacles Vil : obstacles

o m
(ii)-1 la station voit la particule  (ii)-2 la station ne voit pas la particule

Dans le premier cas la particule n’est pas vraisemblable du tout, i.e. sa
vraisemblance locale est nulle. Dans le deuxiéme cas, le mobile ainsi que
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la particule sont masqués, la vraisemblance locale de la particule est donc
maximale (i.e. égale a 1) :

wy® = 1[D1]C(£Iir) =1-1p; (&-)
pour ¢ =1---N.
En conclusion on obtient ’expression

.S (_|Yi B hs(§]2*)|2

Wi = 5% exp
k — Yk %k 2
20y

) +(1-3) (1) (5.3)

A is & i
05 = 1D§C (Xk) et (5k’s = 1ps (5,()

sont donnés (i.e. pour tout k,s,4 on sait si X, € D; ou non et si 5};, € D3 ou
non). Lorsque la station s ne dispose pas de mesure, c’est a dire lorsque 63, = 0,
on pose Y; = 0 dans (5.3) (ou tout autre valeur, cela n’a pas d’importance).

Comme les mesures provenant des stations sont indépendantes, la vraisem-
blance de la particule ¢ a 'instant k est

s
wi =[Tw;®. (5.4)
s=1
Si wi = 0 pour tout i cela signifie que le filtre a “perdu la piste du mobile”, il est
alors nécessaire de ré—initialiser le filtre. Dans le cas contraire on applique alors
un algorithme de redistribution a (w,i,fli, )i=1.n pour déterminer (fi)izl;N.
Supposons que 'on sait qu’une zone D de la carte ne peut pas étre parcourue
par le mobile (imaginez que ’on suive une voiture et que D soit un lac). Cette
contrainte est trés facilement prise en compte en remplacant (5.4) par

S
wi=1pe(€i-) [[wi®.
s=1

5.4 Poursuite dans une séquence d’'images

On observe une séquence images (Yy)r>1 représentant un mobile en mou-
vement dans du bruit. La position r, = (ri,r7) du mobile dans le plan af-
fecte un pixel donné et les pixels voisins selon un modéle décrit ci-dessous.
La trace du mobile dans une seule image est noyée dans le bruit, il est néces-
saire de traiter les images en séquence afin de poursuivre le mobile. C’est un
exemple de probléme de poursuite avant détection (“track before detect”), voir
[Salmond and Birch, 2001, Maskell et al., 2003]. On trouvera dans [Isard and Blake, 1998]
et [Pérez et al., 2004] des exemples réalistes de poursuites dans des séquences
d’images par filtrage particulaire.

a. Modéle d'observation
Chaque image Yy, se décompose en
Yi(s) = Zr,(s) + Bi(s)

ol s € S est 'indice de pixel (cf. Fig. 5.11), il s’agit de la somme d’une image
bruit By et de l'image Z,, associé au mobile qui se trouve en position r;, =
(ri,73). position du mobile
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Pour I'image du mobile, on utilise un modéle de fonction
d’étalement (“point spread function”, PSF), c’est a dire :

5% ¢ s6 —r|?
IT(S) = ex (7 %) lc(,) (S)

2mo?

ou
mmage du mobile bruit
N
1oy () = L(s16-r1|<3) L(s2 6-r2|<3) »
Fia. 5.11: L’mage observée Yy et la
2 A 2 2\2
|56 —r* = (79 =)’ + (5 1) somme de l'image I,, (& gauche) — conte-

nant Uinformation sur la position ry du
et s=(s1,5%) € S.

mobile — et d’une image de bruit By (a
L’image bruit est un bruit blanc droite).
By (s) ~ A'(0, 3) o

et {Br(s)}r>1,5es est une famille de variables indépendantes
(ce qui est une hypothése peut réaliste en pratique). Par
définition le rapport signal/bruit est 10 x log;, (%B

ry

AY = {Y(s)}ses fixé, on définit la fonction de vraisem- 0
blance r +— L(Y'|r) définie par :

£(vlr) exp{ Pl f}

mOxd

X
Ihin t max

B ses F1a. 5.12: Image Z,(s) du mobile en posi-
tion 7.
1 2
log L(Y|r) = = 507 ZI )[Zs) — 2Y (s)] — ﬁz [V (s)]
B ses B ses
1 1 2
=73 > T(s)[Lo(s) — 2V (s)] — 5oz > [Y(s)]
98 o8
seC(r) sES
1
= cte — ﬁ e;( )Ir(s) [Z.(s) —2Y(s)]

On note que

Moy (T Y) 2 Y To(s) [To(s) — 2 (s)]
seC(r)

est simple & calculer puisqu’il s’agit d’une sommation portant uniquement sur
les pixels de C(r).
La fonction de vraisemblance se réduit donc & :

L(Y|r) = exp{ — — Megy(T,, Y)} .

2
205
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b. Modéle d’'état
Le vecteur d’état du mouvement du mobile est :
%
_ ( X]IC ) \:g — utilisé dans ’observation
Ak

vi
s s .
ri — utilisé dans ’observation

L’équation d’état est :

X1, =FX,+owGW], k>1, j=1,2

avec
0 0 A AZ%/2 A%/
F= A 1 0 GG = | a?22 A3/3 A%ys Q:J‘Q,VGG*
AT A3/6  A'/8 AF/20

c. Rao-Blackwellisation

Dans cette application, et pour un rapport signal/bruit trés faible, 1’ap-
proche classique par filtrage “boostrap” montre rapidement ses limites. Nous
faisons appel ici & une technique de Rao-Blackwellisation. Pour cela faisons
deux remarques :

— seule la composante r de I’état apparait dans le calcul de la vraisemblance,

i.e. observation ne dépend de 1’état que par la composante r, en effet :

L(YRl&-) = L(Yk|r}-)-

— conditionnellement & la composante r ’équation d’état est linéaire/gaussienne.
Décomposons le vecteur d’état en oo = (a,v) et 5 = r. L’équation d’état est

de la forme :
(67NN} Fe Faﬁ ) Qe
(5k+1 ) (Fﬁa FPP Bre g

aa Aol
cov(Wg) = (gﬁa gﬁﬁ)

Le structure du filtre est la suivante :
&l_~p- i=1:N Y% initialisation
pour k > 1 faire
wy, = L(Yg|r,—), i = 1: N % vraisemblance
i~ s W 0(r ), i =1: N % sélection

7 q-~0i(rrqalry = 74), i = 1: N % mutation

sortie &1. 5
fin pour
ot loi(rgi1|re = r') est gaussienne. Il s’agit donc de simuler selon la loi
Ty 1~10i(Brs1|Br = 77,). Cela se fait selon I'itération du filtre de Kalman

k — k+ 1 pour la composante « ott 3 = ri est traité comme une observa-
tion :
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— prédiction de la composante a, loi(agy1|fr = 7},) = N(&) -, Riy1-)
avec :
Q1o = FO0 a4 + FPr,

Rk:J,»l* — Faa Rk (Faa)* + Qaa
— prédiction de observation 10i(g 1]k = r}.) = N(7} -, Exy1) avec :

o =FPal + PP )
Spy1 = FP Ry, (FP)* 4+ QPP
— correction de la composante « loi(agy1|Br+1 = r2+1_) = N(d};_‘_l, Ri41)
avec :
Sk+1 — fpoa Rk (F,Boc)* + Qaﬁ
» v TR »
Qg1 = Qpyg- + Skt1 5y (kg1 = Phs1-)
Ri1 = Riy1- — Sk1Z50 Si
Notons que les covariances ne dépendent pas de 'indice de particule. Au
cours de cette itération on simule la particule prédite (étape de muta-
tion) : ‘ ‘ .
Thg1- ~ 10(Bri1|Be = i) = N (Pl 1, Eks1) -
Dans le cadre de Rao-Blackwell, un filtre de Kalman est associé a chaque
particule. Il s’agit donc d’une méthode plus coiiteuse que le filtre bootstrap.

L’avantage est qu’une partie des composantes est traitée sans approximation.
Donc, bien que plus lourde, cette approche est plus performante.






A

QUELQUES RESULTATS
TECHNIQUES

A.1 Ellipse de confiance

Matrice de covariance

Une matrice symétrique R de taille n x n est dite définie non—négative, noté
R >0, lorsque «* Rz > 0 pour tout « € R™. Elle est dite définie positive, noté
R > 0, lorsque z* Rz > 0 pour tout € R™ non nul. Soient R et ) deux
matrices symétrique de taille n x n, on dit que R > @ (resp. R > Q) lorsque
R—Q >0 (resp. R—Q > 0).

Soit X ~ N(u,¥) avec ¥ > 0. La matrice de covariance ¥ admet une dé-
composition de Cholesky ¥ = LL* ot L est une matrice diagonale inférieure
dont les éléments diagonaux sont positifs alors X = L~'X ~ N(0,1). La fonc-
tion chol de MatLab fournit une décomposition > = U*U ou U est triangulaire
supérieure.

On note L = $/2, ainsi X = p+ £Y/2X ott X ~ N(0, ), en effet cov(X) =
¥1/2 cov(X) (£1/2)* = I. Cette matrice “racine carrée” n’est pas unique, il existe
différentes méthodes pour la calculer (cf. la section ci—dessous).

Ellipse de confiance

L’ellipse de confiance généralise la notion d’intervalle de confiance au cas des
vecteurs gaussiens en dimension 2. On considére un vecteur aléatoire gaussien
X ~ N(u,X) de dimension 2 avec X > 0. Il s’agit de déterminer les courbes de
niveau de la densité gaussienne, i.e. les points x de ellipse

(x—p)' S e —p)=r.

En tant que matrice symétrique définie positive ¥ admet la décomposition
spectrale ¥ = PDP* out P est la matrice orthonormale des vecteurs propres
(dans un ordre quelconque) et D est la matrice diagonale des valeurs propres
(dans le méme ordre). Pour chaque  on définit le point # par # = D~/2 Px,
alors |Z|? = r, i.e. Pensemble des 7 est le cercle centré de rayon r : Z(p) =
7 [cos(p) sin(p)]* pour 0 < p < 2. L’équation paramétrique de ellipse est
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régles de calcul

7 espace discret

espace continue

loi P(X = z) loi de X A ) densité de 5 _ow Qo X
PXeA)=3 4 PX=2 Xmm ?
E(¢(X)) =22, o(z) P(X = z) = [ (X
loi jointe P(X = z,Y = y) loi jointe de (X,Y) p(X,Y) densité de la loi de (X,Y)
loi marginale PX=z)=3, PX==z,Y=y) = [p(X,Y)dY
. s oy — APX=zY=y)  PX=zY=y) A pX,Y)  p(X)Y)
loi conditionnelle | P(X = z|Y =y) = P =) Y PX=2. Y=y p(X]Y) = oY)~ Tp0%,Y)dy
propriétés PX=2z,Y=9y)=PX==z|Y =y)P(Y =) p(X,Y) = p(X]Y) p(Y)
P(X1:k = z1:6) = P(Xy = 1) :N o P(Xe = x| X1:0—1 = T1:0-1) p(Xi:k) = p(X1 = z1) _lt 5 P(X¢|X1:0-1)
PX=1x) =3, PX=2z|Y =y)P(Y = y) p(X) = [ p(X[Y) p(Y) dY
PX=z|Z=2)=3 ,PX=zY =y, Z=2)P(Y =y|Z =2) p(X|Z) = [p(X]Y,Z)p(Y|Z)dY
indépendance XLy XLY
S P(XeAYeB) =PXec A xP(Y e B), VA, B s P(X €AY e B)=P(Xe A) x P(Y € B), VA, B
& E[p(X) x $(Y)] = E¢(X) x Ey(Y), Vo, ¥ & E[p(X) x p(Y)] = E¢(X) x Ey(Y), Vo, ¢
SPX=2Y=y)=P(X=2)B(Y = y) & p(X,Y) = p(X) p(Y)
& P(X = 1]Y =y) = P(X = 2) & p(XIY) = p(X)
siZl (XY):PX=z|]Y=y,Z=2)=PX=z|Y =y) siZ L (X,Y) : p(X]Y,Z) = p(X]Y)
ormule de Bayes Caly =y = BV =X =) PX=2)  PY =yX=2)P(X =1z) _p(YX)p(X) _ p(YIX)p(X)
formule de Bayes | FX =21V =) PV =1) = B =y = B =) | PO T T v pix) ax
loi a priori P(X = z) p(X)
loi a posteriori P(X =z|Y =vy) p(X]Y)
vraisemblance P(Y =y X =1x) p(Y[X)
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donc

sin(p

z(p) = p+rP*DV? {cos((p)) } (0<p<2nm).

La norme au carré du vecteur aléatoire X = D~1/2 P X suit une loi du chi-2
a 2 degrés de liberté. En prenant r = 4.61 alors

P(Xe{xeR2 : (ac—u)*E_l(x—,u)gr}) =0.9.

Voir la routine matlab ALG. 15.

A.2 Transformation de Box—Muller

Cette transformation — proposée par [Box and Muller, 1958] — se vérifie a
'aide d’un changement de variable dans une intégrale sur R? (voir ci-dessous).
On pose :

uy = fi(zr, x2) = e~ (#itu3)/2 )

1
uz = fa(z1,22) = o tan™! (z9/29) .

Le jacobien de f est

_ 8ﬂ71fl aI’zfl _ 1 7:c§/2 1 713/2
J =det [ Do o Onofo e —e .

Ver o Ver

Ainsi, si Xy et X sont indépendants et gaussiens N(0, 1) alors

Bo(1,Xe) = [ [ elor,a)alo) o) doyde avec gla) = e
RQ
= // ©(v/—2 loguy cosuy, \/—2 loguy sinuz) duy dus
[0,1]2
= Egp(\/ —2 loguy cosug,v/—2 logu; sin UQ)

ol uj et us sont indépendants et de loi uniforme UJ0, 1].

Formule de changement de variable dans une intégrale : On considére
une bijection 7 : C — D ot C et D sont des ouverts de R” telle que 7 et 77!
soient contintiment différentiables. Le jacobien de 7 au point u = (uq, ..., uy)
est défini par
A or;
J(u) = det [—lu] .
ou; 1<i,j<n

Si f: D+ R est borélienne, positive ou intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue, alors

[ t@rde = [ ey i@,
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A.3 Un peu de complexité algorithmique

La complexité d’un algorithme! est le nombre d’opérations élémentaires

(accés mémoire, comparaisons, opérations arithmétiques) effectuées par cet al-
gorithme et s’exprime en fonction de la taille N des données.

On dit que la complexité de lalgorithme est O(f(N)) ou f(N) est une
combinaison de polynémes, de logarithmes ou d’exponentielles. 11 s’agit de la
notation mathématique classique : dire qu’un algorithme est en O(f(N)) signi-
fie que le nombre d’opérations effectuées est borné par C f(N), ou C est une
constante, lorsque N tend vers 'infini.

On a les régles classiques de calcul :

O(3N +5) = O(N),

— O(log N) + O(log N) = O(log N),

O(N?%) + O(N) = O(N?),

— O(N?)O(Nlog(N)) = O(N3log(N)) etc.

On peut distinguer par ordre croissant de complexité :
— O(log(N)) logarithmique (sous-linéaires),
O(N) linéaire,
- O(N log(N)),
O(NP) polynomiale,
— O(p") exponentielle.

Par exemple la recherche d’un élément dans un ensemble ordonné fini de car-
dinal N est en O(log(N)) ; les algorithmes optimaux de tri sont en O(N log(N));
la multiplication des matrices ou le parcours dans les graphes sont polynomiaux
O(NP) avec p < 3. En général, les algorithmes polynomiaux en O(N*) avec
k > 3 sont considérés comme trés lents. Les algorithmes exponentiels sont
impraticables dés que la taille des données est supérieure & quelques dizaines
d’unités.

Pour résoudre un probléme on cherche l'algorithme ayant la plus faible
complexité, mais il faut faire attention a la constante multiplicative C' : passer
de £N? 4 10'° Nlog(N) n’est pas une amélioration !

La complexité n’est pas tout. L’occupation mémoire est également impor-
tante (méme si c’est de moins en moins le cas) sans parler de la lisibilité de
I’algorithme.

LCe sujet est difficile, on trouvera sur le net de nombreux cours bien faits comme : Herbert
S. Wilf, Algorithms and Complexity. http://www.math.upenn.edu/~wilf/AlgoComp.pdf
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ROUTINES MATLAB

On donne maintenant les sources de 2 fonctions matlab de redistribution
introduites au § 4.5 page 51

Alg. 12 f_resample_residual — redistribution des résidus.

Alg. 13 f_resample_comb_randshift — redistribution de Kita-
gawa.

En sortie de ces 2 derniéres fonctions on obtient le tableau offsprings (1:N)
du nombre offsprings (i) de descendants pour chacune des particules i. Il est
encore nécessaire de calculer le tableau indices (1:N) des indices des particules
sélectionnées. C’est 'objet de la routine :

Alg. 14 f_resample_multi

Par ailleurs on propose une fonction pour le calcul d’ellipse de confiance
pour une loi gaussienne en dimension 2 :

Alg. 15 f_plot_ellipse

Important :Ces fonctions matlab peuvent étre utilisées dans toutes applica-
tions non-commerciales (enseignement et recherche universitaire). Contacter
Uauteur pour tout autre utilisation.
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function offsprings=f_resample_residual (weights)
function offsprings=f_resample_residual (weights)
RESIDUAL RESAMPLING PROCEDURE for particle filter algorithms
INPUT weights : probability measure
(it is not checked if the sum of the weights is one)
OUTPUT offsprings : drawn offsprings

resampling according to the probability measure weights(k) k=1:np
with np=length(weights)
1) one calculates the integer parts of np*weights
2) one draws the residual particles according to the residual law:
weights(k)-floor(weights(k)#*np)/np k=1:np

YA

yA

yA

YA

A

YA

YA

% offsprings(k)=j means that point #k is resampled j times
YA

YA

A

YA

YA

Y o e e e e
YA

np = length(weights);

% --- one computes the np first points

offsprings = floor(np*weights);

weights = weights - (1/np)*offsprings;
% ---- there remain np-sum(offsprings) particles to be drawn
nnp = np - sum(offsprings);
weights = weights/sum(weights) ;
weights = cumsum(weights) ;
for k=1:nnp
threshold = rand;
i=1;

while weights(i)<threshold, i = i+1; end
offsprings(i) = offsprings(i)+1;
end

ALG. 12: Redistribution des résidus.
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function offsprings=f_resample_comb_randshift(weights)

% function offsprings=f_resample_comb(weights)
function offsprings=f_resample_residual (weights)
KITAGAWA RESAMPLING PROCEDURE for particle filter algorithms
INPUT weights : probability measure

(it is not checked if the sum of the weights is one)
OUTPUT offsprings : drawn offsprings

offsprings(k)=j means that point #k is resampled j times
resampling according to the probability measure weights(k) k=1:np
with np=length(weights)

S ST 5 52 52 52 38 3T e e ;e o

Y o ___
n_weights = length(weights);
weights = cumsum(weights)+rand/n_weights;
weights = weights/weights(end) ;
weights = floor(weights*n_weights) ;

offsprings [weights (1) weights(2:n_weights)-weights(l:n_weights-1)];

ALG. 13: Redistribution de Kitagawa.

function indices = f_resample_indices(ftable)

% function indices = f_resample_indices(ftable)
% to be used after a reseampling function

% INPUT a table [il i2 ... in]

% ij : means that point #j has been drawn ij times

% OUTPUT [1*ones(1,il1l) 2*ones(1,i2) ... n*omes(1;in)]

% ex. mult(fl0 2 0o 2 1 11)

% gives [2 2 4 4 5 6]

Y o
% AUTHOR: Fabien Campillo - Qinghua Zhang - INRIA

Y e
fftable = cumsum(ftable+1);

a = zeros(1,fftable(end));

a(fftable) = 1;

aa = cumsum(a) ;

indices = aa("a)+1;

ALG. 14: Calcul des indices (a utiliser avec les fonctions de redistribution).
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function f_plot_ellipse(fmean,fcov,npoint,fcolor,R)

function f_plot_ellipse(fmean,fcov,npoint,fcolor)

compute and plot a confidence ellipse of level 90%
corresponding to the two-dimensional normal law N(fmean, fcov).
% parameters: mnpoint : number of points for the layout of the ellipse
% color [character] color of the ellipse

% One decomposes the covariance matrix R = P D P’

% (P orthonormal D diagonal) then Z = D~{-1/2 } P (x-m)

% where M is the average, then |Z|~"2 = R the parametric equation
% of the ellipse is

YA y(s) = m + P’ sqrt(r D) [ cos(s) sin(s) 1’

% 1Z]1~2 follows a law of the chi2 with two degrees of freedom

% R=4.61 gives an confidence ellipse of 907

Y o
% AUTHOR: Fabien Campillo - INRIA

Y e e
if nargin<=4, R=4.61; end % default R=4.61 gives a confidence ellipse

% of level 90%
if nargin<=3, fcolor=’k’; end % default fcolor is ’black’
if nargin<=2, npoint=45; end 7 default 45 points

[vec,val] = eig(fcov);

t = linspace(0,2*pi,npoint);

ellipse = vec * sqrt(val*R) * [cos(t);sin(t)];

ellipse = ellipse + repmat([fmean(l);fmean(2)],1,npoint);

plot(ellipse(1,:),ellipse(2,:),fcolor)

ALG. 15: Calcul et tracé d’une ellipse de confiance pour une loi gaussienne en

dimension 2 (cf. Annexe § A.1).
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algorithme backward, 4
cas continu, 18, 17-18
cas fini, 8, 8-10
algorithme forward, 4
cas continu, 17, 16-17
cas fini, 6, 6-7
Baum-Welch
algorithme de, 4
Bayes, formule de, 25
Box—Muller
transformation de, 44, 71
bruit blanc, 30
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canal sans mémoire, 4

chaine de Markov, 29
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loi de transition d’une, 30
loi initiale d’une, 30

densité conditionnelle, 23

dualité des équations de Baum forward-
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probléme de, 4
fonction
valeur, 11
fonction de vraisemblance, 26
fonction valeur, 19

indépendance, 25
innovation, 36

lissage
probléme de, 4
LMAP, voir estimateur local du maxi-
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marginale, 22
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